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Sumario )

Proporcionamos uma Justificacao rigorosa das equa
coes propostas por De Vries eVertogen ([1)) para modelos de cam
po médio e aplicamo-la ao modelo de Dicke generalizado ([5],L[6]
[7]), isto &, com termo antiressonante diferente de zero. 0S /

valores-medios térmicos de certos operadores , no modelo de Di
cké hg_ab%bxiﬁ&éaami}éfafihQQWave"‘(istb e, sem termo antires-
sonante), podem ser obtidos do, sistema de equagGes por um pro-
" cesso limite, qdé € o de "quase-m&dias" ([11]). Este ponto & i
lustrado pelo calculo do valor médiq téermico do mesmo operador

considerado em [1]. Finalmente, faremos uma discussao das qua-

se-medias nesse modelo.



Abstract

A rigorous justification of equations proposed by
~De Vries and Vertogen ([11) is provided for mean field models/
and applied to the generalized Dicke model ([5],16],[71), that
is, with nonéerO‘counterrotating term. Thermal expectation va-
lues of certain operators in the Dicke model in the "rotating-
~wave" approximation (i.é., with zero counterrotating term) /
may be obtained from the system of équations by a Timiting pro
cess, which coincides with the method of “"quasi-averages" (1]
This point is ilustrated by the calculation of the thermal ex-
pectation value of the same operator gonsidered in [11. Final-

1y, a discussioh of -quasi-averages in this model is provided.
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1. Introdugao

Este traba]hé visa dar uma justificacao rigoroéa/
ao método proposto por G. Vertogen e A.S.De Vries [1], para o/
calculo das propriedédes termodinamicas do mode1b do maser de
Dicke [2). Para tal devemos iniciar definindo o sistema fisico
que este modelo tenta explicar, assim como as suposicoes que /
terao de ser feitas sobre este sistema para que ele possa ser/
resolvido. Devemos explicitar tambem os metodos matematicos //
que usaremos em tal justificacao e sua ligagao com a fisica //
considerada, e ainda quais os 1imites em que as conclusoes ob-
tidas ;eréo validas.

Nosso sistema & de N dtomos de dois niveis intera
gindo com o campo de radiacao eletromagnetica quantizado. 0 Ha

miltoniano geral deste sistema e dado .por ([31):

N : 2
=0 Ml @) atid) + 5 (A (- S M) +

”{)A ' (=1

/ -~ Y- I-1)

FViI) ) Vlxe= %) (1-3)
<y '

onde fﬁ(lk,x) sao os operadores de bosons de criacao e aniqui-

lacdo para os modos fotonicos com energias dadas.por | ki, //

V{x) e o potencial atomico, V.. o potencial de interacao entre

iJ
os atomos e /(%) o potencial vetor do campo eletromagnético /

quantizado

e B gt kv g o ik
/A(X;):Z %(—\_ﬁ@’i e(lh,)){a(lh,))e.. + ak e J -
Al »

3
onde V=L® & o volume da cavidade, ke f%EIH,WWG;Z‘} (condi- /



cbes periodicas). e 0S vetores de polarizacao @( |k. A ) satis -
fazem a m.eﬂ@))=0 , 0 que gorresponde a- tomar o calibre //
("gauge") de Coulomb, onde VA()=0([12]). 0 que nos interessa-
. culo de grandezas fisicas no limite /

r3 na verdade sera o ca

2 D .=

rmodinamico, i.a., NwwVemcom N/V = conctante

t.

D

locamos acima N em substituigac a V. Porem, para o modelc que/

vamos estudar nao consideraremos um Hamiltoniano tao geral. Fa

remos em (I-1) as aproximacOes: (a) de desprezar o termo de in

1A - A
uc a cri .

A~ naln £
a pCr U i

i

+fanmnca 1t
L

TR atn d d
vHiv o \J Yo L aLvuy u u

—J.

vwara Anntwrn
teuuxsu crnvic

w)

0 0s ca e g
dade dos atomos ativos & a de um gas altamente rarefeito ([31,
§5:3); (b) a aproximacao dipolar ( de que o comprimento de on-
da da radiacao e muito maior do que as dimensoes da cavidade ,
que pode tornar-se grosseira no limite termodinamico ); (c) de
considerar um Unico modo de frequencia do campo de radiagao ;/
(d) de desprezar o termo ne (vide [4] para os efeitos termocdi-
namicos desse termo).

Porem, contrariamente'ao que € usualmente feito /
qugndo do estudo do modelo dq maser de Dicke, nao faremos aqui
a aproximacao frotating—waved (para justificacao desse termo ,
"vide [31§8.5). Na verdade,'além disso aumentar a generalidade/
do estudo feito, tem por objetivo principal a quebra de uma si
metria do Hamiltoniano em questdo, o que € necessario para a /
interpretacao rigorosa dos resultados obtidos por Vertogen-De
Vries 1] ,como veremos posteriormente.

Com tais consideragoes em mente, podemos escrever
entao o Hamiltoniano final que trataremos, ja sob a forma pro-

posta por Dicke [2] , qual seja({ para uma conexao precisa en -

tre o Hamiltoniano geral (I-1) e o abaixo, .videl[4]) :



N 3 N R s
HNza*a+£m=15M"%i{MZ:D{ag +Q“‘S"“> *
+,¢1/¢LS,:+0~*5,:)] . - (1-3)
7 e .

onde £>0 & a diferenca de energia entre os dois niveis do ato

mo, A0 e /At>0 (sem perda de genera]i@ade) sao as constan-

tes de acoplamento entre o atomo e o campo de radiacio, sendo/
A o termo ressonante e A o tgrmo anti-ressonantel3]; Szaséo /
operadores de spin-1/2 que descrevem o sistema de N atomos de/
dois njveis, sendo Sy -S]“ (nc[] N]). Estes operadores estéo
definidos sobre o espaco de Hilbert % y{s@«}, onde;‘Z @d:(‘)
& o espaco de N atomos de dois niveis, e t;e o espago de Fock

para um boson (foton). Chamemos:

t 'z 23
E;’ ¢2f , com G? = G; £(07, sendo Gfll matri-
zes de Pauli sobre mz(i), Podemos escrever entao:

hHN: ara + £S5t -\[%:(SJ.Q + 5" ) +
g sy (1-4)
+/\/A:7_(5N~a ’ SN a*)‘ - | ‘

"Este e o Hamiltoniano que usaremos, e 0 chamamos/
‘Hamiltoniano de Dicke generalizado porque ele difere pelo ter-

mo anti-re sonante (mn/u) do Hamiltoniano:

HN = afa + SS; + _\%(SN’LQ t SN‘oj") | _ (1-5)

(4 [ 4

que € 0 originalmente proposto por Dicke ([2]) e que sd contem

- ! -
0 termo ressonante (em A). Outra nomenclatura e a de que Hy e



o Hamiltoniano de Dicke na aproximagao "rotating-wave" (de on-
da girante), enquanto Hy contem termos arti-girantes ("counter
rotating"). Referimo-nos a [31(§8.5) para a justificacao desses
termos e dos termos"ressonante" e "anti-ressonante"; e a r4l /

para a influencia dos termos anti-ressonantes nas propriedades

‘termodinamicas.

Vejamos algumas propriedades de H, e H& relevan -

_ N
tes para o0 que se segue. 0 Hamiltoniano HN apresenta transicao
de fase superradiante ( para esclarecimento desse termo, vide
[3] ) de segunda ordem, no sentido de que o calor especifico /

apresenta descontinuidade de segunda especie a uma temperatura

critica T (u), definida por:

E  _th(L@E " (1-6)
onde G%=]/kTC9u) A{C5) e [61, £7] e [8] ).
0 modelo H,. apresente o mesmo comportamento, sen-

N
do a temperatura critica dada pela mesma expressao (I-5) com /

M=0. Deste fato deduz-se que:
Tc(/%) 2,7_6[0). se /A>/0 . (1-7)

e
Tanto Hy como H& comutam com nggi(b_

-

-

1 : '
rem HN apresenta uma simetria adicional:

3
%
[CN)HLJ:O , onde CN:G'Q"+ SN

Como veremos logo mais, essa simetria adicional tera implica -
¢oes fundamentais para o calculo de valores medios termicos. /
Mais recentemente foi demonstrado que o modelo com o termo ne
naovapreéenta transicao de fase no caso ﬁi/i ({91): no caso /

,Rf&a , ha transicao de fase ([4]).

Para uma lista mais completa de referencias sobre



o

as propriedades desse Hamiltonianoc, veja H.Nussenzveig [31.
0 méetodo que Vertogen-De Vries [1] propuseram con
siste em obter um sistema de "equagdes do movimento" igualando

os comutadores do Hamiltoniano de Dicke na aproximagido "rotat-

—~

1-5)) com oc operadores "intensives! a*//N, a/WN

[

T
\

o

3

[ip]
1

Qo

: - +
3/ N, S;/ N ¢ SN/ N , a zerc. 0S cperadores SN’ N, a/JyN e //

N ;
a*/JN sao ditos "intensivos" e serao nossas grandezas fundamepn

[¥2]

~

tais. 0 nome "intensivo" tem um dos dois significados seguin -
tes: (a) os operadores sac somas de operaéores locais sobre u-
ma regiao de certo volume, divididos pelo volume, (caso de //
Sﬁ%N); (b) no limite termodinamico, o nimero de modos do campo
de radiacao em qualquer intervalo de frequencia e proporcional
ao volume, isto &, o valor medio da energia {a*ay & proporcio-
nal a N (ou V), logo a/VN e a*/VN sdao "intensivos®. 0 comuta -
"dor do Hamiltoniano com qualquer desses operadores "intensi- /
vos" e um polinomio nesses operadoresi

Obtem-se entao um sisteha de equdcoes para esses/
operadores, e interpretando-os vagamente como numeros-c (fva1g
res médios" no limite termodinimico, ou "térmicos"), foi possi
vel aos autores, no caso do Hamiltonianc de Dicke (I-5), calcu
lar o valor medio de'Sﬁ/N.no limite termodiramico sem determi-
nar os valores medios dos outros operadores. Obtiveram desse /
modo o resultado conhecido calculado por Hepﬁ;Lieb (c5),061) ./

Esse metodo foi ent3o aplicado por Pimentel e Zimerman [10]

3}

outros molielos, tendo sido sempre reproduzidos os valores me -~

dios corretos ja previamente calculados na literatura. Tendo

em vista que os autores nao ofereceram nenhuma interpretacao

teorica para esse procedimento, e a grande atragao do metodo

S~ ~ ~  ~

~pela simplicidade, propomo-nos neste trabalho preencher essa
falha.



Nesse sentido, iniciamos considerando (cap.IIl) es

tas equagoes como estando definidas "dentro" do estado de Gibbs

(j (4] = —{71{}:‘:.-: (e—(BHh: OP.) (1'8)
fN (e . Tn.. e BHx
Ry s

Nesse caso e facil verificar que fS(EHN’OND=Of sendo 0N qual-
quer dos operadores intensivos a*/JN, a/VN, Sﬁ/N, SN/N ouS&/N.

Porem ha um impasse no modelo proposto por e-/
les: os valores medios termicos dos operadores intensivos ON i

e _ e ~ .
definidos como: LLE<O >N_Lygjz (0y)» no caso sdo:

‘ Orak S S
Tom, N(v-) lim (& )=Tim 55 ") lim 5. (5n) =0 ,
devido a simetria [CN,HN]=0. E portanto essas equagoes ficam /
reduzidas a identidades tautologicas do tipd 0=0.
E mais: de acordo com essa interpretacao dada, pa
ra a aplicabilidade dessas equagles e necessEkio que: (a)

]l’m f(}(o(u 0(_”) ana(Oﬁ)) '-LIB fNo(O(}{;)) (1_9)

N+
( :
para Oﬁ’e O%ﬂdo1s operadores intensivos quaisquer (i,j€l1,5])e

pel,sendo ICR LY 'lnn 5)0(0(1))#0 , Yiel1,5]. (I-10)

0 segundo passo para dar uma interpretagao a esse
sistema de equagoes, € o de considerar o Hamiltoniano mais ge-
o ral HN ((I-4)) (cap. 1I). Isto quebra a simétria~ex1§tente an-
teriormente. Provaremos entiao (caps. II,III e IV) que nessas /
circunstancias existe um intervalo de temperatura (T<TC, sendo
TC g temperatqra critica do sistema) no qual os mencionados va
]ores medios Ao diferentes dé zero. Alem disso, demonstrare =

mos (cap. IV) que vale para certos -operadores de interesse, a

relacao (I-8) acima. Por simplicidade de ilustragdao e tambem /

~

para comparar com os resultados de L[1] no im0, faremos



(cap.11l e IV) a mesma aplicacac que esse autores, calculando/

-rs S - .3
o valor medio termico de SN/N.
Para esclarecer conceitos que surgem naturalmente

dos argumentos usados para a justificacao deste metodo, defini

mos e estudamos (cap.V) o conceito de auacse-media, e nrohlemas
de derivabilidade da energia Tivre.

No'cathu]o VI apresentamos uma conclusao sucin-

ta deste trabalho.



II. Valores Medios Termicos— Equacoes de De Vries

e Vertogen

Quanto aos valores medios termicos, devemos enun-

T~
vy

(%]
[

ciar claramente os precedimentos necessariss para seus C
los, assim como as implicacoes desses procedimentos.
Para calcularmos esses valores médios praticamen-

te, definimos de forma generica _ .
+a "b 3C d *e
(5N
P=&%)(ﬁ#(~)(ﬁ VN (11-1)

+ .~ . .
com a,b,c,d,e € R, um polinomio em operadores intensivos.

-~

Definamos tambem o Hamiltoniano:
HN(f)=HN+§NP | (11-2)
sendogﬂmlparametro arbitrario e pequeno.

Por definicao de energia.livre temos:
(sHN(S)

f&j % W "oy © | (11-3)
N _
Nosentido de determinarmos 11m(P>M notamos que :/

40 ] (8)
”(f):_%_' Try, (0™ Cpnp)
2% : 7;7% LML | (11-4)

g .
e portanto: " ‘)_éx-’g(—ﬂ/? = <P>(3,N o ’ | (11-5)
‘ =0 . .

Ou seja: Tim isti e
ja: o 1im <R%w, se existir, e o mesmo que /

E se para este ultimo limite vale

=0 .
lem JJL(}(g) i_ 7"’" f' (g - , entao

(o0~

Tim gf

Nom

lim <P} | -Lhmﬁ@ (11-6)

N+ C)f N-+®



Mas isto e verdade se 0 Limfg(§)=f&($), for diferenciavel em
pois {fﬁ(?)) & uma sequencia de fungoes concavas de 4 em //
(-o ,+0 ) (lema de Griffiths) ( apendice de [5) ; cap.V e
apendice B, deste trabalho).

Verificamos explicitamente, conforme aprecentare-
mos no capitulo IV, que essas suposigOes acima sao validas no/

caso em que P=S /N, isto &, que fc(f) & diferenciavel em §, e

desta forma determinamos o 1im (P) . Porem, do- ponto de vista
tedrico, existem certas condigoes a se considerar para que 0 /
calculo Qf'() possa ser rea]izado. Veremos quais sejam logo /

mafs em pormen01es.

Exp1ic1temos‘ent50 dgora o que foi proposto por /
Vertogen e De Vries em seu trabalho ([1]).

Eles consideram,para o sistema fisico definido n.
inicio, o Hamiltoniano do modelo do maser de Dicke, na aproxi-
magao "rotating-wave":

| X ' 3 A S‘fa'.f_‘g-a*)

- adfat £S +——(N v (I-5)
H, NT N N
e obtem as seguintes "equagoes de movimeptoh, usando as rela -
coes de comutagao para bosons e operadores de spin:

+

[H, af}— at 4 A (11-7a)
[HJ,%]'-'—&-%;—SN | (11-7b)
R -
u ,Sz]z_%ag, +7%_4*SN (11-7¢)
. 22 g+ S3 o (11-7d)
[Ha, Sv)° A &N
(I1-7¢)



10.

Eles colocam entio esses comutadores iguais a ze-
ro, o que transforma o sistema acima em um sistema linear , /
para o0s operadores intensivos interprefados como numeros com -
plexos; em ‘diversos casos rapidamente soluvel, levando a resul

tados interessantes, como por exemplo determinacao da tempera-
tura critica para diversos modelos ([10]). .

Para interpretar inicialmente este resu]taao 1 li=
gualar os comutadores a zero), devemosconsideraﬁ essas equa- /
¢coes como estando definidas "dentro" do estado de Gibbs (I-8)/
. acima.. Pois nesse caso verifica-se facilmente que : /77
ﬁf (([H&,ONJ)FO, VN,(%; onde 0N e qualquer operador 1ntensivg
E esse sistema deve ser escrito entao como:

Timn f(}([ HN' ,OA(IL‘)J) =

Ne® /N (I1-8)
 p®_a ¥, 3

Q) = N
i=1,2,...,5, V(SGI, onde,e.g.:ON=-g\m— s INTYT N N }I
M {>) . S . 7T - . . ’
OiL:%i Oy= i' , se esses iimites em (II-8) existirem. /

Na verdade para que o sistema acima seja linear /

para valores medios térmicos de operadores intensivos, quando,
por exemplo, formos reso]ve lo para 11m S&> vemos que € ne

cessarioainda que valha o seguinte: (a)

: ) |)
-!I'In (O() N(J)2 - 7!'m <0(< 711‘n <OJ %,N

N-+® N+® N+@

(I-9)
\7’(5& I,Vi,je [1,5]'; (b) Tim <OL“>M¢0 ,Vig-[],sj.s [1-10)

N>

Porem o impasse maior surge do fato de que por H&

2 - . - . .
comutar com o operador CN=a*a+S” isto e, devido a simetria /

N 5
] ' .
[CN’HNJZO’ os valores medios termicos dos operadores /I 5

+ -
ayf’; Sn/N oy ~S /N , sao todos nulos. Isto pode ser visto, /

por exemp]o para S /N ,onde co]ocamos
F +
Trg o BH

.
YS(H Tnd,,;, -rwh*J ==



11.

E como.CCNISJJ: ﬂ: , teremos:
B( Su T"ﬁfﬂ e P (e, s
f;(:ﬁé)“' T%? oGty

N

Como Cy © HY comutam, se escolhermos uma base de 5z~ , de auto
. ] .

vétores comuns a amscs os operadores, para calcularmos este /

*

+ ,
trago, vemos facilmente que ff(=%f)=0. Da mesma forma ve-se /

&) oB(at)- @(é»lz o |
que ff(vg)‘ ﬁf(vﬁ) f;, N ) 0 , p?1s podiwos escrever/
“estes operadores como: a=[C,,~ ] , dfzccﬂ,a-] e //

&;=£CN/5JJ

Considerando ent3o estes resultados, as equagoes/
deste<sistema (II-8) ficam reduzidas a identidades tautologi -
cas do tipo 0=0. i

Resolveremos isto quebrando essa simetria, consi-
derando para tal o Hamiltoniano (I-4) (sem a aproximagao "rota
ting-wave“i. '

Assim, com estas interpretacoes e consideracgoes ,

0 nosso sistema sera, finalmente:

aj’] = I <_a_'f> + A lim <"§E> +
ym<[H~)“r: %H//u = fim M (S,NyA N @N//A

N N-po0

Sw> =0 (11-9a)



12.

[ 4> |
i MO~ e =0 (11-9d
_Z/A 7":_0.0 N W-pﬂ/ ( )

3
- é_ - am L + 7MM _g:'_lg
) _'!’l-::/’\ <[HN} NAL])(S/N%,( g Z“_,.. < > ZA VIU N ﬂ///t(
- AN |
+2/a fo: Y f—%/%_a (11-9e)

Veel.
Conforme & de nosso interesse neste trabalho, pa-
ra futuros cé]cu]os e comparagoes, vamos resolver o sistema a-

GNM

cima para Z%«(f . Das equacoes (II-9a), (II-9b) e /

(I1-9d), obtemos:

7,,M<_4-—> DYRC 2N

N"“’ N““ G M
; .éé 2 ~*£ II-10

A i <T>~ +/“ 2 <‘f‘~‘

" onde foi necessario supor que: (a)

| S8 A
Zi:;<éa_@. = <7~% éx’(—j‘ﬁ-)wy“ (11-11a)

/j/N/,( N~
R AN A5 N e
e . 7&:‘; i;"ﬁ‘/%/ 7,,”,<—NA->‘ Z;w<¢,\—,%z% (I1-11b)
- ﬁL at
(b) %:: Gﬂ/‘ e ﬂ~m <: o Z (11-12)

VNe V@el,
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Porem nao sabemos s& esta suposicao e valida neste caso. Mos r
traremos que sim, explicitamente, ao calcularmos (cap.IV) o /
14im <§ /N> a partir da energia livre do nosso sistema fisi
Ne® —
co. E desta forma, comparando o resultado obtido por (II-10),
com o obtido em (IV-17)(cap.IV), poderemos justificar a valida

de deste sistema de equagoes considerado.
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I11. Calculo dos Valores Medios Termicos de

a/VN e a*/WN

. ) SS
"No sentido de calcularmos Z:’:ZS <'—“>0

M a partir
de {I1I-10), precisamos determinar os valares medins termicos
s | . _ b
; =D :
ij’_“:,<v¢i—> ,N/«( € Zf’:‘m<w>(5/~//,( . Segundo procedimento escla

recido no ca‘thu]o II, podemos calcular estes valores medjos /

acrescentando se ao Hamiltoniano (I—4) 0 operador auto-adjunto
extensivo YV N(a+a*). Por meio de demvagao da energia livre ,
a ser calculada neste caso, determinaremos o Z&«<f—vﬁ"‘2%%/<.
Com procedimento analogo para o calculo do ZM<A"QE>@N/{ .
.e somando-se ou diminuindo-se os .resultados, teremos respecti-
vamente: 7m <V;7> e Zﬁ:;<fﬂ't>p,rl/4 . Assim, seja consi
derado o Ham11ton1ano:

H,(5)= amwr £S5 e (Shar S,%7) +

(I11-1)

Pac(giare Sa) + S0 (ae )

Queremos a energia-livre. Teremos entao de calcu-
Tar a fungdo de particao do sistema, que e dada por:

ZP(3)= Try e O

(I11-2)

Para tal o priﬁcipa] recurso utilizado & a formu-
33950 segundo os estados coerentes de fotons. Isto se deve ao
fato que, segundo inicialmente demonstrado por Wang-Hioe [71 ,
estes estados formam uma base natural para o tratamento do sis
tema fisico cons1derado, segundo o modelo de Dicke. Uma defini
¢ao, e colocagao das propr1edades, destes estados, esta apre -

sentada suscintamente no apendice A deste trabalho.Ainda: /
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necess1tamos tambem do metodo de Laplace para o calculo das in

tegrais que surgem quando da determ1nagao .explicita da fungao/

de parti@50 desse sistema.

Uséndo entao, para o calculo desse trago (III-2)-
os estados coerentes de fotons (fundamentalmente (A-10) e /_
(A=11) do apendice A), mas dando ainda trataﬁento quantico as/
. yari aveis atomicas, podemos escrever:

. - HN )
Z:(f):?rl‘“ dt T <l S (A-10)

3 - !
Pelas desigualdades de Hepp-Lieb [61, do apendice A ((A-11)) ,

pode-se provar que a fungao de partigao "semi-classica":
O ). Ll Tr g -6
, 5 R, sp € . 111-3
Z.N (5) Tr/ JKNP _ ( .

fornece a mesma energia livre no limite termodinamico. Assim ,

usando-a para os calculos seguintes, podemos escreve-la expli-

citamente:

~ <l Hy ()10
6(5”)2 Z dx 5.5, e fd S, Sy (111-4)

Onde no caso (vide apendice A ((A-5))):

<l H (8> = i+ £55 + (8L + Sy <)

%(5:.o<*+5g°<) + ST (x+ <) (I11-5)
N

i

N
3 1,3 -
Mas, lembrando que: z (S , € convenien
=1

N
A __.ZL\‘. (I111-6)
N (':"

te definjp:
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h = 5553 ! 7%:(5;{% + Spt) 4

*/%‘(5:"(** 5(”") (111-4)

Assim, o integrando em (III-4) pode ser escrito ,
usando (III-5) e (III-6), como:

g | H,, (¢) o
<S_.,_.;,_g~l e—(5< | Hy g,°<>|51”- S~> -

3 ‘“ifwﬁi )7 'gl Voo _
e Y E IO IER

(=

(;[Iacl +fW(o<+o<*)] Y ” (SA;I ¢S

_(Z[I°<l+50r(°<+°<*)7 ” <S¢ Ie-gk'[.s >

t=1

Podemos entao‘escrevev (III-4) como:

Z“(fe)=/LZ 5 ST et s) -

] 51-7

/J._. e (g[w JF(OGN)J( e‘pl‘!v”l) +

N

| | +<ue@11>>
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y | . N
| /.4,_,& e_‘(;g«;ﬂm(xw)) (T% e-(sk) e
— TT N

| o
f= 885 + A (STr S

onde:
+/f%/5+°<*+ 5_?4) ' (I11-8)

Chamando ¢£ e 4% 0s auto-valores deste operador/

h, se existirem, entao podemos colocar:

) Trgy eOh Bl 04 (111-9)

A existencia destes auto-valores verificamos, cal

culando-os. Entao:

¢ 9 (¢ 2 +°<}'«)
. W
A,: o ; logo : /
.2(°<*3+§M) - ¢
VN
i 2=+ <) o e
a —
=0

2 (o<x 2+ ) -£-4
%

onde 4 e auto‘valor de h.

L4

Resolvendo a equagao dada por este determinante a

cima, encontramos:




i8.
erg(tr a0

- 1
‘ ,)/u(cx%— x*z)]) (I11-11)

.+ Portanto, substituindo (III-9) e (III-11) em //

(111-7), temos: . *)]
& o Bl S
Al & /

[ @g(]j L[Mli(‘)_l_%z) - )/M(o({l— 4*2)_7).2

X

+(%£(l+ el 0/“) s (wo{*)])]

(I11-12)

l . Mas como: e_(ﬂ“*f(””‘;zmj‘((””) ; entao:

Z0s) / S LI sbr)]

] {2 ;0_;}&[(35(1 [MJZ’)I 7‘/* ) +)/t< (o % o ]) ]2

(I1I-13)

E conveniente que fagamos a seguinte mudancga de /

Variaveis: of-= e'®




19.

0 que nos leva a:

~(REINnesse
ﬁ(g? ﬂ‘ JR ¢ F JQ €

L

\,{zﬂN

x‘,zcwk[@g ( /(/) /‘2) % Cajzf’] j j

(I11-14)

Onde chamamos:

Ll

(SJ) do exp N[..Z(}ls’ R\;:TSG +

og 2. [06(1+ o 27 [0% ) *

+2%%2@7F]] = e Nf(er) (111-15)

Para calcularmos ZN r(g) acima pdra valor de N
muito grande (i.e., tomando-se o limite termodinamico), usando
.0 método de Laplace, vejamos se certas condigoes estao satis -
feitas. Assim, estudemos -f(©,r), e comecemos por calcular sua
variacao em relagdo a © . Para simplificar chamemos: 5(@)=(3J ;

sendo d dado por (111-11).Entdo:

.ai;;; zrm cen e 4 g(e; 3k [5@)]

(111-16)

sendo & (0) = 33{50)

N
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-ij(if-’-?)- 2 ‘2)[35—/3 s o + & (o) tgh L4 (o)] t
© VN

+ [cf'(e)]ljecl\l[{(a)] (111-17)

Seja 6 o valor de @ que anula a derivada Eiéfjmﬂ.
Escrevendo explicitamente (III-16) como fungﬁo'de © e resolven
‘do-a, obteremos para &, 0S possiveis va]okes:O,Tf,ZﬁT,.,. Po -
rem, agora, para determinarmos, em funcao destes resultados pa
ra ©,, qual e o sinal de ﬁiﬁﬁ%ﬂl, vemos que nao podemos asse-
gurar~nenhuma resposta independentemente do sinal de E. Por ou

tro lado, esperamos (cap.V) ter como resultado final, que a e-

nergia. livre seja diferenciEvé] em relacao a §, para ©-0,i.e.,
‘suas derivadas a esquerda (€<0) e 3 direita (¥>0) sejam iguais
no ponto cénsiderado (€ =0). Mas isto e verdade, e a forma  de
o vermos e inicialmente considerarmos ©50, e.para sermos con-
sistentes com a expansao.em Taylor que vamos fazer em torno de
©,para o intervalo [0,27], tomarmos &, , o que nos da //
32%%%£2'< 0 . E calculamos entao a derivada a direita da e -
nergia livre em £=0. Depois, considerando ¥<0, e tomando o pon
to ©,=0 (ou eo=2ﬂﬁ,-pode—se*ca]cu]ar'a derivada a esquerda /
da energia livre em $=0, e ve-se que estas derivadas a esquer-
"da e a direita sao iguais , , i.e.,a energia livre e di-
ferenciav 1 em §=0. POrtanto, aqui no caso, sem perda de gene-

ralidade, suporemos $>0; e com €,=1 , resulta:

I .. 2630, ') toh [481<0 11 g

Temos consequentemenfe um maximo em ©=17, para /

| f(©,r). Reescrevamos:



21,

i
Z(5 (€)= |de LXP(NJ(Q “JJ

(I11-15)

(ﬁ’) /fn exp | [N)L(TT/I + (@ Tr)l(Tr/l)+
N, 1t

.———-

ﬂ/)g n --
f(ﬂ'ft L”_“" )men)"L'“
:Z:ﬁ (g)ijfa e’ ’)eN‘ (

3
(111-19)
Facamos a mudanca de variavel:
2 a2
N(e-T)= ©
Ent3o (III-19) fica; N 20,
6 N HT [Grt (0 +
7 (%)= —/de" e
% W
-
n
. Wt ) + 0(35)]
(111-20)

Como estamos interessados nos resultados no limi-

‘te termodinamico, ou.o que & equivalente aqui, para N muito /

grande, tomemos o 1ogizégr(§) e vejamos seu comportamento pa-

ra Nve
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" retftna +0(3)]

) NH ) + @L lo' e
-V

](31 ZN,n

11'4/\4 i--J— ]09' Z,\f}”(‘g)l = }‘(ﬂl/n) +
Neo | N 7 ‘ J

(I11-21)

+7;«M~—7tjj r, |do' e

N-pm

T{’\;,u 2 ./__{_\
L [ f ')+ 0 ()]

=N

<0. Portanto, para N muito gran

C I 2 n
sendo que ]L(ﬂ;n):?: -3—;{94—2

‘ de, 'p'odemos escreverl': (3 (?) Nf\TJ" /1)

(I111-22)

Explicitamente:

@ (%)= w{N[‘\gﬂ +
el s fY) o

Substituindo-se agora (III-23) no calculo de ZG(f

€quacao (III-14), obtemos:

Z (f _L/aln/te‘ exP{N[ pin
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H%{ch.ﬁ\[@e(h%ﬁffﬁ/“f)%]}]} (11124}

2

N

Aséim
""7G< _,,:-~ o}u eXD/f\” B(f";"?(gf
"{M‘N 27 a1 \

! +70j {chk[ps(i+ g—lﬂﬂy“jlb’)mj}]J (111-25)

Onde chamamos:

F(y,9) @j+30fﬂ ”"ﬁ{z‘”"‘[(‘g(

[)\ w;u}?)\%]} (111-26)

Vejamos aqui tambem se c%ndigﬁes sao satisfeitas/

Para que possamos resolver pelo metodo de Laplace a equacao: /

Y NFly,%)
Zf(f)z:z&}f Jje S (111-27)

Estudando F(y, ¥ ):
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——
r—
i
r—

!
™y
[¢e)

S

.Q;E.gli.xj) ={)
oY

“nos di o valor y =Y (/u) de y, para o qual F(y,¥) € maximo /

"( pois, verificamos, 0 F(Jg7/<:0) Entao:
J

Se colocarmos obtemos-a‘equagﬁo que /

| L
fzj!{l“?)\/i"*gi[)’* ]-ly)l- (111-29)

Com procedimento analogo ao desenvolvido acima pa

eNfﬁﬂ

ra escrevermos Z(Q5 (¥) como , para N grande (vide eq./

(I11-22), podemos aqui escrever (para N grande), que:

. | NF(Y.,$) |
Zf(g/jo):% et | (111-30)

Como veremos agora, nao é necessario determinar -
Mos explicitamente o valor de y, obtido da equagao (I1I-29) a-

Cima, para calcularmos a deriVada parcial da energia Tivre //
A .

W .
ﬁ(Xos; ) em v2lacao a f, gara =0, cujo result ado nos daraz e-

Xatamente o i GJJ? |
N- c:? < >() N,/—(
como funcao de Fly,»¥). Por definigao, no Timite termodinami=

Para tal escrevamos Tﬁ(yo’ )
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co temos: o | /7
]L(g(jvfwzﬂ(y]z,'xﬂl?oj Zf(%fj") (111-31)
ﬁsando 0 resﬁ]tado (IT1-30) em (I1I-31), obtemos:
]L'@(‘Joj §)=- (" F Yoy 5)

Queremos:

’_C; _j_Q(ffan)} S ()j_(i(ja) )L: - (5“1! 9__%%&)52/ (S .
- ' y=:III'-3.

J J¥
Lk
onde: ' F(jojg):-('éﬁ'oi-g(sgyo -+
-fv-]oj{,lCo.SL[(}g(l"‘ “[)/“]j) ]}
Entao:
Qf%,),_—_(gg +£(330 +(35Y, /1 !

e 40y e oo

Y N+ (I11-33)
ZD/‘JJDJ 2 ( / .

. ’ J )1{&
onde 50'5%%1. Substituindo em (II1-33) acima ’5 [(Bi(iﬂ“ D/“ ] ]

e simplificando ¢ possivel, resulta: ,
. , . g o =l
QFS) . gy, + PSgn 4
0¥
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R T AR T (111-34)

— SF (.8 _ uV (I11-35)
=

Finalmente, com (III-35) em (III-32), podemos es-~
crever (para 0<T<TC(/44) ) 3

?) ..4 a* 5 I 172
C) J (\J{){“JB 7;41,\ 4 “"i}“' \ ; . ._..02!% (/‘4)]’ (111-363)
7 $

-0 M §=0
De modo totalmente analogo, calculamos !/
. Sa~ad h 1tado:
Tiwn & L2 , e chegamos ao resultado:
ok < Y ()J}N}/u {
ot
7,',M<¢’“> =0 (111-36b)
N-ow \rN— (3/"// , .

De (I11-36b) e do fato que:

Tivw <§ta+% = T <%> t T <%%N/«

N~ /59/.4 /V-ow N-oaa

seqgue ue o0S valores mEd‘iOS term'lCOS 7 —_% e 7-
gue que , mico A;_,“,,<W,N,/4 ,m<w%’%

Mo

sao reais, e explicitamente de (III-36a) e (III-36b),obtemos

e - - "/.2
lirg <Wfgu = ‘Lftl".(/u_u. [ =0
' - (111-37)

e 2 <%N-%JN/‘ = - [go(/{)] _ [ ]

N

y
para 9<T ‘:Tc(/““)'

Verificamos assim a condigao (II-12) necessaria /
paraa justificagao do resultado (II-10). As conditoes restan -

T : o -
tes verificaremos neste proXimo capitulo.
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1V. Calculo dos Valores Medios Térmicos de

s3a/NVE, S3ax/NW e Sp/N

Para verificarmos se as condicdes (II-11a) e /

(IT-11b) sao satisfeitas, devemos ca]cu]ar rigorosamente //-

bm<_u%> N/,L h l—t’;<SN%> s Eara 0 que usare-

mos o mesmo metodo exposto no inicio do capitulo II e usado no
capitulo anterior no caso dos operadores a/vN e a*/JyN. Por is-
~to, nao seremos t3ao explicitos como anteriormente para estes /
‘c¢alculos, pois o procedimento & absolutamente analogo.

No caso nosso Hamiltoniano sera:

}4(? ¢+£S +“_6 a+5 4)+

oy 3 v
+,V%(5,f“** 5~“)+§5~N< 2(“‘“*) (1V-1)

Onde acrescentaﬁos ao Hamiltoniano (1;4) o operador auto~adjun
to extensivo §53N %(a+a*), sendo- £ um pardmetro arbitrario e/
pequeno. '

| Por passos analogos aos dados de (I1II-2) a (III-7)

podemos escrever aqui:

2000)+ = P [r®)]

(1V-2)

4

.como sendo a fungao dé partigao, onde: ' :
3 st VT : +*+§_M +
e €53 A (hr %) + (S )
=l : . '
+ESN JESRY) (19-3)

Para autovalores de h, encontramos:



)
/

(1V-4)

Como em (III- 13 , temos:

2 a
c(;) /J« p mg[pg(u 527‘\‘,—(«+o<*)2+

y N
| | )
2 _2%_ pl%(x+o(*)+ :CL/E NL[I«IQ()?f/ﬂl)M/’t(“Q* “#2)])} (1V-5)

‘Facamos a mudanca de variaveis:
(0
=n¢€e

Entao:

@(E)/Jnne(s Z (f) -

onde ZB (g Je ex‘o{\l lj[ Co.Sl (5"’

+§.{.}/_‘7,/72c05‘?’0 + 7.5.;’—]-/3”@53 +

v T e

_ - N(e,n

‘ iaf[(f%){—_?f“/f "‘*51@%}] m : '/19 e (19-7)
EN = A3
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Resolvendo (IV-7) pelo método de Laplace, ao de -
terminarmos o ponto de maximo para f(e,r) teremos, como antes,
. 2
dependencia do sinal de _Aiéggg.em relacao ao sinal de ?. As -
. P :

sim, teremos dois casos: (a) tomamos o valor €,=T que anula /

2O <9<an
§<0
valor O, =0 (ou ©,=2T ) que também anula QJ‘;_@IEZ e f)o, e te
P

remos tambem f (0, r) max f(e,r) . Pode-se ver explicitamente /
ageogar :

>0

que tomando-se em (a) a derivada a esquerda da energia livre /

A(‘(@,ﬂ) a f(n o te mnec 'Fffn’ V\\ m:v fla vV ¢« b)Y +amamae o /
(54 ~ - I8t H 91 \v a2y 5 vy O HEO BV O

em g =0 e em (b) a derivada a direita, elas serao iguais (em /
§=0);‘ou seja, a energia livre e diferenciavel em E=ﬂ. Assim,

sem perda de generalidade, tomamos aqui E(O e ©,=1 . Portanto

nf(ma) [ ftn) +
~ec

resulta: 211

‘ZN(/BR(E): do €

+ b TU_)L (n‘/z ]

(1V-8)

Fazendo 'a mudanca de variaveis:

Nio-m)t o

e as mesmas consideragoes do capitulo anterior, para N muito /

rande odemos escrever:-
g s P : Nf(,nfn)

( =
(5)
onde (de (IV- 7) pondo O=T )i

fin) = 7oj[2a;k((zg[(1~ QENm )

(IV-9)
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| At ,
42
+ AN /M)J (Iv-10)
E podemos escrever (IV-6) como:
ooy [dn . prt N
dii (E) = [ qe €
N T (IV-11)
. 0 .
' Fazendo a mudanca de varjaveis:
2
V4 S
ra

; teremos finalmente: _ / r
‘ (g) = --/clj exp( [ @ff 1 IOj[ijfx\ GE[(i

JQ%&”) - Ll ()] )ﬂ

" WLy, ®) '
dy e . _
.,Z'IT y € | (1v-12)

o

Ao resolvermos (IV-12) pelo metodo de Laplace, en

contramos para equagao que nos da o valor yo-._=_y0(/u), que anu-

la .&J%}iﬁﬁl., a seguinte:
J

)
'l‘jL/ (32[( _ég;jlﬁ).,u _(Aya)kuj ) -
&)
ﬁm\\\ 113-\ %}2 l_\\



[1- 28 )% L ey
%,_“f’:\j £ ¢ 2 gl()V() 5-] ——  (TV-13)
g[—(l - :z_g_ 5’1/1)5-5"%-* %(37")2]

Para N grande, (IV—12). pode ser escrita:

' (% N N (yo/)g)
ZN (E/jo) :{E (IV-14)

Colocando entao a energia livre, como antes, da /

: for‘ma: ]L(}(yo_jg):_@JF(ng) -

Ie calculando A,F_g_ff Lz’_i podemos finalmente escrever (para /'

J

0<TLT (M) ):

3 4 (%, 5. } = T _gi_(af!& .
= gj £=0 N-oao< N >N/‘

= (C o
()"

o
S

(1¥-16)

Antes de calcularmos 7um <5~ (-\7=-)> . calcule

mos o 71'/\«4 < ~-AL> derivando a energia livre em relagao a £

Nveo N Bum
[6]. No caso o Hamiltoniano & (I-5) (sem a aproximagdo "rotat-

ing-wave"), e a energia livre sera (L8} e [71), para 0<TX Té}’“)
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fygul==6" a2 ok [

| i,
+ 0*/“)20‘2 - q(f*/j)‘f

(IV-17)

. Porém este valor medio,calculado desta forma, e /
exatamente .0 mesmo o obtido resolvendo-se o sistema ((II-9a) -
(II-9e)) para an)< %izlv//a (vide €q. (II-10)), se substituir-
mos 13, os valores obtidos em (III-37), e admitindo-se validas
(I1-11a) e (II-11b). Mas de (I11-37) e (IV-17), e comparando -
se com (IV-16) vemos imediatamente que (II-11a) e (II-11b) sao

satisfeitas neste caso, isto e:.

-]:/W\ <—N‘ M> —Nw,<°’ﬂ'>/“ 1’_"’2< %N/« (IV-18)

E de (III-37), vale a igualdade equivalente a (IV-18) se tiver
mos (a-a*) em (IV-16),

' A identidade entre (IV-17) e (II-10), consideran-
.do-se as conclusdes acima, confirma o resu]fado obtido pelas /

equagoes ((II-9a)-(II-9e)), justificando definitivamente o me -
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Para os operadores intensivos outros que nao 0s u
sados para a aplicagdo considerada, as relagoes equivalentes /

sao analogas.
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V. Quase-Medias

Estudemos agora mais profundamente o calculo do 4

valor médio térmico de um operador intensivo, a partir do cal-

(]
[%2]
-
w
-t
(D
3
1]
—i’
-4
2]
-l
5
2
D
3
Kin
=
1D
Wn
[t
4))2

culo da energia livre d

E conveniente demonstrarmos aqui uma importante /
proposicao com respeito a derivabilidade de fG(g) (em §=0). E/
que se refletiu nos resultados obtidos. nos capitulos III e IV,
<e nas conclusoes consequentes destes resultados. Colocamos: /
" Se f?(g) for diferenciavel em £=0 entao a quase

media de 0y definida por ( 0i1l)

Tima [ <ON> . (v-1)
/44-00+ N-® [
e o valor médio termico de O coincidem, i.e., //

Tim i <0N> = Jim T <0N>

/a_,p N+@ (M N-oa?/qu ﬂ/N/« (V-2)

Sendo 0, um operador intensivo autoadjunto absolutamente arbi-

N
trario"

Demonstracao: escrevendo
HN(/A):H;(M«AN (v-3)

onde AN=NPN, sendo PN um polinomio nos operadores intensivos ;

e considerando a sequencia de "energias 11vres“: //

£ ()/“)‘- oy Z5 (5, (11-3)
., [/—{/u +fN0NJ
onde (f/u) rbz

onde tambam fc(f)* [im f; (§7 © , sendo i

f(S” 70j Tng ,,*(3(”;«(0)*5“0” (11-4)
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e pelo lema de Griffiths (proposicao I do apendice B), segue /
que {.f(l\?(f/&)} & uma sequencia de funcbes cdncavas em -@< $<+®

e —ao</a<+w . Portanto o limite

%(S’/) M;‘ § ) (v-4)

sera, se existir, uma fungao concava de g’

A sequencia fG( g,/«) em/l»t (pondo e.g. M=1/n e /
tomando n~eo0 ) e portanto uma s‘equéncia de func¢oes concavas de
f e pelo Tema de Griffiths

b F
2 Tin f(f,/)] Y %105,

(V-5)

se O/LLn;*fG( g’yu.) (que existe porque:fc'( ‘fyu.) e funcdo conca

va, e portanto continua, 'de/u for diferenciavel em $=0. Mas

. p i 9” >
T, #1050 I Y [ 479 Z,(50]-

= Jim Jim _%_7 Jog ZS(?/<)=

N /””0+

= /7v'f; ff(f) = }yp(»f) - (V-6)

se a sequenc1a { ‘f/« )for uniformemente cont1nua em/a para

/44 em alguma v1z1nhanga da origem. Isto e verdade se c),‘( (?/4)

(}/u

for uniformemente limitada (em N) em modulo para/a em uma vi-

r »

zinhanca da origem, 0 que, por sua vez, de (V-3), e verdade se
e somente se r

~plHy () + ENOy |
Tny LAN € ]

Ay N (V-7)
ik %}Ng/" ZS (gj/"i)
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for uniformemente limitado (em N) em modulo para ¢ em alguma/

vizinhanga da or1qem, A derivabilidade de 11m fB %, /u /
_ M.

¥ =0 equivale portanto a derivabilidade em g_o do Timite a /

direita de (V-6). 0-resultado (V-2) segue entao pelo Tema de /

Griffithe,
Sendo entao fa( a energia livre do sistema no
11m1te termodinamico, para o calculo de <;+(fjex1stem certas /

condicdes a serem consideradas. Vejamos entao algo a respe1to/

d,,-c(slv)\ D ,-!-:,l Ae o~ /1
€ TNy ) T u 1 Lo v 7/

b ~
va-maior cilav

i)
[1h

o)

Z4a , Vv

o]
f')

assunto em dois casos: (a) Quando existe simetria(iQe.B;UHJ=0)

(b) Quando nao ha simetria

(a) Com simetria:

Neste caso entao:

(I-5)

e para CN=a*a+Sﬁ ) [CN,H&]=O.
Isto nos permite definir um grupo de transforma -

cao, segundo o qual o Hamiltoniano se transforma como:

6C -(gC _
e S e T 2 H, (V-8)

j.e.; ela € invarijante por esta transformacao. Para os operado

- +
res a, a*, S, e S,, teremos: .
| N= N e, 3Gy ., WotB
: € a €

» =a ¢
-%C XA
et&Cﬁ e (6Cu Ae

- - _. . "[Z

(2Cy At (¢
e‘ NSNI?"GCH = Sfe

* Para AN=NPN

modelos de campo medio.

isto pode ser provado explicitamente en todos os
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Ao ca]cu]armos a funcdo de particao, teremos de /
calcular um'trago sobre ?Z;em relacao a alguma base, mas o tra
¢o tambem nao se altera por uma transformagao unitaria.

.Portanto, se tivermos um minimo, pelo metodo de /
Laptace, para LS( ¥ ) em algum ponto, como (V~-8) vale para todo

ponto, vale para o minimo também. Porém, como ha mapeamento /
izl_

a*| , entdo o minimo sera pa-

sem mudar omodulo, pois |a*e
ot _Cte . - - —

ra ===, ji.e., sera uma regiao e nao.um ponto apenas; on-

de: aloup =), sendo |«) um estado coerente (vide apend. A)

Para calcular o valor medio termico de ON’ usamos

o lema de Griffiths (proposicao I apend. B): %l
1 4508) - 4]
Tim ‘.'”)(<0N%,N 2 f [JL (V-9)

N+
a1 ¢
Jimn Sup <0~>§/N < ¥ [JLG(O) B J[ (-\f)] (V-10)

N0

Para isto € necessario qué 0os membros direitos de (V-9) e //
(V-10) sejam iguais.

\ Se ON e invariante por transformagéo de simetria/
(ou de calibre), quando ¥ +0, os membros direitos de (V-9) e
(V-10) sdo iguais (apendice de [6]). No nosso caso onde o ope-
rador invariante e Sﬁ/Nh pode-se provar isto explicitamente pe
1o'mesmo metodo usado para p?ovar a assercac analoga no caso /
/U~#U,'feito no capitulo IV. Mas em geral isto nao e verdade/
se o operador nao for invariante por tal transformagao, e isto
pode-se provar explicitamente no caso dos operadores a/dN e -/
é*/\/ﬁ (apénd. de [6]).

' Assim para.o calculo-de valores médios térmicos /
de operadores intensivos,por derivacao da energia livre, no ca

so em que ha simetria, se o operador considerado for invarian-
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te pela transformacao de simetria , pode-se visualizar o que 0o
corre da seguinte forma: para SD#O, o minimo da energia livre/
e atingido em circulos "minimos" Lxl =const.(¥ ) e para /
' 40 por valores positivos e negativos o circulo minimo "ten
de" a um circulo cujos pontos dao o mesmo valor para as deriva
das a esquerda e a direita da energia livre e$ fEO. Ou seja
existe a derivada da energia livre (em ¥=0) e podemos calcular
o valor médio térmigo derivando-a em relacao a f. Se 0o opera-
-dor nao for invariante por essa trahsfdrmégﬁo, o minimo da e -
nergia livre ¢ atingido am certa .regiao ( que nao & um circu
To), mas, para ¥ 40 por valores positivos e negativos, sao a -
tingidos pontos distintos do circulo "minimo" para ¥ =0, dando
valores distintos para as derivadas a esquerda e a direita da/
- energia livre. Ou seja, nao existe a derivada da energia T4 -

vre em ¥ =0, e ndao podemos calcular valores medios termicos /

“por este procedimento.

(b) Sem simetria:

Conforme ja colocamos anteriorménte, quebraremos/
esta simetria considerando o Hamjﬁtoniano mais geral sem a a -
proximacao "rotating-wave", i.e., com//i#o, qual seja: /

L = atar £33+ A (SharSee) *
H, =

LS at e o) (1)

Neste caso, para calcularmos os valores médios ter

micos de operadores intensivos, somos .levados naturalmente a /

definicao de quase-media ([11}):



39.

<Py = Jisn liom <P% | (V-1)

Covem observar que ha varias duivas fovmas de ca/
quebrar a simetria, e nada garante que as quase-medias obtidas
deste outro modo sejam as mesmas.

As mesmas idéias do Ttem (a) acima, nos 1evaﬁ a /
esperar que efm geral para operadores invariantes pela transfor
macao de simetria do Hamiltoniano com//%=0, 0s 1imites/%l+0+ e
"N+e@ podem ser intervertidos; e para operadores nao invarian-
tes por tal transformagao, em gerai estes limites nao podem /
ser intervertidos. |

| Isto podemos verificar explicitamente no nosso ca

so. Considerando oS resultados (III-37) vemos que:
Y.
7MM 7lm N = 3 0
Tl < = 18 -

para 0<TKT _(0),. pois (111-37) vale para OTKT () mas de /]
(1-7) temos O(TC'(O)<TC(/{A)t Portanto para'O(T<TC(O), a quase--
nedia de a/yN nao coincide com a média, pois sabemos [61:

| : a 7. ak
(se =0) 7)/\4/\ <‘N‘> = [fim <'“—‘ = (V-12)
_ A e rﬁ;“ o VW %’N _

(O<T<TC(O)). De (I1I1I-37), as mesmas observacoes valem para a* VN

Por outro lado, de (V-11) e (I1-10):

3 £
i Jivmn 2u == =T
s, N Ci '%“/‘ h

(O(T(TC(O)); mas sabemos (L11,[51):
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-- £
Zﬁ?};}i’ﬁ) <"”%}~/« 23

(O<T(TC(O)). Isto justifica que os limites 4 =-0_ e N-oo podem
ser intervertidos no caso do operador Sﬁ/N (q&e e no caso o 0-
perador invariante pela transformacao considerada). Isto e, a-
qui, a quase-méd%a e a media sao iguais. E os resultados (V-11)

e (V-12), isto e, que:

w1 7”“" 7/»1« 7I/W\ =0 B
/Z(/«o0+ N (VJ%/ ';é N, m/q-m < ﬂ,N/A (V-13)

devem-se a existencia de ima transicao de fase no modelo (co
mo no caso de haver magnetizacao expontanea em um modelo ferrg

magnetice). Tanto para M=0 como parq/ﬁl#o existe uma tempera-
tura critica Tcgf() (I-6), tal que [7]:

0 se T >T.(M)
_}l'/w\ <-€L—*f"-> — , /u
neo N N A4y Y1) >0 se T< T,_.yL)

(V-14)
' 1sto e, abaixo de T //( hi emissao expontanea de fotons. Para
0 mode1o com//t#o vale a propr1edade (1-9) e alem disso para /
T<T ' EL% N)/& . 0 resultado (V-13) segue essencialmente/
desses fatos

Convém ainda ressaltar que,contrariamente aos re
;u]tédos (I11-37), calculando-se os valores médios termicos de
a/JyN e a*/JN para o Hamiltoniano .(I1-4) (//4$O) pelo metodo heu

ristico proposto por Wang-Hioel71, obter-se-ia imediatamente o

valor zero, para qua]ﬁuer que seja//ﬁ. Ao passo que pelo meto-
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do rigoroso de Hepp-Lieb ([5] e [6]) obtem~se valores diferen-
tes de zero (vide segao anterior). 0 que & uma indicagao da ab
soluta necessidade de se éa]cu]ar os valores medios térmicoé /
por derivagao da energia livre utilizando o lema de Griffiths/
(apend. B) e os resultados rigorosos de [5]e[6], conforme expu

semos nas segoes anteriores.
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VI. Conclusao

Neste traba]hb, demos uma interpretacgdo matemati-
camente rigorosa das equacoes de De Vries e Vertogen ([11) e a
plicamo-la ao Hamiltoﬁiano de Dicke (I-4) com termos antirres-
sonantes. Para este fim foi necessario demonstrar diver$as pro
priedades dos valores médios termicos ((I-9),(I-10)), proprie-
dades estas que mostramos nao serem validas paré o Hamiltonia-
~no de Dicke na aproximagdo "rotating-wave" (I-5) considerado /
_em [11. Na obtencdo de valores médios téermicos para H& ((I-5))
por um processo limite a partir das equagoes deduzidas para HN
((1—4);, fomos levados naturalmente ao conceito de "quase-medi

as" ([111), cujas propriedades, neste modelo, discutimos no ca

pitulo V.
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Apendice A
I.Estados Coerentes de Fotons

O0s estados coerentes de fotons foram introduzidos
"pela primeira vez por Glauber [131. A formu]agéo dos problemas
de optica quénticg segundo estes estados, principalmente no /
que diz respeito a fganenos de coerencia optica, mostrou-se /
éxfremamente conveniente e Util. | |

Podemos definir os estados coerentes fotonicos, /

como sendo os autoestados do operador de bosons de aniquilacgao
d_l"‘>:°(l°(> _ (A-1)

Onde definimos os estados quanticos do oscilador harmonico, co

nhecidos tambem como estados de Fock, por ([141):

[m = 3\/_:[-|0> e <mimy=1

(A-2)
alo>=0 e a'almp=minp

Estas colocacdes se devem ao fato bem conhecido//
de ﬁue podemos descrever um Unico modo do campo de radiagao,co
Imo Qm sistema dinamico eqUiv;1ente a um oscilador harmonico /
([141,31,0181).

Assim, podemos expandir estes estados como segue/

( para exposicoes em pormenores, vide [3lou [16]):

l°‘> = QXF.(‘%'“'J)Z %‘m> (A-—3)
. mn

Desta Gltima expressao vemos que os estados |=>
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podem ser obtidos atraves de uma translacdo no vacuo:

o L xat-xa
ﬁe (A-1) temos diretamente que:
Ll = e ot ataloy = |4l (A-5)

Usando os estados coerentes como base, pode-se es

crever formalmente o' operador unidade como:

ot = d(Rex)d(@m>) (n-6)

onde

1[_:-_:5'; o x> <l

E o produto interno: ’
Hp> = .%/4« LWl B

(A-7)

A=~§;/A@: LAl

-e ‘l—f(‘ng

desde que o Tr,, A exista.

Hn

Um operador arbitrario pode ser -representado em /

termos dos estados coerentes, em particular:
a.:T%/A« o [ <]

' (A-8)
ata = a a’- 7=/do< ('1«12‘1)(«><°<l

-

Referimo-nos ao apendice de [61,para o esboco de
uma demonstracao rigorosa das propriedades enunciadas ((A-6)--
(A-8)).

Apesar de os estddos .coerentes de fotons apresen-
tarem inumeras propriedades (vide por exemplo r31, I16] [151),

ressaltamos aqui somente o fato-de que os estados coerentes /
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sao o analogo quantico mais proximo da descrigdo classica para
um modo do campo de radiacao (c]éséico).

Convem salientar aqui que, embora neste trabalho,
por motivos de conveniencia, ndo necessitamos da formulacdo se
gundo os estados coerentes atomicos, ou de Bioch, esta tormula
¢ao e a de Giauber, foi demonstrado ([17], [3]), sao absoluta-

mente equivalentes.

IT.Utilizacao d Glaub

“

)
o

s estados coerentes d

[e3)

nwv o nn /
ey no g

[0}

modelo de Dicke——Desigualdades de Hepp-Lieb

Utilizando-se (A-6) pode-se escrever a funcao de
particao quantica exata para um Hamiltoniano HN como o (I-4).,

i.e.:

Q ~ - (3Fy |
ZN :T/-IZ; 7fl;(h5’f’ € (A-9)

come Zf = TJF/‘!"" 72{7{”5,; <;-<'le"pH“I°<> (A-10)

Dadas as propriedades (A-5), se-pudessemos substi

e-(}<°<“4~’°‘>

tuir em (A-10) <«| e ey por , 0 traco so -

sp . ‘ . .
bre ﬁz; seria o de uma exponencial linear nos operadores //

) _ | ' -(3H ‘
Sﬁg, explicitamente calculavel. Embora, e.g., <ﬁxf€ G M o> #

6;%3<«]Hﬁ}«> , as desigualdades de Hepp-Lieb [61

| 41 c1
Z:1 < Z,? < e"f’[(?’wzz1 u”"‘] ZN (A-11)

--(3<§<ll~i,4l°<> 12y

~—

C .
onde / T2 L[ dw 771;,{5;’ €
' ' =N (s N

podem ser utilizadas para demonstrar que no limite termodinami
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(&)
co - JLQ:.—-_-‘Z%T\IL‘I@ VAN
o0 e Lo ZC]
o e by &w

que & o resultado usado por nos nos capitulos III e 1V,
A desigualdade a esquerda em (A-11) & corolario /

da'desigua]dade de Peierls-Bogoliubov: .
X <PIx|
<yletlv> 2 e
A desigualdade a direita € de obtencao mais dificil, e utiliza
a propriedade (A-8) juntamente com a desigualdade de Golden- /

.-Thompson: l_ﬂ( (AB).Q,W,, \< T,.T%(AQMB:&M)

"

. < -1
e a representacao; T,-( e_ﬁH = Tim iy (7 _ (3/?- H)

n-»@

Para as relacoes e desigualdades correspondentes/
no caso de considerar-se a formulacao dos estados coerentes a-

tomicos, vide H.Lieb [121.°
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Apendice B

Convexidade: definicoes e algumas propriedades

Nefinicdo 1 : Seja f uma funcao numévica finita /
definida sobre um intervalo de R. Diz-se que f € convexa se ,
para todos Xy 3 %o €1, todo ponto M(x) do grafico Mde f tal que

xeéﬂx],xz] estd abaixo do segmento M{x;)M(x,):
)L(‘Xz X % %) § Xy JLU‘ o f(xa) Ve, 20 (B-1)
.tal que oy + o =1.
Esta definicao implica que dizer que f e convexa,
equivale a dizer que o conjunto de pontos A(f) de RZ situados
acima do grafico de f,e convexo.

Obs.: Pode-se definir convexidade de forma ligei-

ramente diferente ([18]) em vez de (B«1), tem-se:
f‘(% o+ V) S T %) + 13 £0X0) (B-2)

Uma fungao f satisfazendo'apenas (B-2) em I aberto, nao e ne «
cessariamente continua em I,mas o & se f for lTimitada em 1.
Definicao 2_: Diz-se que f definida sobre um in -
tervalo I de IR & concava se (-f) & convexa.
Propriedade 1 : Toda fungao f convexa em um aber-
to 1 admite ém todo ponto uma derivada a esquerda e a direita/

(portanto € continua) e se a<b tem-se

[l < S s FBIE <
|&

< )L} (b) \\{f:(}’) (B~3)
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A demonstracdo e simples, e a omitimos por ser dispensavel pa-
ra o que necessitamos.

Propriedade 2 (lema de Griffths) ([6]) Seja "/
{gn(x)} uma sequencia de fungoes convexas em x€la,b)=IC R, /

com um limite pontual g(x) que e, naturalmente, convexo. Entao

V xel
gh (%)  Tim inf 9, (0 <

N+

\< 7.‘-4% SUP 30’:4 (x) \{ 3(;. (}() (B-4)

a2’

Em particular, se todos os 9, ¢ 9 sao diferenciaveis em algum/

xel, {
lim d9.00 - g0 (8-5)
Demonstracao: Fixe xe&l. Para y>0, e xtyel, - [/

gn(x+y)ggn(x)+yg;d(x) da propriedade 1 acima, ¢& gn(x-y)ggn(x)—

—ygée(x) também da propriedade 1. Fixe y e tome n-e entdo //
g : -1 S =1
Tim sup g ()€Y ™ (9(x+y)=g(y)) e Tim inf o (x)3y (9, (x)-
n-+® n -+
-gn(x~y)). Tome-se agora y-=0, obtendo (B-4).

Propriedade 3 : Sejam A e B operadores em um es =
paco de Hilbert & tais que:

"(a) B=B*e& B(H), onde B(FH) € o conjunto dos ope-
‘radores limitados em oK .

(b) A & autoadjunto e limitado inferiormente.
-A
(c) Trege < @
Entao: _ _ . :
ntao . 1 T €_004+X8)
Fx)=-C Dy Iy (B-6)

& uma funcgdo concava de x&(-e,c),
Para uma demonstragao rigorosa vide Mary Beth

Ruskai [197.
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