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Abstract

The present work discusses the classical electromagnetic theory in the
presence of magnetic monopoles. We review the connection between such
objects and the long standing problem of charge quantization and the main
theoretical difficulties in formulating the classical dual electromagnetic theory
in terms of an action principle. We show that a deeper understanding of the
source of such difficulties leads naturally to the construction of a variational
principle for a non-local lagrangean from which all the (local) dynamical
equations for electric, magnetic charges and fields can be obtained.



Resumo

Esta tese trata da eletrodindmica dual, cujas equagdes descrevem o eletro-
magnetismo em presenca de monopolos magnéticos. Revemos a ligagao direta
dos monopolos com a solugdo do problema da quantizagdo da carga e como
eles surgem em modelos unificados tipo GUT ou Kaluza-Klein. Discutimos
a dificuldade de formulagéo da teoria em termos de um principio de minima
acdo e descrevemos algumas tentativas de solugdo deste problema, através da
introdugio das fungdes de onda néo-locais de Cabibbo e Ferrari, da corda de
Dirac ou dos potenciais ndo-univocos de Wu e Yang. Por fim, sugerimos uma
lagrangiana néao-local, baseada no tensor de campo generalizado de Cabibbo
e Ferrari, a partir da qual obtemos todas as equagdes (locais) de movimento.
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Capitulo 1

Introducao

Existem periodos da histéria da ciéncia em que encontramos determinada
matéria em situagdo peculiar: atinge-se tal grau de desenvolvimento tedrico,
capacidade preditiva e acordo com a experiéncia que alguns chegam a se
perguntar: “que mais podemos fazer?” Semelhante estado de coisas existia na
fisica do final do século passado, quando restavam apenas pequenas “nuvens”
em nosso horizonte.

Tais nuvens sdo também caracteristica desses periodos singulares e trazem
consigo o carater inesgotdvel e intrinsecamente aberto da pesquisa cientifica.
Representam, na terminologia de Kuhn, anomalias, que persistem sem solu-
¢do as vezes por longo tempo e que levam, em determinadas situagdes, a
mudangas de profundidade no cendrio de idéias do periodo em questdo. Aque-
las “pequenas nuvens” nos levaram, com efeito, as grandes tempestades da
primeira metade de nosso século.

Talvez a Fisica Moderna, mais precisamente a Fisica de Particulas, es-
teja passando por situagdo semelhante. Nunca uma teoria teve tamanho
poder preditivo e tal acordo com a experiéncia como acontece com o chamado
modelo padrdo das interagdes fundamentais. Em que pese a gravitacio de
Einstein carecer de abundancia e precisdao observacionais e a Cromodindmica
Quantica s6 ter sido testada no regime perturbativo de altas energias, o mo-
delo de interagGes eletro-fracas de Glashow, Salam e Weinberg (Glashow,
1961; Weinberg, 1967; Salam, 1968) obteve um grau de articulagio e veri-
ficagdo extraordindrio.

Felizmente, aqui temos também nossas “nuvens”. Entre elas, podemos



citar aquelas relacionadas com o setor de Higgs; a compreensdo do pro-
cesso de replicagdo das familias fermibnicas; o problema da quantizag¢io do
campo gravitacional; e o entendimento do mecanismo de confinamento, ca-
racteristico das interacdes fortes.

Porém, nenhum destes problemas € tdo antigo quanto aquele relacionado
& quantizagdo da carga elétrica. Por qué as cargas elétricas de todas as
particulas observadas sdo multiplos inteiros de um valor fundamental? Esta
pergunta, formulada desde os primérdios do século, a partir das experiéncias
de Millikan, ndo encontra resposta nos marcos do modelo padréo.

A estrutura de grupo desse modelo,

G = SUc(3) x SUL(2) x Uy(1) — SUc(3) x Ug(1) (1.1)

é tal que o gerador associado a hipercarga admite um espectro continuo
de auto-valores, pois gera o grupo abeliano Uy(l), que entra como fator
independente em G. Como carga e hipercarga se relacionam através de

Q=R+% (1.2)

para dado valor de T3, @) também admite um espectro continuo, e sua quan-
tizagdo permanece um mistério.

No entanto, a quantizagdo da carga surge, natural e necessariamente, em
diferentes extensdes da atual fisica de particulas, permitindo-nos dizer que é
um daqueles problemas que, ndo tendo explicagio, admitem diversas.

A mais simples e natural consiste na introdugdo de correntes magnéticas
nas equagbes de Maxwell. Sua naturalidade estd em restaurar a simetria
dual que essas equagdes apresentam na auséncia de fontes. Sua simplicidade,
no fato de operar exclusivamente sobre o setor eletromagnético do modelo
padrdo, deixando-o, no mais, inalterado (se bem que sua aplicagédo a outros
setores pode se mostrar, como veremos, bastante frutifera e interessante).

Outras solugdes para o problema surgem associadas as Teorias de Grande
Unificagdo (GUT’s), que unificam as interacdes forte e eletro-fraca em um
grupo nio-abeliano como SU(5), E¢ ou SO(10); e as Teorias de Kaluza-Klein,
que unificam as interagdes fundamentais, descrevendo-as em um espago-
tempo de dimensdo N > 4, com as dimensdes extras compactificadas. Con-
tudo, ainda aqui a quantizagdo da carga mostra-se ligada a existéncia de
monopolos magnéticos, pois essas teorias admitem solugdes topoldgicas cujo
campo, a grandes distancias, é aquele de uma carga magnética.



Um dos grandes obstdculos ao desenvolvimento de uma eletrodindmica
com monopolos € a auséncia de uma formulagio lagrangiana adequada, rela-
cionada a impossibilidade de defini¢do de um 4-potencial regular em todo
o espago. A inexisténcia de um tal potencial torna, ainda, bastante deli-
cada a descrigdo quantica da interacido entre particulas carregadas e o campo
eletromagnético.

Essa dificuldade foi contornada de maneiras diversas, como através da
introdugéo da corda de Dirac; do potencial ndo-univoco de Wu e Yang; do
potencial singular de Bollini e Giambiagi; ou das funges de onda néo-locais,
utilizadas por Cabibbo e Ferrari. Entretanto, uma formulagdo completa e
fechada ainda estd por ser alcancada. De fato, a obtencdo, a partir de uma
lagrangiana, de todas as equagdes de movimento da teoria permanece como
um problema em aberto.

Como veremos, nido se trata apenas de uma questéo fisica advinda da in-
trodugdo de uma nova particula. Trata-se antes de um problema matemadtico
inerente ao eletromagnetismo, com ou sem monopolos. Com efeito, a la-
grangiana de Maxwell fornece equagdes sem fontes magnéticas, as quais sé
sdo validas para uma fixagdo conveniente do dngulo dual. Para um valor ar-
bitrario desse angulo, as equagdes de Maxwell nio sdo obtidas de um principio
de minima agéo.

O principal objetivo desta tese é sugerir uma lagrangiana conveniente
para a descricdo da eletrodindmica dual, ou seja, com cargas e correntes
magnéticas. A partir dela, obteremos todas as equacdes desejadas: os dois
grupos de equagdes de Maxwell e as equagdes de Lorentz para a carga e
para o monopolo. Assim como as formula¢des anteriores, nossa lagrangiana
mostrara ter carater ndo-local. Essa ndo-localidade, no entanto, ndo se ma-
nifesta nas equagdes de movimento e, consequentemente, tdo pouco nos ob-
servaveis da teoria.



Capitulo 2

Monopolos magnéticos e a
quantizacao da carga elétrica

“..one would be surprised if Nature had made no use of it.”

P.A.M. Dirac.
2.1 Invaridncia dual do eletromagnetismo

Quantos sdo os observdveis do campo eletromagnético? Uma andlise
cuidadosa mostra que todos os efeitos eletromagnéticos observaveis podem
ser descritos em termos das componentes do tensor momento-energia do
campo (Katz, 1965). E, devido &s propriedades de simetria desse tensor,
sabemos que suas componentes independentes sio em nimero de cinco.

Tal conclusdo, ausente em geral nos livros didaticos, pode nos deixar
um tanto surpresos. Afinal, aprendemos sempre ser observavel o tensor do
campo, F'*¥, cujas componentes independentes sdo em nimero de seis. A
solugao desta aparente contradigdo estd no fato de que essas seis componentes
ndo sdo realmente independentes. Com efeito, é facil mostrar que o tensor
momento-energia do campo fica inalterado se transformarmos F** como

F¥ = F' cos o + F'™™ sin g B.1)



Fw = —F'" sinp + F'* cos ¢ (2.2)
onde ¢ é um angulo arbitririo, que denominamos angulo dual, e

. 1
Fw = 56“*’“"1@,5 (2.3)

é o tensor dual do campo eletromagnético (¢#**# é o 4-pseudotensor de quarta
ordem totalmente anti-simétrico de Levi-Civita, com %2 = 1).

Esta liberdade na definicdo dos campos nos permite escrever as equagdes
de Maxwell em uma forma geral simétrica, dada (no sistema de unidades de
Heaviside-Lorentz, com ¢ = 1) por

0 F0 = —ja (2.4)

O F*f = —¢° (2.5)

Nelas, introduzimos as 4-correntes elétrica e magnética, as quais, para uma
particula elementar, tém a forma

5 = e -7 (2.6)
g% = g 8(F —7,) az (2.7)

dt
onde 7, é 0 3-vetor posigdo da particula, e e g representam suas cargas elétrica
e magnética, e 6(z) é a fungdo delta de Dirac.

Da mesma forma, podemos escrever a equagdo de Lorentz para uma
particula elementar de massa m como

du¢
dr
onde T é o tempo préprio da particula, e U* é sua 4-velocidade.
Escritas nesta forma, as equagdes de Maxwell e de Lorentz séo invariantes
pela transformagéo dual definida por (2.1) e (2.2), desde que transformemos
também as 4-correntes como

m

= (eF*P 4 gFF) Uy (2.8)

j* =7%cosp + ¢ sine (2.9)



g% = —j"sinp + g'* cos ¢ (2.10)

Se j'* e g'* forem proporcionais, podemos sempre fazer g* = 0, bastando
tomar, em (2.10), ¢ obedecendo a

g* = j™tan (2.11)

Neste caso, as equagdes (2.5) e (2.8) tomam a forma usual

dpfef =0 (2.12)
dU= "
m—— = eF*°Ug (2.13)

o que nos permite introduzir o 4-potencial A*, definido por

FF = gtA” — " A* (2.14)

De fato, nesta forma, F*¥ satisfaz a (2.12) identicamente, desde que A*
satisfaca a condi¢do de Euler

8,0,A% = 8,0,A° (2.15)

Para uma dada particula elementar, a (2.11) pode ser escrita como

gf
= arctan (E) (2.16)

onde €' e ¢’ sdo as cargas elétrica e magnética da particula para um valor
arbitrario de ¢. A expressdo (2.16) nos permite ver o profundo significado
fisico contido na forma particular (2.12) do segundo grupo de equagdes de
Maxwell. A validade geral de (2.12) s6 é possivel se a razdo g'/e' — que
determina ¢ através de (2.16) — for a mesma para todas as particulas. E
este o conteido fisico preciso da afirmagdo “néo existem cargas magnéticas”.
Se existir pelo menos uma particula cuja razdo entre ¢’ e ¢’ seja diferente
das outras particulas, entdo néo é possivel reduzirmos sempre (2.5) & forma
(2.12). Neste caso, teremos um monopolo magnético.



A experiéncia mostrou, até hoje, que a (2.12) é sempre vélida'!. Mas
é muito dificil compreender por que ¢’/e’ deva ser a mesma para todas as
particulas. Néo ha, aparentemente, nenhuma razdo dindmica ou de sime-
tria para que isso seja assim. E esta tiltima observagdo que torna natural a
introdugdo de monopolos, explorando suas consequéncias e procurando en-
tender sua nédo observagéo.

2.2 A condigao de quantizagao de Dirac

A quantizagdo da carga elétrica pode ser entendida no contexto de uma
eletrodindmica com monopolos magnéticos, se considerarmos o movimento
de uma carga no campo de um monopolo.

A equagéo de movimento da carga é dada pela lei de Lorentz (2.13), cuja
componente espacial é

—

%=e(ﬁ'xﬁ+}l—") (2.17)

Aqui, p'e ¥ sdo o 3-momento e a 3-velocidade da carga, e definimos os campos
elétrico e magnético por

E; = Fy (2.18)

1 ;
ﬂ;=§qﬁFﬂ (2.19)

(€ijx € o pseudo-tensor de terceira ordem totalmente anti-simétrico, com
€123 = 1).

Com tais definigGes, obtemos, de (2.4)-(2.7), para o campo de um mono-
polo em repouso na origem, a solugdo coulombiana

-

E=0 (2.20)

10 Particle Data Group (Phys.Rev.D, 50 (1994), 1173) assinala, contudo, pelo menos
11 eventos ndo conclusivos atribuidos a monopolos magnéticos, dos quais o mais indicativo
se deve a Cabrera (Cabrera, 1982).




3 g
= = & |
i 4 r3 (2:21)
Levando-a em (2.17), temos
dpp eg ., T
Multiplicando vetorialmente por 7, obtemos
. dp  eg Fx(UxT)
b 3 (2.23)
ou
d eg d (T
EE(T’ X m = Z‘; E’E (;) (2.24)
ou ainda
d |, . egf| _
T [r 3 2l r] = (2.25)

Deste tltimo resultado, podemos identificar a conservagdo do momento an-
gular total do sistema carga-campo-monopolo,
it e 220 (2.26)

4 r

Quantizando a componente de L na direcio de 7, obtemos (A=1)

eg n
L,.:—:—
4r 2

(2.27)
ou seja,

eg
. 20)
Tl (2.28)

com n inteiro. Esta é a célebre condigdo de quantizagdo de Dirac (Dirac,
1931). Para satisfazé-la, é necesséario e suficiente que e e g sejam multiplos
inteiros de valores elementares e, e g,, ficando assim justificada a quantizagéo
da carga elétrica e também prevista a da carga magnética. Neste caso, tere-
mos ainda



eOgO
=n, 2.2
2 = (2.29)

o inteiro n, dependendo da determinacgéo experimental de e, e g,.

Vemos que a quantizagdo da carga é um efeito ‘diné,mico, de natureza
quantica, devendo-se a interagdo carga-monopolo. E interessante observar
também que a condigdo de Dirac, (2.28), independe da distancia entre as
duas particulas, bem como do estado de movimento relativo entre elas. A
existéncia de pelo menos um monopolo, em qualquer ponto do Universo, é

suficiente para quantizar toda e qualquer carga elétrica.
A condigdo (2.29) nos da

ARG s AT (2.30)

eO - eO

9o
Usando para e, o valor da carga eletrénica, obtemos

2
of s 2 s g (2.31)
a
onde o é a constante de estrutura fina. Daqui vemos que a intensidade
de acoplamento magnético é, no minimo, cem vezes superior aquela carac-
teristica das interacdes fortes. Esta é uma possivel explicagdo para a nio
observagdo de cargas magnéticas: os pares monopolo-antimonopolo sdo tdo
fortemente acoplados que sua produgéo se torna bastante dificil.
Em que pese o carater semi-classico da argumentagéo acima utilizada, ela
contém a esséncia fisica do problema. Teremos oportunidade, mais adiante,
de reobter a condigdo de Dirac de maneira mais formal.

2.3 Monopolos de 't Hooft-Polyakov

Como j4 foi dito na Introdugéo, a quantizagdo da carga é também ine-
rente as chamadas Teorias Grande-Unificadas (Pati e Salam, 1974; Georgi e
Glashow, 1974). Nesse caso, as interagbes eletromagnéticas aparecem asso-
ciadas a uma quebra esponténea de simetria do tipo

G — SUo(3) x SUL(2) x Uy (1) — SUe(3) x Ug(1) (2.32)

10



onde G é um grupo mais amplo, que contém o grupo do modelo padrao
como sub-grupo. O cardter ndo-abeliano de G implica na quantizagio dos
auto-valores de todos os seus geradores, entre eles o gerador das interages
eletromagnéticas. Dai a quantizacdo da carga.

O mecanismo de quebra esponténea de simetria é, por outro lado, também
responsavel pela existéncia de configuracdes topoldgicas cujo campo, a gran-
des distancias, é aquele de uma carga magnética (Polyakov, 1974; 't Hooft,
1974). Para entendermos como surgem tais solugbes, analisaremos um mo-
delo simples de interagdes eletrofracas (Georgi e Glashow, 1972), baseado
no grupo de simetria SO(3). Apesar de descartado apds a descoberta das
correntes fracas neutras, tal modelo ilustra bem os aspectos que desejamos
ressaltar, presentes também em modelos mais realisticos, baseados em gru-
pos como o SU(5) ou o SO(10), seja em sua forma original ou nas versdes
supersimétricas.

O modelo contém um féton sem massa e dois bdsons carregados que
adquirem massa de um isotripleto de Higgs ®. A lagrangiana é dada por

L= —2F*Fy + o (D*8)(D,8) - V(§) (2:33)
onde
ﬁﬂy — a,uA'V _ av‘;{ﬂ g A‘# X /’IU (234)
D*® = 9% — e A" x (2.35)
= Az = 2\2
v(@)=7E 8- (2.36)

com A e v constantes. Os valores de @ que minimizam V(®), constituindo
assim solugdes estdveis, sdo aqueles para os quais

- -

3.8 =02 (2.37)

Além disso, para que tenhamos configuragées com energia finita, é necessario
que

D*(F — 00) =0 (2.38)

11



Uma solugéo trivial para (2.37) e que respeita (2.38) é a solugdo estdtica

& = (0,0,v) (2.39)

com

D*® =0 (2.40)
em todo o espago. Levando-a em (2.35), vemos que A3 é a tinica componente
nio-nula de A¥, Assim, de (2.34), temos

F! =F =0 (2.41)

FS, = 0,A% - 8,A° (2.42)

Comparando (2.42) com (2.14), podemos identificar F3, com o tensor do
campo eletromagnético, fazendo entéo (cf. (2.18) e (2.19))

E=F (2.43)

H = %e"f“ka (2.44)

E claro que podemos tomar, em lugar de (2.39), qualquer solugéo cons-
tante e uniforme que aponte em uma diregdo arbitraria, dada pelo versor

A

el

-

& = vé (2.45)

Neste caso, os campos elétrico e magnético sdo obtidos da generalizagdo de
(2.43) e (2.44) para uma direcdo qualquer

1
Bi=-8 Fy (2.46)

i ikl =
H' = e (;@ : ij) (2.47)

Porém, a equagdo (2.37) admite ainda uma solugéo estatica ndo-trivial,
dada por

12



&(7) = vf (2.48)

a qual representa um mapeamento das dire¢des do espago de isospin nas
respectivas diregbes do espago de coordenadas. Levando (2.48) em (2.35) e
usando (2.38), obtemos, para r — oo,

A0 xF =0 (2.49)
f—e A xF=0 (2.50)
0 que nos leva a
A® = A°(7) 7 (2.51)
rk
Aij(F) = €ijp—g (2.52)
Fazendo A°(7) = 0 e usando (2.34), (2.46) e (2.47), temos
E=0 (2.53)
-~ T
f=— (2.54)

que sdo precisamente os campos devidos a um monopolo na origem.
Comparando (2.54) com (2.21) vemos que a carga magnética é
4
i (2.55)

€
Como a menor carga presente no modelo (a de um isodubleto) é dada por

€
s B 9.
€ =3 (2.56)
a (2.55) pode ser escrita como
2
gis= —;- (2.57)

13



Ou seja, nossa solugdo respeita a condigdo de Dirac, (2.28), com n = 1.
Pode-se mostrar que existem também solugées com n = 2, 3...
A energia de uma tal configuragdo de campos (ou seja, a massa do
monopolo) é da ordem de
M
M= (2.58)

o
onde Mw é a escala em que ocorre a quebra de simetria, e o, a constante
caracteristica das intera¢ées. Tomando a primeira como a escala de quebra
de simetria das interagdes fracas e a segunda como a constante de estrutura
fina, obtemos

M ~ 10* Gev (2.59)
Se, em lugar desse modelo, considerarmos o modelo unificado SU(5), teremos
M= % ~ 10" Gev (2.60)

5

Este valor absurdamente alto para M pode ser, ao lado do forte acoplamento
monopolo-antimonopolo, mais uma razdo para a ndo produgdo de cargas
magnéticas em laboratério, assim como para sua raridade no Universo.

Podemos, além disso, dar outra boa justificativa, de origem cosmolégica,
para sua raridade: a aparente homogeneidade e isotropia de nosso universo
observavel ndo nos faz esperar grande heterogeneidade na diregdo escolhida
pelo campo de Higgs no espago de isospin. Assim, a solugdo (2.48) deve
ser altamente improvavel, o que torna os monopolos de 't Hooft-Polyakov
objetos raros. Alids, estas consideragdes estdo entre os principais motivos
para a elaboragdo de modelos cosmoldgicos inflaciondrios (Guth, 1981).

Para finalizar, ressaltemos que a solugédo de 't Hooft-Polyakov sé repre-
senta o campo de uma carga magnética para grandes distdncias da origem,
pois, para r — 0, a (2.52) diverge, e a energia da configuragido torna-se
infinita.
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2.4 Monopolos de Kaluza-Klein

Talvez a explicagio mais antiga para a quantizagio da carga elétrica
tenha sido dada por Klein (Klein, 1926a), no contexto de uma teoria unifi-
cada das interagdes eletromagnéticas e gravitacionais, em um espago-tempo
5-dimensional (Kaluza, 1921; Klein, 1926b), onde a quantizagdo da carga
surge relacionada a compactificagdo da dimensdo extra. Esse processo de
quantizacdo é também caracteristico de generalizagdes da idéia original, com
dimensdo N > 5.

Apesar de nenhum dos modelos tipo Kaluza-Klein ser uma boa repre-
sentagdo da fisica de particulas realmente observada, “...[one] cannot help
feeling that there is some truth in Kaluza's five-dimensional theory” (Eins-
tein e Pauli, 1943). Sem divida, incorporar todas as interacdes fundamen-
tais a geometria do espago-tempo, unificando-as, é uma das mais fascinantes
idéias da fisica tedrica.

Consideremos um espago-tempo 5-dimensional, com a dimenséo espacial
extra compactificada em um circulo de raio tdo pequeno que se torna inob-
servavel; e um elemento de linha nesse espago dado por

ds? = (dzg + BA,dz*)? + g, da* da” (2.61)

onde g,, é o tensor métrico do espago-tempo usual de quatro dimensdes, e A,
€ um 4-vetor covariante que identificaremos com o potencial eletromagnético.

A funcéo de Lagrange de uma particula que se move sobre uma geodésica
nesse 5-espago é

2
s é—m (j—j) (2.62)

onde T é seu tempo préprio. Da maneira usual, definimos seu 5-momento
como

oL

pa. = e
o)

coma =0,1,2,3,4. De (2.62) e (2.61), calculamos as componentes

(2.63)



ps=m (ff‘* +BA~ u) (2.64)

dz”

d
Pa _m(g”-‘*-wA )ﬂA b m G (2.65)

Como a dimensédo extra ndo é observavel, L nio depende de z4, e, por-
tanto, ps é constante ao longo da geodésica. Substituindo (2.64) em (2.65),
obtemos

v

P =ps BA +m guv%

Podemos identificar (2.66) com o momento generalizado de uma particula de

massa m e carga e, em presenca de campos eletromagnético e gravitacional,
desde que fagamos

(2.66)

pafB=e (2.67)

Como a coordenada z4 é compactificada em um circulo de raio R, ela é
periddica, com periodo 27 R. Logo, ps tem um espectro discreto, dado por

N
po= (2.68)
com N =0,1,2... Levando em (2.67), temos entdo
Ng
€= T (2.69)

Ou seja, obtemos uma carga elétrica quantizada.

Ademais, podemos mostrar que a generalizagdo 5-dimensional das equa-
¢bes de Einstein, com a métrica definida pelo elemento de linha (2.61), con-
duz as equagdes gravitacionais 4-dimensionais e as equagdes de Maxwell do
eletromagnetismo, desde que tomemos

B = (2k)} (2.70)

onde k é a constante gravitacional. Com este valor para 3, o valor da carga
eletronica para ee N =1, a (2.69) da

16



(2k)7
e
Um valor realmente muito além de nossa capacidade de observagéo.

As equagdes de Einstein usuais, ou seja, no espago-tempo 4-dimensional,
nado admitem, na auséncia de matéria, solucdes estdticas nio-triviais com
energia finita. O que jd pode ser visto de sua invaridncia de escala: na
auséncia de matéria, ndo hé como sequer fixar a escala caracteristica de tais
solugbes (estamos supondo nula a constante cosmoldgica). Assim, a tnica
solugdo estdtica possivel, nesse caso, é a trivial: um espago-tempo plano,
com curvatura nula.

No espago-tempo de Kaluza-Klein, no entanto, o mesmo ji nio acon-
tece. A dimensdo extra compactificada determina uma escala, qual seja
a do periodo da coordenada z4. Por esta razdo, as equacdes de Einstein
correspondentes admitem, na auséncia de matéria, além da solugdo trivial,
outras configuracdes estiticas com energia finita e diferente de zero.

Entre elas estd aquela cuja métrica é definida pelo elemento de linha
(Sorkin, 1983; Gross e Perry, 1983)

R= ~ 1073 em (2.711)

ds®* = V [dz4+ Ba(l — cos8)d¢)? + (2.72)
+ dt? — % (dr? + r2d#? + r? sin® 0d¢?)
com
1 o
i = 2
e L = (2.73)

Para r — oo, obtemos

ds* = [dz4+ Ba(l — cosf)dd)? + (2.74)
+ dt* — (dr® + r2d#? + r? sin? d¢?)

Comparando com (2.61), vemos que o 4-potencial eletromagnético tem por
Unica componente contravariante niao-nula

o (1 —cosf)
I T 2.
A rsin @ e
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o que nos leva ao campo de um monopolo magnético (cf. (2.14) e (2.19))

- - - a’f-‘.
H=VxA= o (2.76)
exceto sobre a linha semi-infinita § = 7, onde A, é singular.
A partir da transformacdo de coordenadas
T4 =y — 200¢ (2:77)
obtemos, de (2.74),
ds* = [dz} — Ba(l + cos8)dd)? + (2.78)
+ dt? — (dr® + r?d6? + r? sin? 0d¢?)
na qual
_a(l+cosb)
g == rsin 6 (2.79)

nos levando novamente a (2.76), exceto agora com a singularidade sobre a
linha semi-infinita § = 0. Assim, podemos usar, no semi-espago superior, a
coordenada z4 e o potencial (2.75); e no semi-espago inferior, a coordenada
zy, com o potencial (2.79). Veremos, no préximo capitulo, que o surgimento
de singularidades ou potenciais ndo-univocos é caracteristico dos formalismos
correntes para a eletrodinamica com monopolos.

Como z4 tem periodo 27 R, e ¢ o tem igual a 27, de (2.77) devemos ter

(2a0) (2m) =27R = a = E% (2.80)
Por outro lado, comparando (2.76) com (2.21), vemos que
-
=2 (2.81)
Igualando (2.80) e (2.81) e usando (2.69), obtemos entéo
2rR 27N
=== (2.82)
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De onde segue que os monopolos de Kaluza-Klein, como os de 't Hooft-
Polyakov, obedecem & condi¢do de quantizagdo de Dirac.

A massa desses monopolos pode ser obtida, calculando-se a energia da
configuragio correspondente a (2.72). O valor obtido, usando-se R da ordem
do comprimento de Planck (cf. (2.71)), é

M

a
onde Mp ~ 10" Gev é a massa de Planck, e a é a constante de estrutura
fina. Vemos, entdo, tratarem-se de objetos ainda mais massivos que os da
secao anterior.

M? (2.83)

2.5 Dyons

Até o momento, nos referimos unicamente a monopolos sem carga elétrica.
Na verdade, os objetos descritos nas se¢Oes anteriores sdo casos particulares
de solugdes mais gerais, com carga elétrica e magnética, as quais denomi-
namos dyons (Julia e Zee, 1975). Reconsideremos a obtencdo da condigdo de
Dirac feita na segdo 2.2, s6 que agora com dyons de cargas e, g1 € €3, ga.

Se tomarmos o segundo dyon em repouso na origem, seu campo sera
coulombiano, dado por

621’-‘.

E=2— 2.84
47 13 (284
B_ 9 f
H=>">— 2.
4 13 {:85)
A equagdo de movimento para o primeiro é obtida de (2.8), (2.18) e (2.19),
di 3 g e
E;:el(E+va)+g1(H-vxE) (2.86)
Levando (2.84) e (2.85) em (2.86), temos, em lugar de (2.22),
dp  (erea+q192) 7 | (e1g2 —€qn) o T
#- dr BT @ U@ (230
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Seguindo os mesmos passos da secdo 2.2, chegamos & conservagio do mo-
mento angular total

[=rxj-{ag-an) ] (2.89)

A quantizagéo de sua componente na diregio de 7 leva a uma generalizacio
da condigéo de Dirac, & qual chamamos condigdo de Schwinger:

~

(e192 — €291)
o L 2.89
= n (2.89)
Consideremos um sistema formado por dois dyons de cargas magnéticas
opostas, g = —g; = g, e com carga total e = e; + e;. De (2.89), temos
(e1+e)g _eg
= -2 = 2.
2m 2m " 4-90)

o que mostra que o sistema, considerado como uma particula com carga
elétrica e e carga magnética nula, obedece & condicio de quantizagio de
Dirac. Portanto, a condigdo de Dirac néo é incompativel com a existéncia
de cargas fraciondrias, desde que estas possuam também carga magnética e
permanegam confinadas em particulas compostas, com carga magnética total
nula e carga elétrica total inteira. N&o é dificil verificar que esta conclusio
continua valida, se considerarmos mais que dois dyons.

O resultado aqui exposto é bastante curioso, especialmente quando lem-
bramos (cf. (2.31)) que a intensidade de acoplamento magnético é da or-
dem, ou superior, aquela das interagdes fortes. Assim, os dyons apresentam
caracteristicas comuns aos quarks, constituintes da matéria hadronica: pos-
suem forte acoplamento e admitem carga fraciondria, desde que confinados
no interior de particulas compostas com carga elétrica total inteira. A carga
de cor dos quarks corresponde a carga magnética dos dyons. E ao carater
branco dos hddrons, a carga magnética total nula dos compostos dyénicos.
Tal semelhanga pode nos levar a, de fato, tentar identificar dyons e quarks,
sugerindo uma possivel descrigéo das interagdes fortes baseada em uma eletro-
dindmica com cargas magnéticas, unificando assim os dois tipos de interagao
(Schwinger, 1969; Faddeev, 1975)2.

?Com o advento da Cromodinamica Quantica, essa idéia pode parecer ingénua. Porém,
como o mistério do confinamento permanece, é cada vez mais frequente, na Fisica de
Héadrons, o uso de modelos baseados na formagdo de cargas magnéticas de cor (ndo-
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Para evitar equivocos, ressaltemos, no entanto, que a hipotese de iden-
tificacdo entre dyons e quarks ndo nos € necessaria para explicar as cargas
destes ultimos. Com efeito, estas podem ser facilmente compatibilizadas com
a condigdo de Dirac, sendo suficiente tomarmos, como carga elementar, ndo
a carga eletronica, mas sim a do quark d, um tergo daquela®.

Seja novamente o sistema considerado na seg¢do 2.2, formado por uma
particula com carga elétrica e e por outra com carga magnética g. Esse
sistema pode ser tratado como uma particula composta dualmente carregada,
a qual denominamos dyon composto.

O momento angular intrinseco dessa particula é dado pela expressdo
(2.26), onde, no primeiro termo,

Lorbital = PR ]5‘ (2.91)
identificamos o momento angular orbital, associado ao movimento relativo
entre os constituintes. Como sabemos, esta parte do momento angular to-
tal, apds quantizada, admite apenas valores inteiros. Para compreendermos
a origem do segundo termo em (2.26), calculemos o momento angular do
campo eletromagnético associado ao par carga-monopolo, constituinte do
dyon composto (Saha, 1936, 1949; Wilson, 1949).

O momento angular do campo é dado por

Lw = fda:c’ v x (E x H) (2.92)

onde a integral é estendida a todo o espago. Tomando a carga magnética na
origem e a carga elétrica em 7, obtemos, para os campos elétrico e magnético,
a expressdo coulombiana

P
EF=— ——— (2.93)
4 |r" - 1"‘]3
e i o (2.94)
4 i3
abelianas) como condensados no vicuo da QCD (Mandelstam, 1976; Seiberg e Witten,

1994).

3No caso de modelos nao-abelianos unificados, em que a constante de acoplamento é
igual & carga eletrdnica, as cargas dos quarks, considerados como particulas confinadas,
podem ser compatibilizadas com a condigéo de Dirac, se levarmos em conta, além da carga
magnética abeliana, a carga magnética de cor (Goddard e Olive, 1978).
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Levando em (2.92), obtemos, apés integracio,

5 egr
Loy = ——— 2.95
4mr ( )

donde vemos que o segundo termo em (2.26) é precisamente o momento
angular armazenado no campo. Ele é dirigido da carga para o monopolo e é
independente da distincia entre eles.

Aqui surge uma importante questio: se L., em (2.27), é o momento
angular associado a um campo eletromagnético, sera licito quantiza-lo por
valores semi-inteiros? Ou serd antes a condicio de Dirac dada por

e
2_i =2n 7 (2.96)

Acontece que a condigio de Dirac, (2.28), pode ser obtida independente-
mente da quantizagdo de L,, como vimos nas se¢des 2.3 e 2.4, e conforme sera
visto no préximo capitulo. Donde concluimos que, de fato, o momento an-
gular do campo de um sistema carga-monopolo admite valores semi-inteiros.

Esta conclusdo pode parecer contréria aquilo que sabemos a respeito do
campo eletromagnético. Ndo podemos esquecer, no entanto, que se trata de
uma situagéo fisica jamais observada, pois que envolve a presenca de cargas
magnéticas. Lembremos, ainda, que nosso conhecido féton, de spin inteiro,
provém da quantizagdo do campo A¥, o qual sé é bem definido na auséncia
de monopolos (cf. (2.14) e préximo capitulo).

A discussé@o acima nos leva a um resultado muito interessante e promissor,
advindo da introdugdo de cargas magnéticas: a partir de dois bésons — a
carga e o monopolo — podemos obter um sistema com spin semi-inteiro,
ou seja, um férmion (Jackiw e Rebbi, 1976; Hasenfratz e 't Hooft, 1976).
Realmente, é possivel mostrar que o dyon composto assim obtido obedece &
estatistica de Fermi-Dirac (Goldhaber, 1976).
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Capitulo 3

A auséncia de um principio de
minima acao

3.1 Introducgao

Como vimos no capitulo anterior, a introdugdo de monopolos magnéticos
é bastante natural, pois respeita a invaridncia dual do eletromagnetismo, e
muito interessante no que diz respeito a elucidagéo da origem da quantizagéo
da carga elétrica. Vimos ainda seu aparecimento associado a outras teorias
onde a carga é quantizada, como as teorias grande unificadas ou as de tipo
Kaluza-Klein. Mostramos, ademais, a potencialidade de se estender a idéia
de cargas magnéticas a outros setores, como o das interagdes fortes. E en-
contramos variadas justificativas para sua ndo observagao.

Contudo, a eletrodinidmica com cargas e monopolos enfrenta um obstaculo
fundamental: a auséncia de um principio de minima agdo, a partir do qual
possam ser obtidas todas as equagdes da teoria, ou seja, as equagdes de campo
generalizadas, (2.4) e (2.5), e a equagdo de Lorentz, (2.8), para a carga e para
o monopolo.

A dificuldade reside, basicamente, na impossibilidade de introdugdo de
um 4-potencial regular em todo o espago, pois, como a (2.5) é inomogénea,
o tensor de campo ji ndo pode mais ser escrito na forma (2.14), a ndo ser
que A* seja irregular, ou seja, ndo obedeca & (2.15). Como a lagrangiana
do eletromagnetismo é descrita em termos do potencial eletromagnético, a
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formulagdo de uma teoria de campos fica seriamente prejudicada.

Além disso, sabemos que o 4-potencial A*, apesar de inobservavel classi-
camente, desempenha papel essencial na descricdo quantica da interacdo de
particulas carregadas com o campo eletromagnético. Assim, tal descrigdo,
em presenca de monopolos, se faz bastante delicada.

Deixemos claro nido se tratar apenas de um problema oriundo da in-
trodugdo de uma nova particula, mas sim inerente a eletrodindmica, com ou
sem monopolos. De fato, vimos que as equagoes de Maxwell e de Lorentz po-
dem ser escritas nas formas gerais (2.4), (2.5) e (2.8), sem que isso implique
em nenhum novo fato observacional. Podemos nos questionar, portanto, so-
bre que lagrangiana descreve a teoria para uma escolha arbitriria do 4ngulo
dual. A lagrangiana usual sé é adequada para o caso particular em que esse
angulo ¢é dado pela (2.16), quando entdo a (2.5) se torna homogénea.

Neste capitulo veremos alguns procedimentos para se contornar essa di-
ficuldade, permitindo-se a descrigdo da interagdo carga-monopolo. Antes
porém, recordemos a formulacdo lagrangiana para o eletromagnetismo sem
cargas magnéticas.

3.2 A lagrangiana do eletromagnetismo

As equagoes de Maxwell e de Lorentz, na auséncia de correntes magnéti-
cas, podem ser obtidas a partir de um principio variacional de minima agéo

55:6[£d4a:=0 (3.1)
com a lagrangiana dada por
1
L=~ ZFWF“” — JuA* (3.2)

Nesta expressdo, F'*¥ é definido, em termos de A*, por (2.14); j#, por (2.6);
e L, é a lagrangiana para a carga livre.
Calculando a equagdo de Euler-Lagrange para o campo A,

o (0L ) _ oL
5(6vA") ) ~ BAr

temos
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ak

YT (3.4)
oc
BoAn) ~ &9

Levando em (3.3), obtemos o primeiro grupo de equagdes de Maxwell, (2.4).
O segundo grupo é obtido, identicamente, da definigio (2.14). De fato,

o,F* =9, (%ﬁ“"“" Faﬁ) = % ¢ 0, (0aAs — OpAs) (3.6

E como €#¥*# ¢ anti-simétrico com respeito 4 troca de qualquer par de indices,
obtemos (2.12). Salientemos, mais uma vez, que tal resultado s6 é obtido se
A* satisfaz a (2.15).

A variagdo da agdo com respeito as coordenadas da carga elétrica nos da
(Landau e Lifshitz, 1972; Jackson, 1975)

dUu~
dr

onde 0¥ A* é calculada ao longo da linha de universo da carga. Usando entéo
a (2.14), encontramos a equagio de Lorentz (2.13).

= ¢ (0°A° — 6P A*) Uy (3.7)

m

3.3 Funcoes de onda nao-locais

A versdo quantica da (3.2) é a lagrangiana da QED,

£ = (10, — m) ¥ = (edrs) Ay — 3 Fuu P (3.8)

onde % e y* representam, respectivamente, o espinor e as matrizes de Dirac.
A equagéo de Euler-Lagrange para A* é novamente a (2.4), com a 4-cor-
rente elétrica dada por

i = ey (3.9)

Calculando a equagéo para v, temos
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e (104" —m —ey*A,) Y (3.10)
oL
3(8,/1!)) =0 (311)
Logo,
oL oL
509~ 0% P
nos leva & equagéo de Dirac
(207" —m —ey*A,) Y =0 (3.13)

Vemos assim que, diversamente da versdo cldssica (2.13), a equacio de
movimento para 1 ndo pode ser escrita diretamente em termos do tensor de
campo F'**, sendo imprescindivel a introdugéo de A*, Como, entéo, descrever
a interacdo da carga com o campo, em presenca de monopolos?

Uma possibilidade é a descri¢do dos estados da carga através da funcio
de onda de fase ndo-integravel

oz, P) = ¥(2) exp [ie [ 4,(6) de*| (3.14)

onde P é um certo caminho de integragdo que, no limite cldssico, corresponde
a linha de universo da carga. Esta funcdo obedece & equagio de onda livre

de Dirac

(i,4* —m) ® =0 (3.15)

De fato, a substitui¢io de (3.14) em (3.15) conduz & equagdo (3.13) para 1.}
Definida em fungéo de outro caminho de integragdo, P’, a fungio de onda
de fase néo-integrivel pode ser escrita como

#(z, PY) = B(z, P) exp [ie [ dgﬂ} (3.16)

onde a integracdo se estende sobre o caminho fechado P’ — P. Com ajuda
do teorema de Stokes e usando (2.14), reescrevemos (3.16) na forma

1Cf. a nota da pagina 40.
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8(z,P) = ®(z,P) exp [32‘3 [(0uA, ~ 0,4, do] =
= &z, P) exp [észst,, da‘“’] (3.17)

onde S é qualquer superficie delimitada pelo contorno P’ — P. Escrita as-
sim, a fungéo de onda de uma particula carregada independe da introducéo

do 4-potencial A*, podendo ser usada mesmo em presenca de monopolos
(Mandelstam, 1962; Cabibbo e Ferrari, 1962).
Como S é uma superficie arbitraria, de (3.17) devemos ter

®(z, P) exp ["2—6 [ do-“"] = (2, P) exp [‘-2‘5 [, Fuw da“"] (3.18)

onde S’ é outra superficie com mesmo contorno P’ — P. Isto nos leva a

_if pe| —
exp [2 }2_5‘ F,, do ] =] (3.19)

com a integragao estendida a superficie fechada S—S’. Usando aqui o teorema
de Gauss, obtemos entdo

exp [z'e fv 9, dv;‘] - (3.20)

onde V' é o 4-volume compreendido pela superficie § — 5.
A condicdo (3.20) é identicamente satisfeita na auséncia de monopolos,

pois, nesse caso, vale a (2.12). Em caso contrério, a substituigdo de (2.5) em
(3.20) leva a

exp [——z’eLg“ dV#] =] (3.21)
a qual ¢ satisfeita se, e somente se,
2mn
= H e .
v=[ga== (3.22)

com\‘n inteiro.
A condigéo (3.22) chamamos condigéo de quantizagdo de Cabibbo-Ferrari.
Ela é mais geral que a condi¢do de quantizagdo de Dirac, pois ndo depende da
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forma particular da 4-corrente magnética, g*. Tomando, para esta, a forma
vetorial (2.7) e calculando Qv no referencial do monopolo, temos

Qv=[ 8@ dVo= [ g8 da=g (3.23)

Levando em (3.22), reobtemos a condigdo de Dirac, (2.28).

Para concluir esta se¢do, fagamos uma observagéo importante. A funcgio
de onda generalizada (3.14) possui carater ndo-local, pois depende néo sé
do ponto de observagio z como também do caminho de integragio P. Essa
néo-localidade é, como veremos, inerente a qualquer formulacio da eletro-
dindmica em presenga de cargas magnéticas, ndo se manifestando, todavia,
nos observaveis da teoria.

3.4 A corda de Dirac

Em lugar de abrir méo da descrigéo usual em termos de potenciais, pode-
mos introduzir um 4-potencial irregular, que ndo obedega & (2.15), de modo
que a (2.12) ndo valha identicamente.

Para entender como isso pode ser feito, consideremos um solenéide semi-
infinito?. O fluxo de campo magnético em uma secdo reta qualquer é dado
por

Bine = —g = BA (3.24)

onde B ¢é a intensidade do campo no interior do solendide, e A é sua segio
reta. Podemos tornar esse solenéide infinitamente delgado, fazendo, simul-
taneamente, A — 0 e B — oo, de forma que o fluxo, —g, permanega finito.
Nesse caso, o solendide pode ser visto como uma linha de dipolos magnéticos
semi-infinita. O potencial vetor no ponto 7 pode entdo ser calculado, com
ajuda da férmula

?Em seu trabalho original, Dirac introduziu o potencial singular de maneira diversa,
mais formal e elegante que a apresentada aqui, fazendo uso das fungdes de onda de fase
néo-integravel, apresentadas na segéio anterior (Dirac, 1931). Optamos por uma forma de
exposi¢do mais simples, porém adequada aos nossos propdésitos.
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) (3.25)

na qual g dl'é o momento de dipolo magnético associado a um certo elemento
dl da linha, localizado sobre o ponto 7, e onde a integral é tomada sobre a
linha de dipolos, até sua extremidade 7.

Para calcularmos a integral (3.25), tomemos o solenéide sobre o eixo-
z negativo, com a extremidade na origem. O resultado, em coordenadas
esféricas, é

- __—g—“ ’-"o - -
AR = 4«[5 dle(

|7~ ]

1 —cosf) ,
Este potencial apresenta uma singularidade sobre o eixo-z negativo, ou seja,
sobre o solendide. Tal fato pode ser inferido diretamente da expresséo (3.25),
na qual o integrando diverge sempre que 7 = 7, isto é, sempre que o ponto
de observagédo estiver sobre o solendide.
Calculando o rotacional de ;1', obtemos (Felsager, 1981)

./I(r

2 .._ii‘ Y
Vx A= L5 496(2)8(y) 6(-2) k (3.27)

onde introduzimos a fungdo de Heaviside, O(z), nula para z < 0 e igual &
unidade, para z > 0. Vemos daf que o rotacional de A nos d4 o campo de um
monopolo magnético, (2.21), em todo o espago, exceto sobre o solenéide, onde
ha a contribuigdo de um campo singular. O que nos mostra que a introdugéo
de cargas magnéticas é compativel com a (2.14), desde que excluamos uma
linha semi-infinita, com extremidade no monopolo.

Com tal exclusdo, o fluxo do campo sobre uma superficie fechada em
torno da carga magnética é dado por

- - ro oo
@:fs(vm)-duz%”—s-ds:g (3.28)
Evidentemente, o resultado seria nulo se considerassemos também o fluxo no
interior do solendide, devido ao segundo termo, singular, de (3.27), o qual
(cf. (3.24)) é igual a —g, cancelando assim a contribuigéo de (3.28).

Assim, ao estudarmos o movimento de uma carga no campo de um
monopolo, podemos utilizar o potencial vetor singular (3.26), desde que
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fagamos uma hipédtese dréstica, conhecida por “veto de Dirac”: a singulari-
dade de (3.26) € inobservdvel para a carga, sua fungdo de onda se anulando
sobre a linha semi-infinita. A essa linha denominamos “corda de Dirac”.

Se tomarmos a singularidade sobre outra linha semi-infinita L', o novo
potencial A’ diferir4 de (3.25) por

- ik g =
(F') A(F) = 1 o dl x V (|F— 13|) e VQF) (3.29)
onde §(7) é o éngulo sdlido subentendido pelo contorno L' — L no ponto
de observagdo 7. Ou seja, os dois potenciais diferem pelo gradiente de uma
funcdo escalar, o que mostra que a posigio da corda pode ser qualquer, sua
alteracdo correspondendo apenas a uma transformagio de calibre.
Como sabemos, esta transformagio deve ser acompanhada de uma mu-
danga de fase na fungdo de onda da carga

w % ¢,r e 'ﬂb e—iegﬂ/41r (330)

Consideremos a variagdo de fase de 9’ sobre um percurso fechado que atra-
vessa a menor superficie de contorno L' — L. Neste caso, ) variara de 4, e,
para que ¥’ seja univoca, devemos ter

eg §Q = 4« %9 4 = 2mn (3.31)

com n inteiro, obtendo novamente a condigdo de quantizagdo da carga, (2.28).
A corda de Dirac pode ser introduzida em notagio 4-dimensional, definin-
do-se o tensor de campo na forma,

W= GFAY — BV AH 4 G (3.32)

com

_ (%Y, N\ .
=g (67'0 or o, am) L

Nestas expressoes,
Y# = Yu(Tg, Tl) (334)
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representa a superficie de universo percorrida pela corda, e G, dual de G,,,,,
se anula em todos os pontos, exceto sobre essa superficie. Assim, com esta
excessdo, a (3.32) se reduz a (2.14).

A existéncia de um termo adicional na defini¢do do tensor de campo ja
pode ser notada na expressdo (2.34), utilizada quando construimos monopo-
los magnéticos em modelos ndo-abelianos. E possivel mostrar (Boulware et
al, 1976) que, com uma certa transformacio singular de calibre, o termo
adicional em (2.34) se reduz & forma C;‘,w.

Consideremos novamente a lagrangiana (3.2), onde agora L, é a lagrangi-
ana livre da carga e do monopolo, e F,,, é dado por (3.32) e (3.33). Com tal
lagrangiana, a variagdo da agdo, com relagdo a A* e as coordenadas da carga
e do monopolo, leva (Dirac, 1948) as equagdes de movimento (2.4), (3.7) e

A%
dr

M correspondendo & massa do monopolo, e V¥, 4 sua 4-velocidade. Além
disso, temos (2.5) satisfeita identicamente por (3.32) e (3.33), com g* dada
por (2.7). E temos ainda

M—— = gF*fy, (3.35)

OF,,
3y,

obtida quando variamos a agdo com relagdo a Y*. Esta equagdo implica na
independéncia de F* com respeito aos graus de liberdade da corda, o que
mostra que a posicdo desta, como vimos, pode ser qualquer.

As equagdes (2.4), (2.5) e (3.35) séo esperadas equagdes de movimento
para a eletrodindmica com cargas e monopolos (cf. (2.8)). Contudo, (3.7) sé
corresponde & equagio de Lorentz para a carga, (2.13), se esta ndo atravessa
a corda, de modo que G v se anule em (3.32). Da mesma forma, comparando
(3.36) com (2.4), vemos que a primeira sé é satisfeita se a 4-corrente elétrica,
j#, se anula em z, =Y.

Vemos assim que a lagrangiana (3.2), com as defini¢des (3.32) e (3.33),
nos leva a todas as equagdes de movimento desejadas, desde que imponhamos
o veto de Dirac, de que a carga elétrica nunca atravesse a corda. Na neces-
sidade de imposi¢io de tal veto reside a insuficiéncia desta descrigdo. Na
se¢do seguinte, veremos que é possivel evitar tal hipétese, introduzindo um
potencial ndo-univoco.

=0 (3.36)
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Antes, porém, chamemos a atengéo para o fato de que temos aqui, mais
um vez, uma descrigéo ndo-local, pois assim é a definigdo de F},, em fungéo
dos graus de liberdade da corda (cf. (3.32) e (3.33)). N&o-local é também
o veto de Dirac, o qual anula a func¢do de onda da carga elétrica sobre uma
linha semi-infinita. Como no caso das funcdes de onda generalizadas da secio
anterior, essa ndo-localidade ndo se manifesta nas equagdes de movimento.

3.5 A formulagao de Wu e Yang

Como vimos na se¢do anterior, o potencial devido a um monopolo na
origem, cuja corda se encontra sobre o eixo-z negativo, é (cf. (3.26))

(1 —cosf) ,

AV =L s (3.37)

rsinf
o qual apresenta uma singularidade em 6 = =, isto é, sobre a corda.
Se, por outro lado, tomarmos a corda sobre o eixo-z positivo, o potencial

obtido de (3.25) serd dado por

75 _ 9 (1+cosb) ,
Ary= ar rsmf ° (2195)
no qual, agora, a singularidade se encontra em 6 = 0. Calculando a diferenca

entre os potenciais (3.37) e (3.38), encontramos

AN _ 1S g A = (99
AT - A =m6¢=V(§) (3.39)
O que mostra que eles diferem apenas pelo gradiente de uma fungio escalar
das coordenadas, ou seja, por uma transformacéo de calibre. O que ja era
sabido, pois um potencial é obtido do outro por uma mudanca de posicio da
corda.

Este resultado nos permite evitar a necessidade de imposigio do veto de
Dirac (Wu e Yang, 1975). De fato, podemos utilizar o potencial (3.37) no
semi-espago superior, onde ele é sempre regular, e o (3.38) no semi-espago
inferior, no qual ele é, por sua vez, também regular. Isto equivale a adotar
diferentes calibres em diferentes semi-espagos, de tal forma que o potencial
seja regular em cada um deles, sendo assim desnecessario o veto de Dirac.
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Calculando o fluxo do campo sobre uma esfera em torno do monopolo,
temos

— = N .3 = s AT
tD-fN(VxA ) ds+fS(V><A) d3 (3.40)

onde N indica hemisfério norte, e S, hemisfério sul. Usando o teorema de
Stokes, podemos escrever

o = ﬁqﬁ”-df—iqﬁs-df= ){q(EN-A‘S)-dE; (3.41)

onde as integrais sdo calculadas ao longo do equador, e usamos a equagéo
(3.39). Obtemos, portanto, o fluxo esperado para o campo do monopolo, j4
obtido em (3.28).

Sobre o plano equatorial podemos usar ambas as formas, (3.37) ou (3.38)3.
Em cada caso, teremos, para uma carga elétrica, fungdes de onda que diferem
por uma fase correspondente a transformagéio de calibre (3.39)

¢,N s ,‘/)S e—:'eg(b/Zfr (3'42)

A variagédo da fase, para uma volta completa ao longo do equador, deve ser
um multiplo inteiro de 27, se queremos fungdes de onda univocas. Logo,

eg eg

= fp=->2r=2 3.43

2m 2 2 . e ( )
com n inteiro. Obtemos, mais uma vez, a condi¢do de Dirac de quantizagéao
da carga.

Em termos dos potenciais vetores (3.37) e (3.38), o campo magnético é
escrito como

-

H=0(:)V x AYN + 9(—2) V x AS (3.44)

Usando a relagéo

3A divergéncia na origem permanece, sendo ela inerente 4 eletrodinamica com particulas
puntiformes, sejam elas cargas elétricas ou magnéticas; sua razio reside em que ali se
encontra o monopolo.
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OVxiZ=Vx(0d)-VOxd (3.45)

e a equagdo (3.39), é possivel mostrar (Bollini e Giambiagi, 1977) que a (3.44)
pode ser escrita na forma

H=VxA (3.46)

onde

A=0(z) AN + 0(-2) A5 + -29; 5(z) ¢ k (3.47)

é o potencial vetor de Bollini-Giambiagi.

Vemos, mais uma vez, que a existéncia de cargas magnéticas é compativel
com a (2.14), desde que A* seja ndo-regular. O potencial (3.47) descreve
corretamente o campo magnético devido a um monopolo e pode ser usado
para tratar a interagio de cargas elétricas com esse campo, sem necessidade
de introdugdo do veto de Dirac (Bollini e Leal Ferreira, 1978).

Néo é dificil mostrar que a posigdo do plano equatorial, que separa os
semi-espagos com diferentes escolhas de calibre, pode ser qualquer e que
sua variacdo leva simplesmente a uma mudanga de calibre em (3.47). Esta
conclusdo é evidente por si mesma, pois a variagido desse plano corresponde,
na formulagdo de Dirac, a uma alteracdo na posigdo das cordas em cada
semi-espago.

Os resultados desta secdo podem ser formulados em notagio 4-dimensio-
nal. O tensor de campo pode ser definido como em (2.14), com A, néo-
univoco, seus valores sobre dois diferentes 4-hemisférios diferindo por uma
transformagao de calibre

Al — A% = a, (3.48)
Seja a integral de linha calculada ao longo do equador
$ (4N — A5 de* = § o, de* (3.49)
eq eq

Sendo ela um escalar de Lorentz, o resultado da integrago é dado pela (3.41)

j{ a, dt% =g (3.50)
eq
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Com F,, dado por (2.14), a lagrangiana do eletromagnetismo, (3.2) (com
L, representando agora a carga e o monopolo livres), leva as equagdes de
Maxwell generalizadas, (2.4) e (2.5), e as equages de Lorentz para a carga,
(2.13), e para o monopolo, (3.35), desde que A* seja nio-univoco, satisfazendo
as condigbes (3.48) e (3.50) (Wu e Yang, 1976). A restrigdo (3.50) é imposta
ad hoc e substitui o veto de Dirac, da se¢do anterior. Ela pode ser relaxada,
pagando-se o preco de se considerar o segundo grupo de equagdes de Maxwell,
(2.5), como uma equagéo cinemdtica, ndo advinda do principio de minima
agao.

Ressaltemos, como no caso das formulagdes anteriores, o carater nio-local
da condigdo (3.50), o qual, como das outras vezes, ndo afeta as equacoes de
movimento.
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Capitulo 4

Lagrangiana nao-local para a
eletrodinamica dual

4.1 O tensor de Cabibbo-Ferrari

E bastante simples obter uma descri¢do lagrangiana para a interagio entre
monopolos e o campo, na auséncia de cargas elétricas. Para isto, basta
que facamos uma rotagéo dual de 7/2 nas equagdes da eletrodindmica sem
monopolos. De (2.2) e (2.10), vemos que tal transformagéo leva

oy o (4.1)

= —g° (4.2)

Assim, as equagdes (2.4), (2.13) e (2.12) tornam-se, respectivamente, (2.5),
(3.35) e

8,F™ =0 (4.3)

A (4.3) nos permite introduzir o 4-potencial dual A¥, de forma que (cf.
(2.14))
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o = grAv — gv A+ (4.4)

Por comparagéo com (3.2), vemos que, neste caso, a lagrangiana é dada
simplesmente por

L=4L,- i—ﬁ’,‘,F““ — g, A* (4.5)

onde agora L, é a lagrangiana livre do monopolo.
Devemos notar, no entanto, que (4.5) ndo é obtida diretamente de (3.2)
pelas transformagdes duais (4.1) e (4.2). De fato, usando (2.14), temos

o = %emﬁpﬂ,ﬁ = %emﬁ(aaAﬁ — 8gA%) = %89, A5  (4.6)

Comparando com (4.4), vemos que a rotagio dual de 7/2 nio leva A# — — A*,
E que, portanto, as definigdes (2.14) e (4.4) néo sdo invariantes duais. O que
ja era esperado, pois essas equagdes s6 valem, respectivamente, na auséncia
de cargas magnéticas e na auséncia de cargas elétricas.

A equacgdo (4.6) nos sugere definir o tensor de campo, em termos dos
4-potenciais A* e A*, em uma forma invariante dual, dada por (Cabibbo e
Ferrari, 1962)

e = Gl e el gy (4.7)

Calculando seu dual, obtemos

[y O (R (4.8)

Estas defini¢des sdo invariantes pela transformagdo dual dada por (2.1) e
(2.2), se, em termos dos 4-potenciais, ela for expressa por

A¥ = A% cosp + A*singp (4.9)

A¥ = —A™sinp + A™ cos (4.10)

Para ¢ = /2, temos A* — —A*, como desejdvamos.
As (4.7) e (4.8) sdo também invariantes pelas transformagdes de calibre

A, = Ay +8,A (4.11)
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A, A, +8,T (4.12)

onde A e I' sdo fungdes escalares arbitririas das coordenadas. Na verdade,
estas transformagdes sdo casos particulares das transformacdes de calibre
mais gerais

Ay — A+ A, (4.13)

A= A+ A (4.14)

com A} e A, satisfazendo a condigéo de campo nulo

a.uAlu _ 6uAf.u o E#uaﬁaaﬁ;} =0 (415)

Vemos, portanto, que a introdugio de 4-potenciais adicionais leva a uma
ampliacdo da liberdade de calibre usual, o que garante a manutengdo do
nimero de graus de liberdade independentes do campo eletromagnético.

Levando (4.7) e (4.8) nas equacdes de Maxwell generalizadas, (2.4) e (2.5),
e usando o calibre de Lorenz

9,A* = 9,A* =0 (4.16)

obtemos
OA* = j# (4.17)
DA* = g* (4.18)

onde introduzimos o operador de d’Alembert

0= 6,0 (4.19)

Assim, com as definigdes (4.7) e (4.8), as equagdes de Maxwell ndo se anulam
identicamente. Ademais, vemos que o campo A* se acopla com a 4-corrente
elétrica, enquanto que A* se acopla com a 4-corrente magnética.

Na auséncia de 4-corrente magnética, podemos, ainda, usar a invariancia
de calibre para fazer A* = 0, caso em que (4.7) se reduz & (2.14). E, na
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auséncia de 4-corrente elétrica, fazendo A* = 0, obtemos, de (4.8), a ex-
pressdo (4.4).

Observemos, mais uma vez, a introdugéo de um termo adicional na defini-
¢do de F*, como em (2.34) e (3.32).

4.2 O potencial nao-local

Porém, ainda nos deparamos com a velha pergunta: como obter, com
ajuda do tensor de Cabibbo-Ferrari, uma descri¢io lagrangiana adequada?
Antes de procurar uma solugdo completa para o problema, busquemos uma
lagrangiana que descreva a interagio de uma carga elétrica com o campo, em
presencga de monopolos.

Uma andlise ingénua pode nos levar a crer que essa deve ser dada na
forma (3.2), com F,, dado por (4.7). De fato, calculando a equagéo de
Euler-Lagrange para A*, obtemos, de (3.2) e (4.7), as (3.4) e (3.5). Logo, a
(3.3) nos leva ao primeiro grupo de equagdes de Maxwell, (2.4).

Entretanto, a variagdo da agéo com respeito as coordenadas da carga nio
depende do termo em F**F,,,,, pouco importando, portanto, a definicio (4.7).
Assim, obtemos novamente a (3.7). Claramente, nio podemos, através de
(4.7), identificar (3.7) com a equagdo de Lorentz (2.13), a néo ser no caso
em que existam apenas cargas elétricas, quando entdo vale a (2.14). Este
resultado torna evidente a impossibilidade de descri¢do da teoria — mesmo
em sua versao cldssica — em termos de uma lagrangiana local, sem qualquer
condigdo suplementar (Rosenbaum, 1966; Carter e Cohen, 1973; para um
argumento quantico a favor dessa impossibilidade, ver Rodrigues Jr. et al,
1989).

O primeiro passo para obtermos uma descrigdo completa consiste, por-
tanto, em procurar uma transformacio ndo-local que leve a equagdo (2.14),
valida na auséncia de cargas magnéticas, na expressio de Cabibbo-Ferrari,
(4.7). Como mostraremos a seguir, a solugéo para este problema é dada pela
transformagéo (Cardoso de Mello, 1993; et al, 1994)!

'H4 cerca de trés décadas, Rohrlich (1966) introduziu um potencial nio-local seme-
lhante, seguindo uma parametrizagio introduzida originalmente por DeWitt (1962) ao
tratar com fungdes de onda invariantes de calibre, andlogas aquelas descritas em nossa
secdo 3.3. No seguimento, contudo, ele chega a resultados e conclusdes diversos dos nossos.
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1 = .
7 B — AM 4 Zkvaf
A A=A e [P 0, Ag dt, (4.20)

onde P é, por ora, qualquer caminho para o qual a integral seja bem definida.
Substituindo (4.20) em (2.14), temos?

F™ = 9rAY — 9" AF =
= 9HAY 4 Leengn [ * O Apde, — 6" A" — Lemasgy f " 0aAgdt, =
2 P o ~y 2 P o ¥
= OFAY — A"+ % (€18 B, Ag 8 — 470 8, A, 6] =
= O*AY — 0¥ A* — P 9, A (4.23)

onde ¢4 ¢é o tensor de Kronecker. Donde vemos que (4.20) leva realmente
(2.14) em (4.7).
Levando (4.20) em (3.2), obtemos a lagrangiana nio-local

B B %F#,,F‘“’ A (4.24)

onde definimos o tensor de campo de acordo com (4.7). Como, classicamente,
a 4-corrente elétrica é dada por (2.6), vemos que o caminho de integracio P
é definido pela linha de universo da carga.

%A derivada covariante da integral de linha de um tensor A%, em relagao ao ponto de
observagdo ¥, extremo do caminho de integracio P, ao longo deste caminho, é definida
como (Mandelstam, 1962)

z o...v «...v

o f A*Y() déy = lim Up: A(8) dby = [p A*(6) dy] (4.21)
P dzy, =0 dz,,
onde P’ é obtido de P acrescentando-se a este uma extensio dz¥, na diregio de z*.
Assim, se a derivagio se faz em uma direcio ortogonal aquela de integragéio, a diferenca
entre colchetes se anula, e com ela a derivada. Por outro lado, se derivamos na mesma
direcdo de integragdo, obtemos, conforme o teorema fundamental do calculo, Mz,
Logo, temos

o fp TN (E) dEy = ATV (z) B = A%H(2) (4.22)
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A lagrangiana (4.24) é invariante pelas transformagdes de calibre (4.11)
e (4.12). De fato, o tensor de Cabibbo-Ferrari é invariante por tais trans-
formacdes, e o potencial néo-local varia por

A 5 AP OPA -é—e“"“ﬁ [ 0u(Ap + 05T) dt, =
1 s [0
= (44 0"N) + 5 fP 0. A de, (4.25)

Assim, sob uma transformagdo de calibre, o potencial nio-local varia da
mesma forma que os potenciais locais; e tal variagdo, como sabemos, nio
altera as equagdes de movimento, desde que acompanhada por uma mudanca
de fase adequada na fungio de onda da carga.

Verifiquemos que a lagrangiana proposta nos leva as esperadas equagdes
de movimento. Estas, na verdade, j4 estdo calculadas, bastando substituir,
em (2.4) e (3.7), A* — A¥. Assim, obtemos o primeiro grupo de equagdes
de Maxwell e a equagio

dUu~

dr
Como, nesta tltima, 8“A* é calculada ao longo da linha de universo da
carga — ou seja, ao longo do caminho de integracio P — com ajuda de
(4.23) obtemos a desejada equagéio de Lorentz, (2.13).

Ressaltemos que as equagdes obtidas sdo locais, a nio-localidade da la-
grangiana sendo, portanto, inobservdvel. Veremos, a seguir, que a mudanca
do caminho de integragfo em (4.20) representa, simplesmente, uma trans-
formacdo de calibre no potencial nio-local.

Para verifici-lo, consideremos um monopolo magnético em repouso, na
origem de um certo sistema inercial de coordenadas (a distribuigéo de carga
elétrica pode ser qualquer). A equagdo (4.18) terd por solugio

m—— = e (0° AP — 0P A%) Uj (4.26)

A=0 (4.27)
jo—-_9
A=L (4.28)

a qual nada mais é que o potencial escalar coulombiano. Levando esta solugéo
em (4.20), obtemos
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A° = A° (4.29)

AR = A() - 8% /P " (%;) x drt (4.30)

Se tomarmos um outro caminho de integracio P’, o novo potencial vetor
A diferird de (4.30) por

onde (2, () é o éngulo sélido subentendido pelo contorno P— P’ na origem do
sistema de coordenadas. Ou seja, os dois potenciais diferem pelo gradiente
de uma fungdo escalar. Usando a covaridncia e a linearidade de (4.17), (4.18)
e (4.20), vemos que os 4-potenciais A'* e A* diferem por uma mudanga de
calibre, em qualquer referencial e qualquer que seja a distribuicio de cargas
e monopolos, como desejavamos mostrar.

Como, classicamente, o caminho de integragdo em (4.20) é definido pela
linha de universo da carga, vemos que diferentes trajetérias desta dltima
definem diferentes calibres para o potencial ndo-local. Este resultado (obtido
apenas com ajuda da equagdo de campo (4.18)) torna desnecessério, para
obtermos a equagio de movimento da carga, variar a agéio com respeito ao
caminho de integragéo P.

E interessante notar que o potencial ndo-local A*, que se acopla com a
4-corrente elétrica na lagrangiana (4.24), é nio-regular, no sentido de ndo
respeitar a condigdo de Euler, (2.15). Com efeito, usando-se (4.20), é facil
verificar que

1
r

S_9
t= 27
) X dr! = o Qo(7) (4.31)

(948" — 9°0*) A% £ 0 (4.32)

E esta circunstincia que nos permite escrever (4.23), sem que isso implique
na homogeneidade do segundo grupo de equagdes de Maxwell, (2.5).

A irregularidade de A, como fungio de = e P, fica evidente se exa-
minarmos a expressdo (4.30), que define o potencial vetor .4 devido a um
monopolo em repouso na origem. Qualquer caminho de integracio que passe
pela origem torna a integral divergente sobre toda uma linha semi-infinita.
Tal singularidade é essencial, pois advém da interseccio das linhas de universo
da carga e do monopolo, e j4 estd contida na equacéio de movimento da carga.
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De fato, a (2.22) permite que esta se aproxime indefinidamente do monopolo,
sobre o segmento de reta que os une; porém, quando ocorre a superposigdo, o
segundo membro dessa equagdo se torna singular, a nio ser que a velocidade
relativa entre a carga e o monopolo se anule. Observemos contudo que,
qualquer que seja a trajetéria da carga, a singularidade de A* estard sempre
em um 4-hemisfério oposto aquele em que ela se movimenta.

Notemos que a equagio de movimento obtida de (4.24), no caso quéntico,

quando (cf. (3.8))
Lo = (10" — m) ¢ (4.33)
e j* é dada por (3.9), é (cf. (3.13))

(i0,7" —m —eAy*) Y =0 (4.34)

O que mostra que, quanticamente, o potencial néo-local é o potencial espa-
lhador de cargas. Salientemos ainda que sua introdugéo nos permite justificar
a utilizagdo das fun¢Ses de onda generalizadas na forma (3.17), as quais nos
levam & condigdo de Cabibbo e Ferrari, (3.22). A (3.17) é obtida diretamente
de (3.14), se, em lugar de A* e (2.14), usarmos o potencial nio-local A* e a
(4.23).

4.3 A lagrangiana dual

Para que a simetria dual seja completamente realizada, devemos encontrar
também uma transformagéo que leve (4.4) em (4.8). Em analogia com (4.20),
temos a transformagéo nio-local

A o AF = Ak - %e“"""ﬁ [P " 8a Ay dt, (4.35)

Substituindo-a em (4.4), obtemos, de fato,

o= ¢l - A =
HAY — A 4 2P 9,A, (4.36)
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_ Sob as transformagdes de calibre (4.11) e (4.12), A¥ se transforma como
A*, ou seja,

P

At 5 AF 49T - %e"”""@ /; 0a(Ap + 9pA) dby =
" 1 z .
s 7 BT — Zehval
= (A*40T) - 3¢ fp OaAg dt, (4.37)

Pode-se verificar também, usando-se a (4.17), que, da mesma forma que
com A* (cf. (4.31)), diferentes caminhos de integragio em (4.35) correspon-
dem a diferentes escolhas de calibre para A*. E que este potencial, assim
como A*, é irregular, nédo obedecendo & condigio de Euler (2.15), permitindo
desta forma a inomogeneidade de (2.4). Quanticamente, é ele que desempe-

nhard o papel de potencial espalhador de monopolos, através da equagio de
Dirac (cf. (4.34))

(87" — M — gAy*) =0 | (4.38)

Antes, porém, de fazermos uso deste novo potencial para obter uma des-
crigdo lagrangiana completa, necessitamos analisar um aspecto fundamental
de tal descrigao.

A agdo para o campo eletromagnético livre é

s __l 4 v
§=-1 f dc F,,F (4.39)

onde o tensor de campo, em termos dos potenciais, é dado por (4.23). O
sinal negativo em (4.39) garante a existéncia de um minimo local para a
acdo, quando a variamos com respeito a A* (ou A*).

Se, contudo, expressarmos a agdo em termos do tensor dual (2.3), teremos

B % f d*z F Fw (4.40)
obtida de (4.39), se usarmos a identidade

F, F» = —F, (4.41)

Escrevendo entéo o tensor dual, em termos dos potenciais, na forma (4.36) e
comparando com (4.23), vemos que a agdo (4.40) nio possui ponto de minimo
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com relagio & variacio de A# (ou ;1“), apresentando neste caso, ao contrario,
um ponto de maximo.

Esta constatacdo nos leva a postular um principio variacional para a
eletrodinamica dual que desempenhard papel essencial na obtencio de uma
descrigdo lagrangiana correta: o movimento real do sistema carga-campo-
monopolo € tal que a agdo apresenta um ponto de sela, minimo com relagdo
a variagdo dos graus de liberdade usuais e mdzimo com respeito d variagdo
dos graus de liberdade duais.

Seguindo tal prescrigdo, a extensdo natural da lagrangiana (4.24) é

1 -
L= L5+ L8 = TFuF* = ju A + g, B (4.42)

onde j, e g, sdo dadas por (2.6) e (2.7), e definimos F,,, A* e A* através
de (4.7), (4.20) e (4.35), com os caminhos de integracio definidos, respecti-
vamente, pelas linhas de universo da carga e do monopolo.

As lagrangianas livres sdo tais que

Lt = f Po L8 = —m(l — u?)} (4.43)

L9 = f P L2 = M(1 - v?)3 (4.44)

(aqui, i é a velocidade da carga, enquanto ¥ se refere a0 monopolo). Como
sabemos, o sinal negativo em (4.43) garante um minimo para a agéo livre da
carga. De (4.44), por outro lado, vemos que a agéio livre do monopolo possui
um ponto de méximo.

Na auséncia de monopolos, fazendo-se A* = 0 em (4.7), a (4.42) se re-
duz a lagrangiana do eletromagnetismo, (3.2). E, na auséncia de cargas
elétricas, tomando A* = 0 em (4.8), obtemos, a menos de um sinal global, a
lagrangiana dual (4.5). A diferenga de sinal estd associada & existéncia, aqui,
de um ponto de maximo, enquanto que 13 era de minimo.

Obtenhamos, a partir de (4.42), todas as equagbes de movimento de-
sejadas. Estas constituem as usuais equagdes de Euler-Lagrange, obtidas
quando igualamos a zero a primeira variagdo da agdo (cf. (3.1)), indepen-
dentemente de se tratar de um ponto de méximo ou de minimo.

A variagéo dos potenciais locais A* e A* — fixas as linhas de universo das
particulas — leva, através das transformacdes de varidveis (4.20) e (4.35), a
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uma variagio correspondente nos potenciais nao-locais A* e A*. Conside-
remos a varia¢do da agdo com respeito a estes ultimos. De (4.42), usando
(4.23), (4.41) e (4.36), obtemos

or = T (4.45)
t%Ta‘f‘l“_) = Fu (4.46)
;—i‘ ik (4.47)
a(;fiu) =—F (4.48)
Assim, as equagdes de Euler-Lagrange
7 (3(83”?4#)) - Ba,f.u (4.49)
d (a(gffl#)) - aa,fu (4.50)

nos levam as equagdes de Maxwell generalizadas, (2.4) e (2.5).
Variando a agdo com respeito as coordenadas da carga e do monopolo,
obtemos, por outro lado, as equagdes (4.26) e

ave

dr
O sinal trocado no tltimo termo de (4.42) é cancelado pela troca de sinal em
(4.44), de forma que obtemos duas equagdes formalmente idénticas. Usando
entdo os resultados (4.23) e (4.36), chegamos as equagdes de Lorentz (2.13)
e (3.35).

Vemos, portanto, que a lagrangiana (4.42), com as definigdes (2.6), (2.7),
(4.7), (4.20) e (4.35), nos leva a todas as equagdes da teoria, sem necessidade
de nenhuma condigéo suplementar.

Em termos dos potenciais ndo-locais (4.20) e (4.35), a rotacdo dual, dada
por (4.9) e (4.10), se escreve na forma analoga

M

=g (0°AP - 8P A*) V4 (4.51)
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A* = A% cosp + A sin (4.52)

A# = — A™sing + A* cos @ (4.53)

E muito importante, no entanto, observarmos que a lagrangiana (4.42) ndo ¢
invariante sob a rotagio dual definida por (2.9), (2-10), (4.52) e (4.53), para
um é&ngulo dual arbitrdrio. Assim, a simetria dual continua, que até agora
tem-se mostrado um poderoso guia para nossas investigagdes, parece ter-se
perdido irremediavelmente. Esta quebra de simetria se deve & impossibilidade
de uma mesma particula, a um s6 tempo, maximizar e minimizar a acio. Em
outras palavras, a lagrangiana obtida nio & adequada para a descrigio dos
dyons, particulas elementares dualmente carrregadas.
Consideremos, entretanto, a transformagéo discreta definida por

- (4.54)
Al — A (4.55)
= —g* (4.56)

gt = j* (4.57)

juntamente com m «+ M. Ela constitui um caso particular da rotagio dual
dada por (2.9), (2.10), (4.52) e (4.53), quando tomamos o dngulo dual igual
a m/2. A lagrangiana (4.42) se transformard como

L—-L (4.58)

€ para a agado temos, portanto,

S =8 (4.59)

Como as equagdes de movimento séio obtidas da anulagdo da primeira varia-
¢do da agdo, (3.1), elas ndo se alteram sob a troca do sinal global de £
ou S. Podemos, pois, afirmar que a teoria permanece invariante sob essa,
transformacéo discreta.
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4.4 Formulacao hamiltoniana

A diferenca de sinal entre as lagrangianas livres da carga elétrica e do
monopolo (cf. (4.43) e (4.44)) pode nos levar & suspeita de que este tltimo
se apresenta como uma particula de energia negativa (Rohrlich, 1966); o
que, a nivel cldssico, ndo pode ser, de modo algum, aceitivel. Trata-se, no
entanto, de uma suspeita infundada, o que se conclui da anslise das equagoes
de movimento provenientes da lagrangiana (4.42).

As componentes vetoriais das equagdes de campo (2.4) e (2.5) se escrevem
como

ﬁxﬁ:-@ﬁ (4.60)
ot
S 8H

onde j e g sdo as densidades de corrente elétrica e de corrente magnética.
As equagdes de Lorentz (2.13) e (3.35) tém, por sua vez, as componentes
espaciais (cf. (2.17))

% =e(E + @ x H) (4.62)
s _ g(ff 7 x B (4.63)

onde p, e j, representam os 3-momentos da carga e do monopolo, definidos
por

mil

p. = m (4.64)
= M7
pg = (l _ v?)% (4'65)

Multiplicando escalarmente por £ a equagdo (4.60), por H a (4.61) e
subtraindo a segunda da primeira, obtemos
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16 -+ - o~ -—p - - —
Ea(EMH’)=—3-E—g.H—v-(E><H) (4.66)

Integrando esta equagdo em todo o espago, a integral do tltimo termo se
reduz a uma integral de superficie no infinito, a qual se anula se supomos
nulos, ali, os campos fisicos. Ficamos entdo com

%f%w" +B) Pr=— [ Btg 1) & (4.67)
Usando, para as correntes, as expresses (2.6) e (2.7), obtemos
d {1, 2y 3. _ = = I
dtfz(E +H) Pz =—(ed-E+g5 H) (4.68)

Por outro lado, multiplicando escalarmente (4.62) e (4.63), respectiva-
mente, por i e ¥ e fazendo uso de (4.64) e (4.65), temos

- = - dﬁe_d m
eu-bF=u- t_dt((l—tﬂ)%) (4.69)
gv'H“U'dt"EE((lmM)%) (4.70)

Levando a (4.68), obtemos a lei de conservagdo da energia, em uma forma
definida positiva:

d m M ] 5
dt (1 —u2)} + (1-v2)7]

O primeiro termo dentro dos colchetes é, como sabemos, a energia ar-
mazenada no campo eletromagnético. O segundo diz respeito a energia rela-
tivistica da carga. No derradeiro, podemos identificar a energia do monopolo,
a qual, como vemos, é positiva. Este resultado, aparentemente paradoxal,
estd associado a formulagdo hamiltoniana da teoria, diversa conforme trate-
mos com cargas elétricas ou magnéticas. Eo que veremos agora.

Integrando a lagrangiana (4.42) em todo o espago e usando (2.6) e (2.7),
obtemos a fungdo de Lagrange

U %(Ez +HY) P+ (4.71)

L= Lc + Lg + LMa:z:wc!l (472)
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onde

-

Le=-m(1-ud)T+edt-A—e A (4.73)

Li=M1-v) g7 A+gd (4.74)
1 v

Ltazwen = _Z[dsm F,, F* (4.75)

Da maneira usual, definimos o momento generalizado e a fungéo de Hamil-
ton da carga elétrica como

- BLB
Po= 52 (4.76)
_0L.
H. = 57 U L (4.77)
Assim, de (4.73), obtemos
mu -
A 4.78
P (1_u2)%+eA (4.78)
T (1_33"_2)_l +edo = [m? + (5. — eA)?F + edo (4.79)
— u4)2
Em fungdo da agéo, essas grandezas se escrevem, como sabemos, conforme
- aSﬂ
Pe = o7 (480)
685
. = — 4.
H 5t (4.81)

As expressées correspondentes para o momento generalizado e a fungéo
de Hamilton do monopolo sdo obtidas das expressées acima com ajuda da
rotagdo dual de 7/2, equacdes (4.54)-(4.57). Como ja vimos (cf. (4.58) e
(4.59)), tal rotagdo leva L, — —L, e S. — —S5,, e vice-versa. Logo, de (4.76)
e (4.77), obtemos

s 0 (4.82)




H, = — (-a—_. T - Lg) (4.83)
E, de (4.80) e (4.81), temos

L _ 095,
) =~ (4.84)
05,
?{g — W (4.85)
Com a funcdo de Lagrange (4.74), essas expressdes nos levam a
My 2
Py = ——— 4,
P = 0t +94 (4.86)
M i < s * 04 .
Hy = o)t + Ao = [M* + (5, — 9A)’]F + g Ao (4.87)

Na auséncia de campo, o momento generalizado se reduz & (4.65), e a fungéo
de Hamilton, & energia livre relativistica, definida positiva.

As (4.82) e (4.83) respeitam a forma canonica das equagdes de Hamilton,
pois estas permanecem invariantes quando trocamos, simultaneamente, os
sinais de p'e H. Para verificd-lo, escrevamos a diferencial total de #H,, como
fungdo de 7 e py,

oH, 0H,
- dp, - dr 4.88
55, Pt 57 (4.88)
Por outro lado, de (4.83) e (4.82), temos

dH, =

oL

dHg = v+ dp, + 3_? - dF (4.89)
Usando a equagdo de Euler-Lagrange
( 5% ) = o (4.90)
a (4.82), obtemos
dH, =7 dp, — P, - dF (4.91)
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Comparando com (4.88), obtemos as equacdes de Hamilton usuais

" (4.92)
8%g — S
E‘: = _pg (4.93)

A diferenca de sinais entre as defini¢des (4.76) e (4.77), de um lado, e
as (4.82) e (4.83), de outro, estd associada &s diferentes concavidades de £
(e, portanto, de ) com respeito as velocidades da carga e do monopolo.
Em relagéo a i, essas fungdes sdo convexas, possuindo um minimo. J4 com
respeito a ¥, elas sdo concavas, apresentando um ponto de maximo. Como a
transformada de Legendre conserva a concavidade, é necessirio, para obter-
mos a forma convexa (4.87), definir a fungio de Hamilton do monopolo como
menos a transformada de Legendre da fungdo de Lagrange.

Verifiquemos que a fungéo de Hamilton assim definida coincide com o
limite cldssico do operador quéntico de evolugéo temporal, o hamiltoniano,
quando tratamos com particulas de agdo concava. Para isto, lembremos como
é obtido tal limite, no caso de uma particula cuja agso é convexa.

A trajetéria cldssica da particula ocupa, em mecénica, papel analogo
ao raio luminoso na dtica geométrica. Esta é obtida como caso limite da
propagagdo de ondas eletromagnéticas, quando consideramos grandes varia-
¢Ges de fase em pequenas regides do espago. Ou seja, qualquer componente
do campo pode ser escrita como

u = ae'? (4.94)

com a variando muito lentamente em comparacio com ¢. A trajetéria do
rajo é entdo obtida a partir do Principio de Fermat, segundo o qual a variacio
da fase ¢ é minima, entre os extremos da trajetéria.

Seguindo a analogia indicada acima e lembrando que o movimento real
é aquele que minimiza a acfio, obtemos o limite semi-cldssico da funcdo de
onda da particula na forma

¥ = ae's (4.95)

Levando-o & equagdo de Schroedinger
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O -
z—a't— = Hl,b (4.96)

e considerando @ constante, obtemos

s .
-5 =Hy (4.97)

De onde vemos que, no limite classico, o operador hamiltoniano se reduz &
multiplicagdo por —9.5/8t, estando de acordo com (4.81).

Consideremos agora uma particula dual. Sua agdo sendo céncava, ndo
possui minimo, mas um maximo e, portanto, para realizarmos a analogia
com o Principio de Fermat, devemos tomar sua funcio de onda semi-cléssica
como

Y =ae™* (4.98)

Este resultado pode também ser obtido diretamente, aplicando-se, & (4.95),
a rotagdo dual de 7/2, a qual leva § — -5 (cf. (4.59)).
Levando (4.98) em (4.96), temos

8s .
b=y (4.99)

Ou seja, o operador hamiltoniano, no caso de particulas com agéo céncava,
se reduz, classicamente, & multiplicagdo por 5/9¢, concordando, portanto,
com a definigéo (4.85).

O operador quantico de translagio espacial é definido como

a, .0
pY = —zgﬁ’_— (4.100)

Substituindo aqui a fun¢io de onda semi-classica de agdo convexa, (4.95),
chegamos a

. S
P = 20 (4.101)

Assim, no limite cléssico, esse operador corresponde ao momento definido
por (4.80). Se tratamos, contudo, com uma particula de agéo céncava, a
substituigio de (4.98) em (4.100) nos leva a
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s, as
P =it (4.102)

O que mostra que, classicamente, o operador de translacio espacial de uma
particula dual corresponde & defini¢do de momento dada por (4.84).

Para concluir, observemos que a formulagio hamiltoniana aqui obtida é
invariante dual, pois a rotagio dual de 7/2, devido a (4.58) e (4.59), leva
(4.76), (4.77), (4.80) e (4.81), respectivamente, em (4.82), (4.83), (4.84) e
(4.85); e vice-versa. O mesmo se pode dizer das funcdes de onda semi-
classicas (4.95) e (4.98), as quais, sob tal rotagdo, se transformam uma na
outra. Estes resultados se relacionam com o fato dessa transformacio inverter
a concavidade das a¢des da carga e do monopolo.

4.5 Simetrias P, T e C

A introdugio de monopolos de Dirac no eletromagnetismo viola simetrias
fundamentais dessa teoria, quais sejam as invaridncias por inversio temporal,
inversdo espacial ou conjugacio de carga. Isto pode ser visto diretamente da
lagrangiana (4.42) e das definigdes (4.7) e (4.35). Como F“ é um tensor
verdadeiro, e €#*** é um pseudo-tensor, o 4-potencial A* deve ser um vetor
axial, o mesmo valendo para A*. E como, na lagrangiana, é este 4-vetor que
se acopla com a 4-corrente magnética, o termo de interagio é um pseudo-
escalar, que muda de sinal sob as transformacdes P, T'e C. A violagdo destas
simetrias fica também evidente nas equagdes de movimento (2.5), (3.35) e
(4.38), que ndo sdo invariantes pelas transformagdes consideradas.

Sob o ponto de vista quantico, podemos considerar o potencial A* como
um féton axial, em tudo semelhante ao féton A*, mas com niimeros quanticos
P, T e C opostos. A violagio de simetria advém do acoplamento desse féton
com a 4-corrente magnética (cf. (4.18)), a qual constitui um vetor polar,
podendo ser dada, por exemplo, por

g* = gv*ep (4.103)

A violagdo de simetrias tdo caras & eletrodinidmica nio constitui, per si,
um sério problema, dado que ocorre em um setor ainda nio observado do
eletromagnetismo. Todavia, do ponto de vista tedrico, é interessante explorar
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as consequéncias de sua restauragdo. Uma forma bastante natural de o fazer
é considerar, em lugar da 4-corrente magnética vetorial, uma 4-corrente axial
(ou seja, um 4-pseudovetor), dada por (Carneiro e Nemes, 1993; Galvio e
Mignaco, 1994)

g* = gy st (4.104)

onde 75 é a matriz de Dirac

Y5 = 1Y0Y1Y2Y3 (4-105)

Em termos das 4-correntes vetorial e axial, a lagrangiana (4.42) é escrita
como

1 5 " "
L=L— ZFquW — (eperutpe) A* + (9%g7uv15%y) A (4.106)

onde £, é a lagrangiana livre (cf. (4.33))

Lo = e (107" = m) o — g (107" = M) ¢, (4.107)
A (4.106) leva as equagdes de Euler-Lagrange
O, F* = —j# = —ethy* o, (4.108)
8, F* = —g* = — g7 51, (4.109)
(204" —m — ed ") he =0 (4.110)
(107" — M — g A, y"y5) g = 0 (4.111)

Usando (4.7) e a condigdo de Lorenz, (4.16), podemos reescrever (4.108) e
(4.109) como equagdes de onda

OA* = ey, (4.112)
0A* = gi,;g'y“'ysgbg (4.113)
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Ou seja, o foton vetorial A* se acopla com a 4-corrente vetorial, enquanto que
o féton axial A¥ se acopla com a 4-corrente axial, ficando entdo preservada a
invaridncia destas equagdes sob transformacdes P, T' e C. A invaridncia de
(4.111) é, por sua vez, garantida pela presenca do fator ~s.

Se calcularmos a 4-divergéncia das equagdes (4.108) e (4.109), temos

0,8, F" = —8,j* (4.114)

0,0, F* = —8,g" (4.115)

Como FH e F™ sio anti-simétricos com respeito & troca de p e v, os
primeiros membros se anulam identicamente, e, portanto,

8" = (4.116)

8,9 =0 (4.117)

Vemos assim que j* e g* sdo correntes conservadas identicamente, indepen-
dente de seu caréter vetorial ou axial.

A conservagdo da corrente vetorial estd, como sabemos, associada & in-
varidncia da lagrangiana (4.106) sob a transformagéo global de calibre

Uy(1): e = e 4, (4.118)

onde o é uma constante. Sabemos, ademais, que £ é ainda invariante sob a
transformacéo local

he — €7@y, (4.119)

A, = A, +8,a (4.120)

com a, agora, funcdo de z. A transformagdo de A* corresponde, como ja
mostramos (cf. (4.25)), a uma transformacio andloga de A*.

A conservagio da corrente axial, por sua vez, estd associada & invariancia
de £ sob a transformagéo axial

Ua(l) : tpy — e™9P® 4, (4.121)
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a qual possui também a versio local

thy = &7 PO g (4.122)

A, = A, +8,8 (4.123)

a (4.123) correspondendo a transformagso andloga de A* (cf. (4.37)).

Aqui, porém, surge uma forte restricio: a conservagao da corrente axial
implica em que a massa do monopolo é necessariamente nula; o que pode
ser verificado, calculando-se diretamente a 4-divergéncia de g#, com ajuda de
(4.111), quando encontramos

0ug" = 2igMbyys), (4.124)

A anulagéo de (4.124) implica em M = 0. Pode-se verificar também que L
56 ¢é invariante sob (4.121) se a lagrangiana livre do monopolo néo apresentar
termo de massa.

Como sabemos, a fungéio de onda de uma particula de massa nula tem
quiralidade bem definida, ou seja, é auto-funcéio de vs. Segue dai que

9" = ge7 5ty = £ gdy7 b, (4.125)

€ nosso monopolo axial se comporta, a menos das transformagdes P, T e
C, como um monopolo magnético (vetorial) de massa nula. Isto tem uma
implicagéo bastante importante: a condigdo de Dirac permanece vilida, o
que resulta na quantizagéo das cargas elétrica e axial.

Entretanto, particulas de massa nula e com forte acoplamento com o
campo eletromagnético sio descartadas do ponto de vista observacional, a
ndo ser que permanegam confinadas em particulas compostas, com carga
axial total nula. O que nos sugere introduzir um mecanismo de geragio
de massa, com quebra espontinea da simetria axial. Contudo, no caso de
monopolos axiais massivos, sua interagio com o campo eletromagnético sers,
qualitativamente diversa daquela referente aos monopolos vetoriais, depen-
dendo, em particular, das condigdes de polarizagdo. Como consequéncia, a
obtengdo da condi¢io de Dirac de quantizagdo das cargas necessita, nesse
caso, de ser melhor investigada.
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Capitulo 5

Conclusoes

Com mais de 60 anos de existéncia tedrica, a idéia de monopolos magnéti-
cos sobrevive, & espera de confirmagio experimental. A seu lado, um fato
observacional ainda mais antigo, a quantizacéo da carga elétrica, também so-
brevive, & espera de compreenséo tedrica. Sobrevivem e esperam, desafiando
o método cientifico. Pois mutuamente se alentam e sustentam, mas néo se
completam.

Neste trabalho, mostramos como a existéncia de cargas magnéticas, se-
jam como particulas puntiformes em uma eletrodindmica com simetria dual,
sejam como solugdes topolégicas em teorias unificadas ou tipo Kaluza-Klein,
se encontra associada & quantizagio da carga elétrica’. Apresentamos tam-
bém algumas possiveis razdes que dificultam sua observacio, como forte
acoplamento, grande massa e raridade no Universo. E indicamos outras
interessantes caracteristicas, como a possibilidade de identificagéio (a0 menos
qualitativa) com os constituintes da matéria hadrénica; ou de obtencio de
férmions a partir de campos bosonicos.

Entretanto, os monopolos de Dirac ndo sio apenas um desafio & fisica
experimental, mas trazem também consigo importantes problemas teéricos,

'Em trabalhos recentes, foi proposta uma explicagio para a quantizagio da carga que,
aparentemente, prescinde da idéia de monopolos, mas que necessita da introdugio, no
modelo padréo, de neutrinos de mao-direita. A invariancia de calibre do setor de Yukawa,
associada & exigéncia de cancelamento de anomalias, fixaria a hipercarga — e, portanto,
a carga — de todas as particulas do modelo, nos valores conhecidos experimentalmente
(He et al, 1989; Babu e Mohapatra, 1989).
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entre os quais a descricdo da teoria em termos de um principio de acdo.
Esperamos ter convencido o leitor de que se trata de uma dificuldade rela-
cionada a formulagéo da eletrodindmica cldssica dual, ou seja, com 4ngulo
dual arbitrario, independentemente da existéncia de uma nova particula.

Examinamos algumas tentativas de se abordar esse problema, como atra-
vés de funges de onda néo-locais, potenciais ndo-regulares ou da introdugio
de potenciais adicionais. E sugerimos uma solugio baseada em uma la-
grangiana ndo-local, a qual se reduz, na auséncia de correntes magnéticas,
a lagrangiana usual do eletromagnetismo. A lagrangiana proposta, além de
levar a todas as equagdes (locais) da eletrodindmica dual, estabelece uma
relagdo entre o tensor generalizado de Cabibbo e Ferrari e as fun¢Ses de onda
de fase nio-integravel.

Os resultados apresentados abrem interessantes perspectivas de pesquisa,
entre as quais podemos citar a construgio de uma teoria quintica de campos
com cargas e monopolos, baseada na lagrangiana obtida.

Outro possivel seguimento é aquele relacionado a extensdes nio-abelianas
da lagrangiana dual (4.42). Pois, da mesma forma que monopolos magnéticos
podem ser obtidos como sélitons em teorias néo-abelianas (segéo 2.3), pode-
mos pensar em cargas elétricas como solugdes topoldgicas de teorias duais as
primeiras (Goddard et al, 1977; Montonen e Olive, 1977; Seiberg, 1994). Tal
possibilidade sugere uma descrigéo unificada de cargas elétricas e magnéticas
como configuracdes de campos bosénicos escalares e vetoriais. A dificuldade
reside, porém, na inexisténcia de uma lagrangiana auto-dual, que contenha,
a um sé tempo, os campos bosénicos e seus respectivos duais, 4 maneira
da (4.42). A introdugéo de potenciais nio-locais (nio-abelianos) pode ser
um caminho vidvel para a construcio de uma formulacio baseada em um
principio variacional de sela.

E ha ainda um estimulante problema a ser investigado, qual seja o da
interacdo do monopolo magnético com o campo gravitacional.

Usualmente, a ag¢éo para uma particula de massa m, sujeita a esse campo,
é dada por

e -mf ds (5.1)

onde o intervalo ds é definido como

ds? = g,, dz* dz” (5.2)
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No caso de uma carga magnética, no entanto, devemos considerar a a¢io na
forma

S=M f ds (5.3)

para que a mesma apresente, ao contrario de (5.1), um maximo, e a fungéo
de Lagrange livre se reduza, na auséncia de campo, & (4.44).

A diferenga de sinais entre (5.1) e (5.3) ndo leva a nenhuma modificacéio
nas equagoes de movimento das particulas no campo gravitacional, pois estas
sdo obtidas da condigfio S = 0, independentemente de se tratar de uma
condigdo de maximo ou de minimo. O que estd de acordo com o Principio
da Equivaléncia. Além disso, o cardter positivo definido da energia livre do
monopolo (cf. segdo 4.4) nos garante que este desempenhard, através do
tensor momento-energia da matéria, presente na equagéo gravitacional de
Einstein, o mesmo papel que qualquer particula, no que se refere & geracso
de campo.

Contudo, para obter uma agdo completa para as particulas e o campo
gravitacional, podemos pensar em ampliar os graus de liberdade referentes
a este ultimo, de maneira andloga ao que fizemos no caso eletromagnético
(cf. (4.7)), de tal forma que o campo obedega a um principio de minima
ou de maxima agdo, conforme tratemos com os graus de liberdade usuais ou
duais. Esta possivel ampliagdo dos graus de liberdade do campo traz con-
sigo uma perspectiva promissora: a extensdo dos graus de liberdade duais
a um espago-tempo com dimensdo N > 4 pode nos permitir obter teorias
de Kaluza-Klein duais aquelas referidas na secio 2.4, com o potencial eletro-
magnético dual incorporado & métrica espago-temporal. E, mais que isso,
obter cargas elétricas como solugdes topolégicas de tais teorias, de forma
analoga a obtencdo de monopolos em teorias de Kaluza-Klein usuais. Em
outras palavras, as consideragdes acima nos sugerem a possibilidade de uma
descrigdo unificada das cargas elétricas e magnéticas — e de suas interacdes
— como configurac¢des néo-triviais de uma métrica N-dimensional.
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