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Resumo

E feita uma introdugdo & Elefrodindmica Cldssica Estocdstica, com a
apresentagdo de suas principais caracteristicas e com particular
destaque para a radiacdo. aleatdria. de panto-zero.. Partindo-sg do
modelo do oscilader harménico da Eletrodindmica Estocdastica, é possivel
reproduzir as caracteristicas do tunelamento da. Mecdnica Qudantica
guando uma paricula esta sujeita a agdo de um potencial metaestavel
(pogo com barreira finita) e a agdo da radiagdo aleatdria, térmica e de
ponto-zero. O efeito semelhante co tunelamento, evidenciado pelo ndo
anulamento da taxa de escape da regido metaestavel quando a
temperatura tende a zero, deve-se exclusivamente & acdo da rodioééo
de ponto-zero, afravés da qual a constante /i 6 infroduzida na teoria. E
feita a andlise de um caso experimental, usualmente considerado de

tunelamento, segundo esse modelo.da Eletradindmica Estocdstica.



Abstract

An introduction to Classical Stochastic Electrodynamics (SED) is done, with
the presentation of its main characteristics, namely the random zero-point
radiation. Using only a simple modification of the SED harmonic oscillator
model, it is possible to reproduce the tunneling properties. characteristics
of Quantum Mechanics, observed when a particle is under the influence
of a metastable potential (finite potential well).The influence of the
random fthermal radiation is also taken into account. The "tunneling”
becomes evident by the non-zero of the escape rate of the metastable
region when the temperature goes o zero. We show that it is due to the
action of the zero-point radiation, which depends explicitly to the Planck's
constant /i . One experimental case is analyzed theoretically using the SED
model. This case is usually considered a typical example of gquantum

tunneling.
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Prefacio

Essa dissertacéo é composta de quatro capitulos, que se iniciam com a
infrodugdo & notacdo tensorial da Relatividade Resfrita e com a
formulagdo relativistica do Elefromagnetisma (capitulo 1). Em seguida, é
feita uma introdugdo aos aspectos essenciais da Eletfrodindamica Cldssica
Estocastica, desenvolvendo-se alguns topicos importantes da
Elefrodindmica Cldssica e da teoria de Processos Estocdsticos, com
destaque das propriedades da radiagéio de ponto-zero. aleatdria
(capitulo 2]. No capitulo 3 faz-se um estudo do oscilador harménico
sujeito a agdo da radiagdo aleatéria, térmica e de. ponta-zero. A teoria
de Kramers para o cdlculo de taxas de escape é apresentada e, a partir
do modelo do oscilador harménico, pode-se adaptd-la para.a descri¢cdo
do escape de uma parficula (sujeita a agdo da radiacdo térmica e de

paontfo—zero) de um pogo de potencial com barreira finita (capitulo 4).
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1. Notacao utilizada
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Geometria do espaco-fempa

J—

(D3 Las i T,

sGo0  as coordenadas espaco-temporais de um evento no
espaco-tempo associado a um referencial inercial de Lorentz. Q indice
0 esta associado & coordenada temporal: x° =¢f (¢ é a velocidade

da luz no vdcuo). Nas expressdes do elefromagnetismo desta

dissertagdo ndo se estd fazendo ¢ =1 ., como se pode supor, mas ¢

enconfra-se “embutido” na varidvel temporal (x° =cf). A menos que
o contexto indique o contrdrio, © conjunto dessas quatro coordenadas

serd representado resumidamente por x;

é uma transformagdo de Lorentz de um sistema de coordenadas x”

para um sistema de coordenadas x“.

& a matriz da métrica de Minkovski em um sistema

de coardenadas cartesianas. Uma  expressGo do  tipo

Mg A B’ representa o produto escalar enfre os vetores A e B no
aj

espago-tempo;

os tensores de ordem qualquer, nos quais se incluem os vetores, sdo

representados em negrito;

é o tensor do campo eletromagnético (denominado tensor de

Faraday), de-componentes F,
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J e o tensor de densidade de comente. Suas componentes estdo
relacionadas com as densidades de carga (p) e comrente (]) da

formulacdo ndo-covariante do eletromagnetismo: W= cp., e j1

.

e e g =

b)) = 1) € uma curva na espago-tempa (denominada linha de. universa), z(7)

estd associada as posicdes no espaco-tempo de uma particula como

funcdo do seu tempo préprio. 7;

u=2z(t). p=myu sdo a velocidade e o momento linear quadridimensional no
espaco-tempo, associades & uma particula no seu tempo propric 7.
m, & a massa de repouso e a derivada refere-se ao parémetfro r.

Esses vetores sGo tangenies & linha de universo da particula. Pode-se.

mostrar que © seu modulo possui sempre © mesmo valor:

“(r),(r) =’ & p*(T)p, (T} =muc’:

E. o p b os indices gregos indicam as qualro coordenadas

espaco-temporais e os indices latinos, a.menos que o contexto indique.

o confrdrio, representam apenas componentes espaciais;

“ﬂVB ZA“[”B & usada a convencdo de soma de Einstein: os

=1

componentes tensoriais cujos indices se repetem sdo somados, sem a

necessidade de se escrever © simbolo de somatério;

dr & um intervalo infinitesimal no espago-tempo, em unidade de tempo. E

um invariante que, em um sistema de coordenadas cartesianas, tem a

seguinte farma:
vt = e = [ ) (@} - @) - @]
c

dr comesponde do intervalo de tempo. proprio. enfre dois eventos

quando eles estiverem sobre a linha de universo de uma particula;
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g,
: U : ; ; : 25l
l*am = By os simbolos seguidos de virgula representam derivadas parciais

comrespeito a uma coordenada espago-temporal;

1

* 5 ” :ﬁ . % ~
[‘Uﬂ — 56“‘% Fr essa € a dudlidade de Hodge, uma opera¢do sobre os tensores

que pode ser feita por meic do simbolo &, (Tensor de Levi-Civita,
cujas componentes em uma base ortonormal assumem os-valores: zero
qguando algum dos indices é repetido, / quando os indices estdo em
alguma permutagdo ciclica de 0, /, 2, 3 ou assume o valor —/,

guando os indices estéio em alguma permutacéo aciclicade 0, 1, 2, 3;

veja p. 108, 195 de [1]);

o(x) e a fungdo delta de Dirac, com suas propriedades usuais.

5 (x—2z) representa o produto 5(3(0 — 20) o) (Jc‘1 =~ zl)é' (x2 - Zl)5 (r3 = 23).

1.2. Eletromagnetismo

A elefrodinamica cldssica descreve o movimenio de corpos portadores de carga

elétrica em campos eletromagnéticos. As diversas teorias elefrodindmicas classicas

consistem:

1. nas equacdes de Maxwell para o campo eletromagnético;
2. em leis de interacdo da radiagdo com a materia;

3. em condigdes de contorno paras as equagdes diferenciais.

As equacgoes de Maxwell podem ser expressas, na forma covariante, como:

S R

(1.2.1) o by sl =0
l""”ﬂ,/i o ﬂzlla

c
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- af} o
Faﬂ e F? s&o componentes do tensor de Faraday e J* componentes da densidade

de corrente elétrica em um sistema de coordenadas do espaco-tempo.

As equagdes de Maxwell podem ser escritas em termos de um vetor A, denominado

. 0 - ~ -
potencial vetor (a componente A" corresponde ao potencial escalar da notagdo ndo

relativisticay):

(1.2.3) Fa/f = Aﬂ.a i Aa.ﬂ

Usando-se essa expressdo, juntamente com as equagdes (1.2.1) e(1.2.2), obtém-se as

equagdes de Maxwell em termos do potencial vetor:

4
(1.2.4) APP 5 — AP g = F
c
A outra equacdo de Maxwell (1.2.1) fica automaticamente satisfeita pela forma

matemdtica com que foi definide o campo em termos do potencial vetor (1.2.3).

O campo eletromagnético F ndo é determinado por um Unico vetor 4. O acréscimo de

um gradiente de uma fungéo escalar @ no espago-tempa, deixa @ campa F inalterado:
4,=4. to;

! & i orespondem co mMesmo campo
Tanto A, como A, na expressaoc acima c p P
eletromagnético. Desse modo. pode-se simplificar a forma da equagdo. (1.2.4) somando

& uma solucd@o qualgquer 4. um gradiente @, , tal que:

pf g =-A"p
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Assim, o novo potencial vetor obtido da transformagdo obedece & condigdo de calibre

de lorentz, 4” 4, =0, e q equagdo (1.2.4) é expressa de modo mais simplificado como:

(1.2.5) A“F 5 = 4—”J s

c
(1.2.6) com a condicdo de calibre de Lorentz: AP 5 =0

As solugcdes de (1.2.5) podem ser escritas, de modo geral, como sendo a solu¢c&o da
equagdo homogénea mais uma parte dependente da densidade de comrente, na qual

faz-se uso de uma fungdo de Green G(x;x'):
(1.2.7) A" (x) = Al (x) + lJG(JL‘;X') P xd
&

X e x'sdo eventos do espago-tempo, Al (x) é solugdo da equagdo homogénea

associada a (1.2.5) e J”a densidade de comrente. A integracéio é feita em todo o

espaco-tempo.

A fungdo de Green do problema n&o € Unica, mas cada condigdo de contorno do

- spe ey
potencial vetor estd associada a uma expressdo especifica para G(x;x’) e para a

solugdo 4/, (x) da equagdo homogénea [2].

Se o vetor A, (x) e suas derivadas forem conhecidos em uma superficie do tipo

espaco, todos os seus valores nos demais eventos ficam determinados. Quando se trata
de uma superficie no passado distante do evento x (em uma regido do espago-tempo

na qual  — —o0), a fungdo de Green utilizada € denominada retardada:

26 (nﬂﬂ (x" —x”’Xxﬂ - x'ﬂ)) se x'-x">0

(1.2.8) [retardada) Gg(x;x") = S
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A parte nGo-homogénea da solucdo fica determinada pela distribuicdo de comente no

cone de luz do passado do evento x. E g solugdic da equacdo (1.2.5) é escrita na forma:
] 4 1 ’ & r
(1.2.9) A (x):A,f,,(x)+—[GR(x;x)J*'(x)a'*x
c

Por oulro lado, se o vetor A, (x) e suas derivadas forem conhecidos em uma superficie

do tipo espago no futuro distante do evento x {em uma regido do espago-tempa na

qual I — 4], a fungdo de Green utilizada é denominada adiantada:

( ‘2'|C)(:Jdc 1 :’CC) (] ( ) e ra 1] 'y 0 ,0>
{ ‘[J’\

A parte ndo-homogénea da solugdo fica determinada pela distribuicdo de corente do

cone de luz do futuro do evento x. E a solucdo da equacdo (1.2.5) é escrita na forma:

oul

M. At (x)= A% (x)+lj.GA (ex ) () dix
c

Como a elefrodindmica cldssica € uma feoria causal, apresentando simetria por

reversdio na coordenada temporal, as duas formas de solugdo (adiantada ou

retardada) sdo equivalentes (2]

1.3. Interacdo do campo.com a matéria

A interacdo entre os campos eletfromagneticos € um ponto material, portador de carga

eléfrica e, de acordo com a dindmica relativistica, &€ dada por:

a

dp 2 Fpu”
de ¢

(1.3.1)

Nessa equacdo ndo estd incluido o efeito do campo gerado pela propria carga

(campo proéprio) sobre ela mesma, mas apenas o efeito de um campo externo F. O
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efeito do campo-préprio sobre o corpo, conhecido coma reacdo da.radiagdo, serd
andalisado na secdo 2.3.

Caso se tenha uma distribui¢&o de carga, corrente elétrica e matéria, a interacdo enfre

o campo eletfromagnético e a matéria é descrita com o tensor de densidade de

energia e momento:

(1.3.2) e L Eeg
C

em

T, é o tensor de densidade de energia e momento do campo elefromagnético, dado

por:

(1.3.3) i L pmge __1_77#"1:0/}1:'&/?
4z &

A lei de conservacéo relativistica de energia e momento e representada como:

(1.3.4) e s 0

ent v

T, é o tensor de densidade de energia e momento mecdnicos da distribuicdo de

matéria.

Discussdes interessantes sobre o significado e as aplicagées do tensor de energia e

momento podem ser encontradas em [3. 4. 5].

1.4. Constantes e grandezas fisicas

r é a temperatura absoluta;
é a constante de Baltzman;
c é a velocidade da luz no vacuo;

h & a constante de Planck dividida por 27 .
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2. A Eletrodinamica Estocastica

A Elefrodindmica Estocdstica supde a existéncia de um campoa elefromagnético
classico, estocdstico, independente da temperatura, denominado radiagdo de
ponto-zero. O aspecto estocastico da teoria é semelhante aquele da mecanica
estafistica cldssica  envolvendo médias sobre inUmeros graus de liberdade
microscopicos e deterministicos. Essa tecoria descreve, classicamente, inUmeros

fenémenos que, usualmente, necessitam do formalismo da Mecanica Qudantica

A suposicdo de tal campo de radiagdo surgiv em 1911, na segunda teoria do corpo
negro de Planck [6]. Ao andlisar o equilibrio na interacdo entre radiagdo e matéria,

Planck obteve a seguinte expressdo para a densidade espectral da radiagdo:

ho’ 1
)= e
p(wa ) 7[_263 - [hw]—l 2
(2.1] D=

he’ [ ho J
= ——coth
e’ TKT

A radiacdo de ponto-zero é a parcela da expressdo (2.1) que possui uma densidade

espectral na forma:

1 ha’®
(2.2) po(@)= 571’26‘3 3

A radiacdo de ponto-zero dd origem a certos fendmenos, previstos pela EletrodinGdmica

Estocdstica, que sempre foram considerados de dominio exclusive. da. Mecanica

Quantica, como: a radiagdo de corpo Negro [7: o efeito Compton [8]: o
paramagnetismo na matéria [9]; a lei de Debye para o calor especifico de sélidos [10]:
forcas de van der Waals [11.12], 0 oscilador harménico [13]. o estado fundamental do
atomo de hidrogénio [14,15]. e outros [16]. Na andlise desses sistemas fisicos segunda a

Eletrodinamica Estocdstica, a constante de Planck provém exclusivamente da radiagdo
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de ponto-zero, bem como o ruido responsavel pelo cardter ndo deterministico. dos

fendmenos microscépicos.

A independéncia da radiagdo de ponto-zero. com respeito a temperatura é
fundamental, pois, para que seja universal, essa radiagcdo ndo deve depender do
estabelecimento de um equilibrio com a matéria, como ocorre com a radiagdo térmica

de Planck. Na verdade, se houver radiagdo em equilibrio com uma cavidade na
temperatura 7, a parcela da radiacé@o de ponto-zero é independente do tamanho, do
estado de movimento e de variagdes de volume dessa cavidade. Qualquer variagdo
infinitesimal quasi-estatica, 0V, desse volume corresponde a uma variacdo. na
densidade espectral total dp (w,T) [13], mas ndo hd coniribuicdo da radiacdo de

ponto-zero para essa variacdo:

!
2.3 5p (@,T) =(p<w,’1‘)—9%] 5V
3 Jw

Essa expressdo & a Lei de Deslocamento de Wien. Nota-se que o termo. enfre parénteses
€ nulo para a parcela da densidade espectral (2.1) correspondenie a radiagdo de

ponto-zero.

Qutra condicdo bdsica para a consisténcia fisica da EletrodinGdmica Estocastica &€ a de
que a radiacdo de ponto-zero ndo gere forgas de “fricg@o”, embora possa produzir

forcas flutuantes, de média zero, em particulas caregadas. A forca. de resisténcia da

radiac@o aleatéria total é dada pela expresséo [12]:

. @ dow,T)
"= A Wl eV

2 B [p( ) 3 dao
A é uma constante que depende da estrutura da particula e v € a sua velocidade em

relac&o a cavidade com a qual aradiagdo estd em equilibrio térmico.

A forca de fricg@o na particula ndo tem confribuicdo da parcela da radiagdo aleatéria
comrespondente a radiagdo de ponto-zero. Esse efeito € esperado, pois supde-se que

ndo haja referencial privilegiado associado a essa radiagdo — como ocore com O
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espectro termico, que é isotrépico e possui a forma apresentada por Planck somente no
referencial da cavidade. Qutros efeitos inferessantes, como a "termalizacdo da

radiagdo de ponto-zero”, surgem quando o observador estd em um referencial

acelerado (veja [17]).

v

2.1. Invariancia da densidade espectral da radia¢ao. de panto-zero
por transformacgao de Lorentz

Na Elefrodindmica Estocéstica a radiagéo de ponto-zero possui um papel fundamental
nas caracteristicas e na estabilidade dos sistemas microscépicos. E razodvel esperar que
ela possua uma densidade espectral independente do referencial inercial, da posicdo
no espago-tempo e da direcdo, uma vez que as caracteristicas da matéria
relacionadas com ela também ndo dependem desses elementos. Supde-se, entdo, por

principio, que a densidade especiral da radiacde seja [12]:

*+ homogénea, pois ndo existe uma posicdo privilegiada no espaco-tempo;
e isofropica, ja que ndo hd uma dire¢do privilegiada no espago-tempo;
e invariante por transformacdo de Lorentz, pois ndo hd um referencial inercial

privilegiado em relagdo ao qual a ElefrodinGmica Estocdstica seja vdlida.

Sem a propriedade da invariéncia, o conceito de éter e espago absoluto estariam
sendo introduzidos novamente na fisica, jG que haveria um referencial "privilegiado"
para a descricdo dos fendmenos fisicos. Uma demonstragdo resumida e simples da
invari@ncia de Lorentz da radiacdo de ponto-zero pode ser enconfrada ne frabalha de

Boyer de 1969 [7]. que contém alguns erros de impressdo, faceis de serem identificados.

A condicd@o para que a densidade especiral da radiagdo de ponto-zero seja invariante
é demonstrada a seguir, de modo andlogo ao feito por Boyer [7]. fazendo-se uso de um

modelo comumente adotado na Elefredinémica. Estocdstica para essa radiagdo.
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Representa-se o quadrivetor A (potencial vetor e potencial escalar) da radiagdo de

ponfo-zero em termos de uma soma de ondas planas, com fases aleatdrias (veja
tambeéem segdo 2.4):

2.1.1) A (x): Ja” (k,/l) sen[k®x_ +6(k,A)]d’k

2
A=1
na qual:

+ A éum indice de polarizacdo que assume os valores 1 ou 2, de moado. que:

(2.1.2) a,(k,4)a" (k,1,)=0 se A, 24,

o krepresenta (k° k' k* k) ex, (x°,x",x*,x*). d’k é o elemento de volume
dk = dk'dk’dk’.

«  B(k,A) assume um valor aleatdrio entre 0 e 2z para cada k£ e cada 4.

o A"(x) é uma solucdo da equagdo (1.2.5) na forma homogénea (J“ =O), com a

condicdo de calibre de Lorentz (1.2.6), o que conduz a:

k, k=0
213
5o a,(k,A)k" =0

Usando (1.2.3) e (2.1.1) o campo F fica expresso como:

(2.1.4) F* (x)= Z j (a" (k, A)k* —a* (k, A)k" )cos[k® x, +6(k,A)] d’k

A=1
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Substituindo-se a equacdo (2.1.4) na equacao (1.3.3). obtém-se o tensor de energia e

momento eletromagnético:

e
I (=== 3 [d'h [k, coslhf x, + 6,0k, )] cosTkE x,, +6, (ky, 2,)]

i A1 2501
(2.1.5) o (i 2) @ (o, 20 by, 4 2 ) (s 2 )i by
kA a, (g, 40" k) —a (k,4,)a (ky 2, )k &y |

-, 1) 0, G 8 by = ) (2 ) e ]}

Para se fazer o cdiculo da média dessa expressdo nas fases aleatérias. faz-se a seguinte

substituicdo indicada por Boyler [18]:
1 i i
(2.1.6) (cos[kx, +6,(k, ,4,)] coslks x, +6,(k,,2,)]) —= 8"k k)5,

Entdo. a média de (2.1.5) fica:

2

(2.1.7) (14)= ”§1;ZZ [aka” (k,2) a, (k, k78"
A=1

Note que o tensor de energia e momento meédio é independente da posicdo e do

instante, o que caracteriza a homogeneidade do especiro da radiagdo de ponto-zero.

Em um outro referencial, §°. o tensor de energia e maemento. médioc. poderd ser escrito

repetindo-se todos os passos de (2.1.1) a (2.1.7), resultando em:

(2.1.8) <T’”"): = ég I d*k'a” (k' 2) a, (k' A)k"" k"™

em

Para que o espectro daradiagdo seja.invariante, um instrumento. medindo a densidade
de energia e momento médios da radiagao de ponto-zero em um intervalo de

freqiéncia a < k° < b em um certo referencial inercial §, deve obter o mesmo valor
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que o mesmo instrumento, em oufro referencial S, medindo a densidade de energia.e

momento medios no mesmo intervalo de-freqUéncia a< k'’ <b:

b

b
oy _ Jruv
</£’"f )ko_a o <fen| >

Ko=q
[ &
219 AL d k % g e ol
(2.1.9) 87“2:1 I a’ (k,A)a, (k,A)k"k
I b
— d’k'a” k /I KL A)KHET
872' A=l ka[ i )’( : )

Essa igualdade deve ser vdlida em qualquer intervalo de freqUéncia arbitrdrio, idéntico
na espagos dos k& e dos k' (a e b>a arbitrdrios). Entdo, os termos que estdo sendo

infegrados devem ser iguais para valores iguais de & e k':

a” (k' A)al (K, Ak K =S a” (k=K A)a, (k = B, A)k" k"

A=t A=l

2 2
(2.1.10) = Y a7k A)a k', 2)=3 o (', 1)a,(k',2)

A=1 A=l

O tensor de energia e momenio médio, escrito nos sistemas de coordenadas dos dois

referenciais, estd@o relacionados pelas fransformagdes de Lorentz da maneira usual:
YNy v [ ﬂﬁ
(2.1.11) (e = P

Substituinda a.(2.1.7) na-expressdo (2.1.11), obtem-se:

(2.1.12) (12)== L3 [k (k,2) a, (6, A)Lt L k7

2
87 7=
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Fazendo-se uma mudanca nas varidveis de integracdo k£ para k'* e considerando-se

que os elemenios de volume ftransformam-se de acordo com d expressdo
0

k
d’k = A—Ud k', tem-se:

2

(2.1.13) = LZ jm'f—:a' (k,2) a, (k,A)LE L) k“K*

ST

Substituindo-se a equagdo (2.1.8) na equacdo (2.1.13) e infegrando-se em um intervalo

de freqUéncia a< k'’ <bh:

2 b
2y @k (A a AR =
k°=a
1' 2 ,kn u v rap B
.5 Jdkk_’° a’ (k,A)a, (k,A)LE Lykk

k%=a

(2.1.14)

Fssa igualdade deve ser valida em um intervalo arbitrario de freqiéncia, assim os termos

sob o sinal de integracdo também séo iguais:

k'”k""
, 2 0 S o
a” (. 2)a (F, k" =3 a6 A)a, (R A L Lk
{2.1.1.5) A=1

= jk"’ (&', A)a, (k' A)= Zk a’ (k,4)a, (k,2)
Substituindo-se a expressdo (2.1.10) na expressdo {2.1.15), obtém-se:

(2.1.16) i k"a’ (k',2)a, kA=Y k°a’(k,2)a,(k 1)
A=l

A=1
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Mas essa igualdade sé pode ser vdlida se cada membro for independentes dos k e k’,

o que acontece somente se forem iguais a uma constante:
2
[2.1.17) > k°a’ (k) a (k,A)=~a = const.
A=l

Na qual a € uma constante positiva. Note que a” é um quadrivetor do tipo espago.
Entdo, para que o tensor de energia e momento médio da radiagdo de ponto-zero

tenha a mesma forma em qualquer referencial inercial em um intervalo de freqUéncia

a<k®<b,ele deve ser do tipo:

(2.1.18) (1’>b ;

b

b | : ;

A componente <7£’?> o :—8- dkat’= > Jdk a (k°)3 corresponde a densidade
Lo=a ]z' o

de energia média do campo de radiagdo de ponto-zero, no intervalo de freqiéncia

v -~ o 0 . %
a<k® <b e noreferencial S. Usando arelagdo @ =ck" . obtém-se:

b 3 cb
b aw
o = de o = Jdahoo(w)

k=a w=ca

(2.1.19) (e

.,
2

aw
2¢*

Com p, (@)= A constante a@ é um fator de escala a ser determinado

experimentalmente. De acordo com d segunda teoria de Planck (1911), a radiagdo de

Ccorpo negro observada implica também:

ho’

(2.1.20) po(@) = R



2. A Eletrodin@mica Estocdastica 16

L e
o que faz com que a sejaigual & — - Aequagdo (2.1.17) passa a ser escrita como:
/s

2

(2.1.21) a’ (k,A) a, (k,2)=- e

=1 7'k’ .

O tensor de energia e momento médio da radiagdo de ponto-zero (2.1.18) no intervalo

de freqiéncia a < k° < b fica:

i

(2.1.22) (’/"“')b .Td3k ;%kf'k='

cm 0 = 3
k=a 8
k[)

1
Esse valor para @ corresponde, na Mecdanica Quéantica, a uma energia de Eha) e

| he e
momento -5—-— para cada modo normal da radiagdo. Note que estes resultados foram
c

obtidos mais tarde (final da década de 20) com a ."quantizacda" do campo

elefromagnético (Dirac, Heisenberg. Fermi e outros) [6].

2.2. Campos gerados por cargas em movimenfo

Essa secdo tem por objetivo determinar as caracteristicas do campo eletfromagnético F
gerado por uma carga puntiforme ¢ em um movimento qualquer. As coordenadas de
espaco-tempo da carga em fungdo de seu tempo préprio serdo representadas por

z*(7). A derivada z'“(r) é relativa ao tempo préprio t. Desse modo, pode-se escrever

a densidade de corrente relativistica da carga puntiforme da seguinte maneira:

(2.2.1) J"(x)= f ecs*(x - z(r) 2" (z)dr

linhade
universe

A integracd@o estende-se por toda a linha se universo z*(7)da particula. O delta de

Dirac §*(x — z) representa o produto §(x° - z°)5(x' - z')é’(x'Z - 22)5(x3 ~ :.'3)_
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Para se determinar o campo produzido apenas pela carga, considera-se a solucdo

(1.2.7), mas fazendo-se o campo externo proveniente de outras fontes anular-se.

Supde-se A, (x) =0 e usa-se a func@o de Green retardada (1.2.8).

Substituindo-se (1.2.8) e (2.2.1) em (1.2.7), obtém-se:

(2.2.2) Ay (") = J‘d4X' Jdr Crg (x;x')é"‘(x' - z(r)) 2 (1)

hnha de
universo

Para se determinar £, tem-se, antes, que calcular AL
|4 a .y
(2.2.3) B )= ej_[GR(x;z)]z dr
ax"

Apos uma série de cdlculos [2], obtém-se;

(2.2.4) Artlx)— T

A condic@o 7 =1, significa que z(z,) & a posicdo da intersegdo da linha de universo
da particula com o cone de luz comrespondente ao passado do evento x (veja Figura 1),

ou seja:

(2.2.5) (x — 2 () ¥, — 2, (23))=0

(2.2.6) (x - 2°(z))= 0
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cone de luz

linha de universo
z(7)

Figura 1: Linha de universo, Z(T) . de uma particula e as posicdes no espaco-tempo, z(ry ) e z(z7, ). que sao

fontes para os campos avangados e retardados (2]

Substituindo-se (2.2.4) em (1.2.3) e calculando-se a derivada, obtém-se:

el ) - )2 o)

B

(2.2.7)
+R[(x" —z“)k’” —(x" —z")'z"’]}

T=T,

Com R= (x" - z“)z’

7l
Hle=15

Esse campo apresenta uma parte dependente da velocidade da particula, 2(1’;).

Sl 58 . -2
denominada campo préximo, de alcance limitado, pois & proporcional a R™ . A outra

parte depende da aceleragdo, E(rg), denominada campo de radiagdo, de longo

alcance, pois & proporcional a R7'[2]:

(campo préximo)

T=rg

(2.2.8) F" (prox) = 'I_:TCZ [(x'“ = z") 7 (x" = z") 2"]
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Fi o= 2 alle ) )]
(2.2.9) [campo de radiagdo)

O campo (2.2.7) satfisfaz as equacdes de Maxwell livres de fontes e a conservagdo de
energia e momento eletfromagnético quando fora da linha de universo da particula

(para x = z(1) ):

(2.2.10) Fop, () +Fy () +F, ,(x)=0
(2.2.11) F%5(x)=0
(2.2.12) 72 (vi=d

em v

O campo eletromagnético apresenta algumas grandezas invariantes (2]

(2.2.13) F"'F, =4E-B

(2.2.14) F*F,, =2 B[ - |Ef)

(2.2.15) F,(x ~2")=(E-r,rx B-rE)
(2.2.16) £ (x" = 2")=(B-r,rx E+rB)

-

Na qual x e z(r;) s&o as partes espaciais de x" e z', e r=x-1(z;). O simbolo *

representa o operador estrela de Hodge (veja p. 108, 195 de [18] ou ase¢do 1.1).

No caso do campo total (2.2.7):

F‘Hl‘ '[“ — 0

[
HY

(2.2.17) F (" —2") =0

o que significa que E e B sao ortogonais e B é ortogonal a diregdo der.
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Para a parte em R (campo de radiagdo (2.2.9))

.

Pe

POl =0
(2.2.18) i

E (e —at}=0

"F(r-2")=0

Nesse caso o campo de radiagdo possui E, B e r, todos ortogonais entre si. Além disso,

2=

2.3. Areacdo da radiagao

O campo de radiagao emitido por uma particula acelerada possui energia e momento.
Essa emiss@o de radiacdo faz surgir uma for¢a de reagdo que altera a aceleragdo da
particula e que, por sua vez, altera novamente a emissgo. Esse efeito é denominado
reacdo da radiagdo. Ele pode ser calculado a partir do balango de energia na emissGo

de radiacd@o, mas também pode ser interpretado como o resultado da interagdo enfre

a particula e seu préprio campo, que se sobrepde ao campo externo [2].

Em 1892 Loreniz [19] mostrou, por conservagdo de energia, que uma particula de baixa

velocidade (v << c¢) que emite radiagdo em movimento quasiperidédico fica sujeita a

uma forca de reagdo de radiagcdo ( f,). proporcional & derivada temporal da

aceleragdo:

(2.3.1) =

d’r

Na qual # =——.
dr’

A reacdo da radiagdo acaba sendo incluida nas equagdes de movimento da particula

como um termo de forga adicional. Para @ particula em um campo eletromagnético
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externo [caracterizado por E e B, a equagdo de movimento na aproximacéo nédo

relativistica é:

2
(2.3.2) mi":eE+Er'/\B+g-e—'f'
c 3o

Em 1904 Abraham [19] generdlizou o cdlculo de Lorentz para sistemas de referéncia

arbitrarios, obtendo corregdes para (2.3.1) dadas por:

o

34

2.:3.3) £ [ P el e 3r'(r'-'r"')2}

I_ﬁZ Cl(l_ﬁl)Z CZ(-l_ﬂZ)l Cz(l_ﬂ2)3

na qual g :I—“j .
2

Essa expressdo é decoméncia de uma transformagéo de Loreniz da expressdo (2.3.1),
como mostrado por Von Laue [19]. mas foi obtida por conservagdo de energia e
momento no processo de emissdo de radiagdo. Posta na forma covariante, a equagdo

(2.3.2), com os termos adicionais de (2.3.3) fica:
e %l by o
(2.3.4) p*=—F pu” +§-C§-|:H ==l (uﬂu ):|

na qual o ponto é a derivada com relag&o ao tempo proprio 7 .

A obtencd@o da reagdo da radiagdo por balango de energia e momento e feita
pressupondo-se umdad determinada trajetéria para a particula. Mas argumenta-se que
essa abordagem ndo é consistente e que a aceleracdo da particula fica alterada a

medida que esta emite radiagdo e, consequentemente, os campos deveriam ser

determinados simultaneamente com a trajetdria [2].

Para se considerar consistente e simultaneamente o movimento da particula e a

evolucdo do campo elefromagnético, usa-se uma equagdo de movimento como em

(1.3.1), mas decompde-se 0 campo em uma parte gerada pela propria particula
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(FR i ) com a qual ela interage, e uma parte externa (F,.n“p), gerada por outras fontes.
Para tanto, considera-se o campo obtido das solucdes das equacdes de Maxwell por

meio do potencial vetor ( "), fazendo-se uso de (1.2.9) e {1.2.3). A equacdo de

movimento pode ser expressa por:
.o ¢ o -~ a
(2.3.5) P = Z(Fm p @)+ Fy 5 (2(2) )2 ()

FR“ﬂ e obtido da parte dependente da fun¢do de Green em (1.2.9).

Supde-se que as fontes do campo externo estejam distantes, de modo que a equagdo

de Maxwell (1.2.2) para esse campo fica:
af S
(2.3.6) F, " p(x)=0
e para o campo da particula, usando-se (2.2.1):

(2.3.7) F,* p(x)=4ne j 54 (x - 2(2)) 2% (r)dr

linhade
universo

FR”ﬂ & infinito sobre a dlinha de universo, como se pode ver pela sua expressdo

explicita em (2.2.7). No entanto, Dirac descobriv uma maneira de rescrever esse campo

como a soma de uma parcela finita, que é responsavel pelo termo de reacdo da

radiacdo, e uma parcela infinita, que é responsavel por um fator de renormalizagdo da

massa de repouso da particula [20]:

parte finita parte infinita
pay  RA=L(Re R Jeg(RT A7)

‘ ncado. obtido por meio da parcela
O termo 1+A"ﬂ refere-se @ um campo avang

dependente da fungdo de Green da solugdo (1.2.11) e calculado por meio de (1.2.3). O
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- - oap
termo E(FR = K ) significa o acréscimo no campo esterno (F ,3) devido a parte:

in

produzida pela particula no passado do evento x, desconiando-se a parte absorvida

por ela no futuro do evento x. Ele pode ser calculado a partir de (1.2.9) e (1.2.11):

(2.3.9) [A“(x) A" (x)]_— I G x) =G, (x:x")]J* () d* ¥’

Usando-se a densidade de corrente (2.2.1) e as funcdes de Green (1.2.8) e (1.2.10) na

expressdo anterior, pode-se obter o termo finito [2; 20]:

23.10) %[ F? (2(0)) - F.? (2( ))] —rore-7@re)

L{. ; -
Essa expressdo refere-se ao campo E(I'Raﬂ —Ffﬂ) sobre a linha de universo da

particula e possui um valor finito.

O termo l(FR”ﬂ +FA”ﬂ) é infinito para uma carga puntiforme. Para “calcula-lo*

parte-se dos potenciais -I—(A;{‘ + Afj) escritos em termos das fungdes de Green:
2

(2.3.11) _[Aﬂ(x)+,4f‘(\)]— jG (x:x') + G, (6, x)J* ()<’

Usando-se a expressdo (2.2.1) e as funcoes de Green (1.2.8) e (1.2.10) na equagao

(2.3.11), pode-se deduzir a seguinte expressdo para © campo em questao [2]:
] ; ]_ ¢ (27(0) 2, — 2 (1) £, () )J' dubu?)
(2.3.12) E[F"a 5 (2(0)+ .5 @)= 2l ()2, -2 o

(Z,ﬂ ﬂﬁ) . .
Essa expressdo refere-se ao campo —(F S sobre a linha de universo da

particula.
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Substituindo-se os resultados (2.3.10) e (2.3.12) na equacdo de movimento (2.3.5),

usando-se a definigdo (2.3.8), obtém-se:

P =2F % p(2(0)) zﬁ(r)+2i5( 2,(2) E7(2) - 2 (1) 2, () ) 2 (¢)
(2.3.13) : .

e

4C J.j:dué'(uz) (i’f“ (1) Zp (v)-z%(7) Z,(7) )z-,ﬁ(f)

Com a propriedade da velocidade quadridimensional: jﬂz'ﬁ =c’e Eﬁz'ﬂ =0, obtém-

se.

2

eZ
3¢?

(2.3.14) p* = %1 5 (2(2)) 22 () + [E’“(r)—i—z('z'ﬁ(f)'z'ﬂ(r))J—e—fJ.:dué'(uz) 5

Substituindo-se p“(r) por my,zZ“. A equagdo (2.3.14) pode ser expressa como:

("’0 2 *wd,,a(“z)J (1) =2 F, () 2° (@)
4 9= >
(2.3.15) -y 2
: 3—[2 -2 (r)ﬂ
& c

2
O termo €L J' “dus (u*) é infinito para cargas puntiformes. Ele pode ser representado
4 —-w

2
CAH G () 2 ~
como um termo de corregdio para a massd [501 = TI_wdua(” )j de modo que seja

acrescentado & massa de repouso (mo), resultando em uma massa de repouso efetiva,

a Unica acessivel experimentalmente. representada por =g +0m.

Entretanto, é possivel mostrar que. pard cargas extensas, todos os resultados sao finitos e

ndo ha violacdo de causalidade (5].
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Como esse termo dm é de fato infinito, faz-se uma renormalizagdo na massa,

jogando-o fora, substituindo-se m, por m:

©ons

2 s a
(2.3.16) mi®(z)=—=1F "p(z(r)) 2” (r)+ 2%(%‘“ (r)- Z—(‘z'/, (v) £# (T))]
(4 3¢ ¢’

2.4. A radiagdo elefromagnéfica de ponfo-zero como um processo
estocastico

Os campos elefromagnéticos da radiacd@o de ponto-zero na Elefrodindmica Estocdastica
podem ser descritos por processos estocdsticos. No inicio do século, Einstein e Hopf [6]
infroduziram um modelo matemdtico para a radiagdo cldssica aleatéria, gerada. por
um nUmero muito grande de fontes emitindo incoerentemente, baseado em uma soma

de ondas planas com fases aleatdrias, 8(k, ). como definido na segao 2.1:

A x)=3 j a* (k, 2)sen[k*x, +O(k, A)] d*k

2
A=l
Pode-se redefinir as amplitudes a, (k,/’t) respeitando a condi¢do (2.1.21), de modo que

a expans&o em ondas planas esteja de acordo com a densidade espectral da

radia¢do de ponto-zero (2.2):

he
22 k°

(2.4.1) a* (k,A)= e” (k,A)

Devido as condicdes (2.1.2), (2.1.3) e (2.1.21), e* (k,4) possui as seguintes propriedades:
k k¥ =0
(2.4.2) e, (k,A)k* =0

e (k,l,)e” (k,A,) =02,
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O campo elefromagneético, F, da equacéo (2.1.4) fica:
2

(2.43) F"(x)= ; | ‘} o (", 2)ic# — e (k, A)k" )coskx, +6(k, AY]dk
Pode-se retornar & forma ndo-covariante do elefromagnetismo lembrando que:

B

E 0 -B B
2.4.4 e i .
| ) LB 0 — B,

g e 0
Representando-se a notacde ndo-covariante a partir das componentes do tensor F:

E(F,t) o (FIO,FZO,FBO)
(2.4.5) B(F.1) = (F® F% F2

ED= F B
Usando-se (2.4.3) em (2.4.5), obtem-se:
E(F,0)= Zjd3k‘fﬁci§(k A)cos[w! — k - F +8(k, A)]
(2.4.6) E
hao E(k,A) A >+
B(F,0)= Zjd k f - e, | 1) COS[wt—k -F+0(k,1)]
= c pliE o

Na qual k= (k" k2,55, ) ‘ki_.g_k . As fases @(k,A), como em

(2.4.3), sdo varidveis aleatorias  distribuidas uniformemente entre 0 e 2rn, e sdo

estatisticamente independentes. E(k,A) é o vetor unitdrio de polarizagdo. que €&

definido como:

i

(2.4.7) E(k,A)=
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Usando as equagdes (2.4.2), pode-se deduzir as seguintes propriedades para & (k, 1) -

k-E(k,A)=0
(2.4.8) ek, A)-E(k,2,) =6,
2 k.
(2.4.9) 2.6 (k,A) € (k,A) =8, - ILIZJ
A=l k

Por meio da determinagd@o das médias nas fases aleatdrias dos campos {2.4.6), obtém-

se as seguintes propriedades estatisticas desses campos estocdsticos:

(2.4.10) (EF.0)=(BF,0)=0
- h R T ! ”
24.1) (E,(F,()E, (F",1") = ; j d*k 4:2 &, (k, D), (k, A coslk - (F' ~F") — ot ~ t")]

Essa expressdo nos leva a:

3
lea)3 cos[w (t'—1")]

o o en 48 e
(E,(F,0)E (! »‘TL 4% Jmie

(2.4.12)
4 L
- TJO dw p,(@)cos[w(’—1")]

A express@o acima revela que cada freqiéncia confribui com um fator diferente

( p(w)) para a fungdo de cormrelacdo do campo de radiagdo de ponto-zero, o que é

chamado ruido colorido — em comparag@o com o ruido branco, quandc cada
freqUéncia confribui igualmente para a fungao de correlacao.

Caso a radiacdo aleatdria apresente uma parcela devido ao equilibrio térmico cam

alguma porcdo de matéria & temperatura 7, as expressoes dependentes da densidade

espectral da radiagdo de ponto-zero devem conter um termo a mais devide a

radiacéo de corpo negro (2.1). Pode-se simplesmente. substituir p,(@) por p(@,T).
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Nesse caso, (2.4.12) fica:

Ao o 4 ©
(E.(F.)E, (F\t") = —3’5j0 do p(@, T)cosjo(t’ - 17)]
(2.413)

4rr c ha® hw
=——| o coth cos[a(t’ —1"
1 s o oot

Essas fungdes de correlagdo também podem ser apresentadas na forma relativistica,

tomando-se a expressdo (1.3.3), representada em posicdes distintas x e x' [21]:

ey )=

em

1 1 |
— | F*(x) F* o (x) = =0 F,(x) F* (x'
4ﬁ( CHE )t i ) ()j

Usando-se (2.4.3). tem-se:

2 2
T (x,x") = _iz S [k, [k, coslhs x, + 6,0k, )] coslks ¥, +6,(ks, 1)

em
4=t Ap=l

{[a‘u (kn j’l)av (an/lz)kta kla + aa (khz’l)aa (kza;i'z)klﬂ kzy
() (e A b 0, ) (s A )

_l;[aa (6,4 )at, (2o Y g — 2 (s, 2 Y (R A )R Ky, }
Tomando-se a média nas fases aleatdrias e fazendo-se a seguinte substituicdo [18]:
(cos[k;‘ x, +8,(k, , A )] cos[ks x; +6,(ky, 4 1) —> coslky* (x, —xo)] %5 Yk — k)0,
Obtém-se:

b S
=§h_‘(’%_ jd3k cos[k“ (x, —xa)]“k—ok“k
/2

k°=a

(7 ),

k%=a

A expressao (2.4.12) também pode ser obtida desse resultado.




2. A Eletrodindmica Estocdastica 29

2.5. As equagdes diferenciais para a descrigdo de processos
estocasticos

O estudo de sistemas fisicos cujas grandezas s&o representadas por processos

estocdsticos é feito por meio de duas abordagens distintas;

+ o uso do cdlculo diferencial e integral estocdstico, no qual uma tecria matematica
para diferenciagdo e integragdo de processos estocdsticos (cdlculo de 116 [22]) é
utilizada. Nesse caso, as equagdes diferenciais tradicionais (deterministicas) sdo
substituidas por equagdes diferenciais estocdsticas (equagdes de 118), cujas solugdes
sdo processos estocdsticos. Uma abordagem matematicamente menos. rigorosa

utiliza equagdes de Langevin [23], sem o cdlculo estocdstico;

e 0 uso das equagdes para as densidades de probabilidades de processos
estocdsticos, como as equacdes de Fokker-Planck e as equagdes mestras (master

equations).

Essas duas abordagens sdo, normalmente, utilizadas em conjunfo, pois cada uma
apresenta suas dificuldades matemdaticas particulares, ndo sendo capazes de

fornecerem, sozinhas e independentemente, todas as informagdes que dizem respeito a

um determinado problema [24].

2.6. Asequagoesde Fokker-Planck. (EFP)

Suponha, por exemplo, que uma particula esteja em movimento browniano devido as

inferacées com um ambiente & femperatura T. O movimento dessa particula estd

associado a equagdes estocdsticas que se assemelham &s equagdes de movimento da

mecdanica classica (equagdes de Langevin). a ndo ser pelo fato das grandezas serem

processos estocdasticos. Considerando-se © movimento dessa particula apenas em uma

dimensd@o, a equagdo de Langevin associada a ele é [23]:

(2.6.1) p=-rp++T0
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r'(f) € um processo estocdstico que representa os impactos. que a particula browniana
sofre das moléculas do ambiente a sua volta. Um modelo matematico simplificado para

[(/) é considera-loc um ruide branco: um processo gaussiano, de media e fungda de

correlagdo dadas por:

(rey)=o0

262
{ ) (r(;l)r([2)>:2m}’KT5(t1 -1,)

Para o caso do movimento browniano considerado acima, a EFP associada a

densidade de probabilidade condicional w(p, tlpo,to) do momento da particula é [27]:

(2.6.3)

, f 2
Ll °)=[ %y p)+-my KT 2 }v(p,tpo,tu)

a1 dp apt
v € a constante de fricgcdo, m a massa da particula e T a temperatura do ambiente.

A soluc@io para a equagdo (2.6.3) é a densidade de probabilidade condicional do

processo estocdstico de Ornstein-Uhlenbeck [25]. dada por:

] e
fol \/gnKT(l Lertit) b 2mK1(1 o)

(2.6.4) w(p,!

Como p(f) € um processo estocdstico markoviano, para se saber a densidade de

probabilidade em qualguer instante, W(p,L). € necessdrio saber a densidade de

probabilidade em um instante inicial, W (po,l,). juntamente com a solugdo da EFP

(2.6.4), e integra-las [26]:

po;to)W(l)o’to)

(2.6.5) W(p,0) = [dpw (i1

R S D,
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Pode-se mosirar que o processo de Ornstein-Uhlenbeck é um processo
gaussiano [22],

markoviano
€ que uma solugdo estaciondria é possivel, dada por:

1 2
(2.6.6) Wipr=—— T
: N2mmKT ; 2mKT

Uma equagdo de Fokker-Planck pode ser representada genericamente por [27]:

aw(x, )zt ,
_% =2 aix,.[A' (x, w(x,1

i

(2.6.7) Z, ,0)]

] _2 [ X, [)wix
IO+ D.
bl gé’xio”xj g T Ol

com x e grepresentando n-uplas de varidveis aleatdrias.

As equacgdes de Fokker-Planck podem ser obfidas para pracessos estocdsticos

markovianos cujos limites abaixo existam ([26]; se¢do 3.5, pagina 51):

ok
(2.6.8) i) lim —w(x,t + tlz,1) =0
rT— T

de convergéncia uniforme emx. ze [;

(2.6.9) i) Hrr(} w(x,t + 7|z2,1) = 6(x —2)
2 A (z,1) =lim —l—jcit(x. — z,)w(x,t +7(2,1)
(2.6.10) iii) i(2,1) = hm . 1 7 &
1
! e —z)(x, —z,)w(x,t+7|2,1)
(2.6.11) iv) D, (z,0)=lim 2rj dx (x; = 2,)(%,; =%, |
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Os limites iii) e iv) sGdo denominados termos de amasto e de difusdo, respectivamente, e

devem ser de convergéncia uniforme emze 1, [26].

O conjunto de valcres aleatérios assumidos por um processo estocdstico X(f) em um

intervalo do par@metro { € uma fungdo x(f) denominada redlizagdo. O limite i) garante,

com probabilidade 1, que a realizagd@o do processo estocdstico descrito pela EFP {2.6.7)

seja uma fungdo continua. As equacdes de Fokker-Planck, portanto, descrevem sempre

processos estocdsticos continuos e markovianos.
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3. O oscilador harménico na Eletrodindmica Estocdstica

A Elefrodindmica Estocéstica trata o oscilador harménico. portador de carga eléfrica
como uma particula classica, sujeita ao potencial harménico e as flutuacdes da

radiag&o térmica e de ponto-zero, de acordo com a equagéo de Braffort-Marshal B

: g 3
(3.1) mx—;;x +tmw,x=F()+ek (1)

Essa € uma aproximagdo nde-relativistica da.equagdo (2.3.16), com um termo de forca

harmdnica adicional e uma forga deterministica F{f). A forga flutuante eE_(f) é um

processo estocdstico gaussiano no qual £ (1) representa a componente x do campo

elétrico da radiacdo térmica e de ponto-zero. A dependéncia em x desse campo é

desprezada (aproximagdo de dipolo). As derivadas sdo referentes ao tempo de
laboratério. O termo de derivada terceira é a reagdo da radiag@o na aproximagdo

ndo-relativistica — o termo de Lorentz (2.3.1).

Pode-se simplificar a derivada terceira de x considerando-se que a forga harménica da

equacdo (3.1) é dominante, desse modo fem-se:
(3.2) Xm—a, X

Substituindo essa expressdo na equagdo (3.1). obtém-se a equagdo aproximada:

(3.3) mi+my % +mag x=eE () +F()

2¢’ o,
T ~ 3 mc®

T e
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Essa equacdo pode ser escrita nas variaveis x e P na forma:

3.4) b=~y p~majx+eE, (1) +F (1)
p=mx

Essas sao as equagdes estocdsticas para o problema, cujas solugdes podem ser
representadas como uma soma da solucdo da parte homogénea das equacdes com a

da parte nGo-homogénea, a qual inclui um termo dependente da for¢a flutuante:

XXy Dol = 0%, i 1) +x (1)

(3.9) :
P(xo, Po30) = P (Xo, Do3 1)+ p (D)
Com
it CrL
Yor . g t)= Lsen(a)lt) + cos(w,?) e[ ZJx0 + Lsen(cu]t) e( 2 ]po
2w, mao,
1 : [_2("_”)} r ’ r '
x ()= f e sen[@,(t —1')] (eEx )+ F(t ))dt
mo, J o
(3.6)

1

2 i _ﬁ]
ma /4 ( 2
Pyl poiil= = - ® sen(w,f)e 2]xo +[cos(mlt)—gsen(wlt)} Do

1

4 J ,e{-gu-m} l:cos[a), (-1~ EZ)—sen[w‘ (1 - t')]:|(eEx (') + F(t"))dt'

2 2 e’ ho,
na qual @’ = w? _Y_ ysualmente —==——7<
1 0 ; w, 3hcmc

<1.
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3.1. l’_)leferrpi{:agéo da E’q.u.agao de Fokker-Planck para o Oscilador
armonico com Ruido da Radiagcdo de Ponto-Zero

Para se obter a equagdo de Fokker-Planck associada ao problema do oscilador
harménico, deve-se determinar os seus coeficientes através dos limites (2.6.10) e (2.6.11)

(veja se¢do 2.6), fazendo-se uso das solugdes das equagdes (3.4):

Ax pt)= l«.lzToXl[—.[ dx (x’ - x)w(x',p',t + Atlx,p,t)

= lim —1—(x(l +Al) - x(z))

a0 Af

x(t)=x

gl ; i
A (x,p,0)= ETOE;J.G?J(]) —-p)w(x P ,t+At|x,p,t)

= lim —1—( ple+A0 - pO)

a0 Af pO=p

x,p, t)

D_(x,p,1)= iirr_r)lozlA—;_[dp (x' - x) w(x',p',t + At

_lim *ig (st + A1) - 20 )

At—0 7 x(t)=x

Sl o e
DW(x’p’t):,lxllToEJ.dp(P -p) w(x,p,t+At[x,p,t)

= lim —L((p(t + A1) - p@O) )’

at—0 2Af pit)=p

& 1— I__ f__ L4 P,t At : ,t
Dx,,<x,p,r)=hma7jdxjdp(x xXp' - Pl 't + B, pot)

At—0 {

_ i L ((pte + A0~ POYc(t+ 80 = X(O)
at—0 2A¢

x(t)=x
pit)=p
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Esses limites sGo calculados em um conjunto de realizagdes dos processos estocdsticos

que assumem valores fixos x e p no instante £ x(1)=x e p({)= p. Para determind-los

considera-se as equagdes (3.4) na forma de incrementos de tempo At :

t+4AL
P+ AD = p() &~y pOAL - mar? x(f)At + ()AL +e JEx(t) dl
(3.1.1)

x({ +AH-x(t) = ip([)ﬁ\t
m

s flutuagdes da forga el (f) s@o mais rapidas que as de x(f)e de p(f). sendo

necessdrio tomar sua integral ac longo do intervale entre f e + Af na equagdo

anterior.

Para a determinac&o dos termos de arrasto e de difusdo substitui-se as expressGes (3.1.1)

nos limites acima:

1 S
e p )= 11m X( p(l)Al> T
pl)=p
t+At
E_()dt
A, p )= hm I( y p(f)At—ma)ox(t)At-i-F(l)At+e'[ (0 e

At—0

AL
1
= lim I:—;/p—ma)jx+F(t)+—A—te _[(E (t))x((?)—- dt}
: . j lim Bt -—p(i) :
& '='"—_‘(’)At] = lim ==
= (%, p,0) = lim o [mp o o i

r+A

P,
e I(E (®))

x(t)=x dt
Pt)=p

D_(x,p,7) = lim —Az—< }( y p(t) — Mm@, x(’)+F(t))>
n

At—0 p(r) P
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x()=x
p()=p

D, 52 /)_Afn:ﬂ[ﬂz <( ¥y p)-mw; 1(1)+F(1)) >

{+41

+ (—y p(t) —ma) x(1) + F(t))e J( () stex dt +2—2—!T1d: ‘T’dt E.(NE (") - x}
! p()=

Como a media do campo da radiagdo flutuante é nula (equacdo (2.4.10)), obtém-se:

(3.1.2) A (x, p,1) ==y p—maix+F()

D, (x,p,t)= llm %(( y pt) — ma)ox(!)-{—F(t)) >
m

x(t)=x
{3.1.3) p=p
1) t+AL
+-—e [{(E.(O))dt]=0
2m -!< s )> }
A1 ;
= lim —{ | — p(¢ =0
o B bl 0, /) <[m P )] > (1)
1 1+ 1+41
(3.1.5) B, p 0 1}%5—e e’ [dr"(E, (VE()

e i do da equagdo de
Pode-se obter o coeficiente de difuséo DW a partr da solugdo da equag

Fokker-Planck (2.6.7) fazendo-se UsO dos coeficientes ja determinados acima:

&2
o B et O B
(3.1.¢) E:—;;ﬂ—;ﬂ : ap op
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Os cdlculos para a obtencdo da solugcdo dessa equagdo sdo feitos
abordagem mais detalhada, em [13. 27]. Obtém

, em uma

-s&, como solugdo, a probabilidade de
transigdo w(x, p;tlxo, Po):

1

? "\-()3 0l
Po)= T (l )”2 x
(3.1.7) !
eRpl 1 (x-x,) " (p-p,)° 2%(p-p)(x-x,)
e o -
x B Xy
com
D 2
U-"z(f): 2 2 {1_[5”1 +7’_S€n (o, f)+ sen(2 l)} exp( 70}
m wo}’ 2 2 a)]
D 2 <
o 0= {1{50 + L sen? (0,0) - 2 Sen(zm r)}w}
(3.1.8) 7 2 1

e e e 12 sen’ (1) exp(—71)

Gliopl b
e Ol T T
4

na qual x. e Pe s@o as solugdes das equagdes deterministicas com ¥ /2 < @,:

5. = ~7p. Mg E +F0)
[)c = }/[)C ”’a)o xc +
(3.1.9
) p, = mx,

J lo:
Suas solucdes tém a forma de (3.5) € (3.4), com o termo ek, (f) nulo

Xe (xo,[)o’t) x;, (X0, POat)"'xF(’)

" P (X5 P03?) = Ph (X0 Pos) + P ()
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Com

rt yt

X, (Xg, Po3l) = [EZ)— sen(, ) + coS(a)lt)] e(_gjxo el sen(m,?) e[_ﬂpo
1 ma,

Xp (1) =

Lo
J : e sen[w, (t = 1"N]F("dt'

HI(LJI
(3.1.11)

mam, - S
Piu(Xy, Poit) = - E sen(a),!)e( 2]xo +[COS(CU1()—LSGH(CUII)] e[ 2]1)0 ;
0 20,

P = J c[_;“_[’)]{cos[a)l (1 —!’)]—-igj—sen[(u](/ - I’)]il F@hHdt'

2 2
hw
na qual w! = w; —7—4— e -7—/—:-2—;——%«1.
@, ic mc

O termo 0'_‘2_ (1) pode ser determinado a partir das solugdes das equagdes de Braffart-

Marshalll, (3.5) e (3.6). Comparando-c com (3.1.8), pode-se determinar D

o2 = (e~ () ) = (0. )

(3.1.12) - I;dl” f , dl,e[-g(,a,-)]e[_gu-r)] senfe, (1 —t")]sen[@, (t - (NE, ((DE ()

2
m’w,

Usando-se a fungdo de comrelacdo da radiagdo (2.4.13), inclui-se radiagdo flutuante

térmica e de ponto-zero:

(3.1.13)

2
2 dre
O (/) = S X
3m‘w,

I “dop(w, T ')rc/tﬂjtdt ’e[—g(lﬂ'.)]e[—gw)] sen[w, (1 —1")]sen[@, (t—1")]cos[w(t” = )]
o d0p\@, 1) @ :
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Essa expressao e resolvida com certa dificuldade, envolvendo aproximagdes.e o-usa. de

de convergéncia e o :
um fator gencia e =, tomando-se o limite @ =0 no final. Para cargas

extensas [5] as dificuldades de convergéncia s@o mais facimente resolvidas, quando

comparadas com o caso da carga puntiforme. Q resultado final é [13]:

) L Amogy hw 2 ® —yt
g (= — eoth] ——2 Wl 2 il iy Y, exp(=71)
. &) P [2[{7,}{ {wl +7sen (w,t) + = sen(2w, ) ———~|2

Comparando-se essa expressdo com a (3.1.8), obtém-se:

hma,y ho
3.1.14 b= 0" cothl —>
( ) . 2 [QKTJ

Esse coeficiente de difusdo tende ao valor usual D, =my KT da teoria do movimento

browniano no limite de altas temperaturas (T — oo). No entanto, devido a presenga da

radiac&o de ponto-zero como fonte das flutuaces, esse coeficiente ndo tende a zero

hmayy

no limite de baixas temperaturas (I — 0). mas para © valor (veja Figura 2).

45 -
40 -
35 -
30

D 2.5 1

(h ma,y J
2 20 +

- 25 30 35
: 15 20

1.0
00 92 KT
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Figura 2: Grdfico do coeficlente de difusdo D do oscilador harmanico em funcdo da temperatura. A linha

tracejada coresponde ao limite assintdtico p = my KTparaT — 0O

Dessa forma, a equagdo de Fokker-Planck (3.1.6) com os coeficientes (3.1.2), (3.1.3).

(3.1.4) e (3.1.14) descrevem o oscilador harménico classico sujeito & radiagdo aleatédria,
térmica e de ponto-zero.

3.2. O Papel da Radiagdo de Ponto-Zero na Dinamica do Oscilador
Harmonico

Pode-se estudar o efeito da radiagdo aleatéria na dindmica deo oscilador harménico

analisando-se a sua densidade de probabilidade W(x, p;f). obtida a partir de uma

densidade inicial W,(x,,p,,/=0) e da densidade de probabilidade condicional

w(x, p;11x,, Py) . solugdo da equagdo de Fokker-Planck (3.1.6):

(3.2.1) W(x,p;l):” W(x:P;llxm[)o)Wo(xo:po)dxo dp,

Supondo, como exemplo, uma densidade de probabilidade inicial Gaussiana.

Wy(x,, p,). dada pela expressao abaixo:

]
Wy (o, Do) = g tye
x P
(3.2.2) i (io__‘_fl)_z_JrQ"—_TﬁJ—*zg(x" —;?0;(1)0 -Po)]
X exp 2(1_92) 5! o, «“p

a densidade #(x, p;1) . também gaussiana, dada

Pode-se mostrar que ela evolui pard

por:




e [ = IS S
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Wiep=- . 0
2nr 7, (1-nt)"?

G { | {(x-m,,,)z =) 271(x-(x).)(p-(P>r)H

Usando-se @ equagao (3.2.1), juntamente com (3.1.10) e (3.1.11), pode-se determinar q

evolugdo temporal das médias:

(x)ll_ = ”x W(x, p;t)dx dp:”dx dp x H dx, dp, W, (x,, p,) w(x, p;t|x0,p0)
) J-J. dx, dp, Wo(xo:po)ﬂ' dx dp x w(*‘:f);l‘xo:po)
o ” dx, dpy x.(Xo, Po3?) WQ(xo,p9)5<x‘_(xo,po',t)>”0

= (") :(x;,(xo,l)o;t))% +x.(f)

7t
S -
= (x. :[——2};) sen(w11)+cos(a),t))e[ 2]x0 +,—n;)l—sen(wlt) e 2'p,
{3.2.4) 1

: _Z(F 2 ! ; ’
+—L e{ = ]sen[w,(l—t)]F(t)dt
ma, Jo

Analogamente:

<p>n :<p¢‘(x0’p0;t))wo

= (p), ={Ps (> Py, + PO

rt
i y [ 2)_
. X ol)—— o)l e
. sen(wlt)e[ 2)xo +[cos( 0 5 sen(@, )J Po

= (1)>w =— o !

(3.2.5) , , . g
+J e[_g(ﬂ)}[cos[wl(t-—t')]—ﬁsen[a’l(t t)]] (¢)at
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2= [ G ), VW, p o)y dedp = (G-, )

=(fe. - (=), F)

w "o 4

— e o (I)+(x,f(x0,p0;t)>"_ —(xh(xo,po;:)y.

D 2
Ty (1)—_22—{1—|:a)1 +Esen® @)+ sen2o, t)]——e)(p(j t)}

m-w,y
1

2
+6? |:cos(a)lt) + ﬁ sen(w,!)} exp(=y1?)

(3.2.6) l
+52 2 2sen *(@,1) exp(—71)
h @,
206 .6 { ]
4 £| sen(w,!)cos(w, t)+-—sen (w,t) |exp(-71)
ma, 20,
2= [(p-(p), VW (x. pi1) ds dp= (o-(p).)), (.~ T,
= 12 =020+ {(pi0 Pail), o il
2 —yt)
— e Dw {1—{(0,2 +12—sen2(wlf)‘1?‘3"‘ﬂ(zwlf)]g%z-‘}
P y :
+8 ;{cos(wlt) + fa—’)—sen(w,t)] exp(~71)
(3.2.7) :

92
+6! E——‘(:ﬁ’-sen2 (@,t) exp(=71)
£

2 Y 2 —yt
_M{sen(mlt)cos(wﬂ)—ﬁsen (0?1‘)]6"9( r)
@,
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n)yz Nz, () :I(x Xp )W(x pit)dxdp= (( (x),)(p—<p>,)>
:((xc - xc n_o)(pc ~ pc)wo ))Wo

»

= pr.T,=06.0, +{x b p Bip (%0, 2os 1)), = (D%, Pos ), (%4 (%o, Pos1),

D
= 107, ()7, ()= sen’ @) expl)

1

+t95x§p{cosz(a)ll) (7 ol Jsen (o, t)}exp( i)

(3.2.8) 7
5; Z 2
i sen(w,!) cos(w, ) — ——sen” (@,1) |exp(-y?)
nmao, 20,
202
L g, sen(@,!) cos(e, ) + L_sen? (601’)] exp(—7?)
w, 20,

nas quais o, (1).o (/) e §(t) jaforam dados anteriormente em (3.1.7) e (3.1.8).

Observando-se os termos de (3.2.4) a (3.2.8), nota-se que @ densidade de probabilidade

no espaco de fase é gaussiand. centrada na trajetéria deterministica ((x), e

(1)> ascilam de acordo com as soluges deterministicas (3.1.11) e (3.1.12)). As variancias

sdo pulsantes e atenuadas até atingirem um valor minimo. Em [13] ha algumas figuras

i o.
mostrando a oscilagéo das varancias ao longo do temp

decorrido &
No exemplo dado acima (distribui¢do inicial gaussiana). qguando o tempo
tém-se:
grande comparado com o fempo de relaxagao (¢>> 1/y). obté
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D
F 2o pp he,
399 th _— §
m w()? 2”’(00 2KT ;
Do
(3.2.9) TIZ) g P IO coth ho,
¥ 2 KT
neE 5. —kY

Independentemente da forga externa [(f), as varianeias acima oscilam inicialmente e
tendem a constantes para um tempo muito maior que o tempo de relaxagdo

(I >> 1/ ;/). Esse resultado também é obfido para o oscilador harménico forgado da

Mecdnica Quantica. A constante £ dessas expressdes provém da radia¢do-de ponto-

zero e ndo de gquantizagdo.

O papel da temperatura estd em amplificar o ruido. no. sistema afravés. do. coeficiente

de difus@o, cujo valor é dado por (3.1.14) e @ dependéncia com a temperatura &

apresentada na Figura 2. A temperaturas baixas esses limites.sdo os mesmos.obtidos. pela

soluc@o do problema do oscilador com a equagao de Schrédinger:

h
i |
2maw, :

hma,

TITXTP —_)0
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4. Escape e tunelamento de cavidades

Uma das contribuicoes mais Gfeis da teoria de processos estocdsticos é o estudo do
escape de esfados metaestaveis [28] (reactionrate theory”), com aplicagdes nas mais

diversas areas, como cinefica quimica, teoria da difusdio em sélidos, nucleagdo

homogénea, teoria do fransporte eletrénico e outras.

O conceito de taxa de escape surge quando se considera uma varidvel dindmica x

(ndo necessariamente posigdo), sujeita a uma forga cujo potencial apresenta um
estado metaestavel (um pogo com bareira finita, como na Figura 3] e o seu
movimento é perturbado pela acdo de uma forga flutuante, que pode ser responsavel

pela ultrapassagem da barreira de potencial e o escape da cavidade.

A taxa de escape (k) € a razé&o entre © fluxo de probabilidade (S} para fora da

cavidade de potencial e a probabilidade (£) do sistema encontrar-se nessa regido:

L
[4.1) 7

O estudo de taxas de escape feve seu inicio com a leil de Van't Hoff-Arrthenius,. que

S = eratura, pressupondo
explicava a velocidade de reagdes quimicas em fhs d pb e el
o 5 energia da barera ae
um estado intermedidrio da reagdao comespondente d e, .g agentes

: ‘4 necessaria para os re
. : ado (a energid
potenci ada complexo afiv g '
al, denomin a0} [28]- A expressdo. matematica dessa lei

afingirem esse estado é a energia de ativas

é:

etaestavel coresponde Ao estado dos

adom

Na qual k¥ denota a taxa de escaP® (o est e

iadea -
feagentes), v & um pré-fator & E, a energia
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+ Ux)

}
X

Figura 3: Potencial metaestavel, com barreira de energia de ativagdo Ey . x, é a coordenada do minime local
do potencial na cavidade e x, & a coordenada do méximo local da barreira de potencial. S é a

cormente de probabilidade de escape da cavidade.

Na maioria das situacdes, a taxa de escape apresenta essa forma matemdatica,

diferindo na forma com que O pré-fator depende dos parametros. dindmicos

(coeficiente de amortecimento, curvatura da cavidade de potencial, efc.). A Figura 4

para um certo intervalo de temperatura em situagdes

exemplifica as taxas de escape

diferentes.

Alei de Van't Hoff-Arrhenius aplica-se & sifuagdes. diversas, mas talha em temperaturas
és de anular-se, atinge um valor finito ndo nulo. Nessa
cavidade ocorre dev

ndo o rvido térmico no sistema é

baixas. A taxa de escape. ao inv
ido ao fenomeno de

situagdo, considera-se que O €scape da
mais evidente qud

xa.de escape anul
-zero hd descrigdo faz com que se

tunelamento quantico", que fica

Menor. Pela lei de Van't Hoff-Arhenius. &1
diagdo de ponfo

ro kelvin.

a-se a. temperatura.zero.

Mas a inclusdo de flutuagdes dard

Obtenha uma taxa de escape NAC nula aze
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T

1 » \ § Hb-CO "r", T —
i ' ! o
i — 104 B — Ahenius —~~ ﬁ ]
L n ] 8 | |
e 4 |
| 1
.‘ L ~\ _‘1

\\ % Tunneling = ' i

\ £ -]
f : ‘
l (0) \ \I““I*'l—“ = Q ’ -
| ‘ ;
1 1 i el i’ (b) L]
: 1 0 1 02 10] 10'13 i 1 A L n SR
1000/'[ o S 6 7 8 9 101112 1)
| (k") 1000/T (K1) |
Figura 4: Grdficos de valores de 1oxas

sl & ia de escaope [reaction-rafes) de Van't Hoff-Arrheni is si isi
giferentes: (a} iaxa de migragdo de CO para uma cadeia p de he?noglrobei:gzep;;?o?ig:s (g;igségséi?:

S SfussaD do bl 2% AT
ifusao D do hidrogénio atémico livie em um planc (110} de tungsténio. A difusao D é proporcional &
taxa de escape « {28].

4.1. A taxa de Kramers

gnéticas de ponto-zero na taxa de escape de um

B} : . i
ara se incluir as flutuagdes elefroma
e Kramers [29] descrita nessa se¢ao.

o o s -ye )
potencial metaestavel, utiliza-se a teora d

Na elaboracdo de um modelo de reagdo quimica. Kramers considerou uma situagao
m campo de foreas externo:

da x) move-se em U
esbogade na Figura 5.).
o meio: um banho térmico a

em que uma particula (de coordena
pago duplo U (x) (
14 sujeita @ ag80 d
& a produgao de um

particula. iniciaimente na

que apresenta

U - . ” .
m potencial assimeéfrice. de

0 : :
Inimos locais x, € X,- A pcrhculo es
cbre d porﬁcula

a forca flutuante

Uma temperatura 7, cujo efeito s
¥ constante]. A

I'(r) ¢ um amortecimento linear —myX (
tencial (de

de escapdr afravés da parreira de po

cavidade em torno da posi¢a® X, PO
(®)-

m ., . b
aximo local em X, ) sob @ agdo de r

.1no, de média Zero. cvja

A forga flutuante T'(2) €

f ~
Uncdo de correlagdo é dadd

BT LS -,_“_;._;'_"_éati
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Figura 5: Potencial U(x) com dois estados metoestaveis A e C,

e as energias de afivago comespendentes Ep [28].

A equacdes de Langevin para o problema sao:

p=-U'(x)-rp+I@®)

(4.1.1) o
p:

o frar que a
Usando procedimento andlogo ao das segoes 2.4 e 31 podese MOsKE G

: r [27]):
equagdo de Fokker-Planck comespondente para esse problema e dada por [27]

52
d LT > 1’
(4.1.2) owir,pt) [ P2, 2 (yprU@)tmr KI5 w(x, p.1)
ot mdox

: svel do potencial.
ade metaestave

Nessq descricdo, a particula estd, inicialmente. nd conls variaveis dindmicas

' as
Supde-se que o tempo médio das interagoes (7 fetardes e
édio (7,.)dom
. e o fempo M
reSDOnsteis pelas ﬂUfUGGéeS sejd mUIfO menor qu

: vidade
deterministico (oscilagdo) do sistema na €4

<A
rﬂumg“oes

fungdo de
g com uma
escricac:
, ra @ d
Pessa form ido branco € apropriac® e
Q, o ruido

®oMelacao dada por um delta 98 Dra%:

b et e A L S




IA/ES,CEPe’e—TUHGIOmemo de cavidades

se a energia associada & infensidade das fiutuacses (KT) é considerad it
a muito menor

que d parreira de potencial E
perfurbag@o e o tempo medio de oscilagdo do sistemg (

T ) N cavidade passa a ser

muito menor que o tempo médio de permanéncia no estado metaestavel (7,.que éo
-

inverso da taxa de escape):
(N

Dessa forma, a particula move-se na cavidade metaestavel praticamente sem sofrer
influéncia da barreira de potencial, que ccore apenas quande uma agde mais.intensa

da forca flutuante langa a particula para fora. Embora raros, tais eventos ocorres em

tempo finito (re ) .

Pode-se distinguir dois regimes limites de acordo com a intensidade da interagao da

’ 0 'o
particula com os graus de liberdade do banho térmico. Um de alto amortecimen

i de
[também chamado de difusdo espacial); oufro de baixo amortecimento (regime

difusGo de energia).

lto amortecimento OU pequenas aceleragdes) ©

Para regimes de difusdo espacial (@ -
aficamente da equagao (

4.1.2). tomande uma
Momento, p, pode ser eliminado adiab

€quacdo de Langevin do fipo:

j:-—-——}——U’(x)'*_—l_[‘ (t)

(413
) o my

5 3
' comparagdo com ©
e o termo P e :
Bsa equacao ¢ obtida de (4.1-1) desprezandos se na segGo 4

da encontra-

lhor juSﬁfiCC‘
demqis, Uma explicagdo mais detalhada € me

da referéncia [27).

a forca flutuante age apenas como pequena
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Com isso. @ €quacao de Fokker-Planck Associada é dadq
por:

ow(x;t) 1 8 KT 32
1.4 4
(4.1.4) Ey {my é’xU(x)+ = } w(x;?)

denominada, tambeém, equagdo de Smoluchovski, de coeficientes de arrasto e difusdo

dados por:
(4.1.5) F(x)=-U )
my
(4.1.6) b= X
my

-U'(x) é afor¢ca deterministica

Representando a equacdo (4.1.4) na forma de uma equagdo de continuidade, com

uma corrente de probabilidade S(x;1):

(4.1.7) awst) 9 g
at ox

3(x;1), ¢ dada por:

S(I',f) I:F(x)_——-——D:IW(x f)

o 5}}(“)

: dentes
2 D) indepen
difusao-
F(x)- &

N 2 rrcStO
S$se cqgq, supe-se os coeficientes de d

q
®'empo, dados por (4.1.5) e (4.1:6:

..M@:‘..-.‘-\,:.:.:-..-.‘;i.;;.,_v%sé,r;si
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Parg UmMd solugdo estaciondria, w,(X), a comrente de probabilidad (4.1.8)
eem (4.1,

constante. Para um caso em que S(x;1) = 0, a equacao (4.1.8) fic
1.8) fica:

deve ser

£ U (Y) W il)(' ) = _éa__K_Tw(‘l)(x)
my dxmy °
(4.1.9) U - !
o (-X) {_“’il)(-’f) 17 Sl (x)
KT Ln?;/ cx my £
Integrando-se a expressdo acima, obtém-se:
N ='(X)
4.1.10 W (x) = —— exp| - an]
(4..10) wid (x) xp[ i

KT
my) .
Sl n (M)
N, é uma constante de normalizagdo para W, (x)-

Ari = i o:
A partir da (4.1.10), a solugdo estacionaria pard § = 0 pode ser escrita com

-U(x)/ AT

(4.].]]) wil)(x):Ne

.. x;1). como:
Pode-se rescrever a comente de probabllldcde (4.1.8). S( )

KT vt fz- [em’” 5 w(x;l)]

(4.1.12) S(x;t):*;‘y’e ox
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- 4.1, a0 :
Usando-se (4.1.12) pode-se determinar o estado estaciondrio, w? (x). na a situag@o em

qgue a corrente de probabilidade é umg constante diferente de zero S(x;f)=S, #0:
} =S, :

SO = _K'_Te_u(x)/m'i
my ox

[y

X

(4.1.13)

) Gl QUG AT
i — -Ui(x
= W, (r) o S‘Oe ) dx'

KT
X0 m}/

Uma solucdo mais geral para a densidade de probabilidade estaciondria pode ser

obtida adicionando-se a solugdo (4.1.11} a.(4.1.13):

w,(x)=w(x)+ w?(x)

x

e (=)/KT
KT
5 \m y

& detferminada pela normalizagdo, a outra por

~U(x)/KT _Soe—U(x)/ﬂ' dx’ ;

(4.1.14) w_(x)=Ne

Uma das constantes em (4.1.14)

condicdes de conforno.

; ; do- ue o ruido
Supond e U(x) sejaum potencial do tipo dd Figura 3. impondo-se g
pondo-se qu a de potencial (E, >> KT ) e que a

parado com d barreir
dade S(x;t) no topa da

seja de baixa intensidade com L
it e.de pr
equacdo de Smoluchovski seja valida. @ comenis

roximo @ X
quends- Nessa situa

o a variagdo temporal da densidade de

barreira de potencial. P . quaﬂ_estcdonéﬁa o
probabilidade w(x;t) s3° P€

aproximadamente constante:
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Tomando (4.1.12) nessas condicdes:

{(4.1.15) S :_Ee-U(x)/H_é_ U(x)/KT
L 5x[e W(X;t)] ,

e integrando enfre x e x_ obtém-se:

X,

Xe U(x KT x -
w108 S [peterTd = e G S e )]

Supondo que a densidade de probabilidade em x,. w,(x,;/). € aproximadamente

zero, ent@o a corrente de probabilidade fica:

T o
(4.1.17) 5, = KL goeurm W.,(xa;f)/L ST g
my . :

Como a bareira é alta, a densidade de probabilidade € aproximadamente a

densidade estaciondria. Desprezando-se segundo termo em (4.1.14):

U (x}yU(xs KT
(4.1.18) we(x)zwe(xa)e [Ue-U))

ic x, (¥ <x,£x,) temse a

Integrando  w,(x) em uma regido em forno de X, [ SX,5X
€ : .

ula no pogo de potencial:

probabilidade de encontrar d partic

v )kT [ e VKT g
Xq = e
(4-1}9) P:II WE(X)(#—we(xa) J.xl

KT). a densidade de probcbilidcde (4.1.18) &
>> 4

Supondo a energia ndo precisam ser especificados

muito pequena para X distant diante)
2 is adi 3

x, = mais

em detalhe (ftomaremos 4] i
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A comente ce probabilidade: §; &a/partirda definicdo da taxa de escape (k |:
(4.1.20) S —ip
Substituindo (4.1.17) e (4.1.19) em (4.1.20):

(4.1.21) e ﬂ:ﬁ LT dxrr QUG 1
X o8 mys %

Novamente, como KT é pequeno faz sentido usar as seguintes aproximagaoes:

U(x)=U(x,)+ KU"(x,) (x=x,)"

(4.1.22) U ~U(x,) - KU ] - %,)’

e estender as duas integrais em (4.1.21) @ + o0, obtendo a taxa de Kramers [23]:

P ” ~[U (%)-C (xa) VKT
(4.1.23) K= ] Juree U (x,) e

2Tmy

a:
Obtém-se, entdo uma taxa de escape na form

_@,P 7
2ry

(4.1.24) K

Un(xb)lzmwf-

Na qual U'(x,)= ma, €

gime de alto amortecimento], caso em que a

de (re
Esse resultado & obfido para 7 997
equagdo de Smoluchovski & valida.
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Kramers também ob
teve um resultado vdlido para valores d
es de y pequenos,

considerando ainda KT << E, [29]:

(4.1.25) o ["/4 +fv§}/1—’; Gt
=a g ik

Observa-se que para y >> @, recobra-se oresultado (4.1.24).

4.2. FEfeito da radiagdo de ponto-zero na faxa de escape

Na secdo anterior, considerou-se o movimento de_um corpo sujeito @ agdo de uma

forca ndo linear responsavel pela existéncia de um estado metaestavel. Uma forga

flutuante é capaz de langar o corpo para-fora desse estado, ulfrapassando a. barreira

de potencial. A taxa de escape dessa cavidade apresenta a forma geral:

_de
(4.2.1) K=vies

potencia] de modo que 0 coeficiente de amasto da equagdo de

(veja(4_1.5)), Ap éadlt

@ estd associado ao
ura da barreira. de potencial e

Fokker-Planck seja F(x) = —9'(x)
D o coeficiente de difusdo (4.1-6)-

m o estudo realizado sobre © oscilador

do, juntamente €0 e
metaestaveis

Pode-se sse resulta :
usar e o do escape de cavidades

obter uma descrica

no contexto da Elefrodinémica Estocastica:

harménico (capitulo 3). €

a acdo de umd forga, cujo potencial € do

: ; ndo-sé sob
Considera-se uma particula move o da radiagdo flutuante, de ponto-zero e

. ido @ 0§3a :
tipo da Figura 3, e UMA forga dev! | o potencial sél

.z tave
et igo metaes X :
térmica. Supondo-se aue N4 29 i nessaregic'ml,aeqUﬂ‘?anem‘m‘“e“ta“"

a aproximadamente

quadrético (potencial d°

b e S Ay e S

——
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g ;
dessa particula & semelhante a equacao (33), mas com a forga harménica subsfituida
pela forga mais genérica (-4 '(x)):

(4.2.2) mi + my Sc+U'(x)=eEx(;)

Se a forga flutuante tiver baixa intensidade, o escape afravés da bareira de. potencial é
um evento raro quando comparado com a escala de tempo do movimento na
cavidade e a distribuicdo de probabilidade é aproximadamente a mesma. que a do
oscilador harménico em torno do minimo local do potencial. Essa distribuicdo
permanece praticamente inalterada. a ndo ser pelo pequenc fluxc de probabilidade

através da barreira de potencial.

Nessas condicdes, a taxa de escape da barera de potencial . é _semelhante &
calculada por Kramers [29]. No entanto, devido a inferagdo da particula com a

radiacao aleatéria, o coeficiente de difusdo é. diferente do valor obtido pela teoria do
hmo
MDY o th(
2

cape da cavidade, devido a acdo da radiagcdo de

i £ e invés de D=my KT.
movimento Browniano fradicional: D= ] Qo Inve £

Dessa forma, a taxa de es

ponto-zero, fica:

AU
gl s
23 €7 T e 2]

2

vido a barreira de potencial e v um pré-fator,
e

: -vgcao d
gia de afivas o [y} & dafoma do potencial.

5 ner
Otermo AU éae L

St do am:
que depende das caracteristicas

a faxa de escape tende & expressdo usual
ess
T — 00},

om coeﬂcienie de difusGo D=my KT:
C ]

No limite de altas temperaturas (

. nianOr
da teoria do movimento Brow

AU]
limx = vV QXP( KT
(4.2.4) T® \
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oncorddncia nd ;
Essa c 4 NAo ocorre a baixas temperaturas (T - 0) devido & leiacaolcon

a radiagdo de ponto-zero. Ao invés da taxa de éscape. anular

= -se, ela passa a ter um
valor constante, mas ndo nulo:

42.5 limc=1exsl
( ) T-0 30 ha)o

2

Nesse limite, a taxa de escape torna-se independente da temperatura, fato que
geralmente é considerade de caracteristica exclusiva da Mecanica Quantica. pois o
banho térmico cessaria de promover o escape da particula através da barreira de
potencial e o fenédmeno de ‘tunelamento quantico” seria a Gnica explicacdo. passivel

[28. 30].

4.3. Analogiacom a Mecdnica Quantica
O efeito de escape de particulas microscopicas da regido metaestavel em baixas

i Mecdanica Qudntica,- como
temperaturas & inferpretado, dentro do formalismo da-

cial [28. 30]. No caso da Eletrodindmica
aﬂutuagée&devidadinieracées com a

arficulas com energias meédias menores

4 7 n
tunelamento afravés da bareira de pote

Estocdstica, a energia da particula esta sujeita

iacs e iti ape de p
r ermitindo © €s¢ . - ;
e ntexto da fisica cldssica, case nao

2 i i ssivel no €O
que E, . Essa situagdo é considerada impo

se tome em conta essas fluiuagoes-
a presenga de [k na expressdo
ndo sendo necessdria a

de escape-
de ponto-zero:
articula- O resultade
ado se for tomado o limi

nulamento do-taxa
te & radiag@o
alidade. ondeP
0) é recuper

Juntamente com ondo a

(4.2.5) deve-se exclusivamen classice fradicional

hipbtese de quantizagdo € du te h = 0 nessa

-
(taxa de escape nula quand® r Jjacto de ponto-zero}--
expressdo (situagao em aue ndo hare
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i r melhor :
para ilustra essa analogia com o tunelamento da teoria quantica pode-se

analisar uma situagdo experimental: a cadeiq beta-hemoglobina (SHb) I
ga-se 4o

monéxido de carbono (CO). do qual pode ser dissociada opticamente com um LASER
e andlisada experimentalmente a taxa de recombinacdo entre eles [30]. Mede-se a

fracdo. N(1). de moléculas de hemoglobina que n&o se recombinou ao monéxido de
carbono em fungdo do tempo. Determina-se o tempo necessario para N(t) reduzir-se
de 1 para 0.75 (1,45 ). Afribui-se a essa recombinagdo a passagem por uma barreira de

: i : 1
potencial e uma taxa de escape média pode ser determinada fazendo-se k.3 =——

0.75
Esse procedimento pode ser repetido em diversas temperaturas de modo a obter-se

uma dependéncia de k,,, com a temperatura. Para os dados referentes a esse

experimento, as taxas de escape determinadas estdo representadas no grdfico da

Figura 6, no qual também esta representado a curva corespondente G expressac

(4.2.3).

esconhecidos v. @, e AU da

A curva da Figura 6 foi feita variando-se os parametros d

equacdo (4.2.3). Um bom ajuste foi obtido para os valores:

176108

hoy _59.167 eV
2
AU :8,36' 10._2 eV ;

(4.3.1)
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K (1/8)
v}
bﬂ""w

10

A

K (1/s)

|

| 3 0! 10°
| 10%T (1/Kelvin)

= =
0 50 100 150 200 250
10%T (1/Kelvin)
i e AjUISEE segundo 2 equag3o (4.2.3) |

| — ==Férmula de Arrhenius (42.4)
s Dados Experimentais

ecombinag@o da molécula da cadeia beta-hemoglobina
linha continua coresponde &s taxas de
também Figura 4). A finha tracejada
ontaa radiagao de ponto-zero.

Figura é: Valores experimentais da faxa de escape der
funcdo da temperatura [30]. A

com mondxido de carbono em )
40 de ponto-2€10 [veja

escape levando-s&¢ em A
corresponde aleide van't Hoff-Arrhenius, sem levaremc

zero, mesmo que @ energia media de oscilagao

ura proxima de
paradd com

Note que, @ temperat
a aliura da barreira

no pogo de potencial seja pequend com

—AL~3O a taxa de escape Ndo & nula. Para uma particula de carga ¢, ©

fiw,. /2
0
) é o campo flutuante, térmico

val E.(
DOTencIQl real é U(x,t)=U(X)"qXE,(’)' nad x(
i o €& sempré flutuante (barreira

que E, (veja Figura

e de ponto-zero. i
m energia menor

i co
flutuante), permitindo © escape 9¢ particuas

3).
as caracten'sﬁccs normalmente associadas @o

enta bem S
turas. No entanto: essa expressdo na

A expressao (4.2:3) repres o &€ um modelo

tunelamento a baixas temperd
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completo para a descric@o da recombinacao entre BHb e CO. A molécula BHb
molécula é

complexa, existem diversos canais de passagem afravés de e
SR I ; sua es a, pois seu
encial & fridime SRR -
pot nsional. Na verdade, ha vdrias energias de ativagdo, corespondente

a esses diversos canais, cada um associado a uma taxa de escape em uma direcdo
diferente no espago.

4.4. Discussao

Grande parte das teorias que calculam taxas. de escape [28] fornecem uma. expressdo
como a (4.2.1). Segundo a Eletrodinamica Estocastica (ou a Eletrodindmica Quantica
com radiacdo de ponto-zero real [6}}, a taxa de escape de um estado metaestavel de
uma particula sujeita ao ruido da radiacdo de ponto-zero e térmica apresenta a

mesma forma, fanto para o regime de alto amortecimento quanto de baixe

amortecimento. Para seu cdiculo, considerou-se o potencial aproximadamente

harménice em torno de seu minimo lacal (ponta X, da Figura 3) e em torna do méximo

da barreira (ponto x, da Figura 3). o que corresponde ao primeiro termo ndo nulo da

(veja (4.1.22)). A aproximagdo harmanica

aproximacdo por série de Taylor nesses pontos .
ponto-zero determinam a forma

e a contribuigdo da radiagdo de

= il Y aath il ] do coeficiente de difus@o
2 2kT

semelhantes &s do tunelornenfo e ndo

: 20 é em t
potencial. Essa aproximagdo € melhor

e as caracteristicas do escape

se faz oufra restricdo &s- caracteristicas do

emperaturds baixas, quando a particula na

or parte do tempo em umad regido mais

I 5 a maior
cavidade metaestavel permc:nece :
- do potencial.

do minimo local
peraturas [30}- €53

de baixas tem
o do sistema-

concenfrada em torno S

considerado caracteristico

prejudicada com © resfriament
.qerado “limite classico” no contexto da

era consid
e [tas temperaturas da taxa de escape

Nessa descrigdo, © andlogo a°
o comesponde
o Van't Hoff- AT

qo limite para @

Mecanica Quantic henius (veid capitulo 4)-

da particula: a lei d

Como © tunelamento & °
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A particula sujeita ao potencial metaestével e & radiacdo flutuante ndo é um sistema
isolado. Ela pode ultrapassar a barreira de potencial e terminar o processc com energia
igual, maior ou menor que a energia correspondente & altura da barreira de potencial,

dependendo de suas interagdes aleatérias com a radiacdce flutuante sempre presente.
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