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RESUMO

Fazemos um apanhado geral do método de soma de Borel. O aplicamos,
de modo particular, no estudo da somabilidade da matriz-S exata do modelo
Sigma nao linear. Mais especificamente, analisamos a influéncia da geracio

dinimica de massa, um efeito nio perturbativo na constante de acoplamento
usual, em cada termo da sua expansio 1/N.

ABSTRACT

We make an overview of the Borel summation method. We apply it,
particulary, to the study of the exact S-matrix of the non-linear Sigma model.
Specifically, we analyse the influence of dynamical mass generation, a non
perturbative effect to the usual coupling constant, in each order of the 1 /N
expansion.
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INTRODUCAO

O aparecimento de séries divergentes na fisica, provenientes de cdlculos
perturbativos, é muito fregiiente, principalmente na mecanica quantica e na
teoria de campos. Os métodos perturbativos de Rayleigh-Schrodinger e de

Feynman-Dyson produzem séries perturbativas (SP) para as grandezas F
da forma

oQ
Fla) = Z ano™,
n=0
onde & é o parimetro de expansio. Na mecinica quéntica os coeficientes
an, a0 finitos em cada ordem de perturbagio, enquanto que na teoria de
campos, esses coeficientes podem divergir individualmente. Nesse caso es-
sas divergéncias podem ser absorvidas, em cada ordem de perturbagio, pela
renormalizagao dos parimetros da teoria. Em qualquer caso o interesse ime-
diato é saber se essas séries convergem para algum valor de a. Dyson{!), em
1952, estabeleceu heuristicamente a divergéncia das SP na eletrodinamica
quantica. Esse trabalho motivou a investigagao da divergéncia das SP, tanto
_ na mecanica quintica como na teoria de campos, diretamente nas séries de
algumas teorias. Assim, por volta de 1953, Hurst, Thirring e Peterman(?! es-
tabeleceram, independentemente, a divergéncia das SP na teoria (©3)4; pos-
teriormente Jaffel3], em 1965, provou de modo exato que todas as fungdes de
Green para [P(p)]; tém séries divergentes e em 1982 de Calan e Rivasseau/4!
mostraram, também de modo exato, a divergéncia das SP para {p?);. A
partir de 1968, em uma série de outros modelos, a divergéncia da SP foi
estabelecida utilizando-se dois métodos distintos introduzidos por Bender
e Wuls-7 ¢ por Lipatovi®®l, sendo que este fitimo foi aperfeicoado por
- Parisi(!!], Zinn-Justin[?~!4) e outros. O método de Bender e Wu baseava-
se na aplicagio da aproximagio WKB enquanto o de Lipatov no método
de ponto de cela, porém em ambos era possivel obter o comportamento dos

coeficientes da SP para grandes ordens de perturbagao, i.e., an para n — oo.
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Para diversas teorias, o comportamento de a, mostrava divergéncia fatorial
(an ~ (An)! (-B)"nC [1+0(1/n)) para n — 0}, como por exemplo no caso
do oscilador anarménicol®l, onde g,, ~ vB/x3/% (—1)"+137T(n 4+ 1/2) e em
diversas teorias de campos/®!, Além do mais,
mostravam ser séries assintoticas,

as SP apesar de divergirem

Do ponto de vista construtivista, principalmente na teoria de cam-
pos, a divergéncia das SP levou & seguinte questdo: qual a relagao entre
as séries perturbativas Y ana™ e os objetos F () que desejamos conhecer
exatamente? Matematicamente, essa questdo pode ser traduzida: 3 anam
define totalmente F(c) a ponto de poder ser usada para reconstrui-la? A fim
de responder a essa pergunta comegou-se a estudar métodos de soma para
essa SP, principalmente o método de soma de Borell!8], baseado na férmula
nl = [° dte""t". Neste caso, dada uma série com |an | £ B™n! constréi-
se uma série chamada de transformada de Borel, B(t) = > ana™/nl, que
converge para |¢| < B~1. No caso de sermos capazes de continuar analiti-
camente B(t) em [0,00) e se | B(t) | < ef?, teremos

oo

Fla) = l/ajdte“/“ Bt),

onde F(a) é chamada de soma.de Borel de Y. ana" A substituicdo da
série B(t), nessa integral, e a inversio da ordem de soma e integragao, pro-
dugem formalmente F (@) = F(a). Porém, se a fungio F(a) obedece certas
condigbes, mais especificamente, se F() é a.ssint%ica.mcnte forte a 3" ana®,
o método de soma de Borel sempre resulta em F(a) = F(a). Essa ltima
afirmacio é o contetido de um teorema de 1912, devido a Watsonl16l ¢ ex-
tendido posteriormente por Nevanlinnal'”). Assim em principio, é possivel a
partir do conhecimento dos coeficientes ay,, recuperar a fungao exata F(a).

De poese dessas informagoes comegou-se a verificar o que hoje denomina-
se de Somabilidade de Borel (SB) das SP, tanto na mecinica quintica como
na teoria de campos, de modo a garantir que as grandezas fisicas F(a) fossem
totalmente determinadas pelas SP ¥ aqa™, via método de soma de Borel.
Nesse sentido foi demonstrado exatamente, a nivel de mecdnica quéntica, a
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8B dos niveis de energia para: o oscilador anarménico por Graffi, Grecchi

e Simon[8); o efeito Zeeman por Avron, Herbst e Simon(9); o efeito Stark
para o dtomo de hidrogénio por Graffi e Grecch;(2°] e para dtomos complexos
por Herbst e Simonl21]; 0 pogo duplo de potencial “unequal®, H(g,¢) =
p? + 22 + 2923 4 g2(1+ €)z* para € # 0, por Graffi e Grecchil2?! e para o8
potenciais ndo polinomiais da forma Hig, a) = 1/22% £ g2* /(1 + agz?) por
Auberson(28],

Na teoria de campos a SB foi estabelecida para: o estado fundamental da
teoria (*)2 por Simon!?4]; as funcSes de Schwinger para (p*4); por Eckmann,
Magnen e Sénéor!?5); as fungses de Schwinger para ¥, (modelo de Yukawa
em duas dimensies) por Renouard(?8); as fungdes de Schwinger para (p4)s
por Magnen e Sénéor(?”); a massa fisica e a matriz-S de dois corpos da
teoria (*)2 por Eckmann e Epstein/?8); o expansao em 1/N da densidade de
energia livre e da fungdes de correlacio do modelo Sigma nao linear na rede
por Frohlich, Mardin e Rivasseaul?®]; as fungdes de Schwinger para o modelo
de Gross—Neveu massivo bidimensional por Feldman, Magnen, Rivasseau e
Sénéorl*®) e a SB local foi mostrada para o modelo (p*),, primeiramente
para Rev < 4 por Rivasseau e Speer(>!] e posteriormente para v = 4 por de
Calan ¢ Rivasseau!s?,

Sabe-se hoje em dia, que a SB pode se afetada por singularidades na
transformada de Borel B(t) em Ret > 0, cuja origem é fisicamente conhe-
cida. Assim, efeitos nio perturbativos como instantons®®34] e geracio
dindmica de massa, como também os processos de renormalizagaol®4], dio
origem a tais singularidades, neste Gltimo caso, denominados de renormalons.
Neste trabalho analisaremos a influéncia da geragao dindmica de massa na
expansio perturbativa do modelo Sigma nao linear, mais especificamente na
sua matriz-S exata de dois corpos.

No primeiro capitulo discutiremos os aspectos matematicos relaciona-
dos com as séries perturbativas e a somabilidade de Borel. Uma visao da
aplicagio desses métodos em mecanica quantica e em teorias de campos serd
feita no capftulo 2.
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No capitulo 3 mostraremos como é

exato, para certas teorias bidimensionai
modelo Sigma nio linear e

outros modelos.

possivel obter a matriz-S, de modo

8. Descreveremos os célculos para o
indicaremos quais as alteragbes necessirias para

Mostraremos os cdlculos concernentes as propriedades de convergéncia
da expansao perturbativa da matriz—§ do modelo Sigma nao linear no

capitulo 4 e no apéndice. Finalmente, faremos uma breve discussio dos
nossos resultados.




Capitulo 1

SOMABILIDADE DE BOREL E SERIES PERTURBATIVAS
ASPECTOS MATEMATICOS

Sem divida a ferramenta mais 4til em fisica tedrica ¢ a utilizagao de
métodos perturbativos. Seu uso sistematico comega na astronomia, passa
pela mecanica quantica nao relativistica e atinge seu apice na teoria quintica
de campos. Neste (ltimo caso os cdlculos perturbativos obtidos para a
eletrodinamica quéntica (QED) através das séries de Feynman estio em
grande acordo com a experiénciaT. Porém surge a seguinte questio: a série
obtida para a QED, mesmo para valores pequenos da constante de acopla-
mento, converge? Dyson!!) em 1952 sugeriu um argumento que mostrava de
modo heuristico a divergéncia das séries perturbativas em QED. Seu argu-
mento baseava-se no fato de que as granderas calculadas perturbativamente
em QED sao do tipo

File) = i:o iy [62)", (1.1)

e, como séries de poténcias convergem em circulos, teriamos para e? < 0 um
universo onde elétrons se atrairiam e repeliriam positrons. Isto implicaria
em um vacuo instivel, pois estados de carga nula com energias menores que
a do vécuo poderiam existir. Assim ndo teriamos uma teoria para ¢? < 0,
além do mais a série perturbativa nao convergiria para e? < 0; como ela deve
convergir em circulos, somos obrigados a admitir que a série diverge para
todos os valores de €2, i.e., ela tem raio de convergéncia nulo. Mesmo assim,
teriamos outra questéo a responder: qual o sentido da série divergente (1.1)

obtida em face dos resultados experimentais? A resposta € que as séries
obtidas s3o assintéticas. A soma de um nimero finito de termos da série

! Para o momento magnético andmalo do elétron, a eletrodinamica quén-
tica prediz o valor (1158652.74 £ 0.30).10~° enquanto a experiéncia fornece

(1159652.41 £ 0.2).107°.




aproxima a fungao F (c?‘) com erro menor que o dltimo termo retido.

Vamos agora falar de séries assintoticas em geral e, posteriormente,
explorar a possibilidade de somar essas séries, i.e., obter F(e?) dado pela
série em (1.1) a partir dos coeficientes a,,.

1.1 - SERIES ASSINTOTICASISS 1)

Vamos exemplificar a naturesa das séries assintoticas. Seja a funcao

o0
. e’

Ei(z) =jdt 5 bdag o (1.2)
conhecida como integral exponencial. Essa fungao s6 pode ser representada
através dessa integral, ndo por meio de fungoes elementares. Além do mais
(1.2) ndo é uma expressio Gtil para calculos. Vamos entio procurar uma
“expansao” de (1.2) para, por exemplo, valores grandes de z.

Integrando (1.2) por partes repetidamente, com e~tdt = du, obteremos

! ! ! ~1)"~1(n - 1)!
Ei(z):e~=[_°__-l_2+2_3_...+( Sl )}
X X X 1

o
e-t

H1) [l oy = Sula) + Rule). (19

z

Aplicando o teste da razao para a soma parcial S, (z) temos que

An+1
Qp

= lim [2|>1 ,paraz fixo, e (1.4)
n—oco| I

lim
n=— O

portanto a série diverge e n&o podemos escrever Ei(z) como
o0
—1)"n!
i) = ey A
n=

.y __t
porém se fixarmos n e fizermos £ — co temos que o resto (ja que et < 1)

(oo} e_t
/ dt
z

(o 0}

di n!
5[¢n+1 = (1.6)

Ra(a)] =

z
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Assim a soma parcial em (1.6) aproxima bem a funcio Ei(z) para va-

lores grandes de z. Chamamos entio Sn(z) de série assintética de Ei(z)
para z — 0o e indicamos como

o0
: i ~1)%n!
Ei(z) ~ Sp(z) = ZO T com z — 0o e n fixo, (L.7)
n=
e onde o sfmbolo “~” deve ser lido como “assintstico a”, e que apesar da

série se extender até o infinito, devemos entendé-la como soma de um nimero
finito de termos.

Como exemplo numérico apresentamos na tabela 1.1 os termos suces-
81vos € as somas parciais S, (z) da série assintética de ¢® Ei(z) para z = 10.
O primeiro ponto a salientar é que os termos diminuem em valor absoluto
até n = 10 e dai em diante passam a aumentar sem limjte (conseqiiéncia de
(1.4) pois para esses valores n torna-se maior que z). Como o resto R, (z)
alterna seu sinal com n, o valor de e!°E:(10) deve estar entre duas somas
parciais Sn(z) sucessivas (poisse S = S, + R, e S = Sn+1 + Rn+1 onde
B, >0eR,t1 <0entioS > S,eS < Sn+1). Por outro lado a melhor
aproximagio para e!°E{(10) é dada pelo inteiro N que minimiza R,,, ie.,
g;[(n — 1)!/z"] = 0. Esse valor ¢ N = maior inteiro < z., Assim,

0.0915 4563 2000 < €0 B5(10) < 0.0915 8192 0000

que comparada aos valores dados na tabela 1.2 mostra uma aproximagio
‘muito boa. O fato importante é que o resultado obtido acima é o melhor
que se pode conseguir para ¢!9F$(10); se inclufrmos mais termos na soma
parcial S, (z) além do ponto étimo, a precisdo diminui e o resultado comega
a divergir como mostra a tabela 1.1. Para valores maiores de z, a diferenga
entre os limites superiores e inferiores diminuird, e poderemos a principio
calcular E¢(z) com um grande grau de precisao.

Por outro lado, temos para e® E'i(z) uma expansio em série de poténcias

convergente para todo z, dada por

e*Ei(z) = e* [-—'7 —lnz - Z (——%ﬁ} (1.8)

n=1




onde -y € a constante de Euler-
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Macheroni. Para obtermos o valor 0By 10) =

0.00915 seria necessario o cilculo de 40 termos dessa série.

Na tabela 1.3 temos as somas parciais da série de e? Et(z) para diversos

valores de 2. Para

& =150, 100 e 200 & coincidéncia com os resultados exatos

dados 0a tabela 1.2 ¢ surpreendente, Para, obtermos esses resultados através
de (1.8) o ndmero de termos seria muito grande.

n Gn Sn(10)
0  0.100000000000 0.10000000 0000
1 -0.010000000000 0.0900 00000000
2 0.002000000000 0.0920 0000 0000
3 —0.0006 00000000 0.0914 0000 0000
4 0.0002 40000000 0.0916 4000 0000
5 —0.0001 20000000 0.0915 20000000
¢  0.000072000000 0.0915 92000000
7 —0.0000 5040 0000 0.0915 4160 0000
8§ 0.000040320000 0.09158192 0000
9 —0.000036288000 0.0015 4563 2000
10 0.0000 36288000 0.0915 8192 0000
11 -0.0000 39916800 0.0915 42003200
12 0.0000 47900160 0.0915 8990 3360
13 -0.000062270208 0.091527633152
14 0.000087178291 0.09161481 1443
15 —0.0001 3076 7437 0.0914 8404 4006
16 0.000200227899 0.09169327 19056
17 —0.0003 5568 7428 0.0913 3758 4477
18  0.0006 40237371 0.09197782 1848
19 —0.0012 16451004 0.0907 6137 0844
20 0.0024 3260 2008 0.0931 0427 2852

Tabela 1.1 - Termos e somas parciais para

3 expansao assintética de exp(10) E4(10).

- exp(z) Ei(z)
2 0.3613 28616888
5 0.1704 22176285
10 0.09156333 3940
20 0.0477 1854 5496
30 0.0196 15109930
100 0.0099 0194 2287
200  0.00497524 6323
500  0.00199601 5305
1000 0.0009 9900 1994

Tabela 1.2 - Alguns valores
exatos para exp(z) Ei(z).
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Eese exemplo ilustrou um ponto muito importante, a série assintética,
apesar de ser divergente, apresenta uma “convergéncia rdpida” quando
z — 00; j& & série convergente (1.8) converge rapidamente apenas para
z — 0. Assim do ponto de vista computacional a série assintética é enorme-
mente Util, e sob certos aspectos preferivel 2 uma série lentamente conver-

gente. Vamos agora definir de modo maijs Precigo 0 que vem a ser uma série
de poténcias assintética.

Definicéo 1.1 (Poincaré - 1886)[35]

Dizemos que SN(;I:}Vz S el )" ¢ assintdtica a f(z) quando
T — %, s¢, para algum N,

lim f(‘”) i SN(“’) itk RN(-T)

St (x L mO)N —_— 0 ou zanzIO —-—-—-——(x - mD)N — 0 (1.9)
e s¢ Sn(z) for assintdtica a f em z, pare fodo N, entdo a série
Y neo@n (2 — z,)" € dita assintética a [ em 2, e escrevemos
o]
f@) ~ ) anlz— )" (1.10)
n=0

Assim uma série de poténcias € assintotica a uma fungao se o resto apés
N termos é muito menor que o dltimo termo retido quando z — z,. Devemos
enfatizar que uma série pode ser assintotica sem ser convergente. Quando
T, = 00, como no exemplo anterior, a defini¢io é f(z) ~ Y2  a,/z"
quando z — 0o, se lim,_,o, 2 Ry (2z) = 0 para todo N,

Nem todas as fungoes podem ser expandidas em séries de poténcias
assintéticas, por exemplo, f(z) = 1/z cresce quando z — 0 e assim nao
podemos ter uma expansio da forma Y .2 anz". Do mesmo modo
f(2) = * cresce quando z — o0, assim nao temos a expansio Yo an/z".

Qﬁa.ndo mostramos que uma série converge, nao precisamos conhecer
nada a respeito da fungao a qual ela converge; nesse seilticllo a convergt:mc?a
é uma propriedade intrinsica dos coeficientes da expansao, i.e., convergéncia




N oo

-6 uma propriedade abeoluta da série, A asgintoticidade,
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por sua vesg, é
uma propriedade relativa tanto dos coeficientes da expansio como da fungio

f(z) para a qual a série é assintética. Nao hd sentido em indagar sobre a
asgintoticidade de uma série de poténcias para z — z,,
a série ¢ assintética quando z — Ly

A definigéo (1.9)

mas sim a que fun¢ao

permite obter os coeficientes a,, univocamente, ou seja,

i
lim {42 =t
z—=z9 2 — I,
. ﬂz)hao—a,(z—z(,)
o :cl—lg:lo (:1: — 30)2 (1'11)

8
f

Il
..E':-:

Qy

e podemos entao dizer que uma fungio tem uma série assintética caso os
limites acima existam.

Uma série de poténcias é assintética para uma classe de fungoes
que diferem por um fator subdominante. Em outros termos, se tivermos
f(z) ~ Yol an (2—2,)" para z — z, entdo f(z)+g(z) ~ 2 an (z—2,)"
para £ — z, se g(2) — O para z — z, (mais rapidamente que qualquer
poténcia de (z — z,)), onde g(z) é o fator subdominante. Por exemplo f(z)
e f(z) + e*" com a < 0, tém a mesma série assintética para z — 0, pois
e~*" ~ Y gt z»t. Em contraste, para uma dada fun¢io hd apenas uma
série assintdtica, pois como vimos em (1.11) os coeficientes da expansio sio
finicos,

As operagoes algébricas entre as séries assintdticas podem ser realisadas
com se elas fossem convergentes, entretanto a diferenciagao e integracio

: : : 35
termo a termo exigem maiores cuidados/®?,

! Como essa série é convergente, isso mostra que a soma a qual essa série
v ~ . /g \
assintética converge, nao representa necessariamente a fungao assintdtica a

mesma.
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O fato de uma série ser assintotica para uma classe de fungoes nao
nos garantiria, por exemplo no caso da
fossem assintdticas as correspondentes fu

teorias de campo ndo seriam determinadas pelas suas séries assintéticas.
Consequentemente, a assintoticidade estabelecida na definicao de Poincaré
é por esse ponto de vista muito fraca, ela nao exige condigdes sobre a fungao
f(z) nem sobre como (1.9) tende a zero! Essa nao unicidade é conseqiiéncia
do fato de fungdes nio nulas como e—2"" terem séries assint6ticas nulas.

Uma condigdo mais forte, que garante a unicidade entre a fungao e a série
. Y . 4 .
assintotica, ¢ dada pela defini¢ao e teoremas seguintes:

QED, que as séries de Feynman
ngoes da teoria exata , ou seja, as

Definicao 1.2 (Séries Assintdticas Fortes)I36-40]

A série Y77 an 2™ € uma série assintética forte para a fungdo f(2) se
e somente se

a) f € enalitica na regido
Dep={z/|argz| <m/2+¢; 0<|z| < R} (1.12)

‘para algum e >0 e R >0

 b) para algum A e o, € para todo N =0,1,... ¢ todo z € D¢ g

< ANt N + 1)1 | z [N+ (1.13)

N
1) =08 Sk
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Também € costume diger que f(z) obedece uma condigio de assintoti-
cidade forte quando a) e b) da definigio acima sio satisfeitas.

Teorema 1.1 (de Carlemgn)(s7-39)
Seja g(2) analitica ¢ continua no interior de

S = {z/}argzl <m/24+e; 0<|z| SR}
para algum € > 0. Se eziste C ¢ B tais que

19(2)] gCBNn!]z}”

para lodo 5 € S ¢ todo n, entdo g(z) ¢ identicamente nula.

Deste modo se ) .7 a,2" é uma série assintética forte para duas
fungGes analiticas f(z) e g(z) temos que

| f(z) - 9(2)| < 2AUN+1(N+ 1)l z|N+1

em |argz| < #/2+¢€/2 e 0 < |z| < R/2, e portanto o teorema de
Carleman garante que f(z) = g(2).
Assim se f é univocamente determinada pela sua série assintética, seria
muito interessante poder determinar f através de a,. Existe um método de
soma devido a Borel que torna isso possivel, passaremos entao a descrevé-lo.

1.2 - SOMABILIDADE DE BORELI!%:36-43]

O método de soma de Borel permite recuperar uma fungao f, que
obedega & condigdo de assintoticidade forte, através dos coeficientes ay, de
sua série assintotica. Em primeiro lugar vamos descrever como obter a soma

de Borel, que nos d4 uma representagao integral para a série assintética.




Defini¢do 1.8 (Soma de Borel )15}
A sérse de poténcias formal Y on=08n 2™ € Borel somdvel se

s) Bt)=Y">, ent™/n! converge em algum circulo |t] < 6, e onde B(t) ¢
chamada de transformada de Borel de el bl %

b) B(t) tem uma continuagio analitica pare uma vizinhange do eszo real
positivo,

(oo}
c) 9(z) = 1/z g dte~/ B(t) converge (ndo necessariamente absolutamente )

pora algum 2 £ 0, onde g(z) € o soma de Borel de N B T

Exemplo

Seja a série divergente em (1.7)

W) i(:}li”_' (1.14)

vamos verificar que ela é Borel somavel.

a) a transformada de Borel

t

pd
.

I

3

Ny
=
=4
3

|

- converge em |t| < 1.

~ b) B(t) pode ser continuada analiticamente para todo o eixo real positivo.

c) a soma de Borel g(1/z) é

fo's)
e--tz

g(l/z)zz‘[dt1+t

que converge absolutamemte para todo z # co.
Assim i
e—z e—t
Eife) =Sl fa) = / T

T
z
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que é a integral em (1.2).

Na verdade o método de soma de Borel nio é nada mais que O inverso
do lema de Watson, que permite derivar expansdes assintéticas para fungoes
. . que podem ser representadas por certas integrais.

Lema 1.1 (de Watson)!s8]
Seja
b

I(z) = j dt f(t) et

comb>0 e
a) f(t) continua no intervalo 0 < ¢ < b,
b) f(t) ~t* "% 1 antP™ parat — 0t coma> —1 e g >0,

c) s b = +00 entio devemos ter f(t) < €% para t — +00 ¢ o > 0.
Nessas condigies temos que

oo b o o}
R I
n=

n=0

Voltando ao nosso exemplo temos

. T et _zoo
Ez(x):fdtT=e dt

~onde f(t) = 1/1+ ¢ satisfaz as condigdes acima com & = 0 ¢ § = 1, pois
f(#) ~ Yo poro(~1)"t". Conseqilentemente

Bi(z) ~ e~ f; L e

e—tz
1+¢

que é o resultado obtido por integragoes por partes.
| O fato curioso é que a soma de Borel da série assintdtica de Ei(z) é
. igual & prépria fungao . O teorema seguinte, enunciado por Watson em 1912,
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da condigoes para que a funcao f (

£) seja igual & soma de Borel g(z) de sua
série assintética.

Teorema 1.2 (de Watson)[16,36—43]

. Supondo que f(z) obedeca d condigdo de assintocidade forte dada ante-
- riormente '(ar}al{ttca no dominio dado por (1.12) ¢ obedecendo (1.18) ), onde
- Y on=00n2" € 0 sua série assintitica forte, entdo temos como consegiéncia:

) B(t) = T t™ /nl converge no circulo |£| < 1/0,

b) B(t) tem uma continuacio enalitica para o setor |argt| < ¢,

L3

(o o)
¢) o integral l/z!dte‘*/’B(t) ¢ absolutamente convergente para
Rez™! > R™1 ¢ nessa regido ¢ igual a f(2).

e =
\ ™
et B
VAN
Vil
/ ° /
Rl gl e
De r

Em outras palavras o teorema de Watson afirma que a soma de Bore]

de uma série que ¢ assintoticamente forte a f(z) é a prépria fungio f(z), e
nesse sentido é que dizemos que uma série é Borel somivel. Assim a coin-
_cidéncia obtida estd explicada. Entretanto, como ¢ salientado por Sokall42!,
‘a aplicagao do teorema de Watson € dificultado pelo fato de termos que ve-
rificar a analiticidade de f (z) no dominio em (1.12) e a estimativa de (1.13)
_ com ¢ > 0, 0 que é muito diffcil na prética. Além do mais, a regiao recupe-




(&

o

2 i
i 17

A5

)

% iy

rada pelo tcorema de Watson ¢ menor que o dominio exigido em (1.12).

F. Nevanlinna em 1918 remedioy as desvantagens

citadas modificando
o teorema de Watson.

Teorema 1.3 (de Watson- Nevanlinng )I17:42)

_Seja f(z) analitica em Cg = {2/Rez? > R™'} obedecendo (1.13)
unsformemente em N e em 2 ¢ Cr,

~ entao temos:
o) B(t) = Y o2 ant™/n! converge no circulo |t| < 1/a

~ b) B(t) tem uma continuagdo onalitica para a reqigo

Sq = {t/dist(t, Ry) < 1/0},

}

1/o L.
gk
%% G
Ss

pera algum o > 0, satisfazendo
|B(t)| < Kelt/R (1.15)

unsformemente em S, com o' > o,
¢) /(2) pode ser representada por

o0

f() =13 [ dte~"/* B) (116

| para qualquer z € Cr,
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d) inversamente, se B (t) ¢ uma fungdo analitica em S, (0" < o) e satis-

faz. (1.15), entdo f(2) dado por (1.16) ¢ analitica em Cp e satisfaz (1.13)
uniformemente, com a,, = B(n) (t)|t=0 em todo Cpy com R' < R,

‘ Esse teorema aumenta o conjunto de fungdes que sio Borel somaveis,
pois restringe a regido de analiticidade de /().

A condigao de assintoticidade forte (1.13) implica que |ay | < Ao™nl,
porém muitas séries tém comportamento do tipo (kn)! ou (kn + a)! com

k> 1e a >0, entretanto é possivel definir uma condigao de assintoticidade
forte modificada:

Definicdo 1.4 (Séries Assintdticas 3743) Fortes de ordem k)

* o0 F'd P, a At
A série 3 anz™ € uma série assintética forte de ordem k para a
fungdo f(z2) se e somente se

a) { € analitica na regigo

Degp={z/|argz| < kn/2+¢; 0<|z| < R} (1.17)
para algum € >0 e R >0,
b) para algum A, o e o e para todo N =0,1,... ¢ todo z € De g

N
R

Para aplicarmos o teorema de Watson-Nevamlinna, com a condigao de
assintoticidade forte, é necessdria a modificagao da transformada e soma de

< ANt k(N 4+ 1) + o)t | 2|¥H1, (1.18)

Borel, assim
&0

i Z ant” = { die "1 By (265
Bux.a) ) s T(kn +a+1) e ! . (k) (2t")
(1.19)

O método de soma de Borel extendido através de (1.19) é devido a
Le Royl4], e dizemos que nessas condigoes , uma série é Borel-Le Roy
somével de ordem (k, ).
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E posstvel obter um grau de generalig

agéo ainda malor para o teorema
de Watson-Nevanlinna permitindo

; transformadas de Borel no sentido dis-
tribucional, como foi mostrado por Caliceti, Grecchi ¢ Maioli[44]
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Capitulo 2

SOMABILIDADE DE BOREL E SERIES PERTURBATIVAS
ASPECTOS FisICcos

Apéds a exposicao dos detalhes matemadticos, acerca das séries pertur-
bativas e da transformada de Borel, no capitulo anterior, vamos agora fager
um apanhado da aplicagio dessas idéias em problemas perturbativos tanto
na mecanica quintica ordindria como na teoria quantica de campos. Ob-
viamente, devido 4 extensio do tema, nio pretendemos fazer um estudo
completo. Apenas daremos uma visao geral e qualitativa de certos aspectos

que envolvem a divergéncia e a somabilidade de Borel das séries perturbati-
vas, Uma revisio excelente pode ser encontrada em Simon!38l,

2.1 - O OSCILADOR ANARMONICO E A SOMABILIDADE DE BOREL
NA MECANICA QUANTICA

Esse sistema ¢ definido pela equagao de Schrodinger

d2 2 4
i + % +g% - En(g) "j’n(z) =4 (2'1)

com a condigao de contorno

Yn(z) =0 para |z|— oo.

Procura-se obter perturbativamente os niveis de energia, particular-

mente o estado fundamental E(g), para ¢ — 0, ao qual representa-se por

0

-+ Zangn' (2'2)

n=1

E(g) =

Lo

O interesse por esse modelo é devido & estrutura similar que este tem
com o modelo A ! da teoria de campos, além do mais € um modelo fisico
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simples em que a série perturbativa (2.2) diverge.

. Seu estudo comega a
partir de 1969 em uma série de trabalhos,

; No primeiro deles, Bender e
Wult) calcularam, para o estado fundamental, 75 termos a,, da série (2.2).

Eeses termos mostraram ser fragoes racionais, cujos denominadores eram

poténcias de 2

a1 =3/4, ap=-21/8, a3=333/16,...

e 1880 permitiu obter uma férmula empirica para o comportamento assin-
tético desses coeficientes, i.e., a, para n — oo

o ~ (1)1 Y2 3T 1 172) - Bimsoupd].

Também obtiveram a estrutura analitica de E(g), mostrando que ela
possui trés ramos, sendo que no ramo principal (C' menos o corte de
(~00,0) ) ela é analitica, e nos outros ramos apresenta singularidades.

Posteriormente Simon45) mostrou de modo rigoroso os resultados obti-
dos por Bender e Wu, principalmente os referentes & estrutura analitica de
E(g). Isso permitiu que Graffi, Grecchi e Simon!*8 mostrassem a somabili-
dade de Borel da série (2.2) (na verdade mostraram a somabilidade para o
oscilador anarménico generalizado z?™).

Podemos mostrar alguns desse resultados. Vamos verificar primeira-
mente a divergéncia da série perturbativa, utilisando um argumento similar
ao de Dyson apresentado no inicio do primeiro ca.pituloT.Seja entao a figura
2.1 onde em (a) temos o potencial V(z) = 2*/4+ gz*/4 para g > 0 ¢ em (b)
para ¢ < 0.

Verificamos através dessa figura que o comportamento do estado fun-
damental de E(g) é muito diferente para g > 0 e ¢ < 0. No segundo caso

! Eese tipo de argumento, apesar de funcionar na maioria das veges, apre-
senta excecdes, como é mostrado por exemplo em Herbst e Simon(4®l para o
potencial da forma H(g) = p* + 2% + 2g(2° — z) + ¢*2%, que tem um estado

Gindansental E(g) cuja serie ¢é convergente, contrariamente ao argumento de

Dyson.




Figura 2.1 - Gra.ﬁcos do ﬁotenaal Viz) =z?/4+ gz*/4 para

ag>0e g<0

nao ha estado fundamental; ele é metaestével, pois ha uma probabilidade
de tunelamento. Em outras palavras, para ¢ < 0 a Hamiltoniana do sis-
tema nao ¢ limitada inferiormente. Como uma série de poténcias converge
em circulos, ¢ o comportamento fisico de E(g) é tao distindo para ¢ > 0
e g < 0, somos obrigados a admitir a divergéncia da série perturbativa.
Assim ¢ = 0 € um ponto de nao analiticidade para E(g), e podemos mostrar
que esse ponto nao é uma singularidade isolada, mas sim um ponto de rami-
ficagao. Para tanto, vamos usar um argumento de escala devido a Symanzik
e que tem um papel fundamental nos trabalhos de Simonl4®l, Seja entao
H(e,g) = p*+az®+gz* com a, g reais, g > 0 e E(a,¢) o respectivo estado
fundamental desse operador. Vamos considerar um mapeamento unitdrio
U(A) tal que

Assim
U(A) H(a,g) U™ (A) = A72(p* + artz? + ¢ A%2) = A2 H (aAt, gAf)

e como operadores unitariamente equivalentes tém os mesmos autovalores,




E{a,g) = AT2E(aM, g)%).

Fazendo A = ¢g=1/® ¢ o — | vem

E(g) = E(1,9) = g BE(g-2/3, 1)

que mostra a estrutura de trés ramos jé citada. Ainda mais, como E(a,1)

¢ analitica em torno de a = 0 (pois agora E(a, 1) € o autovalor da Hamilto-
niana H = p? + z4 4 az?), é vélido escrever

E(@)=a0g®*+a197% 4 apg 4. = ) Egtitiins | g
m=0

que converge!45) para |g| — oo. Essa ¢ a série de acoplamento fortel47).

E posstvel obter o comportamento da série de poténcias (2.2) para
grandes ordens de perturbagao através de uma relagio de dispersio. Va-

mos definir -
E(g) e 1/2 e n—-1

7 Z ang ' (2'5)

n=1

Flg) =

Usando a férmula integral de Cauchy, para a fungao acima, temos que

F(g) = -2—:}—1 f dg’ %% (2.6)

onde C é o contorno mostrado no plano complexo ¢’ da figura 2.2. Podemos
usar o contorno C' ao invés de C, pois para |g' | — oo temos que F(g') -0,
como ¢ facilmente verificivel usando (2.5) e (2.4).

Temos entao que

/ 4gt 29) (2.7)

'

onde D(g') é a descontinuidade através do corte da figura 2.2,

D() = lim, o [Flg'+ic) = Flg' ~ic]]. (2.8)

e—0t




Figura 2.2 - Conyornos"utilizados na derivagio da relagao
de dispersao, no plano complexo ¢’

Como F(g') é real para ¢' > 0, temos pelo principio de reflexao de
Schwarz que F*(g') = F(g'") e entio

D(¢g') =Im F(¢' ++01). (2.9)

Expandindo
1 o gn—l

e 5 2.10
o) M (2.10)

na integral (2.7), obtemos apds inverter a ordem de soma com a de inte-
gracio (essa inversdo pode ser justificada com auxilio do Lema de Watson,

Loma 1.1 do primeiro capitulo)

0
e n—1 ! n1—n
L D .
F(g) W;g _/dg (9') 9 (2.11)
e comparando essa expansao com (2.5) vem que
0
1 D(g'
an = ; dgl g(,n) (2.12)

A férmula acima é exata e relaciona o n-ésimo coeficiente da série per-
turbativa (2.2) (com g > 0) com a parte imaginaria da energia (com g < 0),
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conforme mostra as expressjes (2.9) e (2.5)

‘ . Para n — 0o as contribuicoes
para a integral em (2.12)

vém de g préximo da origem. Como a parte
imaginaria da energia ¢ proporciona] 3 probabilidade de tunelamento, pode-
mos usar a aproximacao WKB para estimar essa probabilidade. Assim con-
siderando o tunelamento para a barreira mostrada na figura 2.1(b), com a
aproximagao E(A) 2 1/2 (onde A= —¢, A > 0), teremos que

Im E(A) ‘i‘exp{—2/d:c\/1/4z2 = Ll — 0700 (2.13)

onde os limites de integracio sio as raifzes de V(z) = 1/2. Essa integral
pode ser calculada aproximadamente e fornece, a menos de constantes

Im E(}) = const. \™1/% exp(- 1/31). (2.14)

Substituindo o resultado acima (com A = —g') na relagao de dispersao
(2.12) vem

' Gy, ~ const, (-3)"1T'(n+ 1/2) (2.15)

que € o resultado (2.3) derivado primeiramente por Bender ¢ Wu. Esse
método para a obtengio do comportamento assintético da série perturbativa
foi desenvolvido por Bender € Wul®! (aproximagio de Bender e Wu) a fim de
justificar os resultados (2.3), obtidos primeiramente de uma analise numérica
dos coeficientes a,. Com esse método obtiveram ndo apenas a primeira
- ordem de (2.3) como também ordens superiores de 1/n, obviamente usando

todas as potencialidades do método WKB.

O resultado (2.3) (ou (2.15) ) dé forte indicagoes da somabilidade de
Borel da série perturbativa (2.2) do estado fundamental do oscilador anar-
ménico. Isso decorre da presenca do fator (=1)", pois a transformada
de Borel de uma série que apresenta coeficientes que se comportam como
an = (=1)"nl! é B(t) = 1/(1+t), que obviamente nao tem singulari-
dades em Ret > 0. Porém, conforme expressa o Teorema 1.3 de Watson-
Nevanlinna, nao é possivel estabelecer a somabilidade de I.iorel de — série
apenas através de seus coeficientes. E necessari‘O construir a funqao’ f (z) e
provar que ela satisfaz a condi¢do de assintoticidade forte para a série em
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questao. Entretanto, no caso particular da mecanjeca, quantica,
aplicar métodos da analige funcional e determinar, por exemplo no caso do

oscilador anarménico, as propriedades analiticas do estado fundamental E(g)
diretamente do operador I (9).

somabilidade de Bore] na mecj

/ s
é possivel

Essa é a estratégia utilizada para mostrar a

nica quantica, e para o oscilador anarménico
isso foi feito por Graffi, Grecchj e Simonl18],

fol possivel estabelecer a somabilidade
Stark(20:21] & do efeito Zeemanl19],

Também dentro desse esquema
para o8 niveis de energia do efeito

Em 1976 Lipatov inventou um novo método para o calculo dos coefi-
cientes da série perturbativa em grandes ordens de perturbagao, baseado
no método de ponto de sela. Contrariamente 3 aproximagao de Bender e
Wu, este novo método pode ser extendido diretamente ao formalismo da
teoria qantica de campos. Porém o importante, nesses dois métodos, é
que eles deixam claro como as propriedades semicléssicas da teoria ditam
o comportamento da série perturbativa em grandes ordens de perturbagao.
Posteriormente esse método foi desenvolvido, principalmente por Parisiill)
e Zinn-Justin!!2~14, tornando possivel derivar sistematicamente o compor-
tamento de a, para n — oco. Para o pogo duplo de potencial, Breézin, Parisi

e Zinn-Justin/48] obtiveram em grandes ordens de perturbacgao

3 103 .
e 11— 2.1
tn~ =2 8" nl[1= 22 1/n+O(1/n )] (2.16)

que mostra a nao somabilidade de Borel. Isso é reflexo do minimo degenerado
(duplo) que esse potencial apresenta. Assim quando fazemos a perturbagio
em torno de um desses minimos, existe uma probabilidade de tunelamento
para o outro minimo de potencial. Esse comportamento € tipico de teorias
que apresentam instantons, i.e., solugoes finitas das equagoes classicas da

teoria na regiao Euclideana. Retomaremos essa questao ao discutirmos a

somabilidade de Borel em teorias de campos.

2.2 - SOMABILIDADE DE BOREL NA TEORIA DE CAMPOS

Contrariamente i mecinica quintica, estabelecer a somabilidade de
Borel na teoria quintica de campos, com auxilio de métodos da andlise
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uncional, nao é ; i ,
f ) sempre possivel. Conseqiienternente uma, prova direta da

. Sob uma outra perspectiva, procura-se
Watson-Nevanlinna (item d) do Teorema
1.3), e caso a soma de Bore| da série perturbativa satisfaca os seus requi-
sitos, podemos usi-la como uma candidata as fungdes de Green da teoria

em questao. Nesse caso o método de soma de Borel funciona como uma
ferramenta construtivista.

somabilidade de Borel nio & vigvel
aplicar o inverso do teorema de

De modo simplista, queremos dizer que se por exemplo, obtivermos para
as fungoes de Green G(g) de uma teoria, a série

00

> (=1)rnlgn (2.17)

n=0

que tem raio de convergéncia nulo, a transformada de Borel fornecers

o o]

Bit) = ;’(—1)’%" T

que tem um raio de convergéncia finito. Como a parte inversa do teorema
de Watson-Nevanlinna € satisfeita, podemos obter a soma de Borel G(g) da

série inicial
oo

~ e"t
G(g) ——![dtl-f'gt (2.18)

sendo que G(g) € assintoticamente forte a série (2.17) e define uma fungio
analitica para todo ¢ > 0. Assim apesar do calculo perturbativo fornecer
uma série, que nao tem sentido para qualquer g, as fung¢oes de Green podem
ser bem definidas através da soma de Borel dada por (2.18). Indo mais

além, se soubéssemos a priori que G(g) fosse Borel somével, terfamos que
G(g) = G(g).

Se estabelecer a somabilidade de Borel € extremamente dificil, mostrar
a sua inviabilidade pode ser facil, desde que saibamos de antemao as sin-
gularidades da transformada de Borel. Como vimos anteriormente, efeitos
semi-clissicos manifestam-se na série a grandes ordens de perturbagao. No
caso do pogo duplo de potencial, os seus minimos se comunicavam através
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de solugoes interpolantes, denominadas instantos. Podemos estudar o efeito

do:s instaz;:?]ns na: teoria de campos, seguindo de perto uma andlise devida
a't FOﬁ:t . Sejam campos ©(z) no espago Euclideano e por exemplo as
fungbes de Green de n pontos Euclideanas (fungdes de Schwinger) dadas por

Glg) =<0lp(a1) - p(an) [0 5=y / Dlp(2)] e=S1€1/% p(ay) -+ p(2n)

_ (2.19)
onde fizemos um reescalonamento dog campos ¢(z) de modo a escrever a

agao Euclideana com a constante de acoplamento g fatorada. Considerando
que G(g) seja a soma de Borel de alguma fungio B(t), teremos que

B(t) = 1[Dip(a)] st - Slo(e)) wlar) - plen).
Lembrando o resultado

/dx;---d:cn Bl e [ do|grad f | !
f(=)=t

onde |grad f | = \/Z, (Bf/az,-), observamos que a integral serd singular em

t=1tse | grad f | anular-se na superficie flz] = t e nesse caso dfjde; — 1
para todo s. Isso significa um ponto estaciondrio para essa superficie. Em
termos da integral funcional (2.19) teremos singularidades para a transfor-
mada de Borel em £, na superficie S(p] = ¢, se existe um pi(z) tal que

6S|p(z)]

S =0 (2.20)

p=pi

para todo z. Mas a condigao (2.20) fornece as equagoes de campo classicas
Euclideanas. As solugbes com agao finita sao denominadas instantons!4),

Obtivemos assim, de modo nao perturbativo, certa classe de singulari-
dades da transformada de Borel. Por exemplo para a teoria A (p*)4 temos
uma solugio complexa de §S/6p = 0 para

_ipy/48

SO(x) TR 32 + p2
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com S|p| = —16x2,
“de Borel em ¢ =
para solugoes tip

;l‘emos entao uma singularidade para & transformada
—167“, que nio afeta a somabilidade da teoria. Na verdade

O 1nstantons, puramente imagindrias, as singularidades sem-

pre se localisam em Ret < 0. Para as teorias de Gauge nao Abelianas, temos

solugoes tipo instantos reais com Slp] = 8n%n para n = +1, 42, 43, 1. qle
impedem a somabilidade de Bore] dz te
quéntica.

oria, como é o caso da cromodinimica

Mesmo quando existem singularidades tipo instantons, no eixo real
positivo do plano de Borel, conjectura-se a integrabilidade das
- mesmas!*334, supondo que sejam singularidades fracas,

Além do efeito dos instantons, o processo de renormalizagao pode preju-
dicar certos cancelamentos entre as amplitudes e gerar séries divergentes que
nao sao Borel soméveis. Isso pode ser vistol34 a0 considerarmos, por exem-
plo para a eletrodindmica quintica, as contribuigoes para o grifico de ordem
n de figura (2.3), onde temos n inser¢oes de bolhas de vécuo no propagador

do f6ton.

O

Figura 2.3 - Diagrama de orden n, para um roc%sso na eletrodinamica
quantica, com n inser¢oes de bolhas de vicuo.

Cada bolha dessas comporta-se, para momentos k2 grandes, como

C k? log k*




30

e cada propagador como 1/k2, Entio para k? grande teremos que

[d“k (kz)a (log }c2)n on

apos fagermos a renormalisagdo, assume um valor maijor ou igual
. 4 7
a 3. Assim esse grafico tera um comportamento proporcional a n da forma

n! (cr - 2)‘" i

e sua transformada de Borel ter4 um rajo de convergéncia R dado por
a~ 2
= -(T) com  a> 3

onde o fator C' é proporcional ao primeiro coeficiente nio trivial da
fungao §,
oL
2

Teremos entdo uma singularidade na transformada de Borel em  —
2(oc — 2)/B1. Na verdade essa singularidade parece ter um carater universal
para todas as teorias de campos. Esse tipo de grafico, mostrado na figura
(2.3), com n insergoes divergentes para grandes momentos, contribui com
n! e parece competir com todos os graficos da mesma ordem. Em certas
situagoes ele pode levar a um comportamento fatorial sem alternincia de
sinais, de modo que as singularidades na transformada de Borel caiam em

Ret > 0. Essas singularidades sio chamadas de renormalons.

Para teorias assintoticamente livres no ultravioleta, temos que §; <
0. Assim para a cromodindmica quédntica e para A(p?) com A < 0, as
singularidades est&o no semi-eixo real negativo do plano de Borel. Por outro
lado, para a eletrodinamica quantica e para A(¢*) com A > 0, que nao sao
assintoticamente livres, elas localizam-se no semi-eixo real positivo.

Em teorias de massa sero, além dos renormalons ultravioleta, podem
existir outras singularidades na transformada de Borel, associadas com as

contribuigoes de momentos pequenos, nas integrais de Feynman. Elas sio
chamadas de renormalons infravermelhos. No caso da cromodindmica temos

renormalons infravermelhos no semi-eixo real positivo além dos ji citados

renormalons ultravioleta no semi-eixo real negativo.
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Capitulo 9

MATRIZES-S EXATAS

Neste capitulo vamos mostrar como obter a matriz-S exata de modelos
em (1+ 1) dimensdes. Essas matripes 8erao nosso objeto de estudo ¢ nos
permitirao a priori conhecer qualquer termo da expansio 1 /N, contornando
assim os cilculos através dos diagramas de Feynman. Primeiramente va-
mos discutir o que torna possivel obter essas amplitudes de espalhamento
de forma exata, em seguida calcularemos as matrizes-S dos modelos com
simetria O(N) e finalmente apresentaremos os resultados para modelos com

simetria U(N).

3.1 - MATRIZES-S EM DUAS DIMENSOES

Certas teorias de campo em (1 + 1) dimensoes possuem uma matriz-
S, de muitas particulas, calculdvel exatamente[**~53] isso € possivel se a
teoria em questio tem um nimero infinito de leis de conservacio locais!
(nd0 é necessirio o conhecimento explicito das mesmas) que fornecam car-
gas conservadas que sejam componentes de tensores de Lorentz de ordem
crescente. Exemplos dessas teorias sao o8 modelos de sine-Gordon, Thirring
massivo, Sigma nao linear, Gross-Neveu, Gross-Neveu Quiral, etc.. Assim
como ponto de partida vamos assumir a existéncia dessas leis de conservagao
para as teorias em (14 1) dimensdes (Coleman e Mandulal®4 mostraram que
para teorias desse tipo em dimensoes espaciais superiores a 1 a matrig-S é
trivial).

Sejam entio QN uma certa quantidade conservada, componente de um
tensor de Lorentz de ordem N, e ]Pl,Pz,---,Pn(I));n(ouﬂ um estado ini-
cial(final) de espalhamento de n(f) particulas. Como esses estados assinté-

t Na verdade basta a existéncia de apenas duas leis de conservagio locais,
pois em (1+ 1) dimensdes isso leva a existéncia de infinitas(®®),
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~ ticos podem ser visualizados como Pacotes de onda nao interagentes, e do

fato da lei de conservagao ser local (implicando que Q  seja a integral espa-

~ cial de uma densidade de corrente local), o resultado da carga Q atuando
sobre os estados assintéticos fornece

n

Qnlp1ipa,...,p,),, = E 0w (P:) [P12D20. . o B); (3.1)
3=1
! ! l
QNP1 05,0 1)), = }: Oy (25} 1P Dby oy 00}, 0 (3.2)
=1

e onde os p; = (p?, p!) sio 2-vetores energia-momento! e gy (2s) séo poliné-
mios de ordem N em p;. Por exemplo, para o modelo de sine-Gordon

Qan+1 (pf) = P,?NH
n () = (p} + md) p27.

A razao de g (p;) ser um polindmio advém do fato de Qv ser um invariante
de Lorentz, e a dependéncia em p; do fato das quantidades conservadas em
teorias de campo serem o momento e as cargas das simetrias internas. Como
estamos em (1 + 1) dimensoes, ndo hé spin, e assim os tensores podem ser
construfdos apenas através dos 2-vetores energia-momento.

Como @ é conservado temos de (3.1) e (3.2) que

n

|
Y au(m) =) a(pi) (3.3)

=1 j=1
e como temos infinitas cargas @y conservadas, teremos um nimero infinito
de equagdes (3.3) com polindmios de ordem N crescentes, ou seja, temos
um sistema de equagdes em 2(n + /) varidveis. Essas equagoes podem ser

satisfeitas apenas se

I=n e {PI,PZ,---an}={P’hP'z,---,P:;}, (34)

t Daqui em diante nossa notagao para o 2-vetor enfargia-moment’o seréj
pi = (ei, k;), onde ¢; e k; 830 a energia e o momento linear da particula ¢
S 19 ?

respectivamente.
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isto ¢, o processo € eldstico (0 nimero total] de particulas ndo pode mudar)

e o conjunto inicial dos 2-momentos deve ser 0 mesmo que o conjunto fi-

nal. Portanto esse processo de espalhamento permite apenas variagoes dos

instantes da colisao (avango e retardo) e das trocas de nimeros quanticos,

Em teorias de campo onde o momento é cons

ervado, todas as particulas
‘quando translacionadas

conjuntamente fornecem uma simetria. Em nOS8o
caso, devido ao cariter tensorial de @N, ¢é possivel mover cada particula

por uma quantidade dependente do sey momento. Para mostrar esse fato
vamos estudar o efeito de Qp sobre pacotes de onda localisados. Seja entio
0 estado inicial para um tempo negativo grande (a colisio se dd em ¢ = 0),
onde as particulas estio bem distanciadas e portanto nao interagindo, de
modo que possamos represent4-las como pacotes de onda, localizados tanto
no espago das coordenadas como no dos momentos. Como @~ € a integral
de uma corrente local, ela atuard em cada pacote de onda separadamente.
“Vamos tomar ¥;(z) como gendo o i-ésimo pacote, a0 qual escolheremos como
fun¢do de onda no espago dos momentos, por conveniéncia, uma Gaussiana
W;(k) centrada em k = k;,
to0 g
V() = / dk ek ¥, (k) = [ dietetla e b Bl )

o0 o0

Observe que estamos considerando apenas a parte espacial de p (aqui
chamado de & de acordo com a convengao) para que o argumento torne-se
mais intuitivo. Usando o método da fase estacionaria verificamos que ¥;(z)

estd centrada em z = z;.

Vamos entao aplicar a esse pacote de onda o operador exp(sa@Q ) onde
Qn é uma das quantidades conservadas (veremos que N > 1) e a é um
parametro real,

(0 9]
Gi(a) = (o) = [ dhea (DR kY, (3

el omore’ — 4 4 mi: reéacrevemosigy (e, k) = g, (k) . Aplicando o método
da fase estacionéria (com k = k; devido & Gaussiana) para o termo oscilante
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eW(k) _ eilogy (k)+k(z—2,;)) (37)

! = !
temos ¢ ‘ k=k, — %4 I =i, T (z - z;), portanto o ponto estaciondrio é

:z::z.;—a,q'!k__:k‘ (3.8)
mas gy ¢ uma fungao nao linear em (por isso N > 1) e portanto Q']h—k-
dependerd de k;. Assim a aplicagio do operador exp(taQy) na j-ésima
particula a desloca de uma quantidade proporcional ao seu momento &;. Do
mesmo modo quando aplicarmos esse operador no estado inicial como um
todo, cada particula serd deslocada diferentemente, por uma quantidade pro-
porcional ao seu momento. Também fazendo o parametro a suficientermente

grande, podemos alterar a posicio relativa entre quaisquer duas particulas
por uma quantidade arbitraria.

Para vermos as conseqiiéncias do resultado obtido, vamos considerar a
colisao de trés particulas com momentos iniciais k; > ka > ks. Como ja
sabemos, os momentos finais devem ser necessariamente {F1,kz2,k3}. Na
figura 3.1 temos os trés tipos possiveis de colisdes para esse processo, vistas
em um diagrama espago-tempo. A figura 3.1(b) mostra a colisio simultinea
das trés particulas, enquanta que as figuras 3.1(a) e (¢) mostram a colisio
das particulas duas a duas, porém em seqiiéncia temporal diferente.

Admitindo o conhecimento da amplitude de espalhamento para os
choques de duas particulas, nos propomos a calcular a amplitude para o
choque de trés particulas. Processos de espalhamento como os das figuras
3.1(a) e (¢) podem ser tratados como a sucessao de trés colisdes indepen-
dentes de dois corpos e assim a amplitude do espalhamento de trés corpos é
o produto das amplitudes dos espalhamentos de dois corpos. Porém o pro-
cesso da figura 3.1(b) ndo pode ser encarado dessa maneira, i.e., como uma
seqiiéncia de colisdes entre duas particulas. Mas utilizando o fato da teoria
possuir infinitas leis de conservagao, ou melhor, tensores conservados de di-
versas ordens, a aplicagio do operador exp(taQ ) no espalhamento de trés

corpos, muda a posigao relativa entre as particulas, assim podemos transfor-

mar qualquer diagrama da figura 3.1 em qualquer um dos outros (por exem-

plo deslocando a linha 3 relativamente as linhas 1 e 2). Conseqilentemente os
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trés processos da figura 3.1 t&m, amplitudes de
deixa a matriz-S invariante poig
trés corpos pode ser fatorada co
 Eesa ¢ a propriedade de fatoris

| processo da figura 3.1 como

transicao iguais (exp(saQ )
[H,Qn] = 0). E ainda mais, a matriz-S de
mo o produto de matriges-S de dois corpos.

3630 da matris-S, e pode ser escrita para o

abeSartrer (128) = ¢ 1 Syier (23) 4oy (13) ap Sac (12)
= deSa‘b’ (12) a.dec‘ (13) chef(23)s

onde levamos em conta os numeros quénticos internos indicados na
figura 3.1.

(3.9)

LI
—a

b
2

(6) (¢)

—a

Figura 3.1 - Diagramas espago-tempo das colisoes possiveis
; parg trés particulas com ky < kg < ks.

Os mesmos argumentos podem ser repetidos para matrizes-S de n-corpos o
que garante a sua fatorizagao no produto de matrizes-S de dois corpos.

Em resumo temos como consequéncia da existéncia de infinitas leis de
conservagao, em teorias de campo em (1 + 1) dimensdes, as seguintes pro-
priedades:

2) A matriz-S do processo de espalhamento ¢ cléstica.
b) O conjunto de momentos iniciais das particulas é o mesmo que o dos

finais num processo de espalhamento.
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c¢) A matrie-S do
particulas,
d) Eesas matrises-

sistema se fatoriga no produto de matrizes-S de duas

S de duas particulas obedecem uma identidade ciibica.

3.2 - MATRIZES-S DE MODELOS COM SIMETRIA O(N)

Vamos obter agora de forma exata a matriz-S de modelos com sime-
tria O(N), como por exemplo o modelo Sigma nao linear. Isso sers possivel
gragas aos resultados anteriores para modelos em (1 + 1) dimenses com
infinitas leis de conservagio. Necessitamos apenas calcular a matriz-S para
o espalhamento de dois corpos, pois as de n particulas sao obtidas por fa-
torizagao.

O modelo Sigma nio linear tem o seguinte Lagrangeano

| N
Lone = 3 ;(a# é:)’, (3.10)
com a restrigao
d N
E‘ﬁuﬁi = g (3.11)

onde ¢ = (#1,#2,...,9~) é um vetor no espaco O(N) (N > 3), e claramente
essa Lagrangeana tem uma invaridncia por O(N). Na verdade essa simetria
também é apresentada pelos modelos de sine-Gordon (N = 2), Thirring
- massivo e Gross-Neveu.

O processo que queremos estudar é o espalhamento de duas particulas

de massa M
P.(p1) + By (pz) — Pe(p}) + Falp3),

e estamos interessados na amplitude

out{Ps(P1) Pa(ph)|Pa(p1) Po(p2))in (3.12)

onde p;, p! sao 2-momentos e a, b, ¢ e d (que variam de 1 a N) sdo indices
1 1
de isospin do multipleto vetorial das particulas P de massa M.
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. A eetr.a.té’gi.a agora € a seguinte: utilizando a identidade cibica (3.9)
mais 08 principios bem estabelecidos acerca dag matrizes-SI°¢ tais como
invaridncia de Lorents, analiticidade, unitariedade e simetria, c’le crossing
serd possivel chegar a um sistema de equagoes que nos forn |
exata para o espalhamento de dojs corpos dado por (3.12
entao separadamente cada um desges principios.

ecera a matriz-S
). Vamos considerar

a) Invaridncia de Lorents

A matris-S deve ser um escalar por transformagdes de Lorents, con-

seqientemente deve depender dos 2-momentos combinados de modo a forne-
cer escalares. As varidveis de Mandelstan(57)

s = (p1 + p2)?
t=(p1-p})?
uE(m—pé)
com 8+t+u=4M?

: (3.13)

sao escalares apropriados. Porém como estamos em (1+ 1) dimenaces temos
apenas uma variavel independente, pois das 8 componentes existentes dos
quatro 2-vetores temos que subtrair: 1 parimetro devido a rotagao nesse
espago (em (1 + 1) dimensoes essa rotagao se refere apenas a um boost,
pois nio temos estrututra de spin nessa dimensio), 2 devido a translagoes
espacial ¢ temporal e 4 parimetros devido as condigoes de “mass shell”,
Assim sobra um Gnico parimetro independente, o qual escolheremos como
sendo a varidvel s definida em (3.13); porém, como o conjunto de momentos
iniciais deve ser igual ao dos momentos finais, temos que: ¢ = 0 com u

variando, ou 4 = 0 com ¢ variando. Assim
t=0 com uw=4M?-3s

ou

Vamos nos fixar no sistema do centro de momento C M onde podemos apenas

ter espalhamento avangado ou retardado em (1 + 1) dimensdes, e onde o




dominio fisico das varigvejg 8, tewuéd

= (E2,) > 4aM?
t<0 com uw=0 (3.14)
©t<0 com t=0.

Levando em conta também & conserva
(3.12) como

Ga0 momento-energia escrevemos

out{Pe(p1) Pa(p})| Pa(ps) Pa(p2)}in = 6%(p} — p1)62(p), - P2) abSed(s)
* termo com (a < b, py < py) (3.15)

onde +(—) refere-se a bésons (férmions).

b) Andliticidade

Nos diz que 35:4(5) é uma fungéo analitica no plano complexo s po-
dendo ter polos de estados ligados no eixo rea) entre 0 e 4M 2 e cortes para
(4M?,+00) e (0,—00) conforme mostra a figura 3.2(a).

Como ,5S,4(s) é real para s entre 0 e 4M? e 0 dominio de analiticidade
¢ simétrico em relagdo ao eixo imagindrio podemos aplicar o principio de
reflexao de Schware

abS5q(8) = abSea(s’). (3.16)

Se fizermos a mudanga para as varidveis de rapidez 4 definidas em termos

de p; = (e;, ki) como

k; = M senhd; 5.17)
e; = M coshb;
temos que
s = 4M?cosh?(8/2) com 8=208,-10,. (3.18)

Assim a figura 3.2(a) transforma-se em (8) e 4bSca(8) torna-se uma
fun¢do meromérfica (analitica numa regido exceto pela presenca de um certo
nimero de polos). Em termos da varidvel 8 a expressdo (3.16) torna-se

abSc'd(ﬂ) = abScd("o) para 4 real, (3.19)

A g




7 que pode ser visto facilmente na figura 3.2 .

t] 18
SR AN

(a) (%)

Figura 8.2 - Regides de analiticidade da matriy-S
nos planos complexos s e 4.

¢) Crossing

O processo de crossing @ <+ ¢ e s « u impde uma simetria para a
matriz-S, a saber

S(s,t,u) = S(u,t,s).
Assim em termos da varivel 8, a substituicio s « u equivale a
e im—4 (3.20)

. pois
8 = 2M?*(1 + coshd)

v = 2M?*(1 — coshf).

d) Unitariedade

Devemos ter a condigio SST = 1 para a matriz-S. Escrita em termos

dos fndices matriciais

;chd(a)d&d(a) 7 Sf: ob5es(B)eaSes (6) = bocbia (8.21)
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Levando em conta agora a simetria O

particulas na sua representagao fundamep
combinagoes invariantes de O(N)

N) da teoria, escolhendo as

tal, e decompondo a65c4(f) em
» temos de modo geral

abSca(0) = 6a16,4 S1(8) + b4cbpq S2(8) + Saady. S3(0) (3.22)

onde S e Ss 820 as amplitudes de trang;
enquanto S; € a amplitude de aniquilagao,

R A G ISR T s S M SRR

a0 e reflexdo respectivamente,

Agora aplicando a condigao de crossing (3.22), i.e., fazendo @ « ¢ e |
§ > ix — 8, temos &

S2(8) = Sa(ir - 9) (3.23) ,
Sl (9) = Sg(ﬁr = 0) g (324) |

Substituindo (3.22) na relagao de unitariedade (3.21) obtemos, fazendo
uso de (3.19), as expressoes

S5 () Sz(~8) + S3(9) Ss(-8) = 1, (3.25)

) + S3(0) S3(-8) =1
S2(#) Ss(~6) + Ss(6) Sa(~0) = o, (3.26)
N $1(8) S1(~8) + S1(8) Sa(~8) + S (6) 1 (~9)
+81(6) Ss(-8) + Ss(8) S1(~8) = 0. (3.27)

Reescrevendo a relagao cibica (3.9) em termos das rapidezes § = 6, — 4,
ed' =8, — 85 temos

efsb'c' (9) cha’f(o o 0’) a,bSdc(o) = deSatf (9) adec' (0 o 0’) bCSCf(o) - (328)

Utilizando novamente (3.22) na relagao ctbica (3.28), obtemos dois con-
juntos de equagdes, uma para N = 2 e outra para N > 3. Vamos daqui em
diante nos concentrar no segundo caso, que fornece as seguintes relagoes

clibicas
S3 Sy 3 = 825383 + 535352, (3.29q)
S5 Sy Sz = 528181 + 8352 51, (3.290)
533153=N51.5'351+515332+515353+515251+ |
+85 S3 51 + S151 51+ 5353 51, (3.29¢)
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: Pressoes acima. os ar umentos dos trés S;
sa0 0, 0+0 ed respectivamente, , ;i T

. Assim o conjunto de equagdes (3.23) a (3.27) e (3.29) fornecem um
sistema que torna possive] obter a matrig.

R S exatamente. Primeiramente
dividindo ambos 08 membros de (3.29a)

por S; S5 S3 temos

S2{8+0") S1(8) | Sq(e")

Ss(6+ 01 — S3i6i i Sscgf; )

ou seja, S3/S3 é linear em seu argumento. Assim

S (4
ﬁ—ﬁ% = af (8.80)
onde a é uma constante,

Usando Ss dado por (3.30) em (3.29%) e dividindo ambos os membros
por Sy Sy S; obtemos

Sy(0")  S:(0+0)

aie S8 Si(6+¢)
que tem como solugao 530)
2 e —
A0 (ab+5) (3.31)

onde 3 é outra constante.

Substituindo (3.30) e (3.31) em (3.29¢), reescreveremos essa ltima ex-
pressio em termos de Sy (f) Si(8 + 8') S1(6’) e obteremos a relagao

8= f z— 2. (3.32)

Do principio de reflexao (3.19) temos que

52(9)=Sz(_ﬂ ou a*f=-af e
S;(0) — Ss(-0)

assim o« é um imagindrio puro e o reescrevemos como

a—9\ onde A ¢é real. (3.33)
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Fazendo & raséo entre (3.23) e (

que através de (3.31) e (3.30), expressas através de (3.33), fornece

8 [N-2 |

i o - (3.34)

Assim temos {
S3(9) _ =2m ; ’

S1(9) ~2m4 !

50 - (W= =9 (3.356) |

e basta obter por exemplo S; para determinar a matriz-S do espalhamento
de dois corpos exatamente. Para isso vamos langar mio das equagdes de
unitariedade, (3.25) a (3.27), que ndo usamos até agora. E facil verificar que
(3.26) e (3.27) sdo satisfeitas por (3.35a) e (b). A equagéo (3.25) fornece !

02

S2(8) Sa(—6) = TV

(8.36)

onde introdugimos a notagao

2x

A= NTy

(3.37)

Nosso problema se reduz entao a achar S3(¢) que obedega a relagao de
unitariedade (3.36) e a relagao de crossing (3.23), i.e., S2(8) = Sy(im — 6).
Podemos tentar uma solucao observando que

d
520)=77a

satisfaz (3.36). Porém é facil verificar que ndo satisfaz a relagao de crossing
(323) Modificamos entio S} de modo a satisfazer (3.23), assim

sm— 0

S50y =5:00) g+




I-Z’Orém (3.36) nao ¢ satisfeita, Novamente modificamos $§ de modo
a satisfazer (3.36), mas outra vez obtemos um S

¢ : 2z que nao satisfaz (3.23).
Podemos aplicar esse procedimento indefinidamente obtendo um produto

que no limite deve satisfager unitariedade e crossing. Observando a férmula
de Euler para a fun¢io Gama

Tl = fim n!n*
) n— 0o z(z+1)‘..(z+n)a

podemos escrever Sy (8) como

S2(8) = R(8) R(sr - 6) (3.38)
onde ( '0) :
I'(A-3)T(r- ¥

R(8) = r(—;’%)r(m(a - %-%)) (3.39)

¢ ¢ facilmente verificvel que (3.38) satisfas (3.23) e (3.36).
Portanto obtido S;(#), dado por (3.28), obtemos S3 e S através de
(3.35), e a matriz-S exata dada por (3.22) estd determinada.

Temos agora uma observagao importante a fazer. Multiplicando S (9),
S2(8) e S3(8) por uma fungéo comum f(¢) dada por

K .
senhf + tsenas
I = L1 genhf — 1sena;

—

(3.40)

onde a; e K sio constantes arbitrérias, é facil verificar que f(0)S;(6) sa-
tisfaz (3.36) e (3.23), e como as outras condigbes envolvem razdes entre os
S;, obtemos uma familia de solugées ao multiplicarmos S; por f 8) (f(8)
880 chamadas de ambigiidades de Castillejo, Dalitz e Dyson, ou abreviada-
mente CDD). Conseqiientemente tomos uma ambigiiidade na derivagao da

matriz-S. e isso ¢ natural pois nunca entramos em detalhes acerca da di-
b)

némica ou usamos a Lagrangeana do modelo em nossa discussao. Afirmamos

apenas que os cilculos efetuados para N > 3, sem qualquer fator f(8), cor-
respondem ao modelo Sigma néo linear (isso pode ser confrontado com a

-

RS 5 S A S 2 R
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expansao 1/N desse modelol®2)), 34
delo de sine-Gordon ou a do mod
entre esses dois modelos mosty

para N = 2 3 matriz-S obtida ¢ a do mo-

elo Thirring massivo, devido a equivaléncia
ada por Coleman|(58),

Fasendo A « —A ep (3.39) obtemos outra solucao, pois (3.36) ¢

quadrdtica em A. Essa matriz.Q corresponde ao modelo de Gross-Neveu
que tem a seguinte Lagrangeana,

N 3 N J
Low=1) " P+ %-Z('vf,-w;)” (3.41)
1=1

s=1

onde ¥ = (¥1,9,... ,¥x) é um vetor em O(N) e onde ¥; sio férmions de
Majorana. Essa Lagrangeana possui uma invaridncia explicita por O(N).
A diferenga fundamental entre o modelo de Gross-neveu e o Sigma nao

linear estd no fato de que o primeiro apresenta um rico espectro de estados
ligados. Isso pode ser visto notando que a mudanga A « —A produg

senhf + ssenA
senhf — 1senA

S§(0) = 55700 (.42
que introduz polos na matriz-S em 8 = tA, ou 8 = 4M? cos?(A/2) através
de (3.18). Como é sabido, polos da matriz-S em 0 < s < 4M? correspondem
a estados ligados.

3.3 - MATRIZES-S DE MODELOS COM SIMETRIA U(N)

Até agora nos detivemos no estudo das amplitudes de espalhamento
para multipletos vetoriais de teorias com simetria O(N). Essa informagao
entrou explicitamente na decomposigéo de o3S:4(f) dada por (3.22). Pode-

mos agora fazer os calculos de modo inteiramente analogo levando em conta
N) para cascs multipletos. Assim vamos considerar

N) que se transforma de acordo

uma simetria do tipo U(

um multipleto de particulas Po(a =1,..; , AR
com a repl:eaenta.gio fundamental de U(N) e um multipleto de antiparticulas

A, que se transforma com a representagao conjugaia dei (), Bardlodes

palhamentos particula P e sua antiparticula A




Fa(p1) + Ay(p,) — Pe(p1) + Aa(ph)

e particula-particula

Py(p1) + Py(p;) — Pe(p1) + Py(ph),
temos as respectivas amplitudes de espalhamento
out({Fe(p1) Ad(ph)| Pa(p1) Ap(py)),, = 5%(pl = p1)6%(ph — p2) s Fua(0)
= 6%(p1 = 12)6%(py — p1) bBc(8)  (3.430)

wt(Pc(Pfl) Pd(P'z)]Pa(Pl) Pb(P2))‘in — 62(1”1 = P1)62(P’2 — PZ) abScd(o)
~ 8% (p} - p1)8%(p}, - ps) abSac(d)  (3.43h)

com
b Fed(0) = 6,600 Th (0) + 8ap6ea T2(0) (3.44q)
ab B (9) = baclpg By (0) + bop6.q Ko (9) (3.44b)
abSed (0) = bacbpa Uy (0) + 6aabpe Uz (0) (3.446)

onde T} e T, sdo as amplitudes invariantes de transmissao e Ry e Ry sio as

amplitudes invariantes de reflexao.

De modo inteiramente andlogo ao que fizemos para a simetria O(N)
podemos aplicar os principios gerais da matriz-S e obter relagdes para as
amplitudes invariantes T, R e S, que quando adicionadas a relagio de
fatorizagio (3.9) fornecem um sistema de equagoes que levam a solugdes
classificiveis em seis classes distintas, como pode ser visto em Berg et al(®S],

A classe III corresponde aos modelos com simetria O(2N), que j4 mostramos
anteriormente. A classe II leva a matriz-S do modelo de Gross-Neveu Quiral.

Esse modelo é dado pela Lagrangeana

2 N

an-—tzwtﬁ‘!/’ + = Z(wﬂbtz'l"'g_z'z Etfy ¢ (3.45)

1=1

=1

e e e e e D
%

Te iy

S e
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onde ¥ = (¥1,9a,... »¥x) transforma-ge por SU
sendo férmions de Dirac. Esge modelo tem a pro
antiparticulas que sao estados ligados de partfcyl
mostraram ser possivel tratar o eg
como tendo simetria U (N)

(N)®U(1)® U(1) com ¥;
priedade interessante de ter
as, assim Kurak e Swiecal59)
palhamento das particulas desse modelo
. Obtiveram entao para as amplitudes invariantes

Ry (0) = Ry(8) =0, (3.464)

(3.46b)

Ty (8) — m_l%j Ty (ﬂ) - (3.466)

_T(1-3)r(3-4) 464
0= ra= T o
Us(6) = -2 Us(0). (3.46¢)

—
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Capitulo 4

EFEITOS Nio PERTURBATIVOS NA MATRIZ-3
SOMABILIDADE DR BOREL

dominio de analiticidade da, fungio exata, sendo que conhecemos apenas os

primeiros termos e o comportamento assintético de sua série perturbativa.
Mesmo mostrar a somabilidade local, i.e., ter B(t) analitica em t = 0 jA €,

por si 86, muito diffeil. Por outro lado sabemog que certas singularidades na
transformada de Borel, que impedem a somabilidade da série perturbativa,
tem uma origem bem conhecida. Podemos citar as singularidades devido
208 processos de renormalizacio (chamadas de renormalons ultravioleta oy

infravermelho) e aos efeitos nao perturbativos como instantons e a geragio
dindmica de massa.

Como mostramos no capitulo 3, alguns modelos bidimensionais pos-
suem uma matris-S exata. Isso torna possivel o estudo das influéncias dos
processos acima citados, i.e., renormalizagao e efeitos nao perturbativos, nas
propriedades de convergéncia das séries perturbativas. O que faremos a
seguir serd o estudo da influéncia da geragao dindmica de massa no modelo
Sigma ndo linear, aproveitando-nos do fato de conhecermos exatamente a
amplitude de espalhamento de dois corpos para o mesmo.

4.1 - GERACAO DINAMICA DE MASSA

O modelo Sigma néo linear descrito pela Lag-ra.ngeana. -(3. 10) com a
restrigio (3.11) apresenta um efeito nao pertu.rbatxvo conhecido como gf-
ragao dinimica de massa. Esse efeito pode ser visto, entrfatanto, na eicpans::o
1/N (N é o nimero de componentes do campo) da teoria em questéo , ¢

—
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dado, em primeirg ordem de | /N, porléo]

Af'2 = uze_ztlﬂ (4.1)

onde a massa M deve ser ym invariante do grupo de renormalizagio, isto é
a d
(135 +235) =0

Vamos estudar as influéncias desse efejto na ¢o

nvergéncia da série per-
_turbativa da matrig-

S do modelo em questio. Aproveitando-se do fato de
conhecermos exatamente essa amplitude de espalhamento de dois corpos,
podemos expandi-la em poténcias de 1 /N. Assim teremos qualquer termo
da série de poténcias em 1/N conhecido exatamente sem o uso da técnica
convencional doe diagrams de Feynman.

Como vimos a matriz-8 do modelo Sigma nio linear é dada por (3.15)
e (3.22) onde S, e S3 sdo dados em funcdo de S; através de

S3(0) -INL’_’"W S, (6) (42)

S (0) T (.N T 22)7;:1 T 0) 52(0) (4'3)

e S; é dada por (3.38) e (3.39), ou seja

(3 - #)r(} - #)TH+ & + 35T (1 + 42)
T TE+E - TG+ T+ F +5)

S2(0) = (4.4)
e lembrando que a varidvel s de Mandelstan est4 relacionada com a rapides

4 por
= 4M3cosh?(9/2) (4.5)

eque
A T (4.6)

=
o
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¢ assim S3(0) dada por (4.4) fica

A2\ -1/2 [ dt
S2(8) = (1 + —0—2—) CXP{'—t[ = [1- e"m/z"] tgh (t/4) sen (9¢/2m) \ .

(4.8)
_ (4.7) mesmo para o termo
I‘(—i%) em (4.4), onde o argumento é um imaginério puro. Isso implica que
a integral (4.8) nao é absolutamente convergente, assim fica implicito o uso
de um corte exp(—e¢t) no integrando de (4.8).

Devemos observar que usamos a representacao

4.2 - ANALISE DAS PRIMEIRAS ORDENS DE 1/N DA MATRIZ-S

Vamos obter uma expansio para amplitude Sz(¢) em poténcias de 1/N,
i.e., vamos expandir (4.8) para A — 0,

Sz(8) = (1 - % %.; +0(AY) +- ) exp{-;—ﬁ‘[dttgh (t/4) sen (2/2x)
+ £891r—: dt t tgh (t/4) sen (8t/21) + O(A®) + } (4.9)

Assim S;(¢) em primeira ordem de 1/N fornece

0

Sy(0) =1-i j dt tgh (¢/4) sen (9¢/27)

onde as integrais desse tipo estao no apéndice (no caso férmula (A.8) ), temos

portanto 211
Sy(8) =1~ senhd L 4P1e)
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e através de (4.2) ¢ (4.3) vem

2ms
Safl)= -2 1/N (4.11)
$1(0) = - ‘.:”_' 51/N (4.12)

que ¢ 0 mesmo resultado obtido via teoria de perturbagao em 1/NI52],
Vamos agora, em primeirs, orden de 1
por (4.1) é o mesmo que M2 0), ou de modo equivalente o limite § — oo,

como pode ser visto por (4.5), j& que a varigvel 8, que corresponde a energia,
estd fixa. Invertendo a expressio (4.5) teremos 8 em fungao de M?, ou seja

/N, estudar o limite g — 0 (que

6=lIn[s/2M* - 1+ \/[s]2M? - 1)7 = 1] (4.13)

Introdusindo (4.13) em (4.10) e expandindo a expressao para M? — 0
temos

[ = (2n - 1)1 e
e L; (7%;”)_(41\42/3) +-.r} N +O(1/NY)  (4.14)
e fasendo o mesmo para (4.12) ( (4.11) é analogo) obtemos
0 1\
Sa(8) = —2mi | 3 (M) (711)—0‘} UN+O(1N?)  (415)
£=0 '
onde . ; 4,5
Ce= ;(— 1)"(]n ~ToM?3 ) D (4.16)
com i -
Dipn = 7 [ln(l —z+41- 2z)] 4 (4.17)
que comporta-se para n — 00 COmMO
Dy ~ni(ln2)*(-1)". (4.18)

Sabemos que cada termo da expansao 1/N é a soma de um nimero
infinito de diagramas de Feynman, de diversas ordens, da expansio em

SERVICO DE
BIBLIOTECA E
INFORMAGAO




sim S2(f), em primeira ordem de ] /N
poténcias em (2M?/s), oy equivalente
(4.14)- Esse resultado ¢ claramente nio perturbativo em ¢, e ocorre Jjusta.
mente E)elo fato da expanaio 1/N agrupar um nimero 'mﬁni,to de termos da
expaI?Sﬂ-.O em g. A expressio (4.15) para Ss(0) em primeira ordem de 1/N
¢ mais interessante, pois para g — 0 ¢ uma série dupla de poténcias em
,(2M2/3) € 1/10(3/2]"{2), ou em eXp(—l/g) ¢ g respectivamente. Podemos
encara-la como uma série de poténcias em exp(—1/g) onde cada coeficiente
Ct dessa série ¢ uma série de poténcias em g. Assim (4.15) é um rearranjo
da série de poténcias em ¢, onde o efeito da geragao dinamica de massa foi
colocado em evidéncia.

mente em exp(-1/g), como mostra

A seguinte questdo surge naturalmente: E a geracao dindmica de massa
o dnico efeito ndo perturbativo a ser levado em consideracio ? Podemos ten-
tar responder a essa questdo analisando o status dos coeficientes Cy. Como
ele € uma série podemos verificar a sua somabilidade de Borel. Na verdade
¢ facilmente verificdvel, a partir de (4.16) e (4.18) que C; é uma série com

raio de convergéncia infinito quando g — 0.

Podemos agora aplicar o mesmo raciocinio em segunda ordem de 1/N,
observando que a geragao dindmica de massa nao esté relacionada com a
constante de acoplamento perturbativa através da expressao (4.1), pois esta
dé apenas a contribui¢o de primeira ordem em 1/N. Por outro lado, quando
expressamos § em funcio da massa gerada M, observamos o aparecimento

sistematico de séries duplas do tipo

1 n
2:(2M2/8)£ (ln s/ 2M? ) Deyn s

N

fato esus independente de qualquer célculo perturbativo, pois é conseqiiéncia
do conhecimento exato da matriz-S do modelo. Isso nos leva, de modo na-

el cnnolhior 1/1n/2 M?) como uma constante de acoplamento, dada
’ sendo que agora a constante de acoplamento
bl

¢ ao (4.1
também pela expressao ) rturbativa. Visto de outro modo, a

que nela aparece ¢ a efetiva ¢ nao a pe

T —
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expressao que d3i a geragao dindmica do

massa r . ~
linear, que em primeira ordem de 1/N for Para o modelo Sigma nio

nece (4.1),

7= f(g).

De agora em diante s€mpre que nos referirmos 5
la no contexto acima, i.e,

efetiva.

De (4.9) vem que

M? = #28_—2“/5

onde

(4.1) devemos encara-
» § que nela aparece ¢ a constante de acoplamento

2y Vi
S;(0) = L senh0 1/N+ di ttgh (t/4) sen (¢ /2r)
o mesmo q que (4. 14) — - .
= Il
7wy 273
~o3F T UNVEROMNY 1A

onde a integral I} nao pode ser calculada exatamente. Porém no apéndice
damos uma expansio assintdtica para a mesma através de (4.22). Assim

I~ Z P(zﬂ)zm+ 2?-2m _ 92)B, | R, (4.20)

onde P ¢ a prescrigao do valor principal, que é dado por (A.14). Como
estamos interessados no comportamento de I para § — co podemos tomar

P(Z_;-.)2m+1 = (0 i’ric)zmﬂ para 8 #0 (4.21)

pois as derivadas da fungio Delta de Dirac anulam-se nessa regiao. De fato
apenas na presenca de

devemos nos preocupar em usar P, explicitamente,

integrais que tém a origem entre o8 limites de integragao.

: ada M.
Queremos agora colocar P(2r/f)*™7! em termos da massa gerada

Observando que

=i te (4.22)

e
cosh(ﬂ—}- zf) =~ coshd +ie= IM?
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temos

f+ie=In[s/2M? ~ 14 ;. VieEMT 1T =11 ie | (4.23)

e assim continuaremos a usar as €Xpressoes anteriores (4.13 a0 inves de 4.23), i
lembrando que agora 8/2M? —, 4 J2M? 4 ge. !
Introdugzindo (4.13) em (4.19)

o e efetuando o limite M2 — 0 teremos
trés termos em 1/N

» sendo que apenas o que contém (4.20) leva a uma i &
expansao com estrutura diferente de (4.14) e (4.15) (1/senhf e 1 /8 tém }i
essas estruturas reepectivamente). I |

Usando a expansao assintética da integral dada em (4.20

) e substituindo |
nesta (4.13), obtemos apés fazer o limite M2 — g

Hi, = a2t+l(ln 2)“ Z} (2m)!

—
—

% il l

e B (424 |

B i

onde . ; j i
i 4.25 |

Ct ‘;Ct’a (1n s/2M3 ) (4.25)

i_

com 1
t (Zﬂ)m-f-l(__l)a—?m-—l(,im—l e 4)(0 i 1)! - ] :«

C P ol o m |
b9 Z Dea-2m-1 (2m)!(a — 2m — 1)! |
m=1 (426) |

i’

e onde Dy q_zm—1 € dado por (4.17). ’
Vamos verificar se C; converge. Para ¢ — oo ‘

L ( 1 )a (4.27) |

S L 2 :

Ct’“(ln]eﬂMzi) In(s/2M l;

; e i
onde ¢ (27) il (me 4) B.. (4.28) |

i
] converge, a série Cy converge ab- %

2
€ como a série ) .—0 Et,a 1/[In(s/2M )
solutamente.




Verificamos assim para S, (g g
. ? )’ até segunda, ordem d ~
dindmica de massa € o finico efeity -z mde 1/N, que a geragao

4.8 - EXTENSAO A ORDENS SUPERIORES DE 1/N
Expandindo o termo [1 - exp(—tA/er)

presente na expressao (4.8),
para A — 0 (que estd ligado com 1/ ) i

N através de (4.8) ) obtemos que

(o]

M=) el [a S

X tgh(t/4) sen (Bt/zw)} (4.29)

e separando essa série em termos de poténcias pares e impares de £, obtemos
integrais I, do tipo (A.1) do apéndice. Como estamos interessados em g— 0,
precisamos conhecer apenas o comportamento assintético dessas integrais
para 8 — oco. Assim pelos calculos mostrados no apéndice temos para § — oo

(ver (4.10) e (A.22) )

L — (__ I)n gntlpntl—0 (4'30‘1)

(z_ﬂ)Zm-i—l (—-1)"*1 (2m)! (4 - 4*~™)

9 s Br-n  (4.300)

Ipnyy ~
im2in+l

paran =0,1,2,3,... . Substituindo (4.30) em (4.29) obtemos

*® (_1)* 2n2’°°__)n St
st =15 C (3)" (£ o)

n=0

\

o

sen A

(%) I” A\ 2nt2
sty (gf;%yf(%') } e )

n=0
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e ao rel&Cionmos 0’ prmnte na

massa gerada M, teremos

“Xponencial da expressao (4.31), com a

e’ (2M2 /)

(4.32a)

£=0 a=h |

. (n+k—1)!( 1 \ntk ( Il
n! (k - 1! 2 ) Dl,n] 4.325) ;=]
( ) Inh] M?) }j

relembrando que (2M?/s) e 1/1n(s/2M?) estio ligados a e~/ e g res-
pectivamente. Assim, de modo esquematico I

o) i
S9(0) = exp Z Alay , (4.38a)
n=0
onde a, = Z:(e‘l/ﬂ)cbg com b= Z gl ST (4.330)

Os coeficientes by, que apresentam os termos dados por (4.32b), sio séries
absolutamente convergentes. Por sua vez a exponenciagao nao trag nenhum
problema adicional, assim S3(f) ndo possui nenhum outro efeito ndo per- i
turbativo, exceto a geragio dindmica de massa, em qualquer ordem de 1/N. i
Através de (4.2) ¢ (4.3) conclui-se que a matris-S do modelo Sigma néo linear
também apresenta apenas esse efeito ndo perturbativo em g. |

Raciocinando de modo inverso, se tivessemos obtido para a matris-S,
todos os termos da série perturbativa em ¢

de modo mais especifico S3, |
(em nosso caso o conhecimento exato da matriz-S permite contornar esses

célculos) poderiamos através de um rearranjo dos termos da mesma (sabe-
mos que o rearranjo ideal € o ditado pela expansio em poténcias de 1/N)

expressé-la da forma (4.33). Dessa maneira um efeito puramente nao per-
expansao em l/N ‘da a dependéncia

tante de acoplamento efetiva g),
dindmica de massa. Em

 turbativo apareceria explicitamente (2

analftica desse efeito em termos da cons h
efeito esse que seria reconhecido como uma geragao
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outras palavras, através de ‘i rearranjo dos termos dessa série seria possivel
definir uma matris-S nio perturbativa,

Em nossos calculos obtivemos uma

(4.33b) ) convergente. Em caqo contréri
a sua somabilidade de Borel, o que

nao perturbativa para a matrig.

série de poténcias em g (b¢ dada por
0, restaria a possibilidade de verificar
ainda poderia levar a uma definigao
S. A nao somabilidade de Borel indicaria

- -y
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efeitos nao perturbativos em g,
fatorados e que

como a geragao dindmica de massa, ficassem

uma serie de poténcias em g emergisse e pudesse ser bem
definida por um processo de soma.

Conseguimos realizar esse programa gragas ao conhecimento da ma-
tris-8 exata do modelo. Fizemos a sua expansio em poténcias de 1/N e

conseguimos fatorar a dependancia explicita na geragao dindmica de massa,
dada através da expansio perturbativa em 1 /N. Essa fatorizagio resultou,
para cada ordem de 1/, em uma série de poténcias na massa fisica gerada,
sendo cada coeficiente uma série de poténcias na constante de acoplamento
g efetiva. Mostramos a convergéncia das séries em g, apesar de esperarmos

que foesem divergentes mas Borel somaveis.

Isso nos levou a concluir que a geragao dindmica de massa é o {inico efeito
nao perturbativo existente na expansao perturbativa do modelo. Mesmo nao
podendo exprimir a matris-S como uma série de poténcias em g, ji que a
geragio dindmica de massa é responsavel pela presenga de uma singulari-
dade essencial, a expansio em g pode ser usada para definir a matris-S nao
perturbativamente, desde que seja feito um reordenamento de seus termos.

Vale a pena nesse ponto citar os resultados obtidos por Davidlﬁ.z], neste
mesmo modelo, para a expansio de produtos de o?erado:‘es.a curta distdncia.
Essa expansao é muito utilizada na cromodinamica qua.ntlca :Ientrc.x do fo~r-
malismo das regras de soma. A idéia é levar em co:lﬂlderagao ei:;tos nla,o
perturbativos, assumindo que valores espeiados no vacu.o dGe oper ores) i
cais sejam ndo nulos; assim para as fungoes -de Gr‘een. (fﬁh---',-'tzn =

0 >, onde C; sio obtidos perturbativamente
Zi C‘(“I,'--azzuw) < 0|Ow| )




S T ——

|

(SVZ). O ponto imPOrta.nte é que

esso de
groc | sotma, de Borel por exemplo, da série perturbativa na constante
& acOplamento g e os valores esperados po vécuo de O, sio termos nio |
perturbativos da ordem de exp(._g,r / g). n |

, : 3 Pansio, no caso do modelo Sigma ndo
linear, analisando as funges de Green. Em L/N esses fungdes sio bem

» ¢omo sendo o lado esquerdo da expansio de SVZ
as fungGes de Green dadas por 1/N.

as fungoes de Green em 1 /N levando em conta o efeito de geracao dindmica
de massa, obtendo dessa maneira a dependéncia em g. Assim reprodusiu
a expansao de SVZ onde a soma em i referia-se a cada termo da expansao
em 1/N. Num primeiro trabalho mostrou a existéncia de renormalons in-
fravermelhos para cada termo em { que se cancelavam com os existentes em
t + 1. Posteriormente, em um outro artigo, mostrou que esse mecanismo de
cancelamento era incorreto.

O fato é que nossos cdlculos assemelham-se muito & uma expansio do

tipo SVZ, como pode ser visto para ln S3(#) dado por (4.83). Na verdade, o
que esperavamos era obter singularidades na transformadsa de Borel para asg
séries by que se cancelariam para termos £ sucessivos, de modo a nio fornecer
ambigiiidades, pois conheclamos S;(f) exatamente. Obtivemos na verdade |
géries bem comportadas. i

Dentro desse espirito de calculo, parece-nos interessante extendé-los as |
outras mairiges-S exatas existentes. Para o modelo de Gross-Neveu, por

exemplo, temos os mesmos resultados que para o Sismz 11.50 l:ﬁi,gjé Iv‘[l:i:
temos a equivaléncia A < —A entre as solugoes desses t'0.13 mS e at;s o
interessante ainda, seria faser esse eetudo. para as me Cn;e;-_l ex o
modelos supersimétricos, como © Sigma 180 hl:,?r’r:) f:)s ue en:r:)l:em um
possuem matriges-S expressas em termos de produtorios q

nimero infinito de fungoes Gama.
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Apéndl'ce ‘i !

TRATAME
NTO DAS INTEGRAIS 1. i
Devemos calcular integrais do tipo '
In:!dt(t“tghﬁt)senat ne L1.0.8 0 (A1)
onde em nosso caso o = 0/2r e § = 1/4. Como essa integral nao ¢ abso- E
lutamente convergente vamos colocar um fator exp(—¢t), com ¢ — 0%, no .
integrando da mesma. Assim |
In :jdt (t" tgh Bt) e~ sen at, (A.2) f‘

e vamos reescreve-la como

O o0
I, = §l_ { ! dt (t" tgh Bt) e(i* =€)t - j dt (t" tgh t) e—(mﬂ‘)ﬂ (A.3)
14

o
7 e
A g

I+ I

No plano complexo z mostrado abaixo podemos aplicar o teorema de |
Cauchy nas regides indicadas, observando que a integragao em C para I |
e C~ para I~ dao contribuiges nulas. ’

G 2

Assim, com 7 infinitesimal,




1 n+100 .
7—-10
In=3: dz (2" tgh (fa—e)e
21 [ ( g ﬁz) € i f dz (zn tgh ﬁz) e-—(ia+e)z (A4)
n

e fazendo as mudangas de variaveis z —

L Ee— o sy ol
1 i a prim
segunda integrais em (A.4), respectivamen para a primeira e

te, temos
,‘n+1 —tn+o00
=g du (u™ tg fu) e=ou~icu
~in
0 +00
~{=1jF [ du (u"tg fu) e ovticu| (4 5)
X
Nesse ponto podemos fazer ¢ = 0 e reescrever (A.5) como
i"'H
I = 5 / du (u" tg fu) e — (-1)™ / du (u™tg fu)e |, (A.6)
c ol
onde o8 contornos C' e C' estao mostrados no plano complexo da figura
abaixo, e 0s pélos do integrando estdo localizados em Reu = + (252 % com
b=—012.8....
|t
Cl
= _ o . ~
-1
C

Vamos agora analisar a integral (A.6) para n par e n impar separada-

mente,

n par
Neste caso, como pode ser visto em (A.6), temos (-1)*=1e a,t.fa,ves
do teorema de éauchy f SE f = 21y residuos . Para n = 0 os residuos
cTJ-C

do integrando fornecem :
s hit (A'?)
2t Z I'CSldUOS = ﬁ senh (afr/Zﬂ)
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e subﬂtltlllﬂdo (A.7) em (A‘G) 1 4

T
T T

1 T
24 m =Jdt tgh Bt sen ot (A.8) ‘

A integral Iy dada por (A.8)
n par. Isso € trivialmente obtido
relagao a . Assim

DOs permite calcylar I, exatamente para

derivando Iy ym nlimero par de vezes em

by =37

T a¢ 1
28 don (senh (mr/Zm) Py o e

e que assintoticamente para a — oo comporta-se como

. T\ ntl
la—t"2 (-?E) e B pew o (4.10)

n impar

Agora em (A.6) (—1)" = —1 e a integral deve ser calculada em C e O
onde contornamos o8 polos através de semicirculos de raio €, como mostra a
figura abaixo.

3
GI
s P e
it - g et e
! c

A contribuigio dos semicirculos superiores e inferiores ird anular-se, e |
resultard duas

.o
a soma das integrais nos segmentos entre esses semicirculos

‘vezes o valor principal da integral, assim

o0

- =1,3,5,... All
In=£“+lpjdu (u™ g Ju] epgisihs Bask o e

é uma outra representagao de (A.2) para
os uma solugio exata de (A.11), 4
de I, para valores impares

Vamos observar que (A-ll)

L4 o~ tem

- n fmpar. Devemos agora, j& que nao i
‘ . —

obter uma expansao assintotica, para & ;




Je n. Integrando (A.3)

respectivamente Beld
o0 ¢
It = [dt(t"tg et = Y (FY™ dmr
[ ) "z:,l o™ gt tshﬂt) (A.12)
e o
T EI t tghﬂt o
’ 3 =R} resto de ordem ¢
=l coma — ) onde ¢=ig— e b——(za+e).
Assim,
Aol SR L e
Pl 0v gt BN e =g | *
(A.13)

e observando que quando m ¢ par estamos derivando uma fungao par um
nimero impar de veses, obtemos uma fungio fmpar que é nula na origem.
Portanto em (A.13) s6 teremos termos nao nulos para m {mpar. Desse modo
usando

(e ie] " =Pa? 5 ”r(r(’:_l_):;,_l §(m=1)(q), (A.14)
temos que (A4.13) fica
- Zl: jz;; tigh Bt)| (al)zmﬂwzg (A.15)
m=0
onde
Ry~ (_1)!p(%)2£+1!,ﬁ B_%-(t"tghﬂt) cosate . (A.16)
Pela regra de Leibnis temos
%(t“tghﬂt) ’ i 2r(jrn):I : %tgh pt ; para 2m>n (A.17)




I
¢ igual a zero para 2m < Observang

0 a expansao de tghz em série de
PoténCi” em torno de gero

o0

_1)8_1 226(225 o 201
tghz = ( ) 2
Tt L NE )
: ;[ 2¢ B, TN (4.18) :?

onde B¢ 820 08 niimeros de Bernoulli, verificamog que seus coeficientes (ob- "

servar a existéncia de apenas potancias impares) fornecem

J2m—n b 52m~n(_1)m—§—% 92m—n 4] (22m-n+1 _ 1) l

dt?m—ntghﬁt ; — 2m_n+1 Bm“%+7.

(4.19)
Assim, finalmente

- !

LREMES il a0 i o

e (Z> )P(E) S B e 42
m(Zm>n

¥ 29 B rifoim-nal 4y Bpnipt B A n=1850:

L] L] L] OS-
Verificar que a série acima diverge é trivial. Devemos entretanto m

trar que Ry — 0 quando & — co. Seja entao

R TS| Loag fhagein go et £°°
le . P(l) 2¢+1 dt ;?m(tntghﬂt)' < (—) dt—gf( gh Bt) i« |
i (A.21) :;j
com 2£ > n. Para: 1
- o )
—aft . \(2t—k %:
g hﬁt)‘ i (zz) g e aatt e
t"tg = k
- Ll > n esse termo nao
) ) (n—k+ 1) tn=k ¢ como 2¢ 2 fQ
Mas (t“)(k = n(n U k
diverge,
l—-n
t=0 43 (ZE)! ,d_z___—tgh Bt :
d—tﬁ(tntgh ﬂt) l

0

s =)



L
1\ 2m+1
m(Zm>n)

2m—n+1(o2m—n+1
X 2 (2 —I)Bmhgﬂ para n=1,3,5,.,,.

Na verdade queremos usar (A.22)

mais do que apenas como uma apro-
ximagao numeérica, isto é, gostariamos que ela tivesse um comportamento

analitico idéntico ao da integral (A.2) para a — co. Isso nos garantiria que os

termos do tipo e~* (que s3o importantes em nossos cdlculos pois produzem
poténcias de M) nao estivessem presentes em Ry, o que é perfeitamente
possivel, pois para a — oo esse termo tende a zero. Isso pode ser garantido se
mostrarmos que a série (A.22) é Borel somavel, em outras palavras, essa série
serd assintoticamente forte a fungéo I, (isso garante que I, + Y [ev¥)2ay
nzo tem como série assintética (A.22) ).

Vamos utilizar o teorema de Watson-Nevanlinna na ordem inversa, Le.,

mostrar que a transformada de Borel B(u} é uma fungao analitica na visi-
nhanga do eixo real positivo e que |B(u)| < K el*l/%.
A transformada de Borel B(u) é obtida através da série em (A.15)

dividindo cada termo da mesma por (2m)!. Assim,

B(u) = Z (( i (t"tghﬂt)}oPuzm

2m)! dt?™

m_—
e fagendo ¢ — ¢ t

= gt Z (——)—Zm dt’m (t"tg At)
m=0

! Essa série é da forma ) am(
leldll'mOS 08 coeﬁcxentes da série por (2m

tivamente.
(u) = E i foodue —ufa B ) respec
m W

py2m = 71 P(u™ tg fu). (A.23)
0

)MH e conseqiientemente a soma (se
M)ea transformada de Borel serao




Em nosso caso z = 1/« e entio

(oo}

G(a) = ¢! deu (u™tg fu)eov (A.25)

que ¢ identica a equagao (A.11),

A expressao (A.23) apresentaria singularidades caso o val
P nao estivesse presente. Assim é vilido dizer que B(

visinhanga do eixo real positivo. Por outro lado

lim ip(“”g Bu)|

or principal
u) ¢ analitica na

u—oo| Kelvl/R ’

ie., |B(u)| tem um “bound” exponencial. Assim pelo inverso do Teorema de
Watson-Nevanlinna (Teorema 1.3 item d) ) a série (A4.22) é assintéticamente
forte 3 soma de Borel f0°° due*/# B(u). A soma de Borel por sua vez é igual
a (A.ll), como pode ser visto por (A.25) e conseqgiientemente a série (A.22)
¢ assintoticamente forte & integral (A.11) (integral (A.2) para n impar).
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