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Abstract

Several models describing the interaction between two quantum svstems are examined.
The exact solution of two of them is found and the relation between the bath’s spectral
properties and decoherence is shown. Using these results and several others, we analyze the
use of both Lindbland—form and Born—-Markov liouvillians. New approximation schemes,
apropriate for short times and small subsystems, are proposed and tested (using the above
mentioned exact models). Applications are made to the treatment of organic salts, to the
analysis of a recently reported experiment of production of cat states and observation of its
subsequent, decoherence, and to the understanding of the Ramsey zones, peripherically used
in this experience.



e

Resumen

Examinamos varios modelos que describen la interaccién entre dos sistemas cuanticos.
Encontramos la solucién exata de dos de ellos v mostramos la relacidn entre las propiedades
espectrales del bano y la decoerencia. Usando estos resultados v algunos otros, analizamos
el uso de liouvillianos con la forma estructural de Lindbland y aquellos provenientes de la
aproximacién de Born—-Markov. Proponemos nuevos esquemas de aproximacion, apropiados
para tiempos cortos y pequenos subsistemas, ¥ los ponemos a prueba con los modelos exactos
mencionados arriba. Las aplicaciones que desarrollamos incluyen el tratamiento de sales
organicas de transferencia de carga, el andlisis de un experimento recientemente reportado
de produccién de estados de gatos y observacién de su decoerencia, y el entendimiento de
las zonas de Ramsey, usadas de manera periférica en este experimento.



Resumo

Tratamos véarios modelos que descrevem a interacao entre dois subsistemas quanticos.
Mostramos que dois deles sao exatamente soluveis, achamos as solugoes correspondentes e
mostramos a relacao das propriedades espectrais do banho com a decoeréncia. Fazemos
uma andlise critica do uso de liouvillianos com forma de Lindblad e de liouvillianos obtidos
através da aproximagao de Born-Markov, empregando entre outras coisas os resultados dos
modelos exatos. Propomos novos esquemas de aproximagao que descrevem com exatiddo
o regime de tempos curtos e o acoplamento de dois sistemas “pequenos”, e os testamos
com os modelos exatamente soliveis antes discutidos. Fazemos aplica¢Ges aos sais organicos
de transferéncia de carga, a um experimento de produgao de gatos e da observacao de sua
decoeréncia subsequente e as zonas de Ramsey empregadas perifericamente nesta experiéncia.
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Capitulo 1

Introducao

O século que viu nascer a Mecanica Quantica estd terminando. mas nao as discussoes, di-
vergéncias e dividas sobre algumas questoes fundamentais (e outras, que nao sendo fun-
damentais, estao ligadas com estas ou sao de grande interesse), entre as quais o problema
da interpretacdo da teoria(Copenhagen[6, 64, 44], Wigner [86]. muitos mundos[26, 85, 23],
histérias consistentes [35]), o processo de medigao, os saltos quénticos (quantum jumps), a
microcausalidade, o paradoxo EPR, a classicidade do mundo ao nosso redor, a transigdo do
quantico para o cldssico e a irreversibilidade. Algumas discussées estdo sendo dirimidas e
experimentos que antes sé existiam na esfera do hipotético sob a forma de Gedankenexperi-
ments estao sendo realizados.

Um dos fatos que vem ficando claro, é a necessidade de tratarmos tanto o sistema sob
estudo como o seu ambiente (em particular os aparelhos de medida que estejam sendo usados)
dentro da teoria quantica. Muitas vezes isto é impraticavel, mas héd ocasioes em que nio s6
é possivel (empregando esquemas de aproximagio), mas também, desejdvel. Isto d4 lugar ao
que € o tema geral deste trabalho: o estudo da dinadmica de subsistemas quanticos.

Uma das situagoes que exigem alguma forma de incorporagdo do meio externo é aquela
em que o sistema sob estudo troca energia com aquele, dando lugar a fenémenos de dissipacao
e de decoeréncia. A dita incorporagao do meio externo se faz de diversas maneiras, dentre
as quais a modificacao ad hoc das regras de quantizagio (duplicagdo dos graus de liberdade,
complexificao [21]), o emprego de Hamiltonianos dependentes do tempo [18, 51], de equagdes
de Schrodinger néo lineares [53] e a formulagdo de equacdes de Langevin quénticas [5)].

Aqui sempre vamos supor que 0 n0sso universo € composto por dois (ou até trés) subsis-
temas. Com frequéncia um dos subsistemas é um reservatorio. Enfatizamos dois aspectos:
analise de modelos exatamente soliveis e tratamentos aproximados. Em particular nos in-
teressamos pelo comportamento de tempos curtos, que as vezes é o relevante, por exemplo
quando queremos discutir fenémenos como a decoeréncia. Examinamos criticamente a for-
mulacio em termos de semigrupos dindmicos[3] e da aproximagao markoviana.

O presente trabalho contém dois tipos de contribuicdo. A primera, de cardcter formal,
refere—se ao exame de modelos exatamente soluveis e a construcao de aproximacoes alterna-
tivas as existentes para o estudo da dissipacao e da decoerencia de subsistemas quanticos.



Do ponto de vista estritamente matematico, a teoria dos semigrupos dinimicos e o teorema
estrutural de Lindblad sido hoje as ferramentas mais poderosas de que dispomos para tratar
a dinamica quantica de sistemas abertos. Em particular a hermiticidade, a positividade e a
conservagao do traco da densidade reduzida sdo garantidas a priori. Entretanto, nem sem-
pre as equacOes dindmicas de tipo Lindblad conduzem a resultados fisicamente aceitdveis.
Esta questdo é abordada em detalhe no capitulo 2 deste trabalho, onde tratamos um liou-
villiano com a forma de Lindblad, mas que produz crescimento ilimitado da energia. Ainda
investigamos as origens microscépicas dessa dificuldade. Mostramos também, nesse mesmo
contexto que sistemas que permitem uma solugao exata para a dindmica efetiva do subsis-
tema de interesse nao possuem a forma de Lindblad, através dos exemplos dos capitulos 3
e 4. Aqui também podemos incluir os resultados de Grabert [46] onde se mostra que em
geral ndo existe um liouvilliano que descreva a dinamica da densidade reduzida para estados
iniciais sistema-teservatério arbitrarios, e que as equacoes mestras ezatas, no caso em que
elas existem, ndo possuem a forma de Lindblad. Uma outra observacdo pertinente é que
fenémenos de recoeréncia como os que podem acontecer com os modelos dos capitulos 3 e 4,
explicitamente mostrados nos exemplos do capitulo 5, ou no modelo da ref. [67] sdo excluidos
da formulacdo da teoria de semi-grupos dinamicos.

Os modelos que admitem solucdo exata nao somente servem de prova para os esquemas
tedricos gerais existentes, mas sdo interessantes por si mesmos. O capitulo 3 discute a gener-
alizacdo de um modelo tratado pela primeira vez na Ref. [50]. Frisamos ali que ainda que os
fenémenos de decoeréncia e dissipacdo estejam relacionados, eles sao diferentes um do outro
e podem existir separadamente. Nesse modelo vemos que as propriedades de decoeréncia
para tempos longos dependem de maneira fundamental da funcao espectral, que contém a
informacio relevante sobre o banho térmico e a interagao. Mostramos que a aproximacido
de Born-Markov é incapaz de reproduzir os diversos comportamentos de tempos longos.
Mostramos ainda que a equagdo mestra ezate possui uma forma que pode ser interpretada
como sendo uma generalizacido da forma de Lindbland (o requerimento de coeficientes con-
stantes positivos é excessivo). Notamos também a aparicao de um termo unitario que néo
pudemos escrever na forma de um hamiltoniano (ainda que no caso que o operador densidade
for o de um estado puro, dito termo possa ser escrito como um hamiltoniano ndo linear).
Ainda vemos que o reservatério age como um aparelho de medida que recolhe informacoes
acerca do estado inicial do sistema com tanta mais fiabilidade quanto menor a temperatura.
O capitulo 4 mostra que o modelo de osciladores independentes [29, 17] na aproximacao
de onda girante (RWA) e a temperatura zero pode ser resolvido exatamente, mesmo que o
“banho térmico” tenha um nimero finito de osciladores, ou até um unico oscilador. Ainda
mostramos que toda a dindmica deste sistema se encontra condensada em duas fungoes reais
dependentes do tempo. Calculamos a evolugao temporal exata de varios operadores densi-
dade iniciais, incluindo os estados coerentes generalizados, os estados comprimidos e estados
tipo gato de Schrodinger. Mostramos que um estado coerente sempre permanece coerente.

Nos casos dos modelos exatamente soltveis, como é o modelo de Caldeira-Leggett [17],
somente ha uma década atrds os primeiros resultados exatos comegaram a aparecer na lit-
eratura. Ainda no caso dos modelos que néo sdo exatamente soliveis precisamos recorrer a
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equacoes mestras aproximadas. Como em geral elas ndo possuem a forma candnica de Lind-
blad é necessario realizar um estudo caso a caso de suas propriedades, pois é possivel que
apresentem violagao de algumas condigoes fisicas, aquelas garantidas pela forma de Lind-
blad, ou outras como o principio generalizado da incerteza. Com a necessidade de empregar
equagoes mestras generalizadas coloca—se a questdo de como s@o obtidas as equacoes mestras
aproximadas. As hipdteses largamente utilizadas sdo as seguintes: a) tempos curtos (regime
pré-cinético), referentes ao subito estabelecimento de correlagdes quanticas nao sio correta-
mente descritos e a equagao é valida no chamado regime cinético, b) o acoplamento deve ser
fraco, ¢) o sistema que age como reservatério deve conter muitos graus de liberdade e d) a
aproximacdo markoviana é vilida, i.e., efeitos de meméria ndo sdo importantes e a equagdo
obtida é local no tempo e com coeficientes constantes.

Nossa contribuicao, dentro deste contexto, foi propor esquemas de aproximacéao alterna-
tivos que deem uma descrigido precisa da dindmica de tempos curtos que, como veremos é
o palco da dindmica responsavel pelo estabelecimento de correlagées quanticas. As aproxi-
magdes que propomos (ver capitulo 5) se assemelham em espirito & regra durea e ao Ansatz
de Weisskopf—Wigner para o cédlculo de taxas de transi¢do. Estas novas aproximacdes sdo
boas no caso de acoplamento fraco e para sistemas pequenos e grandes. No caso das equagoes
mestras markovianas uma hip6tese importante é que um dos sistemas interagentes é “muito
grande”; nas aproximagoes que propomos isto nao é necessario. Mostramos também que
as nossas aproximacoes sdo boas ainda no regime de acoplamentos fortes, embora somente
para tempos curtos. A aproximacao de Born-Markov foi ocasionalmente generalizada para
a quarta ordem (a terceira ordem sendo nula), enquanto a dedugdo que apresentamos da
regra aurea é facilmente generalizivel para a ordem n e a aproximacgao de Weisskopf-Wigner
é explicitamente deduzida para a n-ésima ordem.

O capitulo 6, que apresenta um outro esquema de aproximacao vélida para tempos cur-
sos, a saber a expansdo de Zassenhaus [79], além de ser uma aplicagdo da aproximagao de
Weisskopf-Wigner dependente do tempo do capitulo 5, mostra que, em sistemas acoplados
com banhos térmicos com frequéncia de Debve muito maior do que as oscilagoes livres do
sistema, no regime pre-cinético temos uma superposicao do comportamento de decoeréncia
caracteristico de temperatura zero com aquele de temperatura finita. Para temperaturas
suficientemente baixas é possivel observar, pelo menos em principio, uma mudanca de com-
portamento, no tempo, da decoeréncia. Este capitulo mostra também que, pelo menos nas
condicbes em que as aproximagoes empregadas sao satisfeitas, a primeira coisa que um sis-
tema acoplado a um reservatdrio faz € estabelecer correlagdes com o reservatério na base do
operador do acoplamento.

O segundo tipo de contribuic¢do do presente trabalho refere-se a aplicagées & 6ptica quan-
tica e ao estudo dos sais organicos de transferéncia de carga. O capitulo 7 discute a aplicacdo
do modelo exatamente soluvel de cima no caso de sais organicos acoplados com fénons de
comprimento de onda longo comparado com o tamanho do dimero. Obtemos o que se con-
hece como efeito de polaron pequeno. Discutimos um caso de uma condigdo inicial nao
fatorada: para tempos longos nao podemos distinguir se o operador densidade total inicial
era, ou nao, fatorado. Contudo, é possivel definir um operador conjugado aquele mediante

I
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o qual o sistema de acopla com o banho térmico, e mostrar que a varianga deste operador
evolui no tempo de maneira diferente em um e outro caso.

Com respeito a Optica quéantica fazemos um estudo e interpretacdo detalhados do ex-
perimento proposto em [19] e realizado recentemente [14] (ver capitulo 7), de produgio de
gatos de Schrédinger e observagao de seu processo de decoeréncia. Mostramos que sob certas
condigoes as medidas de probabilidade estdo relacionadas com os autovalores, dando uma
caracterizacao independente de base da decoeréncia. Mostramos também que mesmo no
caso de gatos de fase, a evolucao subsequente restringe—se a um subespaco bidimensional do
espaco de Hilbert do modo da cavidade, sendo que o operador densidade evoluido pode ser
encarado como uma mistura de dois gatos de fase diferentes. Talvez o resultado mais inter-
essante desta andlise seja a referente ao estudo de um aparelho periférico nesta medicdo: a
zona de Ramsey. O formalismo por nds contruido no capitulo 5 nos permite compreender por
que a zona de Ramsey se comporta classicamente embora os nimeros quinticos envolvidos
sejam pequenos.

O presente trabalho estd organizado em capitulos essencialmente autocontidos. As téc-
nicas por noés utilizadas que sao parte integrante da literatura atual ndo foram revistas mais
apenas citadas, em beneficio da clareza e a objetividade. Entre as referéncias bésicas com
cujos contetdos supomos que o leitor esteja familiarizado estdao: sobre equacgbes mestras
1, 31, 59, 83], sobre a aplicagdo dos semigrupos dindmicos & dindmica de subsistemas [3, 20],
sobre grupos de Lie e seu uso na solu¢ao de equagdes para operadores densidade [7, 34, 65],
sobre o uso de quase—probabilidades e equagbes de Fokker—Planck [16, 30, 74, 49] e sobre
dptica quéntica e estados coerentes [52, 83].



Capitulo 2

Sobre o conteudo fisico das equacoes
mestras na forma de Lindblad

Até pouco tempo atras a descrigdo quantica da perda de energia e da perda de coeréncia
estava baseada nas aproximagoes markovianas a verdadeira dindmica do subsistema de inte-
resse. A solugdo exata a este problema é muito complicada, sendo, em geral nao markoviana
e ndo linear[63]. Neste contexto os resultados matematicos rigorosos sio escassos, de maneira
que a formulagéo rigorosa para a introducao de dissipagao de maneira aproximada, dentro
da teoria dos semigrupos dinamicos [20, 78, 56], constitui um grande avango. Segundo a
teoria axiomadtica de Lindblad [56, 57] a forma mais geral de um superoperador liouvilliano
L, limitado e completamente dissipativo, é a seguinte

1 1 Mot vt
L= = [H, o]+ = S([Vye, Vi1 + [V oV, (2.1)
iR 2R ;
onde H ¢é o hamiltoniano livre do sistema e os operadores V;, VJ-Jr sao operadores limitados no
espago de Hilbert do hamiltoniano. O aspecto mais interessante dos liouvillianos que podem
ser escritos na forma de Lindblad é que tal forma estrutural preserva o trago, a positividade
e a hermiticidade de qualquer operador densidade (hermitiano, positivo definido e de trago
um) inicial. Se um dado liouvilliano néo possuir a forma de Lindblad ndo existe nenhuma
garantia de que estas propriedades sejam preservadas. Supondo que H é de segundo grau

nos operadores momento p e posicao z, £ serd soluvel se os operadores V; sdo de primeiro
grau nesses mesmos operadores [42], i.e.,

‘} = a;p -+ bjl‘. (22)

Observe que os operadores p e z sdo nao limitados: na auséncia de resultados rigorosos
para operadores nao limitados. é geralmente suposto que o resultado obtido para operadores
limitados pode ser extrapolado.

'Uma versdo ligeiramente diferente deste capitulo foi aceita para publicacio no Phys. Scripta.
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Em seguida consideramos o seguinte caso especial

P2 mwe?

H=-"
2m+ 2

Vi=de(@+j)mwz sej=0,1 1;=0 sej>2 (2.4)

Nas equagoes acima x denota o coeficiente de dissipacdo, e 7 é o nimero médio de f6tons
do reservatério que produz a dissipagao, m é a massa do oscilador e w sua frequéncia. O
funcional caracteristico, definido por

(2.3)

C(v,v*,t) =T (e”“ —vTe ap((}))
pode ser calculado analiticamente. O resultado é

Cly,v* 1) = e?@ 8 Ty (exp(uaTei“’t) exp(—u*ae_iw‘)p(0)> , (2.5)

o(v,v*,t) = k(27 + 1) (—2151/1/* + 511; [(1 — e hy? (1 - e‘zi“’t)u*z}) . (2.6)

Desta expressao é facil calcular as médias de varios observaveis. Por exemplo, a energia
média do oscilador e as variancias de posicao e momento sao dadas por

t 0%C
ovov*

= (a'a)(0) + kt, (2.7)

v=v*=0

o) = 5 Tzw (1+k [21%—?%‘”)1 e 2tr2(0) 4 P2 (0)+20u10(0)),(2.8)

o2(t) = T””T“’(Hk [21‘%—5‘“1(3—“}”} e 2Wiy2(0) — e*ly 2(0)+20010(0))7(2.9)

onde k = 2k(27 + 1), 04 = (A% — (A)%, A = p,x,a,a'; Ugm = (a'a) — (a?)({a). Observe-
mos que, ainda que todas as condi¢oes matemdticas necessarias para a validez da teoria de
Lindblad sdo satisfeitas, estes resultados sao fisicamente inaceitiveis, pois preveem que a
energia cresce sem limite com o tempo (Eq. (2.7 )). Contudo, se tivessemos considerado um

liouvilliano do tipo onda girante (RWA),

= /2hk(A)a! Vi =/2hk(A+1)a V;=0 sej>2 (2.10)

e o mesmo hamiltoniano livre teriamos obtido os seguintes resultados fisicamente razodveis

(afa)(t) = (ala)(0)e " +7(1 — e™2), (2.11)
oxt) = 3 TZ — (k/n e [203,(0) = 27 + 7B (0) + P (0)]) . (2.12)
o2(t) = ﬁ’;“’ (/5 + e~ [202,(0) - 27 — e 2'52(0) — e?'5%,(0)]) . (2.13)

10



A raiz do problema é de origem fisica: depende das aproximacoes feitas para deduzir um
liouvilliano da forma (2.1). Como veremos, tal aproximagcio nédo ¢ fisicamente razodvel se o
operador no hamiltoniano de interacdo (1iltimo termo da equagao (2.14)) for z ou p, mas é
muito razodvel se o operador for a ou af. A mesma argumentacdo é vilida para sistemas de
spin trocando x por g, € a por o_.

Para mostramos que isto € assim efetivamente definiinos nosso sistema como sendo com-
posto de dois subsistemas, um, o de interesse, sendo um oscilador harmoénico e o outro um
conjunto de osciladores harmonicos a temperatura 7. O hamiltoniano que descreve o sistema
© 2 2

2 2
Pt ment | p; | MWL 3

J

onde ¢; sdo constantes de acoplamento. A equagao que governa a dindmica do oscilador
de interesse na aproximacdo de Born e na imagem de interacao (sinalizada pelo til) é bem
conhecida [59]%; ela é dada pela equacdo

5 1
e _ _— [ ark 9.15
dt 7732/0 TE(t.7), (2.15)
com

K(t,7) = Trg[H; (), [H(T), 5(7)pr(0)]] (2.16)

onde Trg indica o trago sobre as varidveis do reservatorio e pr(0) é a distribui¢ao canénica
de equilibrio a temperatura T para o banho de osciladores. Agora,

K(t,7) = (tr)@()&(r)p(r) — (tr)E(7)p(r)Z(t) — (1) 2()A(7)2(7) + (1) p(7)Z(T)E(1). (2.17)

onde
<t7‘> = ZTIRfj(t)fk(T)CjckpR(O). (218)
ik

Podemos verificar que a Eq. (2.1) pode ser obtida se, neste ponto realizamos a aproximacao
markoviana

#(r) 2 2(0),  A(r) A AL). (2.19)
Observemos porém que a equagao
0
#(r) = 2(0) cos(wt) + 2 sin(wt) (2.20)
mw

ZVer p.ex. arel. [68] onde é apresentada a equacio de Nakajima-Zwanzig. O uso do operador de projecao
P = pr(0)Trg. da condigho inicial fatorada pp(0) = pr(0) © p(0) e de uma interagéio com média zero. leva a

—— = Lp(t) + Trg <L'1 A exp((t —7)(1 = P)Lr(1 - P))EIPR(O)PS(T)dT)

onde iRLr = |H.e]. iRL; = [H,e|. Se L7 no integrando desta equacao é trocado por Lg = L1 — L obtemos
a denominada aprozimagdo de Born.

11



mostra que a aproximagio markoviana (2.19) acima é equivalente a descartarmos o termo
em p(0). Este termo, quando mantido. origina efeitos dissipativos, i. e.,

Z—f = - K dres(7)[Z(t), [£(t — 7),p(t — 7)]] +/Ot droa(T)[Z(t),{Z(t —7),5(t — 1)}, (2.21)

onde as fungdes de correlagio simétrica e antissimétrica (¢s(t) e ¢a(t)) sao dadas por

o2 Fw. hw s
ds(t) = Z( ! 2)—;—%01;}1(%2} ) cos(w;t), (2.22)
M)

c? hw;
pat) = —iZ(%)Tjsm(wjt). (2.23)

O termo antissimétrico da Eq. (2.21) é responsavel por uma corre¢do unitdria e o termo
de dissipagao na representacdo de Wigner e o termo simétrico é responsavel pela difusao.
Para substanciarmos essas afirmacgoes apresentaremos como exemplo o termo que leva a
dissipag@o. Se nao realizamos uma aproximagao markoviana tao forte como a da Eq. (2.19),
mas levamos em consideragao os termos de valor principal que aparecem quando o limite
superior das integrais ¢t é levado para infinito, entdo do termo antissimétrico vamos ter duas
contribuigoes, uma das quais tem a forma

~ ikplz, {p, p}]. (2.24)
Projetando esta contribui¢ao na representagdo de cordenadas temos
: 0 0 :
— ikp{zllz, {p, p}]ly) = —k(z ~ y) (5~ 3—y)»0(z7$,t)- (2.25)

Multiplicando por exp(iup/k), fazendo =z = ¢ — (u/2) e y = ¢ + (u/2) e integrando em u
sobre todo o eixo real obtemos

— IcD/ duu—p(qg —u/2,q+u/2.t)e’“”/h=iﬁk13/ du —p(q — u/2,q + u/2,t)e*P/?,
—00 ou —00 8}')
(2.26)

que depois de uma integragao por partes, o emprego do fato de que o p decai rapidamente
para grandes valores de u e o uso da definicdo da funcao de Wigner,

o .
Wipgt)= [ duplg = u/2,q +u/2, )™, (2.27)
—x
fica com a seguinte forma
0
2 (oW (p,0.1)). (2.28)
op

A equagio dindmica completa para a funcdo de Wigner no caso em que sdo empregados os
termos de parte principal é

——p-W>+£((m"2 + k )W)+D 8—2W+D &
m Bp \ ORI EDP PP g p2 P 5pdq

oW _ d ( W (2.29)
ot dq ’ )
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onde wg, Dy, e Dy, sdo constantes, sendo que wg = w + éw com éw provindo da contribuicdo
unitdria acima aludida. Esta é uma equacgao do tipo Fokker—Planck extensivamente estu-
dada, tanto do ponto de vista dos processos estocasticos cldssicos quanto do ponto de vista
dos processos quanticos que estamos estudando aqui [2, 30, 74]. Os termos das segundas
derivadas parciais sao termos difusivos e os termos comn derivada em p e multiplicacdo em ¢
(ou viceversa) provém da parte hamiltoniana e produzem um movimento oscilatério. J& o
termo com multiplicacdo em p e derivagao em p é um termo que produz dissipagdo. Assim,
se pensarmos na funcao de Wigner como um pacote mais ou menos concentrado em z e p,
veremos que os termos difusivos tendem a fazer com que ele se extenda, os termos hamilto-
nianos fazem ele oscilar e o termo dissipativo amortece dita oscilagcdo e evita uma difusdo
descontrolada, produzindo um limite de difusio méxima.

Para efeitos de compara¢do mostramos as equagoes dinamicas para a funcdo de Wigner
no primeiro caso analisado (interagdo posi¢do com aproximacao de Born-Markov dada por

(219)),

oW  d / p d 2 _ 8?
evidentemente sem termo dissipativo, e no segundo caso analisado (interacdo tipo onda
girante),

ow d P ) 0 2
B~ dg ((~E + MI)W) + o ((meq - K'P)W>
_ 02 2rk(27 + 1) 62
+2hmwk (27 + 1)3p2W + — 52" (2.31)
Observemos que no caso em que o hamiltoniano é do tipo onda girante,
Hy =" c;(abl +alby), (2.32)

J

o problema de realizar a mesma aproximacgao discutida anteriormente é menos perigosa,
porque nem a 1em a' geram um operador diferente, mas

a(t) = a(@e™™,  ai(t) = al(0)e™". (2.33)

Neste caso, as aproximacgoes necessarias para obter uma equagao do tipo Lindblad também
sdo fisicamente razodveis, como também o é a equagao dindmica para a funcdo de Wigner.
Concluimos que, ainda que a teoria dos semigrupos dindmicos seja geral e sensata mate-
maticamente, ela leva a resultados fisicamente razoaveis somente quando o hamiltoniano
de interacao é do tipo onda girante. Quando tratamos com outros tipos de interagdo, em
geral, temos de abrir mao da teoria dos semigrupos dinamicos. Em alguns casos, porém,
uma pequena generaliza¢do da forma de Lindblad, permitindo coeficientes dependentes do
tempo (e que podem ser localinente negativos!), pode ser suficiente. Exemplos concretos da
validade desta afirmacao encontram-se nos capitulos 3 e 7. Dado que foram achadas equagoes
mestras ezatas que nao sao da forma de Lindblad [39, 4, 37|, podemos afirmar que a forma
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de Lindbland nao é uma forma estrutural nem necessaria nem suficiente para a descri¢do de
subsistemas quéanticos. Ainda, nos casos em que a interagao nao é do tipo onda girante e
temos que empregar equagoes mestras que nao sao do tipo Lindblad, deve ser realizada uma
investigacdo sobre aspectos tais como a conservagao da positividade do operador densidade.
Em alguns casos foi mostrado que com o objetivo de evitar comportamentos patolégicos
do operador densidade, por exemplo a violagdo do principio da incerteza generalizada ou a
nao positividade do operador densidade, € necessario limitar o conjunto de condi¢Ges iniciais
aceitdveis [22, 68].
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Capitulo 3
Decoeréncia Quantica sem Dissipacao

1

A descrigdo de um grupo seleto de observaveis de um sistema quantico dado tem se tornado
um importante topico de pesquisa em diferentes areas da fisica, tais como a cosmologia
[32, 33, 58], éptica quantica [81, 31], matéria condensada [17], fisica de particulas [25] e os
fundamentos do processo quantico da medigdo [87]. O problema pode ser posto de maneira
bastante geral considerando vérios subsistemas interagentes e deduzindo a dindmica efetiva
do sistema de interesse. A dinamica efetiva exata de um subsistema quéntico, parte de um
sistema isolado foi deduzida em [63]. Foi mostrado que a dita dindmica é, em geral, néo linear
e ndo markoviana. Do ponto de vista estritamente formal vemos que os efeitos das correlagoes
quanticas na dindmica efetiva do sistema de interesse sao de dois tipos: as de tipo unitario,
que dao origem a correcoes dependentes do tempo & dindmica efetiva de campo médio, e
a corregoes de tipo nfo unitario que provocam efeitos dissipativos e de decoeréncia. Estes
dois efeitos, decoeréncia e dissipagao, ainda que tendo a mesma origem fisica, sdo fenémenos
muito diferentes, como é discutido por exemplo nas referéncias [67, 88, 9, 82]. Dado o carater
altamente intrincado e complexo da evolucdo dindmica exata dos subsistemas quéanticos,
e a falta de resultados matematicos rigorosos acerca do comportamento dela, usualmente
se postula uma dindmica baseada na teoria dos semigrupos dindmicos para investigar o
problema. Recentemente a validade de tais hipéteses foi investigada na literatura [50].

O proposito desta contribuigfo tem o mesmo espirito da referéncia [50]. Montamos o modelo
mais geral que descreve um sistema de interesse S caracterizado por um operador hermitiano
genérico A, interagindo com um reservatério de osciladores harmonicos. Supomos que a in-
teragao é uma funcao de A de maneira que a parte livre da dindmica do sistema S comute
com o hamiltoniano total. Uma consequéncia imediata desta suposi¢do é que nao havera
processo dissipativo na dindmica, ainda que, como veremos, o processo de decoeréncia esti
presente. Neste capitulo nao investigamos em detalhe a validade das suposi¢oes da teoria
dos semigrupos dindmicos, isto ja foi feito em outros trabalhos [50] e no capitulo 2; aqui
focalizamos a fisica do processo de decoeréncia neste modelo exatamente solivel. Também
investigamos quanto desta fisica estaria ausente caso fagainos a aproximacgao markoviana. O

1Uma versao ligeiramente diferente deste capitulo foi aceita para publicagio no Phys. Lett. A.
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primeiro efeito interessante que encontramos é que as propriedades do processo de decoerén-
cia para tempos curtos e tempos longos estdo intimamente relacionadas com a distribuicdo
de frequéncias da funcado de densidade espectral, que definimos mais abaixo. Podemos ter
decoeréncia parcial ou total, com comportamento assintético diferente nos regimes superéh-
mico, Shmico ou subdhmico, sendo exponencial somente no caso 6hmico a temperatura
finita. Ainda, encontramos que o limite de temperatura zero é qualitativamente diferente
do caso de temperatura finita. A aproximagao de Born-Markov usual é incapaz de prever
decoeréncia parcial. Para temperatura finita, no caso desta aproximacao a decoeréncia é
instantdnea (no regime subdhmico), exponencial (no regime éhmico) ou zero (no regime su-
peréhmico). A temperatura zero a aproxima¢ao de Born—-Markov sempre prediz decoeréncia
zero. O comportamento do defeito de idempoténcia [47, 89] é muito diferente. Os célculos
exatos concordam com a expansdo para tempos curtos da ref. [47], i.e., é proporcional a
2 (desvios deste comportamento geral sio encontrados somente a temperatura zero para
densidades espectrais do banho com decaimento lento (para zero) nas altas frequéncias. No
caso markoviano, quando existe decoeréncia, i.e., o caso markoviano a temperatura finita, o
comportamento de tempos curtos, ¢ linear no tempo.

O hamiltoniano que consideramos, dado por

H=h(A)+af(A) Zci(a;r +a;) +hg(A) Zz’di(a;r —a;)+nh Zwialai, (3.1)

descreve a interagdo de um sistema S, com hamiltoniano livre A(A), comn um conjunto de
osciladores harmonicos, através de uma interagao que conserva o observavel A do sistema S.
Os operadores de criacdo e aniquilagao a;-r e a; satisfazem as regras de comutacdo bosonicas
usuais. Lspera—se que hamiltonianos do tipo considerado sejam aproximadamente validos
quando o tempo caracteristico de decoeréncia do sistema .S seja muito menor que o tempo de
relaxacao térmica. E sabido que hamiltonianos do tipo aqui proposto sdo os modelos mais
simples que satisfazem as condigoes de um aparelho de medida quantica ndo demolidora,
com os osciladores no papel do aparelho de medida [8].

Suponhamos um operador densidade total inicial fatorado

—ﬁhwz a.Taz

p(t = 0) = ps(t = 0)pp(t =0) =Y |m)p H n|, (3.2)

—6ﬁw a a;
onde o operador densidade do sistema pg foi escrito em termmos de um conjunto completo
de autovetores |m) de A, com autovalores A,,, e o conjunto de osciladores, com operador
densidade pp, é considerado em equilibrio térmico a temperatura inversa 3. Empregando
técnicas de algebra de Lie [59] podemos calcular o operador densidade total em um tempo
posterior !

p(t) = e p(0)e M = U (1) (V) (D()pe(t)) (3.3)
onde U(t), V(1).D(1) e pc(t) sdo dados mais abaixo. Towmando o trago sobre os graus de

liberdade do banho obtemos (notemos que os superoperadores U, V. D nao dependem dos
graus de liberdade do banho)

ps(t) = U(t) V(1)(D(1)ps(0)) . (34)
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A Eq. (3.4) e andlise das expressbes para U(t),V(t) e D(t), que dependem somente do
observavel do sistema A, mostram que, do ponto de vista do sistema S, U € uma contribuigao
explicitamente hamiltoniana, VV é uma contribui¢ao unitaria nao explicitamente hamiltoniana
e D é uma contribui¢cdo ndo unitdria. & é dado por

U(t) = & o drlk(Air).o] (3.5)

onde empregamos a convencdo ponto usual [3]. O “hamiltoniano renormalizado” k(A,t) é
k(A5t) = R(A) = [H(A)Rs() — g°(A)Ry(t), (3.6)
Re(t) = EZ 57'21(1 — cos(w;t)) — R /Ooo dwDs(w)(1 — cos(wt)). (3.7)

A seta mostra a expressao obtida depois de ter tomado o limite do continuo. A densidade
espectral Dy(w) contém o efeito do acoplamento (c(w)), da frequéncia (w) e da densidade
de osciladores (n(w)), Dj(w) = *(w)n(w)/w[67]. Substituindo c;(D;(w)) por d;(Dy(w)) na
expressao para R(t) obtemos a expressao correspondente para Ry(t). A mesma observagio
se aplica a outras quantidades abaixo definidas. Considerando somente hamiltonianos renor-
malizados limitados por baixo em todo tempo, devemos impor algumas restrigoes, tanto na
forma funcional de f e g, e de R({), que depende das constantes de acoplamento e da densi-
dade espectral do banho. Em particular, exigimos que R(t) seja uma fung¢do limitada. Isto é
facil de implementar notando que R satisfaz a desigualdade 0 < R(t) < 2R(o0) para t > 0.
O superoperador V é dado por

V() = e 2o drmMUA)eg(A)-a(A)ef(4) (3.8)
m(t) = Zc:j sin(w;t) — /dw\/Df(w)Dg(w)sign(c(w)d(w))sin(wt). (3.9)

Note que m satisfaz a desigualdade |m(t)|? < Rs(oc)Ry(00) e o limite limyjoo m(t) = 0.
Vale a pena frisar que V

1) conserva o trago Tr(V(t)p) = Tr(p),

ii) ndo muda a hermiticidade do p, (V(t)po)! = V(t)po sempre que pf = po, €

iii) conserva o grau de mistura, Tr(Vp)? = Trp?.

Consequentemente, seria possivel acharmos um hamiltoniano K tal que AV = [K,V][56].
Porémn, nao achamos tal K no caso geral. Contudo, se p for um estado puro para todo tempo
t, p = |¥e) (¥], entdo K = 2Em(t) {f (¥¢|g|ve) — g(¥¢|f|¥¢)}, um hamiltoniano nao linear.
Ainda, para o superoperador nao unitario D achamos

D = o AOUPe=2 e +ef2) =2 (t) (g7 e—2geg-+eg?) (3.10)

Apo= >

Calculando o defeito de idempoténcia (ou entropia linear) achamos

(1 - cos) coth(%5*) / dwDy(w)(1 = cos(wt)) coth(%) (3.11)

3 W

§(1) =1—Tre2 =1— 3 |f0m 2e= P OU(An)= (40P =22 ()(g(dn)=g(4)) (3.12)
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A Eq. (3.12) substancia a afirmac&o de que D € o tnico efeito ndo unitario e que produz
decoeréncia. O coeficiente de decoeréncia A pode ser dividido em duas partes, Af(t) =
Xo(t) + A2(t), com

A1) = /Ooo 9#(1 — cos(wt))dw, (3.13)
© Ds(w) (1 — cos(wt))
M) = 2[) L e, (3.14)

onde a contribuicdo de temperatura zero foi isolada da contribuicdo de temperatura finita.
Esta separacdo é importante, devido aos comportamentos qualitativamente diferentes (em
particular, o comportamento das expressoes nos integrandos, na vizinhanc¢a da origem w = 0,
que é muito diferente. Note que A satisfaz 4 desigualdade 0 < A(t) < 2A(o0). A% and AP
satisfazem relacoes semelhantes.

Da positividade de A(t) segue a desigualdade 6(1) < 6(0). Se, além do mais A() > 0
segue §(t') > 6(t) para todo t' > t > 0 para qualquer pg inicial. Outros modelos, que
podem ser escritos na forma de Lindblad, exigem um estado puro p(t) além da condigdo
A(t) > 0 para assegurar o crescimento do defeito de idempoténcia. Isto pode ter uma origem
fisica num modelo que leve a termalizacdo: esperamos que um sistema inicialmente a uma
temperatura maior que a temperatura do banho perca temperatura, diminuindo seu defeito
de idempoténcia.

Finalmente, o “operador densidade correlacionado” pc(t) dado por

- e—Bhwal  ()aima ()
pc(t) = Y In> p% o ate < (3.15)
7“6 1 i 1

i Sim — Sin )1 — gTwit

Gimn(t) = @i+ sam(1 — ™) — (o 1 Z)iﬂhuﬁ ) (3.16)
. ¥ s* )1 — etwit
@) = al + 85, (1 — ety — (Sim - _mpfm ), (3.17)
c; . d;

Sim = ;‘f(Am) + 7';g(Am)v (318)

mostra o estabelecimento de correlagGes entre o sistema e o banho.

Resumindo, I/ muda os elementos diagonais e nao diagonais de pg renormalizando a energia
instantanea dos autoestados de A, enquanto V produz fases relativas entre os autoestados de
A, e D altera os elementos nao diagonais de pg sem afetar os elementos diagonais, produzindo
decoeréncia. Assim, identificamos dois efeitos: a renormalizagdo do hamiltoniano, uma
corre¢do unitdria como previsto na Ref. [63], e a supressdo parcial ou total dos elementos de
fora da diagonal na base A (corre¢@o ndo unitdria). Frisamos que estes efeitos estdo presentes
ainda quando o sistema S interage com um nico oscilador harménico. Em tal caso os efeitos
sao periodicos, de maneira que temos, por exemplo, decoeréncia e recoeréncia. Para um
sistema finito os efeitos sao quase peridédicos. Para um continuo de osciladores o tempo de
recorréncia de Poincaré vai para infinito, produzindo irreversibilidade. Esta irreversibilidade
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tem as suas nuancas: em [67] foram encontrado casos de recoeréncia local num caso de um
continuo de osciladores, e no modelo que tratamos presentemente tal recoeréncia local (no
tempo) pode acontecer sempre nos intervalos de tempo em que A(t) < 0 (lembremos que o
que sempre ¢ maior ou igual a zero é \).

Tomando o traco sobre os graus de liberdade do sistema obtemos o operador densidade do

banho
PB(f Zpkh —,@fLZwiaIkk(t)aikk(L)- (319)

Esta equacdo reflete o fato de que a evolugio total, sendo hamiltoniana, nio perde informacio
Sobre o estado inicial do sistema, sé a distribui entre o sistema e o banho. Mais ainda, se

0% (o) é a matriz densidade para um pg(0) = |k >< k| (ps(0) = |l >< [|) inicial, sua
superposi¢do (“overlap”) com ply é

Tr(phply) = e rOUAR=(A))  ~2ue(1)(9(Ar)~9(A)) (3.20)
2 fiw:
prt) = > ;}c—%(l — cos(w;t)) tanh(‘ﬁ Qw,,). (3.21)

A Eq. (3.20) mostra que sob algumas circunstincias o banho efetivamente age como uma
espécie de aparelho de medida.

Das expressoes (3.7), (3.9), (3.13) e (3.14) ¢ fécil vermos que o comportamento de tempos
curtos (longos) depende da parte de altas (baixas) frequéncias da fun¢ao densidade espectral.
Em particular, para fungdes espectrais decaindo mais rdpido que qualquer polinémio, tanto
R quanto A admitem expansdes em série de poténcias

R(t) = i(_)"””a,ﬁtm2 AL = i(—)"*'lbitzﬂ. (3.22)

Consideramos dois tipos de densidades espectrais para os osciladores, D;(w) = (w/w,)*0(w —
we), e a mais geral e amplamente usada [67, 55] Dy(w) = (w/we)’~ l())\p( w/we) com v > 0,
onde w, é a frequéncia de Debye e v descreve o tipo de ambiente, superéhmico se v > 1,
6hmico se v = 1 e subéhmico se 0 < v, < 1. Enquanto a tltima é boa para testarmos difer-
engas no comportamento de tempos longos, a primeira é boa para mostrar comportamentos
que nao satisfazem (3.22).

Alguns resultados para R e )\ se apresentam nas tabelas 3.1 a 3.3, onde as seguintes con-
vencoes foram adotadas: F = hw,, 7 = wel, ' = hw,3, C é a constante de Euler-Mascheroni,
$ denota a parte imaginéria, ¢ é a funcéio zeta generalizada, si o seno integral, ci o co-seno
integral e £ e f sdo nlimeros reais tais que £ > 1e0 < # < 1. Resultados para R(l) aparecem
na Tabela 3.1, e as Tabelas 3.2 e 3.3 contém as propriedades de decoeréncia separadas para
temperatura zero (A%(7)) e temperatura finita (A’(7)) em todos os regimes considerados.
Nao sao feitos cdleulos explicitos para m(t). Os comportamentos de tempos curtos e tempos
longos sao mostrados em todos os casos. Enquanto no caso de Dy(w) o comportamento de
tempos curtos sempre é proporcional a 72, a densidade D;(w) de decaimento lento dé lugar
a um termo linear na expansao do R e um termo nao analitico 72 In 7 na expansio de \°. A%
sempre vai como 72 para 7 pequeno. De outro lado, enquanto as propriedades de decoeréncia
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de D)(w) sdo as mesmas a temperatura zero e a temperatura finita, as propriedades de Dy(w)
dependem da temperatura (zero ou finita) e do valor de v.

Em situagdes nas quais um sistema de interesse interage com um ambiente maior é comum
fazermos uso de equacdes mestras. L facil observarmos que de (3.4) segue uma equacdo
mestra generalizada para p com coeficientes dependentes do tempo:

pstt) = {olbel=2im(feg—ge )
—As(f2e—2f o f+of?) — Js(g% e —2g o g + 0g%)} ps(t). (3.23)

Dado que o segundo termo do lado direito da equagao de cima deve corresponder a algum
hamiltoniano K como frisamos anteriormente, (3.23) pode ser encarada como uma gener-
alizagdo ébvia da forma de Lindblad que permite geradores dependentes do tempo. (Aqui
consideramos que a forma de Lindblad requer coeficientes constantes, como na formulagoes
de [42, 75]. Recentemente tem se reconhecido que esta condi¢éo néo é necesséria). Se A fe
5\9 sdo ndo negativos a Eq. (3.23) estd na forma de Lindbland para todo tempo positivo ¢
e esperamos que as condigdes de von Neumann sejam satisfeitas [3](Na verdade, dado que
encontramos a solugao exata, as condigées de von Neumann sdo satisfeitas ainda usando
A com derivada nao positiva: é suficiente que A seja ndo negativo). Se ainda, A § ou 5\9
for zero, ou forem iguais entre elas, um simples reescalamento da variavel ¢t leva (3.23) a
forma de Linbland com coeficientes constantes, comn hamiltoniano dependente do tempo,
sobre intervalos em que A seja estritamente positivo. No caso em que tenhamos intervalos de
tempos com A negativo poderemos observar o fenémeno da recoeréncia local, um fenémeno
completamente extranho a formulagdo em termos de liouvillianos com a forma estrutural de
Lindblad. (Notemos que a equacdo mestra generalizada de cima pode ser escrita de uma
maneira mais semelhante a forma estrutural de Lindblad,

. 1 .
pst) = {lk o)+ Csinlwit)2p: o 2!~ plps o ~ 0 5lp)
=3 1F- o) = A8(la. g, o) } ps().
com J/w;p; = ¢;f + id;g, onde o termo unitdrio ndo explicitamente hamiltoniano foi in-

corporado & decoerencia de temperatura zero. Isto ilustra a conhecida afirmacao de que a
separacao das contribui¢Ges unitdria e nao unitdria é um tanto arbitraria. Contudo, a opgao
feita no restante do texto reflete bem o fato de que as fungbes que aparecem no célculo da
decoeréncia séo, precisamente, os coeficientes das partes que temos identificado como sendo
ndo unitarias.)

Finalmente resolvemos o mesmo problema, desta vez usando a aproximagao de Born—Markov
(BMA). Os resultados se mostram na Tabela 3.4.

Observemos que a aproximacao de Born—-Markov ndo prediz a aparicao de correg¢oes unitarias
nao explicitamente hamiltonianas. Também, como j& foi discutido, a decoeréncia é zero ou
total. E particularmente “perigoso” usar a aproximacado de Born-Markov para temperatura
zero, onde o resultado mostra decoeréncia, enquanto a aproximacao ndo. Concluimos ob-
servando que ainda que neste caso simples ¢ possiivel escrevermos uma equacio para £ em
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uma forma de Lindbland generalizada, o contetido fisico pode ser muito diferente porque os
efeitos transientes (usualmente descartados) podem ser muito importantes no processo de

decoeréncia.
Tabela 3.1: Coeficiente de Renormalizacéo.
D(w) Do(w)
R(T) E(1 — cos(t) — 7si(7)) | ET(v)(1 — mﬁ—s(fjfi‘;“@r)
R(t | 0) %E(WT —72) {EF(V +2)72
R(r 1 00) | E(1+ 227) ET(v)(1 — 2=mf2) _ vanlvr]2))
Tabela 3.2: Coeficiente de Decoeréncia para T = 0.
D(w) Da(w)
/\0 1 1— +7sinT — 20,7 Ty — 1)(1 — cos(@—l)alx;itanr)
(1) 5(1—cosT +7sinT — 7%cit) | I'(v — 1)( e )
A0(r 1 0) [ (3—2C—2In7)7* sT(v + 1)7?
_ I'(v)(1 - cos(i"_—zuz)/"l‘” +0(r™) |v>1
A1 1 o0) %(1 + 2%27) InT v =
L 74 cos({m) 1Y 0<wv<1]
Tabela 3.3: Coeficiente de Decoeréncia para T > 0.
Di() Dy(w) _
() 2 [ dy olru %,fo’dta‘fc(u, 1+ L - %)
) =
[Z] N2 v+ ¢(v+1,14-(67)~
A (T l 0) C(,B )T ( ,) l , (B +1
no__ cte. 5 - 5 l O 1 (nT 2 _
C) = { cte.(e? —1)7! B 1o |8 (ﬂ’) v=1
v— [(v—2) cos (—";,%M -
_ ?7.? FE,‘_ll) X )T,,_(g )-l—()(T1 ) v >2
M(r 1 00) | b i =
20r(v—2)sin(U2%) 5, 0<r<2
/ T v#£1
5+ In(£) v =
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Tabela 3.4: Coeficientes de Renorm

alizagdo e Decoeréncia na BMA

D(w) | R(r) | m(r) | A%(r) M (r)
D, E 0 0 0
0 v>1
D2 F(I/)E 0 0 % vr=1
o | 0<v<l
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Capitulo 4

Descricao exata da Decoeréncia em
Cavidades Opticas

4.1 Introducao

A medicdo do processo de entrelacamento de um sistema acoplado a um ambiente frio é
tanto um logro importante quanto uma meta desafiadora. A razdo para que isto assim seja
é que o processo de entrelagamento é uma caracteristica quantica tnica e tipica. Varias
tentativas, tanto do lado tedrico quanto do experimental tem sido recentemente feitas [10,
11; 15, 38, 24, 61, 45, 62|. No caso particular das cavidades de alto @ formulou-se uma
medida direta do processo de decoeréncia e tem sido feitas sugestoes de experiéncias, com
basicamente o mesmo arranjo experimental, para a medicio direta da funcdo de Wigner de
um estado inicialmente correlacionado produzido numa cavidade supercondutora [14, 60].
Nesta capitulo mostramos que toda a informacdo necessdria para a construcao de qualquer
funcao de Wigner (ou qualquer operador densidade do sistema) pode ser obtida por uma
medicdo precisa de duas quantidades como fun¢do do tempo: o niimero médio de fétons e o
maximo da funcao de Wigner correspondente a um estado inicial coerente.

Recentemente foi deduzida a equag@o mestra exata para o movimento browniano quan-
tico usando tanto técnicas de integrais de trajetéria [39] quanto através de tomar o traco da
equacdo de evolucdo para a funcdo de Wigner total [4, 37]. Seguimos de perto a segunda
técnica para o modelo de osciladores independentes na aproximacao de onda girante a tem-
peratura zero e com uma condicéo inicial fatorada. Encontramos expressoes analiticas para a
evolugao de varias condigoes iniciais de possivel relevancia na éptica de cavidades como, p.e.,
estados de Fock, estados coerentes e estados coerentes generalizados, estados comprimidos
(“squeezed states”) e estados de gato de Schrodinger. E interessante notar que um estado de
gato par (impar) evolui como uma mistura de estado de gato par e impar. Isto significa, em
particular que, ainda que possuindo um espaco de Hilbert infinito, a evolucao do operador
densidade estd confinada em um subespaco bidimensional (dependente do tempo). onde tem
dois autovalores positivos. Esta caracteristica tem sido usada para analisar experimentos
em cavidades dpticas [28]. Mostramos que todos os estados iniciais considerados admitem
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uma. decomposi¢ao de Schmidt permitindo uma clara separagao entre os efeitos unitarios da
evolugao, responséveis pela dependéncia temporal dos autovetores da densidade reduzida, e
0s nao unitdrios provenientes da evolucao temporal de seus autovalores. Este capitulo estd
organizado como segue: na segao 4.2 apresentamos a deducdo da equagao dinidmica para
a funcao de Wigner, a secao 4.3 contém exemplos ilustrativos e a se¢io 4.4 apresenta uma
discussao de maneira possiveis de medir decoeréncia em cavidades Opticas.

4.2 Descricao Exata da Dinamica Reduzida: A Fun-
cao de Wigner

O hamiltoniano do modelo é

H =fw(ala+1/2) +1 Zwk(a;rcak +1/2)+n ch(aTak + a;rca), (4.1)
k k

onde a,, aJr os operadores de aniquilagao e criagao do p-ésimo modo, satisfazem as regras
de comu’cagao bosonicas usuais. Supomos que no tempo ¢ = 0 a densidade total é dada por

p(0) = ps(0) ® [T 10)(0kl, (4.2)
K

onde o subindice S (de subsistema) refere-se ao oscilador principal. O banho, i.e. o conjunto
de osciladores rotulado por k, encontra-se inicialmente no seu estado fundamental (sem
interagdo). Claramente o produto tensorial do vacuo do oscilador principal com o vacuo do
conjunto de osciladores é o estado base de (4.1). Um fato bem conhecido é que a fungéo
de Wigner W de hamiltonianos quadraticos satisfaz a equagao de Liouville clédssica. Para
obtermos o hamiltoniano cléssico correspondente ao hamiltoniano (4.1), empregamos ag) —

) _ [T Nt
o™ = g, +(—) Dy, 4.3
H 2% H \//27?.777.“{4)’1 © ( )

e descartamos as contribuigoes de ponto zero. A notacao empregada é a seguinte: o indice
p percorre os valores u = 0,1,2, .., enquanto k varia sobre os inteiros positivos k = 1,2, ...
Além do mais, ag = a, wg = w. Usando estas convengoes a equacao de Liouville cldssica

OW (0, 05t) 1 OH OW 1 . O OW
ot T o Oa, dar il 4 8a;8au’

0‘;(1.*)= onde

(4.4)

onde W é a fungdo de Wigner no caso quéntico e a distribui¢do de probabilidade no cléssico,
pode ser escrita como

oW (ay, { LOW ow ow oW
—((;t'u—) = —iwa 8—+7wa—éz—72wkak8 " + 1 Zu)kaka o
Elig om .8 oW’
—chkaka . Pka— 4.5)
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A condigdo inicial (4.2) na linguagem das fungdes de Wigner é

‘-/I"TO(OJLH a;) - I’V‘g(a, a*)V‘]g(ak; O’;)J (46)

onde fizemos uso da definicdo da funcdo de Wigner para varias varidveis,

N
p I D(@)e™ %Dl (a,) |,
p=0

W(ao, -, an,af. o) =2V T

*

sendo que D(a,,u) denota o operador de deslocamento exp(auaL — aja,). Integrando a
Eq.(4.5) sobre as varidveis do banho obtemos

oW (c, o™, 1) .0 L oW  8G* L 96 47)
—F =~ — Fiwa——1 i—, .
a1 Y 8ar T %80 T "8 T Tha
com
W (e, o™ t) = / (Hdakda;) W(au. ap,t), (4.8)
k
€

Gla,a™ t) = / (H dakda;) chakW(au, ar). (4.9)
k k

Como na ref. [37] é facil mostrarmos que G(a,a*, t) pode ser escrito em termos de w.
Lembremos que para hamiltonianos quadraticos W(aft*), t)y =W O(Otft*)(—t)), onde o,(t) é a
solucdo das equagdes classicas de movimento. Definindo &(t) = (ag(t), e1(t),...) e desig-
nando a sua transposta por &T(t), temos

al(y) =UtA@Ua™(0), a*(t) = (a(t))", (4.10)
onde U e A sao unitérios e A é diagonal. Tomando a transformada de Fourier de G, e fazendo

a mudanca de variaveis o®(—t) — a®(0), com Jacobiano unidade, obtemos G(x,x’') da
seguinte forma

G(k,k') = / [T dev,(0)ders (0)ei 2w Pl O)ein' 2, pi(D3(0)
oo
x> (1) (0)WS(a(0)W(ef(0)), (4.11)

com {p,,p.,q,} pardmetros dependentes do tempo, a determinar. Notemos que a condicao
inicial Eq. (4.6) foi usada na Eq. (4.11). Em particular, se o reservoir estiver a temperatura
zero
5(017(0)) = [T Nee 2%, (4.12)
k

com Ny constantes de normalizacdo. Da Eq. (4.11) podemos verificar que a multiplicagao
por ¢g = « € equivalente a derivagdo comn respeito a k, mais terinos correspondentes a
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multiplicacdo por ay, até coeficientes dependentes do tempo. Estes (ltimos termos corre-
spondem a derivagbes com respeito a aj, como pode ser visto da Eq. (4.12), as quais, por
sua vez, sdo equivalentes a multiplicagdo por k', como uma simples integracdo por partes
mostra. Tomando a transformada de Fourier inversa obtemos uma multiplicacdo por o e
uma derivacdo com respeito a a*. Assim, temos

8G  8G*T  D =\ 0
Zg—-laa* = ZYa—a—(C!W>—Z} '&7(& W)
w0
H(Z —i27) 5 (4.13)

com funcoes dependentes do tempo Y, Z. Portanto a equagcao de Wigner pode ser escrita
como

W (e, ot oW oW —
oW (e, t) = —i(lw+68)|a" —a— | +220W
ot oa* oo
+ oW + oW\ | W (4.14)
o — |+ X
da* @ Oc dado*’

onde fixamos iY = A +i§ e iZ — iZ* = ). As funcdes ).6 e )’ sao todas reais. No caso
presente, temperatura nula, temos um vinculo a mais: como o produto tensorial dos vacua
é o estado base de (4.1), a funcdo de Wigner reduzida correspondente Wg(a, a*) deve ser
solugdo da equagdo de Wigner. Quando esta condigdo é aplicada & Eq.(4.14), obtemos A = )\'.
Comparando o sistema de equagdes encontrado a partir de (4.5) e de (4.14) obtemos

(A +id) ey = iy el (4.15)

(A +i8)(a®) = i) erloa), (4.16)
k
-2X(aa®) = ich (aog) — i > cxlo™on). (4.17)
k k
Sabemos que a solu¢ao das equagoes de Heisenberg pode escrever—se como segue
a(t) = n(t)a(0) + Zk:vk(t)ak(O). (4.18)
ar(t) = m(t)a(t) + z}:%zaz(o)- (4.19)

Usando a solugao acima das equagoes de Heisenberg, e o fato de que todos os primeiros e
segundos momentos simétricos sdo zero no instante inicial com a excec¢do de ({ a;rc, ar}) =1,
obtemos

A(t)+i6(1) = > cema(t) (4.20)
k

A1) = > alivrg — i ). (4.21)

kil

N =
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Sabemos que (4.20) e (4.21) devem fornecer o mesmo valor de A(t). Se eles ndo fornecerem
a mesma resposta isto poderia implicar que ndo existe uma equacao mestra exata. Este,
contudo, ndo é o caso presente, como mostramos em seguida.

Voltemos & Eq.(4.10). Chamando w, as autofrequéncias de (4.1), podemos escrever

= U Upse ™ as(0) = > Z,00,(0). (4.22)
no o

Por conveniéncia fazemos
n=2Zo, v&=Zok;, Bkx= 2k, Tu=Zu (4.23)

Empregando (4.22) em (4.18) e (4.19), obtemos as seguintes expressdes para 7y € ki,

Ag Ay

= TR Dt — (4.24)

De (4.20) e (4.21) segue que
— > S(mk), chd Br) = ch\f Zﬁﬂkz (4.25)
k

onde & representa a parte imagindria de seu argumento. Como U é unitdrio temos

Z'erzl = Z oUplUuk * -—z(w#—wu)t Z U:OUuke_i(w#—wU)Lauu
{ puy

[mx

> Ui Uk = Sor =0, (4.26)
I_,l.

>0t = 3 UiVl = 3 UlaUnoe ™6 = 3 Ulgluo = 1. (427
4 pny

lpv

Usando (4.26) e (4.27) obtemos

SBr) = SO_wri) =S nlh) -
! !

AE“) = %(ﬁ) = (k). (4.28)
n n

= -

Desta maneira mostramos que a solugdo das equagoes de movimento de Heisenberg determi-
nam univocamente as fungdes reais A({) e §(¢), e que A({) = A[({) como tinhamos antecipado.
Nao é dificil mostrar que a equacao operatorial para a densidade reduzida do sistema
equivalente a equagio de Wigner (4.14) é
dp 1

Frlle [ﬁ(w + 6)ata. p] + A2 ea" —alae—eala)p = L£(t)p(t), (4.29)
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onde foi empregada a convencdo ponto superoperatorial usual. A equac¢do mestra Born-
Markov correspondente é precisamente desta forma funcional, mas com coeficientes con-
stantes [59]. Observemos que ainda se permitirmos coeficientes dependentes do tempo esta
equac¢io nao estd completamente na forma de Lindblad: por razoes fisicas podemos exigir
que fg A(7)dT > 0 e ndo A(t) > 0, que é a condi¢do imposta pela forma de Lindblad. De
novo, a froma de Lindblad impede o fendmeno da recoeréncia local. Alguns resultados po-
dem ser obtidos rapidamente a partir da Eq. (4.29): premultiplicando por a e tomando o
trago obtemos

d do i

a(a) == (—i(w +8) — N, (4.30)
que pode ser resolvida por inspegao,

a(t) = exp(—iQ(t) — A(t))a(0), (4.31)

com
Q(t):/o dr(w + 8)(7), A(t):/o dr (7). (4.32)

Das Egs. (4.31) e (4.32) fica claro que w + §(t) é a frequéncia instantinea do oscilador
interagente enquanto A(t) é a sua taxa instantdnea de decaimento. Nas cavidades Opticas
usuais elas sdo realmente constantes até um nivel bastante alto de precisdo. Premultiplicando
(4.29) por a’a, tomando o trago e resolvendo a equacio diferencial resultante temos

(aTa)(t) = exp(—2A(t)){a'a)(0). (4.33)

Observamos que uma medi¢ao do nimero de fétons, seja usando o método tradicional de
contagem de fétons ou o método recentemente proposto de medi¢do ndo demolidora [14],
leva & determinagdo da fungdo A(t). O procedimento consistiria da preparagio reiterada do
mesmo estado inicial e a medigdo do numero de fétons depois de um retardo ¢t um nimero de
vezes suficiente para obter uma boa estatistica. Os mesmo passos devem ser repetidos para
tempos de retardo ¢ diferentes. A func@o A(f) pode ser calculada agora através da relacdo
A(t) = —log(n(t))/2.

Podemos usar métodos de algebras de Lie [7] para achar o superoperador de evolugdo Y.
Realmente, podemos verificar que os operadores M = afa., P = ala, e 7 = a.a' formam
uma algebra,

M, P]=0 M, TJ]=-T=[P,J]. (4.34)
Assim, podemos supor que
Uty = eMeiPerT (4.35)
Derivando o Ansatz (4.35) para o superoperador de evolugdo temporal, empregando a férmula
exp(zA)B exp(—zA) = B+z[A, B]+ 2?[B. [B. A]]/2! + ... e as relacdes de comutagio (4.34),
comparando coeficientes na equagao dif /dt = L(t)U(t), e resolvendo as equagoes diferenciais
resultantes obtém-se

a(t) = —iQt) = A(t), y(t)y=27(t). =z(1)=1-—exp(—2A(t)) (4.36)

Caso escolliamos um ordenamento com a exponencial em J a esquerda em (4.35) as funcoes
r e y correspoudeltes sd0 as mesmas, enquanto z — z’ = exp(2A)z.
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4.3 Exemplos Ilustrativos

Comecamos mostrando como algumas solu¢oes podem dar origem a outras. Suponhamos que
p satisfaz a equagdo dp/dt = L(X;.,.Xi;1)p(t), onde os X; sdo operadores, e suponhamos que
p pode ser escrito como Up'U~!. Teremos entdo que p’ satisfaz a equacdo dp'/dt = L'p'(t).
Se, além do mais, escolhermos U = exp(cal — 0*a) = D(0), o operador de deslocamento, e
£ o Liouvilliano acima encontrado, teremos

*

L'ty = L)+ ((-iQ +A)o* + ddat ) (a. + .a") (4.37)

+ ((—zQ - Ao — %j—) (a'. + .a). (4.38)

E facil vermos que se
o(t) = o(0) exp(—i2(t) — A(t)), o7(1) = (o(1))", (4.39)

tanto p quanto ¢’ satisfariam a mesma equagdo. Isto é, mostramos que D(a(t))p(t)DT(a (1))
satisfaz a Eq. (4.29) sempre que p(t) também a satisfaca. Uma aplicacdo imediata deste
resultado deriva da observacido de que o vacuo é solugao da equagdo mestra; portanto

D(a(t))I0)(0[D™(a(t)) = lo(t)){o (t)] = U(t)|o0) (o0l (4.40)

também é solugdo. Isto significa que estados iniciais coerentes evoluem preservando sua
coeréncia, sem importar os detalhes do ambiente, contanto que ele possa ser modelado como
foi feito aqui. Uma medicdo da norma e da fase de um estado inicialmente coerente é
suficiente para determinar as fungdes €2 e A, e daqui, em principio, determinar a evolugio
de qualquer outro estado inicial.

Também ¢é simples calcularmos a evolugdo de um estado inicial tipo estado de Fock.
Para tanto é conveniente usarmos a expressao para o superoperador de evolu¢do com 7 a
esquerda,

_ @)
UBmyml = Y

k=0

ey 5 !
e ty) > Tﬁlm — k)(m — k|
k=0 :

akezafalm> (mleyafaafk

m —.k)
= S ()R (K] (4.41)
k=0

com
m!

k'(m — k)’(6—2/\(t))k(1 _ 6_2/\({))1"_,:. (442)

pk,m(f) =
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A partir desta solugdo podemos gerar outra: se o nosso estado inicial for um estado coerente
generalizado, i.e., da forma |m;og) = D(gg)|m), este evolui como uma mistura de estados
coerentes generalizados, segundo a equagao

U(t)m; o0y (m; ool = Zpkm(t)\k a(t)) (k;o(t)|. (4.43)

Observemos que as Eqs. (4.41) e (4.43) sdo expansbes em orbitais naturais [63], portanto,
as quantidades pg ,(t) sdo interpretdveis como probabilidades.
Aplicando o superoperador de evolugdo (4.35) a um elemento de matriz |og) (¢”p|, obtemos

WM%WH=@%%%WdWWWN (4.44)

Notemos que uma argumentacdo heuristica também leva & expressdo (4.44). De fato, dado
que um estado coerente permanece coerente, esperamos que

U(t)loo)(o'ol = N(O)]o () (o' (t)]. (4.45)
J4 que (4.29) preserva o tracgo,

dps(t)

o) = Tr(£(t)es(t)) =0, (4.46)

d
—T t) ="Tr
” rps(t) (

o fator de normalizagdo N(¢) ndo pode ser outro diferente daquele que aparece na equagio
(4.29). A evolucao de um estado de gato par (psy.) ou impar (ps,) pode ser calculado a
partir de (4.44) e (4.40). ! De fato,

pW@=M@mmmm—%»(ﬁﬂ(”})@““), (4.47)

___00‘

onde Ny (00) = (1 + (=){—00|oo))™!/2 é um fator de normaliza¢do evolui como segue

1 (—)(—UOItIO) )
uptme(o) = 1’\76(0)(00)“01), | - at)) (_)((_—;)ﬁtg)!)c)r( )>1 ( I g ) ) : (448)
EIOIEO) k

Podemos exprimir a Eq. (4.48) de maneira mais conveniente, em termos de orbitais naturais,
como

u(t)pﬂoe(()) = nggi(f)p(r(t)e(o) ~+ ngz;(t)pa(t)o(e)~ (449)

1Um estado de gato é uma superposiciio coerente (no nivel das amplitudes e nio no nivel das proba-
bilidades) de dois estados classicamente diferentes. Por outro lado os estados quanticos que mais parecem
com estados classicos sao os estados coerentes, que além de ter incerteza minima sao pacotes de onda que
oscilam da mesma maneira que vernos que o fazem os osciladores classicos. Estes estados coerentes |g) so
caracterizados por um ntimero complexo o (como foi implicitamente utilizado em um exemplo anterior) que
tem a ver com seus valores médios de posicao e momento. A convencao usual é de chamarimos de gato par a
superposigdo coerente |o) -+ | — o) ¢ de galo impar a |¢) — | — o). Vejamos que em ambos 0s casos trata-se
de uma superposicao entre pacotes de onda separados por uma distancia (no espaco de fases) de 2|o]|.
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com

)y _ 11+(—)(*0(t)|0(f))( (—00loo) )
Peo) = 5T (ool T mo@ ) (4.50)
» 11—<—><—a<t>ra<r>>( (= aoloo) )
Peo®) = 5T Do)\ =e@o(0) ) (4.51)

Observe que um estado inicial de gato evolui como uma mistura de gatos par e impar. A
Eq. (4.50) fornece a probabilidade de termos um gato da mesma paridade que o inicial, e a
Eq. (4.51) a probabilidade de termos um estado de gato de paridade oposta a paridade do
gato inicial.

A evolugdo de um estado comprimido também pode ser calculada. O operador densidade
do vécuo comprimido p({), pode ser escrito segundo

p($) = S(<) 1 0)(0 ] ST(0), (4.52)

onde S(¢) = exp(({(ah)? — ¢Ta?)/4). Os segundos momentos do estado exponencial com-
primido p(¢,7) = (1 — e77)S($)e™*'*S8%(S), com | = £ exp g, sdo

—ig i
(1)) = S—sinh(€).  (®) = S-sinb(e),  ({e.al})) =cosh(e).  (453)
O sistema de equagdes para os segundo momentos, que em termos de A e () é
d(‘12> _ d, . 2
x —th (12 + A)(a®), (4.54)
d,((aT)Q) _ d . 12
o = 2= A)((a)), (4.55)
d{{a,a'}) o dA i dA

pode integrar-se. Assim,

((a®)P)(t) = exp(~(~)2i2 ~ 24)((a*)V)(0), (4.57)
{{a.a"})(t) = exp(—2A){{a.a"})(0) + (1 — exp(—2A))/2. (4.58)
Destas equagbes achamos finalmente U(t) (<) = p(o(t),7(t)), onde
S(t) = &(t) exp(ig(t))  ¢(t) = ¢o — 2 (4.59)
B _ sinh(&)
£(t) = ArcTanh( cosh(€g) + exp(2A) 1) (4.60)
~(t) = ArcCoth(\/:“m + 2cosh(&p)e M (1 — e=28) 4+ (1 — e=2M)2), (4.61)

A evolugao de u estado comprimido geral o(o, ) = D(a)p(s )D¥(s) é dada por
U)p(o,3) = p(a().3(1).7(1) = D))e(s(1) 1 (1)) DT (1)), (4.62)
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U(t) (|70, S0, = 0) (00, S0, = 0]) = D(a(1))S(S(1))(1 = ™) agH (¢ (1)) Dl (o (1)),
onde o(t),((t) e y(t) vem dados pelas Eqgs. (4.39) e (4.59-4.61), e

00, So,m) = D(a(1))S(S(1))In). (4.64)

Em termos de orbitais naturais temos

U(t) (|0, Go: 0)(00,60,0[) = an t), (). n)(o(t),¢(t), n|

n=0

3 e O = eTO) o (1), ¢(6), m)o (1), 5(0), . (4.65)
n=0

Observemos que
p(¢) = lim p(¢,7),

de maneira que o estado inicial é, precisamente, o estado comprimido.

Vimos que o conhecimento de €2 e A é tudo o que precisainos para caracterizarmos o
efeito do banho no oscilador principal. Mais ainda, estas fungtes aparecem na Eq. (4.31).
Desta forma, é suficiente resolvermos o sistema de equacées para o,

& = —iwoa — iz CLOL, (4.66)
k
Or = —iwgay — icko. (4.67)

com condicéo inicial ag = 1, o, = 0. Resolvendo (4.67) em termos de «, e empregando esta
solucao em (4.66) obtemos a equacgao integro—diferencial

a+7woa+/ dTZc2 wit=") (1) = 0. (4.68)

O logaritmo da solugdo desta equacao, sujeita a condigao inicial ¢(0) = 1, proporciona —i2—
A. Dado que (4.68) pode ser dificil de resolver, quaisquer métodos para obtermos solugdes
aproximadas sdo bem-vindos. Por exemplo, podemos fazer uma expansao em poténcias de
cr até segunda ordem, a(t) = exp(ko + cki + c*ky), para obtermos

1 1 )
— Q) — A(t) = —iwgt — Zcf/o dtl/o dtge~Hwrmwollz. (4.69)
k

Esperamos que (4.69) secja vélida para c; pequeno. Pode ser mostrado que fazermos isto
é equivalente a empregarmos a aproximacao de Weisskopf-Wigner dependente do tempo,
uina espéceie de “generalizagdo” da aproximagao de Born Markov, que também é valida para
acoplamentos fortes e tempos curtos [90], ou para “reservatérios” finitos. A aproximacao de
Weisskopf-Wigner dependente do tempo é apresentada e discutida no capitulo 5.
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4.4 Discussao

Observemos que para o calculo de certas quantidades, p.ex., energia média e entropia no caso
dos exemplos anteriormente tratados, somente precisamos conhecer A(t). Contudo, se por
exemplo, desejamos medir a funcao de Wigner de qualquer uma das densidades de campo
(dos exemplos acima ou de qualquer outra densidade), também precisariamos conhecer Q(t).
Para a determinacao desta funcdo podemos empregar o arranjo experimental para medir a
funcio de Wigner [60], no qual um dtomo de dois niveis é preparado no estado excitado |e) e
enviado através de um conjunto de duas cavidades de baixo @, R1 e R2, e uma cavidade C
de alto @ entre elas, e é detectado eventualmente. O campo em C é deslocado pelo operador
D(c) = exp(aa’ — a*a), correspondente ao efeito de uma fonte de micro-ondas conectada a
cavidade. R1 e R2 se comportam como operadores de “rotagao” no espaco de Hilbert dos
estados atémicos, | ) — (| ) +¢% | g))/V2, e | g) — (—e % | e)+ | g))/V2, com £ =0 em
Rle¢ =w/2em R2. A interacao dispersiva atomo-campo em C produz entrelacamento: A
componente de campo associada a | ¢) sofre a agao do operador exp(ir(afa+1)/2), enquanto
a associada a | €) sofre a acdo de exp(—ima’a/2). Na Ref. [60] mostrou-se que para este
arranjo experimental,

AP =P, — Py=W(—c,—0o"1)/2, (4.70)

onde P, (P,) é a probabilidade de detectar o 4&tomo de prova no estado superior (inferior) |e)
(19)), e W(—ca, —a*,t) é o valor de funcéo de Wigner do campo na cavidade de alto @, no
instante t em que o atomo de prova sai desta cavidade. Observeimnos que, por conveniéncia,
mudamos a normalizacdo de W por um fator de w. A funcio de Wigner do estado coerente
(4.40) é

W (a,o*,t) = 2~ 2eO-a)e(B-a)", (4.71)

Observemos que W (e, o*,1) apresenta um méaximo em o = o(t) = ogexp(—A(l) — iQ(1)).
Como A pode ser obtido a partir de uma experiéncia de contagem de fétons, somente pre-
cisamos medir (7). Escolhemos a = a(t) = ogexp(—A(t)) exp(—i®(1)), e ajustamos ®(1)
para maximizar AP. Se (1) = Q(1)mod(27 ), entdo AP = 1, de outra forma serd menor que
um, AP = exp(—8c¢ exp(—2A)sin?((Q — ®)/2)). Escolhendo tempos de saida ¢ diferentes
podemos mapear §2(t). Observemos que, de fato, o que estamos fazendo é acharmos o valor
certo de a(t) que desloca o campo em C até leva—lo no vacuo. Se conseguirmos fazer isto
o atomo de prova serd rodado em R1, ficando em um estado que é uma superposicao dos
estado superior e inferior, viajard livremente até R2 onde a rotacao sera desfeita, e chegard
nos detectores novamente no estado superior.

Em conclusao, mostramos que, sempre que as cavidades Opticas possam ser modeladas
através do Lamiltoniano (4.1), somente duas fungoes experimentalmente mensurdveis sao
necessarias para caracterizar seu comportamento. Os fatos de que um estado coerente per-
maneca coerente e que um estado tipo gato evolia como uma superposicdo incoerente de
estados de gato par e impar, permanecendo confinado num espaco bidimensional, podem ser
relevantes do ponto de vista experimental. Este parece ser o caso da aparelhagem experimen-
tal [14] que seria, portanto, uma candidata imediata & aplicagao dos presentes resultados.

33



Capitulo 5

Decoeréncia e Dissipacao:
Aproximacoes Perturbativa e de
Weisskopf—Wigner Dependente do
Tempo

5.1 Introducgao

A teoria de pertubacdo dependente do tempo para sistemas quanticos fechados é uma das
ferramentas fundamentais para a investigacao de processos importantes tais como espal-
hamento, taxas de decaimento, e outros.O renovado interesse na area dos sistemas quanticos
abertos, devido a sua conexao com varias situagoes experimentais de interesse atual e tam-
bém com a conexdo cldssico—quantico justificam um esforgo para a construcdo de esquemas
sistemadticos de aproximacao para tratar decoeréncia e dissipacao. O processo de entrelaga-
mento de diferentes graus de liberdade devido a interagao mitua frequentemente tem lugar
em escalas curtas de tempo, enquanto a dindmica markoviana associada com o regime cinético
e usualmente suposta na derivacao das equagdes mestras torna-se apropriada somente em
estdgios posteriores do processo de entrelacamento. O propdsito do presente capitulo é o
de apresentar duas maneiras alternativas de estudar a evolugdo das matrizes densidade que
sejam precisas para tempos curtos e tragam alguma luz acerca do processo dindmico respon-
savel pelo estabelecimento de correlacoes quanticas, enquanto retém niveis substanciais de
precisao também para tempos longos.

Recentemente uma expansao perturbativa para tempos curtos foi desenvolvida para car-
acterizar as escalas de tempo deste processo [47]. Contudo. a validade desta expansao é
limitada de maneira mais bem dréastica a tempos curtos comparados com as escalas carac-
teristicas dos subsistemas. Mostramos que este problema pode ser eludido pela construgao
de um esquema perturbativo para a matriz densidade na imagem de interagdo que é boa
para tempos curtos na escala da interagao. Esta expansio perturbativa revela claramente os
elementos fisicos essenciais do processo de entrelacamento para interagdes fracas. E muito
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similar em espirito com a regra durea de Fermi para a taxas de transi¢ao. Uma aproximacgao
mais imaginativa, que também deve ser vélida em situagoes de acoplamento forte também
é desenvolvida: é uma espécie de generalizagio dependente do tempo da aproximacao de
Weisskopf-~Wigner. Mostramos que a bem conhecida aproximagao de Born-Markov é uma
forma limite de nosso Ansatz que, contudo, é inexata para tempos curtos.

Ilustramos nossos esquemas perturbativos com modelos soliiveis relevantes e comparamos
seus resultados com as solugdes exatas e com os resultados da aproximacdao de Born-Markov.
Frisamos que j& que os nossos esquemas sao aplicaveis a sistemas com poucos ou com muitos
graus de liberdade, nossas aproximacoes sao apliciveis em casos em que a aproximagao de
Born—-Markov néo se aplica. Mostramos que a aproximagcao de Weisskopf-Wigner dependente
do tempo descreve acuradamente o processo de entrelagcamento de tempo curto de sistemas
quanticos finitos e também dd uma descri¢do boa da dinamica da evolug¢ao temporal ulterior.

5.2 A “Regra Aurea” para Decoeréncia e Dissipagao

Um esquema perturbativo similar em espirito a regra durea de Fermi para as taxas de decai-
mento pode ser construida como segue. Suponhamos que os graus de liberdade do sistema
de interesse estdo acoplados a outro(s) grau(s) de liberdade de maneira que a dindmica
autonoma do sistema completo € descrita por um hamiltoniano que pode ser escrito como

H=Hg+ Hg+V =Hg+V (51)

onde Hg descreve os graus internos do sistema de interesse e V descreve a interacdo mutua.
A evolugdo temporal do sistema completo é dada pela equagdo de Liouville-von Neuman

(F=1)
i8(t) = [H, o(1)], (5.2)

que na imagem de interagao fica

ipr(t) = [Vi(1), pr(t)] (5.3)

onde
Vi(t) = ety et and  pi(t) = €0 p(t)e 7ot (5.4)

Uma expansao perturbativa das solugdes da Eq. (5.3), com coutribuicbes até segunda ordem
no hamiltoniano de acoplamento, pode escrever—se como segue

5)

Ut

4
pj(t) ~ [ — Z/ dl‘l ‘/1 tl p[ / dfl dl‘g V[ tl [V[(l‘-g).p[(O)]]. (

Note que, a diferenca do procedimento de expanséo introduzido na ref. [47], as de-
pendéncias temporais usuais relacionadas com a conservagao de assintética (tempos longos)
de energia na deducdo de ordem mais baixa de perturbacio da regra durea aparecc imediata-
mente quando esta expressao é escrita fazendo uso explicito do espectro de Hy = Hg+ Hg.
A expansao (5.5) deve ser levada até a segunda ordem devido a que a matriz densidade é
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definida no nivel das probabilidades, e nao no nivel das amplitudes de probabilidade. Devido
ao fato de estarmos interessados principalmente no comportamento de tempos curtos, nao
tomaremos o limite de tempos longos (na escala dos tempos caracteristicos do subsistema).
Como consequéncia, a conservacao de energia esta limitada pelas restricoes do principio da
incerteza. A dindmica reduzida do sistema S é obtida tomando o trago sobre S’, p;s(t) =
Trspr(t). Para qualquer condigdo inicial a densidade reduzida pode ser calculada até esta
ordem, como também quantidades relacionadas tais como

Es(t) = Trs(Hoprs(t)) e 8s(t) =1 = Trs(pjs(1)), (5.6)

que mede a energia média do subsistema S e seu defeito de idempoténcia, ou entropia linear
(uma medida quantitativa do entrelagamento de S), respectivamente. Note que no dltimo
caso os termos que devem ser levados em consideracio na evaluacio de p?(t) também devem
limitar—se & segunda ordem, quando usamos a Eq. (5.5) no calculo.

5.2.1 Osciladores Harmonicos Acoplados

Para ilustrar o uso deste esquema perturbativo tomemos o caso familiar no qual o sistema
de interesse é um oscilador harmonico acoplado linearmente com um reservatoério, modelado
por um conjunto de N outros osciladores lineares, acoplados ao primeiro na aproximacao de
onda girante, de maneira que o hamiltoniano (5.1) assume a forma

H=uwlala+1/2) + we(blbe +1/2) + > cx(a’by + bla), (5.7)
k k

onde a' (bl) é o operador de criagio do oscilador de interesse (do modo k do banho) e a (by)
€ o operador de aniquilacao respectivo. Estes operadores satisfazem as regras de comutacgéo
bosOnicas usuais. As constantes w,wy sao as frequéncias naturais dos osciladores € ¢, sao as
constantes de acoplamento. Supomos que em t = 0 a densidade total é dada por

e—_Bh Z‘. w; (a.ja,,- +1/2)

Tre—BR 2 wi(ala;+1/2)’

p(0) = ps(0) (5.8)

i.e., fatorada, sendo que o reservatério se encontra em equilibrio térmico & temperatura
inversa 3. Vejamos que o hamiltoniano de acoplamento na imagen de interagdo é (com
S = w — wy)

‘[(1‘) = Z Ck (aTbkewkt + ab;e-wkt) , (59)
k

e que sua média no sistema S’, Trg V(1) ps(0). que notamos (V;(t)) por comodidade, é zero.
Levando em consideracéo as igualdades

(bibi) = 0 = (bb)).  (bibr) = nibry = (bkb]) — 1, (5.10)
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onde ng, o nimero de médio de fétons no modo k, depende de 3, e usando a expansao (5.5)
obtemos

prs(t) =~ prs(0) — iA(t)[ata, prs(0)] — (B(t) 4+ C(t))(a'a  —2a e a' + ea’a)p;5(0)
C(t)(aal ¢ —2a' @ a + eaa’)p;5(0). (5.11)

onde
t oty Ci
At) = /0/) Xk:cisin(ék(tl—tg))=Xk:6—z(6kt—sin(6kt), (5.12)
B(t) = /t/tlZcﬁcos(ék(tl—tg)):ZBk Z—’; sin?(65/2),  (5.13)

k k

C(t) / / chnk cos(8(t1 — to)) = QZ—nk sin?(8t /2). (5.14)
Para Es(t) e §(t) (5.6), seguem entdo as igualdades

2((wk = w)t/2)

Es(t) = h@+w22 ((wn — @)/2)?

(nx — ns(0)), (5.15)

onde ng(0) = Trga'ap;s(0), e, supondo que p;5(0) é um estado puro,

8s(t) = Z 2510 i(wi ;)7)23/2) (nk + (2ng 4+ 1) Trs(alap;s(0) - anIS(O)apIS(O))) . (5.16)

A variacdo no tempo da energia do oscilador principal, dada pela Eq. (5.15), tem uma in-
terpretacdo fisica simples: se o reservatério estiver a temperatura zero o sistema S perderd
energia para o reservatorio, e sua energia portanto decrescerd. Se, pelo contrario, o reser-
vatorio estd a temperatura finita, o sistema de interesse ganhara energia dos osciladores com
excitacdo média suficientemente alta. Ainda, para tempos t > 2/|w — wg|, as contribuigoes
principais virao das transigoes que quase conservam a energia, sempre que o reservatorio
tenha um nimero de osciladores grande o suficiente. Note que para tempos curtos na escala
das frequéncias naturais do sistema, ¢ < 2/|w — wi|, & dependéncia da frequéncia desaparece
em concordéncia com o que foi achado na expansdo de tempo curto da Ref. [47]. Isto sig-
nifica que ao menos no inicio do processo de estabelecimento de correlagbes quénticas, todos
os estados com acoplamento nao nulo sdo populados. A medida que transcorre o tempo
a funcao seno quadrado e seu denominador progressivamente obrigain o cumprimento das
limitagoes impostas pela conservagdo de energia total.

Supondo que o oscilador de interesse comeg¢a num estado de gato impar com og = 2, isto
é, o estado inicial é dado por

prse = Mol | = o) (1,71, (5.17)

—UO‘
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onde N,(ag) = (1 — (—og|og))™1/2 é um fator de normalizacdo e |op) um estado coerente
usual, a expressao para o defeito de idempoténcia reduz-se a

in“((w e~ 2ol
- 22 2 (Lk : )/)21:)/22) (nk + (2ng + 1)\00\2£W> : (5.18)

ou ainda a expressao
—2/o?
2 l1+e

8s(t) = 4B(t)loo T o2oP"

(5.19)

se o reservatorio estd a temperatura nula.

5.3 O Ansatz de Weisskopf—~Wigner Dependente do
Tempo

Nesta se¢do desenvolvemos um esquema de expansao, alterno ao da segéo prévia, que o aper-
feicoa no mesmo sentido em que a aproximacao de Weisskopf-Wigner [84] usual aperfeicoa a
regra durea das taxas de decaimento. Fazemos um Ansatz exponencial para o entrelagamento
temporal da densidade reduzida do subsistema S assim

N L
ps(t) = T exp (Lst + Z /\"/ dTL(n)(T)> 0s(0),
n=1 0

onde Lg = [Hg,®|/(if) é independente do tempo e corresponde & evoluc¢ao livre do sistema de
interesse; T é o operador de evolugao temporal, os L(")(t) sao superoperadores dependentes
do tempo a serem determinados e A é um parametro de contagem de poténcias que controla
a ordem da interagdo e serd eventualmente igualado a um. A ordem da aproximacdo é N,
e usualmente N = 2. Para simpificar o Ansatz é conveniente termos pg na imagem de
interagao,

prs(t) = T exp (Z /\"/ dTL(L) ) r1s(0).

Derivando com respeito ao tempo a equagao de cima segue

dpls (Z /\nL(fn) ) p1s(t). (5.20)

Para identificar os vérios ingredientes formais em este Ansatz, comparamos estas equacoes
com as equacoes formais exatas que descrevem a evolucdo da densidade reduzida na imagem
de interacao. Um ponto de partida conveniente é a equagéo exata para a densidade completa
(também na imagem de interagéo)

dpi(t)
dt

= A (t)pr(1). (5.21)
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ou em forma integral

t
p1(t) = p1s(Q)prs(0) + A [ dts Lism(t1)pr(t)dr. (5.22)
onde supusemos um estado inicial fatorado

p(0) = ps(0)ps/(0) = p15(0)p15/(0) = pr(0).

Tomando o trago sobre S’ em (5.22) obtemos a seguinte equacio exata para a densidade
reduzida ps(t)

i
prs(t) = prs(0) + /\Trs'/o dty L e (t1) pr(t1). (5.23)

O mesmo pode ser feito usando a N-ésima iteracdo da Eq. 5.22, com o resultado

N t
,OIS(t) = ,015(0) + TI'SI Z An[) dthn(tl)PIS'(O)P[S(O)
n=1

t tN
+/\N+1Tl‘sl/o dtlLIint(tl) ca b dtN—HLIint(tN—H)PIS(tN—H)a (524)
onde

t

tn—1
Ki(t1) = Lrm(t1), Kn>2(t1) = Lrn(t1) A dtoL i (t2) . . -/0 dtn L rint(tn)- (5.25)

Para comparar a equagao de cima com a Eq. (5.20) primeiro derivamo-la com respeito
ao tempo para obter

prs(t)
dt

N
= Trs Y A"Kn(t)p1s(0)p15(0) + O (WM. (5.26)

n=1
Agora, se pudermos relacionar p;s(0) com p;s(t) através de uma expressao da forma
N-1
p1s(0) = Y A"M,(t)prs(t) + O (AN, (5.27)

n=1

poderemos substituir esta expressao na Eq. (5.26) e obter, por comparagio com (5.20),

n—1 n—1 dZn_ l
L[n(f) = ZTrS’A’n—l(f),('I.S"(O)A/[l(f) = — Z (‘i—il()]u[({) (528)
=0 =0 o

com Z,(t) definido como

t
Zo(l) = —Trg /0 dt1 K n(t1)p1s(0). (5.29)
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Em seguida mostramos como identificar os Af,(t) obtendo a Eq. (5.27) de maneira
recursiva. De (5.23) segue que

prs(0) = prs(t) — ATrg [)t dty Lrine(t1)p1(t1) (5.30)

a qual, depois de usar a Eq. (5.22), fornece

t
pis(0) = PIS(t)“)\TrS'/O dt1 L rine(t1)p15(0)prs(t)
t ™
—AQTIS'/O dtlLIint(tl)/O dtoL rint(t2) pr(t2)

t A )
+>\2Trs'/0 dhinnt(h)prs'(U)Trs'/o dto L rine(t2)p1(t2). (5.31)

O uso repetido de (5.22) e de (5.30) nos permite exprimir p;5(0) em termos de prs(t) na
ordem desejada. Os primeiros quatro M,(t) estdo dados por

Mo(t) =1, My(t) = Zy(t), Mo(t) = Zo(t) + Z2(1),
e Ms(t) = Z3(t) + Z1(1) Zo(t) + Zo(1) Z1(1) + Z3(1). (5.32)

onde Z, foi definido acima. Observemos a relacao de recorréncia
n—1
Mu(t) =D Za(t)M(t),  Mo(t) = 1. (5.33)
1=0
As Egs.(5.28), (5.29), e (5.33) sdo tudo que é preciso para escrever a aproximacao de

Weisskopf~Wigner dependente do tempo de ordem N. Nos restringimos aqui & segunda
ordem que precisa dos dois primeiros termos da Eq. (5.20). Eles sdo dados por

dZ, (1 i
LIl(tl) = - dlt():TrS'LIint(t)PS’(O) (534)
dZo(t az(t t
L) = — dzt()_ dlt()Zl(t):TrS'LIint(f‘)/O dtyLpine(81)p15(0)
t
- TIS’Llint(t)pIS’(O)/O dt)\Trsr Liine (1) 015(0). (5.35)

Isto leva finalmente ao aproximante de segunda ordemn para a equagdo de movimento da
densidade reduzida (A=1)

dps(t) _ <%[(V](t)>5’#‘]

dt
= T [l - (O [(0) — (i) es )] ) 7s(0), .30

onde (Vi(1))s = TrsVi(t)p15(0).

Notemos que na anterior derivacao nao impusemos restricdes a natureza dos sistemas S
e 8. A Eq. (5.36) pode ser vista como uma generalizacao da aproxiinacio de Born-Markov
usual no sentido em que os superoperadores que agemn em g5(/) sdo dependentes do tempo.
Tammbém a equagao de cima é acurada para tempos curtos, independentemente da magnitude
dos acoplamentos.

40



03

5.3.1 Modelo Exatamente Soluvel

Como uma primeira ilustragdo do uso do Ansatz de Weisskopf—~Wigner dependente do tempo
consideramos o modelo soldvel introduzido em [50] e generalizado em [27], que tem a pro-
priedade de apresentar decoeréncia sem dissipacdo no sentido que o hamiltoniano interno do
subsistema de interesse é uma constante de movimento. O hamiltoniano que descreve este
modelo é da forma

H=h(A) +Rf(A)S cib] + ;) + B> wi(blb; +1/2), (5.37)

onde A im operador hermitiano do sistema de interesse e A(A4) sua dindmica autéonoma. Este
sistema encontra—se acoplado a um conjunto de N osciladores harmonicos via um acopla-
mento separdvel (segundo termo do lado direito de (5.37)) que comuta com A(A). O modelo
é exatamente solivel sem precisar recorrer as aproximacoes usuais envolvidas na aproxi-
magao de Born—Markov, tais como tomar o limite de um nGmero infinito de osciladores,
fazer suposic¢oes sobre a forma da densidade espectral, etc.

Usando a aproximacgao de Weisskopf—Wigner dependente do tempo de segunda ordem, e
supondo uma deusidade inicial fatorada, da forma da Eq. (5.8),

(blb:
e—Bh Zi w; (bl b;+1/2)

0(0) = ps(0) @ Tre—Bh 2, wilblbi+1/2)’

(5.38)

segue com ajuda das equagdes (5.9), (5.10) e do fato de que o hamiltoniano do acoplamento
tem média zero no subsistema S’, a equacao

ps(t) = —%{k(tx ps(t)] = A1) (F2ps(t) — 2fps(t)f + ps(t)f?) (5.39)
onde
2 c? Bhw;\ .
k(t) = h(A4) — fY(A)R(1), At) = Z;coth ( 5 ) sin w;t

2
R(t) = ﬁZi—'(l — cosw;t),

onde, diferentemente da subsecdo 5.2.1, a expressdao para nj fol escrita por extenso. Neste
caso a aproximacgao de Weisskopf—~Wigner de segunda ordem dd a resposta erata para a
evolucdo do sistema de interesse (ver [27]), ainda no caso em que é adicionado um outro
acoplamento linear do tipo fig(.4) Zdi(b;r + b;). Mesmo no caso de nimero infinito de os-
ciladores existemn diferencas essenciais com os resultados da aproximacgao de Born-Markov,
que sdo discutidos extensivamente na ref. [27], e que foram reproduzidos no capitulo 3.

5.3.2 Osciladores Harmonicos Acoplados

Como um segundo exemplo do uso da Eq. (5.36) consideremos de novo o sistema de os-
ciladores harménicos acoplados na aproximacéo da onda girante, Eq. (5.7), para uin ntimero
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finito de osciladores e temperatura zero. Este caso também permite uma solugdo exata. As
equagtes de movimento de Heisenberg se escrevem como

a = —iwga —1 Z Crbk.
k
b.k_ = —iwkbk — icka. (540)

Observemos que os coeficientes ¢y nao sdo completamente arbitrdrios: a condi¢do de posi-
tividade do hamiltoniano impoe a desigualdade

wo >3k % (5.41)

k“’k

Esta condicio substitui a Eq. (19) da Ref. [81] para o caso da interacao posigao—posigéo,
k

A aplicacdo da aproximacao de Weisskopf-Wigner dependente do tempo de segunda ordem,
junto com a suposicdo de um estado inicial fatorado da forma (5.8), temperatura finita,
produz, depois do reconhecimento de que o hamiltoniano do acoplamento na imagem de
interacdo tem traco nulo e do uso dos segundos momentos dos osciladores do reservatério
dados por (5.10), a seguinte equacéo para a densidade do sistema na imagem de interacao,

(5.42)

p,-w‘?rw

158 _ PO et ()] - S(BW) + CO)"a o ~20 0" + sala)prs(t)
dC’dt(t)(aa o —2a" o a+ eaal)ps(t), (5.43)

com A, B, C dados pelas Egs. (5.12), (5.13) e (5.14). Daqui podemos obter uma equagao
diferencial para a energia média do sistema, Es(t) = TrgHgp;5(1), multiplicando por a'a e

tomando o trago,

dE dB dc
=—2—E(1) +2—. 5.44
o E(t)+2— (5.44)

Esta equagdo é resolvida imediatamente levando a
Es(t) = e 280 (ES(O) +hw Y (B - 1)) . (5.45)
&

A Eq. (5.15) ¢é obtida expandindo as expouenciais na equac¢ao dc cima e conservando os
termos lineares em B. Vemos que, quando menos no caso da energia. a aproximacao pei-
turbativa tipo regra durea e a aproximacao de Weisskopf-Wiguer predizein resultados quase
idénticos sempre que B(t) < 1. Assim que deixa de valer esta desigualdade esperamos que
a aproximacao de Weisskopf-Wigner seja mellior. Para efeitos de comnparac¢io com a solugao
exata consideramos o limite de temperatura zero (n, = 0.'(71) = 0).
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O caso do defeito de idempoténcia é um pouquinho mais complicado: a especificagao
do estado inicial torna-se indispensavel. Vamos supor que o oscilador de interesse comeca
num estado de gato impar com oy = 2, como na sec¢do 5.2.1. Podemos calcular a evolugao
temporal deste estado inicial empregando a Eq. (5.43). O resultado é o seguinte

p(t) = po(t)pote + et) Po(tye, (5.46)
com
o 11— (—o)lo(t) (/o)
Poll) = ST oolo0) <1+(—a(t)|a(t))) (5.47)
e 11+ (~o(lo()) (. (~ooloo) -
o0 = 5T ooloo) (1 <—0(t)10(t)>>' (5.48)

Levando em consideragao que as duas probabilidades de cima somam um, vemos que o defeito
de idempoténcia pode ser escrito como

8(t) = 1— (23(1))* — (p5(1))* = 2p5(t)P5(1), (5.49)
que pode ser colocada na forma mais explicita

— ext(—4|ga|2e~2B®
6(0) = 5 e (L~ (a1~ ) (350)

Se B(t) < 1e B(t)|oo|? < 1 esta expressio reduz—se quela calculada na se¢do 5.2.1. Assim,
a exatiddo da regra durea, quando menos no calculo do defeito de idempoténcia depende ndo
somente do valor absoluto de B(t), mas também do estado inicial especifico considerado.
Mostramos resultados numéricos para dois casos. Em ambos o oscilador principal tem
frequéncia wg = 5/2. Ele interage com outros quatro osciladores com frequéncias igualmente
espacadas entre wmin = 1 € Wwmer = 4. No primeiro caso tomamos ¢, = .1, e ¢ = 0.5 no
segundo. As frequéncias do “banho” e as constantes de acoplamento foram escolhidas de
modo a simular, até certo ponto, as suposi¢cdes usuais que levam a uma perda de energia
exponencial do oscilador principal. O primeiro caso corresponde a uina intera¢ao mais bem
fraca, enquanto o segundo € um caso de interacao forte. A intensidade da interacao pode
ser medida em termos da escala de tempo de seus efeitos em relacdo & escala de tempo
autonoma do sistema de interesse [36]. Por exemplo, para o primeiro caso temos 7 ~ 12
para ¢ = 0.1, e no segundo 7 ~ 1.5 para ¢ = 0.5, que devem ser comparados com o
periodo de oscilagoes do oscilador livre T ~ 2.5. A energia exata F (numérica) do oscilador
principal é desenhada nas Figs. 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 junto com os resultados da aproximacao de
Weisskopf-Wigner dependente do tempo de segunda ordem 7TW 1TV e da regra durea GR. O
resultado da aproximacao de Born-Markov BAJ, baseados na seguinte estimativa para B(t)

5
B(t) = 224, (5.51)
bw
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onde 6n/bw é a densidade de osciladores do banho, é incluida com fins de ilustracio. Frisamos
que a aproximacao de Born—-Markov é inexata para tempos curtos. O estado inicial utilizado
nao é especificado, pois em todos os casos (E,TW W, BM, GR) o comportamento da energia
depende unicamente da energia inicial do sistema e ndo do estado inicial especifico. Na Figs.
5.1 e 5.2 vemos que a regra aurea é quase tao boa quanto a Weisskopf—Wigner para t < 2;
depois a primeira superestima a perda de energia. Este efeito é ainda mais pronunciado
nas Figs. 5.3 e 5.4 No caso de interagao forte ainda temos ressurgimentos de energia (“re-
vivals”). A aproximagao de Weisskopf-Wigner perde alguns e a maior parte dos detalhes do
comportamento da energia como poderiamos esperar.

No caso da decoeréncia a aproximacao de Weisskopf-Wigner continua a dar bons resul-
tados, enquanto a regra aurea apresenta maiores problemas que no caso da energia: como
mencionamos acima isto é devido a que a aproximacdo da regra durea é boa quando a
interacao é fraca e o 0y que aparece nas expressoes do estado de gato inicial é pequeno.
Curiosamente a aproximagao de Born-Markov é melhor no caso do acoplamento forte: isto
é devido a que na regidao desenhada o oscilador principal perde a sua energia para os out-
ros modos, de maneira que, nessa janela de tempo os quatro osciladores operam como se o
acoplamento fosse mais fraco e o niimero de osciladores muito maior.
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Capitulo 6

Transicao Dinamica Pré—Cinética nas
Propriedades de Decoeréncia de um
Sistema Acoplado a um Reservatério

Recentemente muito esforco tem sido dedicado a descricdo das propriedades de decoeréncia
de um sistema de interesse acoplado com um reservatério. Sabemos que isto ndo é uma tarefa
simples porque a dinamica efetiva de um subsistema quantico é conhecidamente nao linear
e ndo markoviana [63]. Nas poucas situacdes em que ¢é possivel achar uma solugio exata tal
dindmica tem provado ser bem mais rica do que a predi¢ao da aproximagao de Born—Markov
usual, um decaimento exponencial, como foi mostrado nos capitulos 3 e 4. Dependendo do
ambiente especifico ao qual o sistema estd acoplado, varios limites assintoticos diferentes
podem ser obtidos, mostrando tanto decoeréncia parcial quanto decoeréncia total. O com-
portamento exponencial é recuperado somente para ambientes 6hmicos e temperatura finita
[27].

Como uma caracterizagao geral das propriedades de decoerencia, ainda para interacoes
fracas parace dificil, nos restringimos ao tratamento do regime pré-cinético de sistemas
acoplados a ambientes com tempo caracteristico Q! muito pequeno, tais que o hamiltoniano
possa exprimir-se na forma

1
H=Hs+Hp+H = Hs+ kY wilafar + 5) + 105> cx(ax + ab), (6.1)
k k

onde Hg governa a evoluc@o livre do sistema de interesse S, Hp a evolugdo livre do reser-
vatério, modelado como um conjunto de osciladores harmoénicos independentes, e o termo de
acoplamento ¢ de forma separdvel com constantes de acoplamento ¢;. Qg é wn operador adi-
mensional do sistema. Mostramos abaixo que para wma temperatura dada do reservatério,
temos sempre uma superposicdo das propriedades de temperatura finita com as propriedades
de temperatura zero. Usamos uma condi¢ao inicial do tipo

i exp(—hB Yy(afar + 3))
— e s 0 0 = 0 ke I .
p(0) = ps(0) & pr(0) = ps(0) & Trexp(—h8 Xrlagar + 3))

(6.2)
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onde (3 é a (o inverso da) temperatura.

Em seguida apresentamos dois procedimentos alternativos que permitem a andlise das
propriedades de decoeréncia no regime pré—cinético. Consideramos que as escalas relevantes
do hamiltoniano (6.1) sio: w3!, a (menor) escala tipica de S, 7~! a constante de relax-
acdo de (Og(t)), 7! o tempo caracteristico do reservatério e if3, o “tempo térmico”. Nos
restringimos a tempos ¢t < wg', e a interagdes ndo muito fortes (tais que wg' > y71).

A bem conhecida expansao de Zassenhaus [79] permite escrever

U(t) = c—iHt/R o _eA3t36A3t2e—iHSt/he—i(HB—l-H')t/h, (6.3)

onde
Ay = [H', HS]/(2?12) Ay =i[Hg, [H', Hs]]/(3713) + [Hp+ H',[H', HS]]/(6B3). (6.4)

Note que as contribui¢des provenientes do termo Agt? o wgstO's 3, ckz’.(a;fC + ax), onde Ok
é um operador adimensional, podem ser descartadas se comparadas com as de H't/h =
Os> & ckt(a;rc +ax), se wst < 1. Contribuictes de termos de mais alta ordem também podem
ser descartadas. Nesta aproximacao o modelo é soldvel [50, 27], como vimos no capitulo 3.
Obtemos

p(t) = Us(Ur(t) (e OPOpc(t)), e ps(t) = Us(t)Ur(t) (eI pg(0)), (6.5)

onde Ug(t) é o superoperador que realiza a evolugdo livre do sistema, Ug(t) é uma con-
tribuicao unitaria a evolugdo do sistema proveniente da intera¢ao com o banho e correspon-
dente ao hamiltoniano dependente do tempo —AR(t)0%, Do é o superoperador de decoeréncia
[Os,[Os,-]], pc(t) é um operador sistema-banho entrelagado, e A(t) = Ao(t) + Ag(t) é um
coeficiente dependente do tempo. No limite do continuo R(t), Ag(t) e Ag(t) sdo dados por

RU) = /O°° dwD(w)(1 — cos(wt)) (6.6)

o(t) = /oo gE}—D(w)(l — cos(wt)) (6.7)

1 — cos(wt)

T (6.8)

0 w
Aslt) = 2/°° % D(w)
. 0 w

onde a densidade espectral D(w) que incorpora os efeitos da constante de acoplamento

e da densidade dos osciladores [67], é D(w) = c?(w)n(w)w™. O papel de pc(t) é o de

estabelecimento de correlagoes sistema-banlio, e a manutengao de informacgoes (no banho)

do estado inicial do sistema. Claramente as propriedades de decoeréncia dependem de A(t).

Antes de realizar uma andlise tanto da densidade espectral quanto da temperatura. faze-

mos uma derivagdo alternativa. Sabemos que (capitulo 3) a aproximagio de Weisskopf—
Wigner dada por

dps(t) 1

1/ T p[H(1). [(r). pr(0)o]lFs(t). (6.9)

49



7

onde o til indica a imagem de interacao, é valida para todo tempo se a interacdo ¢é fraca o
suficiente, e é vilida para tempos curtos ainda se a interagio for forte [90]. A aproximacao
(6.9) tem sido deduzida sob a suposi¢ao de que TrrH'(1)pr(0) = 0. Em particular para o
modelo das referéncias [50, 27|, examinado no capitulo 3 dita aproximagio é exata. Se o
tempo ¢t no limite superior da integral se deixa crescer para infinito recuperamos a aproxi-
macao de Born-Markov usual. Depois de alguma manipulacdo a eq. (6.9) pode ser escrita
como

dﬁ;(t) = —/Otdws(t—T)[GS(U-[OS(T).-PS(UH
+ i/O dra(t — 7)[0s(t), {0s(r). ps(t)}], (6.10)
onde

, 2 Finwy

os(t) = chcoth( 5 ) cos(wgt) (6.11)
k

oalt) = Z'c,zcsin(wkt). (6.12)
k

Agora, suponhamos que (55(1‘,) =~ (55(7) R O~S(0), o que é verdade para tempos wgt < 1.
Sob esta condigdes a Eq. (6.10) torna-se

dps(t) _ i[_ﬁR(t)dsz(O)yps(t)] - ﬁ%

dt i [05(0).[05(0). ps(t)]], (6.13)

com R(t) e A(1) dados pelas Eqgs. (6.6) a (6.8). A solugdo da Eq. (6.13) é dada ezatamente
pela eq. (6.5). Assim, vemos que tanto o primeiro método, usando a férmula de Zassenhaus,
quanto o segundo, usando a aproximacao de Weisskopf-Wigner dependente do tempo, séo
equivalentes para tempos curtos.

A separagdo de A(t) em contribuicGes de temperatura zero e temperatura finita é impor-
tante porque o comportamento dessas parcelas é qualitativamente diferente (em particular, o
comportamento das expressoes subintegrais, na vizinhanca de w = 0, é diferente). Note que A
satisfaz a desigualdade 0 < A(t) < 2A(00). A e A7 satisfazem relacdes semelhantes. Consid-
eramos as densidades espectrais amplamente usadas [67, 55] D(w) = (w/we)" ! exp(—w/w,)
para v > 0, onde w, designa a frequéncia de Debve e v descreve o tipo de ambiente: super-
ohmico se v > 1, 6hmico se v = 1 e subdhmico se 0 < v, < 1. O comportamento de tempos
longos de A depende fortemente do valor de v. Encontramos as seguintes expressbes para

Ao(t) e Apl(t),

[ Tv-1) (1 — cos((v — 1) arctanwet ) (1 + (wet)2)~=D/2) £ 1
Ao(f) = { Uln( + (wot)?) ) L (6.14)
| O (v) (RBwe) ™! [ PP auS{C(v. 6 — i)} _
Aa(l) { In (T2(6)0-1(6 + it(/)(ﬁﬁ))l“‘l(é it (7)) y—1 (6:19)
50

SERVIGCO DE

-{ BIBLIOTECA £




71

Tabela 6.1: Comportamento assintético dos coeficientes de decoeréncia.

A% As(t)
L 2(hwef) (Rl -

I'(v)(1 - cos(gy—_zm)(wct)l'” (v — 2)cos((v — 2)7/2)(wet) @) v>2
+O((wet)'™)
+O((wct)"")) (ﬁﬂwc)_fh’l(l + (th)27 v=2

2(hBwe) ' T'(v — 2)sin((1 — V)W/Q)(wcf) Vol >1
—(1/2+ (hwepB) ™) In1 + (t/(wg' +kB))?)
2t/ (KB) arctan(t/(ws' + A B))

T cos(U2) (wet) 1~ 2(hBwe) T (v — 2) sin(L527) (wet )2~ 0<v<l

ln(th)

onde & nota a parte imagindria, ((z,q) é a fungdo zeta de Riemann generalizada e § =
1+ 1/(hwef). O comportamento assintético dos coeficientes de decoeréncia é dado na
tabela 6.1. Vemos que para um valor de v fixo, Az é assintoticamente mais divergente que
Ao

Lembrando que

o0

X_j argr B >1og#0.-1-2,.), (6.16)

vemos que a escala de tempo de Mg(t) é T3 = 1l/we + (1 + z)AB, para algum =z > 0,
enquanto a escala de Ag(t) é 1/we. Mais ainda, observamos que & medida que § aumenta
(baixas temperaturas) Tz aumenta, mais Ag(t) diminui (para tempos curtos). Se hfwc
for suficientemente grande e 1/wg > R esperamos observar uma transi¢ao dindmica no
comportamento da decoeréncia, j4 que Ag(t) e Ag(t) devem atingir seus regimes asint6ticos
para tempos maiores que 4/wc e 4T3 respectivamente.

O célculo numérico explicito no caso v = 1 (Fig. 1), para Aifwc = 40 mostra que
realmente podemos observar a transi¢iio: para tempos curtos A(t) é praticamente dado pela
contribui¢do de temperatura zero, crescimento posterior é caracteristico da contribuicdo de
temperatura finita.

Em conclusio, os esquemas tedricos apresentados aqui permitem uma investigacdo do
processo dindmico responsavel pelo estabelecimento de correlagoes quinticas. Como é bem
conhecido a aproximagao de Born-Markov nao é aplicdvel neste intervalo de tempo (curto).
Contudo, como foi frisado por muitos autores, o processo de entrelacamento acontece pre-
cisamente nestas escalas de tempo. Enquanto o regime cinético é governado pela dinamica
do sistema de interesse, o processo de entrelacamento € um processo geralmente rapido,
caracterizado por escalas de tempo muito menores. Mostramos que a férmula de Zassen-
haus ou da aproximacio de Weisskopf-Wigner dependente do tempo podewm ser empregados
para explorar o regime pré—cinético. Caracteristicas especialmente interessantes aparecem
no dominio de baixas temperaturas, como é esperado.
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Capitulo 7

Dinamica Eletronica Efetiva em Sais
Organicos de Transferéncia de Carga

O modelo de Hubbard de dois sitios tem provado ser uma ferramenta adequada para
investigar propriedades Opticas dos sais organicos para os quais as moléculas ion-radical sdo
dimeros quase-isolados [73, 54, 80]. No caso em que os graus de liberdade fermidnicos estdo
acoplados a suas vibragdes internas, Kozlov et al. [54] propuseram um hamiltoniano efetivo
no contexto de uma aproximacgdo de campo médio usando o modelo de Hubbard de dois
sitios [40].

O objetivo do presente capitulo é investigar como a dindmica eletrénica é afetada pelo
acoplamento com os graus de liberdade bosonicos, supostos em equilibrio térmico. Recen-
temente van Kampen[50] propés um modelo exatamente solivel que permite uma solugdo
analitica da dindmica reduzida do sistema de interesse quando acoplado a um conjunto de
modos bosénicos em equilibrio térmico. Isto é sempre possivel se o termo de acoplamento
comuta com o hamiltoniano livre do sistema a ser descrito. Uma realizagao fisica relevante
de tal situacgdo para os sais organicos de transferéncia de carga € a seguinte.

O modelo microscdpico para descrever os estados de um elétron de um dimero ion-radical
dos sais de transferéncia de carga interagindo com os modos coletivos de vibragao interna é
dada pelo seguinte hamiltoniano:

M M
H=H, +%igNY (bl +b;)+3 Awblb;. (7.1)

=1 =1
onde H, é o hainiltoniano fermionico na presen¢a de um campo externo magnético escolhido
na diregao Z.

'Uina versao ligeiramente diferente deste capitulo pode ser encontrada em Phys. Lett. A233 (1997) 261.
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Z > (E+0AB.)ng + Z T(al,a9, + abai,) +
i=1 o=+1 o=%1

+U Z Ili‘[l’lil, (72)

=1

E é a parte diagonal da energia cinética, T é a chamada integral de pulo (“hopping”), U
é a interagdo de Coulomb intra—atémica, A = —%E, onde g € o fator de Landé, e up é o
magneton de Bohr. O operador fermiénico a' (a) cria (destréi) uin elétron no sitio 7 e spin
o e satisfaz as relacées de anticomutagao:

{ai0.a],} = 656601, e {ai0, 250} = 0. (7.3)

O operador bosénico b:-r (b;) cria (destréi) um modo vibrénico com frequéncia w;. Estainos
supondo que existem A modos vibronicos diferentes. Os operadores bosonicos satisfazem as
relagoes de comutacgao:

[bi,bl] = 61 e [bi, by] = 0. (7.4)

Na eq. (7.1), N é o operador de nimero total de férmions,

2
N=> 3 ni (7.5)

i=1 o=%1 _

Obtemos o termo de acoplamento no hamiltoniano (7.1) a partir do hamiltoniano da
referéncia [73] quando a longitude de onda associada aos modos vibronicos é muito maior
que a distdncia entre os mondémeros.

O hamiltoniano H, comuta com o hamiltoniano total H, como é requerido para obter
uma expressao analitica exata para a densidade reduzida do subsistema.

Consideremos primeiramente uma condico inicial ndo correlacionada, i.e.,

o~ Brb]b;

p(0) = [mefun nu]@n (7.6)

onde,

Z = TrlePmbibi |,

A base para o sistema eletronico tem quatro indices correspondentes ao sitio 7 do elétron,
i=1.2,eaospin o, s =7.[: n = (nyy,n1].M21,N2y).

A evolucéo temporal do operador densidad inicial dado pela eq.(7.6). sob a dindmica da
eq.(7.1), é
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p(t) = eFH p(0) ~AHLL (7.7)
onde H é o hamiltoniano (7.1) do sistema completo.

Usando técnicas de algebras de Lie [59] calculamos a densidade eletrénica efetiva em um
tempo posterior tomando o trago sobre os graus de liberdade dos osciladores,

ps(t) = U)(D(t)ps(0)), (7.8)
onde U(t) representa a evolugdo unitaria e D(t) é essencialmente nao unitario. U(t) repre-
senta uma contribuicao hamiltoniana dependente do tempo

U(t) = e~ * Jo #THs=ENR(), + ] (7.9)

onde empregamos a mesma convencao de notagdo do capitulo anterior (e da referéncia [3])
para os superoperadores. Assim, a parte unitaria da evolug¢ao temporal do subsistema fer-
midénico, ganha uma nova contribui¢ao devido a dindmica dos modos bosonicos, dada por

H.;/(t) = H. — R(1)N?, (7.10)

com R(t) =¥, g‘-(l — cosw;t).
Note que R(t) depende das constantes de acoplamento ¢; e das frequéncias w; dos mo-

dos vibronicos. Dado que temos um numero finito de modos vibrdnicos, a fungao oscila
10 tempo dentro do intervalo: [0,23M C2] O termo dependente do tempo que aparece no

hamiltoniano efetivo (7.10) produz um de?locamento do espectro de energia do hamiltoniano
H. proporcional ao nimero total de férmions. Isto justifica a suposi¢do de campo médio da
referéncia [54]. Mostra ainda que o deslocamento no espectro de energia ¢ diferente para
cada subespago de Fock, e é caracterizado pelo nimero total N de elétrons no subsistema
eletréonico. Também, ainda que o efeito desta evolug@o unitdria seja a adi¢cdo de uma con-
stante, haverd um novo processo no operador hamiltoniano, porque N2 =n, +n, + 2nn,.
Estamos usando a definigdo: n; = 3,4 njo. O 1ltimo termo da uma contribuigiio a um
processo envolvendo sitios diferentes e o mesmo spin. O segundo termo do lado direito do
hamiltoniano (7.10) d4 uma contribui¢do néo trivial & dindmica quando o estado quantico
do subsistema eletronico nao esta restrito a um unico subespaco de Fock.

A contribuicao nfo unitdria D(t) é respousavel pela decoeréncia e recoeréncia do sistema
de interesse. E dada por

D(l‘) _ e—A(t)(N20—2NoN+oN2)' (711)
onde A(t) = M, % (1 — cosw;t) coth(ﬁ—f;ﬂ). Para um ntinero finito de modos vibrénicos, a

funcdo A(t) tem um comportamento oscilatério e varia no intervalo: [0.2 ¥

7=

2 Bhw;
Loy coth(=5=)].
A discussao do acoplamento dos modos eletronicos aos fonons da rede ¢ inteirainente
andloga ao caso dos modos vibronicos. A principal diferenca entre os dois casos é que o

ultimo apresenta uma distribuicdo continua de frequéncias.
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O hamiltoniano que descreve este sistema € similar ao hamiltoniano (7.1). Neste caso,
o operador b; (b}) destréi (cria) um fénon da rede e a soma sobre i é substituida por uma
integral. Os resultados anteriores continuam valendo, mas agora é 1til dividir A(t) como
A(t) = A%(t) + MP(t), como na referéncia [27], com

A0t) = AOC dw %w)(l — coswt) (7.12)
A1) = /Ooo dw DS’) (1e;hf°_s“;t), (7.13)

onde D(w) corresponde & densidade espectral da rede [67]. O primeiro destes termos,
eq.(7.12), corresponde 3 temperatura zero e o segundo, eq.(7.13), & temperatura finita 3.
O comportamento destas duas contribuicgoes é qualitativamente diferente como pode ser ver-
ificado na referéncia [27]. Estes pardmetros controlam a taxa com a qual os elementos de
fora da diagonal (correlagGes) vdo para zero. O fato de que os elementos fora da diagonal na
representacdo N justifica a suposicdo usual de evolugao unitaria dentro de cada um destes
subespacos. As fungdes R(1), A%(1) e AP(1) apresentan comportamentos assintéticos (1 — o)
bem definidos, que nfo sao oscilatérios e dependem das baixas frequéncias da densidade
espectral D(w).

Agora tratamos o caso de uma classe de condigoes iniciais correlacionadas para as quais
ainda € possivel achar resultados analiticos para a dinamica efetiva do subsistema. Supomos
que o sistema completo esta em equilibrio térmico a uma dada temperatura e que, depois
que este estado a atingiu, a densidade eletronica é levada a um estado de ndo equilibrio
por algum processo externo. Esta situagao pode ser implementada matematicamente pela
seguinte classe de condic¢bes iniciais:

[N

p(0) = e 7ML p5(0)e 3™, (7.14)

Tomando o traco sobre os graus de liberdade bosonicos ficamos com o seguinte estado de
mistura para os férmions:

,05’(0) — Ae—gHeff(oo)[e—A’(m)(N20—2N0N+oN2 pfg(o)]e—chff(oc). (715)

2

’ . ~ c 3.

ondre A é uma constante de normalizagdo e A'(o0) = 35, % tanh (2 ’;‘”‘
H

). Hepr(0) é 0 hamil-
toniano efetivo (7.10) em { = oo, quando os modos do reservatério sao infinitos, e é, no caso
geral,
M2
Hepp(t) =He - > N2 (7.16)
P wi
=1
Procedendo como antes, podemos obter a dinamica efetiva para esta classe de condicoes
inicials e mostrar que o processo de decoeréncia € agora mais lento emn comparacio ao
primeiro. dado que o estado inicial jA é um estado misturado. A evolucao de pg(0) é dada
por.



g Hess() 24 _oNeN-LeN? s Hess(o0)
ps(t) = Ae 7 [ QO ENM 2NN+ 0) )7, (7.17)
A(t) é dado pelas egs. (7.12) e (7.13) e

2
: Ruw;
M(t) = Z% (1 — cosw;t) tanh(ﬁ—:—

i 1

)-

Note que A(t) > A'(t), de maneira que a diferenca delas é positiva para todo t. A comparagio
entre as eqgs. (7.8) e (7.11) e a eq.(7.17) mostra que a taxa a qual o equilibrio é atingido
é mais lenta para as condigOes inicialmente correlacionadas. O processo de decoeréncia €
sensivel & densidade espectral da rede e portanto experimentos que medem as escalas de
tempo dos processos de relaxagdo podem ser tteis para o entendimento de varios aspectos
da intrincada dinamica dos sais organicos de transferéncia de carga.

Devemos dizer que quando temos poucos graus de liberdade bos6nicos (modos vibrénicos)
acoplados ao subsistema eletronico, temos um comportamento oscilatério quase—peridédico
de decoeréncia-recoeréncia cuja amplitude é menor que no caso do estado inicial fatorado
correspondente.
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Capitulo 8

Decoeréncia de Estados Mesoscopicos
de Campos em Cavidades

A concepgio de um arranjo experimental para a produgao de estados quinticos mesoscopi-
cos e para observar a decoeréncia subsequente [66] em cavidades de microondas foi precedida
por uma série de meticulosos estudos experimentais e tedricos [41, 10, 11, 12, 38, 13, 19].
Vérios esquemas tém sido propostos, baseados na medi¢ao de correlagao de dois atomos
usando atomos de Rydberg circulares, e a implementacao concreta de um de tais esquemas
foi recentemente reportada [14]. Grosso modo a experiéncia envolve dois estagios, que con-
sistem na preparagao do estado superposto desejado e o subsequente monitoramento de sua
evolucao no tempo sob a influéncia dos inevitdveis processos de perdas presentes na cavi-
dade. Como dltimo passo, o que conhecemos atualmente como “postulado de reducdo” [64]
é usado instrumentalmente e de maneira essencial para selecionar o estado de campo dese-
jado (ver abaixo). O estégio seguinte, contudo, envolve somente leis quinticas estritamente
causais, e é portanto, a principio, passivel de uma descri¢do tedrica completa, incluindo a
perda de coeréncia do estado preparado [38, 19]. Em particular, como é apropriado para
propriedades e processos fisicos bona fide, a decoeréncia deve ser caracterizada e descrita de
maneira independente de base. Mostramos em seguida que isto pode ser feito de uma maneira
particularmente simples no presente caso, dadas as propriedades especificas do estado de su-
perposicao preparado, e mais nada é necessario além das suposicoes usuais a respeito dos
acoplamentos externos que estao por tras do mecanismo de perda de coeréncia. De maneira
mais especifica, mostramos que, sob as condigbes experimentais reportadas em [14], corre-
lacoes de dois atomos do tipo envolvido nas medigoes ali referidas, podem ser usadas para
determinar completamente os autovalores dos operadores densidade reduzida que descrevem
os possiveis estados quinticos do campo da cavidade depois do estdgio de preparagdo. A
dependéncia temporal das correlagoes de dois atomos observadas constituem, portanto, uma
medida das caracteristicas intrinsecas da evolucao do campo. as quais dependem diretamente
do processo de perda de coeréncia. Mais ainda, dado que esta evolugdo depende tanto da
natureza do estado inicial quanto das hipéteses dindmicas relativas ao processo dissipativo,
através de uma anélise do tipo que é proposta aqui tais medidas podem proporcionar verifi-
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cagoes ezperimentais do resultado real do estagio de preparagio e da adequacao da dindmica
dissipativa proposta, por um pre¢o nao maior que uma andlise menos inclusiva dos dados de
correlacao de dois atomos.

O experimento reportado em [14] envolve uma cavidade C de alto @ localizada entre
duas cavidades de baixo @) (zonas de Ramsey R) e Rj) alimentadas com campos cléssicos
que “dirigem” o estado interno dos atomos circulares de Rydberg que atravesam o arranjo
experimental. A transi¢do entre dois niveis atdmicos, usualmente designados como | €) e | g),
é ressonante com os campos nas cavidades R, e Ry. Cada atomo é preparado inicialmente
no estado | e). Depois de abandonar R1 se encontra numa superposi¢do dos estados | €) e
| g). Os campos em R; e em Ry (e suas fases relativas) sdo escolhidos de maneira que sua
acdo sobre os dtomos esteja dada pela transformagao unitaria

.
Un: le) = - (et 1a)): 1g) = —(— &)+ | ).
V22 T T T w2 T

A cavidade C de alto @ contéin um campo coerente | ). O acoplamento entre o dtomo e o
campo nesta cavidadade se mede pela frequéncia de Rabi 2. Consideramos duas situagoes:
a) a frequéncia w do modo relevante de ' é quase-ressonante com a frequéncia de transigao
wie que conecta | e) a um terceiro estado | i) (que para fixar idéias é suposto com energia
maior que | e)) e estd longe da ressonancia com quaisquer transi¢oes envolvendo o nivel | g)
[19]; e b) w é quase-ressonante com a frequéncia de transi¢do we, que conecta | e) com | g)
[38, 14]. Em ambos os casos a dessintonia § é suposta suficientemente grande de modo a
evitar as transi¢oes reais e a interacao atomo—campo leva essencialmente a deslocamentos
dispersivos de frequéncia 1/§. Desta maneira, o acoplamento dtomo—campo durante um
tempo t produz uma desfasagem do campo que depende do nivel atéomico gerando estados
entrelacados atomo—campo. Isto pode ser representado pelos operadores unitarios

caso  a: Ug') = e | e |+ | g){g |
(8.1)
: (®) _ id(alat1) —igala
caso b: Up =€ | eY(e | +e | 9)(g |

com ¢(t) = Q% /5. Nestas expressoes os operadores a', a criam e aniquilam fétons no modo
relevante de C. O efeito desses operadores em um estado coerente da cavidade equivale
simplesmente a uma mudanca de fase que depende do estado do atomo de dois niveis, de
maneira que o estado de campo resultante pode ser expresso em termos de dois estados
coerentes. Devemos frisar que esta caracteristica depende de de maneira crucial da validade
do limite purainente dispersivo mencionado acimna, que requer valores de €2/§ suficientemente
pequenos para assegurar a validade do tratamento perturbativo de primeira ordem implicito
[71].

Esta idealizagao da dindiica envolvida permite descrever o experimmento numa forma
siimbdlica compacta. Quando um dtomo é enviado através do aparato, a mudanca no estado
do sistema combinado atoino mais cainpo é descrito por UrUcUg, de maneira que, para um
estado inicial fatorado p"'& | e)(e | (com g =| a){c |), temos
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UrUcUg(pT® | €)(e NULULUS,

para o sistema combinado. O estado de campo resultante da observagdo final do atomo no
estado | €) ou | g) é obtido substituindo o produto de operadores unitarios respectivamente
pelos operadores reduzidos

Us = (5| URUGUR | €) (8.2)

(ou seus adjuntos) com um fator de normalizagado do traco apropriado. E isto que designamos
como o estagio de preparacdo do experimento. O papel instrumental atribuido ao “postulado
de reducdo” neste estdgio aparece explicitamente no dltimo passo. Obtemos, para os dois
casos considerados

% [ei¢(aTa+1) s 6—i¢a*a} _ (8.3)

Os indices e, g e os sinais duplos referem—se respectivamente a observacao final do Atomo nos
estados | e) e | g).

Agora vamos ao segundo estdgio da medida de correlacao de dois atomos. O segundo
dtomo é enviado através do sistema depois da deteg¢do do primeiro. A passagem deste segundo
atomo através do aparelho e sua detecgdo pode ser descrita usando as mesmas ferramentas
formais adotadas para o primeiro 4tomo. Sejam pf” as densidades reduzidas de traco um que
descrevem o estado do campo na cavidade C defmis da deteccao do primeiro dtomo em e
ou g. As probabilidades condicionais para os possiveis resultados obtidos na medicdo final
do estado do segundo 4tomo, para um dado estado final (medido) do primeiro dtomo, sio
dadas respectivamente por

(a) l —~igata (b) _
e TG B

T
(8.4)
Pey =Tr [L{;Ugﬂﬂ ) ng =Tr l:u;ugpgj )

Note que em, digamos P, o primeiro 4tomo ¢ detectado no estado g e o segundo no estado
e. Devido a normalizagao suposta temos Pe. + Py = 1 = Py + Py, € o sinal de correlacéo
medido na referéncia [14] pode ser escrita simplesmente como

n= Pee - Pge =Tr [ujue (pf - F‘:;)] . (85)

As densidades reduzidas que aqui aparecem referem-se ao estado do campo em C no mo-
mento da passagem do segundo dtomo através do aparelho. Por outro lado, estas expressoes
conectam dados de correlacao de dois &tomos diretainente com nodelos tedricos para a

evolugdo temporal, absolutamente causal, de p/ durante o intervalo de tempo que transcorre
g
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entre a passagem dos dois dtomos. Isto envolve de fato o dnico aspecto realmente “com-
plexo” da dinamica, responsdvel pela evolu¢ao dissipativa do estado do campo em C. Dado
que sempre € possivel expressar as densidades reduzidas em termos de seus autovalores e au-
tovetores (dependentes do tempo), as Eqgs. (8.4) e (8.5) mostram diretamente que os valores
medidos das varias probabilidades condicionais e de  podem ser exprimidos em termos dos
memos ingredientes. Como mostramos abaixo, os autovalores sao de fato determinados por
Pee e Py, se fizermos suposigoes especificas, mas usuais, acerca do mecanismo de dissipagio.
Neste sentido, eles permitem uma caracterizacdo do processo de decoeréncia independente
de base tao boa quanto quantidades baseadas em objetos mais gerais ndo lineares em p
tais como o “defeito de idempoténcia” 1 — Trp? [47) ou funcionais entrépicos da densidade
[64]. As suposi¢Oes sobre o mecanismo de dissipagdo permitem um tratamento ezato, ndo
precisando recorrer as aproximagoes envolvidas na deducao das equagdes mestras.

Para modelarmos os efeitos dissipativos em C durante o tempo de passagem dos dois
atomos, introduzimos, como é usual, um conjunto de osciladores harmoénicos com frequéncias
wy e operadores de criagao/aniquilagao escritos as b}:, br (0 “banho térmico”) acoplado ao
modo relevante da cavidade através da expressao bilinear

Hipy =Y Five(a'be + bla). (8.6)
k

Esta expressao difere do acoplamento posi¢ao—posigao, também de uso comum, pela omissao
dos termos “anti- resonantes” envolvendo o produto de dois operadores de criagao ou dois
de aniquilacao. Realmente espera—se que estes termos contribuam muito pouco ao processo
de amortecimento devido & pequena razao /w no presente contexto. O sistema resultante
de osciladores acoplados tem as seguintes propriedades bem conhecidas: 1) seu estado base
é o produto dos estados base dos diferentes osciladores (nao existein correlagoes de estado
base) e ii) um estado inicial escrito como um produto de estados coerentes, i.e.

[t=0)=| ) [T 16 (8.7)
k

conserva esta forma para todo tempo, as amplitudes o(t) e fi(t) sendo as solugbes das
equagoes lineares acopladas

ic = Y VB
k
(8.8)
B = (wx— w)Bk + 1o
com as condicdes iniciais dadas, numa imagem de interacao ounde a dependéncia temporal
associada a constante de movimento fiw (aTa + >k b,tbk) foi eliminada. Esta solucao é de fato
a relevante quando tomainos como estados iniciais aqueles gerados pela acao dos operadores

obtidos na Eq. (8.3) sobre win estado coerente | o) € um banho térmico a temperatura zero.
Dado que o estado do modo relevante de (7 é a soma de dois estados coerentes linearmente
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independentes (ainda que, estritamente, nunca ortogonais), vemos que teremos para qualquer
tempo a soma de dois termos, cada um do tipo mostrado na Eq. (8.7). Consequentemente,
a densidade reduzida que descreve o estado do campo em C terd o seu trago esgotado em um
sobespago bidimensional (dependente do tempo) do correspondente espago do oscilador [63].
Esta caracteristica particular é retida na descricio de equag@o mestra usada atualmente
(ver e.g. [19]), a qual, contudo, proporciona resultados muito diferentes tanto a tempos
muito curtos (onde prediz uma dependéncia linear e ndo quadrética no tempo para medidas
de decoeréncia tais como o defeito de idempoténcia [47]) e para tempos longos na regido
asintoticamente amortecida.

O caso computacionalmente mais simples que consideramos corresponde ao caso a) como
foi definido acima. Selecionamos, além do mais, o valor ¢ = 7 da fase que caracteriza o
estado de superposi¢do, nao somente por conveniéncia, mas também devido as propriedades
singulares de tal escolha, como discutimos embaixo. O estado “inicial” (depois da detecgéo
do primeiro 4tomo) é, portanto,

|1 =10) = Na[| )T | —c)]® | 0p)

onde | 0) designa o estado base do “banho” (temperatura zero), o duplo sinal corresponde a
detecgao do primeiro &tomo em e ou g e N, € o fator de normalizagao apropriado. A solugiao

das Egs. (8.8) da

[ ) = Na || a(O) [T | B®)F | =) T | =Be(t))

E simples entao obter a densidade reduzida para o campo em C no tempo i,

pg (1) = N[l a(O)(alt) | + | —a(t){=a(t) | FTo(t) (| a®))(—alt) | + | —a(t))(a(t) |)]
(8.9)
onde a funcao real I'y(t), que contém os efeitos de decoeréncia dos osciladores do banho, é
dada por

To(t) = [I(=Bx(t) | Br(t)).
k

Os autovalores finitos A4 (t) de cada uma de tais matrizes sdo

o Q+Ta0)AFTH0) . (1= To(t) (1% Dot))
MO=TnEnoy 0 MU T Rae o)

onde [',(t) = (—a(t) | a(t)), com autovalores associados

(8.10)

[ Ax(t)) o [a(t))= | —a(t)).
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O caréter singular deste caso especial reside no fato de que operador exp(i¢a’a) = exp(itafa)
que aparece em ]l é diagonal simultaneamente com as densidades reduzidas (com auto-
valores 1 para | A+(t))). O sinal de correlagdo 7(t) medido em [14] toma entdo a forma
seguinte

n(t) = A9@) = A9).

Sempre que a superposicao (“overlap”) I[',(0) seja pequena e I',(t) assim permanega, das
e g
Egs. (8.10) é claro que NEY A%) | de modo que o resultado de cima se reduz a

n(t) 2 A9 - 291 =1 - 290) ~ 291) - 2P0 =1- 229 (8.11)

que, junto com o normalizacdo do trago, € suficiente para determinar os autovalores neste
limite de superposig@o pequena. Mais ainda, vemos que, independentemente da condigao
de superposi¢ao pequena, os autovalores das densidades reduzidas ficam determinados pelas
quantidades P, € Pg, medidas separadamente como A = P.e 29— Py

Exatamente a mesma andlise se aplica neste caso quando é usada uma aproximagao tipo
equacao mestra para descrever os efeitos de amortecimento associado com as Egs. (8.8),
como é feito p.e. na ref. [19]. De fato, a equagdo mestra pode ser resolvida em forma

fechada proporcionando uma expressao para a densidade reduzida idéntica em forma a Eq.
(8.9) com

Oc(t) — a(O)e—’)’tﬂ e Fb(t) N €_2|a(0)|2(1_6_»ﬂ)

onde 7 = 1/t., o inverso do tempo de amortecimento da intensidade de campo em C.

O caso b), que corresponde as condi¢bes do experimento reportado em [14], pode ser
tratado exatamente do mesmo modo que o caso a), pois o estado do campo preparado em
C (i.e. imediatamente depois da detec¢ao do primeiro 4tomo), é ainda uma superposigio de
dois estados coerentes, a saber

|1 =0) = Nag [eid’ | ae™®)+ | ae"id’)] ® | Op).

Ainda é possivel acharmos expressoes para os autovalores positivos e para os correspondentes
autovetores das densidades reduzidas, em termos das solugoes apropriadas das Egs. (8.8),
levando em consideragao o fato da nao ortogonalidade da representacao de estados coerentes
através da matriz de superposicdo apropriada. Comno elas s@o consideravelmente mais com-
plexas que no caso anterior e nao sao necessdrias explicitamente no desenvolvimento seguinte,
1nao as escrevemos en toda a sua exatidao.

Antes de nos dedicarmos a discussao do caso geral, consideremos as expressdes mais
simples que aparecem no caso de superposicio pequena (i.e. | {a(t)e!® | a(t)e™*) |< 1 de
maneira qu e a matriz de superposicao reduz—se, essencialmente, a matriz unidade). Ainda
que os operadores envlvidos em LI,;r U, ja nao sao simultaneamente diagonais com as densidades
reduzidas, ainda obtemos um resultado siinilar a Eq. (8.11) para o sinal de correlagdo, que
pode ser escrito como
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n(t) = cos (Z |Be(t)|* sin 2¢> Ay —A)
k

onde My = /\gf) ~ )\(;)

densidades reduzidas,

designa as aproximacoes de superposi¢cao pequena dos autovalores das

_1E | Te(t, 9) |
T 2

com

Ty(t, ¢) = e 2LulA®Fsin0ci6) o g(1) = 3 |By(t)]? sin 2¢.
k

Nas tltimas equacgdes a:(t) e k(1) indicam as solugées das Eqs. (8.8) com condigGes iniciais
a(0), Bk(0) = 0. Isto faz explicita toda a dependéncia em ¢. A possibilidades de exprimir
a aproximacao de superposi¢ido pequena de 7(t) em termos dos autovalores da densidade re-
duzida deve-se ao fato que, neste limite, as duas densidades pf e [)5 essencialmente comutam,
e essencialmente tem os mesmos autovalores, i.e.

PF 2| AL [+ 1A 15 ol s A Ao O |+ A (A |
com autoestados aproximados
] Ag) x £ DT | o (1))t | a(t)e ™).

Assim, o sinal de correlagio medido em [14], Eq. (8.5), essencialmente determina os auto-
valores das densidades reduzidas pf" e p!' no limite de superposi¢io pequena. Para obtermos
tal resultado é fundamental a igualdade dois—a—dois dos autovalores das duas matrizes neste
limite. Finalmente consideramos o caso geral e mostramos que, independentemente da su-
posicao de superposicao pequena, medidas separadas de P, e Py novamente determinam os
autovalores das matrizes de traco unidade pf e pg . De fato, ¢ facil mostrarmos que essas
quantidades proporcionam em geral combinacoes lineares independentes dos dois autovalores
positivos em cada caso, comn coeficientes que dependem da dindmica da interacio dtomo-—
campo segundo fica expressa nos elementos de matriz dos operadores reduzidos Z/{g, Eq.(8.2),
nos autovetores da densidade reduzida. Para vermos isto explicitamente, é suficiente escrever
as densidades reduzidas em forma diagonal como

fE=DEONPO0P0) 1+ PP 0% 0 | (8.12)

que dé para as funcoes de correlacao

Py = 00 Ui 1P ONP ) + 0P 1) (1w 12D ).
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Obviamente, estas expressGes gerais permanecem validas também no caso a) discutido ante-
riormente, onde para ¢ = T temos

O U 2Py =0 e 09y 09 =1

Como resultado do fato de que as densidades reduzidas sao simultaneamente diagonais com
os operadores reduzidos U, a determinagéo dos autovalores vira independente da estrutura
dos autovetores (comuns, neste caso).

Concluimos a partir destes resultados que a validade da suposicao de acoplamento pura-
mente dispersivo entre o atomo de dois niveis e o campo na cavidade C, que leva a validade
das Egs. (8.1), e a pertinéncia de um acoplamento da forma da Eq. (8.6) para a im-
plementacao da dinamica dissipativa permite um monitoramento experimental direto dos
processos de decoeréncia intrinsecos sofridos pelo campo como resultado de seu acoplamento
com o “banho térmico”. Isto pode ser feito simplesmente medindo separadamente as prob-
abilidades condicionais P, e Py, porque elas determinam completamente os autovalores
positivos (neste caso somente dois, para qualquer tempo posterior a preparacao do estado de
superposicdo) de cada uma das densidades reduzidas pf" e pg . Sob condi¢bes menos estritas,
permitindo efeitos mensuréveis de correcoes de ordem maior (em §2/6) as Egs. (8.1), serdo
produzidos estados, depois da passagem do primeiro atomo. que ndo podem ser reduzidos
a superposicoes de somente dois estados linearmente independentes (ver e.g. ref. [15]), e
portanto terao densidades reduzidas com um numero consideravelmente maior de autoval-
ores positivos. A representacgio correspondente a Eq. (8.12) terd mais de dois termos, de
maneira que a determinacao completa das propriedades de decoeréncia do campo precisard
de medi¢oes mais imaginativas.
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Capitulo 9

Decoeréncia Atomica em uma Zona
de Ramsey Fria

No arranjo experimental discutido no capitulo 7, chamou-nos atencdo um aparelho periférico
naquele experimento, a zona de Ramsey. Como discutimos, seu papel no experimento é “ro-
dar” o dtomo, i.e., ao penetra—la o 4tomo se comporta como se encontra—se um campo elétrico
classico dependente do tempo. Em particular isto quer dizer que nao havera entrelacamento
do 4tomo (com o campo da zona de Ramsey) dessa etapa do experimento. No contexto atual
dos limites classicos, a primeira e mais itmportante hipotese é a de que o campo ali dentro
deve ser intenso para cumprir esse papel. Nao é. Resulta que o ntunero médio de fé6tons na
dita cavidade é aproximadamente um. Isto nos levou a pesquisar qual o efeito (que ndo €
grandes numeros) poderia gerar este comportamento cldssico experimentalmente verificado.

Apés pesquisas na literatura e discussoes com fisicos experimentais verificamos que as
caracteristicas da zona de Ramsey sao

1. Ela é continuamente bombeada por uma fonte externa.
2. Possui um numero médio de fétons da ordem de um.
3. Esta a uma temperatura muito baixa, a mesma da cavidade supercondutora.

Com base nessas informactes construimos o seguinte modelo para a zona de Ramsev. O
arranjo experimental de um atomo de dois niveis que atravessa uma Zona de Ramsey pode
ser descrito mediante o hamiltoniano seguinte

H = heo,/2+hw(ala+1/2) + 7 welbbx +1/2) + 7 S cla’by + ab})
k k

+hd(ae™t + ale ™™ + higlalo_ + a0 )O(t — to) (9.1)
= Ho+ H;= Hy+hg(a’o_ 4+ a0 )01 — Lg)

onde O(1) é a funcio passo unitario de Heaviside e ¢ é o instante no qual o d4tomo entra
na zona de Ramsev. Supomos que ty é muito maior que o tempo caracteristico de compor-
tamento transiente (1o > A7, A~! a constante de relaxacdo do sistema) de maneira que o
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modo da cavidade é suposto estar no seu regime estaciondrio. Supomos, além do mais que
a densidade total em t =0 é

p(t) = ps(0) ® pa(0) @ J] 10k) (0l (9.3)

isto é, o estado do 4tomo pg e do modo da cavidade g, sdo arbitrarios, e o banho de osciladores
est4 no seu estado fundamental (temperatura zero).

A aproximacgao de Weisskopf—~Wigner dependente do tempo de segunda ordem é dada
por

~ : ) 3 3 )
D) - 2 L0) . oJas(t) — =y [ arTegli'(0) — (B(0), L) — (), pm(O)o]lfste),
(9.4)
onde o til indica a imagem de interacio, (H'(t)) = TrgH'(t)ps(0), S é o sistema de interesse
e B designa todos os outros graus de liberdade. Pode ser mostrado que a aproximacao de
Weisskopf-Wigner dependente do tempo é vélida para todo tempo e acoplamento suficien-
temente fraco, e para tempos curtos independentemente da intensidade da interacao [47].
Em particular, ela é exata para o modelos das Refs. [50, 27]. Tomando o tempo ¢ no limite
superior da integral no limite { — oo, e com a condigéo (H'(1)) = 0, obtemos a aproximagio
de Born-Markov usual.
No caso do hamiltoniano (9.1), H;(t) é dado por

Hi(t) = ot/ e =tHot/h — 1001 — 1) (a+ei€ta(t) + h.c.) (9.5)

Devido a aparicao da funcdo de Heaviside, vemos que um dos ingredientes necessarios é o
comportamento estacionario do modo da cavidade, interagindo com o banho e com a fonte
classica. Frisamos que o presente esquema descreve bem o comportamento da densidade
reduzida atOmica para tempos posteriores a tg. As equagoes para o setor bosénico do modelo
sdo

a = —iwa-— iz crbyr + de_iwet, (9.6)
k
bk == ——iwkbk — icka. (97)

Resolvendo (9.7) em termos de a, e empregando esta solugdo em (9.6) obtemos a equacao
integrodifereucial

t . , .
i+ iwa + / dr 3" ek 0=)g(r) = —i 3 ciby(0)e ™ 4 e, (9.8)
0 k k

A partir dos dados experimentais sabemos que, pelo menos para tempos ndo muito curtos, o
terceiro termo do lado esquerdo da Eq. (9.8) pode ser aproximado por (—iéw + A)a(t), onde
bw, o deslocainento de frequéncia e A. a constante de acoplamento, sdo constantes reais.
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Como o deslocamento de frequéncia é usualmente pequeno o descartamos. Assim, temos
feito efetivamente a aproximacao

S e ) & AS(t - 1), (9.9)
k
que pode ser usada para resolver a Eq. (9.8) fornecendo
. t . , t . .
a(t) = a(0)e ™M z/ dr Zcke(—u"_)‘)(t_T)e_“‘”“Tbk(O) +d/ dreTNi=T)miwer (g 10)
0 - 0

O comportamento de tempo curto de (9.10) ndo deve ser tomado muito em sério. Con-
tudo, é o comportamento de tempos longos de a(t) o que é de interesse (os tempos curtos
interessantes sdo aqueles posteriores a tp). Ainda

(a(t)) = (a(0))e ™M 44 A A (9.11)
d —iwt—At de et

= ((a(O)) - m) € M m (9.12)

= ({a(t))r + (a(t))s, (9.13)

onde os subindices T e S referem—se respectivamente aos comportamentos transiente e esta-
cionario. Definimos ¢a(t) segundo

fal(t) = a(t) ~ (a(t)) = (a(0) ~ (@(O)e ¥ — s [ drelw NNt (), (9.14)
e k(t) e Ax(t) segundo -
k(t) = (a(t)) exp(iet), and A_(4(t) = T6aM(y). (9.15)
Estas defini¢des nos ajudam a escrever a equacdo (9.4) como

dps(l)
dt

= —igO(t — to)[k(t)o; + h.c..e]gs(t) (9.16)
—g%0(t — t) /1:: drTrplo+A_(t) +he. [0+ A_(T) + hc.,pr(0)e]]5s(t).

Agora, como os termos que dependemn de a somem e

(bkbr) = (bLb]) = (bb) = 0. (bibr) = bk (9.17)

vemos que a Eq. (9.16) simplifica-se para

dps(t)
dt

= —igO(t — lo)[k(t)os + h.c., o|fs(t)

—g%0(t — to) / drTrp (A" ()AL (7)) (04— ® o e 53)
(AT(1)A (1) (00 40- — o e 04)) Fsll). (9.18)
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com

, t ] , ‘ ,
I/(t,T) = <AI_(Z‘.)AI+(T)> — ezet(_i)/ dtlzcke(—zw—/\)(t—t )e—zwkt %
0 k

’

% e—z’er(i) /O dr' Z cle(iw—/\)(T—T')eiwkﬂ&kl
I

I

/‘ dt’/T dT/eie(z—r)e(—z‘w-A)(z—z')e(iw—x)(f-r')Zcze—iwk(t'—r')_ (9.19)
0 0 -

Empregando novamente a aproximagdo dada pela Eq. (9.9), realizando as integracoes e
descartando os termos transientes obtemos

1 )
y(t,7) = e, (9.20)

que pode ser escrita como a soma de uma fungado simétrica S(¢ — 7) mais uma funcio
antissimétrica A(t — 7).
1 —1
S(u) = 56-*<t—f> cos(wg — €)(t — 7), Alu) = 76-*“—” sin(wo — €)(t — 7). (9.21)
Observando que 71 = v(7,t) = S(t — 7) — A(l — 7), escrevemos a equagio para a densidade
atomica como

dps(t)
dt

= —igO(t — to)[k(t)os+ + h.c., e]fs(t)
~G0((~ t0) [ drS(t = 1) (029 0 —0- 004 +0045)) 5500
—9%0(t — tg) /t‘: drA(t — 1)[o o_, e]ps(t). (9.22)

Realizando as integragoes e exprimindo o,0_ em termos de 7, e a matriz unidade temos

dﬁ;t(t) = —igO(t — to)[k(t)or + (k(t)) o + gn(l — to), ®|ps(t)
—9%0(t — to)p(t — to) (9408 —g_ w0, +e0,0.)) is(t), (9.23)
onde
deHwe—e)t d
k() = A+ i(wo — we) DY (9-24)
e Msin(wg — €)l — (wo — €)(1 — e cos(wp — we)t) _
n(t) = 202+ (w0 — ) — 0 (9.25)
W) = M1 — e Meos(wy — wet) 1-— e~ M (9.26)

2(A%2 4 (wo — €)?) )
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As setas indicam o limite no caso ressonante wy = w, = ¢. As contribuicGes unitdria e nao
unitaria estdo separadas claramente: a primeira vem dada pelo termo em 7 e corresponde a
uma renormalizagao de frequéncia instantanea, dependente do tempo, e a iltima corresponde
ao termo em u, que tem forma de Lindblad [56], ligeiramente generalizada de modo a permitir
coeficientes dependentes do tempo. A partir de agora trataremos somente o caso ressonante.
Observemos que o termo unitario € precisamente o que necessitamos para rodar o 4tomo,
e que este termo nao precisa ser postulado, aparece de maneira natural. Descartando o termo
unitdrio, voltando & imagem de Schrodinger, e descrevendo o estado (puro) do 4tomo por

w(t) =p(t) | +) +qt) | =), (9.27)

onde | +) e | —) s@o os estados superior e inferior do hamiltoniano livre, segue

p®)e \ _ [ p(0) ( 4(0) , |
( g(t)e—iet ) = ( 4(0) ) O(t —tg) cos(gd(t —to)/A) —i ( 2(0) ) O(t — tg) sin(gd(t — to)/A).
(9.28)

Assim o tempo de transito necessario para rodar o dtomo por 7/2 é T = wA/(2gd). Podemos
estimar o tempo de decoeréncia tp usando u, tp =~ 2X/g% Se g < d, é possivel rodar o
atomo essencialmente sem perda de coeréncia. Esta condi¢ao pode ser colocada em uma
forma ligeiramente diferente usando o fato de que em cavidades de Ramsey reais o ntimero
médio de fétons n(t) é 1,

n(t) = {a'(t)a(t)) = (a'())(a(t)) = (d/3)?, (9.29)

onde usamos (9.10) e (9.17), e t > A~!. Em cavidades reais A ~ d, e se g < A o 4tomo pode
rodar por 7/2 com perda de coeréncia descartavel.

Escrevendo a densidade atémica na base | +), | —),
A= 3 By li)il, (9.30)
ij=+—
podemos transformar a Eq.(9.23), A = d num sistema de quatro equacdes diferenciais
acopladas,

Gty —n(r) g —ig 0 o

d | a;_ 3 - 0 —1 a4
A ae | g n(7) ig G | (9.31)

dr | a—4 —1ig 0 —n(r) ig a_y

a__ n(r)  —ig ig 0 a——

onde T =1 —1g>0.
Agora, o grau de pureza na imagem de interagdo § = Trpg = &i++&2__ +2a_,a,_ éigual
ao grau de pureza na imagem de Schrodinger, porque as duas imagens estao relacionadas
por uma transforinagao unitaria. Da Eq. (9.31) e a defini¢do de cima podemos escrever uma
equacao para 0,
ds  —2¢*
dar A

(1= e™)8(r) = (a—v +ag_a_y)(7)). (9.32)
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que foi obtida levando em consideracao o fato de que pg tem trago unidade. Dado que
(a__ +ay_a_4)(r) > 0 (p é positivo semi—definido e hermitiano), resolvemos a Eq. (9.32) e
temos o limite (“bound”)

5(t) > 5(0)exp(—2i—z(e_’\7 — 1+ A7) (9.33)
Nas condigoes experimentais
§(T) > 6(0) exp(—mg/A) ~ 6(0)(1 —7g/A) ~ 6(0). (9.34)

Com estes resultados conseguimos explicar porque a zona de Ramsey se comporta clas-
sicamente, i.e., como um acoplamento forte com o ambiente pode gerar comportamentos
classicos. Este resultado parece ser geral e esta sendo presentemente estudado neste con-
texto [48]. Néo deixa de ser intrigante o fato de que um acoplamento forte possa levar ao
limite cldssico num sistema com nimeros quéanticos caracteristicos pequenos!
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Capitulo 10

Conclusoes

No presente trabalhio fizemos contribuigoes de cardcter formal, através do exame de uin par
de modelos exatamente soliveis e a constru¢ao de aproximacoes alternativas as existentes
para o estudo da dissipacao e decoeréncia de subsistemas quénticos, e contribuicoes do ponto
de vista das aplicacoes.

Com relagdo aos semigrupos dinamicos e o teorema estrutural de Lindblad mostramos
que 1) liouvillianos com forma de Lindblad podem levar a resultados fisicos inaceitaveis,
ii) modelos exatamente soliveis podem ter liouvillianos ezatos que ndo possuem a forma
de Lindblad, e ii) a forma estrutural de Linblad exclui a possibilidade do fenémeno de
recoeréncia local, presente em modelos exatos.

Um dos modelos exatamente soluveis mostra que, ainda que os fenémenos de decoeréncia e
dissipagdo estdo relacionados, eles sao diferentes um do outro e podem existir separadamente.
Neste modelo também aprendemos que as propriedades de decoeréncia para tempos longos
dependem de maneira fundamental da funcéo espectral, que contém a informacao relevante
sobre o banho térmico e a interacdo e mostramos que a aproximacao de Born—Markov é
incapaz de reproduzir os diversos comportamentos de tempos longos. Mostramos ainda
que a equagao mestra ezata possui uma forma que pode ser interpretada como sendo uma
generalizagdo da forma de Lindbland (o requerimento de coeficientes constantes positivos é
excessivo). Notamos também a apari¢cdo de uin termo unitirio que néo pudemos escrever
na forma de um hamiltoniano (ainda que no caso que o operador densidade for o de um
estado puro, dito termo pode ser escrito como um hamiltoniano ndo linear). Ainda vimos
que o reservatorio age como um aparelho de medida que recolhe informagées acerca do estado
inicial do sistema com tanta mais fiabilidade quanto menor a temperatura.

O outro modelo que resolvemos exatamente é o modelo de osciladores independentes na
aproximagao de onda girante e a temperatura zero, mesmo no caso de um “banho térmico”
com numero finito de osciladores, ou até com um tunico oscilador. Ainda mostramos que
toda a dinamica deste sistema se encontra condensada em duas funcbes reais dependentes
do tempo. Calculamos a evolucdo temporal exata de varios operadores densidade iniciais,
incluindo os estados coerentes generalizados, os estados comprimidos e estados tipo gato de
Schrédinger. Mostramos que umn estado coerente sempre permanece coerente.
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Propusemos esquemas de aproximacao alternativos que dao uma descrigdo precisa da
dindmica de tempos curtos. As aproximacdes que propussemos se assemelham em espirito
a regra durea e ao Ansatz de Weisskopf-Wigner para o célculo de taxas de transi¢do. Estas
novas aproximacdes sdo boas no caso de acoplamento fraco e para sistemas pequenos e
grandes. No caso das equagoes mestras markovianas uma hipdtese importante é que um
dos sistemas interagentes é “muito grande”; nas aproximacées que propomos isto nao é
necessario. Mostramos também que as nossas aproximagoes sao boas ainda no regime de
acoplamentos fortes, embora somente para tempos curtos. A aproximacgao de Born-Markov
foi ocasionalmente generalizada para a quarta ordem (a terceira ordem sendo nula), enquanto
a deducdo que apresentamos da regra aurea é facilmente generalizdvel para a ordem n e a
aproximagdo de Weisskopf-Wigner foi explicitamente deduzida para a n-ésima ordem.

Empregamos a expansdo de Zassenhaus [79] e a aproximacio de Weisskopf-Wigner de-
pendente do tempo para mostrar que, em sistemas acoplados com banhos térmicos com fre-
quéncia de Debye muito maior do que as oscilagdes livres do sistema, no regime pré-cinético
temos uma superposicao do comportamento de decoeréncia caracteristico de temperatura
zero com aquele de temperatura finita. Para temperaturas suficientemente baixas é possivel
observar, quando menos em principio, uma mudanga de comportamento, no tempo, da deco-
eréncia. Este capitulo mostra também que, pelo menos nas condi¢oes em que as aproximacgoes
empregadas sdo satisfeitas, a primeira coisa que um sistema acoplado a um reservatério faz
é estabelecer correlacbes com o reservatorio na base do operador do acoplamento.

Um dos modelos exatamente soluveis de cima foi empregado no caso de sais orgénicos
acoplados com fonons de comprimento de onda longo comparado com o tamanho do dimero.
Obtemos o que se conhece como efeito de polaron pequeno. Discutimos um caso de uma
condicao inicial ndo fatorada: para tempos longos nao podemos distinguir se o operador
densidade total inicial era, ou néo, fatorado.

Fizemos um estudo e interpretacdo detalhados de um experimento de produgéo de gatos
de Schrodinger e observagio de seu processo de decoeréncia em cavidade quanticas de alto
Q. Mostramos que sob certas condigoes as medidas de probabilidade estao relacionadas com
os autovalores, dando uma caracterizacao independente de base da decoeréncia. Mostramos
também que mesmo no caso de gatos de fase, a evolugdo subsequente restringe-se a um
subespaco bidimensional do espaco de Hilbert do modo da cavidade, sendo que o operador
densidade evoluido pode ser encarado como uma mistura de dois gatos de fase diferentes.
Talvez ao resultado mais interessante desta andlise seja a referente ao estudo de um aparelho
periférico nesta medicgo: a zona de Ramsey. O formalismo por nés contruido nos per-
mite compreender porque a zona de Ramsey se comporta classicamente embora os nimeros
quanticos envolvidos sejam pequenos.
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