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Resumo

Estudamos duas classes de teorias de campos com meétrica indefinida: os
modelos sigma nao linear ndo compactos e as teorias quarticas da gravitagao.
Mostramos que a prova da unitariedade para os modelos sigma de simetria
nao compacta é a mesma que para os modelos compactos nas regides fisica-
mente relevantes. Além disso, analisamos a possibilidade de ocorrer geragao
dindmica de massa nos modelos sigma sob influéncia de temperatura finita,
em varias dimensdes. No que se refere as teorias quarticas da gravitagao,
calculamos o valor esperado no vacuo da fungao de dois pontos com insergao
da relagio de Gauss-Bonnet. Encontramos que a identidade clissica ndo
é preservada quando empregamos a regularizagao dimensional, mesmo num
espago sem singularidades. Isto revela o surgimento de anomalias gravita-

clonais,

Abstract

Two classes of field theories with indefinite metric are studied: noncom-
pact nonlinear sigma models and higher-derivative quantum gravity. We
show that the proof of unitarity for noncompact sigma models is the same as
the one for compact models in the physically relevant regions. Moreover, we
analyze the possibility of dinamical mass generation at finite temperature in
various space-time dimensions. Concerning to the higher-derivative quantum
gravity, we calculate the vacuum expectation value of the two-point function
with the insertion of Gauss-Bonnet Relation. In the quantum context, we
also show, using dimensional regularization, that the Gauss-Bonnet relation
is not satisfied due to gravitational anomalies.
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Capitulo 1

Introducao

A introdugéo de um espago com métrica indefinida é requerida na descri-
¢do covariante de muitos modelos interessantes em teoria quantica de campos.
Dois exemplos relevantes sao: a Eletrodindmica Quéantica (QED) e a Teoria
de Yang-Mills. Mas surge o problema de interpreté-los fisicamente. Usando a
liberdade de calibre, podemos passar de um calibre explicitamente unitério®
para outro explicitamente covariante, como acontece na QED na passagem
do calibre de Coulomb para o de Lorentz. Esta transigao, de um calibre
para outro, ji estd bem desenvolvida para modelos descritos por meio de
dlgebras fechadas e com vinculos irredutiveis. Contudo, o caso geral ndo é
este. Normalmente, os vinculos sao dependentes de calibre e as dlgebras sao
abertas, de forma que a transigao torna-se complicada, mesmo quando se
conhece os dois calibres: o unitério e o covariante.

A teoria covariantemente quantizada é normalmente formulada num es-
paco de Métrica Indefinida com setores fisicos isolados por meio de alguma
condigao subsididria sobre os estados vetores, de forma a garantir a auséncia
de probabilidades negativas. Este sub-espago deve ter norma nio negativa
e ser invariante com respeito & evolugdo dindmica, isto é, qualquer operador
observavel deve comutar com a condigiao subsididria.

Na QED tal condigio é realizada no formalismo de Gupta-Bleuler!!! onde

10nde excitagSes nio fisicas estao ausentes e os estados tem norma positiva definida.



todas as componentes do campo eletromagnético sdo consideradas indepen-
dentes e o sub-espaco é selecionado pela condigao

(¢ﬁsico|a"‘4u(z)|¢ﬁ’sico> =0.

Contudo, tal formalismo ndo pode ser diretamente extendido para teo-
rias de calibre ndo abelianas porque, por exemplo, a condigdo acima néo
é dinamicamente invariante em tais teorias, acarretando uma violagao da
unitariedade.

Uma outra prescrigéo, conhecida como quantizacdio BRST, é amplamente
usada em teorias ndo abelianas, tendo sido aplicada com sucesso na quan-
tizagio da Teoria de Yang-Mills/?. Neste formalismo, as condigdes sub-
sididrias sao dadas sobre o gerador Q das transformacées de BRST,

Qlegisico) = 0-

Do fato que o operador Q comuta com o Hamiltoniano e com os outros
observéaveis decorre que esta condigao é invariante sob evolugao dindmica.

O processo de quantizagio de Gupta-Bleuler e de BRST néao foram os
inicos métodos desenvolvidos para tratar teorias contendo Métrica Indefinida.
Também, Pauli, Dirac, Nagy, Lee-Wick, entre outros, desenvolveram diferen-
tes processos de quantizagio? para tais teorias.

Mas, como nem sempre é possivel obter modelos com Métrica Indefinida
fisicamente realizaveis, muitos fisicos optam por abandoné-los. Isto acontece
porque tais modelos contém estados com norma (e/ou energia) negativa im-
plicando em problemas com estabilidade, caso nao apresentem uma Hamilto-
niana limitada. Também a unitariedade deve sempre ser verificada. Muitas
das excitagoes presentes sao resultantes de graus de liberdade espiirios e,
portanto, sem realizagao fisica. Nao é este o nosso caso. Analisaremos no
decorrer deste trabalho duas classes de teorias de campos, tendo em comum
os fatos de ambas serem teorias de calibre e de apresentarem Métrica In-
definida. Serao considerados os seguintes modelos:

e Modelos Sigma Nao Linear de Simetria Nao Compacta;

2Todos estes processos continuam sendo utilisados.
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o Teorias Quarticas da Gravitagao®.

Originariamente, os modelos sigma foram desenvolvidos por Gell-Mann
e LévyPl, em 1960, para descrever a interacao pion-niicleon. Neste mesmo
artigo, eles apresentaram tanto o modelo sigma linear quanto o nao linear.
Estes modelos tém em comum os fatos de realizarem simetria quiral e de
conservarem parcialmente a corrente axial. Qutra caracteristica marcante
do modelo sigma linear reside em sua renormalizabilidade por contagem de
poténcias em quatro dimensées. Contudo, na construgdo deste modelo foi
necessaria a incluséo de uma nova particula?, o méson escalar o, que nunca foi
observada. Os modelos sigma nao lineares embora nao sejam renormalizdveis,
mantem as mesmas simetrias dos modelos sigma lineares, com a vantagem
de nao predizerem novas particulas.

Jé na década de 70, virios autores!* % € mostraram a analogia existente
entre o modelo sigma ndo linear em duas dimensées (que é renormalizavel)
com as teorias nao abelianas em quatro dimensoes. Ambos os modelos sao
assintoticamente livres a curtas distancias e fortemente interagentes a longas
distancias. Também, em duas dimensces, a Matriz S exata pode ser encon-
trada devido & existéncia de infinitas cargas!”l (locais e nio locais). Além
destes atributos jé comprovados, o modelo sigma nao linear de simetria nao
compacta, foi usado para estudar o ponto de transigao de fase condutora ou
nio em metais amorfos!®l. O desenvolvimento teérico dos modelos sigma con-
tinua a acontecer, pois, desde o inicio dos anos 80, diversas investigagées["]
vém apontando no sentido de que ha setores escalares de teorias de super-
gravidade realizados por modelos sigma nao lineares de simetria nao com-
pacta.

De modo geral, o modelo sigma néo linear realiza a simetria quiral sobre
diferentes variedades: compactas e nao compactas. Seja o0 modelo compacto
descrito pela Lagrangiana.,

E 0upab da — m? E(‘ﬁG) ] m— E ¢2

a=1

(N+1)],

3Apesar do nome Teorias, estas representam apenas um conjunto de modelos para o
estudo da quantisagio da Gravitacao.
4Rasio histérica do nome deste modelo.



o qual é o caso particular de modelos sigma generalizados construido sobre
um espago quociente G/H, onde G representa o grupo de simetria global e
H seu subgrupo maximal. No presente caso temos que G é do tipo O(N) e a
realizacdo ndo linear do grupo quiral é feita sobre

N
> ba=1"
a=1

O caso nao compacto, G=0(1,N), admite duas realizagdes distintas, de-
finindo espagos de configuragao® em forma de hiperboléides de revolugio: de
uma folha e de duas folhas.

Na primeira parte desta tese, (Capitulo 2) iremos explorar as carac-
teristicas presentes nos modelos sigma nao linear em todas suas possiveis
realizaces!!®), isto é, com G sendo o grupo nio compacto e com H sendo
tanto seu subgrupo maximal compacto quanto ndo compacto. Mostraremos
que algumas fases sdo estaveis & temperatura finita, inclusive & temperatura
zero, em varias dimensdes® (D={2,3,4}). Os resultados obtidos serio com-
parados com os modelos de simetria G compacta. Veremos também que
a unitariedade é uma propriedade independente da compacticidade do mo-
delo sigma adotado. No caso bidimensional, o modelo sigma néo linear nao
compacto tem, nos setores fisicos, uma Matriz S unitdria.

Jé na segunda parte, estudaremos outra classe de teorias de campos com
Métrica Indefinida: as Teorias Quérticas da Gravitagao. Esses modelos['? 12
surgiram conjuntamente com a Relatividade Geral ou Teoria da Gravitagdo
de Einstein com o intuito de formular uma teoria unificada eletromagnética
e gravitacional, mas, os resultados foram insatisfatérios.

Por volta de 1977, com a prova da renormalizabilidade por contagem de
poténcias da agaoll3],

I=- / d*zy/—g (aR,,R*" — BB + x*yR),

5No préximo capitulo, discutiremos sobre os possiveis espagos de configuragéo em que
é realizada a simetria quiral do modelo ndao compacto.

SHé de se notar que, para D=4, estamos nos antecipando & existéncia de um esquema
de renormalizagio para os modelos sigma.




que define as Teorias Quarticas da Gravitagao, estas passaram a ser adotadas
para descrever a teoria quantica da Gravitagao. Nesta agdo nido aparecem
termos proporcionais a f d*z/—gR,,,\R*"’* porque hé uma relagio topo-
légica que, em espacos sem singularidades, se transforma numa identidade,
conhecida por Identidade de Gauss-Bonnet (ou, também, Identidade de Bach-
Lanczos('4),

/ d*yy/=g [RuvorR**** — 4R, R** + R?] = 0,

de forma que podemos absorver o termo proporcional ao quadrado do tensor
de curvatura de Riemann-Christoffel nos outros quadréticos de curvatura.

Contudo, como nao foram resolvidos os problemas com a unitariedade e
a estabilidade inerentes das excitagdes massivas com métrica negativa, estes
modelos foram abandonados por muitos fisicos que procuraram nas teorias de
supergravidade e de supercorda a fundamentagao de uma teoria quantizada
para a gravitagio. Mas, & baixas energias, a ndo unitariedade nao invalida
as Teorias Qudrticas para o estudo das interagdes entre o campos de matéria
e o espago em que estes estao imersos. Além disto, sob o ponto de vista
de teoria quantica de campos, este modelo é um bom campo de testes para
novas idéias e/ou métodos, conforme exemplificaremos abaixo.

Comecaremos pelo conflito existente entre os estudos da possivel de-
pendéncia de calibre do pdlo massivo de spin dois do fantasma (a parte do
propagador que tem métrica negativa). A determinacao desta dependéncia
foi verificada, via uma identidade de Ward, por Antoniadis e Tomboulis/*5).
Este resultado foi contestado por Johnston!€l, que mostrou a independéncia
do pélo massivo em relagao ao parametro de calibre” usando as Identidades
de Nielsen'”). Assim, como a massa do fantasma é uma quantidade inde-
pendente do parametro de calibre, a prova da unitariedade proposta por
Antoniadis e Tomboulis fica invalidada, pois, o quesito bésico é justamente
a dependéncia com o parametro de calibre.

As diversas anilises da presenca de liberdade assintética em Teorias Quar-
ticas da Gravitacgo também apresentam resultados contraditérios. Usando

7A demonstragio de que esta quantidade provém das invaridncias de BRST foi feita
por Nielsen[17),



as equagoes do grupo de renormalizagéo, Fradkin/'® encontrou que a teoria
poderia apresentar liberdade assintética em todos os setores. J&, Avramidilt®
impugna este resultado. Através de corregoes nas equagoes obtidas do grupo
de renormalizacao, ele mostra que a teoria tem liberdade assintética apenas
para o setor tensorial, encontrando imcompatibilidade entre as expressoes
que revelarariam tal propriedade para os setores conformes e as condigoes de
estabilidade para o caso de métrica de fundo plana.

Nosso intuito, no Capitulo 3, é analisar se a agéo que define as Teorias
Quarticas da Gravitagao estd completa, ou seja, se contém todos os contrater-
mos necessarios para ser considerada regularizada até ordem de 1-loop. Para
facilitar nosso trabalho, em quatro dimensoes, optamos pelo uso da Métrica
Conformemente Plana (MCP).

Principiaremos por analisar se a Identidade Cldssica de Gauss-Bonnet
sobrevive ao processo de quantizagao. Para isto transformaremos as quan-
tidades cldssicas, de interesse, em relagdes quanticas. Mostraremos, para
nossa particular escolha de calibre (MCP), que a relagio de Gauss-Bonnet
tem um termo proporcional a integral de uma divergéncia total e que os ter-
mos restantes sao explicitamente proporcionais & (D-4)®. Calculos quanticos
da insergao da Relagdo de Gauss-Bonnet na fungao de dois pontos, em D=4
dimensdes num espago sem singularidade, revelam que a Identidade cléssica
¢ preservada a nivel de drvore, mas, nao em 1-loop. Por outro lado, ao per-
mitirmos que os coeficientes da relagao clissica de Gauss-Bonnet pudessem
ser reajustados foi encontrado que uma inica relacdo é possivel, ou seja,
a decorrente da imposigao da invaridncia conforme®. Isto significa que a
teoria quantizada conservou apenas uma identidade (Invaridncia Conforme)
das duas identidades classicamente existentes (Identidade de Gauss-Bonnet
e Invariancia Conforme).

Resultados anteriores(?%: 21l concluem que existe a possibilidade de que o
uso da regularizagao dimensional possa gerar anomalias em quantidades ex-

80 papel da Relagio de Gauss-Bonnet na Gravitagio é andlogo ao papel da Lei de

Gauss no Eletromagnetismo.
9Sempre que se considera uma teoria com simetria conforme o tensor de Weyl desta é

nulo e, portanto, pode ser considerado uma nova identidade.
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plicitamente dependentes da topologia. Nossos resultados corroboram estas
conclusoes.

Esta tese se divide em duas partes distintas. No Capitulo 2 estudamos
as propriedades do modelo sigma nao linear de simetria nao compacta em
vérias dimensbes. A formulagdo do modelo é apresentada na Segao 2.1. A
estabilidade dos modelos sigma é analisada tanto a temperatura zero quanto
a temperatura finita nas Secdes 2.1 e 2.2 respectivamente. Finalmente a
unitariedade é discutida na Segao 2.3.

Reservamos o Capitulo 3 para as Teorias Qudrticas da Gravitagdo com
Métrica Conformemente Plana. Na Segao 3.1 apresentamos as Regras de
Feynman destas teorias em quatro dimensbes. Na Segao 3.2, calculamos
a inser¢ao da Relagdo de Gauss-Bonnet na fungdo de dois pontos, até a
ordem de 1-loop, usando regularizagdo dimensional. Por fim, na Segéo 3.3,
modificamos os coeficientes da referida Relagao e mostramos que é preservada
a Identidade proveniente da Invaridncia Conforme imposta pela escolha da

MCP.

Notagao Geral

No decorrer desta tese usaremos o sistema natural de unidades, onde
c=h = kg =1 e a assinatura é a da Métrica de Minkowski, ou seja,

(+9—9"9—)'

11



As transformadas de Fourier para o propagador A(z — y), para D di-
mensoes sao dadas por:

A1) = [ Gy Al

enquanto as transformadas de Fourier para a fungao Delta de Dirac:

qu —ia(z—
6D(z—y)=/We a(=-y)

No Capitulo 3 usaremos as seguintes definigoes:
¢ Simbolo de Christoffel:

I‘ﬁp = gpa (augap + apgau - aagvp) ’

¢ Tensor de Curvatura de Riemann-Christoffel:
Rt = 6,I‘ﬁp -6,k + I‘ﬂpI‘ﬁn - I‘E,I‘gn,

vpo

ou
Rﬂvpa = gpﬂRﬁpm

e Tensor de Curvatura de Ricci:

R, = gaﬂRauﬂm

¢ Escalar de Ricci:
R =g""R,,,

12



Capitulo 2

O Modelo Sigma Nao Linear

Conforme mencionado na Introdugéo, diversos sistemas fisicos tem sido
descritos por meio de modelos sigma construidos a partir de grupos de sime-
trias ndo compactos® 9. Muitas destas fundamentaces tém sido insatis-
fatérias por nao apresentarem resultados condizentes com o sistema fisico que
se quer representar. Mas hd outras, como o modelo sigma O(1,N)/O(N)i?4
e como o modelo CPN nio compactol?® que revelaram, para duas dimensdes
na regido da constante de acoplamento negativa, resultados interessantes tais
como massa dinamicamente gerada e liberdade assintética.

Realizaremos, a partir de agora, um estudo detalhado do modelo sigma
ndo linear ndo compactos com relagdo & unitariedade e em relagio ao seu
comportamento a temperaturas finitas. Esses resultados serdo, também,
comparados aqueles obtidos no caso do modelo sigma néo linear de sime-
tria compacta. '

2.1 A Construcao do Modelo Nao Compacto

Uma dificuldade que surge na implementaciao de grupos ndo compactos
em teorias de campos provém da forma nao positiva definida dos invariantes
quadraticos. Como exemplo, temos que os termos cinéticos de tal teoria

13



poderiam ser negativos ou positivos, de sorte que, os campos canénicos com
energias e normas negativas poderiam resultar em fantasmas. Para se enten-
der o problema associado com simetrias internas ndo compactas, comecemos
por considerar um multipleto de campos escalares livres:

¢i = (&‘7 ‘;) = (Ul, 02y ¢0ey OM, ¢1,¢2, seeey ¢N) (21)

No modelo compacto a densidade de Lagrangiana L, € definida através

de - -
Leom = %0,,&'5"&'+%0,,¢5"¢

(2.2)
= %003003 — :}01;&‘31;&' + %60¢80¢ — §8k¢8kd>
com densidade de energia correspondentemente dada por
1, .. 1, .. 1_ - =2 1, - -
Hcom = ‘2‘600'600' + 56];0'0];0’ + 560¢60¢+ §5k¢ak¢. (23)

Ja o multipleto para o caso ndo compacto (2.1) transforma-se de acordo
com SO(M,N), '
b — ¢ = Ng; (2.4)
onde ¢, j = (1,.... M\, M + 1,...... M + N) e ¥ sio os elementos do grupo
pseudo-ortogonal SO(M,N), a qual mantém a forma hermitiana,

o= ( _;M I?v ) , (2.5)

invariante, isto &,
07 9,0 = go. (2.6)
A densidades de Lagrangiana L,.om para este caso ndo compacto SO(M,N) e

a densidade de energia correspondente H,,com 530 definidas, respectivamente,
por

Lncom = —10,50¢5 + 10,4048
(2.7)
= —18,5605 + 10,50:5 + 160oé — 16: 808
© 1 1 1,2, » 1, 2.+
H = —5005"305" - 5&&‘&&‘ + 500¢00¢ + §8k¢6k¢ (2.8)

14



Caso seja necessario incluir termos de massa na Lagrangiana bastara acres-
centar para cada modo de simetria

Leomp,,, = —m*(6.6 + ¢.9) (2.9)

Lcompna,, = —m*(—3.5 + ¢.9). (2.10)

A Hamiltoniana nao compacta, Hypcom, néo é limitada inferiormente, in-
dicando problemas com a estabilidade no caso quantico, enquanto que a
Hamiltoniana compacta, H.om, nao apresenta tal tipo de problema, seja na
teoria cléssica, seja na teoria quantica.

Temos, no processo de quantizagdo candnica usual, os campos descritos
em termos de operadores de aniquilagio, (a), e de criagao, (al). Assim, para
¢; e o;, respectivamente,

#(e) = [ ok i, L9 (R)e™ + ol (0] (2.11)

&k
oi(z) = @r)2m

com wi = \/ k2 + m?.

Os operadores de criagao e aniquilagio obedecem as seguintes regras de

[a0;(R)e™= + a} (K)e*] , (2.12)

comutagao:
[86:(k), a6, (K] = [al(k),al (k)] = 0
(2.13)
[e6:(k), al,(K)] = (27)°208°(k — k)8
[a0:(k), a0, (¥)] = [al,(R), al, (k)] =0
(2.14)

[60:(k), &} (F)] = —(27)° 2K — k)6

15



Definimos, entéo, estados de referéncia, |0), tanto para os campos ¢; quanto
para os o;, por intermédio de

al0) =0 e (0]0)=1, (2.15)

e o espago de Fock pode ser gerado através dos estados ortonormais dados
por:

al)mi(k
Ing) = (2 () \}n_(' o). (2.16)
Para os estados com qualquer nimero de campos ¢ é sempre valida a ex-
pressao
(mg;(k)|ng,(K')) = 57%,- N 53(" — k'), (2.17)
enquanto que para os estados formados por campos o, vale
(mvi(k)lnai(k,)) = :tsma',-,"a',- 53(" - k,)’ (2-18)

sendo o sinal positivo apenas para a transigao entre estados com nimero par
de campos o e, portanto, o sinal negativo para a transigdo entre estados com
nimero impar de campos.

A evolugido temporal para estes operadores?!! de criagdo e aniquilagio,
tanto para os campos ¢ quanto para os campos o € realizada através de:

a(k,t) = e~“*a(k) (2.19)
e
at(k,t) = e“*at(k) (2.20)
Assim, a fungdo de Green para cada ¢; pode ser encontrada e resulta em
T 00 e—tk(z-v)
OTHE@WI0) = G [~ b 22
enquanto para o campo o; obtemos’,
' [s ] e—ik(z-u)
(OIToi(2)oi@)l0) = ~ 75 /_ kg (2.22)

1Comparando (2.21) e (2.22) vemos que que a diferenga entre os propagadores de
energia positiva definida em relagio aos de energia negativa € o sinal negativo extra para
o residuol28],
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A Hamiltoniana, devido aos campos o, se apresenta como nao limitada
superiormente nem inferiormente, conforme podemos observar na equagao
abaixo,

Hucom = ; at (k)as;(k) + a,;(k)al (k) :
MaN
+ Y :al(K)ag;(k)+ ag;(K)al, (k) :]

3=N+1

2 (27:')3

(2.23)

N M+N
"00'" /(27',)3 [_ — '.(k)a,‘.(k)+ ._%: a’l,-(k)a’d’j(k)] ’
j=N+1
gerando a possivel instabilidade dos estados, se interagdes forem introduzidas.

Tendo compreeendido a construgao do modelo ndo compacto para campos
livres, podemos estudar a construgao de um modelo interagente: o modelo
sigma nao linear nao compacto.

De modo formal, os modelos de simetria nio compacta? sio definidos no
espago quociente G/H, onde G é um grupo de Lie nao compacto e H é o
subgrupo maximal de G, invariante sob algum automorfismo involutivo de
G. Para sermos especificos, seja G = O(1,N). Temos, entao,

and' = gq'ng=mn, Vg€ O(1,N), (2.24)

onde,
-1 0

é o “tensor métrico”.

20s modelos sigma néo linear de simetria compacta sio definidos de maneira andloga
ao aqui apresentado com as seguintes alteragoes:

e G ¢é um grupo de Lie compacto (por exemplo, O(N+1)) e H seu subgrupo maximal,
logo, H também é am subgrupo compacto;

¢ 7 ¢é a matris identidade de dimenséo (N+1), como G.

17



O campo g toma valores no espago quociente O(1,N)/H,

9=4""909, (2.26)
onde go é um elemento fixo de O(1, N) que satisfaz as condigoes:
o de obedecer ao vinculo
g=1, (2.27)
¢ de manter o subgrupo H invariante, ou seja,

gOth = h, h € H. (2.28)

De (2.27) e (2.28) segue que a transformagiao, ¢ — hg, deixa g invari-
ante, caracterizando-o como um elemento do espago quociente. No que segue
vamos supor que go tenha um dnico elemento diferente de 1 e que este estd
na i-ésima linha e i-ésima coluna. No caso de go = 7, H é o grupo O(N),
ou seja, um subgrupo compacto de G. Agora, se g, for diferente de 7, entéo,
H é um subgrupo néo compacto. Por simplicidade vamos adotar a notagao

gi1 = 0 € giq = ¢ para a # 1,

( q11 Q12 * @,NH1 )

= o & o e | (2.29)

\ gN+1,1 gN+1,2 *** GN+1,N41 /

Assim, de (2.24) temos

mi=(g'ng), = -+, #=3 &, (2.30)
a#l

que vincula os campos ¢; e o & superficie de um h.lperbolmde de revolugao.
Ha, entao, duas possibilidades:

18



i) -

Se go = 17 0os campos ficam restritos & obedecer o vinculo
—-1=-d"+)_ 4. (2.31)
a#l
Isto implica que o subgrupo maximal de G é do tipo compacto e
que a realizacdo da simetria quiral é feita sobre o espago de con-
figuragao restrito pelo hiperboléide de revolugdo de duas folhas.
No particular caso de X ¢2 = ¢3 + ¢3, temos

TN
9 _ —
b2

Por outro lado se go # 7, entao o vinculo a ser obedecido é
1=-0+) ¢ (2.32)
a#l
O subgrupo H, agora é do tipo ndao compacto e ¢ espago de con-
figuracdo dos estados fica restrito pelo hiperboléide de uma folha.
Novamente para ¥ ¢2 =¢3 + 63,

7

19



Neste formalismo matricial, a densidade de Lagrangiana para o caso tanto
de G compacto quanto de G ndo compacto, é dada por

= M -1
=16 (6u9097") (2.33)
onde por (2.24) e (2.26) temos que
Gap = 60:5 - 27]aa7lii¢a¢ﬂ (234)
resultando em
L= "“7"6“%3“%- (2.35)

Os modelos sigma nao linear de simetria compacta® nao apresentam pro-
blemas de estabilidade, pois, sua densidade de energia é andloga a (2.3) e,
portanto, sua Hamiltoniana é limitada inferiormente.

Jé para o modelo nédo compacto faremos uma anélise mais acurada com

o auxilio do vinculo? (2.30),

—a=-0"+) #. (2.36)
a#l

Obtemos, diferenciando parcialmente a expressao acima (i = {0, 1, 2, 3}) e
elevando-a ao quadrado que

(0-8i0)" = (Z ba - 3.-%) .

a#l

De forma que pela desigualdade de Schwarz temos

oy < (Eafl). 5 o (231)

2
o B#1

3Veja nota de rodapé niimero 2.
4a=1 e a=-1 dependendo, respectivamente, da configuracio espacial ser o hiperboldide
de revolugéo de duas folhas ou de 1 f6lha.
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Como neste caso a densidade de energia é dada por (2.8),
1 1, .. 12,2, 1, 2, =
Hacom = — 7005605 — 551:05&0 + 500600¢ + 5 0: 60k,

vemos que a substitui¢do de (2.37) em (2.8) s6 levard a uma Hamiltoniana
positiva definida se a > 0, pois, pela equagao (2.36) temos

Zafl (¢a)2 =1- _a'_ (2 38)
o? o?’ )

Diversos autores!?® 27! definem que a constante de acoplamento quanti-
ca do modelo® é dada por f(A). Assim, substituem a por ﬁ na anailise
acima. Desta maneira, eles estabelecem que os modelos sigma nao linear
fisicamente plausiveis sao aqueles definidos sobre espacos de configuragao
restringidos pelo hiperboléide de duas folhas. Neste caso, no modelo sigma
bidimensional, inexiste geragao dinamica de massa e os valores esperados no
vacuo de campos de norma negativa resultam em infinitos. Por extensio,
para o caso dos modelos C PN nao compactos em duas dimensdes, concluiu-
se que nio existem bésons de calibre dinamicosl?”l. Contudo, tal anilise é
semi-cldssica. Sob o ponto de vista quantico a plausibilidade fisica deve ser
definida pela constante de acoplamento renormalizada fg, uma vez que os
resultados fisicamente esperados sao aqueles resultantes de tomarmos o limite
A — 00, conforme veremos abaixo.

Vamos comegar pela equagao de vinculo quantica que é dada pelo célculo
do valor esperado no vicuo de (2.36), isto é,

_(N+1)

f(4)
As regras de Feynman para os campos ¢, € para o campo o indicam que os
propagadores® sdo dados respectivamente por (2.21) e (2.22), de modo que’

= (#) — (*). (2.39)

5A € um regulador tipo Pauli-Villars usado para eliminar as divergéncias ultravioletas

do modelo.
6Vamos supor que cada campo tenha uma massa m, eliminando, assim, as divergéncias

infravermelhas.
TNote que o sinal negativo do propagador do campo ¢ compensa o sinal negativo em

frente do termo < o2 >.
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em duas dimensées, temos
(N+1) d%k [ i 1 ]
f(A) (N+1)/(27r)2 k2—m?+ie k?2—A?+41e
(2.40)

d2k i(m? — A?)
(N + 1)/ (2m)2 (k2 — m2)(k? — A2)"

Fazendo uma rotagdo de Wick para o espago Euclidiano e tomando o limite
A — oo obtemos por resultado final

1 1 A

- 7wy = dm e () (2.41)

o que requer f(A) < 0. No entanto f(A) — 0 quando A — oo. Assim,
pensando em termos da teoria renormalizada, o sinal de f(A) se torna irrele-
vante, devido ao modelo sigma nao linear bidimensional ser assintoticamente
livre(®3],

Na demonstragdo de que o modelo exibe liberdade assintética em duas
dimensGes acrescentamos uma massa m nao nula para todos os campos. Este
artificio foi feito com o intuito de eliminarmos as divergéncias infraverme-
lhas. Adiantamo-nos, portanto, & uma analise do modelo ter ou ndo massa
dinamicamente gerada, fato este que corrigiremos a partir de agora.

A densidade de Lagrangiana total € formada pela densidade de Lagrangi-
ana (2.33) mais termos de massa® e, mais um campo coletivo auxiliar A que

forga a existéncia do vinculo (2.30). Assim,

L = %[a,,%wa— Bu00¥s — m¥($a)? + mo?] +
(2.42)
A

.2 2
WTH o'+ ¢, +

Comegaremos porr admitir que o valor esperado no vicuo (VEV) de A é

; @)

zero, pois, qualquer outro valor nao nulo pode ser reabsorvido pelo termo

8As equagdes (2.9) ou (2.10), dependendo se os termos cinéticos dos campos tem ou
nao sinal correto.
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de massa m?. Vale ressaltar que o ato de considerar (A\) = 0 implica em
considerar a equagao (2.39). Vamos, também, supor que o campo ¢ e um dos
campos ¢, podem ter VEV’s nao nulos. Logo, a parametrizagao o — o + 09
ed— @+ (0y..., do, ..., 0), em (2.42), leva-nos &

£ = =5 [@or —mto 4 310 000~ m?P] +

A = N+1
+ NI [¢ —o? 4 —fm —2m?(—ooo+ o) + (2.43)

A
+ N1 [¢§ + 2¢po —op — 20'0'0] .

Agora, da equagdo acima pode imediatamente ser visto que a nova con-
digdo < 0 >=< ¢, >= 0 implica que

mi¢go = m?ap =0, (2.44)

resultando nas seguintes fases:
i) m?# 0; 0o = ¢y, = 0 com realizagao nao quebrada de O(1,N);
ii) m? = 0. Neste caso ou

a) oo = 0ed¢y # 0 onde O(1,N) é quebrado para O(1,N-1), ou

b) oo # 0e¢o = 0 com quebra de simetria O(1,N) para O(N).
(Qualquer outra configuragao pode ser encontrada por uma trans-
formagao de O(1,N).)

que devem ser analisadas para duas, trés e quatro dimensoes.

1) Em duas dimensbes, ja discutimos anteriormente que a tnica realizagdo
possivel é a massiva, pois, o modelo apresenta divergencias infraverme-
lhas para valores de p? finito. A estabilidade desta fase pode ser ana-
lisada através da constante de acoplamento renormalizada®, definida

9Esta ¢é a constante de acoplamento para dimensdes D < 3 no modelo sigma néo linear.
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2)

por
1_1 dPk [ i B i
fr F(A) ) @r)P L2 —AZ+ie B2 —p? tie

] . (2.45)

Esta constante de acoplamento renormalizada fr é adimensional com
p desempenhando o papel de ponto de renormalizagédo da teoria. Subs-
tituindo na equagado acima o termo f(A) pelo vinculo apresentado em
(2.39), acabamos por obter, em duas dimensdes,

Assim, para o caso m? # 0 0p = ¢ = 0 temos que a massa deste modelo
¢ uma fung@o do ponto de renormalizagdo p e do valor da constante de
acoplamento renormalizada fg,

m

(7‘-) T Cexp(%), (2.47)

onde C é uma constante positiva. Como veremos mais adiante o propa-
gador do campo auxiliar A ndo apresenta pdlos taquibnicos e como a
massa m? é positiva, concluimos que esta fase é estdvel.

A principio poderiamos obter para o modelo de simetria ndo compacta,
em D=3, situacdes de massa nula (casos iia e iib), como ocorre com
a versio compacta da teorial?!l, Contudo, na ordem dominante da
expansdo 1/N, encontramos que o pélo do propagador associado ao
campo ) apresenta tiquions quando tomamos o, 7 029

Este caso pode ser estudado supondo que existe a fase 09 # 0 e a-

nalisando o pélo do propagador. Para efetuarmos esta andlise vamos

substituir na Lagrangiana (2.43) as condigoes m? = ¢y = 0, ou seja,

, 1

£ = L,—->0,000—

2 0" +

A
vN +1

AWN+1  dog  2Xaog
fA) VN+1 N+7

(2.48)
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3)

e, reescrevendo na forma matricial apenas a parte da Lagrangiana que
contribui para o pélo do propagador no espago dos momentos, temos

L,=(c A)-G. ( ; ) (2.49)

com

2
7 WiEsy

A ! ey
Dai, o pélo do propagador é calculado através de
N+1, [ dPk 1
2 P P Rek-py
que resulta no limite de D =3+ 2¢,¢ — 0, &

g = (2eme8 Y’
4N+1))°
ou seja, um pélo taquidnico, uma vez que estamos utilizando a métrica

de Minkowski. Um procedimento anélogo & este pode ser feito para o
caso m? = o¢ = 0 e ¢ # 0, em trés dimensdes, encontrariamos um pélo

G!'=

detG~!(p) = 02=0 (2.50)

complexo. Desta maneira vemos que também, para D=3, a geracao
dinamica de massa é fundamental para a estabilidade do modelo.

Em quatro dimensdes, a fungdo prépria II(p) que define o propagador!®
do campo auxiliar A é logaritmicamente divergente. Poderiamos ten-
tar subtrair essa divergéncia somando um termo proporcional a A% na
Lagrangiana (2.43). Porém este processo tornaria este modelo indis-
tinto da teoria ¢*. Por outro lado, podemos optar por simplesmente
regularizar o modelo através da introdugiao de um corte A?,

dk i 3

(27)* | (k+p)? —m? + i k? —m? +ic

O(p,A) =
(2.51)
_(m®= A?)] :

10Mais adiante veremos como calcular o propagador do campo aunxiliar A.
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Consequentemente, teremos que o propagador ird se anular no limite
A — oo. Assim, é facil ver que, com excessao das fungées de Green de
dois pontos para os campos ¢, e o, todas as funges de Green conexas
se anulam.

A andlise da unitariedade destes modelos serd discutida numa segao a
parte (Segdo 2.3). Antecipadamente podemos dizer que esta anilise inde-
pende da compacticidade do modelo. Em duas dimensdes, o modelo sigma
nao linear nao compacto também é andlogo ao modelo sigma nao linear com-
pacto por ter um nimero infinito de cargas conservadas que sobrevivem a
quantizaciao. As cargas nao locais sao recursivamente encontradas por,

o = / dzi™,
(2.52)

n— o 1 e
(")(z t) = ( 1)(2 t)+_7(°)(z,t) /_w Ee(z - y)]é 1)(y,t)dy.

As correntes de ordem zero resultam justamente das correntes locais de
“isospin”,

iO =i (%‘3.;%) : (2.53)

Liischer® mostrou que as infinitas leis de conservagio nao locais nos
modelos sigma néao lineares com simetria compacta sobrevivem & quantizagao.
Isto implica na auséncia de producao de particulas e, consequentemente, na
fatorizacao da matriz S. Também para o modelo com simetria nao compac-
tal¥l, em duas dimensdes, é possivel escrever a Matriz S explicitamente e
analisar a unitariedade pelo caminho padrao.

Terminamos esta segao apresentando as regras de Feynman para o campo
A. Este campo foi introduzido, conforme dissemos anteriormente, para re-
forgar o vinculo & que esta sujeito o modelo sigma nao linear e, também, para
permitir a derivagao da expansao 1/N. Assim sendo este campo é um campo
auxiliar coletivo e, portanto, ndo deve aparecer nos estados assintéticos do
modelo. Por isto terd suas regras de Feynman definidas através dos campos
fisicos o e @, num processo andlogo ao executado por Veltman®¥ na descrigao
de particulas instaveis.
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O campo A s6 aparece, na Lagrangiana (2.42), nos vértices trilineares Aoo
e APy P., entdo, em ordem dominante da aproximagao 1/N, a fungdo prépria
de dois pontos!! é dada por

P b o
P [ c o

Assim,
Ax(p) = [O(p)] ™

onde

Pk ;
Il = ./(21r)D(k+p)2—m2+ie.kz—m2+ie’

(2.54)

com D igual ao nimero de dimens6es tempo-espaciais.
Apés aplicarmos a parametrizacao de Feynman e fazermos uma rotagao
de Wick, obtemos no espago Euclidiano que (2.54) é equivalente a,

1, dPkg 1
) = —if daf P Tt 2%

Tomando f(a) = p?a? — p?a + m?, é ficil observar que o minimo do
denominador do integrando, da expressao acima, acontece para a = %, com
fG) =m? - %2. Graficamente podemos ver que f(a) é uma quantidade
positiva para qualquer valor a € [0,1] e p? < 4mZ.

11Como esta fungio II(p) envolve dois vértices Aoo hé o cancelamento do sinal negativo
extra do propagador do campo sigma

27



o 172 1 >q

Definidos estes pontos, vilidos em qualquer dimensao, vamos calcular
explicitamente o propagador do campo auxiliar A tanto em duas quanto em
trés dimensaes.

Do fato que f(a) é uma quantidade ndo negativa e, como p*> > 0 também
independe de a temos, entao, que a integral (2.55) em duas dimensdes cor-
responde, para p’> < 4m?, a

d*kg
HO(p) = / "“/ (2:)2 [Jrc,§+f(a)]2

© 2rkpdk
B / / k% +Ef(:;]2

_ tda 1
- o 4= f(a)
1
11 = z .
0) = iyl (2.56)
onde -
z= ;41—,2"1- -1

Agora, na regidao em que p* > 4m? o resultado para o inverso do propa-
gador II(p) pode ser encontrado fazendo a continuagdo analitica de (2.56) e
usando a identidade

iy -1
arctgly] = 21 P
resultando em 1 1—
In —2 (2.57)

i) = i2m,[p?(p? —4m?) 1+
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com

/ 4m?
Y= 1—7

Assim, em duas dimensdes, o propagador do campo auxiliar A é dado por

imy/p?(4m? — p?) [arcctglz]]”! , p* < 4m?

Axp) = ) (2.58)
27iy/p%(p? — 4m?) [ln %T , pt>am?
sendo que
4m?
zZ = 1~ _PT .

Note que o propagador é imaginario puro. Este fato é importante para
a prova da unitariedade do modelo. Note também que este propagador nao
exibe pélos e sim cortes, o que vem a demonstrar a estabilidade da fase
massiva (Veja equagao (2.47)).

Em trés dimensoes, devemos analisar as duas possibilidades:

i) p? < 4m?, de forma que f(a) > 0,Va € [0, 1],

i) p* > 4m?, que implica
f(a) >0 se

comai=%(li\/l—%’ef(a)<0 para a_<a< a4.

A integral (2.55), em trés dimensdes, toma a forma

- 3 1 &Ckg 1
(p) = /0 da / e LT T (2.59)

Assim, na regido de 0 < p? < 4m?, temosi®

0= (S

(2.60)
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e para p° > 4m?,

I(p) = -Swi/? Iln (gi z‘/\/’g) + iw] , (2.61)

que nos fornece um propagador

i87y/p’lny]! , p? <4m?
Axp) = (2.62)
i8rv/pllny +ix]"! |, p? > 4m?
sendo
_ |V +2m?
YT Ve - 2vm?

Resumindo, as regras de Feynman para o modelo sigma nao linear nao

compacto sao:

propagator de e & —1i [pz —m?+ ,’e]_l
propagator de ¢, < 1 [p"’ —m?4 ie] -1

propagador de A &  A,(p) (2.63)
vértice de Apad. < (N + 1)-1/2

vértice de Ao & —i(N +1)71/2,
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2.2 Modelo Sigma a Temperatura Finita

Pretendemos, agora, estudar o comportamento da versao nao compacta
do modelo sigma nao linear & temperatura finita e comparar os resultados
obtidos com os da versao compactal®¥l. Para facilitar esta comparagio vamos
introduzir um parametro a que toma valores 1 ou —1 correspondendo respec-
tivamente ao caso de simetria compacta e ndo compacta. Esta notacao nos
conduz a Lagrangiana interpolante,

L = g [(6“0')2 - m20'2] + % [6p¢a6p¢a - m2¢a¢a] +
(2.64)

2_—_

A andlise & seguir é analoga & efetuada na secdo anterior para determi-

-+

nar a estabilidade das diversas fases & temperatura zero e os cdlculos com
temperatura finita jé sao bem conhecidos na literatural®’l. De modo geral
para D < 3, a constante de acoplamento renormalizada é dada por combinar
(2.39) e (2.45), ou seja,

($2) - (02) _ i dPk i
[W TR EP R e (2.65)
onde
(¢2) — ( ) _ ldk foo+e dko 1 ioo—e dko 1
[ (N+ 1) ] - (21r)D [/ioo+z K2 eﬂ"o -1 +,/_wo_£ K2 T_l +

+ / dPk 1
(27)P k2 —m? + 3¢
com k? = k% — k2 —m?e B = T~1. Assim, para duas e trés dimensdes temos
os resultados abaixo.

1) Em duas dimensdes os problemas com divergéncias infravermelhas per-
mitem apenas a realizacao da fase massiva para qualquer versao de
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2)

3)

simetria do modelo. A constante de acoplamento renormalizada, a
temperatura finita, é dada por

(2.66)

1 1 m? / dk 1 1

fr  4r p? 7 2wy exp(Buwi) — 1
A equagdo acima apresenta sempre, dado fr, uma solugao para m,
qualquer que seja o valor de T. Por exemplo, a altas temperaturas,

:
2ol (2.67)

frR 4 p?2  2Bm

Devido a problemas com infravermelho, também, o modelo de trés di-
mensoes & temperaturas diferentes de zero apresenta somente a fase
massiva. A equagdo do “gap” de massa pode ser explicitamente re-
solvida para m

7 - prgh(emem) - = - (- + ),
ou seja,
[exp(ﬂ_ ) + Jexp(B4) + A‘ (2.68)
27rﬂ )
onde

1 p
A= 47r(fR )

Particularmente, para altas temperaturas a equagdo (2.68) apresenta a
massa como uma fungao linear de T.

Os problemas de renormalizabilidade, em quatro dimensces a tempe-
ratura nao nula, sao os mesmos que apresentamos para o modelo a
temperatura zero. Mas, definindo uma “constante de acoplamento re-
normalizada” da mesma forma ji utilizada para definir (2.51),

1 1 m? A2 A? — #2

f(A) ™ fr 167r21“ﬁ?+ 1672

(2.69)
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encontramos uma massa dependente da temperatura,

m?  4n? 1
—m?ln — — —T?F (m?8?) = 2 |—
m e 3 (m B ) 167 aln +

2
73
16”2] (2.70)

onde
z3dz

F = ” ’
=) e

¢ uma funcéo monotonicamente decrescente (F(0) = 1, F(oo) = 0).

E fécil observar que a “constante de acoplamento renormalizada”, (2.69),

2, 0 que indica que a renormalizagio é dependente

2

contém o termo m
da temperatura. Esta hip6tese implica que m* é um parametro livre e
assim, todo o fardo de eliminar as divergéncias do modelo recai sobre

a constante de acoplamento f.

A figura abaixo mostra o comportamento do lado esquerdo de (2.70).
Vemos, assim, que para baixas temperaturas dependendo dos para-
metros fr e p?, poderao existir duas, uma ou nenhuma solugio de
m?(T). Por outro lado, com o aumento da temperatura e consequente
diminuicdo do lado esquerdo de (2.70) havera situagdes de nenhuma
solugdo real para este limiar de temperatura. Isto significa que o
conteido fisico é perdido, pois, as massas se tornam imaginarias.

mt'[_L.,. _L']
fr en?
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2.3 A Unitariedade do Modelo

O problema da coexisténcia de estados com norma positiva/negativa pode
ser resolvido para algumas teorias de campos interagentes. Como é usual,
nestas teorias, a probabilidade de transigio de um estado inicial, |in), para
um estado final, |out) , é dada por,

_ Nout|Slin|)*

I)a'n—* out —

; > 0. 2.71
inl|lout] (2.71)

onde

e (out|S|in) é o elemento de matriz de espalhamento para os estados
inicial e final em questao;

e ||in|| e ||out|| sdo as normas dos estados inicial e final respectivamente,
sendo vilida para estados arbitrariamente normalizados.

Observe que a equagio (2.71) é obedecida quando os estados ||in|| e ||out||
sao ambos positivos ou ambos negativos. Entretanto, o elemento de Matriz
S deve se anular caso os estados inicial e final tenham normas de sinais
opostos, para que a teoria seja realizada fisicamente. Assim, sdo necessarias
regras de superselegao que excluam as transicoes entre os estados fisicos de
norma positiva para os de norma negativa e vice-versa. Em outras palavras,
o espago de Hilbert da teoria deve ser a unidao de dois sub-espagos disjuntos
correspondentes a cada tipo de métrica. A priori, nestes sub-espagos nao
existem problemas com a unitariedade.

Comegaremos a andlise da unitariedade do modelo sigma pela comparagao
das regras de Feynman do modelo com simetria compacta com as do modelo
nao compacto. Da segdo 2.1 torna-se clara que a diferenga entre os dois
modelos estd nos sinais negativos que aparecem na frente do propagador do
campo o e do vértice trilinear Aoe. O efeito resultante deste sinal negativo
extra pode ser facilmente calculado para um grifico genérico G através de,

N, +2n, = 2V,, (2.72)
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onde N, é o nimero de linhas externas, n, o nimero de linhas internas e
Ve o nimero de vértices Aoo que aparecem no grafico G. Consequentemente
denotando as fungoes de Green para os modelos compacto e nao compactos
respectivamente por G.om € Gneom, t€mos

Geom = (=1)/*Grcom. (2.73)

Assim, podemos ver que as versées compacta e nao compacta do modelo
sigma estao relacionadas por um caminho muito simples. A relagdo acima
pode ser usada para provar que a Matriz S do modelo néao compacto, no sub-
espago constituido de estados com nimero par de campos sigma, € unitdria
em duas dimensées. De maneira geral a unitariedade é verificada através de

S =I+1iT onde I é a matriz Identidade. (2.74)

A unitariedade estard garantida se for observado que

Sst = I
(2.75)
(T-TYH = iTT

Sejam |a) e |b) auto-estados com nimero de campos o definidos por n,
e n,. Entéo, a unitariedade para o modelo ndao compacto pode ser estudada
verificando se a expressao abaixo é satisfeita,

(e(T-ThHB)  —i(al(TTHB)  =0. (2.76)

Agora,devido & presenga do campo sigma com métrica negativa, temos que
1= [n) (~1)" {n, (2.77)
onde |n > s@o auto-estados com um ndimero n de campos o, de modo que

(alTT') = 2 (@|T(0) o (—1)*(nIT"B) (2.78)
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usando (2.73), relacionamos os modelos compacto e ndo compacto,

(alTThB) = Y(-1)tq|Tln),,, (—1)"(-1)2(n|THE)
= (-1)"* ¥ (@lT|n) o (mIT'B)
(2.79)
(@IT|B) e = (~1)*F*(a|T}b),,,

(alTtp) = (~1)™*(alT'}p) .
Segue de (2.76) e (2.79) que
(al(T — T —iTTHB) = (-1)*F*(al(T ~ T! —iTT")b) (2.80)

Assim, se for verificado que um dos lados da expressdao acima é nula, au-
tomaticamente, fica especificado que ambas as versées de simetria do modelo
sigma tem uma Matriz S unitiria. Como a Lagrangiana (2.42) s6 tem termos
quadréticos nos campos ¢, e o, fica estabelecido que o espago fisico do mo-
delo é constituido por estados com um nimero par (ou impar) de “particulas”
o.

Conforme, citamos na Secéo 2.1, em duas dimensdes, em virtude das
infinitas leis de conservacdo ji se conhece a Matriz S tanto do modelo
compactol*”! quanto do modelo nio compactol®!, as quais comprovam a uni-
tariedade expressa por (2.75) (no caso ndo compacto nos setores fisicos).

Como um comentario geral note que, como o propagador do campo A néo
tem poélos, a relagio de unitariedade envolve somente os estados construi-
dos com os campos assintéticos associados & ¢, € 0. Em duas dimensdes,
em ordem mais baixa de perturbagéo, a unitariedade decorre do fato que o
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propagador do campo do campo ) é imagindrio puro. Assim
Ay + Ay =0,

que diagramaticamente corresponde a

-
-

Em trés dimensdes, o propagador do campo auxiliar A, (2.62), é do tipo
complexo o que dificulta a anilise. Mesmo assim, poderiamos argumentar
em favor da unitariedade, uma vez que os modelos sigma nao linear podem
ser tomados como o limite dos modelos sigma linear, para os quais a relagao
de unitariedade é satisfeita. Entretanto, esta nao é uma prova rigorosa. De
qualquer forma, mostramos que o problema da unitariedade é independente
da compacticidade assumida para os modelos sigma nao linear.

2.4 Resumo das Conclusoes

No decorrer deste capitulo vimos, em duas e trés dimensdes, que o mo-
delo sigma nao linear nao compacto definido com constante de acoplamento
nua negativa apresenta-se como uma teoria estivel quando sua fase massiva é
realizada. As outras fases possiveis sdo instdveis , porque os valores esperados
no vacuo dos campos o ou ¢, exibem pédlos taquidnicos. Obtivemos estes
mesmos resultados quando estudamos o modelo & temperatura finita.

37



Em quatro dimensoes, apesar do modelo sigma ser nao renormalizével,
impusemos & temperatura nao nula uma “constante de acoplamento renor-

2 é um parametro livre,

malizada” e, encontramos, que o termo de massa m
pois, depende explicitamente da temperatura. Este fato nos revelou que o
fardo de eliminar as divergéncias do modelo recai, totalmente, sobre a cons-
tante de acoplamento.

O estudo da unitariedade independe se o modelo sigma nao linear tem
simetria global compacta ou nao compacta. Em particular, para duas di-
mensbes, foi observado que a Matriz S € unitiria para estados com nimero
par de campos sigma, isto é, para os estados assintéticos do modelo. Em
D > 2, mostramos que a questao continua em aberto, pois, o propagador do

campo auxiliar A é uma fungao complexa no espago dos momentos.
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Capitulo 3

As Teorias Quarticas da
Gravitacao

A Teoria da Gravitagao de Einstein, também conhecida como Relativi-
dade Geral, descreve muito bem fenémenos gravitacionais macroscépicos!37: 38!,
A teoria é definida através da acdo de Einstein-Hilbert:

I= /d"z\/—_g (7n'2R + n"‘A) (3.1)

-2 4

onde os acoplamentos dimensionais, x~* e x™%, sd0o expressos em alguma
escala de massa apropriada, enquanto que as constantes A e v sdo adimen-
sionais!. Por outro lado, a teoria quintica desta agdo fica seriamente com-
prometida pela existéncia destes acoplamentos dimensionais, pois, estes a
tornam perturbativamente nao renormalizivel em quatro dimensées.
Simultaneamente ao desenvolvimento da Relatividade Geral, houve ou-
tras sugestes(l!» 12 por parte de Weyl e Eddington, que somaram termos
com altas derivadas na métrica & agao (3.1), para poder incluir o campo
eletromagnético em uma estrutura geométrica unificada; porém, esta teoria
unificada mostrou-se ineficaz e foi abandonada. Todavia, a idéia de teorias

com altas derivadas persistiu. Em 1950, Pais e Uhlenbeck!®) mostraram, no

1A0 comparar a teoria de Einstein com a teoria da Gravitagéo newtoniana costuma-se
tomar 7 = 2 e x? = 32xG, sendo G a constante gravitacional de Newton.
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contexto de teoria quantica de campos, que as teorias com altas derivadas
podem ser utilizadas para analisar interagdes nio locais, mesmo com a evi-
dente existéncia de métrica negativa. Posteriormente, Utyiama e DeWitt[*
levantaram a hipétese de que a inclusao de termos com altas derivadas na
agao gravitacional poderia permitir a renormalizacao de divergéncias que sur-
giam nas corregoes quanticas para as interagdes com campos de matéria. Ja
em meados dos anos 70, Veltman e ’t Hooft[l], calcularam quais os termos
a serem incluidos na agao (3.1) em presenga de matéria. Os cdlculos foram
realizados, até a ordem de 1-loop, sobre a Lagrangiana,

- 1
L =v=g(yxT R+ ;8,p9"" 0sp). (3.2)
Usando dois teoremas!*?l provados por ’t Hooft, eles encontraram que a La-
grangiana de contratermos é dada por

(1) =_\"-‘7(ﬂ wo . 9 2)
L e \igg B + gk (33)

sendo que, se o sistema estd na “concha de massa”, entao, o 1nico con-
tratermo é

L er = —"6_-"@32 (3.4)

counter — 80 ’

implicando que este se anula para a gravitagao pura, onde R = 0. Vale
ainda ressaltar que, apesar de 't Hooft e Veltman terem demonstrado que a
Lagrangiana (3.2) poderia ser regularizada em 1-loop, cilculos posteriores(*]
mostraram que a agao pura da Gravitagao é divergente para 2-loops.

Um outro termo, também possivel, fd*z{/—gR,,,,R**7° foi omitido
de L,(,I,Zm,e, devido ao uso de uma relagédo topologicamente invariante. Esta
relagédo existe para qualquer dimensao par, geralmente é nédo trivial e é co-
nhecido como Caracteristica de Euler. De acordo com o teorema de Gauss-
Bonnet, ela estd relacionada & classe de Euler por:

M) = T(M)). .
x(M) /M e(T(M)) (3.5)
Em quatro dimensoées, esta relagao é

1
X(M) = oo

/ d*2y/=g (4RuuspR**°? — 16R, R*" + 4R?) .  (3.6)
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Sob o ponto de vista fisico, x(M) é a medida do nimero de singularidades
do espago, sendo escrita, muitas vezes, em quatro dimensées como,

/ d*2y/=g (Ryu7o R**7" — 4R, R** + R?) = Constante,  (3.7)

recebendo, entdo, o nome de relagio de Gauss-Bonnet, ou, identidade de
Gauss-Bonnet se o espago nao tiver singularidade (x(M) = 0).

Assim sendo, de modo geral, temos que a parte da acio de contratermos
correspondente & gravitacao pura é dada por:

T = / d*z/—g(a1R® + a;R,, B*" + a3R,,. ,R**7?),  (3.8)
que pode ser reescrita na forma:
rl) = /d“z\/—g [e1R? + 2 Ry R* + eax(M)). (3.9)

Realmente, apenas, c3 tem significado fisico; ja os outros dois coeficientes,
c1 € ¢y, sao dependentes de calibrel*4,

Em 1977, Stelle publicou um artigo!’?l mostrando ser possivel encontrar
uma agéo para a gravitagdo renormalizivel, pelo menos, por contagem de
poténcia. Para tanto ele considerou,

I= / d*zy/~g [aR, R — BR* + K"7E], (3.10)

onde a e B sio constantes adimensionais>. A prova da renormalizabilidade
foi baseada nas equagdes de renormalizagdo extraidas das identidades de
Slanov-Taylor para o funcional gerador dos vértices préprios. Estas equagoes
governam a estrutura das partes divergentes desses vértices, mostrando, por
meio de suas solugdes, que algumas divergéncias podem ser eliminadas pela
renormalizagdo dos coeficientes dos termos invariantes de calibre. As outras
divergéncias, nao invariantes, devem ser eliminadas por renormalizagao nao
linear dos campos de fantasmas gravitacionais e dos de Faddeev-Popov.

2Nesta agiio também o termo quadratico do tensor de Riemann-Christoffel foi omitido
devido & equagéo (3.7).
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Esta nova agido (3.10) exibe um melhor comportamento no limite ultra-
violeta e, assim, é uma candidata & uma teoria quantica da gravitacao, em
quatro dimensoes. Apesar desta teoria ser perturbativamente renormalizavel
por contagem de poténcias, ela € nao unitaria devido as inclusces de ter-
mos com derivadas qudrticas que acabam por gerar excitagoes massivas com
métrica negativa. Este problema de métrica negativa fez com que muitos
fisicos buscassem uma teoria fisicamente mais plausivel, como, por exemplo,
a supergravidade. Alternativamente, as teorias quarticas podem ser pensadas
como teorias efetivas da gravitagao a baixas energias, no mesmo sentido que
o modelo sigma nao linear pode ser pensado como uma teoria efetiva das
interagoes nucleares a baixas energias.

Agora, unitariedade nao é o inico aspecto que deve ser estudado numa
teoria. Nosso estudo ndo aborda tal ponto, mas sim, o uso da identidade
de Gauss-Bonnet como um vinculo da teoria € o uso da regularizagao di-
mensional como método regularizador das teorias quarticas.Assim, adotando
uma agao que inclui, desde o principio, termos quadrdticos de curvatura
apresentamos nosso trabalho: descrevendo a agiao em termos da métrica con-
formemente plana (Secao 3.1); calculando até 1-loop o valor esperado da
insergao do operador de Gauss-Bonnet na fungao de dois pontos (Segao 3.2)
e, revelando que o fato do vinculo cldssico do tensor de Weyl ser nulo, devido
a métrica por nds escolhida, mantém-se apés a quantizacdo da teoria até a
ordem de 1l-loop (Segdo 3.3). Uma revisao da Gravitagao sob o ponto de
vista de uma teoria de calibre é apresentado no Apéndice A.

3.1 As Teorias Quarticas com Métricas Con-
formemente Planas

A teoria clissica da gravitagdo apresenta vinculos topolégicos, tais como
a identidade de Gauss-Bonnet para espagos sem singularidades (que é vilida
para qualquer campo métrico) e o vinculo do tensor de curvatura de Weyl
que é nulo quando a métrica é conformemente plana. Diversos modelos sobre
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quantizagao da gravitagao, dentre eles as Teorias Quarticas da Gravitagio,
se utilizam de tais vinculos com o objetivo de exprimir uma agéo genérica
quéntica e/ou limitar os tipos de contratermos necessérios para renormalizar
a agao. Nossa contribuigao neste tépico comegara a partir de agora. Nas
préximas segoes, iremos analisar a validade do uso de alguns vinculos cldssicos,
bem como do uso de regularizagdo dimensional nas Teorias Quarticas da
Gravitagao.

Até o presente momento temos escrito equagoes que sdao validas para
qualquer campo métrico, representando-as em termos do tensor de curvatura
de Riemann-Christoffel, R ,, do tensor de Ricci, R,,,, e do escalar, R. Como
nosso intuito é facilitar os cdlculos e a interpretagéao dos resultados obtidos,
fixaremos uma métrica. Esta métrica nao deverd ser trivial como a plana,
onde

R, ,=0, (3.11)

vpo

que levaria & uma condigao muito forte sobre o campo métrico,
guv = constante X 7,,. (3.12)

Por isso escolhemos a métrica conformemente plana (MCP), que descrevere-
mos abaixo.

Como se sabel®”], o tensor de Riemann-Christoffel pode ser escrito, em D
dimensées, em termos do tensor de Ricci, do escalar de curvatura e do tensor
de curvatura de Weyl (C,, 0 ):

1
Ryvpo = m (gupva —GueRp—gvpRuo + gvvRup) +

(3.13)

R .
“D-DD 2 (9up9ve — Gpodvp) + Cuvpo-

Uma caracteristica particular do tensor de curvatura de Weyl é ter seu
trago, sempre, igual & zero,

Cle=0, (3.14)

sendo que suas outras caracteristicas sdo as de apresentar nos indices as mes-

mas simetrias, antissimetrias e ciclicidade do tensor de Riemann-Christoffel.
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Este tensor também recebe o nome de tensor conforme, uma vez que
C“ypq = 0, (3-15)

é a condigdo necessaria e suficiente®” #°l para que uma teoria seja invariante
por transformagoes conformemente planas em qualquer ponto do espago. O
sistema de coordenadas que satisfaz a condigao (3.15) é definido através de

9o = Nap exp(—f(z)). (3.16)
Visto que g*#goy = ga,9™" = 62, temos
g*# = 1’ exp(f(z)) (3.17)

V=g = /= det(g,.) = exp(-2f(=)). (3.18)

Note que a condigdo (3.15) sobre o campo métrico é mais fraca que (3.11) e
que a métrica definida em (3.16) néo é trivial como em (3.12).

Daqui em diante, para facilitar os cdlculos, vamos considerar apenas um
modelo simplificado construido a partir da agédo (3.10) e da Métrica Con-
formemente Plana, g,, = 7, ,e~f(?, isto é , substituindo convenientemente?®,
05 CAampos g, 5 que aparecem em

I= /d“z\/-—g (aR,,,,R“" - BR + 5'27R)
por (3.16), (3.17) e (3.18). Obtemos, desse modo que,

I = = [dP [((D — 2P afuu ' + 4 (a(3D - 4) ~ 48(D — 1Y) 252+

+ 55 [P D - Draft e

3Tais resultados foram conferidos com o auxilio do manipulador algébrico REDUCE,
sendo que os programas usados em tal fim e seus resultados estdo no Apéndice B.
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+ 4(a(D —2)(—2D +3)+ 28(D — 1)(D - 2)) fuf*£2] +
+ 1o [dPa[a(D ~1)(D -2 ~ B(D ~ VXD - 2] Ffuffu +

+ 1 [ 4P2a(D — 1)exp(~ (=) [(D - 2)fof? - 41§
onde,

fus0uf, fF=0"f,.., flop=0u..0,0"..6"f. (3.20)

E relativamente facil verificar que a tnica integral de (3.19) dependente
de exp(—f(z)) provém de [d*z,/—grx~2qR, pois, reescrevendo os tensores
de curvatura em termos da MCP vemos que

V=g « e ¥

R),s; o polinomio em f(z)

Ryvap = yupria,g x e/
Ruuaﬁ = gupga-r cR;;Tc o eSf(::)
"R,p = ¢"*R,uap o polindmio em f(z)

Ruﬁ — guvgBrR‘yT o e2f(::)

R geRP o I

Agora, a fim de prosseguirmos nosso estudo, necessitamos ainda linearizar
a acdo deste nosso modelo simplificado. Para tanto comecamos a substi-
tuir, nos iinicos termos com dependéncia exponencial presentes em (3.19), as

45



seguintes igualdades:

Bule /] = —fufte™ + fle, (3.21)
Oule™?ff*] = —ffufte™ + fufte™ + ffie, (3.22)

Oule? ] = —fffufte™ +2ffufte™ + ffie™?, (3.23)
de sorte que,
/d“z\/—_gn"z'yR = n'%/%x
(3.24)
x [0u (~4e77* + (D - 6)e~ 5 +) + (D - 6)e™ (ffuf* — £12)].

Em todos as nossas anilises s6 efetuamos célculos das fungdes de dois-
pontos com corregdes quanticas até 1-loop. Por isto e, porque todos os outros
termos, da agao (3.19), sdo polinémios de quarta ordem em f, expandimos
e~/ em série de Taylor até segunda ordem. Desta forma temos

/d“z\/——gn"z'yR =
n'z'y/&z(f;l) [0,, (—4e'ff“ + (D - 6)e"fff“) + (3.25)
+(6 = D) (Ff — ffuf* — FFf2+ Ffuf* + FEF12)]-

Nos outros termos de (3.19), oriundos dos escalares quadraticos de cur-
vatura da agdo (3.10), apenas trocamos algumas parcelas pelas identidades:

Oulful®” = 1) = Fuf™ — 112 (3.20)
0,04 (Ff; 2 f2) = SLfl - S50 (327
0 (365°) = RbIUESPLE. (33)
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Assim, tomaremos como a agao do modelo simplificado, Japrox,

I aprox =

= & [aP20,{a 2D ~ 27 (F£uf” + 255 — 25 £2) +
+4D(D — 1) (8ff2 — 2 f2*)] - 16(D — 1B (8"Ff; - 24 f1*) +
+4(D - 1)x~2yexp(— ) (D — 6)f f* — 4*)} +

“%/ d%2(D - 1)f [(aD - 48(D — 1)) (8 + s~*1(6 — D)8°] f +
(3.29)

% [ 4Pz [(D - 2)(88(D - 1 — 2a(5D - 8))fuf*f; +
+457(D = 1)(D ~ 6)(FF 2 + ffuf*)] +
+ac [ 4P= (D~ 1)(D - 2 (a~ (D - VB) fuf*fuf* +

~2%9(D — 1)(D - 6) (f££ % +2f £ 5. f*)]

Usamos, entéo, o formalismo do funcional gerador,

et g

4

para determmar as regras de Feynma.n da.s teona.s quartlca.s A equagao

(3.30) pode, ainda, ser reescrita como
2() = [ D) IHT x itimlh)  ffats1@IE), (3.3
De modo que o propagador, A(z — y) é definido por
Si(z)A(z — y) = —i6*(z — y), (3.32)

4A primeira integral (3.29) é um termo de superficie ¢ serd descartada no que segue.
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no espago das configuragdes, ou no espago dos momentos via transformadas
de Fourier. Assim, da agéo (3.29) extraimos que

L =1 {lab - 48(D - 1] (8 + s729(6 - D)O?},  (3.33)

Sz(z) = 4

logo, no espago dos momentos, temos que o propagador é dado por

-2 1

A9 = (B DaD - 48D - 1) (g —m?) (3.54)
2 _ x~29(6 — D)
m® = aD —48(D-1)’ (3.35)

A anilise dos pélos deste propagador pode ser realizada reescrevendo (3.34),

- 21 1 1
A9 = B D6 - D) [E - E‘—T]  (89)

de forma a se poder observar que a excitagdo massiva apresenta métrica
negativa. Para que estas excitagdes massivas nao sejam taquionicas devemos

impor, em quatro dimensdes,

K~2q(6 — D)
Em h 4501 > ® (3.37)

ou simplesmente,

(a—38)>0. (3.38)

A condig@o de vinculo (3.38) sobre a massa do fantasma, ndo é um re-
sultado exclusivo do modelo simplificado. Anteriormente, usando modelos e
métodos diferentes do aqui apresentado, Stellel’¥ Antoniadis(!5] e Accioly-
Gongalves!*6] encontraram o mesmo vinculo, quando estudaram as excitagoes
massivas presentes nas Teorias Quéirticas da Gravitagao com a aproximagao
de campo fraco,

Guv = Muv + by (3.39)
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Stelle, particularmente, havia associado a presenca deste vinculo com a pre-
senca de um resquicio de uma invariancia conforme da agéo,

[d'2v=g (R,,,,R‘“’ - -;—R"’) = % [d*2CyasC**=?, (3.40)

que é resultado da combinagdo das equagdes (3.7) com (3.13).
As regras de Feynman para os vértices sao retiradas da parte de interagao
da agdo (3.29). Da comparagio de (3.29) com a equagao (3.31), obtemos,

i = [ 22 { 52 (s8(D 17 - a(oD - 8) 111

s~24(D —1)(D - 6)
4

+ (182 + 11.0%) ) + (3.41)

+ oo [dP{(D-1)D -2l (D - DBILILS +

— 2672%9(D - 1)(D - 6) (F£1f2 +2fFfu 1)}

- Lembrando que, em (3.20), definimos os sub-indices gregos de f como repre-
sentagoes de derivadas, passaremos a definir os vértices da seguinte maneira:

e Cada funcao f de um vértice representa o inicio ou o fim de uma linha
que ao ser contraida a outra linha, independentemente de seu tragado,
representa o propagador definido em (3.34),

f(2)f(y) = Az - y); (3.42)
e As derivadas atuam sobre o propagador da seguinte forma:
T@FE) = -z~ 3 (5.49
# Oz+ By, ’

o Agora, devido & grande variedade de vértices definidos em (3.41) e como
nos célculos de 1-loop nem todos serao utilizados, definiremos estes
vértices com diferentes tragados e quando for necessario contrairemos
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as linhas com as linhas de outros vértices ou de campos f externos,
sempre, respeitando as duas regras acima. Entao, representaremos cada
vértice de (3.42) por

] (—1-7—;—21 [48(D — 1)* - o(5D - 8)] x
..'.,.. coee — (3.45)
X fu(2)f*(2) £ (=)

= ~;27(D—1)(D—6)f(z)fu(z)f“(2) (3.46)

- "_427(17 —1)(D~ 6)f(=)f(z) f*(=) (3.47)

(D-1)(D -2 [a=(D-1)f)

16
;{ - (3.48)
X fu(2)f*(2) £.(2)f*(2)

_s(D-1)(D—6)
8
- (3.49)

x f(2)f(2)f(2)fi(=)
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_KM(D-1)D-6)
4
= (3.49)

x f(2)f(2)fu(2)f*(2)

3.2 A Identidade de Gauss-Bonnet e a Re-
gularizacao Dimensional

Desde o principio deste capitulo temos enfatizado o papel da identi-
dade de Gauss-Bonnet na limitacdo de termos nas Lagrangianas Quaérticas
da Gravitagdo. A partir de agora, analisaremos se essa identidade per-
manece como tal apés a quantizacido da teoria, estudando suas proviveis
contribuigoes até o nivel de 1-loop em quatro dimensoes.

Nosso primeiro passo sera descrever a identidade cldssica em termos da
MCP. Para isto reescrevemos o lado esquerdo de (3.7)

GB = / d*2y/=g (RyuroR** 7" — 4R, R*" + R?)

empregando (3.16), (3.17) e (3.18). Obtemos, assim, que a relagao de Gauss-
Bonnet (GB) é

dPz
GB = [ZZ[16(D-2)(D - 3)fLf} - fuuf* — fufuf £ +
~ 8(D-2)(D - 3L f + (3.50)

+ (D—-1)(D —-2)(D - 3D — )f*fuf* 1]
Podemos, ainda, substituir, na expressao acima, as identidades

Qu(fof* = F*8) = funf* - oK) (3.51)
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Podemos, ainda, substituir, na expressdo acima, as identidades

Ou(£uf*" = 1) = fuul*" = FiFD (3.51)

1 1 }
Ous i F fv = Suff* + 55 fuls (3.52)
e como resultado final, temos

GB = —(D -2)(D - 3)/«1%3,, (fé"i + fu f*Y - f“f:) +

(3.53)
(D= 2)(”1; 3)(D —4) [ P2 l(D — )" o — 85" Fuf2]

As regras de Feynman que definem os vértices desta relagéo, (3.53), obedecem
as mesmas condi¢gdes impostas na determinagdo das regras de Feynman da

acéo de interagdo (3.41). Assim, temos

T = ABEAOSID D i) (350

(D-1(D-2)(D-3)(D-4)

16
X - -

x (W) @) F (¥)fo(y),

E importante observar que a equagdo (3.53) respeita, a nivel de arvore,
a identidade cldssica em D = 4 num espago sem singularidades e, considera-

velmente, grande® (f dPzd,|[...| = 0).

SA integral da divergéncia total que aparece em (3.53) é andloga & Lei de Gauss do
Eletromagnetismo que mede a carga contida dentro de uma superficie fechada, sendo que
no contexto da Gravitagio esta relagéo mede o nimero de singularidades do espago.
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Antes de continuarmos, é relevante observar a proporcionalidade explicita
com (D — 4) que aparece na iltima integral de (3.53).

Em 1980, Capper e Kimber[*”] publicaram um artigo levantando a hipétese
de que na descrigdo de Gauss-Bonnet (3.7), em termos de qualquer métrica,
nunca apareceriam termos proporcionais a (D — 4) para quatro dimensoes
(ou (D—2) para duas dimensées). Para mostrar sua hipétese, eles estudaram
a identidade de Gauss-Bonnet em duas dimensoes, com a “métrica de fundo”

Guv = Muv + KPus (3'56)

isto é, em D = 2, tomaram

GB = f &Pz\/—gR (3.57)
obtendo®

GB = limn* [d° [41¢,,a62¢,,,, - %¢,,,32¢,,, +

D—2
(3.58)

1 1
- §¢aaapau¢pu + §¢paapap¢z:| .
Agora, vamos supor que o campo métrico g,,, seja do tipo conformemente
plano, ou seja,
"¢uv =N vf ]

a substituigao deste campo em (3.58) resulta em

GB = m | PR IL(D =2 24, (3.59)

que é explicitamente proporcional & (D-2). Usamos a aproximagao fraca da
MCP (gu» = uve~f® = (1 — f(z))9,.), mas, mesmo usando diretamente

SEm seu artigo, os indices gregos sob ¢ significam indices espago-temporais ¢ néo
derivadas como definimos em (3.20).
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a MCP em (3.57) é ficil mostrar que a dependéncia explicita com (D-2) é
mantida,

GB = lim / dDa:(D—;QB,, (D - 2)f0"f — 40*f] +

D—2

(3.60)

/dDa:(D — 1)(D - 2)f62f-
4

A relagio acima é completamente andloga & versao quadridimensional (3.53)
e, portanto, esta se reduz a uma identidade apenas quando ocorre as mes-
mas condigdes de integrabilidade, isto é, quando o espago de integragao é
suficientemente grande e sem singularidades.

Apés este paréntese, vamos retomar nossa analise quantica quadridimen-
sional da contribuigdo do operador Gauss-Bonnet inserindo-o na fungao de
(m+n)-pontos, isto é, calculando:

(P(n)| : GB : &'m|P(m)) = (0|TP(n): GB : e P(m)|0)(3.61)

com P(n) = f(21)f(22)...f(2n), It dado por (3.41) e com a imposi¢io da
ordenagio temporal (: :) objetivando a retirada das bolhas de vicuo e dos
tadpoles.

Podemos, neste caso, extrair a contribuicdo da insergao da relagao de
Gauss-Bonnet das fungdes de (m+n)-pontos com as pernas externas am-
putadas, como sendo aproximadamente dado por

:GB:emt = .GB: +i:GB I :.- (3.62)

A inser¢do do primeiro termo de (3.62) realiza o mesmo papel que a
insergio de (3.53) nas fungdes de trés (quatro) pontos. J4 o segundo termo
contribui, & nivel de drvore, para as fungées de:
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4-pontos

e 6-pontos

-~ .
.~ - .
~‘\ S ...
;.--- "---cooo.:
” . .
’o’ . °e (3.64)

"' »*
<"' ""
\‘ .<\\
. ~.

(3.65)

> < P ow

enquanto em l-loop, obtemos as seguintes contribuigoes para as fungoes de:

2-pontos

o0t
[ e

-~
. . \»
....Q. -—- -
’I
‘O

.
L W

"< P -—<: e (3.67)
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3-pontos

*
[ XXX
*

e 4-pontos

Os diagramas, representados de (3.64) a (3.66), séo nulos, devido a serem
proporcionais & (D-4) em nivel de drvore. Por outro lado, os outros diagra-
mas, de (3.67) & (3.69), sdo de 1-loop de maneira que a dependéncia linear
com (D-4) ndo é suficiente para garantir que os célculos no limite D — 4
também sejam iguais a zero. Eo que ocorre com a inser¢ao da relagao de
Gauss-Bonnet na funcao de dois pontos’, conforme veremos abaixo,

GBY,,., =i{f(z1)| : GB3 : I : | f(22)) , (3.70)

—loop

7As outras insercdes, (3.68) e (3.69), contribuem, respectivamente, para as fungdes de
trés e quatro pontos externos, o que as tornam independentes entre si e da fungéo de dois
pontos, logo, a renormalizagio deve ser feita perturbativamente caso a caso.
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onde os termos trilineares em f sdo:

_(D-2)(D-3)(D-4)

GB3 = 9

[aPus.r1 (3.70)

o= 47" 22 (sp(p 1)~ a(sD - 8)) s s

(3.71)
4 [apa AP0 (g g ).
Assim, (3.69) é dado por
GB?,,,=(A+B+C) (3.72)
_.[(5D — 8)a — 48(D — 1)?]
A=1i 16 X
x(D —2%(D = 3)(D — 4) (f(z1)| : SuffY = ol £] : 1f(22))
B= i":"(p ~1)(D —2)(D - 3)(6 — D)(D — 4)x
x (fle)|: F572 = Fof°F7 2 |f(22))
C= i":"(p —1)(D —2)(D — 3)(6 — D)(D — 4)x

x (f@)l: ffuf* = fofP 1] 1 1£(22)) -

Deixamos os calculos explicitos das parcelas A, B e C para o Apéndice C,
pois estes sao extensos e por vezes bastante repetitivos. Tomemos, agora,
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a transformada de Fourier de (3.69). Assim, no espaco dos momentos,
GBI("’_),WP, j8 dimensionalmente regularizado, é

5 57 3m?
GBI—’OOP - 4(61r)3(a _ 3ﬂ)3(p2 _ m2)2 (1 + 5p2 ) (3-73)

-onde estamos supondo que p é o momento que entra no diagrama

kep

O novo resultado encontrado em (3.73) é finito e diferente de zero, mesmo
num espago sem singularidades, o que contraria (3.7).

Na tentativa de resgatar a identidade de Gauss-Bonnet, (3.7), vamos
renormalizar seus coeficientes. Seja, entdo, a relacio de Gauss-Bonnet com
coeficientes renormalizados dada por:

GBRen =
(3.74)

= / d*2+/=g(1 + Ao)RyvagR** P — (4 — (o) Ry R*” + (1 + 60) B2,

onde Ag, (o € 6y sao de ordem de 1-loop (isto é, eles sao iguais a zero na
aproximagao de drvore). De forma que, em termos da MCP, obtemos:

GBRen = / dDyS(DTs_zl Ao — (D —2) — (D —3)] x

x Gu{2ff* - 2f*f) + f*ff} +

dPy16(D -1
+/‘ y 1(6 )[,\O_D(0+(D—-1)30]f:f:+

58



- / dDL(lé)"l) [(D —4)(D —3) + 3X + (3.75)

~ (8D —8)Co + (D — 1)60] f*fuf +

+ / d%y(D _1;)(1) —2) [(D — 4)(D — 3) 42X — 4(D — 2){o +

+ (D —2)(D — 1)bo] fuf £ -
A nova contribuigdo desta relagdo para a fungdo de dois pontos agora é
proveniente de

GBRen, = {f(21)| : GBRen, : |f(22)) =
(3.76)

- [16(D — 1)Xo + 4(D — 4)(D - 1)¢o + 16(D — 1)?6,] x

16

x(f(z1)] : FEF W) : 1f(=2)) -

Entéo, o valor renormalizado da referida inser¢do na funcao de dois pontos

’
e)

GBY . = (f(21)| : GBRen, : |f(22)) + GBZorp, (3.77)

71 —lcop

ou seja, no espago dos momentos, a transformada de Fourier de GB}Q,,I_W,

—~ (2) _ 5r 3m?
“Bremin = 4(67)(a — 38)%(p* — m?)? (1 ¥ 5102) ¥

(3.78)
(Ao + 36)
6(c — 38)%(p? — m?)?’
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Este resultado mostra que nao é possivel resgatar a identidade de Gauss-
Bonnet em 1-loop, mesmo tendo inserido corregbes renormalizadas. Dizemos
isto porque niao houve modo de cancelarmos os termos proporcionais a m?/p?.
Uma possivel interpretaciao deste resultado é de que o uso de regularizagao
dimensional em quantidades dependentes da topologia pode gerar anomalias.
Este resultado est4 em consonéncia com outros trabalhos!?®: 21l sobre modelos
quénticos de Gravitagao , onde a regularizaciao dimensional foi utilizada para
eliminar as divergéncias ultravioletas.

3.3 O tensor de Weyl como uma Identidade

O fato de termos escolhido a MCP, na construgao do modelo simplificado,
acabou por introduzir o vinculo (3.15),

Cpuaﬂ = 0’
e, classicamente, podemos esperar que
CuvapC***? =0, (3.79)

também, seja satisfeito. Sendo assim, da equagéo (3.13), que relaciona Cpuap
com R,, 43,
1
Rpupc = D__2' (gppRua - gpcRup - gupRpc + gucRpp) +

R
_(D _ 1)(D — 2) (gﬂpguc - gpcgup) + Cpupc,

temos que (3.79) € equivalente &
4 2

uvpo _ Hy 2 .
RpllpcR (D-2)R“yR (D— 1)(D—2)R ) (3 80)
correspondendo, no limite de D =4, &
Rpup.,R‘“’” - 2R,“,R"u + %Rz = 0. (381)
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Para estudarmos as possiveis identidades quarticas vamos considerar de
modo geral a relagao

GBy = / d'2v/=g [(1+ Mr)RuvasR** P — (4 + (i) R R*” +
(3.82)
+(1+6m)RY],

e procurar que valores de Aps, {3 € 07 implicam em GBj; = 0. Sem perda
de generalidade, podemos assumir {3; = 0, deixando Aps e Ops livres. Assim,
obtemos para a MCP que

6B = [a¥ =D (D30, (2n -2 4 1)+

dp —
+ / yml(GD 1 [ + (D = 1)8a] F2 5% +

(3.83)

- /M’%_—z)[(D—4)(D—3)+3/\M+

+ (D —1)0m) fA1uS2 +

+ f 4%y(D —1§)(D “D (D - 4)(D-3)+ 2w +

+ (D —2)(D—-1)0um] fuf*f.f".
A identidade GBjys = 0, em nivel de érvore, pode ser obtida resolvendo o
seguinte sistema:
Ay + (D—1)0M=0
3y + (D—1)0p=—(D—-4)(D-3) (3.84)
20y + (D -2)(D-1)fy=~—(D—-4)(D -3),

sendo que a iltima equagdo néo é independente das duas anteriores. Da
primeira destas Ayy = —(D — 1)) e, entao, pela segunda equaciao temos que
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6 = —(D —3)/(D — 1) para D # 4. Assim, para D # 4, vemos que existe
uma tnica relagao, a qual coincide com (3.80).

Porém, se D = 4, as duas primeiras equagoes de (3.84) se tornam iguais
e, portanto, Apy = —30p. Substituindo este dltimo resultado em (3.82)
obtemos

1
GBy = GB + 36y [R,,.,apR‘“’"‘" - ER,,.,R‘“’] 0 (3.85)

ou seja GB = 0 e R,,apR***? — IR, ,R*"¥ = 0 que sio equivalentes &
GB =0¢ C,,opC""*P = 0. Vamos agora verificar que, em l-loop, somente
a segunda destas condicoes é satisfeita. Realmente, substituindo Ay =
—(D — 1)8p em (3.83) obtemos,

42,82 = 8(D - 2)

o (D= 3)+ (D - 1)9u] x

GBy = /

x0,{2f*f, - 2£. " - PR} +
(3.86)

-8 / dPy(D — 2)(D — 4)[(D — 3) + (D — 1)f] x

Ny ie 17
16

+/dD D—1)(D - 2)(D - 4) x

< [(D - 3)+ (D — 1) f"f"f".

Assim, a inica contribuicdo na insercdo desta relagao na fungao de dois
pontos até 1-loop,

GB{D . =i(f(z:1)|: GBy, : Is : |f(22)), (3.87)

¢ proveniente do vértice trilinear em f, GB)y,, dado por

(D—-4)(D-2)

GBy, = — .

/ d®y[(D - 3) + (D — 1)6u] fuf*f,  (3.88)
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sendo que o outro vértice também trilinear em f, I3, ja foi descrito em (3.71).
Os cdlculos das integrais aqui envolvidas também estdo no Apéndice C,
sendo que, agora, o resultado final no espago dos momentos é

— (2) _ 57(1 + 36x) 3m?
OB = Yerpla—sppr—mn) | T 3| )
de GB{}) =0sefy = -1
ondae Mod; _toop — 8€ Upr = 3°

A substituigao deste resultado quantico na condigdo classica Ay =
—0m(D — 1) com {p = 0 leva &: Opy = —1/3 e Apy = 1, de forma que
substituindo-os em (3.86) resulta em

2 [ 2/ "g(Ruvas B — 2R, R + %Rz —0,  (3.90)
corroborando quanticamente com o resultado classico (3.81).

Ha de se notar, que apesar de termos empregado a regularizagdo dimen-
sional nos cdlculos quanticos sobre a relagio modificada de Gauss-Bonnet,
conseguimos resgatar um outro vinculo (definido pela Métrica Conforme-
mente Plana usada para construir o modelo simplificado), que apesar de ser
em quatro dimensées, ndo é uma quantidade definida explicitamente pela
topologia.

3.4 Conclusoes

Estudamos a validade da identidade de Gauss-Bonnet no contexto de uma
versao simplificada da teoria quartica da Gravitagdo. Com essa finalidade
usamos o método de regularizagido dimensional e mostramos que a identidade
ndo é preservada quando a regularizacio é removida. O processo de regu-
larizagdo dimensional foi escolhido, entre tantos outros, devido ao seu largo
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emprego em teorias de calibre bem como nos modelos criados para descrever
aspectos quanticos da Gravitagao. Dessa forma é importante conhecermos
as limitagoes deste método particular de regularizagao.

Mostramos, também, que uma outra identidade, a identidade de Weyl,
vélida classicamente no caso do modelo simplificado que consideramos, é
preservada quanticamente.

Nossos resultados indicam, portanto, a necessidade de um exame cuida-
doso sempre que a regularizacdo dimensional for empregada para o estudo
de relagoes topologicas.

Para as teorias quarticas da gravitagdo, uma implicagao deste resul-
tado é que deve sempre ser considerado a possibilidade de incluir um termo
quadritico do tensor de Rieman-Christofell, R,,,3R"*”*#, como parte da

acao do modelo.
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Apéndice A

A Gravitacao Vista como uma
Teoria de Calibre

Sabe-se que as leis da Fisica, na auséncia de forgas gravitacionais, sao
sempre invariantes por transformacées globais de Lorentz e por translagoes.
Tais invariancias implicam nas leis de conservagao da Relatividade Especial.
Para incorporar a gravitagao nesta estrutura, Einstein baseou-se numa lei de
inércia generalizada, o Principio da Equivaléncia.

O ponto de partida de Einstein foi o fato de que tanto a massa inercial
quanto a massa gravitacional serem numericamente iguais, o que permite, em
campos gravitacionais constantes, uma mudanga de coordenadas do sistema
em movimento (') para o que estid em repouso relativo () (e vice-versa),
sem modificar o contetdo das leis fisicas:

t2 | (A.1)

Para generalizar estas transformagoes de coordenadas para quaisquer
campos gravitacionais pode-se utilizar a formulagao de Cartan. O ponto de
partida € a introdugdo de uma tetrada, ej'(z), geralmente conhecida como
vierbein, que acaba por definir um referencial inercial plano ponto a ponto no
espago-tempo. Sejam os indices latinos, a,b,c,..., indices do espago “plano”
ou de Lorentz, e, os gregos, a, 3, v,..., indices do espago “curvo” ou de
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Einstein, entéo:

u
(A.2)
o O(E)
BT Pz
com as propriedades:
Nabeges = Guv
(A.3)

b b
g'ree, =n"
A Derivada Covariante por transformagoes gerais de coordenadas sera
descrita por meio da 1-forma contravariante dada por:

e = e, dz" (A4)

e a 1-forma covariante e, = e48, por

€4 = nasg"”e}, (A.5)
obviamente com
ezez =&
(A.6)
e ex = 6.

A teoria formulada, até aqui, é claramente invariante por transformagdes
de Lorentz. E certo que a métrica guv nao define os vierbein unicamente,
pois, se ef} ¢ uma solugio da equagio (A.5) e se a transformagio L € 0(3,1),
tal que

NasLe LG = ned (A.7)

temos

el = Led (A.8)

que é outra solugao do mesmo campo g,,.
Agora, dada qualquer simetria de calibre, sempre existe um campo de
calibre associado & esta. No caso da gravitagao, em particular, estes campos
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sao conhecidos por conezdes de spin, w(z), que se transformam como outros

campos de calibre
W = LwL™ ' + LdL™!. (A.9)

A derivada covariante de calibre do vierbein define o que chamamos de
“torsao”: 1
T* =de® +wf Neb = ET,:‘ce" A €° (A.10)

com wj = dz wp®. A transformacdo da torsao é feita através de
T' = LT. (A.11)

Com tais elementos, podemos, agora, construir um campo tensorial, o
qual denominaremos curvatura,

1
R} = duf + Wi AN = SRy e A e?, (A.12)
com
Ry, = €l [0*wpea — Bty — f wly + wl ot ] (A.13)
cuja transformacdo de Lorentz é dada por
R = LRL™. (A.14)

A Teoria de Einstein é formulada fixando a conezdo de spin num processo
chamado de “conexao de Levi-Cevita”, ou seja, a imposigao

Wyab + Wyba = 0, T=0, (A15)

implica em tomar
wp,(e) = e Dyep, (A.16)

de tal forma que podemos escrever a conexao afim do espago-tempo, I'; ,

como o simbolo de Christoffel usual:

a
I‘zp = {I"P}

= gm\ (Bugarp + 0pgur — Ogup)

(A.17)
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pelo fato de que,

Dye = 8ye;; — T e + wiem, = 0. (A.18.)

B

Esta formulagao de Cartan acaba por ter um papel fundamental nas teo-
rias quanticas de campos em espagos curvos, por introduzir os férmions na
Gravitagéo.
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Apéndice B

Calculos usando o REDUCE

O manipulador algébrico REDUCE né&o processa cilculos tensoriais, como
o MACSYMA, por exemplo, faz. Como desejivamos, apenas, conferir os
coeficientes das substituigoes feitas ao escrevermos os campos métricos em
termos da Métrica Conformemente Plana adaptamos os tensores em formas
matriciais. Para isto usamos o seguinte dicionario:

e A métrica de Minkowiski seré dada por
v = N(MI,NI)
7" = M(MI,NI)
¢ a fungao delta de Kronecker
&, = DK(MI,NI)
o Para os termos onde atua apenas uma derivada definimos que
o AMU),
e enquanto que os campos.com' duas derivadas tornam-se

¥ = B(MI,NI).
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¢ Os resultados finais sao simplificados da seguinte forma:

FMM = f*

FMFM = f*f,

FMNFNM = f**f,,
FMMFNN = f*f*
FMFNFMN = f*f*f,,
FMFMFNN = f*f, f*
FMFMFNFN = f*£.f,f".

e Com os tensores de curvatura resumidamente dados por:

RMK = R,.

RMNKL = R,,, .

RMKRMK = R, .R*"
RMNKLRMNKL = R,,, .AR**"**
CMNKL = C,,x»
CMNKLCMNKL = C,,, .,C**"*.

Este apéndice passarid agora a ser apresentado da seguinte maneira, os
programas sao encontrados pela terminagao .RED, enquanto que seus resul-
tados serdo apresentados nos arquivos .OUT, sendo que

e Com oarquivo RLMNK calculamos os tensores de Riemann-Christoffel,
de Ricci e o escalar de curvatura de Ricci, bem como seus escalares
ou como denominamos os quadréticos de curvatura, com a Métrica
Conformemente Plans;

e Apresentamos a acao da Teoria Quéirtica da Gravitacdao com a MCP

- no arquivo ACTION e,

e as transformagoes das identidades cldssicas em operadores quénticos
podem serem encontradas nos arquivos GAUSS, WEYLCONF e WEYL-
SQR, que, respectivamente equivalem & Gauss-Bonnet, o tensor de
Weyl e o quadrado do tensor de Weyl,
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nas seguintes paginas:

RLMNK.RED ..ottt ittt ieiiiinnienens 72
RLMNK.OUT ..ttt ittt ittt i e i eenas 74
ACTIONRED ..iiiiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiiiieineieeiiannnnns 75
0 1 (0 0 0 7
GAUSSRED .iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieninreninennennenens 79
U 0 L 81
WEYLCONF.RED ..ottt ieci i 83
WEYLCONF.OUT ...ttt iieii i e e 84
WEYLSQR.RED ...t 85
WEYLSQR.OUT ..ttt ittt cii i aneas 87
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ARQUIVO RLMNK.RED

off echo; off nat; OUT “RLMNK.OUT"; on list; off allfac;
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Y,Z)=DK(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Z,Y)=DK(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥W LET M(X,Y)*N(X,Z)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Z,X)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(X,Y)=D;

FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,X)=D;

FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Y,X)=D;

FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(X,Z)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Z,X)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Z,Y)=DK(Z,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*DK(X,Y)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*M(X,Y)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*M(Y,X)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*N(X,Y)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*N(Y,X)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,¥W LET B(X,Y)*M(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*N(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*DK(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*DK(Y,X)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET B(X,Y)*M(X,2)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*N(X,2)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*DK(Y,Z)=B(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*DK(X,Z)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*#*2%A(Y)**2=FMFMFNFN;
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)**2%B(Y,Y)=FMFMFNN;
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*A(Y)*B(X,Y)=FMFNFMN;
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*A(Y)*B(Y,X)=FMFNFMN;
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,X)*B(Y,Y)=FMMFNN;
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)**2=FMNFNN;

RMNAB:=(-1/2)*(DK(MI,BE)*B(NI,AL)-DK(MI,AL)*B(NI,BE)
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-N(NI,BE)*B(MI,AL)+N(NI,AL)*B(MI,BE))
+(1/4)*(DK(MI,AL)*A(NI)*A(BE)-DK(MI,BE)*A(NI)*A(AL)
+N(NI,BE)*A(MI)*A(AL)-N(NI,AL)*A(MI)*A(BE)
+(DK(MI,BE)*N(NI,AL)-DK(MI,AL)*N(NI,BE))*A(S)*A(S));

RNA:= M(MI,BE)*RMNAB;
R:=E%*(F)*M(NI,AL)*RNA;

RMNABRMNAB:=((-1/2)*(DK(MI,BE)*B(NI,AL)-DK(MI,AL)*B(NI,BE)
-N(NI,BE)*B(MI,AL)+N(NI,AL)*B(MI,BE))
+(1/4)*(DK(MI,AL)*A (NI)*A(BE)-DK(MI,BE)*A(NI)*A(AL)
+N(NI,BE)*A(MI)*A(AL)-N(NI,AL)*A(MI)*A(BE)

+(DK (MI,BE)*N(NI,AL)-DK(MI,AL)*N(NI,BE))*A(S)*A(S)))
*((-1/2)*(DK(MI,BE)*B(NI,AL)-DK(MI,AL)*B(NI,BE)
-M(NI,BE)*B(MI,AL)+M(NI,AL)*B(MI,BE))
+(1/4)*(DK(MI,AL)*A (NI)*A(BE)-DK(MI,BE)*A(NI)*A(AL)
+M(NI,BE)*A(MI)*A(AL)-M(NI,AL)*A(MI)*A(BE)
+(DK(MI,BE)*M(NI,AL)~DK(MI,AL)*M(NI,BE))*A(J)*A(J)))
*Ex% (24F) ;

RNARNA := E#x(2«F)*((- A(AL)*A(NI)*D+ 2#%A(AL)*A(NI)

2*B(NI,AL)*D+ 4*B(NI,AL)+ N(NI,AL)*A(S)*A(S)*D
2«N(NI,AL)*A(S)*A(S)- 2*N(MI,AL)*B(S,S))/4)*((- A(AL)*A(NI)=*D
2%A(AL)*A(NI)- 2+B(NI,AL)*D+ 4%B(NI,AL)

M(NI,AL)*A(J)*A(J)*D- 2*M(NI,AL)*A(J)*A(J)- 2*M(NI,AL)*B(J,J))/4);

+ +

RR :=((E**F*A(S)*A(S)*D**2
3*E**FxA(S)*A(S)*D+ 2#E**F*A(S)*A(S)- 4*E**F*B(S,S)*D
+ 4*E*xF*B(S,S))/4)* ((E+*F*A(J)*A(J)*D*%2- 3%E*xF*A(J)*A(J)*D
+ 2%E**xFxA(J)*A(J)- 4%E**F*B(J,J)*D+ 4*E*xF*B(J,J))/4);
WRITE ";END;"; SHUT "RLMNK.OUT"; END;
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ARQUIVO RLMNK.OUT

RMNAB := (
A(S)**2«N(NI,BE) *DK(MI,AL) + A(S)#**2+«N(NI,AL)*DK(MI,BE)
A(MI)*A(BE)*N(NI,AL) + A(MI)*A(AL)*N(NI,BE)
A(BE)*A(NI)*DK(MI,AL) - A(NI)*A(AL)*DK(MI,BE)
2*B(MI,BE)*N(NI,AL) + 2*B(MI,AL)*N(NI,BE)
2xB(NI,BE)*DK(MI,AL) - 2*B(NI,AL)*DK(MI,BE))/4$
RNA := RNA := (A(S)**2«M(MI,BE)*N(NI,AL)*DK(MI,BE)

- A(S)**2«DK(AL,NI) - A(MI)**2«N(NI,AL)
A(NI)*A(AL)*M(MI,BE)*DK(MI,BE)

2*xA(NI)*A(AL) - 2*B(MI,MI)*N(NI,AL) + 2*B(BE,AL)*N(NI,BE)
2*xB(NI,BE)*M(MI,BE)*DK(MI,AL)

- 2*B(NI,AL)*M(MI,BE)*DK(MI,BE))/4$
R := (E**FxA(S)**2xM(MI,BE)*DK(MI,BE)*D ~ E**F*A(S)**2*M(NI,AL)*DK(AL,NI)

= E*xF*A(MI)*%2%D - E**F*A(NI)**2«M(MI,BE)*DK(MI,BE)

+ 2#E**F*A(NI)**2 - 2*E**F*B(MI,MI)*D + 2*Ex*F*B(BE,BE)

- 2*E**F*B (NI, NI)*M(MI,BE)*DK(MI,BE)

+ 2*E**F*B(AL,BE)*M(MI,BE)*DK(MI,AL))/4$

+ t 4+ 1

+ 4+

RMNABRMNAB := E##*(2%F)* (FMFMFNFN*(D**2 - 3%D + 2)
- 8*FMFMFNN*(D ~ 2) + 8+FMFNFMN*(D - 2) + 8*FMNFNM*(D - 2)
+ 8*FMMFNN )/8%
RNARNA := E#*(2%F)* (FMFMFNFN*(D**3 - 5*D**2 + 8*D - 4)
+ FMFMFNN* (- 8#*D*%2 + 28%D - 24) + FMFNFMN*(4*D**2 - 16*D + 16)
+ FMNFNM*(4*D*%2 - 16#D + 16) + FMMFNN*(12*D - 16) )/16$
RR := E**(2%F)*(FMFMFNFN*(D#**4 - 6*D#**3 + 13*D**2 -~ 12%D + 4)
+ FMFMFNN* (- 8%D*%3 + 32#D**2 - 40*D + 16)
+ FMMFNN *(16%D*%2 - 32*D + 16))/16$
;END; $
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ARQUIVO ACTION.RED

OFF ECHO; OFF NAT; OUT "ACTION.OUT"; OFF ALLFAC; ON LIST;
WRITE " ACAO DA TEORIA CONFORMEMENTE PLANA ",
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Y,Z)=DK(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Z,Y)=DK(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*E(X,Z)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Z,X)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET DK(X,Y)*DK(X,Y)=D;
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET DK(X,X)=D;
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Y,X)=D;
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(X,Z)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Z,X)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Z,Y)=DK(Z,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*DK(X,Y)=A(Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*M(X,Y)=A(Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*M(Y,X)=A(Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*N(X,Y)=A(Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*N(Y,X)=A(Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*M(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*N(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*DK(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET B(X,Y)*DK(Y,X)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*M(X,Z)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,VW LET B(X,Y)*N(X,Z)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,¥W LET B(X,Y)*DK(Y,Z)=B(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*DK(X,Z)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)**2%A(Y)**2=FMFMFNFNX;
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)#**2*B(Y,Y)=FMFMFNN;
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*A(Y)*B(X,Y)=FMFNFMN;
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*A(Y)*B(Y,X)=FMFNFMN;
FOR ALL X,Y,Z,¥W LET B(X,X)*B(Y,Y)=FMMFNN;
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)**2=FMNFNNM;
FACTOR E,FMM,FMFM,FMNFNM, FMMFNN ,FMFNFMN , FHFMFNN ,FMFMFNFN;

75



RLMNKRLMNK := (E**(4*F))*RLMNK*
((Ex=(-F)/4)*(
2+M(MI NI)*B(LA,KA) - 2*M(LA,NI)*B(MI,KA)
2*M(LA,KA)*B(MI,NI) - 2+«M(MI,KA)*B(LA,NI)
M(LA,KA)*A(MI)*A(NI) + M(MI,RI)*A(LA)*A(KA)
M(LA,NI)*A(MI)*A(KA) - M(MI,KA)*A(LA)*A(NI)
M(MI,KA)*M(LA,NI)*A(BET)*A(BET)
M(MI,NI)*M(LA,KA)*A(BET)*A(BET)));
RMKRMK : = (E#*(2%F) ) *RMK*
(1/4)*(
(D-2)*M(MI,KA)*A(BET)*A(BET) - 2*(D-2)*B(MI,KA)
-(D-2)*A(MI)*A(KA) -2+*M(MI,KA)*B(BET,BET));
RR:=R# ((E**F)/4)*(D-1)*((D-2)*A (BET) *A(BET)-4+*B (BET ,BET) ) ;
WRITE " ALPHA*RMKRMK-BETA*R**2+KAPPAGAMMA*R ";
WRITE "JA CONSIDERANDO O JACOBIANO NO INTEGRANDO ",
ACTION := Ex*(-2%F)*(ALPHA*RMKRMK-BETA*RR+KAPPAGAMMA*R) ;
LET A(BE)#**2=FMFM;
LET B(BE,BE)=FMN;
WRITE “SENDO QUE AS IDENTIDADES DAS DERIVADAS E 0 LIMITE DE “;
WRITE " F*%5=0 NOS LEVAM A ";
LET FMNFNM=FMMFEN +DIF ( (FNFMN-FMFEN) ,M);
LET FMFNFMN=-(1/2)*FMFMFNN +DIF((1/2)*FMFNFN X);
LET E*%(-F)*FMM=DIF (E**(-F)*FM M)+ E*%(-F)*FMFM;
LET FMMFNN=DIF (DIF(FFNN,M)-2+FFNKM,M)+FFMMNN;
LET E**(-F)*FMFM=DIF (E**(-F)*FFM,NX)
- (FFMM-FFFMM+(1/2) *FFFFMM) +FFMFN-FFFMFN ;
FACTOR ALPHA,BETA,KAPPAGAMMA ,DIF,FFMM, FFMMNN ,FFFMM,FFFFMM,FFMFN;
FACTOR FFFMFNM;
WRITE "ACTION := ";ACTION ;WRITE ";END;";SHUT "ACTION.OUT";
END;

+ +

+
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ARQUIVO ACTION.OUT

ACAO DA TEORIA CONFORMEMENTE PLANA $

ALPHA*RMKRMK-BETA*R#*2+KAPPAGAMMA*R $
JA CONSIDERANDO O JACOBIANO NO INTEGRANDO $

ACTION := (FMNFNM*E#**F*ALPHA*(D**2 - 16*D + 16)
+ FMMFNN*E**F* (BETA*( - 16%D*%2 + 324D - 16)
+ ALPHA*(12+«D - 16))
+ FMFNFMN#*E**F*ALPHA*
(4*D**2 - 16*D + 16)
+ FMFMFNN*E**F* (BETA*
(8*D**3 - 32#D*%2 + 40*D - 16)
ALPHA*( ~ 8%D#**2 + 28%D - 24)) !
FMFMFNFN*E**F* (BETA* ( -D**4 + 6#D**3 - 13%D**2 + 12 *D -4)
ALPHA* (D*#3 - B#D**2 + 8+D - 4))
4%) (BE) **2+D*%2+«KAPPAGAMMA
= 12%A (BE) **2+D*KAPPAGAMMA
+ 8#A(BE)**2+*KAPPAGAMMA
~ 16*B(BE,BE) *D*KAPPAGAMMA
+ 16+*B(BE,BE)*KAPPAGAMMA) / (16+E*+F)$

+ + + +

SENDO QUE AS IDENTIDADES DAS DERIVADAS E O LIMITE DE F**5=0 §
NOS LEVAM A $

EFFECTIVE ACTION := §
(DIF (FMFNFN/2,M) *ALPHA* (4%D**2 - 16%D + 16)
+ DIF(FM/E**F,M)*KAPPAGAMMA*( - 16D + 16)
+ DIF (FFM/E**F,M)*KAPPAGAMMA* (4%D**2 - 28%D + 24)
+ DIF(DIF(FFNN,M) - 2+FFNNM,6M)*ALPHA*(4%D**2 - 4%D)
+ DIF(DIF(FFNN,M) - 2+FFNNM,M)*BETA*( - 16%D**2 + 32%D - 16)
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DIF(FNFMN - FMFNN,M)*ALPHA* (4*D**2 - 16*D + 16)
FMFMFEN*ALPHA*( - 10*D*%*2 + 36%D - 32)
FMFMFNN*BETA* (8%D*%*3 - 32%D*%*2 + 40*D - 16)
FMFMFNFN*ALPHA* (D*%*3 - B*D**2 + 8D - 4)
FMFMFNFN*BETA*( - D**4 + 6%D*%3 - 13*D**2 + 12*D - 4)
ALPHA*FFMMNN* (4%D**2 - 4xD)

BETA*FFMMNN*( - 16%D**2 + 32%D - 16)
KAPPAGAMMA*FFMM*( - 4*D**2 + 28%D - 24)
KAPPAGAMMA*FFFMM* (4*D*%2 - 28*D + 24)
KAPPAGAMMA*FFFFMM*( - 2%D*%2 + 14*D - 12)
KAPPAGAMMA*FFMFM* (4*D**2 - 28*D + 24)
KAPPAGAMMA*FFFMFM* ( - 4#D**2 + 28%D - 24))/16$
;END; $

+ 4+ + o+ EEE 4
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ARQUIVO GAUSS.RED

OFF ECHO;OFF NAT;OUT "GAUSS.OUT";
WRITE "GAUSS_BONNET - CAMPO CONFORME

ON LIST;OFF ALLFAC;

FACTOR E,DELM,FMFMFNFN, FMFMFNN, FMFNFMN, FMMFNN, FMNFNM;
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Y,Z)=DK(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥W LET M(X,Y)*N(Z,Y)=DK(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*K(X,Z)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Z,X)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET DK(X,Y)*DK(X,Y)=D;

FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,X)=D;

FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Y,X)=D;

FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(X,Z)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Z,X)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,Y)*DK(Z,Y)=DK(Z,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*DK(X,Y)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*M(X,Y)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*M(Y,X)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*N(X,Y)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)*NK(Y,X)=A(Y);

FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*M(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*N(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*DK(X,Y)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)*DK(Y,X)=B(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET B(X,Y)*M(X,Z)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET B(X,Y)*K(X,Z)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET B(X,Y)*DK(Y,Z)=B(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥W LET B(X,Y)*DK(X,Z)=B(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET A(X)#*#*2+A(Y)**2=FMFMFNFN;
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET A(X)**2+B(Y,Y)=FMFMFNN;
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET A(X)*A(Y)*B(X,Y)=FMFNFMN;
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET A(X)*A(Y)*B(Y,X)=FMFNFMN;
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET B(X,X)*B(Y,Y)=FMMFNN;
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FOR ALL X,Y,Z,W LET B(X,Y)**2=FMNFNNM;

WRITE "JA CONSIDERANDO O JACOBIANC NO INTEGRANDO ",
GAUSS : = (RMNABRMNAB-4*RNARNA + RR)/(E**(2*F));

FACTOR L,Z,T;

GAUSSM:=((1+L) *RMNABRMNAB-4* (1+Z) *RNARNA +(1+T)*RR)/(E**(2+F));
WRITE "SENDO QUE AS IDENTIDADES DE DERIVADAS NOS LEVAM A “;
LET FMNFNM=FMMFNN +DIF ( (FNFMN-FMFNN) M) ;

LET FMFNFMN=-(1/2)*FMFMFNK +DIF((1/2)*FMFNFN,X);

WRITE "GAUSS := ";GAUSS;

WRITE "GAUSSM := ";GAUSSM;

LET L=-(D-1)*T;LET Z=0;

FACTOR T;WRITE "L= -(D-1)*T, Z=0";

WRITE "GAUSSM := " ;GAUSSN;

WRITE ";END;";SHUT "GAUSS.OUT"; END;
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ARQUIVO GAUSS.OUT

GAUSS := (FMFMFNFN*(D**4 - 10*D**3 + 35%D#*2 - 50*D + 24)

+
+
+
+

FMFMFNN*( - 8%D*%3 + 64%D*%2 - 168D + 144)
FMFNFMN*( - 16%D*%x2 + 80*D - 96)
FMMFNN*(16%D**2 - 80*D + 96)

FMNFNM*( - 16%D**2 + 80*D - 96))/16$

GAUSSM := (FMFMFNFN*Lx(2%D**2 - 6D + 4)

+

T N I T T S O N N S 1 A s

FMFMFNFN*Z*( - 4#D%%3 + 20%D*%*2 - 32%D + 16)
FMFMFNFN*T* (D*%4 - 6%D*%3 + 13%D*%2 - 124D + 4)
FMFMFNFN* (D*%4 - 10%D#*%*3 + 35%D*%2 - 50*D + 24)
FMFMFNN*L*( - 16*D + 32)

FMFMFNN*Z* (32%D%%2 - 112%D + 96)

FMFMFNN*T*( - 8*D%%3 + 32%D*%*2 - 40%D + 16)
FMFMFNN*( - 8%D*%3 + 64*D**2 - 168%D + 144)
FMFNFMN*L*(16%D - 32)

FMFNFMN*Z*( - 16*D**2 + 64*D - 64)

FMFNFMN*( - 16%D**2 + 80*D - 96)

16*FMMFNN*L

FMMFNN*Z*( - 48%D + 64)

FMMFNN*T* (16%D**2 - 32*D + 16)

FMMFNN*(16%D**2 - 80*D + 96)

FMNFNM*L*(16*D - 32)

FMNFRM*Z*( - 16*D*%2 + 64*D - 64)

FMNFNM*( - 16%D*x2 + 80*D - 96))/16$

SENDO QUE AS IDENTIDADES DE DERIVADAS KOS LEVAM A §
GAUSS := §
(FMFMFRFN* (D*%4 - 10%D*%3 + 35%D%%2 - 50%D + 24)

+

+

FMFMFNN*( - 8%D**3 + 72#D**2 - 208*D + 192)

16*DIF (FMFNFN/2 ,M)*D**2 + 80*DIF (FMFNFN/2,M)*D

96*DIF (FMFNFN/2,M) - 16*DIF(FNFMN - FMFNN,M)*D**2

80*DIF (FEFMN - FMFNN ,M)*D - 96+«DIF(FNFMN - FMFNN,M))/16$

GAUSSM := §
(FMFMFNFE*L* (2%D%*2 - 6D + 4)
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FMFMFNFN*Z*( - 4%D%%*3 + 20%D%*%*2 - 32*%D + 16)
FMFMFNFN*T* (D*%*4 ~ 6%D%**3 + 13%D*%2 - 12%D + 4)
FMFMFNFN* (D**4 - 10%D*%3 + 36%D**2 - 50*D + 24)
FMFMFNN*L*( - 24*D + 48)

FMFMFNN*Z* (40%D*%2 - 144%D + 128)
FMFMFEN*T*( - 8%D**3 + 32%D**2 - 40*D + 16)
FMFMFNN*( - 8#D*%3 + 72*D**2 - 208*D + 192)
FMMFNN*L* (16*D - 16)

FMMFNR*Z*( - 16*D**2 + 16*D)

FMMFNN*T* (16%D*%2 - 32%D + 16)
L*(16*DIF (FMFNFN/2,M)*D -~ 32*DIF(FMFNFN/2,M)
16*DIF(FNFMN -~ FMFNN,M)*D - 32*DIF(FNFMN - FMFNN,M))
Z*( - 16*DIF(FMFNFN/2,M)*D**2 + 64*DIF (FMFNFN/2,M)*D
64*DIF (FMFNFN/2,M) - 16*DIF(FNFMN - FMFNN, M)*D#**2
64*DIF (FNFMN - FMFNN,M)*D - 64*DIF(FNFMN - FMFNN,M))
16*DIF (FMFNFN/2 ,M)*D**2 + 80*DIF(FMFNFN/2,M)*D

~ 96*DIF (FMFNFN/2,M) - 16*DIF (FNFMN - FMFNN M) *D%*2

+ 80*DIF(FNFMN - FMFNN,M)*D - 96*DIF(FNFMN - FMFNN,M))/16$
L= -(D-1)»T, Z=0%$
GAUSSM := §

(FMFMFNFN*T* (D**4 - 8%D*%3 + 21%D*%2 - 22%D + 8)

+ FMFMFNFN*(D**4 - 10%*D**3 + 35%D**2 - 50*D + 24)

+ FMFMFEN*T*( - 8%D**3 + 56*D**2 - 112%D + 64)

+ FMFMFEN*( - 8*D*%*3 + T2%D*%*2 - 208*D + 192)

+ T*( - 16*DIF(FMFNFN/2,M)*D**2 + 48*DIF (FMFNFNR/2,M)*D
- 32+«DIF(FMFNFN/2,M) - 16*DIF (FNFMN - FMFEN,M)*D**2

+ 48+DIF(FNFMN ~ FMFNN,M)*D - 32*«DIF(FNFMN - FMFNN,M))
~ 16+DIF (FMFNFN/2,M)*D**2 + 80*DIF (FMFNFK/2,M)*D

~ 96*DIF (FMFNFN/2,M) - 16*DIF (FNFMN - FMFNN,M)*D#**2

+ 80*DIF (FNFMN - FMFNN,M)*D - 96*DIF(FNFMN - FMFNN,M))/16$
;END;

A A

+
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ARQUIVO WEYLCONF.RED

OFF ECHO;

OFF NAT;

OUT “WEYLCONF.OUT";

WRITE "TENSOR DE WEYL - TEORIA CONFORMALMENTE PLANA ",
ON LIST;

OFF ALLFAC;

WRITE "CLMNK = RLMNK - ((E**(-F))/(D-2))*(NLN*RMK - NLK*RMN *;
WRITE " - NMN*RLK + NMK*RLN) + R/ ((D-1)*(D-2))*E#*x*(-2%F) ",
WRITE " * (NLN*NMK _ NLK*NMN) ",

CLMNK:= RLMNK - ((E**(-F))/(D - 2))*(
N(LA,NI)*(1/4)*(
(D-2)*N(MI,KA)*A(BE)*A(BE) - 2*(D-2)*B(MI,KA)
- (D-2)*A(MI)*A(KA) -2+N(MI,KA)*B(BE,BE))
- N(LA,KA)*(1/4)*(
(D-2)*N(MI,NI)*A(BE)*A(BE) - 2%(D-2)*B(MI,NI)
(D-2)*A(MI)*A(NI) -2*N(MI,NI)*B(BE,BE))
N(MI,NI)*(1/4)*(
(D-2)*N(LA,KA)*A(BE)*A(BE) - 2%(D-2)*B(LA,KA)
(D-2)*A(LA)*A(KA) -2*B(LA,KA)*B(BE,BE))
N(MI,KA)*(1/4)%*(
(D-2)*B(LA,NI)*A(BE)*A(BE) - 2*(D-2)*B(LA,NI)
(D-2)*A(LA)*A(NI) -2*B(LA,NI)*B(BE,BE)))
R/ ((D-1)*(D-2) )% (E**(-2+F) ) *(N(LA,NI)*N(MI,KA)
N(LA,KA)*N(MI,NI));

+

+

WRITE ";END;";
SHUT "WEYLCONF.OQUT";
ERD;
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ARQUIVO WEYLCONF.OUT

TENSOR DE WEYL - TEORIA CONFORMALMENTE PLANA $

CLMNK = RLMNK - ((E#*(-F))/(D-2))#(NLN*RMK - NLK+RMN $

- NMN*RLK + NMK#RLN) + R/((D-1)#(D-2))*E**(-2+F) $
*(NLN*NMK _ NLK*NMN) $
CLMNK := 0%
;END; $
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ARQUIVO WEYLSQR.RED

OFF ECHO; OFF NAT; OUT "WEYLSQR.OUT"; ON LIST; OFF ALLFAC;
FACTOR CLMNK; WRITE "WEYLSQR - CAMPO CONFORME ",
FOR ALL X,Y,Z,W LET N(X,Y)*M(X,Y)=D;

FOR ALL X,Y,Z,¥ LET N(X,Y)*M(X,Z)=DK(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET N(X,Y)*M(Z,Y)=DK(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(X,Y)=D;

FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*DK(Y,Z)=M(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET M(X,Y)*DK(X,Z)=M(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET N(X,Y)*DK(Z,X)=N(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET N(X,Y)*DK(Z,Y)=N(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET DK(X,Y)*DK(Y,X)=D;
FOR ALL X,Y,Z,W LET DK(X,X)=D;

FOR ALL X,Y,Z,¥ LET RMK**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET RMN#**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,W LET RLK#*2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET RLN**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*DK(Y,Z)=M(X,2);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET M(X,Y)*DK(X,Z)=M(Y,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET RMK=R(MI,KA);

FOR ALL X,Y,Z,V LET RMN=R(MI,NI);

FOR ALL X,Y,Z,¥ LET RLK=R(LA,KA);

FOR ALL X,Y,Z,¥ LET RLN=R(LA,NI);

FOR ALL X,Y,Z,W LET M(X,Y)*N(Z,W)*R(X,Y)=N(Z,W)*R(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,¥ LET R(X,X)=R;

FOR ALL X,Y,Z,W LET R(X,Y)*DK(Y,Z)=R(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(X,Y)*DK(Y,Z)=R(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(X,Y)*DK(Y,Z)=R(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,¥W LET R(X,Y)*DK(Y,Z)=R(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET RMK**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,W LET RMN**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,W LET RLK**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,W LET RLN**2=R(S,A)*R(A,S);
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FOR ALL X,Y,Z,¥W LET RMK=R(MI,KA);

FOR ALL X,Y,Z,¥W LET RMN=R(MI,NI);

FOR ALL X,Y,Z,W LET RLK=R(LA,KA);

FOR ALL X,Y,Z,W LET RLN=R(LA,NI);

FOR ALL X,Y,Z,W LET M(XY)*N(Z,W)*R(X,Y)=N(Z,W)*R(X,X);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(X,X)=R;

FOR ALL X,Y,Z,¥W LET M(X,Y)*R(X,Y)=R(X,X);

FOR ALL X,Y,Z,W LET N(X,Y)*R(X,Y)=R(X,X);

FOR ALL X,Y,Z,¥W LET R(X,Y)*DK(Z,Y)=R(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(X,Y)*DK(Y,Z)=R(X,Z);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(X,Y)*DK(X,Z)=R(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(X,Y)*DK(Z,X)=R(Z,Y);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(MI,KA)**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(MI,NI)**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(LA,KA)**2=R(S,A)*R(A,S);
FOR ALL X,Y,Z,W LET R(LA,NI)**2=R(S,A)*R(A,S);

WRITE
"CLMNK = RLMNK + 1/(D-2)*(NLN*RMK + NMK*RLN -NMN*RLK - NLK*RMN)";
WRITE " + (1/(D-1)*(D-2))*R*(NLK*NMN - NLN*NMK) ".

RLMNKRLMNK :=(CLMNK -(1/(D-2))*(N(LA,NI)*RMK+N(MI,KA)*RLN
-N(MI,NI)*RLK-N(LA,KA)*RMN)

- (1/((D-1)*(D-2)))*R*(N(LA,KA) *N(MI NI)-N(LA,NI)*N(MI,KA)))
*(CLMNK - (1/(D-2))*(M(LA,NI)*RMK + M(MI,KA)*RLN
~M(MI,NI)*RLK- M(LA,KA)*RMN)

- (1/((D-1)*(D-2)))*R*(M(LA ,KA)*M(MI,NI) - M(LA,NI)*M(MI,KA)));

LET CLMNK=0,
WRITE " NA TEORIA CONFORMEMENTE PLANA, CLMNK=0 ",
WRITE "RLMNKRLMNK := " ;RLMNKRLMNK;

WRITE "E QUANDO D=4"; LET D=4;
WRITE "RLMNKRLMNK := " ;RLMNKRLMNK;
WRITE ";END;"; SHUT "WEYLSQR.OUT"; END;
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ARQUIVO WEYLSQR.OUT

WEYLSQR - CAMPO CONFORME $
CLMNK = RLMNK + 1/(D-2)*(N1n*RMK + Nmk*RLN -Nmn*RLK - N1k*RMN)$
+ (1/(D-1)*(D-2))*R*(N1k*Nmn - Nln*Nmk) $

RLMNKRLMNK := (CLMNK**2*

(D*%4 - 6%D**3 + 13%D**2 - 12D + 4)

+ CLMNK=*

(M(MI,KA)*M(LA,NI)*R*(D**2%R - 3*D +2)

- M(MI,KA)*R(LA,NI)*(D**3 -~ 4%D*%*2 + 5D - 2)
- M(MI,NI)*M(LA,KA)*R*(D**2 — 3%D +2)

+ M(MI,NI)*R(LA,KA)*(D**3 - 4*D**2 + 5xD - 2)
+ M(LA,KA)*R(MI,NI)*(D**3 - 4*D*x2 + 5%D - 2)
- M(LA,NI)*R(MI,KA)*(D**3 - 4%D**2 + 5*D - 2)
+ N(MI,KA)*N(LA ,NI)*R*(D**2 - 3%D + 2)

- N(MI,KA)*R(LA ,NI)*(D**3 ~ 4%D**2 + 5*D - 2)
- N(MI,NI)*N(LA,KA)*R*(D**2 - 3%D + 2)

+ N(MI,NI)*R(LA,KA)*(D**3 ~ 4%D**2 + B*D - 2)
+ N(LA,KA)*R(MI,NI)*(D**3 - 4%D%*2 + 5xD - 2)
~ N(LA,NI)*R(MI KA)*(D**3 - 4*D**2 + 5D - 2))

+

R(A,S)*R(S,A)*(4*D**3 - 16%D**2 + 20%D - 8)
+ R**2x( — 2%D**2 + 64D - 4))
/(D**4 - 6#D**3 + 13*D**2 - 12D + 4)$
NA TEORIA CONFORMEMENTE PLANA, CLMNK=0 $
RLMNKRLMNK := $
R(A,S)*R(S,A)*(4%D**3 — 16%D**2 + 20*D - 8)
+ R**2%( - 2%D*%*2 + 6*%D - 4))
/(D*%4 - 6#D*%3 + 13%D**2 — 12D + 4)$
E QUANDO D=4$%
RLMNKRLMNK := (6*R(A,S)*R(S,A) - R**2)/3$
;END; $
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Apéndice C

Diagramas Dimensionalmente
Regularizados

Comecaremos este apéndice por explicar as regras de construcéo de dia-
gramas ji definidas no Capitulo 3 em (3.42) e (3.43).

e De (3.42) temos

e—ir(z-v)

F@) W) =Az—y)=B / (2:)0 s e R CR)

onde .
-2

(D -1)[aD —-48(D - 1))’

B =

o Agora, em (3.43) definimos que

foi (z)f&l -e’:* (y) —

_ 6 . .06 06 .06 8 6 8 9 Az —y)
Oz Oz Bz,, Oz, 0y% OyiBy, Oy,
(c2)
—:r(:—y) n " N
- B./(2‘lr)Dr2(r2 m?) ;- H( "")'_III(_" )H("&)H(" )
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Assim, os diagramas do valor esperado no vidcuo da insergao da
Relacao de Gauss-Bonnet! siao construidos através de (C.1) e de (C.2) mais
a chave dada abaixo.

Esta chave é definida considerando que um vértice genérico trilinear da
acdo de interagao (3.71) é dado por f,, fa,fa, € que o vértice genérico da
Relagiao de Gauss-Bonnet? é f, f,, fa,, de forma que todos os diagramas per-
mitidos por < f(21)| : fa, fay faz 3t fou fou fas ¢ | f(22) > s8o dados por:

(f(zl)l :falfazfaa = fylfmfya : |f(22)) =

= {f(zl)fal f(zz)fgl [fagfgz faafya+fazfga fﬂafgz] +

+ T F@)fe [farT FasTos + Forkos JarTar| +

+ f@ o F@)fos [forfon FasTon + Frfon Jasa] +

+ F@ e @ [fatn Falo+ Futn Fula| +
(C.3)

+ F@0)far 1@ on [frFon JasTon + FarSas FoaBm] +

+ f(z1)fa, f(z2)fon :falfm Jos foo + far fn faafgl: +

+ f@)fos F@) o [forT Farfos + Forfos Farlon) +

+ @) fa F@)er [ForFon Faros + Farfas Farfan] +

1Sejam estas as insergSes: Nua (3.69), Renormalizada (3.77) ou Modificada (3.87).
3Equagao (3.70) para o célculo de GB{’_),“’ e de Gng.)n,_..., ou (3.88) para o célculo
de GBY) . .
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+ f@)fos F @) [FarTn Tondre + Farfin Fanfr] +

mais termos trocando f(z;) « f(z2)}.

Vamos exemplificar a aplicacao desta chave em A definida em (3.72). Seja

entao,

_ i[(5D —~ 8)a—48(D —

1)°] 2
T (D - 2)%(D -3)

c

C(D — 8)(f(=1)] : fu(@) (@) Fo(=) = £(¥) FP)F () : |f(=2)) =

X

C(D - 4) x

{Fenf) F@)AG) [F@)5E) F@)FE)+ @) FE) £ELG)] +

F@)fu2) F@) ) [f@5L6) FEAE)+ @A) F@)6HE) +

{fenfu@) f@)f0) [fR)FG) @AW + ) AE) fE)FE) +

@) (=) F@)0) [f2)f°0) FEA0) + LE@EAG) fE)70) +

f(1)fe(z) f(z2)fP(v) |[ful@)foly) Fo(2)7(9) + Fu(2) () fo(2)fo(w)

f(z1)f4(=) f(z2)f7 () |[fu(2)foly) £(2)f?(v) + ful2)fo(y) f2(2)fo(w)]

(C.4)
+

+

F@)F@) f@)50) [f2)E) FAE)AW) + fLEA6) F@)FG)

+

f@)f2@) TE)F0) [L.E6LE) FEAW +LE@AW) FE5HW)
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+ TERE TEIAW @G FEPE) + @76 FELE) +

mais termos trocando f(z;) « f(z,)}.

Especificamente para a primeira linha do lado direito de (C.4) temos,
usando (C.1) e (C.2), que as expressdes diagramdticas a serem calculadas

580:

I = C(D-4)B'x

D, ., ~ip(xy1—x) D _ 2\ p—iq(y—z2)
X /dDz/dDy/dpzpﬂe ! dq(q)e 2.
(2m)P p*(p* —m?) J (27)°  ¢*(g* — m?)
(C.5)

+

[ et it i
(2x)P k2(k? — m?) (27)P r2(r? — m?)
APk (<ik¥) (k) e Mo |+ ar (<) (ir,)e"ir-?
(27)P k2(k? — m?) (2x)P r2(r?2 — m?)

Integrando® em z, y, k e g, bem como efetuando os produtos escalares, obte-

mos

I = 2CBYD-4)x
(C.6)
. [4°p preFEm) o dDr [r’r - (r+ p)p - (r + )]
(27)P [p2(p? — m2)]* J (2x)P #2(r? — m?)(r + p)?[(r + p)? — m?)’

de modo que no espago dos momentos temos

I, = 2CB*(D —4) x

3Nota: Estamos usando que a integragéo, no espago das posi¢des, resulta em

/ dP 24 = (2x)P50 (4).
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P’ / dPr [r-(r+p)p-(r+p)
[p2(p? — m2)]? J (2x)P (r2 — m?)(r + p)?((r + p)* — m?]

2

I, = 2woB'—7FL

P —mA)
(C.7)
dPr (D—-4) [r*p* + ppirury + Pururz +p“r“p2]
(2x)P (12 = m?)(r + p)?*[(r + p)* — m?]
Aplicando a parametrizagio de Feynman,
1 g 1-z 2dy
abe _/0 d:c/(; [a + 2(b— a) + y(c— a)]3
resulta que
4 4
I, = 4CB*(D — 4) P —m?)F X
| (C.8)
1 pl-z dPr [r?p® 4 p"p'rury + PPrur? + pPrup?
% /(;d:c/; dy/(Zw)D [r2 +2r.Q — M?)° ,

com

Q = p(l-y)

M? = m®4p'(1-y).

As vérias integrais de I, podem ser resolvidas derivando em @ ambos os
lados del®l:

1 ixD/2 D
/de[k2 Y 2k-Q— Mz]a = I‘(a)(—Q2 _ Mz)a-D/2r (a - E) ’ (CQ)

de forma que recursivamente temos,
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/ de[k2 + 2k k"Q —M T I‘(az)(_c;;:’r i/jwz)“—’)/? [_Q“r (a - '122)] ’

’ ixD/?2
_/de[kz T 2:?2 — M7 = I‘(a)(—Q"" — M2y [QquI' (a — %) +

g (-0 0 (a-1-3)

k2 ixD/2 D
./de[k2 + 2k - Q — M?)” - I{(a)(-Q? — M2)*~P/2 [er (a Bl _‘Z) *

(o)

K2k, _ ixD/? 2 D
-/de[kz 1ok - Q — Mz]a = I‘(a)( Qz Mz)a_D/z [_QMQ r (a — 5‘) +
D+2

2t (g-a)r(a-1-2)]

Assim, o resultado de (C.8) é

e o e CRL T A Ml w2
{plore-2) Bl mir(r-2)
s prfoen(-D)ieleowinG- D) e
D\ (D+2)

+ P \—Q,,er (3-3) - r2Qu(-@* - m)r(2- g)] +
+ refar(-D))
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A regularizagio dimensional*® %! pode agora ser efetuada. Basicamente
este processo consiste em colocar D = 4 — 2¢ e tomar o limite € — 0 no
resultado acima obtido?, logo,

b= _684(21)4 [P?E:j— m?)]* -/o1 d /01" % (gp "= 3Qur” )
(C.11)

16 (p2 — m?)? (a — 38)° (6x)°

O exemplo acima serviu apenas para ilustrar como os diagramas sao cal-
culados. Apresentaremos, agora, os cdlculos para os outros diagramas.

Existem trés conjuntos de diagramas comuns & todas insergoes. Estes
conjuntos sao:

X1 =
(C.12)
= (D - )(f(z1)| : @) fu(@)fs (=) = PO (0)F1(3) 2 | £(22))
X2 =
(C.13)
= (D — 9 {f(=1)| : F(2)f(2)f4(=) = PO W) F1(W) : |f(22))
X3 =

(C.14)
= (D - ) (f(21)] : f@) @) fu(=) = FF@)FB) W) : |£(=2))

Seguiremos para os termos x; 0 mesmo esquema usado para calcular 7
(C.5), ou seja,

i) Primeiro aplicando a chave (C.3);

ii ) Usando as regras definidas em (C.1) e (C.2);

4Lembrando que eI'(¢) = I'(e + 1).
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ili ) Integrando nas coordenadas z,y, k e g e,

iv ) Escrevendo os diagramas no espago dos momentos.

Podemos, entao, observar que todos estes diagramas tem o mesmo deno-
minador do integrando,

2
F(x:) = [p2 (p2 - mz)] 7 (r2 - mz) (r + p)? [(r +p)? - m2] , (C.15)
onde {i = 1,2,3}.
J4 os numerdores sao, respectivamente, dados por:

N(x1) = 28 (rz)zpz(r -p)+24 (r2)2 (i)z)z + 12729 (r - p)* +

+ 20 (p2)2 ri(r-p)+8 (r2)2 (r-p)? — 120%(r + p)?P*(r - p) +

(C.16)
— 8°%(r 4+ p)*(r - p)* — 49°(r + p)*(r - p)* + 4(P*)*(r - P);
N (xz2) = 8(r*)(r - p) + 16(r*)’p* — 8#*(r + p)’(r - p) +
(C.17)
+ 16r%p*(r - p)+ 12(;)2)21'2 + 4(p2)2(r -P);
N(xs) = 8(r +p)’p’(r - p) + 8(r + p)*(r - p)* — 16(p*)*r* +
— 40p*r*(r - p) — 167%(r - p)* — 12P*(r*)* + (C.18)

— 8(r*)*(r - p) — 12p*(r - p)* — 8(#)*(r - p).
Assim, cada termo de x; representa um diagrama que genericamente, no
espago dos momentos, representamos por

kep
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onde, conforme a necessidade, devemos empregar uma das seguintes parame-
trizagoes de Feynman,

1 1 1
LI /Odg[(a_b)“blz (C.19)

1 qn 1-z 2dy
abe /0 dQ/O [a +2(b—a)+y(c—a)® (C-20)

ablcd - /oldg /01-sz /ol_g—?a +(b—a)z +I;(c4)—d¢£1)y + (d — a)z]*

Agora, podemos regularizar dimensionalmente cada bolha de vacuo destes

diagramas,

kep

k

e integrar nas varidveis z, y e z provenientes da parametrizaciao de Feynman.
Desse modo obtemos os seguintes resultados dimensionalmente regularizados,
em D =4 - 2¢:

. D — 1
D, = ‘121__13(1) /d k(D 4)(k2 _ mz)(k + p)2[(k + p)2 - m2]
(C.21)
= 0
D, = lim [dPk(D — 4) -
: = lim (k? — m?)[(k + p)? — m?]
(C.22)

— grly .
= T Pui
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D;

D,

D;

Dy

Ds

kl‘
k*(k* —m?)[(k + p)* — m’]

lim [d°k(D - 4)

(C.23)
0
lim {dPk(D - 4) iy
iy | (k= m?){(k +p)? — m?|(k + p)?

(C.24)
0;
lim [dPk(D - 4) y
=E‘l’/ k*(k? — m?)(k + p)*[(k + p)? — m?]

(C.25)
0
im [d°k(D - 4) ks
Pl (k2 — m2)[(k + p)2 — m?](k + p)?

(C.26)
—i“‘;ﬂuv;

kk,

3] M k=

(C.27)
(o9
. kpku
i /de(D - 4)k2(k2 —m?)[(k + p)? — m?]

(C.28)

= -i"";iﬂuv;
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kK,

. D _
Dy = lim [dk(D - 1) R (k2 — mA)[(k + p)? — m7(k + p)’
(C.29)
0;
. D k2
Do = Ty 4 M0 — ) e ok oY —m?l(k + 2)°
(C.30)
—2inr?;
k2k
D lim [dPk(D - :
u pny ( 4)(k2 — m?)[(k + p)? — m?](k + p)?
(C.31)
2in’p,;
K2k, k
. D _ uv
D = lim [dk(D - 4) (k2 — m?)(k + p)2[(k + p)2 — m?]
(C.32)
—in? (2Pupv +m?y, .,) :
Entao, cada conjunto x; € igual &,
x1 = 28p’p"Du + 24(p*)’Dro + 129°p"p" Ds +
20(p°)’p"Ds + 899" Dr2 — 129°9" D2 + (C.33)
89" 0" Dr — 4p”p"p" Ds + 4(p°) 01" Do = —20ix’B*(p?)’
X2 87" D11 + 16p°D1o — 49D, +

(C.34)
16p°p"Ds + 12(p°)* Dy + 4(p*)*p" Ds = —24in’B*p’
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xs = 8p’p"Ds+8p"p"Ds — 16(p*)’D; +
- 40p2p“D4 - 16pl‘p"D6 - 12P2D10 + (035)
— 8p"Dyy — 1297 p"p" Dy — 8(p*)*p*Ds = —12in*Bp?

Desta forma temos que o resultado de (3.69) é dado por

— (2 ) 3 _
GBg—Ioop = 2 [3(a -38)x + '2'5 2‘7()(2 + Xa)]

(C.36)

5x 3m?
= 4{6n)(a — 38)(p2 — m)? (1 552 ) :

Enquanto que a inser¢do da Relagdo de Gauss-Bonnet modificada (3.87)

G s = 201+ 3000 [~ 382 + 557210 + 0)]
(C.37)
_ 57 (1 + 36m) ( +3_mz)_
4(67)3(a — 368)3(p? — m?)? 5p?

Por outro lado, (3.77) pode ser encontrada somando & (C.36) as insercdes
de termos de arvore GBp.n, dados por (3.76). Estas insercoes sdo efetuadas
através de

GBRen, = 6(Xo +360) f(z1)fi(y) F(22)f2(v)

de e—ip(zl—y)(_p)2 dPk e—ik(y—:z)(_k)2
2y P —m?) J2xy R(e )

de e—ip(zl-—.rz)
2 ) (7 — )

= 6(Xo +360) B /dDy

6 (Ao + 360) B2 (C.38)
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no espago dos momentos temos que

(Ao + 365)

GBRen, = —6(a Z 38) (5% — m2)? R (C.39)
portanto,
——(2) 5n 3m?
B =
G Ren; _jo0p 4(611')3(0 — 3,3)3(1’2 — m2)2 (1 + 5p2 ) +
(C.40)

3 (Ao + 360)
6(a — 38)*(p* — m?)*’
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