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Resumo

O estado fundamental e propriedades térmicas de um sistema de bosons nao
relativisticos interagentes por uma interagao repulsiva de dois corpos, sédo inves-
tigados através de uma aproximacao Gaussiana auto-consistente que consiste
em escrevermos o operador densidade variacionalmente determinado como o
funcional Gaussiano mais geral dos operadores de campo. Resultados a tempe-
ratura finita sdo obtidos, incluindo transi¢oes de fase, no contexto do ensemble
grand-canonico. Através de truncamentos na aproximagao Gaussiana completa
podemos reproduzir resultados tradicionais de Bogolyubov e de Lee, Yang e
Huang. A aproximacao Gaussiana completa fornece uma fase condensada que
é termodinamicamente instivel e uma fase ndo condensada que nao difere
essencialmente de uma teoria livre quando forgas de contato e um esquema de
renormalizagdo padrao sdo usados. Como alternativa, uma teoria dependente
do cut-off no momento é desenvolvida para um sistema diluido de bosons in-
teragentes. A aproximacao Gaussiana gera um espectro de quasi-particulas
que contém um gap na energia, em conflito com os resultados perturbativos.
Para investigar o espectro de excitagOes na teoria efetiva, é desenvolvida uma
formulagao dependente do tempo e o regime de pequenas oscilagbes para os
parametros variacionais é estudado. Sao obtidas entdo as mesmas energias

utilizadas no calculo das ocupagoes estaticas.



Abstract

The ground-state and thermal properties of a system of non-relativistic bosons
interacting through repulsive two-body interactions are investigated using a
self-consistent Gaussian mean-field approximation which consists in writing
the variational determined density operator as the most general Gaussian func-
tional of the quantized field operators. Finite temperature results are obtained,
including phase transitions, in the grand canonical framework. Contact is
made with the results of Bogolyubov and Lee, Yang and Huang in terms of
particular truncations of the full Gaussian approximation. The full Gaussian
approximation gives a condensate phase which is thermodinamically unstable
and a non-condensate phase that does not differ essentially from a free phase
when contact forces and standard renormalization scheme are used. As an
alternative an effective cut-off dependent theory is developed for a dilute in-
teracting bose system. The Gaussian approximation generates a quasi-particle
spectrum having an energy gap, in conflict with perturbation theory results.
In order to investigate the excitation spectrum of the effective theory, a time-
dependent formulation is developed and the small oscilation regime for the
variational parameter is studied. The same energies used in the calculus of the

static occupations are obtained.
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Capitulo 1

Introducao

O gis de Bose néo ideal, nio relativistico, é certamente um dos problemas mais
investigados na fisica de muitos corpos. Este estudo foi inicialmente motivado
pelas propriedades peculiares do Hélio-4 a baixas temperaturas, tais como
calor especifico e excitacdes elementares (obtidas através de experimentos com
espalhamento de neutrons).

As teorias microscépicas de bosons interagentes, contudo, foram inicial-
mente desenvolvidas para o limite de interagdes muito fracas [1] e posterior-
mente para interacGes arbitrariamente fortes num gas suficientemente diluido
[2] - [5]. O Hélio-4, no entanto nio se encaixa em nenhuma dessas descrigdes.
Recentemente tem-se desenvolvido esfor¢os experimentais através de técnicas
de esfriamento e confinamento com lasers [6] e acredita-se que brevemente sera
possivel obtermos outros condensados de Bose que se encontrem nos limites
dos desenvolvimentos tedricos acima.

Um ponto fraco porém persiste. Todos resultados tedricos acima citados,
obtidos das mais diversas maneiras, se baseiam em célculos perturbativos. [7]
- [9]

Calculos nao perturbativos vem sendo desenvolvidos em conexao com pro-
blemas relativisticos para bosons auto-interagentes, que se tornaram particu-
larmente importantes em problemas como o do universo inflacionario [10].

Nesse contexto, o método variacional Gaussiano [11] recebeu considerdvel



atencdo como uma extensido de cdlculos de campo médio tradicionalmente
aplicados em fisica de muitos corpos nao relativistica [12].

As técnicas a serem utilizadas, neste trabalho, correspondentes ao método
variacional Gaussiano, vem sendo desenvolvidas ha varios anos tanto no con-
texto do problema nuclear (fermidnico) de muitos corpos [13], como no contexto
da teoria ®* relativistica, real, em 1+1 dimensdes [14], [15] .

O propésito deste trabalho é o de descrever uma aplicagdo dessas técnicas a
esse problema de bosons nio relativisticos interagentes, tdo amplamente estu-
dado, afim de termos uma confrontacio direta com os resultados disponiveis.
Uma das vantagens deste método é o da imediata extengao para temperaturas
finitas, tornando possivel o estudo das propriedades termodinamicas do sis-
tema. B possivel recuperarmos. varios resultados tradicionais com uma versao
truncada da aprokimagéo Gaussiana completa, incluindo o estado fundamental
e um espectro de excitagdes tipo fonons.

No tratamento da versdo completa da aproximagdo Gaussiana usando o
chamado esquema de renormalizagio precario [16], obtemos uma teoria finita
com as mesmas propriedades obtidas no truncamento. Em particular, o es-
pectro de excitagbes é do tipo fonons. Este esquema porém nos leva a uma
teoria termodinamicamente instdvel sem nenhuma regiao de estabilidade, ao
contrario do que costuma ocorrer em teorias relativisticas [16] e uma fase ndo
condensada que ndo difere essencialmente de uma teoria livre. Somos entao
forcados a desenvolver uma teoria efetiva dependente do cut-off no espirito de
Amelino-Camelia e Pi [17]. Esta teoria pode ser interpretada como bosons
interagentes onde o espalhamento em baixas energias é descrito através do
comprimento de espalhamento. Apesar do resultado tedrico dado pelo teo-
rema de Hugenholtz-Pines [5], em todas ordens de perturbagao, ndo obtemos
um espectro de excitagao tipo fonons.

Uma, vez obtidos os resultados variacionais, através da teoria efetiva, obte-
mos as equagdes de evolugdo temporal para os parametros variacionais. Linea-

rizando essas equagbes obtemos as frequéncias de pequenas oscilagdes em torno



do equilibrio variacional. Essas frequéncias sdo exatamente as mesmas que de-

terminam as probabilidades de ocupagao a temperatura finita no equilibrio.



Capitulo 2

Aproximacao Gaussiana

Consideremos um sistema infinito, isotrépico e ndo relativistico de muitos
bosons, descrito, na representacao de momento com condigoes periddicas de

contorno no volume V', pela Hamiltoniana

- t A t,t
H = Z:e(k)al.c_a; + % qz; Oy Y %% (2.1)
k ky,k2,§
onde e(k) = ﬁ;:: é a energia cinética, e A6(7 — ') a interagio de contato

repulsiva (A > 0). Os operadores de campo satisfazem as regras de comutagao

(2.2)

Descrevemos o estado quantico do sistema em termos de um operador den-
sidade F, onde em geral para T # 0 temos que F*? # F. A aproximagio
Gaussiana consiste em substituirmos F por Fo dado pela maximizacdo da
entropia da informacio, sujeitando-se aos vinculos impostos pela informacao
disponivel, no caso os aspectos mais gerais de um corpo (Apéndice A). E-

xiste uma total correspondéncia entre essa maneira de encontrarmos Fy e a



utilizada na linguagem funcional de Schrédinger da teoria de campos, onde o
funcional Gaussiano dos operadores de campo é escrito como uma Gaussiana
nos campos [18]. F, pode ser entdo escrito como uma exponencial de uma
forma quadratica geral nos operadores de campo, podendo ser diagonalizada
através de um conjunto de transformacbes canonicas. Para isso, definimos os

operadores de bosons transformados

ng = TRy + yzbi,;
(2.3)

77%L = xkb]]:. + yrb_z

onde

bE = a,; - Pk. (24)
Utilizamos a isotropia do sistema uniforme para definir os parametros zy, yx

e I';, dependentes somente do mddulo de k. Para que essa transformacao seja

candnica, ainda temos que impor sobre z; e y; a condicao
2 2 _
|ze® — lye]® = 1. (2.5)

O operador densidade truncado pode agora ser escrito como

B e

g

1 Vi )77
—= . 2.
.7:0 H1+Vk<1+l/k ( 6)

E

No Apéndice C encontram-se os calculos dos tragos utilizados na aproximacao

Gaussiana, nos quais verificamos por exemplo, que

Tr (771];77,;,.7:0) = vié (E - ];') (2.7)
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Tr (a,;]-'o) =Ty (2.8)

de tal forma que v, sdo positivos e correspondem as ocupagdes médias dos
quasi-bosons e I'y corresponde, por sua vez, a média de az. Usando a uni-

formidade do sistema vem
Ty = bk olo. (2.9)

Como trata-se de bosons vemos que podemos ter dois tipos de condensagao:
a de vy e I'y. Pela expressao de Fy, nota-se que nessa aproximagao para o
condensado vy temos Fo? # Fp; ja para I'g, com vp = 0, temos um estado

puro, ou seja. Fo? = Fp. Se definirmos

a1
£
il
8
> %
]
x
+
@
%
]
| —+
ko
i
=3
&
+
=
.

I'n = o;Te + vy %

temos entao que
Tr (a2F) =T (2.10)

O que mostra que este estado puro é um estado coerente do operador
transformado nao transladado a.

A exigéncia de descrever corretamente as correlagoes de Pauli e apenas as
propriedades de um corpo, em geral quebra a simetria global de gauge de H
que corresponde a conservagio do numero de particulas. Para verificarmos

este fato, basta calcularmos



k

<N2> — (N =Tr fOZal]:.aEa};a,;, - {TT‘

kK’

que pode ser calculado com o auxilio dos tragos (Apendice B). Obtemos entéo

(N?) —(N)* = 2|T|? [|:E0|21/0 + |yol* (1 + 1/0)] — 2F32x0y5‘ (14 2up9) —

—2T2y0xy (1 + 2v) + |To|? + Z [|xk|2uk + (1 + v) |yk|2] +
E
(2.12)

2
+> { [z Pve + (1+ v lyel?] + laxPlyel® (1 4+ 2Vk)2} :
P

Vemos que se v # 0 com 'y = 0 e y, = 0 a flutuagdo no numero de particulas
ocorre no espirito do potencial grande canénico ou seja, uma mistura estatistica
de estados com nimeros de particulas diferentes. Ja no caso v, # 0 com I'g # 0
e yr # 0 os estados que fazem parte da mistura estatistica ndo tem numero
de particulas bem definido, em particular também no estado puro (v, = 0)
coerente.

Notamos que, valores médios de operadores de dois corpos calculados com
Fo ndo contém partes irredutiveis, logo a substitui¢do de F por Fy implica na
aproximagao de campo médio.

Para trabalharmos com températuras finitas nessa aproximagdo, calcu-
lamos o extremo variacional do grande-potencial {1, escrito em termos do ope-

rador densidade truncado Fy, onde
Q=Tr[Fo(H~uN+ KTInFy)] (2.13)

com



N = Za]]:.a,;, (2.14)

onde K é a constante de Boltzmann e os multiplicadores de Lagrange p e
T sao respectivamente o potencial quimico e a temperatura. A substituigio
de F por Fy implica também, na substitui¢do da entropia completa pela en-
tropia de campo médio So = —KT'r (FolnFy) . Na determinagido do grande
potencial, tomaremos varia¢oes em relagdo aos parametros que determinam a
densidade truncada Fy. O valor de p é fixado escolhendo a densidade média de
particulas do sistema. Uma justificativa detalhada desse procedimento geral
é dada por Balian e Vénéroni [19], que mostram que esse procedimento cor-
responde a melhor determina¢do (do ponto de vista variacional) da grande
fungio de partigdo (conseqlientemente do grande potencial) para o problema
quando nos restringimos a operadores densidade cuja forma é dada por (2.6).
O que ndo significa que seja a melhor determinacio para outras observaveis,
por exemplo, a flutuagdo no nimero de particulas. Ao calcularmos a flutuacao
@ obsevamos que esta ndo vai a zero no limite termodinamico a nao
ser no caso onde todos v, s sao zero e coseqiientemente I'g # 0. Esta flutuagao
¢é na realidade determinada pelo anzatz Gaussiano no espago de Fock, que
garante o tratamento correto da estatistica de Bose, além dos observaveis de
um corpo. Contudo o célculo para um gés ideal, que se baseia em (2, fornece
o resultado usual tanto para o condensado vy como para I'y. (Apéndice D).
Uma simplificagdo importante ocorre quando nos restringimos ao problema
estacionario. Nesse caso e zx, y; e I'y podem ser tomados como reais, (a ve-
rificagdo explicita deste fato pode ser vista com mais detalhe no capitulo 5),
podemos usar uma representa¢ido paramétrica simples que satisfaz automati-

camente a condi¢do de canonicidade

zr = coshop yr = sinh oy. (2.15)

10



Calculamos inicialmente { (Apéndice B)

2AT2\ [(1 + 2v¢) cosh 20, — 1 A3

0 = (o5 | 2 | -+ 37

2
(1 + 2v) cosh 203, — 1] }

AT
-2 (1+2uk)sinhzak+i{z[ 5

2V = |4
k

2
A :
—I—8—V {ZE: (1 4+ 2v;) sinh 20‘k}

—[{TZ [(1 + l/k) ln(l + l/k) — v In l/k] . (216)
kE

Fixando o nimero médio de particulas I'r [FoN] = (N) obtemos

(V) =124+ 7 | L 2%) C;Sh%" -1 (2.17)

-

k

2.1 Solugoes formais de equilibrio

Para o estudo das propriedades termodinamicas de equilibrio do sistema
nessa aproximagcao, requeremos que {2, (2.16), seja estaciondrio em relacdo
a variagOes arbitrarias dos parametros de Fy ou seja: 'y, o4 e v A variagao

em relacdo a I'g fornece

- -

2) A 4\  [(1 + 2v4) cosh 20, — 1” 0
k k

FO{VI%_Q”_VZ(1+2Vk)Sinh20k+VZ 5
(2.18)

Vemos que além da solugdo trivial I'y = 0, existe uma outra, tal que o termo

entre colchetes se anula, fornecendo um I'y diferente de zero. Para estudarmos

11



esta solugdo é conveniente usarmos a equagao que fixa o numero médio de

particulas (2.17) eliminando assim I'g de {2, que se torna

Q =F — u(N). (2.19)

Isso identifica a energia livre (truncada) F' como

F o= Y (k) + \) [(1 +21/k)C;)sh20'k —~ 1} B %2(1 + 2u) sinh 2%
E E
2
A (1 4 2v4) cosh 20y, — 1 A , 5
~o7 {; [ 5 } } + 8V{zk.: (1 + 2vy) sinh 204 }
A ) (1 4+ 2vg) cosh 204 — 1 AptV
+W %(1 + 2vy) sinh 20 [ 5 ] + 5
—I{TZ [(1 + I/k) ]1’1(] + I/k) — Vi In I/k] . (220)
E

Procedendo ao cdculo variacional em relacdo a oy e v obtemos

tanh 20y = (2.21)

Ap— >z [(1 4 2v) cosh 20 — 1] — 2 >z (1 + 2v) sinh 20y
e(k) + Ao — 5> >z [(1+ 2v) cosh 20 — 1] + 2 ¥z (1 + 2v) sinh 20,

1

{exp (\/_A_/KT) - 1} (2.22)

Ve =

onde

12



A = e(k)®+2)e(k) x

A A )
X {p— W?Kl + 2v;) cosh 20y, — 1] + W?(l +2Vk)51nh20k}

+4)? {p - _ZLV > (1 + 2v) cosh 20, — 1]} X
E

X%Z(l + 2v;) sinh 20. (2.23)

E

Para a solugdo I'y = 0, devemos utilizar ). A variacio em relacdo a oy

fornece

—% ¢ (1 4 2p) sinh 20y,
e(k) — p+ 3 Tz [(1 + 2v) cosh 204 — 1]

tanh 204 = (2.24)

onde g nio é mais dado por (2.18) mas sim pela relagido de vinculo

(V) =3 (14 2wy) c;)sh 20, — 1 ' (2.25)

-

k

Finalmente, é importante frizar que os resultados obtidos até agora sdo to-
talmente formais, pois envolvem somas divergentes. Para podermos estudar
propriedades termodinamicas das diferentes fases, devemos implementar pro-
cessos de regularizagdo e renormalizagdo, que serdo discutidos nos préximos

capitulos.
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Capitulo 3

Aproximacao de Quasi-Bosons
livres

Se analisarmos a expressdo de F' em (2.20) vemos que as somas duplas que 14
aparecem provém do célculo do trago de termos com 4 5’s ( Apendice C ). Esses
termos representam a interagao entre os quasi-bosons. Uma maneira natural
de truncarmos a aproximagao Gaussiana, é a de considerarmos quasi-bosons
livres, eliminando as somas duplas mencionadas. O resultado € inteiramente
trivial no caso I'y = 0, uma vez que isso implica em o, = 0. Ao efetuarmos
a variagido em relagido a oy, obtemos sinh 20, = 0. Todos efeitos da interacao

sdo descartados, fornecendo os resultados de um gas ideal

1

Vi = e: kl— (31)
{exp[ KT”] B 1}
onde p é determinado pela conservagdo do nimero de particulas e
kdk
(3.2)

1 o0

Usualmente a temperatura onde g = 0 é a chamada temperatura critica, e a
partir desta inicia-se uma ocupagdo macroscépica de vg.
Ja para a solugdo tipo I'g # 0, descartando as somas duplas em (2.20), as

condigOes variacionais em oy € vy se reduzem a

14



tanh 20’k = m

1

. 3.4
eRTVe(k)2+22pe(k) _ 1 (34)

Vi =

Para usarmos esses resultados no célculo de F', substituimos as somas por
integrais e introduzimos um cut-off A no momento. Apés um pouco de algebra

obtemos:

Fo_o1 rha ek)+ro | . AV
= 47r2/0 k [(k)+)\p]{\/e(k)2+26(k))\p 1}dk+ -

Y /A k?
n? Jo  Je(k)? + 2e(k)Ap

_KT /OA K In {1 —exp l— Velk) + 26(”’)} } dk.

22 KT

dk

Calculando as integrais (Apéndice E) descartando termos que vdo a zero

quando A — oo, vem:

E _ )\/72 _)\2mAp2 8m3/2)\5/2p5/2
1% 2 472h? 157243
KT A Velk)? + 2e(k)Ap
—— [ Kn{1- — dk 5
+27r2/o n{ exp [ KT , (39)

o que mostra termos um termo proporcional a A% que diverge linearmente. A
idéia central para resolvermos este problema consiste em associarmos A a um

comprimento de espalhamento a, ou seja

15



_ 47h’a

m

A (3.6)

Uma vez regularizada a interagido de contato equivale, para baixas energias
e sistemas diluidos (a®p) << 1, & uma interacio entre bosons com o mesmo
comprimento de espalhamento a. Esta regularizacdo pode ser feita com o
auxilio de um pseudo-potencial (Lee,Huang e Yang)[2] onde a interagido de

contato é substituida por
(I7 = 1)), (3.7)

com A dado em (3.6). O termo extra que vem da derivada é o responsiavel pelo
cancelamento da divergéncia (Apéndice F), sempre dentro dos limites acima

mencionados. Uma vez regularizada F' obtemos para o potencial quimico

4p3/2m3/2/\5/2
3n2h3

T Ae(k)k2dk

po= Ao+t

KT

Através das ocupagdes, vemos que a energia dos quasi-bosons livres pode ser

escrita como

E(k) = \Je(k)? + 2\pe(k), (3.9)

onde E(k) — vk quando k — 0, sendo v a velocidade do som [5].
Existe porém um problema. Nesta aproximagao, apesar de regularizada,
observamos uma instabilidade termodindmica da fase (I'y # 0). Isto pode

ser demonstrado inspecionando-se o valor do potencial quimico, pois de (3.8)

16



temos que p é sempre positivo para I'g # 0 e de (3.1), negativo ou zero para
I'o = 0. Este resultado concorda com estudos rigorosos [20] feitos numa Hamil-
toniana truncada de Bogoliubov [1] onde a mesma instabilidade é demonstrada.

Uma alternativa para solucionarmos essa instabilidade baseia-se no fato de
que a aproximagao de quasi-bosons livres leva em conta uma parte da interagao
para 'y # 0. Esta é dréstica demais no caso 'y = 0, pois trata essa fase como
um gas livre. O que podemos fazer entao é considerar toda interagio para essa
fase, mantendo o = 0. Na fase condensada nao ocorre praticamente nenhuma
mudanga, por se tratar de um sistema diluido. Para essa fase, (2.17) e (3.3)
fornecem '

m3/2)\3/2 5312 8 (a®p)1/?

p:po+W5po+§ 1/ (310)

temos entdo o valor da deplecdo para T' = 0. A energia do estado fundamental

pode ser escrita usando a (3.5) em T =0,

Ey Ap? 128 (a%p)*/?

No limite de um sistema diluido temos (a®pg)*/? ~ (a%p)'/? < 1 de tal forma
que podemos substituir p por po em (3.9). Com essa substituicao o espectro de
excitagdo da Hamiltoniana truncada esta ligado a densidade do condensado, o

que evidéncia um carater coletivo dos fonons

w(k) = \/e(k)? + 2Apoe(k). (3.12)

Para a fase com 'y = 0, as ocupages v, sao obtidas sem o truncamento

de (2.20) obtendo para p ,

KT

1 oo k2dk
p= 471'2/0 ey EoRn gy (3.13)
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Como o truncamento foi evitado, esta fase ndo é mais tratada com um gés de
Bose livre, e é possivel mostrar que para 7' = 0 a fase com condensado coerente
é a estavel, uma vez que o potencial quimico g ~ Ap é menor que o da fase nao
condensada , na qual g = 2Ap. E aparente que, nesse calculo, as duas fases nao
sao tratadas em pé de igualdade do ponto de vista do truncamento. Contudo o
truncamento da interagao entre quasi-bosons tem um significado diferente nos
dois casos. O fato é que esperamos que a maior parte dos efeitos relevantes
da interacdo de dois corpos € incorporada no processo da quebra de simetria
(via T'g # 0 e o emparelhamento), o que néo ocorre para a fase 'y = 0. Uma
Hamiltoniana truncada, de maneira conveniente, de quasi-bosons livres com
energias dadas por (3.12), é a base dos trabalhos de Huang e colaboradores,
no estudo das transi¢oes de fase para um gas de esferas duras, bem como para

a parte repusilva de um sistema com atracdo [21] -[25].
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Capitulo 4

Lidando com a Aproximacao
Gaussiana

Neste capitulo examinaremos duas diferentes prescrigbes para tratarmos as
divergéncias da aproximacao Gaussiana completa desenvolvida no capitulo 2.
A primeira prescricio envolve um esquema de renormalizacdo proposto por
Stevenson [16] no contexto da teoria relativistica ¢* com o nome de “teo-
ria precaria”, na qual a constante de acoplamento vai a zero por valores ne-
gativos. Isto representa uma tentativa de ficar o mais préximo possivel da
dinamica das interacGes de contato. Apesar de bem sucedida na remocao da
divergéncia de forma consistente, este esquema nos leva a uma fase condensada
termodinamicamente instavel e a uma fase ndo condensada livre. Considera-
mos entdo uma ’teoria efetiva” como alternativa simples, na qual um cut-off
fixo é introduzido no espaco de momento no espirito do trabaltho de Amelino-

Camelia e Pi [17].

4.1 Forcas de contato: teoria precaria

Para evitar complica¢des desnecessarias, nos restringiremos as propriedades do
sistema & T = 0 na fase I'y # 0, uma vez que a extencdo a T" # 0 nao envolve
nenhuma divergéncia adicional. A (2.18), combinada com a conservacao do

néimero médio de particulas, (2.17) , nos d4
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A A
p=Ap+ 57 ; (cosh20, — 1) — v §sinh2crk. (4.1)
A equagdo (2.21) para T = 0 fica

Ap — 2 Yg[cosh 20y — 1] - 5’\‘72,; sinh 20,

. 4.2
e(k) + Ap — 3 Xg [cosh 204 — 1] + %E;sinh 204 (42)

tanh 20y =

Essa é uma equagdo implicita para os parametros da transformacdo o, que
aparecem nas somas de (4.1) e (4.2). A fim de prosseguirmos no cdlculo,
introduzimos um cut-off A no momento e desprezando termos que vao a zero

no limite A — oo, usamos os ansatze

1 :

77 §smh 201, = a+ BA (4.3)
e

o 3 (cosh 205 — 1) = 4.4

5y 2 (cosh 20s =7, (4.4)

E
onde assumimos que «, [ e v assumem valores finitos no limite A — oo.
Introduzimos a constante de acoplamento A, como

Ar

1 — ArmA
2m2R2

A= (4.5)

de modo que quando A — oo, a constante de acoplamento A vai a zero por

valores negativos A — 07 [16], definimos

Arp—Ary—Ara—ArGA
1-2oh M+92+0(A?)

tanh 20'k = b 2; h+/\ +2-8A R
e(k) + E=rEo R e(k) + M+ 5+ 0O (A2

2n2hZ

(4.6)
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com

2h2
m
222 222
Q= + (p—v—a— d ﬁ), (1.8)
m sm
2m2h? 2m2h?
R=-=" (p—’7+a+ . ﬁ). (4.9)
m Sm

Essa expressio faz sentido para todo ke para todo A, se M for positivo.

Podemos também expandir expressoes para sinh 20} e cosh 20 até a ordem + T

resultando
2 2 _ .
cosh20; = e(k)’ + M +M (@ R)+MQ:/EA)1
Je(k)? +2Me(k)  [e(k)? +2Me(R)*? A
Q 2 _ .
sinh20, = ———d ¥4 M?* (R — Q) + MRe(k) 1

Je(k)? +2Me(k)  [e(k)? +2Me(R)* A
(4.10)

Calculando as somas (4.3) e (4.4), ( Apéndice E ), e usando somente as partes

do sinh 20} e cosh 20 que contribuem para «, 5 e v, obtemos

[ e
4 \/ 24 2Me(k)
mB3/2 M3/ mQ) mMA

= — - 4.11
x2h3 272h?  2n2h? ( )

dk

a+ BA
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1 A e(k)+ M m3/2 M3/?
7=F/ k? (k) —1pdk= =5 (4.12)
7% Jo Ve(k)? + 2Me(k) 3m

Note que 8 = —22M, o que é consistente com (4.7). Para calcularmos F (que
q 2m2h q
para T = 0 se reduz & energia do estado fundamental Eq ) também precisamos

da soma 37 >z e(k)(cosh 204 — 1). Procedendo da mesma maneira ( Apéndice

E ), temos

A, e(k) + M M*(Q-R)+MQe(k)1 |
/o ¢ {\/e(k)Q +2Me(k) T ek +2Me() A 1} *

mM2*A mMQ  4md/2 M52

T 4r2hR? + or?h:  5x2hd

Colocando esses resultados em (2.20), (com v = 0 e T = 0) obtemos

Ey _ mM?ZA . mM@Q) 4m3/2 Mf5/2 N A, m3/2 pf3/2
4 Am?h® - 2m2h’ 572h3 1- _;ﬂ%p 37253
Ar m3/2 pr3/2 mQ) mMA A p s
— P\ w2 or2h?  272h? 1 — 2
Ao 1 [m¥MP2 mQ  mMA) A 1m3M?
1-2mbo | 723 op2? 2n%R?) 1 - 22 gndn®

_|.

A [m3/2M3/2 mQ mMAJ m3/2 M3/

1— ;\;—thl% 2R3 2kt on2h? 372h3

Através da expansao

A omeh? 4ntht 1
— = — - — 4.1
1 — 2= mA  \.m2A2 © (A3) (4.13)
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eliminamos os termos que vao a zero quando A — oo, resultando

Ey mM?*A  mMQ  4m3/2 M3/ M4+ m3/2 M 5/2
V. 4r?h? 2m2h? 5m2h° P 2R3
mMQ M? mPAM3?  mPMZA
o E + 3wk 4nh?
(4.14)
Os termos lineares em A se cancelam e temos
F(T=0) E, 8m*2M>? M?
—t == =—— - Mp— 4.15
% V T 15n2h P7 o, (4.15)
que identifica o potencial quimico como g = —M. Vemos que M > 0 implica

em p < 0. Finalmente, a fim de relacionar p (ou M) com a densidade do

sistema, calculamos o grande potencial

8m3/2(_’u)5/2v #2‘/

QT =0)= - .
(T=0) 15m2R° 2, (4.16)
usando a relagdo N = — (%%)T’V para obter
po, 4m¥(—p)¥?
=—4+ ——— 4.17
P Ay t 37243 ( )

Como u < 0 de (4.6) quando A — 00, obtemos o espectro de excitagao tipo

fonons como no capitulo anterior,

E(k) = \Je(k)? — 2pe(k). (4.18)

Calculando a derivada de F ou, de forma equivalente, fazendo —/V obte-

mos a pressao em 1" = 0,
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Vo 157253 t 2N,

3/2/__,\5/2 2
j (2_5) 8 8wk (4.19)

T.N

Podemos mostrar que apesar de finita, esta fase é termodinamicamente instavel

para todo p. Para isso calculamos ’fi—P
p

ap _ dPdp (4.20)
dp  dudp )
e como
dP Am3/2(— )32
b _p AT (4.21)
dp A, 3r2h3
logo % > 0 para todo p. Da mesma forma
du 1
— = . 4.22)
2m312 (< )1/2 (
R
Novamente, se usarmos a condi¢ao que p > 0 temos
R Y ) S O
PR BT I R T (4:23)
Concluimos que como z# < 0
1 m3/2(_ﬂ)1/2

segue que j—‘; < 0, donde mostramos que % < 0 para todo p.
Um problema ja discutido da impossibilidade de utilizarmos uma renor-
malizagio tipo A — 0% pode ser facilmente visto. Nesse caso, a tanh 20}, terd

a mesma forma que em (4.6), com as seguintes mudancas em M,Q e R:
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M = .

o (4.25)
2m2h2 om2h2

Q = -~ (p—v—a+ il ﬂ), (4.26)
m Arm
2 2h2 9 2-h2

R = = (p—'y+a— T ﬁ). (4.27)
A,m

Se agora calcularmos a e 3, obtemos os mesmos resultados em fucdo de M,Q
e R. Como em (4.11), f = —%, o que nao é consistente com (4.25) acima.
Sendo assim, essa renormalizacido nao pode ser utilizada. Uma outra possibili-
dade a ser estudada corresponde a fase onde I'y = 0. Em virtude da ocupagio

macroscépica de vy devemos reescrever as somas

2‘7 z :(:CSh' 2Ck ]‘) c 2V E (C()Sh 20'k — 1) (428)
€
i d 1 (4 9)
§ : I E S 1 2 s Z
2[’ - k 2V m Ok

A tangente dada em (2.24) fica entdo

—Ad — ﬁ >z sinh 20

tan 20y = 4.30
o e(k) — pn+2Xp (4:30)
usando o ansatze (4.3) e (4.4) para a divergéncia obtemos
“Ard=dra-ArOA M4 QoA
tanh 20} = a2 o = — b tz (A7) (4.31)
(k) —p+ oxmr e(k) —pt g+ O(A?)
2m<h



com

212h%p

M = — (4.32)

242 242
Q = 2k {d+a+27rhﬂ}, (4.33)

m Arm

472 R?
R = - —p. (4.34)
Se agora calcularmos « obtemos
A —

y = Lz/ k2 k) =k | g (4.35)

aw2 Jo " | Jle(k) — p2 = M

onde a tnica solugdo aceitavel é M = 0 e conseqientemente o, = 0, 0 que tem
como solugdo ¢ = d = v5/V. Temos entdo um gas ideal de Bose, ou seja uma
teoria livre.

Na proxima se¢do contornaremos essa dificuldade tratando esse problema
como uma teoria efetiva dependente do cut-off, o que nos permite manter a

constante de acoplamento A positiva.

4.2 Teoria efetiva

A prescrigdo da renormalizagdo da secao anterior, nos diz que se fixamos A,
positivo quando A — oo, temos que ter A — 07, o que resulta numa teoria
termodinamicamente instdvel, que queremos evitar. Como um valor positivo
de A nos leva a uma teoria trivial com A, = 0, quando tomamos o limite
A — oo, uma outra opgdo é a de considerar que os resultados sdo obtidos
através de uma teoria efetiva nao trivial, na qual A é mantido fixo num valor

finito, permitindo que ambos A, > 0 e A > 0. Isto requer que tenhamos

26



ArmA

4.36
2m2h? (4:36)

e implica numa resolugio finita no espago de configuragdes O(A~!). A restrigao
no espacgo dos momentos, restringe a validade dos resultados a temperaturas

da ordem de

252
T<7iA

< S (4.37)

Como nos célculos da segio precedente todos os termos que vao a zero no li-
mite A — oo foram desprezados, usaremos aqui as expressoes gerais dadas no
capitulo 2. (4.5) serd usada com um valor fixo de A que relaciona as constantes
de acoplamento A e A, respectivamente.

Considere primeiramente para a fase condensada, 'y # 0. A somas que
aparecem em (2.18), (2.20) e (2.21) sdo agora finitas. Conseqlientemente defi-

nimos

1 ! .
A = W,; (1 4 2u) sinh 20
1
B = WZ [(1 + 2vk) cosh 20 — 1] (4.38)
k
C = —S5Ve(k)[(1 + 2u4) cosh 20 — 1]
= oV - (4 Vi ) COSs T 3

onde as somas com linha sio restritas a || < A. (2.18) e (2.21) ficam

4 = M\p—MA+AB (4.39)

_ Mp-B-4
tanh20; = )+ \p— B+ Al (4.40)
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o que fornece a equagdo de dispersao

E(k) = \Je(k)? + 2Xe(k)[p — B + A] + 4)2[p — BJA. (4.41)

As ocupagbes podem entdo ser escritas como

1
Vk = g (4.42)

E(k)
e RT — ]

A energia livre F' e a pressao P ficam

A
F = CV - (A-B)V + ;2—(p2 + A? — B)V + AABV

—KTS[(1 4 ) In (1 + 1) — vi In ] (4.43)
E
€
P = ATBZJFA;’ —C- /\AB—/\%-I— —SVuVA
k
—K—TZ In [1 - exp( \/Z/KT)]. (4.44)
E

No limite do continuo, dados os valores de p e T' podemos calcular A e B

resolvendo o sistema

2
——— | ? dk
exp (}/(—5) — 1} }

_ 1 feB) Ao = B+ A)
B = —/0 k{ N
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Finalmente, em termos dos valores de A e B podemos calcular C e F' e con-
seqientemente as fung¢des termodindmicas. Usando (4.43) a energia do estado

fundamental fica:

A
Eo = C()V — /\p(Ao - Bo)V + —2-(/)2 + A(Z) — BS)V + /\AoBo‘/. (446)

A velocidade do som em T' = 0, pode por sua vez ser obtida através de [23]

T R

Pelo fato do sistema (4.45) ser altamente néo linear, sé podemos calcular as
demais quantidades termodinamicas, incluindo transi¢ées de fase, numerica-
mente.

Para a solu¢do I'y = 0, devemos utilizar §). A variagdo em relacido a oy

fornece

(4.48)

A / .

—g2g (1 +2 h 20,

tanh 20, = VEk (, + Vk)sm o
E

e(k) — p+ 57 [(1 + 2vx) cosh 20y, — 1]

Vemos que se o sinh 20 > 0 implica em tanh 204 < 0 e se sinh 204 < 0 implica
em tanh 20} > 0, ambas inconsistentes, pois cosh 20}, é sempre positivo. Logo

a tnica solug¢ao possivel é sinh 20, = 0, resultando em
O = 0 (4.49)

e com a variacao em relagio a vy

1
eapl(e(k) — i+ 2Ap) K T] — 1

(4.50)

Vi =

a equagao de vinculo (2.17) se reduz no limite do continuo a

29



(4.51)

5= 1 /A k*dk

272 Jo exp[(e(k) — u+2Xp) /[KT] -1’

que pode ser usado para determinar y. A pressdo neste caso é dada por

KT

P =)\p? —
o2

/kzln{l—exp[—(() p420) [KT]).  (452)

4.3 Resultados numéricos

4.3.1 Dependéncia com o cut-off

Utilizamos o sistema de unidades onde K = 1 e ¢ = 1 de tal forma que
as energias sao expressas em graus Kelvin. Escolhemos m = 4 x 103 °K
e A = 50°KA°. Isso implica num cut-off critico A, = 5.17A7". A Fig.(1)
mostra a dependéncia da energia por particula, de (4.46), com o cut-off, para
uma densidade p = 1.0 x 10~2A™°. Vemos que a regido onde esta teoria é
valida, para esses parametros é 1.0 < A < 3.5. A medida que aumentamos a
densidade, a energia por particula se torna mais dependente do cut-off, ou seja
isso limita também o valor das densidades. Para esses parametros escolhemos
A=34""e p<3.0x 10-237°. Neste sentido a teoria efetiva também limita-se

a sistemas diluidos.

4.3.2 Transicoes de fase

Resultados de calculos numéricos usando essas expressdes podem ser vistos
nas Figs.(2) & (5). Usando o mesmo sistema de unidades, escolhemos A, =
50°KA° e um cut-off no momemto A = 347", Usando (4.5), corresponde a
uma constante de acoplamento nua A = 119.124°K A°. Para as temperatu-
ras e densidades aqui consideradas, este valor de A essencialmente satura os
valores das integrais finitas envolvidas. A densidade p é plotada como sendo a

densidade de niimero de particulas em unidades A%, A fim de estudarmos as
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propriedades das fases, condensada (To # 0) e néo condensada (I'y = 0), como
também a sua coexisténcia, vemos na Fig.(2) o potencial quimico p calculado
como fungdo da densidade p para as duas fases, numa temperatura constante
T = 2°K, usando (4.39) e (4.51) respectivamente. A fase condensada tem dois
diferentes ramos com diferentes potencias quimicos para p > .7 X 10‘2A_3, e
deixa de existir para baixas densidades, enquanto para a fase ndo-condensada
i aumenta monotonicamente tendendo, assintoticamente, ao ramo superior
da outra fase. E interessante notar que essas duas solugdes essencialmente
se juntam na densidade p, onde a solugdo ndo-condensada passa a ter uma
ocupagao macroscopica de vy. Ja a outra envolvendo um condensado coerente
(To # 0), tem um valor menor de p. Para analisarmos qual transi¢io de fase
estd ocorrendo, na Fig.(3) mostramos o grifico de u pela pressdo P, que mostra
um padrdo de transigio de fase de primeira ordem [27] em p = y;, P = P,. As
correspondentes densidades das duas fases podem ser vistas na [Fig.(2) como p;
e p3 respectivamente. A Fig.(4) mostra as isotermas para T' = 2°K e T = 0°K
no diagrama P X p~! juntamente com as construgdes de Maxwell apropriadas.
O padrio encontrado em T' = 2° K se repete para temperaturas mais altas sem
que haja alguma evidéncia da existéncia de um ponto critico, o que pode ser

visto na Fig.(5).
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Capitulo 5

Evolucao temporal

5.1 Equacoes de movimento

Uma vez que obtemos a solugao variacional para o problema estatico, podemos
analisar, dentro da teoria efetiva, a evolugédo temporal dos parametros v, zp,
yz € 'z a partir de valores iniciais diferentes dos valores de equilibrio. O célculo
dos tragos utilizados neste capitulo, bem como dos comutadores encontram-se
no Apéndice G.

Comecando por T,

Ty = Tr (azFo) (5.1)
logo

Ty =Tr (a;fo) . (5.2)
Usando a equagao de Louville - von Neumann

iFo =[H — uN, Fo| (5.3)

temos
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iy =Tr (a; [H — pN, .7:0]) :
A propriedade ciclica do traco implica em

iTy = Tr ([aE,H — /LN] .7:0) .
Calculando o trago

2AT
|4

S (low Poe+ (14 ve) | ye [2) -

K

* A *
Zxklykl (1 + 2l/kl) + V Z Fll;’+k7’|F[E+lp|Fk”'
k! k:'l,k'fl

iy = (e(k)—p)Tx +

AT:
Vv

Para v,
ve=Tr <77£77i;-7:0>
segue
vp="Tr (77;77;]:—0) .
Usando (5.3)
v,=Tr {nl]:.n,; [H — uN, .7:0]}
vem

o =Tr {(H — uN) [fo,n}:n,;]} —0
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obtemos

v = 0. (5.10)
Para z; e y; vemos que
i%Tr (ngn_zFo) =0 (5.11)
d
consequentemente
. d . d
Tr U Fop =-Tr 777577_752%7:0 : (5.12)

Calculando o traco & esquerda e usando (5.3) & direita e tomando o adjunto

obtemos
Tr ([ngni;, H - ,MN] .7:0> = i(l + 2uy) (d:kyk — YrZ) (5.13)
com
S {vlaw P+ +we) lyw P+ | Tw P} = N (5.14)
B
e definindo
A .
Z = VZxk:yk,(l + 2up). (5.15)
Py

Podemos calcular, apés um pouco de algebra, o traco remanescente, obtendo

entdo um conjunto de equagbes de movimento néo lineares:
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. . AN A - P
U (EryYk — GrTk) = 28k (6(’0 —phTt 7) ~ 5y ; {Tieeer + Tt}

A 2 2 2 A 2
~oylk 2 {Tikegy + Tl + Tl {ITjea I+
kl

+ Ty P =21 Tw P} + 22 + 2127 (5.16)
o N 2\ A i} .
Z]-_‘E = [e(k) - ,U + 2/\7] Fk—vrkz | ]._‘k/ |2 +V -Z F|I;’+k7’|F|E+l;'|FkH_FkZ'
k! k' kN
(5.17)

5.2 Solucgoes de equilibrio

Uma vez obtidas as equagbes de movimento podemos procurar solugdes onde
'y = £, = 3y = 0, e confrontd-las com o calculo estatico feito no capitulo 2.
Em virtude de estarmos estudando um sistema homogéneo, nos restringiremos

a solugdes de equilfbrio com FECZZ()) = 0.

5.2.1 Fase nao condensada

Nesta fase a equacao (5.17) com 'y = 0, T(()eq) = 0 e a condigao de homogenei-

dade é identicamente zero e (5.16) fornece

2AN© .
22y} (6(k)—#+ v )+y£°>zz<°>+z£°>zz<°> =0.  (518)

/.
E conveniente definirmos oy, 7, p € ¢ como

LTk
zp = coshop+ 2-2—
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. Tk
yr = sinhop +1—

2
(5.19)
e2F = q
Gk + Dk
Iy = ———.
¢ V2
(5.18) fica:
© [0 _ o @2 @ (22N ©)
20,7 |27 — 20" Ty T+e(k)—p+Zr =0
(5.20)
(-1/2) 2AN©) Y
Z,-(O)T,EO) + a,(co) e (afco)z — 1) ( v +elk)—p|+ afco)( e <af¢0)2 + 1) Zﬁo) =0,
onde Z = Z, + i1Z; podem ser escritos em termos de (5.19)
A o -1 713
Z, = — k F 1+ 2up
ZVZ,:( o 2)L +2vw)
A Tkt
Z; = —— 14 2v4
2V & w/ak:( t Vk)
atb+1 2\ (1+2u) 1
N = k S LS
Z,: [( Yo 2 ) 2 2
De maneira trivial verifica-se que com a condigdo q,(co) = pfco) = 0 a unica
solucdo para (5.20) é:
7O =70 =79 =0 o0 =1. (5.21)

O que corresponde a solucdo estatica encontrada na secio 4.2.
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5.2.2 Fase condensada

Como neste caso [F% #0 (5.16) e (5.17) ficam:

2 A .
[‘u + vw“”] g7~ STEOING?P -1 20 =0 (5.22)
2AN©) e A )t A e
220y (e(k) —pt >+y,£°’QZ(°>+wTZ(°) — 5l TE P TEY = 0
(5.23)
Neste caso, adotamos a seguinte parametrizacdo:
_ (]. + 21/k)
Br = oo
¢ = (1 + 2Vk)7_k
2
(5.24)
1
Lt = V | Po |2
Si (RCPO)>
= arcsin .
7 [To |

onde ai, 7% sdo dados por (5.19). As equagdes para o equilibrio ficam:

eg)) {2/\p(0) +e(k) — i+ Z© + 1 cos 290(0)} _ 5120) { Z}O) — 2O gin 299(0)} =0

220 — 5 — 1@ 4 70 o5 20 — Z,-(O) sin 20® =0

ZL(O)ZSO) sin 2(,9(0) + ZL(O)Zz-(O) cos 24,9(0) =0
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{Zi(o) — 2@ sin 2(,0(0)} efco) + {ZT(O) + 2@ cos 200 — 220 — (k) + ,u} ﬂ,(co) +

(1420}

* 460 ) {2/\’0(0) +e(k) =+ 20 + X cos 2(,0(0)} =0
k

onde:

1 1+ 2u)?
p = L+—Z{[¥+ﬂ2,+ez, —15. (5.26)
K 4B

Esta fase possui uma propriedade muito interessante. E possivel encontrar uma
classe infinita de solugdes para as equagdes acima, todas equivalentes entre si,

e em particular a solugdo estdtica que corresponde a :

© _ T
14 9
efco) = 0
(5.27)

o _ [ +2w)e(k) + 220
BT 4e(k) + 22.0)]
0 |Tol®

1%

Na verdade estas solugdes estdo relacionadas a escolha da fase de zp e yi
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complexos, que no capitulo 1 foram tomados como sendo ambos reais. Isto
pode ser visto em detalhes no Apendice H.
5.3 Equacgoes de movimento linearizadas

5.3.1 Solucao nao condensada

Utilizando a mesma parametrizacio da secdo 5.2.1 podemos linearizar as

equagdes (5.16) e (5.17) em torno da solucdo de equilibrio (5.21) escrevendo

P = Opk
% = Oq
e = 0Tk
ap = 1+ 6oy

conservando somente os termos lineares

; 2ANPC
0gy = Opi (e(k)—{- % —ﬂ)

. 2 AN°
épr = —q (6(k)+ v —u)

0

6’7"k = 2Z_£1) + 26ak (2/\ -+ e(k) — ,LL)

2AN°®
V

Sy, = —267 ( +e(k) — ﬂ> + 220
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onde

71)

r

z{

N(©)
%4

A
2 ST + 2m)ba
2V <

A
- (1 + 2Uk)5Tk
2V z

1
Vzié:l/k:p.

Aqui a condigéo fisica que N = 0, ou seja que o niimero médio de particulas

se conserve, é automaticamente satisfeita, pois nesta fase nio ocorre quebra de

simetria. Obtemos entdo um conjunto de osciladores harménicos acoplados,

usando
6qr = Qre™”
opr = Pe™t
81 = Tre™t
Say, = Ape™t
e

Z(l) — Z-(l)ei“"

Zﬁl) — Zﬁl)Cth.
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As equagles ficam:

?:ka

iPkw

tw

iAkw

= (e(k) +2Xp — p) Py

= —(e(k) + 220 — 1) Qs

A
= 2(e(k) +2Xp — p)Ax + = D (1 + 2vp) A

Vv

K

A
= —2(6(1(:) +2)p — p)Tk - = 2(1 + 2Vkl)Tkl,

V=
k!

onde a frequéncia associada a Q) € Py é

‘wy = E(e(k) — p+2)p)

(5.30)

que sao exatamente as energias de particula independente utilizadas no cédlculo

das ocupagbes. As frequéncias relacionadas & Ay, e T} dependem de uma diago-

nalizagdo, pois T}s estd acoplado com todos Als e vice-versa. Para a teoria

efetiva, no limite do continuo podemos escrever

onde

iw  —wo(k) \ [ T(k) X
(wo<k> iw )(A(k))‘(y)

X = L/AA(k)[Hz (k, T)] k2dk
T2 o VAR
X \
Y = —2?/0 T(k)[1 + 2v(k, T)] K*dk
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com

wo(k) = 2(e(k) — pu+2Xp) (5.33)

1
v(k,T) = exp (wo/2KT — 1)’ (5:34)

Para w # fwp(k) podemos encarar o problema como um sistema de equagdes

nao homogeneo de dimensdo 2. Invertendo a matriz escrevemos

T(k) 1 w  wo(k) ( X )
Y

Ak) ) woBP—t L k)

que fornece T'(k)(X,Y) e A(k)(X,Y). Substituindo essas expressdes em (5.31)

e (5.32), obtemos um sistema homogéneo para X e ¥’

A wo k)[1+2u(k T)]k2dk A zw[1+2u(k T) ]k2d ,
1+ 27r2 f wo (k)? 27r2 f wo (k)? X

= 0.

A iw[1+2v(k,T))k2dk 1+ A wo(K)[1+2v(k,T)k2dk Y
27r2

27r2 0 wo (k)2 —w 0 wo (k)2 —w

Para encontrarmos solugdes nao triviais, basta impormos que o determinante

dessa matriz seja zero, o que fornece

A wo (B)[14+2v(k,T)]k2dk | 2
wz {1 + 7r2 0 wo (k)2 —w } (5 35)
{ A [1+2u(k,T)]k2dk}2 ' '
27r2 wo (k)2~w

Esta equacdo nos permite encontrar as frequéncias tais que w # fwg. Ex-

traindo a raiz quadrada de (5.35)

1+ 27r2 fA wo (K)[142v(k,T)]k%dk

W=+ wo ()~ (5.36)
- A fA 1+2v(k T! k2d ’ )
2T

wo (k)2
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Simplificando obtemos

1 A kY1 + 2u(k,T)]dk
272 Jo wo(k) t w A
onde o sinal + corresponde a w # —wy € w # +wq respectivamente. Podemos

resolver essas equagdes graficamente, obtendo um par de frequéncias +w, de

tal forma que para A > 0,

ou seja, w, € sempre maior que as frequéncias associadas as de particula inde-
pendente, sendo que este distanciamento aumenta se aumentamos X .

O problema da determinacdo dos autovetores é em geral muito complicado,
envolvendo equacdes integrais mas, neste caso simples, basta substituirmos ,

por exemplo, w = 4w,, convenientemente no sistema linear para X ¢ Y, dando
X =1Y. (5.39)

Substituindo este resultado no sistema original para T'(k) e A(k)

1
T(k) = Nzwo(k)—i—wc
(5.40)
1

Observamos uma dispersido nos k’s e frequéncia maior que a de particula in-
dependente. O problema associado a este modo é que ele depende do valor do
cut-off. Isto sugere que ele aparece artificalmente em virtude da teoria efetiva

e ndo tem significado fisico. Veja resultados secdo 5.4.
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Os demais modos terdo frequéncia w = +wp = 2w,, sendo que o problema
da determinacdo dos autovetores aqui nédo € trivial. Esse comportamento em
que temos w associado & Q(k) e P(k), e 2w associado & T'(k) e A(k) é inerente a
esse cédlculo, uma vez que também ocorre no gas ideal. Se utilizarmos o mesmo

método, basta tomarmos o limite para A — 0 e obteremos w; e 2w, onde
w; = t(e(k) — p). (5.41)

Esta estrutura corresponde a descrever a dinamica de osciladores harmonicos
com base em um grupo dinamico simplético, como foi explicado em detalhes

por Lipkin [28].

5.3.2 Solucgao condensada

Como temos um caso mais complexo, nos restringiremos somente ao calculo
das frequéncias. Procedemos inicialmente com uma primeira linearizagdo onde
termos quadraticos em I'yxo sdo ignorados por nao contribuirem para a lin-
earizagio uma vez que ['\*? = §, ,T'¢. Obtemos para (5.16) e (5.17) (Apéndice
F) para I'y com k # 0:

- 2 A
iTy = [e(k) —pt V)\N] T+ vr;rg ~Iz (5.42)

e com k£ = 0 temos:

- 2 A
io = [= + S AN| To = ZTolTof? ~T37 (5.43)

ja para x e y; obtemos:

. . 20N .
L (Ekyk — UkTr) = 2Tkyk (e(k) — 4+ T) +yiZ +xlZr (5.44)

A, A
“‘V‘EZFO —VP?,yZ
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Primeiramente, vamos mostrar que como antes, na linearizacao completa, a
equagdo (5.42) para k # 0, ndo estd acoplada a outra. Usando por exemplo, a

parametrizagio I'y = %’5”—", vem

) 2 A (q¢ - P} A

% = le(k) — K+ VN -7 (%2—‘%) + ZT] e+ [Vpoqo - Zz] qk
(5.45)

) 2 A (g2 — p? A

Pk = — [e(k) — 4+ VN + v (20-5—'29) - Z’r] 9k — [VPOQO - Zi] Pk-

Em todos nossos calculos tomaremos, sem perda de generalidade, a solugao de
equilibrio estatica. Pode-se mostrar que para uma solugdo de equilibrio geral
encontramos as mesmas frequéncias fisicas que para o caso estdtico (Apéndice
H). Isto significa que além da equivaléncia das solugdes das inifinitas solucdes
de equilibrio temos também as mesmas curvaturas. '

Como para a solucio de equilibrio estética, qlg.eq) =0, pl(;q) =0,e Z? =0,

po! = 0, temos

6g = [e(k) —p+2Xp — Apo + Z7%)6ps

épr = —[e(k) — p+2Xp + Apo — Z7]8q.
(5.46)

Essas equacOes nao estdo acopladas as demais entao, obtemos as frequéncias

w=t\/(e(k) +22p — 1)? — (28 — Apo)? (5.47)

que sdo novamente as energias de particula independente obtidas em (4.41)

com a devida substituicdo do valor de x4 dado em (4.39). Para as demais
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equagbes acopladas, é conveniente usarmos a parametriza¢io (5.24) usada na

secao 5.2.2. As equagbes ficam:
B = eg{2Ap + e(k) — p+ Z, + Aecos 20} — Bi{Z; — Ausin 2}

© = 2 p—pu—AI+Z,cos2p — Z;sin2¢
(5.48)
i = 2Z.sin2p + 2uZ; cos 2¢

¢ = {Z;i— Msin2¢}e, + {Z, + Acos2¢ — 2hp — e(k) + p} By +

(14 203)

—3{2,\/; +e(k) — p+ Z, + Aecos2¢}
455

onde Z,, Z; e p sdo ddos por (5.26). Mais uma vez linearizando em torno da

solucio estatica (5.27) temos:

p = -725+5so
€ = O¢€
B = B + b
¢ o= D48
obtemos entao
§i = —20z0 _ 470,05,
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bp = —ZM -6
(5.49)
60 = ba (e(k) +2207) — B2 — 2008050

66 = —4 (e(k)+2M®) 86 + (200 = 28.) |8 +

( 1 + 21/k )2
46"

onde

A
Zz(l) = "“_Z,B]E/ 5€k1
V=
kl
1 (1+2Vk/) 2
© — 0 > (02| _
g L +2V%:{[ 469 ‘} }

79 =0

)

Utilizamos nestes clculos que p(!) = 0, para garantir que o nimero médio de
particulas seja sempre constante. Isso restringe a liberdade de variagao dos

parametros, ou seja temos uma relacdo de vinculo entre é¢ e os 63z 's pois:

1 (1 + 21/k/)2 0
P\ =6 % i { ) I(C(,))S By }5,3k = 0. (5.50)

kl
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As equagbes de movimento se reduzem a:

] 2
55 = 3 B8P
£
(5.51)
. A
86 = be{e(k)+2200} + vﬁ,ﬁ“’ S 8066 — 204898 6
g

s = —4 (e(k) +20.) 68, -

A (14 2u)° (1 + 2u)
(0) k }: k _
— + 6ﬂ.l = 0.
v { ¢ 48 } = g™

kl

Repetindo o mesmo procedimento do caso anterior, trata-se de um sistema

homogéneo de equagdes lineares. Para tanto definimos:

¢ = It
Sp = Fet (5.52)
§8x = Bpe™
S = Epe™t.

O sistema fica:

A
iFw = QVZB,Q?)Bk,
2
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A
iBw = {e(k)+22} B, + VB,(:’) S BOE, —2A1OBOF
K

(5.53)
iBuw = —4 (e(k)+ 20 @) B, -
A (1 + 2Vk)2 (1 + 21/1‘;/)2
_2 !B TR B,
7o e
(5.54)
onde
5 1/4
5O _ (1 +2u)* [e(k) + 220 (5.55)
k 4[e(k) + 2A109)]
e
1
Vi = (556)

2 2 )
e (e(k)+,\1(°>+z£°)) -(ZELAI(O))
e -1

Podemos efetuar a mesma andlise feita no caso anterior, sé6 que agora em

virtude do condensado, trabalharemos com matrizes 3 x 3 definindo:

Q) = (k) +220

P(k) = 4 (e(k)+2)\1®)

o = Léﬁ&:?ﬁaﬁiz(gﬁg%

1 + 20 (k)"

J(k) = L(k)+ 4L(k)3
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Obtemos

W 0 0 F X,
2210w —Q(k) B(k) | = L(k)Y,
0 P(k) w E(k) —J(k)Z,
com
A A
Xy = = L(k)B(k)k*dk (5.57)
72 Jo
Ah,
Y, = _/ K2L(k)E(k)dk (5.58)
272 Jo
A s B(k) 2,2,
Zy = 577 Jo BL(E) [1+ 2uv(k)]” k*dk. (5.59)
Para que o determinante dessa matriz seja zero temos w = 0 ou w =

+1/P(k)Q(k). No caso em que isso nio ocorrer, podemos inverter a matriz

resolvendo o sistema linear ndo-homogéneo, resultando

1 0) - 2 ,
B(k) = - FRa {—2AOiL(k)wX, — W’ L(k)Y; = iQ(k)J (k)wZ: |
E(k) = — [P(k)é(k) — {20 I°L(k)P(k) X, — iP(k)L(k)wY + J(k)w?Z, }

Substituindo essas expressdes em (5.57), (5.58) e (5.59), obtemos um sistema

homogéneo para X, Y e Z;
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2/\I(O)A1(w) —wh;(w)  Az(w) X,
RO 4 W) 14 Asw) iwdi(w) || K| =0,

22O A5(w) —iwAs(w) 1+ Ag(w) Z
onde

_ A A LR,
Ay = = | Fmamy

A LBQRIE)
72 Jo P(k)Q(k) — w?

Aw) = 7 / P _wzkzdk

. [1 +2’/(k)]2 2 11,
Asw) = w/ ST PR)Q(k) —wr] " O

A QR)J (k)1 + 20 (k)]
or? Jo 2L(kY [P(k)Q(k) — w?]

k2 dk.

Aqui, como no caso anterior, obtemos graficamente a frequéncia w, tal que o
determinante acima se anule. Observa-se que essa frequéncia é maior que as
de particula independente (que anulam o determinante) e consequentemente
dependente do cut-off. Temos entao como frequéncias w = +2w, e w = 0,
frequéncia esta que vem da quebra de simetria do nimero de particulas, e
esta associada as infinitas solugbes equivalentes desta fase, resultando numa
situagdo de equilibrio indiferente a deslocamentos na direcdo dessas infinitas

solugdes (degenerescéncia de Q).
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5.4 Resultados numéricos

Para a escolha dos pardmetros de equilibrio na fase condensada (T'y # 0),
escolheremos uma regido onde essa solugdo seja termodinamicamente estavel
e isso se da por exemplo em 7' = 0. Tomando p = 1.0 x 1072 e usando A em
iguais a secio 4.4. Obtemos os valores de equilibrio I® = 0.98810 x 10723 >
e 720 = 60.2887°K. A Fig. 6 mostra o determinante do sistema homogéneo
para Xi, Y; e Z;, em fungdo da frequéncia. O ponto onde o deteminante se
anula determina a frequéncia w,. A regido, indicada na figura com a letra
A, entre as assintotas corresponde as frequéncias de particula independente

( VP0)Q(0) < w < /P(A)Q(A) e —/P(A)Q(A) < w < —/P(0)Q(0) ).

Observamos que quando aumenta o cut-off, essa regido aumenta deslocando

para a direita a frequéncia coletiva, que é claramente dependente do cut-off.
Podemos interpreta-la como uma frequéncia nao fisica, gerada pela limitagao
imposta pelo cut-off no momento.

O mesmo pode ser feito para a fase nao condensada. Esta exibe do ponto
de vista da frequéncia coletiva, exatamente a mesma estrutura que a anterior,
sendo que a unica diferenca estd, como foi mostrado, na regiao onde o deter-
minante se anula. Ele ndo possui uma frequéncia w = 0 inerente a quebra de

simetria na solugdo condensada.
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Capitulo 6

Conclusao

Na aproximacdo Gaussiana é possivel renormalizarmos uma teoria com in-
teragoes de contato repulsivas, utilizando o chamado esquema de renorma-
lizagao precdrio desenvolvido originalmente no contexto da teoria ®* rela-
tivistica [16]. Apesar de ser finita e exibir propriedades conhecidas, como
um espectro tipo fonons, a fase condensada tratada desta forma resulta ser
termodindmicamente instavel para qualquer densidade do sistema, exibindo
também uma fase ndo condensada que com essa renormalizacdo é essencial-
mente um gas livre. Convém observarmos que a instabilidade da [ase conden-
sada nao pode ser reconhecida a partir da obtengdo da energia do estado fun-
damental apenas a uma dada densidade, mas exige a consideracao da equagao
de estado.

Como alternativa, introduzimos uma teoria efetiva dependente do cut-off,
ndo mais de contato, que pode ser interpretada como um sistema diluido de
bosons interagentes, em baixa energia,com a solugao caracterizada através de
um comprimento de espalhamento a. As previses desta teoria incluem: a
existéncia de duas fases distintas, uma condensada e outra ndo condensada,
uma transicdo de primeira ordem entre as fases nado condensada e condensada,
um gap no espectro de excitagdes. Ao efetuarmos um célculo do tipo RPA,
regime de pequenas oscilagdes em torno do equilibrio variacional, obtemos

as mesmas frequéncias que aparecem no calculo variacional estatico através
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das probabilidades de ocupacdo térmicas, em particular confirmando o gap.
Isso confronta diretamente o Teorema de Hugenholtz-Pines[5] que assegura a
auséncia do gap em todas as ordens de perturbacdo. Essa discrepancia pode
estar ligada ao carater ndo perturbativo e autoconsistente da aproximacao
utilizada, que pode em particular ser associado a um reordenamento drastico
e a somas parciais infinitas da série perturbativa. Outra possivel causa do
surgimento do gap esta ligada ao fato que a densidade truncada Fy fornece a
melhor determinacdo do grande-potencial do ponto de vista variacional, o que
nao significa termos os melhores fatores de ocupagdes a temperatura finita, ou
seja, a forma da densidade truncada depende da observavel em questéo.

A sensibilidade do problema do gap aos ingredientes dinamicos incluidos
na aproximacao pode ser ilustrada ainda pelo fato de que, com o truncamento
descrito no capitulo 3 (que quebram o cardter variacional e autoconsistente
do célculo através da eliminagdo dos termos de interagio de quasiparticulas
mesmo para fins de campo médio), os resultados obtidos sdo compativeis com
o teorema perturbativo de Hugenholtz e Pines.

Por outro lado, é conhecida a tendéncia das aproximagées de campo médio
a radicalizarem situagées de transicdo de fase. Tal tendéncia recomenda pelo
menos cautela na interpretacdo do carater de primeira ordem para a transi¢io
entre a fase condensada e a ndo condensada, diferentemente do que ocorre com
a condensacao de Bose de um gas ideal.

Concluimos entdo, que a introdugao de correlagbes quanticas a nivel de
campo médio, via condensado coerente e emparelhamento, introduzidas de
forma autoconsistente e nao perturbativa levam a resultados diferentes dos
usuais, obtidos perturbativamente. A comparagdo destas teorias com resulta-
dos experimentais € delicada devido a nao disponibilidade ainda de informagoes
acerca do comportamento de sistemas muito diluidos para os quais as previsoes

devem ter mais forga.
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Apeéendice A
Obtencao de 7,

A maximizagdo da entropia da informacao de Fy pode ser escrita como
6Tr (FolnFo) = 0, (A.1)
sujeita aos vinculos impostos pela informacao disponivel
Tr(Fe) = 1
Tr(Foas) = Ta
Tr (foai) - I
Tr (foalaﬁ> R
Tr (foa;rgaa) = mug

Tr(Foanas) = mNap

%)



Tr (foaia/];) = ngp-

(A.2)
Esses vinculos impdéem que Fy seja da forma
f-o — eza,ﬁ Maﬁalaﬁ‘f‘M;ﬁal-G0+Naﬁaaaﬁ+N;ﬁaIag+'Yaaa+7c:ai+’\' (A3)
Usando as transformagdes (2.3) e (2.4), podemos escrever
E 3 T +A € T
Fo = e2uabamalla — N]:[e aflafa (A.4)

N pode ser determinado usando-se que Tr(Fp) = 1. Como o trago nao depende

da base, tomamos uma base onde
771% | P >=1g | g0 > (A.5)

Tr(Fo) se reduz entéo a

N Z <ngng-- | Hesanina | ngng - - >= 1. (AG)

ngng- o

Obtemos assim
N Y e =1, (A7)

e utilizando

(A.8)
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temos entao
N = H(l —e*) (A.9)
o que fornece
£ £ .I. 3
Fo =JJ(1 — e*=)esemane, (A.10)
Se chamarmos
e = Vo /(1 + Va), (A.11)

resulta finalmente

F H 1 < Vg >"71'ﬂa (A 1‘))

0 = . 4L
14+ v, \1 4+ v,

A base que resulta da transformacao que diagonaliza a forma quadratica no

expoente de (A.3) no caso de um sistema uniforme, por outro lado, pode por

argumentos de simetria ser identificada com representagio de momentos. Nesse

caso (A.12) assume a forma

I ——t

g

1 vz ?
]';[ 1+l/; 1+1/1-c'

57



Apéndice B

Calculo de tracos

Tracgos uteis na aproximacio Gaussiana :

656770 Ne ni 77b

11 ! ning - > (B.1)

14 v,

a)Tr (.7-'0771771,) = > <n1n2 e

N1,yN2,y

vemos imediatamente que se a # b o traco da zero e para a = b obtemos:

1
e n,. (B.2)
nlzn;:l:[ (1+v,)
Podemos separar a parte em a
1 1

gfene (B.3)

Z (1+ Va)nae“”“ Z H

na n#ne cfa (I+wve)

usando (A.8) a parte que ndo depende de a da 1, e com

€

EcNc — e —_
St o
obtemos
Tr (fonj 77,,) = Vabup. (B.5)
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Usando as regras de comutacao é imediato que

Tr (Fonanl ) = (14 )5 (B.6)

bI'r (foni nl ncnd)
Temos trés casos onde esse traco é diferente de zero :

1) a=0b=c=d. Nesse caso escrevemos
Tr (J’oni ) mm) =Tr (foninani m) —TIr (foni m)

onde T'r <.7:077177a> =, e

ning - >

1 f tot
Eelle Ne
|e| 1+, e NaNaTly e

Tr (foninanina) = > <n1n2 e

TL1,T02,"

usando que

doefman2 = v, (1 + va)(1 + 20,) (B.7)
obtemos neste caso 2u/2
2) a=ceb=d. Temos:

annans = nfnanlng = nlnas.s. (B.8)

Neste caso o termos com dois 7'S ndo contribui para o trago que pode ser

calculado de maneira andloga ao anterior dando v,v,.
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3) a=bec=d. Procedemos da mesma forma e os termos com dois 7’s

também nao contribuem. Temos como resultado final
Tr (7077177;[77&7(1) = Ve (60,c0dp + 6 ,dbcsp) - (B.9)

Usando as regras de comutacdo podemos calcular tragos de permutacdes do

calculado anteriormente. Podemos resumir todos esses resultados:

1) Tr (fonanb) = Vabayb

2) Tr (fonanb) (14 vg) bap
3) Tr (}—o% M 77c77d> = VoVp (84,6054 + 64,405,

4) Tr (7'-077(1 UMy d) (Vo + ValVe) 8a,40cp + VaVebapbe,d

5) Tr (Fonfmnen] ) = (v + var) (ucbia + 60s8ea)

6) Tr (Fonanlnanl ) = (14 v+ va o vam) S + (4 1004) 8.8

7) Tr fona”]b 77c d) V + Vbl/c ab6d c + (Vb + bec) 6b,zl5c,a

8) Tr (fonanbnc ) =1+ ve+ vy + veva)(baagbep + 6acbba) -
(B.10)

Finalmente, todos os demais tragos ddo zero.
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Apéndice C
Valor médio de 2

Da transformacéo (2.3) temos

a;[- = :quli[—ykq_E+I‘Z (C.1)
ag = :vkmz—y?:niﬁl“k. (C.2)

O célculo de N fica:

1)Dividindo o termo 2 = H — uN em duas partes obtemos:
a)fh = Y a(e(k') — ,u)a:E.,a,;,

=) (e(k) - n) ( ot :vZ'n,:[, - yk’77_1;'/> (ka + ey — yk"fni,;,) :
K
temos com trago ndo nulo
0 = 3 (e(K) = ) (I Twr [+ Law P gt Luer o).
kl

Usando a tabela de tragos e levando em conta a condigao de homogeneidade

(2.9), vem

61



< Ql >= Tr (J:OQI) = —u | 1_‘0 |2 +Z(6(kl) — ,u) (| Tt IQ 4% + (] + ’/k’) ‘ Yk IZ)

A f
= 2V _Z {Flk T Ik1+fi177k1+q ylk‘1+é177—k”1—i}
kik
+z f - ~ ' +z-0> —vy: f
2—4] |k2 lﬂnkz y|k2-q177—k2+q‘ k2 k277k2 ykz"?_k;
{Fkl + xkl T]lcl yzl T]ik'i} . (C,3)

Escrevendo os termos que contribuem para o traco

t __ * * * * . "'
QZ - Z F|k1+ﬂr|k2 ﬂrkzrkl P|k1+tﬂ1—‘|k2 ﬂxkgyklnk277_k'1
e e Ty 771-77-+1"*- T,z zr~ f e
|K1+41" k2 =41 k1 7ky —k2 k1 k1 +41 ka2 k Ikz—lﬂnkz—tf k1
FT%  Thtzhe nh ne + T Thtie bt e
Fi+at s _ae e T Uit Y6 -a¥n T-5+d_g
+e Al f + g gDk Te o) Lo
e+ kY16 - ﬂyk2n~k2+q77 ks R R L/ P 4

_Pkl

)
Pea 2l vV i6-a 1 1-ord

%* * .l-
+11115 TePys vq'li 441+ 5

2—ﬂrk1

* * - .l- * * .l-
gl kVigra¥i-5-712,  ig-al b Vi a5 -1 5
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*
=Ty, Pk2y|k1+ﬂm|k3—ﬂ’7—k1—6’7/:2_;

f

* * T
TG+ 16 -0k T g 4 M - 716 T
2= YTk Yk nt N_gadlel. o
|1 4417 lk2— g1 R2d ks g 4 g ko k2 ' — g3

* « T
TG+ 16 -a¥a Yk g -6 4d_ 5T

f f

%* *
UG +a % -k Y 1-6 -aT5 1615

f

%* %*
Y216 -aYk Tk -6 - 45 Th

gl (C.4)

+y|k;+ﬂy|k;_ﬂyk2yk1 n_k]_q‘n_k;+q'77_k';77_k'i .

2)T'r (Folog Fo) usando (2.6) temos

1 Vi n
Tr[Folog Fy| = Tr 4 Fyln ( )
[0 g 0] : 0 ];Il—I-I/k 1+I/k

Desmembrando o logaritmo

Vi

1+I/k

Tr(FolnFo) = =D Tr(Fo)ln(l +vi) + 3T (foﬂg’?k?) n
7 R

k

Calculando os tragos , ¢ com um pouco de algebra, juntando 1 e 2 obtemos:

22
Q = Z(e(k)—#+7|P0|2) (lze P v+ (1 + ) Lye P) = | To |
k
A

A * A *2 *
+577 | To * —WF?)%%%U +2u) = 57T ;xkyk(l + 2vk) +
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(C.5)

2

A
> (| e 2ok + (14 v) | vk |2) + Y S zeyi(1 + 2v)zhye (1 + 2up)
k k&

A
%

—KT> (1 +ve)In(1 + vi) — v lnwy],
E

com

> (v | [P +(1+wi) [y [P)+ | To = V. (C.6)

-

k
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Apéndice D
Gas de Bose Ideal

O objetivo deste apéndice é o de mostrar que é possivel reproduzir, utilizando
a aproximagio Gaussiana, os resultados tradicionais [29] para um gés ideal de
Bose, sendo que as descrigbes com os condensados I'g e vy fornecem resultados

equivalentes. Se tomarmos a expressdo (2.16) com A = 0 obtemos

14 2v)cosh 20, — 1
U o= D [e(k) — 4l ( :) 5 - — ul'g
E

—KT> (14 v)In(l + vi) — velnw]. (D.1)
E

Para a conservagao do numero médio de particulas temos (2.17). Impondo que
), seja estacionario em relagdo a uma variagao arbitraria de o, encontramos

or = 0. Em relagdo a v; vem

1
Vg = : D.2
" e () o
A equagdo (2.17) no limite continuo fica
r2 1 oo k*dk
= — . D.:
p 1% + 4772 »/0 exp (ﬂﬁﬂ) —1 ( 3)

KT
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Finalmente para I'g resulta

Como conseqiiéncia se g # 0 (¢ < 0) entdo 'y =0, o que corresponde a
fase ndo condensada, onde a medida em que a temperatura diminui para uma
dada densidade, o potencial quimico aumenta até atingir zero na temperatura
critica. Quando p atinge esse valor temos duas possibilidades para [y : 'y =0,

onde a condensacdo se da através da ocupagdo macroscopica de vg, ou seja

17 1 oo k*dk
SR AT ey £yt —

€xp (I\’T) —1
ou I’y # 0 fornecendo a mesma expressao acima exceto pela troca de w/V
por %‘21 Essas duas solugdes sdo termodinamicamente equivalentes pois ambas
tem o mesmo p e a descontinuidade da sua derivada implica numa transicio

de fase de segunda ordem.
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Apéndice E

Integrais relevantes

1 e(k) + Ap ASK? 4 X\imips

A
1y — / Ke(k —1 bk =— AtmEpr
) 472 Jo e(k) {\/e(k)2 + 2e(k)Ap } 4072m 5 w2hs

AR 2 A L Xmpt L .
Y — B2 44X — 242 2
{407r2m 5 77k 15 ez J VAR T AAmet g e MR+ 4dmp

expandindo em A

1 k) + A Mo 4AmPA3pl
472 Jo \/e(k)2 + 2e(k)M\p 472h 572h A

%) L/A 2 e(k) + Ap i lgpo A3 +1A%777,%p% 3
4m? Jo \/e(k)2+26(k))\p 1272~ 3 72p°

Amp 2 1 242 3
—27r2h3\/A2ﬁ +4dmp + s (A% + 42mp)

expandindo em A
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1 rA e(k) + Ap 1 \3mip 1
| ¥ (£) —1pdk= 37 4 O(5)
w2 Jo Ve(k)? + 2¢(k)Ap m

Apk? Aimzp?

3 3
Im? Amp
dk:— VA2R? 4 4
il Ve(k)? + 2¢(k R o A

3)

expandindo em A

D[

AmpA 1

Apk? Aim3
pk dk: p +0O(+)

47r2/ \/ 2 4 2e(k B2 +27r27z2
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Apéndice F

Pseudo-potencial

Este método é antigo [30] [31], e utilizado no estudo de problemas de espa-
lhamento de dois nucleons em baixa energia, onde obviamente o conhecimento
completo da interagdo era desnecessirio para uma descri¢ao satisfatéria do
sistema. Nesse caso, condi¢bes de contorno apropriadas podem substituir o
potencial. Huang e Yang [2] no estudo do gds de esferas duras, estenderam
este método para dois corpos em qualquer energia, onde ele é exato, e para o
problema de muitos corpos onde funciona dentro de limites de baixas densidade
e temperatura.

a) Formulacao do pseudopotencial para um sistema de dois corpos.

E possivel mostrar que, em baixa energia, podemos construir um pseudo-
potencial que tenha o mesmo comprimento de espalhameno a do potencial

original fazendo a seguinte substituiccao:

B9 () (), (F.1)

V(r)¥(r) —

onde o operador do lado direito da equacdo, que atua sobre a fungao de onda
da coordenada relativa, é o pseudo-potencial. Devemos ressaltar que essa sub-
stitui¢do funciona na medida em que nos restringimos a baixas energias (que
é precisamente o que nos interessa em baixa temperatura). Outras ondas par-
ciais ndo sio levadas em conta e mesmo na onda s néo é levada em conta a

informacao contida em outros pardmetros como por exemplo o alcance efe-
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tivo. Apesar de nao relevante para o nosso problema, convém citar que o
pseudo-potencial (E.1) foi generalizado [21] para substituir exatamente o po-
tencial para as todas ondas parciais para qualquer energia num sistema de dois
COTpOS.

b)O sistema de muitos corpos

Neste caso ndo é possivel uma substituigio exata, mas dentro de certas
condigdes: ka << 1 e (a®p)/? << 1. A primeira estd relacionada a baixas
energias. Para entendermos melhor a segunda, consideremos o choque en-
tre duas particulas: Se o sistema é suficientemente diluido, essas colisdes nao
sao frequentes. Quando elas ocorrem, a chance de uma terceira particula
estar envolvida é muito pequena. Com uma boa aproximagao quando tal co-
lisdo ocorre, o par de particulas ndo percebe ser parte de um grande sistema
de muitas particulas. Para o caso de uma interagio qualquer (que pode ser
arbitrariamente forte), devemos tratar exatamente o espalhamento de duas
particulas a baixas energias sendo este especificado pelo comprimento de es-
palhamento a. De modo andlogo para um sistema de muitos corpos. Atuando

nos operadores de campo, temos

A N S e
v =2 [arasuitue) e - ) — ). ()

712

Notamos V' ndo é Hermitiano pois o operador (9/0r)r ndo é um operador
Hermitiano. Isso implica, como veremos, somente na eliminagao da divergéncia
uma vez que nao estamos lidando com um calculo variacional auto-consistente,
mas sim com uma versao truncada da aproximagdo Gaussiana cujos resultados
sdo compativeis com os perturbativos.

Mostraremos a seguir que o pseudo-potencial elimina os termos divergentes
na aproximacgao de quasi-particulas livres. Expandindo em ondas planas com

condigoes periddicas de contorno temos

70



— )5 [7’12><

A - 7o
= —/dr’{dr} > at e T at e~ k22§
2V -~ 5 .. " 2 T12
1,R2,R3,R4
'lr;]

% obtemos

Mudando para a coordenada relativa ¥ = 7] — 73 e para K
D7) [rx

' - 4 —ik(Z+ B
Vo= W/drdRﬁZﬁﬁaI; B(E+R)f o
k1,k2,k3 ka
Xa "k;(g"'ﬁ)ak:e"k;(ﬁ ; ] i (F.3)
(F.4)

Dado que
W(F—k")z
(k=kNZ _ ‘/5:,9

(F.5)

resulta

- =

A (i)

i(ks—ke)3 .

—lzmr_,o Z a k2 (97‘ T Z e aksak46/~1+"2 ka+ky
ka,ks

V' =

Finalmente se definirmos o momento transferido ¢ e mudarmos os nomes dos

indices mudos, escrevemos a Hamiltoniana do sistema
0 - T
i(ki~k2)5 L L
[re 2a-a;-

[P

E1+q¢ k2 -7 or

A
5V —lim,_o Z Q-
o)

H=)" e(k)a;[.a,-c- +

]-C- k11k21q
Com essa Hamiltoniana podemos calcular a energia livre F' (capitulo 3)
nosso objetivo é o de verificar que a diferenca entre o potencial de contato e

(D.1) implica na regularizacio, e para isso faremos um calculo em T' = 0, ja
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que a temperatura acrescenta termos exponénciais que nao contribuem para a
divergéncia. Computando o trago na aproximacgao de quasi-particulas livres,

obtemos

cosh 20y — 1) A,

F A )
v = VZ(e(k) + Ap) ( 5 + 2P~ Wszmh 20, — (F.7)
E

e*7 sinh 20, A 0 —_ |cosh20 — 1
— A o limr LS STk A L S cos (B | 25Tk T
5P limr E,—; 5 + Qplg%rar EE cos(k) [ 5 }

A variagdo (O(F/V))/(0oy) fornece o mesmo resultado que para a interagio
de contato, uma vez que a derivada (9/0r) sé pode ser diferente da unidade

numa superposi¢do de ondas planas, ou seja

Ap

e(k) + Ap’ (£:8)

tanh 20, =

Como dito anteriormente a ndo Hermiticidade do pseudo-potencial nao afe-
tou o resultado variacional. Usando (F.9) e levando em conta que a soma

> (@E“—l) nao diverge vem

F A1
E = 2 L {le(®) + 2]~ ek + 2l | -
P
AL 0 e/ sinh 20
G e e

E

onde o ultimo termo da expressdo acima corresponde a contribuicao do pseudo-
potencal que pode ser calculado, usando o fato que para £ — oo implica em

sinh 20, — A/k?, da seguinte maneira

eikF \% iF Vi
= T dkdQy = ——. F.1
z::: k? (2m)3 /e T dxr (.10

72



sendo assim,

8 Vi
"o T anr
Com o limite 7 — 0 em (F10) obtemos
> 1. lim Vi
—~ k2 =047y
;
de onde vem,
P ik

-

. 1
lzmr_,org E = ; ek
Usando esse resultado e calculando (F.10) vem

F X, 8m¥ax2p82 X2 1 Mmoo, ]
vt T e Rl LE TRt 2

onde esse dltimo termo, é o responsavel pela regularizagéo.

73

(F.11)

(F.12)

(F.13)

(F.14)



Apéndice G

Resultados utilizados no calculo
da evolucao temporal

G.1 Equacio para [
Queremos calcular
ily =Tr ([ag, H— pN| Fo).
Fazendo primeiramente a mudanga para bys:
ile =1Tr ([bg, H — uN| 7o)
jé que [Tz, H — uN| = 0. Dado que [b;,bz| = 0 vem
[bg, 7 — o] = X (elk) ~ ) [b,;, Iy + bH (T, +bg ) +
k1
A . t . f
2V 2 [bl?’rlklm t bk§+¢] (Flké—ﬂ + bké—q*) (F"‘? + bk3> <F’“ + b’ﬂ) +

kl 1k2 1¢T

A . )
2V Z: (Plk*ﬁﬂ t bllw) [bl?’rm‘z-ﬂ + bl}-q‘] (sz + bk;) (Fkl + b,;,) :

k1,k2 2q

Se usarmos que [b,-;, blE"J = b vern:
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(b, H — uN] = (e(k) — u)(Ti + bg) +
oV 2 (Frk”z—ﬂ t bi-;—é') (Th +05) (Djzoqy + bg) +

A
2V kz (Frkim + bz;ﬁ) (F|;:+q-1 + bp,,;) (Fkl + bk;) :

Como os termos com nimero mmpar de b's ndo contribuem para o trago e ao

rerotular—se as somas vem

t A .
|6z, H — uN|" = (e(k) — w)Ts + 7 2 Tl eal +

§rk2

<<| >

L f .
2 {Fkl biiaathra T Dikradi 4 g% + Dlgaalrasts ;-

-
—

klyq
Transformando agora bz’s em 7;’s termo a termo
I i . SO, |
Dbg y P51s = <"3|;¢;+q1’7k;+; y|k1+q1’7—k1-a'> ("3|k+q1’7k+q' y|E+ﬂ’7_E_q->

_ * o l o L= *_. *_. ' . _
= TSR+ g 17 TR+ T T+ Y R T 15 - -

Vg +a®fra -k -aTReg T Y+l ik T-6 a1y
Calculando o trago obtemos
T+t raliE+a0a 8 T Y raViiea (L + Ve85

t — (g i . 1
2)b,;l+q—bj = (5’3|k*1+ﬂ77,;1+¢— y|k]+ﬂ’7_k‘1_q-)(~"3k177k] - ykln_k';)
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* * *
="~ T L - — ¥ L L —
o L [T

*
Ye+a®a-i-gTa T Vg +a¥ -6 -71_5"

Calculando o trago obtemos

xrk;+ﬂ$k1 YVig+q1%70 T y|k]+q~1y21(1 + Vi, )éq.0

—_ * T * T
3)b sbe, = (%zmnm— Ve oiey) (B0l — V&

— S W S
= e+ q T Mir g, — Clerq Y Tied_ g

* T * *
Y@M 55 T Yiea¥hT_i-1oi

Calculando o trago obtemos

* *
YEra T Vi 0 —fegi — Yl Teq (1 ve)8_p_ i

Substituindo todos esses resultados temos

o 2T
ZFk = (6(]{!) —_ }L)Fk + V k Z (| T}t |2 142 + (1 + I/kl) | Yk |2>—
£
AFZ * A *
— v %::I)k/ykl(]. + 2l/kl) + V -2 P|I;’+k7’|PIE+l€’|Pk"
kl’kll

G.2 Equacgao para z; e i

Iniciamos com:

76



'd * * * * * * * Xk
= iTr { 287 27b0b_ =+ (3207 + 2202 (bl + 60 b2 ) + 255! bl
oIr § |2852kbpb g + (Zyx + k¥ ) ( bgby + b6_pb_g | + 29550 pbr| Fo -

Escrevendo em termos dos 7;’s, a parte dos b’s que contribui para trago é:

TR} 2, 1 2 1
1) bebg ) =l zx 1> ngngt v Po_gn.;

92 b*bT t_ 2 _,T 2 T -

) ogbz ) =k | mgng+ [y I 0l _z
1

3)(1{51’;) = —TkYk (773377_1; + nzn,}t)

t
4) (b,;b_,;) = —TYy (ni,;ﬂ_;; + 771?7771'.) .

Calculando o traco obtemos

=1 (-1]2902 |y 1> —25yi | o >+ | @ [* +2505 | v |2) (14 2w).

Usando | x4 | — | yx |*= 1, temos finalmente

Tr ([ngn_g, H — uN| Fo) = i (1 + 2v3) (55 — vizi)

Como
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Tr (|mgn_g H — V] fo)T =-Tr ([ni m o H - uN] fo)
Vel

Achar as equagdes de evolugdo temporal de z e yz, resume-se ao céalculo do
seguinte traco I'r ([ngni};, H - ,uN] .7-'()), dividindo H — u/N em ; e {); como

anteriormente. Iniciamos por

ngni;,z (e(k) — ) (I Ty > —Thzeng — FZ:'/y;'TILg + Fprckfnlﬁ

—

kl

:TT{

+ | zw |? 77;[777;;:+ | yur

2 77_;;/771,;, —Tayen_p — xiifyiln,f-,nik-, - fck'yk'n_pma)ﬂ} :

Ao calcularmos os comutadores obtemos:
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Calculando os tragos

i { ["g"if? Ql] } = 2zxyr(e(k) — p)(1 + 2v)

No calculo com ), vemos que os unicos termos que contribuem para um trago

nao nulo sdo os do tipo 71 e permutagdes de Tn ,definindo
n nnnm
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A
nmm _ - ~ -
Ty 2 {Flklm - k1518 t Delkyig - aVigral-g-a1-5 e

- -

k1 )k2 1&‘

* *
F|k +,§1Fk2y|k2—§1xk177—k2+§'77k] - F|k}+ﬂrk1y|k';_q‘|xk277—/€;+q'77k}

% %*
_F|k;_ﬂrk2y|kl+,ﬂxk177_kl_g'nkl - F|k‘;_ﬂ Ik, Y5 +q1 T k2 ﬂ_k;_;nb}

nmmn __ e * t . o
Q3 { Y -a% i+ q Tk Tl -6 4+65 6

|
<[>
L]

=
[ M
9y

*
YR +aT g -q Tk TR g -G 6 TR
*
“Ye+a¥ike-a¥htel-g -dl-R+i TR -4

« t
YR +aVIg-aYeTh -G -dl-g+d_gTea |

Calculando inicialmente a parte de 277, vemos que todos comutadores que
aparecem podem ser calculados da mesma forma que [nTnT ,11], calculado an-

teriormente. Obtemos entao:

{[TIZUT,C,QZ"” = 2/‘\/(14'21/1: 2{4 | Ter [* ki

~(Tjeygye — Dgge)’ = (Megyoe = Tpgye)'}

Vamos agora calcular a contribuicdo do primeiro termo de 277" iniciando
k]

pelo comutador
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]
p a9y ﬁz ( Y-8 e+ T Ty 145715
klyk2rq’

Se usarmos que

1 T t _ ot i1
T _p g +d-k+d B0 | = Toid-FBte TR0 TR

tro 1
+ [n;n_,;,nk;ﬁ’?_kgw LI

t

[ﬂ,—i[ni,;, ’7;;2775] = (’71:[% St T engo_gg + 1 T i %8s T eN T*‘SL 1»1>

Tt ot _ Tt 1 T
[T’kn Pl ed-Ra| T 7 ’7k*1+a’71:5—7c',—k3+5+’7kj+ OF —iy+7

com o célculo do trago obtemos:

Tr nTnT A —Y 15 AL e o 4Tk T t < AT =
-y 2 =1 +a1 TR PR T - 1R T
k11k27q-'
/\ 2 2 *
v (14 2u;) < 2y Z | 2 |° v + Zyk:xk,uk: .

Procedendo da mesma forma para o segundo termo

bt A . 1
TN _p oy 2e \TYa+atik-athTkl-g - 715765
klyk21é.

se utilizarmos que

81



f _ [
M 1-fa-le-7Taa ) = T-h-dlg-ge 1575
to1 f
e 1t g A5 g

com

com o calculo do trago obtemos:

il

Tr S —Yi5 LAl 4%k T .ol o/
MM _p» oy 4= Y +a¥ -k Te i - _ 1576

k11k2 ’q-.

A
_V— Z {kayk I Tyt |2 (1 + 21/14,)1/];', + (1 + 2u; + v+ QI/IG',I/k)CCz,ykaZ;} .
2]

O comutador do terceiro termo fica:

bt A ] f
i 9y £ Vg +a¥e-qYk TG - 71— 5 +dT5 T 7,
k19k2,‘i
dado que

t
[n,ini,;, N_h--k4eig] = n_k}_;n..k';+;[77;[7li,p nk;nik;]

T 1 t
Hmgn g g g adngn g

_ t
[’71:’7_1:’ ’7152’7_1:1} == (’7;’7_55—1:,5 + 773;77_5 g



com o calculo do trago obtemos:

f b A - f
Try mp 5y YR+ -qY g Tr - - -4 =

k1,k2,8

%Z {22kye Ly 2 (14 20 + v + 20wp) + (14 200 + v + 2v0) vRupaw )
;

Finalmente para o quarto termo:

f 1 A . f
M _p oy 2= \“Yk+a¥i-abethl-g-1-Gedl g% ]
k11k21q-’
usando
Tt t _ Pt
TN _p-R-T-k+d_g e | = T-k-d-k+q TR0 1514
[N t
+ [’71:’7_1:’ N-ki-aT-kvq| 155
com

bttt __ (11 it
[n,;n_,;, Mo = = M gb-km + 1 g7 g0k

com o célculo do trago obtemos
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t A ; t B
Tr { l’?;"i;’ﬁ > Yk +q¥ike -k Tha -k - K+ q" i, T4 =

A
v S {vdvimevg (14 20) + +2 (1+2vk + v + 20avg) 2yaze | yw [P}
[z

Com um pouco de dlgebra juntamos todas contribui¢ées em

A
Tr ([W;WiE,H - #N] fo) = V(l + 2ui )4z Yk Z [| T |? vt | Y 2 (1 + 21/‘;,)]

B

A *
+7y}‘;(1 +2uk) D ypae (1 + 2v5) + —za(l + 20) > ywai (1 + 2vg)

A
+22iy(e(k) — (1 + 20k) + 577 (1 + 20) S {41 Tw 2z
i

* 2 * 2
~(Cey gz = Djzivn)” = Ce_gyoe = Tjp_ppe)*} -

Dado que
Z{I/k | Tt |2 +(1 + I/kl) I Yk |2 + | | |2} =N
o

e chamando:

A
7z = szk’y]:’(l + 21/,:/)
£

as equagoes ficam:

- AN 2 A ) )
iy = le(k) —pt 27] Pe= e 3 | Tg I 43 30 Ty D e — T2
k! 2N

84



" . 2ANT A . )
i(Sgu —vpoe) = 2w [e(’“) —pt 7] — Sy i e +TE0)
&

A 2 2 2 A 2 2
“oy Yk Z: {F|1?+k7| + I‘|E_1€'|} T TR {| Pie 7+ Ty |
k/

~2 | Tw [*} + 422 + 232"

G.3 Simplificacao da equagao (5.17) na line-
arizacao

Como os termos quadraticos em I'y para, k # 0, nao contribuem na lineariza-
¢do, vejamos a contribui¢io de cada termo da equagdo (5.17) para k £ 0

1) 3 Y I‘r];,+k~,,|I‘|,;,+E|I‘ku contribui nos casos:
a) F=—kek'=Fk
b) K=—-kek'=0
c) K =Fk=0.

A contribui¢do de a e b fica

2) .
77 1Tl T, (G.2)
enquanto ¢ fornece
2X oy
znr, (G.3)

2) 2 5 i ek N
2) —2T'; > [Tw|? a tdnica contribuigdo ocorre se k' = 0 dando
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2\
— T To)? .
v &[Tl (G.4)

somando todas contribugdes obtemos o termo $T;I'Z em (5.42), j4 para k = 0

esses termos contribuem com —3T'o|To[? em (5.43).

86



Apéndice H

Solucao geral condensada de
equilibrio - equivaléncias
estatica e dinamica (RPA)

H.1 Equivaléncia estatica

A solugbes de equilibrio da fase condensada, obtida através das equagoes

dindmicas (5.25), séo :

tan 2Lp(0)

(0)
2

(0)

70
z

= 2p— 2O - VO

A0 1/2
(142002 {2290 + e(k) — p — 2O [1 - 2]}

5 o 121/
V2 {[e(k) = u+ 200 = 300 [1 - 0]
(14 20)2200 [1 - 2]

$(0)

2 £0) 12 1/ ; 0 .
x/i{[e(k)—p+2Ap(0>] — 2O [1 - 3 } %(A«.)—Hupm_zl’[1_@]

onde ZT(O),ZI-(O) e 1 sio solugio de:
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\ (142020 (39 - ]

z? = 2V 173
T 2 =
7 {(elk) — i+ 20p0) — 50 (1 - 3607
(0)
L0 _ A (1+20) 2 [ S — 1]
9V

— . 9 A0 2 1/2
B3 (e(k) — p+2Xp0)° — 2O (1‘m>

_ (0)
PO = O LZ (14 2u) (e(k’) L+ 2X2p ) _1
2Vig 2 (0 \2) 2
| e v oo 257}
1
Vi = \ () 2y 1/2
e R
Tendo definido
E(O) = Z"(O)"’ + Zi(0)2a (HQ)

. . ~ , . . s, ’ 0
podemos identificar a solugdo do calculo variacional estatico que é Zl-( ) = 0,

00 = R Z© ¢ 09 s30 solucgido de :

7(0) A (1 + 20) (M — Z9)
¥ \/(6(k’) — p+22p@)? — (25 — x0)?)

2

-1

2

[ - (0
FORNRNCIES o (1+2vp) (e(k) =+ 2)09)
*'F \/(e(k’) — p+22p)? — (28 — \0)2)
1
%\/(e(k)—wnp(o))z— (z$°)_AL<0)>2

e -1

Se observarmos a estrutura das equagdes gerais vemos que podemos expressar
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as demais solugbes em funcdo dessa. Representando as demais solugdes de

equilibrio por Z, ,Z; ,© temos:

Z; = —Zf
Y V1402
7 - nzs
T V14 n?
¢ =
tan2¢ = _L
n

onde a letra a representa a solugdo anterior € n é um numero real qualquer. E

imediato verificarmos que
224+ 72 =28 + 2% (H.3)

ou seja £ nio depende da solucio e portanto também os valores de pu, ¢ e
v ndo dependem da particular solugido escolhida. Vamos agora mostrar que

estas solugbes correspondem a fases em z, € yr. Podemos escrever

T =

1 [1 + 20,

16k 1.4
20t 20 25, + B + A} (I.4)

se substituirmos a solugdo geral de equilibrio (H.1) obtemos

0y \ 2
e(k) —p+2xp+ \/(e(k) — 4+ 2X2p)? — 20O (1 — \/\‘2((—0)))

0\ 2
21/(e(k) — 1+ 220)* — 2O (1 — 342

ENE

Da mesma forma usando que |zx|* — |yk|? = 1 temos
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o) \ 2
e(k) =+ 20 — 1 (e(k) — p + 200)* — 5O (1 — 240

2\/(e(k) — u+2Ap) = 5O (1 - 240

lyk|* = (H.6)

Temos portanto que os médulos de z e ¥ ndo dependem da solugao escolhida.

Se escrevermos

T = |zi]e*
ye = |yxle™
obtemos para as fases
g1 A(0)
tan ak _ ZZ[I \/2(0)]
2
\/(e(k) — i+ 20p)* = 20O (1= 285" + e(k) — 1 + 200 + Z, (1 — 255)
11— 20
tan d’k - ZZ[]- \/):(o)]

0) \2 (0 '
\/(e(k) —p+22p)" = 2O (1= 285)" — e(k) + p— 20p — Z, (1 — 255)

Vemos entdo, que as fases dependem da solucao escolhida e em particular para
Z; = 0 temos §; = ¥ = 0 o que implica em zj e yj reais.
Finalmente, podemos reescrever o grande potencial ! dado em (C.5), uti-

lizando os resultados (H1), da seguinte maneira

V

Q = ) le(k) - p+2A] [|$k|21/k + (1 + I/k)|yk|2} + ﬂE(O)
k 2
/\ 2
+V {Z [|$k|2l/k + (1 4+ wk) |yk|2]} — @V = VVEO
E
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—KTY [1+v)In(1 4 vk) — ve In ]
E

Utilizando o fato que |z|, |yx], £, ¢ e v; nao dependem de uma solucao par-
ticular vemos que {2 também nao muda. Concluimos entdo que todas solugoes

de equilibrio sdo equivalentes.

H.2 Equivaléncia dinamica

Procedemos da mesma forma que na segao (5.3.2) sé que agora com a solugéo
geral de equilibrio (H1). Iniciamos pela equagéo (5.45) que corresponde a parte

desacoplada das demais (k # 0), como agora em geral, AR £ 0epled £0

temos
. ) 2 _ 2 A
S = |e(k)—p+2r0— 5 [ BP0 4 200 sp 4 | Spoge — 2| 4
Vv 2 1%
. ) 2 _ 2 A
opr = — [6(79) —p+2Xp+ v (%2—%> - Zfo)} dqr — [‘7790(/0 - ZZ(O)J 5pk

que fornece a frequéncia

2 IE
w= :i:J [e(k) — u+ 2)p)* - [%poqo - Z,-(O)} - [ © é—w] . (H.7)

Mudando para a parametrizagao (5.24) e utilizando alguns resultados de (H.1)

obtemos

w = :i:J (e(k) — p + 2)p)* — O (1 — MO ) (H.8)

%00

que claramente tem o mesmo valor para qualquer solucéo.

91



Podemos agora reescrever para a parte acoplada (5.43)e (5.44) com as novas

condigoes de equilibrio
o = ¢ +8p
€ = efj’) + feg
Br = ;EO) + 6B

to= O 46

As equagles linearizadas ficam

)
6. = —4OVEO s, 42,02 70 9,0 22
O Vo ot
. 7(0) AL,
Sp = —Ai— 2i—z®_ 2z
? EST0 RUYTo It
. ©) Py
_ _sa @[ A B 0 (; _ A (0)
8By = —0BiZ; (1 E(°)> + e, [e(k) w2 p+ 2, (1 2(0))] + ¢,

A 27,40
_ ](CO)Zi(l) + (ﬂéo)z_(o) i 6£°)z£0)) §u — W

(0) ,(0) | 5(0) (o)
(@3 A + /Bk 4] ) 699
/_E(O) % ( k B

T

- (©) o 2
s = 66,20 (1= 222 1 200 4 g | o) 4 L+ 20
44

L (1 +2uv)? A
Nt | 700 _ 70 [ 50 D | 5, — 700
+ 7(0) r €k 7 /Bk + 4/3]£0)2 ¥ \/—) { i
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1 + 2l/k)2
+W4$WL?W7 e
k

onde agora
A 1 + 2up 2
AS) =9 { ! (0 4 Wf)] 5B — e,{_‘,’)éek,}
R k!
A
20 = —2 3 [06c + &8,
= .

a relacao de vinculo entre as variagoes, em virtude da conservagao do nimero

médio de particulas, fica:

_ 1 (1 + 2l/kl)2 (0)
&_VZ{PZ@rn-ﬁéﬁ+e&k (H.9)

k!

Da mesma forma que em (5.52) definimos as variaveis F', I, B(k) e E(k). Aqui
a matriz 3 X 3 fica:

w 0 0 F X,
T(k) iw+Z®R —(S(k)+ ZOR) B(k) |=| Vs
Uk) V() iw—2ZOR E(k) Zy

com as defini¢Ges
A0
V2 (0)

S(k) = e(k)—pu+2Xp
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2.0
— (0) »(0) (0) 7(0)
_ A © ), 0 |q0 , (1+20)°
U(k) = m{zi & + 27 | By +W
2
V(k) = —[Z§°>R—5(k)]—3—(1;iff) [S(k) + Z2OR]
k

e X;, Y2 e Z, sdo a parte inomogénea. Calculando as frequéncias onde o

determinante da matriz é zero obtemos
iw {w? — [V(k) (S(k) + ZOR) - 2" R*]} = 0 (H.10)

obtemos w = 0 que esta associado a multiplicidade das solugdes e substituindo

os valores de V(k), S(k) e R temos para a outra frequéncia

0

) A0 2 _
w = £2,|(e(k) — p + 2Ap)” — X 1_—) : (H.11)

que independe da solucao escolhida, logo as frequéncias fisicas sdo exatamente

as mesmas para qualquer uma das solucbes condensadas.
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