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Resumo

Desenvolvernos uma teoria cinética para uma mistura de gases ionizados em presenga de
campos elétricos e magnéticos. As leis de Ohm, Fourier e Navier-Stokes sio obtidas por dois
métodos distintos que se baselam na equacdo de Boltzmann. Verificamos que o emprego de
teoremas de representacdo torna o método de Chapman-Enskog mais direto. Entretanto
o método combinado mostrou-se extremamente simples, onde os coeficientes de transporte
sao determinados através da inversao de tensores de segunda e quarta ordens. Calcu-
lamos também a integral de colisao para as possiveis interagdes em gases ionizados tais
como, entre particulas carregadas, particula carregada e particula neutra e entre particulas
neutras. Como uma aplicagdo do método combinado, determinamos os coeficientes de
condutividade elétrica, condutividade térmica, coeficiente termo-elétrico e o coeficiente de
viscosidade cisalhante para um gds totalmente ionizado. Obtemos seus respectivos graficos,

considerando entao um gas ionizado formado a partir do gas de hélio.



Abstract

We develop a kinetic theory for ionized gases mixtures under the presence of electric and
magnetic fields. The laws of Ohm, Fourier and Navier-Stokes are obtained by two different
methods based on the Boltzmann equation. We verify that the use of representation the-
orems makes the Chapman-Enskog method more direct. However the combined method
shows up as extremely simple where the transport coefficients are determined through
inversion of second-order and fourth order tensors. We calculate also the collision inte-
grals for possible interactions in ionized gases like: between charged particles, between
charged particles and neutral particles and between neutral particles. As an application of
the combined method, we determine the electrical and thermal conductivity coefficients,
thermo-electric and shear viscosity coefficients for a completly ionized gas. We obtain their

respective graphics considering an ionized gas of helium .
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Résumé

Nous developpons une théorie cinétique pour un mélange de gazes ionisés en présence des
champs éléctriques et magnétiques. Les lois d’Ohm, Fourier et Navier-Stokes sont obtenues
par deux méthodes distincts basées sur 1’équation de Boltzmann. Nous vérifions que I'usage
des théoremes de représentation conduit a une méthode de Chapman-Enskog plus directe.
Par contre, une méthode combinée se révéle extrémemente simple ol les coeficients de
transport sont determinés par l'inversion de tenseurs de deuxiéme et quadriéme ordre.
Nous calculons aussi 'integral de collision pour les possibles interactions dans des gazes
lonisés tels comme entre particules chargés, particule chargé-particule neutre et entre par-
ticules neutres. Comme application de la méthode combinée, nous obtenons les coeficients
de conductivité électrique, thérmique et thérmo-électrique, et le coeficient de viscosité ci-
saillant pour un gaz complétament ionisé. Nous obtenons les diagrammes respectives en

considerant un gaz ionisé formé a partir du gaz d’helium.
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Introducao

A teoria cinética dos gases descreve o comportamento macroscopico de gases a partir
de uma descricio puramente microscopica de muitas particulas, baseando-se em um pro-
cedimento estatistico. O emprego desta teoria no estudo de gases ionizados exige cuidados
especiais, devido a condigao da inexisténcia de correlagao entre as particulas tanto antes
quanto apés as colisdes. Este fato delimita a faixa de atuagao da teoria, principalmente no
que diz respeito & densidade e temperatura dos gases ionizados.

Dentro de sua faixa de aplicabilidade a teoria cinética apresenta resultados extrema-
mente satisfatorios e compensadores, se considerarmos as possibilidades de andlise ofere-
cidas por esta, mesmo com a extensao dos calculos e o carregado formalismo matematico
empregado.

O objetivo deste trabalho consiste em determinar o comportamento de gases ionizados
em presenca de campos elétricos e magnéticos, fundamentado na teoria cinética dos gases.

Através de toda uma analise microscopica especifica para gases ionizados, mostramos
que sob determinadas condigdes é possivel utilizar a equagio de Boltzmann para uma mis-
tura de gases 1onizados. O equacionamento dessa equagao integro-diferencial é desenvolvido
com o objetivo de determinar os coeficientes de transporte, utilizando-se para tanto, de dois
métodos distintos: o tradicional método de Chapman-Enskog [1] e o recém desenvolvido
método combinado Chapman-Enskog e Grad [2]. Em ambos os métodos supomos condigdes
préximas ao equilibrio do gas, de modo que o seu desvio se faga até termos em primeira
ordem em um desenvolvimento envolvendo varidveis termodinamicas e seus gradientes.

A forma geral da estrutura para o calculo dos coeficientes de transporte de uma mistura
de gases lonizados em presenca de campos elétricos e magnéticos uniformes é primeiramente
obtido pelo método de Chapman-Enskog de acordo com [3] ou mais recentemente [4]. Neste
caso, a partir da equagao de transferéncia obtemos as equagoes de balango a serem utilizadas
na eliminagao das derivadas temporais existentes. Com isso na nova equagao diferencial
assim obtida, aparecem apenas gradientes, o que possibilita a sua solugdo. A presenca dos
campos elétricos e principalmente magnéticos, acarretam dificuldades matematicas que sao
superadas através de artificios matematicos e de consideragoes fisicas.

Ja o emprego do novo método na determinacio dos coeficientes de transporte para a



mesma mistura de gases ionizados mostra-se ser extremarmente simples, se comparada com
o método anterior. A partir da maximizagao da entropia calculamos inicialmente a fung¢ao
de Grad, ou seja, uma fun¢do de distribuigdo em termos de variaveis termodinamicas que
se fazem necessarias para um desvio do equilibrio em primeira ordem. Substituimos essa
funcido na equagao de Boltzmann e eliminamos as derivadas temporais através das equagoes
de balang¢o como no método anterior. Multiplicamos a equagao assim obtida por uma fungao
arbitrria e integramos sobre as velocidades das particulas. Substituindo a fungao arbitraria
por cada invariante de soma, como no processo de determinagao das equagées de balango
a partir da equacao de transferéncia, obtemos um sistema de equagoes explicitas para as
variaveis termodindmicas fora do equilibrio. Uma vez resolvido esse sistema, os coeficientes
de transportes surgem em uma forma genérica.

Os coeficientes de transportes ficam assim explicitados em fungdo das integrais de co-
lisdo, ou seja, partes provenientes do lado direito da equagdao de Boltzmann que depen-
dem, de variavels termodinamicas, de propriedades microscopicas proprias dos elementos
quimicos que formam o gas, além das velocidades das particulas e dos potenciais de in-
teragio, estes a serem integradas sobre o angulo sélido e sobre as velocidades das particulas.

Os potenciais de interagdo sdo modelados para cada tipo de par de particulas que possam
colidir. Assim para o gas parcialmente ionizado, estabelecemos os seguintes potenciais
de interagio (ou colisédo): coulombiano entre particulas carregadas eletrostaticamente, de
indugao entre as particulas carregadas e as particulas neutras e de repulsao entre particulas
neutras. Elaboramos entao mais adequadamaente esses modelos, de modo a melhor refletir
a colisdo propriamente dita no interior do gas.

A integragdo da integral de colisdo, referida acima, é efetuada em etapas. Uma vez
estabelecido os potenciais de interagdo, iniciamos o calculo pela determinagdo do angulo
de espalhamento para cada par de particulas que sofre a colisao. O calculo se processa
pela integracdo sobre as posigoes ocupadas por cada particula na sua trajetoria de colisao.
Prosseguimos os calculos com determinagao das secoes efetivas de colisdo, efetuando para
cada caso, uma integragao sobre o parametro de impacto. Na sequéncia temos o calculo da
denominada integral 6mega. uma integral na qual aparece as segdes efetivas de colisio em

fungao de parametros adimensionais sobre os quais € feita a integracao . Essa sequéncia



de integragdes descritas acima é independente das velocidades das particulas. A parcela da
integragdo que depende das velocidades das particulas pode ser desenvolvida independen-
temente do cdlculo da integral 6mega, a qual desenvolvemos apds a escolha do método de
trabalho. Este procedimento é repetido para cada termo da integral de colisdo que vier a
aparecere nos coeficientes de transporte.

Restando a escolha do método de trabalho, optamos pelo método combinado. O método
é desenvolvido, em sua forma geral, para uma mistura de gases ionizados (podendo também
conter particulas neutras), em presenca dos ja referidos campos. Como uma aplicagao
pratica utilizamos entao este método para o caso de um gas totalmente ionizado formado por
ions e elétrons. Resolvemos o sistema de equagbes vetoriais que surge para o caso, obtendo
entao as equagdes de transporte (equagdes para as variaveis termodindmicas que surgem
quando o gis se encontra fora do estado de equilibrio). Os coeficientes dos gradientes que
aparecem nessas equagoes , ou seja, os coeficientes de transporte, ficam entao perfeitamente
determinados. Procedemos uma analise desses coeficientes através de grificos como fungao

da temperatura e do campo magnético, onde consideramos um gas especifico, no caso o gas

de hélio.



Capitulo 1

Principios Basicos

Neste capitulo fornecemos toda a formulagao basica da teoria cinética dos gases necessaria
para o desenvolvimento desse trabalho. Analisamos os aspectos hidrodindmicos e mi-
croscopicos de gases rarefeitos, encontramos a equagdo de Boltzmann para uma mistura
de gases e determinamos as condigdes para a sua utiliza¢do no estudo dos gases ionizados.
Algumas dificuldades surgem na adogao da equacdo de Boltzmann no desenvolvimento de

uma teoria cinética voltada para gases com particulas carregadas.

1.1 Estrutura Molecular

A teoria cinética considera os gases constituidos de um numero muito grande de moléculas,
em que na maior parte do tempo se movem independentemnente atraves do volume que o
contém. O movimento livre é brevemente interrompido quando uma molécula se choca com
as paredes do recipiente ou com outras moléculas. Se a energia potencial de interagio entre
as moléculas puder ser desprezada em comparagio com sua energia cinética, diz-se ser o
gas ideal ou rarefeito. A equagdo de Boltzmann verifica estas condigoes.

Um gas real, como por exemplo o gas Hélio, pode ser enquadrado dentro dessas carac-
teristicas, desde que as condigées sob a qual ele se encontre se situe numa determinada
faixa de densidade e temperatura. Quanto mais rarefeito estiver um gas, mais préximo da
situagido de gas ideal ele se encontra.

Como termo de comparagao das dimensées caracteristicas em que se encontra um gas
rarefeito, usamos como exemplo o gas hélio nas condigées normais de temperatura e pressao,

ou seja 273, 15K e 1,01 x 10°Pa. Fornecemos alguns valores préprios desse gas. O niimero de



moléculas em 1m3 é da ordem de 2,5 x 10%° moléculas. Dividindo-se o volume em células
cibicas, com uma molécula por célula, o volume de cada célula sera aproximadamente
de 4 x 107%m3, o que resulta em um comprimento de aresta de 3 x 107°m. Como a
distdncia média entre as moléculas d, é da ordem do comprimento de uma aresta e o
didmetro molecular do atomo de hélio é ¢ = 2,17 x 107°m, assim a relacio entre a
distancia média e didmetro das moléculas situa-se em torno de quinze. A velocidade térmica
média das particulas do gas nessas condigdes é 1,2 x 10°m/s e o livre caminho médio das
particulas pode ser calculado em L = 1,8 x 10~ "m, ou seja, 800 vezes maior que o dizmetro
molecular. O tempo médio entre duas colisbes sucessivas é entdao de 7 = 1,5 x 1071%, o
qual se for comparado com o tempo de interagao entre dois atomos no momento da colisio,
7.=1,3 x 10735 é 10 vezes mais longo que o tempo de colisdo. Um gas nestas condigoes
pode ser considerado como um gés rarefeito comportando-se como um gas ideal. A medida,
que as particulas que formam o gds tenham maior massa e didmetro, os valores relativos
citados acima tornam-se menores.

Em geral, gases constituidos de moléculas neutras a pressoes até a ordem de 100 atmos-
feras podem ser considerados como ideais, pois nestas condigdes a probabilidade de ocorrer
colisdes ternarias (colisoes simultaneas entre trés moléculas) é pequena em comparagio com
as colisdes binarias. Os limites para a temperatura sao aqueles em que o estudo das colisdes
ocorram dentro das leis da mecanica cldssica newtoniana, ou seja, entre 50K e 10°K, pois
nesse intervalo nem os efeitos quanticos (pois a distancia média entre as moléculas muito
maior que o comprimento de onda de de Broglie das particulas) nem os efeitos relativisticos
(velocidades das particulas muito altas) sdo importantes. Esses limites ndo sao absolutos.
pois a densidade do nimero de moléculas ndo pode ser considerado como arbitrario.

Na teoria cinética encontramos toda uma formulagao necessaria para o estudo dos gases

sob as condigbes acima.

1.1.1 Gds Ionizado

Para um gas ionizado as forgas que surgem entre as particulas carregadas sio forgas ele-
trostaticas (coulombianas). Estas forcas de longo alcance diminuem sua intensidade muito

mais lentamente que as demais forgas de interagao, fazendo com que o alcance de interagao



entre duas particulas carregadas que se aproximam seja maior que o alcance de atuagao
entre particulas com outras forgas de interagao . Nestas condigdes uma particula interagindo
4 uma certa distincia com uma outra, podera estar também sob a interagao (atragido ou
repulsdo) de muitas outras particulas, existindo portanto uma interpenetracio de seus
campos, de tal forma que todos os encontros devem ser considerados como multiplos. Isto
faz com que, em principio, nao possamos utilizar a teoria cinética para o caso de gases
ionizados, necessitando assim, todo um desenvolvimento especifico para o caso.

QOcorre que, apds uma analise mais aprofundada dos gases ionizados, verificamos que
é possivel estuda-los sob determinadas condigbes de temperatura e pressdo, pela mesma
teoria cinética dos gases para particulas neutras.

A primeira constatacao importante que se observa em gases ionizados € o efeito de
polarizagdo do gas proximo a uma carga. As cargas de sinal contrario tendem a se aproxi-
mar da mesma fazendo com que o seu campo se atenue de forma mais intensa, em relagao
a distancia, numa espécie de blindagem. Assim as particulas a distincias suficientemente
grandes nao sao mais influenciadas pela carga em questao. A distincia entre a carga e uma
determinada posigao a partir da qual o efeito desta possa ser negligenciado é denominado de
comprimento de Debye Ap, [5]. Como os elétrons possuem maior mobilidade que os fons, a
sua probabilidade de ser encontrado proximo aos ions € maior, 0 que provoca uma atenuagao
reciproca dos seus campos. Essas regides de polarizagdo de formato esférico (também
chamadas de esferas de Debye) podem conter muitas particulas que estao constantemente
entrando e saindo da influéncia dessas esferas, formam novas regides de acordo com as
novas posi¢oes e mobilidade das particulas.

Uma vez dentro da influéncia da esfera de Debye, as particulas interagem-se mutua-
mente. A grande maioria dessas interagdes ocorre a distdncias relativamente grandes, pois
existe um numero maior de particulas a grandes distancias do que a distancias préximas.
Essas interagoes distantes, também chamadas de encontros distantes, proporcionam uma
sequéncia de pequenos desvios nas trajetorias das particulas. Embora esses encontros nao
possam ser considerados estritamente como binarios, a mudanga da velocidade produzida
por uma série de tais encontros pode ser calculada como se fosse uma sucessiao de encon-

tros binarios [1],[3] e [4]. Desse modo a trajetdria descrita por uma particula sob a acio de



interagoes distantes ér considerada similar ao de um movimento Browniano.

Por outro lado as interagées entre particulas que resultem em grandes deflexdes nas suas
trajetdrias, ou seja, quando as particulas se aproximam acentuadamente uma da outra e por
isso também denominados de encontros proximos {aqui cabe considerar deflexes grandes.
aquelas cujas trajetdrias das particulas sofram desvios superior a 90°), ndo podem ser con-
siderados como encontros bindrios. Os desvios acentuados das trajetorias das particulas
nesses encontros sao modificados apreciavelmente pela presenca das outras particulas. No
entanto se a distincia entre dois encontros proximos sofridos por uma particula durante
sua trajetdria for maior que o comprimento de Debye, a influéncia das particulas em torno
dessas colisoes € semelhante, possibilitando considerar entao estas colisdes como sendo
bindrias {caso contrario a colisdo seria considerada como multipla). Uma vez que as co-
lisbes proximas ocorrem em esferas de influéncia diferentes, cada colisdo préxima pode ser
considerada como independentes. A relagdo a ser satisfeita para que uma colisdo possa ser
considerada bindria refere-se ao valor do paramentro de impacto b, isto é, distincia entre
os prolongamentos das trajetorias assintotas de duas particulas. O parametro de impacto
de cada encontro préximo deve ser muito menor que a distincia média entre as particulas.
Desse modo as colistes proximas siao descritas adequadamente como colisdes sucessivas de
dois corpos.

Chamando de dgp a distincia média entre dois encontros proximos sucessivos e de bgg
o parametro de impacto que provoque esses encontros, estabelecemos as condigdes a que
um gas ionizado deva estar sujeito para que seu estudo possa ser desenvolvido pela teoria
cinética dos gases rarefeitos através da relagio dso > Ap > d > bgo, além de satisfazer as
condigoes de gases nao quanticos e nao relativisticos. Sob essas condigdes os gases ioniza-
dos podem ser considerados como um gas rarefeito {energia potencial de interagao muito
pequena comparada com a energia cinética das particulas) de particulas independentes,
também denominado plasmas de particulas independentes. Entretanto as condi¢bes na qual
a teoria a ser desenvolvida é satisfeita restringe-se a temperaturas menores que 4 x 10°K
e densidades maiores que 1,0 x 10®part/m®. Para temperatura maiores, correcdes rela-
tivisticas ja se fazem necessarias e para densidades menores que a mencionada, as colisoes

préximas ja se tornam relativamente raras. Desse modo. em um grafico temperatura ver-
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Figura 1.1: Grafico relacionando log,, T contra log,,» mostrando as diversas modalidades
de plasmas com destaque na regiao pontilhada onde a teoria cinética pode ser aplicada.

sus densidade, como na figura (1.1), representamos a regiao abrangida pela teoria por uma
regiao pontilhada. A regiao hachurada representa as condig¢bes para as reagdes termonu-
cleares controladas. Enquadam-se dentro da regido pontilhada, [7], aplicagdes tecnoldgicas
tals como, laser de argonio, geradores MHD, lampadas de vapor de mercirio, conversor
termo-emissor, além de plasmas pertencentes a fotosfera do sol.

O movimento das particulas em um gas ionizado com caracteristicas de particulas inde-
pendentes, pode ser analisado se seguirmos a trajetoria de um elétron em seu movimento
através do gas. Sendo a quantidade bgg < d, as colisdes proximas sao fendomenos definitiva-
mente binarios em que somente um elétron e um ion tomam parte. Essas colisbes ocorrem
muito raramente se comparadas com as colisdes distantes, extremamente frequentes uma
vez que dgp > d. Os campos elétricos aleatdrios encontrados pelos elétrons, produzem
deflexoes e mudancas nas velocidades das particulas causando pequenas ondulagées na sua
trajetéria, como é mostrado na Figura (1.2). Nessa representacio aparece também duas

deflexdes fortes causadas por encontros proximos [6).



Figura 1.2: Diagrama da trajetdria de um elétron em gases ionizados com caracteristicas
de particulas independentes.

Qs gases ionizados que nao se enquadram nas condi¢des necessarias para que se comporte
como um gas de particulas independentes verificam a seguinte relagio dgy € Ago € d < bgo.
Esses gases ionizados possuem um comportamento coletivo onde a nogao de colisées binarias
perde todo o sentido. Neste tipo de gas, também denominado de plasmas coletivos, qualquer
oscilagdo que ocorra, como por exemplo a oscilagio de um elétron térmico, € transmitida
a0 gds como um todo. Muito embora esses gases possam ser considerados cldssicos, nao

podem ser estudados pela teoria cinética usual.

1.2 Dinamica Classica de uma Colisao Bindria

Inicialmente iremos desenvolver as bases da teoria cinética para uma mistura de gases
rarefeitos em sua forma geral, para em seguida nos restringirmos ao caso de gases ionizados

em presenga de campos elétricos e magnéticos.



1.2.1 As Leis de Conservagdo

Para a determinagdo da equacgio basica da teoria cinética dos gases, a ser estudada ainda
nesse capitulo, devemos analisar os fundamentos de uma colisdo de particulas. De acordo
com as restri¢des impostas para a utilizacdo desta equacgao, a analise das interacdes entre
particulas de um gds rarefeito, se restringe a de uma colisdo bindria.

Consideremos uma colisdo entre duas particulas de massas m, e m, de um gas rarefeito
monoatomico. Se desprezarmos os efeitos das forgas externas durante o curto periodo da

colisao, as equagées de movimento para duas particulas que colidem podem ser escritas

como

ca _ _ 09(rs0)

m.7re = —————nw= mﬁ,:y_s — _6¢(rﬁa) _ aé(rﬁa)

: Ore or? ore

T

(1.1)

onde r¢ e r{ sdo os vetores de posicdo das duas particulas, enquanto que rf* =rf —r2 éo
vetor da posi¢do relativa e 5, seu médulo. ¢(r,.) é a energia potencial de interagdo entre
as particulas o e 8 devido as forcas de interagao moleculares entre ambas. Estas forgas ao

esfericamente simétricas e cujo dominio satisfaz a condigio,

lim &(rs) =0. .
THa—r00 qD( ﬁa) (1 2)

Denotaremos por (¢, ¢”) as velocidades assintdticas pré-colisionais de duas particulas e
por (c’®, ¢'®) suas velocidades pds colisionais. Além disso, definimos as velocidades relativas

assintoticas pré e pos colisionais respectivamente por
—c7, g’ﬂc\r - C’ﬁ _ C!a, (13)

Se multiplicarmos a primeira equagdo de (1.1) por 1/m, e a segunda equagio por 1/m, e

as subtrairmos, obtemos

¢ roe

- )
arﬂa Y'ga

#uﬁf‘ﬁa =

(1.4)

onde g,z = m,mg/(m, + mg) representa a massa reduzida.

Multiplicando escalarmente a equagao (1.4) por ##* obtemos a expressao,

d [fas ..
g |2 e T O] =0, (1)
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enquanto que ao multiplicarmos (1.4) vetorialmente por r® nos fornece,

d .

g (LapE®™ X £} = 0. (1.6)
As equagdes (1.5) e (1.6} expressam respectivamente a conservacido de energia € a con-
servagao de momento angular durante a colisdo.

Ao integramos a equagao (1.5) ao longo de um processo de colisdo, onde consideramos

a equagdo (1.2), obetemos,

Hag .o Hap 2 Bap 12
2 rﬂu + ¢(rﬂﬂ) = 2 gﬂu = -2 gﬁa’ (17)

donde verificamos a igualdade entre os mddulos das velocidades relativas assintdticas pré e
pos-colisionais, isto é

gﬂﬂ = g,’sa' (1'8)
Do mesmo modo, integrando a equagdo {1.6) obtemos,
** x r®* = Constante. (1.9)

Concluimos portanto, que o movimento relativo entre as particulas estd contido em um
plano como o representado na Figura (1.3). Se projetarmos o vetor posigao da particula
antes da colisdo r®** num plano perpendicular a g e o vetor posi¢ao apds a colisio r'#®
num plano perpendicular a g’°* e denotarmos por b e &’ estas duas projegdes, escrevemos a

partir da equagao (1.9},
gsa b =g, b'n’, (1.10)

onde n é um vetor unitario perpendicular a0 movimento relativo. De acordo com a equagao
(1.8), concluimos com a equagdo (1.10) que & = b, sendo b o parametro de impacto da
colisao.

Na figura (1.3), k®® representa um vetor unitirio na diregao (g°* — g’®*) denominado

vetor colisdo ou vetor apsidal, enquanto que x,, o angulo de espalhamento. O ingulo 8,

11



Figura 1.3: Representagao de uma colisdo binaria.

é obtido em funcéo do angulo de espalhamento x,, através da relagio,

1

Bﬁa: i(w—x.ﬂu)' (1‘11)

1.2.2 O Angulo de Espalhamento X ga

Em fungéo das coordenadas polares (7,,,®) especificadas na figura (1.3), as equagdes (1.7)

e (1.9) podem ser expressas por,

Pap
2

(72 +73u8%) + 0(raa) = Z2 4%, (112)

"0 = 0Ga- (1.13)

Dividindo-se a equagdo (1.12) pelo quadrado da equagdo (1.13) obtemos,

dre,\* 1 B 26
Tpa ) Zlea )2 ra)) (1.14)
dp b? Tha  Hap¥ia

Na intersecao da orbita com a linha apsidal (representada pela reta OO’ na figura

d

(1.3)), T4 assume seu valor minimo ", Neste caso ¢ = f,, e 3> = 0. Consequentemente
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o angulo de espalhamento x4, = (7 — 26,,) pode ser determinado através da integragao da
equagao (1.14), ou seja,

bdr g,

xom=a+2 [ : 1.15)
’ foo . ( b? z¢(r,,c.))” : (
- Toa | 1 — =

2 2
Tgc. nu'uﬂg,aa

sendo que r'mi» € 0 valor de 75, para o qual 75, = 0, ou seja, o ponto onde a curva do
potencial efetivo,

1 b?
¢ef(rmin) = ¢(rmin) + §#aa9§a;2—a (1'16)

min
cruza a linha de energia, E = 1u.,92,, [8] e portanto a maior raiz positiva da equagio,

o8 ) (1.17)

Tga lu"-'lﬂggu
A equagdo (1.15) mostra que o dngulo de espalhamento é determinado pelo parimetro

de impacto b, pelo médulo da velocidade relativa gg, € pela energia potencial ¢(r,,).

1.2.3 Segoes Transversais de Chogque

Consideremos o movimento relativo esquematizado na Figura (1.4). As particulas que
incidem sobre um elemento de um anel de espessura de, localizado nos circulos entre b
e b + db no plano perpendicular & g, sdo espalhadas segundo um angulo entre y, e

X sa + dXga, 15t0 é, 520 espalhadas segundo o elemento de angulo sélido
dQ . = senyp.dysade. (1.18)

Definimos a secao diferencial de choque 04, (X pa, §s.) COMoO a razio entre o nimero de
particulas espalhadas AN por unidade de tempo e por elemento de angulo sélido e o fluxo

de particulas incidentes, isto €,

o) AN/(AtdQ,,)  bdbde
TaalGpasTpa) = AN/(Atbdde) B dQ,Ba .

(1.19)
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plano de colisdo

plano de referéncia

Figura 1.4: Especificagio do Elemento de Angulo Sélido dQgq.

Das equagdes (1.18) e (1.19) concluimos que a se¢do transversal diferencial de choque

pode ser escrita na forma,

b

SenXga

db
dX Ba

Jﬁa(Xﬂaagﬂa) = : (120)

Para a célculo dos coeficientes de transporte devemos determinar a se¢do transversal

efetiva de ordem [, definida por,

Q(9sa) = fo (1 = c05'X 50 )T 50 (X001 G0 )5€N X X 0 = /0 (1 —cos'xsa)bdb,  (1.21)

sendo Q'Y (gs.) denominada de secio transversal de transporte, enquanto que Q%) Foa) de
secao transversal de viscosidade.

Uma outra definicio de interesse, cuja forma aparecera nos cilculos dos coeficientes de
transporte como func¢édo da secdo transversal efetiva, vem a ser as denominadas integrais

omega, ou seja,
T oo —_ 2 T
Q) = fo AR CA T (1.22)
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onde a variavel adimensional v,, representa uma relagao de energias, sendo representada

por,

1
52, = m#aﬁgﬁa . (1.23)

1.2.4 Os Potenciais de Intera¢do Molecular

De uma maneira geral as forgas de interagdo que agem sobre os atomos e moléculas podem
ser subdivididos em dois tipos: forgas de curto alcance, também chamadas de forgas de
valéncia ou forcas quimicas e forgas de longo alcance, denominadas genericamente de forgas
de van der Waals. As forgas de valéncia sdo forgas repulsivas e surgem quando as moléculas
se aproximam uma das outras e suas nuvens eletronicas se superpoem. As forgas de van
der Waals sao forgas atrativas que agem a grandes distancias sendo devidas as seguintes
contribuigoes: eletrostdticas, de indugdo e de dispersido (interagao entre duas distribuigoes
de cargas induzidas). Para gases ionizados as forgas de interacio a grandes distancias sao
devidas unicamente a acao de forgas eletrostaticas e portanto de grande intensidade, com
caracteristicas atrativas ou repulsivas.

Em geral usamos modelos empiricos para os potenciais de interagiao. Existem modelos
desde os mais simples como o do potencial de esfera rigida aos mais sofisticados, como o
do potencial de Lennard-Jones, que expressa de forma bastante préxima o potencial real
entre as moléculas. De acordo com as caracteristicas do problema, como por exemplo faixa
de temperatura e densidade, usamos modelos mais adequados a determinadas condigdes
para ganharmos em simplicidade matemética. Neste trabalho utilizaremos dois tipos de
potencial de interagao:

a) Potencial de Centros de Repulsdo. A fungdo potencial neste modelo tem a forma,

K 1

[ol{g]

é(r) = £>0, v>1 (1.24)

v—=1pr1

b) Potencial de Sutherland. Neste caso temos uma repulsdo tipo esfera rigida para
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distancias menores que ¢ (diametro médio das particulas em interagdo), envolto por um

potencial atrativo, ou seja,

. O(r) =00 se r<a,
(1.25)
P(r)=—2t- se r>a.

v—1rv=1

$ir)

As caracteristicas das particulas que irdo interagir em um gdas ionizado, enquadram-se

nos modelo de potencial de interagdo acima.

1.3 Derivagao da Equagao de Boltzmann a partir da
Hierarquia BBGKY

O emprego da teoria cinética no estudo do comportamento de gases, baseia-se fundamen-
talmente em uma equagao integro-diferencial para a fungao de distribuigao de um dado gas,
denominada de equagido de Boltzmann. Com ela determinamos a fungdo de distribuigdo
f(x,¢c,t) do gas, expressa em termos de posigao x, velocidade das particulas ¢ e do tempo
t, obtidos a partir de quantidades macroscopicas que caracterizam o gas em estudo. A
derivagido da equagao de Boltzmann pode ser obtida a partir da equagio de Liouville, ou
seja, uma equagao de evolugido que envolve conceitos fisicos fundamentais e que estabelece
precisamente os limites de validade da equacao de Boltzmann.

Partindo do teorema de Liouville, este mostra que a densidade de numero de pon-
tos dados por p(zy,z2,..., TaN, P1, P2, ---, P3N, t) de réplicas de um sistema formado por N
particulas no espago de fase I' com 6N dimensoes (sendo 3/N coordenadas de posigio e 3N
coordenadas de momento linear), permanece constante para um observador que se move

com a velocidade do centro de massa do sistema, ou matematicamente [4], [9],

dp(z1, ..., pan,t) p 50003 _
= +Z( - iB;i:;—’ =0. (1.26)

Supondo agora que este sistema de N particulas representa um gis com N particulas

idénticas que ocupa um determinado volume V com coordenadas de posicdo e veloci-
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dade de uma dada particula a que denominaremos de a, (¢ = 1,2,...,/N) e denotado

por (X.,X.). O estado do gas serd descrito através de uma fungdo de distribuigao

FN(X1, o0y XN, X1, .oy XN, ) tal que,

FR(Ry, ooy XN, X1,y oo X, £)dX Xy, A% d Xy (1.27)

fornece a probabilidade de encontrar N particulas nas posi¢es entre X, € X, + dX, e com
velocidades entre X, e X, + dX,, (o = 1,2,...,N) no tempo t. A funcdo de distribuicao é

normalizada para todo ¢, isto é,

]FN(x,, e Xy 2)d%y o diy = 1. (1.28)

A partir da fungio FV podemos definir as funcées F™ de tal forma que,

F™N (X1, oo Xy £)d51 i, = U FN(xi, ...,xN,t)dan...de] dxy...d%x (1.29)

nos fornece a probabilidade de encontrar, no tempo £, n particulas nas posigdes entre x, e
X, + dx, e com velocidades entre x, e %X, + d%,, (¢ =1,2,...,n).

A evolugio temporal da fungiao FV deve satisfazer a equagio de Liouville (1.26), isto é

gFN ¥ (,QBFN

N
4298 ):0. (1.30)

I?—
' die

ot 2 (% Oz

a=]

A equacao de evolugao para a fungdo F™ (n < V) € obtida através da multiplicagio da

equagao (1.30) por dx,41...dXn e de sua integragao,

N N N N
f[aF +Z('°3F L5 OF denﬂ._,d,-w:g, (1.31)

ot T Pze T Bge

a=1

Na equagéo (1.31) podemos mudar a ordem entre a derivada temporal e a integral, pois os

limites de integragao nao dependem do tempo, logo

(1.32)

assim como podemos escrever os gradientes espaciais de {1.31) por,
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oF"
jzm, = O urdin _Zx, 5a: (1.33)

uma vez que para « > n + | a derivada parcial acima se anula.
Para o termo da equagdo (1.31) que envolve os gradientes de velocidade devemos con-
siderar que a aceleragio da particula « € a soma de dois termos, a saber, 7 = F7 4+ X7,

onde F? corresponde a forga externa que age sobre a particula @ por unidade de massa e

=y, X com X7? = X{*(| x? — x* |) sendo a forca que a particula 8 exerce sobre

a particula o por unidade de massa. Assim

n Fr N
fZ(Fo Xa) dx,,_+1 AXy = 2?9 (Ff + Z:Xzf"ﬁ)
+ 3N - n)— f X Py A (1.34)

onde o ultimo termo dessa igualdade segue o fato de as particulas serem idénticas além de
ser nulo o lado esquerdo de (1.34) para a > n + 1.
Entdo a equagdo de evolugao para a funcido F™* pode ser escrita, com base nas equagdes

(1.30) a (1.34) como

BF” N . ) OF"
2o (R 5
== (N~ )5 f X Pl gy dog - (1.35)

a=1

A equagdo (1.35) indica que a equagdo de evolugdo de F* é uma fungao de F**!. Con-
sequentemente, esta equacio fornece uma hierarquia de equagdes acopladas, denominadas
hierarquia BBGKY, pois esta foi deduzida independentemente por Bogoliubov (1946), Born
e Green (1946), Kirkwood (1946) e Yvon (1935).

A primeira equacdo da hierarquia BBGKY, ou seja, paran =1 ¢

OF | L OF | L OF _
TRl

) |
— (N — 1)@fX}2F2dx2d5c2, (1.36)

a partir da qual é possivel obter a equacdo de Boltzmann. Essa dedugdo sera baseada em

Kirkwood (1947) [25].
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1.3.1 A Fquacao de Boltzmann

Seja 7™ um intervalo de tempo suficientemente grande em comparagao ao tempo de duragao
de uma colisao 7. € suficientemente pequeno em comparagio ao tempo médio entre duas
colisdes T, (1. € 7" € 7) e a média temporal da fungio de distribuigdo F!(x;,%,,t) sobre

o intervalo de tempo 7~ definida através de,

S 1 T
wahxhn==;14 F o, %1, + 5)ds . (1.37)

Tomando-se a média temporal da equagdo (1.36), temos,

OFT  OFT —oFT _ (N-1)
ot PG g T J//

Xlz X],XZ, xl,xg,t + S)dex'zdx'z,

:81
(1.38)

onde consideramos que FIFT = F_}ﬁ pois a for¢a externa especifica F! é estatisticamente
independente da fungdo de distribuigao F.
Na continuagao da dedugdo da equagao de Boltzmann, devemos formular as seguintes
hipéteses:
@ Hipdtese: Para um gis rarefeito, somente as interagdes entre os pares de particulas sio
levadas em consideragdo. Consequentemente a interagio entre trés ou mais particulas nao
é considerada. Desse modo na hierarquia BBGKY (1.35}, restam apenas a equagio (1.36)

para n = 1 e a equagdo,

OF . OF* | ,0F
til o+ *az

6
at ¥ 6 1 (Fl +X12) F2+X21

F? aF‘Z
)a g - 7 (1'39)

para n = 2.
22 Hipdtese: Supondo que os efeitos das forgas externas sobre as particulas durante a colisao
sejam pequenos em comparagao com as forgas que agem entre as particulas, a solugio da

equagao (1.39) é da forma,

F2(xy, X2, X1, X2, t + At) = F3(x) — X1 AL, Xy — XA X — XA X, — X AL 1), (1.40)
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ou com At = s,
FZ(XI,XZ,}'CI,J.CL i+ .5‘) = Fz(xl — AXI, Xq — AXQ,J.CI — Akl,xg - AJ'Cz, t) . (1.41)
32 Hipétese: Na posi¢io z e no tempo ¢ em que as particulas estiverem longe umas das

outras e nio tenham interagido previamente, podemos usar o conceito de caos molecular e

escrever,
Fz(XI,XQ,J.Cl,J.(z,t + S) = Fl(xl - Axl, )-(1 — Ail,t)Fl(xz - AXQ,).(Q - A)-Cg, t) . (142)
42 Hipétese: Se a funcgdo distribuicdo nio variar muito ao longo de uma distancia com-

paravel ao tamanho das particulas, podemos desprezar em (1.42) Ax; e Ax, e tomar

X, = X; = X, logo,

—X—lzin(x X2, X1, X2, 1 + 8) = —X.”aFl(x’jcl — Axy,t)
1 11 ’ i axl

i a.l FI(X,JICQ—AJ.Cg,t)
x; 3

e o A
XTI (x5 — Ay, t) 2K Xa = A%, 1)

az!
_9 [F (3,51 — Ay, ) FH (%, %2 — Ay, t)] (1.43)
- 33 y 1 14 ) 2 24 E] .
pois,
8 1, . . OF' (% — X's)  _LOF!
aSF (x,%1 — A%y, t) = 5% s =-X o (1.44)

Substituindo a relagdo (1.43) na equacgdo (1.38) e integrando em s obtemos,

oFT  6FT —oF
ot TG T G
—1
- (NT—) JIP x50 = Ak (r),)F (3,50 — Adg(77), )
P\ (x, %1 = Ak (0), 8)F1 (%, %5 — A%g(0), ¢)]dxzd%s (1.45)

A equagao (1.45) é uma equagio apenas para F! e a equagao de Boltzmann é obtida
através dela. Como todas as particulas sdo idénticas, se trocarmos os pares (Xa.,X,), com

(e« = 1,2,...,N) nao alteraremos a distribuigdo das particulas 1o espago de fase p. Esta
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mudanca define, porém, um novo ponto no espago de fase I'. Portanto uma tunica dis-
tribuigao de N particulas no espago u corresponde a N! pontos no espaco de fase I'. O

estado do gas serd descrito no espago de fase p através de uma fungdo de distribuicao

V(X1 oy X, X1, ...,XN,J_f) tal que,

¥ X1y oo X, 1)Ky Xy = NIFY (X, o Xy, 2)dXg. . Xy (1.46)

fornece o nimero esperado (probabilidade) de que N particulas se encontrem nas posicdes
entre X, e X, + dx, e com velocidades entre X, e X, + dX,, com (a = 1,2,..., N) no tempo

t. Da mesma forma,

N!

mF“(xl,...,kn,t)dxl...kﬂ, (147)

f”(xl, ey )-(-n., t)dx1 ...5(-,1 =
fornece a probabilidade de se encontrar n particulas entre as posigdes x, e x, + dX, e com
velocidades entre X, e X, + dX,, com (¢ = 1,2,...,n) no tempo ¢.

Em particular, com n = 1 na equagao (1.47), ou seja,
fl(xl,icl,t)z NFI(Xl,)-Cl,f), (148)

obtemos a equagdo para a funcdo de distribuigdo f' se substituirmos a relagio (1.48) na

equagao (1.45). Ao tomarmos a sua média temporal, temos,

oft | ., 8fT  —=0fT
o TEeT T ga

N Tif [0 % = A% {77, 0) /0%, % — B%a(77), 1)
— FIX, %1 — Bx1(0),£) 1%, %2 — BX5(0),8)| dxpdxs . (1.49)

Na equagao (1.49) consideramos que (N — 1) = N pois N é da ordem de 10%° particulas.
Adotando-se o sistema de coordenadas cilindricas, (z, b, €) com origem na particula 1 e eixo
z no sentido antiparalelo a velocidade relativa g = %, — x;, entao o elemento de integragio
de volume dx, pode ser substituido por d{x; — x1) ou (gr™bdedb).

Considerando ainda que a variagdo da fungao de distribui¢do nio é muito grande para

um intervalo de tempo suficientemente grande em comparagao com o tempo de duragao de
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uma colisao (42 Hipétese), é possivel mostrar usando o desenvolvimento em séries de Taylor
que fif} = fl f;, para os primeiros termos da expansdo. Os subindices 1 e 2 das fungdes
de distribuigao referem-se respectivamente as particulas com velocidades x; e %;.Com isso

a equagao (1.49) pode ser escrita,

aft  ,oft _aft
ar Toig T Fga
= Ti] [FT0x %1 = A%, (7). 6) 1(%, %z — AxXo(77), 1)
— T, %1 — A% (0), ) F1(x, %2 — Ax2(0),£)] dxadks . (1.50)

Introduzindo as seguintes abreviagdes,

;= .'1";'1 ,
(1.51)
Fi1 = F_ilv
fl = fl(x‘)clit) = fll(x7x1 - AX](O),t),
f2 = falx, e2,t) = fi(x, %2 — A%2(0), 1),
(1.52)
i = filx, e}, t) = fi{x,x1 — Axy(77),1),
fzir = fé(x?c’m t) = f:.}(x':jh - A}-(Z(T.)’t)'t
podemos escrever a equagao (1.50) na seguinte forma,
6f1 af1 afl !t
ST G = [ (51— fi12) ghdbdede (1.53)

A equagio integro-diferencial (1.53) para a fungio de distribuigio f;, vemn a ser a equagio
de Boltzmann para um gas monoatémico.

A generalizagao da equagido de Boltzmann para uma mistura de v gases constituintes,
pode ser feita de uma forma simples, devido a sua estrutura. Em uma mistura, o conjunto de
particulas idénticas que forma cada componente (a = 1,2,...,v) onde « representa cada gas
constituinte, comporta-se como se fosse um gas unico exceto quando colide com particulas

de um outro componente da mistura. Assim o lado esquerdo da equagio de Boltzmann

22



permanece da mesma forma (independentemente das colisGes), para cada componente da
mistura e o lado direito que depende das interacées entre as particulas deve conter a soma
de todos os pares possiveis de interacées. Devemos lembrar que o nimero de particulas para
cada componente é da ordem de 10?%. Portanto a equagdo de Boltzmann para uma mistura
de gases monoatomicos distingue-se da equagdo (1.53) pela presenga de um somatdrio
para todos 0s v gases constituintes, cujas particulas possam colidir com as particulas do

componente a, ou seja,

af" aafc' uaf‘-‘ _ - LA LA Ba B .
e R _Bﬂ/(f‘,fﬁ fufa) g bdbdedc?, (@=1,2,..,v). (1.54)

O lado direito da equagio de Boltzmann é denominado de integral de colisdo. Essa integral
pode ser interpretada da seguinte maneira. No instante da colisdo entre duas particulas,
os pontos correspondentes a essas particulas em um determinado elemento de volume no
espaco de fase p desaparecem, surgindo em outros elementos de volume com velocidades
diferentes. Em contrapartida, colisdes em outros elementos de volume fazem aparecer
pontos no elemento de volume inicial em consideragdo. As colisdes que provocam o ani-
quilamento de pontos no espago de fase sdo denominadas de colisdes diretas, enquanto
aquelas que criam pontos nesse espaco sao denominadas de colisbes de restituicdo. Assim
a diferenca entre a densidade de nimero total de colisbes por intervalo de tempo que cria
e destroi pontos no espaco de fase 1 € dado por essa integral.

A forma de apresentacdo da integral de colisio pode variar (através de manipulagdes
algébricas e condigbes de contorno) conforme o estudo a que se destina. Por exemplo,
quando as particulas dos gases constituintes possuirem massas muito distintas, podemos
mostrar que apenas os pequenos desvios nas trajetorias precisam ser considerados para a
integral, fazendo entio com que essa integral possa ser expressa na forma apresentada na
equagio de Fokker-Planck [10] ou na forma da integral de colisio de Landau [11], {12] ou
até mesmo ser considerada nula, como no caso da equagio de Vlasov, [5]. Neste trabalho,
utilizaremos a equagao de Boltzmann diretamente da forma basica apresentada em (1.54)

seguindo [4].
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1.4 A Equacao de Transferéncia

A equacdo de balango de qualquer propriedade molecular, pode ser derivada a partir da
equacdo de Boltzmann (1.54), quando essa é multiplicada pela propriedade arbitraria as-

sociada a espécie o, ¥,.(x,c? t) seguida da integracao sobre todos os valores de ¢°, ou

seja,
Srvader+ [a e+ [ e
= / ($alf2fs = fufs) gaabibdede?dee, (1.55)
a=1
ou

O [ i ([0 0% _00.]. ..
52, | ectfude ‘/[at t et e }ﬂ'd

%jmn

= 3 [ (W ) fuFogon bibdedede. (1.56)

No desenvolvimento da equacao (1.56), empregamos as seguintes consideragoes:

a) as velocidades moleculares independem da posigao, logo,

dcg )
5, =0 (1.57)
b} a integral,
j 9 (Fefp.)de :j{(FF'f pa)nidS, =0 (1.58)
ac:, 1 a'ra a 1 a « 1 o 1 -

ou seja, é nula pois f, decai rapidamente a zero para grandes velocidades, tornando-se nulo
préximo a sua fronteira (infinitamente distante no espago das velocidades) de superficie S,
e vetor unitario n,. Emprega-se o teorema da divergéncia nessa demonstragao;

c) as alteragées no lado direito da equagio (1.56), em relagio 4 equagio imediatamente
anterior, sao obtidas levando-se em conta as equagbes validas para uma colisao de resti-
tuicao, ou seja, colisdes de particulas cujas velocidades assintoticas pré-colisionais sao ¢ e

c® e velocidades assintGticas pos-colisionais sao ¢ e ¢?, parametros de impacto ' e angulo
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azimutal ¢ que podem ser relacionados com as mesmas quantidades das colisbes diretas

através das seguintes relagdes:

9oa =Gpar € =m+e, déf=de, ¥ =05, dcdc”® =dcdc?, (1.59)

sendo a igualdade do lado direito das relagées (1.59), obtida pela utilizagao do Jacobiano

para. as relagdes de velocidades pré e pds-colisionais. Assim é possivel escrever,

[6ellidy = fuli)guabdbdedende® = [ 6 (fLfy = fuli)gp b dbdedcde®,  (1.60)
€ como,

[ bafifigh bt dddendc® = [ 4, 1. fuguabdbdedemde® = [0 f. fug B de'dede”,
(1.61)

onde procedemos uma simples troca de simbolos em todos elementos no termo inter-

mediario, para que entdo possamos escrever a relagio,

/gbaf;f;gﬁabdbdedc“dcﬂ = /gb;fafﬁgﬁabdbdedc"dcﬁ, (1.62)

a qual uma vez substituida na relagdo (1.60) fornece o termo do lado direito da equagio
(1.56).

Podemos escrever a equagdo (1.56) na seguinte forma abreviada,

ov, 0

5t T og, (Ve t0a) =St P (1.63)
onde definimos,
v, = /nbc.fadc", (1.64)
b = /"’“Cfff'd“"’ (1.65)
5 Z/F"a??fghdca’ (1.66)
—_— al‘ba aalnbc a d f
Fo= ]( Fra 5_;) fade® + g]ﬁba — ) fa fedl s, (1.67)
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através da utilizacio da definicao de velocidade peculiar parcial,

08 = ¢ — o2, (1.68)

1

sendo vf a velocidade do constituinte a da mistura, além de utilizar a representagao,
dl pa = gsobdbdedc®de” . (1.69)

Os termos da equagdo (1.63) possuem denominagdes préprias de acordo com as fungdes
que desempenham na equacao de transferéncia. Assim ¥, representa uma densidade parcial
de uma quantidade aditiva arbitraria, ¢, uma densidade parcial de fluxo, S, uma densidade
parcial de suprimento relacionada as forgas externas e P, o termo de produgao parcial

propria acrescido do termo de producio devido as colisdes.

1.5 Descricao Macroscopica da Mistura de Gases

1.5.1 Os Momentos da Fungao de Distribuicdo

Na teoria cinética, as quantidades que caracterizam o estado macroscépico de uma mistura

de v gases constituintes sdo definidas a partir da fungao distribuigio f,. Com base nas

quantidades microscopicas m,, m,c e %maci, obtemos os campos de, densidade parcial de

massa p,, densidade de momento linear parcial p,v? e densidade de energia parcial p,u.

através das definigdes,

pa(x,t)=jmafa(x,c",t)dc°‘, (1.70)

PaVi(X, 1) = fmac?fa(x, c®, t)dc”, (1.71)
1

Paua(xvt)=/§macc2.fa(xvcavt)dca' (1.72)

Se na equagdo (1.72) a velocidade da particula «, ¢ for substituida pela sua velocidade

peculiar parcial C¢ utilizando a relagao (1.68}, obtemos

1 2
Patia = 5Pa¥q + Pata, (1.73)
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onde,

Poba = %/m,,C'ffa(x,c",t)dc“, (1.74)

é a densidade de energia interna parcial. Consequentemente a densidade de energia parcial

é a soma de p.e, com a densidade de energia cinética %p,,vf. Na derivagio da equagao

(1.73) utilizamos a relagao,

fmaCf'fa(x,c“', t)de” = /mac:?'f,,(x, c*,t)dc® — / mav7 fo(X,¢%,t)de*=0.  (1.75)

Podemos obter os campos basicos de, densidade p, momento linear pv; e energia interna

pe para uma mistura de gases, se procedermos a soma sobre todos os constituintes ¢, ou

seja,

p=zyjpa, (1.76)

a=1

pUi = D pavf, (1.77)
a=1

z 1
pe=>_ (paea + 5p0u2> . (1.78)
a=1

onde u? na expressao (1.78) representa a velocidade de difusao do constituinte ¢, velocidade

essa que relaciona a velocidade do constituinte @ com a velocidade da mistura, isto é,
uf = v — ;. (1.79)

O momento parcial da funcao de distribuicao de ordem N, € definido atraves de,
Phinin(6,8) = [ MuC5C7.Ch fulx, %, t)de, (L.80)

o qual representa um tensor simétrico de ordem N.

O momento parcial de ordem dois € denominado de tensor pressio parcial, ou seja,

pE(x,t) = ]mQC;’O_;’fa(x, c®, t)dee. (1.81)
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Definimos o deviante do tensor pressao parcial pf;, como tensor sem trago,
(=} o 1 or
Peij> = Pij — gprr‘si:'- (1.82)

A pressao estatica parcial do constituinte &, p, € identificada como sendo o trago do tensor

pressao parcial dividido por trés, isto é,

pa(x,t) = —p,,— j maC2f.(x, % t)de? (1.83)

O tensor pressdo total da mistura, vem a ser a soma das pressGes parciais dos constituintes

& acrescido da pressdo causada pela difusao de particulas, ou seja,

v

pi =3 (0 + pouri) = 3 [ matrés fuder, (1.84

o=1

onde £7 representa a velocidade peculiar da particula a em relagio a mistura, a qual

relaciona a velocidade da particula «, ¢f com a velocidade da mistura v;, através de,
&£ =¢ —vi. (1.85)

Com base na definigdo de densidade de energia interna p.¢, de (1.74), podemos escrever

a pressdo estatica como,
2
Pa = gpafa . (186)

Por outro lado, a equagdo de estado térmico para um gas ideal relaciona, a pressao estitica
parcial, o volume ocupado pelo gas e a temperatura absoluta!, através da equagao,

Ma
Pa

po— = kT. (1.87)

Consequentemente na teoria cinética dos gases, a temperatura absoluta para uma mistura

de gases classicos monoatdmicos pode ser expressa por,

lmap,,_‘)lm

K p. 3k op. ofalx, €%, t)dec. (1.88)

T(x,t) =

_lm
paa_sk

!Estamos interessados nesta tese em uma mistura, cujos constituintes estao & mesma temperatura,
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O momento de terceira ordem contraido,

1 1
Q’E'(X,t) = Ep;j:' = §jm°Cfof,,(x,c°,t)dc°, (189)

¢ denominada de vetor fluxo de calor parcial. Expressando as velocidades peculiares dos
constituintes em termos da velocidade peculiar em relagao a mistura e somando sobre todos

os constituintes «, obtemos o fluxo de calor total da mistura através de,

v

alx,0) = 2o + (32

= 2m,

1 1
kT + §paui) ul + pfju;'J = Z §jma§3§:—’fadc°. (1.90)

Uma defini¢io de interesse que envolve o conceito de momento linear é o vetor fluxo de

difusdo parcial do constituinte & J& representado por,
J& = patd, (1.91)

o qual satisfaz a condigao,

> Jr=0. (1.92)

O vetor J£ pode ser obtido em termos da velocidade peculiar da particula o através da

expressao,

Jo(x,t) = f MoE2 fu(x, co, 1)dee. (1.93)
(s momentos de ordem superior ndo tem nomes préprios especificos.

1.5.2 As Equacgdes de Balango para os Momentos

As equagdes de balango para os momentos da func¢do distribui¢do sio obtidas a partir da
equagdo de transporte (1.56) ao escolhermos ¥,(x, c?,¢) igual a:
a) Balan¢o da densidade parcial de massa: 1, = m,,

3p. a

at + —BZ(FJQU:') = 0, (194)




ou,

dpe 7.
ot + oz;

(T2 + povi) = 0. (1.95)

Para a densidade de massa da mistura encontramos,

dp 0 B
3¢ T g o) =0, (1.96)

onde procedemos a soma em (1.94) sobre todos os constituintes « e consideramos (1.77).

b) Balanco de densidade parcial de momento linear: v, = m.cg,

gf(puvf) + ai%(p?j + pavivi) =S¢ + P7, (1.97)
onde,
= fmc.F,-“fadc", (1.98)
e
Z [ el = ) fufodTan OZUIP:‘ =0. (1.99)

A densidade de momento linear para a mistura resulta em,

%,
6t(pv') + (p,Jr + pviv;) = ZS“ (1.100)

a=1

2

a?t

c) Balango da densidade de energia da mistura: 3, = %mnc

¥ a v
Z [6t(Pa Ug) PP + parav)| =0 S, (1.101)
onde,
S. = /maﬂ"c;’_fodc“, (1.102)
ou em termos da energia interna pe,
0 0
510Pe) + g (0 + pevi) + pua = ZSPQ, (1.103)
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onde,

Sp, = /muﬁ‘,-“f;'fadc“. (1.104)

Obtemos a equacao para a temperatura se substituirmos a segunda igualdade da equacao
(1.88) na equagao (1.103).
d) Balango de densidade de entropia da mistura [13]: ¥, = —klIn f,,

9 9
57 Pm) + azi(,ﬂﬁv: + i) =P 20, (1.105)
onde,
on =30, = 2(—H) [ fu1n fudee, (1.106)
0; k)/C“f,,lnfudc +Ep Nalds, (1.107)
Po=33(k /ln "'fufﬁdI‘ﬁa. (1.108)

a=1l 8=1

com 17, representando a entropia especifica do constituinte ¢, pn a densidade de entropia
interna e ; o fluxo de entropia da mistura.

A desigualdade entropica pode ser verificada quando escrevemos a relacdo para Pr de
(1.108) em uma forma alternativa. Para obtermos essa outra forma para Pz devemos
observar que:

a) Se na relagdo para Py trocarmos os indices a e § por serem mudos, o lado direito de

(1.108) pode ser escrito,

jln iﬁfﬁf,,dr‘,ﬁ =P, (1.109)

cn—l ,B—

sendo a identidade com Py possivel devido aos médulos das velocidades relativas de g,, e
Gap, Serem iguais e portanto de (1.69) dI',, = dI',;, de modo a que junto com as relagdes
(1.108) e (1.109) nos possibilita escrever,

f' f’ k
ZZ /( A Ti) fafsdlsa = 5232/ faf:fafadl“ﬁu. (1.110)

a=1 8=1

31



1.6 Definicao de Equilibrio

Vamos investigar a existéncia de uma fungéo de distribuigao que torna nulo ¢ termo de
colisao da equagao de Boltzmann (1.54). Nestas condigdes, o numero de pontos destruidos
no espago de fase u pelas colisdes diretas é igual ao nimero de pontos criados no mesmo

espago pelas colisGes de restituigdo. Assim necessariamente é valida a condigao,

fofs=fafs (1.117)

para qualquer 8. Como estamos interessados em uma fungao distribuigdo para cada con-

stituinte no equilibrio, tomamos o logaritmo na condig¢do (1.117), ou seja,

Infu+Infy=Inf +Inf. (1.118)

Analisando a equagao (1.118) verificamos, através das leis de conservagdo de massa, mo-
mento linear e energia, para duas particulas « e 3, antes e apds uma colisdo, que a fungao

In f, deve ser da forma,
- 1 )
In f. =aa+ﬁ.(moc°)+7(-2—mucu) : (1.119)

Se fizermos a, = lna, — m.b*w?, § = 2b*w e v = —b*, onde ¢, e b* sa0 duas fungdes
escalares positivas e w uma fungao vetorial, podemos escrever a equagao (1.119) do seguinte

modo,

fo = a e ™t (E"-W) (@=1,2,..,v). (1.120)

As condigdes a, > (0 e b > 0 garantem a positividade da fungdo de distribuigao e a sua
integrabilidade em todo o espago das velocidades.

As fungdes a,, b" e w sido determinadas através da substituigdo da fungao distribuigao

(1.120), nas equagdes (1.94), (1.97) e na equagdo (1.103). Devemos efetuar a soma sobre

todos os componentes o da mistura na equagao (1.97) e (1.103) no equilibrio considerando
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T pavE = pv; = T4, pavi. Em seguida, procedemos is integragdes® que aparecem

nas equagoes de balanco e resolvemos o sistema de equacoes para a,, obtendo,

pr\ 372
a =-”i(m" ) . (1.121)

=]
™m m

=]

Determinamos o coeficiente b” através da equagio de Gibbs para uma mistura,

1 i - Pa

onde g, € o potencial quimico do constituinte e, sendo no equilibrio representado por,

Ha |E= €q |E T |e +Pa ls . (1.123)

=)

Se substituirmos a fung¢io (1.120) com (1.121) nas definigbes de {1.106) e considerarmos o

estado de equilibrio temos,

3 - mab*\>"?
Mle = é-kn—an,, lnnu+ln( ; ) ' (1.124)
além de,
n 3n
Pijle = ﬁ‘si:‘ = p|s6i; ple = R gile =0, e wilg =0. (1.125)

Desse modo podemos escrever,

2Na integragao transformamos as coordenadas cartesianas (£§, £5,£3) em coordenadas esféricas (€, , 0, $)
e escrevemos,

fdf‘* = [: /_: /_: decdesdes =/uw AX-/OzngsenﬁdE,dﬂd¢ :47r-/0w£fd§a.

Essas integrais recaem em integrais do tipo,

o L /n4+1\ /1T
zhe== dzr = -T b
0 2 2 2}

onde ['(n + 1) = nl'(n) com I'(1) = 1 e ['(}) = 7% ¢ a fungdo gama.
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5 1 kT

palz = 4m b m,

w

o 3/2
g —Ilnn, —In (m°b ) ] . (1.126)

Diferenciando (1.124) para 7|g,

5 3 n 1 & Pa 3 3 1
— 2"k (= _= Zdp — —— Fa -2 ol
dn|s = 2b [dqg (41)— sz) e~ o 2 bed ( P) + (45- ng) PdnJ ,
(1.127)
que comparada com a equagao de Gibbs para misturas (1.122), identificamos,
20k = ! (1.128)
=7 .

Logo, observamos que a funcao distribui¢do no equilibrio reduz-se a fungao distribuigao das

velocidades de Maxwell f,_, ou seja,

|

a m, 82 o fea__ a m, 312 -
f°|E=fM“=:1—(21rk ) e V)2=£—(2ﬂc ) e B, (1.129)

Consequentemente, a fungdo distribuicio das velocidades de Maxwell torna nulo o termo
de colisdo da equagao de Boltzmann (1.54), isto é nestas condicdes a densidade do nimero
total de pontos destruidos no espago de fase u devido as colisdes diretas € igual a densidade

do numero total de pontos criados no mesmo espago devido as colisdes de restituigao .
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Capitulo 2

O Método de Chapman-Enskog

Neste capitulo analisaremos uma mistura de v gases ionizados classicos ideais, cuja descri-
¢a0 macroscopica se baseia na teoria termodinamica de v +4 campos escalares. Esta teoria
termodinamica tem como objetivo a determinagao da evolugio dos campos de densidade
parcial de massa p,(x,?)}, velocidade da mistura »(x,?) e temperatura da mistura 7'(x, ).
As equagbes de balango para estes campos sdo dadas através das equagdes (1.94), (1.97},

{(1.103) sendo reescritas da seguinte maneira,

dp. J

ot +axi(Jia+pnvl'):01 (2'1)
5 5 ,
E(pv,-) + 8z, —(pij + poiv;} = Zp‘, E' + Z e,JkJ By, (2.2}
8 9 .
ET) +~;(pe) + z; (@ + pewi) + pij— 3 = 2 _J E;, (2.3}

onde, para o caso de gases ionizados em presenca dos campos externos elétrico E e
magnético B (vetor indugao de campo magnético) a forca externa especifica F; que atua
sobre cada particula representa a forga de Lorentz dividida pela massa da particula, ou

seja,

Fe= :1—°[E,- +(c* x B)], (2.4)
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e £! é o campo elétrico medido por um referencial movendo-se com o gas e portanto,
E: =FE; + E,‘j;;vak . (2.5)

O sistema de equacoes formado por (2.1) a (2.3) nao pode ser considerado como um sis-
tema de equagdes de campo para p,, v; e T. Para tanto devemos determinar equagbes que
relacionem o tensor pressao p;;, o fluxo de calor ¢; e o fluxo de difusao parcial J? aos cam-
pos de densidade parcial de massa, velocidade da mistura e temperatura da mistura. Na
termodinamica, estas relagdes sio conhecidas como equagdes constitutivas.

O objetivo principal deste capitulo € a obtengdo das equagdes constitutivas para py;, ¢;

e J? com base no método de Chapman-Enskog [4].

2.1 A Funcao Distribuicao Desenvolvida em Série e
a Equacao de Boltzmann

A equagao de Boltzmann (1.54) descreve o comportamento de um sistema de particulas
através de uma sua fungao distribuicdo f,(x,c*,t). Esta funcao distribuigdo , solugao da
equacao de Boltzmann, pode ser obtida em termos de grandezas termodindmicas ao ser
desenvolvida em uma série de poténcias, como nos desenvolvimentos em série de Hilbert e
Enskog [1] para um determinado parametro £. Este estabelece o quao distante do equilibrio
se encontra cada termo, de acordo com a ordem dos gradientes das varidveis termodinamicas

envolvidas, de modo que,

9 9vs, s
fulx, e, 1) = fOe, WS) e 1) (cﬂ, ‘% *‘)+62f§.2’ ( ., 205 A)+... 26
) . A dz; ' Ozdz; (26)

onde,

¥ (x, £) = /u);;fa(x,cﬂ,t)dca, (A=0,1,2,3,4), (2.7)

representain os campos Mmacroscopicos correspondentes aos invariantes de soma 1§, isto é,

; 1
Yo =me ¥ =me ((=123), ¥ =gm.l, (2.8)
e
. 1
Ue = p,, U =p.v7 (2=1,23), ¥ =p.ta=pa (ea + 51)3) ) (2.9)
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Em nosso estudo estamos interessados em situagdes na qual o gas esteja em um es-
tado préximo ao equilibrio. Desse modo, apenas os gradientes em primeira ordem das
grandezas termodindmicas envolvidas na funcgao distribuigao no equilibrio fi,, = 9 sio
considerados nesse desvio.

Assim, como a solugdo da equagdo de Boltzmann para f, é obtida em termos de uma
série de poténcias, devemos reconhecer a magnitude de influéncia de cada termo quando
aplicada a essa série, de modo a equilibrar ambos os membros das » + 1 equagdes que
entao ficam obtidas da equagdo de Boltzmann. No seu lado direito, isto é, na integral de
colisdo, a escala de tempo proprio é o tempo do livre caminho médio de uma particula
(t = 1071% e a funcdo distribuigdo carrega esta informagio). Porém a escala de tempo
caracteristica na dinamica dos fluidos é o tempo necessario para a onda sonora percorrer
uma distincia de interesse macroscépico, ou seja, da ordem de (1073s), com todas as
informacdes essenciais fornecidas pelo pequeno nimero de propriedades macroscépicas,
como densidade, velocidade hidrodinamica e temperatura. Estas informagdes sao fornecidas
pelo lado esquerdo da equagao de Boltzmann, também denominado de termo de fluxo.
Portanto a transigdo da teoria cinética para a dinimica dos fluidos, implica numa contragio
da descri¢ao formal. Se o movimento das moléculas de um ponto a outro no gas pudesse
ser ignorado, as colisoes fariam com que a fungdo distribuicao se tornasse maxwelliana
apds um pequeno numero de colisdes. Entretanto para gradientes macroscépicos pequenos,
o movimento molecular dentro de uma pequena regiao nio difere muito do movimento
molecular de outras regides prdoximas, o que implica em variagées em escala de tempo
macroscopico. Entédo o efeito das colisGes prevalece sobre os efeitos causados pela dindmica
dos fluidos no sentido de levar o gis em diregao ao equilibrio térmico.

Quando um gés ionizado é submetido & um campo magnético B, uma parcela do termo
envolvido pela forga externa e que depende do campo magnético, também terd uma in-
fluéncia da ordem da integral de colisdo. A frequéncia com que as particulas carregadas
podem girar em torno do campo magnético pode ser, dependendo da intensidade desse
campo, da ordem da frequéncia de colisdo das particulas. A velocidade das particulas
pode ser separada em velocidade da mistura e velocidade peculiar, de modo que a forga de

Lorentz especifica pode ser escrita,
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Ff = B + (&5 + ) By (2.10)

O efeito do campo magnético sobre o fluido como um todo é da ordem do tempo
caracteristico da diné,mi(;a dos fluidos (pois v; € baixa), porém esse efeito sobre as particulas
com suas velocidades peculiares (€7 sendo alta) é intenso, fazendo com que o tempo de giro
das particulas seja da ordem do tempo entre duas colisdes. Desse modo, essa parcela do
termo da forca magnética deve ter o mesmo peso de influéncia que a integral de colisdo na
equagio de Boltzmann.

O mesmo principio é empregado para a fun¢ao distribuicdo . Como as colisdes tendem
a manter o gis o mais proximo do equilibrio, o termo de colisdo e a parcela referente a
velocidade peculiar da forga de Lorentz (2.10) na equagio de Boltzmann, devemn ter o mesmo
peso que o termo referente a fungao maxwelliana (equilibrio térmico, no desenvolvimento
em série da fun¢ado distribui¢do (2.6)). Para os demais termos cujos tempos caracteristicos
sejam da ordem da dinamica dos fluidos, 0 mesmo peso relativo do desvio em primeira
ordern da fun¢do distribuigdo, no caso peso ¢ do segundo termo do desenvolvimento (2.6).
Desse modo segue os demais termos da série em ordem de poténcia de €. Assim a equagao
de Boltzmann (1.54) com a forga externa dada pela forga de Lorentz (2.10) e tendo como
funcgao distribuigdo um desenvolvimento em série de ordens de ¢, (desvio do equilibrio), é

escrita,

€Ca

p) R a
{e [— + ¢ 9 + = (& +€iijjBk)%J + 5=ka°

d
gt }(f(°)+ef(1)+ef(2’+ 2

= Z f[(f.iw) Fef M4 (SO 4 M4
p=1

—(fO 4 efD 4 O 4 ef D + )] gpabdbdedc? . (2.11)

Igualando-se os termos de mesma ordem em € na equagdo (2.11), obtemos a seguinte série
de equagoes,
€a o 3f(° - :(o) {0) _ (0) £(0) s o
e,Jké BL Z fs [ 5 )gsabdbdedc®, (2.12)
B=
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a i} d aft
[a +cta (E +6ljkvak)a1Jf0)+-_6ljk€1‘8k a;:
= 3[R0 4 fO 5O - O [0 O, bdbdede?,  (21)
A=1

8 9
[6t+c‘3 + (E + €kt Br) 5 }f‘”

=3 [R50 4 {070 4 12710 — fO §2) — {000 g2 00)g,, bdbdedc?, (2.14)

e etc., seguindo dessa forma as demais equagdes que surgem se utilizarmos mais termos da
série de f,.

Como ja observado, temos como objetivo uma teoria linearizada com primeiros gradi-
entes. Portanto, iremos considerar termos até a primeira ordem em €. Neste caso a fungao

distribui¢do pode ser escrita,
fo= fO +ef0 = fO 4 ef0¢. = [ + £4.), (2.15)

onde ¢, é o desvio do estado de equilibrio, ou seja, é o desvio da fungdo maxwelliana f{%
(1.129).
Devemos lembrar que a relagiao entre a velocidade da particula e, ¢f, com a velocidade

peculiar da particula o, £7, € feita através da definigdo (1.85) e portanto,
def = dE? . (2.16)

Assim a equagdo de Boltzmann para uma teoria linearizada pode ser representada pelas
equagoes (2.12) e (2.13). Utilizando o conceito de desvio da fungao distribuigéo, ¢, dada

por (2.15) e usando a relagdo (1.62), reescrevemos a equagao (2.13), do seguinte modo,

8 (0 8 a4
g +(6 + )5;_ + E'a{; e c_.(ff.°’¢a)
= Z f FO O — 6, + ¢, — 65)gsabdbdedc?, (2.17)
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sendo E!, expresso por (2.5).
Substituindo f{° pela sua expressio (1.129) e considerando a indenpendéncia das ve-
locidades das particulas tanto em relagdo a sua posi¢ao quanto ac tempo e que,

a¢;

8_5;-' =i, (2.18)

além de representar a integral de colisao, ou seja o lado direito da equagdo (2.17), por

14

Z[Iaﬁ((ﬁa) + Iaﬁ(qsﬁ)] (219)
onde,
Ls(¢a) f FO S, — $a)gsabdbdedc?, (2.20)

encontramos para (2.17),

fgo){iapﬂ +(ma 52 ) laT + ma av;

po O 2kT " T 8t s
; 1 }"apa la_T I_n_f_ aavj
+(& + ) [pu 9z, T (%T )Taz, + 575 5
0
- EET)+ B 00 = Sle) L) (220

A equagdo integro-diferencial (2.21) escrita em funcao de varidveis termodinimicas, deve
ser resolvida para ¢, de modo a obter assim a fun¢ao de distribuigdo (2.15). Substituimos
entdo as derivadas temporais de p,, ¥ € T.que aparecem em (2.21), por expressdes resul-
tantes das equacdes de balango do gas no estado de equilibrio. Estas podem ser obtidas
quando multiplicamos a equagdo (2.21) sucessivamente por m,, 3°/_ m.cf e 37, Em cte
a integramos em dc,.! As equagdes assim obtidas representam as equa.gées de balanco no

estado de equilibric do gas, ou seja quando,

a a 3
ul =0, Ji=0, v = u, pe = —2-nkT, pij =pbi;, e ¢=0. (2.22)
10u de uma forma alternativa, quando substituimos #,, na equagio de transporte (1.56), pelos invari-
antes de soma (2.8} e f, por f{%),
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Lembrando que a fungao maxwelliana € uma fungao par, apds a integragio, as equagdes de
balanco de massa do constituinte a, momento linear da mistura e temperatura da mistura,

todas na condicao de equilibrio sdo obtidas, sendo representadas respectivamente pelas

equagoes,

dpa d _
5t 6‘—3:.-(’0“”‘) =0, (2.23)
av; av, op Z" €a Z" § a £(0) a
p at + p J a 5—';; B a=1 pa mu Ei + a=l eoethBk ./ £j fﬂ ¢0dc ’ (2.24)

oT oT 2T3v.

N + v 8.1:,- 3% 3z, = (. (2.25)

Substituindo as derivadas temporais de p,, v; € T da equagao (2.21), através das

equagdes (2.23) a (2.25) e procedendo algumas manipulagdes algébricas, obtemos,

)GGIGT maaa?ﬂ]

() | 2 gago ( Mo ra
fa [nf‘ & + (7 T oz T kT <> 3,

= Z[Ius o) + Lo(ds)] — f© ( 8.

Ma v
aes T AT Zeﬁf"’"‘B"/ & ffgo)%dcﬁ)’
B=1
(2.26)

i B

onde, introduzimos o vetor forca generalizada de difusio do constituinte a, df, ou seja,

o _ g Na n, 16}0 Pa | Ca - Ps €p g a __
re 2 (%) (2o2) 2 mg(s fas) fale n

ox; n paa:. P M, 51 p mg

Consideramos também em (2.26) que o tensor sem traco dado pelo produto tensorial de

dois vetores, {Z,{?, representa,

1
£:655 = 6765 — 56365 (2:28)
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e o produto do tensor sem trago (2.28) pelo tensor simétrico’ g—:‘- pode ser dado por,
2

a a'U(j
; = ErET . 2.29
6( J>a 6 61 a Zis ( )
Observamos que o prodﬁto vetorial,
aflo
€zgk§°Bk 66“ 0! (230)

pois 3f(°)/B€2 possui a direcio de £7.

A equagdo (2.26) é uma equagdo integro-diferencial, ndo homogénea em relacéio a &,,
proveniente da equacao de Boltzmann. A solugao dessa equagao é dada pela superposigio
da solu¢ao homogénea com a sua solugdo ndo homogénea. A solucao da equagdo integro-
diferencial homogénea, isto é, a solugdo de

v

D (Fes(Be) + s e)] = 11722 $Biger - ft T S eonn B [ €10 0de” =0
(2.31)
é dada por,
bun = o+ BT+ €L, (2:32)

onde & e v sdo duas fungdes escalares e 3; é uma fungdo vetorial, todas independentes de
7, porém podendo depender de B;. A solugdo ¢3 € portanto um invariante de soma. A
solugao particular da equagdo integro-diferencial nao homogénea (2.26) deve ser fungio de
dg, = gg e g_:s-__ Como os vetores d!,d?,...,d¥ sio vetores linearmente dependentes pois,
yo_, d? = 0, introduzimos um novo conjunto linearmente independente de vetores dr*, de

2Genericamente podemos escrever

_ Q 31;(,-
Lr3» a2
Ts>» a$s>

avr 3v<,.

Q(ra>a = Qrs

pois,

v, Oy, oy dv.  Ov, 1 /8y Ov,
3z, ~ \@ T\3 5z, T8z, ) T3\5z, "3
Zs Zs}/ simétrico Z4] antissimétrico s Zr Za Zr

1 (8w Ov 1 ow 10w 1 /8w du,\ _ Ovgr | 10w oy,
_F<3_:c,+33:.-) 5 _(6z,_6:r)_3x,> +§6_z; "+az,]'

39z + 53—1”6”
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tal modo que,

s = d;* — . Zd"ﬂ 2(5“5 Lo d"" (2.33)

B=1

Com isso podemos escrever a solugdo particular da equacao integro-diferencial (2.26)

por,

y 1 oT Ovei
= -3 Df*di® — Af o — B,

(2.34)

isto é, ¢,, é uma combinagao linear dos vetores, forca de difusdo, gradiente de temperaturae
do tensor gradiente de velocidade. Os vetores D” e Af e o tensor By; de cada constituinte
o« da mistura, sao fun¢des explicitas de (p,, 7, E“,B) e implicitamente funcdes de (x,1),
devido aos campos basicos serem fungdes da posicdo e tempo. A velocidade peculiar de
uma particula é inerente a propria particula (aleatoria) e o campo magnético é uniforme.
A solugdo geral da equagao (2.26) é entdo escrita, com base nas equagdes (2.32) e (2.34)

como,

Y 10T Ove;
_ a8 g8 _ A o YU
Z_:D: d: 1Ta B:Ja

+a+ B + el (2.35)

A unicidade dessa solugao é obtida quando aplicamos as restrigées,

f YafP¢.de” =0, (2.36)

onde 9, representa as quantidades aditivas arbitrarias que definem os campos basicos dados
por (1.70), (1.71) e (1.72} quando aplicadas a equagao (1.63). Na situacdo de equilibrio os
campos bdsicos continuam a existir (ndo sdo nulos) e portanto para essas mesmas quanti-

dades aditivas arbitrarias torna-se valida a relagio,

= [Wufude = [ 0. fPder, (2.37)

de onde segue a restrigao (2.36) para (a = 1,2,...,v).
Ao substituirmos a solugio (2.35) na equagdo (2.26), com a consideragio feita em (2.33)
e igualarmos os coeficientes de d}*, a e a—"‘~‘—, em ambos os membros, obtemos assim as

T az,

seguintes equagdes integro-diferenciais para DI, A? e Bg,
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802"

. Ma a - h Ca a
= S Masl D) + LDV + T f065 5 eaciuBt [ €202 f17de” + == fOesuet B
B=1 a

B=1 66;

= nifc(}’) (5“ - %") s (@=1,2,r e y=1,2,..), (2.38)

v m, = . OA?

— S sl A?) + Lo AD + —=f9¢ > eseuBy fﬁfAffﬂ Veinbi B

B=1 PkT B=1 ag}

5
= f© (szf -5) s (a=1,2,..v), (2.39)
_Z[Iaﬁ(B{,IJ) +Iaﬁ(B<1J>)] kT Zeﬂfk!mB j{ Bg‘:]> (O)dcﬁ
€a aBz.;.

+ m_fc('O)Enger aZI:J> - ka(O)go > (a=1,2,...,v). (2.40)

Estas equagbes serdo soluveis se e somente se as seguintes condigbes de ortogonalidade

forem satisfeitas,

o (0 -2 e =0, [ (3= D) et =0 2y

com,

/ bo SO TRz 5 de = 0. (2.42)

Os vetores D7’ nao ficam determinados univocamente pela equagao (2.38). A condigio
que falta é obtida da propria equacéao (2.38‘) quando a multiplicames por Epé € a somairnos
em . Verificamos assim, que na auxéncia de campo magnético,

i Pepas — g, (2.43)
g=1 P
ou seja, Tepresenta, independentemente do campo magnético, um invariante de soma [4].

Da relagdo (2.33), quando aplicada ao termo correspondente da solucao (2.34), escrevemos,

S Dt =3 DS (5,9, - _ﬂ) -Sora-SEr S e

B8=1 B=1 =1
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Como Y7, d;” # 0 e de (2.43), concluimos que,
S Dgfd? = Difd;?. (2.45)

=1 p=1

A relagdo (2.43) ¢é a condigdo que estavamos procurando, a ser acrescentada & equagio
(2.38) para que aquele sistema de equagbes torne-se univocamente determinado.

De acordo com os teoremas de representagao de fungoes vetoriais e tensoriais isotropicas,

[14], podemos expressar as fungdes vetoriais Df*(p,, T, £, B), A2(p., T, £, B) e a funcao

tensorial simétrica sem trago B2, {pa,T, {7", B), sabendo ainda que o vetor intensidade de

fluxo magnético B é um pseudo-vetor (vetor axial), por

Dy = ZD‘"’ 2, B2, (62Bx)))ViMes, (2.46)
; 2y1/n)
A; =3 AN B (g B)VE, (2.47)
n=1
5
Biys = 3 BM(EE, B2 (6 Be)) TS, (2.48)
n=1

onde Df,';), A e B(™ s30 fungdes escalares isotrépicas e

v = g, V) = e By V¥ = B;B;, (2.49)
1)a afa 1 2 a fa
T<i_1'> = § Ej - 73'5061'3' = 6ip5jq£<p g> (2.50)
ng; =&l ey B + Eikif;:BiE; = (bip€jgr + bip€iqr ) Br £<p g> (2.51)

o a a 1 a
TER = €irrbg Brejmnte, Br — g[Ef.Bz ~ (& B,)16:
1
= €prei€i>qs Br Bal 3ol — gszo'Bj» (2.52)
TS = by BI(E2 B, B; ~ B*€2) + (€2 B, B; — B*£ )€jmnti, Bn
Equfnplfnms(‘sktés;ﬁ + 61:_165:)313 B £<p g>? (253)

1

T = B;B; — gBzfs,-j = B Bjs . (2.54)
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Se inserirmos as representacdes (2.46) a (2.48) na solugdo geral (2.35), considerando

(2.45}, podemos escrever,

2 19T
DWVMed - 3 AV e~
-~ S L ouga - LA
> n)a 6Uz
=Y BTG g tat Bl (2.55)
=1

Essa solugdo da equagdo integral (2.26), deve ainda satisfazer a condi¢io dada pela
equagdo (2.36) na suposicao da teoria ser linearizada. Substituindo a solugio @, dada por
(2.55) nas equagbes que expressam os campos basicos, representados por (1.64) e proce-

dendo a integragao requerida, obtemos,

kT
o+ 3—np ~=0, (2.56)
- afo - (n)1/7(n} 18 2 (n) (ﬂ)l ar (0) j.a
> [matzes ;ZDGBVJ,: Gt LAV Tigg, ~ i) Llder =0, (257)
a=l =1 n=1 n—

a+5 Z =0, (2.58)
Das equagdes (2.56) e (2.58) resulta que o = v = 0, enquanto que da equacao (2.57) segue

que §; deve ser da forma,

3 % ;
Bi=Y (Zﬁ};‘"’d;-’ + ﬁ;"’%gg) . (2.59)

n=1 \v=1

Deste modo a equacgdo (2.57) pode ser escrita por,

mec.f & ( E DxMaf 4 Zj A'(“)l 6T) fOde> = ¢ (2.60)

8=1 n=1
onde definimos,
DiM = ptn) — gl e A = AT g, (2.61)
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Sendo os vetores df e a_ independentes entre si, a partir de (2.60), verificamos que os

coeficientes D25 e A*(™ devem satisfazer as seguintes equagdes,

Z [meg Y DO =0 e E [mat S AN O g (262)

B=1 n=1 n=1

Como os termos de f;, (2.59), puderam ser absorvidos nos termos 35  3°3_, DRdf e
- AML gT, sem perda de generalidade podemos fazer g; = 0.
Com base nos resultados acima e na equagao (2.55), a fungdo distribui¢io (2.15) pode

ser escrita, se considerarmos termos até a primeira ordem a partir do equilibrio, como,

fa=fO01+40)
3 5
— n ) o n () ra 1 aT n n)a avt
=0 (1- 23 DV - AP Ll - S BT D) o)
B=1 n=1 n=1 n=1
Os coeficientes DY, A" e B da equagdo (2.63) podem ser determinados através da
resolucdo das equagdes (2.38), (2.39) e (2.40), uma vez conhecido a forma dos vetores DI,

A7 e Bz, dados por (2.46), (2.47), (2.48) e pelas consideragoes feitas acima. Portanto

podemos escrever,

v 3
=3 S Has( DDVEER) + Lp( DRV 2]

B=1 =1
n;:} 19 S s [ € 3 DEVeR 0de?
n=1
et By Z 6{“ D(n)V(ﬂ)ga )
n=1
= S—fio) (6“" — %) 7 (a=1L2,.,v e v=1,2,...,v), (2.64)

'3

3
—~ S N sl APV ES) + (AP

g=1 n=1
v 3
Ta n ) ga n n
torr e € 2 eatinB [ > APVRe fi0det + —f‘“’e,u{k B; Z APy o
8=1 n=1 ne
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= f0 (21;51’5 _ g) £ (a=1,2,....v) (2.65)

v 5

— 3 S BOTES ) + La(BMTEE))

8=1 n=1
m v 5
+ I [0S eperim B [ € 3 BPITSS f0dc?
ka A=1 n=1 Y

(B(“’ e f(o)g<1 %, (a=1,2,...,v). (2.66)

6‘-" 0 a
+ m—afo(, )eklm§1 anz: <ig>l) = kT

234
Procederemos inlimeras consideragdes e simplificagées em relacdo as equagdes acima, de
modo a possibilitar 0 equacionamento de seus respectivos coeficientes. Como muitas das
consideragdes sao validas para mais de uma das equagdes, tomaremos como base a equagao
(2.64) e sobre ela desenvolveremos as manipulages algébricas necessarias para a posterior
resolucdo.
O segundo termo do lado esquerdo da equagio {2.64), pode ser reduzido ao considerar-

mos {2.49), para,

gD > eatsu [ fk(z DEIVENEL £ de?

kaf(o)fa Zeﬂ (GJHBI/fkf ,(s},)féo)dcﬂ

+ €ut€imn BiBn f £262 DD fI0de? + ;3B B; Brn f €262 D) f10) de? ) . (2.67)

Sabendo que as fungoes D% e f19 sio fungdes pares em relagio a €2, a partir do apéndice
A obtemos,

[ &g seag = 2 [ Epeag, (2:68)

e da igualdade (2.67}, segue,

ka fazeﬁ (eJ,:B:fEﬂ DY £
+ ejkleik"B‘Bﬂ_/ngfai)f ®'de’ + €;x1BiB; BL_/{,,D(3’ flo)ge# )
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= D06 3 eog a1 [ DRV + (B85~ BB, [ 02104, (269)

na qual foram utilizadas as relagdes,

€iki€iimE BiBn = (6581 — 6kib1n )3 BiBn = £ BoB; — £ B?, (2.70)

ij;EngB,'Bj = B;(B_,'GJ'HE,-:BI) =0. (2.71)

O terceiro termo do lado esquerdo da equacao (2.64), pode ser escrito,

= [Pesuet B > 3‘50 (DEVies)

n=1

Ca f(O) B i Dy ) m 9¢s,
= —_— €.
m, a STkiGk [.,.1:1 ay | tm 6601

= Ti_afio)fjklEEBt(Dﬂ)&m + DP¢irnn By + D) B; B )ém,j

o

= Z= fO[DWets By + DE(BE ~ BiBa£3), (2.72)

pin)
onde, na primeira igualdade de (2.72) é nulo o produto escalar de ?‘;’— (um vetor na direcio

de £7) com o vetor ¢;u€; Bi. Na segunda igualdade utilizamos {2.49) e na terceira igualdade

utilizamos as relagdes (2.70) e (2.71).
Substituindo as igualdades de (2.69) e de (2.72) na equagdo (2.64) obtemos a equagao

integral,
_Z[[ Z D‘“’V‘“’g“ )+ I, Z D(n)v(n) 3 ka(O)‘EQZeﬁ (Bz IJprD(2) (O)dc
+¢aBi [ DR [Ode” - B:B; | fﬁDLﬁ’fé‘”dc”) + Lo fO(—B2D@es
ma

+ et B DY 4 BB,£e D) = 2 f(0) (5“ — ”—“) s (a=1,2..0 e y=12..v)
N, p
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Como os vetores £7, €;x(7 By e B;B;{;, sio independentes entre si, a equagao (2.73)

pode ser separada em trés equaces integrais acopladas para DU, D@ e D®) ou seja,

€, -
—E Loa D)) + La(DEJEN) + 3 ka“”é"Ee B [ D)0 de” — —= ¢z B*D)

= g (gm _ P_c) > (2.74)
N, p

— Z[L.ﬁ(D Yei;€3 Bi) + Loo( D €13162 By)]

Ma a - €, -
+ 3kaf,£0)§J E eﬁfjHB[ -/é.:D.(BL) ‘go)dcﬁ + m_chO)Etkng BIDE.{) — 0 , (2‘75)
B=1 o

—~ E[Iuﬁ(D(a’B :B;€3) + Lo(DS) B;B;€?))

g D@ £(©) ©) B, B2 D —
3ka £ Ze,,BB/fﬁ 2) £(0) o +maf B:BytzD® =0, (2.76)

Ainda, como os elementos de integracao da integral de colisdo ., nio dependem de B;,

podemos evidenciar para toda a equagdo (2.76) o produto B;B; de modo que,

- LILo(DEE?) + Lop(DEVEN) = 5o 106 S e [ €20 D@ =0,
(2.77)
Somando a equagao (2.74), com (2.77) multiplicada por B?, temos,
— YLDV} + B*DENEs) + L,1(DY) + B DD)e?]) = (6“ - ";) & . (2.78)

A equacao vetorial (2.75) possui uma diregio perpendicular tanto a equagao {2.74) quanto a
(2.76) e portanto também & equagdo (2.78). A condigio de ortogonalidade da equagio (2.75)
em relagdo as outras pode ser mantida mesmo eliminando o operador ¢;;¢, se utilizarmos as

propriedades de nimero complexo ¢ = (—1)'/?, Evidenciando na equagao (2.75) a relagao
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€:;xBr e verificando que para qualquer valor assumido para esta relagio a nulidade da

equagao persiste, entao,

My o
—Z[Iuﬁ‘ (2)50 T 1, ( (2)55)] 3 kTﬁO){i Ze‘g/{:ﬂD(l (U)dc + f(o)f D(l) =0.
p B=1 a
(2.79)
Multiplicando agora a equagao (2.79) pelo produto complexo :B, onde B é o médulo do

campo magnético e somando na sequéncia com a equagao (2.74), obtemos,

=3 {Lsl(DE) +:BDEEs] + Ls[( DY) + iBDE)ER)

A=1

3ka(°)§°'Z f E(B*DY —iBDY)fPde’ — —fO(B>DE — iBDY)es

— Do) [ gar _ Pa e
n. fa (6 P ) gl * (280)
Definindo as relagbes,
,Dl{l)uﬁ (1)5., = (D¢ (1) + B2D (3))5 (2.81)
DA = p@¢r = (DY +:BDP)es, (2.82)

e substituindo as equagdes (2.81) e (2.82) em (2.78) e (2.79), podemos escrever,

[’ n o
= 2Mao(DRE) + Lo(DL)EN] = — f17 (6‘" - ”;) 5 (283)
g=1 a

1%

—ﬂz;[faawf.i’ﬁr)+fw( RN — By e 06 3 e [ &P 1P et

=1

+iB_=fODRg = 0 (6‘“ - ”—“) ' (2.84)
mMs Na P

ou seja, obtemos assim duas equagoes desacopladas, sendo uma delas complexa, em vez de
trés equagdes acopladas. As equagdes (2.83) e (2.84) podem agora ser resolvidas de forma

independente.
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As relagdes reciprocas das equagdes (2.81) e (2.82) sao expressas por,

1

DY) = (DY + DY), (2.85)
1 .

DY = —21,8(733} — D), (2.86)
1

D) = (D) - DY), (2.87)

onde o asterisco representa o conjugado complexo da variavel.

O vetor A? ou seus componentes (2.47) podem ser resolvidos de maneira semelhante ao
desenvolvido acima para o vetor D?*.

Partindo da relagdo (2.65) obtemos trés equagdes acopladas para os A,(-")", (n=1,2,3).

Com o objetivo de desacopla-las definimos as relagoes,

AN = AWgz = (AD + B2AD)¢z, (2.88)
AP = APz = (AD 1 iBAP)er, (2.89)
ou reciprocamente,
a0 = L, (290
1
AP = (AP — A, (2.91)
A®) = — (D) — AL, (292)

Repetindo o desenvolvimento realizado para os vetores 'Dlw“ﬂ, com (! = 1,2), obtemos

as seguintes equacoes desacopladas para os vetores .A,w“,

_y (1) g (Wgey = O Mgz _ 3 o
LA ADE) + L(ADEN) = 1O (et — D e, (2.93)

A=1

— S Lo APED) + La(ADER)] — iB o (02§ e, / £2 A £0) g
: 3pkT ™ ™' i 8 Js

B=1
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iBLe O = 10 (T - D gy, (294)
mea

(ZkT
Notar que, se fizermos B = 0 nas equagdes (2.84) e (2.94), estas se reduzem as equagdes
(2.83) e (2.93) respectivamente, ou seja, D(l) ’Dc(,za) e AE.” = Af), ou, DE,IBJ = D,
AN =4, DB =D =0eA® =40 =0

Para o estabelecimento das equagdes para B™, (n = 1,2,3,4,5), o procedimento
transcorre-se de urma maneira diferente. Inicialmente a integral correspondente ao primeiro
termo apds as integrais de colisdo no lado esquerdo da equagao (2.66) é nula, pois o inte-
grando é fungdo impar em ¢ (os tensores Tg;); de (2.50) & (2.54) sdo pares, assim como

9 em relagdo & £¢ - ver apéndice A). Desse modo, reescrevendo a equagio (2.66) temos,

Y3 BTES) + L3 BTSN + = [t B Z agk (BOTES)

n=1 n=1

Ma a ra ¢
- ﬁfg})g(i P> (O.‘ =1, 2’1 '-°1V)- (295)

A forma como os geradores (2.50) estdo construidos torna dificil o equacionamento dos
coeficientes B{™, (n = 1,2,3,4,5) devido & derivada parcial existente na equagio (2.95).
E conveniente e possivel definir um novo conjunto de tensores que represente o conjunto
linearmente independente (2.50) a (2.54), através de combinacdes destes, de maneira a
podermos evidenciar o tensor {7¢F nas relagbes algébrica que mantém com o vetor B;.
Neste novo conjunto, mantemos os tensores Ty,g';, T(fg‘; e T(ﬂ‘; e a alteracao que fazemos
nos demais envolvem relagdes de £2, (€7 B;)? e B?, ou seja, como se estivessemos explicitando

termos de B™ = B (p,, T, €2, B2 (€7 B;)?) a serem agrupados na correspondente parte

tensorial. Assim, um conjunto de tensores mais adequado pode ser,

QUL = bu8;,806 =TH)S, (2.96)
Q2 = (8650 + 6i0cinn ) BroES = TR 2.97

Zif> = (Oip€iqr T Ojgtiqr) ?'Epgq = dgij> s (2.97)
QY% = prci€ivgs BrBoE2ES = TSNS + a s, (2.98)

QYR = [€igr(BpB; — B%6,;) + €j0r(BiBy — B*))|B.coee =T, (2.99)
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* apsa a ]' a
QW% = BBy ByBGE; = |(€B.)° - 5€25% T8 (2.100)
Na equagao (2.98) utilizamos a seguinte relagio,

1
Cpr<ci€ings = Cpri€igs — §€prm5mq36ij (2101)

O coeficiente do gradiente de velocidade na expressio para o desvio da funcao de dis-

tribuigao (2.35), pode entdo ser representado por,

5 5
s = 3 BUTSS = 3 Wty . (2.102)
n=1 n=1
A relagio entre os coeficientes escalares B{™ e Q(™ é obtida da expressao (2.102). Nela

substituimos as representacgées (2.96)) a (2.100) e obtemos,

B — 1B
(£:Bs)? — (1/3)€2B*

W - g @ _ @ @) _ p@ o) _ p@ (5) _
Qq Bq! Qa Bq’ Qu Ba! Qa Bui e ch

(2.103)
Agora na equagio (2.95), a correspondente relagio para,
0B2..
b B —22 | 2.104
€ki 6[ ag‘: ( 0 )

. . (n)a
quando aplicada & cada um dos novos tensores Q¢;5 que formam B, recae em uma.

combinagio prépria de tensores Qg‘,);; Como,

3€u a . 2 .
% =£360k + 560k — §§k5pq, (2.105)

a relagio (2.104) para Q(;:);; fornece,

00
xim €l Bm g;p = Q@D (2.106)
k
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a BQ (<21.)_';> 2 ( 1 )a (3)0::
€xim&; Bm aes =—-B*Qs +3Q%5
k
= El:BlEjmnfngn + (6:83)(‘5:)33 + B,f;) - 232'5:‘5; ) (2-107)

3a
0%k, .

exmbi B oe: Qcii>» (2.108)
BQ(‘?? a Sa
€ktm&l Bm ngp = —432Q(<3i)j> + QQQJ';.

= —4B%u€} Bicjmnls Ba+2(E; B.) B:B; ~ 2B B, B; +2B°[¢* B>~ (€2 B.)"}68;;, (2.109)

{5)a
6Q<ij>

—0, 2.110
o (2:410)

ekl B

sendo que na segunda igualdade das equagoes (2.107) e (2.109) utilizamos a identidade,
eiktly Bi€smnbom Bn = (§ B B;+ Bi )~ €2 B:B; —2B*6:6; +[€2B* - (€2 B, )*]6y;. (2.111)

Desse modo a equacao (2.95) com a consideracao de (2.102) e das relagdes (2.106) a

(2.110}, pode ser escrita como,

Z nja > n Ca a
Y3 QPQU) + Ll X QEIQULN + —= [N
B=1 o

n=1 n=1
+QP(=B2QUk, +3Q9%) + QRIQU, + QW(-4B2QY) +208)))

= k—j:ff’)Q“?f' (a=1,2,..,v). (2.112)

<>

Devido as diferentes formas de atuagdo do vetor B em cada tensor Q<, i>» podemos separar

a equagio (2.112) em cinco equagdes acopladas para Q{™, ou seja,

- o o mﬂ a
~ L ILAQUQEE) + LA@UQUR)] — = /P BQUQLE, = /0L (2.113)

” [ eﬂ o
— 2 lLAQPQEN) + Lo(@PQEN) + —= QML) =10, (2.114)
8=1 a

56



- o ea a
- Y as(@PQEN) + La(@PQIL)] + —= 70 (3QY +4B°QINQL) = 0, (2.115)

A=1
— S LAQWQYWL) + L(QWQYL )] + f‘“’Q‘”Q“"“ (2.116)
=1
- o €a o
- S LAQPQEN) + Lo(QPREL ) + = /M2@MQEN = 0. (2.117)
g=1 o

Substituindo nas equacBes (2.113) a (2.117) as relagées de Q<U> em termos do produto
€263, dadas por (2.96) a (2.100) e simplificando em cada equagao os tensores (podendo ser
dependentes de 5;) que precedem £7£?, uma vez que os elementos de integragao da integral
de coliso nao sio fungdes do vetor B;, obtemos assim um sistema de equagdes para Q™
em termos das relagdes com £2,2,. Com o novo sistema de equagdes é possivel reduzir o
nimero de equagbes algébricas através de uma combinacgio linear adequada das equacoes,
desacoplando-as como realizado na determinagio das equagdes (2.80) com (2.81) e (2.82).
Assim, somando a primeira equagao, com a terceira multiplicada por (B%/3) e com a quinta
equagio multiplicada por (28%/3), todas do novo conjunto formado a partir de (2.113) a
(2.117), obtemos,

—Z{Iaﬁ (o843 a2 + Laallo+ B s8R 1) = 2106265,
(2.118)

As outras combinacdes distintas possiveis sao,
=D ALAl(QV+:BQ)E €5, 1+ Lol(QF + BQP )28, 1} 4 B f(o)(Q(”JrEBQ(Z))éQ
B=1
f“”§<11>, (2.119)

~ > (L (@Y +2BQP - BQP) — 2iB°QW)ez83, ]
B=1

+L[(QV + 2BQY — B*QP — 2¢BSQL‘”)£2;£?>1}

FOQRY +2:BQP - BQPY - 2:8°Q{")ez 82, = kT Ogsés,  (2.120)

+2%Be
Me
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As equacdes (2.118) a (2.120) foram obtidas multiplicando-se cada uma das novas equagdes
formadas a partir de (2.113) & (2.117) por uma constante a ser determinada, além de
multiplicarmos o segundo termo do lado esquerdo de cada equagdo por um fator comum.
Somando-se entao todas as equagdes, com suas respectivas constantes a determinar (que
denominaremos de equagao soma), obtemos uma equagao a ser balanceada entre o primeiro
e o segundo termo do lado esquerdo. Desejando inicialmente uma combinagdo na qual o
segundo termo dessa equagao soma seja nulo, impomos essa condi¢ao a esse termo, o que
nos leva a um sistema de equacdes para as constantes. Resolvendo esse sistema, obtemos
a equagdo (2.118). Para as outras duas equagoes impomos a condi¢ao de que a influéncia
que cada termo possui devido as relagdes que mantém com Q!™ seja 0 mesmo em ambos
os termos do lado esquerdo da equagdo soma, o que permite igualar os coeficientes de
cada Q™ de ambos os termos. Procedendo dessa maneira obtemos um sistema de cinco
equagdes a sels incognitas que possibilita, porém, calcular o fator comum (que multiplica
todo o segundo termo da equagdo soma) e obter os valores :B e 2¢B. Arbitrando o valor
um para a constante que multiplicou a equagdo (2.113), conhecemos assim para cada valor
do fator comum as demais constantes de multiplica¢do e consequentemente as equagoes

(2.119) e (2.120). A combinacao resultante é dada por,

BO = QW + 25700 + 2B'QW), (2.121)
BY = Q1 +:BQY, (2.122)
B = QW 1+ 2;BQW — B2Q® _ 2;B%QW, (2.123)
ou de forma reciproca,
QW = S(BY + 5O, (2.124)
QW = (B~ B, (2.125)
QY = S (B + BE" — B — 5OF) (2126)
QW = 22_1? B _ B — % (B - Bf”*)J , (2.127)
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QP = [z [5B9 — (B + BO7) + (B89 + 5] (2.128)

de modo que as equagdes desacopladas (2.118), (2.119) e (2.120) sao escritas por,

- E uB B(l){a ) + IGB(B(I)“::(:@)) J>7 (2129)
v . eo w
= Sl BOELES) + Laal BYELEL ) + 1B fOBPez 65, = 22V es,,  (2130)

- Z[L.ﬂ (BOE85) + Lo(BYELiES)] + 2B [OBOe g5, = 22108, (2131)

Estamos agora em condigbes de resolver as equacdes integrais em suas formas de-
sacopladas (2.83), (2.84), (2.93), (2.94), (2.129), (2.130) e (2.83) provenientes das
equagdes integro-diferenciais (2.64) a (2.66), para os escalares dados por DY) (pa, T, £2, B?),
AN (p,, T, &2, B?) e BV (p,,T,&2, B?). A solugio em primeira ordem de Chapman-Enskog

deve satisfazer as condigdes (2.36), que para os novos coeficientes pode ser escrita, [4],

E :”?va /fi])ggf(o)dc“ — 0, (l =1, 2), (,ﬂ = 1,2, veey I/), (2]_32)
a=I1
E a /63. lc(x”fn(to}dca - 0) (l - 1,2), (2133]

sendo a condigdo para B! identicamente nula, devido i caracteristica do deviante do tensor.
Uma solugdo exata para ¢, de (2.55) ou de (2.63), seria possivel se conhecessemos Dgg, AW
e B{) exatamente. Como nio os conhecemos, um método razoavel de procedimento seria o
de obter uma série de poténcias em £2 com coeficientes indeterminados, estes fungdes apenas
do vetor B;. Entretanto torna-se mais conveniente utilizar os termos da série de poténcias
que formam o polindémio de Sonine. Procedendo dessa maneira, podemos aproveitar as

propriedades desses polindmios.



2.1.1 Polinémios de Sonine

A fungao geratriz, a formula geral e a condi¢do de ortogonalidade para os polinémios de

Sonine, sao expressos respectivamente por,

(1-— z)_’“'"le"(':-z) = i S,(,f_‘)(:::)z"

n=0

n _ = (n+m)! Y
S = X ok F )

(n +m)!

n!

] e gm0 (2) 8P (z)dr = 6rp.
0

(2.134)

(2.135)

(2.136)

O indice m que melhor se enquadra nas equagoes a serem resolvidas é escrito na forma

— : : _ 2 _ 2
m = | +1/2, assim como a variavel z para o caso representa z = J&£2 = F.£2 com

Ba = 5% Neste caso as funcdes (2.135) e (2.136) assumem a forma,

I'(n+1+3/2)

5 -
SitialBate) = ,;, El(n — k)T(k+ [+ 3/2) (=BaL2)"

F(n +1+3/2)

nl

611.3::

[ e RS 8D BB, =

onde I'(m + 1/2) = 1—)—71' é a funcio gama.

A partir da relagdo (2.137) os trés primeiros polinémios de Sonine sao,

0
l(+)1/2(13o: ) -

s .3 Me g
H—l/?(ﬁﬁ{ ) I+ 5 - 2kT§a 3

St (a2} = % (Z + Z) (H %) (” 5) et ';" (%T)zE:'
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(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)



2.1.2 Desenvolvimento dos Coeficientes D,,,g, A(I e B () em Polinémios
de Sonine

As equagdes integrais (2.83), (2.84), (2.93), (2.94) e (2.129) a (2.131) podem ser escritas

em fungdo dos polindmios de Sonine do seguinte modo,

- MLADE) + LoD = 0 (57 - ) saher, s
—Z[L.ﬁ L) + Lo DY) 1By oS Z » [ D2 fPde + B fODe:
= —f1 (6—%) SR (B£2)€; (2.143)
~ Sl AVE) + La(ALED)] = ~ /O SH(B.ENE, (2.144)

=1

— Sl ADER) + La(ADE)] — i f‘°’§°Z o [ AP [P + i[O ADg;

o BkT
=~ fO5 .0z, (2.145)
—i{fﬁ Dezits) + LoBRELE, )] = © f‘“’SS}{,( LR, (2.146)

- . €a a ra My
= SLaBPEE) + La(BPELED )| +iB = fOBPE 6, = T2 0SB0z,
(2.147)

v . ea o o ma a a
— MBI + Lol BPELES )] + 2B [OBPIgz €2, = T2 [ (BEDEL 65,
(2.148)

Reconhecemos os polindmios de Sonine que aparecem no lado direito dessas equagoes

integrais, quando os comparamos com a forma da equagio (2.137), uma vez conhecida a
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ordem de poténcia em ¢3! dessas equagbes . Isto é possivel ao multiplicarmos as equagdes
(2.142) a (2.145) por £ e as equagdes (2.146) a (2.148) por £2,£2, e integrarmos em dc®
(coordenadas esféricas). No processo de contragdo da parte tensorial da integragao, de
acordo com apéndice A, obtemos a ordem de poténcia em £2(+1), Para o primeiro caso
obtemos ordem quatro, ou seja, [ = 1 e [+ 1/2 = 3/2. Do mesmo modo para o segundo
caso, obtemos ordem seis, e portaﬂto [+1/2=35/2.

A resolugdo das equagbes (2.142) a (2.148) se faz com base na desenvolvimento dos

coeficientes 'Da,g, .A(l) e B(’) em série de polinémios de Sonine, isto é,

DY (p., T,€2, B?) = ﬁazd“) D5 B, (1=1,2), (2-149)

AO(p,, T, &, B?) = 4,5 aISGU LD, (1=1,2), (2.150)
r=0

BY(p..,T, 2, B) = B, §=:0b(” N8B, (1=1,2,3), (2.151)

onde df,‘,ﬁ),’(r), ag)'(’) e bg’)'(’), sao coeficientes escalares independentes de £7.

Os coeficientes Df,’,;) e Al devem satisfazer as condigdes expressas pelas equagoes (2.132)
e (2.133). Assim se substituirmos as séries (2.149) e (2.150) e a funcdo maxwelliana (1.94)
em (2.132) e (2.133) obtemos apés a sua integragao e utilizando a equagao (2.138), as

respectivas condigoes derivadas,

: = T T a r - 2 a
> Ma f FO8. 3 dsletdes = 1/2 Zpu 5= ) f bela gt SIS B de
a=1 =0

r=0 =
= Z padPO = (2.152)
a=1

e similarmente,

Ev:muff“”ﬁ S a0 52 des — ZP 40 = ¢ (2.153)

r=0

O mesmo procedimento pode ser aplicado & parcela integral do segundo termo do lado
esquerdo das equagdes (2.143) e (2.145). Apds realizarmos as respectivas integragdes obte-

mos,
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3
[ Aomesact = Snsd, (2150

/ O AP 4eo — _gnﬁagl,m), (2.155)

As séries (2.149) a (2.151) convergem rapidamente o que necesssita de poucos termos
no desenvolvimento dos polindmios de Sonine. Normalmente apenas o primeiro termo da
série, que fornega uma solucao nao nula, ja fornece uma boa aproximacdo dentro da ordem
de erro da fungao de distribuicio (devido a sua condigao de linearidade). Pelo menos dois
termos da série sdo necessdrios nas funcgées tentativas (2.149) e (2.150) devido as restri¢des
(2.152) e (2.153). Por esta razdo os coeficientes de transporte que derivem de d) e
a!?() s3o referidos como coeficientes com efeitos de segunda ordem. A nomenclatura a
ser adotada sera a de que a primeira aproximagao de qualquer coeficiente de transporte
corresponde a primeira aproximagio nao nula. Podemos assim truncar as séries infinitas
para um dado nimero m de termos, ou seja, até r assumir o valor r = m — 1 (para o
segundo termo m = 2).

Multiplicando as equagdes (2.142) a (2.145) por ﬁaS(")(ﬁaﬁz){? e as equagdes (2.146} a
(2.148} por ﬁfSé%(ﬁafz)f« 2, apés ja terem sido substituidas as relagdes (2.149), (2.150),
(2.154) e (2.155) e integrarmos em relagdo a £ através da equagio (2.138), obtemos,

Z Z Aqa;dfai) A7y _ (601 _ p_") 6(%0), (2156)
A=1 r=0 P
v m=1 2 B.naT(g+5/2) P
AT 4 B2 §2f _ T2 590 ] o o J(2)(9)
s af 8y 1/2p n F(q+ ) ﬁ—zl p aEE
3 p
— - 50‘1‘ e (9.0 .
: ( p ) §00) (2.157)
v m=1
S AT = 15 7, —=glel), (2.158)
=1 r=0 4 n

N 2 B.T(g+5/2) & P 150,
E E : APTq20) B a §o8 - Faga0 (2).(9) — Zagla 1)
A=1 r=0 =2 % i 72 n T(q+1) ; p TgCaly 1 n

(2.159)
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r m—1

Z z Bq"b(l) {r} — = 583, _5(41,0) (2.160)
B=1 r=0

vl 41 Bon.T(g+7/2)
Borpr) 4 jp= - PaTa M /2], pi2)(a) _ 5 5(901 2.161
B=1 r=0 e i 3 11-1/2 My N F(q + 1) “ ﬁ ( )

v ol 41 8 nF(q+7/2)
grp@Br) L o,p= — e 7ea MV IR, p3)(e) o 5(q 0) 2162
B=1 r=0 Baﬁ ? + ‘ 3 1/2m n F(q+ 1) a “ ﬁ ( 6 )

onde (o = 1,2,...,v) e (v = 1,2,...,v), representam os constituintes da mistura, (¢ =
0,1,...,m — 1) representa a ordem da série dos polinémios de Sonine, §(#% representa o

delta de Kronecker e os simbolos A%; e Bl; as integrals,
AT = ——B, [ SSELa(BLSSUED) + Lol BySS5lE0 Nder
= 2 [ser [ [ [ 1050185520 + (B.S50) — (8.55268) - (BaS{E2) T
= 5P f 50 3 0 £ — (e 1ISg) - (SR,

+ [ 12158 - (SDeryNSSer - (ST, (2.163)

1
BZ; = _;ﬂafsé?zga [Iaﬂ(ﬁasé €<1 )+Iaﬁ(ﬁﬁ 5/2§<=§ )]dca

B [sieen [ [ [ 1OrOUBS DY + (BS5E)
—(BSEh2:85, ) — (BSi 280100

= 1 ﬁﬁ {/ 6 o z f(O)f(O)[S§/2§<l (S‘g/Zg(t ) ][Sé/2£<1

T2

— (S )T + [ SO SOISINES 6D — (S5 VISEAEZ:ED — (SYAE%i€5 )T aa ).
(2.164)
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As equagdes (2.163) e (2.164) dependem. basicamente, dos campos basicos e do potencial
de interagao molecular entre as particulas, ou seja, sendo expressas em termos de fungdes

conhecidas. Essa integrais satisfazem as condigoes,

Acs = AGd Bl = B, (2.165)
€
STA =5 A0 (2.166)

pois, em (2.165), para duas fungdes arbitrarias F,(x,c?,t) e G.(x,c*,1), temos,

[ Pl G) + La(Gallde = [ Fuf® 102Gl + G, = G = Gyl

= [ G SO fUFL+ Gy~ Gu = Go)lo = [ Gullusl F) + L(Fp)lde. (2.167)

A relagao (2.166) deve-se a condigio da conservagdo do momento linear, equagdo (1.70)
além das restrigoes (2.152) e (2.153) aplicadas para (2.163).
A partir das equagGes (2.156) e (2.157), (2.158) e (2.159) assim como (2.160) a (2.162)

e das observagoes acima, concluimos que cada uma dessas equagdes representa respectiva-

OA) ) o 40 o

(! = 1,2) nos dois primeiros casos e (I = 1,2,3) no ultimo. Uma relagio entre dg?'(r) e

mente um sistema de equagbes algébricas para os coeficientes d

al") ¢ obtida ao multiplicarmos a equagio (2.142) por yr_ AL e a equacio (2.144)
por y.“_, D&L’{f‘ e integrando no elemento dc®. Observamos que o lado esquerdo de ambas
podem ser igualadas devido a equagio (2.165), ou seja,

-3 [ AYELADYE) + Lo(DRE)der

a=1 A=l

= 23 [ DO LA ALE) + Lo AP der, (2.168)

a=l 9=1

a qual nos possibilita escrever,

-3 / Age Z O (6 ~ %) Erde® = -3 / Dilee fO 5 )¢z dee, (2.169)
=1 a=]

Na
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resultando apés a integragao, onde consideramos a equagio (2.138) e (2.153),

0 =y~ 222, (1=1,2). (2.170)

=1

Devemos ainda saber, para quais valores de r os coeficientes s a{") ¢ p{M() e

fazem necessdrios conhecer. Para tanto, estabelecemos as equagoes de transporte para os
termos constitutivos J, g; € p«ij>, definidos respectivamente pelas equagdes (1.93), (1.90)
e (1.84) com (1.82). Assim substituindo, f, expresso pela equagao (2.63) nas defini¢des dos

termos constitutivos e lembrando que no equilibrio J* = 0 = g; e p;; = pb;;, temos,

1 & :
Jp==3 3 [ mfOSQE DY + D esuB; + DS BiBy)der df
B=1

1 1
— = { ma fO5Qe(ANG, + AP B; + AE,:”)B,-Bk)dc"—a—T, (2.171)
3 T sz

v 14 1
g = —%kT 22— / m fO(~SHDE(DY6: + DG eijuB; + D) B; By)dedy

a=1l 8=1
1, &1 T v 5kT
_ - 2: (0) _ cMye2r (Mg, 2, .. 3) . aXT sl Ja
3ka=1 ma/m”'fc (=832 )2 (A 6i + A6 B; + AY) B; By )dc azs +c.z=;2maJ‘
(2.172)

bij = P5ij - Z/ m,fio)SS)szE; {Q‘(,])‘Erp‘ssq + Qg.z)(‘srpfsqt + 6spfrqt)Bt + an)fptoqum Bth
a=1

dvr
+ Q£.4)[5rqt(Bsz - BQ‘SPS) + fsqt(Ber - Bz‘srp)]Bt + Q£5)B<rBS> Bqu}EEp ;>dcaba:i’
(2.173)

€ que mostram, considerando (2.85) a (2.87), (2.90) a (2.92) e (2.124) a (2.128), com (2.149)
a (2.151), que apenas os coeficientes doy®, d oy alh @ g1} ¢ pO) precisam ser
conhecidos. Como estes podem ser obtidos das equagdes (2.156) a (2.162) com as restrigoes

(2.152) e (2.153), o sistema de equagdes (2.1) a (2.3) fica dessa maneira determinado.
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2.2 Coeficientes de Transporte

Os coeficientes de df, g e de B—If nas equagoes {2.171), (2.172) e (2.173) podem ser
considerados como coeficientes de transporte, uma vez que expressam as leis de Fick, Fourier
e Navier-Stokes respectivamente. Porém estas equagdes nao estio escritas em sua forma
mais adequada, se considerarmos que estamos tratando de um gas ionizado sob a agao de
campos elétricos e magnéticos.

A diregao do campo magnético pode ser usada como uma diregio preferencial, a partir
da qual, as demais orientagdes podem ser obtidas. Em composicao com as diregdes das
forcas de difusdo parcial d? ou com o gradiente de temperatura gT conforme o caso, estab-
elecemos um plano no qual determinamos as diregoes paralela, perpendicular e transversal.
A diregdo paralela (]|) coincide com a diregio do campo magnético assim como seu sentido.
A diregdo perpendicular {L) é aquela que se encontra sobre o planc formado pela diregao
do campo magnético e a diregdo das forgas de difusao parcial (ou do gradiente de tem-
peratura conforme o caso), com direcao perpendicular ao campo magnético e sentido dado
pela projecao do vetor concorrente na direcao perpendicular. A diregio transversal (1) é
aquela simultaneamente ortogonal as diregdes paralela e perpendicular. O seu sentido é
estabelecido pelo triedro destrégiro, como na figura (2.1).

Como as dire¢bes dependem dos vetores B e d* ou VT, definimos, por conveninéncia,
os seguintes vetores nestas diregdes dfj,, df,) e dfy). Os vetores dfj, e df, coinicidem com
os vetores componentes do vetor d* nas diregdes (||) e (L) respectivamente, porém o vetor
df,, representa o produto vetorial de um vetor unitdrio na diregdo paralela pelo vetor d*,
ou seja, dE'H = % x d®, nao existindo qualquer compromisso com a componente do vetor
d°® na direcao (+), mesmo porque a sua componente nessa direcao € nula. Desse modo

podemos representar os vetores definidores das orientacdes no espago (ver apéndice B) por,

1 x x @ -1 1 @
diy, = B2 o BiB-d7, sy, = 4F = dijpiy &y = B“-iikBjdk (2.174)
e
1 orT aT 1 orT
(VT)w, = B2 B"B"a_i.ri (VT = d_:L‘; = (VT (VT )y, = EtJ-'rBJ ozs
(2.175)
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Figura 2.1: Representagdes das diregSes paralela (]|}, perpendicular (L) e transversal (+)
dos vetores d},, df'J_) e d?,,.

Observar que, df = df), +d7,,, g—g = (V) +(VT)u), € as diregbes de d7, ). e (VT)y,,
nao sio em geral as mesmas, assim como as diregoes de df,, e (VT) ),

Uma vez estabelecido os vetores de orientagdo no espago, iremos obter as equagdes de
transporte (2.171) e (2.172) em termos dos componentes de vetor nessas dire¢bes. Mesmo

para B — 0 as diregdes no espago permanecem determinadas, pois mantemos ¢ versor

- B
& = B

2.2.1 O Vetor Fluzo de Difuséo

Através de uma manipulacao algébrica sobre a equagdo (2.171), em que subtraimos e adi-
clonamos convenientemente no primeiro termo do lado direito da equagdo (2.171) a integral

1

7 BiB: ! (2.176)

[ m.fOs¢ D de”

e utilizando as definigdes (2.174) e (2.175) como em (2.176) para o termo envolvendo o

gradiente de temperatura, podemos escrever,
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1 r
= 3 3 [[ mufOSBE0 + DDy, + [mafOsREDDaer

A=1
+ [mOSlEBDBdcd, | - o [ [ mafOSPEAD + BAD)der (VT

+ [mofOSPEAN I (TT) sy, + [ mofOSDEBADA (VT )| (2077)

Procederemos a integragdo da equagao (2.177) termo a termo. Partindo das definigoes

de (2.81) assim como de (2.149) e utilizando a integragdo de (2.138), calculamos,

1 1
s / ma fO 503 (DY + B2DE)dc® = 3 / m, fO50)2 DD dee

— Z fm f“’)S,fO,).f ﬂad(l)(f)s(f)dc _ padm {0} (2.178)

Para as integrais que precedem os vetores df,, ed”,, , as integraremos de forma conjunta,

(L), ¥ P40

de modo a utilizarmos a definigédo (2.82). Para garantir a independéncia das integrais no seu

processo de integragao, multiplicamos uma das expressdes, no caso a que precede o vetor

d? . , pelo mimero complexo 1 = (—1)!"2. Assim, usando a definicao (2.149) e a equagao
(+) quag

(2.138), obtemos para as integrais em questao,

3/ c.f“’) (0) (l)dc 4= /mc.f(o)S(O)szDf,?d& — %/maf(o) (0)6 D(z)dca

N
-1 / SOSDEB, 4D 05 Pdet = 2p.dBO. (2.179)

r—O

As integrais que precedem os vetores de direcdo relativos ao gradiente de temperatura,
sao calculadas de forma semelhante ao realizado acima, empregando porém as definigoes

(2.88), (2.89), (2.150) e a equagao (2.138). Desse modo obtemos,

%fmc.f“” SDE2(AD 4 B AD)deo = /maf{mgw)f AW e

. 1
-_3! /m 05 e28.a1 0 SGhde” = —=p.aP), (2.180)

r—0
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! 1
Lm0 S A i [m 0SB AD e = L [ m [0S AP e

— l r r a 1
== gjmc.fio)s;g?lfﬁﬁuaf”( 158 de= = —Epaaf)""). (2.181)

r=0

[

(1), € 2 parte complexa ao

Dessa maneira a parte real de (2.179) corresponde ao coeficiente d

coeficiente d°,, . Assim o fazemos também para os correspondentes coeficientes relacionados

(+)i°

ao gradiente de temperatura. Podemos representar esses coeficientes por,

1 1 1
DSQ — Edglﬁ).(ﬁ), Df:‘;’ — Z((15.2‘8).(0) + dE’Zﬁ).(O)*)’ DE,':,) — ?“_(dﬁ),(O) _ dﬁ).(o)*), (2.182)
1 1 1
D = _Eac(.l).(o), D = _E(ag).(o) + a£2).(0)*)’ D = _.1(0552)'(0) — a£2).(0)*)’

(2.183)

onde denominados genericamente de coeficientes multicomponentes de difusdo (2.182) e

termo difusdo (2.183). Dessa forma podemos escrever a lei de Fick (2.177), como

Ji‘“ = —p, ;(D(“)dﬁ + Dg,;)dfu,- + Dg;)dfﬂ;)

a8 ()

- %(Dﬁr".i(VT)un.. + DE(VT) oy, + DE(VT)i,)- (2.184)

E importante notar que em um gas ionizado em presenca de campo magnético, existe

um fluxo de particulas perpendicular & diregdo desse campo.

2.2.2 O Vetor Densidade de Corrente Elétrica

Como em nosso estudo estamos interessados em gases tonizados, podemos obter a lei de
Ohm generalizada para o gas, partindo da lei de Fick, equagdo (2.184). A partir da definigao

de densidade de corrente elétrica,

J: = Z%J;’, (2.185)



e de uma redefinigao do vetor for¢a de fluxo de difusdo, na qual formamos um vetor a
partir de df, (2.27), de modo a representar, agora, um campo elétrico observado por um

referencial em movimento com o fluido, ou seja,

. 1 )[f_i(”_a)Jrl(”_a_%) ap}_}«;;, (2.186)

Ey — (%“Z:ﬂ %‘v%’r_; Pa a:c,' 3 Pa A a.?:,'
ou,
. = ! a (2.187)
B, — o2 - i - .
» ("2__'22 =l p mv)

Podemos escrever entao o vetor densidade de corrente elétrica por,

PaP,ee €g p'r ¥ (L) 38
ZE ( E ) Dﬂgdfy(") + Dog ey, + DH)di"m)

a=l =1 pm =1 p m
= 3 B (DT T ), + DT )ewy + DIV T (2.188)

Os coeficientes de di,m‘_ e (VT)y, com (I) = (|),(L1),(+) na equagdo (2.188), sao

definidos respectivamente como, coeficientes de condutividade elétrica parcial, o qual rep-

resenta,
Moty P —
o= (e, 2 e ) DY (=L, (21s0)
=1
e coeficiente termo-elétrico parcial, por,

o0 =2L2D0 (1) = (1), (1), (4). (2.190)

Assim escrevemos a lei de Ohm para gases ionizados, através de,

(48 oh)ge (+) 78
ZZ “ﬂdE’(n) dﬁ'u) + e dE'(+))

a=] A=1

— 3@ (VT )y, + S5 (VT )y + 69T, (2.191)

a=1
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Definimos como sendo o coeficiente de condutividade elétrica total em uma dada direcao,

assim como o coeficiente termo-elétrico, as seguintes relagdes entre seus coeficientes parciais,

=330 ()= (I (L)), (219
BO=E (= (L), (2.19)

Podemos observar na equagao (2.191), que a presenga do campo elétrico £}, em (2.186)
produz uma corrente elétrica perpendicular tanto ao campo magnético quanto ao vetor
dﬂf,’, (caracterizado por dg,m‘_) e uma condutividade elétrica transversal dada por o‘*),
Esta corrente transversal é conhecida como corrente Hall, sendo devida ao cruzamento
dos campos elétrico e magnético, causando as particulas carregadas, uma deriva naquela
direcao.

E importante notar também, que os coeficientes oM e ¢ nio sio afetados pelo campo
magnético, pois de (2.182) e (2.183) e considerando (2.178) a (2.181), os coeficientes dilf,)‘(ol
e a{M® solugdo das equagdes , (2.156) e (2.158), nio dependem desse campo. Isto é
uma consequéncia natural do fato de o campo magnético nio ter qualquer efeito sobre
o movimento das particulas na direcio paralela ao mesmo®. No limite quando o campo
magnético tende a zero, temos que D{Z = 'Dc(.l,g) A = AW ¢ portanto, os coeficientes
de condutividade elétrica e termo-elétrica perpendiculares ao campo magnético tornam-se
iguais as componentes paralelas, sendo os coeficientes transversais nulos. A medida que o
campo magnético aumenta, os coeficientes de transporte perpendiculares, (L) diminuem,
enquanto os coeficientes transversais (+) aumentam. Este fato ¢ devido a mudanca da

velocidade das particulas que se movem perpendicularmente ao campo magnético.

2.2.3 O Vetor Fluzo de Calor

Seguindo os mesmos procedimentos realizados para o vetor fluxo de difusdo, partimos
do fluxo de calor expresso em (2.172) e utilizamos as defini¢ées (2.174) e (2.175), para

entdo expressarmos os correspondentes coeficientes nas dire¢ées, paralela, perpendicular

3Iremos observar no capitulo 5 que existira uma dependéncia desses coeficientes na diregao do campo
magnético, quando do empego do método combinado, o que contradiz o exposto acima, [4].
E peg q
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e transversal em relacdo ao campo magnético e aos vetores, forga de fluxo de difusdo e

gradiente de temperatura. Assim, somando e subtraindo adequadamente a integral (2.176)

ao primeiro termo do lado direito da equagao (2.172) e de forma semelhante a integral
19T

]m FO 5062 4G °B BiB. o (2.194)

a0 segundo termo do lado direito da equagao (2.172), obtemos,

gi= -l S |[ e fO=SDEDY + B DE)der

3ma a=1 f=1
+f mafi"’(—S:f}z’)fZ DRdedfy + [ mo SO~ DDde” Bl

—Z

U mafO(=SEDEHAD + B2 AP de (VT

dm,
+ [ moO(-5E)E AV de(VT) 1y

kT
+ /mafi"’(—S:f}l){ A®dee B(VT (+)] + Zﬁ—f* (2.195)

Do mesmo modo que em (2.178), procedendo a integracdo, com os termos conveniente-

mente agrupados, obtemos,
“ 1
Zg_/fio)(—scf}z)){ (DY) + B*D®)de= = Z /f(o) (—SiHeDDdee

e 5 & 1
=33 5 [ 10 SRS der = 2S00 - LnaO, (216

pooyfior a=1
Yo [[ =S +: [ 1= BDRdcr]

S5 [ FO-58)eDde = S 1 [ 10(-5)628,430 5 hdes

a=1 a= lr—O
= Oy, ammo 1 e
= =23 nd2 0 = —onal O, (2.197)



onde utilizamos a relagido (2.170). Também para os coeficientes do vetor gradiente de

temperatura para as direcoes paralela, perpendicular e transversal, temos,

>3 [FO-SEHEAD + B AP der -Z [ £9(-sEhe Ades

= Z ff‘”’ (~$13€2 B, )de = —Zn PSR (2.198)
a=1 r—O
€
>3 [ 1OSEDE e +i [ £O(-sieBaPac]
“Z jf(o) SI)e2 AP dee “ZZ ffw) SNe28. DN ) oo
a=1 r—()
(2.199)

-2 Zn a0,

(2.197) comn (2.180) e (2.181) verificamos que as

Comparando os resultados (2.196) e
df,,» com (1) =

definigbes (2.183) podem ser utilizadas agora, como sendo os coeficientes de

(I, (L), (+) na equagdo (2.195) e para os coeficientes do vetor gradiente de temperatura

orientados definiremos as relagdes ,

1).{1
Em—-an a{

a=1

5, < .
= §k;na(aﬁz)‘“’ + a0

(+)=-k2n a0 _ g@1)e) (2.200)

de modo a podermos escrever,

¢ = _nkTﬂz D(")dﬁn + D“’df“ + Dg';)dfﬂ )

( w VT, + A5 (VT ), + A (VT s, ) + 2kT Z E— . (2.201)

£
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Na forma em que se apresenta a equagao (2.201), os coeficientes A, ,, com ({) =(|), (L
), (+) nao representam verdadeiramente os coeficientes condutividade térmica correspon-
dentes a lei de Fourier. As condutividades térmicas sdo medidas em situagbes nas quais a
velocidade de difusao de todas as espécies (ou a densidade de corrente elétrica) sao nulas.
Para obtermos os coeficientes de condutividade térmica verdadeiros, devemos agrupar o
vetor forca de fluxo de difusio df da equagao (2.201) no termo correspondente ao fluxo de

difusdo J7. Para tanto, devemos utilizar a equagao (2.184), escrita na seguinte forma,

Jo, = (Z Dodyy, + 7 D‘” 2(VT)w, ) (&) = (D, (L), () (2.202)

de modo que,
I = i + I + I (2.203)

Isolando o termo relativo a df,. da equagao (2.202), escrevemos,

1
Z Diydty, = —TD‘T‘l(VT)m.- J{E,, (0=, (L) (+), (2.204)
ﬁ_—

Para que possamos relacionar o segundo termo do lado direito da equagao (2.201) com
(2.204), devemos estabelecer uma relagio entre os coeficientes de difusao DY) e o coeficiente

de termo difusdo D! . Definindo o fator razio de difusdo térmica kD com (a=1,2,....,v)

e (1) = (i), (L), (+), por,

DY) = Zk“’ Dg‘;, Z k) =0, (2.205)

a=1
podemos entao escrever, com ({) = (||}, (L), (+),

v

> DY = S M D, =3 (3D - 20 ) (2

A=1 A=1 a=1 a=1

Substituindo a relagdo (2.206) na equagio (2.201), obtemos a lei de Fourier, ou seja,

1 kD 5 1 KON 5 1 EON
g = nsz [(Enm + 0u ) J(ll). (Qnmc, fu ) J(l). (Qnma + 0a ) J(+)]
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_ ( m nka(")D(")) VT)(")'. _ ( " nkz k(-L)D(J-)) (VT)(.L),

- ( (+) nka(+)D(+)) VT)(.”‘ N (2.207)

ou,

g = — (’\(II)(VT)(II).' + MV )y + ’\(H(VT)H)-')

¥

Sn, Sn,.
+p3 - K Be b k) T+ (G R o+ (524 KD) 0], 2209)

onde,

My = Ay — nk D kP DY, (2.209)
a=l

Ay = '\:J.) —nk Z kDG, (2.210)
a=]

Moy =N, — nk E kDY, (2.211)

sao os coeficientes de condutividade térmica.

O comportamento do vetor fluxo de calor em preseng¢a do campo magnético, é anilogo
ao comportamento do vetor densidade de corrente elétrica. No limite de campo magnético
nulo, os coeficientes de condutividade térmica paralelo e perpendicular sio iguais e o coefi-
ciente transversal € nulo. A medida que a intensidade de campo aumenta, o coeficiente de

condutividade perpendicular diminui e o coeficiente de condutividade transversal aumenta.

2.2.4 O Tensor Pressao

Para um gds ionizado, o tensor pressdo, é um tensor simétrico que pode ser separado em
uma parcela correspondente a seu trago (representando a pressdo estatica p) e a outra
correspondente ao deviante do tensor. Substituindo a fungdo distribi¢ao na definigao do
deviante do tensor pressao, obtemos uma equagido na qual um coeficiente tensorial de
quarta ordem atua sobre o deviante do tensor gradiente de velocidade do fluido, como ja

expressso na equagido (2.173). Procedendo uma integragio preliminar na qual explicitamos
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as relagdes tensoriais de dentro das integrais e utilizando coordenadas esféricas de acordo

com o apéndice A, a equagao (2.173) passa a ser escrita,

- | 1
pi; = pdi; — 24“ ['l'g((sijtqu + dipdiq + bigdsp) — §6ij6pq] /mafcfo)Sé?)z&f [Qf.l)érp‘ssq

a=]1
1
+(Q£2) - BZQ?))(&"PGSQ‘ + 6spfrqt)Bt + an)(eptresqm - Eelptflqmérs)Bth

dv,
oz,

+ Q.(,4)(€rthsz + qu;B,.Bp)Bt + QLS)B<rBS>BPBQ] dc® (2‘212)

e fazendo os produtos de tensores €;;x€imn, Obtemos?.

dr & 2
pij = p&ij — 1= > / m., fi55)E8 [Qf.l)(tsrifssj + 67565 — -3-5£j5rs)
a=1

+(QE.2) - BZQS:‘))((Sirestht + 6isertht + 5jresitBt + 6js€r1'tBt)
4
+QPB;B.6;s + BiB,6,, + B;B.6;, + B;B,6;r — §B£Bj5rs
4 2 2 2
—§B<rBs>5ij — B%6i;65s — B%0:56; + §B 6:56rs)

+Q (€.t B: B, B; + €t B; B. B, + €-itB; B, B, + €51 B; B, By)

O
+ QQS.S)BGBDBGB»J dcaav : (2.214)
Ls
Representando os seguintes tensores por,
2
‘n(a)<‘.1><”> = (Sﬂ'(ssj + (5”'55; — E(S;J‘(S,-s., (2215)

40 produto dos tensores €;jk€imn pode ser obtido pelo determinante da matriz de,

bit  bim  bin
€ijk€iman = | Ot Sim bjn (2.213)
bet Skm  Okn
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1

U gry>ars> = B(éirfsjt + 8is€rjr + Ojr€sit + 65€rir ) By, (2.216)
1 4 4
YUOcis><ra> —B?(B"BT(SJ'S + BiBS&_‘f" + BjBr6i3 + Bstéir - §B£Bj6rs - §B<,-Bs>(5,:j),
(2.217)
1
) gy marss — Eg(frthiBsBl + € BB, By + ¢, B; B, B, + ¢,i: B; B, By}, (2.218)
1
M) cy>ars> = Fab<iBi>Ber B, (2.219)

escrevemos a equagao (2.214) por,

47 2 0
Py =15 — 1x > [ mfOSE[QP - BQPni s .. + QP — B QDo s
a=1

. O,
+ Qis)n(¢)<u><”> + Q£4)n(“)<l1><r3> + 2Q¢(15)n(9)<i1><”>] dC 6:1:3 . (2220)

Utilizando as equagdes (2.124) a (2.128), podemos relacionar @™ com B{!), na equacio

(2.220) e obter,

2 & 0 -
P =i — 12 21 _/ ma fOS8)e8 [(35.3) + B s s

1 3 3)=
+-2—Z_(B‘(‘ = B‘(' ) )n(‘)<u><ra>

+(B® 4 g~ _ g _ 3(3)')71(

Ociy><rs>

+%(23}3’ — 2B~ _ B 4 g~
z

)nf'?)<i_7><rs>

. 0v,

n(")<=1><rs>] ¢ Oz
5

+ (681 — 4B 4B 4 B®) 4 BB . (2.221)

Utilizando os polindmios de Sonine (2.151), com a integral (2.138), verificamos que,

[msOsQeB0der = [m. fO5ee8, 3 8O e

=0

78



_LsiT

T 1, b0 (1=1,2,3), (2.222)

e portanto a equagao {2.221) resulta em,

1, - ! .
pi; = pbi; — ZkT > [(bﬁs)'(o’ + 80 s s T g(bgs)'(o) R LB
a=l
+(b£.2)'(0) + bgz),{o): - bia),(o) - bis)"m))n(()a;:-oo
1
+E(2b,&2)'{0) - 2b£2)'(0). - bLS)’(O) + bLSJ‘(O)-)n['ﬂ(ip(r.o
v,

+(6b(1)!(0) _ 4b(2)v(0) _ 4b(2)’(0)" + b(S),(O) + b(s):(o)") ,

U6 1y <cros ] 2. (2.223)
§

Como ja haviamos observado, apenas os coeficientes bg)'(o), com (I = 1,2, 3) precisam ser
determinados para que o termo constitutivo p;; se torne conhecido em fung¢ao dos campos
basicos. Isto pode ser feito através da resolugéo das equagdes (2.160) a (2.162), para b{!h(9),
Desse modo a equagao (2.223) pode ser escrita,

9,
Pi = pbi; — Zucijs<rs> 5 (2.224)
5

onde o tensor de quarta ordem pcijs<rs>, ¢ denominado de coeficiente de viscosidade
cisalhante, no caso, do gas ionizado. A equacéo (2.224) representa a lei de Navier-Stokes.

Assim o coeficiente de viscosidade cisalhante é dado por,

e = FT S [0 4 60 O+ L~ EO Y,
+(BEHO) 4 p2HO _ 3O _ gy
+%(2b£2)'(0) — 2600 — M0 bExS)‘(O)‘)n('?)(-J)(rs:v
+ (65(MO — 45310 _ gp2HO L yB1O) Ly @O ] (2.225)

79



Apesar dos 81 componentes possiveis do tensor acima, um grande nimero deles sio
nulos, além de o tensor possuir um considerivel grau de simetria. Podemos observar que
as componentes do tensor pcij»<rs> ficam determinadas através de uma combinagio de
cinco coeficientes, (327, 50O, Tov_ @0 5re  p(BA0 v pEHO) ¢ T2v pEMO) st
faz com que, apenas cinco das componentes desse tensor, sejam linearmente independentes
[15]. Se orientarmos o campo magnético na direcdo z, B =Bi no sistema de coordenadas

retangular, verificamos que as componentes do tensor pressio (2.224) resultam em,

av(r
rz = P — 2 ) :
Per =P = 25— (2.226)
6'11(3; 6'11(1-
ry = Pyz = -2 2 s .
611(,; 6"'—’(::
gz = Pz = -2 -2 . .
Pez =P Ko gy ~ 2o (2.228)
dve Ove, Sue
—p—2 Y _ 9y — y v 2.22
Pyy =P — 22 92y (1 — pa) 92 M., (2.229)
a'v<y a‘U< 6U<z
z — Pzy = 2 L — .
py p Y |u4 6$y> + (p’l 2#2)3:1:2) 483:2), (2 230)
dve Jue dve
e =p— 2 — Y Quy oSy gy, IV .
Pz = P — 2(m #2)63:3,) + 2p4 7., Mg, (2.231)
onde,
1 v
ur = §kTZn° (59),(0)) : (2.232)
L~ Lo, L@ peo-
pa = ZRT Y mo [0 4 Z(60 45000 (2.233)
a=1 -
s, [La@no o p@).0e
s = KT S, [S(600) 4 520m)] (2.234)
a=1 -
o = KT S m, [~ (6040 — 50000 (2.235)
a=1 -
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1 - '
o = AT S |5 (60 —4000)] (2.236)
a=]

No desenvolvimento das expressdes (2.226) a (2.231) utilizamos o fato de ser nulo o trago
de gfi, ou seja,
av<x 6v<y 6‘U<z

= 2.2
3.’1:,,-> aIy> 3:17,_> 01 ( 37)

e portanto, é interessante observar que y) nio representa o elemento g<rryezzs, Uma vez
que,

8U<r
rr = [ — 2 TE>LTS> A ¢ 2.238
p p Herz>< >3:c5> (2.238)

Podemos verificar a partir das equagdes (2.232) a (2.236) com, (2.174) e (2.175), que
na auséncia de campo magnético, temos, gy = gy = 3 € ug = us = 0, reduzindo o tensor

pressao a forma,

(2.239)

A forma com que aparece o coeficiente viscosidade cisalhante neste caso, corresponde a

viscosidade de fluidos puramente isotrdpicos, onde u = u; = a3 = pa.
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Capitulo 3

O Método Combinado

3.1 Introducgao

A partir dos dois principais métodos de resolugdo da equagao de Boltzmann para a deter-
minagdo dos coeficientes de transporte de um gas, sejam eles o método de Chapman-Enskog
e o método de Grad, foi desenvolvido o método combinado.

O tradicional método de Chapmann-Enskog, ji analisado no segundo capitulo, necessita
da solugdo da equagao integral proveniente da equagdo de Boltzmann para a determinagio
do desvio da fungao distribuigio .

No método de Grad, [16], [17], [18], o desvio da fungdo é distribuigio é preliminarmente
obtido em termos dos momentos da fungdo distribui¢do . Desse modo podemos calcular
os termos de producio que aparecem no sistema de equagbes de balango estabelecido a
partir da equagdo de transporte (1.63) para esses momentos. Desprezando nestas equagdes
os termos nao lineares e as derivadas temporais dos campos que sdo nulos no estado de
equilibrio que estejam no lado esquerdo das equagoes de balanco e mantendo esses termos
no lado direito, obtemos um sistema de equagbes em primeira iteragio. Resolvendo o
sisterna assim formado para os momentos da fungdo distribuigdo em primeira aproximacao,
encontramos os coeficientes de transporte.

Aproximagoes sucessivas podem ser obtidas em ambos os métodos, o que proporciona
resultados melhores. A equivaléncia na precisdo entre esses dois métodos, no que diz
respeito a determinacdo dos coeficientes de transporte e resguardando as aproximagées
correspondentes, estd comprovada em [19].

A determinagdo dos coeficientes de transporte de gases monoatémicos e de misturas,
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JA(x,t) = fmafffa(x, c®, t)de®, i Jr =0, (3.5)
g2 (%, 1) /m C2Ce f.(x, ¢, t)de (3.6)

Reescrevemos também a equacio de Boltzmann (1.54), com sua forca externa especifica,

sendo expressa pela forga de Lorentz por unidade de massa da particula (2.10), de modo

que,

df. d

af + faf (E +€UkcJBk)a£ = /(f f,s fofe)g?*bdbdedc” (a=1,2,...,v).
1 B=1

(3.7)

A fungio distribuigio f,(x,c¢°,t) para (@ = 1,2,...,v), pode ser obtida tanto pelo seu
desenvolvimento em série de polinémios de Hermite em £2 (velocidade peculiar parcial),

quanto, pela maximizagio da densidade de entropia. Empregaremos a segunda alternativa.

3.2.1 A Funcao de Distribuicdo

Podemos entdo obter a funcao distribuigio fora do equilibrio através da maximizacgio da
densidade de entropia, pn (1.106),, sujeitos as contribuigoes dos campos especificos, (3.1) a
(3.6). Este problema é equivalente & maximizac¢io da densidade de entropia sem restrigdes

através do método dos multiplicadores de Lagrange com o funcional sendo dado por,

F= Z/ (—kln fo—A*m, — Aim,cf — )\%mqu
— Aym.CECE = ATE mC2 )fa(xc £)dc® (3.8)

onde A, A%, A2, A? e A,

%, representam os multiplicadores de Lagrange, todos independentes

da fungao distribuigdo. A maximizagao do funcionalF = F'(f,,x,t) é feita através da

equagao de Euler Lagrange,

oF
of.
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Assim, derivando parcialmente a equagao (3.8) em relagdo a f,, obtemos a funcao que

maximiza a densidade de entopia, ou seja,

B m. { k . o 1 asta 1 yal 2 e
fa = exp [— k (m +A +At—C£ +/\2Cu +A._JC,- CJ +A1'20°Ci)j| . (3.10)

Decompondo as velocidades das particulas em termos das velocidades peculiares parci-
ais e velocidade da mistura através das relagdes (1.68), (1.79) com (1.91) e (1.85), podemos
dividir a fungdo (3.10) em duas parcelas. Agrupando os termos assim formados adequada-
mente, podemos reconhecer uma primeira parcela que ira representar a func¢ao distribuigio
no equilibrio, enquanto que a segunda correspondera ao desvio da fungao de distribuigio.
Como estamos interessados nos processos fora do equilibrio desprezamos os termos nio
lineares e usamos a aproximagao e™* & 1 — z na segunda parcela, de modo que (3.10) pode

ser escrita em primeira aproximacao por,

fo =exp [—-ma ( k +A°‘+Af‘w+)\l§f)]
k \m, 2

Mo aca aJia a raco 1 a a
« [1_ i (Aié,- +/\§,-;:+A,-,-E,-€,~+§/\,-636;)]- (3.11)

Os multiplicadores de Lagrange sao obtidos em termos dos campos basicos ao identifi-
carmos a parcela em equilibrio com a fun¢aoe maxwelliana (1.129) e substituirmos entio a
equacdo (3.11}, com os coeficientes em equilibrio j4 idenficados, nas defini¢ées dos campos
basicos (3.1) a (3.6). Lembrando ainda que estamos desenvolvendo uma teoria linearizada,

obtemos para os multiplicadores de Lagrange,

= {2 ()}
AT = m, {1 tlo [ma (21rkT ’ (3.12)
Mo ..
A} = puszJi : (3.13)
1
A=— 3.
T (3.14)
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Me

i3 = __2p kT2p<,'j> ) (315)
2 m2

? =-% szaqg * (316)

Substituindo as expressdes (3.12) a (3.16) na equagdo (3.11), obtemos a fungao dis-

tribuicao f.(x,c?,t) em termos dos momentos (3.1) a (3.6), ou seja,

Pa m, 3/2 —E‘E‘}r
= 1 oL
Jo= o (Z:rrkT) ° kT i
1 Ma 2 o o o 4 o ra Ma .9 5)]
2‘00 (ﬁ) |:p<1j>§t EJ + ng Ei (2kT§a - 2 ? (3'17)

e que pode ser apresentada como,

fo= O + 8,), (3.18)

onde ¢, representa o desvio do equilibrio da fungao distribuigio, linear em relagao aos seus
momentos.

Uma vez estabelecida a fungao distribuicéo , a substituimos na equagdo de Boltzmann
(3.7), agora como no método de Chapman-Enskog, respeitando as devidas influéncias de
cada termo tanto na equagao de Boltzmann quanto na fungio e distribuiciao, como o fizemos
na equacdo (2.11). Negligenciando os termos nio lineares e as derivadas de J?, ¢2 e Plisss

além de considerarmos (2.30), obtemos a equacao,

f(O) + (&7 + v) éff:) + ; af;j + — Gljkijkf(O) agc
- ﬂz;‘;[faawa) T La(#0)], (3.19)
na qual utilizamos as relagdes (2.5) e (2.20). ou seja,
E! = E; + €;4v; By, (3.20)
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O + oy du  Jdp Z

P3t T "8z, " b E+Z G5 B, (3.25)

a=] a=1

aT or 20w _
= T B +3T6:c = 0. (3.26)

A equagdo (3.23) apds a substituicio devida das equagdes (3.24) a (3.26), resulta,

(0} a ja
f{ i+ (2kT

Eﬂ [ pc. Z: _EkaJﬂB]; €!Jkl] Bk]
g=1

ﬂl aT m 37)(1
)g Tom: T W55 5z,

pakT
2

n m,  €a {a [ (
po(ET) m, 7 5 \2rrée 3

=)+ vt } = S_llus(de) + Lalsl], (327

onde o vetor df, representa a forga generalizada de difusio do constituinte «, ja definido

em {2.27) e que reescrevemos abaixo,

1 [8p. pa Bp ( L ps s € -
@ =-|=-2""T 4, 22 - 2 E, ds = 0. 3.28
[ . e\ 2 (3.28)

A equagdo (3.27) serve de base para a obtencio de um sistema de equagdes , para os
vetores d¢, gg e gf”— Uma vez resolvido esse sistema, obtemos as equac¢des para os termos

constitutivos J?, g7 e p%;;.,, pois estamos interessados em uma termodindmica usual.

Multiplicando a equagao (3.27) por -22=(2 e integrando para todos os valores de £2,

pa kT
obtemos,
—pd? - (’:;'Z e:JkJﬂBk— Cuk-] Bk) ZAa,sJﬁ ZkT wsqt, (a=1.2,...,v),
poy
(3.29)
onde representamos,
1 m.m .
Aa,ﬂ = —g pﬁkjf j{t aﬁ {ﬁ d{ se, « # ﬂ, (3.30)
e =~ PLol€0)E° + [ € Lale)dE" .
A 3MT[Z[€ o(E2)dE" + [ €2l (¢ E] (3.31)
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Fu= ot oL (Gre-3) ], e ks 63

Fu= 2 (S [0 [(Fine-3) ] + e (e - D6 ).

A equacgdo (3.29) representa v equagbes linearmente dependentes, pois }._ d* = 0.
Como desejamos equagdes linearmente independentes, subtraimos a v-ésima equagio das

a-gésimas equagdes (3.29), de modo a obtermos ¥ — 1 equagdes linearmente independentes,

ou seja,
(d° - d”) + fuk'] Bk E;JkJ Bk
=S (Aug = An — Aug + A)JE =3 T2(Fog— F)gf,  (a=1,2..v~1), (3.34)
2 Lo %T
ou,
oy e €o cop | v
d —df) E] [ af — — A+ Auu)aij - (m_,,a 7+ -TE) E,‘jkuBk] Jf
—Z ~Fp)e?,  (a=1,2.,v—1). (3.35)

=1

Multiplicando agora a equagao (3.27) por, pa—’(’,:%,? (sz{z - -) £¢ e integrando sobre

todos os valores de £°, obtemos,

S o aT €a mea m
21;1 3::,- (kT) f:quJ BL EG""J':G Z k; H"‘-ﬂql ) (Ct = 1, 2, - V)) (336)
onde,
1m aMMg ., s .
Gog = 3 pokT (%:r’E )& Lo(€F)dE>,  se, a#8, (3.37)
1 m? [& Mg 5 O\ .. . 1 Ma .o 9\ .. -
Gon = gpakT l;f (ﬂ?& B 5) & Laal(€7)dE +/ (ﬁgo - 5) E7 Lo (&7 )dE l )

(3.38)
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__2mams (M 2_5) . [(ﬂ 2_§) ?] Fo
Hu= -2 [ (st =5) 6k | (Gt - 5) € 48, se a#8, (339)

Haa =

L IS (e - e (e -3 e] 4

+ [ (e -3) et (G

As expressdes (3.30) a (3.33) assim como (3.37) a (3.40) representam parcelas das integrais

2 _ -25-) 53] d{°} . (3.40)

de colisdo. Se compararmos a expressdo (3.32) com (3.37), observamos que Gop = $F,, €

que G,o = $F,,. Desse modo podemos escrever a equagao (3.36) como,

E_’P_aa_T = gZ(Fﬂn — F,.)Jf — Z Ms (Hﬂﬂgﬁ - ;—“5“*’51-#3,‘) qf, (a=1,2,...,0).
) (3.41)

Multiplicando agora a equagao (3.27) por T2£2.£3, e integrando sobre todas as veloci-

dades f @, obtemos,

Ove; €. a N d
- 2pa aI< - _(EkiquP<kj> + eququ<kt'>) = ZLuﬁpf:ij> ¥ (Q’ = 1521 _,_,y), (342)
J> mu A=1
onde
1 m, m
Los= =157 Gt /§<p La(€2,65,)dE,  se, a#8, (3.43)

1
Lea=~15 ok [Zf&p Lo(€2,625 )dé® +]E<p (2,40, )dE® ] (3.44)

Evidenciando o deviante do tensor pressido na equagio (3.46), temos,

Qvei “. [ ea
- 2Pc = = Z I: (Ckiqu‘Sjl + ﬁquBq(Sil) + Laﬂaikéﬂ pf:k!} ) (Ct’ = 1127"-3V)-

O0z;s» 4ol lm,
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A partir do sistema formado pelo conjunto de equagdes (3.35), (3.41) e (3.45), podemos
obter as equagdes para os termos constitutivos desejados. Mais especificamente, para a
determinagao das equacdes constitutivas para os vetores J? e ¢7 devemos resolver o sistema
formado pelas 2v—1 equagoes vetoriais (3.35) e (3.41). Ja para a determinagio das equagdes
constitutivas para os teﬁsores P%i;», devemos apenas resolver o sistema formado pelas v

equagles tensoriais (3.45).

3.2.2 Os Vetores Densidade de Corrente Elétrica ¢ Fluzo de Calor

Para que possamos expressar de forma esquematica as equagoes, de densidade de corrente
elétrica e do fluxo de calor, utilizaremos a representagao matricial. Definindo inicialmente

oS tensores,

a €a o Ev
AL = (Aup — Aay — Aup + Au)i; — (maa o _ 'n?,f) et B, (3.46)
Ff = —(Fap — Fl)8i; (3.47)
G = (Fm- — Fa)éi, (3.48)
HS—‘B = — (Hcﬁé-,'j — ;ﬂ JaﬂﬁijkBk) N (3.49)
escrevemos as equagoes (3.35) e (3.41), como,
v—1 I
—p(d; —df) =Y AL - ET;F“’ 2. (@=1,2.,r—1),  (3.50)
A=1
S5p. 0T & . R
5T 5m = ZIG,;’J;’ ZH ”kTq, , (a=1,2,...,v). (3.51)

O sistema de equagées (3.50) e (3.51), na forma matricial, pode entdo ser escrito,

( [ p(d? — )](y 1)x1 )= [A?}B](u—l)x(u—l) [E;ﬂ](u_l)xv ( [JP](;, 1)x1 ) . (3.52)

Spa 8T BT afd af ma 8
[2 T 3z, rxl [Gij vx(v—1) [H ] kqu-
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Chamando a matriz dos coeficientes na equagio (3.52) de [Kc'*ﬁf‘](m’_m(2 ;> O seja,

A7) 7
K?'B - (=1 x{r—1) (v=1)xv , (353)
S el el

. Porém os elementos

k1

podemos calcular a sua inversa, em « e [ isto é [(K-luf’“]
(2v—1)x{2e—1)
que a compoé siao tensores de segunda ordem. A forma geral que os elementos da matriz

[Ke: possuem &,
(2u 1)x(2—1)

By B:B;
Sij = $ybij + Sa€ijk—0 B + S0 pa Bz ° (3.54)

onde os sub-indices (6), (¢) e ({) nos coeficientes das parcelas tensoriais que formam o
tensor, servem para identificar a procedéncia dos mesmos. O tensor inverso de (3.54) que
se tornara necessario no momento da inversio dos elementos da matriz quadrada da equagao
{3.54), pode ser obtido através do teorema de Cayley-Hamilton [21]. A forma geral desse

tensor inverso, especificamente para tensores do tipo de (3.54) € dado por,

1 Bk 82— 3580 B,_B
S =— 15 5;-—s¢e,~—+((" 20 3.55
( ),-J 57 T 52, [(n i T Sik g 5o F50 | B (3.55)
Agrupando os elementos da matriz inversa [(K 1% ](2 ey € sub-matrizes, de tal

modo a escrevermos,

—1\8e [Mk“](y_”x(,,_” [Mﬁ:] e
([(K )ki](z,_l,m,_.,) ([Q. [ ?k]‘ ; (3.56)

ki lux(v-1)

temos,
A (MY oy [ M221] [~plds - d2)],,_
r—1i)x1 u=l}x{e Pi(v—1)yxw v=lix1 . (357)
m a 8T
( Il_quijl [th ]vx(v-l) [ ?‘:.]vx” [%%_aa?' rxl

As equagdes para os termos constitutivos J? e g podem entao ser escritas na forma,

wxl

= 5 ps 9T
a :a_B _ B 4 af
']i - F'_Zl MIJ [ p(d d; )] + Z W‘J",J 9 T B:C_, (3.58)
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Ma 0 2 yas 2 ) 5;:»JG BT

f=1

sendo M?2°

ij o

relagdes de Onsager.

Mz’ ¥ e Q3% os elementos das sub-matrizes de (3.56) que verificam as

Podemos escrever a relagao entre os vetores forga de fluxo de difusao por,

r—1 v—1

(df —df) =df +3 d7 =3 (67 +1)d}, (3.60)
e obtermos,
=1 Lre=] w—1 v=1 tr—1
D MFp(df —di) =3 MFp) (6% + 1)d] = 3D pMP (6% + 1)d]. (3.61)
8=1 a=1 =1 y=1 f=1

Usando os tensores estabelecidos em (3.56), definimos entao,

v—]1

Dy =Y B+ ymgy, (3.62)
B=1 o
Dy = —23 Papges 3.63
Tij — 23:1 fe Ty ? ( . )
. 5 k
Ad T3 moQT.,, (3.64)
v k I
Dy =% m—p(a*ﬂ +1)Q7, e D>, DY =pD; . (3.65)
4=1 a g=1

Assim, escrevemos as equagées, {3.58) e {3.59) como,

— 1 T
— D¥#de — 2 =1,2,...,v— .
;pa iy @j p"DTuTﬁ:L.J (a=1,2,...,v-1), (3.66)
e
)\Tjg — ZD;?}d? (Q‘ =1,2, ...,V) . (367)
3 #=1

93



Denominarmos os seguintes coeficientes, Dff de coeficientes multicomponentes de di-
fusdo, Dj, coeficientes multicomponente de termo-difusao, Aj; coeficientes de condutivi-
dade térmica parcial € D3 coeficiente multicomponente de difusao-térmica. Como todos

esses tensores tem a forma geral dada por (3.54), podemos escrever,

B B;B;
D} = Digéiid] + Difein g & + D=7 s
B B
a a B"B a B‘B a B
= (D24 + DEg)2ds + Dy (& = 228 ) + (= Deheaws s
= DWdf,. + DLPdf, + DRdl,,., (3.68)
onde utilizamos as defini¢des (2.174) e estabelecemos que,
D = D + Dgf, DY) = Dgf, D& =-Dgf. (3.69)

e da mesma forma para DY), com (1) = (D, (L), ().

Os demais coeficientes tensoriais podem ser decompostos de forma inteiramente se-
melhante as realizadas acima. Do mesmo modo podemos definir vetores gradiente de
temperatura nas diregOes paralela (||), perpendicular (L) e transversal (+) e assim escrever
a equacio (3.66), ou seja, a lei de Fick, como,

-

e ==p. Y. (DR, + DDA, + DY)

A=1

- %; (D(T!L),(VT)(II); + ‘Dsrt)(vT)(L).- + DE;:(VT)(H.-) ' (0! = 1?23 ey V= 1)5 (3'70)

sendo todos os df;, , com () = (||),(L1),(+), linearmente independentes. Utilizando as
definigoes dos vetores df) e (VT),,, com (I} = (]|},(L), (+), o vetor ¢, expresso na forma

(3.67), pode do mesmo modo ser escrito,

af = = (AP(VT )y, + NV, + XD (VT )y, )
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v—1

~3 (DW da + DB+ DR AR (3.71)

Dag " (ID:
=1
onde,

/\(ll) — ’\Fd) + ’\(c)’ /\(J.) = \° /\c+) = —)°

(&) 3 (a9 (3.72)

e da mesma forma para Dpuﬁ, com (I} = (|), (L), (+).
O vetor densidade de corrente elétrica J;, definido em (2.185), pode ser representado
pela equagdo (2.191), ou utilizando as definigdes (2.187), (2.189) e (2.190), obtemos a lei

de Ohm generalizada,

(n ge oD g (+) 78
ZZ (U Iy Tas d ALY dE'(+)-)

a=1 =1

-2 (éi.")(VT)(uJ.- + ¢ (VT ), + ¢5£.+)(VT)(+),) : (3.73)

Define-se o coeficiente de condutividade elétrica do fluido nas respectivas dire¢des por,

=33 o= ZZ Role (nsea - -—Zn e ) Dy,  com () =([]), (L), (+),
a=1 g=1 a=1 =1
(3.74)
assim como o coeficiente termo-elétrico do fluido por,
LLPE P \

=4 =200, com ()= () (1), (+). (3.75)

a=1 a=]

O fluxo de calor total g;, definido em (1.90), pode ser escrito na seguinte forma se

considerarmos a definigao (1.91),

. 3 kT 1 J? D 1
qi = q: - ‘]10 + J:l + _pai' J? - (376)
; ( 2 2 2 Pa D <13>Y3

Como estamos interessados em uma teoria linearizada, desprezamos os termos com produtos

de termos constitutivos. Considerando ainda a equagao (1.87), temos,

- 5 kT
gi=y (q, o ) (3.77)

a=1

95



ou, se considerarmos a equacao (3.71),

o

=2 (/\ﬂ"(VT)(",‘ + AV )y, + '\(c.+)(VT)(+).-)

= * 5T
-2 (D(D"c)xﬂdﬁni + D520, + D(z;:adfgﬁ.-) +2 g i (3.78)
a=1 =1 a=l ~ -

Como o objetivo é definir o coeficiente de condutividade térmica do gis ionizado, de-
vemos absorver o segundo termo da equagdo {3.78) no termo referente ao fluxo de difusao,
retirando com isso a parcela do coeficiente multicomponente de termo-difusao do coeficiente

de condutividade térmica parcial. Utilizando a equagao (3.70), definimos,

v=1
a Pa
J(l); = "Pa Z DS;)ad(ﬁ). - —fD'(;':):.(vT)“)i ) (I) = (”)1 (-L): (+) ) (379)
B=1
de modo que,

Ji= J(Tn.- + J(GLJ.- + Jﬁn.- . (3.80)

Assim como na equagao (2.204), a partir de (3.79), isolamos o termo referente a forca de

difusao,
= 1 1
3 Dty = =g D (VD = = J (0= (D (), (), (3.81)

. . ! ! . .
e para que possamos relacionar os coeficientes Dgg com D&Z,,, definimos um novo fator razao
de difusao térmica, por,
1 D(‘)

= e 0= (L) (). (3.82)

Com isto o coeficiente de difusdo térmica que aparece na equagdo (3.78) pode ser re-

presentado por,

v—1 (D
Z DS;d(ﬁ)‘ = nkk‘(rl)Dg:l(VT)(l). —nkT pT J(‘:); ’ (1) = (“): ('L)s (+) ’ (383)
B=1 a

de modo que a equagao (3.78) assume a forma da lei de Fourier, ou seja,
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@i = — (XO(TT)p, + AV Ty, + XP(IT),)
il ]. k(“) 5 ch k(J-) 5 Ta Jo k(+) 5 Ra Ju 3 8
+P§Z +§_ an: ey +§— ] > (3.84)

onde definimos,

CESY (/\f,") — nkk;’”Dg."i)

a=]

AW = 3 (A - nkk{H DY) (3.85)

a=]

A = Z (A?) - nkkg.”Dg:;)) )
a=1
Desse modo obtemos o coeficiente de condutividade térmica do fluido, nas respectivas

dire¢bes paralela, perpendicular e transversal.

3.2.3 O Tensor Pressao

A determinagao das equagdes constitutivas que envolvem os tensores pf;, necessitam, como
ja afirmado anteriormente, da resolugéo do sistema de equagoes formado pelas v equagdes

tensoriais (3.45). Podemos escrever esta equagao por,

61).(,

_23

= Z 3klp<ki> 3 (O! = 112: sery V)’ (386)

J
onde,

L
ic;'il = ;—éaﬁ(ekiq Bobii + €kjqBybit) + Lopgbindii . (3.87)

Como o produto do tensor Nj;; com o deviante do tensor pressio p%,., resulta no
tensor deviante do gradiente de velocidade, 5;’—‘? (simétrico e sem trago), entdo é vilida a
3

identidade,

af af af af
it = itk = Vit = Nk (3.88)
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e portanto,
Nl = 1 (Nijit + N+ Nl + Nji?k) . (3.89)

if i

Assim de (3.87) e considerando a equagao (3.89), temos,

eﬂ'

- 1
N2 = aLaﬁ(&-k@: +8adj) + 5

5°ﬂ(€kquq5ﬂ + Eququﬂ + €1;‘qu5§;¢ + ijqu(S;k) . (390)

Mas o tensor N3, pode ser sem trago em 7,j e em k,[, devido aos demais tensores

envolvidos na equagao serem sem trago. Como,
1
o — af af .
<iin<ki> = 17kl - §Nrr5361]6k!1 (3.91)

entdo a equagao (3.90) pode ser escrita,

1 2
Nscrs = ELaﬂ(éikéjl + bubik — -3;6{3.-6;:1)
1e,
+ Em—goﬂ(ek,‘qu&ﬂ + €xjq Bobit + €1ig Bybjk + €1je Bybix) . (3.92)

A forma geral de um tensor de quarta ordem simétrico e sem trago em 2,7 e em k,!
que seja fun¢do de um pseudo vetor, como o campo magnético B, (ou de um tensor an-
tissimétrico €;;+B;) é composto por cinco elementos de base independentes como fungao
de B (teoremas de representagdo), como em [20], o que nos possibilita escrever um tensor

genérico Teij»<ri> do seguinte modo,

T<"J'><H> = :F(J)n(ﬁ<u><k(> + :I}C)nfﬂ)<13><k:> + ﬂ()n(().q.‘_,;.(kr;,

+ {F('?)n("l)<,,><m> + TEGJn(a}(,J-,(H;, H (393)

onde,

2
= bixbj1 + dudjx — §5ij5kh (3.94)

L O PPN
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n(‘)«(.;)(kl)

1
= — (birerjr + b€ + Sjk€rit + Oj1€ki) B, (3.95)
B

1 4 4
ROy oahts = Ef(Binéjl + B;Bib;r + B;Bibi + B; Bidiy — gBiijSk! - §B<kB:>5ij),
(3.96)
1
Nmer,oarts = Eg(ékthf&B: + €1;:B; By By + €4y B; By B, + €;:, B; By By), (3.97)
1
oty aki> ﬁBQ’B:bB(ka . (398)
Comparando a equacio (3.93) com a equagdo (3.92), temos
:?j><k1> = N(:fn(6)<ij><kl> + A{(t:fn(‘)n:u><k1> ’ (399)
onde,
1 1 eﬂ a x x [
1\’(‘:‘; = —2—L..-.ﬂ, N = 5;1—':5 fe NGF=N=N=0. (3.100)

Como o nosso objetivo, neste item, € obter uma equacao para 0s termos constitutivos
¥ b
P%i;>, consideraremos o sistema de equagdes (3.86) como uma equagdo matricial, que de

forma esquematica pode ser escrita,

([—2;:0 o )= (Imt]...) (L) - (3.101)

Assim devemos inverter a matriz v x v formada pelos elementos N2, .. . Serd necessario

para tanto conhecer a forma inversa desses elementos de matriz, no caso tensores de quarta

ordem na forma de (3.23). O tensor identidade de quarta ordem e sem trago é expresso

por,
1 2
Teijo<ut> = 5 (61'}:5_1'! + bubjx — §5ij5k() ) (3.102)

a ser utilizado na obtenc¢ao do tensor inverso, uma vez que,
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_1\e8 .
(N 1)<,-_,-><Ts> N2”><H> = leiso<hi> - (3.103)

O tensor inverso de um tensor do tipo (3.99), ou seja, (N‘l)f:-pqg, possui a forma

geral (3.93), cujos coeficientes a determinar serao obtidos pela composigao estabelecida na
equagao (3.103). Procedendo dessa maneira e resolvendo o sistema de equagdes resultante

de (3.103), com as definigdes (3.94) a (3.98) obtemos,

-1 af _ 1
(N )<ij><kl> - 4( Ny + 4N(c)) [N(‘)n("k-»«u + N(‘)n(‘)<-':><kt>
2 3 4
+3 Ar(ﬂjv(c) n 3—1\{(‘) T + 12 Ar(‘)
——Ng’) n JV(%) (C)<.‘,><kr> IVM + JV(ZC} (M ciy><ki> N(g)(lvm +jV(2¢)) (9)<i1><k!> .

(3.104)

Agora podemos inverter a matriz formada pelos elementos NZf,, ., na equagio (3.101)

e escrever,

([Pif»],,l) { l...) ([ QPa(;::] ) (3.105)

. . — 8
Representando os elementos da matriz inversa por (N™') 0., 4/, Podemos escrever a

equagao (3.116), como,

E
Plis = 22;:,,( n U<k (a=1,2,..,0). (3.106)

<> <ki> 3:[:1:,

Chamando o coeficiente do gradiente de velocidade de coeficiente de viscosidade cisa-

lhante parcial, e o representando por,

Hiimckts = zpﬂ( )<u><u>’ (a=1,2,..,v), (3.107)

entdo o trago do tensor pressao parcial pode ser escrito por,

p“.. :—-2#“ ; a_U<—k
<ii> <> <k G

(a=1,2,...,v). (3.108)

100

sgRvICD OE
BISLIOTECA E
INFORIIALAC




O tensor pressao total, definido em (1.84), ou seja,

'3

1

a=sl

reduz-se, ao considerarmos uma teoria linearizada, em,
pii =)
a=1
Pela equagdo (1.82) com (1.83), sabemos que,

Pi; = pdij + D<ij>

sendo que,

p:zv:pa =nkT=innkT,

a=1 a=l
v
e
P<ij> = p<£j> .
a=1

Desse modo, a partir da equagao (3.108), temos,

6U<k

v
— [
P<ij> = —ZZF‘<:'J'><H> 3 .
a=] a:l>

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

Definindo o coeficiente do gradiente de velocidade em (3.114) por coeficiente de viscosi-

dade cisalhante do gas ionizado e o representamos por,
H<ij><kl> = Eﬁ‘::‘j><k1> !
a=1
a equagao, (3.114), pode entio ser escrita,

vy
Pcij> = —2#<=‘j><kt> —(9 )
Tl

representando a lei de Navier-Stokes.

(3.115)

(3.116)

O coeficiente de viscosidade cisalhante, expresso em sua forma geral como em (3.93),

pode ser representado por,
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B<ii><ki> = F"(ﬂ)n(61<u><u> + T gips <ri> + #(()n(().(i:r)(kt)

+ )T giyo <hr> + M8 c1ys chs 0 (3'117)

0O método combinado, nos possibilita também obter outras aproximagdes para os coe-
ficientes de transporte [19], assim como acontece nos demais métodos. Os coeficientes
de, condutividade elétrica, termo-elétrico, condutivida térmica e viscosidade cisalhante,
calculados pelo presente método, equivalem-se aos mesmos coeficientes calculados pelo
método de Chapmann-Enskog nas seguintes aproximagdes 2%, 1¢, 1% e 1%, respectivamente.

Supondo o campo magnético na diregao z, B = B.1, de acordo com o apéndice C,

temos,
B'U<x
I = —2 ) .
P<az> H1 a$x> (3 ]‘18)
a‘l}(z a'f)(:r
cos = Peves = —2 ) , .
P<ay> = Peya> #33:%) s 7.y (3.119)
6‘”(:: aU(x
> = zT>» — 2 -2 y .
P<zz> = P<zz> = 205 D245 #331:» (3.120)
Jue du. due
= -2 L — 2w — = -2 <, 12
P<yy> 2 9zys (1 #2)32:2) Ha 2.5 (3.121)
67)(3‘, 67)(5 a'l}(z
z> = z = 2 - - . .
P<yz> = P<ay> ﬂdazw + 2(m 2#2)31:2) #43$z> (3.122)
Jve Ov ov
zz> = -2 - L 2 <Y _ 2 <= .
P<ze> (1 #z)azw + ;L«:axz) 2 2. (3.123)
onde
2
H1 = Blzz><or> — B<za><yy> — § (3#(@ + 4pe + I-L(a)) ) (3124)
1
H2 = Hyy><yy> — H<yy><zs> = 3 (6 T4 + tnr) (3.125)
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Ha = 2fczysczy> = 2 (Hen T o) » (3.126)

ta = 2pcyy><yz> = g, (3.127)

s = 2fcay>cra> = —2icaz><ay> = 2o T Hm) - (3.128)
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Capitulo 4

Calculo das Integrais de Colisao

4.1 Introducgao

O lado direito da equagio de Boltzmann (1.54), denominado de termo de colisio, representa
uma integral quintupla contendo as informagdes cinéticas das particulas que entrarao em
colisdo, como velocidades, trajetdrias e potenciais de interagao.

No processo de resolugio da equagio de Boltzmann para a determinagao da fungao
distribui¢io em fungdo dos campos basicos da termodinanica usual, multiplicamos essa
equagao por um invariante de soma e em seguida a integramos em relagio as velocidades
de um dado constituinte « do gis. Obtemos assim, a equagdo de balango do correspondente
invariante de soma. Os termos dessa equagdo de balan¢o que provém do termo de colisao
da equagdo de Boltzmann, agora ja separados de acordo com os termos contitutivos, e de
acordo com o método de resolugiao adotado, contém integrais dctuplas, as quais recebem
a denominagdo de integrais de colisdo. A forma apresentada por essas integrais, oriundas
da aplicagao do método de Chapmann-Enskog, ou seja, (2.163) e (2.164), é semelhante as
integrais de colisao obtidas pelo método combinado, (3.30) a (3.33), (3.39) com (3.40) e
(3.43) com (3.43). Como pelo método combinado a obtengdo dos coeficientes de transporte
é mais direta e simples, iremos nos restringir ao calculo dessas integrais por este método.

O processo de integragao pode ser dividido em duas etapas. Decompondo-se as veloci-
dades peculiares das particulas que estao em trajetdria de colisdao, em velocidade do centro
de massa e em velocidade relativa, podemos proceder a integracido sobre a parcela das
integrais que independe do potencial de interacio entre as particulas. A outra parcela, de-

pendente do potencial de interagio, é uma parcela especifica para cada tipo de gas, devendo
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ser integrada de uma forma agregada unica e representada pela integral Q,E.ﬂ;*’, definida em

(1.22). Como em nosso estudo o gas em questao € ionizado, as particulas envolvidas serao
ions, elétrons e particulas neutras (se considerarmos o gas parcialmente ionizado) e por-
tanto deveremos conhecer os potenciais de interagao entre cada uma dessas espécies de

particulas.

4.2 Integracao Preliminar

Desenvolveremos neste item a integracao sobre a parcela, das integrais de colisao, referente
a velocidade do centro de massa. Obteremos dessa forma expessoes algeébricas em funcao
das integrais Q4.

Efetuaremos os calculos especificamente para a integral de colisao A.; definidas nas
equagoes (3.30) e (3.31). Para as integrais de colisdo, F,, € H,,, 0 procedimento é seme-

lhante e portanto forneceremos apenas a expressao final.

Reescrevendo a equagéo (3.30),

Im,m,
Agp = —=
T3 pokT

[elal)df, s, a8, (4.1)

ou, usando (77),

lmum [ Fa
A= =g [ & [ [ [IO10(€F - @)anbdbdeac?dd, e, a#p. (22)

A partir da definigao de velocidade relativa (1.3}, a escrevemos em termos da velocidade

peculiar (1.85), através de,

g =& - &, (4.3)

assim como a velocidade do centro de massa, dada em termos das velocidades peculiares,

resulta em,
B8
Ba mﬂE? + mﬁEi

o e (44)

Com isto, as velocidades peculiares escritas em termos das velocidades relativas e da ve-

locidade do centro de massa, fica expressa por,
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mﬂ
o G 8 gpe 4.5
§=G"-—— ¢ - (45)
e
m
oo Mo pa 4.6
3 P+ —— (4.6)

Os elementos de integragdo na expressao (4.2), também devem ser alterados para as
novas velocidades. Utilizando a definicio de velocidade relativa é facil verificar que o

modulo do Jacobiano da transformacio , € unitario, ou seja,

g fa gef  2cf
J = det a(c.,;’é_f )| det %f: o ‘ =1, (4.7)
a(é: 1 6-?) 8e8  peo
logo, |J| =1 e portanto,
dcPdés = dEPdé . (4.8)
Do mesmo modo podemos afirmar que,
df*dE® = dg®dG®, (4.9)
pois,
dé*dE® = |J|dg* dG*, (4.10)
e de forma semelhante a equagao (4.7),
(&, &)
= ! L = —-]_ .
J = det PN (4.11)

verificando, |J| = 1. Substituindo a fun¢io maxwelliana (1.129) na equagao (4.2), seguida
da substituicdo das equagdes (4.5) e (4.6), assim como (4.9) através de (4.8) e considerando

ainda como em (1.59) que G¥* = G?*, obtemos,

Aaﬁ — _lmamﬁ (mnmﬁ)llzpﬁ -/ Gfa _ Mg g?a e"m_;:'-;'gcga
3 pekT (27T me + mg

2
xe‘zw(mcmﬁ}gﬁa My

(6% — g7°)gs,bdbdedg™dG™, o # B. (4.12)

mu+mﬁ
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v

Figura 4.1: Representagao das velocidades relativas pré e pas colisionais.

Para procedermos a integragio da equagio (4.12) em relacao ao adngulo azimutal e,
necessitamos conhecer a dependéncia que a velocidade relativa g;* possui em relacio a
varidvel €. De acordo com a figura (4.1) e adotando a diregao positiva do eixo z para o

vetor g7, escrevemos,

Ba

(4.13)

=

g =Yg

e portanto,

g% = ggas€ny s, COS €1+ gﬁasenxﬁasenej + gsa COS xf,afc . (4.14)

Como apenas ¢;°* depende do angulo ¢, a integracao em relagio a esta variavel ja pode ser

efetuada, logo,

JEm gPede = gsa [T (senxsa cos €1+ SENY soSENE ) + €OS X sk )de
= 0527 €0 Xpak (4.15)

= 27 COS Xpa 87 .

Na integracao de Gg,, verificamos do apéndice A que,
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ma+m
gt / G e T T dGoe = 0, (4.16)

por ser uma integral impar no vetor velocidade G¢*. Considerando entdo o integrando

restante, calculamos,

mo+m 32
/e 7 20 dGPe = 73 _ 2T : (4.17)
M, + Mg
Desenvolvendo o produto g7®gf® = g2 e fazendo a transformagio das coordenadas retan-

gulares em esféricas para gg,, temos, apos um remanejamento algébrico simples,

16 ='p MMy 3/ _z‘“_ﬁ“'"‘)ng
A = ———a./ 1 — - a 2 Mo +mg}2kT .Bab o .
[-7:3 3 ma + mﬁ ( CcOs X,B ) ((ma + mﬁ)2kTgﬁ°) [ dbdgﬁ & # ﬁ
(4.18)

Reconhecendo a variavel adimensional ~,s, de (1.23), na equacdo (4.18), ou seja,

16 (2w kT)'/? Pa

Agg = ——
g 3 (mamg)? (m, +my,

)i f(l—Cosxﬁa)viﬁe‘”if’bdbd'ras, se, a#f, (419)

ou utilizando a representacdo da integral Qg;’) dada por (1.22), obtemos, para A,s a ex-

pressao,
16 (21TkT)”2 Pa Q(]’l)

T3 (Mamg)' P (mg + mg) oo

Aap = se, a#4, (4.20)

assim como para A,. de (3.31), através de um procedimento semelhante, obtemos,

1/2 v 1,2
A = L8 (27ET)p, [Lg(m -y (L) E’mg’”} . (4.21)

a aa
3 mal‘z 2172 oi\m, + m, n,

O procedimento para as integrais representadas por F.p, Faa, Hop € Hea, é 0 mesmo
que para A,g, pois, todos os produtos com &7, ocorrem de maneira semelhante. Assim as
equagoes, (3.32), (3.33), (3.39) e (3.40), apos a integracio sobre todos os valores de G#* e

do angulo €, podem ser escritas respectivamente por,
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6 (20kT)'"pa (ma\" (. oany
= R 2 1) _onll2) .22
For = "G (e 7 mprt \ms (50, wU)a#h. (+22)
16 (ZW;CT lhpu (1,1) a0(1.2)
Foo = B m [21,2 50,07 — 20 )
1/2
— R (50(11) _ 9n(12)
Z (m — mﬂ) - (50" — 204, )J : (4.23)
8 (27kT)'?p, 1
P Sttt T ol 1 Q(l,l) _ 209(1.2) 4Q(1’3) _ 89(2'2) !
Hos 15 (m, +ma)5/z(m°m5) (55 s sa s s )’ o # B,
(4.24)
8 (2mkT) " pa [ 1 (1,1) (12) 4 4003 _ gf22)
Hﬂﬂ _B mi’z {25’2 (55Qaa - 20900 + 4Qaa - SQaa )
v 5/2
-y (L) Do [5 (5— +62 ) Qi —9pequ) 4 4Teqaa) sngf;?)” .
o1 \Ma + mg T, a M m, Me
(4.25)

A integral de colisdo correspondente a L., da equacgdo (3.42), definida pelas equagbes

(3.43) e (3.44), possui o produto £2,£3,, para o qual devemos considerar (2.30). Na inte-
gragio em relagio ao ingulo ¢, apenas g/°* possui dependéncia em relagio a este angulo e

desse modo, considerando (4.14), podemos escrever,

SENX go COS € 1
/g'ﬁ" Pode = /gﬂa senx;sasenf.} (SenXﬁa COSEl  senyp,Senc] cos Xﬁ“k) de
cos x gk ‘
= ng,,(l — €0s® Xga )0i; + m(3cos® xpa — 1) 95" . (4.26)

Prosseguindo, entdao de forma semelhante ao desenvolvido para a integral de colisdo,

(3.13), obtemos,

16 (2rkT ) 12
L., = 8 CrET)p. (&) (10000 —3082) | se, a#8, (4.27)

15 (m, + mz)*? \m,
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1/2
B L
I 1/2
() (o)) e
A=l a 8 a a

Dessa forma concluimos a primeira etapa de integragdo. Observamos que as integrais
de colisao tornam-se agora funcao apenas das integrais Q,(s{,’l), Qf,,la'z), Qg},’s) e Q,{si‘z), as
quais dependem dos potenciais de colisdo entre as particulas. Apds o estabelecimento dos

correspondentes potenciais de colisdo poderemos entao, desenvolver essa segunda etapa da

integracao.

4.3 Potenciais de Interagao entre Particulas de um
Gas Ionizado

O primeiro passo para o calculo de Qb éa determinagéo do angulo de espalhamento x4,,

de (1.15). Para tanto, devemos conhecer o potencial de colisao entre as particulas em con-
sideragao. Como este angulo devera ser calculado para cada par diferente de particulas que
compde o gas e considerando que a forma apresentada por (1.15) ndo é a mais conveniente
para a integragao, escrevemos essa equagao em funcao de uma variavel adimensional z

definida por,

z=—" com dr = — AT sa (4.29)
rﬁu rmtn
de modo que o angulo 8,, de (1.11), pode ser escrito por,
b 1 dr
0, = / . (4.30)
Tmin J0 [1 _ —22_¢ ("'_m.m.) _ _!b_z__xz]
Haﬂgﬁu T Trun

onde 7., é a raiz da equacgao (1.16) e pi,p = f—i:n‘% é a massa reduzida.
o
Os tipos de potenciais de interagdo que podem existir em um gas, dependem das ca-
racteristicas das particulas que compbe o mesmo. Em nosso caso, iremos analisar um gas

monoatdmico que se ioniza com o aumento da temperatura. Nestas condigdes, poderemos
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ter um gds parcialmente ionizado composto pelos seguintes trés tipos de particulas: ion,
elétron e particula neutra. Desse modo poderdo ocorrer interagdes entre ion-ion, fon-elétron,

ion-particula neutra, elétron-elétron, elétron-particula neutra e particula neutra-particula

neutra.

4.3.1 O Potencial Coulombiano e o Potencial de Debye

A forca de interagao entre particulas carregadas sao forcas de origem coulombianas, in-
versamente proporcionais portanto, ao quadrado da distincia que as separam. Sio forcas
do tipo ;‘,— repulsivas para cargas de mesmo sinal e atrativas para as de sinais diferentes.
A energia potencial entre particulas carregadas de mesmo sinal ¢ portanto da forma de

potencial de centros de repulsio como em (1.24) sendo dado por ¢(r) o !, enquanto que

r
para particulas de sinais diferentes enquadra-se como potencial de Sutherland (1.25), com
a parte atrativa do potencial dado por &(r) —} , para r > 1, € o potencial repulsivo
desse potencial, tipo esfera rigida, ¢(r) = oo, r < r,. Desse modo o potencial reflete, de
uma forma classica, a repulsido sofrida pelo elétron térmico ao tentar penetrar na nuvem
eletrénica do ion.

Porém, a utilizacdo do potencial do tipo coulombiano nos limites de atuagdo mostra-
dos acima, acarretara em divergéncias no calculo da segao tranversal efetiva (1.21), no
processo de passar os limites de integracdo relativos ao pardmetro de impacto. O que
acontece, entretanto, para distancias suficientemente grandes de uma determinada carga,
é uma atenuagdo mais pronunciada de seu campo elétrico devido a uma polariza¢io do gas
envolvente, formando uma espécie de blindagem elétrica, como ja observamos no capitulo
1. Portanto, o potencial puramente coulombiano ndo corresponde ao potencial entre as
particulas carregadas de um gds ionizado.

0O mecanismo pelo qual o gas ionizado tenta blindar o seu interior de um disturbio de
campo elétrico externo pode ser examinado considerando-se um gas ionizado, que esteja com
seu estado de equilibrio perturbado por um campo elétrico devido a uma particula carregada
externa. Esta particula poderad ser considerada como uma das particulas carregadas do

gas ionizado, isolada para a observacdo. Supondo que esta particula teste tenha uma

carga positiva +e, determinaremos o potencial eletrostatico ¢(r) que sera estabelecido
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préximo a carga teste, devido aos efeitos combinados dessa carga teste e a distribuigao
de particulas carregadas que a envolvem. Como a carga teste positiva atrai particulas de
cargas negativas e repele as positivas, a densidade de nimero de elétrons nz(r) e de ions
n,(r) serdo ligeiramentes diferentes, proximo da origem, ou seja, da particula teste. Para
grandes distincias da carga teste, o potencial eletrostatico desaparece e a densidade de
particulas carregadas torna-se equilibrada para um gas ionizado com o mesmo nimero de
cargas positivas e negativas, de modo que, n; = n,, = ng = n,,. Como este é um problema

de estado estacionario sob a a¢io de um campo elétrico conservativo, € valido,

_96(r).

Ei - 8:::,—

(4.31)

O potencial desejado pode ser obtido da equagido de Maxwell relativa a lei de Gauss,

OE;  py(r)
52 = e (4.32)
a qual ao ser substituida por (4.31), resulta na equagdo de Poisson,
— V(r) = ”_‘;@ (4.33)

A densidade de carga p, pode ser obtida em termos das densidades de numero das particulas

que compde o gis e portanto fazendo 2= na equagao (1.70), obtemos,

ng = j Faede®. (4.34)

A funcao distribuigcao maxwelliana local deve conter a informagao da variagido do potencial

elétrico em torno da carga teste e deste modo, usando a equagdo (1.129), escrevemos,

3f2 2
fMﬁ = Pa ( Ma ) e—ﬁ(%MQ£a+en¢(")) . (435)

m, \2rkT

Substituindo a fungdo maxwelliana para o caso (4.35) na equagdo (4.34), a densidade de
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nimero para os fons e elétrons sera,
edr
ns(r) = nopet ¥, (4.36)

edir
n(r) = nye . (4.37)
onde consideramos os ions carregados com carga +1le em (4.34), além de uma 1nica tem-

peratura tanto para os ions quanto para os elétrons.

A densidade de carga total p,(r) incluindo a carga teste g, pode entéao ser expressa por,

pa(r) = e(ns — nz) + 406(r), (4.38)

onde é(r) € a funcdo delta de Dirac.
Substituindo a densidade de carga (4.38) na equagdo (4.33), obtemos a equacao dife-
rencial para ¢(r),

o, €

—Vi(r) = (e-“"' - e+’-?é-‘v'~’) + %50, (4.39)

24

Considerando que a energia potencial eletrostdtica, devido ao potencial perturbador,

seja muito menor que a energia térmica media, isto &,

ep(r) < kT, (4.40)
podemos usar a aproximagao,
Lo ed(r)
SR (4.41)

Substituindo a aproximagéo (4.41) na equagao (4.39), obtemos uma equagao diferencial
passivel de resolugao, ou seja,
2 Go

(r) = —=é(r), (4.42)

A2 £,

Vig(r)
onde definimos o comprimento de Debye por,

KT\
Ap = (6 ) . (4.43)

n,, €?
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Como o potencial eletrostatico depende apenas da diregao radial, torna-se conveniente

escrever a equagio (4.42) em um sistema de coordenadas esférico. Assim para r # 0, temos,

1d (,d 2 _
. (r E(é(r)) — E (r)=0. (4.44)

A solugdo da equagdo (4.44) podera ser obtida de forma mais simples se considerarmos
que o potencial ¢(r) aproxima-se do potencial coulombiano para distidncias relativamente
pequenas da carga teste. Assim, a solugdo para ¢(r) deve ser um produto de um potencial
coulombiano, por uma fungao que decai mais rapidamente com o aumento da distancia e
se aproxima da unidade para distancias pequenas. Representando essa fungio por ((r), o

potencial pode entao ser representado por,
1
8r) = (). (4.45)

Substituindo o potencial ¢(r) dado pela forma (4.45) na equagio (4.44), obtemos a seguinte

equagao diferencial,
@((r 2
dr2 ) ~ e (r), (4.46)
D

mais facil de ser resolvida para {(r), ou seja,

((r) = Ae (2‘_’%3) + Be (”_’2"%7) : (4.47)

Como essa solugédo deve tender a zero para r — oo, o coeficiente A da solugao (4.47) deve
ser nulo e portanto, fazemos A = 0. A constante B € obtida da condigido para a qual a

solugdo (4.45) tende ao potencial coulombiano, ou seja, no sistema internacional,

1 ee,
coulomo. = 4-4
Deoutoms (T) ire, ( 8)
quando r tende a valores pequenos, de modo que no limite com r — 0, temos,
_ &6
= Ine,” (4.49)

A solugio para o potencial ¢(r) pode entao ser obtida, logo escrevemos,
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blr) = — e ~(dg ) (4.50)

4we, T

Este resultado para o potencial é conhecido como potencial de Debye. Observamos
que ¢(r) torna-se muito menor que o potencial de Coulomb a medida que r excede o
comprimento de Debye A,. Desse modo podemos afirmar, de uma forma mais simples, que
uma particula carregada pertencente a um gds ionizado, interage efetivamente apenas com
particulas situadas a distincias menores que um comprimento de Debye, a partir da qual
a sua influéncia pode ser negligenciada'.

O emprego do potencial de Debye (4.50) no cilculo do angulo de espalhamento x,,
torna a integracao algébrica muito dificil (se nao impossivel), o que implica na necessidade
de utilizagao de calculos numéricos. Uma alternativa simples [4] e que leva a resultados
muito bons, é utilizar, em substituicdo ao potencial de Debye, o potencial coulombiano
com o denominado "cut off”. Este consiste de um potencial coulombiano para distincias
até a ordem do comprimento de Debye, tornando-se entao nulo, para distancias maiores,
como mostrado na figura (4.2). Os resultados algébricos calculados com o potencial assim
formado, concordam com os valores numéricos obtidos com a utilizacdo do potencial de
Debye [5].

Dessa forma utilizaremos o potencial coulombiano com '’

‘cut off” para representar o
potencial de interagio entre particulas carregadas de mesmo sinal, ou seja, na interagao

entre ions-ions e elétrons-elétrons, com o potencial sendo expresso por,

diry &

s TS)\Dv

(4.51)

0 b T é(r) =0, r>Ap,

'E comum encontramos na literatura, uma derivagao do potencial de Debye, na qual considera-se que
a densidade de nimero de ions ndo € alterada na proximidade de outras particulas carregadas, variando
apenas a densidade do nimero de elétrons em torno de dada carga teste. Neste caso o fator 2'/2, torna-se
unitdrio & a expressao para o potecial de Debye, torna-se,

=L &t ()
¢(r)—41r£,, o0
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Figura 4.2: Comparagdo entre os potenciais de Debye e coulombiano com "cutt off”.

e para a interagdo entre particulas carregadas de sinais diferentes, como para a interagio

entre fons-elétrons, utilizaremos o potencial,

¢(f‘) ‘l ?\D P
7 }
#(r) = o0, 7 < Qup
(?6(7.) = ___4“-1505} T Gag <r< )‘D ’ (452)
é(r)=0, r > Ap .

4.3.2 O Potencral de Inducdo

A interagdo entre particulas carregadas e particulas neutras que ocorre em um gas par-
cialmente icnizado, resulta de um potencial de inducao [4], [22], [6] e [1]. Quando uma
particula carregada aproxima-se de uma particula neutra, a interagdo entre ambas é devido
essencialmente ao efeito de dipolo induzido. O campo elétrico do elétron ou do ion, induz
um dipolo elétrico na particula neutra. Esse dipolo interagindo com o campo elétrico, da
particula carregada. cria um potencial de interacdo atrativo do tipo ¢(r) < —r%, inversa-
mente proporcional portanto a quarta poténcia da distancia que as separam. A distancias

muito pequenas porém, a superposi¢ao das nuvens eletronicas fara com que ocorra uma
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repulsdo quéntica entre as particulas, esta variando rapidamente em fungdo da distancia.
Desse modo um bom modelo cléssico para expressar esse tipo de interacdo, € o potencial
de Sutherland (1.25) com é(r) = o0 r < a,, para distdncias menores que o raio médio

em relacdo ao centro das particulas e portanto,

oL

Qs H(r) < = T > G

A constante de proporcionalidade do potencial de inducao depende da polarizabilidade
da particula neutra o, e da carga da particula carregada, de modo que o potencial de

indugao para distancias maiores que a,; pode ser dado por,

¢(r) = 1,2 4.54)
T Thme e (4

se ap for expresso em unidades de {m?], ou na forma,

1 , €2

$(r)=— (;‘M—E)z @p s (4.55)

se a polarizabilidade o/, for expresso em unidades de [C m*V~']. Para o gas Hélio, por exem-

plo, a sua polarizabilidade vale az, = 0,205 x 107" m® ou o}, = 0,227 x 107*° Cm?/V.

4.3.3 O Potencial de Repulsdo

A interagao entre as particulas neutras para um gas com temperatura da ordem de 1,0 x
10°K como é o caso de um gas parcialmente ionizado por temperatura, do qual trata
o nosso estudo, € melhor representado pelo potencial tipo repulsivo (1.24), inversamente
proporcional & decima segunda poténcia da distancia entre as particulas, [1], [6] e [4], ou

seja,
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¢(r)

1
¢(r) ey (4.56)

[ -
o

0 r
Para temperaturas relativamente altas, a parte atrativa do potencial, que normalmente

existe em interagoes desse tipo como mostra os potenciais de Lennard-Jones [22], pode ser
desprezada em presenga da predominate parte repulsiva.
A equagio para o potencial repulsivo {4.56) € estabelecida através de um coeficiente de

proporcionalidade, ap, que depende das particulas em interagao, e portanto escrevemos,

8(r) = cnys- (4.57)

12
Os valores do termo de proporcionalidade o podem ser determinados a partir de da-
dos experimentais, como por exemplo, do coeficiente de viscosidade do gds formado pelas
particulas em questdo [22]. Para a interagdo entre dois dtomos hélio, o coeficiente ap

assume o valor,

QU _y, = 3,417x107%J.m"™. (4.58)

4.4 Integragao de Q({_,’,T)

De acordo com a representagao da integral ng’:) dada por (1.22), os indices superiores { e
r representam respectivamente a ordem da segdo tranversal efetiva e a ordem associada a
variavel de integragdo ~,s. As letras gregas o e f, representam as particulas em interagao.
Para um gas parcialmente ionizado, essas letras, irdo representar especificamente os ions,
elétrons e as particulas neutras, os quais iremos identificar respectivamente por, I, E e N,
A partir das equagdes {4.20), (4.22), (4.24) e (4.27) verificamos que as letras, r e [ podem
assumir os seguintes valores: para r os valores 1, 2 e para [ os valores 1, 2 e 3 sendo que se

7 assumir o valor 2, [ assume apenas o valor 2.
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4.4.1 Cadlculo das Integrais QSII”') e Q(;;E)

Como o procedimento é idéntico tanto para as interagdes lon-fon quanto para elétron-
elétron, os célculos serdo desenvolvidos apenas para a interagdo ion-fon. Como podemos
observar da equagdo (1.22), deveremos inicialmente conhecer o angulo de espalhamento x,
definido em (1.15), ou através do angulo #,, dado por (4.30), além do potencial de interacio
entre ions-ions (4.51). Escrevendo esse potencial em termos da variavel adimensional z

como em (4.29),

¢(’"""’") e, (4.59)

T 4TE, T rrn

e substituindo na equagao para 8, de (4.30), temos,

b dz
0= — [ - (4.60)
Tmln 0 _ 2 g2 1 _ b2 1:2
#;!931 47Es Tran T.,i.nln

Utilizando a definigio (1.23), para ifons, ou seja,

1 pirrgy
2 II
= -2 4.61

7!! 2 k‘T ( )
e definindo uma nova varidvel, funcio da temperatura, com dimensido de comprimento

através de,
2

e
dr,, = —= .
T T 4re kT (4.62)
escrevemos,
b 1 dr
0 = f d 17z ° (4.63)
Tmin Y0 (1 —_ L_T(l)_x —_— LJ:Z)
'T?I Tmun T,?,."n
A integracdo da equacdo (4.63) é simples, resultando no angulo dado por,
]_ 1 + 27?!b2/(d‘[' rmln)
6, = —arcsen + arcsen () . (4.64)
" (1 + 4yt b2/dy )17 (1443, b2/dz v
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Devemos determinar no entanto a expressio para r,.,, uma das raizes (que satisfaz as
condigdes fisicas) da equagao (1.16) para o potencial (4.51). Considerando as defini¢Ges

(4.61) e (4.62), escrevemos esta equagao como,

d
- —r =0, (4.65)
i

cuja solugdo de menor distancia na trajetoria, é dada pela expressao,

R
(1} (1) 2
T'm,-,, = — + - + b . 4.66

2’7?: 27?1 ( )

Substituindo a expressdo {(4.66) na equagdo (4.64), obtemos,

1

Ori(v) = T_ arcsen PETYITRETE (4.67)
2 (1 + 44,0 /01',‘,.“))Jrz
ou, de (1.11) podemos escrever,
4y b*fdy, — 1
()
= . 4.68
XII('YH) arccos (4’7}rb2/d,z}.(” + 1 ( )

O passo seguinte visando a determinagio da integral le,'r), é obter a expressdo para a

secdo transversal efetiva. Para [ = 1 na equagdo (1.21) e considerando os limites de agio
do potencial (4.51), escrevemos,

AD

QW (y,,) = /0 (1 — cos Xsyuyp) bdb = / (1 = o Y 1rtup)) bdb. (4.69)

]

Substituinde o angulo de espalhamento x,, de (4.68) na equagdo (4.69), obtemos apés

simplificagbes,

Ap 2
(1) - d
i (yir) /o TrhE 10 (4.70)

Tta)

e a0 procedermos a integragao,

Qil(y ):E"“_’ln 1+4‘i (4.71)
Al 471 7nd2 . .

r T(1y

120



Fazendo agora [ = 2 na expressdo para a se¢ao transversal efetiva, (1.21) temos, do mesmo

modo que em (4.69),
Ap :
er?)(’h!) = ]ﬂ (1 — cos® Xs1tzn) bdb, (4.72)

a qual, apds a substituirmos x,; por (4.68} e integrarmos no parametro de impacto, obtemos,

AZ
D
L+ 41, %5 /d;

Ty

(4.73)

Qﬁ)(”ln) = QQE})(“IH) -

. . . . 1
Deste modo, para a interagio ion-ion estamos em condicdes de calcular a integral Qi)

Fazendo ! = 1 na equagao (1.22), temos,
o0
anlr'r) = fo 6—1?17?;-”@5'}')(7”)0!711a (4.74)

ou substituindo QEP de (4.71), escrevemos,

d; 00 A2
G = = [ ety in (1 + 471,25 ) dvis . (4.75)
Ty

Substituindo na equagdo (1.22) I por 2 e por conseguinte QY expressa por (4.73),

podemos escrever apos simplificaces,

o0 1
Q" = 90(Lr) _ 92 ] e~y ds; . (4.76)
i1 & 2 Jo T\l )

A integracio algébrica exata das equagdes (4.75) e (4.76), ndo é possivel. A forma
mais conveniente e precisa, nesse caso, é obter solugbes numeéricas para essas integrais.
Entretanto devemos observar que a relagio A%/ d;.m é funcio da temperatura e da densidade
do numero de particulas ionizadas desse constituinte do gas. Uma vez que das definigdes

(4.43) e (4.62), encontramos,
Ay (4m)P(e k)T

2 6
d“"(l) e

: (4.77)

a integracdo numeérica portanto, devera ser fungao dessas variaveis.
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O procedimento para a determinagdo das integrais Q¢ ¢ exatamente idéntico ao reali-

. . f, , . .
zado para as integrais 04, Mesmo sendo as massas das particulas envolvidas, diferentes,

os resultados da integracio sdo idénticos. Desse modo podemos escrever,

) =afp. (4.78)

4.4.2 Calculo das Integrais Qg{éﬂ

A partir do potencial (4.52), podemos escrever para a sua parte atrativa,

1 €

= — - < A 4.7
¢(T) 471'50 r ) r> Dy ( 9)
ou para a substitui¢do na equagdo (4.30),
r 1 e
) == . 4.80
¢ ( T ) 4re, rmmm (4.80)

Portanto, considerando as equagdes (4.30), (4.61) e (4.62), podemos escrever,

dz

b 1
0= — [ : (4.81)
. d /2
TE "run min
ou apds a sua integragio,

1 1 = 277.6°/(dz, Tria)
#,z = arcsen —— — arcsen (1) . (4.82)

E (l +47?Eb2/d§_(1))1/2 (l +47?Ebz/d;{1))112

Como sabemos, r,,;, representa a distancia de maior aproximagdo entre as particulas em
consideragao, e portanto o ponto na qual a energia potencial efetiva assume o mesmo valor
que a energia total das particulas. No caso, a equagao (4.82) é valido para r,,, assumindo
os valores entre a;z < r,.,. < Ap, onde a,; = %(ao + a,) é o diametro médio das particulas.

Obtemos entao, a partir de (1.16), com (4.79), a expressio,

1 b
¢(rm:n) = Eju’lEgle (1 - r2 ) b) (4.83}

min
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ou utilizando (1.23) e (4.62)

dr. b?
— a2 (1 - ) . (4.84)
Assim a raiz para r,,, € expressa por,
1/2
Toin = _ + & +6 . (4.85)
2vie 491

Substituindo a solugéo (4.85) na equagao (4.82), obtemos,

0,5 = — + L (4.86)
= — + arcsen .
IE 9 S€ (1 + 47?£bz/d§~(”)”2 ?
e o angulo de espalhamento, definido em (1.11) resultando em,
2 ! (4.87)
= —2arcsen .
Xrte 1+ 47?5(72/‘1%'(”)”1 )
de modo que ao extrairmos o cosseno, obtemos,
2
COS X1 = 1 (488)

Lyt
O parametro minimo de impacto b,, para o qual x,z de (4.87), ainda seja valido, pode
ser determinado fazendo r,,, = ¢;z na equagio da energia (4.84) e portanto,

Viglie

d']"“ 1/2
by = a5 (1 + —’) . (4.89)

Desse modo, os limites para o parimetro de impacto, dentro do qual o angulo de espalha-
mento expresso por {4.87), seja valido é b, < b < Ap. Se o parametro de impacto for menor .
que b,, as particulas em interagdo, entrarao em contacto, (suas nuvens eletronicas, irdo se
superpor) e sofrerao uma repulsao tipo potencial de esfera rigida. Neste caso o dngulo de
espalhamento devera considerar o acréscimo do desvio devido ao potencial infinito para

r < a5, de acordo com (4.52). Para parametros de impacto que resultem b < b,, o angulo
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de espalhamento envolvendo o potencial infinito, pode ser obtido fazendo r,,, = @z na
equagio (4.82), simulando dessa maneira o potencial desejado. Escrevemos entao a equagdo

(4.82) por,

1 1 — 2715 0%/(dz, a15)
¢ _ _ (1)
05, = a.rcsem(1 n 4’?}352/@“))”2 arcsen i+ 47}‘552/@“))”2 . (4.90)
Considerando agora, de [23], a relagdo trigonomeétrica,
arcsenz — arcseny = arccos [(1 — 2°)/*(1 — y*)"/* + zy] >y, (4.91)
escrevemos a equagao (4.90), por,
8, = arccos S;g(b, ¥1z) - (4.92)
onde,
1 —292,.0%/(dr,, ar5) + 47 (PP /&2, M1 +d 2oae) — B*fad |2
S;E(b, '}'u-:) _ Ve /( T(1) IE) 7:5( / T“))[ T(1)/(7u~: IE) / IE] ’ (4'93)
ou, em uma forma mais compacta
L — gq(bo/ass)z?[1 — ¢(1 — 2*)'/*]
Sie(z,vie) = 1+ ¢z? , (4.94)
onde chamamos de,
2 b,
q=27, T (4.95)
T(1)
e
b

A partir da equagdo (4.92) e da relagao (1.11), obtemos o angulo de espalhamento para

b < b,, ou seja,

X5 = 7 — 2arccos Sz, (4.97)

ou,
cosys, =1—25% . (4.98)
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A secdo transvesal efetiva de ordem ! de (1.21), pode agora ser determinada. Utilizando a

equagio (4.98) para b < b, e a equagao (4.87) para b, < b < Ap, escrevemos,

Ap 2
o - e " {12 bdb
] [1 257 (b, ) ] bdd + -/bo [1 ( 1+ 47fg(bz/d§‘(1))):, ,

(4.99)

ou com [/ assumindo os valores 1 e 2, temos,
QY =2 ] 75(b,:£)bdb + 2 ! - bdb, (4.100)

bo 1+ dvfg(d /drm)
e
QY = j S2,(b,115) — Ste(b,715)) b
a7 L ! bdb (4.101)
bo 1+47?Ebz/d'r( 1) (1 +4’Y?Eb2/d'f‘(l)) ’ -

Embora, a primeira integral do lado direito das equagdes (4.100) e (4.101), possa ser
resolvida algebricamente através de uma sequéncia de integragbes por partes, a tamanho
das expressdes da solugdo de cada uma delas, as tornam impraticaveis. Muito embora
a contribuigdo dessas integrais seja pequena em comparagdo com as segundas integrais
(em virtude do pequeno valor de b,), as quais podem ser desprezadas em uma primeira
aproximacgao, estas podem se tornar de interesse em uma teoria que leve em consideragio
o efeito da recombinagdo das paticulas ionizadas do gas. De qualquer modo, iremos deixar
a integracdo indicada e quando procedermos a integra¢do numeérica, que se fard necessaria

na integragao para 7z, 0 faremos também para essas integrais. Chamando entao de,

QU =2 [ S2ulb vlbds = 28 [ S2pla,vie)adz, (4.102)

bo 1
Q(z) o= 4./0 S?E(b’ ’Y!E)bdb = QbSL S“[‘E(‘TB ‘YIE)de 3 (4'103)
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sendo que nas segundas identidades de (4.102) e (4.103), devemos utilizar a expressao

(4.94).

Procedendo a integragio das segundas integrais do lado direito das equacées (4.100) e

(4.101), encontramos.

1+ 4v}AL/dn

2
(1) = Qe 4 T 1y w_ 4.104
Qis dyi, (1 +2925a5/dr,))? ( )
e
d; 1 1
@) — 90l _ of2he 4 _TO) : 4.105
QIE QIE Q 27}}3 (1 +47 ,\%/d‘r“) (1 +27?Ea13/d7‘(1))2) ( )

Para o calculo das integrais il propriamente dita, substituimos as equagdes, (para

[ =1) de (4.104) com (4.102) e (para { = 2) de (4.105) com (4.103) na equagido (1.22) e

considerando (4.89), obtemos,

le_;.r) = ./0 —11572r+3 [2@";‘9 ( - T:;) / ,S'IE z,Y5)zdz
IE

& 1+ 47108 /2
T(l) n IiE D/ T(l) ] d’TIB.' (4.106)
dvip (14 27?3“:'3/‘17‘(1))2

+

Q%r) = QQEEJ') +/ ""IE72T+3 [ —4a? (1 + Tm ) f S (z,Yre)zdz

YietiE

¥ o ; 1 d (4.107)
2ris \1+ 478, /dT(n . (1 + 2vigars/dr,, ) Vs - ‘

4.4.3 Cdlculo das Integrais Q%" ¢ Q%D

A interacao entre as particulas carregadas e neutras regida pelo potencial de indugdo (4.54),
requer cuidados especiais na determinacao das integrais que aparecem para o angulo de es-
palhamento e para a segdo transversal efetiva de colisdo. O angulo 8, pode ser determinado
a partir da equagao (4.30), onde substituimos o potencial de indugdo na forma requerida,

ou seja,
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2
é (r""“) -1 ap——zt, apr[m®]. (4.108)

T dre, i :
Definindo,
1 e? \'*
drpy = (Rapk—f) ; (4.109)
escrevemos entao,
0, = Tb fal ) de — (4.110)
" (1 + ﬁ%r‘ - é’“n.ﬂ)

com v,y sendo dado por (1.23).

A integral definidora do angulo #;y na equagdo (4.110), nao pode ser calculada em sua
forma geral. Existem situagbes nas quais o denominador do integrando torna-se complexo
e portanto, devern ser desconsiderados sob o ponto de vista fisico. Desse modo essa integral
deve ser analisada nas regides de interesse fisico, tornando-se assim (em cada regiao) passivel
de integragao.

A expessao para r,,,, € obtida da solugio da equagao,

A

2 2 4
T TJ‘N T

0, (4.111)

resultante da equacdo (1.16), na qual substituimos o potencial de indugao (4.54) e a

definigdo (4.109). Assim r,,, é a raiz de maior valor? da equagio (4.111), ou seja,

b2 4t N2
T = 7 [1 + (1 - —T,T‘;‘) : (4.112)
IN

Do ponto de vista matemadtico, a solugdo da equagdo (4.111), representa (como ja ob-
servado no capitulo 1}, a intersecgio da curva de energia potencial efetiva® (no caso uma
curva com um ponto de maximo), com a reta que representa a energia total da particula. A
solugio (4.112) implica em uma relagao entre, o parametro de impacto b e um termo envol-

vendo uma distancia caracteristica e a energia total d;(z)/'ﬁN. Esta relagao pode resultar

2Solugio fisicamente aceitavel considerando ser, o potencial de indugao , atrativo
3Energia potencial de interagao mais a energia potencial centripeta.
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em um valor complexo para r,.., ou seja, em situagoes na qual a curva representativa da
energia potencial efetiva ndo atinge em qualquer ponto a reta da energia total da particula.
Fisicamente falando, o potencial atrativo supera o potencial centripeto, fazendo com que as
particulas entrem em choque, ou seja, o potencial entre as particulas torna-se infinito para
r < a;y como na equacao {4.53). Pode também ocorrer que r,.,, de (4.112) resulte em um
valor menor que a,y, ou seja em termos graficos, a curva da energia potencial efetiva, cruza
a reta da energia total, em uma distancia menor que o raic médio das particulas, fazendo,
desse modo, com que as particulas também entrem em choque, quando r for igual a a,y.
O que determinara cada situagio de interagdo, é portanto a relagao entre o parametro de
impacto e a energia total da particula, esta ultima relacionada a v,v. A situa¢do na qual
existe apenas interacdo atrativa, é obtida a partir de r,., coincidindo com a,y, porém na
condicdo em que, as raizes sejam reals e iguals, ou seja, o0 ponto de maximo da curva da
energia potencial efetiva coincide com um ponto da reta da energia total da particula na
posicdo r = ary. A partir de um parametro de impacto que satisfaga esta condigéo, os
valores para r,,,. fornecidos por (4.112) serao reais e maiores que a,y. Para que as raizes
sejam reais e igualis, a equagao para 7,,, nos fornece,

4d;
= _T(21=b}“, (4.113)

2
Trin

b4

onde chamamos de b, ao parametro de impacto limite entre raizes reais e complexas. Nestas

condigbes temos,

1 d""(z)
Poan = 21/26 = il (4.114)

Quando o valor de r,,,, na equacio {4.114), coincide com a,y, obtemos uma condicao para

a 7yIn, Ou seja,

d d 2
a”q — & Ou, ’YIN = ’YR = &) 3 (4.115)

Yin Ay

onde 7y, representa um valor de referéncia para o parametro adimensional relacionado a

energia da particula 7y;,.
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Agora, podemos obter as expressdes dos parametros de impactos limites, dados em
termos dos valores das energias das particulas. Com a condi¢do de que apenas o potencial
de indugao precise ser considerado, vamos supor inicialmente que as energias sejam menores
que as fornecidas por <. Portanto, os parametros de impacto limites minimos os quais
representaremos por b, _, sao obtidos a partir da equagao (4.113), ou seja,

dra)

by = 912 o se, Yin < Yr, (4.116)

YiN

em relagdo ao qual b deve ser maior. Para energias das particulas que correspondam a
valores de 7,5 maiores que as fornecidas para 7z, 0 parametro de impacto limite minimo,
ou seja, o qual fornega um r,,, igual a a,5 € obtido da equagdo (4.112) quando fazemos
Twmin = Gry. Considerando ainda, desse modo, a representagao para o caso b, = b,_,

podemos escrever,

dr 1
by, = asy (1 + —,,,L) , se, Yiv > VYr- (4.117)
YIN QN

Estabelecemos assim as situagbes nas quais as particulas em suas trajetorias estarao
apenas sob a influéncia do potencial indutivo. Portanto, para parametros de impacto b > b,
com quaisquer valores de -y,5, 0 dngulo 8,5 dado por (4.110), pode ser calculado. Como
nessas situagoes € valida a equacao (4.111), podemos escrever o angulo, que chamaremos

de 8¢, da equagéao (4.110), por,

1
[1+;§;;ﬁx‘—(1+;§;a‘i}-x2)]
ou,
Gu=— [ e ;. b>b, (4.119)
]

com r,,, dado por (4.112). Observando que,

4

1 d
— T o1, se, b>b, (4.120)

2 i
’Y!N Tmln
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a integral na equagdo {4.119) é identificada como uma integral completa eliptica de primeira

classe. Desse modo, apds a integragdo , considerando [23], temos,

b & [i2n -1, , ldw, B
" 2 Tman n=0 [ (2n)!! © ¢ Afsz r:mn rsmn ( )

Para os valores de b < b;, quando devemos considerar também o efeito do choque entre
as particulas, fazemos na equacgao (4.110), r,,,, = a;». Desse modo simulamos o potencial

repulsivo infinito que surge para r < a,5. Representando o angulo nessas condigoes por,

8, temos,
b 1 dz
¢ = __/ ‘ =, se b<b. (4.122)
Gyn Jo %,
ol — g2
YiN %in TN

Considerando os valores indicados para b; na equagao (4.122) e conforme os valores de 7,
validos para cada caso em (4.116) e {4.117), verificamos que o denominador do integrando
dessa equacgao assume valores sempre positivos (reais), muito embora as raizes da equacao
que o contém sejam complexas (exceto quando r,,, for real porém menor que a;5). Com
iss0, a sua integracao algébrica torna-se muito complicada. Optamos entio, pela integragio
numérica, mais simples e tio precisa quanto uma possivel integracdo algébrica desenvolvida
em série para a integral.

O dngulo de espalhamento y;y obtido a partir de 8,y através de (1.11), resultari entao,

2 1 2z
YN %N a3

b d
Xiw(yw) =7 — 2—/0 ( = se b<b,, (4.123)

172 °
a 4
™ Lﬂri — _5’2_1-2
N

. _ Q112 x /(2n — )N ?
Xiwliw) = [l TR, [T ()

2n
4 d;.m
* ('ﬁn b4{1 + [1 — 4t /(‘ﬁNbi)]lﬂ}z ! se > b, (4 124)

T(2)
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A secdo transversal efetiva de colisio de ordem ({), (1.21), pode ser obtido, considerando

(4.123) e (4.124), logo,

br o0
0W (rm) = /0 (1 = cos' X (arn)) bilb + jb (1 = cos' Xylorw)) bdb, (4.125)
L
onde,
2]/2 d?f'(g
bL< = _]['?d'r(z)'l Se$ 7“‘!’ = :%TV)—,
b, = N i 12 . (4.126)
by, = (1 + =7 ) arn, s€, Yin > _!'('3')'
TN OIN

Podemos representar as integrais Q%) de (1.22), em termos do dngulo de espalhamento.

Escrevendo, para ({ = 1) e para ({ = 2), temos respectivamente,

YR by oo

(1 ’)(‘fn.r) = ./0 8—7;N72r+3 ['/0 < (1 — cos X ytnn) bdb +/b (1 — cos xTptarm) bdb] dyrn
Le

(4.127)

o o] br, <<
+/ e—7IN72r+a [/; > (1 — cos x5 ptrran) bdb—{—fb (1 — cos xS yirra)) bdb} dyiw ,
Y Ly

R

(2,7) "’ 2r43 bLe 2,¢c < 2.4
QR (viw) =/0 e “’fN*y ./o sen X,th)bdb+£ sen“ xS winrmbdb | dy;n
Le
(4.128)

o0 br o0
+] 6H11N72r+3 (./0 g SenzxiN(-”N)bdb + '/b Senzx?N(-,;N)bdb) d'T]N .
¥ L

R

Neste caso a integra¢do numérica também se faz necessaria. A dependéncia funcional
de le,:,r) restringe-se a temperatura, devido a dT(z)‘ Desse modo, devemos integrar nu-
mericamente a equacao (2.225), em conjunto com (4.127) e com (4.128), como funcio da
temperatura. O programa computacional para a determinagao dessas integrais em funcgao
da temperatura para (I =1 comr = 1,2,3) e ({ = 2 com r = 2), na linguagem QBasic e
pelo método trapesoidal encontra-se no apéndice D.

Para a interagdo entre o elétron e a particula neutra, o procedimento € idéntico, onde é

alterado apenas agy. Como o elétron é considerado uma particula puntual, temos, agy =

131



ay/2. Assim nas equagbes (4.123), (4.127) e (4.128), onde aparece a,y, devemos substituir

por agy, obtendo desse modo as integrais QL o L2,

4.4.4 Cadlculo das integrais Qﬁ}\f)

. o . , . o PSR
Seguindo a mesma sequéncia de calculos necessarios para a determinagido dos demais ﬂg:),
iniciamos o procedimento, calculando @y, através da equagio (4.30). A partir do potencial

repulsivo (4.57), escrevemos,

5 (L) - (4.129)

e definindo,
o
drpy, = (—R) , (4.130)

obtemos assim,

rm!n

1 d
O = — ]0( % (4.131)

com vy sendo dado pela relagio (1.23). Uma relagao para 7. € obtida da equagéo (1.16),

com o potencial sendo dado por (4.57), ou seja,

b-z l d12
- ™ _ g, (4.132)

2 2 12
T in Yuw Tmin

onde utilizamos a expressao (4.130). Aqui é interessante utilizar uma mudanga de variavel,

y =il (4.133)
dT(a:
de modo que a equagao (4.132) resulta em,
b 1
— =1, (4.134)
Tml“ y

possibilitando entao escrever a equagao (4.131), considerando (4.134), como,

1 dz
_ 12 _ 13172
NN = (y 1) j[; [y“(l _ ;Ez) + 7 — I12]1/2 ’

(4.135)
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A forma da equacao (4.135) sera adequada, quando for efetuada a integracdo devida para
a determinacdo da segdo transversal efetiva.

Considerando a expressdo (1.11), podemos escrever,

1 — cos Xwn(wwy) = 2cos” fun, (4.136}

1-— C052 XNN("NN) = Senz(ngN) . (4.137)

Podemos relacionar o parametro de impacto com a variavel y, usando a equagao (4.134) e

considerando a expressao (4.133). Desse modo obtemos,

1 d
o= (l - y“) v 732 ’ (4.138)
ou a sua diferencial,
2 dT(B) 5
d(b*) = 2bdb = 27},!§, 1— 297 ydy . (4.139)

Desse modo, podemos trocar o elemento de integracdo da equagdo {1.21), para a mesma
variavel y da equagdo (4.135), fazendo com que as integrais duplas assim resultantes in-
dependam de qualquer paradmetro de integracio externo a elas, representando portanto
constantes numeéricas. Substituindo a equagdo (4.139) na expressdo para a segio transver-

sal efetiva de colisdo, temos,

& = 3
D) = 22 [ (1= ot s) (1 - 2 )i, (4.140

NN
onde os limites de integracao foram obtidos isolando-se a variavel y na equagio (4.134) e
passando os limites:

a) b — 0 obtemos y — 1 na equacio entdo formada (r,,, nao se anula na equagdo devido

ao potencial ser repulsivo).

2

in - 1'

b} & — oo, obtemos y — oo pois &#/r
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Fazendo entio (! = 1) na equagio (4.140) e considerando a relagio (4.136) com (4.135),

escrevemos,

2

d oo 1 dz 5
(1) _ T(a)f 2 u_luz/ 1 — =2 | ud
Qo) = Y h {(y s [y'2(1 — 22) + 22 — ]2 yz)

(4.141)
a qual, efetuando-se numericamente a integragao dupla, resulta,
(1) d?*‘"ta)
QNN(7NN) =2—5 1/3 (0 262) (4142)

INN

Do mesmo modo, fazendo (I = 2) na equagao (4.140) e considerando a relagao (4.137) com

(4.135), obtemos,

d? oo 1 d 5
(2) _ &f 2 12 _ m] i — 2\ yd
QNN(7N") ’}’lelfr . sen {2 (y 1) 0 [y”(l _ 3:2) + 2 — 3’.12]1/2 1 Y12 yay,

(4.143)
a qual, apds a integragao numérica, pode ser escrita,
2 )
QT (ywn) = =2 (0.422) . (4.144)
TN
As integrais de colisdo QUD) podem agora ser obtidas. Para {/ = 1) na equagao
definidora (1.22) e considerando a equagao (4.142), temos,
L = 0,528, / TN Gy (4.145)
e para [ = 2 considerando (4.144), obtemos,
Q27 = 0,422 dr, f eTNN ATy (4.146)

Neste caso podemos calcular a forma algébrica final das integrais de colisdo. Assim, fazendo

(r =1,2,3) na equagao (4.145) e (r = 2) na equagao (4.146), obtemos respectivamente,
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QLY = 0,451 &2 (4.147)

Ty ?

003 =1,2184d; (4.148)
Q0 =4,8%84d;, (4.149)

Q&2 = 1,031 4% (4.150)

(3) "

4.5 Integragao Numérica e Graficos

. - s . . 1, - .
Como podemos observar, a integracao algébrica para as integrais Q,(g,:) , Nao € possivel

{exceto neste tltimo caso), devido fundamentalmente aos tipos de potenciais de interagao
que surgem em um gas parcialmente ionizado. Das integrais que necessitam de calculos
numéricos, apenas a que envolve potencial de indugao, requer um programa mais elaborado
e um tempo de processamento maior. As demais, como restringem-se basicamente a dltima
etapa de integracdo, a programacao € simples e 0 tempo de processamento é minimo. Todas
essas integrais possuemn uma dependéncia comum com a temperatura, muito embora através
de relagdes distintas. Particularmente as integrais envolvendo as interagdes entre particulas
carregadas e envolvendo portanto o comprimento de Debye {(4.77) possuem também uma
dependéncia com a densidade de numero de particulas ionizadas n; ou ng (supondo um
gas formado por um unico constituinte) necessitando assim, de mais uma variavel a ser
considerada na integragdo. Porém, se considerarmos que o gas em questao, ioniza-se com
o aumento da temperatura, podemos, de acordo com a férmula de Saha [24], obter uma

relagdo entre n; e a temperatura, ou seja,

3j2
= ) T*Pe~# = ng(T), (4.151)

onde ¢, é energia potencial quimica para a ioniza¢do do atomo, mg € a massa do elétron e

Ny

ngn; (Zﬂ'm_.;k

h é a constante de Planck. Na tabela seguinte, fornecemos a energia potencial quimica em

unidades de [eV] de alguns gases monoatémicos e do Hidrogénio atémico em particular.
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Subst. H He Ne Ar
€(eV) | 13,598 | 24,587 | 21,564 | 15,759

Supondo ainda que a temperatura do gas esteja em um patamar de primeira lonizagio do

atomo, podemos escrever, ny = n;. Resolvendo entéo a equagao (4.151) para n; obtemos,
1 12
n; = 5[(”3 + 4ngns)'? —ng], (4.152)

onde ny = ny + n; € a densidade do numero de particulas pesadas.
Uma defini¢do de interesse para gases parcialmente ionizados € a taxa de ionizagao desse
gés. Esta relaciona o niumero de particulas ionizadas de um gas com o nimero de particulas

pesadas do mesmo (nimero de particulas do gis quando em seu estado neutro) por,

z=—. (4.153)

Mostramos na figura (4.3) a taxa de ionizagdo do gis Hélio em fun¢io da temperatura de
acordo com (4.153), (4.152) e (4.151) para trés diferentes casos de Moy saber ny,, =
1,0 x 10" part/m?, ng,, = 1,0 x 10?part/m® e ny,, = 1,0 x 10%*part/m".

Podemos agora obter numericamente as integrais .va!,’r) em funcao apenas da tempertura.
Como necessitaremos de dados numéricos para um gas em particular, escolheremos como
exemplo, o gis Hélio e para este obteremos todas as integrais pendentes de integragio
numérica. Optamos, por conveniéncia, a forma grafica para apresentar os resultados dessas
integragoes. Os valores numéricos para qualquer outro gas, podem ser obtidos, processando
os respectivos programas que se encontram no apéndice D.

Desse modo, fazendo na equagao (4.75) (r = 1,2,3) e na equagdo (4.76) {r = 2),
obtemos, através do programa correspondente a essas integrais {D.1), as respectivas curvas
de, Q(,l,']) = Q(glf’;l], Q‘,i”’ = 99;,2’, QE}'S’ = QQ;?) e Qﬁ'z’ = Q‘ﬁﬁ’ todas em fungio da
temperatura, mostradas no figura (4.4).

Através do programa (D.2) obtemos as curvas de QSIE‘U, %2), Q(,i;'s) e ngg’z), dadas pelas

equagoes (4.106) com (r = 1,2,3) e (4.107) com (r = 2), respectivamente e mostradas na
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figura (4.5). O valor utilizado para o diametro médio das particulas em consideragdo é o
raio do lon, no caso a!He“LE =1,0 x 107 "°m.

Nas figuras (4.6) e (4.7) observamos as curvas para Qi) e Q) respectivamente, estas,
obtidas das equagoes (4.127) para ! =1 com (r = 1,2,3) e (4.128) para (! = 2) com (r = 2),
sendo geradas pelo programa (D.3). Aqui utilizamos o didmetro médio das particulas,
a;y = 2,4 x10™m e agy = 1,4 x 107°m relativos ao atomo de Helio, seu ion ou do

elétron.

Colocamos também na forma de graficos, as equagdes (4.147) & (4.150), para N7,
(I=1)com (r =1,2,3) e (I = 2) com (r = 2), mostradas na figura (4.8) para a interagao
entre 4tomos de Hélio. Observar que as integrais 2§} = Q(ég} e Q(Ilj,;), nas quais ambas as
particulas relacionadas estao carregadas, sao da ordem de 10? vezes maior que nos demais

casos de integrais Q7).
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Taxa de lonizagdo do He

1.0
—_— n=10" part/m’
n = 107 part/m’
—————— n = 10% part/m’
08}
0.6
04}
0.2}
0 ‘ -/
0 5

Temperatura (1 0° K)

Figura 4.3: Taxa de ionizagao do gas hélio para trés densidades distintas.
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Figura 4.4: Representagio das integrais 0 para a interagao entre particulas carregadas
de mesma espécie.
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Figura 4.5: Representagao das integrais Qu!,‘,r) para a interagao entre lon (Het) e elétron.
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Figura 4.6: Representagdo das integrais QE,’,;” para a interagdo entre ion (He*) e particula
neutra (He).
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Figura 4.7: Representagiao das integrais Q,(,l,;r) para a interagao entre elétron e particula
neutra (He).
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Figura 4.8: Representagao das integrais {2;,
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para a interacao entre particulas neutras.
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Capitulo 5

Determinacao dos Coeficientes de
Transporte para um Gas Totalmente
Ionizado

Utilizando o método combinado resolvemos, neste capitulo, as equagbes para os termos
constitutivos para assim obtermos os coeficientes de transporte para um gds totalmente
ionizado. Vamos supor que o gas seja formado por uma unica espécie de atomo, este
ionizado uma unica vez, e dos respectivos elétrons. Desse modo teremos dois constituintes,

a = E e a = I nas equagdes para os termos constitutivos.

5.1 Equagoes para os Termos Constitutivos

A partir das equagdes (3.50), (3.51) e (3.86), formamos o seguinte sistema de equagdes para

elétrons e ions:

—p(df —df) = ABPIF + FEPmaf + FY ol (5.1)
;l;fgi: GE.‘EJE n HEE = qj n HEIkqu’ (5.2)
5 g, = CUFIF IR + 53)

~ 2pg SZ;: NZEs cuisPoms + NESs cusPlnss (5.4)
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Jvg;

_ nIE 1
Az N<t:><ki>P<k!> +N =3><kf>P<M>
>

—_ 2pl

(5.5)

No sistema de equagbes acima, 0s tensores que precedem os termos constitutivos, podem

ser representados, considerando (3.46) a (3.49) e (3.92), por,

AEE

EE _
FEF =

El __
FE! =

GEE

IE _
GIF =

EE _
HEF =

EI _
HIE

I _

[
(Agg — Agr — Arg + Anr)éi; — (m—E + ) €iik B

mr

—(Fgg — Fig)éi;,

—(Fgr — Fi1)éi;

3 5

= g(FEE — Fig)b;; = —EF',-?E,
5 9
5 (Fr = Fin)éy = -5 F',

€
— (HEE‘Sij - Es‘fijkBk) ,
E
—Hgdi;,
_'HIE‘SU 3

(HII‘SU m e‘leBk) 3

1 2
NEEochs> = §LEE‘ (51‘/:53'( + 6ubjr — 5&3@;:)

le
+§-T—nf— (€kiq Badjt + €kjq Bobu + €1ig Bybjk + €150 By0ix)

1 2
N(U)(kl') = §LEI (6:'1:63'1 + 5{[63']: - géijékl) )

1 2
N<13><kl> = §LIE (5fk5ﬂ + dudjr — géijé-kl) )
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(5.11)
(5.12)
(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)



1 2
N<=J><kl> = ELH (5;'1:53'1 + ditbjx — 55.56;;:)

1
+'2‘E' (EquB é; i + 6quB 611 + f!:qB d; 1k + fquB 511:) . (518)

A partir das equacgées (4.20) & (4.25), (4.27) e (4.28) onde consideramos, ng = n; e

m; + Mg = m;, €5CTEVEIos,

16

Apg = 2 (2mkT) 2 - —2_qi) (5.19)
16 12 E (1,1) _ Mg
Api =~ (2rkT) P22 ( )Q =2 (5.20)
mg m; my
16 12 (L1) _
Arg = —-3—(2 wkT) 1,29 = —Agg, (5.21)
Ay = —(21rkT)"’m1,2 (m )Q“ D - %AEE, (5.22)
16 12 (1,1) (1,2)
Fep = -l—S(ZWkT) i (59 —2Q:777, (5.23)

16 :
Foi = — 15 (2nkT) " 22 (%) (8P - 2087) = - (22) Fop,  (5.24)

11?:,2 ! m;
16 1/2 (1,1) (1,2)
Fip = —(2nkT) 1,2(551 — 2008 = —Fgg, (5.25)
16 n me\?: mg\?
Fyp = kT tj2 _PE ( E) (111)_2 (1.2) =( E) .
1= 15( 7kT) il \m, (5Qg Q) p FeE, (5.26)
8
Hep = E(zwkT)m % (27082 + 25081 - 20057 + 408 (5.27)
8 . e [(Mmg)\? (1,1) (1,2) (1,3) (2,2)
Hi = — 5 omkT) e 22 (ET) (558" — 20087 + 4087 — 80Z7) (5.28)
Hpgp o — (E) Hge,
™M,
8 . Ry (Mg 1 1.2 3
Hig = — = (2nkT)" e (m_,) (55005 —20003" + 40" - safE?) (5.29)
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Hipg < — (mE) Hgg ,
I
172
Hi = —(21rkT)”2 T (E) (30 (m*“‘) g + 2”295"}'2’) (5.30)
mg my m;
172

Hyp o< — (E) Hgg,

™my
Leg = —(27rkT)”’ ,,2 ( 2?/2 027 + 308 2}) (5.31)
Lgr = _%(%kz‘)'“;} (m ) (1008;" - 304) (5.32)

I
Lgr o< — (mE) Lge,
I
16 1z N (1.1) (2,2)
Lis = — 1 (2nkT) " (m) (108" — 3002 (5.33)
E

Lig ox — (ms) Lee,

my

16 me\'? {3 (22 (ms) (1.1
= 12 = ol .

Lyt = 15 (27 kT) mm (m) (zmn +10( 7 (5.34)

m,\1/2
LU x (—1) LEE-
m

E

Observar das equagdes (5.23) a (5.34), que as equagdes relacionadas as interagdes entre
elétron-elétron ( E E}, tem maior influéncia que as demais nas equagdes (5.1} a (5.5). Através
de uma comparagao entre a ordem de grandeza dessas integrais de colisdo, verificamos que
algumas podem ser negligenciadas ao considerarmos que mg < m,. Mantendo as equagdes,
até a ordem (mg/m,)'’* em relagio as de maior ordem em cada situagao, podemos desprezar
os coeficientes Ag;, Arr, Fer, Fi1, Her, Hig, Lgr e Lig, pois irdo contribuir muito pouco

nas equagdes para os termos constitutivos. Desse modo escrevemos,

~ p(df —df) = AFEIF + FIFP 2], (5.35)
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5pe OT /EE JE | EEE
2Pe U7 _ i 5.
3T oz; 0w I P WY (5:36)
J P oT mr I
= 5.37
2T dz; BT (5.37)
onde,

AEE =24 a-v—z(ﬂ+e—’)e--3k (5.38)
t] EE i1 mE mr IJk ) .
FlPP = —2Fggps;;, (5.39)
GF = 5Fggé; (5.40)

com HEE e Hi{,-I sendo dados por (5.11) e (5.14) respectivamente. As equagdes (5.4) e (5.5)

fornecem um outro sistema de equagoes,

311(,
‘"2pEa ] N<t:><kl>p<kl> ’ (541)

Ti>

Jve;
=2pig— = Neijschis P (5.42)

Li>

no caso formando um sistema de equagoes independentes entre si.

5.1.1 Os Vetores Densidade de Corrente Elétrica e Fluzo de Calor

Resolvendo o sistemna de equagbes vetoriais (5.35) & (5.37)", determinamos expressdes para
os termos constitutivos JZ, ¢f e ¢f.

Multiplicando ambos os membros da equa¢do (5.37) pelo tensor (H”_I)H, ou seja, 0
tensor inverso de A ,{,-I de acordo com (3.53), obtemos diretamente ¢/. Desse modo escreve-

mos,

m; I

kT T

11 3P 0T

—Qr, 57 7z, (5.43)

!Observar que os coeficientes dessas equagdes sao tensores de segunda ordem
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onde,

Lo=—(" (5.44)
e
(H") HY =6 (5.45)

Notar que os possiveis coeficientes de df e de g%@gT que apareceriam na forma geral da

equagdo (5.44), conforme (3.53), sdo nulos. ou seja, QIE =0e T = (. Multiplicando

agora, a equagao (5.36) por (GEE )ki, temos,

Ti = (GEE_')H;P%%—(GEE_) HEP e (5.46)

a qual, sendo substituida na equagdo (5.44), fornece,

_ 5p 8T -1
(B _ gIy _ AEE {~EE 9ps 04 1EE _ AIEE ( EE
plaF - dl) = A5 (GP5)  She o [F,, AEE (GPE) HE ] TEE . (5.47)
Multiplicando entdo, a equagdo (5.47) por,
E = [FiFF - AFF (GFF7)  HEE]T, (5.48)
e definindo,
f:? — EE‘A/EE (GEE' )u ’ (5.49)
escrevemos a equagao (5.47) para F&¢F por,
Ms £ EE_ E _ I g9 ps T
d; —d;))— Q7 - 5— .
el = —QEFMdf - d) - QEF T o (5.50)

na qual. de acordo com (3.53) verificamos que Qfl‘; = 0. Substituindo entdo, a equacgao

(5.50) na equagédo (5.46) e definindo,

MEE = _ (GEE") EEQEE (5.51)
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MEE = — (GEE™) — (GPF™') HEFQEE, (5.52)

ki

escrevemos,
) pE oT
_MEE d dI wEE
T ol i) = Mx, 2T 8z;’
com Mﬁl = ( para o caso, de acordo com (3.53).
Os tensores coeficientes de p(d¥ — df) e %-”%g—g, representados por (5.44), (5.48), (5.49),
(5.51) e (5.52), apds as inversdes e multiplicagdes devidas?, ficam expressos em fungao das

parcelas dos termos de colisao, A, F.s € H,; e demais grandezas afins, ou seja,

B, B;
T._., QT(G)&J'*'QT() Jk_ QT(C) 32 ) (554)
onde,
1 1
=T (5.55)
i H” L+ bB(:)
1 bp
Qu = 7, (5.56)
©  Hypl+b,
; 1
QU =—"0_—0(0 (5.57)
«©@  Hpl+b6
com,
e;B
by = — _
50 = i, Hyg (5.58)

2Para calcularmos o inverso de um dado tensor, utilizamos o teorema de Cayley-Hamilton, o qual na
forma especifica para o caso € representado por (3.55). O tensor produto F;; de dois tensores Ty, e To,,,
expressos na forma de {3.54), pode ser dado por,
B,
Pij =T, T2k1 = (Tlta)T2(a) - Tl(:)TZ(c)) i + (Tlta)Tz(g) + TI(qTﬂ(a)) C:‘jkg
B; B;
+ [TlmT'-’-(c) + Ty Toy + T (T2m + thc))] B2 '

uma vez que,

€5 Br€iim Bm = €ji€i1m Bt Bm = (8k16im — 6km6i1) Bk B = BiB: — B*6;1 .
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EE __

EE _
T(e)

EE _

onde,

com,

e

onde,
T(s)
o

By ge BiB;

= Q(s 51_1 + Q((_) Ciik B + Q) ?2_, (559)
5 AgpHpe .
EE _ _ 2
% - 2FEEDQ ( FéE 9= bB(?)) ! (560)
EE 5bsyy, (AEE HEE)
= ) 5.61
) " 2FggDo \ Feg * Feg (5.61)
A Hgg\? ApgH 2
o 5, (fEm ) (A= 5o ) .
(o 2FEEDQ AEEEHEE _5 3 .
B
_ (AgeHEgg : Y . (Aes  Hes\?
D, = (—Fg —5-8%, ) +8, (E + FEE) , (5.63)
_ BEB
bony = e (5.64)
B; B;
QT.J = Q'IE-;'?)6|J + QT( )E:Jk + QTE‘('?)_B—ZJ Y (565)
1 Agge ( AgeHge . Hgg
- FEEDQ [FEE ( FEE 5) + bE(z) FEE Ll (5-66)
65(2) A%JE
FosDo \Fig 101 bB(z)) : (5.67)
A Hez\? AgpH 2
by [ane (B ) - (Mgl s, ) (d , oy
FepD, | Feg ApeHEe F; -5 Fre  Feg
(5.68)
B B:B;
MEE = MEES; + MEEe,;i— = + MEF T (5.69)
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1 1 (Hge (AppHes AeE
EE _ - B2 5.70
Nf(&) 2Fgg Do [FEE ( FI%‘E ) + B(2) FEE ( )
1 bg, (HE
EE (2) EE 2 -
ﬂl(:) 2FeE DQ (FJ%‘E' +5+ bsm) t (5.(1)
A H AppHpe & _ 12
MEE bzs(,,, Heg (T’ﬁﬁ ?gﬁ) B ( Fip 2 bEfz)) _ (AEE + HEE)
© T 9FggD, | Fgg ApeHEp ngj: 5 Fgg = Feg
(5.72)
Bs B; B;
EE EE EE EE
M’r‘., MT”}(S,J + MT( )EU"C_E + MT“) Bz (573)
onde.
9
2 AE
(579
T(t) Qm , (5.75)
EE _ 2 NEE
MT“) = ng . (5.76)

Observamos que, a medida que B — 0, isto é, bsy, — 0 e bg, — 0, os termos desses

tensores envolvidos com §;; tendem a um maximo, enquanto os demais termos, tendem a

ZEro.

Para um gas unico totalmente ionizado, a equacdo (3.66) do vetor fluxo de difusdo dos

elétrons, é escrita por,

1 0T
B EE JEE _ E
Ji = _pE‘DtJ dJ DT‘JTd
de modo que, a partir de (3.62) e (3.63) obtemos,
pEF = 9P yze _ L yme
ij pp m

152

(5.77)

(5.78)



E_éfﬁ EE , OPr 2 Bl _ ﬁkT EE
DI = 2'OEM T ZpEM 2 me WT,, . (5.79)

Para a equagao do fluxo de calor, escrevemos considerando (3.67),

oT
E EE JE
= Aio— 5z, Dy dy (5.80)
oT
—
o = N5 (5.81)
e de acordo com (3.64) e (3.65), temos,
5 P 5 Dr ) ng
E_ Y re EE 2
’\ij - 9 mEk Ti; 2 kQT,, 9 mEk T 'r, (582)
5 5 5
YRS kQ L kQTU AL MQ (5.83)
kT n
EE EE __ £ 2NEE

Introduzindo as orientagdes no espago, paralela (||), perpendicular (1) e transversal
(+) para cada um dos vetores dF e g—i de acordo com o procedimento realizado em (3.68),

escrevemos, a partir de (3.70) para o gis em questdo,

JE = —pp (DWdf) + DSQdE, + DLIdE, )

p
~2 (DI(IT ), + D (VT )y, + DSV, ) (5.85)

onde, de (3.69) e de (5.69) e (5.73), temos,

kT
D%I}-: = D(LE)E + D(bcjfj - 4—(M<§)E + M(%E) ’
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kT
DgL = DEF = 4— — MEE (5.86)

kT
D) = ~DEF = 4L MEP,

5 kT

Dy = Dry + D7y = g (Mrg + Mr).
Dy = DE, = 5 - MEE, (537
Dy = ~Df, = =5 M
assim como de {2.174) e (2.175),
& = BBB“d doy, =df —d8 ;& = ei,-k%df, (5.88)
(VT)w, = BB?IE gi' (VT)y, = g—i — (VT)an: s (VT )4y, = 6”"?3 gT (5.89)
O vetor densidade de corrente elétrica (2.185), € escrito para este tipo de gas,
o= ZEgE g Sl (2 L) gE e SR, (5.90)
Mg my mg my me

onde consideramos (1.92) e my < m,. Usando o vetor forca de fluxo de difusio modificado
para o campo elétrico, {2.187), escrevemos a densidade de corrente elétrica (3.73), com as

consideragoes de (5.90), como,

Ji = (a”“dg(") + a‘“dﬁm + U(Hdgm ) - (é(")(VT)(n); + ¢“)(VT)(J-),~ + ¢(+)(VT)(+);)

(5.91)
onde de (3.74) obtemos o coeficiente de condutividade elétrica do gas,
oy = et [naes - %(nses + n;e,)} D} = (27236:1)1 Dg} = QREEE(M!?JE M(J?)E),
(5.92)
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(ngeg)?

n 6
oLy = — Dy =2—= EW;‘?}E (5.93)
) = (nE;E) DY) = n;es Mf)E , (5.94)
E

assim como de (3.75), podemos escrever o coeficiente termo-elétrico do gas totalmente

ionizado por,

T ge Snge
o0 = TEEDW = SPEERMED + MED), (5.95)
nee Snge
L) = _;;: gp;) Q'r:z_jkMgﬁ’ (5.96)
5
¢(+>_n?st(+}_ 5% BE. (5.97)

Do mesmo modo o vetor fluxo de calor, obtido de (3.84) para este tipo de gas, resulta

na expressao,

g = —(AV(VT )y, + X(VT )0y, + A (VT )s,)

5 5n 5]
+:;E [(k(alu ) ns) '](II?) (kg-“ + = 5 ) J(}i) (k(ﬂ 2'”'5) (+); ] (5.98)

onde de {3.85), temos,

AW = A 4 A _ g D DU

Tg?

A = A 4 A gl DL (5.99)

T ?

A = /\(;-l + /\(I+) _ nkkg.“Dgf; .
Como a partir de (5.82) e (5.83), usando {5.54) a (5.54) e (5.87), podemos escrever,

k TOW = E——ﬂT(Q‘”’-}-Q‘”’),

9 TEE 9 Tes) T

onE

)
/\E
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SnE

AL = e — kT g:fj;’, (5.100)
\# 9P Be pepgen
5T omg T
5 n, 2
= 2pergu = SRLETQun + o),
A ERTQYY (5.101)
T(s) .
A = _§ n; szQ(”)
o 2m, Tte) ?
assim como de (5.84), para o qual definimos,
By B;B;
EE EE EE EE Di
D = DD(J)SIJ + DD( )Eljk_§ + DD(C) BZJ y (5102)
com,
EE EE
Dgl,)gg = (DD(J) D(C)) = 2P_(Q(a) + Q(.;) ),
D(DLE,}‘E _ DE(I?) =9 _Q(6) , (5.103)
kT
EE
D(;E)E = DD(, = _2P_ (c) )
expressamos entao, considerando (3.82),
o 108, 1 OGP+ Q8
T D(il) 9 MI_;}‘)E + M(?)E ?
1 D 1 QEE
(L) DEE _ (8)
S = D(f;: 5 M(%E , (5.104)
L) — 1D(D+..r),s _1 Q(c)
T ) M(‘?)E

Desse modo, o coeficiente de condutividade térmica do gas totalmente ionizado, pode ser

representado por,
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5 ns H 2 (Q(a)
/\(“) 2 I:QT(J) + QT(O + —_(QT(J) T(c)) M(%E
S5 ng (Q
(L) — 2 (&)
)\ 2m k T[ T(J) QT(&) :-j M(§)E ] 1
3 ng (QEE)Z
(+) _ 2 EE o )®
AF) = szkT[ T”+ QTM 5 M(%E :

(5.105)

Ficam determinados assim, em fun¢do de grandezas microscopicas préprias do gas,

os vetores ¢f, ou ¢; e J® ou J;. Em uma analise rapida dos coeficientes obtidos acima,

verificamos que os termos dos coeficientes nas diregdes (||) e (L) tendem a um mesmo

valor, a medida que B se aproxima de zero, enquanto os termos dos coeficientes na diregao

(+) tendem a zero.

5.1.2 O Tensor Pressdo

Resolvendo o sistema de equagdes (5.41) e (5.42), para, pf; e p;;, obtemos diretamente,

1 Oveg

Piij> = —2pg (N<IJ><H>) x>
-1 Gvex

p{(ij> = —-2}91 ( <1J><H>) (9.’1,‘f>

onde, a partir de (3.15) e (5.18), considerando (3.94) e (3.95), temos,

1
N<u><kl> = §LEE (n(")<u><kt> + bﬁta)n(‘)<i;><kt>) ’

1
N<1J><“> = EL” (n("3<-‘;><kr> + b5(4)n(‘)<u><kr>) ’

com,

eEB

by = —27
" T meLpg’
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e; B
m Ly

(5.111)

Biay —

De acordo com a equagdo (3.104), os tensores inversos de (5.108) e (5.109), sio repre-

sentados por,

EE—] _ 2 1
(N )<*j><"">  Lgg 4(1 4 4533(3)) [n{")<"1><“> + bE(J)n(‘)<-J><H>
2
B(a)
+31 + 632 (n(f)<-:><kt> + bB(S)n"”<-‘J><H> + 4b;(a)n“’)<-:><k:>)} , (5.112)
B(a3)
- 2 1
It e
(N )<ii><kl> L4l + 4sz“)) [n“”<-:><kl> + 080 0 15 cis
2
B
+31+% (7201 <ty <t F Doy Pemrciyemis + 4b;mn(g;<u><“>)J : (5.113)
B(a)

Comparando as equagdes (5.106) e (5.107) com (3.108), identificamos os coeficientes de

viscosidade cisallhante parciais, para os quais escrevemos,

2
E _  be 1 Ba)
Hoij><kl> = Les2(1 + 4623(3)) (n(a)<-;><u> + ba(a)n(:)d,)(“) 4+ 3—1 n bE(SJ UG iy <his
b b
€3] By
+31 + 625(3)71('”<-‘1><M> + 121 + ng(s)n(B)<u><kl>) ’ (5-114)
P 1 2
7 I Bea)
Heij><kt> = g, + bg,,, 70) . + 3 ——=—ny, .
> <> Lj; 2(1 + 46%“)) ( <<k ) <ey><ki> 1+ b";;“) <<kl
b, 4
(4) (4)
+3——1 T bzgmn(n)<-:><kt> + 12—1 n bzsmﬂ(e)dwﬂb) . (5.115)

O coeficiente de viscosidade cisalhante do gds totalmente ionizado, pode entido ser obtido

de sua definigao, (3.115). Assim de (5.114) e (5.115), escrevemos,
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f<ij><kl> = Beijsakts T Heijs<ils o (5.116)

e como,

Biss><kt> = B6YU6) coymerts THOMOcisoarts THOMO cry>cris THMMUN c1ym cris THEOUO) c1ymcni>

(5.117)
temos,
1 ng 1 Leg 1
= — kT , 5.11
Ho) = 9 - (1+4b23(3) + L 1+4b23r4)) (5.118)
]. Ng bB(3) LEE bB(i)
iy = = kT + ) (5.119)
(9 2 Leg (1 + 4523(3) L1+ 4523“)
3 ng [ %) Leg b ]
Kiey = = kT — + , (5.120)
O 2Lge | +48, )1 +8,) L (1+45,)01+8,)
3 Nne [ 635(3) LEE bsB(-l) ]
Ui = — kT + , (5.121)
O 2Ler (1448, )1 +8, ) L (1+45,)(1+6,)]
ng 1IB_g) LEE b*B“)
pey = 6 ——kT s + . (5.122)
O T Lpg |(L+ab3 1 +05,) Lt (1+4b5,)(1+b,)
Como o tensor pressao, de (1.84) com (1.82), pode ser dado por,
pij = Pbi; + p<ii> » (5.123)
com,
p = nkT, (5.124)
e
Ovek
= — Dy i
P<ij> H<ij><kl> Eron (5.125)

também este termo constitutivo torna-se determinado.

159



Se direcionarmos, sem perda de generalidade, o campo magnético na direcao z, B = B.1,
o tensor viscosidade cisalhante, em termos de cinco componentes linearmente indepen-
dentes, pode ser obtido como em (3.118) a (3.123), com (3.124) a (3.128). Assim podemos

escrever, considerando o apéndice C e (5.118) a (5.122),

#1 = %(3#(6) + dp + poy) = Ln—;g‘kT (1 + [L_b;f) ) (5.126)
g2 = %(6#(6) + dp + o)) = ;EEE kT (i :ii::: Illfrf’i :zz:::j) , (5.127)
ps = 2 + po) = Ln;E kT (1 +le3{3) + LLE;;EI +lb’a(,)) : (5.128)
pa = 4, = 2%1@ ( 1 f’z;a(a) + ‘:”f!fl f‘;‘b’ﬂ()) : (5.129)
b = 2o+ ) = T (i ) 5130

Observamos das relagdes acima, que para B, — 0 temos b, — 0 e bg,, — 0, e portanto,

p1= 2= pz e pg =0 = pys.

5.2 Representacoes Graficas

Uma analise mais precisa dos coeficientes de transporte. pode ser feita através de graficos.
Os coeficientes sdo fungdes de grandezas macroscépicas como o campo magnético, tempe-
ratura e densidade, assim como de grandezas com caracteristicas microscopicas, como as
envolvidas nos cdlculos das integrais de coliso.

Supondo, como exemplo, um gas totalmente ionizado, formado pelo Het e elétrons, com
densidades, n; = ny = 1,0 x 10%° part/m?®, podemos plotar os coeficientes de transporte em
relagao as varidveis, campo magnético e a temperatura. Muito embora, para temperaturas
abaixo de 2,0 x 10K, este gas ainda nio esteja totalmente ionizado, como na fig. (4.3), esta

teoria ainda podera ser empregada, ou seja, este gas se comporta ainda como totalmente
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ionizado a partir de uma taxa de ionizagio da ordem de 1~ 1,0 x 10*K. Para temperaturas
menores, o gas devera ser considerado como parcialmente ionizado, necessitando entdo, para
o seu estudo, a inclusdo das particulas neutras. Desse modo, plotaremos inicialmente os
graficos dos coeficientes de transporte, em fungdo do campo magnético (mdédulo), para duas
temperaturas dadas, ' = 15.10°K e T = 25.10°K. Em seguida, para que possamos fazer
uma boa andlise dos mesmos coeficientes, os plotaremos. entao, em fungao da temperatura,
dado o campo magnético, em trés situagoes de interesse, B = 0, B = 0,01T e B = 0,1T.
Para campo nulo, verificamos o comportamento ji esperado; para os valores de campo
no segundo caso, os coeficientes assumem valores expressivos; para o terceiro caso, devido
tratar-se de uma intensidade na qual a trajetoria dos elétrons, em torno das linhas de campo
magnético, provoca um raio da ordem do comprimento de Debye e portanto atingindo o
limite de de validade, em relagao ao valor do campo, para esta teoria.

Assim temos nas figuras (5.1), (5.2) e (5.3) as curvas para o coeficiente de condutividade
elétrica nas diregoes paralela (||), perpendicular (L) e transversal (+) respectivamente em
fungao do campo magnético para duas temperaturas dadas. Para as mesmas diregbes, temos
as curvas do coeficiente termo-elétrico nas figuras, (5.4), (5.5) e (5.6). Aqui observamos
que estes coeficientes assumem em determinadas regides dos graficos valores negativos,
como esperado, [1]. Nas figuras (5.7), (5.8) e (5.9) s3o mostradas, respectivamente, as
curvas do coeficiente de condutividade térmica, também nas diregdes (||), (L) e (+). Para
as figuras (5.10), (5.11), (5.12), (5.13) e (5.14), mostramos as curvas para as mesmas
duas temperaturas dadas, dos componentes linearmente independentes do coeficiente de

viscosidade cisalhante, expressos em fungao do campo magnético.
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Figura 5.1: Coeficiente de Condutividade Elétrica na Diregdo Paralela em relagio ao campo
magnético.
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Figura 5.2: Coeficiente de Condutividade Elétrica na Diregio Perpendicular em relacio ao
campo magnetico.
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Figura 5.3: Coeficiente de Condutividade Elétrica na Dire¢do Transversal em relagao ao

campo magnético.
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Figura 5.4: Coeficiente Termo-Elétrico na Diregao Paralela em relagao ao campo magnético.
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Figura 5.5: Coeficiente Termo-Elétrico na Diregio Perpendicular em relacao ao campo
magnético.
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Figura 5.6: Coeficiente Termo-Elétrico na Dire¢do Transversal em relagio ao campo

magnético.
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Figura 5.7: Coeficiente de Condutividade Térmica na Direcao Paralela em relagao ao campo

magnético.
)‘ﬁ:'Tnzs.m*x
= A R A A IT-15.1|1‘|v<
v
E
=3
3
-
0.04 0.086 0.08 0.10
B (Tesla)

Figura 5.8: Coeficiente de Condutividade Térmica na Diregao Perpendicular em relagao ao

campo magnético.
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Figura 5.9: Coeficiente de Condutividade Térmica na Diregao Transversal em relagio ao

campo magnético.
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Figura 5.10: Coeficiente de Viscosidade Cisalhante, componente y; em relagio ao campo

magnético.
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Figura 5.11: Coeficiente de Viscosidade Cisalhante, componente g, em relagio ao campo

magnético.
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Figura 5.12: Coeficiente de Viscosidade Cisalhante, componente g3 em relagio ao campo

magnetico.
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Figura 5.13: Coeficiente de Viscosidade Cisalhante, componente u4 em relagio ao campo

magnético.
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Figura 5.14: Coeficiente de Viscosidade Cisalhante, componente us em relagao ao campo

magnético.
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Figura 5.15: Coeficiente de Condutividade Elétrica Paralela em fungdo da temperatura.

Para esses mesmos coeficientes, mostramos agora os graficos em fungdo da temperatura
para trés curvas correspondentes aos valores do campo magnético, nulo, 1,0 x 107%T e
1,0 x 10~!T. Assim nas figuras (5.15), (5.16) e (5.17) temos o coeficiente de condutividade
elétrica nas respectivas diregdes , (]|), {L) e {(+). Observamos destas figuras que para
campo magnéticos fracos este coeficiente na diregao (L) assume a metade do valor do
coeficiente na diregao (||), "relagdo de Spitzer” mas com o aumento do campo essa relagao
desaparece. Nas figuras {5.18), (5.19) e (5.20) nas mesmas direcdes ja citadas, temos o
coeficiente termo-elétrico, assim como nas figuras (5.21), (5.22) e {5.23) os coeficientes de
condutividade térmica. Para o coeficiente de viscosidade cisalhante, plotamos nas figuras
(5.24), (5.25), (5.26), (5.27) e (5.28) os seus componentes linearmente independentes para

o campo magnético B = B,1.
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Figura 5.16: Coeficiente de Condutividade Elétrica Perpendicular em fun¢do da tempera-
tura.
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Figura 5.17: Coeficiente de Condutividade Elétrica Transversal em funcao da temperatura.
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Figura 5.18: Coeficiente Termo-Elétrico Paralela em fungao da temperatura.
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Figura 5.19: Coeficiente Termo-Elétrico Perpendicular em fungao da temperatura.
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Figura 5.20: Coeficiente Termo-Elétrico Transversal em fungio da temperatura.
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Figura 5.21: Coeficiente de Condutividade Térmica Paralela em fungio da temperatura.
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Figura 5.22: Coeficiente de Condutividade Térmica Perpendicular em funcao da tempera-

tura.
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Figura 5.23: Coeficiente de Condutividade Térmica Transversal em fun¢io da temperatura.
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Figura 5.24: Coeficiente de Viscosidade Cisalhante, componente g, em funcio da
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Figura 5.25: Coeficiente de Viscosidade Cisalhante, componente p; em fungio da

temperatura.
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Figura 5.27: Coeficiente de Viscosidade Cisalhante, componente p4 em fungao da

temperatura.
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Conclusoes-

Por natureza, a teoria cinética dos gases necessita de uma estrutura um tanto elaborada.
para descrever o comportamento do gas. Em contrapartida esta teoria consegue obter bons
resultados na determinacao dos coeficientes de transporte. Estes resultados dependem em
grande parte do modelo de interagao entre as particulas do gas. Quanto mais fidedigno o
modelo melhores sido os resultados.

Quando tratamos de gases ionizados, o problema do modelo de interagdo complica-se
sobre-maneira, uma vez que o longo alcance das forcas de interagdo, implica em interagoes
multiplas. Como a metodologia baseada na equac¢do de Boltzmann admite apenas in-
teragoes entre pares de particulas, o seu estudo através da presente teoria s6 € possivel
devido ao gas ionizado apresentar um comportamento de particula independente em de-
terminadas condigoes de temperatura e pressao. Através de um conjunto de informacoes,
expostas no capitulo 1, podemos considerar as interagoes como sendo bindrias.

Um outro complicador do ponto de vista matematico € a presenca de campos elétricos e
magnéticos, exigindo um formalismo tensorial, acentuando portanto, o pesado formalismo
no qual se apresentou o contexto desse trabalho.

Visando bons resultados, optamos no capitulo 2 por utilizar a equacido de Boltzmann
na sua forma basica no que se refere ao seu lado direito (integral de colisio) apesar de
estarmos tratando de gases ionizados. Seguimos desse modo [3] e [4], como importantes
contribuigdes no contexto da teoria cinética de gases ionizados. Uma maneira alternativa de
se empregar a equagao de Boltzmann € a forma adotada por [11] ou [12] na qual a integral
de colisdo é transformada, de maneira que a equacao assemelha-se a forma da equagao de
Fokker-Planck [10].

Ao adotarmos a forma tradicional da equacdo de Boltzmann, devemos nos ater no
tipo de potencial entre as particulas carregadas. Em um gas ionizado sob determinadas
condigbes, existe o efeito da blindagem por cargas de sinal contrdrio a uma dada carga
teste. Desse modo o potencial a ser considerado deve ser o potencial de Debye. A interacao
nao pode ser dada pelo potencial coulombiano simples, pois na determinagio das segoes
transversais efetivas de colisao as integrais divergem.

O potencial de Debye, visto no capitulo 4, possui um comportamento exponencial de-



crescente o que acarreta dificuldades matematicas no momento das integragdes. Para tornar
o potencial mais simples, mas sem perder suas caracteristicas fisicas, utilizamos o potencial
coulombiano com "cut off”. Este torna-se nulo a partir da distincia correspondente ao
comprimento de Debye. Dessa maneira conciliamos uma certa simplicidade, com um maior
rigor no estabelecimento da equagio .

Em fungdo do comprimento de Debye e de outras grandezas proprias do gas ionizado,
podemos determinar as condigdes que devem ser satisfeitas para que sejam abrangidas pela
teoria cinética. Observamos que estas condigdes sdo bastante restritas, pois nem efeitos
quanticos nem efeitos relativisticos sao levados em consideracdo . Apesar dessas restrigdes,
verificamos que diversos dispositivos tecnoldgicos que utilizam gases ionizados, além de
alguns efeitos naturais podem ser enquadrados nas condigdes exigidas para o emprego
dessa teoria.

Estabelecidas as condigdes nas quais iriamos desenvolver o nosso trabalho, tinhamos &
disposi¢ao no momento do seu inicio, basicamente dois métodos de resolugio da equagao
de Boltzmann, no sentido da determinacdo dos coeficientes de transporte: o método de
Chapman-Enskog e 0 método de Grad. Como o objetivo a que nos propunhamos era o
de considerar uma mistura de gases ionizados, o0 método mais adequado era o método de
Chapman-Enskog, uma vez que este necessita de um menor numero de integragdes. Em
detrimento a um menor numero de equagoes ele exige uma maior sofisticagio matemadtica.
Basicamente este método consiste na resolugio de equacao integro-diferencial proveniente
da equagdo de Boltzmann com base em grandezas da termodinamica usual. Na sua solugio
aparecem separadamente os termos constitutivos (provenientes do sistema de equagoes de
balango), propiciando assim a determinagdo dos coeficientes de transporte. A presenca de
campo magnético implica em uma dificuldade maior, uma vez que a forga externa exercida
sobre a particula depende da sua velocidade. No desenvolvimento do método de acordo
com [4], nos deparamos com um tedioso desenrolar dos cilculos devido principalmente a
atuacdo desse campo. Através de argumentos fisicos, em muitos casos, os calculos iam
se alongando tornando o trabalho mais moroso. Com o intuito de tornar o procedimento
mais compacto e mais rigoroso do ponto de vista matematico, introduzimos os tecremas de

representagdo, [14], uma formulagio matematica mais atual, que se mostra extremamente
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util, principalmente quando tratamos de vetores axiais, ou pseudo vetores como € o caso
do campo magnético. Os resultados obtidos baseados nessa alternancia de procedimentos,
como nao poderia deixar de ser, foram equivalentes. Desse modo o procedimento ficou um
pouco mais compacto e mais rigoroso.

No periodo em que estdavamos completando os calculos relativos ao desenvolvimento do
método de Chapman-Enskog, surgiu uma metodologia alternativa [2] para a determinagao
dos coeficientes de transporte de uma mistura de gases. Este método consilia as vantagens,
tanto do método de Chapman-Enskog, quanto as do método de Grad. Ele demonstrava ser,
pelo menos para gases com particulas neutras, bem mais compacto que os demais. O nosso
esforgo voltou-se entao na aplicagio desse método, denominado método combinado, para
gases ionizados em presenca de campos elétricos e magnéticos. Mostramos [20] que este
método é bem mais compacto e direto que o método de Chapman- Enskog, principalmente
em presenga de campo magnético. Através da solucio de um sisterna de equagdes obtemos
diretamente as equagdes para os termos constitutivos, ou seja, as leis de Fick, Ohm, Fourier
e Navier-Stokes. Para o determinagio da solugio do sistema de equa¢des necessitamos da
inversdo de tensores de segunda ordem, para o caso do fluxo de difusdo e fluxo de calor e
tensores de quarta ordem para o tensor pressao. A inversao desses tensores nao proporciona
maiores problemas, uma vez que conhecemos as suas formas genéricas inversas.

As parcelas provenientes da integral de colisdo da equagao de Boltzmann, e que se apre-
sentam como coeficientes dos termos constitutivos no sistema de equagdes formado podem
ser, em parte, integradas proporcionando equagdes que necessitam apenas das integragoes
que dependem do potencial de interacio das particulas, ou seja das integrais Q‘(,!;,T)

Para completar o estudo geral de uma mistura de gases ionizados, como era o nosso obje-
tivo, restava estabelecer o procedimento de calculo para a determinacao das integrais QS;,T).
Em uma mistura de gases ionizados, podemos encontrar interacgoes, entre particulas car-
regadas de mesmo sinal, entre particulas carregadas com cargas contrarias, entre particula
carregada e particula neutra e entre as particulas neutras apenas. A interacido nos dois
ultimos casos ocorre quando o gas estd parcialmente ionizado. Adotamos o potencial de
Coulomb com "cut off” para a interacio entre particulas carregadas. Para a interacao de

particulas carregadas de sinais contrarios, empregamos o modelo do potencial de Suther-
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land com "cut off” na regido atrativa. A utilizacdo da parte repulsiva do potencial de
Sutherland. nos possibilita determinar probabilidades de recombinagao de ions. Do mesmo
modo, para a interacao entre particula carregada e particula neutra utilizamos o modelo de
Sutherland onde a parte atrativa representa o potencial de indugéo. A solugio da integral
erlh’r') para este potencial exigiu um esforgo maior, considerando o comportamento incomum
das particulas, no que se refere & relagdo parimetro de impacto e energia. Na interacio
entre as particulas neutras, adotamos o potencial de repulsao, visto que as temperaturas
envolvidas nos em gases questdo sdo relativamente altas.

As integrais QGI,’;) representam uma sequéncia de trés integragoes, ou seja, a integragao
sobre a posi¢do das particulas na determinacdo do angulo de espalhamento, a integragio
sobre o parimetro de impacto na determinacdo da secdo transversal efetiva de colisdo e a
integracdo sobre a energia. Com isso, uma integracdo algébrica pura torna-se dificil, em
geral. Apenas a interagao entre particulas neutras foi algebricamente possivel. Desenvolve-
mos algebricamente as demais integragdes até onde a matematica permitiu. Desse modo
desenvolvemos rotinas computacionais para as integra¢des subsequentes. Determinamos
assim as integrais QE.’;,” numericamente para um caso mais especifico de interac¢des entre as
particulas de hélio, ou seja, ii ons de hélio e elétrons. Os graficos foram obtidos em fungao
da temperatura para uma densidade de particulas de 1,0 x 10%*°part/m?®. Constatamos
entdo que as interagdes entre as particulas carregadas tém uma influéncia da ordem de 10?
vezes maior, sobre a integral de colisdo, do que a influéncia dos demais tipos de interagdes.
Verificamos também que as interagdes entre particulas carregadas e particulas neutras sio
da mesma ordem que as interac¢des entre particulas neutras.

Para completar o nosso trabalho aplicamos o método combinado para um gds totalmente
ionizado, determinando os coeficientes de condutividade elétrica, condutividade térmica,
coeficientes de termo-difusao (estes para as diregdes paralela, perpendicular e transversal)
e coeficiente de viscosidade cisalhante (com o campo magnético na diregio x). Utilizando
entao os dados da integral ﬂﬁ.’;,” calculados no capitulo 4, obtivemos os coeficientes de
transporte acima em uma forma grafica. Plotamos os coeficientes em fun¢do da tempe-
ratura, para dados valores do campo magnético, e em fungdo do campo magnético para

determinadas situagdes de temperatura.
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Nos graficos constatamos que os coeficientes vetoriais, em geral, atingem valores
mA4ximos para um campo magnético da ordem 0,017. Aqui, devemos salientar, existe uma
controvérsia com a afirmagio feita no capitulo 2, onde para o caso do coeficiente de con-
dutividade elétrica e coeficiente termo-elétrico na direcao paralela, conforme [4] estes, nao
dependem do campo magnético. O que os grai"icos mostram € que existe esta dependéncia.
A forma literal dos referidos coeficientes também confirma este fato. Em relacdo i tempe-
ratura observamos que os coeficientes na dire¢ao perpendicular assumem um valor maximo
em torno de 1,5 x 10*K. Os coeficientes de viscosidade aumentam os seus valores com a
temperatura.

Para finalizar, observamos que, embora o arsenal matematico exigido seja relativamente
pesado, os resultados obtidos sdo os mais confiaveis (em relagao a qualquer outra teoria)
devido a gama de considerac¢oes adotadas. todas com o maior cuidado possivel na tenta-
tiva de expressar a realidade. Em se tratando de gaese ionizados os dados experimentais
existentes nesta faixa de abrangéncia da teoria, sao escassos, visto a temperatura ser rela-
tivamente alta. Esses resultados obtidos pelo método combinados podem ser comparados
com os resultados obtidos para gases totalmente ionizados como em [4] pelo método de
Chapman-Enskog e {17} pelo métod de Grad.

Como indicagio de futuros trabalhos nesta irea, propomos inicialmente a comparagio
entre os métodos (que devem resultar em resultados semelhantes guardadas as devidas
aproximagoes . Como uma segunda aplicagdo mais eminente, o estudo de um gés parcial-
mente ionizado através do método combinado. Uma terceira aplicagao , mais audaciosa, se-
ria a utilizagdo do método combinado com desvios de segunda ordem na fungio distribuigao,
obtendo-se assim as equagbes de Burnet o que possibilita considerar uma temperatura para

cada constituinte do gas ionizado.
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Apéndice A

Integrais Utilizadas em Teoria Cinética dos
Gases

No estudo da teoria cinética dos gases, as seguintes integrais definidas sio frequentemente

utilizadas,

X _az? _1 n+1 L 2
-/o e dz“2r( 2 )(a) ’ (A1)

onde € uma constante e

I(1) =1,
I'(n +1) = nl'(n),
r(1/2) = ', (A.2)
I(n+1/2) = [(2n — DIY/27]x12,

é a funcao gama.

Outras integrais empregadas em teoria cinética dos gases sdao do tipo,

ac¢a a ﬂ' Ma @ —E-ci-;;- rs
[ &6 € fuadf = (2 kT) fg 2l (A.3)
se N for um numero par. Se o numero de velocidades peculiares for impar, a integral na

equagao (A.3) é nula.

Fazendo N = 2 na integral (A.3}, esta, pode ser escrita como,

[ €ct ol = =22 ()" (g) [e 383?’# aé*

b () () [ e - [ e
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A primeira termo na ultima iguaidade é nulo, pois a fun¢ido exponencial tende a zero para

grandes valores de £f. Consequentemente, a equagao (A.4) se reduz a,

J 606 fudf® = 22 (kaaT) "’ (fn_T) 51‘:‘]"7%%5%5".

Por outro lado, é facil verificar através da equagdo (A.1}), que,

f62 ——L-Tp-dfo

T
]e # d 32LT

Segue portanto das equagdes (A.5) e (A.6), que,
~ 1 -
[ €€ fuodE® = 585 [ €funsdé®

Da mesma forma para N = 4, temos da equagdo (A.3),

mea€l

[t e = -2 ()" (£ [ega2Gea

Pa m, \* (kT ara o ra e _meidk =
= m, (QWkT) (mu)/(éﬁfjgk +§, 6_1'16;; +£, 63-6;;1)6 ‘i‘E;n'dg .

A equagdo (A.8), pode ser escrita como,

[egee fadé

y x kT Cx 2 -
= :1 (27:!sz) (m ) (6116]*: + 62k6_~,{ + 6[16’“ /f e _2E§'p'd€0 ,

[=

ao utilizarmos a equagdo {A.7). Ainda, segundo a equagdo (A.1),

-3 gp = 1 [t
[ = L2 [ e,
as equagoes {A.9) e (A.10) fornecem,
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/§ gagkgl fMgdfu = ( tf53k+61k5_7!+6236kl)/{ fMadga (All)

A forma final das integrais tanto em (A.7), quanto em (A.1l), pode ser obtida, proce-
dendo a mudanga de coordenadas retangulares para polares e empregando a equacdo (A.1),

temos,

— se n for par. (A.12)

=

; nf2
[t tde = w1t (B2)
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Apéndice B

Produto de um Tensor (fungao de
pseudo-vetor) por Vetor

Seja o vetor A;, dado como uma aplicagdo do tensor T;;(B) sobre o vetor V;, ou seja,
A; = T;;V;. Sendo o vetor B;, um vetor axial ou pseudo-vetor (como o que representa o
campo magnético}, entao o tensor T;;, assume a forma,
By B,'BJ'
Tij = Tiotij + Tt + Tz
onde T4, Tt e T}, representam os coeficientes das respectivas parcelas tensoriais.
Para um dado campo magnético B;, ele determina uma dire¢do no espago, chamada de
diregdo paralela (||). Dado um outro vetor qualquer V; no espago, este determina com B;
um plano, sobre o qual podemos determinar uma direcdo perpendicular (1) em relagao a

direcdo do campo magnético. Orientando estas dire¢bes de tal modo a escrevermos

B = Bé(ll) *
e
V=V + Vi, =V0¢,+ Ve, (B.2)
onde,
. B
€y = B’
e
a V-Vy
“ [V =V
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Podemos agora estabelcer uma diregdo transversal (+), perpendicular as duas anteriores,
com sentido dado pela produto vetorial &, = &, x &.;. Definimos entdo um novo vetor

nesta diregio , ao qual por conveniencia o chamaremos de V,,, através de,

BxV
B

Vi =VWé,, = (B.3)
muito embora, nao haja qualquer relagdo com a componente do vetor V na diregio (+).
Definida desse modo as diregdes no espago, podemos representar, entao, o produto

A; = T;;V;, em uma forma matricial, ou seja,

A (Tsy+Ti) O 0 pun
A. = A(J—) = 0 :F(,s) :F(‘) V(J—) - (84)
A 0  -Tw Tw/\ O

Procedendo a multiplicagao das matrizes, podemos escrever,
— 5 (La )4
A = AV, + AVe ., + AP,

= (Tiey + Ti) VW& + T Ve Ly + (=T ) VIVe,,

= (Tin + To)Vay + ToViy + (=T1) Vg (B.5)
uma vez que,
IV(L)| =V = |V(+)| = V(+), (B.6)
e portanto,
Ve, = Ve, = V. (B.7)

Representando os componentes do tensor T;; por, Tis)+ T, = TP, Tyy =T e T}, = T
e denominando-os respectivamente de componentes paralela, perpendicular e transversal

em relagao ao campo magnético B e ao vetor V, podemos escrever assim,

A =TV, + TV, +THV,,. (B.8)
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Apéndice C

Componentes do Tensor Viscosidade
Cisalhante

Para determinarmos os elementos do tensor viscosidade cisalhante p¢;;s <ki>, necessitamos
conhecer a diregio do campo magnético. Fazendo a direcao desse campo, normalmente
considerada como diregdo paralela, coincidir com o eixo z do sistema de coordenadas retan-
gulares, podemos escrever, B = Bé, = Bi = (B,0,0). Genericamente como na equagio
(3.117) temos para o coeficiente de viscosidade cisalhante para um gés ionizado em presenga

de campo magnético,

K<ii><kl> = B8 cirs axi> THOMOcirscris THOMO ciyscrts THETUM ciio ety THEOTHO <15 crts

(C.1)

onde as parcelas componentes dos tensores sao dados pelas expressées (3.94) a (3.98). Os
elementos do tensor viscosidade cisalhante, em suas diversas situagbes, podem entio ser

estabelecidas. Efetuando os produtos tensoriais especificados, temos,

4
Herz><re> = 5(3%61 + 4 + o) s
Bezes<oy> = B<zoo<ars = fczen<ye> = 0,
2
H<zr><yy> = _5(3#(6) + 4pe) + Hee) s
Pczzo<yz> = H<oos<ory = Pezzo<my> = 0,

2
Hezzoezz> = _5(3.“(5) +4py + they) s
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Hezy>cnz> = H<yr> <oz

HB<oy><zy> = H<oy><yz>

B<ry><rz> = BR<oy><zz>

Hery> <yy> = H<yz><yy>

B<oy><yz> = Hery><zy>

Bery><zz> = Hyz><zz>

B<re><or> = B> <zz>

H<zzo><ay> = H<azd><ys>

HBezz>crz> = Brz><ar>

Bezzo<yy> = H<zz><yy>

H<zzo<yz> = Hazz><zy>

H<zz><zz> = Hez> 2z

=10,
= Heyed<zy> = Bayr><yz> = Ko + oy

= ficyz><ar> = B<yz><zz> = Mo T My

= feyr><yz> = Hayr><zy> = 0,

= fczr><oyy — Hezzor<yz> = _(Ju(el + J“(n))a
= H<zr><az> T Bz <zo> = (#(d) + P(c)) )
= 0 )

= P> <ye> = H<zzr<zy> = 0,

=0,

2
B<yy><zz> = —5(3#(6) + 4y + #(e)) :

Ecyy><zy> = K<yy><yzs>

H<yy><oz> = Meyy><zz>

=0,

=0,

i
Hayy><yy> = 5(12#(6) + 4y + lesy)

Bayy><yz> = M<yy><zy>

= 2149

1
E<yy><zz> = 5(—6#(5) + 4 + Keey) s

H<yz><zz> = MH<zy> <zo>

Heyz><zy> = Mayz><yz>

=0 ,
= Kezy><ay> = Hazy><yz> = 0,
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B<yzo<zzy> = B<yzr<zo> & B<zyp <zz> = H<zy><zz> & 01
Heyz><yy> = H<zy><yy> = =244
Byz><yz> = Beyzd<zy> = Hezy><yz> = Bay><zy> = Uy
B<yz><zz> = B<zy><zz> = 2400

2
P<zz><zo> = —5(3;1(5) + 4y + o) s

Bezzd<ay> = Hezzd><yz> = 0,

Bezzd<az> = Hezzo<azy> — 0,

1
Pezz><yy> = 5(—6!1(6) + 4oy + oy} s
B<zzs<yz> = Mezz><ay> = ~ 280 5

1
Hezzd>cz=> = 5(12411(.:) +4p + ﬂ(e)) .

Definindo as seguintes combinagées dos elementos do tensor acima, de modo que,

2
H1 = Hezzo<oe> = Bezzo<yy> = 5(3#(61 + 4#(0 + P‘(e))1 (0‘2)
1
H2 = Beyyr<yy> — Hayyd<zz> = 5(6#(6) + 4pey + ey} s (C-3)
B3 = 2pcays<ay> = 2(#(&) + #m)a (0‘4)
fa = 2hcyy> <yz> = g (C.5)
fs = 2fi<zy><zs> = 2B + Hm) > (C.6)

conseguimos representar todos os elementos do tensor viscosidade cisalhante em termos

dessas combinagoes linermente independentes.
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Podemos verificar este fato determinando os elementos do deviante do tensor pressio,

(3.116), ou seja,
a'U<k

(C.7)

P<is> = —2h<ij><ki> .

3 13 021>
E conveniente lembrar que, uma vez montada a estrutura de cada elemento do deviante do
tensor pressao em termos dos coeficientes de viscosidade com seus respectivos gradientes,

nio existe mais qualquer vinculo tensorial entre estes. Desse modo, ja desconsiderando os

elementos nulos de pij»<ki>, Segue:

av(z av(y av(z ) (C 8)

P<sz> = ~2 | fczz><an> 5o F fcae> <> 5 F beme><an> 5o
Tz> Ty> T

ou sendo nulo o trago de um deviante de um tensor,

B'U(x (91)<y a'U<..
+ — =0, C.9
33:,,;, + a$y> 33:z> ( )
temos,
v Ov
P<er> = -2 (P"<xr.><:r:=> - ﬂ'<:c:c><zz>) == + (#<zr><yy> - P(zz><zz>) <y , (CIO)
0Tz Ozys
e considerando ainda que flczr><yy> = fczr><zz>, POdEmos escrever,
Ou
P<zz> = —2 (ficzz><or> — nU'<z:r:><yy>) a_ﬁia (C.11)
Tr>
ou, de (C.2},
av<z
> — -2 . .
P<zz> M 5. (C.12)
Do mesmo modo temos,
veg Oveg Ove Ov,.
Pczy> = ~2 (ﬂ<=y><my> d_:t:y: 4- Hezy> <> Eﬁfz_) + ¢U'<a:y><yz>£i + Hezy> <za> ﬁ )
(C.13)
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e sendo o tensor gzl% um tensor simeétrico, ou seja,
3

av<{ . 31}(_.,-
- b}

temos,
a <z av.:,:
=—2|2Ucr 2 zz>—— | .
Pezy> ( 1 y><:ry>a + Bezy>< >3a:z>

ou de (C.4) e (C.6),

_ 2 av{l‘ 2 8U<=
P<zy> = — pu'-?va - #58
Ly> Tz>
Para
_ 9 Oven 0vey vy
Pezzn = — Hezz><zy> a + Hezscxz> 7 a + Hezz> <yz> o a + Bezz><zz>
Ty>
eSCIreveros

dv Oes
Pczz> = -2 (Qp'(:cz)(zy) a == + 2lu'<zz><:r:z> a < )

ou, de (C.4) e (C.6),

av(x au{z

> =2 — 2pg——.
P<zz> s 7 3:63,> U3 Bz

De forma semelhante, temos,

P<yz> = P<zy> -

Para o elemento,

31).@ 87J<y (9v<y
Pcyy> = —2 | Beyy><oz> 73— — 3 F Uayys<yy> 3 T beyyd<yz> 75—
Te> d 632)
4 a'fJ(- + 6?](:
<yy><Lzy> < zz> N
Heyy><ay (9 Hayy>< 9z0s )

191

(C.14)

(C.15)

(C.16)

87-?(2
33:z> ’

(C.17)

(C.18)

(C.19)
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(C.21)



e considerando (C.9),

3v< a'U(z
Pcyy> = —2 (F<yy><yy> — f<yy><or>) a_y‘ + (#<yy><z:> - 1u'<yy><zz>) 6_—
Ly Tz
a'U<
+2p<yy><yz> —83:2: ) (C.22)
obtemos, com (C.2), (C.3) e (C.5),
a'U.: av<, a'U<
=-2 Y — 2y, — = —2 v, C.23
P<yy> 7 . (1 — #2) e Mo, (C.23)
Do memo modo que em (C.21), para,
Ugy a'v<y 6'0(_2 3‘0<z
> = -2 - z 2> A zS<Czy> A 2><zz>n ]
P<yz> (P"<yz><yy> Bzys + pcyz><y > 2.5 + B<yz><ay> Bz, + pcye>< >39:z>
(C.24)
obtemos,
Bv<y av< a'U(z
— + 2 —2 v _ C.25
P<yz> = Ha aa:,,> (1 #2) 3 oy 4 9z, ( )
Também para
P<zz> = p<zz> t (C-26)
assiln Como para
P<zy> = Peyz> - (C.27)
Finalmente para o elemento,
e g ov Ov
Pgzz> = —2 (ﬂ<zz><m:>ﬁ + Hczzs<yy> a—.l':_z + b<zzo<yz> ﬁ
Ove, Oves
+1u<zz><zy> m + Bezemcze> Bzz> y (C.28)

temos, utilizando, (C.9),
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av<y 6U<z
P<zz> = —~2 (Iu<22><yy> - #(zz><a::c>) al‘y> + (:U'<z2><zz> - #<z2><::z>) 3.7:z>
Fvey
2 rzneyz , .25
+iliczz><yz> 2.5 (C.29)
ou, de (C.2), (C.3) e (C.5),
Ove, v, Ovey
N = — - — 2 .

P<zz> 2(mn #2)3$y> 242 XN + Zidg DT> (C.30}

Dessa forma, mostramos que cada elemento do tensor viscosidade cisalhante pode ser

representado como uma combinagao linear de gy, ua, us, t4 € us'.

1Observar o sinal trocado em ps se comparado com [15]. Se seguirmos esta referéncia, o referido
coeficiente apresenta-se negativo, contrastando com os demais.
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Apéndice D

Programas Computacionais

D.1 Programas para as Integrais Q") e para os Coe-

ficientes de Transporte

D.1.1 Determinagdo das Curvas pare as Integrais Qg? = {)

({,r)
II
REM Determinacao das curvas para Omega EE* (1,r). (D.1)
OPEN "a:omegEEll.dat" FOR QUTPUT AS #1
OPEN "a:omegEEl2.dat" FOR OUTPUT AS #2
OPEN "a:omegEEl3.dat" FOR OUTPUT AS #3
OPEN "a:omegEE22.dat" FOR OUTPUT AS #4
REM a=av[m]/10%-10, d= dv[m]/10"-10, n=nvV[m”~-3]1/10"20
REM e T = TV(K) / 10 © 3
3.14159265#
pi / 180
FOR T 3 TO 25 STEP .25

a 166.67 / T

d = 2185.1 * (T / n} * .5

OEEl1ll = 0: QOEEl1l2 = (0: OEE13 = 0: OEE22 = 0

FOR ng = 1 TO B89

g = TAN(ng * ug)

n
pi
u

cng2 = COS{ng * ug) * 2
espo = EXP(-g * 2)
lgda = LOG(4 * g “ 4 *d * 2 / a” 2 + 1)
OEE1l = QEEll + espo * g * lgda / cng2
OEE12 = OEEl1l2 + espo * g ©~ 3 * lgda / cng2
OEE13 = OEE13 + espo * g ~ 5 * 1lgda / cng2
gdcn = (g ~ 4 + (a / (2 * d)) © 2) / cng2
OEE22 = OEE22 + espo * g ©~ 7 / gdcn

NEXT ng

REM (OEEnnV [m*2])=0EEnn*10"-20 e (TV [K])=T*10"3

OEE1l = (a / 2) ©~ 2 * OEEl1ll * ug
OEE12 = (a / 2) © 2 * QOEEl12 * ug
QOEE13 = (a / 2) © 2 * OEE13 * ug
OEE22 = 2 * QEE12 - a ©~ 2 / 2 *¥ QEE22 * ug
PRINT #1, T, OEEll :
PRINT #2, T, OEE1l2
PRINT #3, T, OEE1l3
PRINT #4, T, OEE22
PRINT T, OEE1l, OEE12, OEEl3, OEE22
NEXT T
CLOSE #1: CLOSE #2: CLOSE #3: CLOSE #4
PRINT "END™"

END



D.1.2 Determinac¢ao das Curvas para as Integrais Q%I

L)

REM Determinacao das curvas para Omega EI™(1,r). (D.2)
OPEN "a:omegEIll.dat" FOR OUTPUT AS #1 )
OPEN "a:omegEIl2.dat" FOR QUTPUT AS #2
OPEN "a:omegEIl3.dat" FOR OUTPUT AS #3
OPEN "a:omegEI22.dat" FOR OUTPUT AS #4
REM aei=(aeiV)/10"-10, a=(aVv)/10"°-10, d={(d4v)/107-10,
REM n=(nR)/10%20 e T=(TR)/10"3
n = 1#
aei = 1#
pi = 3.14159265#%
ug = pi / 180
FOR T = 3 TO 25 STEP .25
a =166.77 / T
d = 2185.1 * (T / n) ©~ .5
QOEI1l = 0: QOEIl2 = 0: OEI1l3 = 0: QEI2Z =0
FOR ng = 1 TO B89
g = TAN(ng * ug)
cng2 = COS{ng * ug) ~ 2
espo = EXP(-g © 2)
gaea = {1 + 2 * g ™~ 2 * gei / a) ~ 2
lgda = 1LOG((4 * g 4 *d "~ 2/ a ™2 + 1) / gaea)
c=a/ (g”® 2 * aei)
¢l = (c + 1) © .5
wc = 0
FOR X = .1 TO .9 STEP .1
clx = 4 * ¢l ©* 3 * (1 -X"*2) " .5*x X" 2
N1 =c®2-2*c¢*gcl™*2%*X" 2+ clx
we =we + (N1 / (¢ 2+ 4 * ¢l ~2*X "2y 2 *X
NEXT X
c2x = ¢~ 2 + 4 *x ¢c1 * 2
wC =we + {({c * 2 -2%*¢c* ¢l ®2) /J c2x) * 2/ 2
wc =aei * 2 * 1 * 2 * (2 * ~2 /a) 2 *we * |1
N2 =1/ (1L +2*g”2*agei/a) = 2
N3 =1/ (1L+4*g*4*d”>2/a”2)
OEIll = OEIl1ll + espo * g * (2 * wc + lgda) / cng2
OEI12 = OEI12 + espo * g = 3 * (2 * wc + lgda) / cng2
OEI13 = OEI13 + espo * g ~ 5 * (2 * wc + lgda) / cng2
OEI22 = OEI22 + espo * g *~ 3 * (2 * wc + N2 - N3) / cng2
NEXT ng
REM (OEEnnR) = OEEnn+*10%-20 [m"2] e TR=T*10"3 [K]
OEIl1l = (a / 2) ©~ 2 * QOEIll * ug
OEIl2 = (a / 2} * 2 * QEI12 * ug
OEI13 = {(a / 2) *~ 2 * OEI13 * ug
QEI22 = 2 * QEI12 - a * 2 / 2 * QEI22 * ug
PRINT #1, T, OEIll
PRINT $#2, T, OEI1lz
PRINT #3, T, OEI1l3
PRINT #4, T, OEI22
PRINT T, OEI1l1l, OEIl2, OEIl3, OEI22
NEXT T
CLOSE #1: CLOSE #2: CLOSE #3: CLOSE #4
PRINT "END"

END
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D.1.3 Determinagdo das Curvas para as Integrais Q(é;r)

(D.3)

REM Determinacao das curvas para Omega_EN®(l,r) e Omega_ IN"(1l,r)
OPEN "a:omegENll.dat" FOR QUTPUT AS #1

OPEN "a:omegEN12.dat" FOR OUTPUT AS #2

OPEN "a:omegEN13.dat" FOR OUTPUT AS #3

OPEN "a:omegEN22.dat" FOR OUTPUT AS #4

REM aen=(aenR)/10%-10, a=(aR)/10%-10, e T=(TR) /10”3

REM aen=1.4*10"-10 [m] ou ain=2.4*10"-10 [m]

aen = 1.4#
pi = 3.14159265#
ug = pi / 180

FOR T = 3 TC 25 STEP .25
a=2.413 /T * (1 / 4)
OEN11 = 0: OEN12 = 0: OEN13 = 0: OEN22 = 0
FOR ng = 1 TO B89
g = TAN{(ng * ug)
cng2 = (COS(ng * ug)) ~ 2
espo = EXP(-g © 2}
gee = 0: gqac = 0: gcs = 0: gas = 0
FOR beta = 1 TO 89
X = TAN(beta * ug)

¢csb2 = (COS(beta * ug}) * 2
IF g <= (a / aen) ~ 2 THEN
cx =1
ELSE
gae = g * aen © 2
cx =1/ 2* (g* (aen / a) * 2 +a* 2 / gae)
END IF
IF beta < 45 THEN
GOSUB 10
gcc = geec + (COS(tetac)) © 2 * X / csbh2
gces = ges + (SIN(2 * tetac)) = 2 * X / csb2
ELSE
GOSUB 20
gac = gac + (COS(tetaa)) ~ 2 * X / csb2
gas = gas + (SIN(2 * tetaa)) *~ 2 * X / csb2
END IF
NEXT beta
genc = ¢cx * (gcc + gac) * ug
gens = ¢x * {gcs + gas) * ug
OEN1l = OEN1ll + espo * g © 4 * genc / cng2
OEN12 = OQOEN12 + espo * g = 6 * genc / cng2
OEN13 = OEN13 + espo * g ©~ 8 * genc / cng2
OEN22 = QEN22 + espo * g ~ 6 * gens / cng2
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NEXT ng

REM (OENnnR) = OENnn*10"-20
OEN1l1l = 4 * a3 © 2 * QEN1l1 *
OEN12 = 4 * a ~ 2 * QOEN12 *
OEN12 = 4 * a * 2 * QOEN13 +*
OEN22 = 4 *# a ~ 2 * QEN22 *

PRINT #1, T, OEN1l1
PRINT #2, T, OEN12
PRINT #3, T, OEN13
PRINT #4, T, OEN22

[m*2] e TR=T*10"3 [X]
ug
ug
ug
ug

PRINT T, OEN11l, OEN12, OEN13, OEN22

NEXT T

CLOSE #1: CLOSE #2: CLOSE #3: CLOSE #4

PRINT "TERMINADO"
END
10 ynt = 0
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N3
D.1.4 Determinagio das Curvas para as Integrais QEVR?

(D.4)

REM Determinacao das curvas para Omega NN"(1,r).
OPEN "a:omegNN1ll.dat¥ FOR OUTPUT AS #1
OPEN "a:omegNN1l2.dat" FOR OUTPUT AS #2
OPEN "a:omegNN1l3.dat" FOR OUTPUT AS #3
OPEN "a:omegNN22.dat™ FOR OUTPUT AS #4
REM a=(aR)/107-10, T=(TR)/10"3
FOR T = 3 TO 25 STEP .25
a=1.959 / T * (1 / 12)

ONN11l = .451 * a © 2
ONN12 = 1.278 * a ~ 2
ONN13 = 4.898 * a *~ 2
ONN22 = 1.031 * a ~ 2

REM ONNnnR=ONNnn+*10*-20 [m*2] e TR=T*10"3 [K]
PRINT #1, T, ONN11

PRINT #2, T, ONN12

PRINT #3, T, ONN13

PRINT #4, T, ONN22

PRINT T, ONN1l, ONN12, ONN13, ONN22

NEXT T

CLOSE #1: CLOSE #2: CLOSE #3: CLOSE #4
PRINT "END"

END
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D.1.5 Determinacdo das Curvas para os Coeficientes de Transporte

(D.5)

REM Progr. p/ determ. dos Coef. de Transporte p/ um gas totalmente ionizado.
"OMEGEE22.dat" FOR INPUT AS #1

OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
OPEN
2PEN
OPEN
OPEN

"OMEGEI1ll.dat"
"OMEGEIl2.dat"™
"OMEGEI1l3.dat"
"OMEGEI22.dat"
"h:CCDELPAO.dat"
"h:CCPELPEO.dat"™
"h:CCDELTRO.dat"
"h: CCDETPAQO.dat™"
"b:CCDETPEC.dat"
"b:CCPETTRO.dat"
"h: CCDTEPAO.dat?
"h: CCDTEPEO.dat"
"h:CCDTETRO.dat"
"h:CVISCIZ1l.dat"
"h:CVISCIZ2.dat"
"h:CVISCIZ3.dat"
"h:CVISCIZ4.dat"
"h:CVISCIZ5.dat"

REM Relacoes entre os

B =
pi
mI
eE

JA#

3.14159265#

.665#: mE = 9.11 * 10 ~ =5

-16#: eI = 16#

k = 1.38%#

nE =
mET

AEE
FEE
HEE
HII
LEE
LITI
al
b1
a2
b2

it

1#

=mnE / mI
FOR T = 3 TO 25 STEP .
INDPUT #1, T,
INPUT #2, T,
INPUT #3, T,
INPUT #4, T,
INPUT #5, T
REM Calculo

OEE22
OEIll
OEI1l2
OEIl3
OEIZ22

FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR
FOR

FOR INPUT AS #2

FOR INPUT AS #3

FOR INPUT AS #4

FOR INPUT AS #5

OUTPUT AS #6
OUTPUT AS #7
OUTPUT AS #8
OUTPUT AS #9
OUTPUT AS
OUTPUT AS #11
OUTPUT AS #12
OUTPUT AS #13
OUTPUT AS #14
OUTPUT AS
OUTPUT AS #16
OUTPUT AS #17
OUTPUT AS #18
OUTPUT AS #19

#10

#15

valores das grandezas definidas para a programacac e
REM o valor verdadeirc (V) dessas grandezas.
REM T=T(V){K]/1073; nE=nI=n=n(V){part/m~31/10720; k=k(V)[J/K]/10~=-23;
REM mA=mA(V)[kg]/10*-26; eA=eA(V)[C]/10~=-20; B=B(V)[T].

25

r

dos termos de colisao, OABMN=OABMN(V)[m~2]/10~~20.
pt = (2 * pi *k * T / mE) ~ .5

16 / 3 * pt * nE * OEIll

16 / 15 * pt * nE * (5 * OEI1l - 2 % OEI1l2)
8 /15 * pt * nE * (2 ~ (3 / 2) * OEE22 + 25 * OEIll - 20 * OEIl2 + 4 *

8 / 15 * pt * nE * mEI ~
16 / 15 * pt * nE * (3 / 2 ~
16 / 15 * pt * nE * mEI ~

.5 % (30 * mET ~

5 % (3 /2~

eIl * B / (HII # mI) *# 10 ~ 3
eE * B / (FEE * mE) * 10 ~ 3

HII / LITI * al
FEE / LEE * Dbl
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.5 * OET11 + 2 ~ (3 / 2) * OEE

.5 * OEE22 + 3 * OEI22)
.5 * OEE22 + mEI ~

.5 % 10 * OEI



REM Relacoes para os coeficientes de transporte parciais
QTIID = 1 / HIT * 1 / (1 + al ~ 2)

/ FEE * TD + bl ~ 2 # TE)

(HEE / FEE * TZ - TE)

QTIIE = 1 / HIT * a / (1 + al ~ 2)

QTIIZ = 1 / HIT *a ~ 2 / (1 + al ~ 2)

TD = AEE * HEE / FEE ~ 2 - 5 — bl ~ 2

TE = (AEE + HEE) / FEE

TZ = (TE ~ 2 - TD) / (TD + bl ~ 2)

DQ =TD ~ 2 + TE ~ 2

QEED = 5 / 2 * 1 / FEE * 1 / DQ * TD

QEEE = 5 / 2 * 1 / FEE * bl / DQ * TE

QEEZ =5 / 2 * 1 / FEE * bl ~ 2 / DQ * TZ

QTEED = 1 / FEE * 1 / DQ * (AEE / FEE * TD + bl ~ 2 * TE)
QTEEE = 1 / FEE * bl / DQ * (AEE / FEE * TE ~ TD)

QTEEZ = 1 / FEE * bl ~ 2 /7 DQ * (AEE / FEE * TZ - TE)
MEED = 1 / 2 * 1 / FEE * 1 / DQ * (HEE

MEEE = 1 / 2 * 1 / FEE * bl / DQ * (HEE / FEE * TE - TD)
MEEZ = 1 / 2 *1 / FEE * bl ~ 2 / DQ *

MTEED = 2 / 5 * QEED

MTEEE = 2 / 5 * QEEE

MTEEZ = 2 / 5 * QEE2

REM Determinacao dos coeficientes de transporte totais

(QTEED + QTEEZ + mEI * (QTIID + QTIIZ)
(QTEED + mEI * QTIID - 2 / 5 * QEED ~ 2

/ mE * Kk ~ 2 * T * (QTEEE + mEI * QTIIE - 2 / 5 * QEEE ~
1 + LEE / LII)

(1 +2*b2~2) /(1L +4 * b2~ 2) +LE

LEE * 10 ~ (-3) * (1 / (1 + b2 ~ 2) + LEE / LIT * 1 / (1 + i

* (b2 / (1L + 4 * b2 ~ 2) + LEE / LII *

T /LEE * 10 ~ (-3) * (b2 / (1 + b2 ~ 2) + LEE / LIT * a2 / (1 -

SIGMPA = 2 * @E ~ 2 * nE / mE * (MEED + MEEZ) * 10 ~ 3
SIGMPE = 2 * @E ~ 2 * nE / mE * MEED * 10 ~ 3

SIGMTR = -2 * eE ~ 2 * nE / mE * MEEE * 10 ~ 3

PHIEPA = 5 / 2 * ¢E * nE / mE * k * (MTEED + MTEEZ)
PHIEPE = 5 / 2 * eE * nE / mE * k * MTEED

PHIETR = =5 / 2 * eE * nE / mE * k * MTEEE

LAMBPA = 5 / 2 * nE / mE * k ~ 2 * T *

IAMBPE = 5 / 2 * nE / mE # kK ~ 2 * T *

LAMBTR = =5 / 2 * nE

MUl = nE * k * T / LEE * 10 ~ (-3) # (

MU2 = nE * k * T / LEE * 10 ~ (=3) #* (

MU3 = nE * k * T /

MU4 =2 *nE * k * T / LEE * 10 ~ (=3)

MUS = nE * k *

PRINT #6, T, SIGMPA: PRINT #7, T, SIGMPE: PRINT #8, T, SIGMTR

PRINT
PRINT
PRINT
PRINT

#9, T, PHIEPA: PRINT #10, T, PHIEPE: PRINT #11, T, PHIETR
#12, T, LAMBPA: PRINT #13, T, LAMBPE: PRINT #14, T, LAMBTR
#15, T, MUl: PRINT #16, T, MU2: PRINT #17, T, MU3

#18, T, MU4: PRINT #19, T, MUS

10 PRINT T
NEXT T

CLOSE
CLOSE
CLOSE
CLOSE
PRINT
END

#6

#7: CLOSE #8: CLOSE #9

#10: CLOSE #11: CLOSE #12

#13: CLOSE #14: CLOSE #15: CLOSE
IIENDII

#16: CLOSE #17: CLOSE #18
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