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“...Esta noite tive um sonho
Sonhei que
caminhava pela praia
acompanhado do vento
€ que na tela da
noite estavam sendo
retratados todos os
meus dias
Olhei para tras e vi que
cada dia que passava
no filme da minha vida
surgiam pegadas na
areia, uma minha
e outra do Senhor.
Assim continuamos
andando ate que todos
os meus dias se acabaram.
Entao parei e olhei para tras.
Reparei que em
certos lugares havia apenas
uma pegada. ..

E esses lugares coincidiam justamente
com os dias mais dificeis da minha vida.
Os dias de maior angustia, de maior medo,

de maior dor... Perguntei entao ao
Senhor: "Senhor, tu dissestes que estarias

comigo todos os dias da minha vida e

eu aceitel viver contigo mas, porque

tu me deixastes nos piores dias de
minha vida?" E o Senhor respondeu:
“Meu filho eu te amo”

Disse que estaria contigo por toda
a tua caminhada e que nao te
deixaria um minuto sequer,

e nao te deixei...

Os dias que tu vistes
apenas uma pegada na
areia, foram os dias em
que te carreguei."

(Autor desconhecido)
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O efeito do movimento do nucleo nos estados estaclionarios

de um sistema atémico pode ser descrito por:
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mM
m+M

onde p é a massa reduzida M e M é a massa do

nucleo.

A corregd@o dos autovalores é feito usualmente tomando o
2

valor médio do operador —%— E::: V1~Vk para o autoestado. Tal
i<k

procedimento permite obter valores que concordam ao menos em ordem

de grandeza com os resultados experimentais.

O trabalho que se propde realizar, consiste na analise
destes efeitos por meios ndo perturbativos, isto &, ja incorporando
os efeitos do operador em questdo na construgéo da fungdo de onda
que descreve o estado estacionéario.

A funcdo de onda do estado estacionario e construida como
combinacdes linear de produtos diretos de fungdes de uma particula,
o que conduz a uma equacdo de autovalores que pode

simetrizados,

ser resolvida por métodos numéricos.




The motion of the nucleus effect in stationary states of

atomic systems is described by

NI'J‘
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where ] denotes the reduced mass [ H = Egﬁ ], and M the

nucleus mass.

Eigenvalues correction has been evaluated by the

2
E \f oV This
1k

i<k

x| =

expectation value of the operator

procedure gives results that agree with experimental data at least
qualitatively. In this work an analysis of such effect is done

using a method that does not make use of perturbation theory.




PREFACIO

Neste trabalho foi desenvolvido um método para tratar o

efeito do movimento do nucleo em sistemas de dois elétrons. A idéia

do método ¢ simples, consistindo em transformar a equagio de

Schrodinger em uma equacgdo algébrica de autovalores.

A exposicdo se da em trés capitulos,

O Capitulo I consiste de uma parte introdutéria em que
sdo discutidos os aspectos gerais do problema. O contelddo da
segunda parte diz respeito as propriedades gerais do sistema e a
terceira parte contém as funcdes de uma particula.

O segundo capitulo é destinado a obter a equagao de
autovalores de objetos de interesse e os resultados para os estados
1,3

s e 3P sso exibidos no terceiro capitulo.

A conclus@o encerra a apresentagso.
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APRESENTACAO
I.1. INTRODUCAO
A hamiltoniana
p2 p° 2 2
i O T pz i Ze i Ze? + e® (I.1)
2M 2m 2m [[RE=RH|] [R_-R [R -R_[ 2
1 [¢] 2 0 1 2

descreve, de uma forma simplificada o aAtomo de dois életrons, com

nucleo de massa finita.
Na fungdo de Hamilton (I.1) figuram os termos que
correspondem a energia cinética do nicleo de massa M; a energia

cinética de cada uma das particulas de massa m; a energia de

interacdio Coulombiana instant&nea das particulas e a interagéo

entre as particulas, puntiformes, com o nucleo.




ao (I.1) ¢ reescrita na forma:

A equag

2 2 2
P P 2

3 CH 0 p 2

H 1 2 Ze Ze
(2m+M) MBS S onm it 5 = =R
m R =R, [R-R_|

2

i R -R (1.2)
1o

onde Py € o momento linear do centro de massa e PO. PieEEP>

representam os momentos das particulas em relagdo ao centro de

massa.
Em relagdo ao centro de massa

Po HED ARLED 0 (I.3)
portanto

Ps = pf + p: + 2p °p, (I.3a)
definindo

R1 = Ro =r, (I.4)

R - R =r, (I.4a)




obtém-se para (I.1) a forna:

p° D2
5 CH 1 2 P .p 2 2 2
He= Ty 1+72 Ze Ze e
Cn+M) " 25 T gt T T e )
1 2 1 2
onde M = _mM___
TR representa a massa reduzida.
A equagdo de autovalores da hamiltonia (I.5) & dada por:
P2 P +P2 P,.P 2 2 2
CH 2 1*72 Ze Ze
“ 4 i = e & Yy =Ey (I.8)
(2m+M) 2u M r r |ei=ca|
1 2 108D

(1]

sendo ¥ a fungdo de onda total do sistema

No operador de Hamilton, em questdo, o primeiro termo
2
pcn representa a energia cinética do centro de massa, que se
(2m+M)

comporta como uma particula livre de massa (2m+M). A contribuigéo

deste termo é conhecida.

Reescrevendo a equagédo (I.6),

+ 2 2 2
p] p2 S p1.p2 J Z_E__ 2_3_+ fr Yy =Ey (1.7)
2u M T T2 Tiaho
ou ainda
2 2 2 2 2
Righe. Bikafigzein B Zeid BRCR oSS Ut o (Tl
2u M e A

Vamos nos ater a solugdo da equagdo 1.7.

A equagdo (I.7), sem O termo p P, é o ponto de partida

5 ®4



ara a obtencao
P ¢ de valores de grandezas referentes ao sistema de

art i ;
duas particulas em um bon numero de trabalhos. No que segue, como

exemplo, s&o apresentados resumos desses trabalhos

2]

[
Pekeris partindo da mesma hamiltoniana base (I.5) para

um sistema de duas particulas, admite a forma:

1
~—Ks
e 1
Y = Ne > O e Dt (1.8)

para a fungdo de onda do sistema. K & parametro de escala,

s = r1+r2, t = rz—rl, u = r12 : Y exige K = 2¢, € =V -E

O método de solugdo da equagio de Schrodinger é baseado

no uso de coordenadas perimétricas, u, v, w definidas por:

u = c(r2 llniies rl) (I.8a)
v = c(r'1 A rz) (I.8b)
(I.8c)

b o
[}

-r
2c(r‘1 +r 12)
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0O uso d
estas coordenadas permite escrever a funcdo de

onda como

oo e—1/2(u+v+w)
E A(l,m,n) L) () L_(v) L, (w) (I.9)

u,l,m

onde os coeficientes A(l,m,n) podem ser determinados e, os simbolos
Lu representam polinémios de Laguerre normalizados. Substituindo
(I.9) em (I.7) (a €quagdo se apresentando em termos das coordenadas
perimétricas e sem o segundo termo), resulta em uma equagdo secular
que é resolvida numericamente.

Este método é aplicado na determinagdo dos estados 1's e
235 do Hélio, assim como na avalliagdo da estrutura fina dos
estados 23P e 33P do mesmo sistema.

Os termos correspondentes a grandezas distintas da
energia cinética e da interagdo Coulombiana instant&nea sdo obtidos

via teoria de perturbacgdes.

K. Frankowski e Gl Pekerisla] incluem termos

0 resultado para os estados S e P para 2

(4]

logaritmicos na expans@o.

de um a dez, s&o apresentados por Accad, Pekeris e Schiff

Estes autores apresentam autovalores referentes a sequéncia

1 3 1
isoeletrénica do Hélio até Z = 10 para os estados n'S, n'S, nP e

nP com n = 2 a 5. Os valores incluindo as contribuigdes de

2 =
polarizagdo de massa € efeitos relativisticos de ordem a, sao

também fornecidos e uma detalhada comparagdo com a experiéncia

determina a diferenga de energia entre os estados S e P para He.




NS e 6 S HattOPilsl. apresentam resultados de

calculos de energias ndo-relativisticas, Juntamente com correcdes

relativisticas e o termo polarizagio de massa para os estados

1,2 1,3 1,3
niga S N R PRetn D Rdo R HE 110 para n até 8.
O método usado pPor Kono ¢ basicamente o mesmo,

[6,7,8]
» Partindo da mesma hamiltoniana base, as fungdes

descrito
previamente

variacionais triviais s3o construidas de combinagdes lineares

simetrizadas de dois grupos de funcdes base. A forma funcional de

b ) E e
um grupo € r ry G 3 175 A (§ termos) e do outro grupo &
i jEak =Clr,+r_)
r rg r, e S e A (Ltermos), onde A é um fator angular
apropriado e i, j, k Sdo numeros inteiros n3o negativos. Os

parametros nao lineares £ e 7 sfo fixados em valores de (--2E+22)U2
e Z, respectivamente, com Z sendo a carga nuclear e E a energia

aproximada do estado em questdo; o parametro ¢, é otimizado para

cada fungdo de onda.

Para o estado fundamental, Frankowski e Pekeris[gl e,
recentemente FreundElO], obtiveram outros resultados de energias
usando fungdes de onda com termos logaritmicos. Frankowski tem

1 1
usado estes termos logaritmicos no calculo dos estados 2'S - 6'S e

243,

Kwong T. Chung no trabalho "Efeitos relativisticos para o

estado 19252p4 P do He " [11], usa o método variacional de

Rayleigh-Ritz para obter solugdes numéricas da equagdo de

Schrédinger O método também € aplicado na avaliagdo da estrutura

fina do mesmo estado neste sistema. Os estudos de Bunge e

BUnge[IZ] a respeito dos valores da energia nio-relativistica sé@o

também mencionados. P. P

Voltando a hamiltoniana (I.7), o termo M ;

9




denominado termo de

Polarizagdo de massa" por Bethe e Salpeter

recebe atengdo particular em alguns trabalhos

= econdolcon A Bllcomried, H! Gerhardt e T.W.

i) By
Hansch o term 152
© deslocamento, 5N » devido a massa finita

do nucleo resulta da contribuigio da energia cinética do nucleo e

pode ser dividida em deslocamento norma] e deslocamento especifico

como descrito na equacgio abaixo,

2 22
+
(pl pz) . p1+p2 p1-pz
2N S o e (Late)
: p1°p2
respectivamente. O termo v ndo é calculado exatamente e

foi tratado como perturbacdo. Este calculo depende das fungdes de

[14]

onda assumidas. Eckart avalia este termo usando funcdes de onda

hidrogen6éides com diferentes cargas nucleares efetivas para cada

elétron. Céalculos mais exatos tem sido feitos por Accad[lsl.

[13]

Hansch apresenta resultados dos estados 1s 2s’s e 1s

Sp3 P do Hélio para o termo deslocamento especifico.

P, P
. 2 A
Outro modo de tratar o termo M é analisar o valor

6
esperado deste produtoll ]. que pode ser escrito,

]+_1._ 2 (I.11)

2 < pl'Pz >|I’ =T !‘1.!‘2 [

o
R A [N
-

N Wl

12

sendo Y uma autofungao.

Jeffey L. Krause, John D. Morjan III e R. Stephen

i s magnitudes relativas do
Berry[17] tem analisado oS sinais e a g

; e G massa', com @ finalidade de obter informacdes
ermo “polari )

& nto das duas particulas,
a respeito da correlagao no movime

5 10
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I.2. PROPRIEDADES GERAIS

Reescrevendo a equacdo de autovalores (1.7)

2
2 2uze? 2 <
DR i u 2ue
i r e DTS PAGY, - 2uE } Y(r,,8,) =0
I=1 : i = e o
(I.12)
e para estados em que o autovalor E & negativo, define-se
172
po = -kE (I.13)

onde P, representa o valor médio da quantidade de movimento de uma

particula.

Por meio de uma mudanga de variavelis da forma

2p r
£ = h° (1.14)

a equagdo (I.12) vem a ser escrita como

2 2
+
2811 1l + o e + 2 - 4Z«x Ke lg e L +
2
M Pi Pa P, €1 ga
E £ (I.15)
+ 2“ & 2 e w(gilsi) o 0 &
-> -»>
Fo g, - &l
2
onde o = € ¢ a constante de estrutura fina.
T e
0 operador de hamilton, em questdo, € invariante sob

~N
530 de rotagéo do sistema como um todo. Se simbolizarmos H,
operagao

o 114

e e s s e e e e e oA e = - Ty

e s oy e e e

-

A S g SRR ey A P P

1

!
|
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como o operador t
P » temos que H comuta com o operador momento angular

total do sistema, 3. Oou seja:

fa ot 3
<>
I
>
x>

(1.16)

1\— A A A
onde J = ; (I, + 5.) ,com 11 representando o momento angular

orbital da i-ésima particula e §l o momento angular intrinsico.

A
Temos ainda que ﬁ L = i ﬁ e ﬁ § = § ﬁ, pois t = z ?
A A " :
e S8 = z Si' Entdo podemos dizer que os autoestados de H podem

também ser escritos como autoestados simultaneos do operador
momento angular 3. de sua projegao j; e da paridade, j4 que estes
comutam com a hamiltoniana.

O principio de Paull requer que a auto-fungio se ja
antissimétrica sob operagdes de permutagdo de duas particulas
quaisquer.

A fungdo de onda total antissimétrica é descrita por meio

de uma combinagdo de produtos diretos de coordenadas orbitais e de

spin

[ I - P(l.é) ] § (rl.ra) x(sl.sz) (1.17)

N —

w(rl.si) =

sendo § fungdo apenas das variaveis orbitais e x unicamente

fungdo de "spin".

o 1135

R il

e R i L LSt 0 SR S =




O operado i -
| L P(1.2)] age nos indices das variaveis

orbitais e das variaveis de spin. O operador de Hamilton,

P =Rvariave s lige SPin e comuta com os operadores de

permutacdo, o que permite escrever (I.72) nas formas:

N —

[I - P(1.2)] [(H~E) §(r1,r2)] x(sl.sz) =

1[5 1
-2~[(H E) §(r1,r2)] x(si.sz)-i[(H—E) P(1,2) §(P1,r2)]P(1.2) x(sl.sz)=

1 =,
(H-E) 5 [I ¥ P(I.Z)] §(r1.r2) x(sl,sa) (I.18)

Os sinais % em (I.18) resulta se x descreve estado
tripleto ou singleto, respectivamente.

Ainda

[1 + P(1,2) ] -1 [1 + P(1,2) ] (I.18a)

N =

Entdo a equagdo que se deve resolver é

(H - E) §(r1.r‘2) =0 (1.19)

.14.

o
i
|
‘? Lt
il 3
.
I
|
&
i
2
i




TSI

A funcao
< §(P1.r2) ¢ escrita como combinagdo de produtos

diretos de fungSes de uma particula. A expansio para ¢ se

representa como

LM
= L 1
) i) § *nlnl z[ltm,z)]
| 17122
181282
<
E 1,1 mm |LM> (1)[n.1 m> (2)[n 1 m> (I.20)
m m
12
onde o sinal + descreve o estado singleto e o sinal - o
L
tripleto, a = Th ) ¢ o coeficiente do termo da combinacgio
11ao4o

nl e nl, os simbolos <1,1 m,m |LM> designam coeficientes de
101 22 1ol slc

Clebsch-Gordan.

S 1195
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1.3. FUNCOES BASE

Os simbol
°S |nlm> denominam fungdes de uma particula e

sao dados por

2 1 221+2 11 2 1/2
ailm > = f=h)e el b 2n(n-1-1)
S “n(n+l)t
0
p 1 P 12 b
o B PSSR
0 Cl*l po m
2 q1v2  Up-1oy (69SR) ST Y, (8,9)
p 2
1 + ——-p __P_ + 1
0 - “ poa ..
1/2
142
i 1 n-1 2 1! 2n(n-1-1)! 4
= (+ =
(+i)" (-1) — T cos B/2 x
o
1
(sin B)' C.*}  (cos B) Y] (8,9) (1.20a)
onde —“;— = tgR/2 com 0=B<m (I.20b)

Os simbolos C1 representam polinémios de Gegenbauer,
n

também conhecidos como polinémios ultraesféricos. Da referéncia

[18], ‘"Formulas and Theorems for the Special Functions of

Mathematical Physics" de W. Magnus, F. Oberhettinger e R.P. Soni,

sdo obtidas as relagdes:

o &6
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2a(1—x2) Ca+1( = !
n-1X) = (2ax+n-1) Choqg(X) = nx Cﬁ(x) (i, 20))

2(n+a)x C¥(x) = =
n+a)x Cn(x] (2a+n-1) Cﬁ_l(x) - (n-1) Cg+1(x) (1.212)

@ ) o (_q\D AQ
Cn( x) (-1) Cn(x) (I.21b)

e a relacdo de ortogonalidade,

e o e

R S S s i o GO R S S i o ST

T
[ CE(X) Ci(X)(sinB]za dg = — " l(n + 2a)

= Rt (I.21c)
n! (n+a) [I"(a)] DR

Os simbolos YT designam fungdes harménicas esféricas,

auto-fungdes do momento angular orbital de uma particula 18 e, da

projegdo do momento angular 1z

e

a8
172 i
m > m [(21+1)(1-m)! m Lmp I :
Y](B.w) = (-1) Tn( o) Pl(cose) e (I.22) ; §
com
YRR (e IR =RIC VAR (1.22a)
i Na expressdo (I.22) PT representa fungdes associadas de
ﬁ Legendre.

o 1 7o
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As funcges
G assocliadas de Legendre de 1a, classe sdo dadas
por:

Pt o eyte el “;‘l‘:_m [diu]l-m (1=’ (1.23)
come o valor para n negativo obtido de

P (w) = (-1)" %}%ﬁg—: P"(u) (1.23a)
.
Inlm > = 2 % 4 (72_111—:{)?: }1/2 o el ) YD (6. 9)

(I.24)
em que a forma explicita para os polinémios associados de Laguerre,

Lﬁ (x) &

m

m
L> (x) = > 0" | (I.24a)

m=

-m+1 & m 2 m =
—E—?—T— L:+1(x) + (x +m - 2n <1) Ln(x) *n Ln-1(X) 0 (I.24b)

e a relacio de ortogonalidade

(-] o (n!)B
J x™ e L0 L2060 dx = ey On p (I.24c)
(0]

o 1o
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Entdo a funcio $. satisfaz

a equacgio
2 o
pl'p2 p1+p2
p2 x + 2 - 4Z0 ‘i(i -1.. + l +
o) po po El €2
vl T LM
+ 2« 36 o 1 A
L S T $ (£.€) =0 (I1.25)
IZ =& |

Os autovalores sfo obtidos através da transformagio da

equagdo (I1.25) em uma equacio algébrica de autovalores. Usando a

expressdo (I.20) e multiplicando pelo conjugado hermitiano de

t < ’ ’ ? » ’ ’ ] 1] ? »
[I P(l,Z)] E 1112m1m2|LM> (1)[n111m1> (2)|n212m2>

m'm’
1 2

DN =

e integrando nas variaveis Ei, obtém-se uma equacgdo de autovalores

na forma:

p, A(L,J) X(J) = B(I,J) X(J) (1.26)

onde I e J especificam conjuntos de dois grupos nl ordenados.

0 problema se reduz a diagnolizagdo de matrizes. O valor
da energia do estado é obtido usando a relagdo (I.13).

A dimensdo das matrizes envolvidas e a preciséo com que

as grandezas sdo determinadas dependem do conjunto de fungdes

utilizadas.

5 18
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EQUACAO DE AUTOVALORES

A composigio dos elementos de matriz em (I.25) vem dada

por

< Y |H"E|w > =

n'l’ nl

b i 0 R
po E 1 Ea
A contribuigéo dos termos em (II.1) serdo apresentados a

seguir.

.20.
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de forma que a sua

contribuigdo aparece como

I1.1. TERMO POLARIZACKO DE MASSA

: O operador 2K s %
3 M > tem seu desenvolvimento 1
.
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11.2. TERMOS DE UMA PARTfCULA

A contribuicio dos termos
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com n sendo o malor numero entre n e n°,

Acima estd representado o elemento de matriz  A'(I,J). 0
sinal + ©prevalece quando se trata do estado singleto e o

sinal - predomina para os estados do tripleto.

Entdo temos a forma dos elementos de matriz da matriz
= BRI IR E] =A'+ F G
A(TI,J) A(n111n212 , nlnl) ( )

1122

introduzida em (I.286).

O termo

.ml»—-
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fornece o resultado
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[1.3. TERMO ENVOLVENDO COORDENADAS p DUAS PARTICULAS

A parte pPertencente ap termo -—EEEE——— pode ser obtida
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(I1.8) i

E a equagdo de autovalores se apresenta sob o aspecto
j (ZC - D) X = P, AX (I1.9)

: onde X tem como componentes os coeficientes da expansédo e p é i
:

o

o autovalor que se procura determinar.
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- CAPITULO || -

No capit
Pitulo I foi lembrado que a dimensdio das matrizes

envolvidas e a 3
precisdo com que as grandezas s3o oo ot

depende do conjunto de fungses utilizadas, ent@o como exemplo, se

Eeaanosiialofna xinoRparainint =R S o res para n e 1 s#o

NIN=S1 000, 8218 50 s Moo

Entdo os estados de simetria S do "singleto" serio

descritos por produtos diretos que podem ser representados por
rnl1n212 = 1010, 2020, 2010, 2121, 3030, 3010, 3020, 3131, 3121,

3232 que da origem a uma matriz de dimensdo 10.

Para os estados do "tripleto" da mesma simetria S, os

produtos permitidos sdo n_l

3 1n212 = 2010, 3010, 3020, 3121.

Os estados "singletos" de simetria P impares, contém
como base os produtos diretos caracterizados por nlllnzl2 = 2110,
2120, 3021, 3110, 3120, 3130, 3221, 3231 que sdo os mesmos que OSs

correspondentes aos estados P "tripletos", impares.

Pode-se notar que, na formagdo dos produtos diretos para

representar um estado de momento angular orbital L, os termos que

contribuem se submetem a regra do triangulo |11'12| Slhe el C
1 +1

1 ®
sédo tais que (—1)L = (-1) .  Quanto aocs termos, tais que n,

= o= ] ; a eventual contribuicdo deve ser
g =n e . -

analisada usando o Principio de Pauli.

A tabela la retrata os valores obtidos para alguns nivels

e 15 do 4tomo de hélio, em que OS parametros utilizados

sidio n, + n_ = 20, De=sli=sg s e dis 395.

- 30




A letra d i g
€Specifica o numero de combinagdes de produtos

diretos env
i olvido e portanto a dimensio da matriz. E representa a
energia sem o termo
PI,P2 0 Ep 0 autovalor da equagdo com o©

termo
Pl.pz €m unidades de aaucz. Deve-se observar que o

HARRE. (GIEEe energla) corresponde a «®mc? ou seja, a

2
aproximadamente 1/137 da energia de repouso do elétron. Entdo

A tabela 1a nos permite a comparagdo com valores

encontrados na literatura. Na referéncia 15 a energia de lonlizagdo

-1
Jem cm . A conversdo utilizada é da forma

E 5 I(em ')
E(u.2) = 555755387 *+ 2

Os valores tabelados com referéncia e foram convertidos

de (eV) para (u.a) com o uso de

_ E(eV)
E(u.a) = A

onde A = 27, 2116.

A tabela 1b representa o valor de AE 1igual a diferenga

2 = I2 AE em unidades de (cm’}) através da converséo
pl

2
AE(em™l) = AE(ouc®) x 2 x 109722,267

tribuigdo do termo polarizacdo de massa.

e -ey representa 2 con

531 o




a Ref.5

.9031438
. 1458215
. 0610864
.0251115
.9783110

. 77451358
.62028611
. 58888539
. 54802524
. 54482052
.52761343
. 52645451

. 35297972
.31788698
.28227844
. 26426842
.25730378
. 25580071
. 24560665

1
Bl A

Autovalores 'S do 4tomo de Hélio.

b Ref. 10

5 S5

Ep
-8031718  -2.9037243766* -2.9037243770344°
- 1459228 -2.145974044 -2, 1459740457 -2. 145974
.0610868 ) G
-0251118 -2. 0335866
9793115 -2.0211768511 -2.02117678 -2.0211766
.77451244  -.775245 -.778271°
.62029284 -.616133 -.6192212
.58888348 -.588142 -.5904835
.54802671 -.546940 -.5476708
.54481987 -.544019 -.5445104
.52761408 -.527203 -.5274956
.52645422 -.526239 -.5264299
.35297893 -.353885 -.3571271°
.31788732 -.315469 -.312918
28227774 -.280915 -.2824163
26426940 -.262867 -.2628658
25730667 -.257100 -.2581618
25579997 -.255793 -.2522821
24580752  -.246325 -.246733

c Ref.15 * Ref.25 e Ref.Z21

-2.9018977%
-2.1455923 {
~2.0609593 ||
-2.0332873 |
-2.0209029 |

SETRS T SRR R SRR P R R

B T ik R







g Ref. 17

*m/M para “He

1.37089337 x

-4

.34.




c Ref. 15
* Ref.25

T
ABELA 2a

Autovaloreg 35 do Atomo de Hélio

n +
; n2 s 11

Nivel

N=1
13s

Za5

3dg

4°s

N=2

N=3

1S
285
SES
4°S
S5BS
8°S
TS

. 1752277
. 0686309
.0307985
. 9876921

. 60257337
.55974378
. 54884080
. 53248337
. 52827830
.51941929

. 28730399
. 27031312
. 25812843
. 24995871
. 24899583
. 24478747
. 24024249

0 =

1sg9

. 1752287
.0686312
. 0307987
. 9876924

. 60257600
.55874406
. 54884154
. 53249348
. 52827924
.51841830

. 28730586
.27031381
. 25812902
. 24995921
. 24899591
. 24478776
. 24024275

5 5 g

d = 330

-2, 1752293°
-2. 068689
-2.036512
-2.0226188

-.602122“i
-. 559309
-.548542
-.532296
-.528242
-.520436

-.287199
-.270142
-. 258041
-. 249888
-.248883
-.244732
-.240256




a Ref.5
c Ref. 15

+1.
25

+1

2
+2

]
+B.
+5,
+4.
+7.
+2.
+2.

AE

021
63

.81
+2.

72

. 5895
& L)

+7.
£
+3.
+3.

16
36
00

87

g3
93

g1
57

. 2240
. 0577
. 0397
. 0597

TABELA 25

AE(cm™?) =

M

. 2238920
. 0570486
. 022343
.010942

1

. 569

. 0603
. 158

. 0255
.0737
. 00065

.410
. 148
. 130
. 108
.0167
. 0638
.0564

5 & o

a

.22388810°
.0571
.02237
.01096







-~ o o®

Com n maximo igual a 11 e OR<B i <tg

Ref.5

Ref. 10
Ref. 23
Ref. 25

T
ABELA 3a

Autovaloreg 1P do atomo de Hélio

E

. 1236286
.0354872
.8232534

.69331153
. 59707887
. 56628862
.54687718
. 54584140

. 33577324

- 1236350
- 0354920
. 9232616

.68331334
. 59708220
. 56629877
. 54687872
. 54594229

. 33577231

.38.

. 12384308622

A dimensdo da matriz é 330

~2.123843b 2

-2.0551463
-2.0310698

-2.1238430858

.693365.
. 586563
. 567949
. 546812
. 546206

. 334985

SR ——
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+6.
+4.
+8,

il
+3.
+1.
+1.
+8.

a Ref.5
c Ref. 15

AE

388
767
145

811
3286

251

g1

.99

AE(cm™!)

+1.402
+1.046
+1.787

+.397
+.730
*.275
+.340
+.185

-.066

.39.

e,
+1.3852222
+. 43767
-.18818

+1.385197°
+. 43767
-.1882







Nivel

a Ref,
b Ref.
f Ref.
* Ref.

T
ABELA 45

Autovalores 3P do Atomo de Héllio

Com n maximo igual g 12,

E

-2.13312786
-2.0482246
-1.9604275

10
23
25

. 76029155
. 58470862
. 57803070
. 54881872
. 542338565
. 53897502

—-2.1331188
-2.0482203
-1.8604209

-.76029027
-. 58470801
-.57803132
-.54881832
-. 54238506
-. 53897520

=2

0=1=<g

13319082

.758288'
. 583354
. 578534
. 548634
. 542201
. 535674

e

e d = 438

-2.1331642
-2.058081
-2.0323243

b

-2.1331641905

f




a Ref.S
c Ref. 15

.87
.39
.65

.28
.62
.14
.93
.93
.77

.95
.86
.46

. 281
. 355
.0135
.0130
.0130
.0038

.42,

+1.942622>
+. 55262
+.227292

+1.942588°
+.55260
+.2273







CONCLUSGES

Nas ¢t
abelas apresentadag anteriormente, percebe-se um

ordc razoave
ac 1 para o autovalor da energia. Embora estes nossos

Gesulietoss epnesenten una concordéncia até o quarto ou quinto

digito apés a virgula e, a corregéo do termo polarizagdo de massa

(Pl_pz)m
M esta de acordo

ser da ordem de 107, o resultado de °p =

com resultados encontrados na literatura. Atribui-se ao fato da

fungdo de onda utilizada ser de alta qualidade, para estes estados.

Para os estados de Rydberg, estados altamente exclitados,
os autovalores concordam com duas ou trés casas apés a virgula,
quando comparados com outros resultados. Deve-se notar contudo que
estes valores s@o limitantes superiores do valor de energia, quando
os valores sédo menores do que os da literatura, correspondem a uma
melhor avaliagdo. Lembrando a referéncia 17, de onde a figura
abaixo foi copiada, apenas o sinal do valor esperado de P, P, em um
dado estado permite uma eventual interpretagdo do movimento
correlacionado dos elétrons em termos dos modos de vibragao

classicos de uma molécula.

E claro que se <p1‘p2> & positivo espera-se que os

elétrons estejam com maior probabilidade se movimentando em

direcdes paralelas do que em diregdes contrarias. O inverso vale

para <p1.p2> negativo.

uda a formar a imagem.
A figura abaixo aJ+

Movimento Classico sinal de pr;é
T - o @=el =
—6*___0___6" 5 TO——O"O l 3

.44.

5 > -
Movimento Classico sinal de p,.p,




- APENDICE | -

Com,
; = = 4T Z ‘m
Pl P2 P1 p2 COSB12 —P1p2 3 Y (91'“’ )
. 1
m=-1
m
A contribuicio do operador
2u P,-P,
M 2
Py
a equagdo (I.25) é:
P.-P
JVJW+ (1,2) 2': L 22 ] y (1,2) dp1 dp2 =
(n'l'm')l’2 pO (n 1 m)l,z
1
2 »1'm*m? "’<""—I-+-p(1,2)
% : E <1112m1m2|lLM><n111m1| n212m2| 2 l |
n mgmim)
P,-P D | LS R =
: 22 I <1112m1m2|ﬂ.M>|n111m1 |n2 2"z
Py (2)
BAG
.45.
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<1’1l°m'm 1
M lamim [LM> < 5

m’m’m’p’
1

12

Gzl LS oo 2
UL : 1| 2m2|°°5912|11m1> [12m2> <nélé|53|n212> (2a)
()

2u
G = T <l']l'mem? 1
M E lllzmlmallM> < 5

m’m’m’m?
T2 12

p
: P
V5| Rl | s ‘m? ‘m? 2
<n111|p0|n212> <11m1|<12m2|coselz|12m2>|11m1> <nélé|5;|n111> (2b)

Resolveremos separadamente os termos F e G.

.46.

e
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A contribuicio de

(vide sumario) vem dada por:

_ :
F = _—H—[(211+1)(211+1)(215+1)(212+1)] % (-I)Llala

oAk o !

L l2 12 1 11 12 L -
) {0} (g 9] (0[] lé 123
1

P,
<n11;|5;|n111> X

2
<n’l’|—=|n_1_>
22 po 2 2

Com as condigdes

li= 11+1
S L=
lé= 12+1
s A

uagdo (3)
que serdo aplicadas separadamente a equag

AT

(2a) apés o uso dos simbolos 3 e BJ

(3)

(3a)

(3b)

(3c)

(3d)




Ia (3a)

A contribuigio de

<n’1:|1t
1 1|p0|n111> para o caso (3a) vem
dada por:
ni+n1-2 21 +1 n'n (n* F ik
L e (e 5 (1 T A n1—11—2)!(n1-11—1)!
1 16 2 3
Il (n;+11+1)!( nl+11 )!
i 21 +4
e 1 +2 1 +2
(senBl) C (cosB) C (cosg) .dB1 = (4)
: ni-1o-1 Ll

e usando as relagdes de recorréncia (I.21), (I.21a), (I.21b), e a

relagdo de ortogonalidade (I.21c) dos polinémios de Gegenbauer,

1/2 172
: (nrl”(nﬁlﬁl) _(nr&”(ﬁ-%-n
2 n ,n’'-1 n_,n’+1
n’ n 181 n’n 1’1
1 | She1
X & (5)
17,1 +1
.48.




Ia (3b)

A contribuicaso de <n'1w_E] 1
1alp S1eq

dada por:

ni+n -2 21 ; 172
= (+1) (-1) : 2 = 19SS B n —11)!(n1—11-1)!
1 1’ 2 x
| (ni+11+1)!( n1+11 !
U4 211+2 11+1 11
(senBl) C (cosB) C (cosB) .dg = (8)
i 2l ol :

e usando as mesmas relagdes de recorréncia e de ortogonal idade,

obtém-se
1/2 1/2

. (n:+1 )(n:+1 +1) 4 (n;-1)(ni-1,-1)

2 mre nl.ni*'l n’ n noalit

S 181
i : (7)
1060 =1
.49.

Para o caso (3b) venm




Ia (3c) e (3q)
—\\

A partir d
OS calculos feitog em (Ia 3a) e (Ia 3b) ped
emos

resolver de forma andloga a contribuigso g
e

< ? ?
n212|p2|n212> para o caso (3c):

1/2

(n:+1 )(n'+1 +1) (n o
’ _1 - -
: ; SRl (nzsls s S s)(nt 1121}
n) n, 2'"2 n; n, St
X 51,'1 +1 (8)
T2

E a contribuigdo deste mesmo termo para o caso (3d) é :

172 1/2
. (né+12)(né+12+1) A i (né_lz)(né-lzﬂl)
. ; Sl ; na,né—l
ans ol o
(9)
X 61 1ot
e
.50.
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Finalmente,

temos que
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A contribuicgso de (2b) & da forma

2y

Gli=F-=k=

M [(21;+1)(211+1)(2lé+1)(212+1)] x (—1)HZ-lé

L ] .
1 2 ] 12 11 1 12 11 L <
2 1

pl
<n;1;|5;|n212> X

P,
<nélé|E;|n111>

Por sua vez, observando as regras de selecdo

coeficientes de Clebsch-Gordan, obtemos as condig¢des
1= 1+1
1;= 12-1

1é= 11+1

1é= 11‘1

| 11).
que serdo aplicadas separadamente 2 ez (0

5 S8

(11)

dos

(11a)

(11b)

(11c)

(11d)

P ——




Ib
22 (1a)

A contribuica ;
aoade <n11'|p |n 1> ar
1171150, para o caso (11a) vem

dada por:

nivn s 2R N
S ) (=) s O 2
) < (A 011 1) «

i 1/2
1(ni=1,-2)1(n -1 -1)1
2 x
n (ni+12+1)!( n2+12 )!
U 21 +4 1 +2 1,42
J (senBl) C (cosB) C (cosB) .dB. = (12)
n'-1 -1 n'-1 -1 L
) 188 2 1 2

e usando novamente as relagdes de recorréncia e a ortogonalidade

dos polinémios de Gegenbauer, obtém-se

172 i/2
(ni+12)(n;+12+1) ("i'la)(ni'lz'l)

ni n2 2 1 2

(13)
17,1 _+1
1o

.54.




A contribuicso de

dada por:

1/2
(n;+12)(ni+12+1)

n' n "
1 2

L S |
l1'2

<n'1:
n111|P1|n212> Para o caso (11b) venm

(14)

.55.
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A part
partir dos calculos feitos em (Ib 11b) e (Ib 11b)

podemos resolver de forma andloga a ¢
ontribuigao de <nr'1:
nzlzlp2|n111>

para o caso (1llc):

1/2
' ' 1/2
o (n2+11)(n2+11+1) : (“é -11)(né—11—1)
2 i n_,n’-1 6n n’+1
o 1y ez n’ n1 1" 2
0 (15
2750

E a contribuigdo deste mesmo termo para o caso (11d) ¢é :

172 172
’ ? ? - -_1 _1
e (n2+11)(n2+11+1) - 3 (n2 11)(n2 x )
¥ n_ ,n'+1 ; n1'né'1
né nl 12 nz n1
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Finalmente, temos que
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SUMARIO

1. Os simbolos 3j ou simbolos de Wigner s#o definidos po
r
1 _+1 +m
191 1 o (-1) 1 2 e
12 3| 8= G S e s
ml m2 —m3 V‘§T;IT 1 21 2/ 373

a)para m_=m_=m_=0 vem I
)p e que

se 11+12+13 for impar,entdo 11 12 13 =0
0 0 O

se 2p = 11+ 12+ 13 for par,entéo

p!
S LS hE vp
0 0 O (p-1)t (p=1,)t (p-1)!

(a+b-c)! (b+c-a)! (c+a-b)!

onde A(abc)=
(a+b+c+1)!

2. Os simbolos 6j sdo definidos por :

(-1)° (t+1)!

1/2
J1 Jz Jall = [A(leZJS)A(JIJZJ&A(J1J2J3)] E;: N
Ji J2 J3

onde

59 _

il
|
|
|
|
it
|
i
|
|
i
|
| B




= (b= =J = ) (t-3 -J -
N= (t-J,=J,md 0t (=], J, J3)!(t~J1-J2-J3)!(t

ol

(32+J3+J2+J3_t) ! (‘j3+‘j1+‘]3+‘11-t)! (J1+J2+J Rt
1S :

e temos que

Jy 9z I3l = 1dp Jy g : hdbh okl I 3 g
o4 4 s
3 1800 ‘11J2J3

m
3. Os simbolos Y ' designam fungBes harménicas esféricas e a

integral envolvendo trés fungdes harménicas esféricas pode ser

representada com o auxilio dos simbolos 3j

- @ 5 (21 +1)(21 +1)!(21 +1)1)*/?
%y’(mvl(mv‘(nw{ 1 2 3 }

4T

o N
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