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Resumo

Neste trabalho, consideramos os efcitos de um campo magnético ressonante externo sobre
o plasma confinado em um tokamak. [Este campo magnético pode ser produzido quer
por condutores helicoidais ou por um limitador magnético caédtico. O principal propésito
desse campo magnético ressonante é criar uma regido de linhas de forga cadticas na borda
da coluna de plasma que pode methorar o confinamento do plasma. O campo magnético
de equilibrio foi obtido resolvendo-se a equagdo de GRAD-SHAFRANOV em um sistema
de coordenadas intrinsecamente toroidal (as coordenadas polares toroidais). Obtivemos
o campo maguético, gerado pelos condutores helicoidais, através da solugdo explicita da
equacio de LAPLACE no mesmo sistema de coordenadas. A partir desse campo magnético,
tomando o termo de mais baixa ordem, obtivemos analiticamente um mapa estroboscopico
simplético para um conjunto de anéis limitadores magnéticos cadticos. Calculamos esse ma-~
pa estroboscépico simplético usando uma formulacdo hamiltoniana e adotando a agao dos
limitadores magnéticos cadticos como uma seqiiéncia de pulsos do tipo fungao delta, Com
esse mapa estroboscépico simplético, caracterizamos algumas ilhas magnéticas ressonantes
e a transicio para um regime de caos global através da superposicado das mesmas. Usa-
mos esse mapa estroboscdpico simplético para estudar o transporte das linhas de forga na
borda da coluna de plasma. A perda de linhas de forga cadticas, que atingem a parede
interna do tokamak, segue uma distribuigdo de POISSON. Calculamos, ainda, o nimero
médio de voltas, ao redor da cimara de vécuo, necessdrias para que uma linha de forga

cadtica atinja a parede da camara.
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Abstract

[n this work, we have considered the effects of an external resonant magretic field on the
plasma confined in a tokamak. This resonant field can be produced by helical windings
or by a chaotic magnetic limiter. The main purpose of this resonant magnetic field is
to create a region of chaotic field lines at the edge of the plasma that can improve the
confinement of the plasma. The equilibrium tokamak field was obtained by solving the
GRAD-SHAFRANOV equation in an intrinsically toroidal coordinate system (the toroidal
polar coordinates). We have obtained the magnetic field which has been generated by heli-
cal windings through an explicit solution of the LAPLACE equation in the same coordinate
system. From this magnetic field, taken in its lowest order, we have analytically obtained
a. sympletic stroboscopic map for a set of chaotic magnetic limiters. We have calculated
this sympletic stroboscopic map by using a hamiltonian formulation and by supposing the
action of the chaotic magnetic limiters as a sequence of delta-function pulses. With this
sympletic stroboscopic map we have characterized some resonant magnetic islands and
the onset of global chaos through their overlap. We have used this sympletic stroboscopic
map in order to study the transport of the field lines at the edge of the plasma. The loss of
chaotic field lines that reach the inner wall of the tokamak follows a Poisson distribution.
We have also calculated the average number of toroidal turns for a chaotic field line to

reach the inner wall of the tokamak.
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Capitulo 1

Introducao

Dentre os dispositivos de confinamento de plasmas, construidos com o objetivo de se
obter energia através da fusio termonuclear controlada, o tokamak é o que apresenta os

resultados mals promissores.

O tokamak corresponde, basicamente, a uma cimara toroidal na qual uma coluna
de gis altamente ionizada e aquecida ohmicamente (o plasma) é confinada. A coluua
de gas funciona como a espira do secunddrio de um transformador em cujas espiras do
enrolamento primario sio aplicados pulsos de correntes elétricas. lissas correntes, por sua
vez, induzem na coluna de gds o campo elétrico responsdvel pela formagdo da corrente
de plasma e pelo aquecimento 6hmico. O confinamento do plasma é produzido por dois
campos magnéticos basicos: o campo toroidal, criado por um conjunto de espiras montadas
a0 redor da cimara de confinamento, e o campo poloidal, criado pela prépria corrente
de plasma. O campo magnético resultante da combinagdo desses dois campos bdsicos
possui linhas de for¢a com forma helicoidal que repousam sobre superficies toroidais, que
se aninham umas dentro das outras, chamadas de superficies magnéticas. Sobre essas
superficies, a forga resultante do gradiente de pressdio, que causa a expansao do plasma,
é equilibrada pela forga de LORENTZ, que surge em virtude da interagao das correntes
existentes no plasma e os campos magnéticos [1, 2].

Esse confinamento, porém, estd constantemente sujeito ao aparecimento de instabili-
dades, como por exemplo as instabilidades de disruptura, que podem destrui-lo completa e
abruptamente. Uma das hipéteses propostas para explicar o surgimento das instabilidades
de disruptura é a presenca de linhas de for¢a cadticas na regido da coluna de plasma onde

o fator de seguranca é ¢ = 2 [3, 4]. Uma maneira de se atuar sobre essa regiao ¢ atraves



2 Introducao

de campos magnélicos ressonantes [5] que sdo produzidos por condutores helicoidais de
correntes elétricas enrolados sobre a parte externa da cimara de confinamento.

Os condutores helicoidais ressonantes (externos ao plasma) modificam a topologia das
superficies magnéticas onde sdo formadas as ilhas magnéticas. I[thas magnéticas sfo estru-
turas de linhas de forca de forma tubular que se estendem a0 longo do tordide como uma
hélice [42]. A origem das linhas de forca cadticas é a interacdo entre ithas magnéticas pro-
duzidas pela atuac¢io de campos magnéticos ressonantes sobre as superficies magnéticas
de equilibrio.

As instabilidades de disruptura sio tipicamente precedidas por flutuagdes do campo
magnético poloidal, chamadas de oscilagdes de MIrRNOV, que podem ser detectadas por
sondas instaladas préximas a borda da coluna de plasma [6]. Virios resultados experimen-
tais t&m confirmado a atenuagio das oscilagbes de MIRNOV, abaixo do limiar para o qual
as instabilidades de disruptura ocorrem, em conseqiiéncia do uso de campos magnéticos
ressonantes [7, 8].

Do ponto de vista do controle da instabilidade de disruptura, a existéncia de linhas de
forca cadticas na regiio da coluna de plasma onde ¢ = 2 é uma caracteristica indesejavel.
H34, no entanto, situagdes nas quais a existéncia de uma regifo do plasina com linhas de
forca caéticas produz resultados benéficos para o confinamento do plasma. Uma dessas
situacoes diz respeito & interagio do plasma com a parede da cdmara de confinamento.

No final dos anos 70, F. KARCGER E K. LACKNER [9] e W. ENGELHARDT E W.
FENEBERG [10] propuseram que uma camada da. periferia da coluna de plasma com linhas
de forca caéticas poderia uniformizar a deposi¢io de energia térmica sobre a parede da
camara de confinamento e diminuir a temperatura do plasma nessa regiao reduzindo,
com isso, a producio de impurezas através do mecanismo de sputtering. Além do mais,
a prépria concentragio de impurezas na regifo central da coluna de plasma deveria ser
reduzida por um fator proporcional ao inverso do coeficiente de difusio do plasma na
regido cadtica da borda do plasma.

Alguns experimentos tém comprovado essa redugio da temperatura na periferia da
coluna de plasma e esse efeito de blindagem das impurezas em virtude da existéncia de
uma regido de linhas de forga cadticas na periferia do plasma [8, 11, 12, 13, 14].

Essa regifio de linhas de forga cadticas, na borda da coluna de plasma, pode ser criada
por condutores helicoidais de correntes elétricas enrolados, de maneira apropriada, sobre

a superficie externa da cdmara de confinamento. Entretanto, a existéncia de um niimero



grande de janelas na cimara de confinamento destinadas a observagao do plasma dificulta
sobremaneira a instalacio desses condutores. Uma possivel mancira de se contornar essa
dificuldade é através do uso do dispositivo conhecido como limitador magnético cadtico. Um
limitador magnético é formado por um anel condutor de correntes elétricas, instalado em
uma secio toroidal da cAmara de confinamento, que procura reproduzir uma fatia estreita
dos correspondentes condutores helicoidais.

O primeiro tratamento tedrico da dindmica do limitador magnético foi feito por MARTIN
E TavLoRr [15] que propuseram um modelo no qual o comportamento das linhas de forca
era descrito através de dois mapas de POINCARE acoplados. Um mapa para a regiao
livre da agdo do limitador magnético e outro para regido onde hd a agéo do limitador
magnético. Era um modelo que ndo possufa nenhuma caracterfstica toroidal e descrevia
a atuacio de apenas um anel limitador magnético. (0 mapa de MaRTIN B TAYLOR fof,
posteriormente, melhorado e até mesmo outros modelos foram propostos que incorporavarm
efeitos decorrentes da geometria toroidal da cdmara de confinamento e a agédo de mais de
um anel limitador magnético [16, 17, 18].

Uma outra abordagem para se investigar a agio do limitador magnético consiste em
parametrizar o tragado das linhas de forga do campo magnético através de uma coordenada
espacial ignordvel. Com respeito a essa coordenada ignordvel, a configuragdo do campo
magnético de equilibrio exibe algum tipo de simetria espacial de modo que as equagdes
para o tragado das linhas de for¢a fomam a forma das equagoes de HAMILTON, com a
coordenada ignordvel correspondendo ao tempo canénico [19, 20].

Nesta tese, estudamos a influéncia, sobre a configuragao de equilibrio do campo magné-
tico responsavel pelo confinamento do plasma, dos campos helicoidais ressonantes produzi-
dos por um par de condutores helicoidais, conduzindo correntes elétricas em sentidos opos-
tos, e, também, por um conjunto de anéis limitadores magnéticos. O campo magnético de
equilfbrio foi derivado, analiticamente, de uma funcao de fluxo poloidal obtida resolvendo-
se, autoconsistentemente, a equagao de GRAD-SHAFRANOY representada num sistema de
coordenadas intrinsecamente toroidal (as coordenadas polares toroidais) [21]. Obtivemos
o campo helicoidal ressonante, produzido pelo par de condutores, em termos de um po-
tencial escalar magnético representado nas mesmas coordenadas usadas para o célculo do
campo magnético de equilibrio. Calculamos esse potencial escalar magnético resolvendo
a equacio de LAPLACE para a regifo do espago livre de correntes elétricas. Como con-

seqiiéncia do sistema de coordenadas utilizado, o campo magnético ressonante demonstra
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possuir propriedades decorrentes da geometria toroidal, mesmo para o termo de menor
ordem com respeito ao inverso da razio de aspecto.

Apresentamos uma formulagio hamiltoniana, para o limite de razao de aspecto gran-
de, para as equagdes que descrevem o tragado das linhas de forga do campo magnético
resultante da superposicio do campo de equilibrio com o campo criado pelo par de condu-
tores helicoidais. A partir dessa formulagio hamiltoniana, e considerando a agdo dos anéis
limitadores magnéticos como uma seqiiéncia de pulsos localizados na direcdo toroidal, obti-
vemos um mapa. estroboscépico simplético para as linhas de forga do campo magnético sob
a acio dos anéis limitadores magnéticos [22]. Esse mapa estroboscépico nos permitiu obter
resultados mals precisos, no que diz respeito A localiza¢do e forma das ilhas magnéticas,
em contraste com trabalhos anteriores.

Gracas & malor precisio desse mapa estroboscopico simplético, pudemos estudar o
processo de transporte das linhas de forga na regido cadtica criada na borda da coluna
de plasma [23]. Como resultado do estudo do transporte das linhas de fora cadticas na
borda da coluna de plasma, estimamos o nimero médio de voltas que uma linha de forga
necessita para atingir a parede da cAmara de confinamento do plasma. Esse niimero médio
de voltas influencia, de certa forma, o tempo de escape dos fons das impurezas presentes
nessa regiao de linhas de for¢a cadticas.

Esta tese estd divida em nove capitulos dos quais o primeiro ¢ este capitulo introdutério.

No capitulo 2, apresentamos wn resumo sobre coordenadas curvilineas e sobre a re-
presentagio de algumas estruturas matemdticas, tals como os operadores diferenciais uti-
lizados nesta tese, em termos dessas coordenadas curvilineas. Apresentamos, também, os
sistemas de coordenadas utilizados ao longo da tese.

No capftulo 3, apresentamos o célculo do campo magnético de equilibrio para um
tokamak descrito em termos de uma funcio de fluxo poloidal que é a solugdo da equagdo
de GRAD-SHAFRANOV representada nas coordenadas polares toroidais.

No capitulo 4, calculamos o campo magnético criado por um par de condutores helicoi-
dais, transportando correntes elétricas em sentidos opostos, colocados sobre a superficie
da cidmara toroidal de contencio do plasma. Calculamos esse campo usando a abordagem
do potencial escalar magnético [24], na qual B = V&, com o potencial escalar, ®ps,
satisfazendo a equacio de LAPLACE nas regides do espago onde ndo ha correntes elétricas.
Utilizamos o mesmo sistema de coordenadas polares toroidais no qual o campo magnético

de equilibrio foi calculado.
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No capftulo 5, estudamos os efeitos do campo magnético criado pelos condutores he-
licoidais sobre o campo magnético de equilibrio. Fizemos isto calculando o mapa estro-
boscépico das linhas de forca do campo magnético resultante da superposi¢io desses dois
campos. Calculamos, ainda, o pardmetro responsével pela helicidade nao uniforme dos
condutores helicoidais. Finalizamos o capitulo apresentando uma descrigdo hamiltoniana,
na aproximacio de razio de aspecto grande, para o tragado das linhas de forga do campo
magnético de equilibrio perturbado pelo campo helicoidal ressonante.

No capftulo 6, apresentamos um modelo para a atuagio dos anéis limitadores magnéticos
caéticos. A partir desse modelo, obtivemos um conjunto de expressoes simpléticas para
o mapa estroboscépico das linhas de forga, sob a agio dos anéis limitadores magnéticos,
que resultam diretamente do campo magnético de perturbagéo. Realizamos, também, a
caracterizagio de alguns tipos de linhas de forga, produzidas pelo mapa simplético, através
do célculo do espectro de freqiiéncias e do calculo dos expoentes de LyArunov.

No capitulo 7, estudamos a formagio da regido de linhas de forga cadticas na horda
do plasma em decorréncia da interagio entre cadeias de ilhas magnéticas. Analisamos
o desenvoivimento dessas cadeias de ilhas através de uma hamiltoniana local semelhante
3 hamiltoniana de um péndulo nio-linear. Comparamos os resultados dessa analise com
os respectivos resultados obtidos do mapeamento simplético. llescrevemos, também, o
surgimento das ilhas secunddrias e a estabilidade dos pontos fixos elipticos.

No capftulo 8, estudamos o transporte das linhas de forga do campo magnético na
regiso de linhas de forga caéticas criada pelos anéis limitadores magnéticos. Caracterizamos
o tipo de transporte {subdifusivo ou superdifusivo) e como ocorre a colisdo das linhas de
forca com a parede da camara de confinamente. No final desse capitulo, apresentamos
alguns resultados especificos para o tokamak TCABR, instalado no Laboratério de Fisica
de Plasmas do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo.

Por tltimo, no capitulo 9, encerramnos esta tese com as conclusoes relativas aos resul-
tados obtidos.

Obtivemos os resultados numéricos apresentados nesta tese, através de programas de-
senvolvidos pelo préprio autor, utilizando a linguagem de programagao ForRTRAN T77.
Produzimos as figuras com o programa XMGR v4.0, desenvolvido por PAUL J. TURNER,
e elaboramos o texto usando o BTEX2,. Todos os programas rodaram sobre a distribui¢io
S.U.S.E. LINUX 5.2 instalada em um computador com um processador PENTIUMIII de

500 MHz possuindo 192 Mb de meméria RAM.
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Capitulo 2

Sistemas de Coordenadas

Boa parte da simplificagio que se pode obter na solugdo das equagbes que tratam do

confinamento de plasmas reside na escolha apropriada do sistema de coordenadas.

Por isso, neste capitulo, descrevemos o sistema de coordenadas polares toroidais,
(74, 8, 1), definido por KUCINSKI & OUTROS [21], que usamos nesta tese. Estas coordena-
das sio apropriadas i descrigio dos campos magnéticos de equilibrio e de perturbacdo de
plasmas confinados em cidmaras toroidais. Antes, porém, apresentamos uma introdugio
bastante resumida sobre coordenadas curvilineas e, ainda, os sistemas de coordenadas
toroidais, (£,w, @), e polares locais, {r,8,¢). As coordenadas toroidais serviram de base
para a definicio das coordenadas polares toroidais enquanto que o sistema polar local foi
utilizado, nesta tese, na comparagio com as coordenadas polares toroidais no limite de

razio de aspecto grande.

2.1 Coordenadas Curvilineas

Qualquer ponto, num espago tridimensional, pode ser localizado através da intersecdo de
trés superficies que, por exemplo, podem ser os trés planos cartesianos. Quando estas su-
perficies nido sdo planas, nem mutuamente perpendiculares, elas formam o que se costuma
chamar de um sistema de coordenadas curvilineas (ver figura-2.1).

A localizacio de um ponto P pode scr descrita quer por suas coordenadas cartesianas

(z,y,2) quer por suas coordenadas curvilineas (z!,2%,2%) desde que se garanta que o
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Superficie |
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coordenada x'
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— o
=y

A

- Curva
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P coordenada x
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Y

Figura 2.1:  Sistema de coordenadas curvilineas.

conjunto de transformacoes

e = a(zt,2?, 2%,

y = y{zt, 2* 2%,

seja invertivel e diferencidvel.
As superficies z* = ¢; (¢; = constante) sio chamadas superficies coordenadas e a curva

formada pela intersecio das superficies coordenadas 2* = ¢; e 27 = ¢; é a curve coordenada

z* (com i # § # k) [25].

2.1.1 Bases Covariante e Contravariante

Considere o vetor posicio 7 = xé, + yé, + 2€;, unindo a origem ao ponto P (ver figura-
2.1}, em que &, é, e €, sio 0s vetores ortonormais do sistema de coordenadas cartesianas

(2,9, 2).

Os vetores da base covariante, &, para o sistema de coordenadas (z*

2 .3 %
, &%, @), sdo

definidos como:

iyl

Ll
B
T

o
S
=
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k

’

Dado que essa derivada & calculada ao longo da curva coordenada =t isto €, com 27 e &
mantidos constantes, €; é tangente a esta no ponto P.
Os vetores da base contravariante, por sua vez, sao definidos como os vetores normais

as superficies coordenadas 2* = constante:

e =Va'.

(s vetores é; e gj nao sio necessariamente ortonormais, ou seja, pode ocorrer de
€7 €4 -‘/—' 5.,;3;.

Estas duas bases sdo chamadas de bases reciprocas pois,
&7 =48],

-
Um vetor qualquer A é decomposto da seguinte forma, em termos das bases covariante

e contravariante, respectivamente:

A=Ale + Aey + APdy =
= A8 + AgE? + Aze?.

Os coeficientes A* sdo as componentes coniravariantes de A e sdo dados por:

enquanto que os coeficientes A; sido as componentes covariantes de A e sdo dadas por:
A, =A-8.
O quadrado do comprimento de arco diferencial dado por:

ds? = dF - dF,

pode ser escrito como:
ds* = g E gijdatda’
L]

em que

Gij = €+ €5,
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sao as componentes do tensor métrico covariante. De modo andlogo, as componentes do

tensor métrico contravariante sio definidas como:

sl

gl = e

Quando o sistema de coordenadas curvilineas é ortogonal, g;; = 0 para ¢ # §, podemos

simplificar a notagdo escrevendo

gi =h: e dsf = Z(h@-dwi)z ,

1

em que os coeficientes h; sio chamados de fatores de escala.

Os vetores das bases covariante e contravariante se relacionam através das seguintes

expressoes:

nas quais /g, dada por:

—

— —

0= 7 =5 oy —€61-ez2 X
Vo gr.g2 el

o

39

é o jacobiano da transformagdo das coordenadas cartesianas para as coordenadas cur-

vilineas. Eles também podem ser relacionados através de:
&=y g,
i
&= 0&,
i

s . . . 11
com 0s tensores métricos, covariante e contravariante, relacionados por {91 = [g” ] .

2.1.2 Operadores em Coordenadas Curvilineas

Apresentamos, agora, o modo como alguns operadores, elementos de linha, elementos de
superficie e elementos de volume, utilizados nesta tese, sdo representados em termos das

coordenadas curvilineas.

Antes, contudo, queremos deixar claro que, ao longo desta tese, usamos sempre a

notagao de soma explicitamente.
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Operador gradiente, V, :

Operador divergente, V-, :

Operador rotacional, VX, :

VX,meZZ%(é'ixé'j).
A

Operador Laplaceano, V2, :

2g _ L g
V(I)_\/Ezt:;’cz

i 09
(vari )
O elemento de linha d3;, ao longo da curva coordenada «¥, é dado por:
ds; = da'€; .
O elemento de superficie da;, perpendicular a superficie coordenada ot = constante, &
4; = /Ge dat da® .
E, finalmente, o elemento de volume dV ¢ dado por:

dV = .\/g_/clmldmzda:s.

2.2 Coordenadas Toroidais

As coordenadas toroidais (£,w, ) sdo definidas em termos das coordenadas cilindricas

usuais, (R, ¢, Z), como [26}:

_ Rgsinh(§) |
" cosh{§) — cos(w)’ (2.1)
p R} sin(w)
T (:osh(g) — cos(w)’ (2.2)
p=v (2.3)

A figura-2.2 apresenta as superficies coordenadas do sistema de coordenadas toroidais.
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0.05

-0.,05 |-

-0.15

—0.25 ! I L : .
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

R (m)

Figura 2.2:  Superficies coordenadas do sistema toroidal. Secgdio ¢ = 0.

e { == constante: sao tordides de raio menor, 2, dado por:

_ I
~ sinh(&)’

e raio maior, R, dado por:
R = Ry coth(¢).

Cada tordide possui um centro diferente, uma vez que R depende de . Hj € uma

constante com caracteristicas de raio maior, ja que ¢ — 0 e R — Ry, quando { — oo.

3
8]

sin(w)’

Z, na posicio Z = Rjcot{w). Todas as esferas passam por (Z = 0, R = Hy), que

e w = constante: sio superficies esféricas, de raio com centro sobre o eixo

corresponde ao tordide limite § — oo,

s = constante: sd3o semi-planos contendo o eixo Z.
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Para este sistema de coordenadas curvilineas a base contravariante é:

&= VE = ot
2 L
=Vw = -—é,,
ke
#3 = Vi = M,L,ﬁe
€ . w= h/,;P @
em que
R
= o }
he cosh(£) — cos(w) )
l !
hy = % sinh(€),

sa.o os fatores de escala do sistema de coordenadas toroidais; &, é, e &, formam uma base
ortonormal.

A métrica para este sistema de coordenadas é dada por:

1
gii — }-Tz — g22,
Y
33 _ 1
h?p !

V8= hehohg .

2.3 Coordenadas Polares Locais

As coordenadas polares locais, (r,8,¢), estio relacionadas as coordenadas cilindricas

usuais, (R, ¢, 7), através das seguintes relagdes [26]:

R = Ry — rcos(f), (2.4)
Z =rsin(8), (2.5)
¢=y. (2.6)

A figura-2.3 mostra a intersecio das superficies coordenadas r = constante e g =

constante com a superficie coordenada ¢ = 0.
A base contravariante para o sistema polar local é dada por:
gl = —cos(f)én +sin{f)éz,
1 N
g% = ;[sin(G)éR + cos(8)éz],
1

v = €p .

Ky
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Figura 2.3:  Superficies coordenadas do sistema polar local. Seccdo ¢ = 0.

Clomo os vetores ég, é; e éz formam uma base ortonomal os elementos do tensor

métrico para este sistema de coordenadas sao:

1

g =1,
1
22 _
g - 7_‘2 1
e i
33
{ =
J Iﬁé 1
e, portanto,
\/_E = RUT‘ .

Muitos trabalhos adotam o sistema de coordenadas polares locais, (r,#, ), quando

{ratam com plasmas confinados por dispositivos toroidais, caracterizados por um raio
. b

maior By e um raio menor b, que posstam uma razio de aspecto grande, isto &, — — 0.
Ro

Nestas condicdes, podemos aproximar as superficies toroidais por superficies cilindricas,

com condicdes de contorno periddicas, de comprimento 2m Ry.
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2.4 Coordenadas Polares Toroidais

Neste item, introduzimos as coordenadas polares toroidais, (v, f¢, @), definidas por Ku-
CINSKI E OUTROS [21], as quais utilizamos para expressar os campos nagnéticos de
equilibrio e o campo magnético ressonante, considerados nesta tese. A escolha dessas
coordenadas se deveu ao fato de elas tenderem is coordenadas polares locais no limite de
razio de aspecto grande — conforme indicado no final deste item. Em conseqiiéncia dis-
0, as solughes expressas nestas coordenadas guardam algumas semelhangas com aquelas
expressas nas coordenadas polares locais, o que serd ressaltado ao longo desta tese.

As coordenadas polares toroidais sdo dadas em termos das coordenadas toroidais como:

"= B (2.7)
' cosh(£) = cos(w) )

by =7 —w, (2.8)
P =@ (2.9)

015 -

0.05 |- -

2 (m 6,=0,00

-0.05

o015t

-0.25 L k SN NP

.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

R {m)

Figura 2.4:  Superficies coordenadas do sistema polar toroidal. Seccdo ¢ = 0.
A figura-2.4 mostra algumas das superficies coordenadas para o sistema polar toroidal.
Ry

ser o responsiavel pela dimensio de compri-
cosh (&) — cos(w}

Em virtude de o termo
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mento dos fatores de escala, da mesma forma que o termo r o é para as coordenadas
polares locais, é que tal defini¢io para a coordenada polar toroidal r; foi adotada.

A base contravariante do sistema polar toroidal é:

—~1 L 5 Mt &
gl = _R_’D sinh (£}é; ~ “ﬁg sin (f;)é. ,
1
52 = "_éw 1
i
31
~ pesinh(€)77

Os elementos do tensor métrico contravariante sio;

gl =1- 213(:03(9,5) ,

Ry
9,1'2. — i,msin(&t) - g21 ,
R,
913_029311
. 1
22
g =—
ok
g23:0:q32,
1
933‘“‘1@“:
eni que
2
RP=R?1-2 T cos(fy) — Tt in?(8;) e = Rr
L] R t 2 51 t g = figly .
0 0

Tratar-se de um sistema de coordenadas intrinsicamente toroidal e possuir uma inter-
pretacio geométrica simples sdo caracteristicas importantes desse sistema de coordenadas.
Como podemos observar das equagdes (2.10) e (2.11), dadas a seguir, as coordenadas

polares toroidais, {ry, 81, ¢¢), tendem as coordenadas polares locais, (r, 8, ), no limite de

-f—<<1,p0isz
7 r\?
¢ =714/ 1 - —cos(f —— A
re=1rafl Rocm()-l_(ﬂﬁo)’ (2.10)

Ry
_, (2.11)
T r
S
\/l R, 0+ (21{0)

Lembramos, ainda, que consideramos Ry e R coincidentes quando fizemos a dedugio

das equagdes acima.



Capitulo 3

Equilibrio MHD Toroidal

O sistema mais simples de equagdes que permite descrever um plasma a temperaturas
termonucleares é aquele fornecido pela teoria Magnetohidrodindmica (MHD). Na teoria
MID, o plasma é considerado como um dnico fluido condutor de resistividade nula, com
energia interna, sob a agio de campos cletromagnéticos e sendo descrito pelas varidveis
hidrodinimicas usuais — densidade de massa p, velocidade & e pressdo P. Apesar de ser
o modelo mais simples, ele & bastante complexo em decorréncia da ndo-linearidade de seu
sistema de equagbes [2].

Considerando que o campo magnético de um plasma, em equilibrio estaciondrio e com
simetria axial, possa ser descrito por uma fungio ¥, o sistema de equagoes MHD se reduz
a uma cquaco diferencial parcial eliptica, conhecida como equagdo de GRAD-SHAFRANOV,
a qual ¥, deve satisfazer.

Neste capitulo, apresentamos o campo magnético de equilibrio, B para um plasma
confinado por um dispositivo toroidal do tipo tokamak. Iiste campo foi obtido resolvendo-

se a equacao de (GRAD-SHAFRANOV nas coordenadas polares toroidais (e, Bty 00)

3.1 Equacao de Grad-Shafranov

As equagdes MHD relevantes para a descricdo de plasmas magneticamente confinados sao:
e Fquagdo da continuidade:

en + V- (p?) = 0. (3.1)

17
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e Equacio de conservagdo de momentum:

ov

QE:fXE_VR (3.2)

e Relacdo entre os campos F e B:
E+ioxB=0. (3.3)

Esta relagao é vilida para v < 1 (¢ é a velocidade da luz).
C

e Equagdes de MAXWELL:

. OB
v ) = o e 3.4
x F T (3.4)
Vx B=ut, (3.5)
V.B=0. (3.6)

Nelas consideramos que apenas dois tipos de forgas sao importantes para o modelo
MHD: as forcas decorrentes de gradientes de pressao ¢ a for¢a de LORENTZ, ocasionada
pela interacdo entre correntes e campos magnéticos presentes no plasma.

Além disso, notamos que a corrente de deslocamento foi desprezada na lei de AMPERE,
por isso, as equacdes MHD sdo (teis para descrever fendmenos lentos quando comparados
ao periodo ciclotrénico dos fons. E a auséncia da equagio de POISSON no conjunto de
equagbes de MAXWELL indica a quase-neutralidade do plasma. Isto restringe a validade
das equagoes MHD a fendmenos que ocorram em escalas espaciais muilo maijores que o
comprimento de DEBYE.

Para o caso em que se considera um confinamento estaciondrio, as equagdoes (3.1-3.6)

reduzem-se a:

JO x O = vpO (3.7)
V x B = ;pJ, (3.8)
v.39%=0. (3.9)

Em sistemas espacialmente simétricos de confinamento de plasmas, todas as grandezas

fisicamente relevantes podem ser representadas por apenas duas coordenadas. Para um

1 .2 3

sistema qualquer de coordenadas curvilineas, (2°, = ,2%), escolhemos 2

e £° como sendo

estas coordenadas relevantes e z° como sendo a coordenada ignordvel.
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A definiggo de 2r¥,, como sendo o fAuxo do campo magnético BO) através de uma
superficie coordenada z? = constante, que se estende do eixo magnético até uma curva
coordenada 2, e de 2r1, como sendo o fluxo da densidade de corrente JO) através da
mesma superficie, permite que se represente B ¢ JIO) através das seguintes expressdes:

)

BO = & x vy, + B (3.10)
03% J33

JO =B gy g0 (3.11)
933 933

Da equagio (3.10} observamos que:
v, . 5O =0,

e que, portanto, as linhas de for¢a do campo magnético repousam sobre superficies W, =
constante., Por isso, elas sio denominadas de superficies magnéticas.

De modo analogo, obtemos, de (3.7) e (3.11), respectivamente:

v PO, B = 0,
vrO . 0~ g,
vi-JO =g,

o que significa que /, PO ¢ ¥, sio todos quantidades de superficie e, sendo assim, podemos
representar [ = I(¥,), bem como P = PO(w,).

A adogio das representacdes de 50 e JO) . equagdes (3.10) e (3.11) ~—— em termos de
uma funcio de fluxo magnético ¥, para um confinamento com simetria axial, possibilita
que as equagdes de equilibrio MHI) estaciondrio, dadas por (3.7-3.9), reduzam-se a uma
Gnica equacao diferencial parcial eliptica que deve ser satisfeita por ¥,. Esta equagdo
é a equacio de (GRAD-SHAFRANOV que, para o sitema de coordenadas curvilineas geral

colhido, resulta em [27]:

dpP© dl 933 [ 0 (0’23) d (013)]
A, = —piggss o — B 2B | S (22) (22 3.12
P Fogas A dw, po VI 02! \ g3 Oa? \ ga3 ( )
na qual
A", = gysV - (ml—v\ljp) . (3.13)
f33

Para obtermos W, precisamos conhecer PO o [ que, por sua vez, dependem de W,,.
7 p y b 3 p 4
Assim sendo, a solucdo da equagio de GRAD-SHAFRANOV deve ser determinada de modo

autoconsistente,
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3.2 Campo Magnético de Equilibrio

Adotando-se, como coordenadas curvilineas, o sistema de coordenadas polares toroidais:

oh o=y, (3.14)
.’112 = 91‘.; (315)
z° = g, (3.16)

a equacio de GRAD-SHAFRANOV (3.12), obtida na seccdo anterior, passa a ser representada

do seguinte modo:

L0 (0) 1
7 Oy ary

i)
-+ ‘Rg |:COS(9!5) (2

L 8%,
r? 892
o*0,,

ar?

na qual

J:gO) (¥p) =R

= ILOJLEU)(W13)+#O

. ) + sen(#) (g

10w,
750

24P d
¢ dw,

1P 2
Rlzrm; (2—}? cos(#:) + 12,2 sen” (8, )) +

18%v, 2 0%, )] _
36, v eaan )| (3.17)

(3.18)

().

d‘lf

As componentes contravariantes do campo magnético de equilibrio sdo dadas por:

o,

1
B = BO) gl = 3.19
' Rire 06, ° (3:19)
L oy
BO? = O . g2 _ E 3.20
¢ RIO'T‘g 87’,; : ( )
3 R0) tol o
B3 = BO) . g3 ~T (3.21)
No limite de razio de aspecto grande, R’ — 0, a equagio (3.17) se reduz a:

1o [ ey 1 orwl ()
—— el e o s (W) 3.22
Tt ({)Tt (?C 87‘3, + T‘f 3t9f Fols ( P ) ( )

Admitindo-se que \I'?()O) seja independente de 6, isto &, ‘IJ,()O} = \'D?(,D) (r4), & equagio acima

se reduy a:

1 d -
’.’th‘t t

(0)
) s,

d?‘t

(3.23)

Esta equacio é idéntica, na forma, & equagdo de GRAD-SHAFRANOV para um plasma

e g 0 . roe -
cilindrico. Entretanto, apesar de \I',(D )(rt) possuir a mesma forma analitica da solugio
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cilindrica, \IJ;“' (r), sua interpretagfio é diferente em virtude das diferencas entre as su-
perficies r, = constante e as superficies r = constante.

As intersegbes das superficies magnéticas \I’.},O)(rt) = constante com planos ¢, == cons-
tante diferem de circulos e apresentam um deslocamento, no sentido da regiao equatorial
externa da camara de contencao do plasma, caracteristico de confinamentos toroidals.
Esse deslocamento, conhecido como deslocamento de SHAFRANOV, faz com que o eixo
magnético esteja localizado um pouco além do eixo geométrico da camara de conteugio.

Para as aplicacdes numéricas apresentadas nesta tese, usamos a aproximagao:
\I’p('n"t, 0,:) o~ \I’I(jo) (?‘1}) y (32’1)

pois ela é suficiente para descrever efeitos importantes da geometria toroidal, ou seja,
o deslocamento de SHAFRANOV, as superficies com segBes nao circulares e as linhas de
forca com helicidade ndo uniforme. Além disso, nessa aproximagdo, os perfis radiais das
componentes de B©) correspondem aos usualmente considerados na literatura [2].
Entretanto, por uma questido de completeza, apresentamos o procedimento para se
determinar a solucio da equagéo (3.17), por aproximagdes sucessivas, que fol desenvolvido

por KUCINSKI E OUTROS (21}, no qual ¥, foi escrita como:
W, {7, 8;) = WL () + 60, (re, 6) . (3.25)

Em outras palavras, as superficies magnéticas sfio aproximadamente iguais as su-
- . « -, 0
perficies r; = constante e §W,(r,8;) € uma pequena corregio, adicionada a \Ifj(9 )(Tt), para.

levar em conta a dependéncia com a coordenada ;. Assim, as seguintes expansoes sao

validas:
S(ID)_S(:O)-{“M—(I\PP(”) P ( )
AP dpo) 42 po)
R o T (0) (0)
e U,) = 0w, (i) + pRuD (wl?) sw,,. (3.27)

»
O perfil de pressio e a densidade de corrente estio relacionados, na aproximacéo de

ordem zero em por.

i
Ry’
o dP©

Y4,

(w0 = 3,08 (¥, (3.28)

em que f, ¢ a razo entre a pressio cinética média e a pressio magnética, na superficie

do plasma, devido ao campo poloidal.
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. . - . . . 0
Considerando as aproximagdes acima, ¢ o perfil da densidade de corrente, Jé }(m),

dado por:

_ I, R AN

IO () = ;mzo (vy+1) (1 - ;ﬁ{) : (3.29)
no qual

I, = corrente de plasma,
a = raio do plasma,

v = constante,

a solucdo para a fungdo de fluxo poloidal, ¥, (s, 8;), resulta em:

430 ”
W, (re, 8,) = U () + 4. cos(8,) / iA(g)dg, (3.30)

d,T'-,g Jry RIO

com

1 ‘?"2 ¥+1
Lot m 1 — (L — jj) , (3.31)
d\If?(,D) toly By . T T o -
d” (7 (_) == —-—"'"'27(_ T 1 (l - F) 1 (332)

1 e d\.II(O) ?
Alry) = ,-1+———T/ L d£ . 3.33
o ( (M?(}U))Z-o 6( &« ) “ 39

I3 interessante notar que A(a) é o fator de assimetria do campo magnético poloidal,
definido em termos de B, e da induténcia interna normalizada /;, por unidade de compri-

mento {28]:

A((L) = éii —+ ﬁp -1, {334)
2 4.
= — [ Bgrdif‘, (3.35)
(aBg)” Jo

em que By = B . &,
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Uma vez que a funcio de fluxo poloidal, W,(r,6,), foi determinada, é possivel re-
presentarmos as componentes contravariantes do campo magnético de equilibrio, BO),

explicitamente como fun¢des das coordenadas polares toroidais:

) (0) a
(D)i i (l‘l’ [ .

B T a0 [ e, (3.36)
1 (D) 2y (0) 12

2 {0)2 _ 1 (l‘l’p . _?_E., 0 d \'D]D / E

B i { o 1 i = A(re) cos{f) ] + o cos(#;) /. R’ A(&)dE (3.37)

. I
BB —%_ , (3.38)
com

L (LERNAD 1 e

AN b,
R (“Fﬁ) ~ g (339)

e sendo I, a corrente que produz o campo toroidal externo.

Na aproximagio de ordem zero, as superficies magnéticas, definidas por valores cons-
tantes de \If?(JO) (r:), diferem muito pouco das superficies magnéticas descritas por valores
constantes de W, (ry, 6,) que incorporam a corregao de primeira ordem §¥, — a corregao ¢
de menos de 2% do raio médio das respectivas superficies. Isso pode ser verificado através
da figura-3.1, justificando a escolha que fizemos nesta tese de considerarmos ¥, dado por
\I’?(;O)(rt), apenas, de forma que as componentes contravariantes do campo magnético de

equilibrio resultaram, simplificadas, em:

BN = FO . vyl =, (3.41)
2y vl
Oz ol | (1 — ft_) ] , (3.42)
Z:rr?t z
L0 I 1
Bl o e . (3.43)
‘gﬂ_fﬂfﬂ‘g 1— QW (.03(9'3)

Na expressao para B(? consideramos, ainda, que:

R* 22 RY* (l — 2}%7 cos(é?t)) . (3.44)
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Pariametro Simbolo | Valor

Ralo mailor Ry 0,30 m

Raio menor b 0,11 m

Raio da coluna de plasma f 0,08 m

Campo magnético toroidal B, 0,5T
Corrente de plasma I, 12 kA

Fator de seguranca na borda do plasma q D

iSnergia térmica dos elétrons na borda do plasma kT, 10 eV

Tempo de duracdo da descarga elétrica T 8 ms
Expoente da densidade dé correrite de plasma ¥ 3 =

Tabela 3.1:  Parimetros do tokamak TBR-1 adotados para as simulacdes numéricas [5, 8].

Esses perfis estdo normalizados por B, = B©)2(q4) e por By = B©)3(0) respectivamente.
Como um exemplo, adotamos os parametros indicados na tabela-3.1 para o célculo destes
perfis. Esses parimetros correspondem aos valores tipicos de operagio do TBR-1, um
tokamak no qual experimentos com campos magnéticos ressonantes e anéis limitadores
magnéticos cadticos foram realizados. Isto permite que se possa comparar alguns dos
resultados por nés obtidos com aqueles medidos. Apesar de usarmos valores caracteristicos
do 'T'BR-1, os resultados apresentados encontram-se normalizados de forma que poderm ser
aplicados a outros tokamaks. Para estes valores, o fator de seguranca na borda do plasma.
é g{a) ~ 5.

Da figura-3.2a podemos notar que a componente contravariante B2 do campo magné-
tico de equilibrio possuiﬂ'um perfil aproximadamente simétrico em relagdo ao centro da
coluna de plasma refletindo o perfil de corrente, Jéo} (r¢), que adotamos. Jd na figura-
3.2b podemos observar que, em virtude da forma toroidal da cdmara de confinamento do
plasma, que faz com que as espiras que produzem o campo toroidal estejam mais proximas
na parte interna da cimara do que na parte externa, a componente contravariante B
do campo magnético de equilibrio é bem mais intensa na parte interna da cdmara de
confinamento do plasma. Fssas caracterfsticas decorrem da geometria toroidal e indicam
a validade da aproximacio de ordem zero (Wp(ry, ;) o \IJ?(,O) (ry)), adotada nesta tese, para

descrever os perfis radiais do campo magnético de confinamento observado em tokamaks

2]
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3.3 Perfil do Fator de Seguranga

A helicidade das linhas de forca do campo magnético de equilibrio, em plasmas toroidais,
nao é uniforme. A sua inclinagdo, relativa ao plano horizontal, é maior na regido mais
afastada do eixo de simetria do tordide do que na regido mais proxima a este. Por isso,
é interessante utilizar a grandeza ¢ (fator de seguranga) como uma forma de medir a
helicidade média das linhas de forga do campo magnético de equilibrio sobre umasuperficie
magnética, ou seja, a evolugio média das linhas de forga na diregao toroidal com relagio
a evolucio na dire¢ao poloidal.

As superficies magnéticas nas quais ¢ = —:i—:— é um nimero racional sdo chamadas de
superficies racionais; sobre elas as linhas de forga do campo magnético de equilibrio se
fecham apés m voltas na direcio toroidal e n voltas na diregao poloidal. Quanto mais
lentamente as linhas de forca do campo magnético evoluirem na diregdo poloidal, ou seja,
quanto maior for ¢, mais estdvel serd a configuragdo do campo associado a essas linhas de
forga.

Sobre aquelas superficies magnéticas nas quais ¢ é um nimero irracional, chamadas de
superficies irracionais, as linhas de forga jamais se fecham ocupando toda a sua extenséo.

A equacio que descreve o tracado das linhas de forga do campo magnético é:
BOxdi=0, (3.45)

na qual dl é um deslocamento ao longo da linha de forga. Isto significa que B ¢ propor-

cional a dl, isto é, adotando as coordenadas (ry, 8y, @), temos:

th dgt d(p{,

B T Bz T pEE-

A taxa de variacio de ¢, com relagio a 6; é dada, em termos das componentes contra-

variantes de B(O), como:

dpy _ B

dg; — B2’

Desta forma. o fator de seguranga pode ser determinado por:
L2 plos
= — ez (Y 4
= o /D B W (3.46)

Substituindo os valores de B2 ¢ B2 dados por (3.42) e (3.43) respectivamente, na
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expressao acima ficamos com:

vAT 18
qlry) = q"(”)/o - : (3.47)

om L2t cos(fy)
Rl

na qual g.(ry) €

§ [e ¢ 2 1 p
qc(?t)ﬂ}; A S (3.48)
-(-3)

A integral, dada por (3.47), é facilmente resolvida pelo método dos residuos. Para
tanto, definimos a varidvel complexa, 2, dada por:

com dz = e df, .

Em termos desta varidvel, a integral (3.47), se torna:

ot = ~E0 5 )0,

e
YL ¥ S (3.49)
Coomon 0 Ry
04
T Z+

com a integragio sendo realizada, ao longo do circulo unitario, no plano complexo.

A fungao f(z) possui dois polos

R\ , re\
=g | 1W4(E’E)

Um dos polos, z_, esté no interior do circulo unitdrio enquanto o outro, z4, estd fora do
cirenlo unitario.

Pelo teorema dos resfduos, a integral de linha de f(2), ao longo do circulo unitdrio, é
igual a 2mi vezes o residuo de f(z) calculado no polo z_. [ste residuo, ¢_y, & dado por:

1

Z— 24

] =
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de modo que ficamos com o seguinte resultado para o fator de seguranga:

g = el Fo 2mi
= "o R e\ 2
: .
ry (RB> 3.51)
4o(r) (3.51

6.0 T ¥

50

4.0 |

20 +

10 b

0.0 : l -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

rfa

Figura 3.3:  Perfil do fator de seguranca (linha preta), ¢(r¢), considerando-se o equilibric dado pelos
perfis da figura-3.2. A linha vermelha corresponde ao perfil do fator de seguranca na aproximacao de
"

ardem zerc em ?{%

A figura-3.3 mostra o perfil do fator de seguranga, q(r;) (linha preta), obtido das
equacdes (3.48) e (3.51). Lsse fator de seguranga, ¢(ry), é aproximadamente parabolico
com ¢ =~ 1 no centro da coluna de plasma e com ¢ =2 5 na borda da coluna de plasma. Em
vermelho, temos o perfil de g.(r;) dado pela expressio (3.48) cuja forma é andloga aquela
do fator de seguranga para um plasma cilindrico, porém, representado em termos de ry.

A correcao dada pelo termo:

N2
1—4(%), (3.52)
R H
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decorrente da geometria toroidal da camara de contengio do plasma, faz com que o perfil
do fator de seguranca (linha preta vista na figura-3.3) atinja um valor na borda maior
do que o previsto pelo perfil dado pela expressio (3.48) (linha vermelha vista na mesma
figura). Como conseqiiéncia as regides de ressonancia na borda do plasma ficam mais
proximas facilitando a ergodizagdo das linhas de forga.

Esse resultado para o perfil do fator de seguranga estd de acordo com observagoes
experimentais realizadas em tokamaks e, em particular, para o TBR-1 [5].

Nesta tese, usamos praticamente um tdnico equilibrio dado pelos perfis mostrados na

figura-3.2 e na figura-3.3.
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Capitulo 4

Campo Helicoidal Perturbativo

Neste capitulo, calculamos o campo magnético criado por um par de condutores helicoidais
colocados sobre a superficie da cimara de contengio do plasma e transportando correntes
I, em sentidos opostos. Esse resultado serd usado nos capitulos 5 e 6 quando introduzirmos
o efeito ressonante das pertubagdes no campo magnético de equilibrio,

O célculo do campo magnético destas hélices foi feito usando-se a abordagem do poten-
cial escalar magnético [24}, na qual B = V@, com o potencial escalar, ®ps, satisfazendo
a equacio de LAPLACE nas regioes do espago onde ndo ha correntes elétricas.

Utilizamos o mesmo sistema de coordenadas polares toroidais, (ry, &, ¢¢), no qual o
campo magnético de equilibrio fol determinado, no capitulo 3, para escrevermos a equagao

de LAPLACE e a sua solugao.

4.1 Hélices em Tokamaks

Durante o confinamento do plasma muitos fendmenos podem causar a deterioragao das
condi¢des de equilibrio e até mesmo a perda total deste confinamento [29].

Alguns destes fenémenos, de particular importéncia em decorréncia dos danos que
causam aos componentes eletro-mecinicos dos tokamaks ao aniquilarem rapidamente a
corrente de plasma, sio conhecidos como instabilidades de disruptura [30].

Apesar de ja terem sido realizados diversos trabalhos nas tdltimas décadas, pouco se
sabe sobre como surgem e se desenvolvem estas instabilidades. Uma das conjecturas que
se faz é a de que as instabilidades de disruptura possam ser o resultado de mudangas to-
polégicas na superficie magnética com fator de seguranga ¢ = 2 ou, entdo, do acoplamento

entre perturbagdes MHD, com componente poloidal m = 2, com outras que possuam

31
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valores de mn malores ou menores [31].

Em conseqiiéncia disto, ocorre que, desde o trabalho pioneiro de KARGER E OUTROS
[32], campos magnéticos ressenantes tém sido utilizados, em diversos tokamaks, com o
objetivo de controlar o surgimento das instabilidades de disruptura através da atenuacio
da atividade MHD do plasma. Tais campos sdo criados por condutores helicoidais, loca-
lizados na parte externa dos dispositivos de confinamento, cujas helicidades séo iguais s
helicidades das linhas de forca do campo magnético de equilibrio que repousam sobre as
superficies que se deseja perturbar.

Além do controle da atividade MHD do plasma, tem-se usado campos helicoidais res-
sonantes com o objetivo de criar perturbacdes magnéticas, na regido periférica do plasma,
e com isto obter uma sérte de outros beneficios {13, 33, 34] - diminuir a temperatura na
borda do plasma, modificar a interagdo plasma-parede e diminuir o influxo de impurezas
provenientes da cAmara de vdcuo, entre outras. Isto acaba proporcionando uma melhora
global no confinamento do plasma.

Viarios resultados experimentais confirmam a atenuagao das oscilagoes MHID em res-
posta ao campo magnético aplicado [3, 4, 8].

Os primeiros trabalhos teéricos sobre atuagio de campos magnéticos perturbativos,
gerados por condutores helicoidais, nio consideravam a geometria toroidal da camara de
contencio do plasma. Tratavam o plasma como um cilindro com periodicidade 27 Rq e,
em razdo disto, as linhas de for¢a do campo magnético de equilibrio apresentavam um
tracado, em forma de hélice, com um passo de enrolamento constante, ou seja, Af < Ag
[9, 35, 45). Da mesma forma, os passos de enrolamento dos condutores helicoidais eram
mantidos constantes. Sabe-se, porém, que uma das principais conseqiiéncias da geometria
toroidal é fazer com que as linhas de forca do campo magnético de equilibrio, B, a0
descreverem seu tracado helicoidal sobre as superficies magnéticas nas quais repousam,
néo apresentem um passo de enrolamento constante, sendo major na regiao equatorial,
mais afastada do eixo de simetria do tordide, do que na regido mais préxima ao mesmo.

Posteriormente foram introduzidas correcdes, devidas A geometria toroidal, no cdlculo
do campo magnético de equilibrio [17], mas poucos sao os trabalhos onde o passo de
enrolamento dos condutores helicoidais foi ajustado para acompanhar a helicidade das
linhas de forca sobre as superficies magnéticas [13, 36].

Neste trabalho, procuramos levar em conta esta ndo uniformidade do passo de enro-

lamento das linhas de forca do campo magnético de equilibrio, considerando uma lei de
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como indicado na figura-1.1, é:

A B
Jp = \/—%6(7"; —b)[0(ur — 0) — 6wy — m)]€y, . (4.4)

Na expressdo para Jh, o vetor €y,, dado por:
&y = VIE X V), {4.5)
é o vetor tangente aos condutores helicoidais descritos pela lei de earolamento:
ug = mo[f; + Asen(8)] — notpe = constante, (4.8)

na qual A é, como ji dissemos, um pardmetro constante que depende da helicidade das
finhas de forga do campo magnético de equilibrio.

A distribuigdo &(z — %) pode ser escrita, numa forma periédica, como:

§(z — wo) = 2,1’,7'{ (1 +2 Z em(“’"”"”}) , (4.7)

=l

resultando na seguinte expansio para a densidade de corrente:

[oe]

= 2}]2, -N =
Jp = —=3d(r; — by) et e, (4.8)
= f\er—i :

na qual N =2p+iep=10,1,2,..., 00
Queremos frisar que somente a parte real das expressdes complexas é que correspondem
as quantidades fisicas.

As condigoes de contorno sobre Bj podem ser escritas como:

o 1€ e -
[Bh]_ = —lip [ di, % Jh, {4.9)
2 Ji
em que temos:
dr
dity = —& .
g

O simbolo [---]}7 é usado para representar o salto em By, a partir da regido interna
para a externa, através de uma snperficie de descontinuidade.

Substituindo (4.8) em (4.9) temos, para a expressdo do salto em Bh, que:

gl x &,

al° JU’DIfl - iNu /ﬁ
B,]" = —olth T Ve [ g 5, — by) S o
[ L T szl : gll\/ﬁ

Ny ar €0 Vg
= gtk E etV (———————e - Vm) ,

i1
Fis {
N=1 g

(4.10)
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na qual todas as grandezas que dependem de r, sido calculadas em ry = b;.

As equagoes bésicas da magnetostitica sio:

V x By = podh (4.11)
V. By=0. (4.12)

Porque estamos interessados no campo magnético perturbativo numa regido livre de

correntes elétricas, temos:
V x By =0, (4.13)

e sua descricfio pode ser dada em termos de um potencial escalar magnético ®ay, por:

By, = V&, (4.14)
ou seia,
= 0Dy 1 0P 0P 3 _
By = — e N 4.15
= Vit e (4.15)

de forma que as equagdes (4.11) ¢ (4.12) se reduzem a equagio de LAPLACE para o potencial
escalar magnético ®y.
Comparando (4.10) com (4.15), obtemos as condigdes de contorno para o potencial

escalar magnético como sendo:

[0Par]” poln (€ Vut = N ‘o
= 2 LA 4.16

L 87} i T NZ-—;E € ( )

[0Par]” H(JIh f: i Ny .

et , (417)

L 311',; s N1

9| g, (4.18)

L Iy J;

Somente duas destas condi¢des de contorno sdo independentes. Portanto, adotamos as

duas primeiras como relevantes para o célculo de ®ar.

4.3 Potencial Escalar Magnético

A equagio de LAPLACE, em coordenadas polares toroidais, é dada por:
1 8 JDyy 1 Py 4 Pdy 3 0P
Vip — — e = | 0s(f) |2 —
M= B (” e ) e T \m )\ P o )

— sen(6,) 1 0Ppr _2_(92(I)M | 0*®yy
ST 2 0g, T v 060r) | T RE 097

=0. (4.19)
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Multiplicando-se ambos os lados desta equa¢do por ri e delinindo-se a varidvel adimen-

sional p como:

ficamos com:

0 OP s 0%d s (bg { 202(1')1\/[ . OO0 ) AGps
p= (p )-l— “\® p s cos(f) {2p 37 + 3p i — sen (6;) ,,5{;;__,_

dp dp ol
92 b 2 2 82D,
sty () iy =0, (12)
00,0p R/ by be\' . d¢y
1-2 =] peos{fy) — | —r | p?sen?(8;)
B R]

que pode ser representada, de forma mals compacta, pela seguinte expressio:
- by b\’ .
ca(wan) + () £1@m) + (5 ) Lala) +-- =0, (1.2
na qual os operadores diferenciais Ly, £1 e £, sdo definidos como:
0 0 9
Lo()=p=—|p5 ==,
0=ry (o35) + 5
32

g 0° 0 d
= - . 2
£:() = [){(,05(9,5) {Zp Y +3p0p] sen (8, } {591 +2p89 5 ]}
pz g2

Ly() = , .
= 1-2 be cos(f) — b : Zgen”(6,) Ot
RO P ¢ R6 o8 ¢
. - : by
No limite de razao de aspecto grande, isto &, R’ —+ 0, a equagdo (1.22) se reduz a:
Lo (@5{,})) ~0. (4.23)

Isto nos induz a representar o potencial escalar magnético, ®p7, como a série a seguir:

ool + (5) o+ () o+ (121)

a qual, ao ser introduzida na equacio (4.22), resulta em:

Lo () + (R,) (2o (057) +£1 (@)] +---=0. (4.25)

: P ¢ ~ . s
Portanto, até primeira ordem em T solucdao para o potencial escalar magnético,
0 X .
s, é dada pelo seguinie sistema de equagdes diferencials:
» O\ _
Lo (#4)) =0, (4.26)

£o (0§7) = -£u (o) - (4.27)
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: . N , s A . {0)
A seguir apresentaremos as solugoes para os polenciais escalares de ordem zero, @), e

(1)

de primeira ordem,

4.3.1 Cdélculo do Potencial Escalar <I)M)

De acordo com a equagio (4.26), o potencial escalar magnético, @5,?!), satisfaz a equagio
diferencial:
9 g\ 52¢9)
Lo (8} = p— M M 4.28
cuja solugéo é [37]:
‘I’}(\? (0,0, 00) = Z Z C{No?ka,k(P) el motk)fe - Nnow:] : (4.29)
N=1lk=—00

em que Fy r(p} é dado por:

pNmotklhara 0 < p < 1 {regifo interna & cimara),

Fralp) = (4.30)

pINmotkl - para p > 1 (regiio externa  cimara).

- by .
As condigdes de contorno (4.16) e {4.17}, quando termos da ordem de A ou superiores
0
sdo desprezados, simplificam-se para:

(0)7°
[M’M] =0, (4.31)

wlh o=
= gHOh §7 i (4.32)
) T N=1

A fim de tornar mais direta a aplicacio das condi¢des de contorno acima, fizemos uso

da seguinte igualdade:
(Nmo + k}8: — Nnow, = ky — NmoAsen(#;) + Nug, (4.33)

(0)

para reescrevermos o potencial escalar @3, como:

00 00
S'VI p16t’(,0t Z Z (NI\,'?CNI» Ek(}g Ning Asen{8¢)] ‘LN"Ztt. (434)
N=1 k=-c0
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Nas expressoes a seguir fizemos uso da nota¢o simplificada ]—"N’k(p), para representar-

mos a derivada de Fy 1(p), em relagio a p, e da ignaldade

e-ing}\sen(Og} — Z Tk (N’.’n[))\) eik‘()t \ (435)

k=—00
em cuja expressio Jy sio fungdes de BEsseL cilindricas de ordem iuteira.

Da condigdo (4.31) obtemos a seguinte expressao:

Z Z [c wF il )] RO Nmodsen(@)] giffus = g, {4.36)

N=1k=—00

a gual, quando substituimos f}vh(l)) pela fungio correspondente, resulta em:
0 0
=0, (4.37)

De modo andlogo, de (4.32), temos:

/ Ih o~
Z Z iN [(/N L}-N.R(p)} [kag_j\vnu)\sen{ﬂt)] tNue 2!“’_0__{_ Z e'cN'ug, (4:38)

N=1 k=—o00 T N=1

que, por sua vez, resulta em:

CNE T ONET

(0}, (O

Os coeficientes CNE € CN sio facilmente obtidos resolvendo-se o sistema de equagoes

{0)e (o)z tolp 4 20
Q_iN:rr J(Nmoh) . (4.39)

algébricas formaclo por (4.37) e (4.39). Feito isto, e reescrevendo p como 2o potencial

b . 1

t
v (D . .

escalar magnético (I.)EW) estd determinado.

Para a regifo interna 3 cimara de coufinamento, o potencial é dado por:
g p I
| Nrmo +-Af
J‘!" N?TL()A) ( ) '[{N7)Lo+k)0¢—NTlgt,0¢] (4 40)
, A

[ew)

1 Ia
(DEI[/}) (”a&t:@t IUIU i Z Z

N=1 k=—c0
enquanto que, para a regido externa a cimara de confinamento, ele é dado por:

00 ~{Nmo+k|
‘D( ) (? " gt’ (Pt I(JO [f: Z Z fk NT”UA (b ) ¢ e’i[{N’rn()-i'k)Gg—N?Lo"pg} . (4.,1]_)
H

N=1 k==c0
Duas observagdes, que tém como conseqiiéncia a simplificacao das expressoes acima,
podem ser feitas.

A primeira é que apenas o termo N = 1 é relevante para a descri¢io do potencial

1/ INwmo+ki
N \ b

escalar magnético, haja vista que,
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tende rapidamente a zero, a medida que N cresce.
E a segunda observagao é a de que apenas os valores de &, para os quais |k} < my, sdo
necessarios para uma boa aproximagao da expressdo (4.35).

Assim sendo, podemos reescrever as expressoes (4.40) e (4.41) da seguinie forma:

(0)i ,uof; - r\ (moHR)
oL (re, B0, ) = — 3 Z Te(moA) (b ) etllmo+k) 0 —now:] . (4.42)
k=1 t
B I 7L —(mo+k) _ )
‘-L’Ew) (re, Ory00) = A Z Ji(moA) (b ) eillmoth)0e=nowe] (4.43)
k=g
[) importante notar que, apesar de (D%{}} ser uma solucio de ordem zero em [_{f"’ ele ja

possui algumas caracteristicas toroidais. Isso ocorre em virtude das linhas de forga ch cam-
po magnético de equilibrio apresentarem uma helicidade nido uniforme como consegiiéncia
da curvatura do dispositivo de confinamento o que, por sua vez, levou-nos a adotar hélices
condutoras de correntes elétricas cujas helicidades também nao eram uniformes. Além do
fato, é claro, de o sistema de coordenadas (ry, 4, ¢;), em fungdo do qual ([)53,) foi obtido,
ja conter propriedades toroidais decorrentes de sua defini¢io.

A primeira caracteristica é que outros modos, diferentes do modo (mo, ng) das hélices,
estdo presentes no campo perturbativo. O acoplamento destes modos dqueles presentes
no campo magnético de equilibrio, decorrentes da geometria toroidal, altera a formagao
das ilhas satélites; esse efeito nfo ocorre para equilibrios cilindricos.

A segunda caracteristica trata das amplitudes de cada modo que, ao contririo do que

ocorre com hélices de passo uniforme, so moduladas pelas fungoes de BESSEL Ji(mgA).

4.3.2 Calculo do Potencial Escalar @5;}}

O potencial escalar magnético ‘I’%}I) satisfaz a seguinte equagdo diferencial nio homogénea,

dada por (4.27):

o ( oo\ ael) |
.()% (P ap + 262 = —L(Phr) (4.44)

na qual o termo de fonte £1(<I>$I)) é dado por:
2¢{0) (U (0) 20}
N g Oy o}, B dP;, RLURY
L @)= ~p {cm(f);) [Zp 5 M4 3 (9,0 sen(6;) 8(%_ +2p dg,gd .

(4.45)
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A solugao da equagho (4.44) é representada pela seguinte composicio:
}
o) = o 1 o) (4.46)
1) 4

na qual q)(?) é uma solucao particular da equacdo nao homogénea e <b([ é uma solugio da
equacio homogénea.,

Substituindo as solugdes {4.42) e (4.43), obtidas para q);?f), em (4.45), encontramos,
para (0 < p < 1, o termo de fonte:

£ ((Dj(ﬁ)i) e Es—:i i‘i (mo + £)[2(me + k) + 1] (7':‘;0)\)[){"”°+k)+" pillmoth=—1)8c-now:] ,
k=—m
0 {4.47)
e, para p > 1, o termo de fonte:
L@y = _ﬁ% Z (o + k)[2(mo + k) — 1JJu(moA) p~ (o tB) 1 gillmotht)ie=nopd,
ez =
" (4.48)

Os resultados (4.47) e (4.48) sugerem uma solugdo particular para a equagio (4.44} do
seguinte tipo:

e

(p%’j-})'a _ JUOIh. Z (Cgcp)ip(mo-{-k)-g-l ei(R:—l)ﬁ'n) e—wimg)\sen(ﬂg) e-iu; 1 (,149)
i
k=—mg
g
‘DES)C - ,U'(.)[h, Z (CED)G p—(?rLo—l-k)-J;—l ei(.fc+1)0¢) e—i?fi()/\ﬁell(ﬂg) eim ) (450)
e k=-—mmg

Os coeficientes ([p) cgf}e s30 obtidos substituindo (4.49) e (4.50) na equagdo (4.44}).
Fazendo isto temos:

Jk(mo)\)

CELP)Z = ~12(mg + k) + 1] 1 1 (4.51)
e J oA
cg_p) ~{2(mo+ k) — 11——%—Q . (4.52)
A solucdo da equagio homogénea:
o [ ool o%el)
— 2o=0. 4.53
& (” B ) T o8 (4.53)

é dada por:

g .
(D%f;) — Z (Ci+)f;£+)( ) i(k+1) (Jt ( )j_-( )( ) z{k-—l)ﬂt) e—img)\sen{ﬂg} BM“, (454)

k= =g
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na qual }",E“)(p) é dada por:

plmotE=1l - para 0 < p <1,

prlmoth=1l wara p > 1,
e fk(:'i') (p) é dada por:

plmotk+ll para 0 < p < 1,
F(p) = "

prlmotk 1l hara p > 1.

; & e .. o
Analisando o termo 7 da condigao de contorno (4.16), temos, em termos de p,
g

que:

é"-Vut 1

&' {[my 4+ moA cos(8;)]8* — nee®} =

il T gl
)2
= ['fng + mpA COS(Q-t):! ;J,WIT = (457)
= % sen{8;)imo + moA cos{d,)] E‘ .
0

_ b
1- QR—;,),O cos{6;)

. . . B t I
Assim sendo, considerando-se apenas os termos proporcionals a T as condigbes de

0
contorno para o potencial escalar (I)J(mld) 580:
AN ol :
——5—3’L = 2 - sen (0;)[mo + moA cos{f;)le"™ (4.58)
a@(l) €
[&f =0. (4.59)
Da condi¢io de contorno (4.58), obtemos a seguinte expressao:
[!’ g ' . il ‘ 2 . )
. JLL’;)ﬁf Z {{(7?7,0 + k) _ L]Cgp) el{k+l)0c + {('H’LO + k) + l]cgp) e‘t(k i)(h}e%ug +
k=g
o e . ! G . .
+ Z {l;(‘;(f)fé'l') (P)} . et(k+l)0¢ + 1:65:)_7:‘{") ([))] - et(k—l)();} ittt —
k=-mqg : !
- __JLL;:}TFi Z (’fn'[} 4 k’)J}c(WT’D)\) (ez(k+1)05 _ ez(k—l)ﬂz) e (460)

k=-—mg
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na qual fizemos uso da igualdade:

IS n
sen(6,)[mo + oA cos(dy)le imgAsen(fr) = 5 z (mo + k) Ji(moA) (e ( ikt 1)0e _ ez(k*l)m) :

k=—co

(4.61)

Substituindo as expressdes correspondentes a ]:é-'_}l(p) € fﬁg—)’(p), obtemos o seguinte
(+) , (=),

conjunto de equagoes para os coeficientes ¢’ e ¢

oHe D 0 I [(mo+k=1) e (motk) § .
ta =m0 [ o + &+ 1 K o+ k + 'L[Jk(mo)\) ' (4.62)
(e ) _podn [(mo +k+1) py . (motk)

im | |mo+ &k — 1] “ |mo + &k — 1

Jk(mo)\)] . (4.63}

Da condicao de contorno (4.59), temos:

Mo g

E%r{ﬁ Z (Cg))cei(k+1)0¢ Ck )i ji{k=1)8 ) el | Z {[( (+) £ ( )re.a‘(kﬂ)at_'_

%
ka—m A.-_-mm()
]

L)

2

o= 1)&;} olut — =0, (4‘64)

que, por sua vez, resulta em:

c 1 Iy e
C§c+) — cgf) _Holh (p} {4.65)
i
—Je -t I i
c,(C e CEC Yo “_U__"_ECEP) , (4.66)
o
Resolvendo o sistema de equagdes algébricas (4.62-4.66), obtemos os coeficientes ¢ (+)e ¢
e cg Jo¢ o termos dos coeficientes da solugio particular c{p) c(.p ¥ como sendo:

(+)z _ paly
P27

{ [(mo +k-1) ] e _ (mg + k)
lg + & + 1 | |mo + & + 1]
(+}c _ polp { (mo+k — 1) N 17 (9o _ (mo + k)

J (m@)} , (4.67)

(4.68)

= — ] A)
iom I + &k 4+ 1] Ck |0 + &+ 1 +(mo

[(mo+k’+1) +1] iy ot k) mDA% (4.69)
3

U[h

i2m |mo + &k — 1 k |m0+r’c-i|

Jode ol [Tlmo+k+1) ] i (motk) k)
k@2 | mo+ k-1 1" imo + k- 11

—

it Jy (Mo ) (4.70)

Com isto, finalizamos o célculo do potencial escalar magnético, corrigido até primeira

by
ordem em —-, que é dado por:

R

‘ by A
by = 0 + e (q)(p) + <I>fw)) : (4.71)
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Como estamos interessados apenas no campo magnético interno a camara de confi-
namento, de agora em diante iremos suprimir os indices @ e e das expressdes para os
coeficientes, com excegio dos coeficientes da solugdo particular, e para o potencial escalar

magnético.

4.4 Campo Magnético Helicoidal

Como dissemos antetiormente, o campo magnético gerado pelo par de hélices é calculado,

a partir do potencial escalar magnético s, como:

~ Obpr ., 0Py O0Prr 3
B3, = 2 - 2
L TR P
Suas componentes contravariante sio:
. LY Py 1.
Bh = Mo gt 4.72
h — 8 t J + 89: g 1 ( )
" 5‘1’14 8‘DM
B} = g g% 473
h — (f) t + (98,5 H ( )
Ly 0P -
B e g% 4,74
h 8(,0.! g ( )

em cujas expressdes os coeficientes métricos sao dados por:

gt=1- 2_603(9t)

7
gt = R sen(th) = g2,
97 = ;?",
s %

Substituindo esses coeficientes métricos nas expressoes para as componentes contrava-

riantes de B), obtemos os seguintes resultados:

00 (5N T 0 ot g _ o7 ITM 1994
B} = /1% I, —|—(~EE) 5;( +‘I)M)_2b_¢ 5 cos(f) + b, 50, sen(8:)|

T

(4.75)

)| . (I)(U)
B} = ;La(bM + (ﬁ) ]iwli———q— (<l>(p) @{’L)) ; _daM sen(f?t)l ) {4.76)

¢ OTy

Bl =0, (4.77)
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: by
nos (uais os termos de ordem maior que A foram desprezados.
o
Mostramos, a seguir, os perfis poloidal e radial da componente contravariante B | haja

vista que csta é a componente relevante para as modificagdes topoldgicas das superficies
magnéticas de equilfbrio causadas pelo campo magnético de perturbagio. Esses perfis

estio normalizados em fungdo do valor de By = B3{0).

6.0 - 1 ¢ T
40t k
20 | 4
TD .
= 0.0 -
-
ot}
- i
m
2.0 -
-40 -
-6.0 . i 1 e 1
0.00 1.67 3.14 4.71 6,28

0

1
Figura 4.2:  Perfil poloidal da componente contravariante B, do campo magnético de perturbacio
Tt . N ;.
para: (mg,no} = (4,1), {p = 0,3% de I, A = 0,48 ¢ — = 0,91 correspondente a superficie com
o
4
¢ = T
A figura-4.2 mostra o perfil poloidal da componente contravariante B} do campo
o ~ Ty - .
magnético de perturbagio calculado em — = 0,91, Pode-se notar que, devido ao fato
[
dos condutores helicoidajs estarem mais préximos na regiao interna da camara de confina-
mento, a intensidade do campo magnético nesta regido é menor do que na parte externa
da cimara de confinamento.
A figura-4.3 mostra, por sua vez, a dependéncia com 7 de (]B},’I)Dt, a média em & do
médulo da componente contravariante B}L. Vemos que a intensidade do campo magnético
& bastante atenuada & medida que regides mais préximas ao centro da coluna de plasma

sdo consideradas. Conseqiientemente apenas a borda da coluna de plasma deve sofrer, de

forma considerdvel, os efeitos do campo magnético de perturbagdo. A atenuagio segue
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T T Ee e

4.0 |-

3.0

20 F e

<|B,' /B, x10*

0‘0 L LI L 1 1. 9
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.3:  Perfil radial da componente contravariante B} do campo magnético de perturbacdo

3
para: (g, no) = (4,1), I = 0,3%de [,, A =0,48e 0, = w);:z O valor de B;t é normalizado por
By = BU3(0).

mg—1
uma forma polinomial cujo termo de maior grau é proporcional a L
Tstas caracterfsticas concordam com perfis, obtidos experiment:iimente, de campos
magnéticos de condutores helicoidais para os quais uma helicidade nao uniforme foi con-
siderada {13, 38].
As expressoes (4.75-4.77) serdo utilizadas, no préximo capitulo, para calcular o tragado
das linhas de forca do campo magnético de equilibrio perturbado pelo campo magnético

das hélices.
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Capitulo 5

Linhas de Forca do Campo Magnético

Ressonante

Aqui, combinamos os resuliados obtidos nos dois capitulog anteriores com o objelivo de
estudarmos a influéncia do campo magnético helicoidal externo sobre o campo magnético
de equilibrio do plasma. Isto foi feito através do mapa estroboscdpico das linhas de forga
do campo magnético total — B = BO 4+ B, —, o qual consideramos como sendo uma
superposicio linear dos campos magnéticos envolvidos. Desprezamos, portanto, qualquer
forma de reagiio do plasma ao campo magnético externo em virtude deste ser muito menos

intenso do que o campo magnético de equilibrio.

Antes, porém, apresentamos o cilculo do pardmetro A em termos de uma série de
poténcias do inverso da razo de aspecto. Este pardmetro foi utilizado, no capitulo ante-
rior, para descrevermos a lei de enrolamento das hélices condutoras de correntes elétricas
como sendo u; = mp[f; + Asen(f;)] — now: = constante. Durante o desenvolvimento des-
te calculo esclarecemos o porqué desta particular escolha para a lei de enrolamento das

hélices.

Finalizamos este capitulo apresentando uma descrigdo hamiltoniana, para o limite de
razdo de aspecto grande, desse sistema formado por um plasma magneticamente confi-
nado sujeito & acdo de um campo magnético perturbativo criado por um par de hélices

conduzindo correntes elétricas de mesma intensidade, porém, em sentidos opostos.

47
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5.1 Calculo do Parametro A

Como mencionamos, na secdo 4.1, campos magnéticos ressonantes podem ser criados por
condutores de correntes elétricas, enrolados sobre a parte externa da camara de confina-
mento do plasma de modo a reproduzir o tragado helicoidal das linhas de for¢a do campo
magnético de equilibrio sobre a superficie racional que se deseja perturbar. Portanto, se
desejarnos determinar de que maneira iremos enrolar os condutores precisamos, antes de
mais nada, saber qual é o tragado de uma linha de for¢a sobre uma superficie magnética
ractonal.

A equagio que descreve o tragado de uma linha de for¢a do campo magnético de

equilibrio &:
B0 xdl=0, (5.1)

na qual B ¢ dado pelas equacoes {3.41)-(3.43) obtidas com a aproximacgio W, (r, 8;) =
v ().

Adotando-se as coordenadas polares toroidais, (74, 8y, (), para descrevermos dl_: assim
como, as componentes contravariantes de B©® (equagbes 3.41-3.43), a expressdao acima

implica no seguinte sistema de equagbes diferenciais:

dry

— =0, 5.2
Jon (5.2)
d()g i [ ™ ]

— = f— 2—cos(f;)] . 5.3
d(Pt QC(T.!) 6 ( i) ( )

, . . - Ty
no qual q.(r;) € o fator de seguranga, na aproximagio de ordem zero em R dado por
0
(3.48).
Este sistema de equagoes diferenciais pode ser integrado analiticamente resultando,

para as condigoes iniciais r, = 2, 8; = 0¥ e @, = ¥ = 0, em:

re{ps) = ?“? ) (5.4)

1 )
Q(T?) SEN (Wlpt + | (7‘?, 9?))
t

i
1+ cos (—— + P, 69 )
(](P?) e ( b 4 )

61ir) = 2arcg
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em cujas expressdes 02(r) e I'(r}, 8Y) sio dadas por:

1 sen (69)
[0, 69) = 2 arctg : .
(i, 6:) arctg [Q(’!‘?) (1—]—(:03(9.?))} ’ (57)

e q(r?) é o fator de seguranga, dado por (3.51}, calculado em r; = Y,
¢ P £

23] J—. . r

ari b

157 .

0.00 L ' L ; : :
0.00 1.57 3.14 471 6.28

o,

Figura 5.1: Tracado de uma linha de for¢a do campo magnético de equilibrio (em vermelho)

localizada sobre uma superficie racional com ¢{(r}*") = T A linha pontilhada corresponde a uma hélice

com passo constante.

Na figura-5.1 mostramos, em vermelho, o tragado de uma linha de forga do campo

- R - " . m 4

magnético de equilibrio sobre uma superficie magnética racional com q(ri**) = — = 7"
n

Nela, a curva pontilhada representa o tragado de uma hélice com passo constante cuja lei

de enrolamento é:
mofly — npyr = constante. (5.8)

Comparando-se as duas curvas notamos que os efeitos da geometria toroidal sobre o campo
magnético de equilfbrio resultam numa linha de for¢a cujo tragado é bastante diferente
daquele dado pela expressdo (5.8), indicando que uma expressio diferente dessa dada por

{5.8) deve ser usada para descrever os condutores helicoidais, instalados sobre a cimara
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de confinamento do plasma, de modo que estes possuam o mesmo tragado das linhas de

forca.

¥ ogaq b

N

0.0p Lusiiis : \ ; !
0.00 157 3.4 47 6.28

L2
Figura b.2: Tracado da linha de forca do campo magnético de equilibrio localizada sobre uma

superficie racional com ¢ == 7 &m termos das varidveis angulares ¥ e ;.

Para obtermos essa expressio primeiro adotamos um novo ingulo poloidal [39, 40}, ¢,

1 0 p(0)3
T?(T‘-t,g-g) = TL B 0)2 df

f:
R, / 1 2———— COq(B)

_QaLLLg[ G )(1?25)2,(3%))] ’

em termos do qual as linhas de forga do campo magnético de equilibrio possuem um

dado por:

passo constante. Desta forma, o tragado das linhas de forca pode ser representado pela

exXpressao:
mo?¥ — noy, = constante, {5.10}

como podemos verificar através da figura-5.2.

O angulo @ pode ser expandido na seguinte série de Fourrier (ver apéndice-A):

P =0 + Z o (ry) sen(ld,) (5.11)
{==1
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eI cuja expressio:

T 2 oo . 2k
] T Rk+012 (r .
""’(”)“\/“’1(35) P AVY (5.12)

k=0
Retendo apenas o termo correspondente a { = 1 em (5.11) ficamos com a seguinte

expressio para 9
9 = 6 + o sen(ty) . {5.13)
Adotando A = a; e substituindo {5.13) em (5.10) obtemos:
mof: + Asen(8;)] — nop: = constante, (5.14)

que é justamente a lei de enrolamento que adotamos, no capitulo 4, para descrever os

condutoras de correntes elétricas.

471 |

Y o344t

0.00 1.57 3.14 4.71 6.28

Figura 5.3:  Gréfico refacionando as coordenadas ¥ e #; para uma linha de for¢a do campo magnético
4

de equilibric localizada sobre uma superficie racional com ¢ = T

A figura-5.3 mostra a relagao enire ¥ e &, para uma linha de forga que se enconfra
4
sobre a superficie racional com g = T A curva cheia corresponde 4 solugio exata, (5.9),

enquanto que a linha tracejada corresponde & expressdo (5.13).

) . . . 'l"f T,mn
Para a linha de forga indicada na figura-5.1 e na figura-5.2 o valor de — = :
0 @

. 4
utilizado foi =t = 0,91 ao qual corresponde o valor A = 0,48 e g = T Isto pode ser
¢ .
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Figura 5.4:  Gréfico relacionando o fator de modulacdo poloidal da helicidade dos condutores de

correntes elétricas, A, com o fator de seguranca da superficie magnética de equilibrio, ¢, que se deseja
perturbar.

verificado na figura-5.4 que relaciona o valor do fator de modulagio poloidal da helicidade
dos condutores de correntes elétricas, A, com o valor do fator de seguranca da superficie
magnética de equilibrio que se deseja perturbar.

O angulo 9 sera utilizado, no final deste capitulo, para a determinagao de uma descricao

T
R}
de partida para a obten¢do de um mapa simplético para um conjunto de anéis limitadores

hamiltoniana (no limite em que — 0) que serd tomada, no capitulo 6, como ponto

magnéticos cadticos.

5.2 Mapa Estroboscépico das Linhas de Forga

O comportamento de um sistema dinamico pode ser descrito por um conjunto de equacgtes

diferenciais, do seguinte tipo:

dv |
”&}l = PI(UUU'Z;"‘ :Uﬂ:t):
(5.15)
v ‘
*“(Etﬂ = Fp(vy vz, Uns b}

que expressam a taxa de variagio temporal das coordenadas de estado do sistema como

uma funcio de seu valor presente.
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A medida que o sistema dinédmico evolui com o trapscorrer do tempo, ele ocupa uma
série de posicoes em seu espago de estados. Estas posicdes formam uma curva continua
que chamamos de trajetéria na qual a cada instante, ¢, corresponde um ponto P(t) =
(Ul (t)#v2(t)a <oy Un().

O mapa estroboscépico desta trajetéria é o conjunto, Mg = {P{ty), P{to + 1), P(to +
21", - -}, dos pontos do seu espago de estados, ocupados pela trajetdria, que sao amos-
trados a intervalos regulares de tempo.

Para um sistema dinamico com um grau de liberdade, cujo espago de estados é bidi-
mensional, o mapa estroboscépico resultante consiste numa seqiiéncia de pontos sobre um
plano.

Na secao 5.1, vimos que a equagio que descreve o tragado das linhas de forga do campo

magnético, dada por:
Bxdl=0, (5.16)

implica, justamente, num conjunto de equagdes diferenciais do seguinte tipo:
d?‘ﬁ 13;-11

dp:  BOP LB}

de, BO?4pE .
E@* = m— Fy, (Ttpgta ) (‘)-18)

-P;": (Tt: 7 (Pt) ' (517)

em cljas expressoes as componentes contravariantes de B sio dadas por (3.41-3.43) e
as componentes contravariantes de B por (4.75-4.77).

Como podemos notar das equagdes acima, o cdlculo do tragado de linhas de forga de
campos magnéticos é andlogo ao cilculo de trajetérias de um sistema dindmico com um
grau de liberdade no qual r¢(¢), 8:(¢:) e 1 equivalem 3s coordenadas de estado v (¢},
va(t) e ao tempo ¢ respectivamente. Conseqiientemente, podemos construir um mapa
estroboscépico das linhas de for¢a do campo magnético de equilibrio, perturbado pelo
campo magnético de um par de hélices enroladas sobre a cimara de contengio do plasma,
amostrando os valores do par de coordenadas ry{¢;} e #:(¢:) a cada incremento de 27 no
valor de .

Para tanto é necessario integrar o conjunto de equagdes diferenciais formado por (5.17
e 5.18) o que, porém, ndo pode ser feito analiticamente como ocorreu na se¢zo 5.1, quan-
do apenas o campo magnético de equilibrio foi considerado. Isto nos obrigou a adotar
um método numérico de integragao no cilculo do tragado das linhas de for¢a do campo

magnético.
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O método de integragio numérica que adotamos chama-se Método Bulirsch-Stoer com
Extrapolacio de Richardson cujo algoritmo pode ser obtido em [41].

A integracio foi realizada da seguinte forma: para cada linha de for¢a uma condigio
inicial, P{0) = (r{0},8:(0)), foi escolhida e este par de coordenadas era o primeiro ponto
do mapa estroboscépico; os préximos pontos foram obtidos integrando-se o sistema de
equactes diferenciais e coletando os pares Plpy) = (ri(y:), #:(¢:)) sempre que @, losse
igual 2{x com [ sendo um inteiro positivo,

Aqui cabe um esclarecimento. Vérios trabalhos sobre tragado de linhas de forga de
campos magnéticos em tokamaks costumam tratar por segio de POINCARE o que estamos
chamando de mapa estroboscépico. Uma segdo de POINCARE registra os pontos oriundos
da intersecio da trajetéria com uma determinada superficie sempre que a trajetoria cruza
esta superficie num mesmo sentido. Embora os resultados sejam equivalentes, eles sao
conceitualmente diferentes pois, na segio de POINCARE, os intervalos de tempo entre pon-
tos consecutivos podem nio ser regulares e, no mapa estroboscépico, os pontos ndo estao,
necessariamente, sobre a mesma superficie. O termo segio de POINCARE é conseqiiéncia
da analogia entre sistemas hamiltonianos com dois graus de liberdade, periddicos, cujas
trajetérias repousam sobre toros e o tragado das linhas de for¢a do campo magnético
que, em tokamaks, repousam sobre superficies magnéticas toroidais. Neste caso, porém, o
ingulo ¢; perde sua analogia com o tempo ¢.

A seguir, mostramos um mapa estroboscépico tipico obtido através deste procedimento
de integragho numérica.

Este mapa (figura-5.5) foi obtido usando-se os perfis, indicados na figura-3.2 e na
figura-3.3, que descrevem o campo magnético de equilibrio. J& o campo magnético de
perturbacio foi calculado para os seguintes pardmetros: (mo,ng) = (4,1), I, = 0,2% de
Ip e A= 0,48. Nele é possivel notar os vérios tipos de superficies magnéticas que coabitam
0 IMESMo mapa.

Primeiramente, notamos as superficies regulares quase periédicas indicadas por cur-
vas continuas e para as quais o fator de seguranga, ¢, ¢ um némero irracional. Estas
superficies sio as correspondentes das superficies KAM {KoLMOGOROV, ARNOLD E Mo-
SER) em sistemas hamiltonianos e sio compostas por linhas de forca que jamais se fecham
sobre si mesmas. FElas representam constantes de movimento cujos valores podem ser
aproximadamente calculados pela teoria de perturbagio clssica [42].

H4, também, as superficies regulares periédicas (com valores de g racionais) que contém
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Figura 5.5:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético B = B 4 B, Para
uma corrente nas hélices, I, igual a 0,2% de I, e pardmetros para a lei de enrolamento dados por:
(mo,no) = (4,1) € A = 0,48. As cadeias principais de ilhas priméarias e intermedidrias para as quais
m 23 5L .
g=—=- e — estdo indicadas na figura.
n 1 1

i
[T

71) H

—

linhas de forcas que se fecham sobre si mesmas apos um certo nimero k, por exemplo, de
iteracoes do mapa. Estas linhas de forga sao indicadas por um conjunto de & pontos como
aqueles que se encontram no centro das ilhas magnéticas.

Depois, podemos notar as cadeias de ithas magnéticas que se formam ao redor das
regides para as quais o fator de seguranga & um nlmero racional. Essas cadeias de ilhas
podem ser classificadas em trés tipos diferentes: cadeia de ilhas primarias que apresentam
as malores larguras e sao decorrentes das ressonancias entre os harménicos do campo
magnético de perturbagio e o campo magnético de equilibrio nas regides em que o fator

mo, i . . . .
de seguranga, ¢ = —, € um namero racional; as cadeias de ilhas intermediarias que se
n

m’

- . . .o m ;e
formarn entre as cadeias de ilhas primarias com ¢ = — e 4 = ao redor da superficie
n

n
- m +m/ , . . o
magnética para a qual ¢ = —————; as cadeias de ilhas secundarias que se formam no interior
O
de outras ilhas em decorréncia das ressonancias dos harménicos do campo magnético de
perturbacio em regides onde o fator de seguranga local {que mede o giro de uma linha

de forca com relagao ao ponto eliptico no centro de uma. ilha) apresenta valores racionais.
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A teoria de perturbagao cldssica ndo se aplica a estas superficies, uma vez que todas se
originam de ressondncias. [Entretanto, podemos aplicar a teoria de perturbagdo secular
para removermos ressonincias localizadas e, com isso, calculd-las de forma aproximada.
Na realidade existem cadeias de ilhas magnéticas ao redor de todas as superficies para
as quais o fator de seguranc¢a assume um valor racional; porém, muitas delas sdo tdo
pequenas que ndo é possivel vé-las no mapa. Se chamarmos de A,, , a largura de uma
. . m " .
ilha que se forma ao redor da superficie para a qual g = —, vé-se que a razao entre essa
n

largura e a largura de uma ilha intermediéria é, de forma aproximada, dada por [42]:

*]m-l—m’ (Ti')
I (7))

Am-{—m’ Jtnt .

e 2 {5.19)
/—\m,n

em cuja expressio .J, sdo fungoes de BESSEL de ordem m. Como um exemplo, a razio

m4+m 9

entre a largura de uma ilha intermedidria para a qual ¢ = formada entre as

n4n 2
. \ i m 4 m 5,
cadejag de jlhas paraas quals = — = —eqg=— = -, &
T 1 n! 1
Ag ; Jg(m
02, [1o() ~0,1. (5.20)

AS,I - Js(ﬂ")

j

As localizacdes ¢
2 3
q = 1‘5 q= '1“: 9=

as cadeias principais de ithas primdarias e intermedidrias para as quais
9 5

S

qF G eq=7 estao indicadas na figura-5.5. Nessa figura pode-se

notar que a cadeia de ilhas intermedidrias para a qual g = 3¢ nitidamente mais estreita
. . s . 4 5 , .

que as cadeias de ilhas primdrias para as qnals g = Te9=1 conforme especificado pela

equagdo {5.19).

Finalmente, temos regides do mapa para as quais ndo podemos definir uma superficie.
Estas sio ocupadas por linhas de forgas cadticas que se espalham pelo mapa preenchendo
grandes extensoes do mesmo. Podemos notar, da figura-5.5, que hd tipos distintos de
regides cadticas. Uma, formada préxima & scparatriz de uma cadeia de ilhas, é cstreita e
se mantém entre superficies KAM. A outra, surge quando a intensidade da perturbacio &
grande o bastante para que vérias regides de caos de separatriz se interconectem permitindo

que as linhas de forca se espalhem por uma regido bem ampla.

5.2.1 Mapas para A =0 e para A = 0,48

A seguir apresentamos alguns mapas estroboscépicos (ver figura-5.6 até figura-5.13) obti-
dos para os seguintes valores da corrente elétrica nos condutores helicoidais: [ = 0, 1%

de I,, I = 0,2% de I, I = 0,3% de I, e I, = 0,4% de I,,.
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Para o calculo desses mapas, consideramos os perfis de equilibrio indicados na figura-
3.2 e na figura-3.3. Esses mapas foram calculados para o valor de A = 0, correspondendo a
um par de hélices enroladas sobre a cAmara de confinamento com uma helicidade uniforme,
tal qual a curva pontilhada da figura-5.1, e para A = 0,48, correspondendo a um par de
condutores enrolados de modo a acompanharem o tragado das linhas de for¢a sobre a
superficie para a qual ¢ = ft—

Ha dois aspectos interessantes a se observar nesses mapas estroboscépicos: o primeiro
é que as ilhas magnéticas de uma mesma cadeia nao apresentam tamanhos iguais e os
seus pontos elipticos centrais nio estdo igualmente espacados na diregdo poloidal. Elas
sdo menores e estio mais perto umas das outras na regifio préxima ao eixo de simetria
da cimara de confinamento, provavelmente em conseqiiéneia do fato do perfil poloidal
de B} apresentar picos de menor intensidade e mais proximos entre si nesta regido (ver
figura-4.2). Esta caracteristica, que ndo é obtida por modelos cilindricos com corregao
toroidal apenas no campo B, [18, 45], est4 de acordo com alguns resultados experimentais
encontrados na literatura [43, 44]. O segundo aspecto é que o efeito perturbativo produzido
pelo campo magnético das hélices se mostrou mais concentrado ao redor da superficie para
a qual g = zﬁ = % (ver figura-5.9) quando consideramos um par de hélices, conduzindo
correntes elétoricas em sentidos opostos, enroladas sobre a cimara de confinamento de

acordo com as seguintes leis de enrolamento:

mol#: + Asen(f)] — nogr =0, (5.21)
mo[f + Asen(8)] — nopy =, (5.22)

em que (mp, o) = (4,1) e A = 0,48. Essas expressbes para a lei de enrolamento descre-

vem o tragado, com helicidade nio uniforme, das linhas de forga do campo magnético de

o .. mg 4 )
equilibrio sobre a superficie paraaqual g = — = T Por outro lado, quando consideramos

o
am par de hélices enroladas de acordo com as seguintes leis de enrolamento:

?Tbogg — Mgy = 0 s (523)

mofy — oy = T, (5.24)

em que (mo, no) = (4, 1), comumente utilizadas e que ignoram a helicidade ndo uniforme

das linhas de forca, o efeito perturbativo do campo magnético destas hélices foi mais
" : mo 4 . -
acentuado para superficies para as quais ¢ > — = » como visto na figura-5.8.
10 1 ’
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Figura 5.6:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético B = B® 4+ B,. Para
uma corrente nas hélices, I, igual a 0,1% de I, e pardmetros para a lei de enrolamento dados por:
(o, mo) = (4,1) e A = 0. Perfis de equilibrio considerado na figura-3.2 e na figura-3.3.
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Figura 5.7: Mapa estroboscépico das linhas de forga do campo magnético B = B® + éh. Para
uma corrente nas hélfices, Iy, igual a 0, 1% de I, e par@metros para a lei de enrolamento dados por:
(mo,no) = {4,1} e A = 0,48. Mesmos perfis de equilfbrio da figura anterior.
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Figura 5.8:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético 5 = B(®) + f,. Para
uma corrente nas hélices, [, igual a 0,2% de I, e pardmetros para a lei de enrolamento dados por:
(ro,mo) = (4,1) e A= 0.
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Figura 5.9:  Mapa estroboscdpico das linhas de forca do campo magnético B=BO® B, Para
uma corrente nas hélices, I, igual a 0,2% de [, e pardmetros para a lei de enrolamento dados por:
(g, no) = (4,1) e A= (0,48,
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Figura 5.10:  Mapa estroboscdpico das linhas de forca do campo magnético B =B 4 B,. Para
uma corrente nas hélices, I, igual a 0,3% de I, e parmetros para a lei de enrolamento dados por:
(rng,no) = (4, 1) e A= 0.
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Figura 5.11:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético B = B® 4+ B,. Para
uma cotrente nas hélices, I, igual a 0,3% de [, e parametros para a lei de enrolamento dados pot:
(mo,no) = (4,1) e A= 0,48,
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Figura 5.12:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético B=F® + B, Para
uma corrente nas hélices, I, igual a 0,4% de I, e pardmetros para a lei de enrolamento dados por:

(mg,m0) = (4,1} e A= 0.
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Figura 5.13: Mapa estroboscédpico das linhas de forca do campo magnético B =B + B, Para
uma corrente nas hélices, 7, igual a (,4% de I, e parGmetros para a lei de enrolamento dados por:
(?T),U,?’l()) = (4, l) e h = 0,48
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Procuraremos preservar essas caracteristicas -— assimetria no tamanho e localizacio
das ilhas magnéticas e o efeito perturbativo mais localizado -—, quando apresentarmos,
no capitulo-6, um modelo para um dispositivo conhecido como anel limitador magnético
cadtico que tem sido bastante utilizado no controle das propriedades fisicas da periferia
da coluna de plasma. Este modelo, para um limitador magnético cadtico, nos permitird
obter uma aplicagio simplética, @, — T(¥,) = T4 de R? em R2, que tornard muito mais
réapida, quando comparada & integragio numérica de sistemas de equagdes diferenciais
ordinérias, a obtencio de mapas estroboscépicos. Isto é muito importante haja vista que
o tempo computacional gasto no processo de integracio numérica das linhas de forga do
campo magnético de plasmas em tokamaks dificulta muito qualquer andlise baseada em
métodos de dindmica ndo linear tais como: célculo de expoentes de LyaPUNOV e padrdes
de escape, por exemplo.

Na proxima secio, apresentaremos um tratamento hamiltoniano, para o problema do
tracado de linhas de forca em tokamaks, valido para o caso em que podemos desprezar
termos da ordem de — no céleulo do campo de perturbacio. Isse tratamento sera dti,

Rn’
0 _ "
mais adiante, para a obtencio do mapeamento dos limitadores magnéticos.

5.3 Hamiltoniana no Limite de Razao de Aspecto Grande

No final da segio anterior chamamos a atengéo para dois aspectos particularmente inte-
ressantes que resultaram da integragao numérica do sistema de equagdes diferenciais para
o tragado das linhas de for¢a. O primeiro é que ilhas magnéticas, de uma mesma cadeia
de ilhas, no se distribuem uniformemente ao longo da direcio poloidal. O segundo é que
essas ilhas ndo apresentam o mesmo tamanho, confinando, portanto, dreas do espago de
fase de tamanhos diferentes.

Uma vez que a regido interna a uma dada ilha da cadeia é mapeada na regido interna
de outra ilha da mesma cadeja, e estas delimitam areas diferentes, isto nos conduz a uma
aparente violacdo do teorema de LIOUVILLE.

Essa viola¢io cria uma aparente contradigdo, pois é sabido que o problema do tragado
de linhas de forca de campos magnéticos é um paradigma de sistemas hamiltonianos e que,
portanto, deve satisfazer o teorema de LIOUVILLE. Este teorema estabelece que o volume
(no nosso caso a 4rea) do espago de fase ocupado por um conjunto de condiges iniciais

nio se altera quando evoluimos esse conjunto de acordo com a dindmica do sistema.
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Essa aparente contradigio desaparece quando percebemos que o sistema de equacgoes

diferenciais ordindrias, dado por:

dre -
@i == by (Th Oe, 01} ('3-25)
dé .

E?i = Fy (14,0, 1), (5.26)

que descreve o tragado das linhas de forga, estd representado em termos de varidveis
nio-canénicas e apenas para as varidveis candnicas vale o teorema de LIOUVILLE.

MORRISON, num artigo sobre descrigio hamiltoniana de fluidos ideais [46], apresenta
uma discussao elegante sobre descri¢des ndo-candnicas de hamiltonianas.

Seguindo as idéias de MORRISON, consideremos um sistema dado por:

dJ of .
2 2
dt o9’ (5.27)
dd ofl
oy & (5.28)
para o qual temos:
g (do g (dTN _ K oc
%(dt)Jraj(dt)”O (5.29)
Fssa relacio garante o teorema de LIOUVILLE para esse sistemna, ou seja:
dA
—_— = 30
em cuja expressio A(t) , dado por:
Alt) = [djd'z?, (5.31)

& a 4rea no interior de uma curva arbitraria.

Antes de prosseguirmos, reescrevaInos as equagoes de HAMILTON na forma covariante

definindo z* da seguinte maneira:

. 9 parat=1,
7= (5.32)

J oparai=2.

Em termos de z* as equagdes de HAMILTON so dadas por:
. 2 .

dz’ GO iy

"E?_Z;Uc W“[Ziu-]a (5.33)
J=
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em cuja expressdo o colchete de Poisson é dado por:

[fi9] = ZZW i ,Z,, (5.34)

i=1 7=1

com a matriz U, dada por:

A relagio dada por {5.29) representada na forma covariante fica:

2 : 2 2
0 (d DU O H 92 H o
; Ozt (Tﬁm) ZZ ( 3z 9zt t UC 9zidz 3) =0. (5.35)

iz=1 =1

O primeiro termo s€ a,nula, porque U, é constanie. O segundo termo se anula porque U,
é anti-simétrica e P sao elementos de uma matriz simétrica.

Agora consideremos a seguinte transformagio nio-candnica de coordenadas:
7 =z'{z}. (5.36)

Nas novas coordenadas, Z, as equagoes de HAMILTON se tornam:

A7 G ey O . - ,
e ] (57

m=1

com a seguinte relagio para os elementos da matriz U:

{jbm — ZZ 7 Jh (5.38)

=1 j=1

e com a hamiltoniana se transformando como um escalar, ou seja:
H{(z)=H(z). (5.39)

Se reescrevermos a condicio (5.35) nas novas coordenadas, %, ficamos com:

2 o
o fdz oubm o _, . 0*H .
éa—"(da) ZZ( e U ) (540)

=1 m=l

o
Novamente o segundo termo se anula porque U é anti-simétrica e F3i55m sdo com-
0z 0z

ponentes de wma matriz simétrica. Entretanto, para uma representacao em termos de
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coordenadas nio-candnicas para as equagoes de HAMIETON, a seguinte relagao é verdadei-

ra. {embora nao necessiria):
2 2

U™ 9f _
>N o 0 (5.41)

=] m=1

Essa é a situagdo que encontramos quando tomamos as novas coordenadas, z, como

sendo:

#; paral=1,

7 = (5.42)
ry paral=2.
Em razdo disso, temos rjg ) # 0 com A(¢t) dado por:
A(t) = / drdf, . (5.43)

Para que possamos recuperar o teorema de LIOUVILLE nas novas coordenadas & preciso

redefinir A(¢), quando z nio forma um conjunto candnico, da seguinte maneira:
Alt) = / Udr,db; (5.44)

em que I{ e U se relacionam através de:

1
U = e, 5.45
vdetU ( )

O sistema de equagdes que descreve o tragado das linhas de for¢a do campo magnético,
dado por (5.25) e (5.26), é conservativo e por isso pode ser representado numa forma
equivalente 3s equagdes de HAMILTON candnicas, (5.27) e (5.28), desde que as coordenadas
sejam escolhidas apropriadamente.

Sendo assim, para tornar mais visfvel o cardter conservativo do sistema de equacoes
considerado, o representamos em termos de coordenadas que formam um par canonica-

mente conjugado.
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5.3.1 Coordenadas Canonicas

Na secio 5.1, apresentamos uma coordenada de dngulo, 9, dada por [39]:

L [o plos
‘19(?‘,5,91}) = Tg /O —[}Wflg

- (5.46)
Zﬁf_ Cos(())

= 2arctg [Q('l?.t) (1 j-ezc()fz)f)r))} ?

que retificava as linhas de forga do campo magnético de equilibrio, no plano 9 x ¢, em

& ZF
r) = L—==, (5.47)
/14 2?%7

e que adotamos como nosso novo angulo poloidal.

cuja expressdo Q(r;) é dado por:

Resta, portanto, obter uma nova coordenada para substituir r; e que, juntamente com
19, possa ser usada para construir um novo conjunto de coordenadas canénicas que revele
o cardter conservativo do sistema de equagdes para o tragado das linhas de forca.

Esta coordenada, que chamamos de agdo, é definida em termos do fluxe toroidal nor-

malizado das linhas de for¢a do campo magnético de equilfbrio, da seguinte forma:

1 = _
j(?’g) Z_W / B(D) . (10'3
1 /‘ 2 T
= e | Edg / S
2m Ry By ‘ZF cos #; (5.48)

il
= |
—
!
—
i
.
TN
x|z
o=
S’
[

em cuja expressio dify e By~ o campo magnético toroidal calculado sobre o eixo magnético

do plasma -, sio dados por:
dFs = Ryrudredf,e”, (5.49)
, tole
By = . 5.50
! 2m Ry, (5.50)

A coordenada 7 desempenha o papel de rétulo para as superficies magnéticas de

equilibric e forma o par canonicamente conjugado de 9, conforme veremos mais adiante.
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5.3.2 O Limite de Razao de Aspecto Grande

Consideramos como ponto de partida para a obtengéo da hamiltoniana para um sistema
formado por um plasma magneticamente confinado sujeito ao campo perturbativo, Bp, de
wm par de hélices, que o campo magnético resultante possa ser representado da seguinte

maneira.:
B =B r) + Bp(ri, 0,01, (5.51)

com B® sendo o campo magnético de equilibrio cujas componentes contravariantes sio
dadas pelas equacdes (3.41)-(3.43).
Fstamos interessados numa descricio vélida para o limite de razio de aspecto grande
(%,—- — 0), mas que preserve os efeitos da geometria toroidal ja discutidos. Conseqiien-
0
temente, consideramos o campo magnético de perturbagao, Ep, como sendo decorrente,

~ . _ . L .
apenas, da solu¢io para o potencial escalar magnético na aproxunagao A — 0. Ou seja:
0

Bp = vl (5.52)
)

com (Iﬁpff dado por (4.42). As componentes contravariantes de [;p sio dadas por:

o)
Bp = 88:,; , (5.53)
£
L 109
B% = o 691:’1 , (5.54)
2798,
Bl =0. (5.55)

Este campo magnético pode, também, ser representado em termos de um potencial

vetor, Ay, dado como:

Apr = —A38° (5.56)
da seguinte maneira:

Bp=VxAy. (5.57)

Em termos deste potencial vetor obtivemos as seguintes componentes contravariantes

para o campo magnético:

1 04,
Bh = - —= 5.5
P TRy, 08, (5.58)
B = L 94 (5.59)

Ryre Oy
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A comparagio entre as equacoes (5.53 e 5.54) e as equagdes (5.58 e 5.59) nos permitiu
determinar uma expressao para a componente covariante, Az, do potencial vetor em termos
(0)

da expressio para o potencial escalar magnético 3,7, A expressio obtida, para a regido
g M I s P

0<p, < by, foi:

’ o {rmo+k) _
Kol By ) = — Lo 3 Y R e R

A substituicio do campo magnético B = B(® 4 Bp na equagio que descreve o tragado

dag linhas de forca resultou no sistema de equacgoes diferenciais dado a seguir:

- I 9 Ty© .

= - f >, ] ] ‘r. \
do. - mBr (l QR’ Cos 9¢) 98, {\I (ry) + Asz(re, Ht,got)} . (5.61)
df, 1 a

—_ — 4 (0) . 5 60
dipy r.Br (l 2}gf cos ) ar, [lﬂ (re) + A (ﬂﬁz:%)] (5.62)

Realizando-se a mudanca das coordenadas (ry, 04, ¢;) para as coordenadas (7,9,1),

dadas pelas transformagées abaixo:

Sen
—_ i - (3 r‘ xJ
ﬁ_Zalctg[ (l+cos y )] {5.63)
T= s teyfloa( L : (5.64)
S "\ R} : o
= P, (565)

o sistema de equagdes diferenciais (5.61 e 5.62) torna-se:

a7 OH
a8 (5.66)
el oH
o a7 5.67
dt 9T (5.67)
em cujas expressoes H (7,9, t) fol escolhido como sendo:
H(T 9,t) = HD(J') + H,(T,9,1)
() (5.68)
Bt
~ By R’z‘y U+ g R’ZASU )

Verrlos, assim, que as novas coordenadas, (7, #,t), nos possibilitou representar as equa-
¢hes para o tracado das linhas de for¢a do campo magnético numa forma candnica e mais,
como || € |Ho!, pode-se aplicar a este sistema de equages muitos resultados vélidos

para sistemas hamiltonianos quase-integraveis,
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Além do mais, dado gue um anel limitador magnético corresponde a uma fatia dos con-

dutores helicoidals de comprimento [, muito pequeno quando comparado ao comprimento
e ; i . . . . . Ty .
tipico 2w R}, do percurso toroidal, os efeitos devidos aos termos proporcionais a B 540
0
completamente irrelevantes. Isto nos autoriza a utilizarmos essa descri¢dio hamiltoniana

na busca de um mapeamento estroboscdpico para esse dispositivo.
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Capitulo 6

Limitador Magnético Cadtico

Neste capitulo apresentamos um modelo usado para descrever a atuagao de um dispositivo,
conhecido como anel limitador magnético caético, bastante til quando se pretende estudar
e alterar as propriedades fisicas da borda da coluna de plasma em tokamaks. As prin-
cipais caracteristicas deste modelo sdo: a de que dele resulta umn conjunto de expressdes
simpléticas para o mapeamento estroboscépico das linhas de forca do campo magnético
e a de que cstas expressdes sio obtidas diretamente do campo de perturbagdo helicoidal
que obtivemos no capitulo-4.

O desenvolvimento deste modelo passa pela definicdio de um par de coordenadas
candnicas, derivadas a partir do campo magnético de equilibrio, em termos das gquais
representamos o mapeamento simplético das linhas de forga.

Apresentamos, também, a caracterizagio dos mapas estroboscdpicos obtidos para um
conjunto de anéis limitadores magnéticos cadticos através de alguns algoritmos de andlise
numérica de sistemas nio lineares tais como: cilculo de expoentes de Lyarunov, calculo
de espectros de fregliéncia, calculo de padrdes de escape, entre outros.

Antes, porém, apresentamos uma breve introdugio na qual descrevemos as idéias que

motivaram a criagio do limitador magnético caético.

6.1 Motivacao

A idéia de um limitador magnético caético surgiu, no final dos anos 70, com os trabalhos
originais de F. KARGER B K. LACKNER ¢ W. ENGELHARDT B W. FENEBERG, [9, 10].
O objetivo proposto para este dispositivo fol o de criar uma regido de linhas de forga

cadticas, na periferia da coluna de plasma, visando a evitar a contaminagio do plasma por

71
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fatias, na direcio toroidal, dos condutores helicoidais. Estes dispositivos eram instalados
em algumas posi¢des ao longo do tordide de modo a simularem a agdo dos condutores
helicoidais completos. A esses dispositivos deu-se o nome de anéis limitadores magnéticos
cadticos {figura-6.1).

Trabathos posteriores [8, 11, 13] mostraram outros efeitos positivos da atuagdo dos
anéis limitadores magnéticos cadticos. Verificou-se que eles reduziam a temperatura do
plasma, préximo & sua borda, diminuindo a interagao do plasma com a parede da cimara.
Verificou-se, também, a possibilidade do controle dos modos de oscilagbes MIID presentes
no plasma. Esses modos podiam ser atenuados ou induzidos dependendo da forma com
que se atuasse sobre eles com os anéis limitadores magnéticos.

Uma outra caracteristica muito importante, que foi conjecturada, ¢ a de que uma
regido de linhas de forga cadticas propiciaria uma distribuicio razoavelmente uniforme do
fluxo de calor sobre as paredes da cimara de contengdo. No entanto, em experimentos
realizados, verificou-se uma modulagdo poloidal na deposigao de energia térmica sobre
as paredes [12, 48]. Isto pode ser conseqiiéncia do grau de caoticidade insuficiente para
proporcionar tal uniformizacao do fluxo de calor sobre as paredes.

Assim, é importante que possamos estudar o eleito dos anéis limitadores magnéticos
sobre as linhas de forca de modo que as suas atuagOes sejam detalhadamente previstas.

[sto é o que faremos neste capitulo.

6.2 Modelo Impulsivo para o Limitador Magnético

Nosso interesse foi o de encontrar relacdes de recorréncia, do tipo:

tnp1 = T1(Zn, ¥n), (6.1)

Ynt1 — T, ((Ena 'yn) y (6'2)

as quals nos permitissem construir, iterativamente, os mapas estroboscépicos das linhas
de forga do campo magnético sob a agdo dos anéis limitadores magnéticos cadticos.
Buscamos por expressoes que preservassernl as caracterfsticas obtidas, por integraciao

¢
!

numérica, dos mapas do capitulo 5. E que, no limite — 0quandory > ref, — 8, na

0
auséncia de perturbagoes, as relagbes de recorréncia se tornassem analogas aquelas de um



74 Limitador Magnético Cadtico

mapa estroboscopico cilindrico, ou seja:

= (63)
27

n-+1 _ gn
=Nt

(6.4)

Gostarfamos, também, que tais relagdes de recorréncia satisfizessern a condigio sim-

plética, dada por:

YRS | 71
\—0(7" % ):1, (6.5)

o(rt, 87)

haja vista que o tragado de linhas de forca de campos magnéticos é um paradigma de
sistemas hamiltonianos.

Além do mais, querfamos que as expressdes para o mapeamento estroboscépico das
linhas de forca resultassem, o mais diretamente possivel, das expressdes para os campos
magnéticos que obtivemos.

Tentamos, primeiramente, um modelo com expressdes andlogas dquelas derivadas por
Viana £ Carpas [17, 49]. Este modelo propde um mapeamento estroboscdpico composto
por dois mapeamentos sucessivos: o primeiro descreve a evolugio da linha de forga na
regido onde o limitador magnético nio atua; o segundo descreve a perturbagao gerada pelo
limitador magnético.

Para a regido livre da atuagdo do limitador magnético o problema. ¢é integravel e as linhas

de forga sio as do equilibrio MHD. Assim, obtivemos as seguintes relagées de recorréncia:
n+l __ _mn
et =l (6.6)

2 i
(e sen ( 2+ 1007, 67) )
9;1-}-1 . (](T‘,‘ )

= 2arctg , (6.7)

2
14 cos (W + I'(rr, 87 )
oy T

que correspondem s equagdes (5.4) e (5.5) para valores de p; = 2n7, sendo n um nimero
inteiro. As fungdes q(ry), Q(r}) e L(r}, 87) sfo dadas, respectivamente, por (3.51), (5.6)
e (5.7).

Apesar de as equagdes (6.6) e (6.7} terem sido obtidas diretamente das expressoes para
o campo magnético de equilibrio, podemos observar que elas nio satisfazem exatamente
a condigao simplética dada por (6.5). Portanto, o mapeamento estroboscépico das linhas

de forga do campo magnético resultante destas expressdes apresenta efeitos dissipativos,
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como discutido por ULLMANN em sua tese de doutorado [50]. Isso prejudica a andlise dos
problemas que necessitam um niimero grande de iteragoes do mapeamento estroboscopico.
O préprio ULLMANN propés, entdo, um conjunto de relagoes de recorréncia alternativo
{18] para representar o mapeamento estroboscépico das linhas de forga na regido onde o
limitador magnético nfo atua. As expressdes para tal mapeamento deveriam satisfazer a
trés critérios:
e Quando n};— —+ 0 estas expressdes deveriam se reduzir ao mapeamento do caso
cilindrico; ’
¢ Os perfis de campo magnético poloidal e fator de seguranca deveriam ser semelhantes
aos do modelo de VIANA E CALDAS, pois este descreve de forma satisfatéria a posigao

e a largura das cadeias de ithas magnéticas;

e Deveriam ser deriviveis de uma fungiio geratriz, o que garantiria a condigao sim-

plética.

Seguindo ULLMANN, tentamos a seguinte fungdo geratriz por ele proposta, mas repre-

sentada nas coordenadas (ry, ;) ao invés das coordenadas polares locais (r, ).

e nt1 gr g n+1 9 r;"'H df T?-I-l o 6.8
ey ) = 00T 4 W./; m‘}‘“l(Ra)COSt- (6.8)

. , . , Y
Nesta expressio, ¢.(€) é o perfil do fator de seguranga na aproximagao “R_é’
0

— 0 dado por
(3.48). O coeliciente «; deveria ser escolhido de modo que o perfil do fator de seguranga,
obtido pelo mapeamento, se ajustasse o melhor possivel Aquele obtido pela integragao
numeérica.

O valor ¢y = —0,04 permitiu a obten¢do de um mapeamento que, além de ser con-
servativo, apresentava uma outra caracteristica importante de sistemas de confinamento
toroidais. Fsta caracteristica era o deslocamento de SHAFRANOV, isto ¢, o deslocamento
do eixo magnético do plasma com relagdo ao eixo geométrico da camara. Mas, apesar
destas qualidades, o mapeamento resultante desta fungio geratriz, quando a perturbagéo
estava presente, nio era capaz de reproduzir os dois aspectos destacados no capitulo 5:
ithas magnéticas com tamanhos diferentes e distribuigao poloidal assimétrica.

Clomo discutimos na secio 5.3, as coordenadas polares toroidais, {ry, 0:,04), em ter-
mos das quais tanto o campo magnético de equilibrio quanto o de perturbacdo foram

determinados, nio sio candnicas. Sendo assim, no item a seguir, utilizamos um conjunto
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de coordenadas candnicas adequadas & obtengio de um mapeamento simplético para os
anéis limitadores magnéticos. Mapeamento este conservativo, derivado diretamentes das
expressdes para os campos magnéticos de equilfbrio e de perturbagao e que, quando re-
presentado nas coordenadas polares toroidais, apresentou ilhas de tamanhos diferentes e

com distribuicio poloidal assimétrica.

6.2.1 Mapa Simplético para o Limitador Magnético

Como foi dito, no fim da subsecio 5.3.2, o fato de um anel limitador magnético corresponder
a uma estreita fatia de um enrolamento helicoidal faz com que sua atuacdo se dé apenas
durante um percurso toroidal bastante curte.

A combinacao desta caracteristica com a possibilidade de se representar a acdo do
campo magnético ressonante, na aproximagio de razéo de aspecto grande, por meio de
uma hamiltoniana, nos permitiu introduzir nesta se¢do o seguinte modelo para os anéis

limitadores magnéticos:

! = 27 .
I‘fb(j,’ﬁ,t) = I‘I[)(j) + Elﬂ—fh(j’ ‘19,'5) Z ) (t - kN(L) . (6.9)

k=—o00
no qual &V, corresponde ao niimero de anéis limitadores magnéticos utilizados e ! ao seu
comprimento. As varidveis de agdo e dngulo, (J,9), sao obtidas das equagdes (5.46) e
(5.48) e ¢ é o tempo candnico.

A este tipo de hamiltoniana podemos associar [42] o seguinte mapeamento estro-

boscépico:
Tnit = Tn + (Tt Ony ta) {6.10)
Bor = D + N_Ej"(%%;ﬁ b eg(Tarts O bn) s (6.11)
bniy =ty + %, (6.12)
em cujas expressoes, as funcdes f e g, sdo dadas por:
f= —%%l, (6.13)
g = %%,l ; (6.14)
e o parametro de controle da perturbagao, ¢, é definido como:
(=t b (6.15)

Byl
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Notamos que ¢ depende da fragio do comprimento da cimara de contengao ocupada por
um anel limitador magnético assim como da razdo entre a intensidade do campo magnético
de perturbagio e o campo magnético toroidal.

Da equagdo (5.68) combinada com a equagao (5.60) temos, para a hamiltoniana de

perturbagao, o seguinte resultado:

2my
Ef[]_ = ¢ Z I[m’(TL(j)) e’i[?ﬂ'ﬂg(ﬂ,‘ﬂ)"—no&]’ (616)
m!=0
com I, (ry) dado por:
Hot (1) 5 —os—mg (M0 A) (%) . (6.17)
t

Entretanto, seria particularmente interessante, para o estudo de perturbagdes resso-
nantes, se fosse possivel representarmos a hamiltoniana H; como uma decomposigio de
FOURIER diretamente nas coordenadas {7,%9,1).

Isto foi feito supondo que H; pudesse ser expandido na seguinte série:

2myg
cHy=¢Y  Hi(T) eIt (6.18)

=z

Multiplicando-se {6.16) e (6.18) por -2?8‘1(’”‘9‘“05) e integrando-se, em 7, no inter-
valo 0 a 27 obtivemos o seguinte resultado para os coeficientes da série de FOURIER nas
coordenadas candnicas:

2myg

BT =Y o (re(T)) St (T) (6.19)

m'=0
no qual Sy, m(J) sdo definidos como:
R
Sm,,m’ (j) - / e's['.-'n 9z{.7,19)—'rn19]d,!9 . (620)

:2:rr_0

Para o particular caso das transformacoes entre as coordenadas (ry, 8, ¢:) e (J,9,1),
dadas por (5.63-5.65), foi possivel obtermos uma expressao analitica para os elementos de

matriz S, (J) (ver apéndice B). A expressao encontrada foi:

S (T) = (=1 (iﬁlg;)wnf i(w]_)”af”(m,’ m') (zg ;)Jn , (6.21)

=0
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na qual ¢ (), c{J) e w,(m,m’) sdo dados por:

aT) =1- (), (6.22)

1 ysem=0emn=17_0
m' sem=1len=00un=l,

a, (m,m') = - (6.24)
m'! (mtm —n-—1) ysem>len<m,

(m — n)t(m! — n)in!

0 ysem > len>m.
0.70 , ; . ) . , . , ;
045 | I | :
E_ .00 |- — I | I I I |
<+
w
-0.35 |-
070 . : . 1 ; . \ . }
0 1 2 3 4 & 6 7 8 9 10
o
Figura 6.2: Dependéncia do elemento de matriz Sy, e com relagdo a m' para m = 4. Posicdo
T N o 4
radial = (0,91, correspondendo 3 superficie para a qual ¢ = T

Um exemplo da dependéncia do elemento de matriz S, ,,.», para m = 4 ¢ % = (), 91,
com relagdo a m’ é mostrado na figura-6.2 ‘

Ja a figura-6.3 mostra (para a mesma posi¢io % = 0,91 especificada e, portanto,
um valor fixo da agdo J) as amplitudes dos coeficientes de FOURIER da hamiltoniana de
perturbacio Hy.

Em vermelho, temos os coeficientes H,,/(r,) da representacido em termos das coorde-
nadas (ry, 04, ¢:). E, em preto, os coeficientes I}, (J) da representagdo da hamiltoniana
| em termos das coordenadas candnicas. I5 evidente a predominancia do modo resso-

nante m = 4 com relacio aos demais. Isto era esperado, haja vista que os parametros

escothidos (A = 0,48 e (mo, no) = (4, 1}) para o célculo destes espectros foram aqueles que
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0.040 1o

0.035 r/,/
0.030 pu=m
J 0025 7

0.020 |-

0.015 |

0.01 0 - H L i »
0.00 1.57 314 4,71 6.28

Figura 6.4:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético sob a aclio de N, = 4
anéis limitadores magnéticos cadticos. Corrente nas hélices, I, igual a 1% de I, e pardmetros para a lei
de enrolamento dados por: (mg,ng) = (4,1) ¢ A = 0,48. Representagdio nas coordenadas candnicas.

1.05

0.95 p

0.85 -
r/a
0.75 |
0.65
0.5 — 1 I U 1 S
0.00 1.57 3.14 471 6.28
0

Figura 6.5:  Mapa estroboscdpico das linhas de forca do campo magnético sob a agdo de N, = 4
anéis limitadores magnéticos cadticos. Corrente nas hélices, I, igual a 1% de [, e parimetros para a
lei de enrolamento dados por: (mg,ng) = (4,1) ¢ A = 0,48. Representagdo nas coordenadas polares
toroidais.
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Da figura-6.4, vemos que as cadeias de ilhas magnéticas criadas pelos anéis limitadores
magnéticos apresentam ithas de mesmo tamanho e com distribuicho poloidal uniforme
quando vistas em termos de (7, #}. Porém, como desejivamos, quando transformamos de
volta para as coordenadas (ry,f) (figura-6.5) vemos que as ithas magnéticas apresentam
tamanhos diferentes e estdo localizadas, poloidalmente, de maneira nio uniforme. [,
ainda, observamos que a cadeja de ilhas sobre a superficie para a qual ¢ = 4? é a que
se mostra mais bem desenvolvida indicando que o efeito ressonante dos anéis limitadores
magnéticos estd atuando de acordo com o projetado.

A seguir apresentamos outros mapas estroboscdpicos obtidos para os anéis limitado-
res magnéticos. Para cada um deles escolhemos 40 condi¢des iniciais e, para cada uma,
calculamos 5000 iteragbes do mapeamento. Primeiramente mostramos os resultados ob-
tidos quando utilizamos A = 0,48 e valores para a corrente elétrica nos anéis limitadores
magnéticos variando entre 1,5% e 2,5% de I,. O mapa estroboscépico para o valor de
I = 1% de I, é aquele visto na figura-6.4. Em seguida mostramos os correspondentes

mapas estroboscdpicos para os quals utilizamos A = 0, ou seja, sem corre¢io na helicidade.
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J o025 |

0.c20
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Figura 6.6:  Mapa estrobosedpico das linhas de forca do campo magnético sob a acdo de N, = 4
anéis limitadores magnéticos cadticos. Corrente nas hélices, [, igual a 1,5% de [, e par@metros para a
lei de enrolamento dados por: {mo, o) = (4, 1) e A = 0, 48. Representac@o nas coordenadas candnicas.
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[igura 6.7:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético sob a acdo de N, = 4
anéis limitadores magnéticos caéticos, Corrente nas hélices, I, igual a 2% de I, e par8metros para a fei
de enrolamento dados por: (mo, no) = (4,1) e A = 0,48. Representacdo nas coordenadas candnicas.
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Figura 6.8:  Mapa estroboscépico das linhas de forga do campo magnético sob a acdo de N, =4
anéis limitadores magnéticos cadticos. Corrente nas hélices, [}, igual a 2,5% de [}, e parametros para a
lei de enrofamento dados por: {mg, o} = (4,1) e A = 0, 48. Representacio nas coordenadas candnicas,
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Figura 6.9:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético sob a agdo de IV, = 4
anéis limitadores magnéticos cadticos. Corrente nas hélices, I, igual a 1% de I, e pardmetros para a
lei de enrolamento dados por: (mg,ng) = (4,1} e A = 0. Representacdo nas coordenadas candnicas.
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Figura 6.10:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético sob a acdio de Ny =4
anéis limitadores magnéticos cadticos. Corrente nas hélices, I, igual a 1,5% de I, e pardmetros para
a lei de enrolamento dados por: (mg,ng) = (4,1) e A = (. Representa¢do nas coordenadas candnicas.
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Figura 6.11:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético sob a agcdo de N, =4
anéis limitadores magnéticos cadticos. Corrente nas hélices, I, igual a 2% de I, e pardmetros para a
lei de enrolamento dados por: (mg,ng) = (4, 1) e A = 0. Representacdo nas coordenadas candnicas.
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Figura 6.12: Mapa estroboscdpico das linhas de forca do campo magnético sob a acdo de Ny = 4
anéis limitadores magnéticos cadticos. Corrente nas hélices, Iy, igual a 2,5% de I, e parametros para
a lei de enrolamento dados por: (mg,n0) = (4,1) e A = 0. Representacio nas coordenadas candnicas.
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Podemos observar {figura-6.9-figura-6.12) que, apesar de adotarmos uma lei de enro-

Jamento para os condutores helicoidais do tipo:
mofls — noy: = constante, (6.25)

com mg = 4 e ng = 1, o fato de termos considerado A = 0 resultou numa interagao
ressonante mais intensa dos anéis limitadores magnéticos com superficies para as quals
S 4
q> —.
1
Isto ressalta a importincia que o pardmetro A tem, para a lei de enrolamento dos
condutores helicoidais, quando desejamos que os limitadores magnéticos atuem exatamente

sobre a superficie magnética que queremos perturbar.

6.3 Andlise Numérica

Apresentamos, agora, a analise de algumas superficies magnéticas obtidas a partir do
mapeamento estroboscépico dado pelas equagbes (6.10)-(6.12). Para tanto fizemos uso
de algumas técnicas bastante utilizadas no estudo de sistemas dindmicos nao-lineares. A

primeira destas que mostraremos é a aualise espectral.

6.3.1 Espectro de Frequiéncias das Linhas de Forga

Utilizamos o algoritmo FFT — Fast Fourier Transform -—, para o cilculo do espectro de
freqiiéncias para séries, geradas pelo mapeamento, da coordenada ¢

A figura-6.13 mostra os tipos de linhas de for¢a, pertencentes a um mesmo mapa
estroboscépico, para as quais foram calculados os espectros. Nesta figura, em (a), temos
duas linhas de for¢a. Uma faz parte da cadeia de cinco ilhas magnéticas primdrias enquanto
que a outra faz parte de uma cadeia de cinco ithas magnéticas secundarias localizadas ao
redor das primeiras. Fm (b), temos duas linhas de for¢a localizadas sobre superficies
magnéticas regulares. Uma delas encontra-se mais préxima de uma cadeia de trés ilhas
magnéticas enquanto que a outra esté mais proxima de uma cadeia de duas ilhas. Em (c)
temos uma linha de forga que se encontra no interior de uma cadeia de trés ilhas magnéticas
para as quais ndo havia nenhuma cadeja de ilhas secunddrias visivel. I, finalmente, em
(d) temos uma linha de forga caética.

Para as duas linhas de forca da figura-6.13a obtivemos os espectros de freqiiéncias

vistos na figura-6.14.
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Figura 6.13:  Mapas estroboscépicos das trajetdrias usadas no calculo dos espectros de FOURIER.
Qs pardmetros para o equilibrio sBo os mesmos utilizados nos mapas anteriores. Para os limitadores
magnéticos os pardmetros utilizados foram: (ma, 7o) = (4,1), A=10,48 ¢ I}, = 2% de [;.
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Figura 6.14: Espectros de [POURIER correspondentes as cadeias de ilhas interna (a) e externa

(b} do mapa da figura-6.13a. EstZo indicadas as freqiiéncias, wy,,,,, correspondentes aos respectivos
valores maximo dos espectros de freqiiéncias.
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Eles sdo iguais e apresentam apenas picos discretos sendo que o mais intenso ocorre

ia 1 . . s 5
para a freqiiéncia (wg,,,, = 7) associada & cadeia de ilhas primdrias para a qual ¢ = T
5 .

Um segundo pico bastante acentuado ocorre para a freqiéncia (w = g) com que a linha

de forga gira sobre cada ilha. E interessante notar que o espectro de freqiiéncias da cadeia
2

de ilhas primdrias (figura-6.14a) foi fortemente influenciado pela freqgiiéncia, w = —, da
5

cadeia de ilhas secunddrias (figura-6.14b).
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w 8]

[figura 6.15:  Espectros de TOURIER correspondentes as linhas superior (a) e inferior (b) do mapa
da figura-6.13b,

A figura-6.15 mostra os espectros de freqiiéncias obtidos para as duas linhas de forga,
que formam toros regulares, presentes na figura-6.13b. Eles sio compostos por um con-
junto relativamente grande de picos discretos. Na figura-6.15a, temos o espectro para a

linha de forca superior que se localizava préxima & cadeia de trés ilhas magnéticas. Con-
1

seqiientemente o pico mais intenso ocorreu para uma fregiiéncia wsg,,,, préxima a w = 3"

Enquanto que, para a linha de forga que se encontrava perto da cadeia de duas ifhas, o

pico mais intenso ocorreu para uma freqliéncia wg,,,, préxima a w = 5

A figura-6.16 apresenta os espectros de freqiiéncias correspondentes s linhas de forca
da figura-6.13c e da figura-6.13d respectivamente.

Quando a linha. de forga encontra-se localizada dentro de uma cadeia de ilhas magnéticas
para a qual nenhuma cadeia de ilhas secundérias é visivel o espectro de freqiiéncias ¢ for-
mado por uma inico pico intenso e alguns picos bem menos intensos do que este. Isto

pode ser verificado na figura-6.16a. A freqiiéncia, wg,,,, = 3 deste pico estd associada &

r
v

cadeia de ilhas, para qual ¢ = —, sobre a qual a linha de forca se encontra.
para qual ¢ = -
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Figura 6.16:  Espectros de FOURIER correspondentes as trajetdrias dos mapas da figura-6.13c (a)
e da figura-6.13d (b).

J4 quando uma linha de for¢a cadtica é considerada, como a da figura-6.13d, obtemos
nm espectro de freqliéncias que apresenta um fundo continuo (figura-6.16b}. Algumas
vezes € possivel notar uma concentragido maior em torno de freqiiéncias relacionadas as
cadeias de ilhas magnéticas ao redor das quais a linha de forga cadtica permaneceu por
um certo nimero de iteracdes,

Dos espectros calculados para linhas de forca nio cadticas podemos observar que existe
uma relacdo entre o fator de seguranca, g, de uma linha de forca e a freqiiéncia wg,,,,
correspondente ao maxime do espectro calculado para essa linha de forga.

Essa relacao entre wg,, . ¢ ¢, para algumas linhas de for¢a nio cadticas obtidas do
mapeamento simplético para os anéis limitadores magnéticos, pode ser vista na figura-6.17.

O fator de seguranca é calculado, a partir do mapeamento simplético, da seguinte

forma:
2w
= 6.26
em cuja expressio {(Ad) é dado por:
(N
(Ad) = lim < ; (O(trgr) — 9(te)) , tr = 27k. (6.27)

Da figura-6.17, vemos que a freqiiéncia wg normalizada pela freqiiéncia de amos-

max !

Lragem, w4, apresenta uma dependéncia linear com o inverso do fator de seguranga, ou
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Figura 6.17:  Relacdo entre a freqiiéncia correspondente ac méximo do espectro de poténcia € o
fator de seguranga,

seja,

ws 1
= e = - 6.2
oy = ine L (6:28)

sendo que a freqiiéncia de amostragem, w4, para uma linha de for¢a é dada por:

2r  2rm
(_.,)A:———:—x]_, (629)
Ty 27
pois, no mapeamento estroboscépico, dois pontos sucessivos sobre uma linha de forga estao

defasados pelo periodo de amostragem Ty = 2m.

6.3.2 Expoentes de Lyapunov das Linhas de Forga

Outro método de analise de sistemas nio-lineares, particularmente importante para o
estudo do mapeamento estroboscépico de linhas de forga, é o cdlculo dos expoentes de
LyapuNnov. Eles indicam a sensibilidade de um sistema com relacio as condigdes ini-
ciais, medindo quio rapidamente duas linhas de forga, com condigdes iniciais ligeiramente
diferentes, se afastam uma da outra & medida que iteramos o mapeamento.

Para um mapeamento bidimensional, os expoentes de LyApuUNOV de uma linha de forga

sio definidos da seguinte forma [51]:

1
l; = lim I In |ja;{(M)]| . (6.30)

Nroo
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Nesta expressao, a;{M) ¢ o i-ésimo autovalor da matriz M, dada por:

N
M=[]J*, (6.31)
k=0
em que J* é a matriz jacobiana da k-ésima iteragio do mapeamento estroboscépico definida
COmo:

OTer1  OTq1
AT dt,

N Tt 1, Fha1) _

Jb = 2
()(jk; '1(}1;:)

(6.32)
My 0p

a7 o

O célculo numérico dos expoentes de LYAPUNOV, diretamente da defini¢ao dada acima,
é impraticavel, pois os elementos da matriz M tornam-se exponencialmente grandes para
o nimero de iteracdes necessarias. Bntretanto, esta dificuldade pode ser contornada com
a ajuda de um artiffcio [51].

Reescrevendo-se a matriz M como:
M:J‘V-JNWI-JN_z'--JO
= (@ V) (T g (T 1°) (6.33)
— QN . QIV—I , QN—2 . 'QO

. ~ 2, . . . ,—1 N ' v, s e A
em cuja expressio I € a matriz identidade, T ¢ a inversa da matriz unitdria T* dada

por:

T — cos{ay)  sen{oy) (6.34)
—sen{ag) cos(oy) } ‘

com ¢y, dado por:

(1‘0:0,

JE sen (e — JE cos(og
tg(ak+1): 22 ( ) 21 ( A)

k . k :
J% cos(ay) — Ji, sen{o)
Com esta definicio para T* as matrizes Q" tornam-se triangulares, ou seja:

ay, g

k
0 ay,

QF = T+ gk Lk = , (6.35)
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linhas de for¢a cadticas das linhas de forga regulares. Quer estejam elas sobre cadejas de
ilhas magnéticas ou sobre superficies magnéticas irracionais.

Esta propriedade dos expoentes de LyarunNov serd utilizada, no capitulo 7, como uma
forma de se determinar as intensidades das perturbagoes, produzidas pelos limitadores
magnéticos, para as quais ocorrem mudancas na estabilidade dos pontos fixos elipticos

localizados no centro das ilhas magnéticas.



Capitulo 7

Destruicao de Superficies Ressonantes.

Neste capftulo, estudamos, para os limitadores magnéticos, a maneira como se dd a des-
truicdo das cadeias de ilhas magnéticas localizadas na borda da coluna de plasma forman-
do, com isto, uma camada de linhas de forga cadticas nessa regiao.

Analisamos o desenvolvimento das cadeias de ilhas primérias, exemplificando com a

. 4 . N A
cadela para a qual ¢ = T através de uma hamiltoniana local que se reduz & hamiltoniana
do péndulo. Comparamos os resultados obtidos dessa hamiltoniana local com resultados
obtidos por meio de cilculos numéricos oriundos do mapeamento simplético para os anéis

limitadores magnéticos. Descrevemos, também, o surgimento de ilhas secundarias dentro

das ilhas priméarias e a estabilidade dos pontos fixos elipticos.

7.1 Ilhas Pendulares

Ao redor da separatriz de cada cadeia de ilhas, em um mapa de PoincARE de um sistema
quase integravel, sempre ha regides cadticas. Ismbora suas ireas tendam a zero & medida
que a perturbacio diminui, elas sempre estao presentes para uma perturbagdo ndo nula.
Desta forma nao se pode falar em uma transi¢do abrupta para um regime cadtico nestes
sistemas. O que se pode estudar é como se dé a transi¢do entre um regime em que estas
regides cadticas estdo isoladas umas das outras para outro regime em que algumas delas
se conectam. Esta conexio aumenta a drea do espago de fase do sistema & qual trajetorias
cadticas, destas regides, tém acesso.

Fxistem vérios critérios para se determinar o valor da perturbagio para a qual esta
transicio ocorre [42]. Dentre esses estd o critério de CHIRIKOV [52, 53] também conhecido

como critério da superposiio de ilhas ou ressonancias (overlap eriteriony).

93
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Em sua forma mais simples esse critério estabelece que a 1ltima superficie, existente
entre duas regides cadticas formadas ao redor das separatrizes de duas cadeias de ilhas, &
destruida quando a soma das semi-larguras dessas separatrizes, calculadas isoladamente,

ignala-se & separacdo dessas cadeias de ilhas.

O critério de CHIRIKOV é um critério muito severo. Resultados numéricos mostram
que a destruigdo da dltima superficie geralmente ocorre antes do previsto por tal critério,
em virtude da interacio das cadeias de ilhas primdrias com cadeias de ilhas intermedidrias
existentes entre elas [20]. Porém, ele ainda serve como uma estimativa boa e simpies para

a transicio e tem sido utilizado no estudo de varios problemas.

Nesta tese, utilizamos uma forma usual do critério de CHIRIKOV [52] em que calculamos
as semi-larguras das cadeias de ilhas, necessirias para se aplicar o critério de CHIRIKOV,
extraindo da hamiltoniana geral uma hamiltoniana local. Esta hamiltoniana descreve o
comportamento do sistema apenas ao redor da regido de ressonancia que dé origem &
cadeia de ilhas que se pretende estudar. A partir de transformagdes canonicas e do calculo
de médias apropriadas, chegamos & hamiltoniana de um péndulo ndo-linear e, dai, ac
cdlculo da semi-largura da separatriz e do perfil de freqiiéncia das superficies internas a

cadela de ilhas.

Nosso objetivo, neste capitulo, ndo foi desenvolver uma anélise rigorosa da transi¢io
para, um regime de caos global. Mas, sim, dar uma visao qualitativa de como ocorre a
destruicdo de uma cadeia de ilhas magnéticas para os anéis limitadores magnéticos, co-
mo acontece o surgimento e a evolugio das cadeias de ilhas secundérias e como se d4 a
bifurcacio dos pontos fixos elipticos. E, também, comparar os resultados derivados da.

hamiltoniana local com aqueles produzidos pelo mapeamento simplético.

7.1.1 Hamiltoniana Local

A hamiltoniana que adotamos, no capitulo 6, para descrever a agdo de um conjunto de

anéis limitadores magnéticos foi:

_ I > 2
LT, 0.) = HAT) 4 T, 00 ) (e-#37) (7.1)

=00
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na qual N, é o nimero de anéis limitadores magnéticos, [ é o comprimento de um anel e
(7, 49,t) é dado por:

2mo

Hy (T, 9,0 =Y Hy(J) gilmd=not) (7.2)

m=0

Utilizando as seguintes propriedades da distribuicao &)

§ax) = %5(3,-) , (7.3)
Z Sz~ k)= z e (7.4)
ke=—00 3=—00

pudemos reescrever a hamiltoniana dos anéis limitadores magnéticos de modo a obtermos:

2o 00

f[L(j', 191 ﬁ) = I-[O(j) + € Z Z I{':;L(j) eé[mﬁm(no-{-sNa)t] ’ (7.5)

=0 sm=—00
em cuja expressio, a partir de agora, ¢ passa a ser dado por:

. Ih,lN(L
T TRy

(7.6)

Para construirmos a hamiltoniana local, que descreva o comportamento do sistema ao
redor de uma determinada ressondncia apenas, primeiramente pingamos da série de Fou-
RIER o termo responsivel pela ressonincia escolhida. Por exemplo, aquele correspondente

am=mges=0
H(T,9,0) = Ho(J) + el (7) €700, (7.7)

Depois, expandimos a hamiltoniana Ho(T) ao redor do valor da agao T = Jo para a
Titg e , e ~ o
qual ¢ = —. Eliminamos, também, contribuicdes no constantes da agio no modo de
n

0
FoURIER fazendo Hp, (J) = Hy, (Jo). Com isto, ficamos com:

d[[o 1 dzIIO
—_— AT+ -
dT | 7=z 2 dT? {7=g,

H= I[O(jl)) + (Aj')z + ek :;1,0 (j{}) eé(mqﬂ—-no{.) ’ (7.8)

em cuja expressio AJ = J — Jo.

O primeiro termo da equagao (7.8) pode ser eliminado, pois nao contribui para as
equagoes de HAMILTON, por ser constante.

A seguir, eliminamos o fempo, 1, através da transformacio canénica definida pela

seguinte fungdo geratriz:

G(AJI, ‘19, [;) e (’?’no”ﬁ - ’nofi)Aj’ . (79)






Ilhas Pendulares 97

o de oscilagio ao redor do ponto fixo estavel, também conhecido como ponto eliptico, e
o movimento de rotacio que se estende de ~m até +m. Separando estes dois tipos de
movimentos temos a separatriz, que também determina a amplitude maxima de oscilagao,
AT .. Afigura-7.1 mostra o espago de fase obtido para os valoresde W =1, K =lec=
0,1. Em vermelho temos a separatriz, no interior desta temos trajetorias correspondentes

aos movimentos de oscilagiio e, fora desta, trajetérias correspondentes aos movimentos de

rotacio.
O valor da méxima amplitude de oscilagdo, AJ), ., dado por:
K
AT =240 e, 7.16
L W ’ ( ))

6 calculado a partir do valor da hamiltoniana na separatriz, H =K.
Qutra relagio importante para o péndulo é aquela que fornece sua freqiiéncia natural,

wyy, dada por:

wh = e[ KW, (7.17)

Fste resultado mostra que tanto a amplitude maxima de oscilagio quanto a [reqiiéncia
natural sdo proporcionais & raiz quadrada da amplitude da perturbacio e, portanto, pela
equagio (7.6), proporcionais a /Ty

Coonsiderando-se uma cadeia de g ithas magnéticas para a qual g = %Q} a substituicdo
de (7.13) e (7.14) em (7.16) e (7.17) fornece, para a largura da separatriz e Sara, a freqiiéncia

no ponto fixo central de uma das mo ilhas magnéticas, os seguintes resultados:

1 18R
Amo,no =4 € ![{TTLOI ""&72“}[—0‘" 3 (715)

dJ?
(IEZJH()

dge

we = moy ) € | Hog| . (7.19)

7.1.2 Resultados Numéricos

5 possivel comparar os resultados dados por (7.18) e (7.19), advindos de uma hamiltonia-
na local, com aqueles obtidos diretamente do mapeamento simplético representado pelas
equagdes {6.10)-(6.12). Por exemplo, a largura, Ayg,ug, pode ser estimada da seguinte

forma.:

A‘”fno.'i’to = jmu:c(ﬁe) - -j;nin(??e) . (720)
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Os valores de Jopuz(Pe) € Trin(9e) sdo obtidos de uma linha de forga cujo ponto inicial,
no espaco de fase, foi escolhido muito préximo ao ponto fixo hiperbdlico da cadeia de ilhas
magnéticas em questdo. Estes valores de Jmax{Pe) € Tnin (¥) sdo, respectivamente, o
valor méximo e minimo da varidvel de agio, J, para o valor da varidvel de angulo, 4, no
ponto cliptico de uma determinada ilha da cadeia.

Os valores da corrente de perturbagdo, I, foram escolhidos de maneira que a faixa
cabtica, que sempre estd presente ao redor da separatriz, fosse pequena o bastante para nao
comprometer a estimativa da largura da separatriz. Os parémetrds do campo magnético de
equilibrio e os demais parametros dos anéis limitadores magnéticos sio 0s mesmos utilizados

nos capitulos anteriores ((mo, no) = (4, 1), A= 0,48, g(0) =~ 1 e g(a) = 5).

0.038 v T : T

0,035 |-

Q.032

0.030 |-

0028 |

0026 |- "

0.024

! L .
0.00 1.57 3.14 471 6.28

. . . . " . 4 5
Figura 7.2: Separatrizes das cadeias de ilhas magnéticas para as quais ¢ = —e g = =. As

correntes elétricas de perturbacio, I, utilizadas foram: I, = 0,01% de I, (preto), [ = 0,13% de I,
(vermelho), I, = 0,26% de I, (azul) e 1), = 0,81% de I, {verde). Os pardmetros do equilibrio e os
demais pardmetros dos limitadores magnéticos s3o os mesmos dos capitulos anteriores.

A figura-7.2 mostra algumas das linhas de forga utilizadas para a estimativa da largura
. . . . . 4 5
das ilhas magnéticas centrais das cadeias para as quais ¢ = jee=7 Nela, adotamos
os seguintes valores para a corrente elétrica de perturbagdo, em ordem crescente, do preto
para o verde: I, = 0,01% de I, I}, = 0,13% de Ip,, I = 0, 26% de I, e I}y = 0,81% de I,

A figura-7.3 e a figura-7.4 mostram o resultado do cdlculo da largura da itha central,
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Notamos que, em atnbos os casos, a concordancia com o modelo de hamiltoniana local &
bastante boa. E que, pelo menos para correntes de perturbagio de até aproximadamente
1% da corrente de plasma, I, a largura da separatriz das cadeias de ilhas magnéticas
obtidas do mapeamento simplético segue de forma muito precisa a lei de crescimento com
V.

A freqiiéncia no ponto eliptico, por sua vez, pode ser estimada a partir do calculo do
espectro de freqiiéncias para um conjunto de linhas de forga localizadas no interior de uma

cadeia de ilhas magnéticas.

0.029

0.028

J
0.027
0.026 + ! L .
0.00 1.57 3.14 4.71 6.28
B
Figura 7.5: Representacio das linhas de forca utilizadas para o calculo do perfil da fregiiéncia

interna e da freqliéncia do ponto eliptico de uma itha magnética. Os simbolos e indicam os pontos
iniciais, as linhas fechadas indicadas em vermetho correspondem a uma particular linha de forca e a
parte dela contida no retangulo indicado na figura forma o conjunto My usado para o célculo do espectro
de FOURIER.

Primeiramente, escolhe-se umn certo niimero N de condicbes iniciais (indicadas pelo
simbolo  na figura-7.5) para a iteragio do mapeamento simplético que estejam localizadas
no interior da cadeia de ilhas. Para cada uma dessas condigbes iniciais serd gerada uma
linha de forca constituida por myg linhas fechadas localizadas no interior de mp ilhas. Isso
porque a cada uma dessas linhas de for¢a corresponde um fator de seguranga ¢ = e,

7io
Do conjunto de pontos, dado por:

Mur = {P(te) = (T () D(8)) |t = 20k, k= 0,1,...},

INGTITUTO DE FICA]
Servigo de Bibllotecs 8

informagdy -
Tombor iy 50 2.

x|
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que constituem uma particular linhka de for¢a (como, por exemplo, aquela indicada em

vermelho na figura-7.5}, isolamos o subconjunto de pontos, dado por:
M) ={P(t;) = (j(ﬁg),’!?(t[)) | ¢ = 2mmol, l = 0,1, .. } ,

que formam uma determinada linha fechada localizada no interior de uma das myg ilhas

(linha vermelha fechada contida no retangulo da figura-7.5).

0.029
0.028 |-
J
0.027 |
0.026 L. . . ) .
2.3 275 3.14 3.53 3.93
b
Figura 7.6:  Linhas de forga que formam a ilha magnética central da cadeia de ilhas para a qual
g = --. ParBmetros para o mapeamento simplético dos limitadores magnéticos: [ = 0,41% de I,

X= 0,48 e {mg,ny) = (4,1). Em azul, temos a linha ao longo da qual o petfil de w;, foi caleulado.

Esse procedimento é repetido para cada uma das N linhas de forga, produzindo N
subconjuntos iguais ao descrito acima. Esses subconjuntos estdo representados, na figura-
7.6, pelas linhas fechadas contidas no interior da. separatriz (em vermelho) da ilha central
da cadeia de ilhas magnéticas da figura-7.5.

Calculamos, entio, N espectros de freqiiéncias, S (w}, para os seguintes N conjuntos:
Mg(n) = {#,(ts) | tr = 2rmok, k=0, ...} n=12,...,N,

formados, a partir das linhas fechadas indicadas na figura-7.6, isolando-se a série temporal
para a varidvel de dngulo 9. Feito isso, construimos a tabela-7.1 na qual a primeira coluna
fornece os afastamentos das agdes iniciais em relagdo & agio no ponto fixo, ao longo dalinha
azul vista na figura-7.6, e a segunda coluna fornece a fregiiéncia, ws,,,,, correspondente

a0 valor maximo dos respectivos espectros de fregiiéncias.
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T{ta) = To | Wmas
TJi(to) = To | WiSmas
Ja(te) = To | W2Smas
Ta(to) — Jo | Wasimen

Tn(to) = To | ONSmas

usades para estimar-se a freqiiéncia do ponto fixo

Tabela 7.1: Valores de J (to} — Jo e ws

eliptico.

man

Antes de apresentarmos o resultado obtido, vamos definir a freqiiéncia e o fator de
seguranca internos a uma ilha magnética.

Vimos, no capitulo 6, que a freqiiéncia wg,_,, associada ao valor maximo do espectro
de freqiiéncias de uma linha de forga, se relaciona com o fator de seguranga para essa linha

de for¢a da seguinte forma:

1
== 7.21
wa q ( )

wSﬂ:ﬂﬂ:
Uma vez que a freqiiéncia de amostragem para uma linha de forga completa ¢ wq = 1,
da equagdo (7.21), temos:

. =1 7.22
wSmcL:}: q ( )

Por outro lado, quando mapeamos apenas os pontos que estdo contidos no interior de
uma determinada ilha magnética, de uma cadeia de my ilhas, a freqiiéncia de amostragem,
w4, & dada por:

2m 1
wh = Zm (7.23)

2wy mp

Desta forma, temos para o trecho interno a uma ilha magnética:

1
TOW S, ae = e {7.24)
I

Definindo-se wy, = mowg reestabelecemos a forma da equagdo (7.22) e obtemos o

seguinte para o segmento da linha de forga contido no interior de uma ilha magnética:
! )
Wip = —— . (7.25)

fin
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Figura 7.7:  Perfil da freqiliéncia interna, wiy, para a itha magnética central da cadeia de ilhas para

a qual g = —l As linhas de forca usadas para o célculo sdo aquelas da figura-7.6.

A figura-7.7 apresenta o resultado obtido para o perfil da freqliéncia interna, win,
e, conseqiientemente, do fator de seguranga interno, ¢i,. Esse perfil foi calculado ao
longo da linha azul, indicada na figura-7.6, para os seguintes pardmetros do mapeamento
estroboscépico: I = 0,4% de I, A = 0,48 e (mo, no} = (4,1). Foram usados 4096 pontos
para cada linha de forga que compde a itha central da cadeia de ilhas para a qual ¢ = %

A freqiiéncia interna, wi,, tende a um valor constante, aproximadamente igual a
freqiiéncia natural, we, do péndulo equivalente (equagdo (7.19}), quando a ag¢do, J, tende
ao valor J = Jo do ponto fixo eliptico, e diminui & medida em que as linhas de forca
consideradas se distanciam deste. Préximo & separatriz da cadeia de ilhas magnéticas a
freqiiéncia diminui abruptamente, tendendo a zero para linhas de forca que se encontram
cada vez mais préximas da separatriz.

A semelhanca desse perfil com o correspondente perfil para um péndulo ndo-linear e
a semelhanca da figura-7.6 com a figura-7.1 chama a atencio, mais uma vez, para a boa
concordancia entre os resuitados obtides numericamente e os decorrentes da hamiltoniana
local.

Da figura-7.7, vemos que a freqiiéncia no ponto fixo eliptico, w,, pode ser estimada por
extrapolacio quando consideramos que J (to) = Jo.

Repetindo-se o procedimento para a obtengao do perfil da freqiiéncia interna, win,

para cada novo valor da corrente elétrica de perturbagdo, I, e executando-se em seguida
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Novamente observamos a excelente concordincia dos resultados numéricos com a lei

de crescimento da freqiiéncia w, com /3.

0‘23 g - = .y [ e r S
0.22 §o7 % s o,
Ceana
o2t | e,
hvﬂ‘“’”’“"""’"—&.,_. \K'“-.
0_20 i SRR . ..".}.".. B PR ‘\,ﬂ - e
©,=1/5 ®a, u,

A “n

0.19 | e W
@, A e G l‘\ "
.18 |- 7"‘-0.“-“ . \\
o‘a AN
~a. A
017 ¢ e,
o, =1/6 A
0,16 | .
.
0.15 | =,
o,=1/7 ™
0.14 ; . ; . ; . G
.00 0.25 .50 0.75 1.00 1.25 1.80 1.75 2.00
|J—J,|x 1000

Figura 7.10:  Perfis da freqiiéncia interna da ilha magnética central da cadeia de ilhas para a qual
q = 7 paraocs valores de Iy, = 1, 3% de I, {curva vermetha), [, =1, 6% de I, (curva azul) e I, = 1, 8%

de I, (curva verde}.

Alguns resultados para o perfil da freqiiéncia interna, wy,, nos quais podemos notar
o aparecimento de cadeias de ilhas magnéticas secundérias, sfo mostrados na figura-7.10.
As correntes de perfurbacio utilizadas para a obtengdo dos perfis foram as seguintes:
I, = 1,3% de I, (curva vermetha), I = 1,6% de I, (curva azul) e I, = 1,8% de [, (curva
verde). Os demais parametros do mapeamento estroboscépico, assim como, 0s pardametros
do campo magnético de equilibrio foram mantidos iguais aos utilizados na figura-7.6.

A figura-7.11 mostra o mapa estroboscépico correspondente ao perfil de win indicado
pela curva vermetha na figura-7.10. O perfil da freqiiéncia interna, win, fol calculade
ao longo da reta azul vista no mapa estroboscépico. Uma vez que essa reta nao cortou
nenhuma das 6 ilhas secundérias indicadas no mapa nenhum patamar correspondente a
freqiiéncia wi, = é— apareceu no perfil indicado pela curva vermelha na figura-7.11.

Na figura-7.12 temos o mapa estroboscépico correspondente ao perfil indicado pela

curva azul na figura-7.10. Em virtude da reta, ao longo da qual o perfil de w;, foi calculado,

. . . . 5
ter cortado uma das ilhas que formam a cadeia de ilhas secunddarias para a qual g = -
) 1

surgiu um patamar no perfil da freqiiéncia interna para o valor wy, = B

A figura-7.13, por sua vez, mostra o mapa estroboscépico associado ao petfil da
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Figura 7.13:  Linhas de forca usadas para o caiculo do petfil da freqliéncia interna para [y = 1,8%
de I, (curva verde da figura-7.10).

valores de m'. Por exemplo, para uma dada corrente de perturbagio, surge a cadeia de
)
m

ilhas secundérias para gz, = - = T; depois, para uma corrente um pouco maior, surge
7 1

a cadeia de ilhas para g;, = T aumentando-se um pouco mais a corrente de perturbagio

-
. . 2 . .
surge a cadeia de ilhas para ¢in = e assim por diante.

Como dissemos anteriormente, uma. cadeia de m’ ilhas ma ‘néticas secunddrias, com

/ ! , €Ol

i . . e e e , 1
in, = —, Nasce no centro da ilha primdria quando a freqiiéncia neste ponlo € wi = —.
ot i Y

Aumentando-se a corrente elétrica de perturbagdo, esta cadeia de ilhas magnéticas migra
em direcio 3 separairiz da cadeia de ilhas primérias como podemos ver da figura-7.12 e
da figura-7.13. Essa migra¢io ocorre em decorréncia do aumento da freqiiéncia no centro
da ilha primaria combinado com o fato de o perfil dessa freqiiéncia diminuir quando se
considera superficies magnéticas mais afastadas do centro. Sendo fa.ssim, para uma dada
corrente de perturbagdo, o perfil de w;, cruza a linha Wy = % a uma determinada
distﬁ,ncia, do centro; para uma corrente Wm pouco mMaior esse perfil cruza a mesma linha

Win = — em um ponto um pouco mals distante que o anterior como podemos observar
m

das curvas para I, = 1,6% de I, e para I, = 1,8% de [, da figura-7.10.

7.2 Estabilidade do Ponto Fixo Eliptico

Na secio anterior, vimos como se da o crescimento de uma cadeia de ilhas magnéticas

priméarias e, dentro dessa, o surgimento e desenvolvimento das cadeias de ilhas secundarias.






Estabilidade do Ponto Fixo Eliptico 109

2.030 0.030 [
0029 |- . S - R
0.028 - - D AR 0.028
J .
0.027 b 0.027 |-
0.026 0,026 ©
0.025 0.025 ik
26 2.
0.030 0.080 [
0.028 - 0.0z9 P
0.028 | 0.028 |
J A
0.027 : 0027 |
0.026 & 0.086
0,025 Ll 0.025 koo
2. 2.

Figura 7.15:  Seqiiéncia de mapas estroboscépicos mostrando a regifo préxima ao ponto fixo eliptico
da ilha central da cadeia de ithas magnéticas para a qual ¢ = —. Em a, usamos [ = 3,9% de I,; em

b, usamos [;, = 4, 1% de [;; em ¢, usamos I, = 4,4% de I, e em d, usamos I}, = 5,1% de I,

mapas estroboscépicos mostrando a regido préxima ao ponto fixo eliptico. A primeira
seqiiéncia mostra 08 mapas estroboscépicos para as seguintes correntes de perturbacao:
I =3,9%de I, Iy =4,1% de I, I = 4,4% de I, e I, =, 1% de I, (figura-7.15).

Na figura-7.15a, vemos o surgimento da cadeia de ilhas secundéarias cujo o valor de gy,
e Gin = % Aumentando-se um pouco a corrente de perturbagao (figura-7.15b), notamos
o crescimento das trés ilhas que compde essa cadeia de ithas secunddrias, assim como,
a regiiio cadtica que circunda sua separatriz. Porém, ainda ha linhas regulares fechadas
isolando essas ilhas e o ponto fixo da regifo cadtica externa. Aumentando-se um pouco
mais a corrente de perturbagio (figura-7.15¢), a regido caotica que envolve a separatriz
das trés ilhas secundarias se conecta com a regido cadtica externa deixando uma pequena
4rea de linhas de forca regulares ao redor do ponto fixo. Ao se aumentar um pouco mais
ainda a corrente de perturbagio, as trés ilhas satélites diminuem de tamanho e a regiao
estavel que circunda o ponto fixo aumenta. Isso faz com que a drea de linhas de forga
est4veis seja apenas um pouco menor do que era antes do surgimento da cadeia de ilhas

. 3

secundarias para a qual g, = T
A segunda seqiiéncia de mapas estroboscépicos (figura-7.16) mostra o que ocorre quan-
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Figura 7.16:  Segunda seqiiéncia de mapas estroboscépicos mostrando a regido préxima ao ponto
fixo eliptico da ilha central da cadeia de ilhas magnéticas para a qual ¢ = —. Em a, usamos [}, = 5, 4%

de I;; em b, usamos I, = 6,3% de I,; em ¢, usamos I;, = 6,4% de Ipe em d, usamos I = 6, 7% de
I

do continuamos aumentando a corrente de perturbagio.

Cadeias de ilhas magnéticas secunddirias para as quais ¢;, assume os valores g, = 3
5 7 ‘
Gin = 3 Gin = 5 e assim por diante comegam a surgir indicando que o valor de wy,, no

ponto fixo, se aproxima de w;,, = 0, 5. As superficies magnéticas tornam-se mais alongadas
e, para um valor de [j, entre 6,3% de I, e 6,4% de I, (figura-7.16b ¢ figura-7.16¢), o ponto
fixo torna-se instdvel e dois novos pontos fixos estdveis surgem préximos a ele indicando
que uma bifurcagio, com dobra de periodo, ocorreu.

Acompanhando o que ocorre com esses dois novos pontos fixos, verificamos que eles
seguem o mesmo roteiro descrito para o ponto fixo que os produziu. Exceto por um
detalhe. A localizag¢io deles no espago de fase muda conforme variamos a corrente de
perturbacéo. Eles se movem, no sentido de se afastarem mutuamente, ao longo de uma
diregdo que é aproximadamente igual aquela definida pela reta que os une.

A estabilidade desses novos pontos fixos é mostrada na figura-7.17. E as duas seqiiéncias
de mapas estroboscdpicos, dadas pela figura-7.18 e pela figura-7.19, ilustram o que disse-

mos a respeito do comportamento desses novos pontos fixos.






112 Destruicao de Superficies Ressonantes.

QUBBBE g oo g g e s 0.0285 RRR— .
a b
0.0280 |- ] - 0.0280 |-
J -
@ ,
0.0275 |- - 0.0275 |-
0.0270 - ] L EH n o 00270 - 1 . ;. L L
2.70 2.80 2.90 3.00 a0 2,70 2.80 2.90 3.00 210
0.0285 ; r 0.0285 o ¢ ;
c d
0.0280 |- 0.0280 |
J
0.0275 |- 0.0275 -
0.0270 TR — L 0.0270 * ' L
2.70 2,80 2,50 3.00 310 2.70 2.80 2,90 3.00 3.10
B B

Figura 7.19: Segunda seqiiéncia de mapas estroboscépicos mostrando a regido préxima aos pontos
fixos elipticos gerados pela bifurcacdo. Em a, usamos I = 8, 1% de I,; em b, usamos [, = 8,2% de
Ip; em ¢, usamos [, = 8,3% de I, eem d, usamos [ = 8,4% de 1.

que descreve a atuagio de um conjunto de anéis limitadores magnéticos.

7.3 Conexao de Regioes Cadticas

De maneira resumida, podemos descrever da seguinte forma o nascimento, o desenvolvi-
mento e a morte de uma cadeia de ithas magnéticas em resposta & atuagdo do campo dos
anéis limitadores magnéticos sobre o campo magnético de equilfbrio de um tokamak.

Na auséncia do campo magnético de perturbagio as superficies magnéticas formam
toros aninhados. Em termos do mapeamento estroboscépico das linhas de forca do campo
magnético, nas coordenadas canénicas de acéo-angulo, isso corresponde a um conjunto de
linkas com 7y = constante, para as superficies que possuem um fator de seguranga ¢ cujo
valor é um nimero irracional, ou m pontos isolados para aquelas que possuem um fator
de seguranga cujo valor, g = r:—;, & um ntmero racional {figura-7.20). Sendo que Jy é o
valor da ac¢do de cada ponto inicial.

Quando ligamos o campo magnético de perturba¢io, ao redor de cada uma das su-
perficies para as quais ¢ ¢ um nimero racional, a aparéncia do espago de fase muda de

manecira notdvel. Surgem estruturas cujas formas assemelham-se aquelas produzidas pela
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Figura 7.20:  Superficies magnéticas de equilibrio em termos das coordenadas candnicas, Os valores
da tabela-3.1 foram adotados para a simulagdo.

hamiltoniana de um péndulo nio-linear. Nio sé as formas sio semelhantes, mas algumas
caracteristicas, tais como largura e freqiiéncia, obedecem 3 mesma regra de proporciona-
lidade com a raiz quadrada da intensidade da perturbaglo. Isto ocorre ac menos para
valores moderados da corrente, [, que cria o campo magnético de perturbagao — para o
caso dos limitadores magnéticos, isso corresponde a Iy < 2% de I,.

Nem todas as cadeias de ilhas tém o mesmo tamanho para um determinado valor da
perturbagio. As primeiras a serem notadas, as ilhas primérias, sdo aquelas produzidas
pela acio ressonante das componentes de FOURIER mais intensas da hamiltoniana de
perturbacio (equacio (6.18)). Para uma escala na qual as ilhas primarias comegam a se
tornar visiveis a grande maioria das cadeias de ilhas s&o imperceptiveis.

Ao se aumentar a intensidade da perturbacio, as cadeias de ilhas intermedidrias co-

mecam a serem notadas. Estas, formadas por uma espécie de acoplamento das ressondncias

/
C e v . " . m—+m
primérias, surgem ao redor de superficies magnéticas para as quais g = Pl Sendo
N+ n
m ' . . C. .
que, ¢ = — ¢ ¢ = — correspondem is duas ressondncias primarias. ksse processo de
n n

acoplamento nio se restringe, apenas, s ressonancias primérias. A medida que as cadeias
de ilhas intermedidrias crescem, comegam a ocorrer acoplamentos das ilhas intermediarias

com as primarias e das ilhas intermedidrias entre si. Com lisso, uma verdadeira pléiade de
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Figura 7.23:  Par@metro de CHIRIKOV, como funcde da corrente elétrica de perturbagio, para as

4

cadeias de ilhas para as quais ¢ = TeI= T

— o

magnéticas. [ssa relacio é dada por [42]:

critico

4
XC'h, = — = 4‘—'-"(3 . (727)

O valor de x&}7°° que obtivemos corresponde ao surgimento da cadeia de ilhas magné-

I

ticas secundérias, para a qual g, = —, no centro da ilha primaria. Isso pode ser verificado

e | 5

através da figura-7.24 obtida usando-se o0s procedimentos empregados na obtencio da
figura-7.8 ¢ da figura-7.9. A figura-7.24 mostra que para [p = 1,4% de I, a freqiiéncia no
centro da ilha € aproximadamente w, = £

Portanto, a conexdo entre regides cadticas adjascentes, produzida pelos limitadores
magnéticos, ocorre quande o patdmetro de CHIRIKOV atinge o valor de XE’.',ifiCO = % Esse
resultado contradiz a chamada regra dos dois-ter¢os, obtida do estudo do mapa padrio, a
partir da qual o valor critico do parimetro de CHIRIKOV seria X?}'}fico =3

O valor de % para o parimetro critico foi obtido, também, por ViaNa [20] ao estudar
a atuacao de campos magnéticos ressonantes, criados por hélices condutoras de correntes
elétricas, sobre o campo de equilibrio de tokamaks.

Persistindo no aumento da intensidade da perturbagdo, notamos que as cadejas de ithas

magnéticas intermedidrias sio totalmente dilufdas numa densa regido cadtica que envolve
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Figura 7.24:  Comportamento da freqiiéncia no ponto fixo eliptico da ilha central, da cadeia de ilhas

para a qual ¢ = o desde seu surgimento até sua bifucagio como funcdo da corrente de perturbagio.

a regido central das duas cadeias de ilhas primérias que, ainda, possuem linhas de forga
estaveis ao seu redor (figura-7.25).

A partir do surgimento da cadeia de ilhas magnéticas secundérias para a qual ¢, = T
o aumento da intensidade da perturbagio inicia um processo que ird culminar com a
destruicao da regiio de linhas de forga estdveis. Essa destrui¢io se dard através de uma
seqiiéncia de bifurcacdes, por dobra de perfodo, dos pontos fixos elipticos das ilhas que
formam a cadeia de ilhas primérias {figura-7.26). O retingulo assinalado na figura-7.25 e
na figura-7.26 corresponde, respectivamente, & figura-7.15a e a figura-7.16d da seqiiéncia
de figuras, usadas na seciio 7.2, para ilustrar esse processo de bifurcagio por dobra de
perfodo.

Notamos, também, na figura-7.24 que, para valores de [} aproximadamente iguais ou
maiores que aquele necessério para o surgimento da cadeia de ithas secundarias para a
qual ¢z = ;I, a freqliéncia no ponto fixo eliptico deixa de seguir a lei de proporcionalidade

com +/{.






Capitulo 8

Transporte das Linhas de Campo

Magnético.

Neste capitulo, analisamos o transporte das linhas de fora do campo magnético, na borda
da coluna de plasma, sob a agiio dos anéis limitadores magnéticos cadticos.

Parte dessa andlise foi feita calculando-se o afastamento quadrdtico médio da agao,
J, com relagio a um valor de referéncia, Jo, como uma fungdo do niimero de voltas ao
redor da camara de confinamento, n, para um conjunto de pontos iniciais. Com isso, foi
possivel determinar o tipo de regime (subdifusivo, difusivo ou superdifusivo) que domina
o processo de transporte local das linhas de forga.

Analisamos, também, a perda ou o escape das linhas de forca. Consideramos que
uma linha de forca é perdida quando esta colide com a parede da cdmara. Isso foi feito
estudando-se a variacio, com relagio ao nimero de voltas, da quantidade de linhas de
forca de um dade conjunto inicial assim como O processo estatistico associado as perdas
dessas linhas de forga.

Apresentamos, ainda, como um exemplo, alguns resultados esperados para a atuagao
dos anéis limitadores magnéticos caticos no tokamak TCABR do Instituto de Fisica da

Universidade de S30 Paulo.

8.1 Transporte em Tokamaks

O entendimento do processo de transporte de particulas e energla, na camada cadtica
criada na periferia da coluna de plasma em tokamaks, é muito importante para a operacao

eficiente das maquinas destinadas & obtengdo da [usdo termonuclear controlada. Isto

119
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porque alguns aspectos importantes para a integridade fisica da maquina e para 2 qualidade

do confinamento, tais como:

e Evitar o aquecimento excessivo e localizado da parede interna da cimara de confi-

namento;

o Evitar que uma grande quantidade de impurezas, provenientes da interacio do plas-

ma com a parede interna da camara, penetre na regido central da coluna de plasma;

o [ fazer isto através de mecanismos que sejam compativeis com os procedimentos que

resieltam em um confinamento eficiente do plasma,

estdo diretamente ligados ao processo de transporte de particuias e energia.

O movimento das particulas lonizadas se da, preferencialmente, ao longo das linhas
de for¢a do campo magnético. Conseqiientemente, o processo de transporte das mesmas
¢ bastante influenciado pela evolug¢io das linhas de for¢a do campo magnético na regiao
cadtica existente na borda da coluna de plasma.

O ciclo de blindagem de impurezas pela regifo cadtica pode ser descrito, de forma sim-
plificada, como segue: as linhas de for¢a que conectam a parede da cimara i regido cadtica
guiam as particulas ionizadas em direcio a parede da cdmara onde elas s8o neutralizadas.
Uma vez neutralizadas elas se desacoplam das linhas de forga e podem ser re-injetadas no
plasma pelo processo de sputlering.

Se a regido cadtica for espessa o suficiente, as particulas re-injetadas serdo ionizadas
antes que atinjam o centro da coluna de plasma e passam a seguir as linhas de forca
do campo magnético sendo conduzidas de volta & parede. Isso aumenta a densidade de
particulas na regiio préoxima a parede da cimara de confinamento.

A temperatura eletrénica na borda da coluna de plasma, por sua vez, diminui em
virtude desse processo de ionizagio e da realgada condutividade térmica ao longo das
linhas de forga. Com isso, mecanismos de produgio de impurezas que sdo dependentes da
temperatura eletronica na borda do plasma, tal qual o processo de sputtering, tém suas
intensidades reduzidas.

Sendo assim, a combinacio do aumento da densidade e da diminui¢do da temperatu-
ra eletronica na borda da coluna de plasma com um realgado transporte das linhas de
forca resulta num eficiente mecanismo de blindagem de impurezas. E, como dissemos
anteriormente, as linhas de for¢a que conectam a regido cadtica & parede da camara de

confinamento desempenham um papel importante nesse processo de blindagem.
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8.2 Transporte Anémalo das Linhas de Forga

O transporte das linhas de forca é estudado, geralmente, calculando-se o afastamento
quadrético médio, o?(n), da agho, J, como uma fungio do nimero de voltas ao redor da

camara. Este afastamento, ¢2{n), é dado por:

. Nop
o2 (n) = (T (n) — Jo))a = ﬁ— S (i) - 0 (5.1)

em que a média é calculada sobre um conjunto de Npz linhas de for¢a cujas condigbes
o 1
iniciais sdo: J;(0) = Jo e %;(0) = 27rN

LF

Em geral, para um sistema cuja a¢do, J, nao esteja restrita a um dominio limitado do

parai=20,1,2,..., NLF.

espaco de fase, o afastamento, o?(n}, apresenta o seguinte comportamento assintotico:
o%(n) = 2Dppn*, n— 0. (8.2)

Para um processo de transporte gaussiano, temos g = 1 e podemos definir um coeli-

ciente de difusfo dado por:

2
el
Dpp = lim Z (n)
n—ooo  2mn

(8.3)

Processos de transporte para os quais g # 1 so chamados de processos de transporte
andémalos. Esses se dividem em subdifusivos, quando g < 1, e superdifusivos, quando
w1

Para o caso particular do transporte de linhas de forga do campo magnético em toka-
maks, as equacdes (8.2) e (8.3) tornam-se inaplicdveis. Isso porque nio podemos calcular o
limite 7 — oo, pois as linhas de forga ndo podem existir para além da. parede da camara de
confinamento. Entretanto, sendo gaussiano o processo de transporte das linhas de forga, é
possivel, ainda, calcular o coeficiente de difusdo, Dy, numa regifdo de espago de fase em
que a evolugio da agdo estd restrita a um determinado intervalo. Isto é feito analisando-se
o nimero médio de voltas, (n}, que um conjunto de linhas de forca leva para deslocar-se de
umna determinada distincia, AJ, ao invés de se analisar o afastamento quadrético médio.
Quando consideramos Jy como sendo o ponto médio do intervalo AJ, o coeficiente de
difusio é dado por [54, 55]:

(A7)* 1.
4G {n)’

Drp = (84)
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com (& sendo a constante catalan dada por:
e (—1)F
G=) ——m. 8.5)
= (L+ 2k) (
A condicio de que o processo de transporte seja gaussiano para que se possa aplicar
o método do nimero médio de voltas é muito restritiva, pois sabemos que as equagoes
que descrevem o tragado das linhas de for¢a do campo magnético formam um sistema
hamiltoniano com 1 + % grau de liberdade. Portanto, o problema do transporte das
linhas de forca pertence a uma classe mais ampla de sistemas: a classe dos sistemas
hamiltonianos, cujo espago de fase é constituido por uma diversidade de estruturas como
ilhas de estabilidades, érbitas hiperbdlicas, 6rbitas cadticas e muitas outras. Se, por
um lado, isto torna o problema do transporte das linhas de for¢a mais interessante, por
outro, faz com que a natureza gaussiana do processo, na maioria dos casos, seja perdida

[56, 57, 58).

0.06 v ’ ¥ " i T T T

0.05

J 0.04

0.03

0.02

Figura 8.1:  Mapa estroboscépico mostrando a localizagdo dos pontos iniciais (linha vermelha) para
o caleulo de o2(n). Os pardmetros para os limitadores magnéticos s3o: (mg,no) = (5,1), A=10,54 e
I =2,1% de L.

’

I possivel verificar o cardter andmalo do transporte das linhas de forca para os limita-
dores magnéticos calculando-se o afastamento quadrético médio, a?(n), como uma fun¢do

do ntimero de voltas, n, para o mapa da figura-8.1 e para o mapa da figura-8.2.
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A = 0,54 e dois valores diferentes para a corrente de perturbacdo, f,. Iscolhemos o
arranjo (mo, no) = (5, 1) para termos a regido cadtica mais préxima da borda do plasma.
Assim, podemos analisar mais facilmente o escape das linhas de forga. A curva vermelha
corresponde a Iy, = 2, 1% de I, e a curva azul corresponde a Iy = 4,5% de I,. Para ambas
as curvas, uti'lizamos um conjunto com Npg = 4000 pontos iniciais com J;(0) = 0,031 e

14 .
#;(0) = QWNLF comi=0,1,2,..., NLF.
:m ambas as curvas vistas na figura-8.3, ¢ para as primeiras iteragdes do mapeamento

estroboscépico, o%(n) apresenta um comportamento caracteristico de transporte superdi-
fusivo. Situagio na qual o?{n) = n* com g > 1. Isto pode ser notado comparando os
ajustes, feitos para as iteragdes iniciais, com a curva tracejada correspondente a ¢?(n) x n.

Apés as primeiras iteragdes, o regime de transporte muda para subdifusivo. Isso porque
algumas das linhas de forga sio aprisionadas, durante um namero relativamente grande

de iteracoes, pelas ilhas de estabilidade presentes no espago de fase do sistema.

0.08 ; . T

0.05

J goa !

.03 -

0‘02 1 3 . L
.00 157 3.14 4.7% 6.28

B

Figura 8.4: Estado final do conjunto de linhas de forca apés 5 voltas ao longo da camara de
confinamento. A linha vermelha corresponde ao estado inicial das linhas de forca.

Acompanhando-se a evolucio do conjunto de linhas de forga (figura-8.4 e figura-8.5),
observamos que este esté sujeito ao fenémeno de estice e dobra bastante comum nos siste-

mas cadticos conservativos.

Notamos que, para as primeiras iteragdes do mapeamento estroboscépico, o mecanis-
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Figura 8.5 Estado final do conjunto de linhas de forca apds 15 voltas ao longo da cdmara de

confinamento.

mo de esticamento (e a contragio associada) predomina com relagdo ac mecanismo de
aprisionamento. E, em conseqiiéncia disso, o regime de transporte das linhas de forca é

superdifusivo.

O mecaniamo de dobra, decorrente do aprisionamento de algumas linhas de forga por
ilhas de estabilidade, torna-se importante somente apés um determinado nimero de ite-

racoes, apés o qual predomina o regime subdifusivo (ver figura-8.3).

Para o valor da corrente de perturbagio, I, = 2,1% de [,, ainda existem superficies
magnéticas, entre a regifo cactica e a parede da cimara, que nao foram destruidas. Is-
so limita o espalhamento das linhas de for¢a fazendo com que o?(n) tenda a um valor

constante & medida em que n cresce.

Aumentando-se a corrente de perturbacio, para por exemplo [, = 4,5% de I, como
indicado na figura-8.3, todas as superficies magnéticas na periferia da coluna de plasma

sio destruidas (figura-8.2).

Nio tendo mais uma superficie magnética que restrinja o espalhamento das linhas de
forca algumas delas acabam atingindo a parede da cdmara de confinamento, deixando de
contribuir para o cilculo de o?(n). Conseqiientemente, o valor de o%(n) oscila com mais

intensidade & medida em que n aumenta.
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observacoes feitas fol Np = 500. De posse dos valores para m, construimos um histograma
de freqiiéncias € o comparamos com a correspondente distribuicio de I’01SSON para a qual
o valor de o' = (m) = 1,9 foi calculado a partir das Np = 500 observagoes. O resultado
obtido pode ser visto na figura-8.7. O sfinbolo {m) representa o valor médio dos Ng = 500

valores de .

Notamos, da figura-8.7, que a freqliéncia com a qual um dade nimero m de linhas
de forga escapam da regio cadtica, durante o intervalo de duas voltas na cimara de
confinamento, apresenta uma boa concordancia com aquela prevista pela distribuicio de

Poisson correspondente, dada pela equagio (8.7), e que estd representada em azul.

De forma a quantificarmos essa concorddncia, foi calculada uma barra de erro, para
o modelo de PoISSON, para os valores previstos do nimero de eventos em que m linhas
380 perdidas. O nimero de eventos que ocupam um particular canal de histogramacao
— e, portanto, um particular valor de m -, segue uma distribuigdo binomial com uma
probabilidade de sucesso, p = FP,{m), e uma probabilidade de [racasso, ¢ = [1 — P,{m)].
Sendo que sucesso e fracasso significam, respectivamente, pertencer ou nao aquele parti-
cular canal de histogramagao. Segundo esse modelo, devemos esperar um nimero médio
de eventos, dado por Ng P,{m), no canal de histogramaco correspondente ao particular

valor de m, com uma incerteza dada por /NoPy(m} [l — Py(m)] [59].

A boa concordincia com a distribuigdo de PoissoN é indicada pelo fato dos valores,
nos canais de histogramagao, diferirem daqueles previstos por tal modelo por menos que

uma unidade do desvio padrio.

Calculamos, também, os pardmetros assimetria, S, e curtose, K, para o conjunto dos

No valores de m obtidos. Esses pardmetros sio definidos por [60]:

m — {m)) >

(
<(m - 2>
{

m— {m )l>
K= . (8.9)

< m — {m) )2>2

Wit

Os quais podem ser comparados com as seguintes expressoes validas para uma distri-
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bui¢do de PPoisson [60]:

1
Sp = , 8.10
! ) (8.10)
1
Kp=34 5 (8.11)

Os valores para S, K, Sp e Kp obtidos foram:

$=08 e Sp=0,73,
K=372 ¢ Kp=2353.

Dado que o escape das linhas de forga aparentemente corresponde a um processo es-
tatistico, cuja distribuicio de probabilidades é dada por uma distribuicio de Poisson,
temos que ao tamanho, A, dos intervalos de nimero de voltas entre dois escapes conse-
cutivos, de qualquer nimero m de linhas de for¢a, deve corresponder uma densidade de

probabilidades exponencial dada por:
PN) =qe ™. (8.12)

Sendo que, essa densidade de probabilidades exponencial ndo ¢ uma qualquer, mas estd
vinculada 3 distribuicio de PoIssoN dos escapes das linhas de forga através da condigao
n=a.

sses tamanhos, A, dos intervalos de nimero de voltas entre dois escapes consecutivos
correspondem aos platds vistos no detathe ampliado da figura-8.6.

A figura-8.8 mostra o histograma de freqiiéncias com as quais os tamanhos, N, dos
platds ocorreram durante o intervalo, n = {1000, 2000], em que o experimento numérico
foi realizado. Esse intervalo é o mesmo que foi usado para a obtencio dos dados para o
histograma da figura-8.7. Em azul, temos o histograma derivado da equagio (8.12) quando

o valor de n = « é utilizado. O valor de « é determinado pela expresséo:

Ay

na qual {m) = 1,9 e T = 2, ou seja, duas voltas ao redor da cimara.

Novamente podemos observar a boa concordéncia dos valores obtidos do experimento
numérico com aqueles derivados de um processo regido pela distribui¢io de PoIsson.
Essa boa concordincia é indicada pelo fato dos valores, em cada canal de histogramacéo,
estarem distanciados menos que um desvio padrao, na sua maioria, dos valores previstos

pelo processo de POIssoN correspondente.
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Poisson, a soma dos ntimeros de linhas de for¢a que se conectam com a parede durante
um intervalo de observagdo, T, nos vérios segmentos em que o periodo total fot dividido
sera distribuida de acordo com uma POISSON cuja taxa, o, serd: o =« + ag + -- -+ ay

[59].

8.3.1 Padrao de Escape

Calculamos o nimero de voltas médio, (n.), que uma linha de forga, localizada na regido
cadtica existente na periferia da coluna de plasma, necessita para atingir a parede da
camara de confinamento.

O valor de (n.) foi calculado através da expressio:

N

1 .
(ne) = = > e, (8.15)

=1
para um conjunto com N = 2000 linhas de forca distribuidas aleatoriamente na regido
cadtica existente para 0,025 < 7 < 0,060 (figura-8.2}. Na equagao (8.15), n., € o nimero
de voltas que a i-ésima linha de forca do conjunto considerado dispendeu para atingir a

parede da cimara.
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Figura 8.9: Nimero médio de voltas para se atingir a parede da cdmara em funcio da corrente

de perturbacdo. Os pontos indicam os valores numéricos obtidos e a linha vermela uma variagdo
{re)y o [h_’G com [# =6, 35.



132 Transporte das Linhas de Campo Magnético.

O nimero médio de voltas, (n.), diminui consideravelmente com o aumento da corrente
de perturbacido, I. E sua dependéncia com essa corrente de perturbagio apresenta uma
boa concordincia com uma lei de poténcia da forma (n.) Ih_ﬁ conforme podemos ver na

figura-8.9, com § = 6, 35.
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Figura 8.10: Padrio de escape das linhas de forca do campo magnétice na borda do plasma.

Os pardmetros para o campo magnético de equilibrio sdo 0s mesmos usados nas figuras anteriores.
Os pardmetros para o campo dos limitadores magnéticos sfio: I, = 5.0% de [, (mg,ng) = (5,1) e
A= 0,54. A escala de cor representa o nimero de voltas que uma linha necessita para atingir a parede
da camara,

Um outro aspecto interessante do transporte das linhas de forga, para valores sufi-
cientemente altos da corrente de perturbagio, pode ser observado na figura-8.10. Iissa
figura mostra o padrio de escape das linhas de forga sob a aglio dos limitadores magnéticos
atuando com os seguintes parimetros; I, = 5.0% de I,, (mo,no) = (5,1) e A =10, 54.

O padrio de escape consiste em um plano de condigdes iniciais para as quais associamos
um ponto de coloragio em escala cinza cujo tom é proporcional ao ndmero de voltas que
a correspondente linha de forga realiza até, eventualmente, atingir a parede da camara de

confinamento.

Pod bservar d frao de esc — ario d g
odemos observar do padrao de escape que, ao contrario do que se esperaria para
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um processo difusivo, o mecanismo de escape das linhas de for¢a na borda da coluna
de plasma possui uma estrutura bem definida. Apresentando regides, representadas pelas
linguas brancas que penetram na regio cadtica, de onde as linhas de forga que dali iniciam
suas evolugdes rapidamente atingem a parede da cimara.

Essa estrutura com um padrio bem definido, apesar de bastante complexa e aparen-
temente fractal, se adequa mais a um processo convectivo possuindo canais de escape
preferenciais, do que a um processo difusivo em que esperarfamos uma estrutura menos
organizada com as regides de onde as linhas escapam rapidamente distribuidas de maneira

aleatéria pela borda da coluna de plasma.

8.4 Limitador Magnético Cadtico para o TCABR

Neste item, apresentamos alguns resuftados para os quais utilizamos os parametros tipicos
de operacgio do tokamak TCABR (ver tabela-8.1) para descrever o campo magnético de
equilibrio.

O TCABR é um tokamak que se encontra instalado no Laboratério de Fisica de Plas-

mas do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo e cuja operagio iniciou-se recen-

temente.

Parametro Simbolo | Valor
Raio maior Rg 0,61 m
Raio menor bt 0,22 m
Raio da coluna de plasma a 0,18 m
Campo magnético toroidal B, 1,27
Corrente de plasma Iy 70 kA
Fator de seguranga na borda do plasma q =)
Energia térmica dos elétrons na borda do plasma kT, 20 eV
Tempo de duragio da descarga T 120 ms
Expoente da densidade de corrente de plasma ¥ 3

Tabela 8.1:  Parimetros do tokamak TCABR adotados para as simulacSes numéricas.

'Uma vez que o TCABR possui secio transversal retangular, consideramos b como sendo o raio da

circunferéncia inscrita nesta segio transversal.
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Inicialmente, apresentamos o mapa estroboscopico das linhas de forga do campo magné-

tico de equilibrio representado nos virios sistemas de coordenadas utilizados nesta tese.
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Figura 8.11:  Mapa estroboscdpico das linhas de forca do campo magnético de equilibrio, para o

tokamak TCABR, representado nas coordenadas candnicas. Os simbolos e indicam a localizagao dos
condutores de corrente elétrica que formam um anel limitador magnético,
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Figura 8.12:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético de equilibrio, para o

tokamak TCABR, representado nas coordenadas polares toroidais. Os simbolos e indicam a localizacio
dos condutores de corrente elétrica que formam um anel limitador magnético.
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A figura-8.11 mostra o mapa estroboscépico representado nas coordenadas canénicas,
(J,¥). Nela, também estd representada a localizagio dos condutores de corrente clétrica
que formam um dos aneis limitadores magnéticos cujos parametros sao: {mg,no0) = (4,1)
e A= 0,53. Podemos observar dessa figura que nas coordenadas candnicas os condutores
possiiem uma separacdo angular, Ad, constante.

Na figura-8.12 temos as mesmas superficies magnéticas indicadas na figura-8.11, porém,
representadas nas coordenadas polares toroidais, (re, 8;). Nessa figura, podemos observar
que a separa¢io angular entre os condutores ndo € mais constante. Ela é menor para os

condutores préximos a ¢; = 0 do que para os condutores préximos a B = 7.
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Figura 8.13:  Mapa estroboscpico das linhas de forca do campo magnético de equilibrio, para o

tokamak TCABR, representado nas coordenadas polares locais. Os simbolos e indicam a localizagdo
dos condutores de corrente elétrica que formam um anel fimitador magnético.

Em termos das coordenadas polares locais, (r,#), essas superficies magnéticas se apre-
sentam como indicado na figura-8.13. Vemos que as superficies magnéticas diferem de
forma considerdvel de curvas para as quais r é constante. Notamos, também, a pre-
senca de uma pseudo-ilha na regido préxima a r = 0 em virtude do deslocamento do eixo
magnético (deslocamento de SHAFRANOV).

Finalmente, temos na figura-8.14 um corte transversal da camara de confinamento do
TCABR, representado em termos das coordenadas cilindricas, (R, Z), no qual podemos ver

indicadas as mesmas superficies magnéticas de equilibrio das figuras anteriores. Vemos,
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[Figura 8.14:  Mapa estroboscépico das linhas de forga do campo magnético de equilibrio, para o

tokamak TCABR, representado nas coordenadas cilindricas. A curva tracejada corresponde a superficie
7. = by = constante e o3 simbolos e indicam a localiza¢do dos condutores de corrente elétrica que
formam um anel limitador magnético.

também, a superficie , = b = constante sobre a qual se localizam os condutores de
corrente elétrica que produzem o campo magnético de perturbacio dos anéis limitadores
magnéticos.

Nas figuras anteriores consideramos as superficies magnéticas que estdo relacionadas
apenas ao campo magnético de equilibrio, B Quando levamos em conta o campo de
perturbacio criado pelos limitadores magnéticos, algumas dessas superficies sdo modificadas
consideravelmente.

A figura-8.15 e a figura-8.16 mostram o mapa estroboscépico das linhas de forga do
campo magnético, sob a agio dos limitadores magnéticos, representado nas coordenadas
canénicas e nas coordenadas polares locais respectivamente. A corrente de perturbagao
usada é I, = 1,5 kA correspondendo a aproximadamente 2% da corrente de plasma, f;.
Os demais parametros sdo: (mg,no) = (4,1), A = 0,53 ¢ N, = 4. Para o cilculo do campo

magnético de equilibrio usamos os pardmetros da tabela-8.1.
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Figura 8.15:  Mapa estroboscdpico das linhas de forca do campo magnético para o tokamak TCABR
representado nas coordenadas candnicas. Os pardmetros para o campo magnético de equilibrio sao os
da tabela-8.1, Os pardmetros para os limitadores magnéticos séo: {mg,no) = (4,1}, A =10,583, N, =4
e I, = 1,5 kA. Os simbolos  indicam a localizagdo dos condutores de corrente etétrica que formam
um anel limitador magnético.
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Figura 8.16: Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético para o tokamak TCABR
representado nas coordenadas polares locais. Os pardmetros para o campo magnético de equilibrio sao
os da tabela-8.1. Os pardmetros para os limitadores magnéticos sdo: (mg,ng) = (4,1), A = 0,55,
N, =4 el = 1,5 kA. Os simbolos  indicam a localizacdo dos condutores de corrente elétrica que
formam um ane! limitador magnético.
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Figura 8.17:  Mapa estroboscépico das linhas de forca do campo magnético para o tokamak TCABR
representado nas coordenadas candnicas. Os par@metros para o campo magnético de equilibrio sio os
da tabela-8.1. Os pardmetros para os limitadores magnéticos sdo: (rnp, ng) = (5,1), A = 0,59, N, =4
e I = 3,2 kA. Os simbolos e indicam a localizacic dos condutores de corrente elétrica que formam
um anel limitador magnético.
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Figura 8.18:  Mapa estroboscédpico das linhas de forca do campo magnético para o tokamak TCABR
representado nas coordenadas polares locais. Os pardmetros para o campo magnético de equilibric s3o
os da tabela-8.1. Os par@metros para os limitadores magnéticos sdo: {mg,nq) = (5,1), A = 0,59,
Ny =4 el =3,2 kA, Os simbolos e indicam a localizac3o dos condutores de corrente elétrica que
formam um anel limitador magnético.
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Para esse valor da corrente de perturbacio temos uma regido de linhas de forga cadticas
s o . . o
ao redor da superficie para qual ¢ = —, mas ainda existem superficies regulares entre
o

essa regiio e a parede da cimara que impedem o escape das linhas de forca.

Aumentando-se a corrente de perturbagio para I, = 3,2 kA e escolhendo-se A = 0,59
de forma que os limitadores magnéticos atuem mais intensamente na regiao em que ¢ =
my 9 . s . s R <
= todas as superficies localizadas entre a regido cadtica e a parede da camara sao
T
destruidas possibilitando o escape das linhas de forga. Isso pode ser verificado na figura-
8.17 e na figura-8.18, que mostram o mapa cstroboscépico das linhas de forca representado
nas coordenadas candnicas e nas coordenadas polares locais, respectivamente.

Uma vez que ndo hi mais nenhuma barreira impedindo que as linhas de for¢a atinjam
a parede da cimara, podemos usar o niimero médio de voltas, (n.) (equagdo (8.15)), para
estimar um tempo de escape, 7, para as particulas jonizadas que se encontram na regiao
de linhas de forga cadticas.

Esse tempo de escape é estimado como:
B 27 Ro{n.)
- H

v

(8.16)

9

em que 27 Rg(n.) é o comprimento de uma linha de forga hipotética que escapa da regido

cabtica apds {n.) voltas ao redor da cdmara de confinamento e, vy, dado pos:

28T
vy = ul . (8.17)

m

2 ’

é o médulo da velocidade térmica com a qual as particulas ionizadas, de massa m, movem-
se ao longo dessa linha de forca hipotética. Nessa equagdo, & é a constante de BoLTZMAN.

Para que os limitadores magnéticos cadticos sejam efetivos na blindagem das impurezas
& necessario que o tempo de escape dessas impurezas seja menor que a duragdo da descarga
elétrica.

Considerando um plasma de hidrogénio com uma energia térmica k7' = 20 eV na
periferia. da coluna de plasma, obtivemos para os elétrons (m, = 9,11 X 1073 keg) e
para os protons (m, = 1,67 X 10727 kg), respectivamente, os seguintes tempos de escape:
Te{e) = 0,2 ms e 7.(p) = 9,3 ms.

Escolhemos a massa do dtomo de Berilio (mpge = 1,50 X 10726 kg) para representar
a massa das impurezas porque seu niimero atémico, Z = 4, é aproximadamente igual ao
nimero atomico efetivo, Z,j, esperado para o plasma do TCABR. Conseqiientemente, o

tempo de escape estimado para as impurezas foi: 7,(Be) = 27,8 ms.



140 Transporte das Linhas de Campo Magnético.

Todas essas estimativas dos tempos de escape consideraram um nimero médio de
voltas (n.) = 150 correspondendo a um campo de perturbagéo cuja intensidade média na

Bila 0
borda do plasma era <~i)—([—)> =6,0x 107° (I, = 3,5 kA, (mg,no) = (5,1) e A= 0,59).
1
Uma vez que o tempo estimado para o escape das impurezas é menor do que 1 da
duragio das descargas elétricas {r = 120 ms), concluimos que os limitadores magné.ticos

cadticos podem ser utilizados para o controle de impurezas no tokamak TCABR.



Capitulo 9

Conclusoes.

Nesta tese, analisamos como a geometria toroidal das camaras de confinamento de plas-
mas em tokamaks condiciona a maneira com que os condutores de correntes elétricas
sdo enrolados sobre essas cdmaras. Fsses condntores, por sua vez, produzem o campo
magnético ressonante responsével pelas mudangas topolégicas das superficics magnéticas
de equilibrio.

Uma das principais conseqiiéncias da geometria toroidal das cdmaras de confinamento
é fazer com que as linhas de forga do campo magnético de equilibrio apresentem uma
helicidade nio uniforme. Essa helicidade ndo uniforme das linhas de forga modifica o perfil
radial do fator de seguranca préximo & borda da coluna de plasma. Como mostramos no
final do capitulo 3, o fator de seguranga na borda da coluna de plasma é maior do que o
correspondente valor para linhas de forga com helicidade uniforme. Isso aproxima as ithas
magnéticas nessa regiio facilitando a superposi¢io e, conseqiientemente, a destruigao das
mesmas.

Os condutores helicoidais, que criam o campo magnético ressonante, sdo enrolados
sobre a camara de coufinamento de modo a reproduzirem o tragado das linhas de forga
que se localizam na superficie magnética sobre a qual se deseja atuar. Por isso, esses
condutores também devem possuir uma helicidade ndo uniforme caracterizada por um
pardmetro A # 0. A nio uniformidade no passo de enrolamento dos condutores helicoidais
resultou em uma perturbacio ressonante mais concentrada ao redor da superficie sobre a
qual se pretendia atuar. Isso pode ser observado comparando-se os mapas estroboscopicos
para os quais A = 0 {condutores de corrente enrolados com passo uniforme) com aqueles

para os quais A # 0 (condutores enrolados de forma a acompanharem uma linha de forga

141
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sobre uma superficie racional). Outra caracteristica interessante decorrente da geometria
toroidal é o fato das ilhas magnéticas, de uma mesma cadeia, terem tamanhos diferentes
e estarem malis préximas na regiio em que o campo magnético toroidal é mais intenso.

Uma outra maneira, que apresentamos nesta tese, de se produzir uma perturbagio
ressonante em uma determinada regiao da coluna de plasma é através dos limitadores
magnéticos.

No capftulo 6, determinamos um conjunto de expressbes para o mapeamento es-
troboscépico das linhas de forca do campo magnético sob a influéncia dos limitadores
magnéticos [22]. Vimos que o mapeamento é simplético e que reproduz todas as carac-
terfsticas, indicadas acima, decorrentes da geometria toroidal da cdmara de confinamento.
Além do que, obtivemos as expressdes para o mapeamento simplético diretamente do
campo magnético ressonante.

As caracteristicas das ilhas magnéticas produzidas pelo mapeamento simplético para os
limitadores magnéticos mostraram uma perfeita concordincia com os respectivos resultados
obtidos para um péndulo ndo-lincar cuja hamiltoniana foi derivada, por aproximagao local,
da hamiltoniana dos limitadores magnéticos. Entre essas caracteristicas destacamos: a
largura das ithas, a freqiiéncia no ponto eliptico (freqiiéncia natural do péndulo), suas
respectivas dependéncias com a intensidade da perturbagio e o perfil da freqiiéncia interna
com respeito 3 distincia ao ponto eliptico.

Vimos, ainda, que a transi¢io para uma condigdo de caos global a partir de uma

critico ... 4

condigio de caos local ocorre para um valor do pardmetro de CHIRIKOV igual a &), = —.
5

Esse resultado contradiz a chamada regra dos dois-tergos, obtidas do estudo do mapa
padrio, para a qual o valor critico do pardmetro de CHIRIKOV deveria ser X%‘.';'fi“o =3

[42]. O valor xgitce = % também foi obtido por VIANA [20] ao estudar um problema
semelhante ao abordado nesta tese.

Estudando o transporte das linhas de forga do campo magnético, na regiio cadtica
criada na borda do plasma pelos limitadores magnéticos, concluimos que o mesmo corres-
ponde a um processo de transporte anémalo [23]. Anémalo no sentido que o afastamento
quadritico médio das linhas de forga ndo condiz com um passeio aleatdrio, tipico de proces-
sos de transporte difusivos ou gaussianos. Pelo contrdrio, notamos que para as primeiras
iteraces do mapa estroboscépico o processo de transporte é superdifusivo em decorréncia
do mecanismo de esticamento (e da respectiva contragao) associado & existéncia de um

expoente de LYAPUNOV positivo. Apés algumas dezenas de voltas ao redor da cimara de
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confinamento, o processo de transporte torna-se subdifusivo em virtude do aptisionramento
de algumas linhas de forga por ilhas de estabilidade remanescentes.

Para valores apropriados da corrente de perturbagio algumas linhas de forga conseguem
atingir a parede da cimara de confinamento apés um certo nimero de voltas. Verificamos
que esse escape das linhas de forga obedece a uma distribuicao de P01SS0ON e gue, portanto,
o intervalo médio de nimero de voltas entre escapes consecutivos é igual ao inverso da
taxa média de escapes.

O mecanismo de blindagem de impurezas, pela regido cadtica, é caracterizado por um
tempo de escape. Para que os limitadores magnéticos sejam eletivos na blindagem de im-
purezas esse tempo de escape deve ser menor que o tempo de duracdo da descarga elétrica.
Considerando os parametros caracteristicos de funcionamento do tokamak TCABR, cal-
culamos o ninero médio de voltas necessario para uma linha de forga cadtica atingir a
parede da camara. Com base nesse niimero médio de voltas, estimamos, de forma bastan-
te qualitativa, o tempo de escape para algumas particulas ionizadas que se encontrem na

regido de linhas de forga cadticas préxima a parede da camara.
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Apéndice A

Expansao do Angulo ¥ numa série de

Fourier

No capitulo 5, definimos uma nova varidvel de angulo, #, em termos da qual as linhas
de forca do campo magnético de equilibrio possuem um passo de enrolamento constante.
Neste apéndice detalhamos os cdlculos envolvidos na sua obtengio.

Essa nova varlavel de (Lnguio foi definida, peia equagdo (5.9), da seguinte forma:

s
19(? -¢,93) = ;G:t—/o B(O dé

B RI / 1 -~ 2-——(30‘5(3) (A1)

=ty [ﬂ(n) (1 + (9()9))] '

Apesar de que, para o campo magnético de equilibrio adotado, uma forma analitica

para 9 péde ser obtida, a expressio (A.1) é um tanto complexa, dificultando sua aplicagdes
em certos calculos analfticos. Desta forma, uma representagio de 9 em uma série de
[FOURIER muitas vezes se torna bastante ttil.

Para tanto, antes de realizarmos a integragdo indicada em (A.l), consideramos a ex-

l
pansdo do termo -
R’ coq(fﬂ )
A expansio de f(z} = N em uma série de TAYLOR é dada por {61]:
-
— =2 (A-2)
mzx()
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para || < 1.
: .. ~ 1 ) : "
Consegiicntemente, a expansio de ""t é dada pela seguinte expressio:
1 - 2-—1—3"',—‘ C()S(gt)
0
. o0 iz
: =50 (3—) cos™ (6,) (A.3)
. o T - 0! -
L - Z}EE cos(8:) o £y

O termo cos™(#;), por sua vez, pode ser representado da seguinte forma [61]:

n — - 1 nl . .
cos (94}) = Z %W (,OS[(Z!C - ’H,)Hg] . (A/.l)

k=0

Substituindo-se (A.4) em (A.3) e agrupando-se os co-senos com a mesma fase temos:

—— = ao(re) + > _ ai(ry) cos(if,) . (A.5)
1 —2—cos(f;} =1

Em cuja expressio ao(re) ¢ a(r;) sio dados por:

© (k) (e, \F

k=0
(kD[ P
CL[(T'L) = 2—-!—-———"—1" or . (A?)
P Ek 4+ D!\ Ry
A expansio dada por {A.6) pode, também, ser substituida pela seguinte expressdo analitica:
1
ap{r:) = . {A.8)

1
Podemos, agora, retornar a integral dada em (A.1) e substituir o termo 77
L —2— cos(f)
28
pela sua expansio dada por (A.5), obtendo para &:
0: > 0&
9= / df + Zla;(m) / cos(l8)déd
0 - Jo
N (A.9)
=6 + Za;(m) sen(16,) ,
I=1
em cuja expressiao:
2 o0 L 2k+1
‘ r 2+ 012 ( T ) .
ep(ry) = 4/ L —4 | = Tt — | — . A10
1) ( ;,) k(e + 1T\ Rf (A-10)

Assim, nas equagoes (A.9) e {A.10) temos a expanszo da varidvel de angulo, 9, que
utilizamos, no capitulo 5, para descrever a lei de enrolamento dos condutores helicoidais

de corrente elétrica que produzem o campo magnético perturbativo.



Apéndice B
Cialculo dos Elementos de Matriz 5,,

Na subsecio 6.2.1 do capitulo 6, apresentamos os elementos Sy, ,»/(J), da matriz que rela-
ciona a expansdo de FOURIER da hamiltoniana de perturbagio nas coordenadas candnicas

com a expansio nas coordenadas pelares toroidais, definidos por:

:-*2*—;;‘

- 2w ,
,S'mﬁnr(j) 1 / e'l{m Oa{J,ﬁ)ﬁmﬂid.ﬁ . (B.l)
9}

Neste apéndice desenvolvemos os cdlculos envolvidos na obtengéo desses elementos de
malriz.
Invertendo-se a expressdo (5.63) para o dngulo ¥ podemos representar da seguinte

maneira o Angulo #;, em termos das coordenadas candnicas:

9 ,
0,(7,9) = 2arctg [Q(j) tg (-§>] . {B.2)
Essa igualdade pode ser desenvolvida como mostrado a seguir.

Da equagio (B.2) obtemos:

g (%) =Q(J) g (g) - (B.3)

, B, Y -
Representando a tangente de ? e de 5 em termos de exponenciais compiexas temos:

e -1 e? -1
i = e : (B.4)
o (L= Q)+ {1+ @)e”
T+ (- 2)e?
Definindo-se as fungées ¢ (J) ¢ ¢3(J) como sendo:
el(J) =1=-Qn(T)), (B.5)
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e, também, a varidavel complexa z dada por:

i d ,
z=¢? com df = —z?z ) (B.7)
podemos representar a integral em (B.1) pela seguinte integral, ao longo do circulo unitério,
no plano complexo:
\ 1 1
LSm,m’ (\7) — |:

T 2xi [ ozmtl

ot CQZ] dz . (B.8)

o+ ¢y %

Pelo teorema dos residuos, essa integral de linha é igual a 274 vezes a soma dos residuos

da fungao f(z), dada por:

1 Lt oeez]™ _
[Ci + ‘32] (B.9)

f(z) = 2t ey 4oz

calculados nos polos de f(z) que se encontram no interior do circulo unitério,

Os polos de f(z) sdo:

z; = 0 com multiplicidade m + 1,
cg T

73 = ——= com maultiplicidade m',
1

uma vez que ¢z > cq, apenas z; = 0 estd dentro do circulo unitdrio. Portanto, apenas o

residuo de f(z) calculado em z = z; é necessério para o célculo da integral dada por (B.8).

O residuo de f{z}, em z = z;, pode ser determinado através da seguinte expressdo [37}:

Ay = L lim 47 (2~ 21)" L f(2)]
T ml as d2n ' '
d™ [C_[ + ng] !

1 .
= — lim -~
mlz=0dz™ ey + 2

(B.10)

Uma outra maneira de se determinar a_; é expandindo-se f(z) em uma série de LaU-

RENT, em torno de z = z, e identificando-se a_; com o coeficiente do termo ——— dessa

z — Zy

eXxpansao.
Para tanto, observamos que f(z) pode ser reescrita da seguinte maneira:

oy m 1 ) m! —m' ‘
@) b T (@7

Expandindo-se 0s termos entre colchetes, em torno de z = z = 0, em uma série de
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poténcias temos o seguinte:

' 3 LF:_ m' 1 _ e w,)’,f(v,nf . 1) Co 2 ) ¢ ! .
I(Z) - ((’»2) Zm--l—'l |:l +m (Cl) 4+ 2' 1 25+ -+ a“ X

X [_I_ - (f’i) z+ m/(m + 1) (2)2 2 m + 1) (m' +2) (f;}_) ’ A

)

)] 21 4] 3' [65) !
Cl ™
:((‘_) [UO+UZE+02+“‘+U7rL']-
22
(B.12)
As somas gg, 01, O3, ..., O, presentes na equacdo (B.12), sdo obtidas pela multi-

piicagao de um termo do primeiro colchete por e, entdo, por todos os termos do

zm+1
segundo colchete. Fazendo-se isso temos:

1 Jfery 1 m'(m'+ 1) (¢ 2y
on[m—m (;)W-I—wé'— —(,; :;;?—_—l—-l_
- B ! : :
oy =m' & L m' ! + mn+ 1) (e ——l— — ..,

o9 zm 2m—l ol Ca zm—2

o -1 e B m/(m' —1) (e —1
Ty =7 '—‘———2' a o1 - o1 -(:—2- ;5771“2 +...

—gnt . - - .
e " I (e {m/—1) 1
Tt == Z Zm—m’ 1 - —(; zm—m’ RN

O residuo, a..q, de f(z), calculado em z = z = 0, é obtido agrupando-se todos os

3

(B.13)

1 , . . . .
coeficientes dos termos ~ das somas acima. Isse procedimento proporciona o seguinte
z

resultado para a—y:

oy = (—1)™ (:g;)+ i(wl)”an(m, m') ((‘j (7 ))_% , (13.14)

n=0
em cuja expressio oy (m, m') é dada por:

1 sem=0en=210,

20 sem=len=0oun=1,

an(m,m’) = (m+m' —n— 1) com>len<m (B.15)
56 e <

(m — n}l{m! — n)in!

0 sem>len>m.
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Uma vez calculado o residuo de f(z) em z = 0 podemos retornar & equagio (B.8) e
determinar como a_, se relaciona com os elementos de matriz Sy, 5/ (7).

O teorema dos residuos estabelece, para o caso da fungio f(z) dada por (B.9), que:

ff(z)dz: 2mia_y (B.16)

Por outro lado, os elementos de matriz S, ;v 540 dados, em termos da integral de linha
ao longo do cfrculo unitdrio no plano complexo, pela seguinte expressio:
1
21

Sm,m’(j) = ?é f(z)dz . (Bl?)

Substituindo-se o resultado (B.16) na expressao (B.17) dada acima chegamos ao se-

guinte resultado para os elementos de matriz S, m:

Sm,m' =3,

o (2D) S g (22) O

=0

=

Essa é a expressio utilizada, no capitulo 6, para relacionarmos as componentes de
FouriERr da hamiltoniana de perturbagio nos sistemas de coordenadas polares toroidais

e candnicas.
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