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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar sistematicamente parte da obra deste candi-
dato, mais especificamente, os artigos publicados em revistas e congressos cientificos na
linha de aplicacoes de conexoes de Cartan e fibrados principais em modelagem robética.
Nao ha resultados novos aqui em quantidade significativa que permitam que se classifique
este documento como uma tese original, ja que a maioria dos resultados aqui apresentados
ja foram publicados por este docente. Entretanto, os resultados sao apresentados de forma
muito mais clara, sem preocupacao com nimero de paginas (algo essencial para artigos ci-
entificos). Além disso, com o amadurecimento do assunto por este docente, e com os novos
conhecimentos adquiridos para dar continuidade a pesquisa, novos pontos de vista emer-
giram, bem como possiveis novas aplicacoes. Apresentam-se inicialmente as motivacoes
para a realizagdo desta pesquisa, assim como os trabalhos fundamentais nos quais este
docente se inspirou inicialmente. Em seguida, faz-se uma revisao bibliografica do assunto,
bem como a apresentagao de resultados classicos introdutérios com o objetivo de facilitar
a leitura do trabalho. Em seguida, apresentam-se os resultados publicados nos primeiros
artigos de congresso e de revista, que estao relacionados a cinematica multicorpos, onde ja
se pode ver o papel critico que a conexao de Cartan desempenha. E também apresentado
um exemplo de aplicagao, cujas equagoes resultantes sao comparadas com as deduzidas
em livros classicos. Em particular, uma justificativa para o teorema de Kirchhoff-Davies,
do ponto de vista geométrico, é apresentada. Em seguida, sao apresentados os resulta-
dos publicados em uma segunda leva de artigos, ou seja, um artigo de revista e outros
dois de congresso, sendo um deles internacional. Nestes, os conceitos de fibrados prin-
cipal e associado sao apresentados de forma didatica, em complementacao aos artigos.
Em particular, sao apresentados resultados de cinematica e dinamica na representacao
de quatérnios. Outro exemplo de aplicacao é apresentado. Finalmente, conclusoes e su-
gestoes de pesquisas futuras sao apresentadas, bem como um quadro geral dos resultados
que estao sendo buscados por este docente nesta linha de pesquisa. Finalmente, estao reu-
nidos no apéndice uma série de resultados fundamentais de Matemaética que constituem os
fundamentos deste trabalho. A organizacao destes resultados, dispersos em muitos livros
diferentes, foi fundamental para esta pesquisa. Ha ainda, nestes apéndices, observagoes
acrescentadas por este docente, que ajudam a entender os conceitos.

Palavras-Chave — Robodtica, Geometria Diferencial, Grupos de Lie, Fibrados Prin-
cipais.
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ABSTRACT

The objective of this work is to present part of the research of the applicant Diego
Colon. More specifically, the journal and congress papers about Cartan connections and
principal fiber bundles applied in robot modelling and mechanisms. There is no new
significant results here, so this work cannot be called an original thesis. All the results
presented were previously published. On the other hand, those results are better explai-
ned, in a comprehensive way, and also new comments were included. Besides that, new
knowledge was acquired since those publications, and new points of views were developed,
which were included here. Initially, motivations for the research, as well as the funda-
mental results of other researchers are presented. A bibliografical review, contained in
the published papers, is also presented. The theorems published in the first papers of
congress and journal, which deals with multibody kinematics using Cartan connections
are presented. In those, the role of Cartan connections, as well as the associated concept
of covariant derivative, are emphasized. In particular, it is shown a geometric foundation
for the Kirchhof-Davies law, commonly used in parallel robots modelling, that emmerged
naturally from the Cartan connection point of view. A first application, for a planar
robot, is presented and the resulting equations are compared to those presented in clas-
sical books in Robotics. Following this chapter, the concepts of principal fiber bundle,
associated vector bundle and covariant derivative are presented in a firm mathematical
basis. In particular, the concept of Maurer-Cartan form of a Lie group is presented, as
well as its relation with the Cartan connection. A second set of results, published in other
journal and conference papers, are presented in the same format. Cartan connection in
the principal fiber bundle with fiber SU(2), that is the unit quaternions group, is used
to obtain the kinematical and dynamical equations for a serial robot. Another pratical
example, the same used previously, is presented and the equations obtained are compared.
Finally, comments, conclusions and suggestions for future research are presented. Several
basic material are gathered in the appendices as a way to faccilitate the reading, as well
as future research. Those appendices are not mandatory reading and can be skipped. The
author decided to include them as they are generally dispersed in several books. Also,
many comments were included that can help the understanding of the material.

Keywords — Robotics, Differential Geometry, Lie Groups, Fiber Bundles.
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1 DEFINICAO DO PROBLEMA

1.1 Introducao

A geometria diferencial e os grupos e algebras de Lie tém sido usados em mecanica
desde o século XIX. O assunto atingiu a maturidade no século XX e desde entao esteve
presente em diversas formulagdes tedricas em Fisica e Engenharia (ABRAHAM; MARS-
DEN]|[1985). Métodos algébricos, como os quatérnios de Hamilton foram usados na analise
de mecanismos e, na mesma linha, Ball formulou a sua teoria das helicéides. Também se
pode citar o uso da geometria descritiva, com os conceitos de coordenadas homogéneas de
Pliicker e Grassmanianos, e das algebras de Clifford (SELIG, 2005). Mais recentemente,
estes assuntos foram abordados novamente com um interesse renovado, como se pode ob-
servar no uso de quatérnios em (HESTENES| 1999)) e quatérnios duais em (YANG A. T
1964). Paralelamente, a ciéncia da cinemética foi bem consolidada em livros classicos

como (BOTTEMA| [1979).

J& na literatura especifica de robética, livros com abordagens classicas de mecanica,
como (CRAIG, 1989) e (SPONG; VIDYASAGAR, |1989) usaram a mecanica vetorial nas
suas formulacoes, ainda que conceitos relacionados a grupos de Lie ja aparecam natu-
ralmente, tais como matrizes ortogonais e homogéneas. Outros ja até sistematizando a
obtengao das equagoes dinamicas, como em (FEATHERSTONE, 2014). Outros livros
ja usam a linguagem da geometria diferencial de maneira mais ampla (MURRAY; LI;
SASTRY] 1994; SELIG| 2005; KAJITA et al., 2009).

Na literatura citada acima, formula-se a cinematica e a dinamica de um corpo rigido
no espago tridimensional associando-se um sistema de coordenadas rigido ao corpo, de
modo que todo o movimento que o corpo realizar sera também realizado pela base de
vetores do sistema de coordenadas. Esta base de vetores costuma ser representada pelo
trio de vertores unitarios {E;, Eo, Eg}. Para que esta formulacao faca sentido, é necessério
também se fixar um outro sistema de coordenadas a algum referencial inercial, também

formado por um trio de vetores {e;, ez, e3} em relacao ao qual o primeiro trio é escrito.
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Para distinguir o sistema de coordenadas preso ao corpo do sistema inercial, chama-se o

primeiro de um sistema nao-inercial.

Embora os livros cléssicos de Fisica e mecanica classica abordem os conceitos de
sistema inercial e nao-inercial, no caso deste autor, nao foi antes de ter contato com a
literatura de relatividade geral e geometria diferencial que o dominio sobre esse assunto
foi adquirido (MISNER et al.| [2017; BURKE] [1985)). Por enquanto, somente sera apre-
sentada a diferenga entre estes dois tipos de sistema de coordenadas/referéncia de forma
intuitiva, que é a seguinte: somente no sistema inercial a segunda lei de Newton, como ¢é
apresentada nos cursos basicos de Fisica, é valida. Ja no sistema nao-inercial, ela precisa
ser corrigida com alguns termos extras. A chave para entender esta diferenca do ponto de
vista matematico esta justamente no principal conceito que sera trabalhado aqui, que é o
de conexdo (de Cartan). Nesta tese, diverge-se um pouco da nomenclatura encontrara em

alguns livros, como (SHARPE, |1997), pois deseja-se manter a semelhaca com o trabalho

classico de Cartan (CARTAN] 2001)).

Conexoes sao objetos geométricos fundamentais na Fisica moderna e também na Ge-
ometria Diferencial. Os livros classicos de geometria diferencial e Riemanniana como
(CARMO, |1994)) vao apresentar a conexao na sua forma mais simples, que é conhe-
cida como conexao de Koszul. Outros livros mais avangados apresentam a chamada
conexao de Ehresmann (KOBAYASHI; NOMIZU| |1969a). A conexao abordada aqui,
apesar de ser equivalente a de Koszul e a de Ehresmann, se apresenta de uma forma
um pouco diferente. Ela é conhecida como conexdo de Cartan como apresentada em
(SPIVAK, 2005, |[CARTAN] 2001). Esta conexao é importante em muitas teorias fisicas,
como nas chamadas teorias de calibre (ou gauge theories), que sdo utilizadas para a
descricao das forcas fundamentais da natureza, como a forca forte, através da chamada
cromodinamica quantica, da forga eletrofraca e da relatividade geral (SCHWARZ, 1996;
CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK] (1982 |[CHOQUET-
BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK] 1989). Nestas teorias de calibre,
a conexao (assim como a curvatura associada) desempenham um papel na dinamica do

sistema.

1.2 Cinematica e Dinamica para um Corpo Rigido:
Ideias Iniciais

O livro (SATTINGER; WEAVER] [1986) foi de importancia fundamental para esta

pesquisa, pois apresentou a conexao como uma velocidade angular na forma matricial,
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associada a uma matriz de rotacao. Isto despertou a curiosidade deste autor, e pode-
se identificar a semelhanca com a conexao de Cartan, como apresentado em (CARTAN]|
2001). A seguir, apresenta-se uma releitura do que foi apresentado em (SATTINGER,;
WEAVER 1986)) de modo a auxiliar na elucidagdo do problema. Isto também foi apre-
sentado no primeiro trabalho deste autor nesta linha de pesquisa, que é (COLON, [2014)).
Qualquer ponto no espaco euclidiano R? pode ser representado como um 3-vetor r’ no
sistema nao-inercial S’ (que poderia estar ligado a um corpo rigido) ou por um 3-vetor r
no sistema inercial S. Suponha que ambos os sistemas de referéncia (ou frames) tenham
o mesmo ponto de origem. A matriz de transformacao entre eles, que deve ser ortogonal,
deve depender do tempo, isto é R = R(t), e as suas colunas sao os 3-vetores {Eq, E5, E3}
escritos em funcao de {e;, ez, e3}. Como as matrizes de rotagdo pertencem ao grupo
de Lie SO(3), pode-se dizer que R(t) é uma trajetéria neste espago (SELIG| 2005). As
posicoes de um ponto arbitrario em R?, nestes dois frames de referéncia, sao relacionadas

por:

Aplicando-se a derivada temporal nos dois lados da Equagao (1.1]), tem-se:

i=Rr'+RY=R (RTRr’ + f’) = R( + ), (1.2)

onde Q = RTR é uma matriz anti-simétrica variante no tempo chamada velocidade an-
gular de corpo, que ¢ uma trajetéria na dlgebra de Lie so0(3) (vide secao [D.I)), e que
poderia ser chamada de hoddgrafo. De fato, foi (t) que foi chamada de conexdo em
(SATTINGER; WEAVER; [1986). Ambas as matrizes R(t) e 2(t) podem ser vistas como
operadores sobre o espaco euclidiano R3, ou seja, sdo representacoes do grupo de Lie
SO(3) e da algebra de Lie s0(3) neste espago vetorial, respectivamente (FULTON; HAR-
RIS, [1991)).

A teoria das representacdes, pouco abordada na engenharia, mas largamente utilizada
em fisica quantica, é importante neste problema pois a cinemética e a dinamica do ponto
sao feitas na chamada representacdo fundamental em R3, enquanto que a cinemética e a
dinamica do corpo rigido sao feitas na chamada representacdo adjunta, que sempre é na
prépria algebra de Lie s0(3) que estd sendo representada. De fato, o uso de diferentes
representagoes do mesmo grupo de Lie e algebra de Lie é feito na cromodinamica quantica,

que ¢ a teoria que descreve a chamada forca forte da fisica de particulas. Nesta teoria, os
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chamados quarks estdo na chamada representacao fundamental do grupo SU(3) (e de sua
algebra de Lie su(3)), que é o chamado grupo de simetria de calibre de cor, enquanto as

particulas que representam a forca, os chamados gluons, estao na representagao adjunta
(GOTTFRIED; WEISSKOPF, |1986).

Explicar a intuicao por tras de se usar duas representacoes ¢ desafiadora, mas pode-
se dizer que os dois espagos de representagao, ou seja, 50(3) e R3, sdo equivalentes. De
forma mais rigorosa, o espaco vetorial R, munido com o produto vetorial tradicional, é
uma algebra de Lie isomérfica a so0(3) munido com o colchete de Lie [A, B = AB — BA.
De fato, a agao de s0(3) em R? dada pela aplicacao de 2 a r’; (isto é, Qr’), é equivalente
ao produto vetorial w X r’; onde w é o 3-vetor correspondente & matriz 2 (vide segao .
O 3-vetor ' é conhecido como velocidade relativa, e representa a velocidade do ponto em
relagao ao frame mavel (isto é, para um observador que se move junto com o frame mével)
e escrito na base do frame mdvel. A equacao mostra a féormula de transformagao
desta velocidade para a velocidade em relacao ao frame inercial e escrito na sua base.
A matriz Q(t) contém a informagdo de como o frame mdével S’ se move em relagdo ao

sistema inercial.

Conforme foi dito em (SATTINGER; WEAVER| 1986, a matriz Q = RT R representa
uma conexao. De fato, esta afirmacao é um pouco imprecisa, pois o proprio Elie Cartan
em (CARTAN]| [2001)) define as chamadas formas de conexdo (vide definigao como
sendo um conjunto de 1-formas (vide secao que podem ser arranjadas em uma
matriz. Além disso, o livro (SATTINGER; WEAVER] |1986)) falha em informar que a
matriz de velocidades angulares é um tipo particular de conexao conhecida como forma
de Maurer-Cartan, bem conhecida da teoria de grupos de Lie (veremos mais adiante

quando essa particulariza¢ao ocorre).

Cartan definiu para cada ponto p € R® um wvetor posicio, que liga a origem a este
ponto, e também um frame {E;(p), Ey(p), Es(p)}. Para o caso de espago euclidiano,
sera visto que pode-se tirar o diferencial de qualquer campo vetorial, de modo que dado
um campo de vetores posicao P, o diferencial fica dP. Este deslocamento ¢ um campo
tensorial (1,1), ou seja, é uma 1-forma com valores vetoriais tangentes. Deste modo, vale

que:

dP = (.UlEl -+ CL)ZEQ + ngg, (13)

onde w’, para i = 1,2, 3, sdo 1-formas diferenciais (vide segoes e|D.1.1)), conhecidas

como parametros, onde subentende-se que esta identidade vale ponto-a-ponto. Seguindo-
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se 0 mesmo raciocinio, é possivel tirar o diferencial de E;, que novamente é a 1-forma
com valores vetoriais dE;. Expressando-se esses diferenciais em termos do préprio frame,

tem-se:

dE; = wiE; 4+ wiEs + WiE;,
dE; = wiE; + wiEs + wiEs, (1.4)
dE; = wiE; + wiE; + wiEs,

onde os w/ sdo 1-formas diferenciais (vide secao .

Como dP e dE; séo tensores (1,1) (vide segao [C.20), ao serem aplicados no vetor
tangente em um ponto, isto é, em v,, o que se obtem ¢ a taxa de variacao dos campos
E; e P ao longo de uma curva < que, no ponto p, possui o vetor velocidade v, ou seja,
trata-se de uma derivada direcional do campo andloga a derivada covariante (vide segao
D.3.2). De fato, qualquer derivada exterior de um campo é uma derivada covariante.

Entretanto, como estamos trabalhando com a geometria euclidiana, a derivada covariante

J

fica naturalmente definida com esta formulagao, e os w; sao as formas de conexao.

Por conta da ortogonalidade de cada frame, tem-se que E;-E; = 5f , 0 que vai resultar

em w] +w! = 0, para i # j e wj = 0. Tem-se entao somente trés 1-formas linearmente

independentes, que sao w3, wi e w?. Estas sdo as componentes de rotagdo. Deste modo,

pode-se escrever:

dE1 = —H,U%EQ —W?Eg,
dE2 = —W%El ‘H.OSE;),, (15)
dE3 = +W%E1 —MSEQ,

e pode-se interpretar wg (que sao chamadas de 1-formas de conexao, vide segao }

como sendo a velocidade angular do eixo 7 em torno do eixo i. Ao se organizar estas

formas diferenciais em uma matriz, o que se obtem é uma 1-forma com valores matriciais
(vide secao [D.2)) dada por:

0  +w? —w}

Q=| —w? 0 +uwi |, (1.6)
+w? —wi 0

ecomo R=[E; |Ey | E3]e dR = dE; | dE; | dE; |, entao tem-se que dR = R).

Podemos dizer que a matriz na equagao (|1.6) é uma 1-forma com valores na algebra de
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Lie s0(3). Esta sim é uma conexao de Cartan, mas como sera visto mais adiante, é de um
tipo especial, chamada de forma de Maurer-Cartan (definigao rigorosa na segao [3.5)), que
estd definida para qualquer grupo de Lie G (mais adiante, serd mostrada a ligacao entre

as formas de Maurer-Cartan e a conexao de Cartan).

Indo adiante com esta apresentacao do problema, para entender melhor a forma de
Maurer-Cartan, dado um grupo de Lie G (vide se¢ao|D.1)) e seu fibrado tangente T'G (vide
secao , a sua algebra de Lie g é o préprio espaco tangente no elemento identidade
do grupo e, ou seja g = T;G (IVEY; LANDSBERG, 2003)). De fato, conforme mostrado
na figura [l — a), qualquer vetor tangente a G, que sempre pode ser pensado como o
vetor velocidade I' de uma curva T'(t), pode ser transladado para o elemento identidade
do grupo, ou seja I, por uma multiplicacao pela esquerda I'. Esta aplicagao é conhecida
como translagio & esquerda, e a férmula T’ = ['¢ permite representar qualquer velocidade
' no ponto I' como um elemento da dlgebra de Lie g. Nota-se que esta férmula é a

generalizacdo, para um grupo arbitrério, da férmula R = RQ em S 0(3).

o)

Figura 1: Grupos de Lie e Seus Espagos Tangentes

Como a matriz I'(t) é invertivel, pode-se escrever I'"'I" = ¢ e a chamada forma de
Maurer-Cartan a esquerda é definida por = = I'''dI’, onde I' ¢ uma matriz qualquer
do grupo (SATTINGER; WEAVER] [1986)). Esta claro que esta férmula esta relacionada

com I' =T'¢, porém um exemplo ira ajudar.

O grupo de Lie SO(2) é o grupo unidimensional das rotagoes planares (ou seja, precisa
de somente um parametro, que é , por exemplo). Este grupo é homomorfico (vide segao
A circunferéncia unitaria S, como apresentado na figura (1l — b). Para qualquer
ponto em S' (exceto um) existe uma funcdo 6 : S' — R que associa um niimero ao

intervalo [0, 27) aquele ponto, ou seja R(f) = €% ou ainda:
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cosf —sinf
R(0) = . ) (1.7)
sinf cos6

Se for tirado o diferencial de R, como feito anteriormente, tem-se:

—sinf —cos@
dR = deo;
cosf) —sinb

de modo que a forma de Maurer-Cartan fica:

cosf sind —sin@ —cos@ 0 —d6
E=R'dR= : df = . (1.8)
—sinf cosf cos@ —sinf do 0

Como ¢ preciso aplicar uma 1-forma em um vetor, e como o grupo de Lie em questao
¢ unidimensional, entdo trata-se de aplicar uma 1-forma com valores em s0(2) em um
l-vetor tangente ao grupo SO(2) = S*, conforme ilustrado na figura [1] — b). Qualquer
curva em S! nada mais ¢ que um angulo em fungao do tempo 0(t). Deste modo, os vetores

tangentes a esta curva sio da forma: 6(d/df). Como df(d/df) = 1, tem-se entio:

do

_ (0. d) 0 —do(9-3) 0 —6
RUCES 0 0 0

0 que, agora sim, é o que é chamado de conexao em (SATTINGER; WEAVER] 1986)), ou
seja, Q(t). Voltando-se para o caso mais geral no espago R3, onde o grupo das rotagoes
de um corpo rigido é SO(3), o frame nao-inercial R = [ E; | E5 | E3 | se move juntamente
e solidariamente com este corpo rigido, e que se pode querer encontrar a velocidade de
um ponto qualquer em relacao a este frame, ou seja, r'. De modo a reescrever a equacao
(1.2)), a derivada covariante é o operador sobre os vetores tangente de R? (que sao também

vetores de R?) dado por:

0 0 0 0
Di=—+Q=1—+=|=)={UT+2)|=]). 1.9
T ot " (at> (I+2) (at) (1.9)
De fato, ao se aplicar D; sobre o vetor r’, resulta em Qr’ + 1/, que é a velocidade

do ponto r’ como vista em relacido ao REFERENCIAL INERCIAL S, mas escrito em

relacao a base de vetores do sistema nao inercial S’. Ao se aplicar novamente a derivada
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temporal sobre os dois lados da equagao , tem-se a aceleracao do ponto em relagao
ao referencial inercial e também escrito na base do referencial inercial. Apds algumas
manipulacdes algébricas, tem-se ¥ = R(i + Qr' + 205 + Qr'), de modo que a parte que
estd interna ao parénteses do lado direito da equacao é o que se chama de aceleracao do
ponto em relacao ao REFERENCIAL INERCIAL mas escrito na base do nao inercial a’.

Nao é dificil ver que:

a' = D' = (% + Q) (Qr' + ) = # + Qr' + 201 + Q% (1.10)

onde ¥ é a aceleracao relativa, ou seja, a aceleracao do ponto em relacao ao REFE-
RENCIAL NAO INERCIAL e escrita na base deste mesmo sistema, Q2r’ é a chamada
aceleracao centrifuga também escrita na base do sistema nao inercial e 2Q1” é a aceleracao
de Coriolis. Todas estas parcelas de aceleracao sao sempre em relacao ao sistema inercial

S mas escrito na base de S’.

Para descrever a dinamica do movimento do ponto, supondo que a forca resultante
esteja escrita na base nao inercial, ou seja, tem-se f’, a segunda Lei de Newton pode ser

escrita como:

mD?r = f, (1.11)

que ¢ a dinamica escrita na base nao inercial, mas em relagao ao sistema de referéncia
inercial. Isto também poderia ter sido escrito em termos da quantidade de movimento do
ponto, ou seja: P’ = mD,r’, e a segunda lei de Newton ficaria escrita como D;P’ = f’.
Pode-se dizer que a segunda lei de Newton apresentada na equagao é um forma
1mvariante de se escrever a tal lei, que vale para qualquer sistema de referéncia, inercial

ou nao. Entretanto, s6 conseguimos chegar nela porque existe um sistema inercial.

De forma a obter a dinamica do movimento de corpo rigido, como foi dito, é necessario
se trabalhar em outra representagdo do grupo SO(3) e da élgebra s0(3), que é a repre-
senta¢do adjunta (vide segao |D.1.1)). Por conta do homomorfismo entre os espagos base,

pode-se definir a derivada covariante como sendo:

0

onde [A, B] = AB — BA é o comutador. H4 entretanto, duas cépias de s0(3) que devem

ser consideradas: 1) a cépia onde vive a velocidade angular e quantidades relacionadas;
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2) a copia onde vive o vetor posigao, velocidade pontual e etc. Um conceito essencial é o
de momento angular, que esta relcionado com a conexao através de um operador linear
I, conhecida como operador inercial. O momento angular é dado por A = I(Q2) e a lei de
Newton (ou de Euler) é dada por D;A = T, onde T' é a matriz de torque agindo no corpo

rigido. Apoés a substituicao, tem-se:

DA = D,JJ(Q) = %H(Q) +[Q,1(Q)] =1(Q) + [, 1(Q)] =T.

Apos a escolha da base para s0(3) dada por:

00 0 0 01 0 -1 0
E.={0 0 —-1| ,E;s=|0 0 0| .Es=|1 0 0], (1.13)
01 0 ~10 0 0 0 0

e escrevendo-se a conexao nesta base, ou seja, () = Q1 E;+QE,+Q3E3, é possivel mostrar
que I(E;) = LE;, onde I; sdo os autovalores do operador (a convencao de Einstein foi usada

aqui). Como 2 = Q,E;, entao:

QI(E;) + [E;, QI(EL)] = QLE; + [QE;, QW E] =
(T + 1 Qi ) By = TuE,,  (1.14)

onde €, € 0 tensor totalmente anti-simétrico. Isto resulta nas chamadas equagoes de

Euler:

Ly = (I — I3)Q0Q3 + T,
I2Q2 = (I3 — 1) + Ts,
I3Q3 = ([1 - IQ)QIQQ —+ T3.

Foi visto entao que é possivel obter tanto a cinematica de um ponto material e de
um corpo rigido usando a chamada conexao de Cartan, e os conceitos associados de
representagao de grupo e derivada covariante, todos associados ao grupo de Lie SO(3)
e a sua algebra de Lie s0(3). No caso do corpo rigido, a cinemdtica e a dinamica do

movimento translacional é igual ao do ponto material.
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1.3 Organizacao do Trabalho

Neste trabalho, pretende-se apresentar os resultados publicados em (COLON| 2014]),
(COLGN, 2015) e (COLON, 2018a)), que sao os resultados obtidos por este candidato ao
longo desses anos. A apresentacao foi feita de forma a se tornar a mais clara possivel, e

elucida os resultados dos artigos.

1. No capitulo 2] mostra-se que a cinemdtica geral de um conjunto de corpos rigidos
pode ser obtida de maneira integrada usando-se conexao de Cartan, teoria da re-
presentacao e derivada covariante associados ao grupo de Lie SFE(3) e sua algebra
de Lie se(3).

2. No capitulo [3] apresentam-se os conceitos de fibrado principal e fibrados associados,
bem como os conceitos de derivadas covariantes, que explicam fibrados vetoriais,

secoes, conexoes e derivadas covariantes em fibrados.

3. No capitulo [ mostra-se que a cinemética e a dinamica de um conjunto de corpos
rigidos pode ser obtida usando-se a conexao de Cartan, a teoria da representagao e
a derivada covariante associados ao grupo de Lie SU(2) e sua élgebra de Lie su(2),

com movimento rotacional e translacional separados, ou seja, usando-se quatérnios.

4. Finalmente, no capitulo [5, apresentam-se conclusoes, comentdrios e sugestoes de

trabalhos futuros.

Ha muitas vantagens, como serd visto, em se usar conexoes de Cartan, derivadas cova-
riantes e fibrados principais e associados para realizar a modelagem de um sistema robotico
ou mecanismo em geral. Ela pode ser usada, por exemplo, tanto para modelar um robo se-
rial quanto um robo paralelo. Ela expoe também uma forma tnica de escrever as equagoes
cinematicas e dinamicas tanto unsando o grupo de Lie SO(3) (matrizes de rotagao), grupo
de Lie SE(3) (translagoes e rotagoes representadas por matrizes homogéneas), grupo de
Lie SU(2) (rotacao e translacao de forma separada no espago dos quatérnios) e grupo de
Lie Spin(3) x R3, que é o grupo dos quatérnios duais. Embora ja se demonstre que essas
representacoes sao possiveis com o mesmo equipamento matematico basico, as equagoes
dinamicas para SE(3) e cinemdticas e dinamicas para Spin(3) x R? ainda estdao em fase de
investigacao. Finalmente, juntou-se uma série de assuntos de Matematica, todos relacio-
nados com os resultados apresentados acima, na forma de apéndices. O intuito é facilitar
o entendimento do leitor, que, do contrario, teria que buscar assuntos bastante diversos

na literatura matemdtica. No apéndice [A] apresentam-se conceitos basicos de algebra
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abstrata, passando por grupos, anéis, modulos e algebras. Em especial, apresentam-se
conceitos de teoria das categorias, que é importante para o entendimento do papel do
produto tensorial nas construcoes de diferentes dlgebras associativas e de dlgebras e co-
algebras de Lie associadas. O conceito de co-algebra de Lie é importante para a definigao
de algebras de Lie duais, que, por sua vez, sao importantes para escrever as equagoes

dinamicas no caso de grupo SE(3) e Spin(3) x R3.

No apéndice [B] apresentam-se os principais conceitos de topologia e espagos to-
poldgicos, bem como sua utilizacao para prover as estruturas algébricas do apéndice
anterior os conceitos de proximidade, limite e continuidade. Um pouco de topologia
algébrica é também apresentado, ja que os grupos de Lie que trabalhamos acima nao sao,
em geral, simplesmente conexos. No apéndice[C] apresentam-se as estruturas matemédticas
necessarias que sao usadas para poder se definir diferenciabilidade em diferentes espacos,
através das chamadas variedades diferenciaveis. Importantes conceitos como o de cam-
pos vetorais, secoes suaves, formas diferenciais, integracao e folheacoes sao apresentados.
Finalmente, no apéndice [D] grupos de Lie com suas dlgebras de Lie sao definidos e suas
propriedades apresentadas. Apds isso, sao introduzidas ainda mais estruturas (sobre as
variedades diferencidveis) de forma que nogoes como métrica (para medigao de angulos
e comprimentos), paralelismo e curvatura possam ser definidas. E nesse ponto que se
podem definir rigorosamente as conexoes, como por exemplo a de Cartan, embora ela
seja introduzida de forma didatica no corpo do texto principal. No fim das contas, os
apéndices nao sao leitura obrigatéria, mas somente estao neste documento para facilidade

do leitor. Um especialista nestas areas nao precisa ler os apéndices.

Outro fato importante sobre os apéndices é que eles contém conhecimentos adquiridos
por este autor ao longo de sua carreira até aqui, e que sao importantes para esta area de
pesquisa. Contém também muitas observacoes e pontos de vista deste autor, que foram
anotadas de forma a facilitar o seu entendimento. Até onde vai o conhecimento deste
autor, esta abordagem usando conexoes de Cartan para escrita das equagoes cinematicas
e dinamicas é original, juntamente com fibrados e derivadas covariantes. Embora grupos
de Lie, algebras de Clifford, dentre outros, ja sejam usados em robdética ha algum tempo
(SELIG, 2005)), (CHIRIKJIAN; KYATKIN| 2000), conexoes, fibrados principais, associ-
ados e derivadas covariantes s6 sao encontrados, até onde este autor sabe, em sua obra
de pesquisa. Finalmente, muitos dos conhecimentos apresentados nestes apéndices sao
importantes para pesquisa futura de técnicas de controle nao-lineares para robotica. En-
tretanto, trata-se por enquanto de pesquisa em estado inicial, e nao serd mais mencionada

aqui.
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2 CINEMATICA DOS CORPOS RIGIDOS NO
SE(3)

Antes de se passar para a Cinemédtica com conexdo de Cartan associada ao SE(3),
reescrevem-se os resultados do capitulo anterior, que foi introdutério, para explicar o

problema, de uma maneira mais formal, ao mesmo tempo em que se fixa notacao.

2.1 Cinemaética e Dinamica do Corpo Rigido em SO(3)

De volta ao caso SO(3), é possivel definir:

Definigao 2.1.1 (Derivada Covariante agindo em R?). Dada uma conexdo de Cartan ‘S
num frame S* (que, no caso Euclidiano, é uma forma de Maurer-Cartan), a derivada

covariante (ou derivada total) é um operador que age em R? e € dada por:

) 0 )
Dy = — + '€ 2.1
T (2.1)
Se se deseja calcular a derivada temporal de um vetor no sistema de referéncia nao-
inercial S', esta operacao deve ser usada. De fato, ao se aplicar !D, em 'r, resulta em

10, 'r+11, que é a velocidade do ponto 'r como vista do frame inercial mas em coordenadas

do frame nao-inercial S*.

Proposigao 2.1.1 (Aceleragao de um ponto). A aceleracio de um ponto ‘v para uma

dada conexdo de Cartan 'y, que se aplica a uma particula, é dada por:
la="'D/!D/r =" +2('"Q)'r + <1Q1 -+ 1(21191) r, (2.2)

onde 't € a aceleracio relativa como visto pelo referencial S* e nas coordenadas deste
1- , . . 1eq. .

mesmo frame, ((Q + 'Q'Q)'r € a aceleragdo centrifuga, e 2 'F € a aceleragdo de

Coriolis. Esta é a aceleracio do ponto 't como visto no frame inercial S°, mas expresso

na base do frame nao-inercial S*.
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Demonstracao. E importante notar que os operadores 9/0t e 104 néo comutam. Aplicando-
se a equagao (2.1) na equagao (1.1]), tem-se:

0 )
la=1'D!D}'r = (a + lQl) (19111' + 11") , (2.3)

e o resultado segue. [ |

De modo a descrever a dinamica do ponto material com massa m, a segunda lei de

Newton fica escrita, no frame nao-inercial, como:

mlDtlDtlr = 1f7 (24)

onde 'f representa a forca resultante nas coordenadas do frame nao-inercial S*. Isto
também poderia ter sido escrito em termos da quantidade de movimento da particula, cal-
culado como 'p = m' D,'r, e a lei de Newton extendida seria reformualda para 'D,'p = 'f.
A cinematica e a dinamica do corpo rigido com um ponto fixo, ou seja, com operadores
no SO(3), é formulada na chamada representagdo adjunta, ou seja, criam-se homomor-
fismos entre as matrizes de SO(3) e de s0(3) nos operadores lineares de s0(3). De modo
a evitar confusao, os elementos de s0(3) sdo representados por letras maitsculas. Nesta

representacao, a derivada covariante é dada por:

Definigao 2.1.2 (Derivada covariante agindo em s0(3)). Dada uma conexao de Cartan
'O, a derivada covariante na representacio adjunta é um operador que age na dlgebra

de Lie 50(3), ou seja, € da forma:

0
11 _ 1 )
D, = g + 1, -], (2.5)

onde [A, B] = AB — BA € o colchete de Lie.

Teorema 2.1.1 (Aceleracao de um ponto na representagao adjunta). A aceleragdao rela-
cionada & conexdo de Cartan 'Qy para um ponto ou particula de posicdo 'X € so0(3) é

dada por:
A ='DMDIX = K4+ 100X+ + 20100, X+ [0, [P0, X, (2.6)
onde a aceleracdo € em relacdo ao referencial inercial S° mas em coordenadas de S*.

Demonstra¢ao. Compondo-se a equagao (2.5)), tem-se:
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=X+ 10X+ [, X+ [, [0, X)) =

Nota-se que a equacao é bastante similar a equagao e ambas se aplicam
a pontos, porém as representacoes sao bastante diferentes. Seja o momento angular em
relacao ao sistema nao-inercial S* representado por ‘A, e 'V = 'D,'X a velocidade em
relacao & referéncia S°, mas escrita nas coordenadas de S'. A férmula para o momento

angular de um ponto de massa m é dada por: 'A = m[lX, 1V] :

Proposicao 2.1.2. Para o caso do movimento rigido de um corpo com um ponto fixo,
sendo S* o sistema de referéncia preso ao centro de massa (que também € o ponto firo),

as equacoes da dinamica, também conhecidas como equacoes de Euler, sao dadas por:

Lw, = (I, — L)wyw, + Ty,
Lw, = (I, - L)ww, + T, (2.8)
Lo, = (I, — L)wyw,+ T,

onde as constantes 1;, para i € {x,y,z}, sao os momentos principais de inércia, w;, para

i € {x,y,2}, sdo as componentes da velocidade angular *Qy, e T;, para i € {x,y, 2}, sdo

os componentes do torque externo aplicado ao corpo.

Demonstracdo. Sendo 'X um ponto qualquer do corpo rigido, tem-se que a velocidade
deste ponto, em relacao ao sistema de referéncia inercial, mas escrito na base do nao

inercial, tem-se que 'V = 'D,’X. Como a velocidade relativa tem que ser nula, entéo
1

X = 0, o que implica que 'V = ['Q;,'X]. A férmula para o momento angular deste
ponto é entdo 'A = m['X, ['Q,'X]] = —m['X, ['X,'Q;]] = I(*X)'Q;, onde foi usada a
propriedade de anti-simetria de [-,-]. O operador linear resultante I(*X) é chamado de

operador (ou tensor, ou matriz) de inércia para uma particula de massa m. Claramente,
trata-se de uma funcao nao-linear de 'X, e no caso de um corpo rigido, é preciso integrar

em relacao a massa para se ter o operador de inércia para o corpo rigido completo, isto é:

I,(*) = {/1[(1)() dm} 10y, (2.9)
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Ap6s feita a integracdo na massa, o operador resultante I, ndo depende de 'X e é
constante, ja que nesta base/referéncia, os pontos do corpo rigido ndo se movem. A lei

de Newton rotacional, nesta representacao, é dada por:

1
A
1Dt1A _ 8at + [191’ 1A] — 17:[17

onde 'T é a representacio adjunta do torque externo aplicado (SELIG), 2005)). Usando-se

entdo 'A = I,(*€), tem-se:

DA =D T,(')} = {% + 'y, .]} I,(*) = %]Ib(lﬁl) + M, L,('Q)],  (2.10)

onde a equagao (2.5)) foi usada. Devido ao fato de que os operadores I, and 0/0t também

comutam, tem-se:

1 .
DA =T, ) + ['Qy, L) = 'T. (2.11)

Escolhendo-se a base canonica da dlgebra de Lie s0(3) para ser a base do sistema de

referéncia de S, que é dada pelas matrizes:

00 0 0 01 0 -1 0
'E.=10 0 —-1| ,'"E,=|0 0 0| ,'E.=|1 0 o0,
01 0 -1 0 0 0 0 0
e escrevendo-se a conexao nesta base, ou seja, 10y = w,'E, + wylEy +w,'E, = > wilEi,
onde i € {x,y,z}, é possivel mostrar que I,('E;) = I;'E;, onde I; é o i-ésimo autova-
lor do operador de inércia (que sdo os momentos principais de inércia). Fazendo-se a

substituicao, tem-se:

]Ib(z w; ' E;) + [Z wi'By Y w' By =
_ Z(wiﬂb(lEi)) + [Z wi' By, Y (Wil ("B (2.12)

k

Usando-se a equacao de autovalores ]Ib(lEi) = I,'E; na equacio (2.12), tem-se:
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Z(wz_leEz) + Z Z[wlej,wk]klEk)] =
J k

= Z(wlIsz) + Z ijwk[k[lEja lEk] = Z(WZIzIE’L) + Z ijwkfk Z EjkilEi =
i J k i J k %

= Z WzIz + Z ijwklkejki IEZ' = ZEIEh
i ik i

onde foi usada a relacao [1El~, 1Ej] = eijklEk e €ixm € zero se dois indices forem iguais, 1
para qualquer permutagao par de 123 e —1 par qualquer permutacao impar 123. Estas

relacoes entre os vetores da base sao conhecidas como relagoes estruturais da algebra de

Lie s0(3) (vide secdo [D.1). E interessante notar que ['E,,'E,] = 'E, é equivalente a

1

le, x 'e, = 'e,, onde e; é o vetor em R® correspondente a 'E; € s0(3). O resultado

entao segue. |

2.2 Cinematica em SFE(3)

Até aqui, o leitor deve ter se convencido que podemos usar conexao de Cartan e
derivada covariante para escrever as equacoes cinematicas e dindmicas para um ponto
material e um corpo rigido com um ponto fixo. Evidentemente, isso ja é suficiente para
escrever as equacoes completas, cineméticas e dinamicas, para um corpo rigido. Antes
porém de passar para a definicao de fibrado principal e fibrados associados, que sao os
outros conceitos fundamentais para a abordagem que se propoe, mostra-se que é possivel
escrever a cinematica do movimento completo de um corpo rigido nas chamadas matrizes
homogéneas, ou seja, por matrizes do grupo de Lie SE(3), usando-se o conceito de derivada
covariante. Ainda se mostra como escrever a férmula de transformacao de uma conexao
entre bases/sistemas de referéncia diferentes. Em particular, deduz-se a férmula para uma
cadeia cinemédtica com n frames (ou sistemas de referéncia), tal como é 1til em robdtica.
Sejam entao dois sistemas de referéncia S°,S', mas que niao tem o mesmo ponto de
origem, e o 3-vetor %y € R3 descreve a posicao da origem do sistema nao-inercial S! nas
coordenadas do inercial S°. Esta origem e orientacio sao representadas pela matriz 4 x 4
da forma:

'R Oy
0 1

T =

que pertence ao grupo de Lie SE(3) e que é também conhecida como transformag¢ao

homogénea. O grupo de Lie SFE(3) pode ser pensado como o produto de dois outros grupos
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de Lie R? x SO(3), chamado de produto semi-direto, onde v € R3 e YR € SO(3) (vide
se¢ao [B.2)). Uma curva em SE(3), que é I'(t), descreve o movimento de um corpo rigido
(IVEY; LANDSBERG]/ 2003). Modificando-se a equagao (|1.1)) para incluir a translagao

do sistema de referéncia inercial, a equacio fica °r = (R(*D;)'r + %4, que é:

0: op|o 1, 1 10z
r R | %y r ) Q1 | B
= |- 'D, D, =15 + ’ ,
0 01 1 ot 0] 0
onde 'D, é a derivada covariante para a nova conexao, agora associada ao novo grupo

de Lie. A nova conexao de Cartan continua sendo uma forma de Mauer-Cartan, mas a

algebra de Lie agora é se(3).

Teorema 2.2.1. Dados dois sistemas de referéncia S° e S* num espago Euclidiano R3,
tal que o primeiro € inercial, o frame variante no tempo ?F(t) ¢ uma curva em SE(3) e a
velocidade total (que junta rotacional e translacional) ?f ¢ um campo tangente a SE(3),
entdo a conexdo € uma curva na dlgebra de Lie se(3) (curva de twists, vide (SELIG,

2005)):

IQ IRO;Y
=) = | 1O , (2.13)
0 0

onde 'Q(t) € a curva de velocidades angulares em s0(3).

Ou seja, novamente a derivada covariante assume a forma geral:

0
1 =
D — I—l'-‘ .
ot !

Demonstragao. A férmula de transformacao entre SY e St é:

OI' OR 0,7 II‘
= |2 , (2.14)
1 0|1 1

que relaciona as coordenadas de um ponto arbotrario em S e S°. Diferenciando-se ambos

os lados da equagao (2.14]), tem-se:

0: 050 1 0p |0 1.
r R | r R | "~ r

= |2 + 2 , (2.15)
0 010 1 0|1 0
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onde a segunda férmula a direita é a agao/representagao do grupo SFE(3) no espago
tangente, T,R3, e a primeira vai ser analisada na sequéncia. Aplicando-se a férmula
R = RQ, todos os vetores tangentes ao longo da curva 9T(t) podem ser transformados em
elementos de se(3) (hoddgrafo). A édlgebra de Lie tem a decomposigao de Levi (vide segao
dada por s0(3) x R3, onde R? deve ser vista como uma dlgebra de Lie com produto
vetorial X, que representa translagoes, e s0(3), que representa velocidades rotacionais
(SATTINGER; WEAVER), [1986; [SELIG, 2005). A férmula na equagao pode ser

simplesmente escrita por:

r r
= —-
0 1
Sl [OR[0y ]| e iRy
01 0 01 0| o
ly 'R | Oy p
1 01 0
Esta poderia ainda ser escrita como:
OI-. OR 0,7 191 1R0’7" 1I‘ 11-,
— |t 0 + , (2.16)
0 01 0 0 1 0

onde o ultimo termo na soma é a velocidade relativa. A matriz que faz o papel andlogo
& matriz 'Q; no caso SO(3) é aquela apresentada em (2.13)), que aparece multiplicando

uma posi¢ao, o que conclui a prova. |

Evidentemente, para descrever a aceleracao de um ponto (pertence ou nao a um

corpo rigido), assim como a dinamica, as equagoes em ((1.10)), (2.4) e (1.12)) deveriam ser

reformuladas para a nova conexao em ([2.13]).

2.3 Conexao de Cartan para um Grupo Arbitrario

Dada uma varidvel na variedade diferencidvel M (vide segao|C.3)), a férmula da trans-
formagcao esta relacionada em diferentes frames de referéncia, o que é fundamental de
modo a se calcular a conexao no efeturador (ou qualquer outro elo). Vide (COLSN| 2014))

para uma discussao mais detalhada.
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Teorema 2.3.1 (Transformacao entre Frames da Conexao). Dados dois frames mdveis
. s . !’ ~ .

S, S’ (ou seja, nenhuma deles € inercial), e X, X' sao as matrizes que representam os

. ~ / " / I —_ —_

dois frames, entao X = XA representa a relagao entre eles, e VX = X=Z, VX = XZ

suas derivadas direcionais, de modo que a relagcao entre eles é dada por:

Z = A'dA+ ATIEA, (2.17)

—_ =

e € chama de transformacdao de calibre. As matrizes =, = sao duas conexoes de Cartan

nos seus respectivos frames.

Demonstragao. A férmula na equagao (2.17) pode ser facilmente demonstrada (segue-se
aqui a demonstragao de Spivak (SPIVAK] [2005))):

VX =XEZ =V(XA) = XdA+ VXA =XdA+ XEA, (2.18)

o que resulta em = = A~'dA + A"'ZA. [ |

Entao, a férmula no teorema [2.3.1| é a transformacgao entre as conexdes em diferentes

frames. Nao é dificil ver que se S é o frame S® e S' é S', entdo A = R.

Definigao 2.3.1 (Derivada Covariante). Dada uma variedade diferencidvel M e a conexdo
de Cartan 'Z; no frame de referéncia S° com valores na dlgebra de Lie g, a derivada

covariante associada € dada por:

. 9
‘D =1— +"'Z5;, 2.19
t o + ( )

onde I € a identidade em g.

Se trés ou mais frames estao envolvidos (vide Figura|2)), o que é necessério em robdética,

o seguinte resultado é importante:

Figura 2: Transformacgao entre Frames.
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Proposigao 2.3.1 (Férmulas de Transformacao). Dados os frames S°, St ...  S*=1 8"

entao a formula de transformagcao entre as conexoes de Cartan é:

"En = (A A THOAMA T+ (A TA) T (OS) (1434 A).
(2.20)

Demonstracao. A prova é por indugao:

e O teorema [2.3.1] ¢ a base da indugao.

e Suponha que:

"E, = (JAJA- - TTA) T d(TAJA T A)+
+ (JAJA - TTA) T (OZ) (JA3A -T2 A),

seja valida. Entao, por aplicacao de uma transformagao de similaridade em ambos

os lados por " A, tem-se:

(AT (T E ) () = (ARA DT A) T d(TARA DA (T A)+
+(1AA A T (OS,) (144 T A). (2:21)

Aplicando-se a regra da cadeia em YAJA---""2 A, tem-se:

dGAA - TTA)(TTA) = A AT A) = (A A-TTA)A(TTA), (2.22)

e substituindo-se na equagao (2.21)), tem-se:

() IR, ) () = GABA )
[aGAbA- 2 A) - QAbA - R A) ()] +
QAL A (0Z) (A3 A),

n

e finalmente:
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(AT E )G ) + (M A) G A) =
— (AR A AR )
+QARA AR (A1), (2.23)

o que conclui a prova. [ |

De modo a calcular ‘Z;, deve-se fixar os frames em cada elo do rob6 e escolher o
conjunto conveniente de parametros, além de calcular a matriz de transformacao total
do frame de base, que é 0, até o frame n — 1, que é YAJA--.""A. Deste modo, pela
aplicacao da proposicao , a conexao de Cartan ‘=; pode ser calculada para qualquer
frame arbitrario. Este método, por outro lado, permite calcular as conexoes em cada

frame de uma forma recursiva, usando-se a férmula da equacao (2.17)), que é:

"2, = (A TR )6 A) + () A,

No caso da descrigao do movimento completo do corpo rigido por matrizes homogén
cas de SFE(3), a conexdio de Cartan ‘Z; assume valores em se(3), ou seja, os chamados
twists, e no caso de somente rotagoes SO(3), as conexoes de Cartan assumem valores
em s0(3), ou seja, simples matrizes de velocidades angulares. Como as matrizes |, ;A

no :
=, vai

dependem dos angulos ou posicoes lineares das juntas de um robo, a conexao
depender destes parametros também. A cinematica inversa pode ser calculada como em
(CRAIG, 1989). J& a cinemética diferencial, ou jacobiano, pode ser determinado a partir
de "Z,,, como indicado no exemplo da secao [2.4.2] As velocidades das juntas podem ser

calculadas a partir da inversa do jacobiano, como indicado em (SELIG| 2005]).

2.4 Resultados para um Robo Plano de Dois Elos

Nesta secao, apresentam-se alguns resultados para uma cadeia cinematica plana em
um espago euclidiano com dois elos e quatro sistemas de referéncia, sendo que um é inercial

e os demais sao nao-inerciais.
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2.4.1 Conexao para Trés Frames com a Mesma Origem

De modo a calcular a conexao de Cartan, a aplicagao da proposi¢ao mostra que

ela é dada por *Z; = (YRyR) ' d(YRiR) para o segundo frame. Entdo:

“Zy = (1RR) T d({RyR) = (R)((R)[(diR); R + 1Ry R] =
= (IR)['QiaR + d,R] = (R)("M)y R + Qs
o0 que vai resultar em 2Qy + 'Q; para o caso de movimento planar, j4 que as matrizes do

grupo SO(2) e de sua algebra de Lie so(2) comutam. A lei de Newton invariante ([2.4))

para o frame S? tem a expressao *f = m(*D;*>D,)?r com derivada covariante dada por:
2 9 . 2
D, = ]a + " + Q. (2.24)

O leitor pode verificar que esta é a férmula correta aplicando-se a derivada temporal
(ndo a covariante) na expressao ’r = YRy R?r, tal como feito em (SPONG; HUTCHINSON;
VIDYASAGAR), [2006)), seces 4.1 a 4.5, que é °F = YR(*Q )i R*r + Y Ry R(*Q)%*r + Ry R?T,

e aplicando-se novamente esta derivada temporal, apds algumas manipulagoes, tem-se:

ORLR)T(°F) = % + 2(2Q0)%r + 2(3R'QLR)%r + [292 +2R(TOIR] 2t

+ [292292 + %R(lQllQl)éR} 2I‘ + 2GR191>(%R2QQ>2T. (225)
Aplicando-se agora a férmula na equagao (2.24]) duas vezes, ou seja:

2
?Dy*Di(*r) = (I% +IR'QLR + 292) r = (I% +IR'QLR + 292) :

(P 4+ TR' SR 4 2°r)

apOs algumas manipulagoes algébricas, é facil constatar que esta e a apresentada na
equagao ([2.25)) sao iguais. Novamente considerando que no movimento plano as matrizes

de SO(2) e de so(2) comutam, entdo a lei de Newton invariante fica:

m(*¥) + 2m (*Q 4+ Q1) (r) + m(292+101) v+ om (0 + ') (r) = °F.
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Embora os resultados obtidos usando-se a abordagem com conexoes de Cartan e a
abordagem cléssica, tal como feita em (SPONG; HUTCHINSON; VIDYASAGAR; 20006),
devam coincidir, a primeira é mais geral, pois pode ser aplicada para qualquer grupo de
Lie, ou seja, para qualquer representacao de movimento, seja ela usando-se quatérnios ou
quatérnios duais, por exemplo. Além disso, pode-se usar qualquer representacao destes
grupos, como a fundamental ou a adjunta, onde os vetores ’r,!r seriam trocados por

matrizes anti-simétricas em s0(3).

No caso onde hd também movimento translacional dos frames, ou seja, o grupo em
questdo é SE(3), os valores da secdo ‘Z; sdo os chamados twists, e do fato dos frames
tridimensionais se moverem somente por rotagoes, onde o grupo é SO(3), os valores dos
frames sao elementos de s0(3), ou seja, sdo simplesmente matrizes de velocidade angular.
Se o frame 7 e o seu adjacente i+ 1 estiverem ligados a elos adjacentes de um robo, a matriz
"=, dependera das coordenadas de juntas do robo até a junta n— 1. A cinemaética inversa
de posigao é calculada da mesma forma que em (CRAIG,[1989). A cinemética diferencial,
ou jacobiano, é determinada a partir da conexao "Z,, como indicado na subsecao [2.4.2]
As velocidades das juntas podem ser calculadas usando-se a inversa do jacobiano, que é
similar ao método apresentado em (CAMPOS; GUENTHER; MARTINS, 2005)), mas a
diferenca esta no fato que o screws $ neste caso é representado por um vetor em R® e nao

como um elemento de se(2).

2.4.2 Conexao de Cartan para o Quarto Frame

Na figura [3, tem-se um rob6 planar de dois elos com quatro frames de referencia,
sendo que S é o inercial. A origem do frame S? em relacdao ao adjacente anterior S*~1 é
dada pelo vetor “"1y. A férmula para a conexdo no frame S? é 2=, = (YT51) "t d({T50),
onde I' € SE(2) e *Z, € s¢(2). Entao *Z, = (°T31) 7 H( )3 + {T(d3T)], o que resulta,

apos algumas substituigoes, em:

iR | Ry | [ 3R] 4R

2— _ |1
—o =
\ 1 0\ 1
d@r) |y | [3r] ] [9R]% ][ adm | aty)
0o | o 01 i 01 o | o ’

e, apés alguns célculos adicionais, tem-se:



Figura 3: Robo Planar de Dois Elos.

2

Z9 =

{RYR | ~{RyRY ~ 1R
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(ARR +§R(AR) | (AR)'y + () + R aly

0

0 | 1

0
(2.26)

Apés realizar a multiplicacdo na equacdo (2.26) e lembrando que 'Qy,%Q, "R, IR

comutam, tem-se:

e | AR IR (MU + o RA(Y) + d('y))
Do = (227)
0 | 0
Tem-se entao que :
0 —d(6, + 0
10, + 20, = (61 +6)
d(6, + 6,)
e como 'y = [L; 0]T e % = 0 sdo fixos, d% = dly = 0, o que significa que , da equacio
(12.27)):
0 — d91 — d@g Ll sin 92 d91
. 10, 420, | 2RO,
=9 = - d91 + d¢92 0 L1 COS ‘92 d@l
o | o
0 0 0

Também pode-se pensar nesta conexao de Cartan como sendo uma aplicagao do espaco

de parametros, no caso T2 (toro) com funcoes coordenadas 6, 65, e com valores matriciais
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em se¢(2). O vetor tangente no espago de parametros é dado por v = 91%61 + 928%2, e apds

a aplicacao da conexao sobre este vetor, ou seja, 2Eg(v), tem-se:

0 —91 — 92 Llél sin 92
él + 92 0 Llél COS 92 . (228)
0 0 0

O leitor pode facilmente verificar na literatura que este resultado coincide com o
deduzido, por outros meios, para o robo planar de dois elos, como mostrado em (CRAIG,
1989), exemplo 5.3 (veja 2wy e 2vy). E também possivel calcular a conexdo de Cartan
para o terceiro frame S® que est4 ligado ao efetuador, isto é 3=5. A férmula recursiva na
equagao (2.17) poderia ser entdo utilizada, isto é *Z3 = (3I) 71 (*Z2)(3I) + GI)~1d(ED).

T

A correspondente transformacao entre frames tem gR =1Te3y =Ly 0]T. Neste caso,

(3T)~1d(3I) é nulo, e um célculo rapido mostra que:

0 —91 - 92 Llél sin 02
353(") = 91 -+ 92 0 Llél cos (92 + Lg(él + 62)
0 0 0

A matriz jacobiana em S® pode ser obtida diretamente da férmula tomando-se os
elementos nas posicoes (1,3) e (2,3) da matriz *Z3(v), isto é L10; sinfy e L6 cos By +
Lg(él + 92), respectivamente (CRAIG] 1989, pag. 171). De maneira a se obter a matriz
jacobiana expressa em S°, a férmula J = T35 (*Z3)3T 5T, que expressa *Z3(v) no

frame S° é utilizada.

2.5 Conexao de Cartan para Mecanismos Fechados

O método da conexao de Cartan também pode ser utilizado em robos paralelos e
mecanismos em malha fechada. H& boas referéncias em que o leitor pode encontrar
conceitos de teoria de Topologia de Grafos, como por exemplo arvores e malhas (SELIG,
2005; (CAMPOS; GUENTHER; MARTINS, [2005)). Neste trabalho, mostraremos como o
método da conexao de Cartan pode ser usado em um mecanismo fechado como na Figura
[l Neste caso, hé n elos, um para cada frame, de modo que se pode determinar a conexao
de Cartan para cada frame 'Z;, ?=,,---, "Z,. Considera-se que °Z ja que se trata de
um frame fixo. Pode-se considerar que a conexao de Cartan neste caso, onde a curvatura

¢ nula, é um potencial ndo linear similar ao potencial eletromagnético (vide segao |3.4))
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(CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK], 1982)). De fato, o
método de Davies (CAMPOS; GUENTHER; MARTINS| 2005), que generaliza as leis
de Kirchhoff das tensoes (circuitos elétricos) é uma prova disso, uma vez que a soma
dos twists ao longo de um mecanismo fechado é zero. Um resultado similar pode ser

encontrado para as conexoes de Cartan.

Teorema 2.5.1 (Lei de Kirchhoff-Davies para Conexdo de Cartan). Sendo ‘Q; a conexdo

i

de Cartan para o frame S* e LA =" A---"""A, onde i assume valores de 0 to n, tem-se

que:
(AT CU)GA) + GATCR)GA) + -+ AT T2 A) + 7, = 0.

Demonstragao. De fato, como o elo n estd fixo (ligado ao terra), entao "=, = 0.

Figura 4: Mecanismo Fechado.

Seja a 1-forma com valores em uma &algebra de Lie dada por:

i@i = <§+1A' ) ‘n_lA)il d(?ﬂA' ’ ‘n_lA)- (2'29)

E facil ver que 0y = "=, ¢

"En o= (AT A)THAQA S TTA) = QAT A) T () (A4 T A) + e

n n

Aplicando-se novamente a equagao (2.5)) resulta e:

19, = A "TA)TL Q) (ALA - T A) 420, (2.30)

n n

Apés sucessivas aplicagoes desta férmula, chega-se ao resultado [ |
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3 FIBRADOS PRINCIPAIS E ASSOCIADOS

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentam-se os conceitos de fibrados, fibrados principais e fibrados
associados, que sao os espagos apropriados para se definir os movimentos de corpos rigidos,
ou conjuntos desses. A apresentacao é formal, porém busca-se desenvolver uma intuicao
no leitor de modo que esse possa compreender o papel desses objetos matematicos em
problemas de robdtica e mecanismos, bem como manter o rigor matematico. Com o
conceito de fibrado em bases sdlidas, pode-se definir rigorosamente a conexao de Cartan

e a derivada covariante.

3.2 Fibrados

Nesta secao, apresenta-se o conceito geral de fibrado.

Definicao 3.2.1 (Fibrados). Seja E uma variedade de dimensao n, B uma variedade de
dimensao n—m, chamada base, e ' uma variedade de dimensao m, chamada fibra padrao.
Seja ainda uma submersao ™ : E — B suave. Diz-se que (E,B,w, F') é um fibrado se:
1) as subvariedades w(b) para cada b € B sao todas difeomdrficas a F, e 2) as cartas
locais do atlas mdzimo de E sejam, para cada ponto b € B, da forma (7= 1(Uy), ), onde

U, C B é uma vizinhanca de b e ¥y, : 71 (Up) — Uy X F.

Note que 7 1(b) ¢é formada por todos os pontos de E que sao mapeados em um tnico
ponto da base b € B por 7, e 7' (U,) é uma vizinhanga de E que pode ser pensada como
um produto cartesiano da base U, com a fibra F'. Isto é conhecido como trivializa¢ao local,
e qualquer ponto p € E pode entao ser decomposto na forma (b, f). Entretanto, o fibrado
completo nao pode ser pensado dessa forma e essa decomposicao s6 vale localmente,
nesta vizinhanca (STEENROD |1951). Ainda, se pensarmos que todos os pontos de uma
fibra 7—1(b) sao equivalentes, isto define uma classe de equivaléncia [b]. Entao, o espago
quociente E/ ~ ¢ difeomérfico a B (vide se¢ao [A.1)).
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Definigao 3.2.2 (Se¢ao). Dado um fibrado (E, B, 7, F'), uma segao é uma aplica¢do suave

s:UCB — FE tal que mo s = Idp.

Pelo teorema da aplicacao implicita, s é localmente suave. No caso especial de F' ser
um espaco vetorial, tem-se que o fibrado é um fibrado vetorial, e uma secao é entao um
campo vetorial (vide segao . Um caso ainda mas particular é quando F = T'B, ou
seja, é o fibrado tangente da base B. Neste caso, o fibrado é (T'B, B, 7, R"™™), e a fibra
padrao é um espago vetorial R"™™ com a mesma dimensao da base (vide secao .
Uma se¢ao s define uma subvariedade imersa em FE, conhecida como grdfico de s e tal
que tem a mesma dimensao que B e é transversal a toda a fibra (vide segao . Deste
modo, podemos pensar em uma secao s como uma subvariedade de um fibrado que é

homeomorfica a base.

Defini¢ao 3.2.3 (Distribuigao Vertical). Dado um fibrado (E, B, 7, F), define-se a dis-
tribuicao vertical como sendo a distribuicao formada por todos os espacos tangentes as

fibras em cada ponto de B (vide se¢do .

Uma curva vertical é uma curva da forma I' : [ € R — E tal que w o I'(t) é igual
a um unico ponto da base B para qualquer valor de £. O campo de velocidades de uma
curva vertical é obviamente sempre tangente as fibras. Da mesma forma, pode-se definir
campos vetoriais verticais, que sao campos tangentes as fibras do fibrado, ou seja, valem

zero quando projetados na direcao tangente a base B.

Definicao 3.2.4 (G-fibrado). Seja um fibrado (E, B, 7, F') e uma G-a¢ao ¢ : GX F — F
de um grupo de Lie G sobre a fibra padrao F (portanto, trata-se de um grupo de homeo-
morfismos de F'). Define-se entdo um G-fibrado como sendo a quintupla (E, B,n, F,G)

tal que estd definida uma G-a¢ao natural em E que transforma cada fibra individual da

mesma forma (vide se¢do[B.3).

Pode-se dizer que esta agdo preserva as fibras, ou seja, um ponto p = (b, f), apds
sofrer a a¢ao do grupo, se torna (b, gf), ou seja, o ponto transformado continua na mesma
fibra. Outro nome que se da fibras G-invariantes. Em geral, o grupo G é mais que um

grupo topoldgico: é um grupo de Lie (vide secao |D.1)).

Definigao 3.2.5 (Transformagoes nas Fibras). Dadas duas trivializagées locais 1, s,
define-se para cada par de abertos U;,U; € B com intersec¢ao nao-vazia a aplicagao

gi; - UiNU; — G tal que:

® 9i;(0)gjx(b) = gix(b) onde b € Uy N U; N Uy;
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o gu‘(b) = Idg;
e gij(b) = [g;(b)] "

Definigao 3.2.6 (Fibrado Trivial ou Trivializdvel). Dadas duas variedades diferencidveis
B e F, a variedade dada por E = B x F ¢ conhecida como fibrado trivial ou fibrado

trivializdvel.

Neste caso, ha duas submersoes suaves naturais m : £ — B e m : E — F, o que
diferencia um fibrado trivial de um nao trivial, que é a existéncia de 5. Como sera visto
a seguir, sempre existe localmente uma projecao deste tipo, mas para existir globalmente,
condigoes bastante estritas devem ser satisfeitas. Dado um fibrado trivial, existe uma

trivializacao local tal que 1;(p) = (m1(p), ma(p)).

Exemplo: Exemplos de fibrados triviais de grande importancia sao o fibrados tangentes
de grupos de Lie. Um exemplo de fibrado nao-trivial é a faiza de Mdbius, onde a base é

o St. Cada fibra é homeomérfica a R, porém é possivel mostrar que nao existe 7.

Teorema 3.2.1 (Coordenadas Locais). Dado um fibrado (E, B, w, F') e uma trivializagdo
local ¢ : mY(U) — U x F tal que as coordenadas de U (ou seja, as coordenadas da
base) sejam (ry,re,--- ,r,) € tal que para V- C F as coordenadas sejam (sy,Sa,- - , Sn)

(ou seja, as coordenadas da fibra), tem-se que um ponto qualquer p € E € representado

por 1/}<p) - <T17T27 0, Tn, 81,82, 0 7877,)

Evidentemente, essas coordenadas induzem uma base normal no espaco tangente

TE=TU xTV, que é:

{3 0o .. 9.9 5...1}

orl’ or?’ Torn’ 9st’ 082’ " Osn

com coordenadas locais no espago T'E dadas por:

(7“1,7”2,"‘ yTny 81,82, " ,8n; 71,72, ,Tpn, 51,82, " 7Sn)7

onde 71,79, -+ , 7, sao as coordenadas de T'U e 1, $o,- -+, §, sao as coordenadas de T'V.
Os pontos em cima nao significam que se tratam de derivadas temporais (vide secao

C.3.4]). Deste modo, qualquer vetor tangente a um ponto p € E é dado por:

O BN
%p_;"’(M%’p“‘;S(p)asi’p-
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Definigao 3.2.7 (Isomorfismos entre Fibrados). Dados (Ey, B, 7, F) e (Es, B, m, F') dois
fibrados, diz-se que eles sao isomérficos se existe um difeomorfismo ¢ : Ei — FEs que

preserva as fibras.

Se os fibrados forem os mesmos, diz-se entao que se trata de um automorfismo entre

fibrados.

3.3 Conexoes em Fibrados Principais e Associados

O espaco onde vivem os corpos rigidos que aqui trabalhados é obviamente o espago eu-
clidiano, que se pode considerar como sendo o R?, embora alguns livros utilizem o espaco
afim E? (?77). Deste modo, nao hé necessidade de se utilizar uma variedade Riemanniana
com curvatura nao nula para modelar este espaco (vide sec¢ao . Entretanto, varieda-
des mais complexas ainda sao necessarias, como os chamados fibrados principais, que sao
utilizados para descrever o movimento completo do corpo rigido. Dada uma n-variedade
diferenciavel M, ou seja, de dimensao n, o fibrado tangente é uma outra variedade dife-
renciavel T'M formada pelo préprio M juntamente com a uniao de todos os seus espacos
tangentes (vide segoes a[C.3.5). Um fibrado principal, a grosso modo, é uma varie-
dade M com um grupo de Lie G colado em cada ponto (ou seja, as fibras sao grupos de

Lie). A defini¢ao formal de fibrado principal é:

Definigao 3.3.1 (Fibrado Principal). Dada uma variedade P e um grupo de Lie G, diz-se
que um fibrado principal consiste de P com uma G-agao (vide se¢do nesta variedade

tal que:

1. G age livremente em P pela direita, isto é: (p,g) — Rgp = pg;

2. O espago quociente B = P/G (que € a base) € induzido pela agcio de G e a projecao
canénica ™ : P — B € diferencidvel e sobrejetiva (vide se¢do ;

3. P é localmente trivializavel, isto é, se U C B, entao existe uma aplicagao tal que

Yo U (U) = U x G e i(p) = ((p), 6:(p)) com éx(Ryp) = Ry(64(p)) ( ou seja, o

¢ G-equivariante).

Dadas duas trivializacoes locais (7~ (U;),v1) e (771 (Us), 19), entao define-se a trans-
formacao de fibras g;; : U; N U; — G dada por g;; = o7t o ¢;. Esta definicao estd como
apresentada em (KOBAYASHI; NOMIZU, 1969a). A referida G-acao fibra toda a vari-

edade P e as fibras sao homeomorficas a G. A aplicacao 7 : P — B mapeia cada fibra
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no seu ponto base em B. O item trés significa que numa vizinhanca da base U C B, o
espago P pode ser representado localmente por U x G (trivializagao local) e um ponto
arbitrario de p € P fica sendo (u,g), onde u representa as coordenadas na base e g as
coordenadas na fibra (vide secao para o caso do fibrado tangente). Essa separagao

de p em (u, g), entretanto, s6 vale localmente.

Exemplo: Uma figura que ilustra bem um fibrado principal é a Figura [6] Em cada
ponto da chamada variedade base B se prende uma cépia do grupo de Lie (no caso, o

SO(2), que é a circunferéncia de raio unitario) que sao as chamadas fibras.

Exemplo: Um fibrado principal bastante 1til neste trabalho é (P,R? 7, SO(3)), que é
o fibrado utilizado para descrever o movimento espacial de um corpo rigido. A base R? é
usada para representar o centro de massa do corpo, e a orientagao do corpo é representada
por um elemento de SO(3) (vide segao . Deste modo, p representa a pose de um

corpo rigido.

Defini¢ao 3.3.2 (Fibrado Principal Trivial). Um fibrado principal (P, B, 7, G) € trivial
se P =B x G e se a G-agao pela direita for tal que Ryp = Ry(b, h) = (b, hg). Neste caso,
existe uma unica trivializagao global, e qualquer ponto p tem wuma unica decomposi¢ao

(b, g) vdlida globalmente.

No caso do fibrado principal trivial, tem-se 7 : P — B e my : P — (. Cada uma
dessas novas fibras serd da forma 7, ' (g) e homeomérifcas a B, onde g € G e, pelo teorema
da fungao implicida, ficam definidas aplicacoes suaves s : B — P conhecidas como segoes

globais uniformes, que associam a cada ponto b o mesmo valor g, ou seja, s : b+ g.

Exemplo: No caso do exemplo anterior, se o fibrado principal (P,R? 7, SO(3)) fosse
trivial, entao P = R3x .SO(3) e terfamos 7 : R3x SO(3) = R3 e my : R3x SO(3) — SO(3).

Entao haveria em R? a associagao suave do mesmo elemento g € SO(3).

E importante deixar claro que um fibrado principal (P, B, 7, G) em geral nao é trivial.
Entao, nao é possivel em geral fazer uma associacao de um tunico elemento g € G em
cada ponto de B que seja uma associacao SUAVE, ou seja, diferenciavel em todas as
ordens. B evidente que sempre podemos colar um elemento arbitrario de G em B, o que
é sempre uma aplicagao (inclusive sempre o mesmo elemento), mas nao ha garantia que
havera sequer continuidade nesta aplicacao. O seguinte teorema afirma que para cada
elemento da algebra de Lie de GG, existe um campo tangente uniforme vertical em P, ou

seja, tangente as fibras.

Teorema 3.3.1. Dado um fibrado principal (P, B,m,G) e g a correspondente dlgebra
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de Lie do grupo de Lie G, a a¢ao canonica do fibrado principal G x P — P induz um
homomorfismo o : g — X (P), este tultimo sendo o espago vetorial dos campos uniformes
e tangentes a P. Para cada X € g o correspondente campo X" = o(x) € conhecido como

campo vetorial fundamental, e é sempre vertical.

Trata-se portanto da existéncia de campos vetoriais verticais tangentes as fibras de
P que sao uniformes, ou seja, sao secoes globais uniformes X' : P — T'P. Entretanto, o
fibrado tangente TP nao precisa ser trivial (vide se¢ao . Um grupo de Lie é uma varie-
dade diferenciavel especial porque o seu fibrado tangente, isto é T'G, é sempre trivializavel
(vide segao . Isto significa que se pode definir um campo uniforme (ou constante) em
G, 0 que nao é possivel em geral para variedades M (exceto o campo nulo). Deste modo,
um fibrado principal (P, B, 7, G) possui tambem campos uniformes/constantes, como os
grupos de Lie. O conjunto dos campos fundamentais de um fibrado principal forma uma

algebra de Lie homomorfica a g.

Proposigao 3.3.1. Seja um fibrado principal (P, B, 7,G) e X' = o(x) um campo vetorial

fundamental. Para cada g € G, tem-se que
(Ry). X" = o( Ad,-1x),

onde (Ry). € a aplicagao derivada da translagdo a direita (vide se¢oes e .

Como para cada vetor x € g corresponde um campo vetorial invariante a esquerda
de G, pode-se dizer que o campo vetorial principal em P dado por X' = o(x), quando
restrito a uma fibra, é o préprio campo invariante a esquerda de G (ou seja, o copia o
campo X em cada fibra, vide se¢ao .

Definigao 3.3.3 (Secao de um Fibrado Principal). Dado um fibrado principal (P, B, w, G),

uma secao s de um fibrado principal € uma aplicagcao s : B — P tal que som = Idp.

Deste modo, em uma trivializagao local, ¢ : 7= 1(U) — Ux G, tem-se que ¢(p) = (b, 9),
e pelo teorema da fungao implicita, tem-se um mapeamento suave s : b — g onde b = m(p)
e g € G. A acdo pela direita Ry(p) é dada simplesmente por Rp(b,g) = (b, gh). Isso
significa que a G-acao nao altera o ponto da base, mas somente o elemento da fibra que,

se era g, passa a ser gh (a multiplicacao é valida ja que a fibra é um grupo).

Definigao 3.3.4 (Curva suave em Fibrado Principal). Dado um fibrado principal (P, B, 7, G),
uma curva I' : I C R — P transversal a cada fibra de P pode ser pensada como

uma se¢ao de um conjunto unidimensional em U C B, que é a imagem de uma curva
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~v: 1 CR— U. Numa trivializagdo local, tal curva pode ser escrita na forma (y(t), g(t)),

onde g: I CR — G é uma curva no grupo G. Evidentemente, mo T'(t) = ().

Exemplo: No caso do fibrado (P, B, 7, SO(3), onde B nao é euclidiano, conseguimos
separar, pelo menos localmente, o movimento de um corpo rigido em uma curva em B
(curva do centro de massa) e uma curva em SO(3) (curva de rotagao). Entretanto, isso

nao vale globalmente, a nao ser que B = R3.

Para o caso particular de G ser um grupo matricial, pode-se pensar nas colunas de
g como sendo vetores de uma base de um espago vetorial (espago de representacao) em
relacao a uma base original. Deste modo, uma curva em P associa a cada ponto de ~
na base deste espago vetorial, ou seja, um frame. Na Figura [, a direita, tem-se uma
ilustragao de uma segao definida em um fibrado (P, M, 7, SO(3)) e a esquerda, uma segao
definida sobre uma curva em M. Note que esta curva pode muito bem representar o

movimento geral de um corpo rigido em M, pelo menos localmente, desde que a secao

M

Figura 5: Secoes em Curvas e Subconjuntos de um Fibrado Principal

seja suave.

Dadas duas curvas suaves em (P, B, m, G) representadas por I'y e I'y, elas poderiam
ser tais que mo I'y = m o I'y = 7, ou seja, corresponderiam a dois movimentos de corpo
rigido que difeririam apenas na rotacao, tendo o mesmo movimento do centro de massa.
Num fibrado principal geral, entretanto, nada obriga que G seja o grupo SO(3), podendo
ser, por exemplo, o grupo dos quatérnios SU(2). Isso serd explorado no préximo capitulo,
para descrever o movimento de um corpo rigido usando quaténios, ao mesmo tempo que

prové a base matematica para aplicar conexoes de Cartan nesta descrigao.

3.4 Espacos Homogéneos

Um caso particular de fibrado principal é o seguinte:

Teorema 3.4.1. Dado um grupo de Lie G e um subgrupo fechado H C G, naturalmente
induz-se uma estrutura de fibrado principal pela H-agcdo em G (vide se¢ao . Este
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fibrado principal € entao (G,G/H,m,H). O espaco quociente G/H, que € o espaco das

orbitas, possui naturalmente uma estrutura de variedade diferencidvel.

Qualquer secao deste fibrado é um frame do grupo H no espago homogéneo G//H, em
particular, para qualquer de suas subvariedades. Diz-se neste caso que G/H é um espaco
homogéneo. A utilidade neste trabalho estd no fato do movimento geral em G ter sido
decomposto no movimento em H (fibra) e no movimento em G/H (base). Isto acontece
por exemplo quando G = SE(3) e H = SO(3). Neste caso G/H = R? de modo que seria
feita uma decomposicao do movimento geral de um corpo rigido no movimento rotacional

e no translacional (este tltimo na base G/H).

Teorema 3.4.2. O espaco tangente na identidade de G pode ser decomposto em T.G =

T.H ® Tig(G/H) e o subespago Tig(G/H) C T.G € invariante pela ag¢do de H

Demonstragao. Seja uma curva v : I C R — G/H tal que para t = 0, tem-se que
7(0) = [e]. Ao se aplicar a agdo H nesta curva, o ponto 7(0) = [e] permanece invariante.
O vetor tangente 7'(0) € Ti(G/H) deve ser entdao transformado em outro vetor deste

espaco. |

Definigao 3.4.1 (Representagao de Isotropia). A representagao do grupo H no espago
Tie(G/H) € conhecida como representagao de isotropia e, dada uma base deste espago,
pode-se mostrar que o frame formado por esta base, ao ser transformado por H, € isomorfico

a H, o que indica a variedade dos frames € isomorfica a H.

No exemplo em questao, como G/H = R?, entdao Ty (G/H) = R*. Neste caso, a

representacao de isotropia seria a prépria acao de SO(3) em R3.

Definicao 3.4.2 (Lift em espagos homogéneos). Dado um espago homogéneo G/H e
uma subvariedade f: M — G/H, diz-se que um lift no fibrado principal (G,G/H, 7, H)
¢ qualquer aplicag¢ao suave F : M — G tal que mo F = f, onde w: G — G/H.

Isto significa dizer que um lift mergulha M em G/H ao mesmo tempo que associa um
campo de frames sobre esta subvariedade, pois o ponto base do frame nao é alterado por
F. Isto porque localmente tem-se que G = G/H x H. Quaisquer dois lifts [, E': M — G
estao relacionados da forma: E(p) = A(p)F(p), ou seja, trata-se do produto no grupo G,

e a aplicagdo A : M — H transforma um frame no outro.

Definigao 3.4.3 (Lift/Frame Adaptado). Dada um subvariedade qualquer f : M — G/H,
se o lift FF': M — G for escolhido tal que os n primeiros vetores da base sejam tangentes

a G/H, diz-se que este é um frame adaptado.



95

No caso geral:

Definicao 3.4.4. Uma variedade diferencidvel M € um epagco homogéneo se houver um

grupo de Lie G tal que a acao sobre M € suave e transitiva.

Exemplo: O exemplo mais simples de espaco homogéneo é o espaco euclidiano R?, dado

pelo conjunto quociente SE(2)/S0O(2), onde o grupo de Lie SE(2) é o grupo dos movi-

mentos euclidianos bidimensionais (transformacoes de Galileu). As curvas que diferem

entre si somente de um movimento deste tipo sao chamadas de equivalentes. Obviamente,

a acao de SO(2) no R? mantém qualquer ponto fixo, de modo que SO(2) é o grupo de

isotropia de qualquer ponto. Sabe-se que o grupo de Lie SE(2) pode ser identificado com
1 a2

uma tripla (p, e, ep), formada pelo frame que gera o espaco tangente em cada ponto, e o

proprio ponto onde estes vetores estao aplicados.

3.5 Formas de Maurer-Cartan

Dado um grupo de Lie G, da mesma forma que existem os campos vetoriais invariantes

a esquerda (direita - vide secao [D.1]), existem as:

Defini¢ao 3.5.1 (Formas Invariantes a Esquerda (Direita)). Dado um grupo de Lie G,
diz-se que uma 1-forma w € invariante & esquerda (direita) se (Ly)*w = w ((Ry)*w = w)

para todo g € G.

Por dualidade, as 1-formas invariantes a esquerda formam uma algebra de Lie g* dual
a g. O nimero de formas de Maurer-Cartan ¢ igual a dimensao da algebra de Lie. Deste

modo, pode-se definir:

Defini¢ao 3.5.2 (Forma de Maurer-Cartan). Dado um grupo de Lie G e uma base { f;}
para g, define-se a forma de Maurer-Cartan wg : G — g, que tem valores na dlgebra de
Lie g, como sendo a unica 1-forma em G tal que wg|. : T.G — g € a aplicagdo identidade

em @g. Pode-se escrever entdo que wg = W' f; (vide secdo|D.4).
G 7

Outra definicao, que ¢ equivalente, é: sendo v, um vetor tangente no ponto g € G,
define-se a forma de Maurer-Cartan com valores em g como sendo dada por wg(v,) =
(Lg-1)svy. E interessante interpretar esta férmula: como v, ¢ um vetor tangente no ponto
g, quando aplicamos L,-1 em g, o que temos é L,-1g = g~ 'g = e, ou seja, translada-se
o ponto g para a identidade do grupo. Entao, (L,-1).v, translada o vetor tangente em
g para o espago tangente T,.G, que é a propria algebra de Lie. Deste modo, wg sempre

translada vetores tangentes em um ponto arbitrario para a identidade do grupo.
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Teorema 3.5.1. A forma de Maurer-Cartan € invariante a esqueda, o que significa dizer

que (Lp)*wa(vg) = wa(vg).

Isto é, todas as formas w’ que sao componentes da forma de Maurer-Cartan wg sao
invariantes a esquerda. A forma de Maurer-Cartan no ponto g, se transladada para algum
outro ponto, sera igual a mesma forma que ja estava naquele ponto. De forma semelhante,
se definem as formas invariantes a direita. A forma de Mauer-Cartan deve satisfazer uma

equacao, que é:

Teorema 3.5.2 (Equagao de Maurer-Cartan ou Estrutural). Dado um grupo de Lie G e

a sua forma de Maurer-Cartan wg, tem-se que:
de(X, Y) + [wG(X), LUG(Y)] = 0,

onde X, Y sdo campos invariantes a esquerda (o mesmo valendo para campos invariantes

a direita).
Demonstracao. A partir da relacao
dwe(X,Y) = Xwe(Y) — Ywe(X) —we([X,Y]),

que também vale para 1-formas com valores vetoriais (vide segao |D.2)), como os campos
X,Y sdo invariantes, tem-se que wg(X),we(Y) sao constantes. Logo, as suas derivadas
direcionais se anulam, ou seja, Ywg(X) = Xwg(Y) = 0. Por fim, necessariamente temos

que ter we([X,Y]) = [we(X), ws(Y)], de onde a identidade segue. |

A forma de Maurer-Cartan trivializa T'G. Isto significa que para qualquer campo
uniforme em G, ela associa um vetor de g. A i-ésima coluna da forma de Maurer-Cartan
wg, quando aplicada a v fornece a velocidade angular do i-ésimo vetor de g nesta direcao.
em particular, ela é a identidade em 7.G = g, o que seria esperado se wg descreve
velocidade angular do frame. E comum representar a equacao de Maurer-Cartan, também

conhecida com equacao estrutural, na forma:
1
de —f- 5[&)@, wG] = O,

ou seja, considerando que nao estd aplicada aos campos vetoriais invariantes. O fator
1/2 aparece pois [wi,ws|(X,Y) = 2w (X),w2(Y)]. Devido ao fato desta 2-forma ser
um tensor (vide segao [C.21)), entao ela é vélida para quaisquer campos X, Y. Por fim,

escrevendo-se tudo na base da dlgebra de Lie {f;} de campos invariantes a esquerda de g,
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pode-se escrever w = w'f; e ainda os referidos coeficientes devem satisfazer:
k Lo i
dw” = —=Clw' Aw’.
2 J

Proposicao 3.5.1. Dados dois grupos de Lie G1 e Gy com as suas formas de Maurer-

Cartan wy e wq, respectivamente, e ¢ : Gy — Go um homomorfismo, entdo ¢*wy =

(de)ews .

Demonstragao. vide (SHARPEL [1997) [ |

Proposicao 3.5.2. Dado um grupo de Lie G e sua dlgebra de Lie g, se wg € a forma de

Maurer-Cartan invariante a esquerda, isto € Lyw = w, entao:

R;w = Adg—lw.

Além de transportar os vetores tangentes de um grupo de Lie para o espago tangente
da identidade, uma outra interpretacao de wg é como uma matriz de velocidades, como é
feito na secao : ao se aplicar esta matriz a um vetor vy, que indica uma diregao num
ponto p, o resultado é a velocidade em relacao a cada vetor da base. Cada coluna da
matriz representa a velocidade angular que o frame (visto como um corpo rigido) possui
em relagdo aquele eixo. A equagdo de Maurer-Cartan se refere entdo a equagao que a

matriz de rotacao deve satistazer.

3.5.1 Grupos de Lie Matriciais
Apresentam-se agora o calculo de agumas formas de Maurer-Cartan para alguns gru-
pos de Lie de interesse didatico ou de interesse para esse trabalho.

Exemplo: [Grupo Aditivo G = R| Dado o grupo abeliano G = R, tem-se que L,h =
g+ heLy1h =g—h. A forma de Maurer-Cartan é (L,-1).(v), que estd definida em

TR = R* x R, cujo efeito é associar a (g,vc%) o vetor (O,vaﬁg). Tal aplicagao é (dg)%,
pois dg(v%)a% = va%.

Exemplo: [Grupo Multiplicativo G = R*| Dado o grupo G = R*, tem-se L,h = g - h
e Ly1h = %. Ja a aplicagao (Ly-1)«(v), que estd definida em TR = R x R, o efeito é
associar a (g, Ua%) o ponto (1, (g_lv)a%), ja que o efeito em R é o mesmo, localmente, que
em RT. Deste modo, a aplicacdo buscada ¢ g~'dg, ja que dg(v) = v (vide segdo [D.2).
A forma de Maurer-Cartan deve igualmente se distorcer préxima de zero. Entretanto,

quando for aplicada ao campo uniforme, o resultado deve ser igual a 1 sempre. Por isso,
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é dada por w = dg/g. Por se tratar de uma 1-forma, quanto maior a sua intensidade,

menor a distancia entre suas placas (a régua tem que ficar menor).

Exemplo: [Grupo Multiplicativo GL(n,R)] Um dos exemplos mais importantes de gru-
pos de Lie, como ja foi dito, sdo os grupos de Lie matriciais (ou seja, os sub-grupos de
G L(n,R), inclusive o préprio). Aplicando-se a definigao, tem-se que wg(v) = (Lg-1)4(g, V)
(e,g7'v). Pode-se pensar em g como a aplicacao que associa a cada elemento de g € G
ele mesmo, ou seja, trata-se da aplicacao identidade. A aplicacao dg, segundo a secao
D.2| é também a identidade dos vetores tangentes. Deste modo dg(v,) = v,. Entao,
g tdg(vy) = gt (v,) = g 'v.. Esta é a representagao cldssica da forma de Maurer-
Cartan de GL(n,R), que é definida como sendo aplicada neste grupo e tem valores em
gl(n,R). Se {x11,%12, -+ ,Tnn} é um sistema de coordenadas numa vizinhanca U de
GL(n,R), entao qualquer elemento deste grupo pode ser escrito na forma [z;;]. Pode-se
ainda pensar nesta aplicagao como sendo i : GL(n,R) — GL(n,R), que é a aplicagdo
identidade (expressa na forma de coordenadas), que poderia ainda ser pensada como
uma funcio (com valores no grupo). Deste modo, a forma de Maurer-Cartan ¢! dg, fica

[vi] 7" dwyy] =[] [ das]

Exemplo: [Grupo Multiplicativo 2 x 2 simples| Seja o grupo matricial dado por matrizes

da forma:

A forma de Maurer-Cartan é dada por:

dx d
v vret I I D
o g 0 0 0 0

3.5.2 Calculo Nao-Abeliano

Suponha que temos um fibrado principal cuja base é um espago homogéneo, ou seja,
(G,G/H,m, H). Isso ocorre por exemplo quando a base é R?, que é um espago homogéneo,
ja que nao existe nem um ponto privilegido. Seja agora uma subvariedade M C G/H
(que poderia ser o préprio espago homogéneo) e uma aplicagao F': M C G/H — H, que

associa a cada ponto de M uma frame no fibrado principal (G,G/H,r, H):

Defini¢ao 3.5.3 (Derivada de Darboux). Dado um grupo de Lie H, sua dlgebra de Lie

b e sua forma de Maurer-Cartan wy, define-se a derivada de Darboux de F' : M — H
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como sendo a 1-forma F*(wg).

A aplicagao F' : M — H nada mais é que a associacao, a cada ponto de M, de um
elemento do grupo de Lie H. Isso poderia ser, por exemplo, a associacao suave de um
frame em M, como mostrado na Figura , lado direito. Deste modo, F*(wy) é o pullback
(vide segao da forma de Maurer-Cartan de H para a variedade M. Afirma-se que
F*(wy), a derivada de Darboux, é uma generalizagao do diferencial do célculo cléssico.

Seguem alguns exemplos que vao ajudar o leitor a se convencer:
Exemplo: Para uma funcao f: R — R, como wg = dy, entao f*(dy) = f'(z) dz.

Exemplo: Parauma funcao f : R — R, como wg = dy, entao f*(dy) = (0f/0x1) dx,+
o+ (0f ) 0xy) Ay,

Exemplo: No caso de F' : M C R* — SO(3), tem-se que a cada ponto do espago
atribui-se um frame ortonormal com orientagao positiva, ou seja, cujo determinante ¢é
igual a 1. Tem-se que F*(wso(3)) € assume-se valores na dlgebra de Lie s0(3), que consiste
das matrizes anti-simétricas. Tem-se entao um gradiente do frame F', ou seja, este fornece
uma matriz anti-simétrica, que é uma taxa de variacdo de F' com valores em SO(3), para

cada direcao tangente da base.

Teorema 3.5.3. Dada uma aplicacao F : M — H qualquer, onde H é um grupo de Lie

matricial, a derivada de Darbour F*(wg) satifaz a equagao estrutural:

dF*(wH) + F*(WH) A F*(wH) =0.

Demonstra¢ao. Considerando que d e F* comutam sempre, e a equacao de Maurer-

Cartan, é possivel demonstrar tal resultado. [ |

Este teorema afirma que qualquer gradiente ou diferencial F*(wpy) satisfaz a mesma
equagao estrutural que a forma de Maurer-Cartan. De maneira geral, dada uma 1-forma
1 com valores numa algebra de Lie h, quais sao as condicoes para ela ser o gradiente

(derivada de Darboux) de uma aplicacao ? A resposta é dada por:

Teorema 3.5.4 (Teorema de Cartan). Seja H um grupo de Lie matricial com dlgebra
de Lie b e forma de Maurer-Cartan wgy. Seja ainda uma variedade M na qual existe
uma 1-forma ¥ com valores em b tal que satisfaz a equagdo estrutural di + 1 N = 0.
Entao, para cada ponto p € M, existe uma vizinhanca deste ponto U e uma aplicacao
F:UCM — H tal que Frwg = 1. Além disso, quaisquer duas aplicacoes Fy, Fy devem
satisfazer Fy = L, o Iy para algum a € H.



60

Demonstragao. A prova pode ser encontrada, por exemplo, em (IVEY; LANDSBERG]|
2003). [ |

O que se busca entao é saber se existe um frame SUAVE em M, que se pode chamar
de integral, que é um gradiente 1 nao-abeliano, ou seja, com valores em uma algebra
de Lie qualquer. A resposta é que existirda o frame se o gradiente satisfizer a equacao
estrutural. Existe uma forma de se medir o quanto que v deixa de satisfazer a equacao

de Maurer-Cartan, que ¢ a:

Defini¢ao 3.5.4 (Curvatura). Dada uma I1-forma 1y definida em M com wvalores em b,
se houver uma 2-forma 2 com valores em g tal que dy + 1 A =, entdo o teorema de
Cartan nao € satisfeito, o que significa que nao existe ' : U C M — G tal que F*wg = 1.
Tal 2-forma € € conhecida como curvatura de v, e € uma obstrucao a integrabilidade de

b,

Esta 2-forma ) é, de fato, a mesma 2-forma de curvatura que aparece na secao [D.7]
Isto sugere que a existéncia de uma aplicacao suave que atribui a cada ponto de uma
vizinhanca de M um frame depende da curvatura ser zero ou nao. Se se trata de um
frame que é um elemento de SO(3), essa aplicacao suave de frames em cada ponto sé é
possivel se o espaco nao for curvo, como é o caso do espaco euclidiano R?. Quando
nao ¢ identicamente nula, entao nao é possivel a existéncia de F' suave. Isto significa o
seguinte: dados dois pontos p,q € M com dois caminhos quaisquer entre eles v; e ¥, €
duas curvas com frames paralelamente transportados sobre elas partindo do mesmo frame
inicial, ou seja, I'1(t) = (71(t), hi(t)) e Ta(t) = (12(t), ha(t)), onde 71(0) = 1 (0) = p e
hi(t) e ha(t) curvas num grupo de Lie H com hy(0) = hy(0), entao para v;(1) = 1(1) = ¢
os valores hi(1) e ho(1) sao diferentes. Em outras palavras, transportar suavemente um
frame por caminhos diferentes resulta em frames finais diferentes, ou ainda, o transporte

paralelo depende do caminho.

Um dos resultados que mostra que a forma de Maurer-Cartan e a conexao de Cartan

estao intimamente relacionadas é:

Teorema 3.5.5. Dada uma subvariedade de um espago homogéneo f : M — G/H e
E, F : M — G sendo lifts associados a essa variedade, se a : M — H ¢ uma mudanca de

lift (mudanga de frame), tem-se que:

E*(O.)H) = Ada—l(F*(wH)) + CL*U.)H.
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Corolario 3.5.1. Para o caso de grupo de Lie matricial, esta equacao se reduz a:

E*(wy) = a 'F*(wy)a + a ' da.

Estas férmulas relacionam as derivadas de Darboux de duas aplicagoes diferentes,
mas que diferem pela aplicacao a : M — H. Especificamente, no caso de grupo de Lie
matricial, as duas aplicagbes sao dois frames em M. Uma mudanga de frame (por exemplo,
de um adaptado para outro nao-adaptado) causa uma modificacao da velocidade angular
de duas parcelas: uma que causa uma rotacdo na velocidade angular (transformagao
de semelhanga), e outra da forma a~'da (lembrando da interpretagao da derivada de
Darboux como velocidade angular). Esta ultima s6 existe quando a transformagao a de
um frame para o outro nao for constante. De fato, se F*(wg) = 0, tem-se um frame
uniforme mas pode haver outro, que sofreu a transformagao por a, nao é mais uniforme.
Essas duas parcelas da velocidade se devem ao movimento nao uniforme entre dois pontos
no frame, e a prépria variacao causada pela transformacao. Note também a semelhanca

com as férmulas de transformagao entre frames diferentes para conexoes de Cartan (vide
segao [2.3)).

Por fim, por ser ¢y uma 1-forma, sabe-se que se trata de um integrando (vide segao
C.14]), mais especificamente, de integral de linha. Como sera visto, ¥ representa uma
taxa de variacao diferente para cada direcao. Partindo-se do mesmo ponto em direcoes
diferentes e integrando-se ¢ ao longo da curva (integral de linha), obtem-se frames dife-
rentes, mesmo se as curvas terminarem no mesmo ponto. Trata-se entao de ser integral
de campo ndo-conservativo, ou seja, cuja integral é diferente para caminhos diferentes.

Logo, nao é possivel definir uma fungao potencial F': M — G.

3.6 Conexoes em Fibrados Principais

No se¢ao anterior, foi mostrado que em um espago homogéneo G/H, com fibrado
principal (G,G/H,, H), qualquer frame local F': M C G/H — G tem que ser tal que

seu gradiente satisfaz a equacao de Maurer-Cartan, isto é:

dF* (we) + F*(we) A F*(wg) = 0.

Entretanto, de maneira geral, em fibrados principais (P, B, w, H), pode-se generalizar

esta teoria através do conceito de conexdo de Ehresmann. Inicialmente, apresenta-se a
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versao onde a conexao é uma distribuigao (vide segao [C.16]), para depois introduzir a

versao usando-se formas diferenciais.

Defini¢ao 3.6.1 (Conexao de Ehresmann). Dado um fibrado principal (P, B, 7, H), uma
conexao de Ehresmann em P € uma distribuicao suave em P que associa a cada ponto

p € P um subespaco horizontal H,, tal que:

1. T,P = H,® Y (soma direta com o espago vertical);

2. Hiryp) = (Bn)Hp;

A segunda condicao significa que a distribuicao é invariante pela H-acao, ou seja, os

espacos horizontais ao longo de uma mesma fibra sao construidos a partir da acao de H.

Corolario 3.6.1. Dada uma conexao de Ehresmann, qualquer campo vetorial tangente

de P pode ser decomposto em uma componente vertical e outra componente horizontal.

A Figura [6] apresenta uma ilustracdo de um fibrado principal com uma conexao de
Ehresmann. Nesta figura, as fibras sdo as circunferéncias S*, a base ¢ B, V' é o campo (ou

distribuicao) vertical e H é o campo (ou distribuigao) horizontal, fixado pela conexao.

Definigao 3.6.2 (Formas de Conexao / Conexao de Cartan). Dado um fibrado principal
(P,B,m,H) e uma conexdo de Ehresmann H, define-se a 1-forma de conexao = como

sendo uma 1-forma em P com wvalores na dlgebra de Lie by tal que:

1. (Ry)*E = AdyiZ;

2. 2(X") = x, para todo x € .

Deste modo, uma 1-forma de conexao ¢ tal que =, : T,P — b, que ¢ uma aplicagao
linear para cada ponto p € P. Qualquer vetor vertical, que é elemento da algebra de Lie

b, ele mantém inalterado.

Teorema 3.6.1. A 1-forma de conexdo = define uma distribuicao horizontal, que € uma
conexdo de Ehresmann (vide se¢do que, em cada ponto p € P, define um espago
horizontal, que € representado por H,. E importante notar também que, para cada ponto

p € E, tem-se que T,/ = H, ® V.

Definig¢ao 3.6.3 (Curvas Horizontais). Dado um fibrado principal (P, B, 7, G), diz-se que
uma curva I' : I C R — P ¢ horizontal se I'(t) € H, para todo p =T'(t) e I"(t) # 0.
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Teorema 3.6.2. Dado um fibrado principal (P, B,7,G) e uma distribui¢io horizontal
H definida globalmente, se esta for involutiva (integrdvel), entdao existe uma aplicagdo
o : E — F (ou seja, o espago fica trivializado) tal que o espago TP fica duplamente

fibrado (ou seja, trivializado).

A interpretagao geométrica das distribuigdes horizontais pode ser mais explorada:
sejam duas curvas horizontais I';, I’y : I C R — P tais que I';(0) = I'3(0) = p (comegam
no mesmo ponto). Se a distribuicao horizontal nao for integravel significa que estas duas
curvas nao pertencem a nenhuma subvariedade (folha) integral da distribuigao horizontal
H (vide segao . Isso é equivalente a dizer que uma curva I' cuja projecao da base
é fechada nao necessariamente é uma curva fechada no variedade total, ou ainda, duas
curvas comecando e terminando nos mesmos pontos e com o mesmo valor inicial na fibra
nao tem o mesmo valor final na fibra. A teoria de fibrados principais aqui apresentada vem
sendo usado em Fisica, nas chamadas Teorias de Calibre (SCHWARZ,1996). Outro nome
utilizado é Teoria Gauge. Dado um fibrado principal (P, B, 7, H), pode-se entender um
gauge como uma secao suave s que associa a cada ponto da base B uma matriz do grupo
de Lie H. Sejam entao s, s duas secoes suaves de modo que elas estejam relacionadas
ponto-a-ponto por s1(p) = s2(p)h(p), onde h : U — H. Esta tltima é conhecida como
transformacdo gauge, e tem o papel, por exemplo, de fazer uma transformacao de frame
(por exemplo, uma mudanga de referéncia). O gauge infinitesimal nada mais é que o

pullback da conexao, ou seja, s*(Z).

O teorema de Cartan, que ja foi apresentado no caso para espagos homogéneos, pode

ser generalizado:

Teorema 3.6.3 (Teorema de Cartan). Seja H um grupo de Lie matricial e sua dlgebra
de Lie h com forma de Maurer-Cartan wy. Seja também uma variedade diferencidvel B
e uma 1-form = com valores em § tal que d=+ = A= = 0. Entao em cada ponto b € B,
existe uma vizinhang¢a U e uma aplicagao s : U C M — H tal que S*(wy) = =. Dadas

também duas aplicagoes sy, So, elas devem satisfazer s; = Asy para algum A € H.

Novamente, a equacao d= + = A = = 0 é chamada de equacdo estrutural. Quando
ela nao for satisfeita, ou seja, existe uma 2-forma © com valores em f conhecida como
curvatura tal que © = d=4+ZA=, entao = nao se comporta como gradiente, e a sua integral
de linha depende do caminho de integracao. Logo, nao havera aplicacao s : U C M — H
(primitiva) tal que a derivada s*(wpy) seja igual a = (também conhecido como teorema

fundamental do célculo nao-abeliano).



64
3.7 Fibrados Associados

Defini¢ao 3.7.1 (Fibrado Associado). Seja um fibrado principal (P, B,7,G) e uma G-
acao a esquerda em um espago vetorial F' representada por p : G — Homeo(F'). Mais
especificamente, p é uma representacao de G em F (vide secao . Um G-fibrado
vetorial (E, B, m, F,G, p) é chamado de fibrado associado ao fibrado principal (P, B, 7, G)
se para cada trivializagao local em P, ou seja (U;, 1), com transformagdio de fibra g;; -
UiNU; = G dada por g;; = ¢; ' o ¢;, existe uma trivializagao local em (E, B, m, F, Q)
da forma (Uy, x;) com x; : 77 H(U;) — U; x F tal que o correspondente mapeamento entre

fibras ¢;; : U; UU; — L(E, E) € da forma p(gi;) : E — E.

Sel': I C R — E é uma curva em um fibrado associado que associa a cada ponto
da curva (t) = m(I'(t)) um vetor de F, é necessaria uma forma de tirar derivadas em
relacao ao parametro t neste espago associado. Trata-se portanto de diferenciar um campo
vetorial em 7(t) que nao é o campo de velocidades. E importante que esta derivada indique
0 que vem a ser um campo constante ao longo da curva, ou seja, o que é um campo de

derivada nula. E necessdrio entao se definir:

Definig¢ao 3.7.2 (Derivada Covariante). Dado um fibrado principal (P, B, 7, G) com um

fibrado associado (E, B,m, F,G,p), define-se a derivada covariante por:
Dy == +p,(2), (3.1)

onde Z é uma conexao de Cartan no fibrado principal (P, M, 7, G), e p'(€)(Z) € a derivada

da representacao no elemento identidade de G.

Esta é portanto a derivada covariante que apareceu nos capitulos anteriores. Na secao
do apéndice, apresenta-se o conceito de conexao de Koszul. Serd mostrado agora que
esta conexao conduz aos mesmos resultados que a conexao de Ehresmann e a conexao de
Cartan. Como a derivada covariante estudada nos capitulos anteriores foi aplicada em
vetores posicao e velocidade, faz-se inicialmente o cédlculo da derivada covariante para o

vetor posicao em coordenadas normais:

Definigao 3.7.3 (Vetor Posigao). Seja uma n-variedade M e uma conexdo de Levi-Civita
V definida nesta variedade (vide se¢ao . Se q = exp, w;e; € um ponto qualquer de

M nestas coordenadas normais, o campo vetorial definido por:

d
X, = E\tﬂ exp,, (z;(t)e:),

¢ conhecido como vetor posicao
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Evidentemente, pode-se definir a aplicacao suave X : U C M — TM, onde U ¢é
uma vizinhanca normal, que associa a cada ¢ € U o vetor X, definido acima, que é
conhecida como campo vetorial de posicao. Nao ¢é dificil mostrar que a expressao de X

nas coordendas normais é z°-2; (PAIT; COL6N, 2010). Ainda pode-se enunciar outro

Ozt

lema:
Lema 3.7.1 ((PAIT; COL6N| 2010)). Se X € um campo vetorial de posi¢cio, entdo:
VxX = X.

Proposicao 3.7.1. Dada uma variedade diferencidvel M com um sistema de coordenadas
normais, a deriwada covariante, a partir da conexao de Koszul, do campo vetorial de

posi¢ao ao longo de alguma curva c(t) € dada por :

0

onde ) é a matriz com componentes (2 = ', @;.

Demonstracao. Aplicando a definicao de derivada covariante, tem-se

0 Ox; 0 0

0 0 0 0
0 0 0
= X+ Qfr— = X+0X, (3.
i TN = X X (33)
e o resultado segue. [ |

Obviamente, as coordenadas normais, neste caso, fazem o papel de um frame nao
inercial, como aconteceu na segao [[.2 Como esta férmula vale para coordenadas gerais
(pois é invariante) tem que funcionar para todos os sistemas nao-inerciais, que sdo em
muito maior niimero que os inerciais (que na verdade, estes nem existem para variedades
gerais, com curvatura, como comentado em (COLGON| [2014)). Por fim, chega-se facilmente
a identidade Q) = I'j;4; = Tj; da;(9/0t) = Z5(9/0t). Também é importante ressaltar que
os simbolos de Christoffel (vide segao nao precisam ser zero quando a curvatura é
nula. De fato, em um espago euclidiano (ou seja, com curvatura nula) as formas de conexao
de um sistema nao-inercial podem variar no tempo (vide (FOSTER; NIGHTINGALE,

1994)), segao 2.10, sobre sistema de referéncia rotativo).

De forma semelhante, pode-se calcular a derivada covariante para um campo de velo-
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cidades:

Proposicao 3.7.2. Dado um espago euclidiano M = R™ com frame inercial, a equagao

da deriwada covariante pode ser escrita como:

V,V = {124—9} (3.4)
or

onde v € um vetor coluna com as coordenadas de V no frame normal, e  é a matriz

/

i _ T
com componentes Y, = I'j;x,

Demonstragao. Expandindo (D.3.4)), tem-se:

dvy 0 dv,, 0
V=[—4T! — re — 3.5
V. (d + 1 jx) 0, + + ( ar + 15 ]x> R ( )

onde v; sao as componentes de V. Se estes numeros foram empilhados em um vetor
. / /7 . . 7’ e / .
coluna v, assim como Ffjvjxi (k sendo o indice da linha), é possivel escrever este tltimo
. ; P
vetor na dorma de um produto de matrizes, ); = I';z; e v, de modo que o resultado

segue. |

Os célculos apresentados acima foram somente para confirmar que os mesmos resul-
tados poderiam ser obtidos se no lugar da conexao de Cartan, fosse usada a conexao de
Koszul. De fato, parece ser mais simples do ponto de vista didatico, a introdugao a geo-
metria diferencial utilizando-se a conexao de Koszul (vide por exemplo (CARMO;, 1994))),
que é todo escrito desta forma e é uma referéncia reconhecida mundialmente). Entretanto,
para sistemas mecanicos, a conexao de Cartan é mais natural, ja que consegue-se fazer
caculos com ela de forma mais simples e direta, como mostrado no primeiro capitulo deste

trabalho.

3.7.1 Fibrados Usados Até Aqui

Para descrever o movimento rotacional do corpo rigido, no capitulo [2ftrabalhou-se com
o fibrado principal (R? x SO(3),R3 7, SO(3)), embora isso nao tenha sido 14 mencionado.
A velocidade angular era representada pela conexao de Cartan €2, que nesse caso, era a
propria forma de Maurer-Cartan de SO(3). Foram usados dois fibrados associados, sendo
o primeiro para com representacao do grupo SO(3) na fibra padrao F' = R3, ou seja,
dos proprios 3-vetores. Neste caso, o fibrado principal era (E,R? 7, R3, SO(3),p1). A
representacao usada foi p; : SO(3) — GL(R?), ou seja, as transformalgoes lineares que

presenvam conprimento e orientacao.
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Figura 6: Ilustracao de um Fibrado e um Campo Horizontal

Também foi apresentada a formulacao do movimento do corpo rigido para a repre-
sentacao adjunta (vide segao , ou seja, o fibrado vetorial associado tinha a repre-
sentagao py : SO(3) — s0(3) e era representado por (E,R3 my, 50(3), SO(3), p2) similiar
ao feito em (SATTINGER; WEAVER; [1986), porém sem usar fibrados principais e asso-

ciados nesta ultima referéncia. A férmula de representagao era:

p(9)X = AdX = gXg',

onde X € s0(3). A representagdo da correspondente dlgebra de Lie era dada por p; :

50(3) — s0(3), que é simplesmente:

p.(X)Y = adxY = [X,Y].
As duas representacoes sao equivalentes no sentido que existe um isomorfismo entre
R3, x), que é o espaco Euclidiano dos 3-vetores munido com o produto vetorial, e a
q G

algebra de Lie (s0(3), [, -]), munida com o colhete de Lie [A, B] = AB — BA.
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4 CINEMATICA E DINAMICA PARA SU(2) -
QUATERNIOS

4.1 Introducao

Neste capitulo, sao deduzidas a cinematica e a dinamica de corpos rigidos supondo
representacao em quatérnios, sempre dentro da metodologia das conexoes de Cartan, que
é a proposta deste trabalho. O movimento de translacao e o de rotacao sao feitos de forma
separada. No capitulo anterior, para representar as rotagoes de um corpo rigido, um frame
era rigidamente associado ao corpo, ou seja, o movimento de rotacao tridimensional era
representado por uma matriz do grupo de Lie SO(3). Nesse capitulo, por outro lado, em
vez de se associar um frame tradicional, ou seja, uma tripla de 3-vetores que formam as
colunas da matriz de SO(3), serd associada uma matriz do grupo de Lie SU(2), que ¢ o
grupo dos quatérnios unitarios, que faz o mesmo papel. Estes objetivos sé serao atingidos
com o uso do fibrado principal, conexao associada ao fibrado principal, fibrados vetoriais
associados e derivada covariante, para depois utilizar estes conceitos na formulagao da
cinemética e dinamica de rotacao do corpo rigido. Esses objetivos justificam o capitulo
anterior, que foi para introducao das ferramentas e conceitos necessarios para o capitulo

atual.

4.2 Fibrados Principais com Quatérnios Unitarios

Neste capitulo, propoe-se a utilizacao de quatérnios unitarios para descrever o mo-
vimento rotacional de um corpo rigido, e dai deduzir a correspondente conexao de Car-
tan e todas as equagoes cinemdticas e dinamicas correspondentes. Uma introdugao aos
quatérnios é apresentada na se¢ao[A.10] Nesta segao, passa-se direto para as propriedades

dos quatérnios unitarios, que formam o grupo de Lie SU(2).

O fibrado principal tem como base B = R? e a fibra padrao ¢ SU(2). Deste modo,

o fibrado principal fica sendo (P,R?, 7, SU(2)). Entao, em vez de associar a cada ponto
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uma cépia de SO(3), como feito no capitulo |2 associa-se uma cépia de SU(2). Para
escrever as equagoes dinamicas do corpo rigido, utiliza-se o fibrado vetorial associado
(E,R3,7my,5u(2),SU(2), p3) onde se utiliza a representacio adjunta pz : SU(2) — su(2).
Neste caso, tem-se que SU(2) é uma cobertura dupla de SO(3) (vide secdo [D.1)). As
algebras de Lie su(2) e s0(3), entretanto, sdo isomérficas. Também é importante lembrar
que qualquer 3-vetor também pode ser representado em su(2), de modo que é possivel
escrever tanto as equagoes da dinamica rotacional quanto da translacional neste mesmo
espago, ou seja, o movimento geral pode ser descrito em su(2) @ su(2). Uma base tipica

para su(2) é a formada pelas matrizes de Pauli:

0 1 0 —i 10
g1 = 09 = O3 = y (41)

10 i 0 0 —1
mas de modo a simplificar as relagoes entre os colchetes, costuma-se utilizar as chamadas
matrizes de Pauli normalizadas, que sao o1 = (i/2)o1,09 = —(i/2)02,05 = (i/2)03.
Entao qualquer elemento em su(2) pode ser escrito como X =v -5 = Z?Zl v'G;, onde v
¢ um 3-vector em R? associado a este elemento, e & ¢ um vetor com componentes 7;, ou
seja, trata-se de um vetor de matrizes, que é uma notacao conveniente. As relacoes de
comutagao ficam entdo [71, 03| = 73, [03,01] = 02 e [g2,03] = 71, que s@o as relagoes de

comutacao normalmente encontradas na base canonica de R?.

Qualquer elemento do grupo de Lie SU(2) em torno da identidade porde ser represen-
tado na forma e’ ja que o grupo é simplesmente conexo e a aplicacdo exponencial tem
seu dominio até o ponto antipodal da identidade A rotacao de um 3-vector x € R3,
nesta representacao, é feita atraves da representacao adjunta deste vetor, ou seja, o vetor
equivalente ¢ X na algebra de Lie su(2). A rotacao sempre se dd em torno de um 3-vetor
unitério n, de modo que a rotacdo na representacio adjunta é dada por X' = e~ X 7,
O produto vetorial de dois 3-vectores v x u é representado por [V, U], e a conexao de
Cartan = é uma 1-forma com valores na élgebra de Lie su(2), que representa a velocidade

angular. A seguir, apresentam-se algumas relagoes importantes para computagoes:

e_i(9/2)0'3 0'167;(6/2)0—3 = 01 COS 0 + 02 Sin 0,
e H0/2)935,10/2)73 = _5,5in 6 + 0 cos b, (4.2)
671(0/2)03 0'367‘(9/2)03 — 0'37

que sdo usadas na sequéncia. Outras férmulas tteis podem ser encontradas em (SAT-
TINGER; WEAVER] [1986). De modo a escrever as equagoes de Euler do movimento
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rotacional nesta representacao, a derivada covariante deve ser determinada, o que é feito
no lema seguinte:
Lema 4.2.1. A derivada covariante é o operador que age em su(2) pela sequinte formula:

DX = 0X /ot + |2, X], (4.3)

onde X € su(2) representa um vetor x € R3.

Demonstracao. Usando-se a férmula apresentada na Equacao , como se trata da
representacao adjunta, que é dada por p(S)X = SXS~! suponha que uma curva «(t)
passa pela identidade e € SU(2) tal que &(0) = = é um elemento da algebra de Lie. Entao
p.(E)X = L (a(t)Xa(t)™")|o. Continuando os célculos:

d N da(t) N 1 da(t)

—(a(t)Xat) ™) = —=Xa(t) ' — a(t)X 4.4

S aXa™) = S50Xa(0) !~ alnX s . (4.0
que, para t = 0, é igual a p,(2)X = doéiO)X - X d‘:i(to) = [Z,X], o que conclui a prova. W

4.3 Cinematica em SU(2) para n Frames de Referéncia

Considere o movimento de um corpo rigido em que os frames S® estdo rigidamente
presos aos corpos. De modo a se determinar a dinamica, considera-se a parte translacional
separada da rotacional. Devido ao teorema de Cartan, que estabelece que se nao ha
curvatura no espago base, sempre ha um sistema de referéncia, o inercial, onde a conexao
de Cartan é igual a zero (veja por exemplo (SPIVAK| [2005) e (IVEY; LANDSBERG,
2003)), pode-se considerar que na Equagao 1) tem-se =¥ = (0. Este resultado é
importante para provar a férmula recursiva para a conexao de Cartan, como provado no
teorema [4.3.1| para os casos estudados anteriormente. O lema a seguir é importante para

a prova que desejada:

2)

Lema 4.3.1. Dado um sistema com trés frames S©,SM | S e matrizes de transformacio

RO RM 4 conexio de Cartan Z? ¢ dada por:

=@ = [RW]IQORW 4+ W), (4.5)



72

Demonstrag¢do. Aplicando-se a férmula na equacio Eq. (2.20) com Z(© = 0, tem-se:

(RORMNLQ(RORW) = [RV]YRO)Y(dRD)RY + RO dRW] =
= (RNQORWY + drW), (4.6)

o que conclui a prova. [ |
Teorema 4.3.1. Dado um sistema com n+1 frames S©, SO ... S™) com matrizes de
transformacio R©, RM, ... RMY e matrizes de rotacio QW = [ROD]~1dR® entre SO

e SOt g conexdo de Cartan para o frame S® pode ser calculada pela férmula recursiva:

[1]

(i) _ [R(i—l)]—lg(i—l)R(i—l) + QU-b, (4.7)

parai=1,--- n.

Demonstragao. A prova é por indugdo. A base da inducgao é o lema [£.3.1] Considere
também que a conexao em SU~1 é dada pela proposicao [2.3.1] isto é:

20D = (RORW ... RE=2)"L (RO RM ... R(-2)), (4.8)
Aplicando-se novamente Eq. (2.20)), tem-se:

=0 — (RO R ... RG-2) RE-D)=1 q(RO RO ... Ri-2) Rli-1)

Q
= (QR)TA(QRY) = [ROVITIQTHAQRTY + QAR =
_ [R(i—l)]—lQ—l dQR(z—l) + [R(i—l)]—l Q—lQ dR(z—l) _
I
_ [R(i—l)]—lE(i—l)R(i—l) + [R(i—l)]—l dR(i_l), (49)

e o resultado segue. [ |

A férmula na equagao (4.7)) transforma a conexao de Cartan em dois frames adjacentes
de uma forma simples. E importante lembrar que 2 é a velocidade angular do frame i
(e portanto do corpo rigido i) em relagao ao frame inercial, mas expressa nas coordenadas
i—1)

do frame i, e Q! é a velocidade angular do frame ¢ em relacao ao frame i — 1, mas

expressa nas coordenadas do frame 1.

Lema 4.3.2. A wvelocidade de um ponto X de um corpo rigido com frame S® ligado
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rigidamente a ele em relacao ao frame S©© mas em coordenadas do frame S ¢é dada por:
Vv = 20, X0] 4+ ng’ (4.10)
onde ng ¢ a velocidade da origem de S em relacdo a S© mas em coordenadas de S©.

Demonstracao. Aplicando-se a definicao de derivada covariante, tem-se:

VO = D, X" = {% + [E(i), ]} X0 = x® 4 [E(i),X(i)], (4.11)

o que nao inclui a translagao do frame. Como o ponto do corpo rigido nao se move em
relacao ao frame S, entéo X® = 0. O termo ng deve entao ser incluido e o resultado

segue. |

4.4 Dinamica em SU(2) para um Sistema com n Fra-
mes

Dado um conjunto de frames como na Figura [2 tal como ocorre em robds e meca-
nismos seriais com n elos, deve-se escrever as equagoes para cada elo do robo, que é um

corpo rigido. O seguinte teorema é entao importante:

Teorema 4.4.1. A equacao dinamica para a parte rotacional do movimento do i-ésimo
elo do robé € obtida escrevendo-se para o frame S ligado ao centro de massa do elo:
0=

L
ot

+ [E®, L,ZD] = T®, (4.12)

onde T® ¢ o torque no centro de massa do corpo, tudo representado na dlgebra de Lie

su(2).

Demonstragao. Pela Equacao (4.10), tem-se que a velocidade de um elemento de massa

infinitesimal dm no ponto X® é dada por VW = [20) X )] + Vg)zmv e isso implica que o
momento angular é AW = —dm[X® [X® ZO]] + dm[X®, Vg)MJ Integrando-se todos

os elementos de massa através de uma integral de volume, o segundo termo passard a
ser m[Xg)Mi,ngi], que é zero, dado que X(Cl)M = 0. Ignora-se entao este termo daqui
por diante. Pode-se definir o operador em su(2) dado por I;(X®) = — dm[X® [X® .]] e
entdo AW = I;(X®)Z®, Este é o chamado operador de inércia para um tinico elemento
infinitesimal de volume. Para o corpo rigido completo, a integral de volume do corpo rigido
pode ser realizada, em que a medida de volume ¢ dm = pdV, onde p é a densidade de

massa. O momento angular total é entdao I,=Z% onde I; é o operador de inércia completo do
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corpo, que nao depende mais do vetor posicao X, A segunda lei de Newton rotacional

tem a férmula D,A®) = %ii) + [EO,AD] = TO. Apés a substituicio da férmula do

momento angular, tem-se:

=™
ot

, AN A .
DAY = —— + 29 1,Z20] =1,

=0 20] = T 4.13
at +[ Pl ] ) ( )

e o resultado segue. [ |

Alguns resultados adicionais sao apresentados a seguir que serao uteis em célculos

mais adiante:

Lema 4.4.1. O operador de inércia I(X) (e consequentemente 1) é simétrico e definido

positivo para o caso da dinamica formulada em su(2) e a métrica € dada pela forma de

Killing (21,Z5) = —3K(E1,Z,) (vide se¢do .

Demonstragao. Para a algebra de Lie su(2), tem-se que K(0;,0;) = —2d;; (onde 6;; é o
delta de Kronecker (SATTINGER; WEAVER] 1986)), entao a métrica (Z;, Z2) ¢ definida

positiva (que é uma consequéncia de SU(2) ser semi-simples). Pode-se entao escrever:

(I(X)E1, E2) = —%K(dm[X, [X,Z1]],22) =

= %K(dm[X,El], X, =Zs)) = —%K(El, dm[X, [X,Z]]) = (51, 1(X)=2), (4.14)

onde foi usada a propriedade: K([X,Y],Z) = K(|Z,X],Y) = —K(Y,[X,Z]) da forma
de Killing. O resultado entao segue. [ |

Como consequéncia, todos os autovalores de I(X),I sdo reais e positivos. Seja I a
matriz 3 X 3 de inércia do corpo rigido, e e, e, e3 € R® sdo os seus autovetores (que
determinam os eixos principais de inércia), tal que Ie; = I;e;, onde I; sao os momentos
principais de inércia. Seja ainda ¢ : (R3, x) — su(2) um isomorfismo de 4lgebra de Lie
tal que ¢p(x x y) = [X, Y], onde X,Y s@o elementos correspondentes em su(2) de x,y, e

X é o produto vetorial.

Proposicao 4.4.1. Os elementos E; = ¢(e1),Es = ¢(ez), E5 = ¢(e3) € su(2) sao

autovetores do operador I com autovalores Iy, I, I3 (momentos principais de inércia,).

Demonstragao. 1 = dmx X (w X x) = —dmx X (x X w), 0 que pode ser escrito como
1 = I(x)w, onde I(x) = —dmx X (x x -) é operador de inércia. Uma integragdo em dm
produziria I, que é a matriz de inércia completa do corpo rigido. Devido a propriedades

do isomorfismo ¢, tem-se que:
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X, [X,E]] = [¢(x), [0(x), ¢(w)]] = [6(x), p(x X w)] = p(x x (x x w)), (4.15)

onde = = ¢(w). Se E; = ¢(e;) é um autovetor do operador [X, [X, ]| com autovalor \;,

tem-se que:

X, [ X, E]] = ME; = o(\ie;) = o(x X (x X €;)), (4.16)

o que implica que e; é um autovetor x X (x X -) com autovalor \;. Devido a diferenca
de I(x) e x x (x X -) ser somente uma constante, que é a mesma diferenga entre I(X) e

(X, [X,]], entao I(x) e I(X) tem os mesmos autovalores, assim como I e I. |

De modo a se obter a dinamica completa para o robo serial, os seguintes lemas sao

importantes:

Lema 4.4.2. A derivada parcial 8?—:) ¢ dada pela formula recursiva:

o= o
o = ]

020D

ot

RO-Y — [0 [RU-D)TIZ-DRO-D] L =D (4.17)

Demonstragao. Aplicando-se a derivada parcial em (4.7]), tem-se:

0= 9 . ) . , =(i-1)
_ - R(z—l) -1 E(Z—I)R(z—l) R(z—l) —-1¥Y=

+ [RED)IZE-D RE-D | -1 (418)

RV

Devido as férmulas 2 {[RO~V]71} = —[RE-D]7LRE-D[RE-D]~1 ¢ (-1 = [RE-D]=LRE-D),

tem-se:

o= . . A . A o=-1)
o — _Q(z—l)[R(z—l)]—IE(z—l)R(z—l) + [R(z—l)]—lTR(z—l)+
+ [RO-D)TIZ6-D RU=D[RG-D]-1 Ri-1 4 (=1
T
-1 957 b g gl--1=6-1) pl-1)
:[R'L ] TRZ _Q'L [RZ ] :l RZ +
i [R(i—l)]—IE(i—l)R(i—l)Q(i—l) 4+ O, (4.19)
e lembrando da definicao de colchete de Lie, o resultado segue. [ |

Lema 4.4.3. Seja S um frame rigidamente ligado ao i-ésimo corpo rigido. A acelerag@o
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do ponto X em relacio ao frame S, mas expresso nas coordenadas de S© é dada por:

=™

AY =1,

XO) 4 [29, 20, X9 + AG), (4.20)

onde Agz representa a aceleracio da origem de S em relagio a S mas em coordenadas
de SO,

Demonstracao. A definicao de aceleracao a patir da conexao de Cartan é:

. ) . , .
2L ED, .]} {_ +[ED, .]} X0 4 A =

X O] 4220, XO] 4 20 =20 XO + A, (4.21)
Lembrando que X® =XO = para um ponto no corpo rigido, o resultado segue. B

A dinadmica translacional para o corpo S é entao dada por:

Teorema 4.4.2. Se m; € a massa do corpo SY, a equacdo para a aceleracdo do centro

de massa €:
o=

ot ’

onde F® € a forca total agindo no corpo.

mi[——, XO] + my 20, [ED, X + m;Af) = FO, (4.22)

Demonstracdo. Aplicando a lei de Newton baseada na derivada covariante no frame S,

isto ¢ m;A®) = F e usando a equacdo (4.20)), o resultado segue. [ |

E importante observar que as forcas F® e os torques T causam o movimento do
COrpo e 530 expressos no frame rigidamente ligado ao corpo S®. Em um robd serial, leva-se
em conta as forcas e os torques nas juntas e os torques externos produzidos pelos atuadores

(por exemplo, motores) nas juntas. Na se¢ao seguinte, apresenta-se um exemplo.

4.5 Resultados para um Robo Plano de Dois Elos

Nesta secao, apresenta-se a continuagao do exemplo da sec¢ao 2.4 Aplica-se o método
apresentado para determinar a cinematica e a dinamica do robd planar de dois elos apre-
sentado na Figura [} Este exemplo, como j& foi dito, foi retirado da segdo 6.7, pagina

201 do livro classico de Craig’s (CRAIG] [1989). Este exemplo foi também usado em
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(COLON| 2015). Assume-se que em cada elo toda a massa estda concentrada em L; uni-
dades de distancia a partir da origem do frame. Obviamente, este ponto é também o
centro de massa do elo. Por simplicidade e economia de espaco (e de forma diferente do
feito em (CRAIG]|1989)), considera-se que a forga de gravidade é zero. Os torques ativos

fornecidos pelos motores nas juntas sao 7, and 7.

w bl
SS\\ //X3

Figura 7: Robo Planar com Dois Elos.

Neste caso, hd trés conexdes de Cartan =@, =) =) (uma para cada frame), mas a
primeira conexao deve ser nula por estar ligada ao referencial inercial. Se R®, R sio
as transformacoes de frame entre S@ e SM e S e S@) respectivamente, e QO QW)
sao as correspondentes velocidades angulares entre um elo e outro, as conexoes de Cartan

estdo relacionadas por (usando o fato que Z© = 0):

=) — [RO]IZORO) L QO — QO)
(4.23)
=@ — [RO]IZORM £ o) — [RW]-LQO RO 4 QW)
Para cada corpo rigido (elo), deve haver uma equagao da forma:
LEY =0 1,20] = TO),
183(2) =7 L= (4.24)
H25_t+[:(2)71[2:(2)] = T®),

que relaciona a velocidade angular do frame ligado ao corpo em relacao ao referencial
inercial, mas com valores na algebra de Lie su(2) nas coordenadas do préprio frame ligado

ao corpo (que é também o préprio centro de massa). Aplicando-se, para cada corpo, a

equagao (4.22)), tem-se:

=( —_ —_
ml[agtl),X(l)] +my [0, [0, X)) +m1A81) = FO),

mQ[ag_f)’X@] +mp[E@, 2@, X)] + my Agg — F@.

(4.25)
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As derivadas parciais sao:

H= =0) o
_ (RO O _ (0O RO =0) RO} 4 GO — O
—— = [RV]" = RO~ [00), [RO] 29 RO 4 OO = 0O,
S~ =0
=0
—=(2 —(1
=% _ g1 92 pay QO [RO]EORO] 4 GO —
ot ot ’

— [ROJIQORM _ [ [RW]7IQO RO 1 (O,
(4.26)

O conjunto das equagoes do movimento rotacional, apos algumas substituicoes, é:

HlQ(O) — T _ [9(0)7]119(0)]7

LOW = T® — LRV]TIQORD 41, [Q(l)’ [R(l)]flg(O)R(l)]
— [[R(l)]—lg(O)R(l) + 9(1)7]12([3(1)]—19(0)3(1) + Q(l))]‘
(4.27)

As equagoes em relacionam o torque em cada elo (que precisam ainda ser deter-
minadas devido aos esforgos causados pelos outros elos ligados a esse) com a velocidade
angular relativa e as matrizes de rotagao. O eixo 3 é normal ao plano, o que significa
dizer que QO = (i/2)0105, QO = (i/2)0,03, QY = (i/2)0305 and Q) = (i/2)6505. De
modo a calcular as transformacoes usando R(©) = ¢!@/2)os  R() — ¢i02/2)03 g terceira
férmula em Eq. , conclui-se que Q@ QO RO QM OM R comutam, e a segunda

equagao em (4.27) se torna:

I {Q“) + Q<0>} =T 41, [0M, QO] — (O + 0N L,(Q© + M), (4.28)

Finalmente, como |03, 03] = 0, todos os colchetes sdo zero, e esta equagao pode ainda
ser simplificada para I,{QM) + Q©} = T®). Por um raciocinio similar, pode-se concluir
que a primeira equagao em 1) é simplificada para [;Q© = T®. Neste exemplo,

por outro lado, como se supoe que a massa dos corpos estd concentrada, tem-se que
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I, =1, =0, e T® = T® = 0. Pode-se ainda deduzir isto diretamente de (4.24), mas

este autor acredita que é instrutivo deduzir e apresentar (4.27)). A aceleracao A81) ¢ nula,

e pela aplicagdo da equacao (4.20)), tem-se:

A(OZQ) — R(l)(élLlag — <€1)2L151)(R(1))_1 — €i(92/2)03 (51L162 — (91)2L151)6_i(62/2)03 —

(9‘1)2L1(ei(92/2)osUlefi(ezﬂ)crs) _

_501[/1 (61(92/2)030_2677,(92/2)0'3) _ 5
= é1L1<6'1 sin 92 -+ 09 COS 92) — (91)2L1(51 COS 92 — 09 sin 62) =
= (élLl sin 92 — (é1)2L1 COS (92)5'1 + ((91)2L1 sin 92 + élLl COS 02)5’2, (429)

onde XM = L5y, X® = L,5,. As equacoes dinamicas translacionais sao entao:

F = ml[é153>L151]+m1[é153,[9153,L151]]7

.. .. ) ) : ) (4.30)
F® = my[(61 4 02)53, Lag1] + ma[(61 + 02)53, [(01 + 62)53, L251]] + m2A(022)7
0 que resulta em:
FY =m L6565 — m1(91)2L151,
F(z) = (mgélLl sin 92 — m2(91)2L1 COS 92 - mg(él + 92)2[42)5’1"‘
+ (m2(91)2L1 sin 92 + mgélLl COS 92 + mng(él + ég))é’g.
(4.31)

Daqui por diante, férmulas andlogas as apresentadas na pagina 199 de (CRAIG/ 1989)
serao usadas. Estas féormulas transformam as forcas e torque de um elo para o anterior.
A diferenga é que estas forgas e torques sao elementos de su(2), o produto vetorial é
substituido pelo colchete de Lie, e a matriz de rotacao é substituida pela representacao
adjunta de SU(2) na sua prépria dlgebra de Lie. O torque na junta 2 nas coordenadas de
S® . que é o torque do motor 2 (isto é, 1), é dado por n§2) = [X@ FO®], o que resulta

em:
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( ) [LQO'l, (m201L1 sin 6)2 MQ<91)2L1 COS 82 — mg(él + é2>2L2)51+

+ (m2(91) L1 sin 92 + mgélLl COS (92 -+ m2L2<é1 + 92)) ]
= (mleLg(él)z sin (92 + mngLzél COS 92 + mg(Lg) (91 + ‘92)) 03. (432)

A forca na junta 1 em coordenadas de S é dada por:

fl(l) — R(1)f2(2) [R(l)]—l FO — pORQ [R(l)] +FD =
= (mgélLl sin 0y — m2(91)2L1 cos By — m2(91 + 92)2L )ei(el/m"?’& e 01/2)os 4
+ (mQ(él)QLl sin 0y + Moy Ly cos B + mng(él + 92)) U01/2)03 5, g1 01/2)05 4
+ my L1615 — my(01)* Ly, =
= (mgélLl sin 0y — m2(91)2L1 cos 0y — mg(él + QQ)QLQ)(COS 0201 + sin 6,59)+
+ (mg(él)QLl sin Oy + moby Ly cos By + mQLQ(él + 02))(— sin Oy1 + cos O259)+
+ myL10,55 — my(01)?L1Gy.  (4.33)

O torque na junta 1 em coordenadas de S é dado por:

n{” = RORP (RO 4 XD, FO] 4 (XD, ROFA[RM] 1] =
= (m2L1L2(91)2 sin 0y + moyLy Lob; cos Oy + mg(Ly)? (01 + 60 9))e’ (01/2)03 5= 1(01/2)73 1
+ [L1G1, m1 L1615y — 1 (01)2L151] 4 [L15, €/ O/ D7 F @) emi01/23) —
= (mngLg(él)2 sin 0y + Moy Ly Lob; cos Oy + mQ(LQ)Z(él + ég))&g + ml(Ll)Qélﬁg—i—
+ (mzél(L1)2 sin? 6, — m2(91)2(L1)2 sin 0 cos Oy — mz(él + 92)2L1L2 sin 0y)o3+
+ (m2(91)2(L1)2 sin 6, cos 0y + mgé1(L1)2 cos? 0y + mngLg(él + «92) cos y)a3 =
= (moLy Ly(61)% sin 0y + my Ly Loy cos O 4+ ma(Ly)*(6) + 62))G3 + my (L1)%6,53+
+ (mQ(L1)291 — mg(él + 92)2L1L2 sin @y + mngLQ(él + 92) cosfy)as. (4.34)

Comparando-se estas equacoes com aquelas apresentadas nas paginas 203 e 204 de
(CRAIG] 1989)), é possivel verificar que a metodologia proposta produz as mesmas equagoes

cinematicas e dinamicas, porém numa representacao diferente.
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5 COMENTARIOS E CONCLUSOES

Apresentou-se neste trabalho uma pesquisa realizada por este autor na linha da mo-
delagem de sistemas robdticos e mecanismos. Esta pesquisa, que esta em andamento, até
o momento foi publicada nos artigos (COLON, [2014)), (COLSN et al., 2015), (COLON,
2015), (COLGSN, 2015), (COLON, [2018a). A linha de pesquisa consiste na utilizacao de
fibrados principais e associados, conexoes de Cartan e derivadas covariantes, e é original
deste autor, até onde vai seu conhecimento. Este autor acredita que além das vantagens
que esta metodologia apresenta para modelagem (descritas mais adiante), ainda poderd
conduzir a novas técnicas de controle nao-lineares e geométricos, que serao objetos de
pesquisa futuras. O capitulo |1} introduziu o problema, onde foram apresentadas as ideias
principais do problema a ser abordado, bem como os trabalhos mais importantes que

constituem a origem desta pesquisa.

No capitulo [2] os primeiros resultados sao apresentados e comentados. Estes resulta-
dos foram publicados nos artigos (COLON, 2014), (COLSN| [2015), porém aqui eles sdo
apresentados de forma mais didatica e também com outros pontos de vista, que este autor
adquiriu apos as publicagoes. Dentre as vantagens que se pode citar sobre a metodologia
apresentada, em comparagao por exemplo com (CRAIG| 1989) e (TSAIL,|1999) e que utili-
zam as equacoes de Newton e os parametros de Denavit-Hartenberg, no método proposto
aqui as matrizes de transformacao homogéneas do grupo de Lie SE(3), ou seja E_IA, nao
precisam ser feitas logo no inicio do processo. A conexao de Cartan, que representa as
velocidades em relacao ao sistema inercial, podem ser parametrizadas de infinitas formas
diferentes (vide segao , como por exemplo com as coordenadas de Pliicker, angulos
de Euler ou coordenadas helicoidais (CAMPOS; GUENTHER; MARTINS| 2005; [MUR-
RAY; LI; SASTRY], [1994). Cada frame (preso a um elo, por exemplo) terd uma conexao
de Cartan, e elas podem ser calculadas de forma recursiva, como feito na metodologia
em (CRAIG]| 1989). Todas as derivadas temporais das quantidades importantes, como
velocidades, acelera¢oes, momentos angulares e lineares (para citar alguns) podem ser
calculadas nos frames inercial e nao inercial usando-se a derivada covariante " D;, somente

tendo que adapté-la para o caso de somente rotagao (grupo SO(3)), translagao + rotagao
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(grupo SE(3)) ou quatérnios, como é visto no capitulo seguinte. A aceleragao é calcu-
lada pela dupla derivada covariante " D," D;. Softwares de manipulacao simbdlica podem
ser utilizados para calcular conexoes em mecanismos complexos, como os tridimensionais
(tais como MATLAB®). Um resultado bastante interessante obtido por este autor e
apresentado ainda neste capitulo é o da Lei de Kirchhoff-Davies para a formulagao com
conexao de Cartan. De fato, o resultado obtido é uma justificativa geométrica para a
lei de Kirchhoff-Davies, pois a conexao de Cartan pode ser pensada como um potencial

(similar ao potencial eletromagnético).

No capitulo, |3| apresentaram-se uma série de conceitos matematicos fundamentais
como os de fibrado principal, fibrados associados, secoes em fibrados, formas de Maurer-
Cartan, conexao de Cartan (definicdo formal) e derivada covariante (definigdo formal).
Procurou-se manter uma explicacao didatica e intuitiva, ligando-se estes conceitos com
exemplos utilizados neste trabalho. Por exemplo, procurou-se mostrar como estes espagos
podem ser usados para descrever movimentos de corpos rigidos. Este material é comple-
mentado com os apéndices. Também sao importantes os conceitos de trivializacao, curvas
verticais, distribuigoes e curvas horizontais e espacos homogéneos. Mostram-se também
alguns exemplos de computacao de formas de Maurer-Cartan, que sao os tipos de conexao
de Cartan que aparecem neste trabalho, ja que o espaco de movimento dos corpos rigidos
é euclidiano. Definiu-se também a 2-forma de curvatura como uma medida da falha da
existéncia de uma secao F' suave, que é um frame em uma subvariedade do espaco base,
e cuja darivada de Darboux é F*(wg), onde wy ¢é a forma de Maurer-Cartan do grupo
de Lie H. Por fim, mostraram-se os trés tipo de Conexao que se encontram na literatura
(Cartan, Koszul e Ehresmann) e como elas estao relacionadas. Deste modo, pode-se dizer
que a metodologia de modelagem robdtica apresentada neste trabalho é uma metodologia

geométrica.

No capitulo[d], apresentou-se a metodologia da conexao de Cartan usando-se quatérnios
unitarios, ou seja, elementos do grupo de Lie SU(2), o que mostra a utilidade da metodolo-
gia para se escrever equacoes cinematicas e dinamicas nesta representacao. Os resultados
apresentados sao originais e foram publicados no artigo (COLON, 2018b)). Ficou clara
também outra vantagem da formulacao com conexoes de Cartan, que é a de ser mais intui-
tiva e compacta. A derivada covariante permite escrever as leis cinematicas e dinamicas
usando representagoes diferentes, como por exemplo, quatérnios e quatérnios duais (OLI-
VEIRA et al,|2014; RADAVELLLI L. Al 2014; RADAVELLI et al.; 2014; BERNARDES
et al., 2014)). Como estas representacoes geralmente implicam em menor carga computa-

cional nos diversos algoritmos, tem-se justificativa pratica para a metodologia proposta
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aqui. De fato, toda a teoria da representacao e o campo das chamadas dlgebras envol-
ventes (vide segao poderiam ser usadas para esta formulagao (DIXMIER) 1996),
tentando escrever as equacoes em formulagoes que podem ter outras utilidades. Também
a forma invariante que as leis fisicas nesta formulagao assumem (formulagoes covariantes)
permitem que as formulas sejam mais intuitivas. De fato, este autor motivou-se bastante
para esta pesquisa através da busca desta intuicao nas equagoes, como a Lei de New-
ton Covariante da equacao . Outra vantagem é que a metodologia aqui apresentada
poderia ser generalizada facilmente para espacos nao-euclidianos, ou seja, em vez dos mo-
vimentos ocorrerem no R3, eles poderiam ocorrem em uma variedade diferencidvel com
curvatura nao nula. Em um ambiente onde se tem alta gravidade, o espago passa a ser
curvo, o que tem implicagoes em como se fixar o que vem a ser um sistema de referéncia
inercial. Isso é comentado um pouco melhor em (COLON| |2014) e certamente exigiria uma
extensao da teoria usando-se Relatividade Geral (MISNER et al. 2017). Em particular,
na representacao de quatérnios, pode-se reduzir a quantidade de memoria e o nimero de

computacoes, fato este que torna o uso de quatérnios bastante popular.

Como sugestoes para trabalhos futuros, este autor pretende inicialmente obter as
equacgoes cinematicas e dinamicas, usando conexao de Cartan e os demais conceitos apre-
sentados aqui, para o caso do fibrado principal (SE(3) x R3 R3 7, SE(3)), isto é, com
movimento descrito por matrizes homogéneas. Para tanto, conceitos novos como co-
algebras de Lie sao fundamentais (ABE, 2004; MICHAELIS| 1980). Estes conceitos ja
estao sendo estudados por este autor, sobretudo a parte fundamental para eles, que sao
a teoria das categorias (vide secao e dlgebra tensorial (vide segao . Infe-
lizmente, esta parte ainda nao foi explorada adequadamente por outros pesquisadores
da drea (SELIG, 2005). Em seguida, pretende-se escrever as equagbes cinemdticas e
dinamicas, usando conexao de Cartan e demais conceitos, para o caso do fibrado principal
( Spin(3) x R?* x R3 R3, 7, Spin(3) x R?), ou seja, para o caso onde o movimento geral do
corpo rigido é descrito por quatérnios duais (vide segao . Para tanto, conceitos de
algebras de Clifford deverao ser estudados (LOUNESTO et al., 2001, o que também ne-
cessita de teoria das categorias e algebra tensorial, ja chamada de mae de todas as dlgebras
devido a sua propriedade de universalidade. Apds terem sido desenvolvidos modelos de
sistemas robdticos seriais e paralelos usando-se estas metodologias, podera se pesquisar
controladores nao-lineares e geométricos, seguindo a linha de outros artigos deste autor
(STEVANTI et al., [2018; STEVANI| 2020)) e de outros. Em particular, deseja-se desenvol-
ver técnicas de controle onde a nogao de linearidade possa ser estendida para variedades

diferencidveis através do conceito de coordenadas normais (PAIT; COLSN] 2010; COLON;
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1
T, 2003).
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APENDICE A — CONCEITOS
ALGEBRICOS BASICOS

A.l Algebra Abstrata: Conceitos Basicos

As definicoes e resultados desta secao podem ser encontrados, em sua maioria, em
(CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK], [1982)) e (BHATTA-
CHARYA; JAIN; NAGPAUL/ 1986). Excegdes a essa regra serao informadas.

Definigao A.1.1 (Aplicagao ou Fungao). Dados dois conjuntos S e R, uma aplicagdo f -
U C S — R associa a cada ponto p € U um e somente um ponto de R, que é representado
por f(p). O conjunto U é conhecido como dominio da fun¢ao, e R é conhecido como

contra-dominio.

Definicao A.1.2 (Aplicagao Identidade). Todo conjunto S possui uma aplicagao que
mapeia cada elemento nele mesmo, conhecida como aplicacao identidade, e representada

por Idg.

Definigao A.1.3 (Conjunto Imagem). Dada uma aplicagdo f: U C S — R, o conjunto
dos pontos de U mapeados por f € conhecido como conjunto imagem e € represetado por

f(V) C R. A imagem da funcdo f é simplesmente o conjunto imagem de S, ou seja,

f(9).

Definigao A.1.4 (Imagem Inversa (ou conjunto de nivel)). Dada uma aplica¢ao f: U C
S — R, para cada ponto q € f(S) estd associado um conjunto denominado imagem
inversa ou conjunto de nivel, e representado por f~1(q), que consiste dos pontos de U que

sao mapeados em q por f.

Definicao A.1.5 (Grafico de uma Aplicagao). Dada uma aplicagio f : U C S — R,
define-se o grafico de f como sendo o subconjunto de U x R formado pelos pares (p, f(p)),

para cada p € U.
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Definicao A.1.6 (Igualdade entre Aplicagoes). Duas aplicagées f : U C S — R e
g:V C S — R sao iguais, o que se representa por [ =g, se U =V e f(p) = g(p) para
todo pontop eV =U.

Definigao A.1.7 (Composicao de Aplicacoes). Dadas duas aplicagoes f: U C S — R e
g:V CR—T, a composicao € definida como sendo a aplicacio fog:U — T e esti
definida desde que f(U) C V.

Definigao A.1.8 (Imagem Inversa (ou conjunto de nivel)). Dada uma aplica¢ao f : U C
S — R entre dois conjuntos S e R, para cada ponto q € f(S) estd associado um conjunto
denominado imagem inversa ou conjunto de nivel, e representado por f~1(q), que consiste

dos pontos de U que sao mapeados em q por f.

Definigao A.1.9 (Aplicagao Injetiva). Dada uma aplica¢io f : U C S — R, quando a
imagem inversa de cada ponto de f(U) for um conjunto com somente um elemento, diz-se

que a aplicagao € injetiva

Definigao A.1.10 (Aplicagao Sobrejetiva). Dada uma aplicagao f: U C S — R, quando
f(U) = R diz-se que a aplicagdo é sobrejetiva

Definigao A.1.11 (Aplicacao Bijetiva). Dada uma aplicagio f : U C S — R, se esta

for injetiva e sobrejetiva, diz-se que ela € bijetiva ou invertivel

A aplicacao identidade Idg é sempre invertivel para qualquer S.

Definigcao A.1.12 (Fungao Caracteristica). Dado um conjunto S e um subconjunto V' C
S, diz-se que a fungao caracteristica de V', representada por xv : S — {0,1} € tal que

xv(V) =1 e wvale zero no resto do conjunto.

Definicao A.1.13 (Restrigdo no dominio). Dada uma aplicagio f : U C S — R e
V C U, a aplicagao representada por fy : V C U — R e tal que fyv(p) = f(p) para todo

p € V € conhecida como restricao de f em V.

Definigao A.1.14 (Restricdo na imagem). Pode-se também restringir a aplicagao de
modo que o contra-dominio seja igual a imagem, o que é conhecido como sendo restrigao

na imagem.

Deste modo, duas aplicagoes f: U C S — Reg:V C S — R diferentes mas tais
que f(p) = g(p) para todo ponto de V"N U podem ser restringidas para esta intersecgao,

e podem entao ser consideradas iguais, o que é também uma operacao natural.
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Definigao A.1.15 (Aplicacao Inversa). Quando a aplicagdo for invertivel, estd definida

naturalmente a aplicacio inversa f~': R — U tal que fo f~' = f~1o f =1Idg.

Definicao A.1.16 (Particao). Dado um conjunto S, define-se uma particio sobre este
conjunto como sendo uma familia de subconjuntos R = {Uy,Us, - U, } tais que UiNU; =
0 e tal que J_, Ui = S.

Os subconjuntos que formam a particao sao chamados de dtomos.

Definigao A.1.17 (Relacao de Equivaléncia). Dado um conjunto S e dois elementos p
e q pertencentes a este conjunto, define-se uma relacao de equivaléncia p ~ ¢ como uma

relacao que satisfaz as sequintes propriedades:

e g~ q, (propriedade reflexiva);
e Se q~ p entio p ~ q (propriedade simétrica);

e Seq~pepr~r, entioq~r (propriedade reflexiva);

Dado um conjunto S e uma relagao de equivaléncia ~ definida sobre este conjunto, é
possivel agrupar todos os elementos equivalentes por ~ em subconjuntos de S de modo

que se define uma particao em S. Tais subconjuntos sao as:

Definicao A.1.18 (Classes de Equivaléncia). Dado um conjunto S e uma relagdo de
equivaléncia sobre S, representada por (S, ~), define-se uma classe de equivaléncia repre-

sentada por p como sendo o conjunto [p| = {r € S|r ~ p}.

Definigao A.1.19 (Conjunto Quociente). O conjunto formado por todas as classes de
equivaléncia de S, isto é, {[p||p € S} é chamado de conjunto quociente de S pela relagdo

~, e € representado por S/ ~.

Exemplo: Um exemplo de equivaléncia é estabelecer que todos os nimeros inteiros
multiplos de 3 sao equivalentes. O conjunto 37Z é entao um subconjunto de Z. Deste
modo, Zz = 7/37 passa a ser um novo conjunto das classes de equivaléncia, onde todos
os multiplos de 3, ou seja 3Z, passa a ser elemento unico, e 1 4+ 3Z e 2 + 3Z sao os
outros dois elementos. Entao, Zs tem cardinalidade 3. Os elementos deste conjunto sao

representados por 0,1 e 2.

O conjunto das classes de equivaléncia de (S, ~) forma uma particao de S.
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Definigao A.1.20 (Aplicagdo Projecao). Dado um conjunto S e uma relagdo de equi-
valéncia ~, estd definida canonicamente a aplicagao © : S — S/ ~, conhecida como

projecao canonica .
A aplicagao projecao é sempre sobrejetiva, mas nao é injetiva.

Demonstracao. E facil provar, pois todo elemento de S esta associado a uma classe de
equivaléncia. Entretanto, nao ¢é injetiva, pois dois elementos equivalentes sao mapeados a

uma mesma classe de equivaléncia. [ |

Exemplo: Evidentemente, para o conjunto Zz = Z/3Z a aplicacao proje¢ao mapeia 37

em0,3Z+1em1e3Z+2em 2.

Definicao A.1.21 (Conjuntos Contaveis). Um conjunto S ¢é contavel se existe uma

aplicacao bijetiva entre S e os numeros naturais N

Todos os conjuntos finitos sao contaveis.

Definigao A.1.22 (Permutagoes). Uma permutacao o de ordem k é qualquer aplicagdo
bijetiva o : {1,2,---  k} — {1,2,--- ,k}. Deste modo, a k-upla de valores (1,2,--- k) é

transformada na k-upla:

Exemplo: Cada conjunto {1,2,---,k} possui k! permutagoes possiveis. Por exemplo,
{1,2,3} pode ser permutado para {3, 1,2}, {2,3,1}, {2,1,3}, {3,2,1} e {1, 3,2}.

Definicao A.1.23 (Permutagoes Pares e fmpares). Diz-se que uma permutacao o de
ordem k € par se a ordem crescente (médulo k) de (1,2,--- k) € preservada. Diz-se que

€ uma permutacao Impar se a ordem € alterada.

No exemplo anterior, as trés primeiras sdo permutagoes pares (sendo a primeira a

propria identidade), enquanto que as trés tltimas sdo impares.

Definigao A.1.24 (Pré-Ordem, (MACLANE, (1978)). Uma relag¢do de pré-ordem < em

um conjunto S € uma relacdo que € refleriva e transitiva, ou seja:

1. a<aparaa €S,

2. Sea=<beb=c, entao a = ¢ para todo a,b,c € S.
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Definigao A.1.25 (Ordem Parcial). Uma relagdo de ordem parcial < em um conjunto

S € uma relagdo que € reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja:

1. a<aparaa €S,
2. a<beb<a, entao a =b, para todo a,b € S,

3. Sea<beb<c entio a < c para todo a,b,c € S.

Um preset é um conjunto munido com uma pré-ordem (S, <). Um poset é um conjunto
munido de uma ordem parcial (S, <). Dados dois presets/posets S, R, uma aplicagdo

monotonica f:S — R é uma aplicagao tal que se a < b entao f(a) < f(b).

Definigao A.1.26 (Operagao n-aria). Dado um conjunto S, uma operacdo n-aria € uma

aplicacao O : S x S x ---x 5§ —= 5, onde x ¢ o produto cartesiano.

O caso mais importante de operacao é a binaria, tais como a soma e o produto no
conjunto dos numeros naturais. Destaque para as operagoes 0-arias, que sao constantes,

e as l-arias, que sao simplesmente as aplicagoes do conjunto nele mesmo.

Definigao A.1.27 (Estrutura Algébrica). Uma estrutura algébrica A é um conjunto S

munido com uma colecao de operagoes n-arias sobre este mesmo con