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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo desenvolver uma metodologia para projetar estruturas de
materiais compositos reforcados com fibras utilizando otimizagao topologica baseada em
modelos de densidade e orientacéo de fibra. A utilizacdo de materiais compésitos reforcados
com fibras em aplicacdes de engenharia tem aumentado significativamente nas ultimas
décadas em funcao das vantagens que este tipo de material oferece. As propriedades
desta classe de material dependem de como as fibras estao distribuidas em seu interior.
Assim, melhorias no desempenho em estruturas fabricadas com compdsitos reforcados
com fibras podem sem alcangadas por meio da utilizagcdo de métodos de otimizacao, como
a otimizacao topolégica. O projeto de estruturas compdsitas inicia-se com a modelagem
estrutural utilizando o Método de Elementos Finitos para a solugéao das equacdes diferenciais.
A determinagéo da orientacao otimizada das fibras é feita utilizando os métodos Modelo
de Interpolagcao Autopenalizavel da Orientagdo da Fibra (MIAFIB), que considera o angulo
da fibra diretamente como uma variavel de projeto e Otimizacao de Fibra por Distribuicdo
Normal - modificado (OFDN-m), que considera um conjunto de angulos candidatos e
tem como objetivo determinar o angulo otimizado para cada né da malha de elementos
finitos. A distribuicdo de material no dominio é realizada empregando-se o modelo Solid
Isotropic Material with Penalization (SIMP). O problema de minimizagao da flexibilidade
€ implementado no ambiente FEnICS para a solugao do problema de elementos finitos.
Para o calculo das sensibilidades e solugao do problema de otimizagao, sao utilizadas as
bibliotecas libadjoint e IPOpt respectivamente. O filtro proposto por Lazarov, baseado em
uma equagao modificada de Helmholtz, é utilizado para tratar a descontinuidade das fibras
e para tratar da dependéncia de malha e escala de cinza na distribuicdo de material. Uma
restricao baseada no modelo de Borrvall é utilizada para garantir a continuidade e tratar o
problema de acumulo das fibras. Sao apresentados exemplos numéricos para verificar a
generalidade dos métodos propostos, assim como um estudo da influéncia dos parametros
empregados no filtro de Helmholtz.

Palavras-chave: Otimizacao Topoldgica, Compdsitos Reforcados com Fibras, MIAFIB,
OFDN-m



ABSTRACT

This work aims to develop a methodology for designing fiber reinforced composite structures
using topology optimization based on density and fiber orientation models. The use of
composite materials reinforced with fibers in engineering applications has increased significantly
in the last decades due to the advantages that this type of material offers. The properties
of this material class depend on how the fibers are distributed. Thus, improvements in the
performance of structures made of fiber-reinforced composites can be achieved by using
optimization methods, such as, topology optimization. The design of composite structures
begins with structural modeling using the Finite Element Method for the solution of differential
equations. Determination of optimized fibers orientation is achieved by using two different
models, the Self-Penalizable Interpolation Model for Fiber Orientation (SPIMFO) method,
which considers the fiber angle directly as a design variable and the Normal Distribution
Fiber Optimization - modified (NDFO-m), which considers a set of candidate angles and
aims to determine which of these angles is the optimized angle for each node of the
finite element mesh. The material distribution in the domain is carried out using the Solid
Isotropic Material with Penalization (SIMP) model. The problem of compliance minimization
is implemented in the FEnICS environment to determine the Finite Element problem solution.
Calculation of sensitivities and solution of the optimization problem, are accomplished by
using libadjoint and IPQOpt libraries respectively. The filter proposed by Lazarov, based on
a modified Helmholtz equation, is used to ensure the fiber continuity and treat the mesh
dependency and grayscale problem in the material distribution. A constraint based on the
Borrvall model is used to ensure continuity and address the fiber accumulation problem.
Numerical examples are presented to verify the generality of the proposed methods, as well
as a study of the influence of the parameters used in the Helmholtz filter.

Keywords: Topology Optimization, Fiber Reinfoced Materials, SPIMFO, NDFO-m
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1 INTRODUCAO

1.1 Compdsitos reforcados com fibra

Materiais compdésitos sdo compostos de dois ou mais componentes combinados em
um nivel macroscopico, cujo o desempenho mecéanico é projetado para ser superior
aos componentes individuais atuando independentemente. Compdsitos Reforcados com
Fibras (CRF) sdo um importante grupo entre os materiais compdsitos. Estes materiais sao
constituidos de fibras com boas propriedades mecéanicas inseridas em uma matriz (ver
Fig. 1.1) (DANIEL et al., 1994; KAW, 2005; VASILIEV; MOROZOV, 2001).

Reforgo (Fibras) Matriz

S oL

// \_//

Figura 1.1 — Representacao genérica de um compaosito reforcado com fibras.

Apesar de evidéncias comprovarem a utilizagao de fibras como material de refor¢co em
1500 A.C, CRF modernos surgiram em meados do século XX, e desde entdo, vem sendo
empregados progressivamente em diversas aplicagdes (KAW, 2005; VASILIEV; MOROZQV,
2001).

Em fungdo da ampla aplicabilidade destes materiais em industrias aeronauticas ,
automobilisticas, navais, esportivas, de construcao civil e em areas como biomedicina,
novas tecnologias de manufatura aditiva para CRF estao sendo desenvolvidas, como pode
ser visto nos trabalhos de Ning et al. (2015), Ning et al. (2017), Quan et al. (2015), Hou et al.
(2018). Um exemplo dessas novas tecnologias pode ser visto na Fig. 1.2, que apresenta um
brago robético utilizado pela National Aeronautics and Space Administration (NASA) para
fabricar, com baixo custo e alta velocidade, estruturas compdsitas utilizadas em foguetes.
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Com este equipamento é possivel fabricar pegas com mais de oito metros de diametro,
utilizando uma tecnologia que permite o posicionamento das fibras de forma automatica.

- ]
J_ ’

Figura 1.2 — Braco robético para manufatura aditiva de materiais reforcados com fibra
de carbono. Retirado de: https: //www.nasa.gov/ centers/ marshall/ news/
news/releases/ 2015/ robotic - manufacturing - system - will - build - biggest -
composite - rocket - parts - ever - made.html

Uma outra abordagem de insergao de fibras esta sendo estudada na area de construgéao
civil, onde desenvolve-se equipamentos de manufatura aditiva para concreto que automatica-
mente inserem fibras, que podem ser de carbono, vidro ou basalto por exemplo, para atuar
como reforgo na estrutura (HAMBACH; RUTZEN; VOLKMER, 2019). Este tipo de tecnologia
vem sido desenvolvida para ajudar a mitigar o impacto ambiental provocado pela fabricacao
e utilizacdo de cimento, principal componente do concreto. Outra importante justificativa, € a
economia de energia, tanto na produc¢ao do cimento quanto na produg¢éo do ago utilizado em
armaduras convencionais. A Fig. 1.3 representa o bico de impressao de um equipamento
de manufatura aditiva onde as fibras s&o inseridas durante o processo de deposicao de
concreto.

O posicionamento das fibras em um CRF altera as propriedades destes materiais,
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Figura 1.3 — Representacédo do bico de impressdo de um equipamento de manufatura
aditiva para concreto reforcado com fibras. Adaptado de (HAMBACH; RUTZEN;
VOLKMER, 2019)

portanto, utilizando tecnologias que permitem que este posicionamento seja personalizado,
€ possivel obter estruturas com propriedades otimizadas para determinadas aplicagdes. Em
funcéo disto, hd um grande numero de trabalhos baseados em otimizagao do posicionamento
das fibras em CRF publicados, onde diferentes abordagens sao utilizadas. Exemplos que
mostram a diversidade destes métodos pode ser encontrados em Venkataraman e Haftka
(1999), Awad et al. (2012), Nikbakt, Kamarian e Shakeri (2018). Um desses métodos é o
algoritmo Genético, utilizado em grande parte destes trabalhos. Algoritmos genéticos sao
utilizados para aprimorar o comportamento aeroelastico (DILLINGER et al., 2013), aprimorar
a resisténcia ao choque (KIM; KIM; KIM, 2015), aprimorar o desempenho de controles
ativos (MOITA et al., 2006; MOITA et al., 2008) aprimorar propriedades de resisténcia
a torcao (HERATH et al., 2017), aprimorar o comportamento vibracional (SUDHAGAR
et al., 2017), maximizagdo da carga de flambagem (QIU; ZHU, 2014; DEVECI; AYDIN;
ARTEM, 2016), minimizacao de respostas dinamicas (CHO, 2009; AZARAFZA et al.,
2009), maximizagao da rigidez (MEJLEJ et al., 2017), maximizagéo do fator de seguranga
(NICHOLAS; PADMANABAN; SOFIA, 2012) e minimiza¢ao da tensdo mecanica(JAFARI;
ROHANI, 2016). Um dos principais argumentos para a utilizacao desta abordagem é o fato
de ser possivel se obter uma convergéncia global e ndo um minimo local. No entanto, isso
nao ocorre para problemas com muitas variaveis de projeto. Além disso, com o aumento
do numero de variaveis de projeto, 0 niumero de combinacdes possiveis para a solugéo do
problema aumenta exponencialmente. Outras desvantagens da utilizagcao destes algoritimos
sao enumeradas em Sigmund (2011).
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De acordo com Sigmund (2011), Métodos Baseados em Gradiente (MBG) sdo mais
eficientes quando comparados a algoritmos genéticos. Na literatura existem trabalhos que
utilizam MBG para determinar a orientagéao otimizada das fibras. Butyrin et al. (2009) utilizam
um MBG para solucionar um problema de otimizagao aplicado a estruturas compadsitas em
que a variavel de projeto é a espessura. A otimizacao € aplicada a vigas, placas e painéis
com orificios, sujeitos a momentos e cargas de flexdo, sendo o objetivo deste trabalho a
minimizacao da massa sujeita a critérios de fratura. O problema de minimizacao de massa
também é explorado por Anténio, Barbosa e Dinis (2000), onde o método dos gradientes
conjugados é utilizado considerando como restricdes a deflexdo e a tensdo mecénica e por
(SYRENSEN; LUND, 2015), que utilizando restricdes de fundicado como filtro de controle,
apresentam um MBG para otimizar a espessura de CRF. (IKEYA; SHIMODA; SHI, 2016)
solucionam o problema de maximizacao da rigidez utilizando um método denominado
método do gradiente H' aplicado em duas etapas. Em uma primeira etapa uma otimizagéo
de forma é realizada e em seguida a espessura do laminado é otimizada.

Independentemente do tipo de algoritmo, para a maioria dos casos, considerar o
angulo da fibra diretamente como uma variavel de projeto no problema de otimizacdo pode
incorrer em problemas de multiplos minimos locais, em fungéo deste tipo de formulagéo
tornar o espaco de solugcao nao convexo, o que foi detalhado no trabalho de Stegmann
e Lund (2005). Para contornar estes problemas Stegmann e Lund (2005) propdem um
método, denominado Otimizac¢édo Discreta de Material (ODM), onde angulos candidatos sao
escolhidos a priori. O método consiste em utilizar uma soma ponderada dos tensores
constitutivos correspondentes a cada angulo candidato e com isso definir um tensor
constitutivo efetivo. Uma desvantagem do ODM é o fato de o numero de variaveis de
projeto por elemento aumentarem linearmente com o aumento do numero de angulos
candidatos.

Bruyneel (2011) propdée um método denominado Parametrizacdo por Fungdes de
Forma (PFF) onde a ideia da utilizagdo de angulos candidatos também ¢é utilizada. No
método PFF, as funcdes de ponderacao sao funcdes de forma do MEF e apenas duas
variaveis de projeto por elemento sdo necessérias. Este método é formulado para que
quatro angulos candidatos sejam utilizados e sua implementagéo é menos complexa quando
comparada ao método ODM. Bruyneel (2011) utiliza como candidatos os angulos 0°, +45°
e 90°, os quais sdo comumente utilizados em aplicagcées aeronauticas (KIYONO; SILVA;
REDDY, 2017). Uma generalizacdo do método PFF onde n&o h4 limites de escolhas
de angulos candidatos € proposta por Gao, Zhang e Duysinx (2012). Neste método,
denominado Parametrizacdo por Codificacdo Binaria (PCB), o nUmero de variaveis de
projeto por elemento diminui logaritmicamente com o aumento do numero de angulos
candidatos. Um método denominado Otimizagao de Fibra por Distribuicado Normal (OFDN),
que utiliza apenas uma variavel por elemento, foi proposto por Kiyono, Silva e Reddy (2017).
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O OFDN utiliza a mesma normalizagao para as fungdes de ponderacao do método ODM,
porém, 0s pesos sao determinados por meio de uma funcao de distribuicao normal, utilizada
para interpolacédo no trabalho de Yin e Ananthasuresh (2001), onde foi explorada para
otimizacdo com multi-materiais.

Métodos que utilizam angulos candidatos sdo uma boa estratégia para contornar os
problemas de minimo local. Existe, no entanto, um método que considera o angulo da fibra
diretamente como uma variavel de projeto e que ndo apresenta este tipo de problema. O
Modelo de Interpolagao Autopenalizavel da Orientacdo da Fibra (MIAFIB) (ver Secéo 3.5.2),
proposto por Salas et al. (2018), que tem como principal caracteristica a definicdo das
funcdes seno e cosseno por meio de séries de Taylor, consegue contornar o problema
de minimos locais por meio de um método de continuacao que ocorre com o aumento do
nuamero de termos nas séries de Taylor durante o processo de otimizacao, por esta razéo, o
modelo é chamado auto-penalizavel. O MIAFIB, assim como o OFDN, utiliza apenas uma
variavel de projeto por elemento.

1.2 Procedimento de projeto de CRF utilizando OT

A OT, em sua abordagem tradicional, consiste em combinar métodos numéricos, como
o MEF, com algoritmos de otimizag&o para determinar a distribuicdo otimizada de um
determinado material em um dominio fixo. Uma das principais caracteristicas da OT é o
fato de o dominio permanecer o mesmo durante todo o processo de otimizacdo. A topologia
final é definida pela forma como uma variavel de projeto é distribuida neste dominio.

A Fig. 1.4 apresenta o procedimento tipico para o projeto de CRF utilizando OT. No
inicio, define-se um dominio e suas respectivas condicées de contorno. Apds isto, 0 dominio
€ discretizado. Define-se a funcéo (ou fungdes) objetivo, que pode ser, por exemplo, a
rigidez da estrutura. Restricbes, como a de volume, podem ser impostas. Uma distribui¢cao
inicial com os valores das variaveis de projeto € fornecida para o algoritmo de OT. Com essa
informacgéao, o problema de MEF é solucionado para a determinag¢éo dos deslocamentos. O
valor da funcao objetivo é determinado, os gradientes da funcao objetivo e das restricbes
sdo calculados e as restricbes sao verificadas. Um algoritmo de otimizacéo utiliza essas
informagdes para determinar uma nova configuragao para as variaveis de projeto no dominio
e um critério de parada € verificado. Este processo € repetido até que o critério de parada,
como um critério de convergéncia ou nimero maximo de iteragdes, seja alcangado. As
fronteiras da topologia obtida dependem da discretizagao utilizada, e em funcao disto,
o resultado da otimizacéo topoldgica deve passar por um pos-processamento. Antes da
fabricacao, o resultado do pds-processamento € verificado por meio de simulagdo numérica.
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Dominio Inicial Dominio Discretizado Topologia obtida
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Figura 1.4 — Procedimento de OT aplicado ao projeto de CRF

1.3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de um algoritmo baseado
em OT para o projeto de estruturas compositas reforgadas com fibras, passiveis de ser
fabricadas com tecnologia de manufatura aditiva. Propde-se primeiramente determinar
apenas a orientacdo otimizada das fibras e ap0s isto, determinar simultaneamente a
orientacao das fibras e a distribuigcdo otimizada de material. O projeto consiste em obter
a maxima rigidez da estrutura, que para o caso onde a distribuicdo de material também é
considerada, esta sujeita a uma restricao de volume. Para isto, sdo utilizadas formulagdes
baseadas nos trabalhos de Bendsge (1989), Rozvany, Zhou e Birker (1992), Kiyono, Silva e
Reddy (2017) e Salas et al. (2018). Para reduzir o problema de descontinuidade das fibras e
tratar problemas caracteristicos da OT é utilizado um filtro proposto por Lazarov e Sigmund
(2011), baseado em uma equacao modificada de Helmholtz. Uma restricdo de continuidade
baseada no modelo de Borrvall é utilizada para garantir a continuidade e mitigar o problema
de acumulo de fibras. A implementacéao é realizada utilizando-se o ambiente FEnICS, que
possui cédigo aberto, combinado com o pacote Dolfin-Adjoint. O algoritmo de otimizagao
utilizado para atualizar a distribuicdo das variaveis de projeto € o método do ponto interior
implementado no pacote /POpt.
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1.4 Motivagao

Materiais compdsitos tem sido amplamente utilizados em diversas areas da engenharia
e em funcao disto, novas tecnologias de manufatura aditiva dedicadas a este tipo de
material estdo sendo desenvolvidas. O fato destas novas tecnologias possibilitarem o
posicionamento das fibras de modo personalizado, permite que estruturas otimizadas para
determinadas aplicagdes sejam construidas. Porém, definir a configuragédo otimizada de um
CRF é uma tarefa complexa. O desenvolvimento de um algoritmo que realiza este processo
de forma automatizada, considerando a importante questdo da continuidade das fibras, que
guando nao obtida pode resultar em concentracdo de tensao e dificuldades no processo de
manufatura, facilitara o projeto de CRF especificos para cada aplicagao.
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2 MODELAGEM DE COMPOSITOS
REFORCADOS COM FIBRAS

O Compésito Reforcado com Fibras CRF é um material anisotropico, porém, seu
comportamento pode ser aproximado considerando-o um material ortotrépico, onde ha trés
planos de simetria mutuamente perpendiculares, ou como um material transversalmente
isotropico, um tipo especial de material ortotrépico em que um de seus planos principais é
um plano de isotropia e perpendicular a este plano, ha a diregcao principal da fibra (BONET;
BURTON, 1998; DANIEL et al., 1994; KAW, 2005).

2.1 Materiais ortotrépicos

A equacao constitutiva para um material genérico deve considerar uma relacao entre
tensao e deformagéao nao-linear elastica e um comportamento totalmente anisotrépico. Para
o caso de um material CRF € aceitavel assumir um comportamento linear elastico, porém,
assumir que o CRF tem um comportamento isotrépico € inaceitavel para a maioria dos
casos (KAW, 2005). Portanto, a equagao constitutiva para CRF pode ser definida por meio
da Eq. (2.1) (DANIEL et al., 1994; KAW, 2005)

| [Cunn Ciim Cuss Cis Cusi Cia Cusy Ciis Cuan || &1
on Con Cap Crzz Crz Crsp Cniz Coxn Copz Coxg||ex
033 Cisir Cazn Gz Cazz Cazzr Csziz Gz Caziz Caaon| |33
023 Cosii Cx;n Cozzz Cozpz Cozzi Coziz Czzn Coziz Cozpr || €23
031 = |Gt Gz Caiz Gz Caizr Carz Caiz Gans Gapon || €31 (2.1)
o2 Cioii Cizz Ciozz Cioz Ciozp Cioiz Cianz Craizs Cioi| | €12
o3 Ci Cin Canzz Caoz Cazp Caiz Cazn Gz G| |en
o3 Cisii Cizz Cizzz Cizz Cizzi Ciziz Ciznn Ciziz Cison||&13
(021]  |Cant Caz Couzz Caiz Coizr Corz Caizz Coniz Conon || €21

ou em notacao indicial

0ij = Ciju € (2.2)

onde o;; s@o os componente do tensor de tensoes, C;j; sao0 0s componentes do tensor
constitutivo e g, sdo os componentes do tensor de deformagdes. Portanto, sdo necessarias
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81 constantes para caracterizar completamente um material genérico. No entanto, ao se
considerar a simetria dos tensores de tensédo e deformagao (ver Eq. (2.3)), reduz-se o
namero de constantes elasticas para 36 (DANIEL et al., 1994).

Uij =0ji

(2.3)
Eij =E&ji (l, j, k,l = 1, 2, 3)

com isso, é possivel utilizar a notagao de Voigt para escrever a equagao constitutiva para
um solido anisotrépico de forma compactada (ver Eq. (2.4)) (DANIEL et al., 1994; KAW,
2005)

(o | [Cl1 Ci Ci3 Ciy Cis Cigll e ]
(0) Cy Cpn Cpn Cu Cy Cxl| &
03 C31 Cxn C33 Cy Cis5 Cxl| &

— (2.4)
23 Cy Cyp Cy3 Cy Cus5 Cus||y
T31 Csi Csp Cs3 Csy Css Csel|yan
[T12] |Csi Cor Cosz3 Ces Cos Ces||vi2]
ou em notacao indicial
;= Cij Ej i,j=12,3..,6) (2.5)

A relagéo entre tenséo e deformagéo pode ser estabelecida convenientemente por meio
de um tensor de flexibilidade S (ver Eq. (2.6))

»81_ —511 Si2 S1i3 S Sis S16- —0'1-
& Sa1 S22 Saz S Sas Sxf|0m2
&3 S31 Sz Sz Saa S3s Sae||0
Y23 Sa1 Sa2 Saz Sas Suas Susl||T23
Y31 Ss1 Ss2 Ss3 Ssa Sss Sse||T31
vi2] |Se1 Se2 Se3 Ses Ses Ses||Ti2]

Admitindo que o material € hiperelastico, ha um potencial escalar ¥(¢) denominado
Energia de Deformagéao Especifica que pode ser expresso por meio da Eq. (2.7) (PIMENTA,
2008; LAl et al., 2009; KAW, 2005; DANIEL et al., 1994)

1
Y= 5 C,’j & &j (27)

Diferenciando-se a Eq. (2.7), € possivel obter a relagao de tensdo-deformacao (ver Egs. (2.5)
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e (2.8) (DANIEL et al., 1994; KAW, 2005; LAl et al., 2009)

oY

g = C,’j 8j (28)

diferenciando novamente obtém-se (KAW, 2005; DANIEL et al., 1994)

o’
Cij= 2.9
/ 681' 881' ( )

Se aﬁzg’g e 08‘92—3; existem e s&o continuas, a ordem de diferenciacédo da Eq. (2.9) nédo
interfere nojresuljtado (teorema de Shuwarz (TRAHAN, 1969)). Portanto, assumindo esta
hipbtese, pode-se dizer que C € simétrico (ver EqQ. (2.10)) e isto implica que vinte e uma
constantes elasticas sao suficientes para caracteriza-lo. De maneira similar, pode-se verificar
que S também é simétrico (ver Eq. (2.11)) (PIMENTA, 2008; LAI et al., 2009; DANIEL et al.,
1994; KAW, 2005).

Cij:Cji (210)

Sij:Sji (211)

CRF sao materiais que podem ser caracterizados como ortotropicos, ou seja, existem
no CRF trés planos de simetria material mutuamente perpendiculares (ver Fig. 2.1). Isto
faz com que alguns componentes do tensor constitutivo C e do tensor de flexibilidade
S sejam inter-relacionados, tornando possivel reduzir o nimero de constantes elasticas
independentes para nove (ver Eq. (2.12)) (DANIEL et al., 1994; KAW, 2005).

—0'1- —Cu Cno Csz O 0 0 | _81_
o) Ch Cpn Cx 0 0 O0fle
Csz Cxn C 0 0 0
g3 _ 13 23 33 &3 (2_1 2)
T23 O 0 0 C44 0 0 Y23
T31 O O 0 0 C55 0 Y31
»T]z_ | O 0 0 0 0 C66_ »’)/127
»81— »511 S Si3 0 0 0”0'1<
& Si2 S» Sx» 0 0 0 )
S S S 0 0 0
&3 _|°3 23 33 03 (2'1 3)
Y23 0 0 0 Sua 0 0|72
Y31 O O O O 555 0 T31
| V12 ] | 0 0 0 0 0 S66‘ 1 T12]
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Planos de simetria material

Material ortotropico

Figura 2.1 — Planos de simetria material em um material ortotrépico

Os componentes S;; e C;; sdo determinados em fungéo de trés modulos de Young
E;, (i = 1,2,3, onde i representa os eixos materiais), seis coeficientes de Poisson
(V12, V13, V21, V23, V31 € V37, dOis para cada plano) e trés modulos de cisalhamento (G»3, Gz, €
G1,, um para cada plano). Os coeficientes ndo sao independentes entre si, o que implica que
equagoes de reciprocidade devem ser respeitadas (ver Eq. (2.14)) (KAW, 2005). As relagoes
estabelecidas na Eq. (2.14) fazem com que existam nove constantes independentes nos
tensores constitutivos C e flexibilidade S
Vij Vi . . ..
E:Ej para i+ j e i,j=1,2,3 (2.14)
O tensor de flexibilidade S pode, entéo, ser reescrito em funcdo das constantes
materiais (ver Eq. (2.15)) e o tensor constitutivo C pode ser obtido invertendo-se o tensor S
(ver Eq. (2.16)) (KAW, 2005)

T
Bk B0 000
O i (2.15)
0 0 0 & 0 0
0 0 0 0 & 0
0 0 0 0 0 &
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[ 1-va3v3 Va1+va3vii  Vait+vaiva ]
EyE3A E>E3A E>E3A O 0 O
V21+v23v3) 1-v13v31 Y32+v12v3i
EyE3A E\E3A E|E3A O 0 O
viitvaivay  vatvipvar o 1-vipvo 0 0
C — E2E3A E1E3A E|E2A (21 6)
0 0 0 Gy O 0
0 0 0 0 Gy O
0 0 0 0 0 Gp
onde o termo A (ver Eq. (2.17)) é utilizado para facilitar a notacao.
L = viavar — va3vaa — vizv3g — 2va1v3avys
A= ‘ (2.17)

E,\E,E;

2.2 Estado plano de tenséo para Compdsitos Reforcados com
Fibras

Para placas de pequena espessura sem carregamentos fora de seu plano, a hipétese
de Estado Plano de Tensao (EPT) pode ser assumida. Com isso, as relacdes de tenséo e
deformagéo podem ser reescritas (ver Egs. (2.18) e (2.19)) e os tensores de flexibilidade S
e constitutivo Q para o EPT passam a ter quatro componentes independentes cada (KAW,
2005; DANIEL et al., 1994).

81< VSU 512 0 (O]
& = S12 Szz 0 () (218)

83_ i 0 0 S66 T12

o]l [0n Qn 0]]&
02[=1012 On O & (2-19)
T2l [0 0 QOeslly2

onde os componentes Q;; podem ser determinados em funcdo dos componentes §;;
(ver Eq. (2.20)) (KAW, 2005).

B S»n
On = SSn—S%, (2.20a)
B St
On = S1Sn—S%, (2.20b)
S
Op=-—— 1 (2.20¢)

S11Sx»—S2,
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1

Qc6 = <—
66 Ses

(2.20d)

Sij para o EPT podem ser obtidos utilizando-se o moédulo de Young, o coeficiente de
Poisson e o médulo de cisalhamento (ver Eq. (2.21)) (KAW, 2005)

E, E,
— Yi2 1

S = E| E>
0 0

2.3 Mudanca de coordenadas

0 (2.21)

A equacao constitutiva para um CRF deve levar em consideracao o angulo da fibra, o

gue pode ser feito por meio de uma mudancga de coordenadas. O sistema de coordenadas
utilizado para considerar o angulo da fibra € mostrado na Fig. 2.2, onde os €ixos x,y,z

representam coordenadas globais e os eixos 1, 2, 3 representam coordenadas locais.

7,3
A

6’&3

Figura 2.2 — Eixos globais e locais em um CRF
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O angulo entre os dois sistemas € denotado por 6 e gira em torno do eixo z. A mudanca
de coordenadas das tensdes do sistema 1,2, 3 para o sistema x, y, z € dada pela Eq. (2.22)

Ox 01

gy o
0 _11073
=T (2.22)
Tyz 723
Tox T31
[ Ty | T12]

onde a matriz de transformacdo T é definida por senos e cossenos (ver Eq. (2.23))
(ALMEIDA, 2018)

2 2 00 0 2cs
2 2 00 0 2cs
T = 0 0 100 0 , c =cos(@), s=sen(d) (2.23)
0 0 0 ¢ -s 0
0 0 0 s ¢ 0
|—cs ¢cs 0 0 O - sz_

A mudanca de coordenadas das deformagdes dos sistema x, y, z para o sistema 1,2, 3
é definida pela equacao Eq. (2.24) (KAW, 2005; ALMEIDA, 2018)

&1 Ex

& Ey
Sl_rTR'|* (2.24)
Y23 yyz
Y31 Yex
,712_ :)/xy_
onde R é a matriz de Reuter (ver Eq. (2.25)) (ALMEIDA, 2018)
(1 00000
01 00O00O0
001000
R = (2.25)
000200
000O0O20
0 0 000 2

A partir das Egs. (2.12), (2.22) e (2.24) pode-se definir a relagdo entre tensao e
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deformagédo em coordenadas globais (ver Eq. (2.26)) (ALMEIDA, 2018; KAW, 2005)

O'} 8y 8y
g E - | &€
|=T'CRTR'| “|=C| ™ (2.26)
Tyz Yyz Yyz
TZX ')’zx 72x
Txy _ny 7)6}
onde C é tensor constitutivo transformado.
Para o caso de EPT (KAW, 2005)

Oy Ex Ex

O'y = T;?;T Q REPT TEPT RE;T Sy = Q 8y (227)

Txy Yy Yy

onde Q é o tensor constitutivo transformado para o EPT. As matrizes de transformagao
Tepr € de Reuter Rgpr séo redefinidas para esta hipétese (ver Egs. (2.28) e (2.29))(KAW,
2005)

¢t s 2sc

TEPT = S2 6'2 -2sc (228)

—-sc sc ¢ —s°
1 00
REPT = 0 1 O (229)
00 2

2.4 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) € um método numérico utilizado para solucionar
equacdes diferenciais parciais determinando uma solugéo u;, € U, que aproxima-se da
solugao real u € U, em que U, é o espaco das solu¢des admissiveis na formulacdo de MEF,
sendo que U, c U. A solugao exata u esta geralmente fora do espacgo U, existe portanto
uma distancia d entre a solucao aproximada u, € a solu¢cao exata u. Quando a malha do
MEF é refinada, o espago U, aumenta e consequentemente a distancia d diminui. Isso
pode ser ilustrado supondo uma malha 1, que representa um espago U, que é refinada
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para obter-se as malhas 2, ..., 1, ...n, de forma que (BUCALEM; BATHE, 2011)

U, cU,c..cU,.cUy; (2.30)

Como pode ser observado na Fig. 2.3, o refinamento da malha do MEF torna a solugéao
u, mais proxima a solucao exata u.

Figura 2.3 — Convergéncia em funcao do refinamento de malha.

A formulacado do MEF para problemas estruturais pode ser determinada a partir do
equilibrio estatico de um sdlido genérico como o demonstrado na Fig. 2.4 (BATHE, 2006).
Os eixos [x,y,z]" = x representam um sistema de coordenadas fixo de onde as posicbes
das particulas do sélido podem ser determinadas. Os deslocamentos para cada direcao
sdo definidos pelo vetor u = [u,v,w]". Na Fig. 2.4, os deslocamentos no né a estio
representados em coordenadas locais enquanto os deslocamentos no né j estéo representados
em coordenadas globais. O sélido esta fixado em uma area S, onde ha um deslocamento
prescrito de u’* e esta sujeito a forcas de tragdo (ou forcas de superficie), forcas de volume
e cargas concentradas, representadas por %/, f# e ri. respectivamente. O indice i presente
em r"c representa o ponto de aplicacdo da carga.

Considerando a hipétese de pequenos deslocamentos, é possivel definir as deformagbes
representadas pelo tensor ¢ (ver Segdes 2.1 e 2.3) correspondentes ao vetor de deslocamentos
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no ado
elemento finito (m)

/l— X, U Elemento finito (m)

Figura 2.4 — Sélido genérico com um elemento tri-dimensional de 8 n6s
u (ver Eqg. (2.31)) (BATHE, 2006):

ou

gx— ox
el | 2
ow
e= %= 5 (2.31)
Vyz aztay
Y| |F+E
[ Yy | _3—; + g_;_

A lei material de tensdo-deformacéo € dada pela Eq. (2.26) acrescida de uma tensao
inicial o/ no sélido (ver Eq. (2.32) ) (BATHE, 2006)

o =Ce+o! (2.32)

O Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) estabelece que para um solido em equilibrio,
para quaisquer pequenos deslocamentos virtuais compativeis (6u = 0 em S,), o trabalho
virtual dos esforcos internos 6W,,; € igual ao trabalho virtual dos esforcos externos 6W,,,
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(ver Eq. (2.33)) (BATHE, 2006; PIMENTA, 2008)
f se’o dV = f su’tBdVv + f suS £5dS + Z su’ KL (2.33)
v v S i

onde 6& = - (5u) s@o deformagbes virtuais, 5u® sao deslocamentos virtuais avaliados em
Sy e 6u’ sdo deslocamentos virtuais equivalentes a carga concentrada r... Neste trabalho, a
solucéo da Eq. (2.33) é determinada utilizando o MEF por meio do programa FEnICS, onde
a implementagéo € realizada utilizando a linguagem “Unified Form Language” (UFL), a qual
€ muito proxima a linguagem matematica (para maiores detalhes sobre a linguagem UFL
ver (ALN/ES et al., 2014)). No Apéndice A € demonstrado como a implementacdo pode ser
feita em outras linguagens de programacao.

2.5 Elemento triangular e elemento tetraédrico

No MEF, funcdes interpoladoras séo utilizadas para determinar os valores aproximados
dentro de cada elemento, usando os valores nodais. Neste trabalho utilizam-se elementos
triangulares para dominios planos e elementos tetraédricos para dominios tridimensionais,
0s quais podem ter fungdes interpoladoras definidas como fungao da area do elemento.

Para esse tipo de elemento, define-se a aproximacao das variaveis de estado v, €
coordenadas (x, y) por meio de um mapeamento que relaciona cada ponto do elemento de
um espago paramétrico a um ponto em um espacgo Euclidiano (ver Fig. 2.5) (BATHE, 2006;
BUCALEM; BATHE, 2011)

y
A

(0, 0) (1,0)
Elemento triangular Elemento triangular em um
em um espacgo Euclidiano espago paramétrico de referéncia

Figura 2.5 — Mapeamento entre o espaco de referéncia e o espaco Euclidiano.

O mapeamento entre 0s espagos € realizado por meio das Egs. (2.34) a (2.36) (BATHE,
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2006; BUCALEM; BATHE, 2011)

q

Ve = ) it (2.34)
i=1
q

xz}ihﬁi (2.35)
i=1
q

y= ) hif; (2.36)

i=1

onde g é o nimero de nds do elemento triangular, %; e y; séo as coordenadas nodais, 7¢*
€ o vetor de valores nodais das variaveis de estado e h; sdo fungbes de interpolagéo, que
para o caso de interpolacgao linear, como a representada na Fig. 2.5, séo definidas por meio
da Eq. (2.37) (BATHE, 2006)

mEm="5=1-¢-n (2.37a)
A

h(m =2 =¢ (2.37D)

hy(&,m) = % =n (2.37¢)

onde ¢ e np sdo denominadas coordenadas naturais.

Para o caso de interpolacdo quadratica, como a representada na Fig. 2.6, as fungdes
interpoladoras sao definidas por meio da Eq. (2.38) (BATHE, 2006)

(& m) =1 -&-n(1-25-2n) (2.38a)
ha(&,m) = €26 = 1) (2.38b)
h3(§,m) =n2n—1) (2.38¢)

ha(,m) = 46(1 - & =) (2.38d)

hs@€.m =4&n (2.38¢)
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N
A

(0,1)

(0,0)

Figura 2.6 — Elemento triangular com interpolacao quadratica.

he(é,m) =4n(1 =& —1) (2.38f)

Para o elemento tetraédrico, adotando uma abordagem semelhante para coordenadas
volumétricas (ver Fig. 2.7), pode-se definir as fungdes de interpolacéo, para o caso linear,
por meio da Eq. (2.39) (BATHE, 2006)

h=1-¢-n-¢ (2.39a)
hy=§ (2.39b)
hy=n (2.39¢)
hy=¢ (2.39d)

onde ¢ é a terceira coordenada natural.

A relacéo entre as derivadas parciais das coordenadas cartesianas e as derivadas
parciais das coordenadas naturais € dada por meio do operador Jacobiano J (ver Egs. (2.40)
e (2.41)) (BATHE, 2006)

—=J"'= (2.40)
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Figura 2.7 — Coordenadas naturais de um elemento tetraédrico de 4 nés.

x

oc of of

_lox 9 oz
J= o o (2.41)

ax Oy 9z

oc o o

O operador Jacobiano J também ¢é utilizado para definir o volume diferencial dV em
termos de coordenadas naturais (ver Eq. (2.42) )

dV = det] dé dn d¢ (2.42)
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3 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

A OT é uma técnica que combina métodos numéricos, geralmente o MEF, com algoritmos
de otimizacao para determinar uma distribuicdo de material no interior de um dominio fixo
de projeto, com o objetivo de otimizar o desempenho da estrutura respeitando determinadas
restricdes impostas. Embora a OT seja atualmente aplicada em diversos tipos de problemas,
sua primeira implementacao foi utilizada para se determinar a maxima rigidez em estruturas
considerando restricdo de volume (BENDSJE; KIKUCHI, 1988). A abordagem proposta por
Bendsge e Kikuchi (1988) utiliza o0 método da homogeneizacao, o que consequentemente,
apresenta estruturas porosas como resultado da otimizagdo. Um ano depois, Bendsge
(1989) propde o método das densidades, que consiste em determinar a distribuicdo de
pseudo-densidades p , que podem variar entre 0 (vazio) e 1 (sélido), em um dominio
fixo (ver Fig. 3.1). O método das densidades demanda a utilizagdo de um modelo de
material, entre os quais 0 mais conhecido € denominado "“Solid Isotropic Material with
Penalization” (SIMP)”, que apesar de ter sido introduzido por Bendsge (1989), recebeu essa
nomenclatura em (ROZVANY; ZHOU; BIRKER, 1992).

p =1 (s6lido) 5 = 0 (vazio)

Figura 3.1 — Resultado tipico de OT utilizando o metodo das densidades.

3.1 Modelo de Material SIMP

O modelo SIMP é utilizado para a solugao de diferentes problemas na literatura
como: projeto de mecanismos flexiveis (SIGMUND, 1997), projeto de estruturas com nao
linearidade geomeétrica (BUHL; PEDERSEN; SIGMUND, 2000), atuadores multi-fisicos
(SIGMUND, 2001), estruturas de cristais foténicos (JENSEN; SIGMUND, 2004), problemas
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baseados em confiabilidade (KHARMANDA et al., 2004), estruturas sujeitas a vibragdes
por radiacao sonora (OLHOFF; DU, 2006), estruturas sujeitas a cargas seguidoras (CHEN;
KIKUCHI, 2001), estruturas de cascas (MAUTE; RAMM, 1997) e estruturas considerando
elasto-plasticidade (MAUTE; SCHWARZ; RAMM, 1998). Maiores detalhes sobre trabalhos
que utilizam o modelo SIMP podem ser encontrados no trabalho de (ROZVANY, 2009).

Utilizando o modelo SIMP, pode-se determinar a partir de um dominio fixo V, um
subdominio V¥ que representa a distribuicao otimizada de material (ver Fig. 3.2), em que
o tensor constitutivo € determinado por meio da Eq. (3.1) (BENDSQE; SIGMUND, 2003)

Figura 3.2 — Definigdo do dominio de projeto

- - 1 sexe Vm
Cx) =1V C'(x), 1V™ = (3.1a)
0 sexeV\ym

fle‘”st 1% (3.1b)
4

onde a inequacgao expressa na Eq. (3.1b), representa o limite de material disponivel para a
otimizag&o e o tensor C(x) é o tensor constitutivo de um determinado material.

A defini¢cao expressa em Eq. (3.1) representa um problema de otimiza¢do de variaveis
discretas, que quando definido no espacgo continuo, pode apresentar multiplas solugoes
ou nao apresentar solugao alguma. Este problema pode ser contornado substituindo as
variaveis discretas por variaveis continuas e utilizando uma penalizagao para que ao fim da
otimizacao, seus valores se aproximem de 0 e 1. A determinagéo das variaveis continuas €
realizada por meio de uma fungdo que pode ser interpretada como uma pseudo-densidade
0o do material(ver Eq. (3.2)) (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

Ckx) =p(x) C'x), p>1 (3.2a)
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fpstv; 0<pun<0<p<l, xeV (3.2b)
"4

Nesta formulacao, a pseudo-densidade p € a variavel de projeto, a qual interpola os
valores do tensor C entre 0 e C° e p é o penalizador, que tem como fungéo aproximar os
valores de p aos valores discretos 0 € 1 (ver Fig. 3.3) (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

104 —— p=

0.8 1

= 0.6 1

(x)/CO(x

Q0 0.4 4

0.2 1

0.0 1 ~

Figura 3.3 — Influéncia do penalizador p

Como pode ser observado na Fig. 3.3, a relaxagdo do problema de otimizacao permite
gue a pseudo-densidade p assuma valores entre 0 e 1. Estes valores de pseudo-densidades
intermediarias representam indesejaveis escalas de cinza no resultado do problema de
otimizagao (ver Fig. 3.4). Diversos esquemas de penalizacdo séo utilizados na literatura
para tratar o problema de escalas de cinza, assumindo-se que a topologia otimizada obtida
como resultado do problema relaxado é semelhante a do problema discreto 0-1 (LAU; DU;
LIM, 2001). Um tipo de penalizagdo consiste em aumentar (ou diminuir dependendo do
modelo adotado) gradativamente os valores de p durante o processo de otimizagéo, o que
€ conhecido como Método de Continuacdo (BENDSJE; SIGMUND, 2003). Esta alteragao
no valor do penalizador p evita que a solugéo da OT estacione em um minimo local, o que
pode ocorrer, no caso do modelo SIMP, para fun¢des onde p > 1, pois de forma geral, sdo
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casos ndo convexos (ver Fig. 3.5).

Figura 3.4 — Representacao de uma viga engastada otimizada contendo escala de cinza.

f(p(x)) A — fP(x))

—— P

minimo local minimo local

minimo global

>
p(x)

Figura 3.5 — Representacao esquematica da influéncia da penalizagao na solu¢do do
problema de otimizagao topoldgica.

Para o exemplo representado pela Fig. 3.5, tem-se uma fungéo f que é convexa quando
f = f(p(x)) e mal comportada no caso em que f = f([p(x)]?). Para este caso especifico,
recomenda-se iniciar a otimizagdo com p = 1 até que a convergéncia seja atingida e apds
isto, aumentar gradualmente o valor de p até que um menor minimo local seja atingido.
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3.2 Instabilidade de tabuleiro

Um problema recorrente na utilizagdo da OT € a Instabilidade de tabuleiro que ocorre
principalmente ao se utilizar MEF baseado em deslocamentos, especialmente com elementos
de primeira ordem (ZHOU; SHYY; THOMAS, 2001; BENDSOQE; SIGMUND, 2003). Este
tipo de instabilidade se caracteriza pela surgimento de um padréo similar a um tabuleiro de
xadrez em regides onde se alternam a presenca e auséncia de material (ver Fig. 3.6). Este
padréo de distribuicdo de material ndo representa uma estrutura otimizada e surge devido
a ruidos numéricos causados por erros na formulagcado de MEF (ZHOU; SHYY; THOMAS,
2001). O surgimento destes padrdes ocorre pelo fato de que regides que apresentam esta
configuragao possuem rigidez mais elevada que regiées homogéneas com 0 mesmo volume
de material, principalmente onde héa cisalhamento (BENDSQJE; SIGMUND, 2003).

Figura 3.6 — Padrao de instabilidade de tabuleiro em uma viga simplesmente apoiada.

A instabilidade de tabuleiro também pode ser interpretada por outra perspectiva. O
problema de OT envolve dois campos distintos, o de pseudo-densidade e o de deslocamentos,
0 que implica em um problema de variacional misto e em funcéao disto, surgem os padrdes de
tabuleiro (JOG; HABER; BENDS@E, 1994; DIAZ; SIGMUND, 1995; JOG; HABER, 1996). E
possivel mitigar este tipo de instabilidade aumentado a ordem de interpolagédo do elemento
utilizado na malha de MEF, o que implica em uma solugdo de compromisso, pois 0 uso de
elementos de ordens superiores aumenta consideravelmente o custo computacional. Para o
caso do SIMP, o problema de instabilidade tabuleiro é evitado utilizando-se elementos de
8 ou 9 nés, mas somente se o penalizador for pequeno o suficiente (para mais detalhes
consultar (DIAZ; SIGMUND, 1995)). Uma alternativa viavel do ponto de vista computacional
€ a utilizagcado de um método de filtragem ou controle de gradiente da pseudo-densidade,
que além de tratar o problema de instabilidade de tabuleiro, também é eficiente para o
problema de dependéncia de malha.

3.3 Dependéncia de malha

Como citado na Secéao 2.4, quanto mais refinada a malha do MEF, mais préxima
a solucao aproximada u;, obtida estara da solucao real u. Por este motivo, faz sentido
supor que o resultado de OT para uma malha mais refinada, resulta em uma mesma
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topologia com fronteiras mais definidas, porém, a consequéncia de uma maior discretizacao,
considerando as mesmas condigées de contorno no mesmo dominio fixo, é o aparecimento
de mais membros na estrutura (ver Fig. 3.7). Este efeito, caracterizado pela obtengao de
diferentes topologias em funcao da discretizagao, recebe o nome de Dependéncia de malha
(SIGMUND; PETERSSON, 1998).

(a) Malha 75 x 25

(b) Malha 150 x 50

(c) Malha 300 x 100

Figura 3.7 — Efeito da dependéncia de malha

De acordo com Sigmund e Petersson (1998), os problemas de dependéncia de malha
podem ser divididos em duas categorias, ndo existéncia da solugao, caracterizada pelo fato
de sempre se obter resultados diferentes de acordo com o refinamento da malha e nao
unicidade da solugao, que ocorre quando o problema possui multiplos minimos, como em
um caso de tra¢do uniaxial onde uma sé barra € um resultado tdo bom quanto varias barras
de mesmo volume (ver Fig. 3.8 )

Em ambos os casos, pode-se dizer que o problema da dependéncia de malha surge
como consequéncia de um problema mal posto. E possivel solucionar este problema por
meio da imposicao de restrigdes, que podem ser globais ou locais, que controlem a variagao



Capitulo 3. Otimizagdo Topoldgica 45

Figura 3.8 — Exemplo de n&o unicidade da solugio.

da densidade. Segundo Sigmund e Petersson (1998), existem quatro possiveis abordagens
para a aplicacao destas restricoes, sao elas, controle de perimetro, restricdes de gradientes
globais ou locais, e aplicacao de métodos de filtragem. O controle de perimetro consiste
em restringir a soma dos perimetros das fronteiras internas e externas, limitando o nimero
de possiveis furos na topologia final. Esta limitacdo do perimetro é realizada por meio
da imposi¢cao de um limite superior na variagao total da pseudo-densidade (SIGMUND;
PETERSSON, 1998; BENDSWJE; SIGMUND, 2003). De acordo com Zhou, Shyy e Thomas
(2001), este método € uma maneira eficiente de se obter resultados independentes da
malha, pois € necessario introduzir apenas mais uma restrigdo no problema de otimizacao.

O método do perimetro é utilizado por Haber, Jog e Bendsge (1996), onde restricdes
superiores e inferiores sao impostas no problema de otimizacao garantindo que o mesmo
seja bem posto. (DUYSINX, 1997) apresenta um método de programagao matematica
aplicado a otimizagao topoldgica, utilizando restricdes de perimetro para regularizar a
distribuicao de material. No entanto, a restricdo do perimetro pode introduzir multiplos
minimos locais, portanto, nao garante a unicidade da solugdo. Além disso, a restricao
utilizada neste método pode, em alguns casos, causar flutuagdes nos valores das variaveis
de projeto.

A imposicao da restricao global de gradientes € realizada por meio da norma da fungao
p no espaco de Sobolev H!(V) (BENDS@E; SIGMUND, 1995; SIGMUND; PETERSSON,
1998). A existéncia da solucao é provada em Bendsge e Sigmund (1995).

A restricao local de gradientes é caracterizada pela imposicao de um limite na variacao
local nas derivadas da funcao p (SIGMUND; PETERSSON, 1998; BENDSQE; SIGMUND,
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2003). A prova da existéncia de solucdo e a implementagao numérica deste tipo de restricao
sao apresentadas em (PETERSSON; SIGMUND, 1998), no entanto, apesar desta técnica
ser capaz de mitigar ou mesmo eliminar problemas numeéricos como a dependéncia de
malha ou a instabilidade de tabuleiro, a implementacao deste esquema demanda a insergao
de um grande numero de restricdes, o que torna o custo computacional elevado para
problemas praticos (SIGMUND; PETERSSON, 1998).

3.4 Métodos de filtragem

Outra eficiente abordagem para tratar o problema de dependéncia de malha sao os
métodos de filtragem que consistem em substituir a dependéncia pontual das propriedades
do material por uma regularizacdo do campo de densidades (ZHOU; SHYY; THOMAS,
2001). O filtro de densidades foi proposto por Bruns e Tortorelli (2001) e a existéncia de
solucdo utilizando o modelo de material SIMP foi demonstrada no trabalho de Bourdin
(2001). A ideia é baseada em técnicas de blurring utilizadas para o processamento de
imagens e consiste em modificar a densidade de uma célula, e consequentemente a rigidez
do elemento, para torna-la dependente de um campo de densidades em sua vizinhanca. A
aplicacao do filtro consiste na utilizagdo de um produto de convolugéo entre uma fungéo de
filtragem e a pseudo-densidade (ver Egs. (3.3) e (3.4) ) (LAZAROV; SIGMUND, 2011).

pX)=(f*p)x)= | f(X=-y)p(y)dy (3.3)

Br

fB f(x)dx = 1 (3.4)

onde By é um circulo em um dominio plano e uma esfera em um caso de trés dimensoes,
com raio R e centro na posi¢ao x.

Neste trabalho um filtro de densidades proposto por (LAZAROV; SIGMUND, 2011) &
utilizado, em fungéo da eficiéncia do método e da facilidade de implementagao no software
FEnICS. Neste método, ao invés de utilizar a integral de convolugcdo de forma explicita,
utiliza-se a solugdo de uma equagao modificada de Helmholtz com condi¢des de contorno
naturais homogéneas (ver Egs. (3.5) e (3.6))

-r*V’a+a=a (3.5)
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onde a representa uma variavel de projeto, a representa a variavel de projeto filtrada e r é
um parametro de comprimento com funcao similar ao R das Egs. (3.3) e (3.4). Avaliando a
Eqg. (3.5) pode-se perceber que se r = 0, a variavel filtrada & seréa igual a variavel a, porém,
qguanto maior o valor de r, maior é a influéncia do gradiente da variavel filtrada na solugéo
da equacéo. A Fig. 3.9 demonstra a representagcado da solu¢do da equacao modificada de
Helmholtz para diferentes valores de r em um dominio unidimensional.

a, a . ,
’ variavel de projeto a
r a
 ———- a
\“\
\ r3 a
\
r<ry,<rs
\
\,
.
.
.
\»
\,
\
> X

Figura 3.9 — Efeito da alteracdo do parametro r na solugdo da equagdo modificada de
Helmholtz.

As Egs. (3.5) e (3.6) configuram a Forma Forte do problema. Para determinar a solugéo
aproximada utilizando o MEF, é necessario desenvolver a Forma Fraca, multiplicando ambos
os lados da Fig. 3.9 por uma funcao teste v e integrando no dominio (ver Eq. (3.7))

f—rZVzé-vdV+fé~vdV:fa~vdV (3.7)
74 v v

Integrando por partes e impondo a condicdo de contorno natural dada pela Eq. (3.6)
pode-se reescrever a forma fraca Eq. (3.7) como

feré~VvdV+fé-vdV:fa-vdV (3.8)
% v v

A solugcao da equacao modificada de Helmholtz (ver Eq. (3.8)) € obtida utilizando o
software FEniCS, com a mesma malha utilizada para se obter a aproximacao do deslocamento
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u. Para a implementacao em outras linguagens de programagao, consultar o Apéndice B.

3.5 Modelos para otimizacao de orientacao de fibras

Como explorado na Secao 1.1, os modelos OFDN e MIAFIB apresentam vantagens em
relacdo a outros métodos. Ambos utilizam apenas uma variavel de projeto por elemento
(ou n6é da malha de MEF, dependendo da formulagcédo do problema) e, cada qual a sua
maneira, conseguem evitar problemas de multiplos minimos locais. Neste capitulo séo
apresentadas as formulagdes para um modelo baseado no OFDN, denominado OFDN-m,
e para o MIAFIB.

3.5.1 Meétodo Otimizacdo de Fibra por Distribuicdo Normal modificado
(OFDN-m)

Os chamados Métodos de Angulos Discretos, onde angulos candidatos sao escolhidos
antes do processo de otimizagao, utilizam o mesmo principio, que consiste em determinar
um tensor constitutivo efetivo C, por meio da soma ponderada dos tensores constitutivos C;
de cada angulo candidato i (ver Eq. (3.9) ) (KIYONO; SILVA; REDDY, 2017)

C.= Z w; C; (3.9)
i=1

onde n. € o numero de angulos candidatos e w; sdo as fun¢des de ponderagao.

A diferenca entre os métodos de angulos discretos esté na forma como sdo parametrizadas
as funcoes de ponderagao. Duas condicbes precisam ser satisfeitas para garantir que os
resultados possuam propriedades fisicas realisticas, as fun¢des w; devem possuir valores
entre 0 e 1 e a soma de todas elas deve serigual a 1 (ver Egs. (3.10) e (3.11)) (STEGMANN;
LUND, 2005; KIYONO; SILVA; REDDY, 2017)

0<w <1 (3.10)

w; =1 (3.11)

i=1

O tensor constitutivo efetivo C, deve assumir o valor de um dos tensores C; candidatos.
Para isso, apenas uma fungao w; deve assumir o valor de 1, enquanto todas as outras
devem ser iguais a 0. (STEGMANN; LUND, 2005) propdem que a fungédo de ponderacao
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seja a demonstrada na Eq. (3.12)

Wi (3.12)
Wi = S .
Zk:l Wk

onde a funcao de distribuicdo normal modificada w;, representada na Eq. (3.13), é utilizada

) (3.13)

w=e

A variavel 6, presente na Eq. (3.13), é a variavel de orientacao da fibra (ver Fig. 3.10),
¢’ é o angulo candidato i e p, é o penalizador.

Figura 3.10 — Definicao do angulo 6

O modelo OFDN-m foi proposto como consequéncia deste trabalho (SILVA et al., 2019) e
tem como principal diferenca o fato de utilizar diretamente o angulo da fibra como variavel de
projeto (ver Eq. (3.13)) , diferentemente do modelo OFDN (KIYONO; SILVA; REDDY, 2017),
que tem como variavel um namero inteiro que representa a posicao de cada candidato em
uma lista de candidatos. Esta modificacdo no espaco de solugdo permite a determinagao
de diferentes sensibilidades de acordo com os intervalos entre os dngulos candidatos,
tornando possivel priorizar inicialmente determinados angulos. O parametro ¢’ determina a
posicao do pico da fungao w, enquanto o penalizador controla quao suave é esta fungao ver
(Fig. 3.11).

A Fig. 3.11b demonstra que valores menores de p, conduzem w para 1 em um
determinado angulo e 0 para todos os outros. No entanto, ndo deve-se iniciar o processo de
otimizagao com valores pequenos de py, pois isto pode causar instabilidades numéricas
levando a um problema de multiplos minimos locais. Portanto, se faz necessario a utilizacao
de um método de continuag&o que se inicia com um valor suficientemente grande para
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(a) Efeito de 6, em w (b) Efeito de py em w

Figura 3.11 — Efeitos causados pela alteracdo de 6. e p, na funcdo de distribuicdo normal w

evitar estas instabilidades e termina com um valor p, = pj™. No trabalho de (KIYONO;
SILVA; REDDY, 2017), pi é determinado empiricamente. Porém, é possivel determinar
este valor em funcdo do menor nimero normalizado positivo do tipo float, que depende da
arquitetura da maquina utilizada (ZURAS et al., 2008). Para um computador de 64 bits, este

valor denominado realmin equivale a 2,2251 - 1073%,

Considerando um indesejavel caso particular (KIYONO; SILVA; REDDY, 2017) onde o
valor de 0 estd exatamente entre 0 menor intervalo Ag™" entre todos os angulos candidatos,
como demonstrado na Fig. 3.12, onde Ag™" = |1 — ¢!|, é possivel notar que para 6 = BHT”;
o valor de w tende a 0. A partir disto, pode-se estabelecer a Eq. (3.14)

| ‘—wi;—wi+l; w

Ag

i+2

i+1 i+2

Figura 3.12 — 6 exatamente entre 0 menor intervalo entre os angulos candidatos
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(£
_ 3.14
Ww=e % =realmin (3:14)
Partindo da Eq. (3.14) é possivel determinar um valor de p™, o qual representa 0 menor
valor de py, que pode ser representado com precisao float. Caso py < pj™, erros numéricos
podem ser introduzidos ou valores indeterminados para w podem ser obtidos em funcao
de uma divisao por zero (Not A Number ou NAN em linguagens como Python e Matlab).

Portanto, p" é calculado como

min _ [_ (05 (9?—1 _ HZC))ZJZ (31 5)

Po 2 In(realmin)

3.5.2 Modelo de Interpolacdo Autopenalizavel da Orientacdo da Fibra
(MIAFIB)

Como citado em Secéao 1.1, a principal caracteristica do MIAFIB é a definicdo das
funcdes seno e cosseno por meio de séries de Taylor (ver Eq. (3.16)).

o0

: DY
sin(f) = —_— (3.16a)
= (2n+ D!
cos(0) = Z ((;—’/13792” (3.16b)
n=0 ’

onde 6 = {#| — m < 8 < &} representa o angulo das fibras. Os extremos do intervalo sao
excluidos pelo fato de que constituem multiplos minimos locais das fun¢des seno e cosseno
e, por consequéncia, podem acarretar em um minimo local da fungao objetivo no problema
de otimizagcao (STEGMANN; LUND, 2005; SALAS et al., 2018). Com o intuito de evitar
instabilidades numéricas, (SALAS et al., 2018) propbe uma parametrizagao na variavel 6
em relagéo a r (ver Eq. (3.17))

0=n6, -1<6<1 (3.17)

A variavel § é denominada pseudo-orientagdo e é a variavel de projeto do modelo
MIAFIB. A determinagéo dos extremos do intervalo correspondente a  é realizada de
acordo com a precisao deseja no angulo das fibras, definida pela Eq. (3.18)

16-10° +0.5]

(3.18)
180 - 107

0=
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onde a variavel 6 é representada em graus, b € o0 nimero de casas decimais desejadas
para 6 e |-] corresponde a funcao piso. Salas et al. (2018) utiliza » = 0, 0 que equivale a
definr@como 6 ={0:0€Z|—-179° <0 <179°}.

As fungoes seno e cosseno do MIAFIB, baseadas na Eqg. (3.16) sao definidas de acordo
com Eq. (3.19)

s = sin(9) = Z Q(_i(ﬂ-é) 2l (3.19a)
pr= )

¢ = cos(6) = ‘(né) 2 (3.19b)

onde p; € o penalizador do MIAFIB que pode assumir valores entre 0 e P

Nas primeiras iteracdes do problema de otimizacao utilizam-se poucos termos nas
séries de Taylor apresentadas na Eq. (3.19), (geralmente 1 ou 2). Com o progresso das
iteracoes mais termos sdo adicionados, até que p; alcance o valor p, = p**. Por essa
razao, o modelo € denominado autopenalizavel, o acréscimo de mais termos nas séries de
Taylor equivale a um método de continuagdo, o que torna possivel contornar os minimos
locais do problema (SALAS et al., 2018).

A Fig. 3.13 demonstra os valores das aproximacoes para as funcées seno e cosseno
com 6 variando de -1.5 a 1.5. Nota-se por meio da Fig. 3.13a que quando pr =0, a
aproximacao por séries de Taylor da fungao seno resulta em uma curva linear, enquanto
que para o mesmo valor de p,, a aproximagéo para a fungdo cosseno possui um valor
constante (ver Fig. 3.13b). Conforme o valor do penalizador p, aumenta, mais minimos
locais sdo adicionados as séries, o que acontece de forma gradativa. Por fim, por meio da
Fig. 3.13 podemos concluir que quando p; = 16, tem-se uma boa aproximacéao em relagéo
aos valores reais de seno e cosseno.

3.6 Restricao de continuidade

A configuragéo de uma estrutura otimizada obtida por OT pode apresentar descontinuida-
des nas fibras (ver Fig. 3.14). Isto deve ser evitado, pois uma mudanca abrupta na direcao
pode representar uma regiao onde havera concentracdo de tensdo mecénica, além de
representar uma dificuldade a mais na manufatura. Outro problema a ser evitado é o
acumulo de fibras em uma mesma regiao (ver Fig. 3.15), uma vez que regides onde as
fibras se acumulam podem representar imperfeicoes, pois podem ser interpretadas como
regides onde ndo ha a presencga de matriz. A descontinuidade das fibras, neste trabalho, é
tratada utilizando-se um filtro baseado na equagao de Helmholtz modificada (LAZAROV;
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0.0 0.0

Séries de Taylar
| | N I (I
-]
Séries de Taylar
[ | | N (I
= om R o

5

<

-1.04 — 1.0 1

™ T T T T T T T
3 1 = -3 -2 -1 L1 1 2 3 1

(a) Aproximacao da funcao seno. (b) Aproximagéao da fungao cosseno.

Figura 3.13 — Aproximacgéao da fungdes seno e cosseno por séries de Taylor.

SIGMUND, 2011) apresentado na Secao 3.4 e com o acréscimo de uma restricdo, baseada
no modelo de Borrvall (ver (BORRVALL; PETERSSON, 2003),Sec¢éao 3.6.3) no problema de
otimizacdo. A restricdo além de garantir a continuidade das fibras, também trata o problema
de acumulo das mesmas.

Mudanga abrupta na diregdo

fjj >
\ V] )
V] _
\g )
vV W
v _/
WV
(a) Fibras formando um caminho com (b) Fibras formando um
uma mudanca abrupta na direcao caminho com continuagao
(descontinuidade) suave

Figura 3.14 — Continuidade das fibras

3.6.1 Equacéao de Stokes

A importancia da continuidade das fibras foi introduzida na Secéo 1.4, onde os problemas
relacionados a dificuldade de manufatura e concentracédo de tensdes foram citados. Uma
das solucdes propostas neste trabalho para tratar o problema de descontinuidade e o
acumulo das fibras é baseada em uma analogia com o escoamento interno de um fluido.
Um exemplo de escoamento € apresentado na Fig. 3.16 , onde as curvas azuis sao linhas de
corrente que tangenciam os vetores de velocidades. Percebe-se, para o exemplo ilustrado na
Fig. 3.16, que as linhas de corrente ndo apresentam mudancgas abruptas em suas diregbes
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Acuimulo de fibras

|

\//

(a) Fibras se acumulando em um regiao do (b) Fibras  formando um
dominio. caminho sem acumulo de
fibras.

Figura 3.15 — Acumulo de fibras

e que as mesmas nao acumulam como na ilustragao apresentada na Fig. 3.15a. Valendo-se
destas caracteristicas, desenvolve-se uma restricdo de continuidade que compara o angulo
das fibras com um campo de velocidades obtido por meio do escoamento laminar de um
fluido, onde o volume de controle é definido pela distribuicao da pseudo-densidade p obtida
atraves da OT.

Para tanto, utiliza-se uma equacéao constitutiva em termos de presséao e velocidade,
considerando o fluxo de um fluido Newtoniano, incompressivel e com viscosidade dinamica
4 constante, escoando em um volume de controle V; , como demonstrado na Eq. (3.20)
(BORRVALL; PETERSSON, 2003)

[ 7]

/ Vetor
Linha de corrente

5\

Figura 3.16 — Escoamento em um tanque aberto.

o,=-p1+2u, D(V) (3.20a)

D (V) = = (VV, + (VV)") (3.20b)

| =

onde o, é o tensor de tensdes para o fluido, p é a pressao, D (v,) € o tensor da taxa de
deformacéao e v, € a velocidade. A equacao de movimento é definida como (BORRVALL,;
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PETERSSON, 2003)

00 (% + (VV,)V,) =V.o+f° (3.21)
onde p, e £ séo a densidade e forga de volume do fluido respectivamente. Assumindo as
hipoteses de que o fluxo do fluido é lento e estd em regime permanente, a viscosidade
w; € constante e o fluido é incompressivel, a partir das Egs. (3.20a), (3.20b) e (3.21) e da
condicao de incompressibilidade, é possivel definir as equacdes de Stokes como sendo
(BORRVALL; PETERSSON, 2003)

w V¥V, = Vp —fP (3.22a)

V-v,=0 (3.22b)

Multiplicando a Eq. (3.22a) por uma funcéo de teste de velocidade dv,, a qual possui
valores iguais a zero nas fronteiras S; do volume de controle, integrando sobre V; e utilizando
o teorema de Green, obtém-se a equacao da Poténcia Virtual (ver Eq. (3.23)) (BORRVALL;
PETERSSON, 2003)

u,fVvl-v(sv,dvl—fﬁv-avldvl:ffﬁ-(svldv, (3.23)
% Vi %

O mesmo procedimento é aplicado para a Eq. (3.22b), multiplicando-a por uma funcao
de teste de pressado dp e integrando sobre V, (ver Eq. (3.24))

—fdﬁV-V;dVI:O (3.24)
v

3.6.2 Modelo de Borrvall

As Eqgs. (3.23) e (3.24) constituem a Forma Fraca do Problema de Stokes, que consiste
na determinagao da velocidade v e da pressao p. Considerando a hip6tese de que o fluxo
ocorre entre duas superficies proximas e nao planas, separadas por uma distancia dada
por uma funcéao p,(x), pode-se escrever o problema de Stokes como sendo (BORRVALL;
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PETERSSON, 2003)

fa/(pl)Vl6V,dV+,ulfVVlVévld\/l—fﬁV(W;dVl—féﬁVVldV,:
% % Z Vi

:ffﬁ-évld\/,
v

O primeiro termo acrescido na Eq. (3.25) é um termo de absorgéo, que equivale a
poténcia dissipada por cisalhamentos que ocorrem fora do plano, o qual é funcédo de
a(p;), que pode ser interpretada como o inverso da permeabilidade, ou seja, as regides do
dominio onde a(p;) >> 1 representam sélido enquanto regides do dominio onde a(p;) = 0
representam fluido. Para isso, utiliza-se a funcéo de interpolacdo, parametrizada por um
penalizador ¢, apresentada em Eq. (3.26) (BORRVALL; PETERSSON, 2003).

(3.25)

1+¢g

3.26
lpz +q ( )

ayo) =T +(a-a)p

onde a e @ séo os valores maximo e minimo para a fungéo de interpolacdo a. A Fig. 3.17
demonstra a influéncia da alteragdo do parametro ¢ na funcéo de interpolacédo a(p)).
E possivel observar que quanto maior o valor de g, mais linear torna-se a fungéo de
interpolagéo.

50 A

40

30 1

a(pr)

20

10 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
e

Figura 3.17 — Influéncia do penalizador ¢ na fung¢éo de interpolagao a(p;)

A implementacgéo da Eq. (3.25) é realizada no software FEniCS. Para a implementagéao
em outras linguagens de programagao, utilizando formulagdes matricial e vetorial, consultar
o trabalho de Borrvall e Petersson (2003).
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3.6.3 Restricao baseada no modelo de Borrvall

Neste trabalho, propbéem-se uma restricdo baseada no modelo de Borrvall para tratar
0s problemas de descontinuidade e acumulo das fibras, em que o campo de velocidades,
obtido por meio deste modelo, é utilizado como restricao para os angulos. Considerando 6
um vetor que possui como componentes as proje¢des do angulo de uma fibra nas diregdes
x ey (ver Eq. (3.27)) e v, o vetor de velocidade obtido por meio da solu¢do da Eq. (3.25),
sabe-se que se o produto vetorial entre esses dois vetores € igual a 0, 0s mesmos sao
paralelos entre si.

0 = [008(9)] (3.27)
sen(0)

Pode-se entéo, definir uma restricao de desigualdade, onde o produto vetorial entre 0 e
v, deve ser menor ou igual a um vetor 8 (ver Eq. (3.28))

0XV1 < ,8
0 (3.28)
B =10

onde B é um escalar que representa a magnitude do produto vetorial entre 6 e v,, 0 qual
pode ser interpretado como uma medida que representa o paralelismo entre estes dois
vetores, sendo que quanto menor o valor de ||8]|, maior o paralelismo.

A restricao deve ser aplicada em todo o dominio V. Para isso, faz-se o produto interno
B - B e integra-se no dominio V (ver Eq. (3.29))

f[(H X Vi) (0 x v) - | dV<0 (3.29)
v

A Eq. (3.29) é implementada no software Dolfin Adjoint e utilizada como restricdo para
tratar a descontinuidade e acumulo das fibras.
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4 FORMULACAO DO PROBLEMA DE
OT PARA O PROJETO DE MATERIAIS
COMPOSITOS REFORCADOS COM
FIBRA

O objetivo deste trabalho € definir uma formulacdo de OT para determinar a orientagao
da fibra e a0 mesmo tempo a distribuicdo de material que maximize a rigidez de um certo
dominio fixo, impondo restricdes de volume. A definicao do problema é ilustrada na Fig. 4.1,
onde sao apresentadas as condi¢cdes de contorno e uma representacdo do dominio final
otimizado.

Fibra

Regides sem material
obtidas na otimizagéo

Forga de tragéo

7z

Deslocamentos fixos
u=uy,

Figura 4.1 — Definicdo do problema de maximizacgao de rigidez em um material compdésito
utilizando OT

4.1 Formulacao do problema para maximizacao da rigidez

Maximizar a rigidez de uma estrutura equivale a minimizar sua flexibilidade. Portanto,
objetivo do problema de otimizacado € minimizar o trabalho realizado pelas forgas externas
(ver Eq. (4.1))

_ TeB S5 Tes il i
mlnLrglzar Wext—f/ude+Luf f°rdS +Zu re (4.1)
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A Eq. (2.33) estabelece que os trabalhos virtuais realizados pelas for¢as externas e
internas devem ser iguais, portanto

W,y = Wiy = f oe’a dV (4.2)
v
O problema de otimizagao pode entao ser escrito como

minimizar J =W,
u,6,0

talque Fy=0W,, —oW;,, =0 VoueV

F2:frZVé-VvdV+fé~vdV—fa-vdV:O
% % v

F3:fp(x)dV—V$0
"4

F4:f[(0XV1)'(0XV1)—,82] dv <0
4

Fs = ppin —p(x) < 0
Fo=px)—1<0

Fy =6, —0(x) <0
Fy = 0(X) — 0,00 < 0

onde J é o trabalho virtual externo, F; é a equacao do principio dos trabalhos virtuais, F, é a
equacao modificada de Helmholtz (ver Eq. (3.8), F; é a restricao de volume, F, é a restricao
de continuidade (ver Eq. (3.29), F’5s e F¢ sao restricdes de caixa para a pseudo-densidade p
e F; e Fg sao restricdes de caixa para o angulo da fibra 6. Os valores de 6,,;, € 6,,,. variam
de acordo com o modelo utilizado. Na equacgéo F, as variaveis a e r sao definidas de acordo
com as Eqgs. (4.4) e (4.5)

_ 0(x) 4.4)
p(x) '
_ 14’ 0
r= [0 rp] (4.5)

4.2 Sensibilidades

Os gradientes da fungao objetivo e restricdes, também denominadas sensibilidades, nos
permitem avaliar como altera¢des nas variaveis de projeto interferem no comportamento
da estrutura. Além disto, as sensibilidades sdo necessarias para a implementacédo de
algoritmo de otimizac¢do de primeira e segunda ordem. Existem diferentes abordagens para
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a determinagdo das sensibilidades. Uma forma de obté-las é escrevendo o Lagrangiano do
problema, igualando sua variacao a zero e isolando os termos arbitrarios. O Lagrangiano
do problema expresso na Eq. (4.3) é dado por

L(u(80), p(p), 6.p) . 0(0), (p), 6. p) =
= J (u(66), 5(0). 6,p) .80, 5(P), 6., p) +
- i Fy (u(80), p(p). 6.p) . 8(6), p(p), 6. p) +
— LF> (00),5(p). 0, p) +
+ A3F3(p) + A4 F4(0) + AsFs(p)+
+ AF6(D) + 217 F7(0) + A3 Fs(6)

(4.6)

A variacao do Lagrangiano € representada por 6L (ver Eq. (4.7)), onde 6 é denominado
Operador Variacional.

oL (u(8(6), 5(9). 6.p) . 8(6). 5(p), 6,p) =
oL oL oL oL 0

_ L
= —o0u+ —00+ —0p+—00+—op|ldV=0
fv(au e T T e T ap p)

(4.7)

As variacdes d[-] sao por definicao arbitrarias e em funcao disto pode-se concluir a
partir da variagao ou que

oJ F
- 21— =0 4.8
ou 'ou 48)
A Eq. (4.8) é denominada Equagdo Adjunta, pois a partir dela é possivel determinar
o valor da variavel adjunta 1;. A arbitrariedade das variagdes 66 e §p, juntamente com a
Eq. (4.8), permite que as Egs. (4.9) e (4.10) sejam definidas

F F
O 000 (4.9)
00 00 00
oJ OF), oF,
== 1 =—==0 410
7 o T (4.10)
As Egs. (4.9) e (4.10) também sao equagdes adjuntas, pois por meio delas, é possivel
determinar o valor da variavel 1,. Por fim, a sensibilidade da fun¢édo objetivo J em relagao

as variaveis de projeto € determinada utilizando a arbitrariedade das varia¢des 66 e op e as
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equagoes Eqgs. (4.8) a (4.10) (ver Egs. (4.11) e (4.12))

aJ oF, oOF, _0F, _0F, _ OFy
-2 A -2 ) -
50 "9 "0 "M "8 M oe

(4.11)

F F F F F
A A T et R L WL P
op op op op op op

(4.12)

onde A, (k=1,...,7) devem respeitar as condi¢cdes de otimalidade, também conhecidas
como condigbes KKT (mais detalhes sobre as condigbes KKT podem ser encontrados em
(KUHN; TUCKER, 1951; ARORA, 2004; NOCEDAL; WRIGHT, 2006; BAZARAA; SHERALI;
SHETTY, 2013)). A abordagem apresentada nas Egs. (4.6) a (4.12) é chamada de Método
Adjunto, conhecido por ser eficiente em casos onde o niumero de variaveis de projeto é
maior que o numero de restri¢des.

As sensibilidades também podem ser determinadas a partir do problema na forma
discretizada, esta abordagem € mais comumente encontrada na literatura. A seguir, apresenta-se
uma revisao que demonstra como os autores (LAZAROV; SIGMUND, 2011; KIYONO; SILVA;
REDDY, 2017; SALAS et al., 2018) determinaram as sensibilidades da funcao objetivo J
em relacdo as variaveis de projeto de cada um dos modelos. (LAZAROV; SIGMUND, 2011)
calcula a sensibilidade da fungao obijetivo utilizando o método adjunto a partir do problema
discretizado. A derivada parcial da fungao objetivo em relagédo a variavel de projeto filtrada é
calculada por meio de

aJ TR 0
= —g, = _ N 5"y BT COBu™ g4 v ™
oa Z P fv p (4.13)

U

B=9VN (4.14)

onde V é o operador elastico linear, N é a matriz de funcdes de interpolacdo para o
problema linear elastico. A Eq. (B.2), apresentada no Apéndice B, pode ser escrita como
(LAZAROV; SIGMUND, 2011)

K ;a=Za (4.15)

pr=7Za (4.16)

, . . . ~ . T .
onde Z é uma matriz cujas linhas sdo composta pela integral fv(m) N dV ™ e possui
dimensdes mxn. m equivale ao numero de graus de liberdade no campo filtrado e n ao
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namero de células. A sensibilidade da variavel filtrada em relagao a variavel de projeto é
definida na Eq. (4.17) (LAZARQOV; SIGMUND, 2011).

—=7'K;' (4.17)

Por fim, a sensibilidade da funcéo objetivo em relacéo a variavel de projeto pode ser
escrita como (LAZAROV; SIGMUND, 2011)

oJ -
p Z'K,'s; (4.18)

(KIYONO; SILVA; REDDY, 2017) apresentam a sensibilidade da fungéo objetivo J em
relacdo ao angulo 6 no modelo OFDN como demonstrado na Eq. (4.19)

oJ . 0K |
30 —uag(m)u (4.19)

A sensibilidade para um problema de maximizagdo de rigidez em uma estrutura
considerando apenas uma variavel de projeto em regime linear é bem conhecido na literatura.
O desenvolvimento desta equacao pode ser visto em (BENDSQE; SIGMUND, 2003). Como
cada elemento na formulacdo do modelo OFDN possui uma variavel de projeto, a derivada
parcial da matriz K em relagéo a 6 presente do lado direito da equagéo Eq. (4.19) pode ser
determinada por elemento (ver Eq. (4.20)) (KIYONO; SILVA; REDDY, 2017)

IK™ 2 0C
e = fv BIBAV (4.20)

Partindo da definicdo do tensor constitutivo efetivo C, dado pela Eq. (3.9), pode-se
determinar a sua derivada parcial em relagao ao angulo ¢ de acordo com a Eq. (4.21)
(KIYONO; SILVA; REDDY, 2017)

a(_:e _ ¢ 6w,-
o™ L oo

G (4.21)

As derivadas parciais das fungdes de ponderacao w; e de distribuicdo normal w; em
relagdo a 6 sao demonstradas nas Egs. (4.22) e (4.23)

ow; 1 M O . Oy
= Wi — Wi
a0 e o\ oo a0
(ZZZI wk) k=1 =1

(4.22)
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_(@m-)’

om0 g
= - e
0Om pﬁ

Para o modelo MIAFIB, as sensibilidades da funcéo objetivo em relacao a variavel de
pseudo-orientagdo 6 sdo determinadas por meio da equagéo Eq. (4.24)

Ka (4.24)

A

aJ
— = —U—
00 00

O modelo MIAFIB, assim como o modelo OFDN, utiliza uma variavel de projeto por
elemento, portanto, a definicdo da derivada parcial da matriz de rigidez K pode seguir o
mesmo principio adotado na Eq. (4.20)

(m)
alf = f BTﬁB dvm (4.25)
OO Y (m) OO

A derivada do tensor constitutivo C em relagéo a pseudo-orientacédo 6 é definida na
Eq. (4.26)

C T! T
a_gza _ CRTR‘1+T‘1CR6AR‘1 (4.26)
90 L] 00

onde as derivadas da matriz de transformacéo T e da sua inversa T~! sdo definidas para
nas Egs. (4.27) e (4.28)

-5 s 0 0 0 2¢ |
s, =55 0 O 0 —-2c¢
oT 0 O 0 0 O 0
— =7 (4.27)
o0 0 0 0 —-s —c 0
0 0 0 ¢ -s 0
|—C2 Cy 0 0 -2 A\
-5, 55 0 0 0 =2¢
52 i\ 0 O 0 2C2
oT! 0 O 0 0 O 0
=7 (4.28)
00 0 0 0 -s ¢ 0
0 0 0 —c -s 0
| €2 —C 0 O 0 -2 $2 |
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e as matrizes de transformagéo para o caso de EPT sdo definidas nas Egs. (4.29) e (4.30)

>—S2 A\ 2C2 ]
OTepr
— =7 s -5 =—2c 4.29
(99 2 2 2 ( )
|~y ¢ =2
aT_l >—S2 ) -2 CQ—
EPT
— =7 s -5 2c 4.30
(99 2 2 2 ( )
| C —C) -2 S2_

onde as notagoes s, e ¢, representam o sin(26) e cos(26) respectivamente.

Neste trabalho, em fungéo da facilidade de implementagéao, as sensibilidades e equagdes
adjuntas sao determinadas por meio de um Algoritmo de Diferenciacdo Automaticaimplementado
na biblioteca libadjoint. Esta abordagem necessita da definicdo de um sistema de equacgdes
diferenciais parciais F(u;m) = 0 e um funcional de interesse J(u(m), m), em que, u é a
solucéo do sistema de equagdes e m € uma variavel de projeto ou controle. Por meio da
regra da cadeia, pode-se calcular a derivada do funcional J em relagéo a m (ver Eq. (4.31) )
(FUNKE, 2013)

aJ _9Jdu 90J (4.31)
dm OJudm Om
A derivada da solugéo u em relagao a variavel de projeto m pode ser obtida derivando-se

o sistema de equacdes diferenciais parciais (ver Eq. (4.32))

OF du  OF du  OF'OF

el el - - = 4.32

ou dm i om 0= dm ou Om ( )
Substituindo Eq. (4.32) em Eq. (4.31), obtém-se o gradiente do funcional com termos

que podem ser derivados explicitamente (ver Eq. (4.33)) (FUNKE, 2013)

dJ oF dJ
="

=y _ - 4.33
dm om - om ( )

onde A" é o vetor adjunto (ver Eq. (4.34)) e o asterisco representa o conjugado
transposto.

_JoF™!

= — 4.34
ou ou ( )
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O problema adjunto € entao definido como (FUNKE, 2013):

oF™ oJ
A=

4.35
ou ou ( )

A sensibilidade do funcional J € obtido determinando-se a solugdo da equagéo Eq. (4.34),
substituindo esta solugao na Eq. (4.33) e por fim, calculando seu valor (FUNKE, 2013).

O funcional de interesse e o sistema de equacdes diferenciais parciais no caso do
problema de otimizacao representado em Eq. (4.3) sdo a funcao objetivo J e as equacgdes
F; respectivamente. A solugao u equivale aos deslocamentos u e a variavel de projeto m
pode ser um vetor m que contempla a pseudo-densidade p e o0 angulo da fibra 6.
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5 IMPLEMENTACAO NUMERICA

O problema de OT apresentado no Capitulo 4 é resolvido por meio de um processo
iterativo que envolve a solugcdo da equacéao do principio dos trabalhos virtuais com uma
distribuicao inicial para as variaveis de projeto (ver Segao 2.4), a solucao da equacao
adjunta (ver Secéo 4.2), o calculo das sensibilidades da funcéo objetivo e das restricoes ver
(Secéao 4.2), a atualizagao das variaveis de projeto por meio de um algoritmo de otimizagao
e a verificacao do critério de parada.

O critério de parada pode ser um niumero maximo de iteragdes ou uma verificagao
na convergéncia do resultado de otimizacao por meio da comparacao de duas iteracoes
consecutivas. Essa verificagdo pode ser realizada por meio da norma entre duas iteracdes
consecutivas da variavel a (ver Eq. (4.4))

llax — a-ill <= tol (5.1)

onde tol pode variar de acordo com o problema resolvido. Geralmente fol < 1 - 10°.

Neste trabalho a implementacao é realizada por meio do software FEniCS, um software
livre que tem como principal caracteristica o fato de gerar automaticamente cédigos para
solucionar de forma eficiente equacdes diferenciais por meio do MEF. Este software utiliza
o compilador FFC para gerar codigos “Unified Form-Assembly Code” (UFC) em C++ a partir
de uma descricdo matematica de alto nivel UFL das equagdes diferenciais em sua forma
fraca (ver Fig. 5.1). Essas informagbes s&o utilizadas pela biblioteca DOLFIN, que funciona
como principal interface do FEniCS e serve também para combinar as funcionalidades dos
outros componentes (SKAVHAUG, 2016; LANGTANGEN; LOGG, 2017; SA, 2016).

UFL UFC

Figura 5.1 — Funcionamento do compilador FFC. Adaptado de (SKAVHAUG, 2016)

5.1 Implementacao do sistema adjunto

O codigo para implementagcéao do sistema adjunto pode ser determinado a partir da
equacao de estado de diferentes maneiras. A partir da equacao de estado em sua forma
continua, é possivel definir as equagdes adjuntas também em sua forma continua, o que
geralmente é feito por meio de diferenciacao simbdlica ou sem o auxilio de programas de
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computador. Apés este passo, pode-se discretizar estas equagdes para, por fim, realizar a
implementagcédo. Uma outra alternativa é utilizar ferramentas de diferenciagdo automatica
a partir da equacao de estado ja implementada. Um terceiro modo possivel, consiste em
obter a forma discreta da equacao de estado e, a partir dela, determinar as equagodes
adjuntas ja em sua forma discreta e apos isto, realizar sua implementacao. Isso € possivel
utilizando-se a biblioteca libadjoint, que permite a derivagéo e solugéao do sistema adjunto
de forma automatica. O libadjoint define a representagado simbdlica da equacao de estado
e, a partir disto, determina a representag¢ao simbdlica do sistema de equacgdes adjuntas. A
biblioteca Dolfin Adjoint realiza a interacao entre o DOLFIN e o libadjoint, interpretando o
modelo adjunto e traduzindo-o para a mesma linguagem de alto nivel da equacéao de estado
(FUNKE; FARRELL, 2013; SA, 2016).

Em funcéo da facilidade de implementacgao, é utilizado neste trabalho a sequéncia
destacada na Fig. 5.2, ou seja, utilizando o pacote UFL obtém-se a equagao de estado
discretizada, por meio da biblioteca libadjoint o sistema de equag¢des adjuntas € obtido, e
por fim, o cédigo adjunto é compilado por meio do pacote FFC (SA, 2016).

Equacdes de UFL Equagdes de FFC Cédigo da equagao

estado continuas estado discretas de estado
D!fereln-uagao Libadjoint
simbdlica

Equacdo adjuntas | UFL | Equacdo adjuntas | FFC Cédiao adiunto
continuas discretas 9 )
UFL FFC

Equagéo adjuntas FFC
discretas

Cédigo adjunto

FFC

Cédigo adjunto

Figura 5.2 — Diferentes modos para obtencao do codigo para implementacao do sistema de
equagdes adjuntas. Adaptado de (FUNKE, 2013; SA, 2016)

5.2 Meétodo do ponto interior

A fase seguinte do processo iterativo da OT consiste na atualizagdo das variaveis
de projeto, a qual deve ser realizada por meio de um algoritmo de otimizagao. Diversos
algoritmo de otimizagdo podem ser encontrados na literatura, entre os quais estao o Critério
de Otimalidade (TAYLOR; ROSSOW, 1977; SAVE et al., 1985; ROZVANY, 2012; ROZVANY,
2014), o Método das Assintotas Moveis (SVANBERG, 1987) e a Programacéo Linear
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Sequencial (GRIFFITH; STEWART, 1961; BUZBY, 1974; BODDINGTON; RANDALL, 1979).
No entanto, neste trabalho o algoritmo utilizado é o Método do Ponto Interior, também
conhecido como Método da Barreira. O método da barreira esta implementado no pacote
“Interior Point Optimizer” (IPOpt) que possui uma série de métodos para a obtengao de
um melhor desempenho, como por exemplo um filtro de busca em linha, além de facilitar
a implementacao, pois o pacote pode ser importado para o ambiente FEniCS onde seus
parametros podem ser controlados. No pacote IPOpt um método da barreira primal-dual é
utilizado para solucionar um problema de otimizagao nao linear formulado como

minir%izar f(x)
talque ci(x) =0 (5.2)

x>0

Para o problema definido em Eq. (5.2) a funcao de barreira mais utilizada é a Fungao
de Barreira Logaritmica (ver Eq. (5.3)) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006)

P(x) = Z log ci(x) (5.3)

O método da barreira determinada solugdes para uma sequéncia de problemas de
barreira definidos de acordo com Eq. (5.4) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006; ARORA, 2004;
WACHTER; BIEGLER, 2006).

minimizar  ¢,(x, 1) = f(x) — p P(x)
xeR (5.4)
talque c¢i(x)=0

onde ¢(x, u) é a combinac¢ado da fungéo objetivo e da fungéo de barreira logaritmica e u € o
parametro de barreira. O parametro u deve ser positivo e como pode ser visto na Eq. (5.4),
determina quéo importante € a fungcao P(x) no resultado de otimizagédo da funcéo ¢(x, u). O
algoritmo determina a solugéo para o problema Eq. (5.4) para um valor de u fixo. Apos isto,
o valor de u é reduzido e a solucao para o proximo problema de barreira é determinado a
partir da solugéo prévia. Maiores detalhes relacionados ao funcionamento do pacote IPOpt
podem ser encontrados em (WACHTER; BIEGLER, 2006).

5.3 Implementacédo da OT

A implementacao da OT consiste primeiramente em definir no ambiente FEnICS um
dominio fixo e as condi¢des de contorno. Depois disto, sdo fornecidos valores iniciais para
0 e p. Com essas informacdes, a equacao de estado é solucionada. Com os valores do
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deslocamento u determinados, o valor e as sensibilidades da fungéo objetivo sdo calculados.
A partir destes dados, uma nova configuracdo para 6 e p € definida no dominio por meio do
método da barreira implementado no pacote IPOpt. O critério de parada é avaliado para
determinar se o processo pode ser encerrado ou se é necessario iniciar uma nova iteragao.
Este processo € demonstrado no fluxograma exibido na Fig. 5.3

Definicéo do dominio
fixo e das condicoes de
contorno

N Distribuigéo inicial
deped

|

Solucéo do MEF

Verificacéo do nimero
de iteracoes

Atualizacao das
variaveis

r

sim

Otimizacao . 2
Avaliacéo da funcgéo

objetivo

Calculo das a
FEniCS
sensibilidades 0 n
O libadjoint
IPOpt
Distribuicao final 6 P

deped

Figura 5.3 — Fluxograma de implementacao de OT
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6 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados resultados obtidos para a maximizagao da rigidez em
uma estrutura composita reforcada com fibras. Na Secéo 6.1, séao apresentados resultados
para o modelo OFDN-m considerando somente a orientacao das fibras. Diferentes parametros
r sdo testados no filtro de Helmholtz para que seu efeito seja verificado no resultado final. A
restricdo de continuidade néo é utilizada nos exemplos desta segéao.

Na Secao 6.2 sdo apresentados resultados obtidos utilizando o modelo MIAFIB para
distribuicdo de material no dominio e orientacao das fibras. A restricdo de continuidade é
utilizada para garantir a continuidade e tratar o problema de acumulo de fibras.

6.1 Resultados de OT aplicada a orientacéo de fibras

Nesta secao sao apresentados resultados de otimizagao para compdsitos reforcados
com fibras considerando somente a orientagao das fibras. Sao realizadas otimizagcdes de
trés diferentes dominios. O material considerado em todos os exemplos da Secéo 6.1 é o
epoxy com fibras de vidro (KAW, 2005). Suas propriedades sao apresentadas na Tabela 6.1.
As regides representadas por blocos cinzas equivalem a areas totalmente fixadas, ou seja,
nas fronteiras do dominio em contato com blocos da cor cinza, a condi¢gdo de contorno de
Dirichlet € u = 0. As forgas aplicadas garantem que a simulagdo permanega no regime linear
elastico, obedecendo as hipbteses anteriormente adotadas. Nestas simulacgdes, utiliza-se
uma malha regular composta por elementos tetraédricos com interpolacao linear, tanto para
a determinacéo dos deslocamentos, quanto para a determinagao dos angulos das fibras
(ver Fig. 6.1 ). Para os dois primeiros exemplos (Se¢oes 6.1.1 e 6.1.2) as dimensdes dos
elementos sdo 5 mm x 5 mm x 5 mm, enquanto que para o terceiro resultado (Sec¢ao 6.1.3)
as dimensodes sdo 2.5 mm x 2.5 mm x 2.5 mm. Os angulos candidatos considerados sao
[-90, -78.75, -67.5, -56.25, -45, -33.75, -22.5, -11.25, 0, ... sim. , 90] medidos em graus e
apenas forcas de superficie sdo consideradas.

El[GPCl] Ez[GP(l] E3[GP(1] Glz[GPa] G31[GP(1] G23[GP(1] V12 Vi3 V23
38,6 8,27 8,27 4,14 4,14 2,58 0,26 0,26 0,60

Tabela 6.1 — Propriedades do material para resultados da Sec¢ao 6.1.
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’h

Figura 6.1 — Elementos tetraédricos com interpolacao linear.

6.1.1 Viga engastada

O primeiro exemplo numérico consiste em uma viga engastada com carga distribuida
F = 15kN/m?* aplicada em sua extremidade. Neste exemplo solucionado com o modelo
OFDN-m, o penalizador py vale inicialmente 20 e a cada dez iteragbes seu valor decresce
uma unidade até atingir o valor p, = 4. Enquanto py possuir valores entre 4 e 0.4, seu valor
diminui em 0.1 a cada duas iteragdes. Por fim, a cada duas itera¢gdes, o valor de p, diminui
0.05 até que seu valor atinja 0.3. O numero maximo de iteragdes € igual a 1000. A Fig. 6.2a
apresenta as dimensdes em mm e as condi¢cées de contorno. A Fig. 6.2b demonstra um
resultado em representacao tridimensional com fibras longas.

(2) Dominio da viga engastada. (b) Representagao de um resultado
tridimensional.

Figura 6.2 — Viga engastada.

Os resultados sao apresentados de forma semelhante aos resultados encontrados na
literatura, ou seja, uma fibra reta de pequeno comprimento é representada em cada né
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45° (Figs. 6.3b, 6.3d e 6.3f), para os

tros r do filtro de Helmholtz iguais a 5 mm, 15 mm e 30 mm.

0° (Figs. 6.3a,6.3c e 6.3e) e 0 =

A

parame

da malha de elementos finitos. A Fig. 6.8 demonstra os resultados com duas distribui¢cdes
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| notar
, porém, as

s

s

, € possive

alteracdes abruptas nas direcdes das fibras. As Figs. 6.3c e 6.3d apresentam um numero

(f) Resultado do modelo OFDN-m para 6y =45° e r
30mm

baixo onde esta é aplicada, para minimizar o deslocamento

s

,na area a
tre as Figs. 6.3a a 6.3f. Nas Figs. 6.3a e 6.3b pode-se observar 3 fileiras

de F = 15kN/m* obtida com o modelos OFDN-m.

O efeito do filtro de Helmholtz no resultado otimizado pode ser observado por meio da
comparagao en

Os resultados apresentados na Fig. 6.3 demonstram que as fibras se alinham a diregcao

da aplicacao da forca

30mm
Figura 6.3 — Orientagcao otimizada das fibras para uma viga engastada sujeita a uma carga

alinham de forma a impedir a flexdao da viga, o que fica mais evidente para os casos onde
centro do dominio (y ~ 50mm), onde as fibras possuem angulos préximos a —90° e 90°.

r = 5mm (ver Figs. 6.3a e 6.3b).
horizontais, que se iniciam do lado esquerdo e estdo localizadas aproximadamente no

naquela regiao maximizando assim a rigidez. Nas outras regiées do dominio, as fibras se
mudancas nas direcoes ao redor dessas fileiras sdo menos abruptas se comparadas aos

maior de fileiras horizontais com angulos préximos aos candidatos —90° e 90°

Ao redor dessas 4 fileiras e em algumas regides no interior das mesmas

(e) Resultado do modelo OFDN-m para 6y = 0° e r
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dois resultados obtidos utilizando r = 5mm (ver Figs. 6.3a e 6.3b). Considerando r = 30mm
(ver Figs. 6.3e e 6.3f) obtém-se um resultado onde as alteragdes nas direcdes das fibras
ocorrem de forma suave se comparadas aos resultados anteriores (ver Figs. 6.3a a 6.3d).

A Fig. 6.4 demonstra a convergéncia da fungéo objetivo durante o processo de otimizagao.
Observa-se que, apesar de um r maior garantir uma melhor continuidade nas fibras, o
aumento deste parametro também implica em um aumento no valor da func¢ao objetivo
e, em alguns casos, em uma pior estabilidade na convergéncia. Como pode ser visto na
Tabela 6.2, 0 menor valor de fungéo objetivo € obtido quando r = 5mm e o chute inicial
utilizado é 6, = 0°. Para o mesmo valor de parametro r e chute inicial 6, = 45°, o valor obtido
€ 0,07% maior. Ja para quando o parametro r = 15 mm considerando o a distribui¢ao inicial
de 6, = 0°, o valor da funcao objetivo é 1, 7% que o melhor resultado obtido, enquanto que
parar = 15mm e 6, = 45°, o resultado € 1, 8% maior. Os resultados para quando r = 30 mm
apresentam os maiores valores de fungédo objetivo, sendo o resultado para distribuicao
inicial de 6y = 45° 4, 6% maior e para a distribuicao inicial de 6, = 0°, 5,0% maior.

0000 1 —_—r=5mm-fy=0°
r=15mm-f; =0°
— r=30mm-fy =0°
45000 1 —_— r =5 mm - ;= 45°
—— r =15 mm - fly = 45°
—— r =30 mm - fly = 45°
40000 1

35000 A

Funcdo objetivo

30000 1

25000 1

20000 A

T T
] 200 400 G0 800 1000
IteracGes

Figura 6.4 — Convergéncia da funcao objetivo para a otimizacao da viga engastada.

Como pode ser observado nos resultados apresentados na Fig. 6.3, as diregdes
das fibras sdo similares as dire¢cées de maior tensdo principal deste mesmo dominio
considerando um material isotrépico. Gea e Luo (2004) propde um método para prever as
direcOes otimizadas das orientagdes de fibras baseadas nas dire¢des principais de tensao
e deformagéao. O resultado apresentado a seguir, € obtido considerando como distribui¢ao
inicial as direcdes de maior tensao principal de um material isotrépico, ocupando o0 mesmo
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Tabela 6.2 — Valor final da funcéo objetivo para viga engastada.

rlmm] 6y[°] Funcgéo objetivo [N mm]

5 0
5 45
15 0
15 45
30 45
30 0

20,891
20,906
21,244
21,263
21,851
21,929

dominio apresentado na Fig. 6.2a. Essa distribuicao inicial € apresentada na Fig. 6.5a e o
resultado obtido pode ser observado na Fig. 6.5b.
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(a) Diregdes principais considerando um material

isotropico.

(b) Resultado para r = 15mm

Figura 6.5 — Otimizacao para distribuicédo inicial nas dire¢cdes de maior tensao principal para

um material isotropico.

A Fig. 6.6 demonstra a convergéncia para trés diferentes distribuicdes iniciais e r =

15 mm. Para este exemplo, a distribui¢do inicial de 45° inicia com o valor mais distante

do otimizado, enquanto a distribuicdo nas direcbes principais € a que inicia mais proxima

ao valor otimizado. Porém, os resultados otimizados obtidos sdo muito proximos como

demonstra a Tabela 6.3, onde verifica-se que o valor de funcéo objetivo para 6, = 45° &

s

apenas 0,09% maior que o menor valor obtido (quando 6, = 0°) e que para o chute nas

direcdes de maior tensdo principal € apenas 0, 19% maior.

Tabela 6.3 — Comparagao entre distribuigdes iniciais.

rlmm] 6o[°] Funcao objetivo [N mm]
15 0 21,244
15 45 21,263
15 Direcao de maior tenséo principal 21,285

6.1.2 Viga simplesmente apoiada

No segundo exemplo é realizada a otimizagao na direcao das fibras em uma viga
simplesmente apoiada onde uma forca de F = 200kN/m? é aplicada. As condicbes de
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50000 A — =15 mm -ty =0°
r=15mm - fiy = 45°

r = 15 mm - fiy = Direcdes de maior tensdo principal

45000 A

40000

35000 -

Funcdo objetivo

30000 1

25000

R . g
20000 4—,

0 200 400 600 800 1000
Iteracées

Figura 6.6 — Convergéncias das fungdes objetivo considerando r = 15 mm

contorno consideradas sdo apresentadas na Fig. 6.7a enquanto que, na Fig. 6.7b h&
a representacédo de um resultado tridimensional com fibras longas. As propriedades do
material, angulos candidatos, numero de iteragdes e esquemas de continuagao sao 0s
mesmo utilizados na Segéo 6.1.1.

T = 200N e

u(x)=

(a) Dominio da viga simplesmente apoiada. (b) Resultado tridimensional.

Figura 6.7 — Viga simplesmente apoiada.

Por meio dos resultados apresentados nas Figs. 6.8a a 6.8c, observa-se novamente a
tendéncia do alinhamento das fibras com a forga aplicada e com os apoio da viga. Esse
alinhamento faz com que o deslocamento seja 0 menor possivel, uma vez que o valor do
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(c) Resultado do modelo OFDN-m com r = 30mm

As Figs. 6.8a a 6.8c representam os resultados obtidos por meio do modelo OFDN-m

modulo de Young é maior na diregao E, (dire¢ao das fibras), maximizando assim, a rigidez
e analisando-as, pode-se novamente avaliar o efeito da mudanca do parametro r do filtro
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da estrutura.

de Helmholtz no resultado otimizado. Com r

posicionadas verticalmente nos locais onde a viga esta apoiada (extremidades direita e
maior valor, que se estende até o local de aplicacao da forga. Algumas mudancgas bruscas

esquerda da parte inferior). Partindo dessas extremidades, forma-se um caminho similar ao
formato de uma asa, onde as fibras tem angulos proximos aos candidatos com menor e
similar a uma asa. Quando r = 15mm (ver Fig. 6.8b), um padrao similar ao apresentado
ou iguais a —78.75° e 90° ocupam uma regidao maior do dominio. Mudangas abruptas na

no resultado anterior (ver Fig. 6.8a) é observado

nas direcoes das fibras ocorrem na regi

direcdo das fibras sdo observadas, novamente

algumas partes do caminho similar ao formato de asa. O resultado obtido para r = 30mm

tado na Fig. 6.8c

s

€ apresen

tigadas.

mudancas de diregao abruptas proximas a aplicagao da forca e no padrao em forma de asa
sdo mi

fibras com &ngulos iguais aos candidatos de valor m
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(a) Resultado do modelo OFDN-m com r = Smm

200kN /m?* obtida com o modelo OFDN-m

Figura 6.8 — Orientagao otimizada das fibras para uma viga apoiada sujeita a uma carga de
F

As convergéncias da fungao objetivo para a viga simplesmente apoiada sao apresentadas
na Fig. 6.9. A estabilidade na convergéncia foi alcancada apenas para o exemplo onde
r = 5 mm, onde novamente obteve-se o menor valor para fungdo objetivo (ver Tabela 6.4). O

valor da funcéo objetivo na ultima iteragao para r = 15mm (ver Fig. 6.8b) é 10,0% maior que
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o valor obtido para r = Smm (Fig. 6.8a). Para o caso onde r = 30mm (ver Fig. 6.8c), o valor
da funcao objetivo na ultima iteracao € 27, 5% maior.

r=5mm-fy =0°
r=15mm- fiy =0°
r=30 mm- f; =0°

28000 A

26000 A

24000 1 w‘_ - e

22000 1

Funcdo objetivo

20000 A

.|

18000 ; . : , :
] 200 400 G0 800 1000
IteracGes

Figura 6.9 — Convergéncia da fungcao objetivo para a otimizacdo da viga simplesmente
apoiada.

Tabela 6.4 — Valor final da fung&o objetivo para viga bi-apoiada.

rlmm] 6y[°] Fungéo objetivo [N mm]

5 0 18,696
15 0 20,573
30 0 23,842

6.1.3 Placa com forga fora do plano

O terceiro e ultimo exemplo consiste em uma placa fixada nas quatro extremidades
com uma forga de F = 300kN/m?* aplicada fora do plano. As propriedades do material,
esquemas de continuagao, numero de iteragcoes e angulos candidatos sao os mesmos
utilizados na Secéo 6.1.1. Na Fig. 6.10 sdo apresentados o dominio, condigdes de contorno
e um resultado tridimensional com fibras longas.

A Fig. 6.11 demonstra os resultados onde os valores utilizados para r s&o novamente

Smm, 15mm e 30mm.
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F = 700kN/m?

7

(a) Dominio da placa fixa. (b) Representagéo de um resultado
tridimensional.

Figura 6.10 — Placa fixa com forga fora do plano.

Para este exemplo, ndo existe a possibilidade das fibras ficarem alinhas com a direcao
de aplicagdo da forca, ja que a carga é aplicada fora do plano e as orientacbes sao
customizadas no plano. Porém, as fibras formam novamente a orientacao que proporciona
o menor deslocamento, tornando a estrutura mais rigida.

Observando os resultados, percebe-se na Fig. 6.11a a presenca de uma circunferéncia
central com descontinuidades em seu interior. Porém, com o aumento do parametro r, as
descontinuidades diminuem, como pode ser visto em Figs. 6.11b e 6.11c. O resultado para
r = 15mm (ver Fig. 6.11b) apresenta algumas mudancgas abruptas na direcao das fibras,
principalmente ao redor do padrao, agora eliptico, presente no interior do dominio. Quando
r = 30mm percebe-se que as mudancgas abruptas nas direcées das fibras sdo mitigadas.

A convergéncia da fungao objetivo € apresentada na Fig. 6.12. A convergéncia nao
alcancou a estabilidade para os exemplos onde r = 15mm e r = 30mm €, assim como
nos exemplos anteriores, o menor valor da funcao objetivo é obtido a partir do menor
valor de r. Em comparacao com o valor da ultima iteracdo considerada quando r = Smm
(Fig. 6.11a), o resultado para r = 15mm (Fig. 6.11b) é aproximadamente 1,70% maior.
Quando comparados os valores obtidos para r = 30mm (Fig. 6.11c) com a ultima iteragao
do resultado com r = 5mm (Fig. 6.11a), tem-se um valor 4,97% maior.

Tabela 6.5 — Valor final da funcéo objetivo para Placa com forga fora do plano.

rlmm] 6y[°] Fungéo objetivo [N mm]
5 0 20,891
15 0 21,244
30 0 21,929
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(c) Resultado do modelo OFDN-m com r = 30mm

-~

Figura 6.11 — Orientagdo otimizada das fibras para uma placa sujeita a uma carga de
F = 300kN/m?* fora do plano.

6.2 Resultados de OT aplicada simultaneamente a distribuicéo
de material e orientacao de fibras

Os resultados onde a orientagéo das fibras € determinada simultaneamente a distribuicao
de material no dominio sdo obtidos utilizando-se o modelo MIAFIB. Trés exemplos numéricos
sao apresentados, sendo o primeiro uma viga em balan¢o com carga aplicada na extremidade
(Secao 6.2.1), o segundo, um exemplo de viga “MBB (Messerschmitt-Bolkow-Blohm)”
(Secéao 6.2.2) e o ultimo, uma estrutura “L’ (Secéo 6.2.3). A fracao de volume para todos os
exemplos € V = 0.6 e o material considerado € o epoxy reforcado com fibra de vidro (ver
(KAW, 2005)). As propriedades do material e parametros para os modelos MIAFIB e SIMP
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r=5mm-fl; =0°
r=15mm- fiy =0°

26000 - .
26000 r=30 mm- o = 0°
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24000 1

Funcio objetivo

23000 A

22000 1

21000 A
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Figura 6.12 — Convergéncia da funcao objetivo para a otimizagao da placa com forga fora
do plano.

sao apresentados na Tabela 6.6

Propriedades do material | MIAFIB | SIMP
E\[GPa] E;[GPal GplGPal vy | G o P P | P Pa
38,6 8,27 4,14 0,26 | -89/180 90/180 2 17 | 1 6

Tabela 6.6 — Propriedades do material e parametros dos modelos de material Secéo 6.2.

A malha de MEF utilizada nestas simulacdes € regular e composta por elementos
triangulares com interpolacéo linear de dimensoes 2, Smm x 2, 5mm. Os mesmos elementos
sdo utilizados para a determinagéo dos deslocamentos, pseudo-orientacdo e pseudo-densidades
(ver Fig. 6.13)

6.2.1 Viga em balanco

O primeiro exemplo solucionado é apresentado na Fig. 6.14. A regido hachurada
representa a condicao de contorno de Dirichlet, as linhas verdes representam a distribuicao
inicial de fibras (6, = 0°) e a regiéo cinza representa a distribuicdo inicial de material (o = 0, 6).
Para este exemplo, o valor dos parametros do filtro de Helmholtz é 10 para as duas variaveis
de projeto. A funcao objetivo é avaliada 1000 vezes, porém, a restricdo de continuidade (ver
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Figura 6.13 — Elementos triangulares com interpolacgao linear.

Secao 3.6.3 e Eq. (4.3)) € levada em conta a partir da iteragao iz, = 800, onde ndo ha
grande presenca de cinza na distribuicdo de material.

u(x)=0 g 1O¥
esp.=1 T 10 mm

Filtro
r,[mm] 7, [mm]

10 10

100

300

Figura 6.14 — Dominio da viga em balanco.

Como apresentado na Tabela 6.6, o penalizador p; do modelo MIAFIB varia entre pj: =2
e p} = 17 e a continuagéo a ele aplicada é baseada na Eq. (6.1).

iMIAFIB

max

MIAFIB _
p? — p} +1

S5p

(6.1)

onde s)/"**'% representa o nimero de iteragées em que cada p; é utilizado até que as

iteragbes atinjam um valor previamente definido igual a i®/A7/8_Neste exemplo, iM/AF15 = 800,

max max

portanto, o valor de p; que inicialmente € igual a 2, aumenta em uma unidade a cada 50
iteracoes até atingir o valor de 17.

Para o modelo SIMP, é recomendado que se inicie com p™ = 1 e que o valor de p
aumente lentamente até que atinja um valor previamente definido igual p™** (BENDSJE;
SIGMUND, 2003), portanto, a continuacao para o penalizador p € definida de acordo com a
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Eq. (6.2)

Pis1 = pi+ Ap
pmax _ pim'

p: 1SIMP
Lnax -1

(6.2)

7 . . .SIMP 7 . . . 7
onde Ap é o incremento para o penalizador p e i, ", o qual & previamente definido, € o

numero de iteragdes necessarias para que o valor de p varie entre o valor inicial e o valor
méaximo. Para este exemplo, i5/M7 = 800.

max

A Fig. 6.15 representa o resultado obtido onde uma fibra reta de pequeno comprimento é
representada em cada né a malha de elementos finitos, na iteragédo 800, onde a restricéo de

continuidade ainda n&o foi considerada. A legenda com escala de cinza a direita, representa
os valores do campo de pseudo-densidades (p).

1.00
.50
.80
.70
.80
.50
CA0

— 0,30
—0.20
o

C.00

Figura 6.15 — Orientagao de fibras e distribuicdo de material otimizadas para a viga em
balanco.

O resultado apresentado na Fig. 6.15 deve ser interpretado considerando fibras longas,
e para isso, um pos-processamento € realizado no software de visualizacao de dados
ParaView. A interpretacédo do resultado apresentado na Fig. 6.15 é realizada utilizando-se
um filtro denominado Stream Tracer, o qual gera linhas de corrente a partir de campos
vetoriais (para maiores detalhes sobre o filtro Stream Tracer, ver (AYACHIT, 2015)). Uma
possivel interpretacdo do resultado para o exemplo da viga em balanco (Fig. 6.15) é
apresentada na Fig. 6.16

Pode-se observar na Fig. 6.16 que as mudancgas nas diregoes das fibras, sao consideravelmente
suaves, no entanto, ha acumulo de fibras em certas regides do dominio. Para mitigar
o problema de acumulo de fibras, a partir da iteracdo 800, considera-se a restricdo
de continuidade (Eq. (3.29)) com as condi¢gdes de contorno para o modelo de Borrvall
apresentadas na Fig. 6.17. O valor de 8 é determinado em fungao da area do dominio,
sendo %> = —Z—. A velocidade entra do lado esquerdo do dominio com um perfil linear

180area,,m

e valor v, = [0.01 0]"mm/s e do lado direito é definida a pressdo p = 0. Nas fronteiras
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Figura 6.16 — Interpretagao do resultado para a viga em balango.

superior e inferior do dominio sdo impostas as condigoes de nao escorregamento (v, = 0).
Os parametros para o modelo de Borrvall considerados sao a = 50, @ = 0, ; = 1 N/mm - s,
g = 0.1 e p, = p. O elemento finito para velocidade v, é o triangular com interpolacao
quadratica e para pressao p utiliza-se o elemento triangular com interpolacao linear (ver
Fig. 6.17).

0.017 mm
I?I — - —

v = 0

Figura 6.17 — Condicbes de contorno para o modelo de Borrvall no problema da viga em
balanco.

As Figs. 6.18a e 6.18b demonstram o resultado da otimizacao para a viga em balanco
considerando a restricdo de continuidade e o campo de velocidades obtido no modelo
de Borrvall na ultima iteragédo respectivamente. Uma comparagao entre as velocidades e
as fibras é apresentada na Fig. 6.18c, onde pode-se observar que para a maior parte do
dominio, os angulos das fibras sdo muito préximos aos vetores de velocidade, com exceg¢ao
a duas regides, proximas a fronteiras no centro do dominio. Em fung¢éo da similaridade do
campo de velocidades com angulo das fibras, opta-se por realizar o pés-processamento nas
velocidades, por estas apresentarem uma melhor continuidade. Uma possivel interpretagao
para o resultado obtido utilizando a restrigao de continuidade é apresentada na Fig. 6.18d.

Percebe-se por meio da Fig. 6.18d que o resultado obtido utilizando a restricao de
continuidade apresenta mudangas suaves na diregao das fibras. Comparando as Figs. 6.16
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e 6.18d, pode-se concluir que apos a aplicagao da restricao de continuidade, o problema de
acumulo de fibras foi mitigado.

6.2.2 Viga MBB

O segundo exemplo € o de uma viga MBB e é apresentado na Fig. 6.19. O dominio
completo da viga é apresentado na Fig. 6.19a onde novamente as linhas verdes representam
a distribuicao inicial para as fibras (6, = 0°) e o cinza representa a distribuigao inicial da
pseudo-densidade (p = 0, 6). Para a solucao deste exemplo, utiliza-se metade do dominio
com as condi¢cdes de contorno apresentadas na Fig. 6.19b. Os parametros do filtro de
Helmholtz s&o r; = 20mm e r, = 30mm. Assim como na Segéo 6.2.1, a funcdo objetivo é
avaliada 1000 vezes e a restricao de continuidade passa a ser considerada na iteragao 800.

O resultado obtido apds 800 iteragdes, sem considerar a restricdo de continuidade, é
apresentado na Fig. 6.20. A Fig. 6.20a representa o resultado obtido, com fibras de pequeno
comprimento em cada né da malha de elementos finitos e a Fig. 6.20b € uma possivel
interpretagéo do resultado obtido.

Por meio da representacao de fibras longas apresentada na Fig. 6.20b pode-se observar
mudancas abruptas na dire¢ao das fibras em uma regiao do dominio proxima a aplicagao
da forca. Além disso, nota-se um evidente acumulo de fibras em determinadas areas.

A restricao de continuidade é utilizada a partir da iteragdo 800 para tratar as questoes
de mudanga de dire¢cdes e acumulo de fibras com as condi¢gées de contorno e elementos
apresentados na Fig. 6.21 e os mesmos parametros utilizados na Se¢éo 6.2.1.

O resultado obtido considerando a restrigdo de continuidade, com uma fibra pequena
em cada n6 da malha de elementos finitos, € apresentado na Fig. 6.22a. J4 o campo de
velocidades obtido no modelo de Borrvall é apresentado na Fig. 6.22b e a comparagao
entre essas velocidades e o0 angulo das fibras é apresentada da Fig. 6.22c. Observa-se
na Fig. 6.22c que as fibras apresentam a mesma direcao que o campo de velocidades em
praticamente todo o dominio, com excecao das fronteiras onde sao impostas as condicoes
de nao-escorregamento. Isto ocorre em razao da restricdo de continuidade sempre estar
sendo respeitada nessas fronteiras, independentemente do valor de 6 (ver Eq. (3.29)). Uma
possivel interpretacao para o resultado da viga MBB ¢ apresentada na Fig. 6.22d, onde
novamente, em fungéo da similaridade entre fibras e velocidades e pela melhor continuidade,
o pds-processamento foi realizado no campo de velocidades. E possivel verificar que o
caminho formado pelas fibras possui mudancas de direcbes mais suaves se comparadas
com as apresentadas na Fig. 6.20b e que o problema de acumulo das fibras pdde ser
tratado.
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(a) Resultado otimizado com restrigao de continuidade.

Velocidade

l 0.0 000
(b) Campo de velocidades.

3 5e-07
l 302

— 25a2

=]

7

Lo+
Velocidade

152

(c) Comparacao entre velocidades e fibras.

(d) Interpretagao do resultado.

Figura 6.18 — Resultado para a viga em balango com restricao de continuidade.
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(a) Dominio completo para a viga MBB. (b) Meio dominio para a viga MBB.

Figura 6.19 — Dominio da viga MBB
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(a) Orientacdo de fibras e distribuicdo de material (b) Interpretagao do resultado para a viga MBB
otimizadas para a viga MBB

Figura 6.20 — Resultado para a viga MBB

v=20

‘{}.{H mm
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0 s 25x25

25x 25

v=20

Figura 6.21 — Condigbes de contorno para o modelo de Borrvall no problema da viga MBB.

6.2.3 Estrutura em “I”

O ultimo exemplo é de um estrutura “L” apresentada na Sec¢ao 6.2.3. A distribuicao
inicial de pseudo-densidades considerada, assim nos exemplos anteriores (Secodes 6.2.1
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I 20e-02

ek

Velocidade

(a) Resultado otimizado com restricdo de (b) Campo de velocidades
continuidade.

Velocidade

(c) Comparacgéao entre velocidades e fibras. (d) Interpretagéo do resultado com restricao de
continuidade.

Figura 6.22 — Resultado para a viga MBB com restricao de continuidade.

e6.2.2), é (p = 0,6). Ja a distribui¢éo inicial de fibras é feita de forma randémica, para evitar
minimos locais que ocorrem quando considera-se 6, = 0° ou 6, = 90°. Os parametros para
o filtro de Helmholtz utilizados sdo 1 - 10~ e 1 para r, e r, respectivamente.

Nos exemplos anterigres (Segdes 6.2.2 € 6.2.3), a distribuicdo de pseudo-densidades
(0) na iteragdo 800 apresentam pouca presenga de cinza, porém, para o problema da
estrutura em “L”, é necessario acrescentar uma regularizagao a funcao objetivo em virtude
da grande presenga de regides cinzas no dominio. Para este problema a funcao objetivo
passa a ser definida de acordo com a Eq. (6.3)

J=W.u +w, fp (1 =p)dV (6.3)
%

onde w, € um peso para a regularizacao, o qual é determinado baseado-se no trabalho de
Salas (2017) (ver Eq. (6.4))

. J;
Wy = max (w"”" min (w,,i_ 15 w’,"‘”)) (6.4)

ro
i-1
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1-107° 1

200

Figura 6.23 — Dominio da estrutura "L"

Na Eq. (6.4), i representa a iteragado atual e w™" e w"** sdo os valores minimo e maximo
para w, respectivamente. Inicialmente, o peso da regularizagédo é w,, = 1 - 1072. Os valores
de w™" e w* sao definidos de acordo com a Eq. (6.5)

min 0, 8 W0 sei< iBorrvall
w =
"
" C .
1-10 Wro S€ I 2 1Borryail
(6.5)
" ..
max 1-10 W0 S€ 1 < IBorrvail
Wit =

3 ..
1-10 Wro S€ 1 2 1gorrvail

Para obter uma distribuicao de material satisfatoria, € necessario utilizar uma continuagao

onde MIAFIB g jSIMP o345 ambos iguais a 600, que é também a iteragdo onde a restrigéo de

max max

continuidade comeca a ser considerada. Neste exemplo, a fungéo objetivo é avaliada 800
vezes.

Sao apresentados na Fig. 6.24 o resultado obtido apds 600 iteragdes, com uma
orientagcédo de fibras em cada né da malha de elementos finitos (ver Fig. 6.24a) e uma
possivel interpretacdo para este resultado (ver Fig. 6.24b).

Pode-se verificar por meio da interpretacado demonstrada na Fig. 6.24b a existéncia
de mudancgas abruptas nas direcdes e acumulo das fibras em determinadas regides do
dominio. Para tratar estes problemas, a restricdo de continuidade € utilizada considerando
0S mesmos parametros utilizados anteriormente (ver Secdes 6.2.1 € 6.2.2) e as condigbes
de contorno apresentadas na Fig. 6.25.
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(a) Orientacao de fibra e distribuicido de material (b) Interpretacdo do resultado para a estrutura em "L".
otimizadas para a estrutura em "L".

Figura 6.24 — Resultado para a estrutura em “L.

] e

v=20

Figura 6.25 — Condig6es de contorno para o modelo de Borrvall no problema da estrutura
llLll

O resultado para a estrutura “L”” considerando a restricao de continuidade é apresentado
na Fig. 6.26a, onde uma orientacado de fibra é apresentada em cada né da malha de
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elementos finitos € 0 campo de velocidades obtido por meio do modelo de Borrvall é
apresentado na Fig. 6.26a. Ja a Fig. 6.26c demonstra uma comparacao entre o angulo
das fibras e as velocidades, onde € possivel observar que na maior parte do dominio,
ambos possuem diregdes similares, com excecdes nas fronteiras onde as condigées de néo
escorregamento para o modelo de Borrvall sdo impostas e em duas regides no interior do
dominio (ver detalhes ampliados na Fig. 6.26¢). Uma possivel interpretagao para o resultado
da estrutura “L’ é apresentada na Fig. 6.26d, onde, assim como no exemplos anteriores (ver
Secobes 6.2.1 e 6.2.2), o campo de velocidades obtido € pds-processado para representar
as fibras longas. Novamente, observa-se a diminuicdo das mudancas abruptas na direcao

das fibras e do acumulo de fibras.

Velocidade

(a) Resultado otimizado com restricdo de (b) Campo de velocidades.
continuidade.

1.0e-2

P2

— B3

e

Velocidade

[ Xefmt)
a2
4003

A0e-3

FAR=S
102
QL4000

(c) Comparagao entre velocidades e fibras. (d) Interpretagéo do resultado com restrigdo de
continuidade.

Figura 6.26 — Resultado para a estrutura “L” com restricao de continuidade.
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6.2.4 Convergéncias das funcdes objetivo

Na Fig. 6.27 sdo apresentadas em um mesmo grafico as convergéncias das fun¢des
objetivo dos trés exemplos da Sec¢ao 6.2. As convergéncias para os problema da viga em
balanco e da viga MBB (ver Sec¢des 6.2.1 e 6.2.2) apresentam comportamentos similares.
Pode-se observar para estes dois exemplos, um aumento no valor da fun¢ao objetivo na
iteracdo 800, onde a restricdo de continuidade comeca a ser considerada. Para ambos os
casos, mesmo apds 1000 iteracdes, nao ha estabilidade na convergéncia, no entanto, uma
comparacao entre os valores das fungdes objetivo na iteracdo 800 com a média das ultimas
100 iteracOes é realizada. Para o caso da viga em balancgo, a fungao objetivo na iteragao
800 é de 2,7804 e para as ultimas iteracdes este valor passa a ser 2,8418 + 0, 19, o que
representa um aumento médio de 2,21%. Ja no caso da viga MBB, este aumento € de
13,1% (0,0711 na iteracdo 800 e 0,0805 + 0,004 nas ultima iteracdes).

A convergéncia para o problema da estrutura em “L” apresentou valores de fungao
objetivo negativos (ver Fig. 6.28) e, em alguns casos (iteragdes 76, 173, 325, 409 e 451),
iguais a NaN (Not a Number), porém, as iteragbes onde estes casos ocorreram foram
omitidos na Fig. 6.27, por esse motivo, 0 aumento no valor da fungao objetivo ocorre antes
da iteracédo 600 e a curva termina antes da iteragdo 800. Pode-se observar que para este
exemplo, houve estabilidade na convergéncia, no entanto, em funcao do aumento do peso
da regularizacao ap0s a iteracao 600 (ver Egs. (6.4) e (6.5)) e da presenca de cinza (ver
Eq. (6.3) e Fig. 6.26), o valor da func¢ao objetivo aumenta 4762 vezes se comparado aos
valores da iteracdo antes de considerar a restricao de continuidade.



Capitulo 6. Resultados

92

Funcao objetivo

Figura 6.28

104 §
103 4
102 4

10! 4

Funcéo objetivo

10° 4

1071 5

10-2 E

—— Cantiléver
1 — MBB
i —— Estrutura em "L"

0 200

400 600 800
Iteracoes

1000

Figura 6.27 — Convergéncias das fungdes objetivo.

0
-10° -
-10* -
—102 -
—103 -
—-10%
—105 -
—10° -
-107 1
—108 -
-10°
—1010 4
_1011 -
_1012 ]
—1013 -

00080 00 o9Q

:
\
z
h )

250 300

350 400 450 500
lteracdes

— Iteragcbes com valores de fungao objetivo negativos no exemplo da estrutura

"L"



93

7 CONCLUSOES

Utilizando a OT, foram realizados projetos de estruturas compaositas reforcadas com
fibras considerando um modelo onde angulos candidatos sao definidos a priori (OFDN-m)
e um modelo onde o angulo das fibras é considerado diretamente como uma variavel de
projeto (MIAFIB).

Duas abordagens foram consideradas. Primeiramente, apenas a distribuicdo das fibras
foi considerada e em uma segunda abordagem, a distribuicdo otimizada de material
no dominio foi realizada simultaneamente a determinacao otimizada na orientacdo das
fibras. Os resultados obtidos onde sé a distribuicao da fibra é considerada mostraram-se
condizentes com resultados de problemas similares encontrados na literatura (ver Se¢des 6.1.1
e 6.1.3 e (KIYONO; SILVA; REDDY, 2017)).

O filtro proposto por (LAZAROV; SIGMUND, 2011), que utiliza uma equacéao de Helmholtz
modificada, provou ser uma possivel abordagem para tratar a descontinuidade das fibras.
Com o aumento do valor do parametro r consegue-se uma melhor continuidade nas fibras,
ou seja, mudancas bruscas nas dire¢oes das fibras, que podem causar problemas como
concentracéo de tenséo, sdo mitigadas.

A restricao de continuidade baseada no modelo de Borrvall garantiu a continuidade das
fibras e mitigou o problema de acumulo das mesmas, provendo resultados mais viaveis
para a manufatura.

A suavizagao na continuidade das fibras, em geral, provoca um aumento no valor final
da fungéo objetivo. A imposicao da continuidade, realizada por meio do filtro de Helmholtz e
por meio da restricdo de continuidade, diminui o0 espaco de solugéo, tornando as solugdes
mais restritas.

A implementagéo realizada no ambiente FEniCS combinado com o pacote Dolfin-Adjoint,
mostrou-se uma abordagem eficaz para a solucdo do problema de direcionamento das
fibras e o método do ponto interior, implementado no IPOpt, provou-se eficiente para os
problemas de otimizag¢do solucionados no Capitulo 6.

7.1 Atividades futuras

Os resultados deste trabalho foram obtidos utilizando elementos sélidos e planos. Como
trabalho futuro, pretende-se realizar otimizacdes utilizando elementos de placas e cascas,
para que a otimizagéo seja realizada em compdsitos com multiplas camadas, onde outras
restricoes de manufatura, além da restricdo de continuidade, serdo consideradas.
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Neste trabalho as hipoteses de pequenos deslocamentos, deformacdes e rotacdes
foram adotadas e em razao disto, foi possivel utilizar uma equacgéo constitutiva linear. Como
extensdo deste trabalho, pretende-se utilizar a equacgéo constitutiva proposta por Bonet e
Burton (1998), que possibilita a modelagem de materiais ortotrdpicos considerando grandes
deformacdes.
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APENDICE A — IMPLEMENTACAO DO
MEF PARA PROBLEMAS ESTRUTURAIS

Para a aproximar a solugdo da equacéao Eq. (2.33) utilizando o MEF, é assumida a
hipétese de que o sélido apresentado na Fig. 2.4 pode ser aproximado como um conjunto
de elementos finitos discretos interconectados nos nés. Os deslocamentos para cada no a
do elemento m sao determinados por meio do produto de uma matriz de interpolagao dos
deslocamentos H” por um vetor de deslocamentos em coordenadas globais 1 (ver Eq. (A.1))
(BATHE, 2006)

u”(x,y,2) = H"(x,y,2) @ (A1)

A aproximacao das deformacgdes para um elemento m € definida por meio do produto
da matriz B, que relaciona deformagao e deslocamento, pelo vetor i (ver Eq. (A.2)) (BATHE,
2006)

e™(x,y,2) = B"(x,y,2) 0 (A.2)

Os deslocamentos e deformacdes virtuais, du e de respectivamente, sao definidos de
forma anéloga (ver Egs. (A.3) e (A.4))

su(x,y,z) = H™(x,y,7) 6t (A.3)

6e™(x,y,2) = B"(x,y,2) 6t (A.4)

A solugao aproximada para o principio dos trabalhos virtuais pode ser obtida substituindo
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as Egs. (A.1) a (A.4) em Eq. (2.33) (ver Eq. (A.5)) (BATHE, 2006).

AT T ~mypm) gy 7m | & _
st Zm:fme CmBMgy )u—

st Z

m

+oi’ |y g)H<m>Tfo'<m>ds<m>]+ (A-9)

m f

_ enT ()T 1 71/(m)
st Zn:fv<m>B oldVv )+

+ 6ﬁT (rc)

V(m)

g™ §Bom 4 V(m)] "

Os vetores de deslocamentos nodais 1 e deslocamentos virtuais nodais 6t nao dependem
do elemento m e portanto podem ser tirados da somatéria. De acordo com o PTV, os
deslocamentos virtuais nodais 6t sao arbitrarios, portanto, pode-se escrever a Eq. (A.6) (BATHE,
2006)

Ki = f (A.6)

Na Eq. (A.6), K é a matriz de rigidez (ver Eq. (A.7) ) e f é o vetor de for¢cas onde estéao
incluidos os efeitos das forcas de volume, forcas superficiais, tensdes iniciais e cargas
concentradas (ver Egs. (A.8) a (A.11) ) (BATHE, 2006)

K = B™  cmBm gy
; fv B (A7)

f=rg+rs—r;+rg¢ (A.8)

— (m) gB(m) (m)
rB_Zf;WH f="dv (A.9)

rg = Z w H(m)Tfo(m)ds(m) (A1 O)
m '

— (mT I g\/(m)
= va(m)B oldv (A.11)
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APENDICE B — IMPLEMENTACAO DO
FILTRO DE HELMHOLTZ

Para implementar o filtro de Helmholtz, considera-se que a densidade em cada elemento
€ aproximada por meio da Eq. (B.1) (LAZAROV; SIGMUND, 2011)

Zm — NmZm (B.1)

onde a é o vetor de variaveis de projetos nodais genéricas. Considerando que a funcao de
teste v € igual a matriz de interpolagdo H™ e substituindo Eq. (B.1) em Eq. (3.8) tem-se um
sistema de equacoes lineares para os valores de a que pode ser solucionado utilizando-se
o MEF (ver Egs. (B.2) a (B.4))

Kf ﬁ = pf (B2)

Kr= Z fv ( )(ﬁ UNCTYN 4 NN gy o (B.3)

_ mT (m)
pr = Z fv(m) N"" adV (B.4)



