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ABSTRACT

Contour maps are extremely useful in the solution of en-
gineering problems and some areas of applications are:survey,
minerals and petroleum exploration, study of magnetic fields,

metereology and others.

The computer has been used for drawing automatically such
maps and there are already several programs developed with

this purpose.

We have selected as starting point of our study, a method
with proved qualities, developed by Hiroshi Akima, entitled:
"A method of bivariate interpolation and smooth surface fitt-

ing for irregularly distributed data points".

Our contribution to the work of Akima consists in reduc-
ing the computing time, improving the visual aspect of the map
and in adapting the system to the use in microcomputers, with

the consequent reduction of the cost of map's production.

Since Akima's program does not provide any routine for
drawing maps, we further implement one for such purpose and

this is another contribution of this thesis.
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RESUMO

As curvas de nivel sdao extremamente uteis na solugao dos
problemas da engenharia e algumas areas de aplicagdo sao: to-
pografia, exploragao de minérios e petrdleo, estudo de campos

magnéticos, meteorologia e outros.

Tem-se recorrido ao auxilio do computador para desenhar
automaticamente esse tipo de mapas e sao muitos oS programas

desenvolvidos com essa finalidade.

Escolhemos como ponto de partida de nosso estudo um me-
todo, de comprovadas qualidades, desenvolvido por Hiroshi
Akima: "A method of bivariate interpolation and smooth surfa-

ce fitting for irregularly distributed data points'.

A nossa contribuicao a esse trabalho consiste na redugao
do tempo de computacao, na melhoria da qualidade do desenho e
na adaptacao do sistema para uso em microcomputadores, com a

consequente reducao do custo da producao de mapas.

Como o programa de Akima nao fornece rotinas de desenho,
nos implementamos uma com esse proposito e esta & uma outra

contribuicao desta tese.



I PARTE: INTRODUCAO GERAL
1. INTRODUGAO

1.1. APLICACOES DAS CURVAS
DE 1SOVALOR

Neste trabalho fazemos clversas referencias as curvas

de nivel aplicadas ao caso da topografia. No entanto,o méto-
do ndo se prende a um tipo concreto de aplicacao, podendo ser
utilizado no mapeamento de qualquer funcao de duas variaveis,
ou seja, para qualquer funcdo z caracterizada por valores as-
sociados a pontos definidos por duas outras variaveis (coor-
denadas x e y). As duas Unicas restrigOes inerentes ao pro-
cesso sao, que essas duas variaveis devem ser medidas sobre ei-
X0s ortogonais, e que a cada ponto deve corresponder um a-

nico valor de z.
Como exemplos de aplicagao podemos citar, entre outros:

— curvas de igual distribuicdo de minérios (ouro, prata,
etc. )

— curvas de igual Indice pluviométrico

— curvas de igual campo magnético

— curvas de igual potencial energético em reagSes quimi-
cas

— curvas de nivel subterraneas indicando a profundidade

de jazidas de carvao, minerais, petrdleo, etc.



Como

curvas de isomorentos ou isotensoes no calculo e es-
tudo de estruturas de concreto.

curvas de igual potencial do coracao humano

curvas de igual pressao barométrica

curvas de igual distribuigao de 1luz

curvas de nivel do fundo do mar e de rios

etc.

exemplo ilustrativo apresentamos as figuras 1.2, 1.3 e

1.4, todas elas desenhadas por computador conectado com equipa-

mento grafico.

4 z=£(x,y)
y
=,
| z
T ™ 2 B
z -7
P Pl
-~
X X
P

Figura 1.1 - A cota z do terreno, como uma fungao
da posicao geografica x,y.



J Figura 1.2 -Media anual de
precipitacao atmosférica.
Desenho feito ror computa
= cov, através do programa
Surface II.

2@8.50

85.50 95 .40 85.30

Figura 1.3 - Intensidade do campo magnetico. Desenho feito por
computador, teaimbem através do Surface II
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Figura 1.4 - Diagrama de Newton do potencial energeético

da reacao entre Kr e CH, para formar KrCH,.

1.2. 0S PROBLEMAS DA ENGENHARIA E SUA SOLUGAO

ATRAVES DE MAPAS TOPOGRAFICOS

A grande maioria dos problemas da engenharia requer a cons-
trugdo previa de um mapa topografico que represente adequada-
mente a superficie do terreno, e que se constitui assim num
ponto de apoio fundamental para o projeto € execugdo das o-

bras.

Dentro da engenharia civil, por exemplo, temos 0S casos
da construcdo de edificios, estradas, tineis, pontes, aeropor-
tos, hidrovias, barragens, bacias de inundacdo, tracados de
redes de comunicacoes, dutos de agua, esgoto, 6leo, loteamen-
tos, projetos de urbanismo, etc. Qualquer obra assenta-se so-

bre um terreno, cujas caracteristicas devem ser conhecidas.

Cada problema especifico exige um tipo de mapa e cdlcu-



los também especificos. Assim, podemos relacionar os seguin-

tes problemas:

— criagao de uma planta topografica

— determinacao da diferenca de cota entre pontos

— analise de inclinagoes de taludes

— calculo de areas e volumes

— construcao de perfis e secgles transversais

— criagao de uma rede de pontos cotados

— problemas de intervisibilidade e intersecc¢dao de linhas
com a superficie do terreno

— construgao de perspectivas tridimensionais.

A construcao de uma planta topografica pode solucionar, di-
reta ou indiretamente a maior parte desses problemas: mas nem
sempre ela € necessaria ou fornece a precisao desejada. Em di-
versos casos pode ser preferivel construir diretamente outro
tipo de mapa (perfis, secgOes ou pontos cotados) mais adequa-

dos e mais praticos para a fungdo especifica que se deseja.

1.3. REPRESENTA(}E\O DO RELEVO TOPOGRAFICO

O objetivo da representagao do relevo topografico & re-
gistrar e permitir a visualizagao da forma do terreno, e ao
mesmo tempo fornecer os dados numéricos necessarios para a so-
lucao dos problemas da engenharia: distdncias,e principalmen-

.te cotas de pontos desejados, com a precisao suficiente.

Descrevemos a seguir treés maneiras principais de fornecer

esses dados: pontos cotados, perfis e curvas de nivel. Outros



modos, nao descritos aqui sao, por exemplo, hachuras,sombrea-

dos, e perspectivas.

Os pontos cotados (Figura 1.5) sao assinalados apenas em

pontos tipicos, criteriosamente escolhidos. Convencionalmente

Figura 1.5 - Pontos cotados.

faz-se a separacgao da parte decimal do valor da cota com a
propria representacao do ponto. A precisdo do processo & boa,
mas a visualizacdo do relevo & minima. A representagdo por pon-
tos cotados € utilizada isoladamente ou como complemento de
outros mapas. Sao indispensaveis quando se requer precisdo no
valor das cotas (centimetro ou milimetro), coisa que ndo se
consegue representar com outros tipos de mapa. Sao muito uti-

lizados nos projetos de canalizagoes de agua, esgoto, etc.

Os perfis representam cortes verticais do terreno ao lon-

go de uma linha (Figura 1.6).
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Figura 1.6 —Perfil do eixo de uma rua.



A escala vertical é escolhida maior que a horizontal para

acentuar o revelo: Ev =2 a 10 E,.

O desenho & feito em papel milimetrado para facilidade, e
¢ convencional o uso de cores: para linhas, o preto represen-
ta o terreno e o vermelho os perfis do projeto; para as agua-
das, o amarelo representa areas de corte e o vermelho areas em

aterro.

As curvas de nivel ou linhas de cota constante constituenm

a representacao mais comum do relevo topografico.

Correspondem a intersecgao do terreno com planos horizon=+
tais convenientemente espacados. Para ser mals rigorosos deve-

mos falar na interseccdo com superficies equipotenciais. Nessa

formulacao uma imagem classica, cfr. Raiz(1969), € representa-

da pelas diferentes linhas costeiras que se formariam se o mar
subisse com intervalos de cota constante.

BB Ny Ay R s

Figura 1.7 - Curva de nivel, gradiente, espacamento.



Nos desenhos utilizam-se cotas inteiras com espacamento
conveniente e constante. O espagamento vertical (e) & a dife-
renca de cota entre duas curvas consecutivas. O espacamento horizontal
(d) diminui com o crescimento da declividade do terreno: nas mor

tanhas as curvas estao mais proximas, e nos vales mais afastadas.

Matematicamente a curva de nivel corresponde & 1linha de
z constante ou derivada dz/ds nula. A declividade pixima,cor-
respondente ao gradiente, € normal a curva no ponto, e € dada
por tgi=e/d (conforme Figura 1.7). As dguas (rios, chuvas)

escoam perpendicularmente as curvas de nivel.

A escolha da eqiiidistancia depende da escala utilizada pa-
ra o mapa, da importancia do desenho e da precisdao do levan-

tamento.

Ha plantas de irrigacdo com espacamento de 25 cm, e ma-
pas com curvas de 100 em 100 metros. Os valores usuais (Ta-

bela 1.1) costumam ser definidos em funcdo da escala.

TABELA 1.1 - Valores usuais do espagamento em
funcao da escala

Ese. I: e Esg. 1% e
500 0,5 m 50.000 25 m
1.000 1,0 100.000 50
2.000 2.0 200.000 100
2.500 2,5 250.000 100
5.000 5,0 500.000 200
10.000 10,0 1.000.000 200
25.000 10,0 10.000.000 500

DADOS HISTORICOS - Em tempos hitGricos, em que os mapas eranm



simbolicos, o relevo era representado por ilustracdes: dese-

nhos esquematicos sem preocupacao quantitativa.

Com os tempos modernos — navegacoes maritimas, mapas por-
tulanos, projecao sobre a esfera, trabalhos de Mercator — os
mapas passaram a ter preocupacao pela precisido numérica e gra-
fica. Em planta os trabalhos desenvolveram-se rapidamente che-
gando-se a boas solugoes. 0O desenvolvimento quantitativo do

relevo demorou mais tempo.

As noticias mais remotas que se tém sobre as curvas de
nivel atingem o engenheiro holandes N. Cruquius (1728 ou 1730)
que as empregou pela primeira vez para representar o fundo do
rio Merwede, para o estudo de sua navegabilidade. Em 1737 Fi-
lipe Buache (1700-1773), gedgrafo franc&s, empregou as curvas
de nivel para indicar as diferentes profundidades do canal da
Mancha. Mas passaram-se ainda muitos anos antes de que fossem
empregadas nos mapas terrestres. O primeiro mapa importante
com curvas de nivel € o da Franca, por Dupain-Triel (1791).
Nos mapas militares de precisdao (seculo XIX), empregaram-se
curvas de nivel, mas s0 nos originais: nas reprodugSes eram o-
mitidas ou parcialmente suprimidas para evitar confusdes pois
sO se utilizavam os tons branco e preto. Com a invengao da li-
tografia, o Servigo Geografico Militar da Inglaterra confec-
cionou mapas com curvas sombreadas em tons de cinza e, antes
de completar a tiragem, utilizou-se a impressdo a cores, recém
aperfeicoada. Em 1878 adotou-se, pelo Servico Geoldgico dos
Estados Unidos, o sistema em uso atualmente de representar as

curvas de nivel em sépia (terra-siena), os rios em azul, e oOs
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detalhes relativos a culturas e edificacBes em preto.

1.4 A CONSTRUQAO DE MAPAS PELO PROCESSO

TOPOGRAFICO CLASSICO

Essa claboragao pode ser dividida em trés etapas. A pri-
meira ¢ constituida pelo levantamento: o trabalho de campo em
que se obtém os dados. A segunda consiste nos calculos: trata-
mento e transformagao adequada dos dados para que fornecam os
elementos desejados. A terceira € o desenho ou representacao

grafica do terreno.

Os mapas constituem um modelo iconografico (do grego, i-
cone = imagem), uma abstracio e simplificacao da realidade. Na
verdade, a superficie da terra € um '"continuum" tridimensio-
nal, e o que se pretende & representar a elevacao z do ter-
reno acima de uma cota-base arbitraria ou, de preferéncia,re-
ferida ao nivel do mar. Essa altitude z pode ser assimilada
a uma fungao cujo valor depende da posicao geografica defini-

da por coordenadas x, y com origem Xos Y arbitraria.

Nessa concepcao, a planta topografica € constituida pela
projecao ortogonal em x, y das linhas de z constante. Trata-
se pois de uma representacdao dis¢reta de uma superficie con-
tinua. Os detalhes e informacoes contidas entre duas curvas
de nivel sao perdidas, podendo ser aproximadamente recupera-
das atraves de interpolacoes que serido mais ou menos confiaveis
em funcao da qualidade do mapa. Essa qualidade do mapa e sua
fidelidade ao terreno estido diretamente relacionadas coma es-

cala, o espacamento vertical, a pratica do desenhista, etc.



1.4.1. LEVANTAMENTO DE DADOS

Como a superficie do terreno €& constituida por infinitos
pontos, impoem-se uma escolha de valores discretos, que sejam

representativos e permitam uma representacao confiavel.

Os criterios que norteiam essa escolha devem secr tecni-
cos e economicos, procurando conciliar o pouco dispendio (re-
duzido numero de pontos) com a qualidade do mapa (mais pontos,

fidelidade ao terreno).

Dessa forma, os pontos levantados na topografia nao sao
amostras escolhidas ao acaso. Ha uma nitida preferéncia por
pontos notaveis: pontos mais altos (picos), mudancas de decli-
ve, linha de cumeada ou de vale , linha d'agua, etc.O profis-
sional de campo costuma escolher os pontos de tal forma que u-
ma interpolacdao linear na direcao do gradiente seja uma apro-

ximacao razoavel.

A distribuicao espacial dos pontos também nao é aleato-
ria pois os métodos de levantamento procuram cobrir toda a re-
giao com uma distribuigdo relativamente uniforme dos pontos so-
bre a superficie a ser mapeada. As estacoes da poligonal sao

Gleba ¢ flevantar

poligonal
principal

poligonal
Secundorg

Figura 1.8 -~Esquema da poligonal e a cobertura do terreno.
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cuidadosamente escolhidas, bem como os pontos detalhes, de

forma a nao deixar regiﬁés com baixa densidade de pontos.
1.4.2. CALCULOS

Os valores obtidos em campo constituem os dados brutos que
geralmente nao sdo utilizados diretamente. Os angulos deven
ser convertidos em azimutes verdadeiros e as distancias devem
ser reduzidas a sua projecao horizontal. As coordenadas pola-

res sao transformadas em retangulares.

Os dados sao levantados de forma a permitir um controle
de sua qualidade: a poligonal € fechada e portanto pode-se cal-
cular o erro angular, que deve ser inferior a um valor pré-fi-
xado; as distancias permitem o calculo das coordenadas das es-
tacoes e a determinacao de um erro de fechamento linear que

também deve estar dentro de padroes admissiveis.

0 volume de calculos, tendo em conta também o numero de
pontos, € consideravel e as calculadoras, de bolso, de mesa,

ou microcomputadores, prestam auxilio inestimavel.

Terminados os calculos dispoe-se das coordenadas (x, y e

z) dos pontos.
1.4.3. TRACADO DAS CURVAS DE NTVEL

Dispondo-se das coordenadas dos pontos pode-se passar a
fase de desenho, com o auxilio do coordenatografo,escalas,com-
passo, transferidor, etc.

Inicialmente, escolhida a escala de acordo com a finali-



dade, determina-se o tamanho do papel (AO,AI,...) e desenha-se
uma quadricula, com espacamento uniforme, geralmente de 5 ou
10 cm. Demarcados os pontos com suas cotas, procede-se a in-
terpolacao dos pontos de cota inteira. Para isso tomam-se pa-
res de pontos proximos e definem-se as posigoes de cota intei-
ra ao longo da reta que os une (conforme esquema da FiguralJ9).
A interpolagao, quase sempre linear, pode ser feita atraves de
calculos, abacos ou expedientes empiricos que dao resultados

aceitaveis.

Figura 1.9 - Construgao das curvas
de nivel,

Procura-se entao visualizar as curvas mestras (95,100,

etc.) ¢ delinea-las no desenho, paradepois completar com as demais

A uniao estrita dos pontos interpolados produz um dese-
nho muito anguloso, mecanico. Impde-se uma suavizacido e por

1sso retocam-se as curvas de modo a torna-las coerentes com a

conformacao geral do terreno.
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Essa suavizacgao permite diminuir as angulosidades.De cer-
ta forma € arbitraria e depende da pericia e da pratica do de-

senhista.

O desenho assim realizado, em que nao se apagam as CoOns-

trucoes auxiliares, constitui o original cartao.

A partir dele sao tiradas as copias em vegetal ou base
plastica (cronaflex). O tracado a tinta & feito com um tira-li-
nhas movel. Deve-se ressaltar as curvas mestras, que sao re-
forcadas em sua espessura e levam (e sO elas) a indicacao da

cota. Na Figura 1.9 sao as de cota 95 e 100.

Pode-se tirar a seguir copias heliograficas, que normal-

mente sao as utilizadas para projetos e medigoes sobre plan-

ta.

As curvas de nivel, quando bem tracadas, apresentam har-
monia de conjunto e permitem por si mesmas visualizar a forma

do terreno.

Convem notar também que as curvas de nivel nio se cru-
zam nem se interrompem; nao se tangenciam a si mesmas;ndo for-
mam-espirais; cortam as linhas d'agua ortogonalmente, formam
curvas fechadas em torno de elevacoes e tendem ao paralelismo

com as linhas de vales.

Para o estudo teorico das curvas de nivel pode ser util
a consulta a algum manual classico: Jordan (1944),Carvalho Xe-
rez (1947), Kissam (1947), Davis §. Foot § Kely (1942) ou
Breed (1966).



1.4.4, INOVACOES RECENTES

Como observacgao final, conviria falar de um dos progres-
sos recentes da topografia, a digitalizacao de dados e a au-
tomacao dos calculos. Tendo em vista a enorme quantidade de da-
dos envolvida em problemas de mapeamento, torna-se bastante com-
pensador estudar as interfaces do sistema a fim de otimizar as
operacdes de transferencia de dados e conseqientemente minimi-
zar também os possiveis erros na transmissao de valores de um

subsistema a outro.

Dessa forma, foram desenvolvidos aparelhos registradorespa-
ra facilitar a tarefa de digitalizagao de pontos, durante o
proprio levantamento no campo. Dispensa-se assim a caderneta

de campo, com suas trabalhosas anotagoes por colunas.

Como exemplo desses aparelhos temos o Reg-Elta 14, o EOT
2.000, o Aga-Geodat 120, etc. Esses aparelhos permitem o re-
gistro automatico e/ou manual de todos os dados necessarios:
angulos horizontais e verticais, distancias inclinadas ou ho-
:ontaié, diferenca de cota, c6digo dos pontos, etc. Trabalham
tanto com fita perfurada (plastificada para resistir &as in-
terpéries) como com pequenas fitas magnéticas. O tamanho €
bastante comodo (dimensdes de um deles: 9 ><.1?' x3 cm; 0,6 Kg)
e a capacidade de memoria atende plenamente as necessidades
(32 K bytes podendo ser ampliada indefinidamente através da
transferencia dos dados para fitas magnéticas, cor grande ca-

~acicdace, no proprio campo.

A digitalizagao dos pontos sob essa forma permite a trans-
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feréncia direta dos valores registrados em campo para os com-

putadores de calculo, poupando a fase intermediaria de trans-

ferencia manual, escrita ou digitada, dos dados no escritorio.

Umn dos inconvenientes das fitas ai.uaimente em uso € que
sO servem para o tipo de calculadora para o qual foram planejadas e a
transferencia das informacoes para outro meio,disquete por e-
xemplo, ainda & muito dispendiosa. Com o tempo se preve uma maior fle-

xibilidade de uso, e versatilidace de intercomunicacgoes.

A automacao dos calculos topograficos caminha paralela-
mente ao desenvolvimento dos instrumentos de calculo. As cal-
culadoras mecanicas foram substituidas pelas eletronicas: com
4 operacoes; fungdes trigonométricasy programaveis. O porte
destas Gltimas, tanto em memoria como em rapidez,também cres-
ceu muito. Atualmente muitas firmas dispoe de microcomputado-

res, de diversos tipos, para esse servicgo.

Os programas-prontos,disponiveis ou desenvolvidos pelas
firmas, sao inumeros e alguns sao oferecidos mna compra de um

micro.



2. A CONSTRUGAO DE MAPAS COM O AUXILIO DO
| COMPUTADOR

Mas além de realizar mais rapidamente os calculos numé-
ricos tradicionais, o computador pode prestar outro tipo de
auxilio 'a topografia. Atendendo a esta etapa inicial, permite
a criacdo de pontos adicionais, a geracdo de curvas de nivel
(seqliencia de pontos fornecidos por suas coordenadas), a re-
presentacao tridimensional do terreno em videos (telas), de-
senhos perspectivos, comando de mesas automaticas de desenho e,
principalmente, a criagao de um modelo digital do terreno,que
¢ a base para a soluc¢ao numérica de uma série de problemas da

engenharia.

2.1. 0 MODELO DIGITAL DO TERRENO E 0S

CRITERIOS DE CLASSIFICAGAO

Para a representacao em computadores, € util encarar o
problema sob o angulo de um modelo digital do terreno: este &
constituido, por exemplo, por um conjunto de pontos significa-
tivos do terreno, armazenados através do registro das trés co-
ordenadas x, y e z. Pode ser representado também por superfi-

cies matematicas ou ainda de outras maneiras, como Veremos.

Un dos modos de classificar os modelos baseia-se em suas
procedéncias. Por exemplo: pontos fornecidos pela topografia

classica, pela aerofotogrametria, por uma mesa digitalizadora,
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Outra forma de classificar os modelos baseia-se na dis-
tribuicao espacial dos pontos fornecidos. Podemos ter uma dis-
tribuicao regular (malhas retangulares, quadradas, triangula-
res, hexagonais) ou uma distribuigao irregular (aleatoria,uni-

formemente distribuida,ou ainda concentrada em regioes).

Quanto éo modo de representar os valores fornecidos po-
demos ter uma interpolacao, quando o modelo interpola os va-
lores intermedidrios respeitando exatamente os valores forne-
cidos; ou entao uma aproximagao, quando os valores fornecidos
s0 sao respeitados aproximadamente, como € o caso dos métodos

de minimos quadrados.

Com relagao a abrangencia e extensao,os métodos podem ser
de carater local, quando o calculo do valor da cota de um
ponto so0 depende dos dados situados numa certa vizinhanca; ou

global, quando todos os dados influem no calculo dessa cota.

No entanto, parece-nos preferivel dividir os modelos di-
gitais de acordo com o modo especifico de representar o ter-
reno, isto €, de acordo com o modelo matemdtico empregado. Des-
sa forma sugerimos a divisao em dois grandes grupos, que se-

cundariamente englobariam as divisGes ja apresentadas.

O primeiro desses grupos € aquele que trabalha fundamen-
talmente com equagOes matematicas, definindo uma superficie
continua para representar o terreno. As equagOes matematicas
podem ser globais, aplicaveis a toda a area a ser mapeada; ou
locais, quando se subdivide o terreno em varias parcelas. As

fungoes escolhidas podem ser polinomios, series de Fourier,



funcoes splines, etc.

O segundo grupo € o que trabalha com uma rede de pontos,
representando o terreno através de valores discretos em pon-
tos que podem estar distribuidos de forma ordenada ou de for-
ma aleatoria. Utilizam-se com maior freqliencia as redes qua-
dradas, criadas artificialmente, e as redes triangulares apoia-
das nos pontos fornecidos. Alguns desses modelos utilizam,num segun-
do estagio, uma funcdo interpoladora, valida em cada quadrado

ou triangulo.

Existem diversos trabalhos que estudam os diferentes mo-
delos digitais. Podem ser consultados com proveito, trés de-
les que ddo uma visdo geral de todos os métodos: Schumaker

(1976), Barnhill (1977) e Sabin (1980).

A seguir apresentamos uma breve descricdo de alguns des-

ses metodos.

2.2. MODELOS QUE UTILIZAM SUPERFICIES

(EQUAGOES ANALTTICAS)

A esséncia destes métodos consiste em aproximar a super-
ficie do terreno por uma fungao continua z =z(x,y), que pro-

- - = o
cura representar o melhor possivel a superficie em questao.

Teoricamente, seria possivel adaptar uma equacao anali-
tica que passasse por todos os pontos fornecidos,por exemplo,
um polindémio de grau adequado. No entanto, na maioria dos ca-
50s essa equacao teria um grau muito elevado e seria de difi-

'cil manuseio, mesmo com a utilizacao de computadores. Além dis-
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so, a pratica mostra que nesses casos a superficie, nas areas
entre os dados, fica comprimida e apresenta uma configuracao
completamente insatisfatoria quando comparada com o aspecto

real.

Computacionalmente € necessario diminuir o grau do poli-
nomio para reduzir o tempo de processamento, sem que no entan-
to isso prejudique a representacdo da superficie. Escolhem-se,
portanto, formas matemdticas que, sem serem demasiadamente com-

plexas, se adaptem relativamente bem aos pontos fornecidos.

0s valores da funcdao nos pontos conhecidos nao serao exa-
tamente respeitados: substituindo-se as coordenadas de cada
ponto nas equacGes matematicas encontra-se um valor de 2z li-
geiramente diferente. Comparando-se esse valor com o real ob-
serva-se um desvio. Através de técnicas de miInimos quadrados
consegue-se determinar os coeficientes da equagao que melhor
representa o terreno, isto €, que torna minima a soma dos des-

vios quadraticos.

As superficies matematicas, principalmente se forem com-
pactas, possibilitam o calculo da cota de qualquer ponto,bas-
tando para isso introduzir as coordenadas desse ponto na ex-
pressdao matematica representativa da superficie: dispensa-se
qualquer tipo de interpolagdo. A determinacao das curvas de ni-
vel pode ser feita facilmente empregando um método de dois es-
tagios. Em primeiro lugar determina-se a cota nos nos de uma
malha quadrada e a seguir utiliza-se uma rotina para a inter-

_— -
nolacao das curvas de nivel.

0 cdlculo de perfis e secgdOes transversais também se faz
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de modo semelhante, bastando calcular o valor da fungao em pon-

tos discretos sobre as linhas desejadas.

Pensando matematicamente, seria facil obter curvas de ni-
vel através de um processo de interseccdo de superficies: a
linha de encontro da superficie do terreno (equagdo matemati-
ca) com planos horizontais sucessivos da origem as curvas de
nivel: a interseccdo com planos verticais da origem a secgoes

transversais ou a perfis.

Na pratica esse processo torna-se pouco viavel, devido.&
complexidade matemdtica da superficie global. Normalmente ela
¢ de um grau relativamente alto e bivariada em x e y e, por-
tanto, ndo se consegue uma representacdo explicita em funcdo
de uma das variaveis. Isso implica em um processo iterativo
para determinar as linhas de cota inteira, e portanto, grande

tempo de computagdo.

Ha sempre um comprometimento no grau do polinomio utili-
zado: quando se quer uma alta fidelidade o grau € muito ele-
vado, de dificil computacao e com tendéncia a formar "enruga-
mentos'" irreais nas regices entre os pontos amostrados; quan-
do o grau do polindmio € pequeno, ele nao representa com su-
ficiente detalhe a superficie em questdo. Os proprios valores
fornecidos nao sao totalmente respeitados, resultando um des-
vio algumas vezes inaceitavel. Além disso ha a tendéncia ao
arredondamento e suavizacao das formas, distorcendo o aspecto
real. Esse efeito pode ser apreciado na Figufa 2.1, que cor-

responde ao seguinte polinomio:

- 2 2 = . 43 3 2 2
2 C1+C2X+C3}’+C4X +C5y +C6}u}’+{,73{ +C8}r' +C9X y+C10Xy
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Figura 2.1 ~Efeito de arredondamento e suavizacao
das formas em um mapa topografico, u-
tilizando um polinomio de terceiro grau
como superficie de tendencia.

Saliente-se mais uma vez que quando o grau do polindmio
¢ muito grande, o volume de cﬁlculos(antmmx)dccomputagao) e
consideravel, ja que costuma crescer proporcionalmente ao qua-
drado do numero de pontos amostrados. Por outro lado, a pre-
cisao do processo tende a decair, ja que a estimativa atraves
dos minimos quadrados exige a solucgdo de um sistema de equa-
coes de ordem elevada, com inversao de matrizes e outros cal-

culos que acarretam perda de precisao.

Esse tipo de método costuma ser encontrado sob o titulo
"Trend surface analysis'" ou 'Least square surface'. Em portu-
gués utilizam-se expressoes como '"superficies de tendéncia' ou
"superficies de minimo quadrado'. Pode-se consultar por exem-

plo: Davis (1973), Diniz (1982), IBM (1965j e Davis e i¥c Culla

[ (1978
2.2.1. SUPERFICIES GLOBAIS

Quando possivel, a representacao de superficies atraveés
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de uma expressao matematica & claramente desejdvel. A prefe-
rencia tem recaido sobre a utilizagdo de um polinémio,uma se-
rie de Fourier ou uma funcao spline; superficies que passamos

a analisar.
a) Polinomios

O teorema da aproximagdao de Wicrstrass estabelece que
qualquer superficie continua pode ser aproximada com um peque-
no erro arbitrario e, através de um polinémio de grau sufici-
entemente alto. Esse polindmio, somado com o erro €, represen-
ta exatamente a cota em cada ponto. Poderia assumir,por exem-

plo, uma expressao do seguinte tipo:

Z = ag+a;xX +a2y‘+a3x2 +a4xy'+a5y2-+aﬁx3 *oaus +Ee

Os coeficientes do polinomio em questdo devem ser deter-
minados através das técnicas de minimos quadrados. O grau do
polindmio pode ser escolhido de forma a manter o valor de €

abaixo de um maximo pré-fixado para cada caso.

Tendo em conta que qualquer levantamento trabalha com um
numero finito de pontos, seria possivel escolher um polinomio
de grau tal que a superficie passasse atraves de todos os pon-
tos, tornando nulos os desvios. Como ja foi apontado, esse pro-
cedimento torna-se impraticavel computacionalmente, e impde-

sé necessariamente a escolha de um polinémio de grau inferior.
b) Séries de Fourier

Outro modo de representar superficies nasceu por inspi-
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racao da propria ondulacio do terreno: séries de senos e cos-

senos, desenvolvidas por Fourier e que podem assumir uma for-

mulacdo como a que apresentamos a seguir para representar a

altitude z do terreno.
KC LC r . f v
2= 1 f cejjcos| Bl cos [2HX) o
wbo b 1] M N
1=0 j=0
KC LS5 : (o s
*® ¥ ) €3::€08 EE&X sen 21X *
. ; ij M N
i=0 j=0 ~ :
KS LC o .
¥ 2 ) SC;.sen g%%z)cos 21£x) *
i=0 j=0 1 ~
KS LS o :
L X ssi.sen[é%%ZJsen[zﬁgx]
i=0 j=o *J
onde:
M = comprimento de onda fundamental na direcao y;
N = comprimento de onda fundamental na direcdo x;
KC = maximo cosseno harmonico na direcdo y;
LC = maximo cosseno harmonico na direcdo x;
KS = minimo seno harmdnico na direcgdo y;
LS = minimo seno harménico na direcdo x:
)
CCy5
CSs. s )
Il = coeficientes da série.
SC .4
1]

termos escolhidos que, como no caso dos polindémios, ndo

A acuidade de representacdo esta em funcdo do nidmero de

pode

ser muito elevado por limitacGes computacionais.
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0 emprego de uma série pode levar a resultados mais pre-
cisos que um polinomio; no entanto, a série de Fourier mostra-
se bastante sensivel com relagdo a escolha da direcdo dos ei-
X0s X e y. Uma inversao parcial ou rotacao de eixos leva a re-

sultados sensivelmente diferentes.

Como ilustracgao, apresenta-se nas Figuras 2.2, 2.3, 2.4
e 2.5 o aspecto dessas equacdes utilizadas para representar o

terreno.

Figura 2.2 - Onda bidimensional de senos
com um harmonico simples na
diregao x.

Figura 2.3 - Onda bidimensional de senos
com dois harmonicos na dire-
¢ao x.

Figura 2.4 -Onda bidimensional de senos
com um harmonico simples na di-
regao x e outro na diregao y.

Figura 2.5 -0Onda bidimensional de senos
. L) [

com dols harmonicos em cada u-
ma das diregoes.



c) Funcoes Splines

As fungdes splines ainda que sejam um tipo especial de
polinomio, merecem destaque por sua importancia. Trata-se de
um desenvolvimento recente da matematica (Schoenberg, 1946),
com inlmeras aplicagdes: aproximacao de funcgoes, interpolacao
numérica, solucao numérica de equagoes difercenciais, ajusta-

mento de curvas e superficies, etc.

A inspiracdo surgiu da necessidade de desenvolver a equa-
cao de uma curva suave passando por determinados pontos. Os
desenhistas ja utilizavam desde hd muito, aparelhos de madei-
ra ou plﬁstico, como a Curva Francesa, para tragar uma linha
sem angulosidades, entre pontos especificados. Também se uti-
liza a conhecida entre nds como Curva Japonesa, constituida por
uma barra alongada de material eldstico, flexivel e maleavel,
que pode ser deformada para adquirir o contorno da curva a ser
tracada. Por extensdo, o nome dessa barra, em inglés '"stripe"
ou "spline'", foi aplicado por Schoenberg as fungGes matemati-
cas por ele propostas como modelo analitico para a obtengao de

de elementos suaves € uniformes.

Uma funcdo spline de grau k, adaptada a n pontos,é& cons-
tituida em cada intervalo entre dois pontos por arcos polino-
miais de grau menor ou igual a k, e tendo as k-1 primeiras de-
rivadas continuas. Em funcao das imposigoes adicionais,em ca-
da caso, a familia de curvas splines ganha nomes particulares:
spline natural, spline cubica, spline bi-cubica, B-spline, etc.
Para cada familia e em cada aplicagao concreta, existe a cur-
va que € a mais suave e sao conhecidos os algoritmos para de-

termina-la.
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Existe farta literatura sobre as funcodes splines e suas
aplicagoes. Por exemplo, Ahlberg (1967), Birkhoff (1969),Boor
(1962), Boor (1972), Cline (1974), Duris (1980), Hall (1973),

Hall (1969), Haussmann (1973), Munteanu (1973) ,Munteanu e Schuw
maker (1974), Whitten e Koelling (1975).

Entre essas aplicacoes interessa-nos a representacdao de

superficies, em que se deve utilizar um spline bi-dimensional.

2.2.2. VARIAS SUPERFTCIES LOCAIS

Uma maneira simples de reduzir os inconvenientes gerados
pelos polinomios & limitar a regido de sua validade e empre-
gar diversos polindmios de grau limitado. Para isso divide-se

0 terreno em areas menores, cCom menos pontos em cada uma.

Para uma regiao suficientemente pequena,até mesmo um po-
linomio linear, um plano, pode ser uma boa aproximagdo. Trata-
se pois de encontar um ponto de equilibrio entre a divisio ex-

cessiva da superficie e a complexidade da expressao matemati-

ca.

O principal problema que surge neste novo enfoque € re-
solver a descontinuidade na linha de fronteira entre dois do-
minios quaisquer: cada regido deve ser compatibilizada com suas

vizinhas.

Existem métodos matematicos para forcar a continuidade
das linhas, utilizando por exemplo superficies intermedidrias
de concordancia. No entanto, a maior parte deles requer um

sistema complexo de equagoOes diferenciais parciais, anulando
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assim as vantagens de utilizar varias superficies locais para

diminuir o volume de calculo.

Um método engenhoso e ilustrativo do processo foi desen-
volvido por Jancaitis § Junkins (1973), professores da Univer-
sidade de Virginia: cria-se uma regiao intermediaria de super-
posicdao das duas fungdes na qual o valor adotado ¢ uma média
ponderada das duas fungles iniciais. O coeficiente de ponde-
racdo de cada uma varia, na regido de superposigdo, de 1 ate
C para uma das fungdes e de 0 a 1 para a outra, de modo
a fazer que as influéncias sejam proporcionais as distancias
(a mais proxima influi mais). Na regido das bordas a influén-

cia de uma funcdo € total e a influéncia da outra € nula.

Essas funcoes podem ser polinomiais, de qualquer grausas

fungdes de peso também podem ser variaveis.

A fungdo de peso linear garante a continuidade da funcao

mas acarreta a criacao de angulosidades nas interfaces.

Para eliminar esse efeito e obter a suavidade pode-se im-
por que a primeira derivada das funcoes de peso sejam nulas
nessas interfaces, 0 que leva a adotar uma fungao do terceiro

grau para representa-las.

No caso de funcOes bidimensionais, dominios quadrados, o
método pode ser o seguinte. Cada regiao situa-se numa locali-
zacdo central e possui 4 regides de fronteira; a fungao apro-
ximativa sera composta pela soma ponderada de quatro superfi-
cies preliminares, que possuem em comum o quadrado em anali-

Se.
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Para obter a funcdo estimativa 2z multiplica-se cada su-
perficie preliminar pela correspondente funcao de peso e so-
mam-se as quatro parcelas. A superficie final & valida somen-
te para a regiao central. Para cobrir toda a regiao o proces-

so deve ser repetido adequadamente.

0 U.S. Army desenvolveu o programa UNAMACE, de acordo com
essa formulagao: trabalha com superficies parciais validas lo-

calmente.

Em um exemplo representativo, para gerar as aproximacoes
preliminares,utilizou-se uma superficie do primeiro grau (pla-
no) ajustada pelo método dos minimos quadrados em cada inter-
valo de validade. As funcdes de peso adotadas foram do tercei-
ro grau, resultando uma superficie do quarto grau, que em ca-
da intervalo assume a forma:

4 4 3 4

z = E ZC”X}’,
i=0 j=0 *

onde estao envolvidos 25 coeficientes ci..
2.3. MODELOS QUE UTILIZAM UMA REDE DE PONTOS

Passamos a estudar outro grande grupo de modelos: os que
trabalham com uma malha de pontos, que pode ser triangular,
retangular, hexagonal ou quadrada. Estudaremos com mais aten-
cdo o caso das malhas quadradas e triangulares,que sao as mais
utilizadas.

2.3.1. MALHA QUADRADA

A malha quadrada por ser regular e ordenada apresenta u-
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ma serie de vantagens. A ordenacgao dos pontos melhora a sua
operacionalidade, isto &, o armazenamento dos pontos se faz com
menos memdria pois utilizando-se uma matriz para gravar a co-
ta z de cada ponto, cisnensa-se o armazenamento das coorde-
nadas x e y que ficam implicitas na posigao i, j do elemen-

to da matriz.

0 cdalculo de distiancias entre dois nos pode ser feito em
funcdo da diferenca de linhas e de colunas entre os elementos,
que multiplicada pela dimensao linear ca celula ds malha,

fornece o0 resultado procurado.

A listagem (ou desenho) de perfis ou secgOes transversais
também se torna mais simples, bastando para isso imprimir (ou

desenhar)uma linha ou coluna da matriz z.

+2
+1 £
)= 0 r Ecut .
& !
-2 &

Figura 2.6 - Rede quadrada representativa do terreno.

distancia 12

a*y/(dif.de linhas)?2 + (dif.de colunas)?2 =

as/(2)2 + ()2 = a.¥yY5 = ...
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Na Figura 2.6 mostra-se um esquema da matriz z de pontos

e indica-se o modo de calcular distancias a partir dela.

Na Figura 2.7 mostra-se a perspectiva de um diagrama de
blocos, constituido pelo lancamento das cotas em cada no da

malha.

Este bloco perspectivo indica um modo facil de calcular
volumes no terreno: através da média ponderada das alturas de
uma superficie prismiatica. Cada cota vertical terd pesos:1,3/4
1/2 ou 1/4, em funcdo do numero de arestas que concorrem no

no correspondente.

11 12 Z13

Figura 2.7 - Diagrama de blocos perspectivo construido pela alocagao
vertical da cota de cada ponto da malha regular.

Algumas vezes os pontos podem ser fornecidos de forma re-
gular através de um levantamento coincidente com a malha, que
fica assim automaticamente definida. No entanto,Nd@ maior par-
te dos casos a distribuicdo dos pontos & aleatOria e necessi-
tamos definir as dimensdes da malha, o espagamento das linhas

Uma malha muito aberta ndo tem sentido ja que nao serviria pa-
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ra a funcao para a que foi planejada: densificar a rede ini-
cial ou substitui-la. Uma malha muito fina, pode provocar pro-
blemas de armazenamento ou, conforme o processo, gerar cotas

"falsas", distorcendo o modelo representativo do terreno.

O Programa Surface II calcula uma distdncia média dm, em
fungdo da qual a dimensao a da malha sera correlacionada. Pa-
ra isso determina-se um retangulo que envolve todos os pontos
tendo como base b a diferenga das coordenadas maximas e mi-
nimas em x, e como altura h a diferenca das coordenadas ma-
ximas € minimas em y. Divide-se essa area pelo nimero n de

pontos e extrai-se a raiz quadrada:

\
q. - ,\/(xm;lx_xm in) i (ymax"ymin)
m n

vA
1
Thga ~ T T o, = i i . ’
' : (3 - - bt
feimae
. | .
- 1 R R A |
I ) . . I = 2
|
y'- ______ _.__._- e —
min ! | b r
i |
| |
I |
| |
i |
T i +
xmin xm&x X

Figura 28 - Calculo de uma "distancia média" entre os pontos
de uma amostra.
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0 significado "fisico'" dessa distadncia média € represen-
tado pelo lado de um quadrado que corresponde a cada ponto se
dividirmos a area total pelo numero de pontos. De alguma for-

ma esta relacionada com a densidade de pontos na regiao.

Os usuarios do Surface II recomendam, para a dimensao a
da malha, um valor que esta entre dmfz e dm/4; valores dita-

dos pela pratica; veja-se por exemplo Diniz (1982).

A seguir deve-se gerar as cotas dos nos da rede. Encon-
tramos basicamente trés modos de fazer isso: por ajuste de u-
ma superficie analitica, por ajuste de umpolindmio, ou por u-

ma aproxima¢ao numérica.

O ajuste por superficie analitica utiliza um dos métodos
ja vistos, por exemplo, um polinomio ou uma séerie de Fourier,
que ajustados aos pontos deixa um residuo em cada um deles. A

. - * — - = - . -
minimizacao desses residuos (desvios) produz a superficie o-

tima ou de minimo quadrado. Com essa equagao calcula-se a co-

ta dos nos da rede.

i / e // ‘\‘l £ e N
el 2
/’f Bz, y
J N 2T ] \ [
| \ 3 | N VN
T ! L/ \
. h Y i,
-—-..\ 4 _:\ — '& X
oy E\*-.L //
/ A

Figura 2.9 - Construgao de uma rede triangular para
estimar as cotas de umamalha quadrada,
atraves de interpolacoes lineares.
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Um segundo modo de gerar a rede consiste em aproximar a
superficie do terreno por um poliedro de faces triangulares
cujos vértices sao representados pelos pontos levantados. Ne-
nhum ponto levantado deve cair dentro de algum tridngulo. I-

lustra-se essa situacao com a Figura 2.9.

A interseccao entre as faces triangulares planas e as ver-
ticais que passam por cada nd da malha, determina a cota de
cada ponto. Isso suple que a interpolagao linear ¢ uma boa a-
proximagao, o que em certos casos nao costumam estar longe da

verdade.

0 passo mais dificil, no entanto, € a formagao da malha
triangular através do computador. Torna-se necessario estabe-
lecer alguns critérios que permitam decidir sobre a conveni-

encia de unir ou nao, 2 pontos quaisquer.

Os algoritmos para formar essa triangulacao sao muitos,
mas nem todos fornecem eficiéncia computacional.Por outro la-

do, o método da superficie poliédrica pode ser utilizado em si

o no da malha

x pontos fornecidos

Figura 2.10 - Definicao dos pontos vizinhos de P
atraves de um circulo de raio R.
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mesmo, como processo independente. Ao estudar o método de
Akima, no corpo deste trabalho, desenvolvemos os estudos re-

lativos 'a triangulacdo.

O terceiro processo consiste em definir uma vizinhanca
para o no da malha e calcular a cota deste ponto através de

uma média ponderada das cotas dos vizinhos.

Existem varios critérios para definir esta regido de vi-
zinhanca. O primeiro'deles estipula um determinado raio R em
funcao da densidade de pontos e da conformacao do terreno e
considera todos os pontos que caem dentro do circulo assim de

finido (Figura 2.10).

Um segundo critério impde a existéncia de um minimo de
pontos (5 ou 6) dentro do circulo, e amplia o raio R para que

se obtenha esse numero.

Um terceiro critério pesquisa a distribuicdo em quadran-
tes ou octantes e exige um ou dois pontos por setor, visando

uma melhor configuracao espacial para os vizinhos.

Outros critérios podem ser também definidos,baseados por
exemplo em estudos estatisticos sobre a distribuigdo espacial
dos pontos. E o que faz, por exemplo um método proposto por D.

G. Krige (1966) e que ficou conhecido como "Krigagem'.

Uma vez definidos os vizinhos pode-se entdo adotar uma
fungcao de ponderagao que permita calcular a cota do nd como u-

ma média ponderada.
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— cotas: Zy,Z5,--452,
— funcbes de ponderacao: HyaHgsesesll
A fungao de ponderacao deve garantir que quanto mais per-
to do nd esta um ponto, maior € o seu peso. Foram propostas

varias formulas: o inverso da distancia, o inverso da distan-

cia ao quadrado, ao cubo, ou outras formas mais complicadas.

Uma correta ponderacao deve levar em conta ndao so as dis-
tancias mas também a distribuicao espacial dos pontos. Um

exemplo de como as ponderagoes podem ser corretas ou incorre-

tas vem mostrado na Figura 2.11.

2 AN -
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Figura 2.11 -Diferentes pesos atribuidos aos pontos amostrados,
para o calculo do valor da cota dos pontos assinla-
dos com +. Os esquemas (a) e (b) definem pesos cor-
retos, enquanto que (c) e (d) atribuem pesos insa-

tisfatorios pois nao consideram o arranjo espacial
dos pontos.

A etapa final consiste em desenhar as curvas atraveées da
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rede de pontos. Isto sera visto com detalhe ao analisarmos os

algoritmos de desenho.

Para o estudo geral das malhas quadradas podem ser uteis
os seguintes trabalhos: Akima (1974), Akin § Gray (1977), Akin
§ Gray (1979), Calcomp (1972), Cottafava & Le Moli (1969), Day-
hoff (1963), Dynamic Graphics (1978), Sampson (sem data), Sib-
son § Thomson (1981), Snyder (1978).

2.3.2. REDE TRIANGRULAR

Este método € o que corresponde mais fielmente ao esque-
ma seguindo quando o desenho € feito manualmente. Em primeiro
lugar unimos convenientemente os pontos de maneira a formar uma
triangulagdo aceitavel. A seguir realiza-se a interpolacgao em

cada triangulo para, finalmente, desenhar as curvas de nivel.

Figura 2.12 - Pontos fornecidos

Nas Figuras 2.12 a 2.14 encontra-se a representacao dos

passos necessarios.

Na primeira etapa os pontos sao fornecidos através de suas



Figura 2.13 - Triangulagao aceitavel

Figura 2.14 - Interpolagao das curvas de nivel

coordenadas e encontram-se distribuidos de forma aleatdoria so-
bre o plano x, y. A seguir unem-se adequadamente os pontos pa-
ra formar a malha triangular. Impde-se que nao existam linhas
que se cruzem nem pontos isolados que ndo pertencam a nenhum

triangulo.

Essas condigoes, mesmo para identicos pontos, nao condu-

zem a uma triangulacdo Unica. Existem diversas opgdes e deve-

e

se preferir aquelas que apresentem triangulos ber confornacos,

2800 o, evitando lados muito compridos e angulos mui-
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to agudos. Mostra-se a seguir na 'igura 2.15, duas opgoes de

triangulacao com oS mesmos pontos.

Figura 2.15 - Duas opgoes de triangulagao para ‘
0s mesmos pontos.

A elaboracao de algoritmos para dividir uma regiao em tri-
angulos aceitaveis com veértices nos pontos fornecidos nao &
tdo facil como parece a primeira vista. Os primeiros algorit-
mos, de que temos noticia, surgiram nos anos 70 e nem todos
fornecem boas triangulagdoes. Como exemplo ilustrativo, o pro-
posto por Diippe e Gottschalk (1970), € o seguinte: todas as
possiveis linhas unindo os pontos dados sdo calculadas e or-
denadas de acordo com o seu comprimento. Toma-se O segmento
mais curto como ponto de partida e eliminam-se todos os demais
que cruzam com este. A seguir toma-se a linha mais curta den-
tre as que possuem um veértice em comum com o primeiro segmen-
to: esta formado o primeiro triidngulo. O processo @& repetido
até que todos os triangulos estejam formados. Pode-se demons-
trar que a soma dos lados encontrados por esse processo € mi-

nima.

No entanto, tendo em conta o grande numero de pontos en-

contrados na pratica, este método torna-se dispendioso e in-
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viavel, por ter um tempo de processamento muito elevado.

Com a malha triangular pronta, devemos estabelecer um pro-
cedimento para realizar a interpolacdo em cada triangulo que
possibilitara, entre outras coisas, o calculo e desenho das

curvas de nivel.

0 procedimento mais simples consiste em definir um plano
passando pelos trés vértices do triangulo. A cota 2z assume a
forma z =a+bex+c-y, ondg os coeficientes podem ser facilmente
determinados resolvendo um sistema de 3 equagOes a 3 incogni-
tas. Esse método produz uma superficie poliédrica de face tri-

angulares para representar o terreno.

Fica garantida a continuidade global da representacao em
todas as regides triangulares e na area toda, ja que as inter-
faces sao linhas retas, comuns a triangulos vizinhos. No en-
tanto, havera a formacao de arestas vivas, precisamente nos

lados de cada triangulo.

Para obter uma suavizagdo de toda a superficie pode-se
adaptar uma equacao matemdtica para cada triangulo,impondo-se
por exemplo a continuidade da primeira derivada ao 1longo do
lado, na direcdo perpendicular. E necessario portanto abando-
nar a interpolacdo linear e adotar uma concepgao mais ampla:
uma funcdo interpoladora que pode ser um polinomio bivariado

em X e y, uma funcado lagrangeana, uma fungao racional, etc.

Tem sido sido muito explorada também a analogia com a de-
finigcao de elementos de concordancia suave na teoria dos ele-

mentos finitos. Demonstrou-se que para construlr um elemento
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com suporte nos triangulos adjacentes a um determinado veérti-
ce e com continuidade global da primeira derivada, & necessa-

rio um polindmio de 59 grau, no minimo.

Nesses métodos € necessario avaliar as derivadas da su-
perficie matemdtica nos vértices do triangulo e &s vezes ao
longo dos lados. Isso & feito através dos vizinhos, definidos
de acordo com certos critérios, por exemplo, todos o0s vérti-

ces das arestas que concorrem no ponto em questao.

Quando se utilizam funcoes interpoladoras, o método da
triangulagao pode ser entendido como uma composigao de super-
ficies validas localmente em cada tridngulo. A diferenca com

relagao aos métodos de superficie localmente validas, visto
anteriormente, € que neste caso os dominios ndo sio definidos
arbitrariamente mas seguem a divisdo natural dos triangulos.A
continuidade nao e conseguida por outras funcdes auxiliares

mas pelas proprias condigdes impostas na construcdo de cada

internoladora,

0 tracado das curvas de nivel através de uma rede trian-
gular mostra-se mais preciso e definido do que aquele que se
faz atraveés das redes quadradas ou retangulares. Nao existe a
condigao de ambiguidade, que surge numa malha quadrada quando
existem quatro intersecgoes de uma mesma curva com uma célula.
Uma vez que determinada curva entra numa célula triangular,sé
existe uma unica possibilidade de saida, ou seja, ou uma cur-

va de nivel nao intercepta o tridngulo ou cruza exatamente 2

lados.

Voltaremos com detalhe sobre o assunto ao tratarmos do



desenho das curvas de nivel.

A bibliografia sobre os métodos de triangulagao também e
citada mais adiante, ja que o método de Akima, em estudo, per-

tence a esta categoria.
2.4, OUTROS METODOS

Existem muitas outras possibilidades e variantes para re-
presentar o terreno. Por exemplo, combinando dois modelos. Des-
sa forma, existem sistemas que realizam primeiramente uma a-
proximacdo sobre uma malha regular para depois ajustar uma su-

perficie de minimos quadrados através dos novos pontos.

Qutras vezes os métodos ganham nomes especiais mas no fun-
do podem reduzir-se a uma variante dos modelos ja apresenta-
dos. Por exemplo, a krigagem, processo idealizado por D. G.
Krige (1966), & denominado como um método geoestatistico. Na
realidade, em sua versao original, trabalha com uma malha qua-
drada, apresentando especiais cuidados na avaliagao da cota
dos poﬁtos situados nos nos da malha. Para isso, através de
processos estatisticos, determina a correlacao espacial entre
o valor da fungdo,em um ponto e c¢m seus vizinhos, construin-

do uma funcdo de correlacao (variograma).

Outro método & apresentado por Shepard (1968), que pode
ser utilizado local ou globalmente. Estabelece uma média pon-
derada de fungdes analiticas (superficies matematicas) para e-
fetuar o calculo da coordenada de um ponto qualquer da regiao

em estudo. Pode ser visto como um método de superficies de mi-
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nimos quadrados em que se atribuem diferentes pesos as funcoes,
em proporgdo a distancia ao ponto em que esta sendo feita a a-

valiacao.

0 proprio Shepard admitiu algumas falhas e pontos fracos
que pensava corrigir mais adiante: o crescimento exponencial
do volume de calculo com o numero de pontos e,principalmente,
o "achatamento" da superficie interpolada na vizinhanga dos pon-
tos fornecidos. Diversas variantes de seu método foram propos-

tas por outros autores.

Outros metodos que inspiraram variantes sao os de Mac
Lain (1974) e Maude (1973). De qualquer forma, seria pratica-
mente impossivel fazer um estudo detalhado de todos os diver-
sos métodos que foram surgindo nos Ultimos anos. Como exemplo
da quantidade de idéias ja exploradas computacianahmﬂmCJJtra—
balho de Franke (1982) divide os métodos em 6 grandes catego-

rias e realiza uma comparacao entre 32 programas.
2.5. AVALIAGAQ

Embora jase terham feito alguns comentarios sobre cada
método no lugar correspondente, parece conveniente apresentar
algumas consideracdes que dirigiram este estudo para os méto-

dos que utilizam redes triangulares.

Os métodos que utilizam superficies matematicas nao res-
peitam exatamente os pontos fornecidos, apresentando um certo
residuo, o que, em muitos casos, € um incoveniente grande. Por

outro lado, o tempo de processamento também costuma ser um pon-
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to fraco deste tipo de método.

Os métodos que utilizam uma rede ordenada de pontos, em-
bora sejam praticos para o armazenamento e trabalhabilidade
dos dados, introduzem um passo a mais na solucao do problema
que, de acordo com o sistema empregado, pode ser critico: a
avaliacao do valor da funcdo nos nos da malha. Isso pode sig-
nificar o desrespeito aos pontos fornecidos, a perda de pre-
cisdo ou a criacdo de valores irreais. Analisando o Surface II,
que utiliza esse processo, notamos que a mecanica interna le-
va a criacdo de valores ficticios em zonas de poucos dados e
que as curvas de nivel nao sao satisfatorias:apresentam angu-
losidades acentuadas ¢ freqlientemente se cruzam, colsa 1nacel-

tavel.

Os métodos que utilizam a triangulacgao sao os que adotam
um procedimento mais proximo ao método manual, definem estri-
tamente a regiao a ser mapeada, nao apresentam situagoes am-
biguas na definigao das curvas de nivel e varios dos sistemas
que utilizam essa solugao apresentam curvas suaves e desenhos

bons ou aceitaveis.

Tendo em conta essas vantagens preliminares, escolhemos

um algoritmo dessa classe como ponto de nartida desta tese.

No final deste trabalho apresentamos um esbogco de meto-
dologia pratica para um estudo comparativo de diversos méto-
dos.

2.6. SISTEMAS E PROGRAMAS EXISTENTES

Existem muitos e variados programas e sistemas wutiliza-
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dos na criagao automatica de mapas. Poderiamos citar alguns:
Surface II, IBM, Gradis-Contraves, Topsys, SACM, CALCOMF | SPEC,
DTM, todos eles disponiveis no mercado brasileiro ou utiliza-

dos por firmas nacionais.

Em geral, a palavra sistema (ou alternativamente progra-
ma ) € utilizada para designar um instrumento computacional
completamente desenvolvido e testado para representar o ter-
reno e desenhar as curvas de nivel, estando disponivel no mer-

cado para compra ou utilizagao dos usuarios.

Todos eles contém embutido um programa computacional pa-
ra realizar essas operagoes e ao qual, na quase totalidade dos
casos, 0Ss usuarios nao tém acesso, sendo por isso conhecidos
como '"pacotes fechados'". Excetua-se o Surface II, um dos sis-
temas mais antigos de que se tem noticia e o meétodo desenvol-
vido por Akima: '"A method of bivariate interpolation and smooth
surface fitting for irregularly distributed data point'", dis-
ponivel na colecdo de algoritmos e programas da ACM, Associa-
tion for Computing Machinery. O fato de estar disponivel foi

também um fator decisivo na opcao por este programa.

A palavra método ou modelo € utilizada para designar o
modo (modelo matematico) que cada sistema emprega basicamente
para representar o terreno: equacdo analitica, malha ordenada
de pontos, rede triangular. Alguns dos grandes sistemas sao
bastante flexiveis, permitindo utilizar mais de um método, um

de cada vez.

Os algoritmos sao as unidades basicas de que se compOem

tanto os mét0d05quanto os sistemas. Referem-se a modos e se-
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qliencias de passos a serem executados para resolver um proble-
ma concreto: realizar a busca dos vizinhos de um ponto,passar
uma curva de nivel através de uma malha quadrada, conseguir a
continuidade da derivada numa fronteira de dominios, etc. As
melhoras dentro dos métodos e sistemas devem ser pensadas em

termos de melhora da eficiéncia e qualidade dos algoritmos.

Os esforgos para criar esses sistemas nasceram € se desen-
volveram gracas principalmente as pesquisas relacionadas com
a exploracao de petroleo, gazes e minérios. As somas envolvi-
das em negocios como esses permitem e viabilizam a automacio
da construcao de mapas, que sao elaborados com maior rapidez,
fornecendo em pouco tempo os dados sobre as reservas do inte-

rior da terra, necessarios para a elaboracgdo de projetos.

Talvez esses processos, por seu custo, nao seriam viaveis
economicamente se projetados unicamente para atender aos fins

topograficos.

Encontramos referéncias de dezenas e talvez centenas de
programas escritos com o propdsito de construir mapas. Citan-
do palavras de J. R. Sampson podemos dizer que 'a gama de va-
riacao dos programas € muito grande, desde simples e inefica-
zes rotinas de dominio publico, até sistemas graficos altamen-
te sofisticados e avaliados em dezenas de milhares de dolares
(+.+). Os algoritmos internos variam grandemente, o mesmo a-
contecendo com o sucesso com que representam o mapa. Desafor-
tunadamente a perfomance de um determinado processo nido pode
ser prevista a partir da magnitude do preco nem da complexi-

dade dos programas'" (in Davis (1978), p. 244).
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Outras queixas, que se encontram com freqliencia na boca
de especialistas ao avaliar diversos métodos, refere-se 3 pou-
ca base tedrica e a auséncia de linhas de rumo na construcao
dos sistemas. Também apontam a relutdncia de diversos autores

em submeter seus programas a uma analise comparativa.
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II PARTE

ESTUDO DO METODO DE REPRESENTACAQ DE SUPERFICIES
DESENVOLVIDO POR HIROSHI AKIMA

"A Method of Bivariate Interpolation and Smooth Sun-
face Fitting fon InnegularlyDistributed Data Points"

Publication: ACM Transactions on Mathematical
Software, 4.2, pp. 148-159 (junho de 1978)

II'TRODUCAO

Nesta segunda parte desenvolvemos um estudo pormenoriza-

do sobre o método de Akima, dividido em 2 capitulos (3 e 4).

Procuramos apresentar o método em si, tal como foi for-
lulado acrescentando somente alguns esclarecimentos que nos
pareceram necessarios para que fique bem claro o método ori-
ginal na formulacao de seu autor e assim seja mais facil dis-
tinguir nossa contribuigdo, que se encontra nas partes III e

IV (capitulos 6 a 8).

No capitulo 3, baseando-nos na bibliografia n® 4, citada
como epigrafe desta parte, estudamos o método em sua estrutu-
ra e teoria geral, fornecendo um resumo, os criterios e funda
mentos matematicos e analisamos algumas qualidades tais como:
suavidade dos valores interpolados, tempo de computacao e efi-

ciencia de algoritmos.
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No capitulo 4 detalhamos o programa computacional, divi-
dindo-o por sub-rotinas e apresentando para cada uma, um breve
resumo do que faz e os esclarecimentos referentes a cada pas-
so do programa que os necessitem. Explicitou-se tambem, sempre
que oportuno, os conceitos matemdticos e os artificios geomé-

tricos implicitos nas formulas algebricas.



3. 0 METODO DE AKIMA: ESTRUTURA TEGRICA E VISAO GERAL

* "A Method of Bivariate Interpolation and Smooth Surface

Fitting for Irregularly Distributed Data Points"

por: Hiroshi Akima, do Institute for Telecommunication Sciences

O metodo divide o plano x-y agrupando os pontos dados em
um certo numero de triangulos que devem ser o mais equilate-
ros possiveis. A seguir calcula uma funcio interpoladora em
z(x,y) para cada célula triangular: um polinomio do 5° grau
cm x e y. Para determinar cada polinomio utilizam-se os valo-
res de z e os valores estimados das derivadas parciais,em ca-
da vertice. A seguir lanca uma malha regular calculando a co-
ta em cada n6é. As rotinas de desenho, a serem fornecidas pelo

usuario, devem partir dessa malha.
3.1. TRIANGULAGAO

Para triangularizar (ou triangular) os pontos fornecidos

no plano x-y, adotou-se o critério do angulo max-min sugerido

por Lawson.
Esse critério indica que,” existindo um quadrilitero com
cada angulo interno menor do que m (180°), deve-se escolher

dentre as duas possiveis partigdes de triangulos, aquela que

Z . - . -~ % o § L
maximize o minimo angulo interno dos triangulos produzidos.

Na triangularizacao do plano x-y, primeiramente unem-se
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os dois pontos mais proximos para formar a aresta minima da
rede. A seguir acrescenta-se um ponto de cada vez, em ordem
crescente de distancia ao ponto meédio dessa aresta mais curta.
Esta ordenacao na adicao de novos pontos assegura que O TNOVO
ponto a ser acrescentado sempre cai fora do poligono construi-
do com os pontos antigos: o novo ponto cai fora do circulo que,
centrado no ponto médio da aresta mais curta, passa pelo iul-
timo ponto acrescentado; enquanto que o poligono cai dentro
desse circulo. Cada vez que um novo ponto € acrescentado, de-
ve-se construir triangulos pela conexao desse ponto com todos
os antigos que sao "visiveis" do novo ponto e, quando neces-

sario, trocam-se os triangulos.
0 estudo da rotina IDTANG (Capitulo 4) ajuda a explici-

tar o mecanismo deste metodo.

$a s INTERPULAQEO SOBRE 0 TRIANGULO

A interpolagao dos valores de z num triangulo € baseada

nas tres hipoteses seguintes:

1?) o valor de z ¢ interpolado por um polinomio bivaria-

do do 5° grau em x e y:

5 5-j
z(x,y) = I 1l q

J _k
. QX -
j:O k=0 Jk Y

Essa formula desenvolvida resulta no seguinte quadro

de termos do polinomio:
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Tabela 3.1 - Quadro dos termos do polinomio interpolador
k = 0 1 2 3 4 5
5 v S 3 il -
P10l Wyy | ™™ | a7 q3-¥" | 904”Y | Y057
- - 02 .-3
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14
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4 ex P
q X q41 yX

Convém notar que ha 21 coeficientes a serem determinados.

23 - . a

29) Os valores da fungao e as derivadas parciais, de 1-
a = P

e 2- ordem, sao dadas (calculadas) em cada vertice do

triangulo. Essa hipotese fornece 18 condigOes inde-

pendentes. Ou seja, sao dados:

B B By Bn, Bovy Zyy = 6 condicbes em cada vertice

%+6 = 18 corcdicoes r.o total

3¢9) A derivada parcial da fungao diferenciada na direcao
perpendicular (normal) a cada lado do triangulo € um
polindmio do 3° grau, no maximo, na variavel medida
na direcdo do lado do triangulo. Como sdao tres lados,

essa hipotese fornece 3 condigOes adicionais.

A admissio desta hipotese tem dois propdsitos.Em primei-
ro lugar adiciona 3 condigoes as 18 anteriores e possibilita

portanto a determinacado dos 21 coeficientes do polinomio in-
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terpolador. Em segundo lugar, assegura a suavidade dos valo-

res interpolados.

3.3. SUAVIDADE DOS VALORES INTERPOLADOS

A suavidade dos valores interpolados e portanto a suavi-
dade da superficie resultante ao longo do lado do triangulo

pode ser provada da seguinte forma.

Em primeiro lugar introduzimos um outro sistema cartesla-
no de coordenadas, que chamaremos sistema s-t, de tal forma
que o eixo s seja paralelo ou coincidente com o lado do tri-

angulo.

Para trabalhar com o novo sistema, determinam-se atraves

do cadlculo, as equacdes de transformacao de x-y para s-t, ob-

tendo-se relacdes lineares, isto €, os valores de Z0 Zy’ %ot

z e z de cada vertice determinam de maneira univoca os va-

b Xy

lores de z , z , 2z , 2 e z nos mesmos vertices, cada um
5 t SS tt st

destes Ultimos como uma combinagao linear dos primeiros.

No novo sistema podemos considerar agora a equagao de
z(s,t) ao longo do eixo s. A variavel t assume o valor zero,
pela propria definicao dos eixos, fazendo com que a equagcao de
z (polindmio do 5° grau em s) fique univocamente determinada

pelos valores calculados de z, z, € Z o, NOS dois vértices (6

vialores).
Analisemos a seguir dois triangulos que possuem uma ares-
ta em comum. Os polinomios z(x,y) do 5° grau em X e Yy que CoOr-

respondem a fungao interpoladora de cada triangulo podem ser
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transformados em um polinomio do 5° grau em s, para represen-
tar o valor de z na aresta comum. Como o valor do polinomio
em z (expressdo algébrica) sé depende da magnitude de gran-
dezas medidas nos 2 veértices comuns, 1sso prova que a equacao
de z & a mesma para os 2 triangulos. Fica assim demonstrada
a continuidade da funcdo z, ao passarmos de um triangulo a ou-

tro, através de uma aresta comum.

De forma andloga, podemos analisar a continuidade da de-
rivada na direcdo perpendicular ao lado s. O polinomio (zt)
que representa essa derivada € assumido por hipotese como sen-
do do 3° grau em s, no maximo. Pode-se demonstrar facilmente
que ele fica determinado univocamente pelos valores de z, e
Lop ™ By calculados nos dois vértices da arcsta em questao.
Com isto, os dois polindmios representando z, em 2 triangulos
que tém um lado em comum se reduzem a uma mesma equagao ao

longo desse lado. Isso prova a continuidade de z, e portanto

a suavidade de z ao longo do lado do triangulo.
3.4. EXTRAPOLAGAO

0 método proposto visa fundamentalmente a interpolagao de
valores dentro do poligono convexo formado pelas projegoes dos
pontos dados. No entanto, fornece a possibilidade de extrapo-
lagao. Ndo € esperado um alto grau de precisao nessa extrapo-
lagdo, mas em todo caso, € desejavel que os valores extrapo-
lados sejam suaves, e estejam conectados suavemente com Os va-

lores interpolados dentro do poligono.

Para estabelecer as funcgdes de extrapolacdo, podemos di-
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forme a

a)

b)

o EE o

regido externa ao poligono em 2 tipos de areas, con-

Figura 3.1.

Figura 3.1 - Extrapolacao na regiao externa ao poligono

Areas semi-infinitas retangulares; apoiadas nos seg-
mentos limites do poligono e delimitadas lateralmente
por perpendiculares a esse lado (por exemplo, a area

S na Figura 3.1); uma extrapolagao de natureza de-

1-2
sejavel pode ser dada por umnclinonic bivariado,do 5°¢
grau na variavel (s) medida na diregdo do segmento de

reta (1-2) e do 29 grau na distdncia (t) medida na per-

pendicular a esse segmento de reta.

Areas semi-infinitas triangulares; entre dois retan-

gulos semi-infinitos (por exemplo S2 na Figura 3.1),
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com vértice em um ponto do poligono; a extrapolagao
pode ser dada por umpolinomio bivariado em x e y que
conecta suavemente com os doispolindmios dos retangu-
los vizinhos, garantindo a suavidade nas duas arestas
semi-infinitas, que partem do vértice comum (no caso

o 2), perpendicularmente aos lados do poligono.

3.5. CALCULO DAS DERIVADAS PARCIAIS

Os procedimentos para estimar as 5 derivadas parciais em
cada ponto dado ndo sdo Unicos. As derivadas podem ser deter-
minadas como derivadas parciais de um polinomio do 2¢ grau em
x e y, que passa por 6 pontos: o ponto considerado e seus 5
vizinhos mais proximos. Esse procedimento € uma extensao bi-
variada do método utilizado na interpolacdo osculatdoria uni-
variada, elaborada por Ackland (1915). A determinagao das de-

rivadas é feita através da expressio algébrica do polinomio.

A adogdo desse procedimento tem a vantagem de que, quan-
do z & um polindémio do 2° grau em X € y, O método oferece re-
sultados exatos. No entanto mostra-se mais adiante que esse
procedimento acarreta, algumas vezes, resultados pouco razoa-
veis, gerando valores ficticios e anomalias locais (Figu-

ra 33, €);

No presente método, Akima adota um enfoque diferente pa-
ra estimar as derivadas parciais. Utilizam-se dois estagios,
no primeiro estimam-se as derivadas de primeira ordem e no se-

gundo as de segunda ordem.
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para calcular as derivadas de primeira ordem num deter-
minado ponto PO’ utilizam-se alguns pontos adicionais Pi (i=
=1,2,...,n.) cujas projegbes sdo as n_ mais proximas da pro-
jegao Pé de PO’ selecionando esses pontos Pi dentre todos os

pontos dados (excluindo P, naturalmente).

Tomam-se dois pontos Pi e Pj, pertencentes ao conjunto

dos n_ vizinhos de P, e constrbe-se o vetor produto de P P, e

. - => - i &
0Pj, isto €, um vetor p que & simultaneamente perpendicular

a PyP. e P Pj’ com direcdo indicada pela regra da mao direita, €

P

0 0
que tem magnitude igual @ drea do paralelogramo formado por

PyP, € POPj' Deve-se tomar P. e Pj de tal forma que 0O componen

0
.. > >
te z do produto seja sempre gositiva: p A k20).

Constrde-se o vetor produto de todas as possiveis combi-

nagoes de PP, e PDPj (izj, 1 e jea nc) e toma-se O vetor so-
ma de todos os vetores produtos assim construidos. Assume-se
entdo que as derivadas de primeira ordem z_ e z,, NO ponto P,
coincidem com as derivadas do plano que & normal a esse vetor
soma. Convém notar que, quando n_. =2, as estimativas de 2, €
zy coincidem com as derivadas parciais do plano que passa por
¥

P, e P,. Note-se também que quando n_=3 e a projecao de

01
Py cai dentro do triangulo formado pelas projegdes de Pl’ P,

e Py, os valores estimados de 2z € z, sao iguais as derivadas

X

parciais do plano que passa por Pl’ P2 e PS’
No segundo estdgio, utiliza-se o mesmo procedimento de

derivacdo parcial descrito acima (1° estagio), aplicado aos

valores estimados de z nos pontos Py (i=0,1,2,...,n) e obtem-

se as estimativas de z =(z e Z =(z . 0 esmo roce-
5,4 ( x)x Xy ( x)y " P
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dimento, efetuado com os valores de zy, permite obter zxy =

- - . Teorica te z =2z . Na pratica, co-
(z ]x e zyy (zy]y [eoricamen Xy yx P

mo ndo coincidem, adota-se a media para essa derivada mista.

A selecdo de n também ndo & Unica. Obviamente, n_ nao
pode ser menor do que 2. Deve ser também menor que O nuUmero
total de pontos dados. Afora essas exigéncias, 'ndo se vé que
exista um critério, uma teoria que indique um valor definido
para n_" afirma Akima. O melhor, segundo sua recomendagao,ba-
seada .em diversos exemplos, & um valor entre 3 e 5 (inclusi-
ves) para n.. Esse numero corresponde a uma tentativa de en-

contrar o numero ideal de vizinhos a serem levados em conta no

calculo das derivadas parciais.

Quando as projegoes do ponto PO e dos n_ pontos selecio-
nados P, (i=1,2,...,nc) sdo colineares no plano x-y, O proce-
dimento descrito acima nao funciona. Quando 1isto acontece,
substitui-se o ponto mais afastado de PU’ dentre os n. sele-
cionados, pelo ponto seguinte que seja o mais proximo de PO e
seja nao colinear com este e com 0s outros selecionados ante-

riormente.

A mecanica pratica do cdlculo €& desenvolvida nos comen-

tarios a4 rotina IDPDRV (Capitulo 4).
3.6. CONSIDERAGOES DE PROGRAMAGAO

Estdo previstos dois casos tipicos de configuracao dos
pontos nos quais a interpolagao pode ser realizada. O usuario

pode querer efetuar a interpolagao num conjunto de pontos a
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sua escolha (distribuicgdo qualquer na saida de valores),ou en-
tao pode desejar ensaiar uma superficie suave interpolando so-
bre uma malha regular de pontos. E desejavel dispor de uma

sub-rotina separada para cada caso.

0 método proposto consiste nos 5 procedimentos seguintes:
1. triangularizacdo do plano x-y (partigao num numero de-

terminado de triangulos);

2. determinacdo de alguns pontos (vizinhos) que sao o0s
mais proximos de cada ponto dado e que sao utilizados

para estimar as derivadas parciais;

3. localizacao dos pontos de saida nos quais a interpo-
lagcdo bivariada deve ser feita (isto €, determinacao
do tridngulo em que cada ponto cai) ou organizagdo de
uma malha de saida para ajustar uma superficie suave;
essa organizagdo & feita através da relagdo dos nds da

malha que caem dentro de cada triangulo;
4. estimativa das derivadas parciais em cada ponto;
5. interpolacdo puntiforme ei cz2a ponto de saica.

Como cada um destes passos & computacionalmente indepen-

te, foi desenvolvida uma sub-rotina para cada um.

Em algumas aplicacoes pode ser necessario repetir os cal-
culos com os mesmos valores das coordenadas x, y dos pontos
dados. Em tais aplicacOes os dois primeiros procedimentos des-
critos acima nao necessitam ser repetidos, se os resultados
intermediarios forem armazenados adequadamente. Em outras a-

plicagoes & necessario repetir os calculos com os mesmos va-



w B0

-

lores x, y dos pontos de entrada ecor alguss <cs xc:tos de sai-
da. Nesse caso, os 3 primeiros procedimentos nao precisam ser
repetidos. 0 algoritmo em questao foi feito de modo a poder
poupar tempo de computagao, evitando as repetigoes desneces-

sarias.

Dessa forma, habilita-se uma area de trabalho utilizada
durante a computac¢do para armazenar os resultados intermedia-
rios. Essa area de trabalho poderia ter sido reservada nos sub-
programas ou no programa chamado pelo usuario. Por motivo de

flexibilidade do algoritmo, preferiu-se a segunda opgao.

3.6.1. CONSIDERACOES SOBRE A TRIANGULAGAO

A triangularizacdo (ou triangulagdo, simplesmente) e um
procedimento consumidor de tempo. Num trabalho anterior, Aki-
ma (1975), esse algoritmo requeria um longo tempo de computa-
cdo, que era proporcional ao cubo do numero de pontos forne-
cidos (t_ ~an?®); e requeria uma area de trabalho proporcional
ao quadrado do numero de dados (S, = An?). Por causa dessas e-
xigéncias, sua aplicabilidade estava limitada a conjuntos de
100 pontos no maximo, para a maloria dos computadores. Com a
implementagao do presente método, Akima melhorou substancial-

mente o algoritmo de triangulagdo.

Este novo algoritmo requer um tempo de computacao que €
aproximadamente proporcional ao quadrado do numero de pontos.

Por exemplo, consome 0,005; 0,48 ¢ 32,0 sceunccs para 10, 100,
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¢ 1.000 pontos dados, respectivamente, no computador CDC-6.600.
Sua area de trabalho & proporcional (e.cerca de 20 vezes) ao
nGmero de pontos dados. O quadro abaixo ajuda a visualisar es-

ses dados.

Tabela 3.2 - Tempo de computagao e area de trabalho
utilizada pelo computador €DC-6.600 pa-
ra diversos numeros de pontos

Nimero de Tempo de Area de
pontos computacao trabalho
n asn? (0=3 a 5.10-5) Ben (B=20)
10 0,005 200
100 0,48 2.000
1.000 32,0 20.000

Fibu2s CONSIDERAG&ES SOBRE A PROCURA DE VIZINHOS

A selecdo dos pontos que estdo mais proximos de um ponto
especificado (vizinho) ¢ outro procedimento consumidor de tem-
po. O algoritmo apresentado no trabalho anterior, (Akima 1975),
era ineficiente e foi feita uma melhora. O atual requer um
tempo de computagao proporcional ao quadrado do numero de pon-
tos, e que & menor que a metade do tempo gasto na triangula-
rizagao do mesmo nuamero de pontos. Ou seja, a constante de pro-
porcionalidade neste procedimento ¢ metade da constante o da

triangularizacao.
3.6.3. CONSIDERAGOES SOBRE A LOCALIZACAO DE PONTOS

A localizacdo de um ponto na malha triangular (isto e a

determinacio do tridngulo no qual o ponto cai) @ também um pro-
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cedimento consumidor de tempo. A melhora deste processo foi
feita pela divisao do plano x-y em nove areas retangulares e
pela listagem dos triangulos associados a cada retangulo. O
algoritmo apresentado requer um tempo de computagao aproxima-
damente proporcional i raiz quadrada do numero de ponto dados,
sendo bastante mais rapido que o apresentado anteriormente:A-

kima (1975).

3.6.4, CONSIDERAQEES SOBRE O AJUSTE DE UMA SUPERFICIE

Para ajustar uma superficie suave, todos os pontos da ma-
lha retangular sao localizados e & feita a interpolagao para
cada um deles. Neste caso, tanto a localizacao como a 1inter-
polacdo sdo mais rapidas na base de triangulo por triangulo do
que na base de ponto por ponto da malha. Akima programou uma
nova sub-rotina IDGRID que organiza os pontos da malha para c
ajuste da superficie através da classificacdo (ordenacdo) dos
mesmos com relagdo aos tridngulos; para cada triangulo, esta
sub-rotina varre a malha retangular de pontos, pesquisando os
que caem nesse triangulo, listando-os em uma tabela. Dess:
forma poupa-se tempo pois a interpolagao € realizada consecu-
tivamente para os pontos que caem em cada triangulo,de manei-
ra a evitar repeticdes no calculo dos coeficientes do polind-

mio interpolador.

3.6.5. CONSIDERAQﬁEs SOBRE O CALCULO DAS DERIVADAS

Outro problema de programagao € a escolha entre:

1) a computagao no comego € o armazenamento das estima:
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tivas das derivadas parciais em todos os pontos ou

2) computar as derivadas em cada ponto no momento em que
seja necessario.

Foi escolhida a primeira opgdo porque o primeiro passo do mé-
todo para estimar as derivadas parciais num ponto dado envol-
ve o cdlculo em varios pontos adicionais e & mais simples rea-
lizar o primeiro passo inicial para todos os pontos. Obviamen-
te, esta opgao € ineficiente no caso de muitos pontos dados e
poucos pontos de saida. No entanto, através da reducao prévia
dos pontos fornecidos, ©O usuario pode diminuir os tempos de
computagdo ndao sd para o cdlculo das derivadas mas também pa-

ra os outros procedimentos, incluindo a triangularizacao.
3.7. EXEMPLOS DE APLICAGAO

Tomando um exemplo de um estudo anterior, Akima (1974),
foi ilustrada a aplicacao deste novo método. Para isso foram
tomados aleatoriamente 50 pontos de uma superficie (conforme

coordenadas da Tabela 3.3).

A Figura 3.2 mostra o mapa de curvas de nivel para a su-
perficie resultante de 30 pontos com asterisco da Tabela 3.3,
enquanto que a Figura 3.3 mostra o mesmo mapa para todos os

50 pontos da mesma tabela.

Em cada figura, a superficie original da qual os pontos
foram amostrados & mostrada em (a). A superficie ensaiada com
trechos de planos, cada um aplicdvel a um tridngulo, esta mos-

trada em (b). Naturalmente, tal superficie & continua mas nao
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Tabela 3.3 - Um exemplo de pontos amostrados. Sao fornecidos
50 pontos atraves de suas coordenadas x, y e z

i % Y 2 ‘ 5 Yi Z

* 11,16 1,24 22,15 | 26 3,22 16,78 39,93
x 24,20 16,23 2,83 | 27 % 0,00 0,00 58,20

12,85 3,06 22,11 28 * 9,66 20,00 4,73
% 19,85 10,72 197 129 2,56 3,02 50,55
% 10,35 4,11 22,33 | 30 * 5,22 14,66 L0,36

24,67 .40 10,25 |31 % 11,97 10,47 13,62
* 19,72 1,39 16,83 | 32 17,25 19,57 6,43
15,91 7,74 15,30 | 33 * 15,10 17,19 12,57
* 0,00 20,00 34,60 | 34 * 25,00 3,87 8,74
* 20,87 20,00 5,74 | 35 12,13 10,79 13,71

O\ 0o~] O™ i W=

11 6,71 6,26 30,97 | 36 % 25,00 0,00 12,00
12 3,45 12,78 41,24 | 37 22,33 6,21 10,25
13 %« 19,99 4,62 14,72 | 38 11,52 8,53 15,74
14 14,26 17,87 10,74 | 39 * 14,59 8,71 14,81
15 % 10,28 15,16 21,59 | 40 * 15,20 0,00 21,60

16 * 4,51 20,00 15,61 | 41 7,54 10,69 19,31
17 17,43 3,46 18,60 | 42 * 5,23 10,72 26,50
18 22,80 12,39 E.A7 L 43 17,32 13,78 12,1
19 0,00 4,48 61,77 | 44 * 2,14 15,03 53,10
20 7,58 1,98 29,87 45 * 0,51 8,37 49,43

21 * 16,70 19,65 6,31 | 46 22,69 19,63 3,25
22 * 6,08 4,58 35,74 | 47 * 25,00 20,00 0,60
23 1,99 5,60 51,81 | 48 5,47 17,13 28,63
24 * 25,00 11,87 L,ho | 49 * 21,67 14,36 5,52
25 * 14,90 3,12 21,70 1 50 % 3.3 0,13 44,08

» Tabela fornécida por Akima, bibliografia [4]

suave. A superficie ajustada pelo métodc cue estima as deri-
vadas parciais com um polindmio do segundo grau € mostrada em
(c). As superficies ajustadas pelo método proposto usando 3,4
e 5 pontos adicionais para estimar as derivadas parciais em
cada ponto estao mostradas em (d), (e) e (f).,respectivamente.
No desenho das curvas de nivel os valores de z foram inter-
polados, pelos respectivos métodos, nos nds de uma malha con-

sistente em 100 x80 quadrados. Em cada quadrado os valores de



L

gy

b1

7\
o N

\

s

e
u) \.\

¥ \Q._._,_,,_.-'
T ———

e) Metodo proposto (4 pontos)

£) Metodo proposto (5 pontos)

Figura 3.2 — Mapa de curvas de nivel utlllzando os 30 pontos
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das derivadas parciais.

% Figuras fornecidas por Akima, bibliografia [4]
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f) Metodo proposto (5 pontos)

Figura 3.3 - Mapa de curvas de nivel para os 50 pontos da Ta-

bela 3.3.

* Figuras fornecidas por Akima, bibliografia [4]
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z foram interpolados linearmente.

As Figuras 3.2 e 3.3 indicam que o método proposto pro-
duz resultados razoaveis. Nessas figuras nota-se que ha uma
pequena variagao no desenho quando se empregam diferentes nu-
meros de vizinhos (3, 4 ou 5) para estimar as derivadas par-
ciais. As Figuras 3.2 (c) e 3.3 (c) demonstram a peculiar i-
diosincrasia do método que calcula as derivadas atraves de um
polinémio do segundo grau: mais pontos levam a resultados mui-

to piores, neste exemplo.

A decisdo de se o método proposto & aplicavel ou nao a um
problema particular compete a caca possivel usuario do mesmo.
Espera-se que o exemplo fornecido possa ajudar numa tomada de
decisdao. Uma comparacao de (d), (e) ou (f) realizadas com O
método proposto, com a superficie original (a) ou a superfi-
cie de trechos de plano (b), em cada figura, pode ser uma boa
ajuda para tal decisdo. A comparagdo das Figuras 3.2 e 3.3 da
uma idéia da variacao da superficie resultante com relacao ao

numero total de pontos fornecidos.

3.8. PROPRIEDADES DO METODO

Akima apresenta em seu trabalho as seguintes propriedades:

1. 0 método nao arredonda os dados, isto €, a superficie
resultante passa através de todos os pontos forneci-
dos. Nesse sentido, o método s6 & aplicavel quando os
valores de 2z sao conhecidos com exatidao, ou quando

os erros sao despreziveis.

2. Da mesma forma que qualquer método de interpolagao, a
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precisdo dos valores intermediarios nao pode ser ga-
rantida. Pode-se dizer no entanto que o método em ques-
tio foi testado com sucesso contra os valores preci-
sos de uma forma funcional (funcao matematica conhe-

cida).

3. 0 resultado do método & invariante quanto & rotacao do

sistema de coordenadas x-y.

4. 0 métodoé%iinear. Em outras palavras, se
z(x5,y;) = a*2'(x5,y;) +b-2"(x;,y;)
para todo i, os valores interpolados satisfazem a
z(x,y) = a-z'(x,y) +b-2"(x,y),

onde a e b sao constantes reais arbitrarias.

5. 0 método fornece resultados exatos quando z(x,y) re-

presenta um plano, isto €,

BURN) * Bopyy Oy N ¥y Ky

onde a50° 2

10° a51 sdo constantes reais arbitrarias.
6. 0 método requer somente procedimentos diretos. Ndo ha
problemas de estabilidade computacional ou de conver-

géncia em sua aplicacao.

Além disso, merecem destaque as propriedades do metodo de
Akima apresentadas por Franke (1982), em que sao comparados 37
metodos selecionados dentre oc mclhores em uso nos EUA. Essa

comparagdo levou em conta os seguintes aspectos: precisao, as-
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pecto visual, sensibilidade com relagdao a parametros internos,
tempo de processamento € memoria requerida. Passamos a anali-
sar cada um desses fatores, numerando-os em sequencia com re-

lacdo as qualidades ja apresentadas.

2 precisdo. E um importante aspecto de comparagao, que
se refere a fidelidade com que um método reproduz a superfi-
cie que esta sendo modelada.

Nas aplicacOes usuais nao existe uma funcio matematica
que represente a superficie com toda exatidao. Na realidade,
s6 conhecemos o valor da fungao em alguns pontos amostrados
e fazemos hipoteses razoaveis para determinar o seu valor nas
regides intermediarias.

Para avaliar a precisao de um método costuma-se fazer o
teste contra uma forma funcional, que consiste em aplicar o al
goritmo a superficies conhecidas, isto €, a superfpicies repre
sentadas por funcdes matematicas pre-definidas. Dessa forma pode

se quantificar os desvios e medir a precisao.

Franke (1982) descreve os testes que fez, classificando a
seguir os 32 métodos analisados, de acordo com notas que variam
de A até F. 0 método de Akima recebeu a nota B, o que nos pare-

ce um resultado bastante satisfatorio.

8. Aspecto visual. Ainda que conceitualmente nao tenha tan

to relevo quanto a precisao, o aspecto visual nao pode, de forma
alguma, ser desprezado.

Em primeiro lugar porque o usuario esta acostumado com a
boa qualidade das curvas de nivel feitas por um desenhista e

reluta em aceitar um produto de pior qualidade pois, para ele,
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uma aparéncia pior esta associada a um menor cuidado em todo o
trabalho. Ndo s6 no desenho mas também na interpolacao e pre-
cisao dos resultados.

A definicdo da qualidade estética de um mapa € a primei-
ra vista um tanto subjetiva; mas as pessoas que trabalham com
curvas de nivel estdao aptas a dar um parecer digno de confian
ca, € o mais provavel & que a classificacdao de dois entendidos
coincida.

Para avaliar o desempenho de diversos métodos com relagao
a este parametro Franke comparou os respectivos desenhos e
perspectivas tridimensionais, separando-os por classes, de A
até F. O método de Akima recebeu a qualificacao C, o que sig-
nifica que & aceitavel; pode no entanto ser melhorado. E foi

o que fizemos, entre outras coisas, neste trabalho.

9. Sensibilidade a paradmetros. Muitos métodos envolvem

a fixacdo ou definigd@o, por parte do usuario, de um ou mais
parametros. Os resultados, tanto em valores numéricos como no
desenho, podem variar grandemente em funcao dos valores adota-
dos para esses parametros. A magnitude dessa variacao consti-
tui a sensibilidade do método aos parametros. Para verificar
essa sensibilidade e, dentro do possivel, quantifica-la, pode-
se utilizar o mesmo conjunto de dados, processando-o cada vez
com um valor diferente dos parametros.
No entanto, mais do que medir ou avaliar, @ desejavel

que o método seja invariante a parametros e a mudangas ou Tro-
tacgoes de eixos: a superficie real nao depende de parametros.

No método original de Akima dispoe-se de um parametro
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que ¢ o numero de vizinhos para o calculo de derivada. Pode va-
riar de 2 a 25, sendo que o autor recomenda os valores 3, 4 ou

-
Com a introducao de algumas modificacoes fizemos com que

o método trabalhe com os vizinhos naturais (ou de Voronoi), que
& um invariante dado pela configuracao geométrica. Eliminamos
portanto a sensibilidade a parametros, conseguindo a estabili-

dade do interpolante.

10. Tempo de processamento. Para os grandes computadores,

em nosso pais, esse parametro tem grande importancia pois & um
dos principais determinantes do custo.

Franke afirma que esse recurso nao tem grande interesse,
a menos que seja muito alto. Essa afirmacao nao € valida entre
nés ja que se cobra o tempo de processamento por segundo de uti
lizagdo, cuja taxa esta longe de ser desprezivel.

Por isso justificam-se entre nés os investimentos parami
nimizar o recurso tempo. O método de Petinatti (1983) mostra
essa preocupacao clarissimamente, desenvolvendo altas técnicas
para baixar o tempo de computagdo e apontando esse fator como
decisivo para definir o sucesso ou o fracasso de um método.

0 método de Akima, de acordo com o estudo de Franke (1982
& de longe o mais rapido de todos os 32 métodos estudados, tendo
recebido a nota A/A.

Examinando os outros 31 métodos, pode-se ver que ha um
compromisso entre as diversas qualidades. Os métodos que apre-
sentam qualidade visual otima (nota A) exigem muitissimo tempo

de computagao, recebendo uma qualificacdo do tipo B/C ou C/D, o
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que os inviabiliza do ponto de vista economico para os grandes
computadores, e do ponto de vista operacional (tempo) para o0s
microcomputadores.

Com relacdo as qualificagoes, a primeira letra represen-
ta a soma de tempos para 3 casos com 100, 33 e 25 vértices, e
as faixas de tempo A, B, C, D e E sdo respectivamente (0.71:
(7,21, (21,311, (31,501 e (50,0 ). A segunda letra representa
o tempo total para 100 vértices e uma malha de 33 x 33 (1089)
pontos. As faixas de tempo sao, respectivamente, (0.4]:; (4,12],

(i2,300, (20,88),; @ (36,8 ).

11. Memoria alocada. No computo deste fator deve-se levar

em conta a area de programa € a area para dados. Franke, em seu
estudo, ndao levou em consideracdao a area destinada ao programa
pois preocupa-se com grandes computadores. No entanto, para a-
plicacdes em micro, a memoria € um dado de muitissima relevan-
cia, que pode determinar sua adogdo ou nao. Deve-se ter em con
ta necessariamente a area de programa e tambeém a dimensao da
maior sub-rotina para efeitos de fracionamento de programa.
Pode-se ver também no trabalho de Franke que os metodos
de melhor qualidade, alem de grande tempo de processamento, e-
xigem grande capacidade de memoria, proporcional a n’ (quadra-
do do numero de pontos). Isso os inviabiliza para a aplicacdo

em micros, que & um dos objetivos desta tese.



4 - 0 ALGORITMO PROPOSTO POR AKIMA

* Collected Algoritms from ACM
Algorithm 526: Bivariate Interpolation and Smooth Surface Fitting fon
Iuiegubanty Distributed Data Points (B,).

Linguagem: ANSI Standard Fortran

Neste capitulo faremos uma descrigao geral do algoritmo
526+ estudaremos suas sub-rotinas explicitando a mecanica de

calculo e os fundamentos matematicos envolvidos.

Como é natural, os comentarios tornam-se mais faceis de
entender quando lidos paralelamente com a listagem do progra-

ma.

W [N DESCRIQEO GERAL DO PROGRAMA

Este algoritmo esta composto por 2 programas principais

que realizam a interface com o usuario. Sao eles:

IDBVIP - (Sigla para BiVariate InterPolation) - realiza
a interpolacao em um ou alguns pontos especifi-
cados, isto €, calcula o valor de z em pontos

cujas coordenadas x, y devem ser fornecidas.

IDSFFT - (Sigla para SurFace FiTting) - realiza a inter-

polacdo preparando o ajuste de uma superficie
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suave. Para isto estima © valor de z, como no caso
anterior mas tomando os pontos de maneira glg=
tematica: nos nos de malha regular, tao densa
quanto se queira. Gera uma matriz bidimensional

contendo os valores de z estimados.

Restam 6 sub-rotinas basicas, que constituem o suporte
para os 2 programas principais. Essas sub-rotinas sao chama-
das por IDBVIP ou por IDSFFT ou por ambos, conforme o esquema

que apresentamos a seguir na Figura 4.1.

IDBVIP| |
|
e | )
[ IDTANG | [toctop|  [1DLCTN]  [IDPDRV| [IDPTIP|
TDXCHG pontos mais localiza cafcu]a 1ntEfpola
proximos P, derivadas z;
(troca A)
lDSFFTI 11
A | L I
I DTANG IDCLDP TiDGRID| [IDPDRV]  [IDPTIP]
pontos mais localiza calcula interpola
(troca ﬂ.} pl‘(-)XiIT!OS malha derivadas Zi

Figura 4.1 - Esquema dos 2 programas, indicando
as sub-rotinas chamadas.

As seis sub-rotinas sao as seguintes:

1. IDCLDP - (CLosest Data Points) - determina os n_ pon-

tos mais proximos de cada vértice da triangulagao

2. IDGRID - (GRID - malha) - organiza a saida dos pontos

da malha para o programa IDSFFT, classificando-os pox
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ordem crescente do nimero de triangulos.

3. IDLCTN - (LoCaTe a poiﬁtj—-localiza um ponto para O
programa IDBVIP, isto &, determina o triangulo em que

o ponto cail.

4. IDPDRV - (Partial DeRiVates) - calcula as derivadas

parciais nos pontos fornecidos.

5. IDPTIP (PuncTual InterPolation) - realiza a interpo-
lacao em um ponto, isto &, calcula os coeficientes do

polindmio e a seguir o valor de z2{x,¥)

6. IDTANG - (TriANGulates) - triangulariza o0s pontos da-

dos.
Existe tambem uma fungdo que € a seguinte:

7. IDXCHG - (eXCHanGe) - chamada por IDTANG, esta funcao
verifica se & necessaria ou ndo uma troca de triangu-

los.

Na Figura 4.1, indicamos o esquema de chamada das sub-

rotinas pelos 2 programas IDBVIP e IDSFFT.

A ordem de chamada & da esquerda para a direita. Pode-se
notar um bloco comum de rotinas para os 2 programas, variando
somente IDLCTN (que sd & chamada por IDBVIP) e IDGRID (que s0

¢ chamada por IDSFFT).
I .2. MEMORIA, TEMPOS E MODOS DE COMPUTAGAQ

0 pacote, que inclui dois blocos comuns (IDLC e IDPI),o-

cupa 3.500 posigdes de memdria no computador CDC-6600.
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Quando se utiliza um dos programas repetidamente com da-

dos parcialmente idénticos como parte da proxima chamada, po-

de-se poupar tempo de computacdo especificando um apropriado

modo (MD)

MD

MD

MD

Il

i

de computagao.

utilizado para a chamada inicial ou para os ca-
sos em que se altera o nimero de vizinhos (NCP)
para estimar as derivadas parciais, ou ainda quan-

do se fornece um novo conjunto de dados (x,¥.2)-

utilizado quando se mantém o nimero de vizinhos
e o conjunto de pontos fornecidos (coordenadas X,
y,z) e se quer calcular os valores de 2z em ou-

tra malha diferente da inicial.

utilizado quando se mantém o nimero de vizinhos,
o conjunto de pontos fornecidos e se quer calcu-
lar os valores de z na mesma malha inicial a-

crescida de alguns pontos.

Tabela 4.1 - Tempo de computacao aproximado
de 1DBVIP, computador CDC-6600

Tempos (segundos)
NDP NF I

MD=1 | MD=2 | MD=3

10 | 0,03 | 0,02 | 0,02
10 100 | 0,13 | 0,12 | 0,08
1.000 | 1,10 | 1,10 | 0,70

10 | 0,75 | 0,10 | 0,07
100 100 | 0,86 | 0,22 | 0,14
1.000 { 2,10 | 1,50 | 0,84

10 | 47,00 | 0,84 | 0,60
1.000 100 | 47,00 1,10 | 0,68
1.000 | 50,00 | 3,80 1,40

* cfr. Akima [4]
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Tabela 4.2 - Tempo de computacao aproximado
de IDSFFT, computador CDC-6600

Tempo (segundos)

NDP  |NXI*NYI
MD =1 MD=2 | MD=3

11%11 0,08 0,07 0,04
10 | 3339 0,41 0,40 0,22
101%101; 3,50 3,40 1,80

11*11 0,86 0,20 0,14
100 | 33*33 1,30 0,66 0,37
101*101| 4,60 4,00 2,00

11*11 | 47,00 1,10 0,70
1.000 | 33*33 | 49,00 2,60 1,30
101*101| 54,00 8,20 3,50

As Tabelas 4.1 e 4.2 mostram o tempo de computagao apro-
ximado, necessario para os programas IDBVIP e IDSFFT, respec-
tivamente, no computador CDC-6600, quando sao utilizados 4 pon-

tos adicionais para estimar as derivadas parciais em cada pon-

to (NCP=4).

Nessas tabelas NDP & o nimero de pontos dados, NPI €& o©
nimero de pontos de saida nos quais a interpolacdo deve ser
realizada e NXI e NYI sao os numeros de pontos da malha (di-

visdes) nas coordenadas x € y. MD € o modo de computacdo.

L4.3. DESCRICOES DAS SUB-ROTINAS

Descrevemos a seguir as seis sub-rotinas basicas e a fun-
cdo IDXCHG, seguindo, por motivos didaticos, a mesma ordem em

que sdo chamadas pelos 2 programas principais.

Tenha-se em conta que TTIDBS € uma rotina de teste e que

pode ser eliminada uma vez que o programa esteja acertado.

IDBVIP e IDSFFT nao necessitam maiores explicagoes pois sua
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funcdo & chamar as sub-rotinas menores (Figura 4.1). Por isso
naio damos maiores detalhes referentes a esses trés componen-

tes do programa de Akima.
3.1. FUNGAO IDXCHG (algoritmo CACM 526, p. 26)

Esta funcdo determina se uma troca de 2 tridngulos & ne-
cessaria ou ndo, utilizando o critério do angulo max-min, for-

necido por C.L. Lawson.
Os parametros a serem fornecidos sao:

* x,y = listas contendo as coordenadas dos vértices (pontos

dados)
* 11, I2, I3 e I4 = numero de quatro pontos Pl, P,, P; e P4,
que formam um quadrilatero,com P, € P, co-

nectados diagonalmente.

A funcdo retorna a rotina IDTANG com o valor inteiro 1
(um) quando a troca € necessaria, e com o valor 0 (zero) caso

contrario.

Segundo a ordem de listagem do programa podemos fazer os

seguintes comentarios e esclarecimentos:

1) As formulas U3 = (Y2-Y3)*(X1-X3) - (X2-X3)*(Y1-Y3) e as

L

analogas U4 =... Ul=... U2=... representam o modulo
do produto vetorial de vetores que sao lados do qua-
drilatero. De acordo com a Figura 4.2 podemos escrever

as equagoes correspondentes.

.—>-
P = PPy = Py =Py = ax T+ ay; .3 = (x)-x)T + (yy-y5)T
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- e o += > i -+
q - P3P2 = Pz -P3 = &XZSI +ﬁ}r23J = (xg“x3)1 * (}’2 YS)J
4 P
le S 2
b4 q
=~ P
Figura 4.2 - Quadrilatero e produtos vetoriais
-+ > >
|%| = |paq| = éxlz'ﬁy23 =A%,z cAyq 2 t = |% 3
formalmente:
AX Ay P
ug = 13 13 Bad] = x84, 4
Ax Ay
23 23 pP-q. sené
AX AY 5,
u, = 24 24 \'SrAitl ZxSﬂ
4 o A 124
14 Y14
Ax Ay
. o | W &l |-Ta-B| = |TaB| = 2xSaA
1 Az A 134
31 Y31
Ax Ay
u, = 34 ke |=qA-8| = |qa8] = 2xSb oz,
AXyo DYy

Nas formulas a direita explicitamos o fato de

o produto

vetorial ser igual ao dobro da area do triangulo formado pe-
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los 2 vetores. Isso sera utilizado logo a seguir.

2) A verificagao de se U3*U4 & menor ou igual a zero,de-

termina a configuragdo geométrica do quadrilatero. Ca-
so haja um dngulo interno maior ou igual a 180%, nao
se deve modificar o triangulo 234 e entao se faz IDX=
= IDXCHG = 0 e se retorna a sub-rotina IDTANG. Na Fi-
gura 4.3 indicamos as possiveis configuragoes do qua-

drilatero em fungao do valor do produto U3*U4.

Figura 4.3,a) — A>0, os produ-

tos vetoriais sao
de mesmo sinal e o seu produto
A=U3xU4 & positivo. Os calcu-
los prosseguem para verificar se
a troca de trlangulos e necessa-
ria ou nao: isso dependera dos
angulos.

Figura 4.3,b) —=A <0, os produtos ve-

toriais sao de sinais

contrﬁrios e o seu produto A=U3%U4

p e negativo.Isso 51gn1f1ca que um dos

2 angulos internos @ maior que 1809 e
. 0 quadrllétego nao E estritamente
convexo. Nao e necessaria a troca e
A<O os calculos terminam. Retorna-se a
rotina principal com IDXCHG=0.



© Figura 4.3,c) - Trata-se de situagao
P completamente analoga
a anterior. A unica diferenga reside
em qual dos angulos & maior que 1809.

IDXCHG = 0.

A<D

Figura 4.3,d) - A=0, um dos produtos vetoriais (ou ambos,
em caso extremo nao representado) e nulo.
Isso 1nd1ca que tres pontos estao alinha-
dos e nao ¢ necessaria a troca de triangu-
los (produ21r1a um angulo nulo,que portan-
to € o minimo geral). Retorna-se a rotina
principal com IDXCHG =0.

3) Neste comentario, vamos interpretar algumas formulas

apresentadas, de acordo com a nomenclatura da Figura

4.4.
= 2 = 2 = - 2 . 2
a;sq = a; = p (X;-%X3) % + (y1-V3)
= 2
blsq T
c,5q = s?

]
o]

a,sq
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Figura 4.4 - Quadrilatero e nomenclatura

4) Lembrando que os produtos vetoriais representam o do-

bro da area do triidngulo podemos escrever

Ul = 2-p-r-sena1
uz = 2-s-q-sencx2
U3 = 2-p-q-sena3
U4 =

2*T*S=*sSe
nu4

Isso nos leva a compreender o significado de mais algu-
mas expressoes:

4-p2-rzsen2u1

S1sQ = si = U1? / Ci * max(ai / bi) =

d®«max(p? / r?)

a) se p>r [ap>ar)
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seno. seno. seno
: g
2 _ 4. 2 & e B
5] = 4 (senarJ | - T
b) se r <p (ar>ap)

2 w A 2
= 4 (senap)

1 2= L] u 2‘ 1 2 a .-
donde se conclul que sS; 4 (senamln) ; ou seja s; e uma medi
da do ingulo minimo do triangulo 1-3-4: o, ou a.. Lembrar que

quando maior um angulo, até 909, maior o seu seno.

Analogamente, S2SQ & uma medida do minimo angulo do tri-

angulo 2-3-4: %o ou a.

E da mesma forma S3SQ & uma medida do minimo angulo do
tridngulo 1-2-3: Bp ou Bq. E S4SQ & uma medida do angulo mi-

nimo do tridngulo 1-2-4:: g_ ou B..

5) O passo seguinte do programa realiza uma comparagao en-
tre o minimo dos &ngulos a; com 0 minimo dos &ngulos
B+ Pode-se entio determinar o maximo dos dngulos mi-
nimos e escolher a configuracdo correspondente ja que
a configuragdo atual corresponde aos o; € a configu-
racdo opcional aos B,. Se 0 minimo dos’ B, for maior

que o minimo dos a., entao trocam-se os triangulos.

Como observacdo podemos dizer que nao e necessario, para
encontrar o angulo minimo absoluto, fazer a comparagao com OS
dngulos nos veértices (0,0,,05 OU a4) pois estes sao fracio-
nados pelas diagonais em teste, dando origem a 2 angulos que

serao forcosamente menores do que ele.
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4.3.2. SUB-ROTINA IDTANG (pp. 22 a 26)

Esta sub-rotina realiza a triangulagao, ou seja:

interliga adequadamente os pontos do plano x-y,forman-
do tridngulos aceitaveis;

determina os segmentos (arestas) que formam a borda da
area; |

determina o numero dos triangulos correspondentes aos
segmentos de borda;

lista o numero dos veértices de cada triangulo no sen-
tido anti-horario;

lista o numero dos dois extremos de cada segmento de
borda, no sentido anti-horario; sendo que a ordem de

listagem dos segmentos de borda também & anti-horaria;

Esta sub-rotina chama a funcao IDXCHG para verificar se

a troca de tridngulos & necessaria ou nao.

Os parametros a serem fornecidos sao:

*

*

%*

NDP = numero de pontos dados (vértices)

XD = lista de dimensao NDP contendo as coordenadas x
dos pontos

YD = idem, coordenadas y dos pontos fornecidos

Os parametros de saida sdo:

*

*

NT nimero de tridngulos

LET

lista de inteiros de dimensao 6*NDP - 15,onde os
nimeros dos vértices do (IT)®S'M° tridngule

sao armazenados como sendo os (3*IT-2), (3*IT-1)
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e (3*IT)ESimOS elementos dessa lista. IT=1,2,..

- ,NT.

Como se vera mais adiante, 6*NDP - 15 & o nimero maximo

de vértices a serem armazenados para uma triangulagao com NDP

pontos.
* NL
= TP

numero de segmentos de borda;

lista inteira de dimensao 6+*NDP onde: o numero
dos 2 vértices extremos de cada (IL)éSimo segmen-
to de borda e o namero do respectivo triangulo a
que IL pertence sdo armazenados como sendo 0s

(3*IL-2), (3*IL-1) e (3*IL)®°™° elementos. IL =

= Ly s gl

Os outros parametros sao:

* IWL

* INP

lista de inteiros usada internamente como area de
trabalho, com dimensao 18*NDP;

idem, dimensao: NDP;

lista (valores reais e ndo inteiros) de dimensao

NDP, usada internamente como area de trabalho.

Acompanhando a listagem fazemos as seguintes observacoes:

1) Significado das funcoes DSQF e SIDE:

De acordo com a Figura 4.5, DSQF(U1,V1,U2,V2) =di2 (dis-

tincia entre dois pontos ao quadrado). Quando se trata de fa-

zer comparacdo entre duas dist@ncias nao € necessario extrair

a raiz quadrada, o que sO implicaria em mais calculos.

A funcdo SIDE pode ser interpretada como sendo o produto

vetorial:
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Bogpiiygl = |20 YD)
12713

[ug"ul) (VS_VIJ
No entanto, pode ser interpretada também como um modo de
determinar a posicdo (side =1lado) de um ponto (no caso o pon-
to 3), com relagao a uma reta (no caso a determinada por 1-2).
Se SIDE for positiva, 3 estara a esquerda de 1-Z; se for ne-
gativa, a direita e se for nula teremos o alinhamento dos 3

pontos.

Pléura 4.5 - Geometria para a interpretacao das
funcoes DSQF e SIDE.

2) Determinagao do par de pontos mais proximos e seu pon-

to médio
Sao calculadas as distancias (ao quadrado) entre todos os
pontos dados, sem repetir nenhum calculo. Numa representacgao
matricial (i,j) vemos que sO € necessario calcular os elemen-
tos estritamente acima da diagonal principal (Figura 4.6).

Adota-se inicialmente dmin:=d12 e, a seguir, para cada



i=> 1 2 3 L4 5 n
J=+1
1 0 d]2 d13 d]h d15 s = dln
y. 0 d23 dZH d25 S d2n
3 0 d3h d35 —_— d3n
L 0 th ceedy
5 0 ... d5n Propriedades:
dij =0 (para i=j)
dij =dji (simetria)
) dn—1n
n 0

Figura 4.6 - Matriz das distancias calculadas

distancia calculada verifica se € menor que a d ;, @tual.Nes-
se caso faz a substituicao. Quando estiverem varridos todos os

pontos dispde-se da aresta minima.

Pela média das coordenadas x e y obtém-se as coordenadas

do ponto médio da aresta minima (PM).

3) Reordena os outros (NDP-2) vertices, por ordem cres-

cente de distdncia ao ponto médio (PM).Armazena o na-

mero desses vértices na lista IWP.

a) reagrupa os vértices na lista IWP, deixando as duas
primeiras posicoes livres para a aresta minima e
mantendo as demais arestas na mesma posicao rela-
tiva. Calcula também as distancias de cada ponto a

PM, armazenando em WK.

b) reagrupa os vértices (de 3 a n-1) de acordo, agora

com a distancia ao ponto PM. O conteudo da drea de
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trabalho WK € perdido pelos sucessivos rearranjos;
conserva-se somente a ordenagao dos pontos.

4) Se necessario, modifica a ordem dos pontos cm IWF de mo

do que os trés primeiros vértices sejam nao-colinea-

Tes.

e

Realiza o produto vetorial, calcula o seu modulo (funcao
ABS) e verifica se o modulo € maior que zero. Na realidade subs-
6

-n-lﬂ' . Isso corresponde a ve-

titui o valor zero por um € =dml

rificar se os pontos estdao alinhados (ou quase alinhados).

Caso seja necessario — pontos alinhados — reorganiza a
lista IWP para garantir que haja pelo menos um triangulo ndo
degenerado. Caso todos os pontos estejam alinhados a rotina

acusa o fato apontado uma mensagem de erro.

5) Forma o primeiro tridngulo. Além disso,armazena o nu-

mero dos veértices desse triangulo na lista IPT e ar-
mazena o numero de vértices que pertencem a um segmen-
to da fronteira atual e o numero do respectivo trian-

gulo na lista IPL.

Utiliza a funcdo SIDE para verificar se a ordenacao dos
pontos no triangulo € anti-horadria. Se nao for troca os vVeér-
tices 1 por 2, o que faz com que a seqliencia de armazenamento

seja a desejada.

A lista de fronteira, para esse primeiro triangulo,é sim-

ples.

6) Acrescenta os (NDP-3) pontos remanescentes, um a um.

E o enlace principal desta rotina, que vai até o endere-
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a) determina os segmentos de bordas visiveis a partir do

ponto em questdo.

E fornecida a lista da fronteira IPL, com NL segmentos,
sendo que o ponto em questao, a ser acrescentado, sempre cai
fora da circunferéncia que envolve o poligono formado com Os
pontos anteriores (basta pensar na circunferéncia centrada em
PM e com raio igual a distancia de PM ao ultimo ponto acrescen-

tado).

A determinacdo dos segmentos visiveis € feita atravésdos

produtos vetoriais, tendo como centro o ponto P, (em questao).
1

Une-se P, com 0s pontos da lista de fronteira, formando-se os

vetores 51’52’53"" (conforme Figura 4.7).

JPMX (ultimo positivo)

1

IPL('.I.}\
isiveis\ invisiveis .
P.€ 9 l
i !
6.
\4 J
ponto que esta B mmees

Figura 4.7 - Determinacao das arestas visiveis
a partir de Pi'
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Trata-se pois de encontrar entre OS Ei’ 0 vetor mais a
direita de El (tangente inferior tragada de P; ao poligono,

- oo -* %
representada na figura por p Epa) e 0 vetor mals a esquer-

min
da de fl (tangente superior ao poligono,rqnesmuﬂda;mrj%wx).

Isso pode ser feito através do produto vetorial. Inicial-

e

S
mente faz-se Pivin = Priax

=§l. Efetua-se a seguir o produto ve-
. > > i . " ‘ F L= . "
torial P1AP35 se der negativo isso significa p, a direita e

-~ = T -
adota-se entao p, como D e prossegue-se analogamente ate

min
que o produto vetorial se torne positivo (na figura isso acon-
tece para 55). 0 ultimo vetor que forneceu um produto vetorial

negativo (54] € a tangente inferior procurada.

Raciocinio semelhante, agora com os produtos vetoriais po-

sitivos, fornece a tangente superior.

Os numeros dos pontos que fornecem a tangéncia minima e
maxima s3ao controlados pelos Indices JPMN e JPMX. Os segmen-
tos de borda entre esses dois pontos serdo visiveis no sen-

tido horario e invisiveis no sentido anti-horario.

Na Figura 4.7, JPMN =4, JPMX =10, portanto serao visiveis
as seguintes arestas: 4-3, 3-2, 2-1, 1-11 e 11-10; serao in-

visiveis: 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9 e 9-10.

Esse passo do programa prevé também casos limites,em que
o vetor minimo (ou maximo) esteja apenas a um € a direita (es-
querda) do vetor anterior. Nessa situagdo examina-se se o mo-
dulo desse possivel vetor minimo € maior ou menor que o modu-
lo do vetor anterior, isto &, compara as distancias PP, e

P[}Pn—l'
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Se a distancia for maior nao se efetua a troca pois essa
uniao acaba gerando um triangulo com um angulo muito pequeno
(quase nulo). Essa situagao nao acontece se a distancia for me
nor: o angulo formado e maior. Nos casos de alinhamento ou qua
se alinhamento essa medida faz com que se tome sempre o segmen

to mais curto.

A Figura 4.8 ajuda a ver porque num caso se efetua a u-

niao e no outro nao.

Figura 4.8 - Caso limite em que nao se adota o ponto mais
a direita: angulo muito pequeno €.

b) Roda a lista IPL para que as bordas invisiveis ocupem

a primeira parte desta lista.

Para isto efetua-se um giro de pontos e coordenadas até
que o ponto seguinte a JPMN ocupe a primeira posicao. Compu-
tacionalmente € necessario copiar os valores das primeiras po-
sicoes de IPL (correspondentes aos pontos de 1 a JPMN +1) no
fim da lista para que nao sejam perdidos ao gravarmos outros
valores nessa posicao. A seguir deslocam-se todos os valores

em bloco, até que a primeira posigdo seja ocupada por JPMN+1.
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c) Acrescenta tridngulos a lista correspondente (IPT),a-

tualiza os segmentos de borda na lista IPL e envia pa-
ra a lista IWL os segmentos de borda que necessitam

ser reexaminados.

c-1) Acrescenta a lista IPT um dos triangulos formado pe-

la unido do ponto em questdao com dois vértices vi-

siveis (Figura 4.9).

fronteira: ABCD

Figura 4.9 - Triangulos formados pela uniao de P, com os vertices
visiveis;possiveis trocas, em torno gas diagonais que
sao as arestas da borda, deverao ser testadas.

Na primeira passagem acrescenta-se o triangulo P,AB, na

segunda P,BC ¢ assim por diante.

c-2) Atualiza a lista IPL (borda) para introduzir as mo-

dificacdes devidas ao acréscimo de P,- Na situacdo
da Figura 4.9, seria necessario incluir AP, e P.B
na lista de fronteira (sentido anti-horario) e su-

primir AB. ApOs a ultima passagem AP, e P,D terdo
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substituido os segmentos AB, BC, CD.

c-3) Determina o terceiro vértice que ndo cai na frontei-

ra, isto &, dada uma aresta de borda e o correspon-
dente triangulo (interior a fronteira) determina o
terceiro vértice desse triangulo. Ainda na Figura
4,9, dada a aresta AB, determina o ponto E, interno
e que forma o triangulo ABE. Nas passagens seguin-

tes determina os pontos F e G.

c-4) Verifica se uma troca de triangulos € necessaria.

Isto &€ feito com os quadrilateros que se formam com a in-
troducgao de Py. A formacao dessa figura & sempre Py, uma ares-
ta visivel (AB, por exemplo) e o terceiro ponto do triangulo
(E). O teste de troca & feito pela fungao IDXCHG em torno da

aresta atualmente unida que & o segmento de borda AB.

*) Se a mudanga ndo for necessaria, repete o ciclo com o

triangulo seguinte (P,BC). Depois do Gltimo tridngulo
acrescenta-se um novo ponto exterior ao poligono re-

cem formado. O ciclo se repete até que o ultimo ponto

seja acrescentado.

*) Se a mudanca for necessaria modifica a lista IPT para

gravar os novos triangulos e suprimir os antigos.

c-5) armazena aresta em IWL.

Ao ser introduzida uma nova aresta, esta deve ir para a
lista IWL ja que deve ser testada contra outras possiveis mu-
dancas. Isto sera feito no reexame da lista IWL, item d-1) a-

baixo.
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d) Melhora a triangulacao.

d-1) Localiza na lista IPT dois triangulos de ambos os

lados de uma aresta armazenada em IWL, para reexame.
Para isso percorre a lista IPT verificando os tri-
angulos que possuem essa aresta como um dos seus la-

dos. Serao encontrados 2 triangulos.

d-2) determina o terceiro vertice de cada um desses dois
triangulos, isto €, o vértice que ndo pertence a a-

resta comum.

d-3) verifica se € necessaria uma troca de triangulos em

torno a essa aresta comum, utilizando a fungdo IDXCHG.

Em caso afirmativo rearranja a lista IPT,assinalando no-
vas arestas a serem testadas, ou seja, organiza IWL para uma
nova rodada de testes. Quando a lista IWL estiver vazia,a tri-

angulagao termina.

7) Reagrupa a lista IPT

Nesta altura do programa, todos os tridngulos ja estdo
formados, restando somente ordena-los adequadamente:lista-los

no sentido anti-horario.

Recorre-se entao, novamente, a fungdo SIDE que & aplica-
da a cada triangulo para verificar se seus vértices estdo lis-

tados no sentido desejado.

4.3.3. SUB-ROTINA IDCLDP (pp. 6-7)

Esta sub-rotina seleciona alguns pontos que sdo o0s mais



proximos de cada vértice.
Os parametros de entrada sao:

* NDP = numero de vértices fornecidos.

* XD, YD = listas de dimensdao NDP contendo as coordena-
das x e y dos pontos dados.

* NCP = nimero de pontos mais proximos de cada veértice

(vizinhos).
Os parametros de saida sdo:

* IPC = matriz de inteiros de dimensées NCP*NDP, onde o
numero dos NCP pontos mais proximos de cada vér-

tice dado sao armazenados.

ImpOe-se a restricdo de que NCP seja menor ou igual a 25.

Parece mais do que suficiente.

Seguindo a listagem do programa fazemos as seguintes obs

1) Seleciona NCP pontos para cada NDP, que sao o0s mais

proximos.

Tomando um vértice de cada vez, calcula os NCP vizinhos

mais proximos de cada um.
1-a) Seleciona NCP pontos, sem a preocupacdo de distan-
cia.
Suponhamos, para exemplificacao e por comodidade que NCP

seja igual a 4: queremos os 4 vizinhos mais proximos.

Toma-se inicialmente o primeiro ponto que vem apds o pon-
to em questao (PO) na lista de coordenadas (PU+1). A distan-

Cia entre ambos & tomada como sendo dsqmax (distancia maxima).
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Esta formado um circulo, com centro em P, e raio dsgmax.

0

Tomam-se a seguir os NCP-1 pontos seguintes da lista, no
caso 3. Se esses pontos cairem dentro do circulo, este passo
esta terminado. Se, durante a seqliencia de operagdes um ponto
cair fora do circulo, amplia-se o seu raio para que esse pon-
to seja incluido exatamente, isto €, adota-se como raio dsqmax

a distancia desse ponto ao centro do circulo.

Este passo termina quando temos exatamente 4 pontos den-
tro de um circulo de raio igual a distdncia do ponto mais a-

fastado ao ponto P, (Figura 4.10).

0

Figura 4.10 - Circulo contendo os 4 pontos seguintes a P
na lista de coordenadas. Seu raio e igual a
distancia do ponto mais afastado a Pg'

2) Verifica se esses NCP pontos sdo os mais proximos.

Neste passo estudam-se os pontos restantes (NDP-NCP),que
ainda ndo foram examinados. Os pontos que cairem fora do cir-
culo anteriormente construido sdo desconsiderados por, forco-
samente, nao pertencem aos NCP mais proximos. Quando um ponto
cai dentro do circulo introduz-se esse ponto na relacdo dos

NCP, eliminando-se o ponto mais afastado, que € aquele que deu



origem a dsamax.

2-a) Determina-se, dentre os NCP-1 pontos e o novo ponto
qual o mais afastado de PO' Sua distancia a esse cen-
tro, ja calculada no passo anterior (para ver se caia
ou nao dentro do circulo ou nos calculos iniciais)

passa a ser o novo dsgmax.

No final deste passo, depois que foram examinados todos
0os pontos, dispOe-se dos NCP pontos mais proximos do vértice

em estudo.

3) Verifica se todos os NCP pontos e o ponto em questao

sao colineares.

Isto & feito através do produto vetorial. Deve haver pe-
lo menos um desses produtos que seja ndo nulo.Isso acontecen-

do ndo € necessario prosseguir.

Caso todos os pontos sejam colineares passa-se a busca do

proximo ponto nao alinhado.

4) Procura o ponto mais proximo, ndo colinear.

Essa busca € feita pelo exame do valor de sucessivos pro-
dutos vetoriais, que devem ser diferentes de zero para indi-
car o ndo alinhamento. Dentre os produtos nao nulos toma-se a-
quele cujo ponto originante for mais préximo de P,
Se todos os pontos forem colineares o programa emite es-

sa mensagem e para, ja que essa configuragdo ndo permite o cal-

culo das derivadas.

5) Preparacdo dos valores de saida.
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No fim de cada passo transferem-se esses NCP pontos,nio
alinhados para a lista definitiva de saida e prossegue-se com

os calculos para determinar os vizinhos do préximo vértice.

4.3.4. SUB-ROTINA IDGRID (pp. 7 a 10)

(Chamada somente por IDSFFT)

Esta sub-rotina organiza os pontos da malha para o ajus-
te de uma superficie, escolhendo-os por ordem crescente do ni-

mero de triangulos e do numero dos segmentos de borda.
Os parametros a serem fornecidos sdo:

* XD, YD = listas de dimensao NDP contendo as coordena-

das x e y dos vértices.
* NT = namero de triangulos.
* IPT = listas de inteiros contendo o nimero de vértices
dos triangulos. Dimensdo: 3*NT.

* NL = Numero de arestas de borda.

* IPL = lista inteira de dimensdo 3*NL contendo o nimero
dos vértices iniciais e finais de cada aresta de

borda e o numero do respectivo tridngulo.

* NXI nuamero de pontos da malha na direcdo x.

Il

* NYI nimero de pontos da malha na direcido y.

* XI, YI = matriz de dimensao NXI e NYI contendo as co-

ordenadas x e y dos nos da malha.

Os parametros de saida sdo:
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* NGP = lista de inteiros de dimensdo 2*(NT+2*NL) onde e
armazenada a quantidade de nés da malha que per-
tencem a cada triangulo (ou aresta de borda) .Por
exemplo: o tridngulo 1 tem 5 nosda malha em seu

interior, o tridngulo 2 tem 6, etc.

* IGP = lista inteira de dimensao NXI*NYI onde sao arma-
zenados os numeros dos pontos da rede seguindo u-
ma ordem crescente dos triangulos (ou segmentos
de borda). Ou seja, listam-se 0OS nos pertencen-

tes a cada triangulo (borda).

Seguindo a listagem temos:

1) Significado das fungoes SIDE e SPDT.

conforme visto anteriormente, SIDE pode ser um produto
vetorial ou pode indicar a posigao de um ponto com relacao a
uma reta. Nesta sub-rotina utiliza-se a segunda interpretacao,

com uma variante: indica em que semi-plano um ponto cai.

Na Figura 4.11, SIDE positiva significa que o ponto X es-
td no semi-plano da esquerda com relagao a 1-Z. SIDE negativa

significa o semi-plano da direita. SIDE nula significa alinha-

mento.

A funcdao SPDT (Scalar ProDucT) pode ser entendida como
sendo o produto escalar, que também divide o plano em duas re-
gides, sO0 que neste caso perpendicularmente a reta 1-2 (Figu-

o 4113

combinando as duas fungoOes pode-se separar o plano em 4

quadrantes, o que, na realidade ja seria previsivel tendo em
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conta que correspondem as funcles trigonométricas de sen e Cos,

2 menos de uma constante (p.q.) que & o produto dos modulos dos

vetores.

sepr (-)| seor ©)

»
|

r.—l
R |
w
=
=
=

SIDE = p.q.senB

xl
N.

SPDT = p.q.cosB

Figura 4.11 - Interpretacao geometrica das fungoes SIDE e SPDT,
aplicadas aos pontos 1, 2, x

2) Determinacao dos pontos da malha que caem dentro da a-

rea , isto &, internos a fronteira.

i

2,a) Dado um tridngulo, determina as coordenadas maximas
e minimas de seus vértices, o que corresponde a as-

sociar um retangulo a esse triangulo (Figura 4.12).

2,b) Faz uma exploragdo da malha caminhando na direcao x

determinando os indices (ix_._ e ix___) dos possi-
min max

veis pontos da malha cue cairao dentro do triangulo.Zssa

primeira comparacao sera feita com o retangulo associa-
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1l retangulo

Al associado ‘B Yyuin
' _pontos da malha
o
| —

X

Xnin *max

Figura 4.12 - Retangulo associado a um triangulo, para faci-

2,d)

tar a exploracao dos pontos da malha.

do e por isso os pontos de malha devem ter coorde-

nadas X que estejam entre x_. € X

min
Explora a malha, agora na direcao y,
nar todos os pontos da malha que caem

tangulo associado (ABCD).

max "’

para determi-

dentro do re-

Para cada ponto que cai dentro do retangulo verifi-

ca se cai dentro do triangulo 123. Esse exame

liza-se através da funcdo SIDE, que deve dar

rea-

nega-

tiva nos trés testes com relacao aos 3 lados do tri-

angulo. Basta um deles ser positivo para que se sai-
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ba que o ponto cai fora do triangulo.

Se o ponto cair sobre um dos lados do triangulo, também
sera armazenado na lista IGP, mas em uma posicdo especial: a
partir do fim da lista e trabalhando com indices decrescentes.
Esse cuidado evitara a duplicagdo de cadlculos ja que pontos

desse tipo pertencem a dois triangulos.
2,e) Armazenamento.

A seguir, caso o ponto caia dentro do triingulo, armaze-
na-o na lista IGP, ¢ incrementa de 1 o NGP (nimero de nds da

malha, por triangulo) correspondente a esse triangulo.

3) Determina os pontos da malha que caem fora da area.

A fronteira € constituida por um poligono convexo e as

areas externas serdo associadas 3s arestas de acordo com o es-

poligono convexo

S *X

Figura 4.13 - Representagao dos 2 tipos de areas externas
- - - -
ao poligono de fronteira, as quais se asso-
ciam os pontos externos.
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quema tedrico : existem dois tipos de areas a serem conside-
radas, (1) — areas semi-infinitas retangulares como SZ_SIE.Fi—
gura 4.13 ou (2) — areas semi-infinitas triangulares, como as

indicadas por 52 ou 83, nessa mesma figura.

3.1) Areas semi-infinitas retangulares.

a) Determina regioes retangulares no plano para restrin-
gir a busca. Cada retangulo € determinado pelos limi-
tes absolutos da malha e por um x (max ou min) e um y
(max ou min) em fungﬁé da posicao espacial da aresta
em questao. Para um ponto da malha, cair dentro do re-

tangulo restritivo & condigdo, necessaria mas ndo su-

Ymin

abg —

%
min abs

x
max

X
abs

Figura 4.14 - Restrigao_das regioes de busca em funcao das coor-
denadas maxima e minima da aresta em questao. As-
socia-se um retangulo a cada aresta, por exemplo,
ABCD para a aresta 1-2.
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ficiente, para que esteja associado a uma aresta.

A Figura 4.14 ajuda a esclarecer a construgao acima des-

crita.

b) Varre o retangulo restrito de busca, segundo x,deter-
minando os indices X pane @ R dos pontos que caem den-
tro do retangulo de busca.

c) a seguir varre na diregao y, determinando cada ponto
da malha que cae dentro do quadrildtero de busca e e-
xaminando se o ponto cai dentro da drea retangular se-
mi-infinita, por exemplo, 81_2 na Figura 4.14, asso-

ciada 8 aresta 1~2.

d) para esse teste utilizam-se as funcoes SIDE (uma vez)
e SPDT (duas vezes). Na Figura 4.14, o ponto x deve
estar a direita de r (teste SPDT com 1,2 e x): 8 es-
querda de s (teste SPDT com 2,1 e x) e a direita de

1-2 (teste SIDE com 1, 2 e x).

Os pontos que cairem dentro sio armazenados conveniente-
mente na lista IGP apds o Ultimo tridngulo, ao mesmo tempo
que se vai contabilizando a quantidade de pontos que cai den-

tro de cada area semi-infinita retangular.

3.2) Areas semi-infinitas triangulares.

a) Como no caso anterior, delimita inicialmente Tegioes

menores de busca, atraves de X ou com-

in/max* min/max
binacdes. Esses valores correspondem as coordenadas do
ponto em questao ao qual esta associada a area trian-
gular.

iz Pclitecnica
o Faulo
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A regido restrita corresponde a um retangulo cujos outros
limitantes sao os x e y maximos e minimos absolutos (da malha).

Na Figura 4.15 indicam-se os retangulos limitantes, em

funcao da posigdo do ponto em questao.

X
max
abs

Figura 4.15 - Delimitacao de areas menores para a busca dos
pontos da malha que caem em regices triangu-
lares semi-infinitas associadas a pontos (en-
contro de duas arestas).

b), ¢) e d) Localizacdo dos pontos de malha

Analogamente ao caso anterior, varre a malha em x (passo

b), em y (passo c) e verifica se o ponto esta na area trian-

gular semi-infinita (passo 4

Essa Ultima operacdo se faz utilizando SPDT. Na Figura

-

4.15, um ponto x deve estar i direita de r (testando SPDT com

2,1 e x deve ser negativo) e a esquerda de s (testando SPDT com
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7,1 e x deve dar negativo). Se uma das condigdes falhar o pon-
to x estara fora do triadngulo.

Os pontos que estiverem dentro dessa area sao armazena-
dos em IGP e contabiliza-se o nimero de pontos associados ao

vertice.
4.3.5. SUB-ROTINA IDLCTN (pp. 11 a 13)

(Chamada somente por IDBVIP)

Esta sub-rotina localiza um ponto, isto &, determina a
que triangulo um dado ponto pertence. Quando o ponto forneci-
do nao cai dentro da area, esta sub-rotina determina: um seg-
mento de borda quando o ponto cai numa area retangular semi-
infinita, ou dois segmentos de borda quando o ponto cai numa

drea triangular semi-infinita (conforme Figura 4.13).
Os parametros a serem fornecidos sdo:
* NDP = nimero de vértices da triangulacao (pontos dados).

* XD, YD = listas de dimensdo NDP, contendo as coordena-

das x e y dos veértices.

* NT = numero de tridngulos.

* IPT lista de inteiros, de dimensao 3*NT, contendo os

numeros dos vértices dos tridngulos.

* NL = nimero de arestas de borda.

* IPL lista de inteiros de dimensdo 3*NL contendo: o
nimero dos pontos extremos das arestas e o nime-

ro do respectivo triangulo.
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* XII, YII = coordenadas do ponto a ser localizado.
Os parametros de saida sao:

* ITI = numero do tridngulo, quando o ponto cai dentro da
arca ou dois segmentos de borda IL1 e IL2 codi-
ficados como sendo ITI = ILI*(NT+NL)+IL2 quando o

ponto cai fora da area.

Os outros parametros sdo:

* IWK = lista de inteiros de dimensao 18*NDP usada inter-
namente como area de trabalho.
* WK = lista de dimensao 8*NDP usada internamente como

area de trabalho.

Acompanhando a listagem do programa fazemos os seguintes

comentarios:

1) Significado das fungoes SIDE e SPDT.

-

Ja esclarecido anteriormente (item 4.3.4): possibilita

dividir o plano em 4 quadrantes: 2 semi-planos, etc.

z) Divide o plano x, y em nove seccgles retangulares.

a) determina os 4 limitantes gerais que formam o retan-

gulo continente, isto &, x X Para

min® *max’ Ymin’ Ymax"
isso compara as coordenadas x e y de todos os pontos

fornecidos.

b) Determina quatro linhas que fracionam o retangulo em
9 sub-regidces. Para isso calcula as distancias refe-
renteés aos tercos, em x e y. A Figura 4.16 represen-

ta essa situagao.
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YS2

Figura 4.16 - Divisao do retangulo ABCD (continente)
em 9 sub-regioes de busca (secgoes) .

3) Determina e armazena na lista IWK o nimero dos trian-

gulos associados a cada uma das 9 seccgoes.

a) Determina os maximos e minimos x € y para cada tri-
angulo, associando a cada um, um retangulo envolvente

(por exemplo o triangulo I, na figura 4.16, regido 8)

b) Determina as regides (de 1 a 9) que poésuem superfi-

Cie em comum com o triangulo examinado, isto &, re-
gides que sao interceptadas por qualquer uma das ares-
tas (lados) do tridngulo. Por exemplo, o triangulo II

da Figura 4.16 esta associado is regides 2, 3, 5 e 6,

Para cada regido (i) interceptada (associada) a um tri-

angulo faz-se IDSC(i) =1; caso contririo nio se altera o va-
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lor zero definido anteriormente.

c) Examina as 9 regilOes para ver a quais o triangulo es-
ta associado. Quando para uma regido o resultado for
positivo armazena-se na lista IWK o nimero do tridn-
gulo. Isso deve ser feito para todas as regioes e por
isso monta-se uma adequada estrutura de dados: a cada
triangulo corresponderas 9 posigOes de memdria,na lis-
ta IWK. Para o primeiro triangulo as posigoes de 1 a
9, para o segundo as posigcoes de 10 a 18; para o ter-
ceiro, de 19 a 27 e assim por diante. Se o primeiro
tridngulo estiver associado, por exemplo, as regides
1, 2, 5, o seu numero aparecerd nas seguintes posigdes
de IWK: 1, 2 e 5. Se o triangulo 2 pertencesse a es-
sas mesmas regidoes apareceria nas posigoes 10 (1+9),

11 (2+9) e 14 (5+9). E assim por diante.

4) Armazena na lista WK os valores maximos e minimos das

coordenadas x e y, de cada triangulo.
Corresponde a associar um retangulo a cada triangulo.

OBSERVACAO. Desse passo do programa deve-se pular para o ende-

reco 110, devido a seqliéncia 10gica imposta. Seguiremos essa

seqliéncia.
5) Localiza um ponto da malha (xo,yo).
5.1) Determina a regiao (de 1 a 9) em que o ponto cai.

Para isso compara suas coordenadas com XS1 e XS2 (x) e
com YS1 e YS2 (y). Através de engenhoso procedimento com a va-

riavel ISC, faz com que esta indique (seja igual) a regido em
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que o ponto cai.

Suponhamos que o ponto esteja na regiao 9 (PO, na Figura
4.16). 0 processo inicia-se com ISC=1. Comparando X, com XS1
vé-se que & maior e entdo adiciona-se uma unidade a ISC, que
passa a ser ISC = 2. Compara-se a seguir X, com XS2 e como &
maior soma-se uma unidade a ISC que passa a ser ISC=3. A se-
guir compara-se y, com YS1l; como € maior soma-se 3 a ISC, que
passa a ser ISC=6. Finalmente compara-se Yo com YSZ e como
tambeém € maior soma-se 3 a ISC que passa a ser,definitivamen-

te, ISC=9 e portanto o ponto pertence a regido de namero 9.

5.2) Verifica em que triangulo o ponto cai examinando so-

mente os tridngulos associados aquela seccgao.

a) Se nao houver nenhum triangulo associado a regiao em
questao (NTSCI =0) isto significa que o ponto cai fo-
ra da fronteira do poligono convexo formado pelos vér-
tices e deve-se procurar fora da regiao. O programa

faz um desvio para o endereco 130 (passo 7, abaixo).

b) A busca realiza-se em todos os triangulos associados,

de 1 a NTSCI (nimero de triangulos da secgao).

c) Verifica inicialmente se o ponto cai dentro do retan-
gulo envolvente definido anteriormente (nasso 3,a). Se

cair fora vai para outro retangulo.

d) Caso esteja dentro do retangulo envolvente verifica se
esta dentro de algum dos triangulos associados a essa

area retangular.

Para verificar se o ponto cai dentro do triangulo utili-
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za-se a funcao SIDE 3 vezes. Se O ponto ocupar 0S semi-planos

corretos nos trés testes, estarda dentro do triangulo: confor-

me Figura 4.12.

6)

7)

Armazena o numero do triangulo em que o ponto cai,que
& o tinico parametro de saida. A sub-rotina esta ter-
minada, se o ponto caiu dentro da area em questao. Se
o ponto tiver caido fora do poligono convexo (confor-
me 5.2, a), acima) o procedimento € o descrito a se-

guir.

Exame dos pontos que caem fora da fronteira convexa.

Para isso deve-se percorrer as arestas da fronteira, de

1 a NL (todas), realizando alguns testes baseados nas fungOes

SIDE e SPDT.

a)

b)

Se testando uma aresta, por exemplo a 1-2 na Figura
4.17, os testes derem: SPDT-4(+); SPDT-2 (+) e SIDE (-),
o ponto situa-se na area retangular semi-infinita as-
sociada 8 aresta 1-2. Faz-se entao IL2 =IL1, e cons-
troi-se o numero de codigo para essa situagao: ITO =

= IL1 *NTL + IL2, com NTL = NT + NL

Caso o segundo teste (SPDT) seja negativo,apods um pri-
meiro teste (SPDT) positivo, devia-se para o comando
nimero 140 que verificara a seguir se o ponto cai na
drea triangular semi-infinita com veértice em 2 (Figu-

T3 A4.17) .

Para isso toma-se a aresta seguinte, através da funcao

MOD e verifica se SPDT dd um valor negativo. Nesse caso o pon-
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to estard na area triangular e entao passa-se ao endereco 160
para construir o nimero de cddigo: ITO =1IL1 *NTL +ILZ,e o pro-

grama esta encerrado.

Figura 4.17 - Localizagao de um ponto
externo ao poligono.

Se SPDT for positiva passa-se ao exame de outra aresta,e

assim por diante.

OBSERVAGCAO. As sub-rotinas seguintes que o necessitam encar-
regam-se de decodificar ITO. Se ITO for menor que NIO isso sig-
nifica que o ponto cai no triangulo ITO, dentro da area.Se ITO
for maior que NTO realiza-se mais um teste: faz IL1 = ITO/NIL e
IL2 = ITO - IL1 *NTL. Se ILl1 =1IL2 significa que o ponto cai nu-

ma area retangular. Se for diferente, area triangular.

8) Depois da primeira passada verifica se o novo ponto
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cai na mesma regido que o anterior: tridngulo ou area
externa (retangular ou triangular).

Realiza-se, para essa operacao, a decodificacao de ITO

conforme o procedimento descrito acima.

4.3.6. SUB-ROTINA IDPDRV (pp. 13 a 15)

Esta sub-rotina estima as derivadas parciais de primeira

e segunda ordem nos vértices fornecidos.
Os parametros a serem fornecidos sao:
* NDP = numero de veértices.

listas de dimensdao NDP contendo as cooTr-

[l

* XD, YD, ZD

denadas x, y e z dos vértices.

* NCP = nimero de pontos adicionais (vizinhos) wutiliza-
dos para estimar as derivadas parciais em cada
ponto.

* IPC = lista de inteiros de dimensao NCP * NDP contendo

o nimero dos NCP pontos mais proximos de cada um

dos NDP veértices.
Os parametros de saida sao:

# PppD = lista de dimensao 5*NDP, onde sao armazenados Os

valores estimados de Zyer 2 %y B e zyy,nes—

y' TXX Xy
sa ordem.
De acordo com a teoria (desenvolvida no item 3.5) o cal-
culo das derivadas & feito através da soma de produtos veto-

riais. Para isso toma-se como centro o ponto P, e constroem-se
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. - - > -
0os vetores que ligam esse ponto aos seus n. vizinhos: Py Py
-+ > .
p3""‘pnc'
A seguir efetuam-se todos os possiveis produtos vetoriais,
- o] - e
combinando dois a dols Os Dy vetores. A ordem dos vetores em
cada produto deve scr tal que a resultante seja sempre positi-

va, isto &, a componente em 2z deve ser nao negativa.

Efetua-se a soma de todos os vetores e assume-se qué 4as
correspondentes inclinagcdes do plano perpendicular ao vetor

soma sao as derivadas na diregao x ey.

2/

Figura 4.18 - Produto vetorial

A representacgao grafica e as notagoes podem ser as se-

guintes:

= 0‘+ - .+ I+
Py = Axl 1 +.ﬁyl ] +;’_\z1 k
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- = =+ >
P, = &x21-+&y23 +azzk

Axl = xl —xo &xz = X, -X

AZ = Ly =

a s
i ®
ﬂxz ayz &zz
ou
a S ﬁyl Azy T ﬂxl &zl ? ! Axl &yl '
1
EYZ_ﬁ ﬁzzJ kiﬂﬂxz ‘ ézzJ Ax, Ay,
Of-l 81 T3

Assim sendo, o vetor ai pode ser representado por:
-> -+ -+
4; =e;T+p;T + 4K =

T - . bt =
E o vetor q, somatoria de qa; fica sendo:

q = (Ju)1+ (58T + (J¥K (1)
— e —
a b C
a = ai-+b?-+c? (2)

Como observacgao, devemos ter Ti;zo; caso contrario inver-
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G B
tem-se os sinais dos 3 coeficientes a., B; € ¥; Pois (P1AP,)

O
= (pz"\pl) .

De (2) podemos determinar a equagao do plano perpendicu-

=+ - s
lar a q € que e a seguilnte:

a'(x-xu} # e (Y-YU] L (2"20]

ou
a*x +bey+cez+d = 0
De (3) tiramos:
z = —E!X —E- —.4.
- eF g
donde
e = -a/c zy = -b/c
L ~_/
3z 3z
X b 4
que sao as derivadas procuradas.
T
2y X5 -
ZYi
—_ Bi
zy o
ZYi

=0

(3)

(4)

(5)

Para o calculo das derivadas segundas, os Ax; € Ay, man-

tém-se 0s mesmos e portanto os Yy, nao variam.

Os Az passam a ser Az e &zy, originando, em 2 ciclos de

calculos: z z z € Z .
xx' Txy' Tyy yX
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Teoricamente z . =z, ; na pratica, por utilizarmos dife-

rencas finitas sdo diferentes e entao toma-se a média.

Tendo em conta esse desenvolvimento podemos entender fa-

cilmente os passos do programa.

1) Estimativa de z & de z

No enlace externo (DO 24) toma-se cada ponto e seus NCP
vizinhos: no enlace intermediario (DO 23) realizam-se 0S pro-
dutos vetoriais e no enlace interno (DO 2Z) somam-se as com-

ponentes.

No programa temos as seguintes varidveis correspondentes

a equagdo (1) acima:

DNMX = o.
|
DNMY = B, (sao as componentes de um produto
vetorial generico)
DNMZ = Y;

Temos também:

NMX = Jo.
NMY = EBi (sao as componentes do vetor soma).
NMZ = )v;

Das equagOes (4) e (5) resulta:

(]
il

-NMX/NMZ (armazenada em: PD (JPDO-4))

Z

v -NMY/NMZ (armazenada em: PD (JPDO-3)).

Um exemplo pratico pode ajudar a compreender melhor as

operagdes a serem realizadas. Suponhamos um ponto com 4 vizi-
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. > + - >
nhos. Surgem imediatamente 4 vetores: Py Py Pz p4.Devanser

realizados 6 produtos vetoriais:

. T s A - I .
9y = P17P3 94 = Py7Py dg = Pz,
-+ > > =
d, = PAPg dc = D,AD,
- s o
4z = P17Py
Se a posigao relativa dos vetores for a indicada na

Figura 4.19 automaticamente todos o0s produtos vetoriais terao
a componente em z (DNMZ) positiva. Caso contrario deve-se in-

verter o sinal das componentes (DNMX, DNMY e DNMZ).

fan)
1/

vista em planta X

Figura 4.19 - Posicao relativa de vetores que fornecem todos
os produtos vetoriais positivos.

2) Estimativa de 2__, 2.5 2
— XX Xy Yy

O processo €& analogo ao descrito no item 1, acima, haven-
do 3 enlaces que correspondem exatamente aos 3 enlaces ante-

riores:
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DO 34 -DO 24 enlace mais externo
DO 33 -DO 23 enlace intermediario
DO 32 -DO 22 enlace interno.

A diferenca reside em que o valor de z utilizado no cal-
culo das derivadas primeiras & substituido agora por z € poT
zy. Computscionalmente as duas operacoes podem ser realizadas

simultaneamente, poupando-se passos de programa.

As componentes em z (DNMZ e NMZ) sao invariantes para O
calculo das derivadas ja que so dependem dos valores de x € Y,

que nao se modificam.

Quando se utiliza z_ em lugar de z obtém-se z e z, .
X K Xy

uando se utiliza z_no lugar de z obtém-se z e z . Toma-
Q y £ yx ¢ Zyy

ed i Z e Z .
se a media dec Xy VX

0 armazenamento & o seguinte:

zXx = PD (JPDO-2) = NMXX/NMZ

B © PD (JPDO-1) = (NMXY + NMYX) /(2*NMZ)
= P Jp = IMZ .

zyy D (JPDO) NMYY /NMZ

Esta terminada a sub-rotina.
4.3.7. SUB-ROTINA IDPTIP (pp. 15 a 19)

Esta sub-rotina realiza a interpolagdo ou extrapolacdo,
isto &, determina o valor de z em um ponto, interno ou exter-

no ao poligono convexo dos pontos.

Os parametros de entrada sao:
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* XD, YD, ZD = listas de inteiros de dimensao NDP conten-
do as coordenadas x, y, € z dos NDP ver-

tices.
* NI = numero de triangulos.

* IPT = lista de inteiros de dimensao 3*NT contendo a nu-

meragdo dos vértices dos triangulos.
* NL = numero de segmentos de borda.

*+ IPL = lista de inteiros de dimensao 3*NL contendo a nu-
meragao dos pontos extremos dos segmentos da fron-

teira e o numero do respectivo triangulo.

* PpDD = lista de dimensao 5*NDP contendo as derivadas par-

ciais nos vertices.

* ITI = nimero do tridngulo em que cai o ponto no qual a

interpolacao deve ser feita.

* XIT, YII = coordenadas do ponto no qual a interpolacao

deve ser feita.
0 parametro de saida & ZII, o valor interpolado de z.
Comentarios que podem ser feitos seguindo a listagem:

*) Processamento preliminar

Decodifica o valor ITO de acordo com as regras assinala-

das na sub-rotina IDLCTN, item 4.3.5, n. 7.

Se ITO for menor que NTL o ponto cai dentro da fronteira

e 0o programa vai para o enderego 20 (item I desta descrigao).

Se ITO for maior que NTL ha duas possibilidades,ambas de
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Zreas externas. Se IL1 for igual a ILZ o ponto cal numa area
retangular semi-infinita (passo II desta descricdo). Se ILl
for diferente de IL2 o ponto cai numa area triangular semi-in-
finita e a descricdo desse processo figura no item ITII desta

descrigao.
Estudemos cada um desses passoOs.

I. Calculo de ZII por interpolagao (irea interna).

Inicialmente confere, pensando numa segunda passada, se
os coeficientes do polindmio ja foram calculados o que equi-
vale a pensar que algum outro ponto (de uma malha, por exem-

plo) ja caiu nesse triadngulo.

a) carrega a sub-rotina com as coordenadas e com as de-
rivadas parciais dos 3 vértices do triangulo em que o

ponto cai.

b) determina os coeficientes das formulas de transforma-
cdo de coordenadas do sistema x-y para o sistema u-v

e vice-versa.

Atraves das formulas matematicas pode-se deduzir que C

sistema u-v € o seguinte:

— u coincide com o lado 1-2 do triangulo (nesse sentido)

— v coincide com o lado 1-3 do triangulo (nesse sentido)
— as coordenadas dos pontos sao as seguintes:

* ponto 1 (0,0) origem do sistema.
* ponto 2 (1,0) sobre o eixo u.

* ponto 3 (0,1) sobre o eixo v.
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Trata-se portanto da conhecida transformagdo para O sis-
tema de coordenadas baricéntricas (ou coordenadas de area) em
que o tridngulo & representado em sua forma paramétrica.A ter-
ceira coordenada pode ser omitida pois se sabe que a soma das
trés & igual a unidade. Para um maior desenvolvimento podem
ser consultados,além dos livros de cdalculo,os trabalhos de Bell

(1969), Barnhill §& Farin (1981) e Klucewicz (1978) .

Trabalhar com coordenadas baricéntricas significa simpli-
ficar bastante os calculos, principalmente 0S referentes a de-
terminagao dos coeficientes do polinémio interpolador. O pri-
meiro passo do calculo passa a ser a conversao das coordena-
das do ponto, do sistema x-y para o u-v. O polinomio sera cal-
culado em u-v, sendo a sua equagdo um polindmio z(u,v) com as

mesmas caracteristicas de grau e potdncias que o polindmio

u=A2/A
v=A3/A

W= AlfA = 1=(u+v)

A= A1+A2+A3

Figura 4.20 - Mudanga de coordenada do sistema
x—y para o sistema u-v.
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z(x,y); mudam Os coeficientes.

Seri necessario também calcular as derivadas parciais no
sistema u-v e para isso aplica-sc uma transformagao linear,

que se resolve sem maiores problemas.

Na Figura 4.20 apresenta-se uma representacao dos dois

sistemas de coordenadas.
c) converte as derivadas parciais do sistema x-y para O
u-v.

Essa transformacdo € linear e sua deducao se faz com re-
lativa facilidade, podendo-se consultar, por exemplo, Smirnov

(1969) . As fOrmulas sdo as seguintes:

Z. = d-zx-rc-zy

E M b-zx-+d-zy

B = az-zxx +2-a-c-zxy+c2-zyy

Bovey © a-b-zxx+(a-d+b-c)-zxy+c-d-zYy

—i 29 - .' 2.
ZVV b zxx~+2 b zxy-rd zyy

As constantes a, b, c e d foram definidas previamente

no programa ¢ constam na Figura 4.20.

d) Calculo dos coeficientes do polindmio.

Para acompanhar esse calculo tenha-se em conta tambem
que o polindmio z,; assume uma forma andloga a do item 3.2,

substituindo-se os coeficientes q por p € X,y pPor u,v.
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0 principio geral & utilizar as 21 condigOes para deter-

minar os 21 coeficientes do polinomio.

Para cada vertice temos 6 condigOes representadas pelos
valores da funcao e das 5 derivadas. Substitui-se as coorde-
nadas do ponto (u e v) no polindmio em z e iguala-se ao va-
lor da fungao no ponto. Da mesma forma, realizam-se as 5 de-
rivadas da fungao (x, y, XX, Xy e yy) e igualam-se essas equa-

cO0es com o valor das respectivas derivadas no ponto.

Esse procedimento € repetido para todos os vertices e as-
sim compreende-se a vantagem de utilizar um sistema que sim-
plifique as coordenadas desses vértices para que assumam va-
lores (0,0), (1,0) e (0,1): muitos termos desaparecem e as
poténcias se simplificam ja que a unidade elevada a qualquer

expoente € sempre igual a unidade.

Os coeficientes estao listados com suficiente clareza nes-
se passo do programa € poupamos a sua repeticao, bem como a
sua dedugao, que € um tanto magante exigindo um grande cuida-
do na notacao e a organizagao metddica dos calculos. Facilita

muito a utilizagao de variaveis auxiliares: Hl, H2, H3, etc.

Uma descrigao do calculo dos coeficientes, passo a passo,

encontra-se em Akima (1975) ou, de forma menos explicita,em Bar-

nhil § Farin (1981).

e) Converte as coordenadas x-y em u-v.

Para isso vale-se dos coeficientes ja calculados anterior-
mente: a, b, c e d e também de: ap= d/dlt; bp=-b/dlt; cp =
= =-c/dlt e dp =a/dlt onde dlt =a-d-b-c.
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As formulas de conversao, facilmente dedutiveis, sdo:

u = ap- (Xii—xﬂ) + bp'{Yii_YO)

<
Il

cpe (x;5-Xg) +dp-(y;;-Y)

f) Calcula o polindmio.

Através de formula engenhosa e compacta consegue evitar
perda de precis@o e ter que utilizar a potenciagdo, operagao
consumidora de tempo. Alguns manuais de FORTRAN oferecem ma-
neiras semelhantes a essa para o calculo de polindémios,mas s0

— - - L4 -
para fungoes univariadas (so x, ou sO y).

A equagdao do polindmio esta muito bem descrita na lista-

gem do programa e por isso dispensamo-nos de copia-la.

IT Calculo de ZII por extrapolagao, em areas retangula-

res semi-infinitas.

Inicialmente verifica se porventura ja foram calculados,
em uma passagem anterior, os coeficientes do polinomio extra-
polador para essa area. Nesse caso passa direto aos itens e)
e f): converte X,; e y;; para o sistema u-v e calcula o poli-

noémio. Caso os coeficientes nao estejam calculados o procedimento €:

a) Chama do arquivo os valores das coordenadas e das de-
rivadas nos pontos extremos do segmento de fronteira

em questao.

b) Determina os coeficientes de transformagao do sistema

X-y para o sistema u-v.

Os coeficientes sdo analogos aos determinados anterior-
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mente. Neste caso as coisas se simplificam tendo em conta que
o sistema u-v € ortogonal, com origem em 1, sendo 0 €1X0 u co-
incidente com o lado 1-2 e sendo orientado de 1 para 2 (Figu-
ra 4.21). Aplicada a transformagao de escala o ponto 2 passa

a ter coordenadas (0,1).

Figura 4.21 - Transformagao de coordenadas, do
sistema x-y para o sistema u-v,.

c) Converte as derivadas parciais dos pontos extremos do

segmento de borda, do sistema x-y para o sistema u-v.

As formulas, analogas as do triangulo,simplificam-se bas-

tante.

d) Calcula os coeficientes do polindmio.

Para representar a superficie nesta regido adota-se um
polindémio bivariado do 5% grau na variavel medida na diregao

da aresta (v) e do 29 grau na distancia medida na perpendicu-

lar a aresta (u).

z = PU-+u*(Pl+u-P2J
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— 3 * * *

PO = POO A (PD]_"'V (P02+V (P03+V*(PU4+V POSJ)))
P *

Py = Py ¢V (Py g +v* (P, p*v*Py5))

Py = Pyg V¥ (Pyy #VH (B o+ v Pys))

Ao todo sdo 14 coeficientes que sdo determinados através das
equagoes fornecidas:pelo valor da funcao e das derivadas nos

2 pontos, e pelas equagbes de forma de variacao imposta.

e) Converte as coordenadas do ponto, do sistema x-y para

u-v. Sem maiores dificuldades.

f) Calcula o valor de z (polindmio). Também sem dificul-

dades, pela formula apresentada acima: d).

ITT Calculo de z,. por extrapolagao, para pontos que caem

numa das zonas triangulares semi-infinitas.

Verifica inicialmente se porventura os coeficientes

correspondentes ja nao foram calculados.

a) Chama os valores das coordenadas ¢ das derivadas no

vértice da area triangular.
b) Calcula os coeficientes do polinomio.

Nessa regiao a fungao interpoladora & um polindmio biva-
riado em X e y, que conecta suavemente com os polinomios de

cada uma das areas retangulares vizinhas. Em terrmos de u, v €

dado pela seguinte expressdo:

z =P +u*(P1+u*P

0 20)

= * £ .
Py = Poo + Vv (Pgy*tv*Py,)
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p, =P

*
1 10 ¥ VP,

1
Sio 6 coeficientes a serem determinados por 6 condicgoOes:
o valor da funcdo e das cinco derivadas no ponto em questao.

) i a o sistema u-v.
c) Converte X4 € y;i para o

Trata-se de uma simples translagao de coordenadas.

d) Cdlculo do polindmio.

Pela formula apresentada acima (item b).
4.4. CONCLUSAO

Uma vez terminada a descrigdo do programa computacional

podemos fazer uma breve avaliacao do mesmo.

Trata-se de um programa muito bem elaborado, sendo esta a
segunda versao de um algoritmo que ja funcionava razoavelmen-

te.

Serve-se de conceitos e fundamentos matematicos densos
para a adequada solucdo dos problemas, utilizando também en-
genhosos artificios. Veja-se por exemplo as diversas aplica-
coes do produto vetorial, que serviu para tracar a tangente a
um poligono, para determinar o alinhamento de pontos, ordenar
os vértices de um tridngulo no sentido anti-horario, calcular
derivadas parciais, dividir um plano em duas regioes, etc.Ou-
tro destaque pode ser a mudanca de coordenadas para simplifi-

car o calculo dos 25 coeficientes do polindomio interpolador.

Preocupa-se por cobrir as situacgoes limites e casos par-

ticulares que poderiam originar problemas de ndo funcionamen-
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to do programa, por exemplo: regioes com menos de 4 pontos;
todos os pontos alinhados; triangulos degenerados; etc.Em ca-

da caso emite as correspondentes mensagens ao usuario.

A concepcao como um todo parece razoavel e coerente para
obter bons resultados, e a pratica o tem demonstrado. O ajus-
te de um polinomio do 5° grau, comprovadamente seguro, conti-
nuo e suave, permite a criagao de um modelo espacial que se

ajusta bem as superficies encontradas na pratica.

A propria publicacao como um algoritmo da ACM (Associa-
tion Computing Machinery) e como artigo da divisao TOMS (Tran-
sations on Mathematical Software) avalizam de alguma forma o
trabalho ja que um corpo de consultores especializados reve os
artigos, rejeita ou sugere melhorias. O de Akima foi revisto
e corrigidd. Os algoritmos sdo testados pelos usuarios assi-
nantes da revista que também fazem observacdes. Em um nimero
posterior dessa publicagao, Akima registra algumas modificacoes

e agradece aos leitores que as enviaram.

Do ponto de vista computacional e de algoritmos utiliza-
dos, parece-nos muito bom. Condensa passos de programacao, e-
vita perda de precisao e procura o modo mais compacto e ele-
gante de resolver os problemas. A propria disposicdo dos coman-
dos, preocupagao pelas margens, comentarios, etc., indica um

cuidado fora do comum.
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111 PARTE: CONTRIBUIGOES A0 METODO DE AKIMA

E ESTUDOS ESPECIAIS

5.1. INTRODUGAO

Para a introdugao de melhorias pareceu-nos necessario es-

tudar a
em tres

1)

2)

3)

teoria matematico-geométrica do método, que dividimos
areas:
o estudo da triangulacao incluindo também o critério

de triangulacdo otima;

o estudo da determinacao e selegdao de vizinhos de um

vertice e o calculo das derivadas e

o estudo da interpolacdao no tridngulo.

Esses estudos permitiram visualizar contribuigdes em tres

pontos:

1.

a substituicao do critério do angulo max-min pelo cri-
tério do ;:i'rculo, que, sendo ecuivalente, € no entanto mais
simples do ponto de vista geométrico. Computacional-
mente economiza um pouco de memOria e € mais rapido,
de acordo com a implantagao que fizemos atraveés da

funcao IDTROQ, substituindo a original IDXCHG;

o desenvolvimento detalhado da técnica de divisdao e

conquista para a diminuicao do tempo de computagio e
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o fracionamento do problema em partes visando grandes
conjuntos de pontos. Tendo em conta que 0S resultados
obtidos com a rotina IDTANG original em microcomputa-
dores foram satisfatorios (pode-se processar 400 pon-
tos em cerca de 10 minutos) e que havia outras melho-
rias e complementos prioritarios, nao nos pareceu ne-
cessario desenvolver a parte computacional desse me-
todo. De qualquer forma, o estudo esta suficientemen-

te explicito para sua futura implantacédo.

com relagao ao método de determinar vizinhos de um pon-
to, sugerimos um novo critério que nos pareceu mais a-
dequado do ponto de vista fisico-topologico: utilizar
os vizinhos de Voronci.Essa modificagao propiciou uma
melhor representacao da superficie, como se comprovou
em casos praticos. Implantamos uma nova rotina (IDVZVR)
para determinar esses vizinhos, que se demonstrou sen-
sivelmente mais rapida do que a sua correspondente
(IDCLDP) no método original. Para o calculo das deri-
vadas foram suficientes algumas modificagoes na roti-
na existente (IDPDRV) para compatibiliza-la com um nua-

mero de vizinhos variavel e nao fixo.

Qutras contribuig¢des ao método dé Akima surgiram com os com-

plementos e sua adaptacao a microcomputadores.

5.2. ESTUDO ESPECIAL SOBRE A TRIANGULAQI—%O E 0S

3 R 1

CRITERIOS DE DEFINIGAO DA TRIANGULAGAO OTIMA

TRIANGULAGOES
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No item 2.3.2 ja tratamos da triangulacdo: em resumo,for-
necidos alguns pontos distribuidos de maneira aleatdria, tra-
ta-se de uni-los convenientemente para formar uma rede de tri-
angulos. A malha triangular deve ter como vértices somente os
pontos fornecidos, isto &, nao deve haver cruzamentos de 1li-
nhas que unem dois pontos, o que daria origem a um vértice fic-
ticio.

Nao deve haver pontos isolados ou nao totalmente conec-
tados. Por exemplo, cada vertice de fronteira deve estar uni-
do a pelo menos duas arestas e cada vértice interno a pelo me-
nos trés. Caso contrario seria necessario completar a trian-

gulacgao.

Teoricamente, dado um conjunto de pontos, existe uma sé-
rie de triangulacoes topologicamente distintas, que obedecem
as propriedades acima descritas. Seu nimero fornecido pelo cal-
culo combinatdrio pode ser calculado pela formula dedu-

zida por Brown (1965):

D - 2+(2m+3) ! (4n+2m+1) !
n,m (m*2) m.n: (3n+2m+3) ! £1)
onde:
D - namero de triangulacGes distintas;

n,m
m - numero de pontos na fronteira convexa menos 3:

n - numero de pontos internos.

Alternativamente podemos utilizar a formula abaixo, que

obedece a nomenclatura utilizada no programa de Akima:
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. 2.(2*NL-3) i ({4*NDP-2*NL-5]) - (2)
(NL-1) ! (NL-3) ! (NDP-NL) ! (3*NDP-NL-3) :

onde
D - nimero de triangulacoes distintas;
NDP - numero total de pontos;

NL - numero de pontos na fronteira.

A formula fornececida por Brown (1) tem sido repetida em
alguns trabalhos, mas sem muita anialise. Nao se diz por exem-
plo que esse numero se reduz consideravelmente de acordo com
a disposicdo dos pontos. Assim, por exemplo, para um quadri-
latero (4 pontos na fronteira) com um ponto interno, existem
5 configuragles tedricas dadas pela formula, mas desde que a
posicdao do ponto interno seja variavel. Quando fixamos a po-
sicdo desse ponto interno, soO dispomos de 3 configuragoes dis-
tintas e, no caso particular de que o ponto interno esteja no

cruzamento das diagonais, sO existe uma possibilidade.

De qualquer forma, o nimero de triangulacdes possiveis
continua sendo muito grande e € necessario fixar alguns cri-
térios para obter uma configuracao boa, e se possivel oOtima,

para realizar com ela a interpolacao de uma fungao.

A conformacao dos triangulos devem ser ''tao boa quanto
possivel". Essa expressao equivale a procuraf que 0s triangu-
los sejam o mais equilateros possiveis, evitando angulos mui-
to agudos e lados de tamanhos muito dispares num mesmo trian-

gulo.

E necessario portanto definir um critério (e um algorit-
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mo) para a uniao dos pontos a fim de conseguir triangulacdes

aceitaveis e, se existir, a melhor delas.

A seguir fazemos a descricao de alguns algoritmos que con-
tém implicita ou explicitamente um critério de triangulacado.
Como se podera ver, em geral, todos eles convergem para a tri-

angulacao de Delaunay.

5.2.2, 0 ALGORITMO DA IBM (1965):

(Contouring by triangulation - 1620 MP-21X)

Concebido para problemas que envolvem até 100 pontos dis-
tribuidos aleatoriamente, necessita como dados de entrada as

coordenadas desses pontos.
Sao requeridos 3 passos para a realizacdo da triangulagdo:

1. criar poligonos convexos concéntricos. Utilizando to-
dos os pontos descobre-se a fronteira convexa € reti-
ram-se esses pontos do conjunto. Com 0s remanescentes
calcula-se a nova fronteira convexa, retirando também
esses pontos. O processo prossegue até que ndo exis-

tam mais pontos internos;

2. quebram-se esses poligonos em triangulos unindo os ver-
tices de um poligonoao seu interno mais proximo, to -
mando-se o cuidado de que os triangulos nao se sobre-

ponham;

3. testa-se a configuracao desses triangulos para ver se
€ conveniente uma troca de triangulos na base de me-

lhores angulos.
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A propria publicacdo da IBM desaconselha sua utilizacdo,
falando um uso em casos restritos. Isso também se deve a nos-
terior recomendagao de realizar uma interpolacao linear em ca-

da triangulo.

Como mostraremos mais adiante, esse algoritmo nao garan-
te que a triangulagao seja boa pois nao testa as arestas que
pertencem aos sucessivos poligonos convexos-concéntricos para
ver se uma troca de triidngulos em torno delas nao daria bons

resultados.

5.2.3. 0 ALGORITMO DE DUPPE E GOTTSCHALK (1970)

(critério da minima soma das arestas)

"minimum spanning tree"

Calculam-se as distancias entre cada ponto e todos os de-
mais, destacando-se a aresta minima. Eliminam-se a seguir to-

das as arestas que cruzam com esta.

Toma-se a seguir a aresta mals curta, dentre as que pos-
suem um vertice em comum com a aresta mais curta. Estas duas

arestasdefinem o primeiro triangulo.

0 processo prossegue, sempre tomando as arestas de menor
comprimento dentre as ainda nao acrescentadas e eliminando-se
as que cruzem triangulos ja formados. Quando ndo restar mais

nenhuma aresta o processo esta terminado.

Pode-se demonstrar que esse algoritmo conduz a configu-
racao que fornece a minima soma das arestas, e este € um pro-

blema conhecido: o do caminho minimo, arvore de minimo cami-
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nhamento, etc.

Pode-se demonstrar também, como veremos mais adiante,que
esse critério ndo leva em conta os angulos do triangulo, que

podem ser muito agudos.

O minimo comprimento global das arestas pode levar a tri-
ingulos que tenham lados dispares (um muito pequeno e outros
médios) e portanto seria possivel uma troca que produzisse me-
lhores angulos ao balancear o comprimento dos lados dentro do
tridngulo. Sdo portanto preferiveis lados ndo-minimos mas que,

em cada triangulo, fornecam medidas mais proporcionais.

Por outro lado, computacionalmente este método nao & dos
mais eficazes ja que dispende muito tempo de computacao nos
calculos das distancias e na verificagao de cruzamentos de 1li-

nhas.

5.2.4. 0 PRIMEIRO CRITERIO DE LAWSON (1972)
(o critério do angulo max-min)

Ja foi descrito anteriormente pois Akima o utiliza. Na
teoria veja-se o item 3.1 e na pratica veja-se a descrigao da

funcdo IDXCHG que implementa o método, no item 4.3.1.

Pode-se resumir dizendo que "existindo um quadrilatero
estritamente convexo, deve-se escolher dentre as duas parti-
coes de triangulo aquela que maximiza o minimo angulo interno

dentre os 6 produzidos em cada configuragao".

E um critério genérico, que ndo necessita comegar com u-

ma configuracdo particular nem exige o inicio do processo a-
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través de uma aresta de fronteira. Na implementacdo de Akima

detecta os possiveis casos de degeneracdo. .

Quando se realizam todos os testes necessarios, e Akima
o faz, este critério conduz 3 triangulagdo de Delaunay, que &
globalmente Otima, como explicaremos mais adiante.No entanto,
nem Lawson nem Akima identificaram explicitamente a triangu-

lagao produzida com a de Delaunay.

5.2.5. 0 ALGORITMO E O CRITERIO DE CAVENDISH (1974)
(elementos finitos)

E um algoritmo utilizado na geracdo automitica de uma re-
de plana de elementos triangulares para calculos através do

meétodo de elementos finitos.

fronteira

pontos exteriores a fronteira
gerados automaticamente

Figura 5.1 - Geragao de malha triangular; inicio do
processo: 5 vertices C; candidatos a
uniao para formar o triangulo ABC.
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Trata-se de uma versao melhorada do algoritmo de Suhara

e Fukuda (1972) e que trabalha da maneira descrita a seguir.

Deve ser fornecida uma lista de todos os pontos ndo ge-
rados automaticamente pelo computador, destacando também os
que pertencem a fronteira, cuidado esse que permitira
diferenciar os pontos fornecidos (internos) dos gerados (ex-

ternos).

Conectam-se inicialmente dois nos A e B da fronteira. O
objetivo € determinar um né C, interno & fronteira (cai a es-
querda do segmento orientado, conforme Figura 5.1) de maneira

que o triangulo ABC seja, em certo sentido, otimo.

Para 1sso selecionam-se 5 pontos Cx que possuem Os mini-
mos comprimentos dk==AC +CB; esses sao os vértices candidatos
4 uniao.

Preliminarmente, supondo um passo genérico,realiza-
se um teste para ver se o tridngulo ABCy (k=1,...,5) superpoe-

se com algum tridngulo ou borda de fronteira gerado anterior-

mente. Nesse caso elimina-se Ck'

0 segundo teste verifica se ABC, contém em seu interior
algum outro vértice candidato, o que também leva a eliminacao
de .

Cx
Para fazer a selegdo dos restantes pontos vidveis leva-
se em conta:

1. quao proximo de equilatero € o tridngulo ABCy ;

2. quais sao as possiveis conseqliéncias de usar AC, e C;B
como bases para triangulos futuros.
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Como se pode ver pela Figura 5.2, a escolha de C2 torna
ABC, proximo de equilatero mas BC,Cqy esta longe de sé-1lo e por

isso deve-se testar outra configuracao, por exemplo ABCI.

Figura 5.2.- Teste de possiveis configuragoes futuras que
definirao o ponto a ser conectado em AB.

Resta operacionalizar o método através de um parametro p
que seja, para um triangulo, a medida da sua "proximidade'" do
equilatero. Para isso YARC pode ser definido como sendo a re-
lagao entre o maior lado e a altura correspondente de um tri-
angulo; relacao que para o equilatero vale /3/2.Por is-

so Cavendish utiliza como medida p==|yABC-J3/2|.

Através da comparagao de minimos p que ocorreriam no pro-
ximo estagio consegue-se definir o vértice candidato que ofe-
rece melhores condigoes e deve ser o preferido para formar o

triangulo. O processo continua até que ndo haja mais vértice

a conectar.
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Podemos fazer dois comentarios. O primeiro refere-se 3as
situacOes limites: pontos alinhados com AB ou os 5 pontos mais
proximos pertencentes a& fronteira. O programa ndo menciona co-

mo resolver esses casos.

Em segundo lugar, o critério proposto so garante a otimiza-
cao num segundo nivel, isto &, prevendo um passo futuro. Po-
dem ocorrer, e de fato ocorrem, situacoes em que um ponto num
terceiro estagio obriga a remodelacao da configuracao atual.
Ou seja o método garante a otimizacdao local mas nao assegura

a global.

5.2.6. 0 SEGUNDO CRITERIO DE LAWSON (1977)
(o critério do circulo)

Neste segundo trabalho Lawson propoe uma melhoria geomé-

Figura 5.3 - Critério do ciIrculo proposto por Lawson.
Se X cair dentro trocam-se as diagonais;
caso contrario, nao,
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trica para o seu trabalho inicial (1972),estabelecendo o cri-
tério do circulo, que pode ser formulado da seguinte maneira.
Seja BC (Figura 5.3) uma aresta interna de uma triangulacido e
Q o quadrilatero formado pelos dois tridngulos que comparti-
lham a aresta BC. Considere-se agora o circulo que passa por
trés veértices de Q. Se o quarto veértice X estiver dentro do
circulo deve-se trocar a diagonal BC por AX; caso contrario a

configuracao inicial deve permanecer.

Para mostrar que este novo critério € equivalente ao do
angulo max-min tomemos 4 pontos cocirculares, isto &, X cain-

do sobre o circulo de ABC (Figura 5.4).

Figura 5.4 - Equivaleéncia entre o critério max-min
e o criterio do circulo.

Pela geometria temos que:

Q
=
I}
™
H
Q
W™
]
™w
(93]

I



Em resumo: o. = B

pois cada par de angulos ase By subentende o mesmo arco de cir-

cunferencia.

Qualquer que seja a posigao de X, sobre a circunferencia,
o minimo angulo a. na configuracao da diagonal AX conectada,
sera igual ao minimo angulo B; (BC conectada). O critério do

angulo max-min permite escolher qualquer uma das diagonais, o

mesmo acontecendo com o criterio do circulo.

Quando movemos X para fora do circulo, a geometria indi-
ca que os angulos 05 serdao estritamente menores que 0S Bicor-
respondentes e portanto a configuragdo de maximo dos minimos an-
gulos € a que fornece os angulos Bi e portanto BC deve ser se-

lecionada como diagonal.

Se movermos X para dentro do circulo, os dngulos a; se-
rao maiores que 0s B s correspondentes e deve-se escolher a dia-

gonal AX.

Portanto, os dois critérios sao equivalentes, produzindo

a mesma triangulacao, que € localmente Otima.

Para obter uma triangulagao globalmente otima, nenhum pon-
to do conjunto deve cair dentro do circuncirculo do tridngulo
em questdo. Essa triangulag¢ao sera unica e pode-se demonstrar

que coincide com a de Delaunay.

Este novo critério tem a vantagem de ser mais simples geo-
metricamente ¢ mais rapido do ponto de vista computacional ja
que determinar se um ponto cai dentro ou fora de um circulo &

mais direto que calcular 8 angulos e compara-lo para determi-
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nar o minimo.

Para melhorar o programa de Akima desenvolvemos a parte
computacional referente a este novo critério para poder subs
tituir o antigo. Houve uma economia de memdria e de tempo, co

mo se pode ver no item 5.4.

5.2.7. 0 CRITERIO DE NELSON (1978)
(elementos finitos)

E tambem uma modificacdo do algoritmo de Suhara-Fukuda,
que tem em conta o algoritmo de Cavendish (5.2.5). Como este
parte de uma linha base AB e considera um dos semi-espacos de-

finido por essa base que equivale, no de Cavendish, a regiao

interna a fronteira convexa.

Considerando os pontos desse semi-espago, define um cri-
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Figura 5.5 - Inicio da construgao do melhor
triangulo com base em AB.

tério para a formagdo dos tridngulos que pode ser acompanhade
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pela Figura 5.5 e que tem alguma semelhanca com o critério do

circiilo.

Se AB € a base e D € mais aceitavel que C, Nelson supoe
que A € mais aceitavel que C quando a base & BD. Se isso for
verdade (pode-se demonstrar que realmente €, recorrendo a tri-

angulacao de Delaunay), evitaremos o teste de ver (na etapa se
guinte) se o triangulo mais aceitavel com base BD (estia fora do
circulo) cruza o elemento ABD. Isso poupa um tempo considerdvel nos

testes de superposicao que faz o algoritmo de Cavendish.

A seguir, determina o tridngulo mais aceitdvel entre ABC
e ABD: sera aquele cuja circunferéncia circunscrevente pos-

sui o centro mais proximo da base AB (conforme Figura 5.6).

ponto menos
aceitavel

ponto mais
aceitavel

Figura 5.6 - Determinagao do ponto mais aceitavel (C
ou D) para formar triangulo com AB.
Partindo de uma base de fronteira, escolhe o ponto mais

aceitavel dentre todos os que estdo no interior do poligono,
e forma-se o primeiro triangulo. Uma das duas novas arestas do
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triangulo assim formado servirda como proxima base e a ou-
tra € armazenada. Sempre que a base em curso, numa etapa ge-
nérica, for um segmento de fronteiraou ja tiver anarecido em dois

triangulos existentes, busca-se uma outra base no armazem.

O algoritmo termina quando o armazém atinge o numero de
aresta previsto, que pode ser determinado previamente em fun-
cao do numero de vértices total e na fronteira, que devem ser

fornecidos previamente.

Como avaliacao podemos dizer que este processo produz u-
ma triangulagao localmente Otima e que, com pequenos cuidados
adicionais poderia construir a triangulacao de Delaunay e ser
assim globalmente Otima. Nelson n@o mostra a preocupacgao por
atingir um otimo global mas uma das figuras constantes de seu
trabalho fornece uma figura bastante razoavel, bastando 2 ou 3

permutas para obter a triangulacao de Delaunay.

Geometricamente & semelhante ao critério do circulo exa-
minando no entanto somente um semi-plano e por isso pode nao
acontecer a triangulacao otima, em fungdo da disposicdo dos
pontos. Por outro lado, exige que o método se inicie na fron-

teira, o que pode ser uma limitacao.

Necessita que a fronteira seja fornecida previamente;po-
deria ser implementado um método para isso ja que existe mui-

ta literatura sobre a fronteira convexa.

Um problema nao resolvido totalmente e que pode gerar mui-
to dispéndio de tempo € o fato de ter que calcular para cada
ponto o centro e o raio da circunferéncia gerados por ele e

pelas bases que devem ser examinadas.
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5.2.8. 0 CRITERIO DE SIBSON (1978)

Em un pecueno trabalho tedrico, Sibson propés um novo cri-
tério que demonstrou ser equivalente ao primeiro critério de
Lawson (angulo max-min) e '"bem superior a este do ponto de vis-
ta computacional'. Acontece que este novo critério & exatamen-
te o critério do circulo, publicado um ano antes (1977) e que

foi proposto pelo proprio Lawson.

O trabalho de Sibson foi enviado para publicacido em mar-
¢o de 1977 e, depois das revisOes correspondentes, foi publi-
cado em 1978. Certamente nao houve tempo hiabil para tomar co-

nhecimento da publicacdo do novo trabalho de Lawson.

Este novo critério (Sibson) foi implantado computacional-
mente por Green e Sibson (1978) visando somente a triangula-

cao, ficando as aplicagdes especificas por conta do usuario.

De acordo com informagGes desses autores, testado em di-
Versos casos, o algoritmo apresentou resultados bastante sa-

tisfatorios.

5.2.9. 0 CRITERIO DE LEWIS E ROBISON (1978)

Esses autores fornecem um critério de triangulacdo idén-
tico & primeira versdo do de Lawson, ainda que nao o citam na
bibliografia. Sdo comparadas duas particdes de triangulos,sen-
do escolhida aquela que produz o midximo dos dngulos minimos.A
unica diferenga & que, quando os dngulos minimos 530 muito pro-
ximos prefere-se a particdo ao longo da diagonal que apresen-

ta o maior gradiente.
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A difereng¢a '"muito pequena'" entre os dois &ngulos mIni-

mos € arbitrada como sendo de 0,03 radianos.

Para este critério valem os mesmos comentdrios feitos pa-
ra o de Lawson (1972). Com relagdo ao algoritmo como um todo,
parece-nos que os mapas de curvas de nivel apresentados dei-
xam a desejar, principalmente por realizarem uma interpolacao

linear em cada tridangulo.
5.2.10. CONCLUSAOQ

Temos noticia de outros critérios, como os de Bykat (1976),
Moscardini e outros (1981), Moscardini e outros (1983) ,mas os
apontados bastam como indicativo de que os diversos métodos con-

vergem para a produgao da triangulagdao de Delaunay.

Dentre todos eles, o do circulo, na formulagao de Lawson,
foi o que nos pareceu mais satisfatdrio para ser implantado,

por produzir com certeza e simplicidade essa triangulagio.
5.3. A TRIANGULACAO DE DELAUNAY

*Lee § Schachter (1980) apresentaram notavel trabalho so-
bre o tema, que utilizamos com proveito para tracar as linhas

basicas deste item.
5.3.1. DEFINIGOES

a) Poligonos de Voronoi

Dado um conjunto V*={yl,v2,...,vn}, n=>3, de vértices no
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plano, chamemecs de dij a distancia entre vy e V. A regiao

v(i) = {x]|d =L, sere B,

xiédxj

que & o lugar geométrico dos pontos (x) do plano mais proximos
de *i do que de qualquer outro vértice, & chamada de poligono

de Voronoi (ou Dirichlet, Wigner-Seithz, Thiessen, etc.).

Pode ser pensado como um conjunto de cristais (ou célu-

las) em um processo de crescimento a partir do nucleo.

Suponhamos que cada vértice v seja um nicleo e que o0s
cristais se expandem simultaneamente com velocidade uniforme
até que encontrem outra frente de expansao, quando entao se
cria um ponto de contacto e também uma borda de fronteira.Nes-
se processo o plano ficara dividido em poligonos convexos,ca-
da um em torno de um nicleo. Nas bordas da regido os poligo-
nos sao abertos (ou semi-infinitos). Fica assim definida a

particao (ou poligonos) de Voronoi.

Examinando com mais detalhe o processo, vemos que o pon-
to de contacto de duas celulas cristalinas ocorre inicialmen-
te no ponto médio da aresta que une os dois nucleos e que con-
tinua a acontecer nos pontos eqliidistantes dos niucleos,ou se-
ja, na mediatriz desse segmento que € chamada uma aresta de
Voronoi. Tem a propriedade de ser eqliidistante dos niucleos e
formar a fronteira entre as células. Essa aresta comum conti-
nua a expandir-se até que encontre uma outra aresta represen-
tando a expansao a partir de outros nucleos. O ponto de encon-

tro € denominado ponto de Voronoi. Tem a propriedade de ser

eqliidistante dos nlicleos das c&lulas que COncorrem nesse pon-
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to, sendo portanto o circuncentro de um tridngulo constituido
pelos trés niicleos (€ o encontro de trés alturas).

As células que possuem uma aresta em comum sao chamadas
vizinhas de Voronoi. Os niicleos dessas células sao denomina-

dos vizinhos de Voronoi.
b) Triangulacao de Delaunay

Unindo-se o centro de cada celula com o centro de todas

as células vizinhas obtém-se a triangulacao de Delaunay para

os vertices v.

Uma particdao & dual da outra, isto &, estao associadas se-
gundo uma regra fixa de transformacao, podendo-se obter uma a

partir da outra.

Cada ponto de Voronoi esta associado a um tridngulo de
Delaunay, sendo o seu circuncentro. Cada aresta de Voronol es-

ta associada a uma aresta de Delaunay, sendo a sua mediatriz.

5.3.2. EXEMPLO GRAFICO

Para vizualizar a particao Voronoi-Delaunay apresentamos
a Figura 5.7, que construimos a partir do exemplo fornecido por

Akima: Tabela 3.1 e Figuras 3.2 e 3.3.

Os trinta pontos desenhados nessa Figura sao os assina-
lados com asterisco na Tabela 3.1. De acordo com o critério de
Lawson e o procedimento de Akima construlmos graficamente a
triangulagdo, que esta indicada com linhas cheias na figura.

A poligonagdo de Voronoi, construida posteriormente estd in-
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dicada com linhas tracejadas.

Concentremds a atencao no ponto 15 para indicar a cons-
trucdo do poligono de Voronoi e a sua relagao com a triangu-
lacio de Delaunay. Esse ponto & considerado o nicleo da célu-
1a e seus vizinhos imediatos sao: 5, 8, 23, 4, 1 e 24. Tracan-
do a mediatriz de 15-8 obtemos a linha AF; a mediatriz de 15-

23 produz BA, e assim por diante.

0 encontro dessas mediatrizes se da em A, B, C, D e F que
delimitam o poligono de Voronoi, que €& a regiao do plano mais

proxima de 15 do que de qualquer outro vértice.

As arestas AF, BA, CB, etc. sao as arestas de Voronoi,per-
pendiculares as arestas de Delaunay: 15-8, 15-23, 15-4, etc.
As células que contém 8, 23, 4, etc. sao chamadas vizinhas de

Voronoi, com relacao a que contém o ponto 15.

Podemos notar que cada ponto de Voronoi (A, B, C, D,etc.)
corresponde ao circuncentro de um tridngulo de Delaunay. Por
exemplo, A & o circuncentro do triangulo 15, 8, 23, bastando

ver que as trés alturas desse triangulo (mediatrizes dos lados)

encontram-se nrecisamente em A.

Vale a pena a consideragao de um caso particular, o da-
quele em que 4 (ou mais) vértices de Delaunay caem sobre uma
mesma circunferencia. Normalmente cada ponto de Voronoi cor-
responde ao encontro de 3 mediatrizes e portanto a juncao de
trés células de Voronoi. No caso particular em consideracao,o
ponto de Voronoi corresponderia ao encontro de 4 (ou mais) ce-
lulas. Na Figura 5.7 isso quase ocorre na juncao de 8, 21, 14

e 3 pois esses pontos estao quase sobre uma mesma circunferén-
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cila.
5.3.3. PROPRIEDADES

LEMA 1. Dado um conjunto de NDP pontos (vértices), a triangu-
lacdo de Delaunay contém um nimero de tridangulos e de arestas
que pode ser determinado em funcao de NDP e do nimero de ares-

tas NL na fronteira convexa. Dessa forma temos:
a) Nimero de triangulos (NT)
NT = 2* (NDP-1) - NL
b) Numero de arestas (NA)
NA = 3* (NDP-1) - NL

Isto pode ser demonstrado por indugao, conforme por exem-
plo, Lee (1976). Essa quantificagao, aparentemente sem maior
transcendéncia € muito util na determinacao de posig¢es de me-

moria a serem reservadas numa determinada sub-rotina.

Como exemplo, sabemos que AKima reserva para a lista IPT
de vértices de tridngulos, 6*NDP — 15 posigbes de memdria. Es-
se namero pode ser obtido pensando que para cada triangulo de-

vemos reservar 3 posigOes de memOria. Entdo IPTm = S*NTm

ax ax’

Da formula indicada em a) obtemos:

BT oo ™ 2M(RBPSE] = Nl »

Mas NL =3 pois a fronteira minima seria um triangulo. En-

min

tao:
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NT .. = 2*NDP -2 -3 =2*NDP -5

= * -
e portanto IPTmax 6*NDP - 15.

Para um estudo das regras que governam o numero de ele-
mentos numa triangulacao podem ser uteis: Flhring (1975) e E-

wing eoutros (1970).

LEMA 2. Dado um conjunto de vértices V, uma aresta (vi,vj] e
uma aresta da triangulacao de Delaunay se e somente se existe
um ponto x tal que o circulo com centro em X e passando por
v, e Vj nio contém em seu interior nenhum outro ponto de V.

*COROLARIO: todas as arestas da fronteira convexa sao arestas
de Delaunay. Basta imaginar o centro x no infinito, do lado
externo do poligono convexo; ViV fica sendo um trecho de uma

circunferéncia que ndo contém em seu interior nenhum ponto de

vV .

Esta propriedade tem inspirado diversos métodos de cons-
trucdo da triangulacao de Delaunay partindo precisamente da
fronteira convexa que pertence toda ela a triangulacao. Os al-
goritmos para a construgao da fronteira convexa sao abundan-
tes, existindo programas computacionais a disposigdo. Nos ul-
timos anos houve como que uma 'corrida intelectual" em torno

desse problema para encontrar a '"solugao Otima'.

LEMA 3. Dado um conjunto de veértices V E{vl,vz,...,vn} o tri-
angulo v, Vs Vi € um tridngulo da triangulacdo de Delaunay se
e somente se seu circuncirculo ndo contém nenhum outro ponto

de V.

A demonstracao dos lemas 2 e 3 pode ser encontrada em Lee
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(1978) ou em Shamos e Hoey (1975). O Lema 3 corresponde ao cri-
téerio do circulo, fornecido por Lawson (1977), ja visto ante-

riormente no item 5.2.6.

O critério do circulo deriva portanto das propriedades na-
turais da triangulacao de Delaunay e € apto para construi-la.
Permite desenhda-la de maneira segura e € um instrumento para
julgar os demais critérios. Por exemplo, Shamos e Hoey (1975)
reinvindicam que a triangulacdo de Delaunay coincide com a de
minimo comprimento das arestas €, nesse caso poderia ser cons-
truida com um critério semelhante ao de Diippe-Gottschalk (1970).
Lawson (1972) e Lloyd (1977) provam com um contra-exemplo,que

isso nao € verdade (conforme Figura 5.8).

/

gy

Figura 5.8 - Contra-exemplo para a afirmagao de Shamos
e Hoey: o mosaico de Voronoi indica o uso
da diagonal mais _comprida (AX). A outra
partlgao produz angulos muito agudos mno
triangulo CBX.

5.3.4. OTIMIZAGAO LOCAL E OTIMIZAGAO GLOBAL

-

Convém reparar que o critério de Lawson (1977) e de oti-
mizagao local: "Dado um quadrilatero Q e uma diagonal d, to-
memos o circuncirculo de um dos triangulos. Se o 4° ponto cair
dentro devemos trocar a diagonal d pela outra; caso contra-

rio mantemos d'".
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Ou seja, esse critério verifica a configuracao de 4 pon-
tos e nada nos diz sobre possiveis outros vértices que este-
jam nas proximidades. Para que 0Os tridngulos sejam realmente
de Delaunay e portanto globalmente otimos, & preciso que ne-

nhum outro vertice caia dentro do circuncirculo considerado.

0 fato de uma diagonal ter dado melhor resultado do que
uma outra ndo significa necessariamente que ela seja uma ares-
ta de Delaunay; pode ser que um outro teste venha a indicar

sua troca por uma terceira.

Uma triangulacdo sé serd globalmente Otima quando nao hou-
ver nenhuma troca possivel de diagonais que melhore a confi-
guracao. Ou seja todas as arestas devem ter sido testadas, in-
clusive as novas arestas resultantes de cada troca feita. Es-

se procedimento & seguido pelo método de Akima.

Figura 5.9 - Otimizacao local: AB & preferivel a DC.
Otimizacao global:DE e preferivel a AB.
0 circuncirculo por ADB permite a veri-
ficagao global.
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Um exemplo ajuda a ilustrar esse fato. Dados 5 pontos,i-
niciemos o teste com o quadrilatero ABCD e entao a diagcnal AB
serd preferida a CD pelo critério de Lawson. Nem por isso AB
seria definitiva ja que quando testada contra DE, seria subs-

tituida por esta (conforme Figura 5.9).

5.3.5. BREVE HISTORIA E APLICACOES DA TRIANGULAGAO DE

DELAUNAY E DO MOSAICO DE VORONOI

A primeira referéncia ao tema deve-se a Pedro-Gustavo Le-
jeune Dirichlet (1805-Diiren, 1859-Gotingen), matemdtico ale-
mio, de ascendéncia francesa, catedriatico de matematica da U-
niversidade de Berlim (capital do entdo reino da Prissia)esu-
cessor de Gauss na catedra da Universidade de Gotingen. Mem-
bro da Academia de Ciéncias de Berlim e associado estrangeiro
da de Paris. Seu artigo foi publicado em 1850, pelo '"Journal

fiir die reine und angewandte Mathematik', 40, pp. 209-227.

A particao do plano recebe algumas vezes 0 nome de tex-
tura ou partigao de Dirichlet. No entanto, associa-se normal-
mente o nome dessa particao a Voronoi, cujo trabalho foi pu-

blicado bem mais tarde (1908).

Georges Voronoi, matematico polonés, em contribuicdo pa-
ra o mesmo "Journal flir die reine und angewandte Mathematik"
apresentou seu trabalho sobre a determinacao de regides para-
leloédricas mais proximas de determinados pontos.Trata o pro-
blema de uma forma geral, para n dimensoes. O caso mais sim-
ples (n=1) seria o de pontos sobre uma reta, associando dois

segmentos, a direita e a esquerda, a cada ponto. O tamanho des-
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se segmento é determinado pelo ponto médio com relacdo a seus
vizinhos sendo que os pontos extremos estao associados também
a uma semi-reta cada um. Para n =2 teriamos a cobertura do pla-
no, que € O nosso caso. Para n=3 teriamos poliédros espaciais,

e assim por diante.

B. Delaunay, matematico frances, descobriu a triangula-
cdo que leva o seu nome e que corresponde exatamente a uniao
dos nicleos vizinhos de Voronoi. Publicou seu trabalho cm 1934,

no Boletim da Academia de Ciéncias da URSS.

Esses foram, ao que tudo indica, os primeiros trés a tra-
tar do tema. A partir dai multiplicam-se os autores que tra-

tam do assunto.

A figura geométrica formada pelas células de Voronoi re-
cebe diversos nomes: mosaico, poligono, textura, partigao, dis-

posicdo, diagrama, divisao, etc.

Da mesma forma, diversos autores emprestam seu nome a par-
ticdo do plano em células de Voronoi. As diversas denominagoces
devem-se aos pioneiros que, em cada area, propuseram aplica-

c6es concretas dessa partigao.

0s geogriafos falam em poligono de Thiessen (1911),que u-
tilizou a particdo para o cilculo de precipitagdes atmosféri-
cas em grandes areas. Rhynsburger (1973), também dessa area,
descreve diversas aplicacles. Seu método foi implantado com-

putacionalmente: Tobler (1970).

Entre os que trabalham com a cristalografia, a partigac

foi utilizada como modelo para o crescimento de cristais, as-
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sociando-se ao nome de Meijering. Gilbert (1962) e uma boa re-

feréncia para as aplicagOes nesse campo.

Na irea de estatistica aplicada encontramos O seéu usO no
processo bidimensional de Poisson (distribuigao aleatoria de
pontos no plano). Miles (1970) descreve diversas propriedades
estatisticas da triangulacao de Delaunay para esse processo de
Poisson. Provavelmente a de Delaunay & a unica triangulacao

ndo regular, tratavel matematicamente.

Na area de bioestatistica e ecologia das plantas, encon-
tramos descricoes de aplicagdes em Matern (1960),Switzer (1967),

Mead (1971), Pielou (1977), e outros.

Na construgcao de modelos probabilisticos para fenoOmenos
espaciais podem ser citados: Besag (1974) e Ripley (1977).. Na
astronomia, Kiang (1966); no urbanismo, Bogue (1949), e assim

por diante.

As aplicacdes nas dreas de andlise numérica e cieéncia da

computacdo multiplicam-se a cada dia.

Como trabalho tedrico de fundamentacao vale a pena citar
o de Rogers (1964), em que se desenvolve a teoria geral dos po-

liedros de Voronoi e da subdivisao de Delaunay.

Implementagoes de programas para n dimensoes sao descri-
tas por exemplo em Bowyer (1981) e Watson (1981). Uma genera-
lizacdo do método de Akima, para a interpolagao tridimensio-

nal pode ser encontrada em Navlakha (1984).

Na area de representacdo de terrenos e fungoes de duas

varidveis, a triangulacao de Delaunay & sem duvida uma exce-
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lente escolha pois permite uma boa distribuicao dos pontos so-
bre o plano e evita tridangulos com angulos muito pequenos.Por
isso tem sido recomendada por diversos autores: McLain (1976),
Powell § Sabin (1977), Lawson (1977), Sibson (1978), Pettina-
ti (1983).

5.3.6. ALGUNS ALGORITMOS PARA A CONSTRUQEO DA

TRIANGULAGAO DE DELAUNAY

Dentre os diversos algoritmos que utilizam uma rede tri-
angular de pontos, descrevemos brevemente a seguir alguns que
utilizam o critério do circulo (ou equivalente) para produzir

a triangulacao de Delaunay.
a) Método de Akima (1978)

Utiliza o primeiro critério de Lawson (1972); descobre a
aresta mais curta e seu ponto medio e vai acrescentando pon-

tos por ordem crescente de distdncia.

Cada ponto acrescentado & ligado aos vértices visiveis,

realizando-se a troca de tridngulos quando necessario.
De acordo com informacoes do autor e testes que realiza-
mos, o algoritmo roda em tempo inferior a 0(n?).

b) Método de Green e Sibson (1978)

Apresenta a descrigao geral de um algoritmo recursivo pa-
ra a construcgao do poligono de Voronoi. A triangulacdo de De-

launay € obtida a partir dal.
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Foi pensado para trabalhar com muitos pontos, tendo sido
feitos diversos testes, incluindo problemas de até 12.000 pon-

tos. Possui um programa de 700 linhas (contra 370 de Akima).

Da bastante relevo a determinagao dos pontos vizinhos pe-
lo fato de consumir muito tempo. 0Os autores estimam um tempo
0(n%*2), que poderia ser reduzido, utilizando mais meméria,pa-

ra um tempo O(n log n).

No final apresenta alguns valores para o tempo gastc, em
fungao também da memoria utilizada e que podem ser resumidos
no Quadro 5.1, abaixo.

Quadro 5.1 - Tempo de coTputagﬁo gasto pelo CDC-7600, em

funcao do numero de pontos e da meméria ma-
xima utilizada

Numero de Memoria Tempo
pontos maxima (segundos)
1.000 10.000 0,8
9.000 90.000 9.1
10.000 50.000 11,6

c) Metodo de Lewis e Robinson (1977)

Utiliza o primeiro critério de Lawson (1972) sem referén-
cia explicita e introduzindo a modificagdo de escolher a dia-
gonal de maior gradiente quando a diferenca dos angulos mini-

mos for muito pequena (menor que 0,03 radianos).

Realiza uma complexa particao dos pontos em subconjuntos
menores; resolve estes e depois efetua a unido: € a técnica da

divisao e conquista.

Cada regido pequena & triangularizada sem a preocupagao
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de otimizacgao. Depois de haver triangularizado todos os pon-
tos, isto e, feita a uniao das pequenas regioes, inicia o pro-
cesso de troca de diagonais em um processo iterativo. As dia-
gonais originadas em cada permuta sao armazenadas para reexa-
me na proxima iteragdo. Quando nao existirem mais arestas poT
examinar (ndo existe troca que melhore a configuracao) o pro-

cesso esta terminado.

Foi elaborado pensando principalmente em duas aplicacoes:

elementos finitos e curvas de nivel do terreno.

Em cada triangulo realiza uma interpolagao linear, o que
da as curvas um aspecto um tanto pontiagudo, de dificil acei-
tacdo para os usudrios e pouco compativel com 0os casos encon-

trados na realidade.

Os autores reivindicam, sem prova, que seu programa ro-

da num tempo que & O(n log n). No entanto, Lee e Schachter

(1980) demonstraram que na realidade & O(n?).
d) Método de Pettinati (1983)

Trata-se de autor brasileiro, mestre pela Escola Politec-
nica da Universidade de Sao Paulo (fevereiro de 1984),que de-
senvolveu seu algoritmo nos Ultimos anos, junto a empresa
ITAUTEC. Renresenta wum programa comercial com relativo suces-

so, sendo o Unico desenvolvido em nosso meio (1983),

Utiliza o critério do circulo para obter a triangulacao

de Delaunay, e inicia o processo através das bordas.

O critério do circulo € testado, de forma racional, con-
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tra todos os pontos do plano para garantir a otimizacdo glo-
bal. Para a racionalizacao utiliza-se de uma poderosa estru-
tura de dados para determinar a vizinhangca de um triangulo;

agrupa os pontos em arvore binaria.

Preocupa-se também pelo aspecto estético, realizando a
interpolacdo com o polinomio de Akima: mesma equacao e mesmas
condicdes impostas. Introduz algumas simplificag¢do no calculo

das derivadas.

Como o método de Akima, este também converte a malha tri-

angular em uma retangular para a posterior saida grafica.

De acordo com as informacOes e testes do autor, O metodo
& O(n log n), para um nimero grande de pontos. Para poucos
pontos o comportamento & diferente e talvez isso se deva a
que a estrutura de dados em arvore binaria deve consumir um
tempo comparativamente grande para problemas de pequena e me-

dia dimensao.

5.4, IMPLANTACAO DO CRITERIO DO CIRCULO.

COMPARAGOES

(Funcao IDTROQ)

5.4.1. ESQUEMA

De acordo com a formulacgao tedorica (item 5.2.6), desen-
volvemos o programa computacional correspondente ao critéric

do circulo e o seu esquema € o da Figura 5.10.
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——

INTCIO DADOS: Quadrilateros P,»PysPqsP,
' com P,P, conectados dia-
gonalmente
0 QUADRILATERO POSSUI SIM
ALGUM ANGULO INTERNO -

MA10R DO QUE 1809 ?

*Nﬁo

DETERMINA-SE O CENTRO
DA CIRCUNFERENCIA QUE |
PASSA POR 1,2,3:XC/YC

|

0 PONTO 2 CAl DENTRO =
NA NAO SE TROCAM
PESSA CleUNFERENmA — 0S TRIANGULOS

{SIM IDTROQ = 0

TROCAM-SE 0S
TRIANGULOS Y

tIDTRUQ=1

F1M/RETORNO -
A ROTINA IDTANG

Figura 5.10 -Esquema da funcao IDTROQ

5.4.2. COMPARACAO DE OPERACOES E MEMORIA

Podemos resumir & comparagao entre as fungdes IDXCHG (ori-
ginal) € IDTROQ nos Quadros 5.2 e 5.3, obtidos a partir das

listagens do computador (.PRN).
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Quadro 5.2 - Comparagao de operagoes

Fungao

IDXCHG

IDTROQ

Tipo de operagao
matematica

NUmero

de vezes

que € chamada

.
Y
aih
|F
GO TO
AMAX 1
AMIN 1
EQUIVALENCE

38
21
12

o N -

29
20

3

Quadro 5.3 - Comparacao de memoria

Memoria (bytes) | IDXCHG | IDTROQ
Programa 1.130 834
Dados 188 132
Total 1.318 966
Diferencga + 352

Ha portanto uma economia de memdria de 352 bytes,

possibilitaria expandir um pouco mais a capacidade de pontos.

5.4.3. COMPARAGAO DE TEMPOS

Como IDXCHG e IDTROQ sao chamadas pela rotina IDTANG,pa-

ra comparar o tempo das duas utilizamos o seguinte procedimen-

to.

Tomamos inicialmente um exemplo de 30 pontos

e determi-
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namos que chama 97 vezes a funcao de troca de triangulos
(IDXCHG/IDTROQ), e medimos os respectivos tempos. A seguir,no
mesmo exemplo, introduzimos os comandos necessiarios para re-
petir 100 vezes a funcdo (IDXCHG/IDTROQ) cada vez que ela @
chamada e todos os demais elementos permaneceram inalterados.
Medimos entdo os novos tempos. A diferenca dos tempos € devi-
da unicamente a diferenca de chamadas da funcdo de troca de

triangulos.
Com isso pudemos montar o quadro comparativo 5.4.

Quadro 5.4 - Comparacao de tempos. Os tempos anotados
representam a media de 6 leituras

Equipamento TRIANG Numero de chamadas

da
Polymax 201 DP C/ IDXCHG | ¢/ IDTROQ fungdo de troca

Com repeticao G2s 37s 97 % 100 = 9.700
Situacao inicial 13s 11s 97
Diferenca 39s 26s 9.603

Desse quadro pode-se concluir que a nova rotina & 30%
mais rapida que a versao original ou que seu tempo & 0,67 do
tempo de IDXCHG. O tempo de demora pode ser calculado da se-

guinte forma:

LIDXCHG = grepegr = 4,1:107s
“I0TROG = gHteite = 2,710 s,

No entanto, a economia de tempo, no cOmputo geral vai de-

pender do numero de vezes que € chamada a funcao de troca de
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Figura 5.11 - Comparacao de tempos da rotina TRIANG, com
IDXCHG X com IDTROQ
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tridngulos. No exemplo acima, feito s6 para a medicao de tem-
po, o nimero de chamada foi de 9.700. Para verificar o que a-
contece em casos concretos tomamos exemplos de 30, 60, 90, 100,
200, 300 e 400 pontos cujos resultados figuram no Quadro 5.5

e na Figura 5.11 (grafico).

Quadro 5.5 - Comparagao de tempos: IDXCHG x IDTROQ

Tempos da fungao |DTANG
EX 30 | EX 60 | EX 90 |EX 100 | EX 200 | EX 300 | EX 400
c/ 1DXCHG 9s 30s Lés Tm 02s| 3m 19s | 6m 34s | 10m L6s
¢/ IDTROQ 8s 25s ks Shg 3m 01s | 6m 05s | 10m 03s
Diferenga s 5s 5s 8s 18s 29s L3s

5.4.4. CONCLUSAO

Pelos testes comparativos pode-se ver que ha realmente u-

ma melhora com a introdugao do critério do circulo,

tanto do

ponto de vista de memdria como do tempo de computagao. Do pon-

to de vista geométrico & equivalente @ fungdo anterior ja que

as duas produzem a triangulacao de Delaunay.

A maior ou menor relevancia dessa melhora vai depender do

problema concreto.

5.5. APLICACAO DA TECNICA DE DIVISAO E CONQUIS-

TA A0 METODO DE AKIMA

Trata-se de um processo delineado

(1980),

por Lee § Schachter

que procuramos detalhar

e aplicar ao caso concreto.
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De acordo com nossa proposta, aproveitaria o algoritmo de Aki-

ma, utilizando-o diversas vezes em conjuntos menores.

A filosofia e dividir o conjunto inicial em pequenos sub-
conjuntos, realizando a seguir a unido. E a chamada técnica da
divisdo e conquista (divide-and-conquer) aplicada com bastan-

te sucesso 2 diversos outros campos.
5.5.1. VANTAGENS

As principais vantagens referem-se a diminuigao do tempo

de computacdao e a reducdo de memoria necessaria.

Lee e Schachter demonstram que esse enfoque leva a um tem-
po de computacao que & O(n log n). Um exemplo didatico pode

ilustrar a diminuicao dos tempos de computacgao.

De acordo com os testes realizados (Figura 5.11 e tabela
correspondente), o tempo gasto na triangulacao pelo método de
Akima € de 8 segundos para 30 pontos, 10 m e 03 s para 400 pon-

tos e aproximadamente 9 m e 30 s para 390 pontos.

Fracionando um problema de 390 pontos em 13 conjuntos de
30 pontos gastariamos um tempo bem menor. Esse tempo poderia
ser entendido como composto de duas parcelas. A primeira re-
ferente & triangulacdo dos conjuntos separados e a segunda a

uniao dos mesmos para formar o todo.

O tempo para realizar a unido das partes depende somente
de alguns testes com o critério do circulo e varia de acordo
com o numero de pontos da fronteira. Por isso,podemos avaliar,

por cima e com margem de seguranca, uns 3 segundos por uniao,
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em meédia.

0 tempo total de computagao pode entao ser calculado:

8 s+13 conjuntos +3 s+12 uniodes = 104 +36 = 2 m 20 s.

Esse valor e bem inferior ao tempo de 9 m 30 s gasto pa-
ra a solugdo do problema como um todo indivisivel. O tempo caiu

para 1/4 do tempo previsto.

A técnica da divisdo e conquista permite realizar a tri-
angulacao por partes, permitindo trabalhar com conjuntos maio-
res de pontos, processando-o0s separadamente e realizando a u-

niao.

A seguir descrevemos as linhas gerais para a implantacgao

desse algoritmo.
5.5.2. NOTAGAO E ESTRUTURA DE DADOS

Para cada vertice Vo armazenaremos uma lista ordenada de
pontos vizinhos (adjacéncia) de Vit ViV onde {vi,vj)
j=1,...k, & uma aresta de Delaunay. A lista & duplamente u-

nida e circular.
Definimos a seguir duas funcgoes:

PRED(vi,vj) - denota o ponto v_ que aparece imediatamen-
te depois de v; na lista de adjacéncia de
v, no sentido horario (conforme Figura 5.

12). Por exemplo,

PRED(V,,V3) =

PRED(V,,V)

1
<
(¥ a]
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SUCC(vi,vj) - denota a fungdo analoga, contando no sen-

tido anti-horario. Por exemplo, na Figura

5.12 temos:

1l

SUCC(vl,VZ)

SUCC(Vl ’VSJ = Ny

Figura 5.12 - Definicao das fungoes SUCC e PRED, relativas
a vizinhanca de um vertice.

Se o ponto Vi pertence a fronteira convexa de V (convex
hull), que denotaremos por CH(V), entdo a primeira entrada em

sua lista de adjacéncia €& o ponto denotado por FIRST (v,).que

"-;\\

S

2

v Y\rmst
1
v
5
Y

Figura 5.13 - Construcao da fungao FIRST, relativa a pontos
vizinhos sobre a fronteira convexa (vl a v6).
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aparece depois de v,. se examinamos a fronteira CH(V) no sen-
tido anti-horario. Na Figura 5.13 temos FIRST(Vlj =v2.Caso se
construa ordenadamente a fungao SUCC pode-se dispensar a fun-

cdao FIRST.

Seguindo essa notagdo e utilizando essas fungoes passe-

mos a construgao.

5.5.3. CONSTRUGAO DA TRIANGULACAO DE DELAUNAY

Para dividir os pontos em subconjuntos ordenamos os N pon-
tos em ordem lexicograficamente crescente e renumeremos Os in-
dices de forma que vy <V, <Vg<... <V, tal que

(x;.¥5) = vy Lk

se e somente se X. <X. Ou\x. =X. e . < s
g 4% vukes =x; B ¥y <Yy

A seguir dividimos V em dois subconjuntos Vi (Left = es~-

querda) e VR (Right =direita), tal que

VL:={VI""’VLNKZJ}

e (s val

Depois construimos recursivamente as triangulacbes de Delau-
nay DT(VL) e DT[?R). Para fundir as duas DT(VL) e DT(VR)demn—
do a formar DT(VLUVR) , fazemos uso da fronteira convexa CH(VLUVR .
Essa fronteira convexa pode ser obtida em tempo O(N),como de-

monstram Preparata § Hong (1977), a partir da unido das fron-
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teiras convexas CH(VL) e CH(VR). A fronteira convexa tambeém
pode ser calculada recursivamente. Formando a uniao de CH(VL)
e CH(Vg) resultaria em duas novas arestas exteriores que sao a
tangente inferior (TI) e a tangente superior (TS) comuns a

CH (V{) e CH(V Essas duas tangentes comuns pertencem a tri-

R
angulacao final de Delaunay.

A sub-rotina HULL, descrita a seguir encontra a tangente
inferior de CH(VL) e CH[VR). Para cada fronteira convexa CH(S),
deve-se conservar os pontos LM(S) e RM(S) que sao os pontos
mais a esquerda e mais & direita de S, repectivamente, e que

podem ser determinados no momento da partigao em subconjuntos.

Sub-rotina HULL (fronteira)

COMENTARIO: Os dados de entrada de HULL sao duas fronteiras
convexas. Ela encontra a tangente comum inferior (Figura 5.14).
A tangente comum superior pode ser encontrada de maneira ana-

loga.

tangente comum superior

4
—— o_"‘"'--_..__-__

X ° b | ° !,
. " T q\ \
\ . / N B }
\ " \ 4 5

E\ /} hxx /

“\.‘/ "‘*-,__‘g/

e tangente comum inferior

Figura 5.14 - Uniao de duas fronteiras convexas atraves
da determinagao de 2 tangentes comuns.
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HULL

X<RM(Ve); ¥<IM(V,)
7« FIRST(Y) ;2" « FIRST(X) ;2% « PRED(X, 2 ")

A: IF(Z is-right-of 1(X,Y))

2« SUCC(Z,Y)

Y<2

ELSE
IF (Z2' is-right—of 1(X,V)
2% « PRED(Z*,X)
X<Z*
ELSE
RETURN (X,Y)
ENDIF

ENDIF

GO TO A

END HULL

1(X,Y) = segmento (linha) orientado
de X para Y.

A tangente comum inferior sera utilizada como dado de en-
trada para a sub-rotina seguinte, que funde as duas triangu-
lacoes parciais de Delaunay DT(VL) e DT(VR}. A tangente supe-

rior servira para indicar o fim do processo.

Sub-rotina MERGE (fusao)

COMENTARIOS:

* 0s dados de entrada sao duas triangulacOes e as tangentes
comuns, inferior e superior, de suas {frontelras convexas.
Ela funde as duas triangulagoes, partindo com a tangente co-
mum inferior e ziguezagueanco para cima até encontrar a tan-

gente comum superior.

* Tnicialmente os pontos adjacentes aos pontos extremos da tan-
gente comum inferior sdo examinados. Utilizando o critério

do circulo, conectam-se:
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1. 0 extremo esquerdo (em VL) da tangente comum inferior
com o ponto adjacente ao extremo direito (em VR) da

tangente comum inferior; ou

2. 0 extremo direito (em VR) da tangente comum inferior
com o ponto adjacente ao extremo esquerdo (em VL) da

tangente comum inferior.

0 processo acima ¢ repetido, com a nova aresta encontra-
da tomando o lugar da tangente comum inferior, e cada nova a-
resta sucessiva tomando o lugar desta. A sub-rotina continua

dessa forma até que a tangente comum superior seja encontrada.

* A lista de adjacéncia do extremo direito (esquerdo) em'vR(VL)
da aresta atual em consideracao & examinada no sentido ho-
rario (anti-horario), partindo com o extremo esquerdo (di-

reito) da aresta.

* INSERT (A,B), insere o ponto A na lista de adjacencia de B
e o ponto B na lista de adjacéncia de A, na posigdo corres-

pondente.

DELETE (A,B), retira A da lista de adjacencia de B,e B da

lista de adjacéncia de A.

QTEST (H,I,J,K) testa o quadrilatero que possui como verti-
ces, no sentido anti-horario, H, I, J e K. Ele retornea TRUE
(um) se a circunferéncia do tridngulo H, I, J ndo contém K
em seu interior, e retorna FALSE (zero), caso contrario.E o

criteério do circulo.

Tendo em conta esses comentarios, pode-se entender mais

facilmente o algoritmo da sub-rotina MERGE, que apresentamos
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a seguir.

Siao 24 passos que devem ser examinados cuidadosamente pa-
ra entender a 16gica utilizada, servindo-se dos comentarios a-
cima.

MERGE

step 1: INITIALIZATION
BT <« lower common tangent
UT < upper common tangent
L+« left endpoint of BT
R+ right endpoint of BT

step 2: DO UNITL (BT equals UT)
gtep 3% A<+ B+ FALSE
step 4: INSERT(L,R)
step 5: H1<‘PRED{R,L)
step 6: IF(R, is-left-of L(L,R))
step 7: R, +PRED(R,R,)
step 8: DO UNTIL (bTEST(Rl,L,ﬁ;RZJJ
DELETE(R,Rl)
RI+R
RS « PRED(R, R,)
EﬁD DO UNTIL
step 9: ELSE
A + TRUE
ENDIF
step 10: L.+« 8UCC(L,R)
step 11: IF (L, is-right-of I(R,L)
sten T2 L, < 8bee(r, L. )
step 13: DO UNTIL (&TEST(LJR,LI,LZJJ
DELETE (L, L)
L1+L
7 <—5500(L,L1)
END DO UNTIL
step l4: ELSE
B+ TRUE
ENDIF
step 15: IF(4)
L*—Ll
step 16: ELSE
step 17: IF(B)
R+Rl
step 18: ELSE
step 19: IF(QTEST(L,R,R,,L.))
Sl |
R+Rl
step 20: ELSE
L+l
ENDI%
step 21: ENDIF
step 22: ENDIF
step 23: BT« L(L,R)

END DO UNTIL
step 24: END MERGE
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Para mostrar que esse algoritmo funde as duas triangula-
goes corretamente, & suficiente mostrar que cada aresta inse-
rida na triangulacao & uma aresta de Delaunay (passo n° 4).I-
nicialmente, a primeira aresta (L,R) € a tangente comum infe-

rior, que & sabidamente uma aresta de Delaunay.

Os passos 5-8 eliminam as arestas em DT(Vp) que nao sao
arestas de Delaunay em DT(V), determinando se L esta dentro do
circuncirculo do tridngulo R, Rl, R,. Se isto acontece, a a-
resta (R,Rl) nio & uma aresta de Delaunay e deve ser elimina-

da.

Os passos 10-13 realizam a mesma operacgao nas arestas de

DT(VL).

Um exemplo desse processo & mostrado na Figura 5.15.

Figura 5.15 - Ilustragao do processo de fusao. As linhas
cheias sao as aresta de Delaunay introdu-
zidas pelo algoritmo MERGE.

0 circuncirculo K, do tridngulo L, R, Ry nao contém nu-

nhum ponto de Vp em seu interior e o circuncirculo KL do tri-
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angulo R, L, Ly nao contém nenhum ponto de V, em seu interior.
Agora devemos escolher, como se vé na Figura 5.15, entre co-

nectar L1 com R ou Rl com L.

0 passo 19 escolhe a aresta correta aplicando o critério
do circulo. Na figura em questao, K/ contém R; em seu interior,

e entao escolhe-se a aresta (L,le.

Tudo o que se fez fol mostrar que a aresta [L,Rl) € uma
aresta de Delaunay, ou, O que ¢ equivalente, demonstrar que O

circulo Kz nio contém nenhum ponto de V, em seu interior.

Desde que a aresta (L,R) € uma aresta de Delaunay, exis-
te um circulo K (Lema 2 do item 5.3.3) passando por L € R que
nio contém nenhum ponto de V no seu interior. E sabido tambeém
que o circglo KL nao contéem nenhum ponto de V, em seu interior.
Como o circulo K. cai dentro da uniao de K e KL, segue-se que

R

Kg ndo contém nenhum ponto de V, em seu interior. Combinando
esse resultado com o fato de que K, nao contém nenhum ponto de
Vp em seu interior, conclui-se que K, nao contém nenhum ponto
de V(VLUVR) em seu interior . Entdo a aresta (L,R;) € uma a-

resta de Delaunay.

A aresta (L,le pode ser agora inserida para tomar o lugar da
aresta (L,R). Na demonstragdo de que a proxima aresta a Ser
incluida depois de (L,R;) & uma aresta de Delaunay, o circulo
KR representa o mesmo papel que O circulo K fez na demonstra-

gao primitiva.
5.5.4. ANALISE DE TEMPOS E CONCLUSAO

para a analise do tempo, notemos em primeiro lugar que du-
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rante o processo de fusao, uma vez que uma aresta é eliminada,
ela nunca mais & reexaminada. Como o total de arestas elimi-
nadas & O(n) e o numero total de arestas acrescentadas também
& 0(n), o tempo requerido para a fusdo & O(n). Suponhamos que
t(n) representa o tempo necessario para construir a triangu-
lagdo de Delaunay para um conjunto de n pontos. Temos entao

a seguinte formula de recorréncia:

1]

t(n) = 2+t(n/2) +M(n/2, n/2z)

13

t(1l) 0,

onde M representa o tempo necessario para o processo de fusao.
Como M(n/2,n/2) =0 (n); entao, pelo calculo temos:

t(n) =n-<log n.

Shamos § Hoey (1975) mostraram que a construgao de qual-
quer triangulagdo sobre n pontos requer um tempo cujo piso
inferior & 9(n-log n). Entdo, este algoritmo € assintoticamen-

te otimo.

* CONCLUSAO: Fizemos uma simulagao deste algoritmo com o exem-
plo de Akima, realizando a divisao de 15 pontos para cada
lado e fundindo as duas metades. Foi realizada a construgao

geométrica e todos os passos de HULL e MERGE funcionaram.

Algumas das rotinas utilizadas por este método ja estao
prontas, por eXEmﬁlo, PRED, SUCC e FIRST decorrem imediatamente da lista
de vizinhos de Voronoi (ja desenvolvida por nds com IDVZVR); QTEST & o
critério do circulo (desenvolvido por ndos com IDTROQ); para encontrar a

fronteira convexa pode-se utilizar o programa de Eddy (1977). No entanto,
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tendo em conta que o tempo.do atual algoritmo ndo € critico e
que a capacidade maxima para micros esta razoavel,pareceu-nos
preferivel concentrar esforcos nos complementos do programa de Akima, que

permitem chegar até o desenho final das curvas de nivel.

Numa segunda etapa pensamos implantar este método.
5.6. CONTRIBUICAO PARA A DETERMINAGAO DE VIZINHOS

Existe na literatura computacional dos Giltimos 10 ou 15
anos um numero muito grande de artigos dedicados 3 busca de
vizinhos; s3ao conhecidos como '"nearest neighbours'" ou 'closest

point problem".

Dados n pontos trata-se de encontrar para cada um deles
0s n. vizinhos mais proximos. Numa resolucao direta, a comple-
xidade e o tempo computacional aumentam exponencialmente com
o numero de pontos n. Por isso desenvolveram-se diversos al-
goritmos para minimizar esse tempo. Utilizam-se diversos en-
foques: divisao e conqhista; arvores binarias 2-d; divisao de

Voronoi, etc.

O proprio Akima preocupou-se em|melhorar a eficiéncia do
algoritmo que utilizava inicialmente |e implementou considera-
veis melhoras, conforme descricdo da|sub-rotina IDCLDP (closest
data point), item 4.3.3. De qualquer forma, ainda consome um
bom tempo de computagio. Na versdo atual pode-se escolher o ni-
mero de vizinhos a serem levados em donsideragao (NCP),que po-
de variar de 1 a 25, sendo que o autdr aconselha a utilizagao

de 3, 4 ou 5.
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Outro autor, Pettinati (1983) também se preocupa por re-
duzir o tempo gasto na procura de vizinhos e para 1isso optou
por montar uma complexa estrutura de dados, no intuito de ga-

nhar tempo no computo geral.

Consultamos a bibliografia sobre o tema e incluimos al-
gumas referencias bibliograficas neste trabalho. No entanto,
parece-nos que um enfoque diferente pode dar melhores resul-

tados: escolher os vizinhos de Voronoi.

Desenhando e familiarizando-se com a triangulacao de De-

launay, percebe-se a vantagem dessa solucgao.

Dessa forma, obedeceriamos melhor a configuragdo geomeé-
trica e cada ponto teria um nimero de vizinhos variavel,o que
¢ mais logico rois, por exemplo, os pontos da fronteira tem

caracteristicas diferentes dos internos.

—

Esse critério define vizinhos mais ''naturais'" pois nao
seriam pré-fixados e teriam as vantagens ditadas pela teoria
de Voronoi: esses sao os vizinhos que, além de proximos, dis-

tribuem-se espacialmente de forma otimizada.

Por outro lado, sabemos que os segmentos que unem O VE€r-
tice em estudo com os seus vizinhos de Voronoil definem as a-
restas de Delaunay, e a funcgao interpoladora sera aplicada e-
xatamente sobre estas arestas e sobre os triangulos formados
por estas arestas. Por isso, nada mais justo que adotar esses
pontos como vizinhos, para o calculo das derivadas em cada pon-

to.

Esse critério — vizinhanca de Voronoi — pode ser uma
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resposta a uma indagacao implicita que Akima coloca em seu tra-
balho: '"ndo se vé que exista um critério, uma teoria que in-
dique um valor definido para B (numero de vizinhos)". O va-
lor de n_ passaria entao a ser definido pela configuracao to-
pologica da triangulacdo de Voronoi e seria variavel para ca-

da ponto.

Realizamos a implementagao computacional, tendo em conta
que ja dispomos da listagem completa dos triangulos, cada um
deles com os vértices armazenados no sentidd anti-horario.Pa-
ra determinar os vizinhos de um ponto separamos todos os tri-
angulos em que esse vertice figura. Os outros 2 vertices de
cada triangulo sdo certamente seus vizinhos de Voronoi. A se-

guir eliminamos os vizinhos que aparecem duas vezes.

De acordo com a implementagao feita (rotina IDVZVR),o tem-
po de computacao diminuiu sensivelmente com relagao a roti-

na original (IDCLDP).

Em termos de memoria, o fato de o nﬁmero_de vizinhos ser
variavel nao atrapalha muito. No casodeum nimero f’xo de vizinhos
pode-se montar uma matriz de NDP*NCP. Seguir esse mesmo esque-
ma para um numero de vizinhos variavel nos obrigaria a defi-
nir um numero maximo de vizinhos para cada ponto e perder al-
gumas posicoes de memoria. Akima estima o maximo em 25, o que

daria, para 400 pontos, 10.000 posigdes de memoria.

Para superar esse inconveniente organizamos uma lista se-
qliencial, armazenando em outra lista o numero de vizinhos de
cada ponto. O numero maximo de posicoes de memoria pode ser

calculado facilmente: € igual ao dobro do numero maximo de a-
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restas. Assim, pela formula teorica (item 5.3.3) temos:

NVZ 2*NA = 2*(3*(NDP-1]-NLmin) = 2*(3*NDP-3-3) =

max max

I

6*NDP - 12 (1)

No caso concreto, de 400 pontos szmax =2.388;somando as
400 posicoes para armazenar o numero de vizinhos de cada ver-
tice teremos um total de 2.788 posicoes contra as 10.000 pre-

vistas anteriormente.

O numero de vizinhos num esquema como esse nao difere mui-
to dos valores empiricos propostos por Akima; entre 3 e 5.Pa-
ra a configuracdo da Figura 5.7, a média calculada de vizi-
nhos foi de 5,07. Se fizermos uma distingao entre pontos de
borda e pontos internos, a média seria de 4,4 e 5,5 respecti-

vamente.

Teoricamente poderiamos pensar numa comparac¢ao tomando u-
ma triqngulagéo totalmente equilatera que'produziria uma con-
figuraciao de hexagonos regulares. Cada ponto interno teria e-
xatamente 6 vizinhos enquanto que os pontos de borda teriam 4
e a media geral seria um numero entre 4 e 6, que dependeria da
proporcao entre pontos de borda e pontos internos. O limite
maximo para a média de vizinhos & inferior a 6, como se pode

ver dividindo a formula (1) acima por NDP.

5.7. IMPLANTAGAO DA DETERMINAGAO DOS VIZINHOS

DE VORONOI. COMPARAGOES

(Rotina IDVZVR)
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5.7.1. ESQUEMA

De acordo com a teoria vista no item 5.6,desenvolvemos a

rotina IDVZVR (ViZinhos de VoRonoi) para determinar quais sao

esses vizinhos para cada vértice.

O esquema € o seguinte:

INICIO Dados:

!

TOMA-SE O VERTICE v.
. o i = 1,NDP

+

§ il SELECIDNAM—SE TODOS 0S TRI-
ANGULOS QUE CONTEM vi

*

ARMAZENAM-SE (NA LISTA IVZ)
0S OUTROS DOIS VERTICES,
TOMANDO O CUIDADO DE NAO

)\ REPETIR PONTOS

lista de triangulos IPT
contendo os vertices de

cada triangulo de Delau-
nay

ARMAZENA-SE (NA LISTA NVZ)
0 NOMERO DE VIZINHOS DE v,

NAO

1 =NDP?

+SIM

FIM

Figura 5.16 - Esquema da rotina IDVZVR
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5.7.2 COMPARAGAO DE MEMORIAS

De acordo com as listagens (.PRN) montamos o quadro com-
parativo 5.6 entre a nova rotina (IDVZVR) e a rotina equiva-

lente original (IDCLDP).

Quadro 5.6 - Comparagao de memorias

Memoria (bytes) | IDCLDP | IDVZVR
Programa 1.511 681
Dados 516 225
Total 2.027 906
Diferenca 1a2T

Ha portanto uma economia de memdoria, com relacao as ro-

tinas consideradas em si mesmas.

Com relacao as areas nao computadas acima,por estarem em
regioes comuns (COMMON), a nova rotina utiliza as matrizes IVZ
(com dimensao 6*NDP) e NVZ (com dimensao NDP), contra a matriz

IPC (com dimensao 4*NDP) da rotina anterior.

Essa diferenca (3*NDP) nao deve ser computada pois uti-
lizamos para IVZ e NVZ a mesma area IWL (das posicoes 14*NDP+1

a 21*NDP), que e uma area de trabalho, ja computada em IDTANG.

Com isso, a area de dados nao sofre acréscimo com a in-

trodugao de IDVZVR, e a area de programa diminui.

Com fracionamento do programa para adaptacgdao a microcom-
putadores pode haver uma ligeira desvantagem para a nova ro-
tina. De qualquer forma, esse problema ndo e critico e as mo-

dificacoes sao altamente vantajosas pela melhora propiciada na

qualidade do desenho e no tempo de computaciao.
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5.7.3. COMPARACAO DOS TEMPOS (IDVZVR x IDCLDP)

Na comparacao de tempos (pelo equipamento Polymax 201 DP),
levamos em conta que ambas sao rotinas basicas chamadas pelo
programa principal e que os demais elementos permaneceram i-
nalterados, podendo-se comparar diretamente os tempos de cada

uma.

Para isso tomamos sete exemplos com 30, 60, 90, 100, 200,
300 e 400 pontos. Os resultados sdao os apresentados na Tabela

do Quadro 5.7 e no grafico da Figura 5.17.

Quadro 5.7 - Comparacao de tempo: IDCLDP (4 e 6 vizinhos) X IDVZVR

Tempos de diversos exemplos

EX 30 [ EX 60 | EX 90 [EX 100Ex 200!EX 300 EX 400
1. IDCLDP (4 viz.)| 7s 19s 33s 4L8s | 3m02s| 6bmkls|11m52s
2. IDCLDP (6 viz.)| 7s 21s 36s 50s | 3m10s| 6m§8s|12m47s
3. IDVZVR 3s 5s 9s 10s 345 Imlls| 2m07s
Diferenca 1-3 57% | 74% 73% 79% 81% 82% 82%
Diferenca 2-3 | 57% | 76r | 75% 80% | 82% | 83% | 83%

5.7.4. CONCLUSAO

A nova rotina € bem mais rapida qué a anterior e possi-
bilita uma significativa economia de tempo, principalmente pa-
ra problemas maiores. Isso se deve a forma de variagao expo-
nencial da rotina IDCLDP, que se manifesta quer se empreguem

4 ou 6 vizinhos por ponto.

A introdugio de novos vizinhos com IDVZVR melhora também
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a avaliagdo das derivadas e o desenho final, como veremos a

seguir.
5.8. CDNTRIBUIQBES PARA O CALCULO DAS DERIVADAS

A utilizacdo dos vizinhos de Voronoi para o calculo das
derivadas parece mais razoavel do que usar aqueles que resul-
taram de um nimero fixado a priori ja que o novo critéerio tem

em conta a distribuicao espacial dos pontos.

0 método de Akima para o calculo das derivadas wutiliza
produtos vetoriais, o que acarreta a vantagem de realizar uma
média ponderada que leva em conta ndo s0 as distancjds mas tam-
bém a diregao em que se encontram os pontos. Outros metodos so
levam em conta as distancias entre os vizinhos escolhidos e o

vértice em questao.

No entanto, a escolha dos vizinhos em Akima e fungao so-
mente da distancia (pontos mais proximos), o que pode fazer
com que os pontos escolhidos para o calculo das derivadas te-
nham posicoes pouco convenientes, do ponto de vista da distri-
buigao espacial. O poligono de Voronoi e a triangulacgdo de De-
launay asseguram uma boa distribuicao espacial dos vizinhos
(otimizada), pois estes sao escolhidos também’em funcao dos
angulos. Evita ao maximo que sejam escolhidos pontos alinha-

dos.

As distorcoes que podem ocorrer na escolha dos vizinhos
tendo em conta somente a distancia ficam mais claras ao pen-

sarmos em alguns exemplos.
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Suponhamos novamente uma rede de triangulos quase equi-
lateros proporcionando a formagdo de hexagonos. Cada ponto in-
terno tera 6 vizinhos situados praticamente a mesma distancia.
Se por exemplo fixarmos em 4 o numero de vizinhos estaremos e-
liminando 2 deles em funcao de sua maior distancia com rela-
cao ao ponto central. Supondo que esses pontos sao os de nn.

2 e 3 na Figura 5.18, vemos claramente que havera uma distor-

.|
6L 85 (10)
d=10
P(20) 4(10) —
1(10) X
2(10) 3(10)
Figura 5.18 - Exemplo de situacgoes anomalas que podem

ocorrer quando se escolhem os vizinhos em
funcao somente da distancia: so se contam
com pontos em um semi-espago (1,4,5 e 6)pa-
ra definir a derivada na diregao y.

cdo no calculo da derivada na direcdao y, que passara a ser di-
tada somente pelos pontos 5 e 6. Se a cota (fungao z) do pon-

to P for 20 m e a dos demais pontos for 10 m, a derivada na
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diregao y sera a inclinagao do plano P-5-6 que & igual a 1,0
(supondo uma distancia de 10 m em y), quando na realidade,le-
vando em conta 2 e 3, essa derivada deveria ser aproximadamen-

te nula.

Outras deformacoes podem ocorrer nas bordas ou nos can-
tos, por tomarmos um numero de vizinhos inadequado. Pode ser
que um canto sO tenha 2 vizinhos de Voronoi e fixamos 5 (ou 6)
vizinhos para todos os pontos. Pode acontecer que estejamos
tomando pontos que pouco tem a ver com o ponto em questao (pou-
co correlacionados fisicamente), pode haver uma linha cumeada
ou um vale em 1-2 ou 3-4 (conforme Figura 5.19) que tornam sem
sentido uma interpolacao baseada em pontos que estdo além des-
sas linhas. A distribuicao de Delaunay minimiza esses proble-

mas.

1(10)

Figura 5.19 -Exemplo de como a fixacao de um numero

arbitrario pode levar a distorgoes no
calculo das derivadas,para um ponto si-
tuado em uma borda.

Outras possiveis contribuigdes ao calculo das derivadas
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referem-se a forma de calcula-las. Existem outros metodos que
nao atraves de produtos vetoriais paraavaliﬁ"laSJpor exemplo,
um polinomio completo do 2° grau ajustado a cada ponto e seus
5 vizinhos, ou ainda através da média simples ou ponderada das
inclinacao das arestas de Delaunay que partem de cada verti-
ce. Esses procedimentos conduzem a estimativas piores que a
de Akima. No cntanto, uma pesquisa em torno deste ponto pode

resultar em melhorias.

Tenha-se em conta a influencia desse fator na represen-
tacao dalsuperficie: mesmo que a funcao interpoladora seja a
mesma, os coeficientes variam em funcao da avaliacao das de-
rivadas. Consequentemente os desenhos serao diferentes,de me-

lhor ou pior qualidade.

5.9, IMPLEMENTAQEO DO NOVO CALCULO DE

DERIVADAS. COMPARAGOES
(IDPDPV x IDPDER)
5.9.1. COMPARACAO DE MEMORIA E DE TEMPOS

Computacionalmente as modificacoes na rotina IDPDRV, que
realiza o calculo das derivadas, foram minimas. Bastou fazer
NCP variavel, de acordo com os elemento fornecidos por IDVZVR
(lista IVZ). Dessa forma, a memOria ocupada € a mesma para as

duas rotinas.

Com relacao ao tempo de computacdo, a relacao dos tempos

vai depender do numero de vizinhos (NCP) adotado por IDPDRV pa-
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ra o calculo das derivadas. Se o numero de vizinhos for 6. o
tempo das duas €& praticamente o mesmo pois a média de vizinhos
(de Voronoi) em IDPDER € no maximo 6 e em geral ultrapassa a
meédia de 5. Se o numero de vizinhos for 4, o tempo de IDPDRV
sera um pouco menor que o tempo da nova IDPDER. Essas previ-
soes foram confirmadas pelos testes que realizamos e cujos re-
sultados sao os do quadro 5.8 e da Figura 5.20.

Quadro 5.8 - Comparacao de tempos: |DPDRV x|[LPDER

Tempos de diversos exemplos

EX 30 | EX 60 | EX 90 [EX 100|EX 200(EX 300{EX 400

IDPDRV (4 vz. )| 7s 13s 17s 21s | 38s 57s  |1m 15s
IDPDRV (6 vZ. )| lks 29s 38s 48s [1m 325 |2m 155 |3m Obs
| DPDER 10s 27s 35s 42s |1m 28s|2m 09s|2m 58s

5.9.2. COMPARACAO DE DESENHOS

Melhorando a definicdo dos vizinhos, melhora a avaliagio

das derivadas e o ajuste da funcdo interpoladora. Com isso as

curvas de nivel passam a representar melhor o terreno.

Em alguns casos testados essa diferenca apareceu cla-
ramente. Com exemplo ilustrativo incluimos a seguir a compa-
racao grafica das diferengas que aparecem no proprio desenho-
teste fornecido por Akima: os 30 pontos com asterisco na Ta-

bela 3.2, representados na Figura 3.2.

Comparando-se os dois desenhos (Figuras 5.21 e 5.22) po-
de-se notar que a curva 15, ndo representada por Akima, apre-

senta um aspecto pouco razoavel no trecho superior, no dese-
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nho utilizando o metodo original. Isso nao acontece na versao

modificada , quando se empregam os vizinhos de Voronoi.

5.9.3. CONCLUSAO

As memorias utilizadas sao as mesmas e a relacao dos tem-
pos de computacao depende do numero de vizinhos adotado por
IDPDRV. Em qualquer caso a diferenca de tempos €& pequena e a

qualidade do desenho, com a nova rotina (IDPDER) ¢ superior.
5.10. ESTUDO DA INTERPOLAGAO NO TRIANGULO

5.10.1. INTRODUCAO

As superficies representativas do terreno podem ser clas-

sificadas segundo a classe de continuidade da funcao interpo-

ladora (conforme Figura 5.23).

g

V /4

Descontinua

Figura 5.23 - Tipos de continuidade (classe) de superficies.
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Uma superficie & denominada de classe ¢ se for continua-
mente derivavel até a ordem n. Assim, uma superficie de clas-
se C° & apenas continua; uma superficie de classe C!' & conti-
nua e sua primeira derivada também o &; uma superficie de clas-
se C2 possui derivadas de 2% ordem continuas; e assim por di-

ante.

As superficies descontinuas, a menos de casos excepclo-
nais, sao completamente insatisfatorias para representar su-
perficies do terreno. Os primeiros métodos de representacao de
superficies utilizaram equacoes de classe c?, por exemplo, pla-
nos validos em cada regiao triangular, como em Bengtsson &
Nordbeck (1964). Mas por produzirem arestas vivas foram logo
substituidos por superficies de classe C', que sao as mais uti-
lizadas atualmente. Recentemente surgiram dois meétodos que pro-
curam trabalhar com superficies de grandes variacoes de gra-
diente e que exigiram superficies de classe superior a C'.S&o

eles: Franke e Nielson (1983) e MacCullagh (1983).
5.10.2. ALGUNS ESQUEMAS GERAIS DE |NTER?0L!—‘.§R0

Existem diversos tipos de superficies, aplicaveis a re-
gides diversas: retangulares, quadradas ou triangulares. Ana-
lisamos somente as que se referem especificamente a Tregioes

triangulares pois sdao as que nos interessam mais de perto.

Do ponto de vista tedrico, existem diversos estudos so-
bre esquemas gerais de interpolacdo, com aplicacao para os tri-
angulos, por exemplo, Boor (1962), Boor (1972), Hall (1973),

Munteauu (1973), Munteanu § Schumaker (1974), Delvos (1975).
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No entanto, a aplicacdo concreta exige um estudo e deta-
lhamento complementar, existem outros trabalhos mais especi-
ficos, cuja aplicagdo € quase imediata. Alguns deles estudam

aspectos especificos, como detalhamos a seguir.

Barnhill e Mansfield (1974) estudam o problema da conti-
nuidade na fronteira, isto €, a suavidade dos valores na in-

terface de duas regioes triangulares.

Barnhill, Birkhoff § Gordon (1973) estudam diversos esque-

mas gerais de interpolagado no triangulo.

Barnhill § Gregory (1975) continuam o estudo anterior,
dando especial enfase a compatibilidade de superficies wvizi-

nhas.

Hall (1969) apresenta formulas para a interpolagdo cibi-
ca e bi-clibica no triangulo, formulando trés esquemas opcio-

nais.

Powell § Sabin (1977) apresentam uma aproximac¢do quadra-
tica com continuidade C', utilizando os valores da funcaoe da
derivada primeira nos vértices para determinar os coeficien-
tes da equacgao matematica. Apresentam trés alternativas, que
em sua metodologia fracionam o triangulo original em outros 4,

6 ou 12 sub-triangulos menores.

5.10.3. ESQUEMAS QUE UTILIZAM UMA ANALOGIA COM

A TEORIA DOS ELEMENTOS FINITOS

Na teoria dos elementos finitos aplicada ao calculo de

estruturas,e particularmente para placas e cascas,empregam-se
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diversos esquemas para definir a geometria das pecas.Estas sao
subdivididas em pequenos elementos geométricos como por exem-

plo um retangulo ou um triangulo.

Impoe-se a seguir algumas condicoes de compatibilidade
entre esses elementos componentes da pega, por exemplo, mes-
mos deslocamentos e rotagbes nos nos e interfaces, o que equi-

valeria a admitir uma funcao de classe C' para representar sua

geometria.

Os elementos triangulares sao muito atraentes pois sao
adaptaveis a diversos tipos de geometria, permitem trabalhar
com fronteiras irregulares e pode-se variar o tamanho do ele-
mento em locais de interesse, por exemplo, nas vizinhancas de

areas com concentracao de tensoes.

Muitos pesquisadores a»rofundaram-se no estudo das carac-
teristicas dos elementos triangulares,sugerindo diversos es-
quemas de representacao que variam em funcdo da forma matema-

tica escolhida e dos graus de liberdade admitidos para a pe-

ca.

As fungoes matematicas costumam ser polinomios bivaria-
dos (em x e y) e de um certo grau (3°, 59, etc.), © que impli-
ca em um determinado numero de coeficientes (parametros) a se-
rem calculados. Para isso supoe-se conhecida a funcao e suas
derivadas em alguns pontos, por exemplo, nos vertices do tri-
angulo. Pode-se impor também alguma condicdo suplementar:grau
de polinomio representativo das derivadas normais, valor da

funcao no ponto médio dos lados, etc.
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Em geral, procura-se que o numero de parametros seja i-
gual ao numero de valores fornecidos, trabalhando-se dessa for-
ma com um sistema determinado, de n equacbes a n incognitas.
Utilizam-se, por exemplo, familias de curvas com 21, 18, 15 ou

12 parametros.

Dentre os trabalhos gerais sobre elementos finitos podem
ser consultados entre outros os seguintes livros: Zienkiewicz
(1967), Bell (1968), Bergan (1967). No campo de artigos espe-

cificos podem ser Uteis os que indicamos a seguir.

Bramble e Zlamal (1970), estudam polinamios da classe Cn,

com n =4+m+l (m=0,1,2,...) aplicdveis a cada triangulo.

Birkhoff & Mansfield (1974) dao particular enfase a com-
patibilidade dos elementos triangulares. Utilizam familias de
funcbes com 12 e 15 parametros. Foram obtidas a partir de ou-
tra familia com 18 parametros, definida por Irons (1969), im-
pondo restricOes suplementares na fronteira e para os gradien-
tes. Utiliza, num dos esquemas, um polindémio tricibico (do 3°¢
grau) e impoe valores nos vértices e nos pontos médios dos la-

dos.

Zlamal (1968) discute um procedimento de aproximagao u-
tilizando um polindmio do 59 grau em x e y, sobre cada regiao
triangular. Para determinar os coeficientes do polinomio uti-
lizam-se os valores da funcao (z), das derivadas primeiras e
segundas (z_, z_, z__, 2__, 2..) ¢© também as tres derivadas

® ¥ XX Xy Yy
normais no ponto médio dos lados. Essa teoria foi generalizada

por Zenisek (1970) para polinomios do grau 4-m+l,para fungoes

m vezes continuamente difereciaveis num dominio triangular fe-
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chado. Esses dois trabalhos sugeriram inimeras idé€ias a Akima,

como ele mesmo salienta.

Klucewicz (1978) desenvolveu um esquema de interpolacao,
com continuidade C!, visando diretamente a aplicagao para re-
presentar superficies. O método & completo pois parte dos pon-
tos fornecidos aleatoriamente e triangulariza-os. A seguir u-
tiliza um interpolante que € a soma booleana proposta por Bar-
nhill-Gregory e que garante a continuidade das derivadas na
direcao dos lados e tambem na diregao perpendicular. Esse in-
terpolante & determinado por 9 parametros (fungao e primeiras
derivadas x e y; fornecidas nos vertices do triangulo) para 9
coeficientes. Fornece um exemplo pratico, com os resultados e

desenhos obtidos.

Gold, Charters & Ramsden (1977) também sugerem uma analo-
gia com elementos finitos, apoiada no elemento conforme quar-

tico proposto por Irons (1969).

Franke § Nielson (1980) analisam e comparam dois outros
métodos que fornecem continuidade C'. Utilizam, para os tes-

tes, os dados fornecidos por Akima.

Barnhill & Farin (1981) fornecem duas representagoes pa-
ra uma interpolagdo quintica (polinomio do 59 grau) em cada
triangulo, garantindo a continuidade C'. Como um polinomio com-
pleto do quinto grau possui 21 coeficientes, para determina-
los esses autores utilizam-se 18 dados (valor da funcao e as
cinco derivadas primeiras e segundas, em cada vértice) ,junta-

mente com mais trés condigoes: a derivada normal no ponto me-
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dio de cada lado, A condigao de que a derivada normal ao lon-
go de cada lado seja cibica e nao quartica também faria com
que o polinomio se reduzisse ao P18 (18 coeficientes) .Para ob-
ter as duas representagoes explicitas do P18 tomam-se como ba-
se os dois principais métodos empregados nos projetos geome-
tricos assistidos por computador (CAGD): o esquema de Coon e
a aproximacgao de Bernstein-Bézier, que sao generalizados.Uti-
lizam-se as coordenadas baricéntricas e indica-se,passo a pas-
so, o modo de determinar os coeficientes. Esse esquema de in-
terpolagdo (qualquer um dos métodos) € muito semelhante ao pro-

posto por Akima [Plg; variacdo cUbica da derivada normal ao

ao longo dos lados).

Caramanlian (1983) estuda, para o problema da continui-
dade C! de placas, uma série de familias de interpolantes de
ordem 4 e 7 para serem aplicadas em triangulos. Utiliza adi-
cionalmente um no no meio de cada lado, paralelamente ao acrés-

cimo de tres variaveis de fixagao (restricoes).

Nessa mesma linha, com continuidade C', podem ser consul-
tados ainda Lawson (1977), Nielson (1983), Poweel §Sabin (1977),

Barnhill (1974), Farin (1983), Franke & Nielson (1983).
5.10.4. OUTROS ESQUEMAS DE INTERPOLAGAO NO TRIANGULO

Citamos apenas outros dois meétodos, que se destacam

por terem inspirado trabalhos posteriores.

McLain (1976) propos um esquema que obtém a triangulacgao

de Delaunay e interpola, a seguir, em cada triangulo. O valor
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da funcdo em cada ponto interno P & obtido por uma média pon-

derada do valor de z de cada vértice:

Z = wl-zl-+w2-zz-+w3-23.

Os pesos w; sio calculados levando em conta a distancia per-
pendicular de P a cada lado e tambeém as distancias dos verti-
ces ao pé dessas perpendiculares (sdo os valores a, b e c in-
dicados na Figura 5.24, e seus analogog. Utiliza-se um esque-
ma para o calculo dos pesos, em fungao de uma variavel n que
& definida em funcao da continuidade desejada. Garante-sc¢ a
continuidade da funcdao e das (n-1) primeiras derivadas em to-

do o plano.

Figura 5.24 - Esquema geométrico das distancias que sao

levadas em conta no calculo dos pesos pa-—
ra o metodo de McLain.

Whitten § Koelling (1975) propdem um metodo para ajustar

- - - ™ -
uma superficie em cada triangulo de forma a conseguir a cone-
Xxio suave com suas vizinhas. Sao 15 coeficientes a serem de-
terminados por 15 condigOes que asseguram essa conexao. O me-
todo nem sempre funciona bem pois ha casos em que as condi-
coes nao podem ser atendidas. E mesmo que atendidas, a funcao

nao e suave ao longo das mediatrizes do triangulo,como salien-
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tou Akima.

5.10.5. CONCLUSOES

Para a modelagem de superficies, que € nosso caso, pare-
ce conveniente garantir a continuidade C', que ao mesmo tempo
¢ suficiente para a maioria dos problemas. Sem essa continui-
dade o aspecto visual seria insuficiente; continuidades de or-
dem superior podem exigir muitos calculos adicionais, na com-

putacao do polinomio e na determinacao das derivadas.

Com relacdao a funcgdo interpolante a ser utilizada em ca-
da triangulo, exige-se que nao apresente descontinuidades in-
ternas nem externas (fronteira) ao triangulo. Podemos basear-
nos no trabalho de Mansfield (1976) que demonstra que para
obter um elemento com suporte nos triangulos vizinhos e com
continuidade global C! € necessario utilizar um polindmio de

grau 5, pelo menos.

Isso explica a utilizagao e/ou recomendagao de um poli-
nomio dessa ordem por diversos autores. Parece-nos portanto que
a formulagao de Akima e bastante satisfatoria: um polinomio
completo do quinto grau, bivariado em x e y e que utiliza
somente os valores da fungao, das derivadas primeira e segun-
da e uma restricao quanto a variacado da derivada normal ao la-
do. Assegura todo tipo de continuidade, isto €, em qualquer
ponto e direcao.

Aumentar o grau do polinomio (por exemplo 9 ou 13) tam-
bem poderia levar a um polinomio que garante a continuidade,

mas como ja indicamos, parece-nos uma sofisticacdao desneces-
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siria e que nem por isso conduz necessariamente a melhores re-
sultados. Pelo contrario, aumenta as possibilidades de intro-

duzir ondulagoes ficticias.

Por essas razoes parece-nos bastante satisfatorio o es-
quema de interpolagdao proposto por Akima e nao vemos razoes

para altera-1lo.

5.11. COMPARACAO DE TEMPOS TOTAIS

Uma vez terminadas as modificagoes que implicam tempo,pa-

receu conveniente incluir uma comparacao de tempos totais.

Para isso somamos todos os tempos parciais referentes ao
programa original e a versao modificada. Essa soma de parce-
las (na realidade duas: TRIANG e INTERP) € necessaria pois nos-
so sistema foi trabalhar com microcomputadores, nos quais ©

programa precisa ser subdividido.

O resultado dos tempos encontra-se na Tabela 5.9 e na Fi-

Tabela 5.9 - Tempos totais

Tempos totais

Pontos fornecidos| EX 30 | EX 60 | EX 90 | EX 100 | EX 200 ['EX 300 | EX 400
Pontos na malha [(525) |(2.162)|(1.924)|(1.176)(2.520)(3.780)(5.000)
1 original (bviz)|1m 30s| 3m 40s| 6m 12s| 6m 17s|16m 07s|26m 25s|4Im 06s
2 original (6viz)|Im 37s| 3m 58s| 6m 36s| 6m L46s|17m 09s|28m 01s|43m 50s
3 modificado Im 25s| 3m 30s| 5m 08s| 5m 28s|13m 34s|21m 20s|32m Oks
diferenca 1-3 5% 5% 17% 13% 16% 19% 22%
diferenca 2~ 3 12% 12% 22% 19% 21% 2L% 27%
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gura 5.25. Utilizando outros equipamentos os tempos serao cer-
tamente diferentes, no entanto pode-se supor que as relacgoes

de tempo permanecem.

Essa diminuicao de tempo (cerca de 20% para conjuntos
maiores) ganha um certo relevo quando se tem em conta que o
método de Akima, de acordo com o estudo de Franke (1982), '"e

de longe o mais rapido de todos os métodos testados",(p.189).

Esse trabalho, Franke (1982), € a versao condensada de u-
ma pesquisa que comparou 32 metodos tomados dentre os mais sig-
nificativos dos EUA e desenvolvidos por renomados autores da
area, como Akima, Nielson, Shepard, Lawson, Foley, McLain e o

proprio Franke.
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IV PARTE: COMPLEMENTOS AO PROGRAMA DE AKIMA E
OUTRAS CONTRIBUIGOES

6. DESENHO DAS CURVAS DE ISOVALOR

6.1. INTRODUGAD

0 método de Akima nao esta provido de uma rotina de de-
senho. Fornece uma malha regular, tao fina quanto se queira,
com as coordenadas z dos nos. A partir dai o usuario deve a-

daptar a rotina de desenho de sua escolha.

Muitos sistemas utilizam a malha regular, por exemplo, o
GPCP-II da Calcomp (1972) e o Surface Gridding Library da Dy-
namic Graphics (1978), mas nao fornecem o programa fonte, nem
maiores informacoes. Dentre os que facilitam informagdes téc-
nicas e praticas, estudaremos comparativamente os de Cottafa-
va § Le Moli (1969), o de Crane (1972) e o de Snyder (1978)-
Tendo em conta suas vantagens, implantamos em nosso systema es-

te ultimo método e por isso descrevemo-lo com maior detalhe.

Depois da comparacao e da descrigao do programa de Sny-
der apresentamos outras melhorias opcionais: a implantagao de
curvas que suavizam o resultado da malha quadrada; o refina-
mento do modelo atravées de uma malha triangular subdividida e
o desenho das curvas de nivel diretamente a partir do modelo

triangular.
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6.2, OP@BES NOS METODOS QUE UTILIZAM MALHAS REGULARES

0 problema consiste em desenhar linhas de igual nivel a-
través de uma malha, geralmente ortogonal, em que se conhece
o valor da funcao em seus nos. A solucao pode ser dividida em
dois cstagios. No primeiro calculam-se as coordenadas de to-
das as interseccoes entre cada curva de nivel e as arestas de
cada célula. No segundo realiza-se a adequada uniao desses pon-

to5.

A Figura 6.1 representa a passagem da curva de nivel 50

atravées de uma rede onde estao indicadas as cotas de cada no.

O caminhamento atraves do pontos 1,2,...,8 & feito em seqlien-
cLE.
46 49 1 52 54
2
48 3 52 53 51

46 4 \51 53 48
5 50
45 47 48 47

Figura 6.1 — Aspecto de uma curva de nivel passando
atraves de uma rede regular de pontos.

Com relagao a solucao do problema, existem duas classes
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de métodos. A primeira opta por encontrar um ponto de uma cur-
va de nivel e segui-la até o fim, isto &, até que ela se fe-
che sobre si mesma ou intercepte uma fronteira. O segundo mé-
todo prefere examinar cada célula da malha e determinar todas

as curvas de nivel que interceptam essa célula.

As vantagens de seguir uma curva em seu caminhamento a-
traves da malha sdo duas: a rotulacao das curvas (escrever o
valor de sua cota) € relativamente facil, e o movimento da pe-
na (de um"ploter" incremental) € otimizado, isto &, ele nao se
move muito sem escrever nada. Tem a desvantagem de utilizar

mais memoria.

Por sua vez, o método que desenha todas as curvas encon-
tradas dentro de uma célula tem a vantagem de necessitar me-
nor capacidade de memoria e de processar cada célula comple-
tamente antes de passar para a proxima, permitindo assim a ge-
ragao de curvas sobre uma malha muito mais fina. Apresenta a
desvantagem de tornar mais dificeis a unido dos trechos de u-

ma mesma curva € a rotulacao das mesmas.

Para os microcomputadores, podemos evitar a dificuldade
de memoria do primeiro método atraves do processamento de uma

curva de cada vez.
6.3. CASOS DE AMBIGUIDADE EM UMA MALHA REGULAR

Na Figura 6.1, a curva de nivel 50, ao entrar em uma ce-
lula sO0 tem uma opcao de saida. Mas isso nem sempre acontece;
pode ocorrer um impasse quando nao houver uma Unica saida pos-

sivel. Essa configuracao ocorre quando dois cantos opostos de
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uma celula sao mais altos do que a cota da curva de nivel en-

trante; os outros dois cantos sao mais baixos.

Teoricamente existem trés possibilidades de solugao e seus

ashectos sao os indicados na Figura 6.2.

T T~ T
] I N A ¢

(a) (5) (¢)

Figura 6.2 - Tres possiveis aspectos de curvas de
nivel cruzando uma celula quadrada

Petinati (1983) estuda todos os casos possiveis, em fun-
cao dos cantos concretos e dos valores de suas cotas. No en-
tanto pode-se dizer que os trés casos acima resumem a situa-

gao; as demais resolvem-se analogamente.

A possibilidade (a) € eliminada imediatamente tendo em
conta que curvas de nivel ndo se interceptam. No caso,salien-

te-se que se trata de dols tramos de uma mesma curva de nivel.

A escolha deve entao ser feita entre uma das duas alter-
nativas remaunescentes. O caso (b) corresponde a uma linha de
cumiada e o caso (c) a uma linha de vale; coisas que podem ser
verificadas através do exame de um perfil ao longo de uma dia-

gonal, convenientemente escolhida.

As células triangulares ndo apresentam esse tipo de pro-
blema pois uma curva de nivel ou cruza dois lados ou ndo cru-

za nenhum. Mas como em muitos casos & vantajoso utilizar uma
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malha regular quadrada, € necessario encontrar uma solucao pa-

ra o problema da ambigliidade.

Por exemplo, o programa SURFACE II, que utiliza uma ma-
lha regular, recomenda e emprega o calculo da cota do centro
da malha, através da média simples das cotas dos quatro can-
tos. Se o valor no centro for maior do que o nivel da curva a
ser tracada, a solucdo € a configuracao (b). Se o valor no cen-
tro for menor menor, opta-se pela configuracao (c). Isso equi-
vale na pratica a dividir o quadrado em 4 triangulos com um

vértice em comum (o centro da célula).

Existem outras maneiras de fugir da ambigiiidade,como ve-

remos ao comparar trés métodos.
6.4. BREVE COMPARAGAO DE TRES METODOS

Analisaremos brevemente os seguintes algoritmos, identi-

ficando-os pelos nimeros:

1) - Cottafava § Le Moli (1969)
2) - Crane (15972)

3) - Snyder (1978).

Os trés pertencem a classe dos que seguem uma curva ateé
o fim em seu caminhamento através da malha. Utilizam como da-

do de entrada o valor da fungao nos nos dessa malha retangu-

lar.

A interpolagao sobre a aresta para determinar o ponto de
cruzamento da curva de nivel & linear, isto &, todos os treés

utilizam uma formula do tipo



onde:
Ax - intersecgao a partir do ponto 1;

Z,,2; - Cota nos nos:

1
z - cota da curva de nivel;

2 - espagamento horizontal dos nos.

Os algoritmos (2) e (3) iniciam o processo logo que en-
contram uma borda de uma c&lula que € interceptada por uma cur-
va de nivel. As bordas interceptadas sdo identificadas por u-
ma lista de inteiros em (2) e através de um mapa de Dits ep

(5) , o que poupa muita memdria com relacdo a (2).

O algoritmo (1) realiza inicialmente a identificacdo da
intersecc¢ao de todas as bordas com todas as curvas e s0 entio

passa a fase de unido das interseccdes. Os detalhes desse pro-

cesso nao sao descritos.

Os algoritmos (1) e (2) iniciam a curva de nivel na pri-
meira borda encontrada em uma pesquisa que & feita ao longo
de uma linha ou coluna da matriz de dados. O algoritmo (3) re-
duz o movimento da pena pesquisando ao longo de uma espiral

que parte da posigao atual da pena.

Nos trés métodos desenham-se inicialmente as curvas que

interceptam as bordas do desenho e s0 depois as curvas inter-

nas.

Outra comparacao interessante refere-se ao modo como ca-

da um resolve o caso de ambigiiidade, isto &, quando existem 4
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interseccoes de uma mesma curva em uma célula (problema dis-

cutido no item anterior).

A solucdo dada pelo algoritmo (1) depende da ordem fixa-
da para o exame das bordas. Se uma célula & examinada a par-

tir de diferentes direcdes, diferentes curvas sao tracadas.

0 algoritmo (2) forga as curvas a passarem pelo centro
da celula, o que causa sérios problemas quando mais de uma cur-
va intercepta as quatro arestas: as diferentes curvas se €n-

trecruzam e o aspecto resultante parece um asterisco.

0 algoritmo (3) examina o valor de Ax da interpolagao nas
arestas de cima e de baixo. Se o valor de Ax da borda superior
for menof que o da inferior, entao a curva de nivel € desaﬁm:
da do topo para a esquerda e do fundo para a direita (Figura
6.3.a). Caso contrario o desenho & feito do topo para a direi-

ta e do fundo para a esquerda (Figura 6.3,b)

Ax topo—esquerda 531 topo-diYEita

Ax > Ax

bx (sz 1 2

. . fundo esquerd&
ndo direita
fu Ax

sz a) 2 b)

Figura 6.3 - Caminhamento das curvas de nivel atraves
da celula, em fungao do valor de Ax.

Este procedimento assegura que OS MESmMOS trechos sejam
escolhidos se os eixos x e y forem trocados, isto €, inde-

pende da ordem em que a célula & examinada.
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Os algoritmos (1) e (2) consideram sempre todos os dados
da tabela (matriz de cotas). O algoritmo (3) fornece um meio
atraves do qual o usuario pode considerar separadamente soal-
guns elementos, correspondentes a uma regiao do terreno. Para
isto basta definir adequadamente alguns elementos com cota su-

perior ao valor de 20 As arestas que unem qualquer desses

ax’
elementos com outros nio sio examinadas. Essa caracteristica
& muito Gtil na priatica pois geralmente os terrenos nao pos-
suem uma configuragdo retangular. Os algoritmos (1) e (2) a-

presentam curvas estranhas entre a regiao com dados e as que

nao contém nenhum.

0 método de saida de dados nao € descrito em (1). O al-
~ goritmo (2) fornece como saida uma seqliencia ordenada de pon-
tos para cada curva a ser desenhada. 0 algoritmo (3) permite
a opcdao entre uma seqiiéncia ordenada de pontos, como (2), ou

chamar uma rotina de desenho fornecida pelo usuario.

Saliente-se finalmente que nos algoritmos (2) e (3) as
linhas da malha nao precisam ser retas nem uniformemente es-

pacadas.
6.5. 0 ALGORITMO DE SNYDER (1978)

Recebe o nome de Contour Plotting (n® 531 da CACM) e foi
elaborado por William V. Snyder, do 'Jet Propulsion Laborato-

ry' (NASA).

f do tipo que segue uma curva de nivel através da malha
e fornece uma seqiiéncia de pontos com os quais se pode dese-

nhar as curvas atraveés de uma rotina de desenho fornecida pe-
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lo usuario.

Num problema representativo, gera 11.000 comandos para a
mesa de desenho, contra aproximadamente 57.000 gerados por um
programa utilizando o metodo celular (processar totalmente u-
ma celula antes de passar a outra). Para esse problema,as 1li-
nhas da malha, a identificagao do usudrio e a tabela de valo-

res das curvas requerem cerca de 36.000 comandos adicionais.

0 méetodo justifica a interpolacdo linear, para determi-
nar o ponto de intersecgao de uma curva, ressaltando que o em-
prego de métodos nao-lineares pode levar a uma intersecgao
miltipla de uma curva com uma aresta. Se a interpolacao linear
nio produzir a suavidade desejada ou curvas precisas, o autor
recomenda que se empregue uma malha mais refinada, calculan-
do-se o valor da funcdo nos novos noés ou empregando uma sub-

tabulacdao interpoladora.

Se a memoria necessaria for maior que a disponivel, po-
de-se dividir a adrea em parcelas a serem processadas separa-

damente.

Depois que as intersecgOoes com as arestas das células fo-
ram encontradas deve-se dicidir como desenhar a curva dentro
da célula, isto &, que curva utilizar para unir dois pontos.
Snyder recomenda trechos de reta pois a utilizacao de outras

curvas poderia causar baldoes ou cruzamentos indesejaveis.

6.5.1. DESCRIGAO DO PROGRAMA COMPUTAC IONAL

De acordo com as sub-rotinas fornecidas montamos 2 esque-

mas de programa. O primeiro visando diretamente O desenho (de-
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nominamos CNPLOT e seu esquema esta representado na Figura 6.4

CNPLOT
CGRID GCONTR PLOTS PLOT SYMBOL NUMBER
PLOT
DRAWP FILLO MARK1 IGET

Figura 6.4 - Esquema do programa (CNPLOT, para o desenho
das curvas de nivel e outros complementos.

e o segundo visando a impressao de seqliencias de coordenadas
de pontos (x,y), uma para cada curva (denominamos CNI,e seu esque-

ma esta representado na Figura 6.5),

1CNI

GCONTR

‘DRANI |F|LLO MARK1 IGET

Figura 6.5 -Esquema do programa CNI, para a impressao
de valores (x,y) das curvas de nivel.
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Uma breve descrigdo das sub-rotinas ajuda-nos a compreen-

der o funcionamento dos dois esquemas.

As rotinas PLOT e PLOTS servem para desenhar retas,a ro-
tina SYMBOL possibilita o desenho de simbolos especiais (as-
teriscos, triangulos, pequenos quadrados e outros para indi-
car convengdes), a rotina NUMBER possibilita escrever numeros
com a pena. Todas essas sdo rotinas que comandam Os movimen-

tos da pena de uma mesa de desenho.

A rotina CGRID também se refere a desenho: com o auxilio
de PLOT serve para desenhar a quadricula, isto €, uma malha
de referéncia superposta ao desenho e cujo espacamento padrao

costuma ser de 5 ou 10 cm.

A rotina GCONTR & a peca fundamental do método, que des-
crevemos a seguir. Utiliza quatro outras sub-rotinas: FILLO,
MARK1, IGET e DRAWP (ou DRAWI, no esquema para impressao SO-

mente) .

A area de trabalho BITMAP (mapa de bits) serve para man-
ter um registro de cada célula versus cada curva de nivel. O
estado 'zero' indica que aquela ceélula ainda nao foi inspecio-
nada para a curva de nivel em questdao. O estado 'um' indica

que ja foi examinada.

Como sO existem duas opgoes (zero/um) 1isto possibilita
trabalhar em nivel de bits (e ndo em varidveis-palavra ) eco-
nomizando muita area de memdria. O numero de bits significa-
tivos por palavra depende do computador e deve ser levado em

conta para passar para o nivel de bits.
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As trés primeiras rotinas, FILLO, MARK1 e IGET trabalham
em nivel de bits. A primeira preenche o bitmap com 2zeros nas
n primeiras posigdoes, e € utilizada no inicio do processo. A
segunda, MARK1 (BITMAP,N), coloca o numero 'um' no enésimo bit
do bitmap, para indicar que uma cé&lula ja foi examinada con-
tra uma curva de nivel. A terceira IGET (BITMAP,N) serve para
verificar se uma aresta qualquer ja foi examinada ou nao. Pa-
ra isso faz com que a varidvel I =IGET seja igual ao valor do

enésimo bit do bitmap (zero/um).

A sub-rotina DRAWP (X,Y,IFLAG) a ser fornecida pelo usua-
rio, serve para desenhar as curvas, por trechos dc¢ reta. Deve
ser compativel com os equipamentos de desenho. X e Y corres-
pondem as coordenadas dos pontos. IFLAG deve ter um dos seguin-

tes valores convencionais:;

1. continue o desenho de uma curva;

2. inicie uma curva, por um ponto da fronteira (li-
mite externo do desenho);

3. inicie uma curva por um ponto interno ao desenho;

4. termine uma curva na fronteira;

5. termine uma curva fechada (nao na fronteira).

Note-se que as solicitacoes 1, 4 e 5 sao para movimentos
com a pena abaixada (desenhando) e as 2 e 3 para movimentos

com a pena livre.

6. apronte x e y para demarcar a posicao da pena pa-
ra a proxima curva. Caso seja omitida essa defi-
nicdo, a posicao inicial fica sendo a correspon-

dente a (1,1).
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IFLAG/10- & o numero da curva de nivel.

A sub-rotina DRAWI € a versao de DRAWP para o segundo esque-

ma (Figura 6.5). Em vez de desenhar, imprime uma seqliéencia de

pontos, para cada curva de nivel. Ao mesmo tempo escreve as

mensagens equivalentes aos comandos 2 a 5 acima.

-Z:

-NZ:

-NX:
=N
-CV':
NCV:

max’

GCONTR, a rotina principal possui os seguintes ar-

gumentos:

€ a matriz dos valores da variavel, para as quais as
curvas de nivel devem ser desenhadas. Assume-se que
os elementos de Z representam o valor da funcao nos
nos de um sistema de coordenadas topologicamente re-
tangular (por exemplo, cartesiano, polar com excegao

da origem, etc.);

€ o nimero de linhas declarado para Z no programa de
chamada ;

€ o limite para o primeiro subscrito de z (Kmax);
idem, para o segundo subscrito (ymax);

sdo os valores das curvas de nivel a serem desenhadas:
e o numero de curvas de nivel a serem desenhadas;

& o maximo valor de z a ser considerado. Um valor de

z(i,)) maior que 2 € sinal de que, esse ponto e o0s

ax

segmentos da malha que partem dele para seus vizinhos,

devem ser excluidos do desenho.

6.5.2. DETALHES E MODIFICAGCES PARA IMPLANTAGOES EM MICROS

Implantamos o algoritmo de Snyder no micro 201 DP da Po-
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lymax realizando os necessarios ajustes e adaptagoes. Para
expandir sua capacidade introduzimos modifica¢ées no sentido
de processar uma curva de cada vez. Com isso o tamanho do
bitmap ficou dividido pelo numero de curvas de nivel existen-

tes, que num desenho pode ser da ordem de 10, 20 ou mais.

Para essa mesma finalidade, poupar memoria, utilizamos o
mesmo esquema da Figura 6.5, gravando em disco as seqliéncias

de coordenadas, depois de processada cada curva.

Outra modificacao para poupar memoria, que implantamos,
foi passar a cota z para inteiro (duplica a capacidade de me-
moria). Supondo, por exemplo, que zZ seja fornecido com duas
casas decimais, aplicamos inicialmente.uma translagao de co-
ordenadas subtraindo z

A -0,01 de todos os valores da

ref ~ “min
matriz e multiplicando a seguir os novos valores por um fator
multiplicativo FM =100. Com isso nido se perde precisao,conse-
gue-se uma boa faixa de amplitude para z e, tomando o cuida-
do de realizar as mesmas operagOes com o valor das curvas, em

nada se altera a posicao dos pontos de interpolagao.

Com essas alteracdes para poupar memoria foi vossivel im-
plantar uma malha de 10.201 posigoes, o que equivale a uma ma-
lha quadrada de abertura 1 cm em papel A, (841 x1.,189 mm) :

85x120 = 10.200 posigoes.

Caso o desenho ndo ocupe toda a area correspondente ao
papel AD (isto €, seja menor), a malha pode ser mais refinada.
Por outro lado, se se deseja uma malha ainda mais fina, pode-

se executar o desenho em duas ou mais partes,

Para realizar a conexdo do programa de Akima com este de
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desenho foi necessario realizar previamente a ordenacao de z,
que no programa de Akima sO é fornecido tridngulo por trian-
gulo e portanto, desordenadamente. Esse mesmo programa ja con-

verte z, de varidvel real para inteira.
6.6. CONTRIBUICOES PARA TRACADO DAS CURVAS DE NTVEL

6.6.1. ADAPTACAO DE UMA CURVA SUAVE PASSANDO

POR UMA SEQUENCIA DE PONTOS

0 desenvolvimento do algoritmo de Snyder e outros seme-
lhantes conduz a uma seqiiéncia de pontos para cada ramo de u-
ma curva de nivel. Esses pontos sao unidos por trechos de re-

ta.

Se a malha nao for suficientemente fina ou as curvas de
nivel tiverem trechos com curvatura acentuada, podem aparecer

bicos, de aparéncia visual indesejavel.

0 refinamento da malha seria uma solucao mas até um cer-
to limite pois pode tornar critico o problema de memoria ou o

de tempo de computagao.

A solucdo nesses casos pode ser adaptar uma curva suave
passando através da seqliéncia de pontos fornecidos. Com uma
equagdo algébrica calculam-se pontos adicionais a espacamentos
menores. A unido desses pontos por trechos de reta ja nao da
a sensagao de arestas vivas e a curva torna-se visualmente sua-

ve.

Para uma regido com alta densidade de curvas,deve-se to-
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mar os cuidados para evitar que 4as curvas interpoladoras se

cruzem.

Na literatura existem diversos métodos e algoritmos para
interpolar uma curva suave. Alguns deles, por exemplo,?© 433 da
ACM de Akima (1972); o de Ellis e McLain (1977); o 'Adapt’' ou
525 da ACM de Rice (1978); o 547 da ACM de Duris (1980); o de
Chung (1980); necessitariam adaptagOes, pois aplicam-se a cur-
vas univariadas, isto &, que s6 admitem um valor de y para um
mesmo x. Como as curvas de nivel nado sao univariadas,seria ne-

cessario processa-las por trecho. Por isso & preferivel Trecor

rer a outros metodos.

Um processo simples & o utilizado pela IBM. Trata-se da
composigdo de curvas circulares, que tentam imitar o procedi-
mento do desenhista ao tragar curvas girando o lapis em torno
de um ponto relativamente fixo: o ponto de contacto da mao com

a mesa de desenho.

A Figura 6.6 descreve o processo. Sao tomados quatro pon-

{875 910 925 R 10&0‘1
| A C <-H
900 950 950 f 1100
/
/
i NC
\._--—-—-_f
p 1050 b | 1050 ms

Figura 6.6 - Suavizagao de curvas através da composigao pon-
derada de arcos circulares - tecnica da IBM.
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tos E, F, G e H de mesma cota inteira, determinados por inter-

polagdo nas arestas das células.

Inicialmente calculam-se as equagoes dos arcos de circun-
feréncia que passém pelo pontos EFG (um arco) e FGH (outro ar-

co).

Trata-se de calcular a curva no trecho FG e isso & feito
atraves da média ponderada entre um e outro arco. O arco da
esquerda € ponderado com uma funcao linear que vale 1 no pon-
to F e zero no ponto G; o arco da direita € ponderado de ma-
neira andloga e complementar; vale zero em F e um em G. A cur-
va pode entdo ser desenhada calculando-se n pontos suplemen-
tares, intermediarios entre F e G. 0 processo repete-se para

outra seqliéncia de quatro pontos FGHI.

Ooutros métodos escolhem outros tipos de curvas,por exem-
plo uma parabola que passa por quatro.pontos e que ajusta ©
intervalo para os dois pontos centrais; e o caso de McConalo-

gue (1971).

Estudamos a seguir o método de Cline (1974), que ofere-
ce diversas opgoes, perfeitamente adaptaveis ao caso das cur-

vas de nivel e que implantamos efetivamente em nosso programa.

6.6.2. 0 METODO DE CLINE (1974)

Sdo seis subprogramas para o ajuste de curvas que utili-
zam splines sob tensao. Encontra-se disponivel na colegao de

algoritmos da ACM sob o nimero 476.

0 primeiro par CURV1 e CURV2 resolve o problema padrao de
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interpolagao: determina uma funcdo real que assume valores y.,

em pontos X. (com x >xi) ou seja, uma fungdo univariada e

i+l
que portanto nao se aplica diretamente ao nosso problema. Po-
de ser util, como todos os demais citados anteriormente, para

o desenho suave de perfis.

0 segundo par KURV1 e KURVZ resolve, em conjunto, O pro-
blema mais geral de passar uma curva suave através de uma se-
qiiéncia de pontos no plano e serve perfeitamente para as cur-

vas de nivel.

0 terceiro par KURVP1 e KURVP2, tambeém em conjunto, re-
solve o mesmo problema, mas para curvas fechadas e portanto
aplica-se notoriamente para curvas de nivel interiores a re-
giao.

KURV1 requer o fornecimento da inclinagao (tangente a cur-
va) nos pontos inicial e final da curva. O usuario pode omi-
tir essa informacdo (foi o que fizemos, eliminando tambem a
opcdo) e entdo esses valores sao produzidos internamente ba-
seando-se nos pontos vizinhos. Se sao fornecidos trés ou mais
pontos, como & o caso mais comum, esses valores, no ponto ini-
cial e final, sdo calculados pela inclinacdo de um polindmio
quadratico ajustado aos 3 primeiros (3 iltimos) valores.Se SO

sio fornecidos dois pontos, o resultado & uma linha reta.

KURVP1, sendo fechada, sempre tem vizinhos a direita e a
esquerda e ndo necessita o fornecimento adicional de inclina-

—_

coes.

Em cada par de programas o primeiro so € chamado uma vez

e determina os parametros da spline. O segundo realiza O ma-
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peamento (adensamento) de pontos.

Durante o processo, cada curva €& transformada em sua pa-
ramétrica, isto &, seu comprimento poligonal ¢ definido como
sendo 'um'. Para definir um ponto sobre a curva deve-se for-
necer o parametro T, que serd contado a partir da origem, com

amplitude de zero a um.

para calcular uma seqléncia de M pontos deve-se chamar M
vezes a funcao KURV2 (ou KUVP2). Em cada chamada o valor de T
deve ser crescente e de preferencia os incrementos devem ser

constantes.

Na adaptacdo para microcomputadores introduzimos as sim-
plificagoes necessarias para automatizar O Processo: calcular
diversos pontos em seqiiéncia sobre uma mesma curva COm umd u-
nica chamada; o nimero de pontos a serem calculados depende do
numero de pontos fornecidos, havendo entre eles uma relacao
constante que denominamos razao de compressao. Adotamos o va-

lor 4 para esse parametro, que pode ser modificado pelo usua-

rio.

E interessante e merece destaque nesse programa a varia-
vel SIGMA que define o fator de tensao da spline e serve co-
mno indicativo da curvatura. Se o valor de SIGMA & muito gran-
de (por exemplo 50) a curva resultante & muito proxima da li-
nha poligonal que passa pelos pontos dados. Se o valor de SIGMA
for muito pequeno (por exemplo 0,1) a curva fica bastante a-
berta e 'bojuda'. O valor padrao para SIGMA recomendado pelo

autor e 1,0 (um).

Podendo controlar o pardmetro SIGMA, conseguimos ajustar
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bem as curvas. Se em algum Caso concreto houver muitas curvas
em uma regido e existir o problema de superposigao,pode-se u-

tilizar um valor mais elevado para SIGMA.

Realizamos diversos testes para determinar O melhor va-
lor de SIGMA. Tomamos para isso quatro curvas, duas abertas e
duas fechadas, com significativas variacOes de curvatura.Tes-
tamos diversos valores para esse parﬁmetro, desde 0,1 a 10,0
e, como resultado, adotamos 1,5 para curvas abertas e 2,5 pa-

ra curvas fechadas.

0 valor 5,0 ja produz uma curva muito proxima, quase co-
incidente, com a poligonal fornecida e portanto nao introduz
melhorias na suavidade. O valor 1,0 e os inferiores, produzem
curvas com muitas ondulacdes e pontos de inflexdo, de aparén-

cia visual pouco aceitavel.
6.6.3. MALHA TRIANGULAR REFINADA

0 programa de Akima fornece uma malha retangular cujas

10

Figura 6.7 - Esquema de uma subdivisao de triangulos
para a formagao de uma rede mais densa.
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cotas sdo calculadas nos nds, a partir de uma interpolacao no

triangulo.

Qutra opgao para adensar 0s pontos ¢ montar uma malha tri-
angular mais fina. Para isso subdividem-se os tridngulos ori-
ginais e calculam-se as cotas z nOS novos nos formados (Fi-

gura 0.7).

Costuma-se trabalhar com a representacao isoparamétrica
do tridngulo (coordenadas baricentricas), o que facilita o cal-
culo das coordenadas nos novos nos. Uma solugao desse tipo co-
nectaria bem com o programa de Akima que calcula o polindmio
e as interpolacoes baseado nessa representacao. Uma sugestao
de divisio de tridngulos pode ser encontrada em Meek §& Beer

(1976), ou em Rivara (1984).

A interpolacdo ao longo de cada aresta de triangulo pode
obedecer a um esquema linear. A uniao dos pontos de intersec-
cao de cada curva de nivel com as arestas pode ser feito por

linhas retas, ou pela adogao de uma curva suave.

Un esquema desse tipo seria analogo ao de Snyder para a
malha quadrada. A vantagem da malha triangular, como aponta-

mos anteriormente, & que evita casos ambiguos de interseccgao

multipla.

6.6.4. DESENHO DAS CURVAS DE NTVEL BASEADO NO

POLINOMIO INTERPOLADOR

A utilizacao de uma malha de refinamento (retangular ou

triangular) supOe um passo intermediario que pode ser evitado
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considerando que dispomos em cada triangulo, do polinomio que
representa a superficie. Uma curva de nivel consiste na inter-
seccao desse polinomio com o planc horizontal de cota igual ao

valor da curva desejada.

Teoricamente seria possivel desenhar as curvas de nivel
encontrando os zeros da funcao intérpoladora,diminuida do va-
lor de 2z da curva de nivel. No entanto, a determinacao de ca-
da ponto (raiz do polindmio) necessita de uma série de calcu-
los itefativos. Sendo z(x,y) ou z(u,v) uma funcao bivariada do
5¢ grau, ndo € possivel o cdlculo direto. Arbitrando um valor
para u, deve-se encontrar o valor de v que anula a funcao. O
numero de iteragOes dependera da precisao desejada, que cos-
tuma ser algo em torno de 0,1 mm para ser compativel com o ma-
ximo erro permitido no desenho (erro de graficismo; distingao
a olho nu), tornando imperceptiveis quaisquer descontinuida-

des.

Tendo em conta, além disso,que O espagamento entre os pon-
tos de uma curva de nivel deve ser da ordem de uns 2 a 5 mm
para se ter uma continuidade razoavel, podemos ter uma quan-
tidade de pontos da ordem do milhar em cada curva de nivel.
Desses dois fatores; numero de iteragGes para cada ponto e ni-
mero de pontos por curva de nivel; podemos concluir que em mui-
tos casos o processo € inviavel do ponto de vista do tempo de

computacgao.

Outra opgao,sugerida por Schagen (1982) permite diminuir
as iteragoes. Consiste em obter um ponto de partida e calcu-

lar a seqliencia de pontos de forma que cada ponto se obtém a
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partir do anterior.

De acordo com o esquema da Figura 6.8, calcula-se a tan-
gente a curva no ponto atual, da-se um incremento dr sobre es-
sa linha e obtém-se a perpendicular s que € a linha de pro-

cura do novo ponto.

tangente

-
curva de nivel

*— novo ponto

dr

0

Rl ponto atual linha de procura

Figura 6.8 — Esquema de busca de um novo ponto, a partir de
um ponto inicial: acrescimo sobre a tangente.

Em todo o caso, o numero de iteracGes continua sendo gran-
de: como os erros sao cumulativos (cada ponto & calculado a
partir do anterior) imple-se uma boa precisao, o que levaa

aumentar o numero de iteragoes.

Outro método, que ndo necessita de processos iterativos
e que fornece resultados comprovadamente bons, € o de Akin §
Gray (1979). Realizamos a seguir uma descrigdo desse meétodo,
adaptando-o ao problema do triangulo, com um polindmio biva-

riado do 5°¢ grau.

Consideremos o triangulo isoparamétrico formulado em ter-
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mos de coordenadas isoparamétricas (u,v), contrapondo-se as

globais (x,y).

q

Figura 6.9 - Coordenadas globais
do triangulo.

E;f

’3(0,1)
z=k
dz=0
& T
”f(o,t)) / P10y

Figura 6.10 - Coordenadas isoparametricas
do triangulo.

Suponhamos que se quer desenhar uma curva de nivel con
valor k (constante) e que se conhece um ronto dessa curva,
com coordenadas Ug € vge Caso nao conhecamos esse valor ini-
cial podemos determina-lo pela equagao de z ao longo de um

lado, por exemplo o lado u:

Z[USV) = POO +P10'U +P20'u2 +P,§U'u3 +P40-uu + IJSO.US
v=0 .
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Iterativamente pode-se determinar, com uma precisao ar-
bitrdria €, o valor da coordenada u que anula z(u,v)- K.

A equagdo da curva sobre a superficie ¢ dz =0. Em termos

de coordenadas locais pode-se escrever:

_az 22
0 = dz = 5 du + dv,
ou
zu-du # zv-dv = 0, . (1)

oride di e dv sdo componentes do deslocamento df que ¢ tangen-
te 3 curva. Podemos assumir que df&, o passo de caminhamento pa-
ra desenho, seja um valor pré-fixado e constante. Assim sen-

do, valem as relagOes indicadas na Figura 6.11.

vl
dz(u,v) =0
dv =dg-send
du=dg-cosh
d dv
tgb = %E
du
' de = Jduz+dvz
o -

Figura 6.11 - Relagoes entre as diferenciais
dos deslocamentos.

0 valor de tgd pode ser obtido pela equacao (1) utilizan-

do posteriormente os valores de z, ¢z, Mo ponto em que se de-
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seja calcular essa tangente.

De (1) obtém-se

e entao

e finalmente tgo =-zu/zv. Os valores (equacgoes) de Z, © a}ob-

tém-se derivando a equacdo z do polindmio interpolador.

Entdo, dado um ponto de partida de uma curva, pode-se de-

senhid-la utilizando a seguinte equagao de recorréncia:

u = Uu -c_l.&cz
n n-1 Vv “v(n-1)
o W dg

n - 'n-177% " "%u(n-1)

onde:
UiV ™ coordenadas do novo ponto;

B 19¥poq ™ coordenadas do ponto anterior;

d? - passo incremental constante (por exemplo, 1 mm);

Zv[n—l} - derivada da funcao, com relagcao a v, no ponto
anterior;
Zu(n-1) " derivada da fungao, com relagao a u, no ponto
anterior;
= 2 2 4 _ o .
v \/%u(n-l) +zv(n-1) gradiente no ponto anterior

A precisao e o tempo de processamento (custo) dependem da
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dimensdo escolhida para o incremento df.

Este processo pode desviar-se um pouco do caminhamento
correto da curva de nivel, por causa dos erros numéricos en-
volvidos, ou seja, depois de cada passo ha um pequeno erro que
se acumula aos anteriores. Na pratica esse erro cumulativo nao
¢ perceptivel visualmente, excetuando-se o0 caso, dificil de
ocorrer, de uma curva fechada dentro de um triangulo.Por cau-
sa das imprecisfes, tal curva pode nao fechar e seguir uma es-
piral até que encontre um elemento de fronteira ou se atinja
o niimero miximo de pontos fixado para uma curva. Esse ultimo

caso e o que vem desenhado na Figura 0.12.

2 T
@))
1 e

Figura 6.12 - Curvas de nivel de um elemento triangular.
Notar a curva espiral no centro que deve-
ria ser fechada sobre si mesma.

No entanto, o procedimento acima foi modificado para tor-

nar 0s erros cumulativos aceitavelmente pequenos, Sem exces-



= 2B =

sivo acréscimo de tempo computacional.

As novas equagOes sao as seguintes:
1) K
Ucor - Un —[ﬁ] 'zu(n—l]'(z(un’vn)_ )

l 2
Veor ~ Vn_"[ﬁ] 'Zv(n—lj'(z[un’vn)"k)

onde:

v - valores do novo ponto, corrigidos;

uc:or’ cor

u ,v, - valores obtidos pela formula anterior;
k - valor da curva de nivel;

os demais elementos obedecem a mesma simbologia definida an-

teriormente.

Estas correcOes produzem linhas que sdao satisfatorias e
mais precisas, na maior parte dos casos, do que € possivel ob-

ter com os sistemas graficos.

Para terminar uma curva, deve-se verificar as coordena-
das do ponto final de cada segmento, examinando se esse pontc

ainda esta dentro do triangulo.

Uma vez que uma curva foi completamente tracada deve-se
converter as coordenadas locais (u,v) para o sistema global

(x,y) a fim de realizar o desenho.

O esquema para o desenho das curvas através da malha tri-
angular pode ser pensado em termos de 2 caminhos diferentes:

rastreamento de uma curva ou mapeamento triangulo a triangulc

No primeiro caso segue-se uma curva atraves de toda a ma-

lha. Dado um ponto inicial calculamos a seqliencia de pontos
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no triangulo até chegar a uma outra aresta. Através dessa a-
resta passa-se ao tridngulo contiguo, que pode ser determina-
do na lista IPT do programa de Akima. Processado esse novo tri-
angulo passa-se ao seguinte, e assim por diante até chegar a
uma aresta de borda (lista IPL no programa de Akima). Depois
nesquisam-scoutros possivels ramos da mesma curva de nivel e-
xaminando todos os outros triangulos. A seguir inicia-se no-

vamente o0 processo com outra curva de nivel.

Na segunda alternativa examina-se um triangulo de cada
vez, processando todas as curvas existentes em scu interior.
Com isto evita-se processar mais de uma vez um mesmo triangu-
lo; evita-se o armazenamento de arestas de borda € a procura
de triangulos adjacentes. Por outro lado, a rotulacgao das cur-

vas torna-se mais dificil.

£

A comunicagao de Akin & Gray (1979)., s6 esquematiza o ca-
so de um triangulo isolado, sendo necessario, para implanta-

lo, resolver o problema da malha globalmente.

Essa implantacdo seria util, poupando a rotina IDGRID e
absorvendo IDPTIP. Dispensa-se também o programa anterior pa-

ra o desenho de curvas de nivel.

Esse método parece-nos satisfatdrio, tendo em conta a qua-

lidade do desenho apresentado. Veja-se a seguir o mesmo dese-

nho da figura anterior (6.12), com as corregoes (Figura 6.13).

No entanto, nao se deve descartar a malha quadrada, pois
representa um bom instrumento de trabalho ao permitir o arma-

zenamento de um modelo digital do terreno, muito proprio para
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=1

I
-1 0 1

Figura 6.13 - Curvas de nivel de um elemento triangular. Notar

que, contrariamente ao exemplo anterior, a curva
interior fecha exatamente sobre si mesma.

calculos em computadores.
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7 - ADAPTACAO DO SISTEMA PARA UTILIZAGAO EM
MICROCOMPUTADORES

7.1. INTRODUCAO

Tendo em conta as vantagens que essa solucao oferece, pro-
curamos adaptar o programa de Akima e os programas de desenho

para sua utilizacgao em microcomputadores.

Para isso, as principais modificacgOes referem-se a oti-
mizacao do espaco reservado a memoria, recurso que € um fator
limitante para os micros. No equipamento utilizado, um Poly-

max 201 DP, dispoe-se de 64 k bytes de memoria.

7.2. CAPACIDADE DE MEMORIA

Pensando em poupar memoria, introduzimos algumas modifi-
cagoes. Em primeiro lugar, como visamos fundamentalmente o de-
senho de curvas de isovalor, torna-se dispensavel o calculo
de cotas em pontos isolados e por isso nao € necessario o pro-

grama IDBVIP e a sub-rotina IDLCTN.

Também sdo perfeitamente dispensaveis as diversas opgodes
geradas pelos diferentes valores de MD (1., 2 ou 3), pois para
o desenho de um mapa sO0 utilizamos um conjunto de pontos for-

necidos e uma s6 malha de saida.

Da mesma forma, a diversidade de opgoes provocada pela
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escolha do nimero de vizinhos fica automaticamente eliminada
pela adogdo dos vizinhos de Voronoi, que sao determinados Dpe-

la configuracio geometrica do nroblema.

Eliminamos também os passos relativos a extrapolacao de
valores para pontos fora do poligono convexo. Essa politica con-
corda com a visdo tedrica, ja que ndao se pode prever O COmMpor-
tamento da funcao além do limite dos pontos amostrados, ¢ tam-
bém com a priatica, jd que se desejamos mapear determinada area
devemos levantar pontos em toda a sua extensao, para nao pre-

cisar recorrer a extrapolacao.

Com isso conseguimos reducdes de memoria nas sub-rotinas

IDGRID e IDPTIP.

7.3. FRACIONAMENTO DO PROGRAMA E CAPACIDADE MAXIMA

Em sua versao original, o programa tem bouca capacidade
quando utilizado em micros, devido a dimensao da area utiliza-

da para o programa em Si.

Para aumentar a capacidade, estudamos a alocacao interna
de memdria das sub-rotinas, para verificar as possiveis parti-
coes em programas menores. Esse estudo esta resumido na Figura

7.1, que procuramos explicar a seguir.

Para tornar o estudo mais concreto e aumentar a sensibi-
lidade para as dimensOes envolvidas, utilizamos um exemplo i-
lustrativo com 100 pontos fornecidos e uma malha de saida de

101 por 101 pontos.

Todas as diversas areas de variavel inteira estao grava-
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das no vetor IWK (primeira 1linha da Figura 7.1), que ocupa
13.301 posigoes, divididas em duas grandes areas: as primeiras
3.100 posigoes (31*NDP), correspondente a diversos arquivos e
10.201 (101*101) pertencentes ao arquivo IGP, que corresponde

aos nos da malha regular.

Nas linhas subsequentes, a esquerda, indicam-se as diver-
sas sub-rotinas indicando por barras os correspondentes ar-

quivos de IWK que cada uma utiliza.

Assim, as primeiras 15 posicoes sao utilizadas para o ar-
mazenamento de diversas variaveis isoladas: NDP (numero de pon-
tos), NCP (nimero de vizinhos), NT (numero de triangulos), NL
(numero de arestas de borda), etc. Todas as sub-rotinas uti-

lizam essa regiao.

0 arquivo IPT; com 585 posicoes (6*NDP-15) € gerado por
IDTANG e utilizado por IDPTIP e IDGRID. Armazena os vertices

dos triangulos.

0 arquivo IWL, com 1.800 posicoes (18*NDP) & wutilizado
por IDTANG como area interna de trabalho. As primeiras 800 po-
sicoes (8*NDP) sao utilizadas posteriormente para o arquivo
NGP, onde sao gravados o numero de nos associados a cada tri-

angulo, borda ou vértice.

0 arquivo IPL, com 600 posicoes (6*NDP) € utilizado por
IDTANG para armazenar os vértices das arestas de borda e o tri-
angulo a que cada uma pertence. No fim do processo, todos os
valores que interessam sao deslocados para as primeiras 300

posigoes (3*NDP), que sao chamadas pelas sub-rotinas IDPTIP e
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IDGRID. As 300 posicoes finais serao aproveitadas por IDCLDP

e IDPDRV,

A area IWP, com 100 posigdes (NDP), € utilizada por IDTANG
como area interna de trabalho. Junto com a parte final de IPL,
300 posigdes (3*NDP) serve para o arquivo IPC, com 400 posi-
coes (4*NDP), onde se armazenam os vizinhos de cada ponto.Is-
so supondo 4 vizinhos por vertice. Esse arquivo, gerado por
IDCLDP € utilizado por IDPDRV.

Finalmente temos a maior area de todas, IGP, com 10.201
posicoes (101x101) e que depende somente das dimensoes da ma-
lha de saida. E utilizada por IDGRID para armazenar o numero
dos nos da malha por ordem de pertineéncia aos triangulos ares-

tas de borda ou vertice de fronteira.

Existem outras variaveis. Vejamos: XD, YD e ZD com 100
posicoes (NDP) cada uma; armazenam as coordenadas dos pontos
e sao utilizadas por varias sub-rotinas. XI e YI, com 101 po-
sicoes cada uma representam as coordenadas das linhas horizon-
tais e verticais da malha regular. Devem ser fornecidas pelo

usuario e sao chamadas pela rotina IDGRID.

A regiao WK, com 500 posigoes (5*NDP) e comum a 3 sub-
rotinas. Utilizada como area de trabalho em IDTANG (100 pri-
meiras posicoes) € usada para armazenar as 5 derivadas de ca-

da vertice em PD (5*NDP), que serao chamadas por IDPTIP, logo
apos o calculo por IDPDRV.
Finalmente existe a area ZI, onde se armazenam oS valo-

res interpolados da variavel z para cada um dos nos da malha.

A dimensao de ZI e portanto igual a de IGP: 10.201 posicoes.
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7.4. FRACIONAMENTO DO PROGRAMA DE GRAVAQEO EM DISCO

Constata-se facilmente pelo estudo acima que as grandes
ireas de meméria sdao IGP e ZI, consumindo o seguinte numero de

bytes:

IGP: 10.201 %2 20.402 bytes (variavel inteira)

Z1 : 10,201 =4

i

40.408 bytes (variavel real)

Esses valores referem-se a uma malha de saida de 101x101
pontos e que consumiriam 61 k bytes, quase toda a capacidade
de micro, ndo sendo possivel nem gravar o programa. Temos por-
tanto a primeira providencia ser tomada: gravar em dis-

co os vetores IGP e ZI.

Examinando as sub-rotinas verificamos que a maior de to-
das é a IDTANG, em termos de programa, e de memoria, em que u-
tiliza 3.100 posicoes (31*NDP) do vetor IWK, alem de XD, YD ¢

WK, com 100 posigoes (NDP) cada um.

Portanto, a segunda conclusdo: essa € a sub-rotina limi-
tante, que determinara o nUmero maximo de pontos que podem ser

processados de uma soO vez.

As outras sub-rotinas, somadas, ocupam uma area de memo-
ria equivalente a IDTANG e portanto sugerem uma particao em 2

programas equivalentes em tamanho.

Denominamos o primeiro de TRIANG; € composto por IDTANG
e pela funcdao IDXCHG, chamada por ela. Denominamos o segundo

de INTERP; inclui: IDCLDP, IDGRID, IDPDRV e IDPTIP.

De acordo com a teoria desenvolvida, substituimos a fun-



- 239 -

cao IDXCHG por IDTROQ; IDCLDP por IDVZVR e IDPDRV por IDPDER.
Reduzimos e simplificamos as rotinas IDGRID e IDPTIP suprimin-

do a extrapolagao e gravando IGP e ZI em disco.

Essas alteracbes foram testadas e os dois programas fun-
cionaram bem. Nas Figuras 7.2 e 7.3 encontram-se 0s esquemads

dos programas, original e modificado.

IDSFFT

| | l 8 |

IDTANG| A IDCLDP IDGRID IDPDRV IDPTIP
vizinhos localiza calcula interpola
mais malha derivadas Z.
| DXCHG perimos =
(troca A)

Figura 7.2 - Esquema original do programa de Akima,
versao para grandes computadores.

TRIANG

INTERPT

IDTANG

1ovzvR* 1DGR1D® 1 DPDER® 1DPT1P®

-+
IDTROQ

+ =rotinas introduzidas

® = rotinas alteradas

Figura 7.3 - Esquema adaptado para funcionamento em micros,
tendo sidos introduzidas algumas melhorias.
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7.5. CAPACIDADE MAXIMA

0 micro de 64 k possui na realidade a capacidade de
64x1.024 = 65.536 bytes,
dos quais deve-se reservar uma area de aproximadamente 18.500
bytes que corresponde ao programa ligador de modulos (10.300)

e ao sistema operacional (8.200).

Resulta portando uma capacidade realmente UGtil de apro-
ximadamente 47 k, para ser repartida entre programa (incluin-

do as funcoes de biblioteca) e os dados.

Para uma comparacgao, apresentamos na Tabela 7.1 as areas

Tabela 7.1~ Areas ocupadas pelos programas:
original e versao modificada

Area para programa | Area para dados

Nome do programa (+) (%)

IDSFFT 38.500 8.500
(original)
TRIANG 16.200 30.800

(triangulagao)

INTERP

= 17.10 .
(interpolagao) 7:1100 29.900

(+) =a area para programa refere-se a memoria ocupada

pelo programa, incluindo as fungoes biblioteca.
(%) =a area para dados obtem-se pela dlferenga entre

a area para programa e a capacidade maxima (47k)
- os valores da tabela sao aproximados.

ocupadas pelo programa original de Akima e pelos dois modulos

de nossa versao modificada.

A partir dessa tabela faremos alguns calculos para deter-
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minar a capacidade maxima de pontos processados.
a) TRIANG

Para o calculo da capacidade maxima levamos em conta que
as variaveis inteiras ocupam 2 bytes e as reais 4. As contas,

em funcdao do numero (n) de pontos sao as seguintes:

variaveis em funcao de n:

- IWK: 31n<2 = 62n
= XD,YD: 2-n+4 = 8n
-  WK: n«4 = 4n total parcial = 74n bytes

variaveis fixas: 300 bytes

* Total geral: 74n + 3500 bytes.

Igualando esse total geral com a area maxima para dados

da Tabela 7.1 obtemos:

fJnmux + 500 = 30,800

donde

_30.800 - 300
n = -

= 412 pontos.
max 74

Na pratica utilizamos 400 pontos, o que deixou uma area

livre de 900 bytes.

Se utilizassemos um programa ligador de modulos que con-

= - -
some menos memoria poderiamos montar um programa com 48,5 k.
expandindo a capacidade para 430 pontos ja que os 1.500 bhytes

adicionais proporcionam mais uns 20 pontos (1.500/74).
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Em um micro de 256 k bytes, a capacidade passaria a ser

superior a 2.500 pontos, como se pode deduzir da formula aci-

ma.
b) INTERP

Para o calculo da capacidade maxima de INTERP as contas

foram as seguintes:

variaveis em fungao de n:

- IPC: 4 n+*2 = 8-n
- IPT: 6+n+2 = 12+n
- IPL: 3*n+*2 = 6°*n

- XD,YX,ZD: 3+en+4 = 12+n

- WK: 5+n<4 = 20°+n Total parcial = 58n bytes

variaveis fixas:

As trés primeiras tornam-se fixas devido a gravacac em

disco:

.- NGP: 800+2 = 1.600
- IGP: 400+2 = 800
- ZI: 400-4 = 1.600
outras: 800 Total parcial = 4.800 bytes
* Total geral 58n +4.800 bytes.
ITgualando o total geral com a capacidade maxima para da-

dos da Tabela 7.1 obtemos n "
max

58'nmux +4.800 = 29.900;
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donde

_ 29.900 - 4.800
max 58

432 pontos.

Na pratica utilizamos 400 pontos ja que esse programa e
uma seqiiencia de TRIANG. As duas capacidades estdao bastante
balanceadas (principalmente se expandirmos TRIANG para 430),

o que indica que a particdo realizada e satisfatoria.

Devido a gravacao em disco dos valores de ZI interpola-

dos, nao ha um tamanho limitante para a malha de saida.
¢} IDSEFT

Para o calculo da capacidade maxima do programa original
sem fracionamento realizamos um calculo analogo aos anteriores,

chegando a equacgio:
130en +2.000 +6 m* = 8.500;

onde m? =nimero de pontos da malha. Dai tiramos:

[l

n 50 pontos (para o caso de nao haver malha de

max

saida);

n - = 30 pontos (com uma malha de saida de 400 pon-

tos: 20 x20).
Como se pode ver, a capacidade do programa original ¢ bas-
tante limitada nos micros devido a area ocupada pelo programa,
que deixa pouco espago para os dados. Deve-se também a dimen-

sao das areas reservadas para a malha: deve-se gravar IGP e ZI



- 244 -

para cada no da malha; se a malha for relativamente grande es-

ses vetores influem muitissimo na memoria de dados.

A capacidade maxima do programa modificado pode ser au-
mentada adotando um algoritmo que realize a triangulacao de
Delaunay utilizando menos espago de memoria, coisa que e fac-
tivel ja que Lawson (1977) utiliza uma memoria inferior a 18¢n
e Little (1983; no prelo) uma memoria de 15+n. Esses métodos,
no entanto, nao fornecem a listagem de seus programas. Outra
solugao seria implanfar o algoritmo de Lee § Schachter (1980)

combinado com o de Akima (1978); conforme item 5.5.

7.6 IMPLANTA@@O DO SISTEMA

Resumindo as adaptacoes introduzidas e indicando outras,
apresentamos na Figura 7.4 o esquema de implantagao do siste-

ma.

O usuario deve escolher um (nome) para o seu problema e
fornecer o arquivo (nome). DAT, contendo o numero de pontos,
as coordenadas (x,y,z) dos vértices, a definigcdo da malha de
interpolagao, o numero e a definicao das curvas a serem tra-

cadas e a escala de desenho.

O programa TRIANG le esses dados e realiza a triangula-

c¢ao de Delaunay, gravando o arquivo (nome). TRI.

O programa INTERP leé a triangulacao ¢ o arquivo .DAT e
grava o arquivo (nome) .IGP, contendo o numero de pontos da
malha que pertencem a cada triangulo e quais sao eles. Grava

também o arquivo (nome) .ZTR que armazena as cotas dos pontos
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do de Akima modificado

meto

complementos introduzidos
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(triangulacao
de Delaunay)
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TRANSMISSAO
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|

(arquivo de desenhos

curvas suaves)

Figura 7.4 - Esquema de implantacao do sistema



- 246 -

do arquivo .IGP, obedecendo a ordem dos triangulos.

Até este ponto segue-se o método de Akima, de acordo com
as modificacbes introduzidas (conforme Figura 7.3). A seguir
desenvolvemos o programa MALHA, que le os arquivos .DAT e .ZIR,
passa as cotas z para valores inteiros e grava o arquivo (no-
me) .ZRE, com as cotas ordenadas de acordo com a malha regu-

lar.

A seguir executa-se o programa POLIG, que le .ZRE e for-
nece o arquivo (nome) .POL contendo seqiiencias de coordenadas
X,y que representam as curvas de nivel. Corresponde ao progra-
ma CNI modificado e adaptado (conforme Figura 6.5 e itens 6.5.1

& BaDul) s

O proximo passo é o programa DESEN, que le o arquivo .POL
e gera o arquivo de desenho, suavizando as poligonais forne-
cidas através da adaptacao do algoritmo de Cline (item 6.6.2)
e completando o arquivo (nome) .DES com o desenho da quadri-
cula, do rotulo (cota) das curvas de nivel, margens do dese-
nho, etc.

Nesse momento sdo possiveis duas opcoes de saida (trans-
missao); pode-se comandar um 'plotter'de mesa (como por exem-
plo a HP 7475 que utilizamos) para desenhar um primeiro ras-
cunho, ou pode-se gerar um arquivo em disquete para comandar
mesas de desenho (em nosso trabalho utilizamos o 'plotter' ele

trostatico VERSATEC-8222A e o CALCOMP-960, de pena).

7.7. ESQUEMA DE FUNCIONAMENTO

Do ponto de vista pratico e util apresentar um possivel



ENGENHEIRO

escritorio

firma de servico graficos

ESTACAO GRAFICA

v

==

PLOTTER DE PENA

Figura 7.5 - Esquema de funcionamento para o desenho
- -+ - -
de curvas de nivel com o auxilio do mi-
crocomputador.
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esquema de funcionamento para escritorios de engenharia e pe-
quenas firmas, que ja esta operando em larga escala,e com bons

resultados, para o calculo e desenho de vigas.

De acordo com o esquema da Figura 7.5, o usuario fornece
os dados, efetua o processamento através do microcomputador e
realiza um primeiro desenho em um 'ploter' de mesa, cujo

custo € acessivel.

Esse primeiro desenho pode ter diversas utilidades. Em al-
guns casos pode servir diretamente para projetos ou ante-pro-
jetos. Em outros pode fazer as vezes do original cartao,a par-
tir do qual se tirem copias em vegetal, introduzindo as modi-
ficagoes que se vejam oportunas. Pode servir como primeira a-
proximagao para que o usuario analisec ¢ introduza correcoes
diretamente no micro: suprimindo ou acrescentando pontos, me-
lhorando a suavidade das curvas (parametro SIGMA), modifican-

do a escala, etc.

Existe a limitacao do tamanho do desenho [méth)A3)<3€H-
tao sera preciso recorrer a uma firma prestadora de servicos
graficos. O arquivo .DES é trénsferido (via disquete) para o
equipamento de desenho dessa firma e as alteracgoes pedidas (in-
dicadas em um primeiro rascunho do 'ploter' de mesa, e em
escala menor) sao executadas com rapidez numa estacao grafica,
e o desenho final € feito em um 'ploter' de pena, no tamanho

desejado.

Um passo adiante nesse esquema pode ser dado caso de dis-

ponha de um micro com tela grafica e possibilidade de intera-
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cao (tipo IBM PC; Nexus, etc.). As alteragOes podem ser intro-
duzidas diretamente atraves da tela, diSpehsando-se a estacao

grafica.
7.8. A OPCAO POR MICROCOMPUTADORES

Do que ja foi dito pode-se deduzir uma série de vantagens

na utilizacao de micros.

Em primeiro lugar a praticidade e comodidade, ja que o
servigo pode ser executado no proprio escritorio e evitam-se
deslocamentos e filas de espera nas firmas de servigos de com-

putacao (processamento e calculos).

Depois, a facilidade de fornecimento, introducao e cor-

recao de dados, bem como a possibilidade de interacao e con-

trole direto do processo.

Alem disso, a possibilidade de utilizar a malha regular
como um modelo digital do terreno para desenvolver interessan-
tes problemas aplicativos para serem processados no proprio
escritorio: calculos de volumes (cortes, aterros,plataformas,
estradas), areas (inundacao de barragens, divisao de terras) e

Outros.

Finalmente, os custos, que sao bem menores neste caso.
Determinados problemas que so eram resolvidos em grandes compu-
tadores estao passando a ser processados por micros, que se
demonstram altamente vantajosos para muitos problemas da en-

genharia.

A passagem de um sistema para outro depende da elaboracao
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de programas que.se demonstrem realmente praticos para uso em
micro, quanto a capacidade, tempo de processamento e qualida-

de do desenho.

Parece-nos que os resultados obtidos no presente traba-
lho sao satisfatorios: capacidade para processar 400 pontos
(450), que parece suficiente para a maioria dos problemas, em
um tempo de pouco mais de 30 minutos. A qualidade do desenho
& um pouco melhor que a do programa original de Akima, que €

francamente aceitavel.

Até o presente momento nao se tem noticia de outras adap-
tacoes desse tipo, que sao perfeitamente viaveis,contrariamen-
te a idéia de muitos, de que esse tipo de programa nao cabe

nem nos minicomputadores.
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8. CONCLUSAO E DIRETRIZES PARA TRABALHOS FUTUROS
8.1 TRABALHOS FUTUROS

Em trabalhos futuros pensamos desenvolver a parte computa
cional referente a duas sugestdes fornecidas ao longo deste tra
balho: a construcdo da triangulacdo de Delaunay baseada no mé -
todo da divisdo e conquista (item 5.5) e o desenho das curvas
de nivel baseado no polindmio interpolador (item 6.6.4). Os fun
damentos tedricos estdo suficientemente detalhados para que 18-
so seja feito com facilidade. |

Pensamos desenvolver, tambem para micros, alguns progra-
mas aplicativos para o tracado de perfis, cdalculos de areas e
volumes e o desenho de perspectivas para aplicagao em arquite-
tura e urbanismo. Todas essas tarefas tornam-se bastante simples
quando se dispoe de um modelo digital do terreno que nada mais
& do que o armazenamento computacional de um modelo matematico
que permita representar esse terreno e obter as informagoes e
dados que se desejem.

0 desenho de perfis pode iniciar-se com 0 levantamento de
cotas ao longo da linha desejada. Caso essa linha coincida com
alguma linha notavel da malha quadrada, o trabalho se simplifi-

ca. Caso contrario deve-se recorrer a adequada interpolacgao de
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valores que pode ser feita com o método ja desenvolvido. A se-
guir pode-se unir suavemente esses pontos atraves de um dos me
todos fornecidos nos itens 6.6.1 e 6.6.2 deste trabalho.

O calculo de volumes (corte/aterro) pode ser feito quase
que imediatamente através da malha quadrada e da definicao dos
limites da area que se vai escavar/aterrar. Os manuais de topo
grafia fornecem as formulas para esse calculo, que e bastante
simples. Quando se quer ou se necessita calcular volumes atra-
vés da area de secgoes transversais, o problema recai no item
que veremos a seguir.

A primeira vista, a avaliacdo de areas delimitadas por
contornos irregulares nao pode ser feito por métodos computa-
ciondis, e deveriamos recorrer a processos graficos como a con
tagem de quadriculas, a divisao e substituigao por figuras geo
metricas equivalentes, a divisao em faixas de largura constan-
te e soma de alturas; ou a processos mecanicos, como a utiliza
cao de planimetros.

No entanto, o calculo de areas, para muitas aplicacgoes
como por exemplo o calculo de volumes de reservatorios, pode
ser feito com certa facilidade se tivermos em conta que dispo-
mos de uma representacdo matematica das curvas de nivel. Cada
uma delas e definida por uma sequencia de pontos cujas coorde-
nadas (x,y) sdo conhecidas. Dispondo dos demais limites da area
a ser avaliada, podemos fazer rapidamente o calculo, atravesde
conhecidas formulas para o calculo da area interna de uma poli
gonal.

0 desenho de perspectivas tambem € uma aplicacao interes

sante pois permite uma maior visualizacao do terreno e dos pro
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jetos implantados. Para gerar desenhos perspectivos como o da
figura 8.1 pode-se utilizar programas computacionais ja desen-
volvidos, como por exemplo Watkins (1973), Williamson (1972) ou

Wrigth (1974).

Figura 8.1 - Bloco perspectivo de um terreno.

Esses programas permitem variar a posigao do observador,
fazendo com que 6 terreno seja visto a partir de todos os angg
los desejados.

Permite portanto representar o impacto visual de obrasar-
quitetonicas e de urbanizacdo (estradas, plataformas, taludes,
construgoes, etc.)'através da comparacao de perspectivas da re-
giao antes e depois (simulacgao) da implantacao de determinados

projetos.

8.2 CONCLUSAO FINAL

Neste encerramento e conclusao final gostariamos de expor

também um sumario da metodologia de pesquisa utilizada neste
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trabalho, que justifica sua sequencia e estrutura.

A primeira parte corresponde a uma introdugao geral em
que salientamos o amplo espectro de aplicacGes das curvas de
isovalor, nos diversos campos da ciéncia. Descrevemos também o
processo classico da construg@o de curvas de nivel, que foi nos
sa area de atuacdo nesta Escola, durante muitos anos. A razao
desta inclusao (capitulo 1) reside no contraste € na possibili
dade de compara-1lo com 0S Processos computacionais (capitulo 2)

O primeiro problema com que S€ defronta quem se aproxima
deste tema sem conhecimento prévio € entender os mecanismos a-
través dos quais se pode desenhar curvas de nivel com o auxilio
do computador acoplado com equipamentos graficos. Por isso se
justifica o capitulo 2, ainda dentro da introdugao geral. Ele
€ um apanhado das diversas solucoes que foram dadas ao problem:
recorrendo a diversos modelos matematicos. Desse estudo compar:
tivo resultou também a conclusdo de que existem solucOes mais e
menos satisfatorias e que todas podem e devem ser melhoradas.

Nossa contribuigdo consistiu em estudar um desses me todo
que ja apresenta boas qualidades, o de Akima, e sugerir altera
coes e complementos que conduzem a solugdes ainda melhores.

Dessa forma, a parte II, & um estudo pormenorizado do mé
todo de Akima. O capitulo 3 estuda sua fundamentacdo teorica,
procurando seguir fielmente a exposicao original para facilita
ao leitor a distincdo entre o que € o método de Akima e o que
contribuigdo nossa. O capitulo 4 & um detalhado estudo do pro-
grama computacional em que, partindo somente da listagem, dese

tranhamos os procedimentos implicitos e analisamos os fundamen
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tos matematicos envolvidos. Constitui-se em uma boa ajuda para
quem quiser estudar o programa de Akima e, a partir dele, suge
rir outras melhorias.

A partir desse ponto, todo desenvolvimento € nosso. As
contribuicdes encontram-se portanto nas partes III e IV,

A parte III (capitulo 5), desenvolve estudos teoricos em
torno dos pontos basicos de Akima: triangulagao, determinacgao
de vizinhos, calculo das derivadas parciais e funcao interpola
dora. Desse estudo tedrico surgiram as seguintes contribuigoes:

* 1. Um novo critério para a definicdo da triangulagdo oti-
ma: o critério do circulo. Os resultados praticos demonstraram
que essa alteragao poupa memoria e torna O pProcesso mais rapidc

* 2. Um novo critério tedrico para a definigdo dos vizinhos
de cada vertice, que mostrou-se méis adequado do ponto de viste
topoldgico e conduziu a melhores desenhos das curvas de nivel,
por estimar melhor as derivadas em cada ponto. Também €& mais r:
pido do ponto de vista computacional.

* 3, A possibilidade de aplicar a técnica da divisao e con
quista para poupar tempo de computacdo. Essa contribuicdo esta

em nivel descritivo-detalhado.

A diminuicdo do tempo de computacdao, melhorando ao mesmo
tempo a qualidade do desenho, € uma boa contribuigdo, por dois
motivos. Em primeiro lugar porque o método de Akima € fruto de
uma longa pesquisa e de um sério trabalho de otimizacao, apre-
sentando algoritmos compactos e eficientes. Ele foil objéto de
diversos estudos e modificacdes. No entanto, estudos recentes

como o de Franke (1982) mostraram que até essa época ele ainda
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era, de longe, o método mais rapido entre os trabalhos estuda-
dos par esse autor. Foram objetos dessa comparagao 32 métodos
selecionados dentre os melhores em uso nos EUA, e que sao devi
dos a profissionais de gabarito como Shepard, Foley, Nielson,
Lawson, Mc Lain, Little e o proprio Franke.

Sendo nosso método mais rapido que o de Akima, consome
forcosamente menos tempo que todos os demais. E tendo em conta
a categoria desses profissionais, isso € uma contribuigao que
tem o seu mérito, ainda que possam surgir mais adiante outros
métodos mais rapidos.

Em segundo lugar, a economia de tempo ndo & uma simples
brincadeira matemitica em torno de algoritmos; ela significa
uma reducdo no custo, coisa que viabiliza ainda mais a aplica-
cdo de computadores e, principalmente, a de microcomputadores.
Com as modificacdes introduzidas conseguimos uma reducdo decer-
ca de 20% para problemas com mais de 200 pontos.

A parte IV (capitulos 6 e 7) & constituida por complemen
tos ao programa de Akima. Como esse meétodo nao fornece rotinas
para o cidlculo e desenho das curvas de nivel, esse € precisa-
mente o objeto do capitulo 6, onde estudamos teoricamente o as
sunto, comparamos 3 métodos e desenvolvemos e adaptamos um de-
les ao método de Akima, que fornece somente as cotas, desorden
das, dos nos de uma malha quadrada. Nossa solugao para o probl
ma acrescenta também o fato de termos adaptado uma spline sob
tensdo para suavizar as curvas de nivel obtidas (trechos de po
ligonal). Além disso, nesse mesmo capitulo, sugerimos detalhad

mente um processo para desenhar as curvas de nivel baseado di-
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retamente no polinomio interpolador e nao na malha regular.

No capitulo 7 descrevemos a adaptacao feita de todo o sis
tema (método de Akima modificado e rotinas de desenho) para ser
utilizado em microcomputadores. Essa solucao tem evidentes van-
tagens, tanto de facilidade de utilizacao, desenvolvimento de
aplicativos, como economicas.

Os resultados obtidos demosntraram que a utilizacao em mi
crocomputadores € perfeitamente viavel e atende satisfatoriamen
te as necessidades da pratica: € possivel processar 400 pontos
em cerca de 30 minutos.

Por tudo o que foi conseguido e apresentado, parece-nos
que este trabalho apresenta as inovacoes e contribuicoes neces-

sarias para torna-lo uma tese de doutoramento.
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