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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade conceituar matematica e fisicamente o
nimeno de condicdo dos sistemas de equagoes lineares do Metodo dos Deslo-
camentos para estruturas reticuladas de comportamento linear. Procura-se,
tambam, indicar sua possivel utilizagao como elemento auxiliar do engenheiro
na concepgao de modelos numericos estruturais que melhor se prestem a
utilizacao do Metodo.

No Prame1ro Capitulo, da-se visdo panoramica dos varios tipos de erros a que
a computagdo numerica estd sujeita, limitando o problema a ser estudado aos
erros devidos ao truncamento de dados iniciais, e ao que de intrinseco na
formulagao dos problemas governa a propagacao dos mesmos.

0 Capitulo 2 recorda brevemente elementos da 3lgebra linear e do calculo
vetorial e matricial necessarios, dando destaque as normas vetoriais e
matriciais. Em seguida, ddo-se nocoes do Metodo dos Elementos Finitos, Pro-
cesso dos Deslocamentos, para estruturas reticuladas de compartamento
Tinear, exemplificando com um programa para montagem da matriz de rigidez

de trelicas espaciais.

0s processos numéricos para solucao de sistemas de equagoes lineares simul-
taneas sao expostos no Capitulo 4, centrando a discussao ao algoritmo de
Gauss modificado para sistemas simetricos, positivo-definidos, bandeados,
para 0s quais se apresenta um programa.

0 Quinto Capitulo langa as bases da anilise de erros na computagdo numerica
em geral, em particular visando a utilizar os computadores eletronicos
digitais de programa armazenado com representagao de numeros com gquantidade
fixa de digitos significativos. Essa analise e particularizada no capitulo
sequinte para os sistemas de eguacbes lineares, para eles derivando rigoro-
camente os numeros de condigao que detectam suas tendencias a amplificagao
de erros iniciais de truncamento.

0 Capitulo mais importante & o SBtimo, em que se conceituam fisicamente 0S
.vetores proprios das matrizes de rigidez como modos de deslocamento da
estrutura, similares a seus modos naturais de vibracdo para matriz de massa




unitaria. Mostra-se, por meio de exemplos, a influéncia da rigidez relativa
desses modos no condicionamento dos sistemas de equagoes resultantes.

No Capitulo 8, sugere-se a utilizagao do numero de condigao como elemento
de avaliagao da eficiéncia do contraventamento de estruturas trelicadas.
k4

0 ultimo Capitulo fornece as conclusoes e sugestdes oriundas do trabalho.

Ressalta-se aqui a influencia, ao longo desta Dissertagao, entre outros, dos
trabalhos fundamentais de Von Neumann (13), Turning (19), Shah (76], Bathe
(13) e, principalmente, de Wilkinson (20).




ABSTRACT

This dissertation intends to assess the mathematical and physical meanings
of the condition number of the systems of linear equations of the
Displacement Method for framed structures of linear behavior. It also
endeavors to show its possible application as an auxiliary element for the
engineer in the formulation of numerical structural models better suited
to the Method.

In the First Chapter, a comprehensive picture is given of the several
sources of errors which numerical computation is prone to, limiting the
problem to be studied to truncation errors in the initial data, and to what
is inherent to the problem formulation which governs their propagation.

Chapter 2 briefly reviews some necessary elements of linear algebra and
vector and matrix analyses, in special vector and matrix norms. The next
chapter introduces the Finite Element Method, the Displacement Formulation,
for framed structures of linear behavior, presenting as an example a
computer program to assemble stiffness matrices of space trusses.

Numerical procedures to solve systems of linear simultaneous equations are
shown in Chapter 4, chiefly discussing Gauss' elimination method for
symmetric positive defined banded systems, for which a computer program is
presented.

The Fifth Chapter introduces error analysis in numerical computation in
general, to be carried out by electronic automatic digital computers with
number representation by a fixed number of significant digits. This
argument is extended, in the next Chapter, to systems of Tinear simultaneous
equations, where condition:numbers are rigorously derived to detect their
tendency to amplification of initial truncation errors.

The most important Chapter is number 7, in which it is shown the physical
meaning of the eigenvectors of stiffness matrices as being displacement
modes of the structure. Through examples, the influence of relative
stiffnesss of these modes on the conditioning of resulting systems of
equations is also shown.



The last Chapter presents conclusions and suggestions originated from this

paper.

The influence along the dissertqtion from, among others, the fundamental

papers by Von Neumann (13}, Turing (19), Shah {16}, Bathe { 3) and mainly
d

Wilkinson (20), should be stressed.




ks ORIGENS E CLASSIFICACAO DE ERROS EM COMPUTACAO NUMERICA

1.1. Historico

Os processos da analise estrutural foram totalmente reformuTados nos

Uitimos 30 anos por duas influéncias revolucionarias:

a) o computador eletronico digital de programa armazenado de
alta velocidade e precisao;

b) o Método dos Elementos Finitos (MEF), que trata as expressoes
da mecanica dos continuos pela analise numerica, aproveitando
ao maximo as possibilidades das maquinas.

Uma terceira influencia, mais recente, que a curto prazo pode e deve
tornar mais revolucionario o efeito das duas primeiras, e o advento do
microcomputador pessoal de baixo custo, que tornara acessiveis para o
engenheiro, como individuo, todos os beneficios citados no primeiro
paragrafo.

Uma preocupagao constante nesse processo de adaptacdo tem sido a precisac
dos nesultados da analise.

Este trabalho tem a intencdo de dar uma panoramica do problema, centrando

a discussao nos erros cometidos por arredandamento e truncamento na solugao
das equacoes de equilibrio estatico de estruturas de barras de comportamento
linear pelo MEF, que corresponde ao maior volume e tempo de trabalho nessas
analises. Em particular, procurar-se-a interpretar a origem fisica da
propensao a erro de certos problemas.

Erros na solucao de sistemas de equagoes lineares simultaneas tem sido de
hd muito de interesse dos matematicos. Restringindo este historico do
advento do computador eletronico digital de programa armazenado, tem-se:
o trabalho de 7. Von Neumann e H. Goldstine {13} de 1947, deduzindo
delimitacoes de enros de s0fugac por processos "exatos" de sistemas
simétricos definidos em termos de nommas matriciais; A. M. Tuning (19},
em 1948, enfatiza que os erros reais nas eliminacoes de Gauss e Cholesky
sio usualmente menores que os anteriormente supostos, e introduz o
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conceito de nimero de condigdo; J. H. Wilkinson (20) vem, em trabalho de
1960, lancar as bases definitivas das tecnicas de delimitacao de erros
envolvidos na formulacao do problema para varios algoritmos.

F claro que também os pesquisadores na 3rea do MEF tem contribuido com
outras idéias no assunto. Entre eles, J. M. Shah (16) correlaciona oS
erros com os valores e vetores proprios da matriz de rigidez; em 1968,

B. M. Tnons (7) procura estabelecer critérios de controle; R. J. Melosh

{11), em 1971, dramatiza as desvantagens da eliminagdo de Cholesky, bem |
como os efeitos de discretizagao e modelagem. Comeca a ficar claro

que os computadores de grande porte ja entao utilizades tornavam oS erros ‘
de arredondamento um problema quase academico.

Um novo interesse na materia parece necessario e em tempo pela ja citada
introdugao dos microcomputadores pessoais, com toda a sua 1imitacao ineren-
te de memoria, implicando uma menor sofisticagao de programas e uso de
menor precisac para possibilitar espago ao ataque de problemas do porte do
dia a dia do engenheiro.

1.2. Fontes de Erro na Computagao Numerica em Geral

1.2.1. Introdugao

Quando um problema, em Matematica pura ou aplicada, e resolvido por
computagdo numerica (por exemplo, a solugao de uma estrutura pelo MEF),
desvios da solugio numerica em relagdo 3 verdadeira, rigorosa, sdo inevita-
veis. Tal solucdo, assim, nao tem sentido sem uma medida da sua aprox{magio,
expressa na forma de uma delimitagao do ernw.

A solucao de um processo numerico @ expressa por um ou mais numeros obtidos
por uma seqliencia finita de operagoes aritmeticas elementares chamada
algonitmo. A delimitacao dos erros nessas condicoes deve levar

em conta que eles sdo um agregado de erros primarios de diversas origens.

Comega-se, assim, por uma apresentacao rapida dessas fontes. Para ilustra-
¢ao a mais direcionada possivel da exposigao, procurar-se-a mostrar a
importancia relativa de cada tipo de erro numa analise estrutural pelo MEF.



As fontes sao, em resumo:

aproximacoes oriundas do modelo teorico;

erros devidos a discretizagao do problema continuo;

erros de truncamento em algoritmos que dao aproximagoes finitas
de formulacoes transcendentais e algebrica;

erros de arredondamento na representacao de numeros nas operacoes
elementares;

erros iniciais de observacao e arredondamento.

Todo o trabalho nos capitulos posteriores vai-se restringir 3 influencia
apenas da Ultima das origens citadas, reputada a que maior importancia -tem
em nossa Area de Concentragdo. Buscar-se-3 saber o que de intrinseco na
formulacao de um problema torna-o propenso a amplificar os erros iniciais.

1.2.2. Aproximagdes Oriundas do Modelo Teorico

A formulacdo matematica que se escolhe do problema real que se guer
resolver envolve, via de regra, idealizacoes, hipoteses e simplificagoes.
0 modelo necessariamente representa uma mais ou menos explicita teoria
sobre parte da realidade e nao dela toda.

Tais aproximagbes teoricas envolvem, na Mecanica das Estruturas, as proprias
hipoteses basicas e simplificagoes dos estudos: das tensoes, deformagoes e
do equilibrio dinamico; da Reologia; dos teoremas de energia; das

Teorias Gerais (da Elasticidade, da Plasticidade, da Viscoelasticidade,

da Resisténcia dos Materiais, da Estatica das Estruturas, Placas, Cascas,
Dinamica, Rotulas e Charneiras Plasticas); das Teorias Especificas (Con-
creto Simples, Armado e Protendido; Estruturas Metalicas e Mistas, Obras

de Terra etc); da Teoria da Fstabilidade do Equilibrio, e assim por

diante.
Tal estudo foge completamente ao escopo deste trabalho.

E 10gico que aquele que escrever e/ou utilizar um programa de calculo
estrutural devera estar seguro da aderéncia de seu modelo tedrico a
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estrutura real, sem o que gualquer analise dos erros introduzidos ao longo
do processo subseqilente nio tera qualquer sentido. Tal seguranca vem da
sdlida formacao profissional adquirida na escola e na experiencia pratica.

J.2.3. Erros Devidos 3 Discretizacdo do Modelo Continuo

No Metodo dos Elementos Finitos aplicado 3 Mecanica das Estruturas, o
continuo constituido de barras = ousuperficies ou volumes g discretizado
em elementos de tamanho e forma convenientes, que se conectam em "nos" cujo
conjunto de deslocamentos (translagoes e/ou rotacoes) se constitui, no
"approach” geralmente adotado do Processo dos Deslocamentos, nas incognitas |
do problema, sendo os deslocamentos internos nos elementos relacionados aos

nodais por fungoes de interpolagao apropriadas.

0 campo real de deslocamentos da estrutura e, pois, aproximado por uma

combinagdo linear das fungoes escolhidas, sendo os coeficientes dessa

combinacao o conjunto discreto dos deslocamentos nodais,a determinar pela
minimizacdo da energia potencial elastica do sistema. Reconhece-se no MEF

uma versio do metodo mais geral de Ritz-Galerkin.

Torna-se evidente que a aproximacao do resultado que se obtem, e mesmo a
convergencia para ele, depende em alto grau da forma como se realiza
essa discretizacdo no que respeita a:

a) numero de elementos que, em principio, quanto maior for
melhor representara a estrutura;

b) ~ tamanho e rigidez relativa dos elementos;

c) natureza das fungoes de interpolacac utilizadas no que respeita
a continuidade e conformidade.

Aqui ainda nao se tentara abordar o problema em nenhuma profundidade.
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1.2.4. Erros de Truncamento em Algoritmcs que djo Aproximagoes Finitas
de Formulacbes Transcendentais e AlgEbricas

A formulagio matematica de um problema pode, em geral, envolver operagoes
transcendentais (seno, logaritmo, integracdo, diferenciagdo)} e definigoes
implicitas (solucbes de operagoes algebricas ou transcendentais, valores

proprios, etc).

Para aproxima-las por calculo numerico, essas operacoes devem ser substitui-
das por operagoes aritméticas elementares que o computador pode realizar
diretamente, em uma seqgiiencia linear de passos, i.e., um algoritmo (programa) .

Da mesma forma todo processo de ‘levar a um limite, que,estritamente,é infi-
nito, tem que ser interrompido em um estagio copsiderado satisfatorio.

A diferenca entre a solugao do problema dado e a do processo numerico que O

substitui, supondo-se que o computador utilizado nio cometa erros de arredon-
damento em operagoes elementares, chama-se erro de truncamento do aflgoniimo.
Sua delimitacdo e dificultada pelo fato mesmo de niao ser conhecida, em geral,

a solucao exata.

0 problema basico da solugao de sistemas de equagBes lineares simultaneas
por processos "exatos" nio esta sujeito a este tipo particular de erro.

1.2.5. Erros de Arredondamento na Representacdo de Nimeros nas Operacoes

Elementares

Nenhum procedimento ou aparelho de carater digital pode realizar suas
operagoes "elementares" (ou,pelo menos, todas elas) rigorosamente.

Isso decorre de que a representagao de um numero real continuo gualguer,
num sistema de posicdo que utiliza um numero finilo de algarismos signifi-

cativos, &, em geral, impossivel.

Nos aparelhos digitais, os nimeros sao representados por um agregado de

digitos da forma
e

(1.1)

~onde B e 3 base (em geral 2 ou 10), e, o expoente ou caracteristica, s € o sinal,
e a fracao e a mantissa com t digitos, variavel de maguina para maquina como

X =5 (0, 81, 825 - at) . B
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ter-se-a oportunidade de ver com detalhe. 0 processo de decidir qual o
G1timo digito da mantissa que melhor aproxima o nimero real & chamado
avedondamento .

L denominada axitmetica racional ou de precisllo dnginita aquela em que todos
os resultados sdo expresso§ por fragdes ordinarias, o que nio & pratico nem
factivel no caso geral. Os computadores utilizam a chamada aritmetica
arredondada.

Percebe-se que a soma de dois numeros de t digitos & de novo um numero de
t digitos, mas o produto tera 2t digitos e o quocieﬁte, em geral, infinitos
digitos. Caso se queira evitar erro de arredondamento, deve-se manter, em I
cada novo produto, o dobro dos digitos anteriores, o queé 2 impraticavel. Em |
cada caso estar-se-ia praticando nio uma operacdo elementar de fato, mas uma
pseudo-operagdo que ja apresenta o resultado com um numero dado de digitos, .
pela inclusaoc de um procedimento quaiquer de arredondamento.

Se os dados do problema forem considerados exatos e exatamente representaveis
no sistema de posicao utilizado, a diferenca entre a solucdo obtida pela
seqgliencia de pseudo-operacoes € a que se obteria com o mesmo algoritmo uti-
lizando aritmética de precisao infinita sera o chamado erro de arredondamento.
Essa comparacdo nio &, em geral, factivel.

0 erro de arredondamento pode ser tornado, pelo menos teoricamente, despre~
z7vel, pelo simples expediente, quando possivel, de utilizar um numero
suficientemente elevado de digitos (na pratica, a chamada precisao dupla,
definida de forma diferente nos diversos computadores, como sera visto).
Consiqerar-se-ﬁ, assim, essa fonte de erro como controlavel nos programas

de EF.

1.2.6. Erros Iniciais de Observacao e Arredondamento

Admitindo desde ja que ndo @ questionada a validade do modelo teorico € da
discretizacao feita, a coleta dos parametros iniciais da estrutura (geome-
tria, materiais, condigoes de contorno), sua transcricao, transmissao e
truncamento ou arredondamento dos valores para representagdo dentro da base
e formato numerico do equipamento e algoritme (programa) utilizados, ja
levam 3 solucdo de uma estrutura que na realidade ndo & mais a mesma inicial.



L.

Mesmo que os dados sejam exatamente conhecidos, podem n3o ser exatamente
representaveis com o ntimero de digitos disponivel, restringindo assim a
precisdo mesmo antes de iniciado o calculo.

Se os dados forem tirados da observacdo fisica, serdo inevitavelmente sujeitos
aos erros inerentes a essas medidas, e serao,em geral, de ordem Tuito grosseira
frente 8§ precisdo de representacdo propiciada pela maioria das maquinas
disponiveis; o que e mais grave, nao existe, nem mesmo teoricamente, a
possibilidade de reduzir seus efeitos por procedimentos posteriores durante

o calculo. Na execucdo das operagoes,os erros iniciais se propagam e sé€
interam, podendo até levar a situagBes criticas que o problema inicial

poderia nao ter. Em geral isso ocorre com rapidez, quando informagoes
importantes estao embutidas em digitos de baixa ?rdem.

A ttulo de exemplo, considere-se a solugao de um sistema de equagoes linea-
res simultaneas que, como se sabe, so existe se o determinante da matriz de
coeficiente @ nao-nulo. Observa-se que a computacao do determinante a partir
dos valores aproximados da matriz, considerados como exatos, pode resultar
diferente de zero, enquanto que mudando os elementos dentro dos limites de
precisac pode-se chegar a singularidade. Um sistema assim nao pode ser
resolvido com confianga: num caso existe uma solugao unica, no outro, infi-
nitas solugoes ou nenhuma.

E essa fonte de erros que serd a preocupagdo predominante neste trabalho,
bem como o que de intrinseco na formulagao de um problema o torna propenso a

eles.
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2. VETORES, MATRIZES E SUAS NORMAS

2.1. - Introdugao

Neste trabalho, serso utilizados os conceitos elementares da dlgebra Tinear,
vetores e matrizes, de conhecimento geral, ndo merecendo, assim, uma apre-
sentacdo completa e rigorosa. Nesta introducdo, sao citadas apenas algumas
definicoes e resultados que serao usados, remetendo aos trabalhos padroes
nesse campo, como (7), (5) e (&), para provas e conceituagdo rigorosa. Na
secao 2.2. seguinte, sera examinado com detalhe o assunto de normas vetoriais

e matriciais.

2.1.1  Vetares e suas Operagoes Elementares

¥
Um vetor x> na geometria de tres dimensoes, & dito uma entidade,com magnitude,

direcao e sentido, e e descrito por suas tres coordenadas (X1, X2, X3) €m uma
base de referéncia composta por quaisquer trés vetores nao-coplanares.

Estende-se essa ideia para conceituar um vetor Xx em n dimensoes como um
ente definido por componentes Xj(i=1, ... s n) em uma base de referéncia
composta de n vetores linearmente independentes.

Uma colegao de vetores X;, Xzs -+ » & dita Linearwmente dependente se existem

numeros ai, az, ... » hao todos nulos, tais que
a1X1 + azXz ¥ ... = 0 (2.1)

caso contrario sao Linearmente independentes. Para um espago de vetores
definidos em n dimensoes, uma colecao de n vetores linearmente indepen-
dentes constituem uma base.

Entidades aqui  tratadas como vetores na analise estrutural serao, por
exempio, o conjunto das componentes dos deslocamentos de um numero de pontos
de uma estrutura segundo um sistema de referencia ou o conjunto de componen-
tes das cargas aplicadas nesses mesmos pontos de acordo com essa mesma
referencia.

Serao usadas as seguintes operagoes com vefores:
- Produto de escalar por vetor: z=kx como zj=Kkx; (2.2)

- Soma de vetores: z = X +y COmO Z; = X; +Y4 (2.3)
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( - Produto esca]ar de vetores: (X, Y) =

X; * ¥ (2.4)
1=]1

2.1.2. Matrizes e suas Operacoes Elementares

Na analise estrutural, em muitas ocasioes, um vetor sera expresso como fun-
cao linear de outro, e.g., cargas nodais em funcdo de deslocamentos nodais.
Em geral, as coordenadas x, (i =1, ..., m) de um vetor x seriam relaciona-
das as coordenadas b, (i=1, ..., n) de outro vetor b por um conjunto de N
relagdes lineares, do tipo:

a;; Xp t+ ays X2 + ... + @ X = by (2.5)

d11 412 e alm X1 (b]_ L

gL R | TRRII G . i y={ fjouAx=b (2.6)
S SORG| X Lb }
ny N2 nm m n

onde o conjunto A de n - m coeficientes a;s pode ser denominade matriz,
onde se utilizou a operagao:

(2.7)

| ~18
[ )
>
n
o

a.. . ‘
GEN ij j i

gue e o produto escalar de cada linha de A pelo vetor x, sD possivel se o
nimero m de colunas da matriz & igual ac numero m de componentes do vetor Xx.

Usar-se-ao as seguintes operacoes com matrizes:

- Produto de escalar por matriz: € =k A como 5 = k 35 (2.8)

{ - Soma de matrizes: C = A +B como c;. =3, + bij (2.9)
(onde A e B devem ter a mesma ordem n - m)
P
- Produto de matrizes: C=A B como ¢, = Loy by ; (2.10)
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(em que: se A for n * p, B devera serp *m, e C resultara
n + m; a operagdao nio e comutativa, importando a ordem)

Chama-se matriz thansposta a matriz ﬁ? obtida escrevendo-se ordenadamente as
1inhas de A como colunas.

2.1.3. Matrizes Quadradas, Simetricas, Definidas, Autovalores e Autovetores

Trabalhar-se-a com matrizes quadradas, onde n = m, em que 0S elementos aij
para i = j pertencem a diagonal principal. Se os elementos da diagonal
principal sdo unitarios e os demais elementos da matriz sao nulos, tem-se a
matriiz identidade 1 de ordem n, para a qual, para qualquer x, tem-se:

x=1x (2.11)

. -1 - =
A matniz inversa A, se existir, sera tal que:

AR =1 (2.12)

SeAx=5D & um mapeamento um a um de todos os vetores x em todos os vetores
=3 -1 e - . o q -

b, entao A existe ee equivalente a dizer que o determinante de A e

nao-nulo ou que A @ nao-singubar.

0 determinante de A de ordem n & um escalar, calculado pela expressao de

recorrencia:

T
det A= }

(- DT . det A, (2.13)
j

1

onde ﬂJj 2 a matriz (n - 1) » (n - 1) obtida eliminando-se a primeira linha
e a j-esima coluna de A, e definindo o determinante de uma matriz de ordem 1

como sendo igual a seu unico elemento.

Uma matriz edita simetrica se A = EF, isto e, se aij = aji .

A e definida se, alem de simetrica, tem-se o produto escalar (A - x, x)
sempre nao-negativo para qualquer X.

Nota-se que A_AF e sempre definida.
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Definem-se valores prbprios ou autovalores Xy, ..., A de uma matriz quadra-
dan - n como as raizes do polinomio de ordem n obtido pelo calculo do
determinante de (A I - A), chamado polindmio caracteristico. Neste trabalho,
interessara o caso de A simetrica quando os valores proprios sao todos

neaés. Se A & ainda definida, eles sdo ainda todos nao-negativos e, por
convencao, escritos na ordem decrescente monotonica:

A2 A > e 2 A > 0 (2.14)
com
det A = produto dos A, (i=1, ..., Nn) (2.15)

A cada valor A, (i =1, ..., n) corresponde um vetor X, (i=1, .cvs 1}
nao-nulo, chamado vetor propric ou autovetor, tal que:

Ax; =2 X, ,0u, no geral, A X=2xiXx (2.16)
Na pratica, a obtencdo desses valores e vetores proprios para matrizes de
ordem n relativamente elevada seria impossivel de calcular pelo poTinomio
caracteristico. Utilizam-se processos iterativos com vetores tentativos e
o chamado coeficiente de Rayleigh:

/xF X , que obedece a Ay <p(x) < Ay (2.17)

p(x) = x" A

2.2. Normas

2.2.1. Normas Vetoriais

A magnitude relativa de numeros reais e um conceito primitivo geral. 0 com-
primento de um vetor da geometria de tres dimensoes tambem & dominado com
facilidade.

Para um vetor de n dimensdes geral, a avaliagao de seu "tamanho" vai depen-
der de todos os seus elementos, e sera feita por certas funcoes denominadas
noamas .

A nonma de um vetor x & uma funcdo de seus elementos que associa a x um
niimero real nao-negativo, representado por || x || , satisfazendo:




1. x| >0 parax #0,¢e | x = 0 se e somente se x = 0 (2.18)
2. lkx Il = fkl llx | para qualquer multiplicador real ou

complexo k _ (2.19)
3. Ix+yl < [x I+l y | (desigualdade triangular) (2.20)

Dessa Ultima condigao, tem-se:

lx -yl > Ixh-Ty @ e Ix-yl 20yl -1xIl (220

uma delas sempre trivial.

Toda norma determina uma “esfera unitaria” (5} : um conjunto de vetores
cujas normas nao excedem a 1. A "esfera unitaria® @ um corpo convexo sime-
trico em relacdo ao centro, isto &, um conjunto que contem, para cada X, um
vetor ~ x {simetria em relacao ao eixg), e para quaisquer dois vetores x) e
X contem um vetor txy + (1 - t) Xz, 0 < t <1, sobre o segmento que une as
extremidades dos vetores xi e x» (convexidade).

Ha trés normas vetoriais em uso corrente. Sao definidas, para um vetor
X = (X1, Xas +s-s xn), real ou complexo, cOmO:

Ixll, = (P o dxal® e v I PP = 1 2) (2.22)

la. norma: Norma infinita, clbica ou de Chebyshev.
Ix I, = max | x; | (2.23)
i
0 conjunto de vetores do espago real com norma que nao excede a1, preenche

o cubo unitario:
1<% <1y vees =1 <x_ <1

—y [— -—_ 1 -

2a. norma: Norma octaedrica ou de Manhattan.

Ix 1y = Ixa] + Dxal + oo+ x| (2.24)
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0 conjunto dos vetores reais para os quais [x |, < 1, preenche o equivalen-
te n-dimensional de um octaedro.

3a. norma: Norma euclidiana ou esferica.

14

Ix {2 = S lxa? 4 X2+ oee [ ]2 (2.25)

Esta norma nada mais & que o compaimento do vetor como normalmente entendido.
0 conjunto de vetores para 0s quais a norma eyclidiana nao excede a unidade
preenche uma esfera de raio unitario.

As normas acima introduzidas relacionam-se atraves das desigualdades seguin-

tes:
Ix I, Ixla<n 1 xl, (2.26)
ixl,< Mxllz<7/nf x|, (2.27)
| x o< ixlle < lx s (2.28)

Uma aplicacdo usual do conceito de norma vetorial e o estabelecimento da
condicao necessaria e suficiente para a convergencia de uma seqtlencia de
vetores Xi, Xas «--» X para um vetor x. A condicdo & que, para cada uma
das tres normas, tenha-se:

Tim x| =0 O (2.29)

k + o =

0 calculo da ordem de convergencia p e da razao de convergencia ¢ e feito

(3) por:
% .9 - %1
Tim el — = (2.30)
k> | x -x |

2.2.2. Normas Matriciais

Em analogia 3s normas vetoriais, define-se noama de wna matrniz A quadrada
de ordem n qualquer funcao de seus elementos que associa a matriz um
numero nao-negativolAltal que:
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1. lAll>0, e [[A}]l =0 see somente se A = 0 (2.31)
2. kAl =1lkl- |A || para gualquer numero real ou complexo k (2.32)
3. JA+B] < [A]l+ I8 || para matrizes é e B (desigualdade
triangular) (2.33)
4. JA<BJ < [IAll -l Bl para matrizes AeB (2.34)

Desde que a maioria dos problemas envolve, simultaneamente, vetor e matriz,
& recomendavel introduzirem-se normas matriciais que se relacionem as
vetoriais. Diz-se que uma norma matricial e compativel ou condistente com

uma dada norma vetorial se:

A x 1 < Al

« lix || para todo A e x (2.35)

Diz-se ainda que uma norma matricial & subordinada a uma norma vetorial se

existe pelo menos um vetor x tal que:

laxy= 1Al

x| (2.36)

de onde se conclui pela necessidade de que [|I [l =1 para que a norma seja

subordinada.

Em correspondéncia as trés normas vetoriais ja vistas, tem-se as seguintes

normas matriciais:

la.-norma: Norma linha ou infinita

el = max 3 lag | (2.37)
1gi_<__n3=1
que & a maxima soma por linha dos modulos dos elementos da matriz. Esta

norma & subordinada a norma | x ||, (de Chebyshev).

2a. norma: Norma coluna

l (2.38)
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@

que & a maxima soma por coluna dos modulos dos elementos da matriz. Esta
norma & subordinada a norma |lx |1 (de Manhattan}.

Para uma matriz A simétrica, & claro que:

g A1, = [IAl: (2.39)
3a., norma: Norma espectral
_ 1/2
A ||z = (maximo valor proprio de ﬂF - A) / (2.40)

e & subordinada 3 norma euclidiana ou esferica do vetor:

D /
Ix 1, = ( _Zl!xil"')1 2 (2.41)

Essa norma & chamada, as vezes, de delimitagao superior da matriz. Em
correspondencia, o menor valor proprio da matriz ﬂt - A & chamado de
delimitagio inferior da matriz A. FE Gbvio que a delimitacao inferior de A
& um numero inverso da delimitacao superior da matriz inversa.

Duas outras normas Saoc tambem utilizadas nos diversos estudos sobre matrizes,

e sao:

- Norma euclidiana ou de Schur

LAY = iZj la;;1%)  (2.42)

Verifica-se que ela @ consistente com |[[x [|2 , porém nao e a ela subordi-

nada, ja que:

L), =n'/? (2.43)
« Maior coeficiente em modulo
M(A) = max | a..] (2.44)
SR i

Essa norma, utilizada por Turing (19), & consistente com todas as tres
- normas vetoriais vistas.




t\"“ 020.

A seguir, transcreve-se uma serie de desigualdades a que obedecem as normas
matriciais vistas, segundo os trabalhos de Turing {19) e Faddeev (5}:

MAy < I All, <n - M(A) (2.45)
MA) < 0 All: <n - MAY _ (2.46)
MA) < L Allz < n - M(A) (2.47)
MAY < ATl <0+ M(A) (2.48)
1 Al < 1Al < MRl ‘ (2.49)
A Al < JAl, </ JAlg (2.50)
1A Al < 1Al </m Al (2.51)
WA Al < Al </ LA (2.52)
am Al < JAll </ AL (2.53)
e AL, < Al <o HAT, (2.54)

Na aplicacdo de normas a analise de erros, A [lg & vantajosa sobre A 12,
apesar de ndo subordinada a [x |2, por ser mais facil de ser calculada, ©
que tambem & verdade de [|A [, e [Allx . Apesar da desigualdade (2.49),
IA | € freqlientemente uma boa aproximagao de [[A ||2.

Uma importante propriedade das normas matriciais & que qualquer-delas fornece
uma délimitacio superior dos modulos dos valores proprios da matriz.

Se 1 e qualquer valor proprio de A e x e o vetor proprio correspondente,

tem-se:

Aplicando normas cosistentes, tem-se:

Al x> Iaxl= §xx§=1a-lx]lL de onde A 1> Ia[ (2.56)
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Uma aplicagao comum do conceito de norma matricial & que a condigao neces-
<aria e suficiente para que uma seqllencia de matrizes Ai, Az, ooos Aps
convirja para A @ que:

lim A - Al =0 (2.56)

k =+ ™

de forma que, se A~ A, segue-se que Al -+ A Y.
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3. NOGOES DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS, PROCESSO DOS DESLOCAMENTOS,

PARA ESTRUTURAS DE BARRAS DE COMPORTAMENTO LINEAR

3.1. Introducao
3.1.1. Historico

0 Metodo dos Elementos Finitos (MEF) pode ser considerado historicamente
como uma contribuicdo original dos engenheiros estruturais 3 Fisica Matema-
tica em geral, motivada pelo esforco de aplicagao nessa area do computador
eletronico digital de programa armazenado para solucao dos continuos
elasticos.

Entretanto, passados ja 30 anos de sua primeira introducao nesta area,
pode-se ja tragar um quadro mais amplo de suas filiagoes matematicas ((2),
(21) e {22)). O processo se encaixa na familia geral dos metodos de discre-
tizagdo dos problemas dos continuos fisicos e de aproximagao de suas
equacdes diferenciais governantes.

Descobrem-se suas raizes nos procedimentos com "uial functions” utilizados
nos matodos de Rayleigh (1870) e Ritz (1909), bem como no tratamento de
residuos ponderados de solugoes por series de problemas elasticos propostos
por Galerkin (1915).

J5 em 1943, R. Courant apresenta solugdo para problema de torgdo com divisoes
triangulares e "piecewise continuous functions', que praticamente reproduz

o MEF.

As primeiras contribuicoes originais na Engenharia Estrutural sao de Argyris
e Kelsey, em 1954, e no trabalho de 1956 de Turner, Clough, Martin e Topp
para elasticidade plana. E ainda Ray Clough quem, em trabalho sobre
aplicacdo a elasticidade plana, em 1960, pela primeira vez utiliza a
expressao ELEMENTOS FINITOS. Dai para a frente, os progressos, tanto nas
aplicagoes como na formalizagio matemdtica, se desenvolvem em ritmo espeta<
cular, levando, ao final da decada de 60, aos grandes programas comerciais
aplicativos como O STARDYNE, NEAT, EASE, NASTRAN, SAP e outros. Tais




programas tem capacidade de atacar problemas de grande porte em elastici-
dade plana, espacial, placas, plasticidade, viscoelasticidade, solicita-
coes dinamicas, etc.

3.1.2. Equagoes Gerais ¢

Na solugdo dos problemas de Engenharia Estrutural, pretende-se determinar os
campos dos deslocamentos, deformacoes e tensoes de uma estrutura que e
essencialmente um corpo continuo tridimensional, Esses campos podem ser
representados simbolicamente pelas vetores u, ge g respectivamente.

As deformacoes se relacionam aos deslocamentos por relagoes do tipo:

e =LyU (3.1)

(sendo L um operador Tinear apropriado).

TensGes e deformacdes se interrelacionam por equagbes constitutivas que
definem o comportamento do material utilizado na forma:

g=D ¢ (3.2)
sendo D uma matriz conveniente (obtida experimentalmente, por exemplo).

0 corpo {estrutura) em andlise estara submetido, em geral, a forgas de massa
f ea condigdes de contorno de deslocamentos u = u impostas em parte de sua
superficie (vinculos), e de tensoes superficiais f_ impostas em outra
regido, bem como, em geral, por forgas r concentradas em pontos discretos.

. ; *
Se for aplicado, agora, ao conjunto um campo virtual u de deslocamentos
compativeis com os vinculos, ter-se-a:

.8 * *
Deformagoes e =L u (3.3)
Trabalho virtual ao longo do deslocamento:
J et . g dV = J ut Fodv + J uE f dS + Ut r (3.4)
= = - - 8 8 =7 N

v v

que pode ser escrito como a seguir, para um dado material:
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J(Lﬁ)tgggdv=... (3.5)

v
No MEF, divide-se a estrutura continua por Tinhas ou superficies imaginarias
em certo numero de "elementos finitos". Embora haja infinitos pontos de
contato no contorno desses elementos, serao aqui considerados apenas conecta-
dos por um conjunto discreto de pontos denominados nos, cujos deslocamentos
nodais constituem o vetor a, incognita deste problema.

0s deslocamentos internos nos elementos serdo aproximados, em fungao dos
deslocamentos nodais, por

Ezi:ﬂi (3.6)
onde N sao funcdes de coordenadas chamadas "funcoes de interpolagao” ou
"funcdes de forma", convenientemente escolhidas de modo a reproduzir uma
dada componente de deslocamento nodal (isto &, assumir o valor 1), mantendo
nulas as demais componentes neste no e nos demais nos contiguos ao elemento.
As deformacdes internas nos elementos serao aproximadas por:

e=Lu=LNa=Ba (3.7)

3=Deg=DBa (3.8)
Pode-se agora reescrever as equacOes integrais de equilibrio para desloca-
mentos nodais virtuais 3.
* *
J(I}_g)tgggdv=J(Ng)tjde+I(ﬂgs) fds+a-r  (3.9)
v v s )

em que agora r sdo forgas concentradas nos nos escolthidos.

i -
Como os deslocamentos a sdo arbitrarios, pode-se fazer
(JBtDBdV)a=JNt.f dV+JNt.f.dS+r‘ (3.10)
= = = — -m = |y I3
v v s

Serao agora identificados:

- Matriz de rigidez K= [




- deslocamentos nodais a (incognitas)
- yetor de cargas nodais r
- esforcos nodais equivalentes ds forgas de massa e contorno - ¥,

com o que se chega a formulacao das equagoes de equilibrio do processo dos
€

11 I e (3.11)

deslocamentos:

a resolver pelos processos humericos ordinarios.
Deve ficar claro que, devido a particular escolha das funcoes de forma, as
integrais acima serao na realidade somatorias de integrais realizadas a

nivel dos elementos.

3.2. Aplicacdo: Estrutura Trelicada em Tres Dimensoes

3.2.1. Deducdo da Matriz de Rigidez pelo MEF

Como aplicacdo da teoria desenvolvida na secao 3.12, deduzir-se-a a matriz
de rigidez de barra de trelica espacial. De acordo com as hipoteses da
Resistencia dos Materiais, as barras de uma treliga se articulam nos nos

e sb trabalham a esforcos axiais, sofrendo apenas deformacoes longitudi-
nais. Para uma barra de comprimento L, secao transversal de area A, de
material com modulo de Young E, escrever-se-a:

] X

I' ui{x)

(om —3 e ___9)(

| . g

I l

Fig. 3.1

Deslocamentos u, Ccomo u = u(x)
Deformagoes: e =L u, como ex(x) el
Tensoes: g=Dg, como o (x)=Ee
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Serao agora aproximados os deslocamentos ao longo da barra em fungao dos
deslocamentos nodais 2, i=1, ..., 6, por meio de fungoes de forma Ni’

fazendo-se:

u=Na
Y
N
as
Qz 04
an Oe
az
' §>x
F4
Figura 3.2

Obs.: O0s cossenos diretores da barra serao designados por cx, cy € CZ.

Ter-se-do, para os deslocamentos do no inicial da barra, funcoes do tipo da

apresentada na Fig. 3.3 para a;.

CX m

al

1 I

Figura 3.3
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e, para os deslocamentos do no final, fungoes do tipo apresentado na

Fig. 3.4 para as:

Figura 3.4

Em conjunto, escrever-se-iam:
. Deslocamentos aproximados, U = N a, como

G(x)=-l1:—[(L-x)cx (L-x)cy (L-x)cz X<-CX XeCy X=*CZ

. Deformagoes aproximadas, € =L u =L Na =Ba, como
. d ~ 1 ai
ex(x) =3§U='|:['CX - Cy -¢€Z CX cy cz] [a ]
6

- Tensdes aproximadas, & = D € = D B, como
a
il A E 1
ox(x)—Eex-t[ CX - ¢y -CZ CX CcY¥ cz) :
dg

Donde s3o extraidas as matrizes:

- CX
- cy
~ [CZ
cX
cy
cz

|
I
-
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e p__!g:%[-cx ~¢cy -¢€Z cx ¢y cz}
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Calcula-se agora a matriz de rigidez do elemento,

=j B*D B dV

como:
4 - CX
E Tl
Ee = — =dCR [ -CX -¢Cy -Cz CX cy CzZ ) j dv
L2 CX
v
cy e
cz

Para uma barra prismatica, seu volume vale A L, obtendo a matriz de rigi-
dez da barra:

CX*cx  cxecy  Cx°cz —exeex - cxecy - Cx+cz)
cy+cy cy+cz  -cytex  -cyt¢y -eoyccz
cz+cz  -Czecx -czecy - CZ*CZ
=£%— CX * CX cx * ¢y cX * cz
simetrica cy *cy cy *cz

\ cz-cz

conforme se pode conferir em, por exemplo, Gere e Weaver (é].

3.2.2. Programa em BASIC para Microcomputador para Montagem da Matriz de
Rigidez com Disposigao Economica da Memoria

A seguir, 11sta se um programa para microcomputador pessoal da linha TRS-80,
na linguagem BASIC, para montagem da matriz de rigidez de treligas espaciais.
No MEF, tais matrizes sio simetricas e, em geral, bandeadas, jsto e, os
coeficientes ndo-nulos se agrupam em :-uma faixa irregular junto a diagonal
principal. 0 contorno dessa faixa € conhecido por "linha do horizonte"
("sky-Line", em jngles), pela semelhanga com a silhueta de predios contra
o horizonte de uma cidade. Os elementos fora dessa linha ndo serao
necessarios ao calculo, e & conveniente economizar essas posigoes de arma-
zenagem, tendo em vista, em especial, a exiguidade tipica das memorias das
maquinas de pequeno porte. Na Fig. 3.5, apresenta-se um desenho tipico.
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Figura 3.5

A origem dessa situacdo & o fato de que apenas 0S graus de Tiberdade
pertencentes a nos interligados por elementos (barras) terao coeficientes
de rigidez que podem ser n3o-nulos, devido @ forma particular como as
funges de interpolagdo do MEF s3o instituidas.

0 algoritmo aqui utilizado armazena as colunas de coeficientes nao-nulos,
da diagonal principal para cima, de forma continua em uma coluna unica A,
como se fosse um vetor. Para identificacdo dos elementos significativos,
calcula-se a altura das colunas na sub-rotina COLUNA (instrugdo 400),
verificando, para cada barra, a maior diferenca entre 03 numeros dos
graus de liberdade de suas extremidades. Na sub-rotina ENDERECO (instru-
cao 500), estabelece-se um vetor MA que, a partir da altura das colunas,
armazena o endereco dos elementos da coluna A que pertencem a diagonal

principal.

0 veiculo de relacionamento dos graus de 1liberdade das extremidades de
cada barra 3 numeracao dos graus de liberdade dos nos da estrutura global
. % a matriz LM de 6 Tinhas (o nimero de graus de liberdade das extremidades
de uma barra de trelica espacial) por NE colunas, sendo NE o numero de
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elementos (barras). Tal matriz & gerada na sub-rotina INPUT BARRAS |
(instrugao 300).

3.2.3. Listagem

10 CLS:CLEAR

20 DEFINT I-N

20 INPUT"N. NOS, N. SECOES, N. BARRAS®3NF,NM,NE
40 GOSUB ZO0:REM INPUT NOS

50 PRINT"GRAUS DE LIBERDADE' :NQ

b0 GOSUB 300:REM INFUT BARRRARS

Z0 BOSUB 900:REM INPUT CRRGA

S0 GOSUB S00:REM ENDERECO

90 BOSUB &600:REM MONTAGEM MATRIZ RIGIDEZ

200 REM SUB INFUT NOS

205 DIM X(3,NP), ID(3,NF)

210 FOR N=1‘TO NF

215 PHINT"ND(";N;")",=INPUT"X,Y,Z";X(1,N),X(Z,N),X(B,N)
220 NEXT N

== INFUT"NUMERD NO C/ RESTRICAB(O F/ SAIR)™3NE

2% IF NR=0 THEN GOTO 245

235 INPUT"ENTRAR RESTR:DX ,DY,DZ (0=LIVRE, 1=FIX0)";ID(1,NR)
240 GOTO 225

245 NQ=0

250 FOR N=1 TO NF

255 FOR I=1 TO 3

oe0 IF ID(I,N)<>0 BOTO 270

=45 NQ=NQ+1:ID(I,N)=N@:B0TOZ7S

270 ID(I,N)=0

275 NEXT I

280 NEXT N

285 RETURN

300 REM SUE INPUT BARRAS .

305 DIM II(NE), JT(NE), LM(&,NE), MTINE), MH(NQ) , MA(NQ+1)
316 INPUT"MODULO DE ELARSTICIDADE"3EM

315 FOR I=1 TO NM

320 PRINT"AREA SECAO TIPD";Is:INPUT AR

325 NEXT I

330 PRINTBARRA","NO INICIAL, NO FINAL, TIPD DE SECRO"
335 FOR N=1 TO NE

340 PRINT N, sINFUT I,7,MT

345 IT(M)=I

350 JI(N)=J

355 MT (N)=MT

360 FOR L=1 TO 3

25 LM(L,N)=ID(L,I) LM (L+3,N)=ID(L,J)

370 NEXT L

375 GOSUE 400:REM COLUNA

330 NEXT N

385 RETURN




400
400
410
415
H20
425
430
435
440
4475
4730
455
460
465

S00
05
510
D15
D20
D20
530
533
540

545

&H00
60
&H05
610
615
620
625
630
635
540
645
&50
655
&&60
6465
&70
675
680
683
690
695
700

Qe

REM SUE COLUNA

LS=NQ+1

FOR ¥=1 TO &

IF LM(K,N)=0 BOTO 430

IF (LM(,N)~LS) »>=0 BOTO 430
LS=LM (K ,N? _
NEXT #

FOR K=1 TO & .
Kk=LM (K, N)

IF RK=0 GOTD 460

ME=Ki~LS

IF ME>MH (KK) THEN MH (KK)=ME
NEXT ¥

RETURN

REM SUB ENDERECO
MA(L)=1MA(2)=2:MK=0

IF N@=1 BOTO33S

FOR I=2 TO NQ

IF MHCIY >ME THEN ME=MH(I)
MEA(T+1)=MACI)+MH{I)+1
NEXT I

ME=ME+ L

NKW=MA (NQ+1}-MA (1)

RETUREN

REM SUER MDONTRGEM MATRIZ
DIM S(22), ANW)

FOR N=1 TO NE
MT=MT (N) £ X2=0

FOR L=1 TO 3

DILy=X (L, I (N I-X (L, JT(N))
XZ2=X2+D (L) %D (L}

MNEXT L
XL=SQR(X2)=XX=EM*HR(MT)*XL
FOR L=1 TO 3
8T(L)=D(L)/KZ=ST(L+3)=—5T(L)
NEXT L

fL=0

FOR L=1 TO &

YY=8T{L)*XX

roR k=L TO &
KL=HL+1=S(KL)=ST(H)*YY
NEXT K

NEXT L.

GOSUBR SO00:REM SOMR BRANDA
MEXT N

RETURN
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800
8O3
210
815
820
825
830
835
240
8245
2350
855
860
&2
6o
870
875
880
8a%

REM SUB SOMB BANDA
NI=0

FOR I=i TO &
I1=LM(I,N)

IF I1<=0 GOTD 875
MI=MA{I1):KI=1I

FGR J=1 TO &
J1=1M(T,N)

IF J1<=0 GOTO B&%
IJ=I1~J1

IF 1740 GOTD 865
KK=MI+1JtKE=KI

IF J»=I THEN KS=J+NI
RIKK) = ACKK) + S(KS)
KI=kKI+6—J

NEXT J

NI=NI+&—1

NEXT I

RETURN

1
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4. SOLUCAD DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES SIMULTANEAS: O PROBLEMA

TEORICO

4,1. Introducao

Embora o assunto basico deste trabalho seja a delimitacdo de erros na
solugao de equacoes de equilibrio do MEF, neste capitulo sera exposto, de
forma breve, o problema geral da solucao numerica de sistemas de equagoes
11neares simultaneas de uma forma febnica, isto e, como se as operagoes
envo]v1das pudessem ser realizadas sem eiro de annedondamento, a partir de
parametros iniciais tambem exatos.

A algebra matricial e a solu¢do de equagoes simultaneas, embora tradicional-
mente tratadas juntas, téme¢pouco em comum, cada assunto podendo ser estudado
de forma estanque. Entretanto a concisdao e elegancia da notacao matricial 530
importantes no desenvolvimento teGrico, embora o trabalho efetivo da

solucao numérica tenha que ser feito sobre os elementos do sistema propria-
mente ditos.

Una eguacao linear & uma expressdao da forma:

+ ot 55 = x
a; X1 + a2 X2t a X, b (4 1)

onde a, e b sao escalares, e Xs s3p as variaveis a determinar. Duas ou

mais equagoes desse tipo formam um sistema de equacOes lineares simultaneas:
a,, X, Fag, Xt e b2 X 7 b

II..II...O....l‘.l..ll..'l.‘..l.l.b (4 2)

a _ X; ta Xt .o ta X T b
ml ma mn I m

ou, simplesmente, -

Doap % = b e

k=1
para m equagdes e n incognitas.

Representa-se matricialmente como:

Ax = b (4.4)

"onde A e a matriz dos coeficientes m « n, x & o vetor das incognitas, e

b, das constantes. 5
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Se b & nulo, o sistema se diz homogeneo, ocorrendo na analise estrutural
no estudo de vibracbes e instabilidade do equilibrio.

Resolver o sistema e determinar um vetor X, se existir, que satisfaga a
todas as equagbes simultaneamente. Se essa solucao existef o sistema se
diz consistente, caso contrario, inconsistente.

A verificacao da consisteéncia se faz construindo as matrizes dos coeficien-
tes e a matriz aumentada pelas constantes:

a1 A12 e aln d11 A12 ews aln b1

TR E R NN N R IR -A_b"‘ MY E TR R I N NI (4.5)

a a 13 A [ a Al LB b
mi m2 mn ml m2 mn m

{2=
|]

e calculando a ordem da major matriz quadrada de determinante nao-nulo que
se pode extrair de cada uma delas r(A) e r(A.).

Se forem iguais essas ordens, a solugdo existira, mas so serd unica se forem
iguais ‘a0 numero de equagOes. Em resumo, sequndo (9), ter-se-a a Fig. 4.1.

Neste trabalho,interessara apenas o caso de m = n, que resulta em A qua-
drada, em que se terd solucao unica se e somente se o determinante ‘de A
for diferente de zero. A solugdo tebrica e:

x = A'b ' (4.6)
Tem-se assim trés problemas de algebra linear intimamente ligados: o

cilculo do determinante de A, o calculo de sua inversa e a solugdo do sis-
tema A x = b. Os metodos numéricos para solugdo desses trés problemas sdo
em grande nimero, e trabalha-se intensamente em sua meThoria, pela
necessidade de atacar com precisdo e velocidade problemas de ordem cada

vez maior. Em resumo, buscam-se programas eficientes. Foge do escopo

deste trabalho o exame exaustivos desses métodos e avaliagao de sua eficien-

cia, atendo-se a uma apresentagao rapida dos mais consagrados pelo uso.

0s matodos gerais de solugdo dividem-se em duas categorias: exatos e
Ltenativos. '
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EQUACOES LINEARES SIMULTANEAS
¢/ n INCOGNITAS Ax:bh
MOMOGENEAS . b= 0 NAC HOMOGENEAS b#0
CONSISTENTES INCONSISTENTE CONSISTENTE
r(A)=r({Ap)sr | r(A)<r{Ap) r(A) =r(Ap)=r
- ( -
NAO TEM SOLUGAD
SOLUGAO TRIVIAL INFINITAS SOLU- INFINITAS SOLUGOES SOLUGAO UNICA
gl X COES SE r<n
X= 5e r=n 0
{n-7 )} ARBITRARIAS] r<h r=n

Fig. 4.1

Por metodos exatos entendem-se os que resolvem o problema em numero finito
e calculivel de operacdes aritméticas simples. Se os dados iniciais forem
exatos (por exemplo, sdo todos nimeros racionais representados por fragoes
ordinarios) e se os calculos forem feitos exatamente (por exemplo, pelas
regras das operagdes com fragoes ordinarias), entao a solugdo sera tambem
exata. MNos metodos exatos, o numero de operagoes envolvidas depende
apenas do algoritmo e da ordem da matriz e &, como se disse, avaliavel.

Historicamente, o primeiro desses metodos, associado a eliminagao de
incognitas, & o de Gauss, consistindo numa serie de eliminagoes sucessivas
pelas quais o sistema & reduzido a outro equivalente, de matriz triangular,
de solucdo simples por retrosubstituicao, sendo o determinante facilmente
calculavel pelo produto dos elementos da diagonal. Aparecem varias

.alternativas ao algoritmo de Gauss, principalmente no caso, aqui importante,

de matriz simetrica positiva definida, embora o processo basico nao exija




essa simetria e definigao.

0s metodes iteratives consistem em encontrar um limite para so]ugﬁes aproxi-
madas sucessivas por algum processo uniforme a partir de valores iniciais
arbitrarios. Nesses métodos, sao importantes a convergencia e a razao de
convergéncia. 0 mais antigo deles 2 o0 metodo de Gauss-Seidel, que converge
se a matriz & positivo-definida. Essa convergéncia, em geral, e lenta,
levando a recorrer a processos de "relaxag3o" para aceleragdo. Tais
recursos sao, em geral, pouco sistematicos e de dificil programagao, nao
havendo um procedimento universalmente eficiente, restringindo a aplicagao
dos metodos iterativos a alguns problemas especialmente favoraveis, como

os de matriz de coeficientes quase diagonais.e esparsas, ou com coeficientes
muito pequenos, com pelo menos um grande em cada linha. Para mais detalhes,
ver referéncia {§).

4.2. Metodos Exatos (por Eliminagao)

4.2.1. A Decomposicdo Classica A = LDU. _Unicidade da Decomposicao

Provar-se-a, de inicio, o "Teorema LDU", de Turing (18) e (19]).

Teorema

Se todos os principais menores da matriz A, de ordem n, sao nao-singulares,
entao ha uma Gnica matriz triangular, de diagonal unitaria inferior L

(em ingl8s, "Lower"), uma inica matriz diagonal D, com elementos nao-nulos
na diagonal, e uma Unica matriz triangular, de diagonal unitaria.superior
U {em ingl&s, "upper”) tal que:

A =LDU (4.7)

Chamar-se-a de d; o elemento de D da linha k. O primeiro elemento dessa
linha na equacdo matricial acima sera:

n

a 211 *d1 * Ujk

1k

mas como foi feito
2,11=U11='l

ter-se-a:
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Suponha-se agora terem-se encontrado valores de Rij’ uij com j < ig (ou
seja, tém-se as primeiras io - 1 linhas de L e colunas de U), bem como os
primeiros io - 1 elementos diagonais d, s suponha-se ainda que essas
escolhas sejam Unicas e que d, # 0. Mostrar-se-a como a nova linha de L
e a nova coluna de Ueo proximo elemento diagonal di, # 0 devem ser
escolhidos para satisfazer as equagOes da proxima linha de A = LDU, e

que esta escolha & Unica. As equagoes a satisfazer Sa0:

- y = a. T . . = d, +u, > 4 )
iOiD diU uiﬂk alﬂk j<zi° ‘QJ]_QJ dJ qu (k p— 10) (4 8)
Riok . dk S U = aiok = j<§k Riok -dj . ujk (k < iq) (4.9)

0s lados direitos das equagdes acima estao em fungao de quantidades ja
determinddas. Quando k = io, a primeira delas e satisfeita fazendo

din = lado direito, com o que se determina dio‘ As equagoes para k > i
podem entdo ser satisfeitas por um e um so conjunto de valores de g
se dio 4 0. As equagoes para k < i, tambem so se satisfazem para um & um
s¢ conjunto de valores liok’ desde que cada d, # 0. 0 novo elemento
diagonal d; nio @ nulo, porque o menor principal de ordem i, de Ae
jgual ao produto dos primeiros i, elementos diagonais dk’ completando a
demonstragao.

Caso se disponha da decomposicao A = L D U, pode-se escrever 0 sistema
Ax=bcomo LDUX-=Dhb,esua solucdo se obtém nos seguintes dois passos:
LR 2o = Dx = ¥ (4.10)

em cada caso calculando a solugdo de um sistema de equagdes de matriz de
coeficientes triangular, 0 que se consegue por simples retrosubstituigao.

A montagem dessas matrizes triangulares se faz na seqliencia conhecido do
akgonitmo de Gauss: adicionam-se multiplos da primeira equacao as outras
todas, de forma a eliminar x; em todas menos na primeira. Em seguida,
adicionam-se miltiplos da segunda as outras, para eliminar x, das equagoes
exceto da primeira e da segunda, e assim por diante, ate se obter a matriz
“triangular superior Qg'apﬁs n - 1 passos. As operagoes necessarias, em
forma matricial, sao:
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(L= )l B (L e (L o M e (o) U (4.17)
onde:
(1 elementos nao-mos— |
.. trados nulos <
" ald)
k= L R o = A (4.12)
. i+l,1 0 3 R5+7,1 aii
T Mi+2,i .
N jz'ni 1 |
\ /

i ~ s - -
significa-se por a( ) que se estao utilizando no calculo os elementos nao da

matriz original, mas da matriz modificada:
-1

- -1
(5 S N = R S A (4.13)
0s elementos de L:.L s3o obtidos trocando os sinais dos elementos fora da
diagonal de (Li)"l . Com isso, obtém-se:

A=Li+Ll; ... L _,D-U ou A=LDY (4.14)

-n-1 - =
em que

_E E L1 L.2 .. L (4.15)

- = _n-1

E claro que, na pratica, nao se montam e guardam as matrizes intgrmediérias
Li’ operando-se, ao inves, sempre sobre os valores anteriorgs ai;) 3
substituindo no lugar por eles ocupados os novos valores a£3+1).
0 trabalho total de calculo na solucdo de um sistema n - n, com a matriz
completa e nao-simetrica, segundo (5) e {18), & de cerca de n®/3 multipli-
cagoes ou divisdes no processo de eliminacao, mais n?/2 operagoes adicionais
correspondentes as retrosubstituigoes finais (nao se considerou nessa
estimativa o tempo gasto em somas, subtragoes e guarda e recuperacoes de

valores, insignificante em face das operagbes de multiplicacao e divisao).

E claroc que, se ja se resolveu um sistema e queira-se resolver outro com a
mesma matriz de coeficientes e um novo vetor constante, a fase de elimina-
. ¢ao nao se repetira, e bastarao as n’/2 operacoes finais de retrosubsti-
tuigao.
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Se a intencdo for executar a inversao de uma matriz, a seqliencia indicada
sera, apos a decomposicao completada, inverter as matrizes L e D U por
retrosubstituigao, para depois multiplica-las para obtengdo da inversa da
matriz original, implicando em um trabalho total de cerca de n?
multiplicacbes e divisoes.

A solugdo de sistemas de equagbes utilizando a inversa da matriz de
coeficientes @ muito dispendiosa e raramente feita, em que pese o atrativo
de que, uma vez obtida essa inversa, podem -se obter solugoes para um

numero qualquer de vetores de constantes por simples multiplicagdo da inversa
por cada um deles.

4.2.2. 0 Caso da Matriz Simetrica Positivo-Definida

L

0s problemas estruturais sempre levam a sistemas de equacoes de equilibrio
cuja matriz de coeficientes & simetrica e positivo-definida, em que

t .
U =L", fazendo com que se possa decompor a matriz na forma:

A=L DL (4.16)
sendo apenas necessario trabalhar e guardar os elementos de Q_LF, resultando
num trabalho final de calculo em torno de n®/6 multiplicacdes e divisdes
na decomposicdo, mais da ordem de n?/2 operacoes na retrosubstituigao
final, sequndo (7§).

Nos problemas normais do MEF, um numero elevado dos coeficientes fora da
d1agona1 principal € nulo, e os restantes em geral se agrupam numa faixa
em torno daquela diagonal, reduzindo ainda mais drasticamente o numero
de operacbes a executar e o espago de memoria a utilizar, levando a
algoritmos de grande eficiencia, uma exemplo dos quais e detalhado
no final deste capTtulo, conforme referencia (3).

Como no caso da secdo anterior, as retrosubstituigoes finais se fazem nas

mesmas duas etapas:
Ly =b e DL x=y (4.17)

 ambos envolvendo apenas matrizes triangulares.
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Cabe citar, por seu valor historico, a classica solugao para sistemas
simetricos devida a Cholesky (11) e (19], em que se decompoe a matriz de

coeficientes em:
[ - (4.18)

{3

A=

de forma unica, como se pode provar pela mesma seqlientia de raciocinio
utilizada no teorema de Turing (18). Tem-se:

De=ay. [BE& (4.19)

E claro que na pratica ndo se obtem ; a partir de L e D e sim de forma

direta.

Embora a utilizacao do processc seja mais recomendavel para sistemas positivo-
definidos em que os elementos da diagoné] principal sdo positivos, ele pode
ser empregado em casos de matrizes ‘simétricas nao-positivo-definidas,
envolvendo a raiz quadrada de numeros negativos, resultando em NuUmeros
imaginarios puros, mas nac complexos [9).

0 grande sendo do processo de Cholesky & envolver a operagao de extragao de
raiz quadrada que, especialmente para computadores de poucos recursos,
pode ser muito mais demorada e jmprecisa que as demais operagoes elementares.

Como fecho da discussdo dos processos exatos, cita-se o resultado de
Klyuyev e Kokovkim-Shcherbac, apresentado em (78), de que o algoritmo de
Gauss @ o processo mais rapido de todos, quando se trabalha com linhas e
colunas completas.

4.3. Sub-Rotinas para Microcomputador, em BASIC, para Solugao de Sistemas
com Matriz Simétrica, Positivo-Definida e Bandeada

4.3.1. Comentarios

Lista-se, a seguir, exemplo de sub-rotinas para microcomputador pessoal da
1inha TRS-80, na linguagem BASIC, para solucdo de sistemas de equagdes de
matriz de coeficientes simetrica, positivo-definida e bandeada.

0 algoritmo bisico & a eliminacio de Gauss realizada na sub-rotina
DECOMPOSICAO LDLT (inicia-se na instrucdo 1000 da listagem) que triangula-

v
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riza a matriz. A obtencdo das incognitas propriamente dita & feita por
retrosubstituicdo na sub-rotina RETRO (instrugao 1500). Esta segunda fase
pode ser repetida para qualquer novo vetor carregamento sem se refazer a
decomposicdo.

<
Em coeréncia com a forma economica como se dispuseram 0S coeficientes na
secao 3.2, tambem estas rotinas operam apenas com 0S coeficientes nao-nulos,
da diagonal principal para cima até a "linha do horizonte” ("sky-Line").
Para utilizacdo deste programa, & necessario que as colunas de elementos
significativos da matriz ja estejam estocadas de forma continua em um
vetor coluna A, acompanhado de um vetor MA que fornega o endereco dos
coeficientes pertencentes 3 diagonal principal. Os detalhes da construgao
desses vetores ja foram vistos em 3.2.

o

Alem da economia de localizagao de memoria nesse procedimento, & logico
gue as operacoes s3o realizadas sobre um nimero bem menor de valores.

0s ganhos em velocidade e precisdo sao obvios, apesar da consideravel
sofisticacdo das verificagoes que o algoritmo tem que fazer para definigao

dos elementos sobre os quais operar.

4.3.2. Listagem
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1000
1005
1010
1015
1020
1025
1030
1035
1040
1045
1050
1055
1060
10635
1070
1075
1080
1085
10?0
1100
1105
1110
1115
1120
1125
1130
1135

1500
1505

1510

1515

isa
1525

1530
1535
1240
15435
1550
15585
1540
15465
1570
15735
1580
1585
1590
1593
L&O0
1605
1610
1615
1420

A2,

REM SUR DECCOMPOSICAD LDLT

FOR N=1 TO NQ
KN=MR(N):HL=KN+1=KU=MQ(N+1)—1:KH:KU~KL
IF KH<G GOTO 1125

IF KH=0 G6OTO 1085

c=N—HH: IC=0KT=kU

FOR J=1 TO KH
IC=IC+1=KT=KT~1=KI=MQ(K)=ND=MH(K+1)—KI—1
IF ND<=0 GOTO 1073

IF IC»=ND THEN EK=ND ELSE KK=IC

C=0

FoR L=1 TO KK

C=C+RA (KI+L) #RA(KT+L)

NEXT L

AKTI=RKTI-C

k=+1

NEXT J

Z=p s B=0

FOR EE=KEL TO EU
i=H—1=HI=Mn(K>=C=niﬂﬁ)fncwx)

B=R+0%A (KK

Ak y=C

NEXT K<

A(ENY=RA{EN)-B

IF B{EN)Y<=D FRINT"NADOFPOSDEF EQ"sNz" FIVO" R (KNI sSTOF
NEXT N

FETURN

REM SUB RETEO

FOR N=1 TO NQ

KL=MA (M) +1 sEU=MA (N+13-1
IF (KU~-EL)<O BOTO 15435
=N C=0

FOR KK=KL TO KU

p=l—1 1 C=C+A (I *F (K)
NEXT Kk

FiNy=F(N)-C

NEXT N

FOR N=1 TO NQ

=M (NY 2 F (N)=F (N) /7R (KD
NEXT N

IF N@=1 RETURN

N=NG&

FOR L=2 TO NQ

FL=MA (N +1 s U=MA(N+1)—1
IF (KU-KL)<O GOTO 1610
k=N

FOR KK=KL TO KU
H=H*1=F(H)=F(H)"Q(HH)%F(N)
NEXT KK

N=N~-1

NEXT L

RETURN
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5 ERROS DE ARREDONDAMENTO EM COMPUTAGAO DIGITAL

5.1. Introdugao

Antes de enfocar a analise de erros e suas causas na solucao numerica de
sistemas de equacoes lineares simultaneas, vai-se, neste capitulo, abordar
brevemente 0s conceitos basicos da analise de erros das solugoes numericas
de problemas gerais de Matematica, devidos ao arredondamento na representagao
de niimeros reais em um sistema de posicao. No capitulo 6, o argumento sera
especializado ao caso dos sistemas de equacOes lineares.

A intencdo final & determinar quantos digitos significativos devem ser
utilizados na representagao de numeros em uma dada base ao Tongo de uma
computagao para obtencao de resultados dentro de certo nivel de precisao,
ou, o que & o mesmo, dado um certo numero de digitos colocados a disposigao
por um determinado equipamento, qual a precisao que se tera ao fim de um
calculo, e mesmo se o resultado tera qualquer significado. Esse procedimen-
to equivale a estabelecer uma delimitacao de erro.

5.2. Representacao Digital de Numeros em Computadores

0s numeros com que se trabalha nos computadores digitais sao chamados de
nimeros digitais, para distingui-Tos dos numeros reais ordinarios. Dois
dos modos de representagao disponiveis sao: numeros de ponto §ixo e de
ponto glutuante.

Na representacdo de ponto fixo, observam-se as convengOes {713}:

a) Um nimero digital de ponto fixo & um agregado de digitos de
t casas, base B, com sinal.

b) O ponto (virgula, na tradicao brasileira) do numero sera
colocado sempre na extrema esquerda (isto e, 1 =0).

Assim, N
X =S (a1, 825 +e-5 @) =S " y B - a (5.1)
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onde: s =+ 1 ou-1e cada um dos elementos a; pode assumir um valor
entre 0 e B - 1, sendo B chamado de base (em geral B = 2 ou B = 10).

i

x < 1.

Pela posigao adotada para a virgula, & claro que - 1

| A

<

Uma representagao muito mais conveniente, disponivel universalmente em
todos os computadores modernos, a qual sera utilizada neste trabalho, e o
chamado formato de ponts flutuante. Consiste em uma fracdo com um numero
fixo de digitos (t) apds a virgula, denominada mantissa (a), com sinal,
multiplicada por uma base (B) elevada a um expoente (e):

x =5 (0, a1 22 ... ) * B® +
ou o sfou (5.2)
x =5 (a) B -

sendo que:

a mantissa (a) variara entre

B-* <ac<i

o primeiro digito a; sera sempre maior que zero;

os demais digitos de a, a a_ variarao entre 0 e B - 13

a base B em geral sera 2 ou 10;

o expoente variara entre limites que dependerdo de cada maquina.

Para que se represente neste formato um numero real qualquer, com numero de
d1g1tos significativos maior que t, sera preciso arrendonda- 10, isto e,
decidir qual sera o ultimo digito significativo a, sequndo um criterio
de arredondamento.

Quando se trabalha na base 10, o criterio de arredondamento mais indicado
(15) seria:

a) se o proximo digito a direita no numero real for menor do que 5,
o niimero @& truncado, isto &, o algarismo de ordem mais baixa e
conservado.

Exemplo para t = 3: 0,33333... 0,333
1,41421... 1,41
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b) se o proximo digito a direita de a, no numero real for maior ou
jgual a 5, o nUmero sera truncado,e adicionada ao resultado uma
unidade ao algarismo de ordem mais baixa.

Exemplio para t = 3: 0,925925 0,926
1,99746 2,00

Critério similar se aplicaria aos numeros de base binaria {20), com a
vantagem de s0 termos dois algarismos disponiveis: 0 ou 1. E, no entanto,
corrente nos computadores simplesmente truncar oS digitos excedentes, sem

qualquer alteragao de a_.

Como & de conhecimento geral, os computadores eletronicos digitais aceitam
e produzem respostas na base 10, mas, na verdade; internamente so podem
trabalhar na base binaria, representando nlmeros, sinais ou letras por
seqliencias de dTgifos 0 ou 1, que sdo os dois unicos estados eletricos que
pode reconhecer: Tigado ou desligado. Dessa forma, vai-se depender,
fundamentalmente, da maquina ("hardware”, em ingles) para estabelecer o
nimero de digitos binarios ("bits", em ingl@s) disponiveis para representa-
cao da mantissa e do expoente, sempre na base binaria, e, em consegllencia,
saber os. limites de magnitude dos numeros representaveis.

A tTtulo de exemplo, sera examinado o caso de algumas maquinas populares,

segundo (717}

« No IBM-7094, cada numero e representado, em "precisdo simples”, por
uma palavra ("byte”, em ingles), de 36 digitos binarios ("bits"):

Primeiro digito: sinal (0 para positivo, 1 para negativo)
0ito digitos seguintes: o expoente
Demais digitos: a mantissa

E interessante notar que nessa maquina se utiliza o numero 128
(10000000) como expoente de referencia, equivalendo a e = 0, contando
a partir dele, para frente ou para tras, a posicdo da virgula,
evitando-se, assim, o uso de expoentes negativos.

Exemplo:




.46. 9=

numero decimal I binario equiva?entel representacao interna
+ 1,465 + 1,01110111000 ... | 0 10000001 101100001010 ...
+ 0,025 + 0,00000110011 ... | 0 0111701 110011000000 ...

. No IBM-360, a palavra ("byte") de 32 digitos binarios ("bits™) e
utilizada na representacdo de numeros em precisdo simples, na forma:

Primeiro digito: sinal (0 para positivo, 1 para negativo)
Sete digitos seguintes: expoente
24 digitos seguintes: mantissa

Se se operar nesta maguina com a chamada "precisac dupla’, ter-se-a
mais uma palavra inteira (32 "pits") adicional para a parte fracionaria,
que passd a dispor de 56 "bits". Em termos de numeros decimais, a
precisdo "simples” desse computador & de 6 digitos decimais significa-
tivos, e a "dupla" @ de 16 digitios decimais significativos.

Ainda nessa maquina, o expoente de referencia e 64 (1000000, em repre-
sentagdo binaria).

. 0s computadores comerciais de grande porte disponiveis no Brasil, de
maior comprimento de palavra, s3o os da Control Data Corporation, com
14 e 28 digitos decimais significativos em precisdo simples e dupla,

respectivamente.

- Nos microcomputadores de baixo custo mais populares, utiliza-se
atualmente (12) palavra {"byte"} de 8 digitos binarios ("bits").
Como exemplo, tome-se O TRS-80, no gual cada nUmero g representado
em precisdo simples por 4 "bytes" (32 "bits") e, em precisao dupla, por
8 "bytes" (64 "bits™). Isso equivale a ter-se, em precisdo simples, a
possibilidade de ateé 7 digitos decimais significativos, e,em precisao
“dupla”, ate 16 digitos decimais significativos, com grande sacrificio de

espaco de memoria.

5.3. Arredondamento na Computacdo Digital Elementar

A realizacdo de operagoes aritmeticas fundamentais por um computador digital
difere, como se poderia antever, da computacdo com numeros reais, ja que

. se estara operando com numeros digitais de precisac finita, e vao-se obter
resultados com a mesma precisao finita.
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Alguns autores, como Von Newman {13), chegam a chamar tais operagoes de
"pbeudo—openagaeb", uma vez que do outro lado do sinal de igualdade da
operagEO esta um resultado que envolve um arredondamento, no caso geral,
para sua representacao digital. A igualdade so se satisfaria, a rigor,
adicionando ao resultado o erro de arredondamento cometido na Sua represen-
tacao.

0s detalhes das operagoes aritméticas fundamentais em ponto flutuante dife-
rem um pouco de um computador para outro, mas em geral sao como se segue
(17}, (20). Sejam os operandos X, e Xz, onde:

x; = 251« ay (ou 10°Y « ay) . xz = 2%2 eay{ou 10°% <az) (5.2)

- Na adigao:
calcula-se e; - €5 , supondo X; > Xz.

1) see -e >t entdo x; & muito pequeno e nao afeta o resultado
para t digitos significativos:

X1 + X2 = X1

2) see; -e€ <t entao a, tem sua virgula acertada em e; - €
casas para a direita e a soma das mantissas @ calculada exatamente
com até 2t digitos, sendo depois a virgula acertada junto com o
expoente para o padrao de representacao, truncando-se 0sS digitos

excedente a t na mantissa.
Se x, > X;, basta inverter os papeis na exposigac acima.

Em resumo, o valor computado da soma de dois numeros e sempre 0 que se
obteria calculando a soma exata, e truncando-a para o numero t de digitos.
Se a soma exata normalizada @ 2%% - a; (ou 1083 . a,), entdo & evidente
que o modulo de erro estd delimitado por 283 . 0,5« 27F (ou

103 . 0,5 - 107 %), Uma forma mais usual de delimitacao sera o calculo
do erro relativo. Agora o modulo da soma exata esta entre 0,5 - 2°°

e 2%%(ou 0,1 « 103 e 10°%), e, portanto, ter-se-a:

valor calculado de x; + Xp = (X1 + X,) (1 + ¢€) (5.3)
le| < 27 (binario) ou || < 0,5 - 107 (decimal)  (5.4)

Para X; OU Xz nulo, a soma nio envolve arredondamento algum, e O erro

e nulo.
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Pode-se expressar o resultado na forma: o valor computado da soma de
X, € X, & a soma exata de dois numeros x1{1 + €) e x2(1 + €) para algum
valor de € gque satisfaga |e| 5_2-t (ou |e] < 0,5 « 101_t).

A subtragdo @ exatamente paralela.
<

Na multiplicagao:

Calcula-se e; = e; + ez, e 0 produto exato das mantissas a; * az com 2t
casas, que estda sempre no intervalo

1

F<a* a <1 ou (0,01 <ap +a<1) (5.5)

e sera entdo normalizado, levando a virgula para a esquerda e ajustando
o expoente. O produto resultante com 2t digitos e agora truncado de
acordo. Se X; ou x» € nulo, o resultado também o e.

Como na soma ou na subtragao, o produto computado & obtido arredondando

e
o produto exato para t casas, e, portanto, ter-se-a:

valor calculado de x; * Xz = X1 = X2 (1 + €) (5.6)
le| < 27F (bindrio) ou  |e] < 0,5 1017 (decimal) (5.7)

:Isso pode ser expresso na forma: O produto computado e o exato produto
de dois nimeros x;{1 + €) e Xz, OU X3 @ Xa(1 + e}, ou ainda,
x,(1 + ¢)/%e x (1 +¢)'/?, onde |e| <27 (ou 0,5 - 1017%).

Na divisao:

Calcula-se e; = €2 - €. &1 ¢ completado com t zeros para ser represen-
tado com 2t digitos. Se |a:| > |az], a1 & deslocado uma casa para a
direita, e e; & aumentado de 1. Divide-se o numero assim obtido por a,
e tem-se um quociente ja corretamente arredondado para t digitos com
modulo entre 1/2 e 1 (ou 0,1 e 1) em forma normalizada.

Se x; =0 e xx #0, entdo X,/x, = 0. Se X, =0, a operacao ndo e reali-
zada. Em geral, tem-se:

valor computado de x;/x, = (X1 / %2} (1 + ¢€) (5.8)

le| < 27" (binario) ou |e| < 0,5 - 1017t (decimal)  (5.9)




que se pode expressar como: 0 quociente computado de X, e Xz 2 0 exato
qu0c1ente de xi(1 +€) e xz ou x3 & X2(1 + e) para algum e satisfazendo
le] <27t (ou 0,5 - 10"7F).

De um modo geral, essas operagdes simples tém pequeno erro relativo, deven-
do ainda entender-se com clareza que 0 que Se estabeleceu acima foram 0s
Limites maximos que esses erros podem atingir, nio sendo provavel que
ocorram com freqtlencia.

5.4. Conceitos Basicos e Convencoes da Analise de Erros na Computagao
Digital

Duas formulacOes para-analise de erros sip utilizadas e se dizem prospecti-
a ("gouward", em ingl8s) e retrospectiva ("backward", em ingles).

. Analise Prospectiva:

Numa seqiiencia de calculo, passa-se por uma serie de equagoes, em

cada fase obtendo-se uma nova quantidade x em funcao de quantidades

anteriormente calculadas ou de parametros iniciais a,, a, ..., @
jod

X = f(ay, 82 +-ns an) (5.10)

a funcdo devendo sempre ser uma sucessdo de operactes fundamentais.
Devido aos arredondamentos nas operagoes, o vafor computado de X
serid diferente do que seria obtido exatamente. Na analise prospec-
tiva, chama-se de x o valor computado de x, e procura-se delimitar
0 erro x - fla,). Comparam-se, assim, x e X.

Percebe-se, nessa comparagao, obvia fraqueza do metodo, uma vez
que no caso geral ndo se dispde do valor exato de x, e pode-se ainda
notar que, se se tiver tido o trabalho de calcula-lo, nao havera

muito sentido na analise de erro.

. Analise Retrospectiva:

Aqui nao se esta preocupado em comparar O valor exato com o computado,
mas sim em mostrar que o valor computado e a solucao exata de

f(a, + €15 22 + €25 »--n @ sn) para algum valor de ;5 © dar
delimitagoes para esses e, .
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Como neste enfogue nao se tem nunca a oportunidade de calcular o valor
exato X, nao ha sequer a necessidade de diferencia-lo do valor computado
X, que & o Unico que se tera, tornando desnecessario utilizar a barra
superior na representacdo. Assim, um dado processo'serﬁ representado por:

<
x = f(a; + €1, a2 + €2, .05 8 en) (5.11)
seguido das inequagoes satisfeitas por €.

Pode-se objetar que este enfoque & incompleto, por nao dar uma estimativa
da diferenca entre a solugao exata e a computada, mas sempre se tera um
estagio final em que essa diferenca sera avaliada.

5.5. Limitacao Basica da Computagdo Digital
-4

Havera, em geral, um limite definido na precisao de calculo possivel quando
se est3 trabalhando com ntmeros representados por t digitos significativos.

Qualquer calculo tem por finalidade enconirar um conjunto de numeros-respos-
ta a partir de um grupo de numeros-dados.

Se o problema &, como se tera no proximo capitulo, resolver o sistema de
equacoes A x = b, os elementos 2y da matriz A e b. do vetor b sao os dados,
e os elementos x. de x 530 as respostas.

Pode acontecer de os parametros iniciais serem exatamente conhecidos mas
ndo exatamente representaveis com os digitos disponiveis. Essas restricoes
a t digitos iniciais ja impede qualquer precisao final meThor do
que esta mesmo antes de qualquer calculo.

Pode ser, por exemplo, que a matriz dos coeficientes A de um sistema ja
seja resultado de um produto de duas outras matrizes, cujos elementos $ao
niimeros de t digitos. Nesse caso, os elementos de A teriam que ser escri-
tos com no minimo 2t digitos para exata representagdo.

Como ja foi comentado, Se 0S dados s3o oriundos de observacgao fisica,
carregam em si toda a imprecisdo inerente a esses processos. 0 computador
estara resolvendo, assim, um problema aproximado ao real, com o agravante
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de tais erros serem de ordem muito mais grosseira que os devidos ao arredon
damento a t digitos.

5.6. Problemas Mal-Condicionados

- — . = . . a2
Da segao prévia, conclui-se que, a menos que Se dispusesse de dados iniciails
exatamente definidos e representaveis, comegam-se 0S calculos com 0 que se
chama uma aproximagao de t digitos do problema real.

Vai-se considerar agora a magnitude do efeito de tais erros iniciais sobre
a resposta. Se perturbagoes iniciais relativamente pequenas levam a erros
comparativamente grandes na resposta, diz-se que ha um problema mal-condi-
cionado numericamente.

Tais prob]emas sdo, por todos os aspectos, indesejaveis, pois, para garantir
uma certa prec1sao na resposta, e preciso partir de parametros iniciais
muito mais precisos. Isso pode ser mesmo impossivel, na pratica, pela
propria limitagac da maguina com que se trabaiha ou pelo instrumental de
medida de dados.

Deve ser colocado aqui, com bastante clareza, que a condicao do problema
ser3a verificada com respeito ao tipo de resposta que se quiser. Em outras
palavras nao se pode dizer simplesmente que uma certa matriz A e mak-
condicionada sem se saber a que fim ela se destina. Vai depender de se ela
faz parte da solucao de um sistema A x = b, por exemplo, ou se se esta
procurando seus valores e vetores proprios. Ela pode ser mal- condicionada
num processo e nao no outro.

5.7. Conceito de Nimero de Condigao

fs perguntas sdo: pode-se saber de antem3o se o problema & ou nao mal-con-

dicionado? E em que grau?

Se se quiser quantificar a sensibilidade de cada uma das respostas Xi, X2,
X de um problema a variagbes nos dados a,, @zs ..., ap d0 Mesmo,

= e sy

ter- se 3 quecalcular as seguintes razoes de variagao:
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X,
1 : A B
kij=-ﬂrj (-E:]’ »s ey n’ J"']g -.-,m) (5.12)
E claro que os problemas da pratica gerariam, no caso geral, uma quantida-
de grande demais desses valores para serem uteis ao analista, levando a
estimativas mais modestas de congunto que serao denominados nimenos de

condigao.

0 conceito de numero de condicdo nao deve ser muito rigido, de forma a
poder-se defini-lo de varias formas alternativas, tais como as seguintes,
propostas por Witkinson (20):

a) Comparagao da magnitude absoluta do total dos erros da solucgao
com a magnitude do total dos desvios nos dados:

I axi o <KV ) Aa} (5.13)

b) Comparagao do erro absoluto em cada uma das respostas com O
total dos desvios nos dados:

|ij[ f-Kj ) Aaz (5.14)

c¢) Comparagao do erro relativo de cada resposta com o erro relativo

nos parametros:

T ha, o
< K, /z =5 para x, # 0 (5.15)
. |

j
X,
h

d) Comparacao do erro relativo de cada resposta e a resposta total
com o erro relativo nos parametros e o total deles:

A x. | YaaZ
S | < K, L

AP e
j

Como ja foi varias vezes repetido, se nao for possivel representar os m
parametros iniciais a, com os t digitos disponiveis, ja se estara introdu-

(5.16)

zindo m valores ai tais que:
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-t

2 (binario) (5.17)

Dispondo de um nimero de condicao do tipo (b), ter-se-ia, entao:
i 1/2 -t
. < - J . . 2 .
I AXJ I S KJ m (5 18)

Erros dessa ordem sdo inerentes a computacao digital, mesmo para processos
muito bem condicionados. Se Kj e aproximadamente 2 j, entdo havera erros
de ordem de oK3~t  como se observa, os nimeros de condigao ndo dependem,
em geral, do numero de digitos disponiveis 3@ representagao, mas de carac-
teristicas intrinsecas aos dados do problema a resolver.
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b. SOLUGAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES SIMULTANEAS: O PROBLEMA

PRATICO DA ANALISE DE ERROS

6.1. Conceito de Sistema Mal-Condicionado

Na solucdo numerica de sistemas de equacoes lineares simultaneas, com
representacdo de numeros num sistema de numero fixo dedigitos significati-
vos, mesmo utilizando metodos "exatos" como os estudados no capitulo 4,
esta-se sujeito a erros de solugao devidos a:

a) Arredondamento nas operagoes elementares, fazendo desaparecer
digitos significatives. Tal problema, como se viu, pode ser
contornado, -pelo menos teoricamente, pela utilizagao de
aritmetica de maior precisao {precisdo "dupla", por exemplo).

b) Perturbagoes nos dados iniciais dentro dos limites da precisao
adotada. Em detalhe: a solugdo tedrica do sistema A x =b @
X = ﬂfl b, e existe se e somente se o determinante de ﬂ.nﬁo e
nulo. Ha casos em que peguenas perturbacoes na matriz, dentro
dos limites de precisdo da representagao numerica, podem levar
o determinante a ser nulo ou nac, comprometendo assim a propria

certeza da existeéncia ou nao de solugao Unica.

Outras situacoes a que se pode ser levado: um sistema pode ter a proprieda-
de de um vetor solugao x ser diferente da solucdao real, mesmo que, substi-
tuido no sistema original, resulte em residuos pequenos com relacao ao vetor
conhécido b; pequenas perturbacbes em b podem levar a grandes variacoes em
X.

Esses fenomenos tem sido conhecidos desde os tempos deGauss para matrizes

de ordem baixa. Com o advento dos computadores, tornou-se viavel e
necessario abordar problemas de grande porte, motivando os primeiros
estudos, nessa area, do que Turing chamou pela primeira vez (em {19)) de
"sistemas mal-condicionados".

.Varias questOes se impoem:
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1) Pode-se saber de antemao se se esta lidando com um sistema particular-

mente sensivel?

2) Essa sensibilidade & uma caracteristica intrinseca da matriz?

Para melhor dramatizar a ideia, considere-se o seéuinte exemplo, sugerido
por Rutishauser, citado por Todd (718):

( 3

10 1 4 ] X1 by
10 5 -1 [ X2 g b, (6.1)
10 7 X3 bs
l Xy b,
\ /

Vai-se testar a sensibilidade da sodugdo do sistema acima, de matriz sime-
trica positivo-definida, a variacoes nos elementos do vetor constante e da

matriz propriamente dita.

De injcio, sera adotado um vetor b, calculando-se a solugdo exata, e, em

£ o | R = = = -1
sequida, serdao impostas perturbacoes de ordem 107%, 107> e 107" em seus
elementos, calculando-se em cada caso a solugao x:

by = (15 , 15 , 26 15 )

b, = (15,001 , 14,999 , 25,999 , 15,001)

by = (15,01 , 14,99 , 25,99 , 15,01) e
] k= (S o i samor A 25Kl a1

As solugbes para cada um serao:

x; = (1 s 1 s s 1 )

xo = (1,497 , 1,91 , -0,84 , 2,208) (6.3)
xs = (5,97 . 891 ,-13,4 , 13,08 )

(50,7, 80,1 ,-143,0  , 121,8 )

o
i}

As diferencas sdo, realmente, notaveis, mesmo em se levando em conta gque 0S
eTementos da matriz sao dados exatamente, sem nenhum problema de arredonda-
. mento envolvido.
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Vamos agora impor uma perturbagao de ordem 107, 107% ¢ 107" no primeiro
dos elementos da matriz, resolvendo o sistema para um mesmo vetor
b = (15, 15, 26, 15}:

para aii = 10 obtém-se  xi = (I il s 1 | )
para ap1 = 10,001 obtem-se x» = (0,905, 0,85 1,275 , 0,77 )
para a;y = 10,01  obtém-se xs = (0,488 , 0,185 , 2,483 , -0,244)
para 831 = 10,1 obtém-se  xs = (0,087 , -0,452 , 3,644 ,-1,217)

(6.4)

Novamente constatam-se diferengas notaveis no resultado.

Uma interessante forma de visualizar o prdblema, lembrada por Livesfey em
(10), © do ponto de vista geométrico: sistemas mal-condicionados correspon-
dem a hiperplanos quase paralelos, ou, na geometria de duas dimensoes, a
retas quase paralelas. Por exemplo, os sistemas:

3 1,001x! + 2x) = 3

X, + 2X%3 5

3,001x; + 6x, = 9,001 3x; + 6x, = 9

q s o o -3 I
cujos coeficientes diferem por no maximo 10 °, possuem, respectivamente, as

solugoes:
i':(]’-l) e i|=(-]!5:195)

Estendendo essa argumentagao geometrica para tres dimensoes, ter-se-ia:

t
A4 &2 213 X1 by a,X= b,
dz21 @22 Az3 X2 | = | b2 ou i;'i: b, (6.6)
t
dg; Q32  QAs3s l X3 bs a,xX= by

Se os vetores a;, 3 e 33 nao siao coplanares, isto e gfl £ 0, eles consti-

tuem uma base de referencia em que bi sao as componentes do vetor x pro-

curado. Resta saber se esse sistema de referencia s3ao eixos "bons" ou

"maus" para representacao do vetor. Se um dos vetores, as por exemplo,

cair quase no plano de a; e az, 0S eixos serao "maus", levando a grande
imprecisao na determinacao das componentes buscadas.
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Observa-se que o determinante de um sistema mal-condicionado &, em geral,
pequeno, isto e, proximo de zero. Na matriz de Rutishauser vale 1, nos
dois sistemas acima, - 0,001 e 0,006, respectivamente. Entretanto esta
condigdo, como observa Turing em (19}, por si s0 nao caracteriza o mal-
condicionamento, ja que se podem construir sistemas com determinantes
arbitrariamente pequenos, dividindo uma das equacbes por uma constante.

A magnitude relativa dos elementos da matriz tem também importancia, como
se pode ver do exemplo:

20 0 0 20 0 O ~
1 0 e 0,2 0 (6.7)
0,05 0,25 |

sio matrizes de mesmo determinante, mas a primeira e "pior* condicionada

que a segunda.

6.2. Niumeros de Condigdo de uma Matriz

Para caracterizacao do condicionamento numérico de matrizes de coeficientes
de sistemas de equagoes lineares simultaneas, varios autores tem definido
diferentes quantidades, genericamente denominadas nameros de condi¢ao, no
sentido dado na conceituacdo do Capitulo 5. Como regra geral, tais niumeros
crescem em proporgac ac grau de mal-condicionamento do sistema. S3o quase
todos escritos em fungdo das nommas matniciais vistas no Capitulo 2.

0s numeros de Turing {19) sdo:
1n Al = WA g = n(A) (6.8)
n « M(A) + M(AT') = m(A) (6.9)

- Numero N

- Numero M

Ha razoavel concordancia entre as duas medidas, embora o numero M tenda a
ser maior, especialmente com matrizes quase diagonais.

Todd define ainda, em (7§):

maximo valor proprio de

A
~ = p(A) (6.10)

Numero P = cwro s Valor proprio de
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Namero H = A [, « A7, = h(A) (6.11)

E facil mostrar que:

B /maior valor proprio de A _A_t .
Numero H = (6.12)

menor valor proprio de A _ét

De onde se tira que

h(A) = /' p (A A%) (6.13)
De um modo geral, tem-se que:
p(A) < h(A) (6.14)

e para 0 caso particular de matrizes simetricas, tem-se o importante
resultado:

p(A)

L]
A dificuldade pratica de calculo de alguns desses numeros reside na
determinacio de valores proprios maximos e minimos de matrizes, operacgao

h(A) (6.15)

sempre trabalhosa. Por isso vai-se fazer uso dos fatos de que: estimativas
bastante boas da norma espectral sdo obtidas da norma euclidiana; deve-se
lembrar que qualquer das normas & sempre um limitante superior dos valores
proprios da matriz; & possivel estimar o major valor proprio da forma
utilizavel, usando a norma linha, coluna ou a euclidiana.

Ja o calculo do valor proprio minimo nao e tdo imediato, e no programa
apresentado ao final deste capitulo ele @ obtido por iteragao inversa apos
a decomposicgdo L D LT de A.

Alguns exemplos de numeros de condigao:

a) As matrizes ortogonais sdo as melhor condicionadas, com numeros
de condigdo todos unitarios.

b) Matriz de Rutishauser (18):

p(R) = h(R) = maximo valor proprio/minimo vator proprio =

- 19,1225 _ 35790

0,0005343
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c) Matriz de Witson (5):

O Pt S e
5 6 5
W=
= w 9| ¢
L 10
p(W) = h(N) = 30,28868 _ ,qq,

0,01015005
d) Exemplo de Bathe(3):
(4,855 -4 1 0 ]
i 5,855 -4 1
5,855 -4
\ 4,855 |
p(B) = h(B) = ~229%2 - 14416
0,000898

Turing, em seu trabalho (19),da uma interpretacdo dentro da teoria das
probabilidades para seus numeros de condicao N e M.

Se se considerarem os elementos a; 5 da matriz A como os valores medios que
esses elementos, como variaveis independentes, assumiriam, com mesma
variancia, pequena em comparacao com os elementos em si, entdao 0s numeros
de Turing mostram quantas vezes a razao do quadrado medio dos erros nas
incdgnitas pelo quadrado medio das proprias incognitas excede a razao do
quadrado médio das perturbagoes nos coeficientes do sistema pelo quadrado
medio dos proprios coeficientes.

Uma outra interpretagao probabilistica, dada por Faddeev em (5], € que o

nimero H de Todd da a razdo entre o maior eo menor semi-eixo de um

elipsoide de dispersdao de um vetor cujas componentes s30 0S erros nas
incognitas.
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6.3. Delimitacdo de Erros na Solucao de Sistemas de Equacoes

6.3.1. Sensibilidade a Perturbacoes no Vetor Independente

Num sistema
Ax=D> 16.16)

perturbagoes Ab motivarao perturbagoes Ax na solucdo, de forma:

A(x+4x)=b+ab (6.17)
A-Ax=Ab (6.18)
Ax = ATl < ab se det A # 0 16.19)

Utilizando agora normas consistentes, tem-se:

laxh = JA™* < abfl < [[ATH || - [ab | (6.20)
[ax | ]
<A (6.21)
fab |
Para estimar a sensibilidade relativa, faz-se:
bl =TAxI < AL -1 xI (6.22)
-1
I x> bl « | Al (6.23)
Donde:
o x| AT -l Aab| 4 | ab .
T i"‘_ ——— = JA[ AT e —— (6.24)
x| WA I b [N

L 3

Fica assim demonstrado que |A | A=!| definida na secao 6.2 como um dos
nimeros de condicio, € de fato a quantidade decisiva na amplificacao dos
erros. 0 numero de condicdo mais utilizado e caiculado com a norma

espectral:

n(A) = A ), « 1A, (6.25)

sendo, por essa razao, denominado nimero de condigdo espectral.
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Quando esse nimero & muito grande, o resultado obtido para delimitagao de
erros &, em geral, pessimista para a maioria das perturbagoes Ab em b, mas
sempre havera algum b e Ab para os quais a delimitagdo obtida e realista.

6.3.2. Sensibilidade a Perturbagoes na Matriz de Coeficientes

Admitir-se-a que no sistema
Ax=b (6.26)

perturbagoes E na matriz Tevam a erros AXna solucao:

(A+E) (x+ax) =b (6.27)
(A+E)x+ (A+E)Ax=b (6.28)
Ax+Ex+ (A+E)dx=b (6.29)
(A+E)ax=-Ex (6.30)

Mesmo que A nao seja singular, o que naturaimente se assume, A + E poderia
se-lo, se nao se restringir E.

Escrevendo
A+E = A (I +.5‘1_E) (6.31)

fica evidente que A + E sera nao-singular se I + A™'. - E tambem o for.
Se A; sdo os autovalores de A" E, tem-se:

(L

v
o

(6.32)

e desde que os valores proprios de I + A~! - E sao 1 + As @ matriz e

nao-singular se:

JA7r - Ef <1 (6.33)
Assumindo essa condigao, e escrevendo F = ﬂ'l E, tem-se:
A =-(A+E)* - Esx=-(1l+F)™t At E-"x (6.34)
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1=6+F8

e aplicando normas:

1>060 - IEN - &1 (6.35)
para qualquer norma, exceto a euclidiana, em que a normal da matriz identi-

dade nio & unitaria, como se sabe. Desde que IE | < T,

6 < —— (6.36)
1-|E|

com o que se pode ter agora o erro na solucao delimitado por:

Ax =-6G A1 E - x (6.37)

¢

AL LE
x| i" N para [|A7" | E]l <1 (6.38)

1- ATt - El

Embora tenha sido dito que esta prova nao vale para a norma euclidiana, em
1/2 ~ : - N
que Iz =n /2 & n3o 1, se o resultado obtido e verdadeiro para a norma

espectral, e verdadeiro tambem para a euclidiana, ja que sempre
1Al < NAlg (6.39)
A delimitacdo do erro relativo pode agora ser escrita na forma

laxh PAD-IAZ) - ER - TADT
Pxl — v-laf - AL dETHAL

(6.40)

onde se exprime 0 €rro relativo procurado em x em termos do erro relativo

QEN - 1A 1TH)

em A.

De novo, o numero de condicdo JA | - A7 | @ a quantidade decisiva.
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6.3.3. Efeito do Arredondamento dos Elementos da Matriz

A delimitacao de erros de solugao devidos a perturbagbes na matriz, obtida
na secdo anterior, pode agora ser aplicada para delimitar a ordem de
grandeza dos erros de solugdo que se tera, devido a obrigatoriedade inicial
de se escreverem os coeficientes da matriz arredondados para t digitos
significativos, mesmo que esses coeficientes sejam, por outros aspectos,
exatos, sem perturbacoes.

Sejam eij’ elementos de E, os erros de arredondamento nos coeficientes a]._j
de A, delimitados por:

-t e
ijl <2 ‘| a (binario)

i3 (6.41)
lEN, <27 lAlg {binario)

le

E possivel substituir essa delimitacao no resultado da secao anterior:

-t
axl 2 lA g
-t
Ixl V-2 Al -

A g

=1
AT g

(6.42)

A menos que 2

A llg - IA~l; seja menor que 1, 0 erro sera grande.

Do estudo das normas matriciais, pode-se comparar, para a norma espectral:

leN, <2n/2 Rl (6.43)

podendo-se entdo escrever, em termos do nimero de condicao espectral, a

delimitagao: il
I axl, 27% .« nl/2 . h(A)
< — (6.44)
x|, 1-27%«n/2-h(a)
Tem-se agora que: n
27t ot o na) << (6.45)

se se quiser ter pequenos erros de solucao relativos.

Este resultado final sugere que, quando se usar aritmetica do ponto flutuan
te com t digitos binarios significativos, nao havera, em geral, possibili-
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dade de se obter uma solugdo sequer aproximada para um sistema de equagoes
para o qual o numero de condigao espectral seja

h(a) > 2% - nt/? (6.46)

o que &, de fato, verdadeiro. ¢

6.4. Sub-rotinas para Microcomputador, em BASIC, para Estimar o Numero

de Condicao de um Sistema

6.4.1. Comentarios

Listam-se, a seguir, sub-rotinas para microcomputador pessoal da Tinha TRS-80,
na linguagem BASIC, para estimar o numero de condicao de siﬁtema de equacgoes
cuja matriz de rigidez 8 simetrica, positivo-definida e bandeada, como as

¢
que ocorrem no MEF.

Estas sub-rotinas calculam uma estimativa do numero de condigao espectral,
que, para matrizes simetricas, g dado pelas expressoes:

n(A) = AN, - 187 1, (6.47)
o e
p(A) = h(A) = 7= (6.48)"
min
onde:
Ilﬂ_ll2 & a norma espectral da matriz A
Hﬂflﬂz @ a norma espectral da inversa de A
= & o maijor valor proprio de A
max &
Aos & o menor valor proprio de A
min e

0 algoritmo que foi adotado estima a norma espectral de A pela norma
euclidiana, HE_HE,com boa aproximagdo em geral. A sub-rotina corresponden-
te foi denominada NORMA (instrucao 900) e opera sobre a matriz A estocada
em forma de um vetor coluna que relne as colunas de coeficientes nao-nulos,
da diagonal principal para cima ate a "linha do horizonte". Deve-se dispor
ainda de um vetor MA que armazene os enderegos dos elementos da diagonal
_principal, Essa disposigao de memoria foi discutida em gyt




0 calculo do menor autovalor de A & feito pela sub-rotina CONDIGRO
(instrucao 1300}.

0 algoritmo obtem seu autovetor correspondente por

.65.

jteracao inversa a partir de um vetor de teste inicial de elementos todos
unitarios. Para tanto, supoe-se que ja se dispuseram em um vetor coluna A
os elementos da matriz triangularizada pela sub-rotina DECOMPOSICAO LDLT

(ver 4.3). Em cada passo, o vetor de teste & retrosubstituido pela

sub-rotina RETRO (ver 4.3), obtendo-se um novo vetor de teste, que &, em
seqguida, normalizado de forma a ter comprimento unitario. E calculado
tambem ¢ coeficiente de Rayleigh em cada etapa, que, como se sabe (ver,
e.qg., Bathe (3}), fornece aproximacio excelente do autovalor procurado.

6.4.2. Listagem

900
905
910
P1S
920
525
930
925
40
F45
IS0

REM SUR NORMA
D=0

FOR I=1 TO Ni
D=D+2%H {I)*H (1)
NEXT I

FOR I=1 TO N
K=MA(I)
D=D-A (K} *B (k)
NEXT I

D=S0F (D)
REETURN
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1300 REM SUB CONDICRO

1302 DIM F(NQ), E(NQ)

1305 FOR I=1i TO N@

1310 F(I)=1 "

1315 NEXT I

1320 J=1

1325 FOR I=1 TO N <
1330 E(I)=F{(I)

1335 NEXT I

1340 Bl=0:GZ=

1345 GOSUR 1500

1350 FOR I=1 TN NOQ

1355 Bl=Gl+F(I)*F{I)

13460 BE2=GZ+F{I}*E(I)

1365 NEXT I

1370 HZ2=B62/G1

1375 H3=ABS (HZ-H1)/HZ

1320 IF H3<=.0001 GOTO 1420
13285 H1l=HZ

1390 Gi=5QFR{G1)

1395 FOR I=1 TO N@

1400 F(I)=F(I)/Gl

1405 NEXT 1

1410 J=J+1

1415 IF Jx=6 G0TO 1420 ELSE GOTD 1325
1420 PRINT"MENOR VYALOR PROFREIO="iHZ
1425 PRINT"NUMERD DE CONDICAO" ;D/HZ
1430 RETURN

1500 FEM SUB RETRO

1805 FOR N=1 TO NQ

1510 EL=MB(NY+11EU=M3 (N+1) -1
1515 IF (FU-EL)Y<O GOTO 1545
1520 E=Ni1C=0

1525 FOR KK=KL TO KLl

1530 K=K-1:C=C+RA (k) *F (K)
1535 NEXT kKK

1540 FI{NY=F{N)-C

1545 NEXT N

1550 FOR. N=1 TO NQ

1555 K=MRAN) P (NY=F (N)Y /R {K)
1960 NEXT N

15465 IF N@Q=1 RETURN

1570 N=NG

1575 FOR L=2 TO NQ

1580 KL=MA(N)+1 tKU=MR(N+1)-1
1585 IF (KU~KLY{0O GOTO 1610
1590 K=N

1595 FOR kKk=kKL TO KU

14600 E=K—-1iF () =F (K- {EK)*F (N}
1405 NEXT kK

15610 N=N-1

1515 NEXT L

14620 RETUEN
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5 CONSIDERACUES SOBRE A ORIGEM FISICO DO MAL-CONDICIONAMENTO NUMERICO

DE FORMULACOES DE DESLOCAMENTOS DO MEF PARA ESTRUTURAS RETICULADAS

DE COMPORTAMENTO LINEAR

7.1. Interpretacio Fisica dos Valores Proprios da Matriz de Rigidez

de uma Estrutura

7.1.1. Equacdo do Movimento de uma Estrutura

Quando o carregamento de uma estrutura, discretizada pelo MEF em N graus

de 1iberdade, varia com o tempo, sua equagao de movimento pode ser formula-

da a partir do equilibrio dinamico das forgas associadas a esses graus de
liberdade. Em geral, havera quatro tipos de forcas relacionadas a cada
jZesimo grau de liberdade:

—h
H

forcas de inercia

1.
1
fy, = forcas de amortecimento
i
f, = forgas elastica
i
p;(t) = cargas externas aplicadas, variaveis no tempo

No conjunto, ter-se-a, em forma vetorial, a equacao de equilibrio:
£+ fy+fp = p(t) (7.1)

Essas forgas se relacionam com as componentes de desltocamento x por:

- Forgas elasticas: consideradas linearmente proporcionais ao

deslocamento.
[ fEJ ’ ([ K11 Kiz ... Ko ) (X1 )
f Ka1 Ka2 K X2
B2l . RRS e ou fo=Kx (7.2)
fE \ KnI ................ Knn ) \xn J
Y

A matriz K, matriz de nigidez, & formalmente obtida por:

k-[B DB av (7.3)
Vv

Qo
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e seus elementos tem a interpretagao de:

( Kij = componente de forca correspondente a coordenada i devido a um
deslocamento unitario ao longo do grau de 1iberdade j, mantidos

nulos todos os demais n - 1 deslocamentos possiveis.
4

- Forcas de amortecimento: consideradas linearmente proporcionais ‘
3 velocidade de deslocamento X (o ponto sobre x indica, segundo a
' ‘ notacdo de Newton, derivacdo no tempo). ‘

Y (O*
|

( fAl [ C11 Ciz Cln X1 |
Ay C21 Cz2 ... Czn X2 |
.......................... : ou _fﬂ =Cx (7.4)
L fAn )= Cnl .................. Cnn, L X, ,
A matriz C, matniz de amortecimento, & formalmente dada por:
t
Q=J c N Ndv (c=cl{x, ¥, 2)) (7.5)
i V -—
e seus elementos tém a interpretacao de:
C.. = componente de forca correspondente @ coordenada i devido a

{ ij
velocidade unitaria de movimento ao longo do grau de liberdade j.

- Forcas de inércia: linearmente proporcionais 3 aceleragao X

segundo as leis do movimento de Newton.

: ( fIJ [ M1 Mio el me X1 W
flz M21 M2 2 o Mzn X2
. :ofou fyp=MX (7.6)
\ fInJ ; Mn1 ................. MnnJ ' in J

A matriz M, matriz de massa, & formalmente fornecida por:

ﬂ=jm NNV (mo=m(x, ¥y, 2)) (7.7)

(
A
‘e seus elementos tém a interpretacao de:



e

Mij = componente de forca correspondente a coordenada i devida a
aceleracgdo unitaria do movimento ao longo do grau de Tiberdade j.

Em resumo, a equagao matricial do movimento da estrutura & retirada do
equilibrio dinamico do sistema e € expressa por:

M X + C x + K x =p(t) (7.8)

7.1.2. Decomposigao Modal da Equagdo do Movimento

[

A teécnica mais geralmente utilizada para solugdo da equagao do movimento
(7.8) & a chamada decomposicdo modal, a seguir resumida.

Desconsiderando o amortecimento, ao se colocar em movimento de vibragoes
Tivres uma estrutura, ter-se-ia a equacad de movimento

M X+ kx =0 (7.9)

e admitindo gue, no movimento resultante, os pontos da estrutura se
desiocam em fase numa forma glastica X, com amplitude variando harmonica-

mente, ter-se-a:

x(t) = X e" e R(t) = - X (7.10)

onde w = fregliencia de vibragao, resultando em

K X =w”MX (7.11)

em que e reconhecido um problema de valores e vetores proprios do tipo

K X =aMX (7.12)
em que
( Al W ( mi )
Az - u)i
. (7.13)
\ Aﬂ_ P, \ w121 J

sendo w? 0 quadrado da i-esima freqliéneia natural da vibnacdo do sistema,
i - :
ou seja, uma das freqtlencias em que os pontos da estrutura vibram em fase,
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mantendo uma elastica de forma zi constante, em que apenas a amplitude varia.

Normalizando o vetor des‘.'locamento'_g‘c__i de um dado modo natural i, ter-se-a a

forma nodal E& desse modo, e, para o conjunto dos n modos, a matriz modal

®=0(¢1 2 «ournns Qn) (7.14)

Pode ser demonstrado (ver, e.g., CLough {4}) que quaisquer dois modos gi e
gj (ou ¢; e 9.) sao ortogonais a M e K , ou seja:

~t -~ t . . ,
X; M 55 =0 ou 9& M Qj =0 para 1 # j (7.15)
~t -~ t B . ,

X, K X, = 0 ou ¢ K 9, = 0 para i#] (7.16)

I

Sera admitido, ainda, que se tenha amortecimento do tipo de Rayleigh, cuja
matriz de amortecimento seja combinacao linear de M e K, tal que se possa
assim estender as condigoes de ortogonalidade a C.

A tecnica da decomposicao modal das equagoes do movimento consiste em
escrever o vetor deslocamento x como uma combinagao Tinear dos vetores
modais Ei’ cujos coeficientes Y; seriam as amplitudes modais, isto e:

X=8, ¥ 19 -y2+"'+9n Yoy =90y (7.17)
que, substituida na equagao do movimento (7.8), da:

Moy +Cey

y + K ¢ y = p(t) (7.18)
Pre-multiplicando pelo i-esimo vetor modal QE, ter-se-a:
t - t . t _
;M e Yy o+ o0 0y v+, K2y =9 p(t) (7.19)

mas, devido @ ortogonalidade dos modos, desaparecerao todas as equagoes

exceto a i-esima:

GFM o, Y, 400 C 0 ¥yt o7 K oy = 97 P(Y) (7.20)
ou . .
Mi ¥, + €y v Koy, o= Pi(t) (7.21)

- constituindo uma equacao de movimento independente para cada modo 1, em que

@
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M., C., Ki

1 i 1
tecimento, rigidez e carga, ou simplesmente a massa, amortecimento, rigidez

» e P sao, respectivamente, as componentes modais da massa, amor-

e carga modais, obtidas por:

M, = ¢: M ¢, C, = ¢; C 9, Ky e85 K ¢; Py = 95 B(Y)

Torna-se, assim, possivel descrever o movimento do sistema como uma
superposigao de formas elasticas modais com amp1itudes y, dadas por equa-
coes de movimento de um grau de liberdade do tipo (7.21).

7.1.3. Significado Fisico dos Valores Proprios da Matriz de Rigidez

Esta-se, agora, capacitado a analjsar o significado dos valores proprios da
matriz de rigidez que desempenham um papel de grande relevancia na
avaliacio de seu condicionamento numerico, como ja se viu no capitulo

precedente.

Tome-se a equacao das vibragoes Tivres nao-amortecidas {7.11) e reescreva-se
para um determinado modo de vibracao:

Ke3X =w M- X, (7.22)
- i = =1
ou, dividindo por uma amplitude de referencia, isto e, normalizando:

Ko, =i M ¢ | (7.23)

=1

Pré-multiplicando pela transposta da forma modal Qﬁ, e invocando a ortogo-
nalidade dos modos, obtém-se:

t t
Qi 'E.'.Qi = wi 5 Qi M- Eﬁ_ (7.24)
K. = w? » M, (7.25)
1 1 1
ou
K. =x. » M
L 1 1

com 0 que se podem reescrever as equacoes de movimento modais (7.21) como
sendo:

%n
(T PR

P.
YA YA Y s M% (7.26)
1

com o que fica bem claro que os vaiores pr6prios'obtidos na equagao (7.12),
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A podem ser caracterizados como a RIGIDEZ de cada modo natural de
deslocamento da estrutura.

Argumento: o problema de obterem-se os valores proprios da matriz de
rigidez de uma estrutura para utiliza-los posteriormente na avaliacao de
seu condicionamento numerico e formalmente dado por:

KX =A- (7.27)

[5¢)

que em nada difere do problema de obtengao das freqtlencias naturais de
vibragdo enunciado em (7.12) para uma matriz de massa unitaria, isto e,
M =1, com o que se teria:

Kx=a-1-X (7.28)

¢

A simples inspecao conjunta de (7.27), (7.28) e (7.25) leva a concluir que
os valores proprios da matriz de rigidez, Ai, correspondem a rigidez de
cada modo de deslocamento, relacionando sua amplitude a componente de
carga respectiva.

Assim, 0 menor valor proprio corresponde ao modo de deslocamento mais
flexivel (variacoes pequenas no carregamento modal respectivo, levando a
grandes variacgoes na amplitude de deslocamento). 0 maior valor proprio
corresponde ao modo de deslocamento mais nigido (variacoes no carregamento
modal, implicando em pequena variacdo na amplitude do correspondente modo).

Percebe-se dai a influéncia sobre o condicionamento numerico de um deter-
minado problema estrutural da existencia de direcoes em que cargas relativa-
mente pequenas produziriam grandes deslocamentos, ou de pecas que, por

sua rigidez desproporcional, levariam a deslocamentos relativamente peque-
nos face a outros da estrutura.

Torna-se, assim, importante para a concepgao ou discretizacao de uma
estrutura manter em mente e controlar, se possivel, os efeitos da existen-

cia de tais extremos de flexibilidade e/ou rigidez.

Na secdo que se segue, isto sera melhor exemplificado.
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7.2. Exemplos da Influencia do Modelo Fisico no Condicionamento

Sera apresentada, nesta secdo, uma série de exemplos de estruturas em que
se procurara mostrar a origem fisica do problema de mal-condicionamento
das equagbes de equilibrio do MEF. O0s comentarios, conclusdes e
recomendacdes originados dos exemplos sao apresentados na segdo seguinte,
7.3, onde se procurara generalizar as ideias.

7.2.1. Exemplo: Viga Balcao como Portico Espacial e como Gretha

Como primeiro exemplo, obter-se-a para a viga balcdo da Fig. 7.1 sua matriz
de rigidez, primeiro como portico espacial e depois como grelha, com os
correspondentes valores proprios maximo e minimo e respectivos

vetores proprios. Com esses elementos, ter-se-a o numero de condigao em
cada caso, e a interpretacao fisica dos valores proprios extremos como
rigidez de seus respectivos modos de deslocamento, mais flexivel e mais
rigido, que serao visualizados pelo desenho de suas deformadas.

Na Fig. 7.1, sao apresentados os dados geometricos da estrutura-exemplo.
A Fig. 7.2 mostra os 12 graus de liberdade nodais admitidos em sua
concepcdo como portico espacial. A matriz de rigidez 12 x 12 correspon-
dente a esses graus de liberdade & apresentada na Fig. 7.3.

Finalmente, nas Fig. 7.4 e 7.5, tém-ss os valores proprios maximo e minimo
e 0s respectivos vetores proprios, obtidos por iteragdo, e sua representa-
gao grafica.

Fm seguida, na Fig. 7.6, apresenta-se a mesma viga balcao como grelha, com
seis graus de liberdade convencionais, resultando na matriz de rigidez da
Fig. 7.7 e nos vetores proprios representados nas Fig. 7.8 e 7.9.

Comentarios e conclusoes sobre o exemplo estao englobados na segao
seqguinte, 7.3.
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Fig. 7.1 - Viga Balcao: Geometria

2.000.000 tf/m
0,06 m?

= 0,00125 m*
0,000072 m*
0,000244 m"
0,4 E

1

N

A
7

10
N,

® &

7
P

Fig. 7.2 - Graus de Liberdade da Viga Balcao considerada como Portico

Espacial
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Fig. 7.4 - Menor Valor Proprio e Correspondente

Balcao como Portico Espacial

= 0,708349
= 0,000000
= 0,000000
= 0,000000

b3
be
¢,
bs

1§

0,000002
0,000000
0,705861
0,000000

$o

Vetor Proprio da Viga

H

i

0,000000 A . = 36
min

0,000000

0,000002

0,000000

Fig. 7.5 - Maior Valor Proprio e Correspondente Vetor Proprio da Viga
Balcao como Portico Espacial

= 0,000342
= 0,001132
= 0,678778
= 0,000097

nd condigao =

ds
be
¢
bs

A~

max

A -

min

- 0,198139
0,000603
- 0,000342
0,000669

= 2074

be
$ro
¢11
$12

H

)

0,678778 A - = 74590
max
0,000097
- 0,198139
0,000351
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Fig. 7.6 - Viga Balcao como Grelha

(2065 0 - 600
3372,33 1666,67
1351,11
Simetrica
(

Fig. 7.7 - Matriz de Rigidez

1000 0 600

0 -39 0
- 600 0 - 240
2065 0 600

3372,33 1666,67 J

1351,11

da Viga Balcao como Grelha

/ﬂ;m
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¢

Fig. 7.8 - Maior Valor Proprio e Respectivo Vetor Proprio para a Viga

Balcao como Grelha

¢, = 0,202650 ¢y = 0,202650
$o = 0,158047 $s = 0,797015 Am5% = 4388,5
$3 = 0,003550 ¢ = 0,507584

Fig. 7.9 - Menor Valor Proprio e Respectivo Vetor Proprio para a Viga
Balcao como Grelha

¢, = 0,164646 ¢y = 0,164646
$2 = -0,452545 s = - 0,045870 Adn " 217
$3 = 0,856205 ¢¢ = 0,076123

n® de condicao A .. /) - =20
max mln




7.2.2. Exemplo: Viga em Balanco

Un exemplo classico de mal-condicionamento e uma viga em balango quando
discretizada por um grande niimero de nos ao longo de seu eixo.

@
Me2osh (11} faz um estudo exaustivo do problema com elementos de barra,
placa, paralelepipedos, etc, incluindo variagdo de rigidez.

Apresenta-se, como um exemplo adicional, uma viga em balanco, discretizada
em nove elementos prismaticos planos, atribuindo-se, a principio, tres
graus de liberdade por no e, posteriormente, apenas deslocamento vertical

e rotacdao em cada no.

A rigor, bastariam dois graus de liberdade para caracterizar completamente
o estado de deslocamento da viga, a saber: a flecha e a rotagao da
extremidade livre. A divisao em varios trechos acaba levando a uma severa
situacao de mal-condicionamento, que, no entanto, nao se origina da con-
sideracdo da rigidez axial da barra considerada no primeiro caiculo, mas
sim da flexibilidade do modo fundamental de deslocamento face a rigidez
relativa dos elementos em que foi dividida.

0s dados geometricos adotados no exemplo sao os mesmos de problema
analisado em classe, no Curso de Pos-Graduacao de Analise Matricial de
Estruturas, ministrado na Escola Politecnica da USP pelo Prof. Victor M.
de Soiiza Lima.

N + f t t i ] -+
N & A& B & &
lmJlml]m‘1mllml1m11m_lmJ]m_i
] T ] | [ | 1 { |
E = 540 A=20,5 I = 0,09

Fig. 7.10 - Dados Geometricos



Ta. solugao:

2a. solucao:

.80.

trés graus de liberdade por nd
n® de condigao = 70.325

dois graus de liberdade por no
n® de condicao = 64.947

AN

Fig. 7.11 - Valor Proprio Minimo e Respectivo Vetor (representados
apenas os deslocamentos verticais)

¢y = 0,159033 ¢3 = 0,405731

¢s = 0,234344 9, = 0,496824 A . = 0,07
min

¢s = 0,317484 $e = 0,589084

z,u,lg PN

4 5 3] 7 8 9

Fig. 7.12 - Valor Proprio Maximo e Respectivo Vetor (representados
apenas os deslocamentos verticais)

&, = 0,011662
¢, = 0,044349
¢s = 0,094608
¢1 = 0,317528
¢, =- 0,470406
¢s = 0,357218

¢, =-0,119985 ¢, =-0,438198
¢s =-0,121030 ¢s = 0,405362 A _. = 4578
¢s = 0,323840 ¢y =-0,174726
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7.2.3. Exemplos: Trelicas Planas

Apresenta-se, a seguir, uma serie de exemplos que basicamente sdo traves
trelicadas de banzos paralelos, em balango, constituidas de modulos
quadrados subdivididos em triangulos retangulos isosceles de catetos de
1 m de comprimento.

Para analise de alguns dos varios efeitos sobre o condicionamento, 0s
exemplos se sucedem COMO se segue:

a) para analise do efeito do comprimento em balanco sao calculados,
como trelicas planas, os numeros de condigao para traves de

r

Tm, 2me 3 mde comprimento;

b) para anilise do efeito de rigidez relativa das barras, calcula-se,
para cada um dos tres comprimentos indicados, como trelicas
planas, o numero de condigao para banzos e diagonais com mesma
secdo e para diagonais de area de segdo de 1/5 da area dos
banzos e montantes.

0 efeito da consideracao das. trelicas como estruturas espaciais, levando em
conta o contraventamento entre elas, sera analisado para a mesma serie de
exemplos, no Capitulo 8, gue g integralmente dedicado a esse assunto.

10 Exemplo

comprimento = 1 m
"E = 21.000.000 tf/m

secao dos banzos, montante e diagonal: A = 0,0005 m’
29.539
1241

valor proprio maximo

1

valor proprio minimo
numero de condigao = 24

B

Im

Tm l

RN

Fig. 7.13
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20 Exemplo

comprimento = 1 m

E = 21.000.000 tf/m?

secao dos banzos e montante: A = 0,0005 m?
Frea da secdo da diagonal: A = 0,0001 m?
numero de condicao = 146

30 Exemplo

comprimento = 2 m

E = 21.000.000 tf/m?

irea da secdo dos banzos, montante e diagonal = 0,0005 m?
valor proprio maximo = 57.661

valor proprio minimo = 328

numero de condigao = 176

= o0

m

N
[

m 1m

Fig. 7.14

40 Exemplo

comprimento = 2 m

E = 21.000.000 tf/m?

3rea da secdao de banzos e montante = 0,0005 m?
3rea da secao das diagonais = 0,0001 m?

numero de condigcao = 787
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50 Exemplo

comprimento = 3 m

E = 21.000.000 tf/m?

irea da segao de banzos, montantes e diagonais = 0,0005 m?
valor proprio maximo = 76.007

valor proprio minimo = 120

numero de condi¢do = 632

im

im Tm |

Fig. 7.15

60 Exemplo
comprimento = 3 m
E = 21.000.000 tf/m?
area da secdo de banzos e montantes = 0,0005 m®
area da secao de diagonais = 0,0001 m?
" numero de condigdo = 2145

7.3. Conclusoes

Dos exemplos da secdo anterior, pode-se chegar a algumas conclusoes de
ordem geral sobre a origem fisica do mal-condicionamento numerico das
equacoes de equilibrio do Metodo dos Deslocamentos.

Observa-se, em resumo que:



a) a existencia de modos de deslocamento muito flexiveis face a outros
muito rigidos na mesma estrutura leva a numeros de condicao altos,
ou seja, a mau-condicionamento.

Foi o que se viu no exemplo 7.2.1, em que o deslocamento lateral da
viga balcdo, considerada como portico espacial, tal como mostrado na
Fig. 7.4, e obtido com pequeno esforgo nessa direcao, enquanto que

a deformacao axial das barras, mostrada na Fig. 7.5, exigiria esforcos
consideraveis nessa diregao,

\

Viu-se, tambeém, no exemplo da viga em balango, que a rigidez a deforma-
caoc axial da mesma nao influi significativamente, sendo mais importante
a grande flexibilidade do modo fundamental da barra, mostrado na

Fig. 7.11, face a rigidez rélativa a flexdo dos outros elementos em
que a viga foi subdividida.

Nos exemplos de treligas planas, a reducao da rigidez das diagonais
ou o aumento do balanco resultavam sempre em numeros de condigao
maiores pela maior deslocabilidade de seus ndos que essas agbes provocam.

b) se o carregamento aplicado nao for predominantemente no sentido dos
modos de deformacao criticos, sera de se esperar que 05 erros nao sejam
da ordem prevista pelo numero de condicao, ou, mais claramente, o
modelo fisico nao sera adeguado.

Assim, na viga balcao de 7.2.1, se o carregamento for vertical, a estru-
tura se comportarda como grelha, cujo condicionamento numerico, no
exemplo, sera muitissimo melhor.

Das duas observacoes acima pode-se concluir e recomendar que, se for possi-
vel modelar as estruturas de forma a eliminar modos de deformacao muito
flexiveis ou muito rigidos, quando o carregamento nao tiver componentes
significativos nesses modos, estar-se-a melhorando a precisao de trabalho
e, provavelmente, diminuindo o volume do mesmo.

Tipicamente, a considera¢ao da deformagac axial nas estruturas de barras
pode levar a modos de deslocamento muito rigidos face aos deslocamentos de
flexao. Ha, obviamente, limites a esses raciocinics. A nao-consideragao
da deformabilidade axial de barras de porticos, desejavel do ponto de vista
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do condicionamento, dificultaria a programagao do processo e cortaria em.
parte a generalidade do processo. Alternativamente, poder-se-ia tentar
aumentar a rigidez a flexao. Em estruturas aporticadas de edificios altos,
poder-se-ia pensar na introducdo de travamentos que reduzissem a flexibi-
lidade lateral. E notorio, por exemplo, o efeito contraventante que o0s
paineis de alvenaria tem nesses edificios. Ja foi sugerido que seu efeito
poderia ser levado em conta como se fossem barras diagonais trabalhando

a compressao, melhorando de forma extraordinaria o condicionamento do pro-
blema. 5

Un outro aspecto muitissimo importante emerge das observacgoes feitas no
exemplo da viga balcdo: calculada como portico espacial, obtiveram-se

os modos de deslocamento das Fig. 7.4 e 7.4 de rigidez muito disparatada,
mas nos quais um carregamento vertical usual nao teria componentes.
Modelada com grelha, a estrutura passa a ter um condicionamento bom, com a
vantagem adicional de um menor numero de graus de liberdade e corresponden-
te trabalho de calculo.

Em (§), Jemnings e Malik apresentam a estrutura de cobertura reproduzida na
Fig. 7.19, que, calculada como portico espacial (seis graus de liberdade por
n6), resultou em um numero de condi¢do de 1.600.000. O exemplo €, no
entanto, enganoso quanto ao condicionamento da estrutura, pois ela & muito
flexivel a esforgos normais a vigas principais em balanco, dada a total
inéxistencia de contraventamento entre elas. Se remodelada para treliga
espacial com a introdugdo de contraventamentos que evitem a hipostaticidade,
estima-se que o numero de condicionamento cairia, provavelmente dividido por
100,'a1§m do trabalho de calculo bem menor, devido aos tres graus de liber-
dade a menos por ndo. Os proprios autores afirmam ter como carregamento
apenas esforcos de gravidade. Nesse caso, a estrutura poderia ainda ser
considerada como uma serie de treligas planas, com consideraveis vantagens
de precisao e tempo.

Chega-se aqui a uma conclusao e a uma recomendacao no sentido de que, as
vezes, & contraproducente uma sofistica¢do maior do modelo. Em outras
palavras, se, por exemplo, um portico espacial puder ser subdividido em
-planos para os carregamentos considerado, isso deve ser feito, com resulta-
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dos provavelmente melhores; se, tambem, uma estrutura trelicada puder ser
representada em planos, nao devera, via de regra, ser calculada como
espacial, podendo mesmo surgir situacoes de hipostaticidade n3o pressentidas.

<

PERSPECTIVA CONJUNTO
(s
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8. UMA APLICACAO: O NUMERO DE CONDIGAO COMO ELEMENTO DE AVALIACAO DO

CONTRAVENTAMENTO DE ESTRUTURAS TRELICADAS

8.1. Introdugao ao Conceito
<

Sera utilizado o exposto nas conclusdes e recomendagdes extraidas dos
exemplos de origem fisica do condicionamento das equacoes de equilibrio do
MEF apresentadas no Capitulo 7. ‘

Viu-se que, se uma estrutura trelicada — por exempio, uma cobertura -
puder ter suas trelicas principais representadas em planos, quando seu
carregamento assim o permitir, dever-se-a optar por calcula-la como estru-
tura plana e nao espacial, para meThor condicionamento do prbb]ema.

[
No entanto, assim procedendo, restariamaavaliar as pegas de contraventa-
mento, cuja funcdo mesma e responder 3s pequenas solicitagoes nao contidas
nesses planos, de estimagdo dificil e precaria.

E interessante verificar o fato de que, ao se calcular uma estrutura
dessas caracteristicas  como trelica espacial, estao-se introduzindo modos
de deslocamento muito flexiveis, correspondentes aos deslocamentos normais
ao plano das treligas principais, pelos quais respondem as pegas de
contraventamento, geralmente longas e de reduzida segao.

Embora o carregamento principal, neste caso, seja coplanar as tesouras
principais, esses modos de deslocamento muito flexiveis, normais a elas,
acabam respondendo por elevagdo no numero de condicao do problema.

Desse fato surge a ideia de comparar 0S numeios de condicdo de uma estru-
tura trelicada do tipo descrito, quando considerada como estrutura plana e
quando calculada como espacial com rigidez variavel de contraventamento.
Ter-se-ia, assim, uma forma de avaliar a eficiencia desse sistema de
contraventamento em reproduzir a situacao do modelo planoc em que 0S nos das
trelicas principais tem o deslocamento transversal restrito.

" E 7ogico que existe o aspecto economico do problema a respeitar, e haveria,
assim, um valor aceitavel para a relagdo entre os numeros de condigdo dos
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modelos plano e espacial em que se teria um contraventamento eficiente e
economico.

Cabe Tembrar, ainda, nesta altura, que, embora na pratica se deixe de

contraventar alguns nos (per exemplio, 0s do banzo inferior de uma tesoura

de cobertura), isso equivaleria, num calculo como estrutura espacial, em

matriz de rigidez singular, que poderia ser interpretado como possuindo

um numero de condicdo infinito.

8.2. Programa para Microcomputador, em BASIC, para Calculo do Numero de
Condicao de uma Estrutura Trelicada

'E fornecida,»a seguir, listagem de um programa simples, em lingugagem BASIC,
para microcomputador pessoal, para estimativa do numero de condigao da
matriz de rigidez de estruturas treligcadas espaciais (ou planas, como um
caso particular).

0 algoritmo estoca a matriz de rigidez como uma coluna, incluindo apenas os
elementos da diagonal principal e os significativos da meia banda superior.

0 maior valor proprio da matriz de rigidez & estimado pela norma euclidiana
da mesma, e o menor valor proprio @ calculado por iteragao inversa a partir
da matriz ja triangularizada por Gauss, o que seria um passo intermediario

necessario (e o mais custoso em tempo) na seqtlencia usual da solugao de uma
estrutura pelo Metodo dos Deslocamentos.



o CLS:CLERR

10 PRINT"CONDICAO MRTRIZ RIGIDEZ TRELICFI™FRINT
12 DEFINT I-N

15 INFPUT"N. NOS, N. SECOES, N. BARREAS" ;NF,NM,NE
Z0 GOSUB ZOO:REM INFUT NOS

25 DIM MH({NQ)

30 GOSUB 300:REM INPUT BARRAS

35 DIM MA(NG+1)

40 BOSUB S00: KEM ENDERECO

435 MM=NW/NGQ .
50 PRINT"GRRUS DE L.IBERDADE";NQ
S5 PRINT"ELEMENTOS DH MATRIZ" ;NW ‘ B

60 PRINT"MAXIMA LARGURA DE EBANDA" ;MK
45 PRINT"LARGURA DE BANDA MEDIA" ;MM
70 DIM B (NW)
75 GOSUE 600:REM MONTAGEM MATRIZ
80 PRINT"MATRIZ DE RIGIDEZ PRONTA"
85 GOSUB 900:REM NDRMA
90 PRINT"NORMA MATRIZ RIGIDEZ="3;D
9% PRINT"INICIO DECOMFOSICAD LDLT®
100 BOSUB 1000:REM DECOMPOSICRO LDLT
10% PRINT"DECOMPOSICAO COMPLETAY
110 INPUT"CARREGAMENTO, CONDLCAQ, FIM(1,2,3)"iM
11S ON M GOTO 120,125,150
120 BOSUER 1200:REM CARREGAMENTO
123 GOTO 110
125 GOSUB 1300:REM CONDICAD
130 BOTD 110
150 END
200 REM SUE INPUT NOS
205 DIM X(3,NP), ID(3,NF)
210 FOR N=1 TO NF
215 PRINT"NO (" ;N;") ", tINPUT"X,Y,Z" ;X (1,M) X (Z,N) ,X(3,N)
220 NEXT N
25 INPUT*NUMERD NO €/ RESTRICAD(O P/ SAIR)":NR
230 IF NRE=0 THEN BOTD 245
235 INFUTYENTRAR RESTR:DX,DY,DZ(0=LIVEE,1=FIX0)";ID(1,NR)
240 GOTO 225
245 NQ=0
250 FOR N=1 TO NP
255 FOR I=1 TO 3
760 IF ID(I,N)<>0 GOTO 270
265 NQ=NQ+1:ID(I,N}=NQ:BOTOZ7S
270 ID(I,N)=0
275 NEXT I
280 NEXT N
8% RETURN
300 REM SUB INPUT BRRREAS
05 DIM II(NE), JJ(NE), LM(&,NE}, MT(NE)
310 INFUT"MODULO DE ELASTICIDADE";EM
315 FOR I=1 TO NM
320 PRINTYRARER SECRO TIFO";I;:INFUT AR(I)
325 NEXT I
30 PRINT"BARRA","NO INICIAL, NO FINAL, TIFQO DE SECRAO"
335 FOR N=1 TO NE
340 PRINT N,:INPUT I,J,MT
345 IT(N)=I
350 JIIN)=J
355 MT(N)=MT
360 FOR L=1 TD 3
365 LML, NY=ID(L,I) LM(L+3,N)=ID(L,J)
370 NEXT L
75 GOSUR 400:REM COLUNRA




380
285
400
405
410
415
420
425
430
435
LA/0D
L4473
450
455
540
4&5
S00
505
%10
215
S20
525
230
535
oS40
S4T
&0
&H02
605
&10
615
&Z0

25
&30
&35
&40
643
&S0
&55
&&A0
[y 3al
&70
&7
580
&HBS
&R0
695
FO0
800
205
slo
815
820
825
B30
833
B840
o4T
B850
855
360
2863
865

NEXT N

RETURN

REM SUB COLUNA

LE=NQ+1

FOR K=1 TO &

IF LM(K,N)=0 GOTO 430

IF (LM(KE,N)-LS) >=0 BOTO 430
LS=LM (K, N)

NEXT K

FOR K=1 TO &

Ki=LM (K, N)

IF KK=0 GOTO 440
ME=KK~LS

IF ME3MH{KK) THEN MH(KK)=ME
NEXT K

RETURN

REM SUB ENDERECO
MB(1)=1:MA(2)=2tMK=0

IF NQ=1 BOTOS3S

FOR I=Z TO NQ

IF MH(I) >MK THEN MK=MH(I)
MA(T+1)=MA(I)+MH(I)+1
NEXT I

MK =M+ 1

NI=MA (NQ+1)—MA (1)

RETURN

REM SUB MONTRGEM MATRIZ
DIM S(22

FOR N=1 TO NE

MT=MT (N) t X2=

FOR L=1 TO 3

DCLY=XCL, TT(N)I=X(L,JT(N))
XZ=X2+D (L) *D (L)

NEXT L

XL=SQR (X2 ) : XX=EM*AR (MT)%XL
FOR L=1 TO 3
ST(L)=D(L)/XZ:ST{L+3)=—8T (L)
NEXT L

KL=0

FOR L=1 TO &

YY=8T (L) %XX

FOR K=L TO &

KL=KL+1:8 (KL)Y=ST (K)*YY
NEXT K

NEXT L

GOSUR S00:REM SOMR EBANDA
NEXT N

RETURN

REM SUB SOMA BANDA

NI=0

FOR I=1i TO &

T1=LM(I,N)

IF I1<=0 GOTD 875
MI=MA(I1):KI=I

FOR J=1 TO &

J1=LM{T,N)

IF J1<=0 GOTO 565
I3=I1-J1

IF IJ<0 GOTO 865
KK=MI+IJ:KS=KI

IF J»=I THEN KS=J+NI
AKK) = AKK) + S(KS)
KI=KI+6~T

&=



870 NEXT

875 NI=NI+6-1

880 NEXT I

885 RETURN

900 REM SUE NORMA

905 D=0

210 FOR I=1 TO NW

915 D=D+Z*A(I)Y*A(I)

920 NEXT I

925 FOR I=1 TO NQ

930 K=MA(I)

935 D=D—A (K} *A (})

940 NEXT I

945 D=SQR (D)

950 RETURN

1000 REM SUB DECOMFOSICAC LDLT
1005 FOR N=1 TO NQ

1010 KN=MA (N) KL=KN+1 1 KU=MR (N+1 ) —1 § KH=KU-KL
1015 IF KH<O BOTO 1125

1020 IF KH=0 BOTO 108%

1025 K=N-KH: IC=0:KT=HKU

1030 FOR J=1 TO KH

1035 IC=IC+1:KT=KT-1:KI=MA(K) :ND=MA(K+1)-HI-1
1040 IF ND<=0 GOTO 1075

1045 IF IC>=ND THEN KK=ND ELSE KK=IC
1050 =0

1055 FOR L=1 TO KK

1060 C=C+A (KI+L) %A (KT+L)

1065 NEXT L

1070 AKT)=A(KT)-C

1075 K=Hk+1

1080 NEXT J

1085 K=N:E=0

1090 FOR KE=KL TO KU

1100 K=K-1:KI=MA (K) :C=A(KK) /A (KI)
1105 B=B+C*A (KK)

1110 AE)=C

1115 NEXT KK

1120 AKN)=A (KN)-E

1125 IF A(KN)<=0 FRINT"NAOFOSDEF EQ";N;" PIVO";A(KN):STOF
1130 NEXT N

1135 RETURN

1200 REM SUE CARREGAMENTO

1205 FOR I=1 TO NQ

1210 PRINT"F(“;I;")="3 s INPUT F(I)
1215 NEXT I

1220 GOSUE 1500

1225 FOR I=1 TO NQ

1230 PRINT"F(";I;")=";F(I)
1235 NEXT I

1240 RETURN

1300 REM SUB CONDICAO

1302 DIM F(NR), E(NQ)

1305 FOR I=1 TO NQ

1310 F(I)=1

1315 NEXT I

1320 J=1

1325 FOR I=1 TO NQ

1330 E(I)=F(I)

1335 NEXT I

1340 B1=0:B2=0

1345 GOSUE 1500

1350 FOR I=1 TO NQ



1355 G1=Gl+F{(I)*F (1)
1360 G2=BE2+F (I}*E(I)
1365 NEXT I
1370 H2=62/G1
1375 H3=RABS(H2-H1) /H2
1380 IF H3<=.0001 GOTO 1420
1385 Hi=HZ
1390 Gi=SQR(G1)
1395 FOR I=1 TO NQ
1400 F(I)=F(I)/61
1405 NEXT 1
1410 J=J+1
1415 IF Jy=6 GOTO 1420 ELSE GOTO 1325
1420 FRINT"MENOR VALOR FROFRIO=";HZ
1425 PRINT"NUMERD DE CONDICARO"3;D/HZ
1430 RETURN
1500 REM SUB RETRO
1505 FOR N=1 TO NG
1510 EL=MRMNI+1KU=MA(N+1)—-1
1515 IF (KU-KLI<O GDTO 1545 r
1520 K=NIiC=0
1525 FOR Kk=kl TO KU
1530 K=K-1:C=C+A (K *F (kD)
1535 NEXT KK
1540 F(M)=F(N)-C
1545 NEXT N
1550 FOR N=1 TO N
1555 K=MRI(N):F (N)=F({N) /R ()
1560 NEXT N
15465 IF NQ=1 RETURN
1570 N=NO
1575 FOR L=Z TO N@Q
15280 KL=MA{N)+11EU=MA(N+1)-1
1585 IF (KU-KL)<D BOTO 1lé1i0
1590 K=N
1595 FOR KE=KL TO EU
1600 K=K—13F () =F () ~RAE) #F (M)
14605 NEXT KK
1610 N=N-1
1515 NEXT L
1420 RETUREN
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8.3. Exemplos

8.3.1. Exemplos: Traves Treligadas de Banzos Paralelos em Balanco

Volta~se, nesta segﬁok aos mesmos exemplos de 7.2.3. Considera-se agora
gue, em(cada caso, ou seja, traves de 1 my, 2 m e 3 m de comprimento em
balango, tenha-se um par de trelicas espacadas de 3 m. Entre elas havera
tergas com a mesma secao dos banzos, montantes e diagonais, no sentido
perpendicular. Alem disso, ter-se-a o contraventamento necessario a
estabilidade do conjunto. '

0 efeito de rigidez desse contraventamento e testado em dois casos:
a) contraventamento com secao de area igual as demais pecas;

b) contraventamento com segao de area de 1/5 das demais pegas.

Nota-se que, na primeira hipotese, obviamente muito antieconomica, o0s
numeros de condicao calculados pouco diferirao dos obtidos anteriormente
para trelica plana.

Na segunda hipotese, com um contraventamento de secac mais proxima da que
se faria normalmente, o numero de condicao da estrutura espacial sera da
ordem de tres a quatro vezes o da trelica plana correspondente.
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PLANTA ELEVAGAO
FRONTAL

ELEVAGAO LATERAL

7 X

Fig. 8.1 - Par de Treligas de um Modulo

E = 21.000.000 tf/m?
area de secdo de banzos, montantes, diagonais e tergas = 0,0005 m?

la. hipotese de contravento: segdo igual as demais pegas
A - = 42,406 A~ = 1130
max min

n? de condigao = 40

2a. hipotese de contravento: segao = 0,0001 m’
A - = 43.240 A~ = 284
max n

ml

n® de condigao = 152
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ELEVACAO LATERAL

Fig. 8.2 - Par de Trelicas de Dois Modutos.

E = 21.000.000 tf/m?
area da secdo de banzos, montantes, diagonais e tergas = 0,0005 m?

la. hipotese de contravento: sec¢do igual as demais pecas
A~ =83.163 = 328
max

k -
min

n® de condigao = 262

2a. hipotese de contravento: secao = 0,0001 m?

A - = 83.192 A . =103
max min

n® de condigao = 808
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PLANTA

3m

ELEVAGAO
FRONTAL

ELEVAGAO LATERAL

e
y
|

Fig. 8.3 - Par de Trelicas de Tres Modulos -

E = 21.000.000 tf/m?

area da secao de banzos, montantes, diagonais e tercas = 0,0005 m?

Ta. hipatese de contravento: se¢3o igual as demais pecas
A - =113.158 A . =121
max mln

n? de condigao = 931

2a. hipotese de contravento: secgdo = 0,0001 m?
A - = 109.417 A . =52
max

Wmin
n? de condigao = 2120
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8.3.2. Exemplo: Cobertura de Duas Aguas

Como Ultimo exemplo, ver-se-a uma tipica estrutura metalica trelicada de
suporte a uma cobertura de duas aguas.

Como nas anteriores, sera calculada a tesoura principal como trelica plana,
obtendo-se seu numero de condigao, e depois sera feito o mesmo para um
conjunto de duas trelicas como estrutura espacial, com duas hipoteses de
contraventamento, em que a segunda seria a que reproduziria melhor o que

a pratica adota, e que acusa uma relacao de cerca de quatro vezes entre os
numeros de condigdo obtidos.

- Ta. hipotese: tesoura principal como trelica plana

“secao dos banzos = 0,0025 m?
secao de diagonais e montantes = 0,0020 m”
21.316
» =90
min N
numero de condicao = 236

max

« 2a. hipotese: conjunto de duas tesouras como estrutura espacial

secdo das tercas = 0,0014 m?
secao do contraventamento = 0,0007 m?
278.969
- =787
min _
numero de condigao = 354

n

max

+ 3a. hipotese: conjunto de duas tesouras como estrutura espacial

secao das tergas = 0,0014 m?
secao do contraventamento = 0,00012 m?
271.458
- = 236
min -~
numero de condigao = 1151

1]

max
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9. CONCLUSOES E SUGESTOES

9.1. Conclusoes

» Neste trabalho foram adotados como elementos de medida do condicionamento

dos sistemas de equacdes os chamados nimeros de condicdo. Em particular,
utilizou-se o numero de condicdo espectral, definido, para matriz de
coeficientes A, como: '

b = 1AL I8 (9.1)
onde
HA_HZ & a norma espectral de A
A1 H2 & a norma espectral da inversa de A
] s

ou, de outra forma, para matrizes simetricas, dado por:
A

p(A) = == (9.2)
onde nro
5% e o major autovalor de A
At e o menor autovalor de A

. 0s sistemas mal-condicionados, ou seja, propensos a amplificagao ao
longo do processo de solugdo de erros iniciais, possuem niumeros de
condicao elevados.

0 fato de um sistema ter numero de condicdao de valor alto nao autoriza, de
momento, afirmar seu mau-condicionamento,

Os numeros de condicao em geral ndo sao fungao do volume de operagoes
envolvido no processo de solucac, o que levanta questoes quanto a seu poder
de avaliar os efeitos do arredondamento nesses calculos. Entretanto, em
caso de duvida & conveniente, se possivel, que se evitem numeros de
condigao grandes.

. Os vetores proprios da matriz de rigidez de uma estrutura, K, correspon-
. dem a formas de deslocamento em conjunto simifares aos modos naturais de
vibracao da estrutura (para massa unitaria associada a cada parametro de
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deslocamento).

Os autovalores A; sao caracterizados como a xigidez de cada um desses modos,
relacionando a amplitude y, de uma dada forma de deslocamento com a
respectiva componente de carregamento modal Pi’ como se em cada caso se

'

tivesse um sistema de um grau de liberdade.

. 0 valor proprio maximo corresponde @ forma de deslocamentos mais rigida

(variagdo grande em sua componente de carregamento resultando em pequenas
mudancas de amplitude). O valor proprio minimo corresponde a forma de
deslocamentos mais flexivel (variacOes pequenas na componente de carregamen-
to levando a variagao grande de amplitude).

'

« Uma estrutura que possua formas de deslocamento muito rigidas coexistindo
com outras muito flexiveis podera estar sujeita a mau-condicionamento de
suas equagoes de equilibrio, ja que possuira nimero de condigao elevado.

. 0 fato mesmo de os autovalores terem interpretacao de rigidez das formas
de deslocamento leva a dizer-se que as amplitudes das perturbagoes nos
deslocamentos s3o funcdo da magnitude das perturbagdes na correspondente
componente de carregamento. Por outra forma: se o carregamento nao for
predominantemente na direcao das formas com rigidez critica, o numero de
condicao obtido podera nao espeihar convenientemente possiveis tendencias
a amplificacao de erros. 0 modelo utilizado pode ter sido mais refinado
que o necessario: se ele nao possuisse essas formas de deslocamento teria
equacgoes de equilibrio em menor numero e, provavelmente, mais bem-condiciona-
das.

9.2. Sugestoes

Na intencdo de se evitarem numeros de condigao elevados, ou seja, coexis~
tencia em uma mesma estrutura de formas de deslocamento muito flexiveis e
muito rigidas, vale sugerir:

- em pequenos porticos, a consideragao da deformacao axial das barras
pode, conforme cita Livesfey em (10), ser causa de dificuldades com
0s sistemas de equagoes resultantes, Em um programa para micro-
computador de uso restrito, poder-se-ia pensar em ignora-la;
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- uma grelha, que, por convengao, tem carregamento apenas normal
a seu plano, nada ganha se calculada como portico espacial, em
que aparecem modos de deslocamento muito flexiveis ou myito
rigidos contidos em seu plano:

- um edificio de multiplos andares, a pouca rigidez do deslocamento
em conjunto, acompanhando o andar mais alto, face a grande
dificuldade de se obter odeslocamento de apenas um andar intermediario,
sugere que se obteria melhor condicionamentocom algum travamento,
por exemplo, considerando a contribuicdo dos paineis de alvenaria;

- cuidado deve ser tomado em estruturas de carregamento auto-equilibrado
em que, para evitar hipostaticidade do conjunto, se introduzem molas
ou barras de fixagao cuja rigidez deve sér criteriosamente adotada para
que nio se chegue a formas de deslocamento excessivamente rigidas ou
flexiveis;

- as vezes, e contraproducente uma sofisticacdo no modelo. Se um portico
espacial puder ser dividido em planos, para o carregamento considerado,
esse modelo sera mais favoravel; o mesmo se pode dizer de uma
estrutura trelicada que possa ser considerada uma seqllencia de
trelicas planas.

Uma sugestao deste trabalho & que no caso de tesouras de cobertura parale-
las o calculo do numero de condigao de cada trelica como estrutura plana

e do conjunto como espacial pode dar uma ideia do grau de adequabilidade
do coﬁtraventamento, para comparagao com parametros praticos e economicos
de projeto.
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