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RESUMO

0 uso do ago estrutural sob a forma de perfis de chapa
dobrada ou soldada tem sido muito intenso nos Gltimos anos.
Em vista das caracteristicas geométricas das Dbarras
utilizadas e dos requisitos arguiteténicos cada vez mais
arrojados, a instabilidade dos perfis &, frequentemente, um
fator condicionante de projeto. Um caso particular de
instabilidade & caracter zado pela ocorréncia s’ ténea de
deslocamentos laterais e distorgdo da secl3o transversal em
seu préprio plano.

O0s métodos existentes para a andlise do problema tém-se
limitado ao calculo de valores aproximados de cargas
criticas, apesar se serem poucas as informagdes disponiveis
a respeito do comportamento pés-critico. [iste trabalho
apresenta um procedimento para andlise da trajetdria de
equilibrio do sistema baseado numa teoria n#o-linear
geometricamente exata de barras prismaticas retas de secgao
transversal indeformdvel. Os resultados numéricos obtidos
sdo comparados &s cargas criticas deduzidas através de
alguns métodos aproximados.

Uma andlise comparativa entre a teoria de Vlasov e a teoria
nio-linear geometricamente exata formulada por Pimenta, ¥ojo
revelou discrepincias gque conduziram © autor a propor a
alteracdo da hipdétese constitutiva desta dltima. Para a
analise da instabilidade por distorgdo, os resultados
decorrentes desta modificagdo foram incorporados ao programa
de elementos finitos de Pimenta, Yojo.

A expressdo linearizada da segunda variagdo da energia
potencial obtida apds esta modificagdo €& comparada a
express@o obtida a partir da teoria de Vlasov. S&oc apontadas
as diferencas entre os termos geométricos e os termos
constitutivos ndo-lineares de ambas.



ABSTRACT

Steel welded and cold-formed members have been extensively
used in recent years for structures. In view of the usual
section configurations and due to challenging architectural
requirements, member instability is often a limiting design
condition. One particular mode of buckling is characterized
by simultaneous lateral deflection and distortion of the
cross-section in its own plane.

Existing methods are steadfast restricted to estimate
critical 1loads, despite the 1little information available
about post-buckling behaviour. This work presents a
procedure to study the equilibrium path of the structure,
using a geometrically non-linear theory of straight rods
with indeformable c¢ross section. Numerical examples are
presented and compared with critical loads obtained from
some existing methods.

A comparison between Vlasov’s theory and Pimenta and Yojo's
geometrically non-linear theory showed discrepancies that
guided the writer to propose a change in the constitutive
relations of the last one. For distortional instability
analysis purposes, this change was incorporated to Pimenta,
Yojo fipite element program.

Linearization of the second variation of the total potential
energy obtained after this change is compared to that
obtained from Vlasov’s theory. The differences between both
geometric and constitutive non-linear therms in the above
mentioned theories are emphasized.
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1.1 OBJETIVO

Este trabalho & parte de um projeto de pesquisa mais amplo,
em que se pretende dar uma contribuigso para o incremento do
uso de estruturas de a¢o no Brasil, em particular aquelas
constituidas por perfis conformados a frio a partir de
chapas de pequena espessura, comumente designados perfis de
chapa dobrada.

Mostra-se nesta pesquisa a viabilidade de ap icacdo de
perfis de chapa dobrada, tanto do ponto de vista técnico
guanto do econdmico, a edificios de pequena altura, de uso
residencial popular. Apresenta-se ainda um projeto modelo de
unm edificio de arranjo arquitetédnico convencional, para o
qual se discute o comportamento estrutural dos diversos
elementos.

Um aspecto importante para a andlise da estrutura proposta
para este edificio diz respeito & instabilidade das vigas
por distorgioc da segdo transversal em seu préprio plano,
sendo este o fato que motivou a escolha do tema desta tese.

Constituem o escopo deste trabalho:

- Uma andlise critica de uma teoria ndo-linear
geometricamente exata de barras prismiticas retas e de segéao
indeformdvel e, & 1luz desta, das teorias aproximadas
comumente utilizadas para o estudo da estabilidade de
barras.

- A aplicagdo destas teorias ao estudo da instabilidade por
distor¢do, em regime elastico, de barras de segéo
transversal aberta e parede delgada.



1.2 ORGANIZAGCAO DO TEXTO

0 conteudo deste trabalho estd dividido em seis capitulos
que abordam, em linhas gerais, os seguintes temas:

0 primeiro capitulo apresenta inicialmente o panorama do
empregoe de estruturas metdlicas no Brasil, em particular en
edificios residenciais e comerciais, e uma breve discussio
das vantagens e desvantagens da utilizagdo de perfis
laminados, soldados e de chapas dobradas nestas construcgdes.
sao abordados alguns conceitos basicos ligados a
instabilidade de barras de seg¢8o aberta e, a partir destes,
define-se em linhas gerais o escopo do trabalho. O projeto
modelo e a aplicac8o do tema desta tese ao mesmo s8o também
abordados neste capitulo.

0 capitulo 2 apresenta os fundamentos da teoria da torcgéo
uniforme de Saint-~Venant e da teoria da torg¢do nao uniforme
de Vlasov, com destague para as hip6teses basicas e para a
dedugdo das equagdes de equilibrio e da expressdo da energia
potencial total. Embora amplamente tratadas na literatura
técnica, estas teorias s&o aqui expostas em pormenor visando
tanto uma util ag¢do futura para fins didaticos gquanto uma
primeira discussido das imprecisdes das teorias aproximadas e
uma comparacio com a teoria exata. As expressbes aqui
deduzidas sdc utilizadas nos modelos de calculo de carga
critica apresentados no capitulo 3.

Uma revis8o bibliografica dos modelos atualmente empregados
para a andlise da instabilidade por distorgdo de perfis de
segdo aberta & apresentada no capitulo 3. Esta revisdo &
precedida de uma discussdo do método energético de solugao
do problema, em particular no gque diz respeito as
aproximagbes adotadas para o cadlculo da carga critica.

No capitulo 4, s8o descritos os conceitos basicos de uma
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teoria n&o-linear geometricamente exata para barras no
espago formulada por Pimenta, Yojo (1993). Uma andlise
critica da wesma, com base numa comparagi3c com a teoria
apresentada no capitulo 2, permite estabelecer as limitagdes
das teorias aproximadas. Permite também identificar wuma
inadequacgéo ao estudo da estabilidade da hipbétese
constitutiva da teoria ndo-linear acima citada e propor sua
alteracgao.

No capitulo S, desenvolve-se o estudo da instabilidade por
distorcdo de perfis de secdo aberta e de parede delgada
através do Método dos Elementos Finitos, com a discretizagao
dos mesmos em elementos de barra constituindo um pértico
espacial. O programa utilizado baseia-se na teoria descrita
no capitulo anterior, tendo sido adaptado por Pimenta de
modo a incorporar as modificagdes indicadas nesta tese.
Constitui o objetivo basico deste capitulo a determinagédo da
trajetéria de equilibrio da barra, em especial no que diz
respeito ao valor da carga critica, & estabilidade da
configuracdo pbs-critica e ao efeito das imperfeigdes
geométricas iniciais. As cargas criticas para perfis com
se¢cdo tipo I e tipo U enrijecido resultantes desta andlise
s30 comparadas &s obtidas através de alguns modelos
existentes descritos no capitulo 3.

1.3 CONSIDERAGOES GERAIS

O emprego de estruturas de ago no Brasil, embora ainda pouco
intenso, vem sende incrementado continuamente, em particular
nos edificios comerciais e nos de wuso industrial, nas
estruturas de apoio de equipamentos e nas residéncias de
argquitetura mais arrojada. No entanto, nas edificagdes
residenciais ou comerciais de pequena altura, com até guatro
pavimentos, os sistemas construtivos tém sido basicamente
artesanais, envolvendo o uso de concreto moldado "in loco"
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ou alvenaria estrutural. Este procedimento se contrapbe ao
das nagdes mais desenvolvidas, onde a industrializacdo tem
sido buscada incessantemente para todos os tipos de
construgdo, tanto na estrutura guanto nos materiais de
acabamento, pisos, vedagdes verticais e instalagdes.

Os processos construtivos gue envolvem © uso de estruturas
metdlicas deverfo ter larga utilizagdo no Bras num future
préximo, pois trazem diversas vantagens, tais como:

- Major precisdo de fabricagdo e montagem, o que resulta em
bom padrdo construtivo.

- Qua dade uniforme, aliada & alta resisténcia mecénica.

~ Facilidade, rapidez e economia na fabricacdo, no manuseio
e na montagem, com a consequente redugdo nos custos
financeiros e nas despesas gerais de canteiro e de
administracgéao.

- Economia nas fundagdes, pela redugdo do peso préprio da
estrutura.

- Pegas de pequenas dimensdes, gue podem ser montadas sem o
auxilio de equipamentos de grande porte e que, ainda, ocupam
pouco espago no arranjo interno do edificio.

- Ndo exigem mi&o de obra especializada para a montagen,
desde que as ligacdes de obra sejam através de parafusos.

- Permitem reaproveitamento dos materiais utilizados na
estrutura.

Nos edificios de grande porte, a estrutura principal é&
constituida principalmente de perfis laminados e perfis
fabricados a partir de chapas soldadas entre si, em geral
com segdo transversal em forma de I. Os perfis leves, ou
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perfis conformados por dobramento a frio de chapas delgadas,
s&o0 utilizados apenas como elementos secunddrios, tais como
tercas de cobertura, longarinas de fechamento, quadros para
caixilhos e para apoio de forros.

Os perfis laminados atualmente disponiveis, com secgao
transversal em forma de I ou € tipo "standard americano", jé
estao obsoletos, pois possuenm pequena relagao
resisténcia/massa, sendo portanto anti-econdémicos. Além
disso, a oferta destes perfis pelas usinas siderGrgicas tem
sido bastante irregular, sendo disponiveis com maior
frequéncia apenas os perfis de 152mm, 203mm, 254mm e 305mm,
o que dificulta a adequagdo dos mesmos as necessidades de
projeto.

Os perfis soldados, por sua vez, podem ser fabricados com as
dimensdes que forem necessidrias para as condigdes de
projeto, variando-se as dimensdes das chapas componentes
(largura e espessura). No entanto, a soldagem de chapas de
pequena espessura nhdo & economicamente vantajosa, tanto por
exigir cuidados especiais para minimizagcdo das tensdes
residuais e das distorgBSes do perfil gquanto pelo préprio
custo de corte das chapas, soldagem e desempenamento. Estes
perfis sdo entdo utilizados, de forma vantajosa, apenas para
estruturas de grande porte.

Nos edificios de pequena altura, gque possuem em geral
pequenos vdos e cargas de pequena intensidade, os perfis de
chapa dobrada sio certamente mais adeguados gue os perfis
laminados ou soldados para compor a estrutura principal.
Pode-se fabricar, com o emprego de equipamentos simples tais
como dobradeiras e perfiladeiras, uma grande variedade de
perfis, adeguando-se a forma da segdo transversal e as
caracteristicas geométricas da mesma &s necessidades de
projeto. Estas segdes podem ainda ser combinadas entre si,
geralmente por soldagem, de modo a serem obtidas solugdes
eficientes e econdmicas para os mais diversos usos.
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0 emprego de perfis de chapa dobrada exige, por parte do
engenheiro, um estudo mais acurado do comportamento dos
elementos estruturais gque o empregado norma nte nos perfis
laminados e soldados. A inexisténcia de uma norma nacional
atualizada, a pouca divulgagdo das atividades de pesquisa
nesta &rea e a ndo abordagem do assunto nos cursos de
graduagdo dificultam ainda mais este estudo, e portanto
contribuem para a pequena utilizacdo destes perfis, mesmo
nas estruturas em que sdo bastante vantajosos. Este
trabalho, embora aplicdvel a gqualgquer tipo de perfil de
secdo aberta, teve como motivacdo os perfis conformados a
frio.

1.4 COMPORTAMENTO ESTRUTURAL DOS PERFIS DE SEGAO ABERTA

Os perfis conformados a frio a partir de chapas delgadas ou
simplesmente perfis de chapa dobrada possuem, em vista da
pequena espessura das chapas utilizadas, uma série de
caracteristicas que os diferenciam dos perfis laminados e
soldados. ©O estudo do comportamento estrutural, em
particular, & bastante complexo, visto que a instabilidade
dos mesmos freqguentemente ocorre para carregamentos bastante
inferiores aos dque correspondem & plastificagio total da
secao transversal.

A instabilidade das barras & usualmente classificada como
sendo do tipo local ou global, embora ambas possam ocorrer
também simultaneamente. O tipo de instabilidade é& fungao
principalmente das caracteristicas geométricas dos perfis,
em particular a relagdo largura-espessura das partes
componentes, das condi¢des de vinculo e do carregamento.
Alguns exemplos estdo indicados na fig. 1.4.1, tomando-se
cono referéncia um perfil com segdo transversal tipo U
enrijecido e um perfil de seg&éo transversal tipo I.
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(a)

FIG. 1.4.1 Instabilidade de perfis



(d)

(e)
FIG, 1.4.1 Instabilidade de perfis (cont.)

Na instabilidade local, ilustrada na fig. 1l.4.1.a, ocorre
‘distorcdo da sec¢8o transversal em seu proprio plano devida &
flambagem dos elementos de chapa componentes do perfil, sem
des ocamentos transversais das fibras nos encontros aba-
alma.

0 fendémeno da instabilidade local dos elementos da segdo tenm
grande importéncia no estudeo dos perfis de chapa dobrada. A
aplicagdo da teoria cléssica da flambagem de chapas permite
prever o carregamento para o qual uma chapa, constituida de
material el&stico linear, isenta de imperfeig¢des iniciais e
submetida a forgas aplicadas no contorno, sofre
deslocamentos na direcdo normal a seu plano. A partir das
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relagbes entre este carregamento, denominado critico, e as
caracteristicas geométricas dos perfis, é possivel
estabelecer valores limites para a agdo largura-espessura
das chapas, para vdrios tipos de solicitagdes e condigdes de
vinculo, para o8 quais o escoamento da fibra mais solicitada
ocorre para carregamentos inferiores ao critice, ou seja, a
chapa atinge o escoamento sem a ocorréncia de flambagem de
seus elementos.

E importante frisar que a ocorréncia de flambagem local nao
leva, em geral, ao esgotamento da capacidade portante da
peca. Quando a carga critica de uma chapa & excedida, surgem
gradualmente deslocamentos normais ao seu plano médio,
acompanhados de uma redistribuig¢ido dos esforgos atuantes no
mesmo, redistribuigao esta que produz um efeito
estabilizante na chapa. A capacidade portante pode exceder
bastante o carregamento critico, ndo possuindo em geral
correlagdo com © mesmo. '

A analise do  comportamento pos-critico de chapas
retangulares tem sido feita tanto através de estudos
tedricos do fenémeno, partindo das equagbes da teoria das
placas com grandes deslocamentos, fazendo uso em geral do
método dos elementos finitos, dquanto através de modelos
semi-empiricos. Para as chapas com relagdo argura-espessura
superior aos valores limites citados, & usual apresentar
expressdes de largura efetiva da chapa em fungdo da
intensidade do carregamento (Fruchtengarten, 1979). Esta
largura efetiva & inferior & largura real da chapa, o due
leva a uma redu¢do da relacgdo resisténcia/massa do perfil,
especialmente importante nos perfis de chapa dobrada que
utilizam ago de alta resisténcia mecénica, dada a elevada
relacdo largura-espessura e © maior nivel de tensdes nos
mesmos. As diversas normas de estruturas metdlicas
apresentam estas expressdes, que tém sido ajustados ao longo
dos anos de modoe a considerar o comportamento ndo eléstico
do material, as imperfeicgdes iniciais, etec.
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0 estudo da instabi idade local nad faz parte do escopo
deste trabalho. Assim, no projeto mo o aqui apresentado,
sio utilizadas diretamente as eXpressdoes de norma para
larguras efetivas.

A instabilidade global de uma barra pode ocorrer por flexéao,
sem rotacdo da secgdo transversal (fig. 1.4.1.b), ou por uma
combinag&o de flexdo, torgdo e empenamento, gue envolve
deslocamentos laterais, rotacdo e distorgdo da barra
(fig. 1.4.1.c) ou simplesmente rotagdo em torno de um
determinado eixo (fig. 1.4.1.d), se neste eixo houver
restricdo aos deslocamentos laterais.

A instabilidade por flex&o ocorre geralmente nas barras
comprimidas com segdo transversal duplamente simétrica ou
nas com segio mono-simétrica em que o momento de inércia en
torno do eixo de simetria & superior ao do eixo normal a
ele. Para as demais barras comprimidas e para as barras
submetidas & flex8o ou & flexo-compressio, geralmente ocorre
instabilidade por flexo-torgdo, também denominada, para o

caso particular de vigas, flambagem lateral.

A flambagem lateral de vigas tem sido muito pesquisada
atualmente, em especial no que se refere & influéncia do
tipo de vinculagdo, da forma do diagrama de momentos
fletores, da posigao do carregamento e da forma de segdoc
transversal. Nas vigas com segdo transversal tipo I, as
normas apresentam expressdes aproximadas e coeficientes de
corregio para os fatores citados acima (Silva, 1992). Nos
perfis conformados a frio, em que geralmente a segao
transversal & assimétrica e o centro de gravidade néac
coincide com o© centro de torgdo, o problema & bastante
complexo e ainda nd3o existe um tratamento simplificado
adequado.

Ao contrario do gue ocorre na flambagem local, a reserva de
resisténcia pés-critica geralmente & baixa ou, guando &
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elevada, corresponde a deslocamentos incompativeis com a
utilizag8c normal da estrutura, n3o sendo por issco
considerada em projeto.

Para as barras constituidas por chapas de elevada relag¢éo
largura-eépessura, a instabilidade pode ocorrer de um modo
gue combine deslocamentos laterais, rotagbes, empenamento e
a flambagem local dos elementos de chapa. A interagdo entre
flambagem local e flambagem lateral tem sido tratada em
projeto, de maneira geral, como um problema de instabilidade
por flexo-torgcdo de uma barra cuja segdo transversal &
mod ficada pelo método da largura efetiva.

Um caso especial de instabilidade em que ocorre distorcgdo da
secdo transversal em seu prdprico plano estd indicado na
fig. 1.4.1.e, envolvendo deslocamentos laterais e rotagdes
de partes do perfil (nos exemplos indicados, as abas
inferiores do perf com secdo em U enrijecido e as abas do
perfil com seg¢do em I), acompanhados por flexao dos demais
elementos componentes na direqdo normal ao plano dos mesmos.
Este tipo de instabilidade pode ocorrer nas barras em que as
partes comprimidas da segdo ndo tém contengdo lateral, mesmo
gue as demais tenham, e em gue as almas possuem grande
relagdo altura-espessura. S3o exemplos tipicos do problema :

- as vigas de piso continuas com segdo transversal tipo U
enrijecido ou tipe I, que embora contidas lateralmente por
pisos de concreto ao nivel da aba superior, possuem abas
inferiores ndo contidas lateralmente e submetidas a
compressdo nas regides préximas aos apoios (fig. 1.4.2.a),

- as tercas de cobertura ligadas a telhas de grande rigidez
em seu proéprio plano, quando submetidas a forgas de sucgdo

devidas ao vento (fig. 1.4.2.b),

- as placas enrijecidas submetidas & flexdo (fig. 1.4.2.c).
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O comportamento das barras em gue este fendémeno ocorre ainda
é pouco pesquisado, em particular guande se trata de segles
gue, ao contrario dos perfis tipo I, nio possuem um eixo de
simetria passando pela alma. Uma contribuigo ao estudo
deste comportamento constitui um dos objetivos bésicos deste
trabalho.
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1.5 PROJETO MODELO

A fig. 1.5.1 mostra um estudo arquitetdnico de uma
edificacdo de uso residencial popular, de pequena altura,
bastante comum no Brasil. Propde-se para esta edificagdo o
enprego de uma est a metdlica autoportante de arranjo
estrutural convencional, em que o uso de perfis conformados
a frio de segdo transversal adeguada para as Vvigas e
pilares, a concepgdo simples das ligagdes e a utilizag&do de
aco de alta resisténcia mecé@nica tornam a estrutura
economicamente vantajosa em relacdo &s que utilizam perfis
laminados e soldades e competitiva com as solugdes
tradicionais.

1.5.1 Pisos e vedagles verticais

Os pisos dos andares tipo e a cobertura sao propostos em
lajes de concreto, podendo ser utilizados painéis pré-
moldados, nervuras pré-moldadas com enchimento em lajotas
ceramicas e capa de concreto ou ainda lajes mistas ago-
concreto com forma metdlica trapezoidal e laje de concreto
moldada "in loco". As lajes sio ligadas ao vigamento de modo
a servir de diafragma para o edificio, impedir deslocamentos
da aba superior das vigas no plano horizontal e,
eventualmente, impedir rotacdes da mesma em torno do eixo
longitudinal. Esta 1ligagdo pode ser feita por barras
soldadas &s vigas e imersas na laje de concreto ou, nas
lajes mistas, por solda intermitente da forma metdlica as
vigas. A solugdo em laje mista apresenta, como desvantagem,
a necessidade de execucdo de forro falso sob a laje, em
vista do aspecto pouco estético da forma metdlica
trapezoidal, embora conduza & 1ligagdo laje-viga mais
eficiente.
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As veda¢des verticais sdo em blocos ou painéis de concreto
celular autoclavado para as divis6rias internas e em blocos
convencionais de c¢oncreto para as paredes externas, nao
sendo consideradas como elementos estruturais para contengéao
horizontal dos pdérticos metdlicos.

1.5.2 Estrutura metdlica

A estrutura met&lica proposta para este projeto esta
indicada na fig. 1.5.2. O esquema estrutural pode ser
entendido como formado por dois conjuntos de pdrticos
verticais, ortogonais entre si, interligados ao nivel dos
pisos pelas lajes de concreto. As escadas e a caixa d’agua
se apoiam sobre uma estrutura independente, nado sendo por
isso a mesma considerada como contengdo horizontal da
estrutura principal do edificio. A auséncia de travamentos
verticais em forma de trelica, tao comuns nas estruturas de
ago, tem por objetivo permitir maior liberdade de arranjo
arquitetdnico nas fachadas e evitar interferéncias das
paredes com este travamento. Esta solugdao conduz, en
contrapartida, a estruturas com maior peso préprio.

A durabilidade da estrutura é& um fator que, até
recentemente, vinha limitando a utilizag¢do de estruturas de
ago e, em particular, as constituidas por perfis de chapas
finas, onde eventuais perdas de espessura devidas & corroséo
podem ser bastante danosas. Este problema & facilmente
contornavel, quer através do uso de pinturas especiais ou de
galvanizagdo, quer com o emprego de agos de alta resisténcia
& corrosio atmosférica, 3j& disponiveis no Brasil. Esta
Gltima solucio & proposta neste caso, prevendo-se o uso de
agos que aliam & elevada resisténcia & corrosdo uma alta
resisténcia mecdnica. E uma alternativa altamente vantajosa
nas estruturas constituidas por perfis de chapa dobrada, 3jé
gque o ganho em resisténcia & muito mais significativo do que



-

L | S | ST -
CORTE A-A

FI1G. 1.5.2

16

— T e T
#@iﬁ
CORTE B8

Projeto modelo - Estrutura




17

o acréscimo de prego do ago. Nos perfis soldados de pegquenas
dimens®des, esta solugcio nao € adequada, dévido ao custo
adicional de soldagem com eletrodos especiais. Quanto aos
perfis laminados, simplesmente naoc sé&o fabricados no Brasil
com acos de alta resisténcia.

As vigas de piso sdo propostas em perfis tipo U enrijecido.
Esta forma da sec¢d3o transversal garante boa estabilidade
jateral durante a fase de montagem, na gual as lajes e as
- vigas ainda n&o estdo solidarizadas. A largura a ser
adotada, igual ou superior a 100mm, & suficiente para servir
de apoio aos elementos de piso, o que néo acontece com o0s
perfis laminados disponiveis de mesma resisténcia, dada a
pequena largura de aba dos mesmos. Além disso, durante a
montagem, as duas placas de piso contiguas em uma mesma viga
transmitem, cada qual, a carga vertical para uma das almas
do perfil U invertido, minimizando as distorgdes decorrentes
do apoioc sobre as abas.

As vantagens acima apontadas podem ser obtidas também com a
utilizacdo de perfis tubulares de segdo retangular. No
entanto, a adogdo de segdes abertas .permite a execugdo de
conexdes parafusadas, o Que em geral ndc ocorre com as
secdes fechadas.

Perfis com segdes semelhantes a esta séo largamente
utilizados como vigas de apoio de forro, bi-apoiadas, nas
quais as abas inferiores estédo sempre submetidas a tragdo.
Ne entanto, neste projeto, estas vigas fazem parte dos
poérticos verticais, e portanto as abas inferiores estéo
submetidas & compressio junto aos apoios em razado dos
momentos negativos de extremidade das vigas. Pode ocorrer,
entdo, o fendémeno de instabilidade por distorgdao da segdo
transversal em seu préprio planoc, j& discutido no item 1.4.

Propde-se que os pilares sejam constituidos por soldagem de
dois perfis tipo U enrijecido, de modo a formar uma secao
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fechada. A solda de 1ligagdo entre os perfis pode ser
intermitente, com espagamento suficiente para que os dois
perfis trabalhem solidarios, o gque resulta em grande
econonia de fabricacgio.

A vantagem de se constituirem os perfis desta forma & que as
nervuras necessirias para resistir aos esforgos localizados
nas regides de conexdo das vigas podem ser soldadas aos
pilares antes da composigdo dos perfis, © que ndo ocorre nos
perfis tubulares convencionais. Além disso, os enrijecedores
de borda dos perfis U sdo também enrijecedores longitudinais
das chapas de alma dos pilares, evitande assim a flambagem
local das mesmas.

As 1ligagdes entre as vigas e os pilares s&oc previstas
através de chapas soldadas aos pilares na fabrica e furadas
de modo a permitir 1ligagdo parafusada na obra. Este
procedimento permite bom controle de qualidade da solda na
fabrica, assim como facilidade e rapidez de execugdo da
obra, com pequeno controle de gualidade das conexdes en
canteiro. As ligagBes em perfis de chapas finas exigem
cuidados especiais, em particular no que se refere a
concentracdo de tensdes na regiio da solda, ao efeito da
flexibilidade das mesas do pilar na distribuicdo das tensdes
e ao comportamento dos enrijecedores dos pilares. Estes
filtimos itens sdo fundamentais para a definigdo da relagdo
momento-rotagdo da conexdo.

1.5.3 Problemas em aberto

O presente trabalho trata apenas da instabilidade por
distorg¢io, em regime elastico, das vigas da estrutura do
projeto modelo. Permanecem ainda em aberto varios aspectos
extremamente importantes para o projeto aqui proposto, dgue
deverdo ser objeto de trabalhos futuros. Destacam-se os
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seguintes:
- Andlise dos pilares, em especial no que se refere a
definicdo das tensdes residuais decorrentes da composigdo da
secdo e de seu efeito na instabilidade dos mesmos.
- Comportamento das ligagdes viga-pilar.

- Instabilidade por distorgdo em regime ndo eldstico.

- Analise conjunta de instabilidade loca e por distorgéo.



2

FUNDAMENTOS DA TEORIA DAS
BARRAS DE SECAO DELGADA

A TEORIA DE VLASOV
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2.1 INTRODUGAO

Este capitulo trata do comportamento de barras prisméticas
retas, com sec8o transversal aberta e de parede gada,
constituidas de material homogéneo em regime eléstico linear
e subnetidas, a0 longo do comprimento, a forcgas
conservativas que nac se alteram com os deslocamentos.
Admite-se que a forma da segdo transversal ndo se altera, ou
seja, ndo sdo consideradas distorgbes da segdo em seu
préprio plano (Tyxy = 0, ¥xy = 0).

A principal caracteristica de uma barra de segdo delgada &
que uma das dimensdes da seg8o transversal, a espessura t, &
muito menor gue a largura, a altura ou o comprimento s do
contorno. Estas dimensSes, por sua vez, também sio muito
menores do gue o comprimento L da barra, de modo que ainda
seja possivel utilizar modelos de barra para a anédlise.

Apresentam-se inicialmente, para uma barra prismatica reta
qualguer, as hipdteses basicas da teoria da torgdo uniforme
de sSaint-Venant, assim como a simplificagdo adotada para
barras de secdo transversal aberta e de parede delgada.
Descrevem-se a seguir, de forma mais ampla, os principios
bagicos da teoria de Vlasov (1961), aplicada as barras de
secdo transversal aberta e de parede delgada. Adota-se para
este capitulo a notagd3o técnica, de modo a facilitar o
entendimento e a aplicagdo ao capitulo 3.

Dadas as caracteristicas geométricas peculiares da segéo
transversal, certas propriedades, nao consideradas
usualmente em barras de parede espessa, passam a ter
importéncia nas barras de parede delgada submetidas a um
sistema gqualquer de esforgos ou deslocamentos impostos.
Estas propriedades, descritas & luz da teoria de Vlasov, sao
comparadas, no capitulo 4, &s deduzidas através da teoria
geometricamente exata de Pimenta, Yojo (1993).
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Apresentam-se também as equagdes de equilibrio deduzidas por
Vliasov e a expressio da energia potencial total delas
decorrente, levando-se em conta o efeito de segunda ordem.
Estas expressdes s&o comumente utilizadas para uma anélise
linearizada de estabilidade (an&lise de Euler), embora
contenham imprecisdes cuja natureza & discutida no capitulo
4,

2.2 A TEORIA DA TORGAO UNIFORME

Seja uma barra prismdtica reta, isenta de gualquer
impedimento ac livre empenamento na diregdo longitudinal e
submetida a dois momentos de torgdo de sentidos opostos
aplicados &s extremidades. As hipdteses formuladas por
Saint-Venant para a solugdo do problema s&o as seguintes:

~-A rotagao ¥, da barra em torno do eixo longitudinal varia
linearmente aoc longo do comprimento da barra, ou seja, ‘Pé é

constante.

-0 empenamento & semelhante em todas as segdes transversais
e sua intensidade & proporcional ao &angulo de torgao por
unidade de comprimento ¢J.

Tomando-se a origem O de um sistema de eixos coordenados
dextrdgiro numa das extremidades da barra e o eixo de
rotagdo coincidente com o eixo z, pode-se expressar a
rotacdo em torno de z e os deslocamentos de um ponto M
gqualguer da barra de coordenadas X,Yy,Z como (fig. 2.2.1)

¢, = tp; A (2.2.1)

u= -y ¢, = -y 2 qoé (2.2.2.a)
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(2.2.2.b)

(2.2.3)

¥ (x,y) €& denominada fun¢do empenamento de Saint-Venant.

{a)

FIG,

2.2.1

o
P
P
"
//
P
~
N

{b)

Deslocamentos do ponto M

As tensdes normais oy, Oy e 0z sdo nulas, J& que ux ,V,y e

W _z s&@o nulos. As tensdes de cisalhamento sdo dadas por

du av
T =6 |—* + —N]| =0 (2.2.4.a)
Xy ay 8x

\ E

¢ (™. ) 2 g, [ G ¢’ (¥ ) (2.2.4.b)

"C = = _— - = - . - -
X2 8z 6:':J Y2 ax Yy ¥ " Y

. “ o

r k' r b

av aw ay
T._. =G | M+ H =G op/|—+ x| =G ¢! + X 2.2.4.c
vz =t o b oY o+ x) )

. o "~ r
(1)s#a duas natagBes panra denisadas pancigie apredenladas no

utilizadas ae Eoanga do texte, canfonume
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0 estado de tensdes em gqualquer ponto M & portanto de
cisalhamento puro, caracterizado pelos componentes <tTyz; €
Tyz, © ndo ocorre distorgdo da sec¢lo transversal em seu
préprio plano, j& que Tyy = 0 e assim yyy = O.

A funcdo empenamento ¥(x,y) deve satisfazer as condigdes de
contorno e as equacgdes de equilibrio para que seja a solugdo
do problema.

As equagdes de equilibrio nas diregdes x e y sao
automaticamente satisfeitas. Tomando-se a condigdo de
equilibrio de um elemento de barra na diregdo =z
(fig. 2.2.2), tem-se

0, dxdy (T'"”" 0 dr) dndz
dx
) _\‘*___ A1 N2 ('l:“-l- a" dx)dydz
X e "
o e
Txzdydz [~ NN d
4 o]
/Y \(crz-n- z dz)dxdy
Tyz0x dz 0z

F1G. 2.2.2 Equilibrio de um elemento de barra

it 8t 8o

xz+ yz+ z-"G ' [W + ¥ ] =G ! V3@ =0
ox ay oz P2tV xx YY Yz
e portanto
vy =0en A (2.2.5)

As condigdes de contorno na superficie lateral da barra sao
obtidas a partir do equilibrio de um prisma elementar
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construido sobre a mesma, sendo a das faces pertencente &
superficie lateral (fig. 2.2.3). Levando-se em conta que as
tensdes no plano da superficie sd@o nulas, em vista da
auséncia de carregamento externo, pode-se escrever, para o
equilibrio na direcdo z:

(o) (b}

FI1G. 2.2.3 Equilibrio de um prisma elementar no contorno

“Tyz dy dz + tyz dx dz = 0 (2.2.6)

Designando-se por T, as tensdes de cisalhamento normais &
tangente ao contorno e por ny e ny as conponentes do versor
normal & superficie nas diregdes x e y, de onde ny = —-dy/ds
e ny = dx/ds, vem que

Th = Txzllx + tyzny = Gwé(w,x -Y) n, + Gwé(w'y + X) ny =0
(2.2.7)

A funcdo ¥ & a solugdo do Problema de Valor no Contorno
definido pelas expressdes 2.2.5 e 2.2.7.

0 momento de torgdc numa segdo gualquer & resultante das
tensdes de cisalhamento <Ty; e Tyz, sendo dado por
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(fig. 2.2.3)

Mz= I(tyz X - T, y) dx dy = G It wé (2.2.8.a)
A

onde

I.= I(x2 +v +xy . -yy ) da (2.2.8.b)

t A Y IY y 'x - L] -

& designado constante de torgdo de Saint-Venant ou momento
de inércia a torgéo.

A posicdo do eixo de rotagdo ndo & definida na teoria de
Saint-Venant. No entanto, pode-se observar gue uma mudanca
na posicdo dos eixos de referéncia implica em alteragdo da
fungdo empenamento e do momento de inércia & torgdo. Esta
lacuna na teoria de Saint~Venant & discutida no capitulo 4,
mostrando-se ali que o eixo de rotagdoc deve passar por um
ponto denominado centro de tor¢éo da secdo transversal.

Para as barras de seg¢do transversal aberta, com paredes
delgadas de espessura t constante e largura bi' pode-se
considerar ¥ constante ao longo da espessura. Obtém-se neste
caso, com © uso da fungdo das tensdes de Prandtl
(Timoshenko, Goodier, 1970),

MZ
t
Gwé
= ! E — * 3 + -
M, =G ¢} I, — I bt (2.2.10)

As tensdes de cisalhamento tém portanto distribuigdoc linear
ao longo da espessura com valor maximo para n =% t/2, dado
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por

=

2z

Temax ~ T ¢ (2.2.11)

ﬁ

2.3 A TEORIA DE VLASOV

A Teoria de Vlasov, aplicada &s barras de segdo transversal
aberta e parede delgada submetidas a um carregamento
gqualguer, baseia-se nas seguintes hipdteses:

- O empenamento da se¢do transversal & constante ao longo da
espessura,

-~ As deformacdes por cisalhamento na superficie média da
barra podem ser desprezadas.

- Ag tensdes de cisalhamento paralelas & superficie média
sd0 dadas pe a soma de dois termos (fig. 2.3.1). O primeiroc
termo, com distribuicdo linear ao longo da espessura e anti-
simetricamente distr ido enm ag8 & linha média, & o
obtido através da teoria da torgdo uniforme, como j& visto.
O esforgo solicitante resultante destas tensSes de
cisalhamento (tt) & o momento de torg¢dc uniforme Mz = GIt¢é.

0 segundo termo (tw) pode ser admitido constante ao longo da

espessura, e o esforgo solicitante de torgdo resultante &
denomninado momento de flexo-torg¢io.

Deve-se notar que esta distribuicio de tensbes estd en
contradicdo com a hipdtese de deformagdes por cisalhamento
nulas na superficie média, j4 que a existéncia das tensbdes

Ty implica em distorgdes na superficie média da barra.

Assim, as tensdes de cisalhamento ndo podem ser associadas
as distorgdes através da equagdo constitutiva T = Gr.
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Y, 2T+ Tel2 T, = (T Te)2

/
£

"
I IKEEEEE;
re

FIG, 2.3.1 Componentes das tensbes de cisalhamento

2.3.1 Deslocamentos da superficie média - area setorial

Para as dedugdes gque sSe seguem, dJualquer ponto M da
superficie méd da segdo transversal tem suas coordenadas
definidas de uma das seguintes maneiras (fig. 2.3.2):

B ™ Rl ¥,2) ou Ml(z,s)

FIG, 2.3.2 Sistemas de referéncia
-~ Pelas coordenadas X, Y, 2 do ponto M

- Pelas coordenadas z, na diregdo do eixo da barra, e s, ao
longo da linha de contorno da superficie média a partir de
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uma origem B a ser escolhida.

como o contorno da seg&o nd3o se altera, os deslocamentos do
ponto M no planc da segdo transversal podem ser escritos em
fungdo dos deslocamentos de um outro ponto gqualquer A
denominado polo, contido ou ndo na superficie média, e da
rotacio da seg¢do em torno deste ponto (fig. 2.3.3).

y

{o)

FIG, 2.3.3 Deslocamentos do ponto M - Area setorial
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Sendo (x,,Y.) e (xy.Yy) @as coordenadas de A e M
respectivamente, (u,,v,} e {(uy,vy) o0s deslocamentos destes
pontos nas diregdes x e y e ¢, 3 rotagio da se¢do no plano

Xy, pode-se expressar os deslocamentos de A em fungd@o dos de
M conmo

u=u uk u, + r cosea r cos(ea + 'pz)

=u, +r cosei(l - coscpz) + r senGA seng, =

=u, + - xﬁ) (1 - cos:pz) + (yH - yA) seny,
vEV, S v: =v,-r sen(eA + tpz) +r senGA =
=v, + (y, - y,)(1 -cosp,) - (% = %) senp,

Admitindo-se ¢, pegueno, pode-se tomar ( 1-cosqoz) & qozlz g 0

e senp, = @, de onde

=1
i

” u, - (yn - y‘)cpz (2.3.1.a)

v

W v, (xH - xA)qoz (2.3.1.b)

Tomemn-se agora os deslocamentos (tn,nn) de M nas direcgdes
tangente e normal & superficie média, sendo s positivo no
sentido de s crescente e n positivo quando s,n,z formam um

sistema de coordenadas dextrdgiro. Sendo 6y © angulo entre
tangente no ponto M e o0 eixo x e projetando-se u, e Vy has
diregdes de ¢ e n, tem-se

= s6_ + = + -
tn = tu(z,s) u, cosé, v, seno, u, cose v, se'.ne!‘1

-[ -(xu - X )sené + (yu - 3{“)005'.6u ] ¢, (2.3.2.a)

= = - + = = +
n nu(z,s) u senen Vy COSB)‘ u, senBH + v, cosGH

+ [ (x, - x‘)cosen + (yu - yA)seneﬁ ]‘PZ (2.3.2.b)
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Pode-se observar, na fig. 2.3.3.b, que os termos entre
colchetes das expressdes 2.3.2 s8o os componentes do raio
vetor AM nas direg¢des n e g respectivamente, de onde:

ty

u‘cosen + v‘seneu - r (2.3.3.a)

n‘pz

n = —uAseneH + v"coseu +r (2.3.3.b)

s ¥z
0s deslocamentos de M na diregdo z podem ser deduzidos a

partir da consideragio de que as deformagbes por
cisalhamento na superficie média s8o nulas. Sendo s e z dois

vetores desta superficie inicialmente normais entre si, tem-

se
aw at
" + " 0 (2.3.4)
'a' = e—_— —— » -
z8 as az

Substituindo-se t, da expressio 2.3.3.a e omitindo-se por

simplicidade o indice A em u, e v, vem que

BtH

g 1 ¥ r - L =
?ﬁ;-ds u coseH ds + v seneu ds ?; Th ds

=u’ dx + v/ dy - ¢é dw {(2.3.5)

onde dw & o dobro da area do setor com base ds e altura rn.

Esta &rea pode ser calculada com o auxilio da fig. 2.3.3,
sendo dada por

dw rnds (yu - y‘)dx - (x“ - xi)dy
- = — =A = (2.3.6

Substituindo-se 2.3.5 em 2.3.4, notando-se que u, Vv e ¢, sao

fungdes apenas de z e que sené, cos8,, r,o e rg sao fungdes

apenas de s e integrando-se entre a origem B € o ponto M,
tem-se
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S atu
w, = w({z,s) = - I gds + w, = wB(z) - u'(z)[x(s) - xB]-
0
v/ (2) |y(s) - y,] + pi(z) w(s) =
= w,(2) - u(2) x(s) - v'(2) y(s) + ¢, (2) w(s)
(2.3.7.a)
onde
wb(z) = wB(z) + X u’(z) + Yy vi(z) (2.3.7.Db)

W, independe do ponto da segdo transversal peis & fungdo
apenas de z, ou seja, corresponde a um deslocamento
longitudinal uniforme para toda a seg¢do transversal.

©w & o dobro da &rea do setor compreendido entre os pontos M
e B e os raios vetores AB e AM. Vlasov denomina w(s) de &rea
setorial em relagdo ac polo A com origem B. Consideram-se
aqui 4reas setoriais positivas quando, para r_ positivo, s

cresce no sentido positive do eixo, ou seja, o raio vetor AM
percorre o setor em sentido dextrorso quando visto de z
positivo. E usual representar w(s) por um diagrama tragado
sobre a linha média da sec¢do transversal, com o valor de ©
indicado na direg¢d@o normal ao contorno.

Pode-se observar gue os trés primeiros termos da expressao
2.3.7.a correspondem i teoria usual de barras da Resisténcia
dos Mater is, em que se admite vidlida a hipbtese de
Bernoulli~Fuler, de gue as segdes planas permanecem planas e
ortogonais ao eixo apés a deformagfo., O primeiro termo
representa um deslocamento axial uniforme na segfo. Os dois
seguintes correspondem aos deslocamentos devidos &s rotagdes
Px e Py, associadas por esta hipétese &s derivadas enm
relagcdo a z dos deslocamentos do eixo passando pelo polo

(vx = ay? e ¢y =u’). O quarto termo representa o

empenamento da segdo transversal e & similar ao termo obtido
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por Saint-Venant para tor¢io uniforme (expressdo 2.2.3),
embora agqui 24 ndoc seja constante em z. Note-se que a forma

do empenamento &€ a mesma para todas as segdes, embora sua
intensidade difira de uma seg¢io para outra, sendo
proporcional a wé. A &rea setorial, nas se¢bes abertas de

paredes delgadas, corresponde & fungdo empenamento V¥ (X,Yy) da
teoria da torgdo uniforme.

A deformagdo longitudinal de gqualquer ponto da segao
transversal, tomando-se apenas o termo linear com os
deslocamentos, & dada por

ew(z,s)
B a—

z e - Yo(2) - ut(z) x(8) = Vi(2) y(S) + ¢z(2) w(s)

(2.3.8)

A teoria de Saint-Venant ou da torgdo pura trata do caso
particular cz=0 para gualgquer valor de s, ou seja,wé(z)=0,

u"(z)=0 e v"(2)=0 (deslocamentos de corpo rigido) e ainda
¢g(z)=0, de onde @é(z)=constante.

2.3.2 Mudanca de polo

Conhecida a Area setorial em relagdo a um polo A qualquer,
pode-se fac mente determinar a &rea setorial em relagdo a

um outro polo C. Calculando-se dw* e dwc, para os polos A e
C, através da expressdo 2.3.6, tem-se:

awt = (yu - yA) dx =- (xu - x‘) dy (2.3.9.a)

c_ - - -
dw = (yn yC) dx (xH xc) dy (2.3.9.b)

logo
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wt - w“) = (yA - yc) dx - (xa - xc) dy (2.3.10)

Integrando-se entre a origem B e o ponto M, vem que

W =0ty - YD, - %) - (%, - XDy, - oY) (2.3.12)

2.3.3 Relagdes tensfes-deformacgbes

Na teoria de Vlasov, apenas as tensdes normais na direcéo
longitudinal e as tensdes de cisalhamento na direcdo da
tangente a superficie média sdo consideradas.

As tensdes normais no ponto M sdo admitidas constantes ao
longo da espessura e podem ser obtidas da expresséo 2.3.8:

o= Eez = E [w;(z) - u"(z) x - v'(z) y + cpg(z}w] (2.3.12)

As tensdes de cisalhamento devem ser determinadas a partir
das condigdes de equilibrio de um elemento da barra na
direcdo longitudinal j& que, por hipétese, as distorgdes no
plano tangente & superficie média s8o nulas (fig. 2.3.4).
Assim,

Ctds
at 1 1.’
z < - O
/ {;?{ // T+dT)1dz
I”/
7
(o+dC)tds

FIG. 2,3.4 Equilibrio de um elemento na diregdo z
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drt t dz = -P, ds dz -do t ds (2.3.13)
onde P, & a projegdo das forgas externas na direcdo z.

Dividindo-se a express8oc 2.3.13 por t ds dz e integrando-se

at
s entre a origem M, e o ponto M, respectivamente de
s

coordenadas s, € s, tem-se

s
_ P: 4o _
T -1 .= 1(2,8) - t(2,8 )= - 4 }jds =
" ¥o ° t az
s
0
s 5 s
= 1 d . tds +u” t d
=< 'Ejpzs-wo(z)f s u (z)Ix s +
so SO s0

s s
+ v (2) Iy t das ~ cp’z”(z) Iw t ds ]
s

0 0
logo
s
— E 1 L Py
T(z,s8)- ‘t(Z,SO) =z - E Ipzds - wo(z)A(s) -u (z)sy(s) +
So
+ Vv (z)Sx(s) - e, (z)Sw(s)] (2.3.14.a)
s s s
A(s) = Itds, 5,(s) = Iytds e 5, (s) = -Ixtds
Sp So =
s&o respectivamente a &rea e os mnomentos estéticos en
s
relagdo aos eixos x e y. § (s) = Jwtds, por analogia, é&
So

denominado momento estdtico setorial do trecho da secgao
entre a origem s, e o ponto M.

Se a origem M, & tomada numa extremidade do contorno, tem-se
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T(Z2,8,)=0 e A(8), Sy(s) e Sy(s) sao calculados para a parte
da secg@o entre a extremidade e o ponto M. Adicionalmente, se
as forgas externas na diregido 2z ao longo da superficie séo
nulas (pz=0), os deslocamentos wy{2z) sdo lineares em z e,

assim, wp (2)=0. Neste caso,

E
T(z,8) = < [-u”’(z) Sy(s) + v (z2) Sx(s) - wz”'(z) Sw(s)]

(2.3.14.b)
Os termos em W’ e V' correspondem as tensdes de
cisalhamento resultantes da flexdo em dois planos

3y

ortogonais., ©O termo em ¢, corresponde as tensdes de

cisalhamento, uniformes ao longo da espessura, devidas ao
empenamento da segdo., As tensdes de cisalhamento totais na
secdo sdo obtidas adicionando-se as tensdes de cisalhamento
correspondentes & tor¢do uniforme (expressio 2.2.92) as
indicadas acima.

2.3.4 EquagSes diferenciais de egquilibrio

As fungdes wy(z), u{z), v(z) e ¢z(z) sdo determinadas a
partir das condicdes de equilibrio de um elemento de barra
de comprimento dz, onde a agdo do restante da barra &
substituida pelas tensdes (¢,t) e pelo momento de torgéao Mz,

-

estaticamente equivalente a resultante das tensbes de
cisalhamento Te correspondentes a torgéo pura. 0
carregamento externo, estaticamente equivalente &as forgas
fx, fy e £,, & substituido por um sistema de forgas de mesma
intensidade passando pelo pelo A e pelo momente de torgao m,

resultante destas forgas (fig. 2.3.5).



Wi ods
Q =K
\ f! p M 1
a5 T+—— dz)tds
o

bY
A\ W
\ \ 0 Ou_
\
: X
.
(o+~g2dz)tas
fy z

AN aM
7 + az dz
Z 560
2

dz

FIG. 2.3.5 Equilibrio de um elemento de barra dz



37

Equiiibrio de forgas na diregdo z:

&f
8o ao
I—dztds+fzdz=0 I—dA+fz=O
8z dz
Si
(2.3. .a)
Equilibrio de forcg¢as na diregdo x:
$r Sf
Iatd 6, t ds + £y dz = 0 e[ ax + £ = 0
— dz co s z = s — dx =
si 5i
(2.3. .b)
Equilibrio de feorgas na diregédo y:
Sf Sf
J‘atd o tds + fy dz = 0 ef Zay+ey=0
— dz sen s 2 = 4 —_— =
si i
(2.3.15.¢)
Equilibrio de momentos em torno do polo A:
Sf
ot X = x}seng, -~ ( - ) cose
I Edz [( M A | YH ya !(] t ds +
8i
aM
+ dz + m_ dz = 0 (2.3.15.4)
dz 2z

Utilizando-se a expressio 2.3.6 na eguacdo de eguilibrio de
momentos, vem gue

8t

T
- —_ ' =
J' -t do+ M+m, =0 (2.3.16)

i

Com © uso da expressdo 2.3.12 obtém-se, de 2.3.15.a,
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Yy

A w; + Sy w - Sy v o+ 8, !p;’ = - £,/E (2.3.17)
onde Sx’ Sy e S © sSo calculados para toda a segao
transversal.

Das expressdes 2.3.12 e 2.3.13, tem-se

a ot o, v
— —] ds = - — ds - w. ' (2) EAA +u (2) E x da +
8z ds 9z ¢
Iv Iv
+ v (2) EydA-pz (z) E w dA (2.3.18)
Integrando-se por partes, ao longo da superficie méd , as

equagdes de equilibrio de momentos e das forgas em X e Y,
notando-se que as tensbes de cisalhamento nas bordas sao
nulas e substituindo-se a expressao 2.3.18 nas equagdes
assim obtidas, tem-se |

Sf ap
 hs v v v o 1 2
Si
(2.3.19.a)
Sf
- v v 1v 1l 6pz
wao +Ixyu "va +Iwy¢z=“ﬁfy+'|‘y¥ds
8i
(2.3.19.b)
s v v v ST
-SU WO + wa u + Iwy v - Iu wz + ? ¢; =
5f apz
v [ w—2as (2.3.19.¢)
az
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As expressdes 2.3.17 e 2.3.19.a-c representam as gquatro
equacdes diferenciais de equ ibrio para as quatro
incégnitas wo(2z), u(z), v(z) e ¢,(2).

Ix=IY2dA ¢ Iy=-[x2dA e Ixy=--[XYdA
A A A

sdo respectivamente os momentos de inércia em relagdo aos
eixos x e y e o produto de inércia da segdo transversal. Por

analogia,
Iw=Jw2dA ’ wa=ijdA e IuY=IwydA
A A A

sdo denominados respectivamente momento de inércia setorial
ou momento de inércia ao empenamento da secdo transversal e
produtos de inércia setoriais em relagio acs eixos X e y.

O sistema de equac¢des diferenciais de equil io da barra
pode ser bastante simplificado alterando-se a posigdac dos
eixos de referéncia, do polo A e da origem B.

a) Mudangca dos eixos de referéncia

Os momentos estaticos Sy e Sy se anulam se os eixos de
referéncia passam pelo centro de gravidade G da secgédo.
Adicionalmente, se 08 eixos de referéncia sd8o eixos
principais, © produto de inércia Iyy também se anula.

b) Mudanca do polo A

Conforme ja& visto no item 2.3.1, a &rea setorial depende
apenas do polo e da origem , sendo portanto independente dos
eixos de referéncia adotados. Por simplicidade, adota-se

agui o sistema de eixos principal.

0 polo C que torna os produtos de inércia setoriais nulos
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pode ser obtido, com o uso da expressdo 2.3.11, de

If,x = Iwcx dA = le‘x da -J(yc - yﬂ))‘:2 daa -l-I(xc - xA)xy da -
A A A A

-I(xc - xA)yBx da +I(yc - y‘)xnx dA = 0
A A

IE,Y = Iwcy da = Iw"y da -J‘(yc - y‘)xy aa +I(xc - x“)y2 da -
A a A A

-J‘(xC - X )yy dA +I(YC -y, )xydr =0
a A

Como o0s eixos adotados sfoc os principais, tem-se Ixy =0,
Sx =0 e Sy =0, logo

A
A Lesx
wa dA - (yc - YA)IY =0 ou Y.~ ¥, = -:-[-— (2.3.20.a)
A Y
A
A Toy
Iwy aa + (xc - XA)Ix = 0 ou X, =% =- Io (2.3.20.Db)
X

A

O polo C assim determinade & o polo principal. Pode-se
mostrar que, para se¢bes com um eixo de simetria, o polo
estd sobhre este eixo.

c) Mudanca da origem B

As coordenadas do polo principal C ndo sdo afetadas por uma
mudanca da origem B. Este fato pode ser constatado tomando-
se duas origens diferentes B e D com o0 mesmo polo A. As
Areas setoriais diferem apenas por uma constante dada pelo
dobro da &drea do setor compreendido entre os raios vetores
AB e AD (fig. 2.3.6.a), ou seja:
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A A A
w (sa's) = W (sn,s) + W (sB,sD)

onde ¢ primeiro termo entre parénteses indica a origem e o

segundo © ponto em gquestéo.

HCSD

(w‘tsa.soi
2
{a) (b} {c)

FIG, 2,3.6 Origem para Areas setoriais

Substituindo-se esta expressdo em 2.3.20, pode-se mostrar
gque X, e y: podem ser calculados indistintamente a partir
das &reas setoriais em relagdo as origens B ou D, pois:

(yc - YA)IY = Iw‘(sa,s) X dA = Jw‘(sn,s) x dA +
A A

+ w‘(sa,sn) Ix da = J.wA(sD,s) X dA
A .\

(x, = x)Ix = = Jo'(s,5) vy aa = - [o'(s,,5) vy da -
A A

- wHss) [y an = - [o'cs,0) v aa
A A

Por outro lado, com a escolha de uma origem adeguada, pode-
se obter S, =0, A &rea setorial correspondente a esta
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origem D e ao polo C & denominada &rea setorial principal, e
pode ser calculada através de

D c _ c _ £ -
s> Iw (s,,s) GA = Iw (s,,8) dA - w’(s,,5) A =0
A A

o
W(s,,s) = % Iwc(sa,s) aa (2.3.21)
A

Assim, w° (sz,Sp) representa o valor médio de wc, calculado
para uma origem B qualquer, ao longo da area A, Para segles
com um eixo de simetria, o ponto D que torna este valor
médio nulo estd no encontro do eixo de simetria com a secgdo
transversal (fig. 2.3.6.b), visto gue o eixo de simetria
divide a secdo em duas partes com &areas setoriais iguais em
médulo e de sinais contrarios. Para segdes como o perfil
tipo I simétrico da fig. 2.3.6.c, pode existir um nGmero
infinito de ©pontos com as caracteristicas da origem
desejada. Todos os pontos da alma da secfo tém area setorial
nula, e assim qualguer ponto da alma pode ser tomado como
origem. Convenciona-se definir a origem como o ponto mais
préximo do pole principal da segé@o. Esta origem & denominada
origem setorial principal.

Tomando-se agora os eixos x e y passando pelo centroc de
gravidade e as propriedades setoriais da se¢do calculadas em
relacdo ac polo e & origem principais e considerando-se
ainda que as forgas externas sdo compostas apenas as
. forgas resultantes £y, fy e f, e pelo momento my, as
equacdes de equilibrio passam a ser escritas como:
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EAWY = - £, (2.3.22.a)
EI;u“'- EI;yvN = £ (2.3.22.b)
-EIiyu”’+ Eliv“’a £, (2.3.22.¢)
EI;w;V ~ GI pt =m, (2.3.22 4)

Note-se gue, se 0s eixos x e y sdo os principais, tem-se
Ixy =0 e as equagdes ficam desacopladas.

2.3.5 Esforgos solicitantes

O0s esforcos solicitantes na segdo transversal podem ser
calculados a partir das tensdes normais e de cisalhamento
dadas pelas expressbes 2.3.12 e 2.3.14,

Os esforgos solicitantes correspondentes as tensdes normais
sdo a forga normal N, os momentos fletores My e My em torno
dos eixos ¥ e y e o bimomentoe M,, dados por:

N= I o dA (2.3.23.2)
a
My= J oy dA (2.3.23.D1)
A
My= —I o x dA (2.3.23.cC)
A
M, = I o w daA (2.3.23.4

A
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Substituindo-se a express@o 2.3.12 em 2.3.23, obtém-se

N = IU da = E[AWB(Z) + Sut(z) - S.vN(z) + S 97 (z ]
A
(2.3.24.a)

M, = Io vy dA = E[ xw;(z) + Ixyu"(z) - va"(z) + Iwy¢g(z)]
A
(2.3.24.b)

M, = —Io X dA = E[ w/{z) + I _u"(z2) - Ix

v y vt (z) - waqo;(z)]
A

y

(2.3.24.c)

M = Io w dA = E[SwWS(z) - Iut(z) = I, V() + Iwwg(Z)]
A
(2.3.24.4)

Em particular se os eixos x e y passam pelo centro de
gravidade e a area setorial & calculada em re acao ao polo e

4 origem setorial principais, tem-se Sg, S?, S&, I&x e Iéy

nulos, e assim, omitindo-se os indices c e ¢,

wa(z) = — (2.3.25.a})

E u(z) = (2.3.25.Db)

E v'"(z)= {(2.3.25.0C)

M
E ¢2(z) = — (2.3.25.4d)
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Substituindo-se estes valores na expressio 2.3.12, obtém-se

o= - X + y + — 0
A Iw

2 2
(2.3.26)

Pode-se observar que a expresso 2.3.26 contém um termo
adicional, em relagio aos da teoria da Resisténcia dos
Materiais, correspondente ao empenamento da secgio
tr versal.

Um procedimento similar pode ser adotado para as tensdes de
cisalhamento, definindo-se como esforgos solicitantes as
forcas resultantes na segdo nas diregbes x e y, Vy e Vy, e ©
momento de flexo-torgao Tw em relagic ao polo principal,
decorrente das forgas Tt atuantes ao jiongo da tangente ao
contorno e uniformes ao longo da espessura.

Vy= It t ds cosfy, = I T t dx (2.3.27.a)
A A
Vy= It t ds seneM = It t dy (2.3.27.D0)
A A
Sf
T = -IrrdA=-frrtds=—Irtdw (2.3.27.¢)
A =3 A

Tomando-se novamente p,=0, e substituindo-se a expresséo
2.3.14.b em 2.3.27, tem-se

Vy = E —u"’(z)ISY(s)dx + v”'(z)JSx(s)dx - p'z”(z)Isw(s)dx
A A A

(2.3.28.a)
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Vy = E -u”’(z)I (s)dy + v”’(z)ISx(s)dy - wé"(z)ISw(s)dy
A 2 A

(2.3.28.b)

'I‘(‘J = E u”'(z)Isy(s)dw - v”'(z)ISx(s)dw + @é"(ZJISw(S)dw
A A A

(2.3.28.¢)

Em particular se os eixos X e y passam pelo centro de
gravidade e a area setorial & calculada em relagdo ao polo e
& origem setorial principais tem-se, por i tegragdo por
partes,que

sg ax = 15y . [syax=1y5 [s5 ax = o
A A A
spaw=-15 , [syaw=o0 , [syay = -Igy
A A A
Sgdy = -Ig , Is&dy =0 . Isﬁdu =0
A A A

Substituindo-se estes valores nas expressbes 2.3.28 e
omitindo-se os indices ¢ e ¢, tem-se

Vy Ixy + Vx Iy

(2.3.29.&)
2
Ix IY - Ixy

Vg Igy + Vy I
EvVvV' = = Y Yy ¥ (2.3.29.b)

Ix Iy - Ixyz

E w;” = - — (2.3.29.¢)
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Substituindo~se 2.3.29 em 2.3.14.b, ven gue

1 | Vy Ixy * Vx Ix Vx Ixy + Vy I
vz [ y X¥ Sy(s) - WYY s +
2 2
Tts)
+ — SU(S)] (2.3.30)
Iy

Esta expressio também apresenta um termo adicional, em
relaciao aos da teoria da Resisténcia dos Materiais,
correspondente ao empenamento da secao.

As tensdes de cisalhamento totais na secgdo sado obtidas
adicionando-se ao valor de 2.3.30, uniforme ao longo da
espessura, © correspondente & torg¢ido uniforme, dado por
2.2.9.

Derivando-se as expressfes 2.3.25 em relacde a 2z e
comparando-se as expressdes 2.3.29, conclui-se que:

Vy = —M§ (2.3.31.a)

Vy = My (2.3.31.b)
- f

T, = - M (2.3.31.c¢)

0 momento de torgdo total na segdo & dado pela soma de Tw e

M logo

zf

T

n
=]
+
=
i

-E I, ¢, + G I (2.3.32)

t ¥z

Comparando-se as expressbes 2.3.32 e 2. .22.4, pode-se
escrever gue (ver fig. 2.3.7)
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FI1G., 2.3,7 Equilibrio de momentos em torno de z

As eqguagdes de equilibrio 2.3.22 podem entdoc ser re-escritas
em funcdo dos esforgos solicitantes e das forgas externas,
obtendo-se

N'+ £, =10 (2.3.33.a)
v; +£, =0 (2.3.33.b)
v; +f,=0 (2.3.33.¢)
M - M, -m, =M'-T/ -T/ -m, =0 (2.3.33.4)

Pode-se observar ainda gque, se Tw =0, ou seja, se as

tensdes de cisalhamento s3o tais que o momento das forcgas
delas resultante em torno do polo principal € nulo, a
solugdo do problema & a da teoria da Resisténcia dos
Materiais, onde se despreza © empenamento. Neste caso, se a
peca ni3o estid submetida & torgdo pura, tem-se ¢z(z) = 0.

Isto ocorre se as forgas transversais passam pelo polo
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principal. Este polo & denominado por Vlasov centro de
cisalhamento, embora receba também a denominagdo de centro
de torgio.

2.3.6 Barras com apoios eldsticos

Considere-se a barra com secdo de parede delgada da
fig. 2.3.8, continuamente apoiada em meio eléstico ao longo
de um eixo paralelo ao eixo z e passando pelo ponto H de
coordenadas (X;,Yy). As forgas reativas do meio eléstico nas
direcdes x e y sio proporcionais aos deslocamentos uy e vy,
enquanto gque o momento de torgdo reativo depende destas
forgcas e possui uma parcela proporcional & rotagdo ¢zz, ©ou

seja
fxB = "By W
Tye = By Vu

Mg = -Bq, Pou + (X, = %) fyB = ¥y = ¥ g

y)
Clxe - ¥e) By
NS Hixy . ¥y )
Bey Bx
0

-

F1G. 2.3.8 Apoios eléasticos
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£ f e sz sd0 as reagdes do meio el&astico por unidade

xXB' "YB

de comprimento da barra. By, By e B‘P expressam a rigidez do
apoio elastico por unidade de comprimento da bkarra, ou seja,
forgcas nas diregbes x e y e momento de torgao

correspondentes a deslocamentos e rotagdes unitarios.

Os deslocamentos e rotagdes do ponto H podem ser escritos em
fungido dos deslocamentos e rotagdes do centro de torgdo comeo

u, =u - (y, - YJ)e,

<
]

v + (xH - xc)tpz
‘ozn = goz

Assim, as forgas e mnomentos de torcdo adicionais a serem
considerados nas equagdes de equilibrio para barras com
apoios elasticos séo:

foo = By [u ~{yy - Yc“"z] (2.3.34.a)
f8 = ~By [" Hx, - "c“”z] (2.3.34.b)
Mg =~ By ¥y t By (¥y — ¥ ) By (X -X) V-
2 2
- [BX (Y, - ¥ )+ BY (x, - x) ]wz (2.3.34.0¢)

2.3.7 Anadlise de estabilidade

Nas dedugdes apresentadas até este ponto, admite-se que os
esfor¢cos solicitantes na segdo transversal independem dos
deslocamentos. Sao desprezados  portanto os esforgos
solicitantes adicionais decorrentes dos deslocamentos da
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barra produzidos pelas tensdes normais e de cisalhamento na
secdo transversal, bem como pelo carregamento externo. Estes
efeitos s8o agora considerados de forma aproximada, nas
equacdes de equilibrio da barra, para a andlise de
estabilidade da mesma.

Admite-se para o que segue que, ao atingir a carga critica,
a barra passa da configuragdo de equilibrio basica para uma
outra prdéxima a esta, de modo gque os incrementos dos
deslocamentos e das tensdes sejam pequenos. Permanecem
validas, para a configuragdo final, as eguagdes de
equilibrio sob a forma das expressdes 2.3.22, deduzidas para
a configuracdo basica sem o efeito de segunda ordem.

Para a configuragao |Dbasica, © estado de tensdes
correspondente estda em equilibrio com o carregamento
externo. Assim, para os deslocamentos adicionais resultantes
da flambagem da barra, admite-se que o estado de tensdes
correspondente estd em equilibrio com um carregamento
externo ficticio, a ser determinado, dado pelas forcgas

transversais f e f e pelo mnmomento de torgdo m Os

XN YN zZN°
deslocamentos correspondentes & configuracdo béasica séo

desprezados nesta anélise.

2,.3.7.1 Forgas transversais adicionais

Considere-se um elemento ABCD, de comprimento dz e largura
ds, conforme indicade na fig. 2.3.9. 0s desleccamentos do
ponto M(z,s) nas diregdes x e y sdoc dados pelas expressdes
2.3.1. Adotando-se como polo © centro de torgao, tem-se

u =u -y -yJ) e,

v =V + (x - xc) o,
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*O\ Y‘

{b) (c)

FIG, 2.3.9 Andlise de estabilidade -~ deslocamentos e
tensfes

Apb6s a deformagdo, a geratriz da superficie média passando
por M, inicialmente reta e paralela a z, transforma-se numa
curva espacial. Os &ngulos dque as projecdes da tangente a
esta curva nos plancs 0Oxz e 0Oyz formam com o eixo 2, sao
dados, aproximadamente, por

= = - - = f -
by =up = - (Y -y ey =u Y e -y ey (2.3.35.a)
P, = VL=V H (X - X)) P, =V -x RS (2.3.35.b)

Para o ponto M,, situado na segdo z+dz, estes angulos sdo

¢y+d¢y e -(@x+dwx).
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Sejam (0‘0,170) as tensbBes normais e de cisalhamento

calculadas sem considerar o efeito de segunda ordem
(expressdes 2.3.26 e 2.3.30) e (0,T,) as tensdes adicionais

decorrentes deste efeito.

As forgas resultantes das tensdes normais nas segbes AB e CD
estdo inclinadas em relagdo ao eixo z. Considerando-se por
simplicidade que os deslocamentos e as rotagdes sdo pequenos
o bastante para gque os senos de Py © PY sejam confundidos

com os angulos ¢_ e ¢.,, as projecdes destas forgas nos eixos
X Yy ¢

x e y sdo dadas, respectivamente, por:
- face CD, projegado em X

-(ob + 01) t ds ¢y

- face CD, projegdo em ¥y
-(ab + 01) t ds (-@x)
- face AB, projecdo em X

(O‘o + dcro +o o+ d0'1) t ds ((py + dfpy) =

N [(cr0 + o, +do) e, + 0, dfpy]t as

- face AB, projecdc em y

(ao + dcb + o, + dal) t ds (—px - dpx) =

& [-(Gb + 01 + dao) wx - ao d@x]t ds

Para a face AB, sdo considerados desprez&veis os produtos de

dcr1 pelos &ngulos v, © ¢, €08 produtos de dpx e dwy pelos

Y
incrementos doo e dal e pelas tensdes adicionais o,. Estas

aproxima¢des sdo aceitéveis para o célculo da carga critica
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por uma anélise de estabilidade de Euler, na gual os
deslocamentos anteriores & flambagem s&o desprezados e se
consideram apenas pequenas perturbagdes em torno da
configuragdo de equilibrio trivial. Nic s&o adequadas, no
entanto, para um estudo mais preciso das barras sob nao
linearidade geométrica.

A resultante destas forgas, dada pela soma dos valores das
faces AB e CD, & estaticamente equivalente a uma forga
transversal distribuida na superficie média, cujas
componentes nas dire¢des X e y sdo dadas respectivamente por

Py, dz ds = (qoy dcro + 0, dcpy) t ds

le dz ds = (-qox dcro -0, dcpx) t ds
ou
a
a
py1 = - P (cro tpx) t (2.3.36.Db)

Procedendo-se de maneira andloga com as tensdes de
cisalhamento nas faces AB e €D, pode-se determinar a
componente das forgas delas resultantes na diregdo normal a
superficie média inicial, visto que a segdo gira de um
&ngulo 9, Tem-se entao:

= face AB :

(ro + dto + T, + drl) t ds (tpz + d(pz) &

P [(‘Co +T o+ d‘to) P, + 1T, dpz] t ds
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- face CD:
-(1:0 + t1) t ds ¢,

A forca transversal distribuida equivalente vale, portanto,

_6
= — (T, p,) t

P, 8z

e as componentes nas diregdes x e y sdo dadas por

8
P,, = - p,sen 9"I = - 5; (1:0 qoz) t sen eu (2.3.37.a)

8
p,,, = P,CO8 en = -é-—z~ (1:0 wz) t cos GH (2.3.37.b)

As forgas transversais totais por unidade de superficie py,,
e Pyy podem ser obtidas somando-se as d s parcelas.
Integrando~se estas forg¢as ao longo do contorno da secgao,
obtém~se as forcas transversais ficticias totais num
elemento de barra 4z, dadas por

a
fxn= Ipxu ds=[a—[ qo-‘l: ¢, sen eu]dA {(2.3.38.a)
A

a
fYN = I pYN a I P [—crO P * T, ¢, cos en]dA (2.3.38.b)
A

Note-se que as forcgas ficticias dependem apenas das tensdes
o, e T, Assim, a aproxima¢do adotada equivale a se admitir

gque os esfor¢os solicitantes da barra correspondentes ao
carregamnento critico, determinados através da teoria linear,
nio se alteram com os deslocamentos pds-critices.
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Substituindo-se nas expressdes 2.3.38 os valores de o, e T,

de 2.3.26 € 2.3.30 e os de Py © fpy de 2.3.3%5 e utilizando-se

as relacdes deduzidas no item 2.3.5, pode-se obter:

fxn = |IN ' + Y tpé) - Mg P, (2.3.39.a)

o = [NV = x 00| - My 0z (2.3.39.b)

2.3.7.2 Momento de torgd3o adicional

As forcas transversais ficticias Py © pyN atuantes no

elemento ds dz produzem um momento de torgdo em torno do
eixo passando pelo centro de torgdo. Desprezando-se oS

deslocamentos dos pontos de aplicacdo de Py, © P este

yn'
momento de torcgio & dado por

dm21 dz = PYN(X -x) T PXN(Y - yc)] ds dz =

a -
= — |-on'(y -y) +tovi(x- xc)] t ds dz +

-

2 2
O‘O(X - xc) + ao(y - yc) ] -t ds dz +

6 -
+ a_z- {‘Pz T,CO0S BH(x - xc) + T sen 6H(y - yc)]} t Ae dz

Deve-se notar ainda gque, com o deslocamento do elemento da
secio transversal tds para a configuragdo deformada, o ponto
de aplicacao das forgas tangenciais se desloca, resultando
numa variac&o do momento de torgdo (fig. 2.3.10). Tomando-se

os momentos de torcdo nas faces AB e CD, o incremento clm22

vale
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FIG, 2.3.10 Andlise de estabilidade - deslocamentos do
ponto de aplicag3o das forgas tangenciais

du 3
=| M _ -
dm, dz= u, + _a_z_dz [to +T o+ Py (T, + ti)dz] sen 6 t ds

-ux["?o + Ti] sen 8 t ds + Vn[to + Ti] cos 6 t ds

év
H

d
“lv, * — dz [‘co + T o+ 7Y (T, + ti)dz-|cos 6, t ds =

-

[ a(t_ sen 6_u ) a(t_cos8, v.)
0 H H _ 4] H M t ds dz
az az

[14

substituindo-se os valores de u e v, tem-se

a
dmzadz = 6—2» [u T, sen en - Vv T, cos en ]t ds dz -
a
- a_z- [goz ‘t:0 sen 61‘l (y yc) + fpz ‘co cos BH (x - xc)]t ds dz

As forgas de superficie externas p, € py também tém seus

pontos de aplicagdo deslocados, resultando assim em unm
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momento de torg¢do adicional

dm, dz = [Py u, - Py V,,]ds dz =
- [py WP, V-, B(Y - ) - 9, Py(x - xc)] ds dz
0 momento de torcdo adicional por unidade de comprimento

pode ser obtido somando-se e integrando-se estas trés
parcelas na segdo transversal, obtendo-se entao

a

m,. = a—z-{ -u’J.cro(y -y) da+ V'IUO(X - %) dA +
A A

+ qoé J. I:cro(x - :-:C)2 + cro(y - yc)z] dA} +
A

S¢
a
+ 3 [ uItoseneu da - vItocoseu dA] + uj py ds -
A A s,
i
s
f sf sf
-vjpxds-rpz I:Ipx(x-xc) ds+Ipy(y-yc) ds]
s, s, s,
i i i

(2.3.40)

Substituindo-se , de 2.3.26, as trés primeiras integrais

indicadas na expressao 2.3.40, que representam a
contribuicdo das tensdes normais para © momento de torgao
adicional, podem ser escritas como

_[ao(y - y)aA = - yN + M (2.3.41.a)
A

J.cro(x - xc)dA = - ch - M
A

. (2.3.41.b)
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I H I, My L . H,
+ - 2y M, - - 2x My+I—Mw=
2 2
LIy “Tyy LIy "Iy W
— 2 -
=N+ 2r M - 2r M+ 7T M (2.3.41.¢)

Nestas expressdes, os eixos x e y sdo tomados passando pelo
centro de gravidade e as propriedades setoriais calculadas
em agdo ao centro de torcdo. O momento polar de inércia
da se¢&o em torno do centro de torgdo vale

I =3I +1 +A(xcz+y2)

0 b4 y c

H H, e Hw sdo pardmetros de assimetria da segdo dados por

X' 'y

_ 2. .2 - 2,.2 - 2,.2
Hx = Iy(x +y”) dA I-IY = Ix(x +y") dA Hw Iw(x +y“} da
A A A

A contribuigdo da forg¢a normal para o momento de torgao
adicional foi estudada inicialmente por H. Wagner (ref.
Chen, Atsuta, 1977). O termo da expresséc 2.3.41.c, embora
contenha tamb&m outros esforgos solicitantes, & aqui
dencminado termo de Wagner.

As duas integrais correspondentes & contribuicdo das tensdes
de cisalhamento sdo dadas, em vista de 2.3.27 e 2.3.31, por

ItosenBHdA = J"to t dy =
A A

v, =My (2.3.42.a)
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= = -_ . r
ItocoseHdA Ito t dx Vg M& (2.3.42.b)
A A

puanto & contribuicdc das forgas externas de superficie,

tem—-se

sf
Ipy ds v : (2.3.43.a)
=31

|
h

Sf
Ipx as = £ (2.3.43.b)

Si

s8¢ s¢
[Pyt - xpas + oty - vods = £ (e, = %) + £(e, - v)
si si

(2.3.43.¢)

onde ey e ey si0 as coordenadas do ponto de aplicag¢do das
cargas transversais fy e fy. Este termo se anula se as
forcas transversais s3o aplicadas no polo, admitido nesta
deducdo coincidente com o centro de torgdo.

Substituindo-se estas expressdes em 2.3.40 e levando-se en
conta gque

£ty = - VQ = M; fy = - V§ = - M; , tem-se

m,, = ¥ [N u’]!- X, [N v']'- u't M - v MY +

I
2 - r -
+[(rON+2r0ny2r0XMy+rowa)(oz]

- @z[fx (ey - Xc) + fy (ey - YC)] (2.3.44)

Nas aplica¢des desta expresséo ao cadlculo da carga critica
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de uma barra, & usual gque a forga normal seja o Gnico
esforgo solicitante e que as forgas transversais passem pelo
centro de torgdo. Neste caso, tem-se

mo=y [Nu) -x [ Nv]

o + [ rﬁ N g) (2.3.45)

2.3.7.3 EquagBes de equilibrio

As eqguacgdes diferenciais de egquilibrio a serem utilizadas
para a anidlise de estabilidade da barra podem ser obtidas
das expressdes 2.3.22, substituindo-se as forgas
transversais e o momento de torcdo pelos valores dados por
2.3.39 e 2.3.44 e adicionando-se o efeito dos apoios
eldsticos dado por 2.3.34. Resultam entdo as seguintes
expressdes:

EAW" = 0 (2.3.46.a)

n
0

f
v

El. W -E1_ vV - |N (u + 2% BT LW
Xy Y. ¢, X 'z

+ BX [ - (YH - yc) q;z] =0 (2.3.46.D)

Yy

¥
- v v o_ - M "
EIxy u + EI, vV [N (v’ X, wé)] + [ v ?z] +

+ By [v + (x, = x) r.oz] =0 (2.3.46.¢)

Iy

El,%

- GL,p; - Yc[N u']'+ xc[N v’]'+ u" M+ V" M, -

r
2
-[(rdN + 2rbny - 2r°xHy + Xow Mw)¢é] +B¢pz- Bx(yn - yc)u +

2

2
T OBy (x, = X )V +[Bx(yH T YTt B (%, = x) ]fpz +

[fx(ex - x) + L (e - yc)] b, =0 (2.3.46.4)
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Recorde-se que os deslocamentos u e Vv, assim como as
propriedades setoriais da segdo transversal e o parémetro

r sdo calculados em relagaoc ao centro de torgdo. Os

0!
nomentos e o produto de inércia, os momentos fletores e os
parédmetros de assimetria Hy, Hy e H,, dos qua s resultam
Toxr Yoy © Loy, S3d0 calcu os para os eixos passando pelo

centro de gravidade da segio transversal.

2.3.7.4 Energia potencial total do sistema

A expressio da diferenga entre a energia potencial total do
sistema para a configuragdo imediatamente anterior a
flambagem e para a configuragdo deformada pode ser obtida a
partir das equacdes diferenciais de equilibrio, utilizando-
se o principio dos trabalhos virtuais. Esta expressdo ndo
foi deduzida por Vlasov (1961) e, quando apresentada na
literatura, n&o vem acompanhada de uma discussdo das
condigdes de contorno correspondentes.

Multiplicando-se o primeiro membro das expressdes 2.3.46.a a
2.3.46.d respectivamente pelos deslocamentos virtuais dw,,
du, 8v e dp, e integrando-se por partes ao longo do
comprimento da barra, obtém-se os termos componentes da
expressio da primeira variagdo da energia potencial total.
Indicando-se em separado os termos correspondentes as
condicgdes de contorno tem-se,

de 2.3.46.a,

L
1 >
-EA I 3 5 wa dz {2.3.47.a)
0
L L
EA wg wa o = N awo o (2.3.47.b)
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de 2.3.46.Db,

L L L
1 2 1 2
EI I 5|= u"®| dz - Elyy Iv" sun dz + IN 5= ur?| az +
b4 ° 2 2

0 0
L L L
+ INycwé su’ dz - IM;wZ su’ dz - Iwaé su’ dz +
0 0 0
L L
+ Iﬁx 8[% u{] dz - jgx (yh - yc)tpZ du dz (2.3.47.c)
L L
(EIyu”’- Elxyv”’) su . + [(Mx,pz)r_ N(u'+ yc@;)] du . -
" " r L el L oy f L
—(EIyu - EIxyv } du o = (Vxn - Vx) éu o - HY su o
(2.3.47.4)

de 2.3.46.c,

L L L
EI I ) i v?| daz - EI Iu" Sv" dz + JN 8 l v'2 dz-
X 2 Xy 2
0 0 0
L L L

INx.w' dvf dz - IM ¢, év’ dz - Imywé dv’/ dz +
0

L
IBY [-— dez + JB (x, - x)p, 8V dz (2.3.47.¢)

L L

(EIxV”’- EIXYU'”) v + [(Myqoz)' - N(v’'- Xc(pé)] 3V

0 c

L L L

- (EI._v"- EI__u") &v’/ - V) &v

Xy

M ’
+ MX av |

0 0

(2.3.47.1)

de 2.3.46.4,
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L L
2
EI,, a[ tp"z] dz + GItI [ qoé] dz + yJNu' sp; dz -
0

0
L L L L
chNv' 3@ dz - IM u’ 6.;0' dz —IM u’ atp dz -IM v’ aqo' dz -
0 0 0
L L
M’y s dz+IrZN+2rM-2rH+rM 81t o3| az +
Y Y2 o oy X oX'y oW 2{02
0 0

L L
1 3
+ ,[350 6[—2- qoz]dz —iﬁx(yﬂ- yc)u sz dz -!-J‘fiey(:-:H -xc)v Sgoz dz +

0 0

L_
+ (y. - )2+B(x-x)26}-2dz+

J. Bx (Y, = ¥, Y'Tu c 2 Y2

ol
Lo 1
+J f (e -x) + f (e -y) ] 6[-2; qo;] dz (2.3.47.9)
0 b

L

(EI_ g, - GI,9}) 8¢, . [-u/ (-y N + M) + v/ (-x N - M) +

- L L

- - L o=
+(roN + 2r YM 2r My+ rowlvlw)qo ] Stpz o Equoz agoz o
_ L - L

- — - r

(T* - T) 3¢, . M ¢! . (2.3.47.h)

onde N, Vy, \-?y, My, ﬁy, T e M, sdo os esforgos solicitantes
devidos & mudanca de configuragdo da barra a partir da

configuragdo basica, Vo © Vyu s8o0 as forcas cortantes
decorrentes das forgas transversais ficticias, ou seja,
F oo R * -
qu fxn e Vy" fy e TN é& a par a do momento de torcao

total devide as forgas ficticias correspondente &s tensdes
normais, j& que o termo entre colchetes de 2.3.47.h &
idéntico ao primeiro termo entre chaves da expresséo 2.3.40.
Deste modo, obtém-se T:'=m;u, onde m;u é o momento de torc¢édo

ficticio por unidade de comprimento proveniente apenas das
tensdes normais.

As expressdes 2.3.47.b, 2.3.47.4, 2.3.47.f e 2.3.47.h
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corresponden ds condi¢des de contorno do problema. Se anulam
se os deslocamentos virtuais Swo, du, d&u’, av, a&v/, 6@2 ou
3¢, nas extremidades sdo nulos (condi¢des de contorno
essénciais) ou se os termos correspondentes aos esforgos

solicitantes s&0 nulos nas extremidades (condi¢des de
contorno naturais), ou seja,

V. =V , v =v , T = T* (z = 0, L)

. Somando-se as eguagdes 2.3.47.a, 2.3.47.c, 2.3.47.e e
2.3.47.9g, combinando-se os termos comuns e utilizando-se as
relacdes 2.3.42, tem-se

L L L
1 > 1 2 1 .2
EAI«S—W' dz+EIJ6—u" dz+EIJS—v" dz -
2 ° y 2 X 2
0 0 o
L L L
- EI I 5(u"v") dz + EI I 5|2 o3| az + e1 I 8|2 o2l az +
Xy W 2 2 t 2 '3
0 0 0
L L
I 1 =2 1 2
+N65u' dz + Nazv’ dz+JNyC6(u'¢é)dz-

0
L L

- ’ - - -
[mx, s(vrpy) az [m, scurey) az IMY 5(vipl) dz
0 o 0

O —_

:t‘ol

L L
- [v, scurp,) az + va 5(vip,) dz +
0 0
L
i 2
+ ] [rON + 2 royM -2r XMY + rowa] 6[— @r] dz +
0
L L L
+ "B s|= v?| az + IB 3 2 v?| dz + JB é 1 e2| dz -
J X Yy 2 ¢ |2 2
0 0 0
L L
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(B, (v, = ¥)°

c

2 1 5
+ By(xH - X)) ] 6[—2— (pz] dz +

1 -
fx(ex-xc) + fy(ey-yc) ] 6[5 wz] dz

QtY— o~

Tendo em vista que as forgas externas fy, fy, fz; e mzy e os
esforgos solicitantes N, My, My, M, nao se alteram com os

deslocamentos virtuais aplicados & barra, a expressdoc acima
pode ser considerada a primeira variagdo do seguinte

funcional:
L _
-2 I EAw’’+EI_uP’+EI_v"°-2EI_ u" +EI _pi°+GI /%] dz +
2 0 y X Xy thz
0 .
1 v r
T z 2 _ ; _
+ . Nju’ "+v/ +2yEu'¢é 2xav'pz] dz I@é(uxu'+nyvf) dz +
0 - 0
1 . L
+ 5 | wz [r‘N+2r‘yM -Zrbey+rwab] dz + J@z(vxv'—vyu') dz +
0 0
1 L
[ 2 2
5 {B u-(Y‘-Yc)@ ] By [v+(xh-xc)¢z] By 9, Az 4
0
1 L
+5 [f (e, %) +f (e <Y.) ]rp: dz (2.3.48)
0

.

Embora corresponda & diferenca da energia potenc al entre a
configuracdo deformada e a configuragdo reta imediatamente
anterior @& flambagem, este funcional é referide na
literatura como sendo © da prdpria energ potencial total
do sistema. A condigdo 8U=0 & assim condigdo suficiente para
0 equilibrio da configuragdo considerada. A utilizagdo desta
expressio & comentada no capitulo 3.
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2,.3,7.5 Observagdes

As expressdes do funcional da energia potencial total e das
condigdes de contorno provenientes da aplicagic do método
descrito no item anterior dependem da forma de integragdo
por partes adotada.

Tomem-se como exemplo os termos em My das expressbes
2.3.46.b e 2.3.46.d. No item 2.3.7.4, optou-se pela forma

L L L L _

" 1 - f - ’ -
Jonge,om su az v funmy sp, az = p,)c su| - [Mpp, sur az
0 o ¢

L 1 L L
- r ! r - r r - [ f

IMx¢z sdu’ dz + u Mx 6¢z o Iu Mx 6@2 dz Iu Mx 6¢z dz
0 0 0

de onde resultam a parcela do funcional da energia potencial
total dada por

L L
-Iwaéu'dz -Ivywzu'dz (2.3.49)
0 0

e o0s termos em Mx das condicdes de contorno 2.3.47.4 e

2.3.47.h.

Por outro lado, adotando-se a integrag@c por partes sob é
forma

L L L L
n n = - [}
I(waz) du dz + Iu Mx 6¢z dz Mx@z éu’ o + (waz) du o +

0 0
L

L
"
+ Iwaz du” dz + Iu"Mx 3¢, dz
0 0

resulta uma parcela do funcional da energia potencial total
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sob a forma

L
"
+Iwazu dz (2.3.50)
0

ou seja, ndoc comparece a forga cortante. Um termo sob esta
forma €& encontrade em Timoshenko, Gere (1961) para andlise
de flambagem lateral de vigas.

Deve-se notar que as condigbes de contorno 2.3.47.4d e
2.3.47.h s8o de facil interpretagic fisica, embora sejam
funcido das forgas ficticias. J& o procedimento aqui indicado
resulta nas condig¢des de contorno

L L
- _ - ’ _
(qu— Vx) du =0 (My+ waz) du =0
0 0
- L _ L
(TN-T) Swz =0 Mw Swé =0
) 0
onde

Ti= m, FUNM VUMb (£, (e ~X ) +E (0 mY ) 1= mEH[RIM VM)

As expressdes em du’ e sz passam a conter termos com OS

deslocamentos e com os esforcos solicitantes resultantes das
forgas aplicadas e das forgas ficticias, sendo portanto de
dificil interpretacgio fisica.

Como consequéncia do acima exposto, encontram-se na
literatura diferentes expressdes para o funcional da energia
potencial total, onde em particular os termos gque contém as
forgas cortantes e os momentos fletores diferem bastante.
Considera-se fundamental, portanto, estabelecer a expressio
da energia potencial total a partir de uma teoria ndo linear
geometricamente exata, e ent&o adotar-se as simplificagdes
gque permitam, através de uma anilise linearizada de
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estabilidade, determinar um valor aproximado do carregamento
critico.

A exXpressdo 2.3.48 & utilizada, no capitulo 3, para a
descrigdo dos modelos de cilculo do carregamento critico de
barras com segdo transversal tipo I, U, C e Z. A expressdo
resultante da linearizacdo de uma teoria geometricamente
exata & apresentada no capitulo 4.
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3,1 INTRODUGKO

Este capitulo apresenta uma revisdo bibliogrédfica sobre a
determinagdo do womento fletor <critico associado a
instabilidade por distorgcac da se¢do transversal em seu
préprio plano, em regime eldstico, de alguns tipos de

perfis.

Os modelos aqui descritos fazem uso dos métodos diretes do
cdlculo das variagdes para obtencgdo dos valores extremos do
funcional da energia potencial total do sistema, aos dquais
correspondem os carregamentos criticos. Em vista disso,
apresentam-se inicialmente alguns comentdrios a respeito do
método energético para andlise de estabilidade.

A instabilidade por distorc¢#io de perfis tipo I simétricos em
relacdo ao plano da alma vem sendo muito pesquisada
atualmente em razao do uso intensivo, em pontes, de vigas
nistas aco-concreto com vigas de ago continuas, nas guais,
por razdes estéticas ou econdmicas, tem sido necesséario
reduzir ou mesmo eliminar os enrijecedores e travamentos da
aba inferior nas regides préximas aos apoios internos.
Nestes perfis, o centro de gravidade e o centro de torgdo do
perfil como um todo e das abas individualmente estdo
contidos no plano da alma. Adicionalmente, nas vigas
submetidas a carregamento transversal no plano da alma, as
tensdes de cisalhamento nas abas sdo idénticas em ambos os
lados da alma. Assim, nos perfis isentos de imperfeigdes
geonétricas iniciais, a forga resultante das tensdes de
cisalhamento nas abas ndo provoca deflexdo das mesmas no
plano horizontal(fig. 3.1.1.a). A barra permanece em sua
configuracdo basica inicial até que o carregamento atinja
seu valor critico, para o gqual este estado se torna
instavel.
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(@) (b)

FIG. 3.1.1 TensBes de cisalhamento em perfis
tipo I e U enrijecido

Os perfis constituidos por chapas dobradas possuem pequena
espessura e, frequentemente, pegquena largura de aba. Enm
vista disso, o comportamento da barra pode ser bastante
afetado pela distorgéo da segdo transversal. Deve-se ter em
conta ainda gue os perf s de chapa dobrada s&o ger lmente
assimétricos em relagdo ao plano da alma, e portanto os
modelos de cilculo do momento critico de vigas simétricas
tipe I ndo se aplicam diretamente aos mesmos. A distorgéo do
perfil devida &s tensdes de cisalhamento nas abas ocorre
desde o inicio do carregamento e nao pode, portanto, ser
desprezada, a menos que se trate de barras submetidas a
momento fletor constante ao longo do vdo, nas gqguais a forga
cortante & a (fig. 3.1.1.b).

Embora a carga critica em regime elastico 1linear né&o
corresponda, em geral, a carga de colapso das estruturas,
este parémetro tem sido empregado até hoje como um valor de
referénc , em relacdo ao gqual a carga de colapso &
estimada. Para esta estimativa, s8c muito utilizadas
expressdes semi-empiricas associadas a parametros de
esbeltez da barra e & carga critica em regime eléastico
(fig. 3.1.2). Estas expressdes, apresentadas de diversas

formas nas normas de dimensionamento de estruturas de ago,
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dependem das imperfeigdes geométricas iniciais admitidas, da
geometria da segdo, das tensbes residuais resultantes do
processo de fabricagdo do ago e da barra e do comportamento
fisico do material. Apenas recentemente tem-se procurado
considerar no cdlculo da carga critica, de forma
teoricamente mais exata, o© comportamento n¥o eldstico da
barra. No entanto, © comportamento pds-critico permanece
praticamente ndo explorado.

N

FIG, 3.1.2 Curva semi-empirica M/Mp - A

Para os perfis tipo I, sdo tratados de forma mais completa
apenas trés modelos de cédlculo da carga critica: o de
Svensson (1985) e o de Goltermann, Svensson (1988),
considerados representativos dos modelos analiticos, e o de
Bradford, Trahair (1981), representativo dos modelos gue
utilizam o wmétodo dos elementos finitos através de uma
discretizag@o em elementos de barra. Esta limitacio se deve
ao fato de o escopo deste trabalho ser a andlise do
comportamento de perfis de segdo delgada através de teorias
de barra. Da-se énfase aos modelos analiticos, em vista da
facilidade de comparacio com a metodologia proposta nesta
tese.

Para os perfis de chapa dobrada, sio apresentados emn
pormenor apenas os modelos de Douty (1962) e de Pekoz,
Soroushian (1982), com énfase para o primeiro, considerados
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representativos dos modelos simplificados desenvolvidos para
anilise da instabilidade por distorgdo destes perfis.

Os re tados obtidos por alguns outros autores e os modelos
derivados dos aqui descritos s8o citados dguando de
interesse. Outros trabalhos consultados encontram-se nas
referéncias bibliogréaficas.

3.2 0 METODO ENERGETICO

A condigdo necessaria para o equilibrio de um sistema
estrutural elastice sob carregamento conservativo numa
determinada configurag¢@o cinematicamente admissivel & que a
energia potencial total passe por um extremo, isto &, que a
primeira variagdo da energia potencial total seja nula.
Designando-se por A os deslocamentos generalizados de uma

segdo transversal, a condigdo para se atingir uma
configuracdo de librio & dada por
dU = 3U(A,84) =0 v S8A (3.2.1)

Por outro lado, o Teorema de Lagrange-Dirichlet estabelece
gque uma condig¢8o suficiente para a estabilidade do
equilibrio de um sistema  estrutural elastico sob
carregamento conservativo em uma determinada configuragio é
que a energia potencial total seja minima nesta
configuracgdo, isto &, que a segunda variagdo da energia
potencial total seja positiva definida, e portanto

s%u = s%u(a,34) > O Y SA = O (3.2.2)

A transicdo de estabilidade para instabilidade se d& para
uma configuracio denominada critica. Esta configuragdo pode
ser determinada, numa andlise ndc linear de estabilidade, a
partir do conhecimento da expressao exata da energia
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potencial total, de onde se obtém as expressdes exatas da
primeira e da segunda variagdo da energia potenc al total.
Para uma sequéncia de configuragdes de equilibrio com
carregamento proporcional crescente g = P9, © carregamento

critico, dado por p & aguele para o gqual existe um &A=0

cr’
tal que a condig¢8do 3.2.2 nio & mais satisfeita, ou seja,

3 8A*0 / &°U = 3°U(4,34) = 0O (3.2.3)

A an&lise da instabilidade por distorcdo de perfis

apresentada no capitulo 5 baseia-se neste procedimento.

Pode se mostrar que a expressdo da segunda variagdo da
energia potencial total 8%U pode ser decomposta em dois
termos, 82Uc e Sﬁﬁy que caracterizam respectivamente os

efeitos constitutivos e os efeitos geométricos dos esforgos
internos ¢ e dos esforgos externos g. Esta divis8o néo &

inica, como sera visto no capitulo 4.

Unm valor aproximade do carregamento critico pode ser
determinado através de uma andlise linearizada de
estabilidade, denominada andlise de Euler, na gual a
expressio exata da segunda variagdo da energia potencial
total & simplificada com a adogdo das seguintes hipdteses
adicionais:

a) 0 gradiente dos deslocamentos na configuragdo critica é
t%c pegueno gque se possa confundir a configuracdo
im atamente anterior & flambagem com a configuragdo de
equilibrio inicial, ou seja,

ch £ 0 (3.2.4.a)

b) As tensdes, e portanto os esforgos internos generalizados
g calculados para o carregamento g = pg , s8o dados pela

teoria linear, logo
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(3.2.4.b)

onde g, é a solugdo da teoria linear para o carregamento 9

Este procedimento permite identificar uma mudanga da
configuracio de equilibrio e assim determinar um valor
aproximado da carga critica, mas n3&¢ da nenhuma indicacgéc
guanto & estabilidade da configuragdo pés-critica. Esta
andlise de estabilidade constitui um dos objetivos béasicos
do trabalho, sendo tratada nos capitulos 4 e 5.

Nos modelos descritos neste capitulo, o valor aproximado da
carga critica & determinado a partir de uma andlise
linearizada de estabilidade mas, como & pratica corrente,
com o emprego de uma expressfo aproximada da energia
potencial total que n3o é& obtida a partir da expressdo
exata. Este procedimento apresenta imprecisdes que s&o
discutidas em pormenor no capitulo 4.

Os valores extremos do funcional da energia potencial total
podem ser determinados, em qualquer dos casos, através dos
métodos diretos do célculo das varia¢des, entre o8 guais os
métodos de Ritz e de Galerkin sdo os mais utilizados.

0 campo de deslocamentos & representadeo, nestes métodos, por
funcdes do tipo

Ay = A(x,y,2) =

3 i 944 (%/¥.2) j=1...m (3.2.5)

onde ﬁ; correspondem aos m deslocamentos generalizados, Aji

sdo coeficientes constantes e 95

de fungdes cinematicamente admissiveis para o problenma,

i(x,y,z) formam uma sucessao

denominadas fung¢des coordenadas.

No método de Ritz, os deslocamentos sao substituidos pelas
funcdes 3.2.5 na expressdo da energia potencial total,
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transformando-se assim o funcional numa fungdo U(Aji). Estes

coeficientes devem ser escolhidos de modo que a fungao U

tenha um minimo local para esta configuracgéo.

No método de Galerkin, os <deslocamentos 3.2.5 sé&o
substituidos diretamente nas equagdes de equilibrio do
problema, que ja representam a condigdo 8U=0. Estas, por sua
vez, podem ser obtidas da expressdo da energia potencial
total impondo-se que as equagdes de Euler-Lagrange sejam
satisfeitas. Os coeficientes ﬂji sdo escolhidos de modo que,

sendo A(x,y,2) os deslocamentos exatos e Lk[g(x,y,z)]=0 as m

equagdes de equilibrio do sistema, tenha-se

L [43] - L facxy,2)]

ortogonal, no intervalo considerado, a cada uma das fungdes
coordenadas Jpir O seja,

{Lk[a;] = Lk[é(erJrz)]} gki(XIYfz) dz =

i =1,..n

Ly [83] gy (x,¥,2) dz = 0 Sk-1..m (3.2.6)

Q — O ey

O carregamento critico & dado pelo menor valor de p que seja
a solucdo do sistema de equagdes assim obtido.

Outra forma de determinar o carregamento critico & através
do método dos elementos finitos, no gual a estrutura &
discretizada em elementos e o campo de deslocamentos em cada
elemento & fungao dos deslocamentos nodais generalizados
destes elementos, ou seja,

A =AML (3.2.7)

- o

Neste caso, o funcional da energia potencial total também se



77

transforma numa func¢éo U(Agl).

A condicdo de equilibrio passa a ser expressa entdo por um
sistema de equag¢des dado por

- el el = el
U‘i(A;l) =0 (3.2.8)

O carregamento critico & determinado a partir da condigdo de

gque existam valores de SAEI e sﬂ;l ndo nulos tais gue

2., _ el el sl _
Na aplicagdo do método dos elementos finitos, pode-se
expressar o0s termos U ij(bil) sob forma matricial, tendo-se
para cada elemento

= (U (8511 = k(8. + K (9,28 (3.2.10)

SIS

Esta divisdo é andloga & apresentada para a expressdo da
segunda variagdo da energia potencial total. k, & denominada
matriz de rigidez tangente do elemento e pode ser decomposta
em duas outras, tais gque k_  caracterize os efeitos

constitutivos e gc os efeitos geométricos dos esforcgos
internos ¢ e dos esforgos externos aplicados g. 0s efeitos
de o e de g sao, por vezes, apresentados sob a forma de duas

matrizes distintas.

A partir das matrizes k., de cada elemento, pode-se montar a

matriz de rigidez tangente K da estrutura. A condigdo

suficiente para a estabilidade do egquilibrio do sistema &

gue K, seja positiva definida. Para a andlise de Euler pode-

T
se escrever, em vista de 3.2.4,
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K, = K(9) + p K (9,0 ( .2.12)

onde K. e K s&o as contrapartes globais de K e K. A

solucdoc do problema & obtida através de uma andlise de
autovalores.

Na analise de Euler, & pratica tradicional ndo calcular a
carga critica diretamente a partir da segunda variagédo da
energia potencial total, mas sim a partir da primeira
variacio da energia potencial total ou entdc da diferenga
entre a energia potencial total para a configuragdo
considerada e para a configuracgdo critica.

Desenvolvendo-se U(A) em séries de Taylor em torno da

configuragdo critica 4., tem-se

U(Ak) = U(nkcr+6ﬁk) = U(ﬁkcr) + U'i(akcr)sai +
¥ o U g5 (Bygey) 88y SA. + ..
Sendo ch uma configuracdo de equilibrio, vem dque
U,i(ﬁkcr) = 0, e assim
1 1 2
AU = U(bk)-U(ﬂkcr) = 3 U'ij(akcr)aAiSAj + ...8 3 8 U(ﬂkcr)

(3.2.12)

Com esta simplificac3o, a carga critica pode ser calculada
diretamente a partir da expressio da energia potencial
total, impondo-se AU =0 a partir da configuracdo critica,

ao invés de 62U(bk) = 0.

Desenvolvendo-se agora U i(g) em séries de Taylor em torno
r

da configuracado critica, tem-se

} + U ,.(A y SA. + ...

U,i(&k) = U,i(Akcr (13" ker 3j
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Sendo écr uma configuracdo de equilibrio, tem-se

U (Byey) = 0.

ker
Admitindo-se que A seja uma configuragdo de equilibrio, tem-

se

U,i(Ak) & U,ij(Akcr) aAj = 0 (3.2.13)
A carga critica pode ser calculada, entdo, a partir da
condigdo de equilibrio 8U = 0.

Nos modelos descritos adiante, ambos os procedimentos podem
ser utiliizados para o «célculo da carga critica, em
substituicdo & determinagdo da segunda variagdo da energia
potencial total.

3.3 PERFIS TIPO I - MODELOS ANALITICOS

3.3.1 O modelo de Svensson

0 modelo de Svensson (1985) trata do calculo do momento
fletor critico de vigas tipo I contidas lateralmente apenas
ao nivel de uma das abas (por exemploc a superior, no caso de
vigas mistas ago-concreto) e submetidas a um carregamento no
planoc da alma que resulte em tensdes de compressioc em toda
ou em parte da aba nd#c contida lateralmente. Esta aba &
analisada como uma barra inicialmente reta, simplesmente
apoiada nas extremidades e submetida apenas a uma forga de
compressio z) varidvel ao longo do comprimento. Esta barra
se apoia num meio eldstico provido pela alma, suposta uma
chapa em balango engastada na mesa superior.

A aba superior tem seus deslocamentos no plano xz e rotagdes
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em torne de z impedidos. A reagdo do meio eléstico &
proporcional & deflexdo da aba (fig. 3.3.1), de modo que:

B,;= = fxB = Eta (3.3.1)
v a(1-v%)h°
ORI o,
(K 10
]
[ . A
W
x . |

FIG. 3.3.1 Modelo de Svensson

Svensson trata apenas da flambagem por flexdoc da aba na
direc8o x, desprezando assim os deslocamentos v e as
rotagdes Py Sendo o centro de torg¢8o da aba coincidente com

o encontro aba-alma, e portanto =y =0, a expressio 2.3.48
Y=Y

se reduz a

L L

u=2[er u"adz+£IBu2dz+EINu'2dz (3.3.2)
2 Y 20X 20

Qe



81

L
0 funcional U pode ser escrito como U = IF(z,u,u',u")dz, e

0
passa por um extremo se a seguinte eqguagdo diferencial de

Euler-Lagrange & satisfeita:

aF d |oaF a® [ arF
EG.- EZ ouf * 2 [au® =0
dz

de onde
v r ¥ —
EIyu {(z) - (Nu’(z)]’ + Bxu(z) =0

Esta & a equagdo diferencial de equilibrio do problena,
conforme ja visto na expressdo 2.3.46.b.

Substituindo-se {= 2/L e N=Né&(() nesta expressao, obtém-se

4

v 2 P BXL
u (g) + g (Qyui(Q)] 4 u(f) =0 (3.3.3.a)
b4
onde
N
= - 3.3.3.b)
p = (3.3.3.
E

& um parametro associado & intensidade do carregamento e

(3.3.3.¢)

& a carga critica Qe Euler para Bx= 0, sendo indicado como

ﬁE seu valor em mdédulo.

As deflexdes u(z) sao representadas sob a forma
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o inz 3
u = a,sen— = a
i L 1=1

.sening = T a,f; (L) (3.3.4)
1=1

1 i=1

As fungdes coordenadas fi(C) satisfazem as condigdes de

contorno geométricas do problema u(f) =0 e u"({) = 0 para
{=2z/L=0=¢el.

Alguns casos pa ticulares sfo descritos em pormenor, visando
sua utilizacdo adiante.

a) Forga normal constante ( N = Nc )

Este caso particular & apresentado no modelo de Svensson,
embora sua solucgdo seja encontrada em trabalhos anteriores a
este (ex. Timoshenko, 1961). A expressdo aproximada sugerida
por Winter (1960) também & indicada, visando sua utilizagédo
no modelo descrito no item 3.5.

Tomando-se neste caso gNUU =1 e substituindo-se 3.3.4 en

3.3.3.a, obtém-se

® 4 2 x 8 _2
¥ ia, + 8. ¥ a;
N i=1 1 x i=t 1
p o o— = (3.3.5)
N E 1252
i
i=1
onde
g L' BI?
* X b4
B = —_ (303.6)
S N
N E

Escrevendo-se uma série de fragdes correspondentes a cada
valor de i, pode-se observar que a expressdo 3.3.5 tem como
numerador e denominador, respectivamente, a soma dos
numeradores e denominadores das fragdes da série. Como esta
soma tem um valor intermedidrio entre o maior e © menor
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termo da série basta, para ninimizar p e assim obter seu
valor critico, tomar um termo genérico de ordem n e torna-lo
minimo. Assim,

= |2+ 2| =02 + —— (3.3.7)

*
Ner By 2 X
p ——
cr -
Ng n2 n'n’N

Em particular para Bx=0 e n=1, tem-se pcr=1 e Ncr=Na'

A transicdo entre a flambagem para n e n+l semi-ondas ocorre
para um valor de Por tal gue

* *
. By . By
n® + — = (n+l)" +
n (n+1)2
de onde
g: = n*(n+1)° (2.3.8)

Para valores muito baixos de B;, p torna-se mninimo para

= = *
n=1e vale Por 1+ BX.
Para valores muito altos de B;, pode-se desprezar a unidade

na expressio 3.3.8. O nGmero de semi-ondas n e o comprimento
de cada semi-onda tendem para

r—‘ L Y

= * =

n= 48;{ e Lef —;—'ﬂ 43— (3.3.9.3)
4

Substituindo-se neste caso B; =n' en 3.3.7, obtém-se
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E E Lef
(3.3.9.b)

Para B; elevado, a carga critica & portanto o dobro da de um

pilar com mesmo comprimento efetivo mas sem apoio eléastico.

Uma aproximacdo bastante satisfatéria para o valor da carga
critica & dada por Winter (1960):

2
Ncr R XL

p_=—=1+8%=1+ 0= ——= 30
cr N X 25 N
E TN N
(3.3.10.a)
2
p = — = - = . _
cr N X n ¥
E Ne
{(3.3.10.b)
Ner 4
pcr’-NE //,
£
//
/// I ‘2.;.;—’
6{':’// ¢q.3.3.10.b N dee S =-3‘
£ el i
7 "7;,é;=5=ﬁ‘“" g
——
/!/ / :
req.3.3.10.0 :
] A '
0 20 30 © %

FIG., 3.3.2 Carga critica conforme Winter {1960)
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Estas expressdes estdo representadas na fig. 3.3.2,
juntamente com as retas obtidas através da expressdo 3.3.7
para cada valor de n.

b) Forga normal dada pela expressdo 3,3.11
N(L) = N9 (L) = N (a + bC + cC°) (3.3.11)

Substituindo-se 3.3.4 em 3.3.3.a, multiplicando-se a equagao
assim obtida por cada uma das fun¢gdes coordenadas sen jnl e
integrando-se ao longo do comprimento da peca tem-se, de
acordo com o método de Galerkin,

1

]
I senjn{ ¥ aiseninc itn* +
i=1 EI
0 Yy

©0

+ n‘pI senjn{ E all[g (C)cosinl) dc = 2 (Aji pB ) i =0

(3=1,2,...)

Utilizando-se as condigdes de contorno e de ortogonalidade
das fungdes fi(C) e integrando-se por partes o termo em p,

obtém-se
Aji =0 123 (3.3.12.a)
1 B:-c]:“l ..
A.. = — |i%* + i=3j (3.3.12.b)
i 2 EI
Yy

1
Bji = n‘ij I gN(C) cosinl{ cosinf d4A¢

0

Para gN(C) dado por 3.3.11, obtém-se
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7 1 2 .
B.. = — i“|2a + b + + —-c i=j (3.3.13.a)
Ji 4 132 3
ta ’2
2,.. 1+ R .
Byg = i3 2 {["n” “1]b + 2-0)* ’c} 13
* 02
(3% - 1%
(3.3.13.b)

Solucdes aproximadas para cada caso de carregamento podem
ser determinadas adotando-se um nGmero n finito de termos na
série 3.3.4, e impondo-se

det (gij-pgij)=0 i,j=1....n (3.3.14)
L_.E‘ ‘51./2
“ ® N, 9+
1,0 \ _=—_—£:|Nc gN(g}g g ®
09
\ N, ‘Julghl-sg +6§2@
0,8
or =P =N WL 20-1 @
0,86 \\ ‘
MIEN
\\\\\

SN
‘\\\\

0,2
o,

o S 0 15

20
VB

FIG. 3.3.3 Carga critica conforme Svensson (1985)



87

Apresenta-se na fig. 3.3.3, para alguns tipos de
carregamento, um grifico com a variagdo de p;;”!= Lef/L com

0 paréametro n 4[6;, onde L, €& o comprimento efetivo

convencional de flambagem.
3.3.2 0 modelo de Goltermann,Svensson

0 modelo de Svensson (1985) desconsidera a resisténcia &
torgdo das abas, assim como o fato de que uma parcela da
alma da viga também estid submetida & compressao.

Williams,Jemah (1987) sugerem, com base em resultados
numéricos obtidos através do método dos elementos finitos
utilizando elementos de casca, que se adote uma carga
critica reduzida de acordo com a seguinte expressio:

bftf

pé]’.‘ = pcr
bete + 0.15hyty

(3.3.15)

Esta redugdo equivale a se considerar que 15% da &rea da
alma deve ser adicionada & &rea da aba inferior, para
cdlculo da tensdo critica convencional, como  Segao
transversal resistente a N .

Goltermann,Svensson (1988), por sua vez, modificam o modelo
original de Svensson (1985) levando em conta a resisténcia a
torgdo das abas e, ainda, a existéncia de uma restrigédo

elastica para rotagbes da aba contida lateralmente.

O0s deslocamentos u(z) da aba sdo representados sob forma
trigonométrica, de acordo com a expressdao 3.3.4. Os
deslocamentos transversais uw(y,z) de qua quer ponto da alma

do perfil s&@o proporcionais a u(z) mas compdem-se ainda de
dois termos: o primeiro, sob a forma de um polinémio de
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terceiro grau em y, corresponde & distorgdo da alma,
enquanto que o segundo, linear em y, corresponde & rotagédo
da segdo transversal em torno de um eixo longitudinal
passando pelo encontro da aba superior com a alma. De acordo
com a fig. 3.3.4, tem-se:

T B
Y Oy 0N 0,04
ﬂj’i—"— o gﬁﬁg ——
WERY
t“ = ﬂ\ = cdu +
3 Z 2 /:j—l 3
. o -8l - o

FIG. 3.3.4 0 modelo de Goltermann, Svensson

u =u (y,z)=u(z)f(y)=u(z){C,i1- 3 X + l Y ’ +(1-C,) 1-2
wow ! d 2h 2 |n a h
(3.3.16)
1-C
qys(z) = —uW,yl = -u(z)f’(h) = u(z) — {(3.3.17.a)
y=h
140.5C
0;(z) = —uw'y‘ = —u(z) ‘(0) = u(z) — (3.3.17.b)
y=0
N (l-a_})y N
oy, zy= 2| il (A DR (3.3.18)
Ay h Ay

Na parcela correspondente as abas da expressdo da energia
potenc 1 total comparecem, agora, os deslocamentos u da aba
inferior e as rotagbes em torno de z b © ¥5 das abas
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superior e inferior, ou seja,

L L
U= i-~(EI u? + GI_.p!% + GI, _p’Haz + 1 Iﬁ 2az +
1 2 | yi ti®i tsPs 2 o¥s
0 0
L L A
s 1 (N(z)u’dz + 1 I N(z)r’. 9% + a = nrl pr2|az
2 2 0i®i S a. os ¥s
0 0 1

A esta parcela, deve-se adicionar a energia potencial
correspondente & alma, dada por (Timoshenko, Gere, 1961)

p L h_
U =—wjju2 +u? _+ 2vu. _u + 2(1-v)u’? dydz +
2 5 w,22  W,YY W,YY W,22 w,yz|%Y
00" |
L h
1 B 2
+ 2 I o twuw'zdydz
00
Et)
onde D = —W— (3.3.19)
Yo 1201408

Substituindo-se as expressdes 3.3.16 a 3.3.18 em U=U,+U, e

aplicando-se, de modo anélogo ao do modelo original de
Svensson, a equac¢ao de Euler-Lagrange, obtém-se, para {=z/L
e N=Ncgh(C), a seguinte equagio diferencial de equilibrio:

v Kz Beq™

WO+ mKp| g+ —| v} +
K,p

1 eq

u(Z)=0 (3.3.20)

Esta equacdo & similar & expressio 3.3.3 do modelo original
de Svensson. Tomando-se entdo u(z) sob a forma de uma série
trigonométrica, a solucdo & andloga & do modelo original. Os
coeficientes K,» K, e ﬁeq da equacgdo 3.3.20 sido dados por
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2 I
Y. . s
K. =1 + | Y| [co.50, + 1)% a. 2= (1-c2| +
i da s I d
+ |2 2 c, + (1-a_) 2_ 2o 42
—_— —_— - — P - —_— ——
a; {105 ¢ 60 d s’ 96 4 20 9 12
GIteq 1 [L]2
2= — —
Equ "2 h
g =2 lg (1-cy?+a.nc?
eq 2 P d x d
h
onde qu e It eq sdo pardmetros gue dependem de Cq mas

assumem respectivamente, para os casos usuais, valores

préximos de 1 e I.. I, & o momento de inércia a torcao

yi t
correspondente a toda a segdo transversal.

Note-se que Cd deve ser determinado, caso a caso, de modo a

minimizar a carga critica. No entanto, por simplicidade, os
autores sugerem adotar

Cy = — (3.3.21)

A fig. 3.3.5 apresenta os resultados obtidos com este modelo
e com o de Svensson para © caso particular de dois perfis
tipo VS submetidos a momento fletor constante ao longo do
vao (ocs=-1). Representam-se, para © modele de Goltermann,
Svensson, os graficos correspondentes a B¢>=0 (e portanto
C d=0), ou seja, aba superior travada apenas para
deslocamentos, e a 8 fp=°° (e portanto Cd=1) , para aba superior

travada para deslocamentos e rotagbes. 0 modelo de Svensson
corresponde ao caso C d=1.
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FIG, 3,.3.5 Carga critica conforme Goltermann, Svensson -

exemplos

3.3.3 Comentarios

As expressdes de Winter (3.3.10) s&oc utilizadas, na pratica,
para vigas com momento fletor variavel, tomando-se para N,.

o valor correspondente ao maximo momento fletor. Este
procedimento sé conduz a resultados aceitaveis se o valor de
B; é elevado, ou seja, se o nimero de semi-ondas m também é

elevado, pois neste caso pode-se admitir pequena variagédo da
forca normal ao longo de uma semi-onda. Para valores baixos
de B;, a fig.3.3.3 mostra que a consideragdo de momento

fletor constante pode estar muito a favor de seguranga,
sendo por isso aconselhdvel considerar o carregamento real.

0s resultados obtidos por Goltermann, Svensson mostram que a
carga critica & ortemente afetada pelo tipo de vinculo da
aba superior e pela resisténcia & torgdo do perfil. Vigas
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com pequena rigidez & torg¢ido qguando comparada & rigidez &
flexdo da aba inferior possuem geralmente carga critica
inferior & obtida com o modelo de Svensson, enguanto gue ©
inverso ocorre para vigas com grande rigidez & torg¢do. A
expressfo de Williams, Jemah ndo corrige portanto, de forma
adegquada, o valor de Por*

Nas vigas de pequeno comprimento, a carga critica pode até
ser inferior & carga de Euler enquanto que, nas de grande
comprimento, & muito superior. Note-se ainda que, nas vigas
em gque a aba superior & travada apenas para deslocamentos
(Cd=0), a carga critica & consideravelmente inferior &

obtida pelo modelo de Svensson.

3.4 PERFIS TIPO I - O "MODELO AUSTRALIANO"

0 efeito da distorgio da segio transversal na instabilidade
de perfis tipo I tem sido estudado intensamente por um grupo
de pesquisadores ligados & Universidade de New South
Wales, Austr&lia. Estes pesquisadores tém se dedicado
principalmente & elaboragdo de programas para a determinagéo
do carregamento critico através do método dos elementos
finitos e a uma analise paramétrica, visando o]
estabelecimento de expressdes para projeto.

Os primeiros trabalhos publicados tratam de perfis tipo I
submetidos a momento fletor constante, cujas abas séo
simplesmente apoiadas nas extremidades. Embora a formulagao
apresentada seja matricial, ndo & feita nestes trabalhos a
discretizagic da estrutura na diregdo longitudinal. O
comportamento da viga & caracterizado por apenas guatro
parametros, dois referentes aos deslocamentos horizontais
das abas superior e inferior e dois referentes as rotagdes
das mesmas em torno do eixo z. Assim, o problema se reduz a
determinacdo de autovalores de uma matriz de ordem guatro.
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Embora muito Gtil para um estudo gualitativo do problema,
este tratamento nfo permite considerar, de forma adegquada, a
variagdo dos esforgos solicitantes ao longo do vao, bem cono
o efeito da alteragdo das condigbes de vinculo. Em vista
disso, os demais trabalhos apresentam uma discretizagdo na
direcdo longitudinal da barra, que permite a solugdo do
problema através do método dos elementos finitos.

Apresenta-se agqui, de forma resumida, o modelo de Bradford,
Trahair (1981), bem como alguns resultados dos estudos
paramétricos ja publicados.

3.4,1 0 modelo de Bradford, Trahair

Este modelo apresenta uma anflise de perfis I através do
método dos elementos finitos, na qual a viga & discretizada
na direcido longitudinal em elementos gque possuem seis graus
de liberdade em cada extremidade, trés para cada aba:
deslocamentos horizontais u, e u,, rotacdes Py © P; oM torno

do eixo z e rotagdes ué e ui em torno do eixo y. Os termos
ul e uf permitem a simulag¢do de restrigdo & rotagdo das abas

(fig. 3.4.1).

Para o que segue, & adotada a convencdo de eixos do trabalho
original, modificando-se a notagidoc onde necessério.

a) Deslocamentos

Os deslocamentos horizontais das abas no emento sio
caracterizados por polindémios cibicos em {=2/1, dados por

u_ = .‘I.(a1 + aac + aac2 + a4c3) (3.4.1.a)

= 1(a, + al + a7c2 + aac3) (3.4.1.b)

c
I
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FIG, 3.4.1 0 modelo de Bradford, Trahair

As rota¢des das abas em torno do eixo 2z s&o dadas pelo seu
valor médio (us—ui)/h adicionado de um termo linear em (.

Deste modo, sua variagdo também & cGbica com {. Tem-se entéo
u_-u,

s 1
p_ = o + a, + am(‘; (3.4.2.a)

p. = + a_ + a (3.4.2.b)

Derivando-se as expressdes 3.4.1 em relagdo a z, obtém-se as
rotacgbes das abas em torno do eixo y, dadas por

2
F =
ul a, + 2a3C + 3a4§ (3.4.3.a)

4

v

It

2
a, + 237C + 3asc (3.4.3.b)
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0 vetor dos deslocamentos generalizados nodais do elemento &
obtido destas expressdes substituindo-se, conforme se trate

do nd inicial « ou do ndé final B, { = 0 ou 1l. Sendo ag ©
vetor dos coeficientes a;, e C. uma matriz de transformacao,
tem-se
el_ ’ ’ ’ ’ T_
4 {usa'usB'usa'usB'uia'uiB'uia’uiB'¢sa'¢sB'¢ia'¢iB} gfgf
(3.4.4)
Os deslocanentos u, da alma sd0 representados por
polinémios cGbicos em %=2y/h e em {, sob a forma
_ 2 3 _ -1 ,el
u, = (a +am+amn +am ) £(Q) = Cw ¢ 4
(3.4.5)

A matriz Cy é obtida impondo-se que os deslocamentos da aba

e da alma sdc iguais no ponto em que se encontram e gue ©
dnguloc entre ambas permanece reto, ou seja,

u, = u

u., = u
= W WI

s T T Yy | i w,Y |

n=-1 n=+1

(3.4.6)

0s deslocamentos axiais w, ew, eos deslocamentos verticais
Vg © Vg de um ponto gualguer da aba sio dados por

= =xu] w, = —xul
Vs Xug 1 x4

(3.4.7)

= V. = X@.
v x'ps i ¢l

b) Matrizes de rigidez do elemento

As matrizes de rigidez do elemento s&c obtidas a partir da
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expressdo da diferenga entre a energia potencial total na
configuragio reta imediatamente anterior & flambagem e na
configuragdo deformada, adicionando-se & expressido 2.3.48,
correspondente as abas, a energia potencial da alma.

el

U'=10U +U = U

£ +U. +U_+U (3.4.8)

fL fw WL WN

Os termos independentes dos esforgos solicitantes, UfL e
U, + compbem a matriz de rigidez constitutiva k., engquanto
que os termos dependentes Ufn e Uwu compdem a matriz de

rigidez geométrica ]_gG do elemento.

Deste modo tem-se, para as abas

1 ,2 1 2 2
L 5 [EI l.l' -+ EIYiug ]dz 5 [GItsq}é + GIti r;oi ]dz

O Sy

il
;

% gDyt Az (3.4 .a)
onde
ge = {ul,uy, 0L, 05 r}'= B, a, = B, gf-1Q” (3.4.9.b)
De = [EI, ,EI ;, G, ,GL;] (3.4.9.c)
logo
U, = % J'c B.'D.B.C. 'dz| A= -;— Ak, 8% (3.4.10)

Analogamente para a alma (Timoshenko, 1961),



97

1 +h/2
i I I 2 2 +ovu u, 2(1-v)u dydz=
2 w,YY 122 w,YY W,22 w,Y2
0 ~h/2
1 1 +h/2
- J .[ gD, &, dvdz (3.4.11.a)
0 -h/2
onde
= - = = =-1,el
1 v 0
_ v 1 0 5.4
" Pwlo o 1-v (3.4.11.¢)
2
logo
X 1 +h/2
UWL-—EQ.I Ic 'B.'D, B, C; ‘dydz| A
0 ~h/2
-1 Atk A% (3.4.12)
2 ~ ‘Fwc = o %

Tomando-se como referéncia os valores Hl e Vl dos esforcos

solicitantes para (=0 tem-se, para carregamento
proporcional,
9.0 M+ V1C1 A
.= 0. (¥, =-p —¥ Ty, = ~P
w w w
Iy hwtw
(3.4.13)
Oy = o-w(-hferJ gy = ow(hfsz)

Note-se gque eventuais forcas distribuidas ac longo de 1 séo
concentradas nos nbés, de modo que a variagdo de momentos

fletores possa ser considerada linear.
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Substituindo-se 3.4.3, 3.4.7 e N = Ia dA na segunda integral

A
de 2.3.48 obtém-se, analogamente,
1 +be/2
U, = i I I o |u+vr®| t,. dxdz +
fn o s |'s s fs
0 -bfsfz
1 +bfi/2
1 2, 2 _ 1 g el
+E-[ I oy [ui+v]tfidxdz—-5g.pl_gfcg
(3.4.14.a)
Para a alma (Timoshenko, 1961), tem-se
t 1 +h/2
W
an = EY J- I [O‘w u .z + 2‘!:w uw,y uw,z] dydz =
0 -h/2
1 el sl

A variacdo da energia potencial total do elemento & dada,
entdo, por

vel= % A% (x, + p k) 87 = % 2. x A" (3.4.15.a)
onde

k= ke + Koo (3.4. .Db)
k= ke *+ Ko (3.4.15.¢C)

c) Matrizes de rigidez da barra

As matrizes de rigidez da barra K. e K. podem ser obtidas

C G
facilmente de k e k dos elementos com o uso de matrizes de
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transformacido  adequadas, jA& gque os elementos estdo
alinhados.

Sendo A os deslocamentos generalizados da barra, vem que:
=1 A A
U = 3 A. (Ko + P Kg) A (3.4.16.a)

Para que a variagdc da energia potencial seja nu para
valores n&o nulos de A (ver item 3.2), deve-se ter

det (K, + ¢ K)

=0 (3.4.16.Db)
Desta expressfio, obtém-se os autovalores p, ao menor dos

guais se associa o carregamento critico.
3.4,2 Estudos paramétricos

0 modelo australiano tem sido usado para diversos estudos
paramétricos sobre o efeito da distorgdo da segédo
transversal na instabilidade e perfis tipo I. Alguns destes
estudos sdo descritos brevemente a seguir.

a) Vigas sem contengde lateral

Hancock et al (1980) apresentaram, anteriormente ao trabalho
de Bradford,Trahair (1981), um estudo simplificado voltado
para vigas submetidas a momento fletor constante, cujas abas
sdo simplesmente apoiadas nas extremidades. Neste estudo, os
deslocamentos generalizados das abas e da alma tém variagdo
senoidal ao longo da barra, sob a forma

T
Qf = {uOS, u ‘ cpm} sen nn{

o1’ P

Os
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_ 2 3
u, = (a1 + anmn +am + aan) h sen nn{
Deste modo, seguindo um procedimento andlogo ao j& visto no
item 3.4.1 mas sem efetuar a discretizagcdo da barra na
diregdo longitudinal, os autores reduzem o problema a
determinag8o de autovalores de matrizes de ordem quatro.

Com base neste trabalho, Hancock et al (1980),
Bradford, Waters (1988), Bradford (19920a) e Wang et
al (1991) apresentam andlises paramétricas do termo

Mcr/Hocr' onde M__ & o momento fletor critico obtido por

este método e Moc é o da teoria da flambagem lateral de

Y
vigas sem distorgao da alma, dado por

rd
n°EI_r * 2
I y oy GL, L Iyl 2
o= ——— |1+ |1+ + (3.4.17)
1? °EL. Tyl r#®
y oy
L -

roi; & um parémetro de assimetria, dado pelo valor de roy

para I = 0 (ver expressdo 2.3.41.c).

Xy

Constata-se, nesta analise, dque Hcr/Mocr se reduz, e

portanto o efeito da distorgdo se acentua, para pegas
curtas, com pequena &area de alma e elevada relagao hw/tw.

Nos perfis wmonossimétricos, este efeito & maior para os
perfis que possuem abas de menor largura comprimidas.

Bradford, Trahair (1981) apresentam uma anal se, para
momento fletor constante, do efeito das condigdes de vinculo
das abas na instabilidade da viga. Mostram gue a redugdo do

momento fletor critico em relagdo a M . se acentua muito

quando os deslocamentos laterais de extremidade de uma das

-

abas s3o liberados, em especial dguandoe esta aba & a
comprimida (fig. 3.4.2). Este caso, em particu , @&
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analisado por Bradford, Trahair (1983), Bradford (1990b) e
Bradford (198%9a) para varios casos de carga. Neste dltimo,

sugere-se a determinagdo de MC com base na exXpressao do

r
momento critico para flambagem lateral sem distorgéo, mas

para um comprimento efetivo dado, para vigas simétricas, por

L ,.=L+n — - ¥ (3.4.18)

n en dependem do tipo de carregamento da viga e valem

respectivamente 1 e 3 para vigas submetidas a momento
uniforme. A expressao 3.4.18 se aplica a vigas com
h /t, =50 e b./h, =1,0.

£
T —o
b o~
1} 7 \“CQ
/1 7
4 /
¢ {
———3

FI1G, 3.4.,2 Vigas I sem restrigdfo aos deslocamentos
laterais das abas

b) Vigas com conteng@c lateral

Johnson, Bradford (1983) apresentam um estudo paramétrico de
vigas mistas ago-concreto compostas com perfis I simétricos
bi-engastados e submetidos, em regime eléastico, a uma carga
uniformemente distribuida. Na aplicag¢do do modelo de
Bradford, Trahair (1981), os deslocamentos nodais
generalizados u., ¢, © ul sao impostos iguais a zero ao

longo de toda a viga, ao passo que u, e ¢; sdo nulos apenas

nos apoios. O termo u! néo é tomado igual a zero no apoio,
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de modo a permitir simular o caso de vigas continuas com
flambagem anti-simétrica em relagdo ao apoio.

Bradford, Zhi Gao (1992), por sua vez, tratam do sistema
misto ago-concreto, ou seja, incorporam a laje como elemento
resistente & flexdo em tornoc do eixo x nas regides em que a
mesma & comprimida. Apresentam um conjunto de curvas de

McrfM:ocr’

lateral, em fung¢do de L/h, h/tw, bf/h, tf/tW e da relagao

onde Mo corresponde ao perfil sem contencao

entre a drea de ago e a de concreto.

3.5 PERFIS TIPO U ENRIGECIDCO - O MODELO DE DOUTY

Douty (1962) apresenta um modelo de cdlculo do momento
critico de vigas tipo U enrijecido submetidas a momento
fletor constante ao longo do vdo. Em decorréncia da
consideracdo de momento fletor constante a segdo efetiva,
composta pela aba comprimida e por uma fragdo da altura da
alma, estad submetida a uma forga de compressdo uniforme,
aplicada no centro de gravidade da mesma, cujo valor critico
& calculado neste modelo. Esta hipdtese ndo & exata, dada a
variagdo das tensSes normais ao longo da altura da segao
efetiva.

A parte colaborante da alma & deduzida analiticamente,
embora o© resultado final n8o difira muito, em geral, do
adotado por Williams, Jemah (1987), que & 15% da altura da
alma,

A barra efetiva se apoia em meio eladstico cujo médulo &
deduzido por um modelo de pdrtico de largura unitaria, sendo
admitido constante ao longo da barra e independente da
intensidade do carregamento.
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Desprezam-se os deslocamentos da viga no plano da alma,
assim como a distorgio dQa segdo transversal da barra
efetiva, embora a distorcio da segdo como um todo seja
considerada.

Admite-se ainda que os apoios de extremidade oferecem
restric&o & rotagdo da barra em torno do seu préprio eixo e
aos deslocamentos no plano da se¢do transversal € que nao
impedem rotagio no plano da aba, ou seja, a barra efetiva é
simplesmente apoiada nas extremidades.

3.5.1 Determinagdo da area efetiva

Considere-se inicialmente que a aba comprimida da viga da
fig. 3.5.1, submetida a uma forga normal de valor o Ag esti

desvinculada do restante do perfil. A equagdo diferencial de
equilibrio desta aba & a seguinte:

Iy

EI £

u' - o, Ao ul =0 (3.5.1)

vE f 't

0 termo oA pode ser entendido como uma forga distribuida
ficticia por unidade de comprimento da barra ff. De maneira

andloga, cada tira de alma de altura unitéria, guando
submetida & forga normal o(y) t, estd sujeita a uma forga
distribuida ficticia de valor £, = o(y) t u;.

Admite-se, por simplicidade, gque os deslocanmentos u, sejam

lineares com a altura. Esta hipbtese estd a favor da
seguranca, Jja que os deslocamentos reais s8o inferiores aos
correspondentes & variacdo linear. Tomando-se os eixos de
referéncia passando pelo centro de gravidade da segéo, tem-

5e
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y &
b, y
H ¥ o, %
s-
f
c < w
c t
h X
'
Oy
by o*oty)
z
o~
M
F1G. 3.5.1 0 modelo de Douty (1962)
y + ¢
u = u, ——
W  §
c, + ¢
€ portanto
f =0 Y t————y+Ct ul
W C g f
c Co * S

c

Como a alma possui rigidez muito inferior &s abas na direcgéo
X, considera-se ¢que as forgcas transversais f W sdo
transferidas para as abas. Tomando-se os momentos destas
forgas em relacdo ao ponto de encontro alma-aba tracionada,
pode-se calcular a reagdo de apoio ffw da alma na aba

comprimida por
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c
fo
. o = ocAw(cc+ct) )
(et cp) e~ I (y + c.) £dy = T30 ug
- C
t —_—
BCC-Ct

A equacdo de equilibrio da aba comprimida submetida a&as
forgas distribuidas ficticias ff e ffw' passa a ser

A
EI, . u;" - o, |Ap + — ug =0 (3.5.2)
<
y 12¢
3cc—ct

0 termo entre colchetes corresponde a& &rea efetiva da barra
comprimida. A altura colaborante da alma & igual a:

3Cc-Ct 1
h .=h —-————=h 5-

ef
120c

h
12¢c,

(3.5.3)

Este valor geralmente & préximo do proposto por Williams,
Jemah (1987) para perfis I (hgyg=0. h) e também do de

Haussler (1964) para perfis U enrijecidos (h g=c./3) -

3.5.2 Determinagdo do coeficiente do apoio elast co

A aba comprimida do perfil tipo U enrijecido & tratada como
uma barra apoiada elasticamente num pértico formado pela
alma e pela aba tracionada. Este pértico confere & barra
apoios el&sticos & torgdo e & flex&o na diregdo x, cujos
coeficientes sado, respectivamente, Bw e Bx'

A se¢do transversal efetiva agqui analisada tem a forma de um
L, e portanto o centro de torgdo se localiza no encontro
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aba-alma. Admite-se neste modelo que a reagdo do apoio
elastico & aplicada no centro de torgao da segao.

As forgas fx e os nomentos fletores m,, tomados com valores
unitdrios por unidade de comprimento da barra produzen,
junto & aba comprimida, os seguintes deslocamentos do
pértico (fig. 3.5.2):

b y
s N4
B T S
€ %=1
—— ___fx ‘T’ u ‘
¢ m i ' jﬁ \ U,
h / /! )
X (i

|

FIG, 3.5.2 Pértico para determinagdo do coeficiente
do meio elastico

u = + (3.5.4.a)

n f1 (3.5.4.Db)
u= - - = - - *
2 2EI 2EI g
n  Pri
w= _—t — (3;504.0)

2 EI 2ETI

Douty adota I ='€712, embora Haussler (1964 proponha dque

se tome I = t3/12(1-v2), de modo a se considerar o fato de
tratar-se de uma tira proveniente de uma chapa de
comprimento n&o desprezavel. Compondo-se os efeitos de fx e

m ten—-se

zl
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u = fx u +w, u (3.5.5.a)
o, = £, ¢, + M, 9, (3.5.5.b)
¢ ue, =e; 4 Pu, 1Y,
X a e m, = o
ul @2 - u2 ul "‘02 - u2
logo,
fx A&

Bx = "-i'l— = Cl - C2 ? (3.5.6.3
B i c C e (3.5.6.b)
= —— = 3 - 2 m— - - -

LA ¢,
onde
‘pz
c = (3.5.7.a)
1 2
u v v,
Y,
c. = (3.5.7.b)
2 2
ul ‘pz - u2
v,
C_ = {(3.5.7.¢)
3 2
U oe, Ty

3,5.3 Calculo da carga critica

As equagdes diferenciais de equilibrio sdo deduzidas a
partir d4a expressdo da energia potencial total, com o
auxilio das equagdes de Euler-Lagrange. Ao contrario do
modelo de Svensson (1985), dque trata apenas da flexdo na
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diregéo x, sédo considerados simultaneamente os deslocamentos
u e as rotagodes ¢, OU seja, leva- em conta o efeito da

torg¢éoc na instabilidade da barra.

Tomando-se o sistema de referéncia passando pelo centro de
gravidade G da secgdo efetiva, considerando-se na expressio
2.3.48 da energia potencial total que v=0, xh=xg' Yi=Ye e
que a forca normal N & o Gnico esforgo solicitante, obtém-se
as equacdes diferenciais de equilibrio ja deduzidas no item
2.3.7, a saber,

v G _
EIY u - N(u"+ yctpg) + Bxu =0 (3.5.8.a)
EI o'~ GI p"- N(%" + y'u") + B ¢.= 0 (3.5.8.b)
w'z t¥z o'z c ¢z e

A for¢ga normal critica da barra efetiva & calculada
diretamente a partir das condigdes de equilibrio 3.5.8. Este
procedimento & justificado no item 3.2. Douty representa os
deslocamentos e as rotacdes sob a forma:

nnz 3.5.9
uiz) = a, sen —Eu (3.5.9.a)

e 3.5.9.b
@z(z) = bn sen -IT- {(3.5.9.Db)

onde o nimerco de semi-ondas n deve ser determinado de modo a
minimizar a carga critica. Substituindo-se as expressdes
3.5.6 ¢ 3.5.9 em 3.5.8 e designando-se

2

‘n'EIy
N = -~ — (3.5.10)
ne 2
(L/n)
¢, (L/m)* ¢, (L/n)?
a = - - (3.5.11)
m*EI N

y nE
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resulta um sistema linear de equacgbes em a_ e bn' que tem

n

solucdo ndo trivial se o determinante dos coeficientes de a,

e bn & zero. Obtém-se assim a seguinte egqua¢do de segundo

grau:
2
(r® Gz) al i + r2(1+a) + 2y° % + T _GIt ! +
r -y | ~-|—ea +r o y, —oa_+ — =~ P
o “c’|N n 0 n c n N
nE < < Iy Nne [ | ne
C C2 2 Iw GI
+|—(1+ ocn)o:n - E—an + I—~(1+ an) - — {1+ an) =0
1 1 y nE
(3.5.12)
Para os perfis usuais, o© termo em /NnE)2 da expressac

3.5.12 pode ser desprezado quando comparado aos demais, em
especial se «. & alto, ou seja, nas pecas longas com pequeno

nimero de semi-ondas. Neste caso, a solucido pode ser dada
sob a forma

Ner (L/n)®

Pk, = P =C. (1 + _;_Beq (3.5.13)
nE "Nm:

onde Nm: & o valor absoluto de NnE e CT e B eq sdo definildos

por Douty, respectivamente, come um fator de correcgao da
carga critica e um coeficiente elastico equivalente, dados

por
C_ = ! 3.5.14
;= 5 (3.5.14)
r’ (1+a_ ) +2G—ia
o n YCC n
1
1+
Ca Iw+ It
— X + — S
n -
C1 y N
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2
C3 C2 . Iw . GIt
c n c n I =
1 1 Yy an
B = (3.5.15)
e 1 _
q 03 . Iw . GIt
....—a — —
C n I -
1 Y NnE

Para n =1, o termo entre colchetes de 3.5.13 & andlogo &
expressao.3.3.10.a, deduzida por Winter para flambagem por
flexao com uma semi-onda. Douty sugere entdo que, para n
genérico, sejam adotadas ambas as expressdes de Winter, ou

seja,
2 " 2
Ner Req™ Begq”
p..=—=¢C i+ 0= — =30 (3.5.16.a)
E TN, .
N 2 g_ 17
cr Begq™ eq
Por= 5= = G 0.6+ = —— >30 (3.5.16.b)
E n ) ﬁE N

Note-se que Beg depende do nimero de semi-ondas n.
Substituindo-se 3.5.10 e 3.5. em 3.5.15 e desprezando-se

Iw (para segdes tipo L, tem-se efetivamente Iw = 0), pode-se

simplificar esta tltima expressdo para

L2
cc - =] + e1,¢
13 2] lnn th

= 3.5.17
Peq " | (3.5.17)
L
C3 [;;] + GIt

Para L/n tendendo a zero, Beq assume © valor Ci, ou seja, a

contribuicdo do meio elastico predominante & a de

vyesisténcia a torgdo da segdo. Por outro lado, para L/n
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crescente, Beq tende assintoticamente para

1
g = _ T (3.5.18)
u.‘l

Neste caso, a contribuicdo do meio elastico predominante & a

de resisténcia & flexdo em torno de yG.

Douty sugere a adogio do coeficiente eléastico equivalente
dado por 3.5.18, visto ser o menor valor possivel de Beq'
Deve-se salientar que, nas vigas em gque o comprimento de

flambagem é& pequeno, © valor aproximado estd muito a favor
da seguranga, como pode ser visto na fig. 3.5.3.a para o

perfil proposto no projeto modelo descrito no capitulo 1.
Para pecas longas, nas quais BquF/ﬁE & alto, © comprimento
de cada semi-onda tende assintoticamente para

o EIy
ef-ngﬁ !
eq

conforme j& visto na expressdo 3.3.9.a, e assim

Substituindo-se este wvalor de o enm 3.5.14 e levando-se em

conta gue I, =0 e gque o© termo em GIy pode ser
desconsiderado perante o termo em oapn, tem-se

c. = (3.5.19)
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Apresenta-se nas figs. 3.5.3.b/c a variagdo de o« e de C,r,

com L/n, para o perfil U enrijecido proposto no projeto
modelo. Pode-se notar que C, é fortemente dependente do

B (kN7 cm2) x 102

s 120
C
4 )
3 200
3 © ©
A
————————— -'— — - e—
|L:f Lgs = L/nlcm)
0 00 200 300
a, (a)
40 /

Leg=L/n (cm)

300

=L/n(cm)

Lot
1
300

(c)
FIG, 3.5.3 Parametros Beq, « e C - exemplo numérico
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comprimento para pegas curtas. Por simplicidade, Douty

sugere a aplica¢do do fator de redugao C: para Lleim e uma

. X *
interpolacdo linear entre c,=0 e C,'r para OsL<Llim, onde

L é o valor Qe L% para g__=C , ou seija,

lim eq 1

EI§
Liin™ " |5 (3.5.20)
~ 1

Substituindo-se 3.5.4 e 3.5.7 em 3.5.19 e apds uma série de
simplificagBes baseadas em simulagdes numéricas para os
perfis usuais, obtém-se as seguintes expressbes aproximadas,
onde a segunda vem sendo utilizada atualmente pela norma
AISI (1986):

(]
R
K

(3.5.21)

3.5.4 Recomendagdes para projeto - norma AISI (1986}

0 modelo de Douty vem sendo utilizado, praticamente da forma
proposta inicialmente, para a andlise da instabilidade por
distorgdo de perfis U enrijecidos ou de outros erfis com
comportamento semelhante. Obtida a carga critica em regime
elastico, determina-se o indice de esbeltez de uma barra
comprimida de mesma &rea cuja carga critica de Euler seja
igual & computada. Este indice de esbeltez & reduzido por um
fator 1,1, gque visa adequar os resultados tebricos aos
experimentais, j& que estes dltimos indicam resisténcias
maiores que as previstas, em especial nas pecas de maior
comprimento. Este fato & interpretado por Douty como
decorrente da existéncia de uma certa reserva pés-critica,
ndo computada em seu modelo. Tem-se entéo
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2
1 n EAef

A= 31.5.22)
ef 1.3 N_, (

Com esta analogia & possivel utilizar, para regime néo
elistico, as expressbes semi-empiricas de norma associando a
forga normal de colapso da barra efetiva Nu a parametros de

esheltez da barra.

0 momento fletor Gltimo pode ser obtido por extrapolacgdo,
considerando-se um diagrama de tensdes normais linear ao
longo da altura do perfil, de onde

M = W_ =W _ f (3.5.23)

W, & o mddulo resistente & flexdo para a aba comprimida.

Douty argumenta ainda dque o efeito desfavoravel das
imperfeicdes iniciais e das tensdes de cisalhamento nas abas
para um carregamento genérico & contrabalancado pelo efeito
favoravel da ndo consideracdo da variagdoco dos momentos
fletores ao longo da viga, de modo dque seus resultados
possam ser aplicados a gualquer tipo de carregamento. Enmbora
ndo haja comprovagdo tebrica ou experimental Qdeste fato, o
modelo de Douty vem sendo utilizado pela norma AISI, desde
entd3o, para o calculo destes perfis.

3.6 PERFIS TIPO C OU Z - O MODELO DE PEKOZ, SOROUSHIAN

Pekdz, Soroushian (1982) apresentam um modelo de cdlculo de
tercas de cobertura fabricadas com segdo tipo C ou 2,
enrijecidas nas bordas ou ndoc, contidas lateralmente de
forma continua nos painéis de cobertura e submetidas a um
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carregamento transversal gqualquer paralelo ao plano inicial
da alma. Admite-se que os apoios de extremidade impedem
apenas as rotagdes em torno do eixo longitudinal do perfil e
deslocamentos no plano da segadoc transversal. Procura-se
determinar, neste modelo, a tensio normal mé&xima na barra,
levando-se em conta as imperfeig¢des iniciais e as distorgdes
devidas &as tensdes de cisalhamento nas abas, ao invés da
carga critica.

A configuracdc deformada & entendida como decorrente da
composigdo de dois estigios, um de rotagdo e outro de
deflexdo na diregado vertical, como indicado na fig. 3.6.1. ©
centro de rotagdo coincide, nos perfis Z, com o0 encontro
aba-alma, embora nos perfis C possa ndo estar no p da
alma. Em particular nas sec¢des tipo C enrijecido, considera-
se que o centro de rotagdc estd no encontro da aba superior
com © enrijecedor de borda.

FIG., 3.6.1 Composicgdo de estagios de deslocamento
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0 estdgio de rotagdo envolve deslocamentos laterais e
rotacbdes da seclo efetiva composta pela aba comprimida e por
uma fracdo da altura da alma. A barra efetiva estida submetida
a uma forca normal varidvel, j& gue o momento fletor varia
ao longo do comprimento, e a uma forga transversal varidvel,
resultante das tensdes de cisalhamento ao longo da aba. ©
coeficiente do meio &astico & uma combinagdo do coeficiente
da alma expressdoc 3.3.1) e do resultante do conjunto
formado pelo painel de cobertura e pelos parafusos de
fixacdo as tercas. Este Gltimo & obtido experimentalmente.

0 estdgio de deflex3c vertical & analisado com base na
teoria da flexdo simples da Resisténcia dos Mater is,
embora o momento de inércia seja calculado para a
configuracdo deformada.

Considere-se, para o0 gue segue, o perfil Z da fig.3.6.2.a,
submetido a uma forga transversal fy(z) distribuida ao lcongo

do seu comprimento. A forc¢a Hx(z) resultante das tensdes de
cisalhamento na aba & dada por

th(z) bf t Vy(z) Sxi bf t Sxi bf

Ay (2) = 2 - tI, 2 - VY(Z)

p 4

VY(z) € a forca cortante numa secio gqualquer da barra, IX é
o momento de inércia em torno de x da segdc total e Sxi e}

momento estético da aba inferior em relacgdao ao eixo x.

Para os perfis que possuem abas com bordas enrijecidas, os
autores utilizam a mesma expressdo para calculo de Hx' sendo

assim desprezadas as tensdes de cisalhamento nas dobras,
embora as mesmas sejam consideradas em Sxi'

A variagdo desta forga H, por unidade de comprimento pode
ser entendida como uma forga d str ida fx(z) ao longo da

barra efetiva, ou seja,
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FIG, 3.6.2 0 modelo de Pekéz, Soroshian
e o) de(z) dVY(z) sxibf e (o Sxibf 3.6.1)
Z = e — —a— = - = z . -
x dz dz 21x y ZIx

Para os perf’'s em que 0 centro de rotagdo pertence ao plano
da alma, o momento da forga cortante Vy(z) em relagao ao
centro de rotacio & nulo. Para os perfis nos quais isto néo
ocorre, este momento & entendido, por simplicidade, como
proveniente de uma forca transversal horizontal
estaticamente equivalente de valor (cefhw) fy(z), onde C, é

a distancia do centro de rotacdo & alma.

A forga normal numa sec¢do gqualguer da barra efetiva vale

Mx(z) ch
N(z) = Y, Ac =M (2} — (3.6.2)
Ix b4
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onde S & o momento estatico de segdo efetiva em relagdo ao

eixo x.

Esta forca pode ser entendida como resultado da aplicagao de
forgas normais distribuidas fz(z), de valor

am, (2) Syc . Sxe 3.6.3
= Y(Z)"i—— (3.6.3)
X X

aN(z) _
dz - dz I

£,(z) =

A imperfeig&o inicial u (z) e a configuracdo final da aba

inferior u(z) sdo dad s pelas séries trigonométricas abaixo,
que satisfazem as condigdes de extremidade para apoio

simples
nnz .
u(z)= a, sen - (3.6.4.a)
n
nnz b
uo(z)— E aon sen _I.— (3.6.4. )

Os deslocamentos [ 2) - v (2)] do estigio de rotagado sdo

calculados a partir da expressac 2.3 48, desprezando-se as
parcelas correspondentes ao deslocamento v e a rotagédo ¢(z)
e adicionando-se um termo correspondente & forga fx(z), ou

seja,
1 L 1 L L
_ G _ 2 - 7243, o _
U= Py IEch(u" ug) dz + p Iﬁx(u uo) dz Ifx(z) (u uo)dz +
0 0 0
L
1 2,2
+ = IN(Z)(u’ -~ur®)dz (3.6.5)
o

Nesta expressio, I;c é o momento de inércia da secdo efetiva
em relacdc a um eixo paralelo & alma passando por G e Bx o

coeficiente do apoio elédstico.
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0 termo da expressdo 3.6.5, correspondente & forga normal &
apresentado pelos autores em fungcdo de fz(z), ou seja,

tratando a forg¢a normal como resultado da aplicagdo de
forgas externas fz(z) . Este termc passa a ser dado entdo por

L L L L
Ifz(z) w(z) dz = I £,(2) 5 J'(ufz-u;f)dz az (3.6.6)
0 0 2

Substituindo-se u e u em 3.6.5 e aplicando-se o método de

Ritz, obtém-se um sistema de equacdes lineares, de onde séo
deduzidos os paréametros a e portanto os deslocamentos na

direcdo x.

A titulo de ilustracdo, indica-se uma solugdo aproximada
para o caso particular de segdo tipo Z submetida a uma forga
vertical fy uniformemente distribuida. Neste caso, tomando-

se apenas o primeiro termo das séries indicadas em 3.6.4, ou
seja, n =1, tem-se

Sxib

f +
-C a
a 0
2Ix 1,27 fy
a = onde c_ = (3.6.7)
S a 4. G
1 + 0,45 ¢ X T[EIYC
! a T —+ B
X a X

Pode-se reescrever a expressio 3.6.7 sob forma simplificada
considerando-se para se¢io efetiva apenas a aba inferior, de

segdo retangular At==ibft, para a gual Sxi = ch. Temn-se

entdo, apdés algumas manipulagdes algébricas, gque

Mmax sxi ch Nméx
a a a L
Ncr Ix Ix Ncr
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3 Mpax h Byl
onde Nméx = Ac I Y e Ncr = NE 1+ -
X 1N
E
logo
Nméx bf
— + a
Ncr 2
a = (3.6.8)
N
max
1-0,45
Ner
N &€ a forga normal maxima na secgdo efetiva e Ncr é a

max
carga critica da barra efetiva apoiada em meio elastico e

submetida a compressdo uniforme, conforme ja visto no item
3.3 (expresséo 3.3.10.a).

Esta apresentagdo permite comparar o© resultado obtido
através do modelo de Pek&z, Soroushian para carga
uniformemente distribuida ao longo da viga com o que se
obtém da teoria da estabilidade elastica para barras sob
for¢a normal e momento fletor constantes ao longo do
comprimento:

qM=cte = Ty (3.6.9)
1= ——

NCI’

Nota-se, na expressfo 3.6.8, um termo adicional no numerador
decorrente das tensdes de cisalhamento nas abas e um fator
constante 0,45 no denominador devido ao fato de a forga
normal ser varidvel ao longo do comprimento. O primeiro
resulta num aumento das deflexbes horizontais, ao passo que
© segundo gera uma redugdo das mesmas. Ndo é& possivel no
entanto afirmar gque os efeitos se contrabalangam, ao
contrario do que sugere Douty (1962}.
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0 momento fletor HY o P2 segdo efetiva & dado por

M= EI;c(u"—ug) (3.6.10)
A verificag8o de seguranga & feita, neste modelo,
calculando-se a tensdo normal méxima por simples adigdo das
tensbes devidas a Myc e Mx e entdo comparando-a & tensdo de
escoamento do material ou gualguer outro limite inferior a
este decorrente da flambagem local das chapas. Para © caso
particular de carga uniformemente distribuida, tem-se

=

2
Ebfn
+

s

»

SN =)
b
0

h
méx Y (a-ao) {(3.6.11)

+
A

i
Sl e

ye 212

3.7 COMENTARIOS

As simplifica¢des adotadas por Douty para o célculo da carga
critica tém sido dquestionadas quanto & aplicagdo a perfis
com geometria ou carregamento diferentes do estudado, sendo
sugeridos modelos alternativos.

Haussler (1964) propde uma generalizagdao do modelo de Douty
apliciavel a perfis em gue as abas comprimidas sao
enrijecidas por dobras, e portanto o centro de torgédo da
segao efetiva ndo pertence ao plano da alma (fig. 3.7.1). Os
deslocamentos do ponto H na diregdo y s&o impedidos pela
alma do perfil, de onde

_ ¢ _ G -
VH— v + (xH xc)(oz 1)

Haussler substitui v desta expressio nas equagdes de

equilibrio 2.3.46, tomando ainda M, = MY = 0 e considerando

G .G .
que o mnomento externo m, vale m, = fy(xﬂ-xc), visto que a
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forga fy nio estd aplicada no centro de torgio mas sim no
plano da alma. Substituindo u e ¢, sob forma senoidal nestas

equacdes e procedendo de forma andloga & do modelo de Douty,
Haussler obtém uma equacdo de segundo grau em N, cuja

solugdo fornece o valor de Ncr'

FIG. 3.7.1 0 modelo de Haussler

Lau, Hancock (1987) deduzem a carga critica para flambagem
por distorcdo de pecas comprimidas com segdo transversal
tipo € enrijecido, wutilizando também as equagbes de
equilibrio 2.3.46. Admite-se neste modelo gue a
instabilidade por distorc¢fo envolve rotagdo da aba em torno
do ponto de encontre aba-alma , sem distorcéo da mesma, e
deslocamentos laterais paralelos ao plano de simetria
(fig. 3.7.2). A solugdoc das equagdes diferenciais de
egquilibrio & similar & do modelo de Haussler, resultando
numa equagdc de segundo grau em N. Um valor aproximado de
L/n que torna N minimo & obtido adotando-se B ==, ou seja,

uH=0, de onde

P - S
u = (x; 7 X)e,
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Fi1G. 3.7.2 0 modelo de Lau, Hancock

Obtém-se assim uma equag¢do linear em N, e de &8N/3(L/n)=0,
tem-se (L/n) or® Lau, Hancock comprovam, através de uma

investigacdo numérica, dque N.. varia pouco nas vizinhangas
de (L/n)cr, de modo gque este comprimento de semi-onda pode

ser utilizado para determinacdo de um valor mais preciso de

Ncr a partir da edguagdo de segundo grau. O valor de B(o é

obtido da teoria das placas, supondo-se gue a alma &
simplesmente apoiada nas abas, submetida a compresséo
longitudinal uniforme e momento fletor distribuido nas
bordas longitudinais. J& o valor de Bx é tomado igual a

zero, a favor da seguranga.

Kwon, Hancock (1992 indicam os resultados de uma série de
ensaios & compressic de perfis U enrijecidos, com agos de
alta resisténcia mecénica e com uma geometria tal que a
carga critica para distorgdo possa ser atingida para tensdes
muito inferiores & tensdo de escoamento, de modo a ser
possivel avaliar a reserva de resisténcia pés-critica em

regime eléstico.

A forga normal Gltima obtida nestes ensaios & muito superior
4 critica e, dentro dos limites ensaiados, & pouco afetada
pela dimensio da dobra da extremidade da segdo b, , ao
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contrario do gque sucede com a carga critica. Por outro lado,
a carga critica de ensaio & préxima da obtida por Lau,
Hancock (1986) através de uma andlise por tiras finitas, que
leva em conta, portanto, a interacgio entre flambagem local e
por distorg¢ao.

As curvas cofrespondentes & carga critica tedrica e & carga
de colapso experimental estdo representadas na fig. 3.7.3,
evidenciando a grande reserva pés-critica em regime
elastico.

—

e~ _Ncre/ Ny

-y

|
I 3
2 1]M,,/ Nere

FIG, 3.7.3 0 modelo de Kwon, Hancock - Carga
critica e carga de colapso
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UMA TEORIA GEOMETRICAMENTE
EXATA PARA BARRAS NO ESPACO
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4.1 INTRODUGXO

A Teoria de Vlasov, aplicada ds barras com segdo transversal
aberta e de parede delgada, &€ a base de um grande nimerc de
trabalhos que visam determinar a carga critica
correspondente & instabilidade por distorgao de perfis tipo
I, U, C e 2, conforme j& visto no capitulo 3. No entanto, a
formulagio apresentada ndo permite proceder a uma andlise da
estabilidade das barras em que os deslocamentos afetam
significativamente os esforgos solicitantes nem avaliar o
comportamento pbs-~critico.

O problema vem sendo resolvido atualmente através de uma
andlise n8o-linear dos perfis, através do método dos
elementos finitos, discretizando-os em elementos de casca.
Este procedimento leva & utilizagio de programas cujas
hipéteses frequentemente ndo sdo do conhecimento do usuério.
0s resultados obtidos, por outro lado, sdo de andlise mais
complexa do gue os decorrentes da teoria das barras, Jja gue
envolvem simultaneamente fenémenos locais.

Estas dificuldades sdo contornadas, neste trabalho, com a
utilizagdo de um programa baseado numa teoria nio-linear
geometricamente exata, fo ada por Pimenta, Yojo (1993)
para estudo de Dbarras retas de segdo0 transversal
indeformédvel. Esta teoria & desenvolvida a partir dos
Principios da Meclnica dos S&lidos Deforméveis, ja visando o
seu emprego na andlise de pdérticos espaciais através do
Método dos Elementos Finitos. Os perfis s8o discretizados,
portanto, em elementos de barra constituindo um pértico
espacial.

Com o objetivo de familiarizar o leitor com a notacgdo
adotada e permitir uma facil comparagdo com as teorias
aproximadas, sdo apresentados inicialmente os fundamentos da
teoria geometricamente linear. As expresstes da teoria de
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Vlasov sdo obtidas como um caso particular desta,
ressaltando-se as diferencas entre ambas e as restrig¢des a
serem impostas & teoria Jlinear para gque os resultados
coincidam com os da teoria de Vlasov.

S3o apresentados em seqguida os fundamentos da teor nao-
linear geometricamente exata. Esta teoria & entdo
linearizada visando-se uma andlise de est idade de Euler
e uma comparagdo com as expressdes deduzidas no item 2.3.7.
Esta comparagdo permite concluir que a teoria inicialmente
formulada por Pimenta, Yojo ndo conduz & obtengdc, por
linearizagdo, do termo de Wagner. Propde-se portanto uma
modificacio na matriz de rigidez constitutiva, tal gue este
efeito possa ser considerado.

4.2 NOTAGAO E CONVENGOES

A apresentacio das equagbes das teorias agui desenvolvidas
pode ser bastante simplificada com a adogdo da notagdo
vetorial, onde os vetores s8o representados por letras
minGsculas (x, 4,...) e os tensoreé por letras maitGsculas

(T, E, L...).

0 sistema de coordenadas & dado pelos versores €,, €, €3,
com e; ao longo do eixo da barra, e as coordenadas de um

ponto M qualquer peleo vetor x (ver fig. 4.2.1), onde
X =Xxe +xe = a + ze (4.2.1)

Os 1indices indicam somatéria dos termos correspondentes,
onde as letras gregas assumem os valores 1 e 2 e as letras
latinas, os valores 1, 2 e 3. Nos termos em L substitui-se

X, por z para explicitar a independéncia das coordenadas no

plano da seg¢do transversal.
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FI1G, 4.2.1 Sistema de coordenadas de uma barra

Utiliza-se também o simbolo de permutagéo e gue assume os

ap’

valores e =e.= 0, e~ 1, e = -1.

L] '] G
As grandezas relativas aos eixos Xy passando pelo centro de

gravidade e gg passando pelo centro de torgao s&o designadas

pelos indices G e C. Grandezas auxiliares s&o indicadas pelo
simbolo ( }*.

4.3 PROPRIEDADES GEOMETRICAS DA SECAO TRANSVERSAL

As propriedades geométricas da seglo transversal (ver item
2.3.4) sio escritas a seguir para um sistema de coordenadas
qualquer, utilizando-se a convengdo apresentada no item 4.2.

Os momentos estaticos sédo definidos pela expresséo
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Si= 4g ijdA (4.3.1)
A
logo, tem-se 51= J-xsz e Sz= -J'xid}\.
A A
Os momentos de inércia sdo definidos por
Ig = Saygs ‘[x?,xad}x (4.3.2)
A

que desenvolvido resulta em

_ 2 _ 2 _ _
In— Ixsz ’ Iaz— ledA e Im— 121- Ixtxsz.
A A A

0 momento polar de inércia da seg¢gdo transversal & dado por
I = Ix;dA =1 =TI +1 (4.3.3)

Sendo g_c; os eixos paralelos a X n due passam pelo centro de

gravidade da se¢fio transversal tem-se, por definigdo,

¢ = - =
IxadA = ,[(Xa xca)dA o
A A

de onde, utilizando-se a expressdo 4.3.1, pode-se obter as
coordenadas do centro de gravidade

1
jdi= - < €ygS (4.3.4)
A
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ou S (4.3.5)

o A eochcB

S e x_=

1
e portanto X, =" 2 w2 - 3o

Pl

Se os eixos passam pelo centro de gravidade da segdo, as
propriedades acima passam a ser dadas por

G Gy, _ _ -
s = easz{deA = eaB;{deA eugP¥g = O (4.3.6)

logo, tem-se Sf = Sg = Q,

¢ _ GG = -
Im9 = ezm,a,e-ﬁ‘S J‘x?xadA IaB r:*.m,“(eeB‘,j}hcwxm5 (4.3.7)
A

e portanto

G _ _ 2 ¢ _ _ 2

Iu - 111 Axcz' Iaz Izz Axc: e

1I° =1° =1+ Aax ¥ e ainda

12 21 12 6172’

G _ G.. G - _ 2 _ _ 2 2 '

1 = IxaxadA I - A, = I - A, + X)) (4.3.8)
A

4,3.1 A fungdo empenamento ¥

A funcdo empenamento de Saint-Venant ¥y & obtida, na teoria
da torg¢do uniforme apresentada no capitulo 2, a partir da
solucdo do Problema de Valor no Contorno dado pelas equagdes
2.2.5 e 2.2.7. Admite-se aqui gue a fung@o empenamento tenha
a mesma forma da obtida por Saint-Venant, embora estas
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equagdes nido sejam obrigatoriamente aplicéveis ao estudo de
uma barra submetida a um carregamento gqualquer.

A funcao empenamento referente ao centro de torgdo pode ser
obtida reescrevendo-se estas expressées com a notagdo aqui
adotada e tomando-se as coordenadas em relagfio ao centro de
torgdo. Assim, tem-se

c"‘ c -

Vaw = w,aa 0 em A (4.3.9)
c = C ) —

Ww.n w,ana eaB(xa xfa)nﬂ no contorno C (4.3.10)

onde x sdo as coordenadas do centro de torgdo e n & o

versor normal ao contorno C.

O problema tem solugdo lnica a menos de uma constante b, gue
pode ser determinada impondo-se a condigéo

Iwch =0 (4.3.11)
A

As coordenadas do centro de torgdo podem ser obtidas de

Ix y'aa = o (4.3.12)

Estas condi¢des sdo andlogas 4s obtidas na teoria de Vlasov
guando se impde, respectivamente, uma origem e um polo
adequados, de modo gue o momento estédtico setorial e os
produtos de inércia setoriais sejam nulos.

Uma forma de se resolver o problema & encontrar uma fungdo
w(xa) que seja solugio do seguinte Problema de Valor no

Contorno:
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2 —

W.n = ¢ o T -eananB no contorno C (4.3.13.Db)

Obtida w(xa), pode-se determinar wc(xa) através de

V5 = ¥ - egX X, + D (4.3.14

pois, derivando-se 4.3.14, vem que

¢ c
w,a = w,oc T eup¥p ¢ w,aa = w,aa

logo, V¢® e vy‘.n podem ser escritos como

vyt =9y =0 emaA (4.3.15.a)

n = ,ocna= -eananB -eancBna=
eaB(xa-xuu)nB no contorno C (4.3.15.Db)

Satisfazendo portanto as condigdes 4.3.9 e 4.3.10.

Impondo-se a condigdo 4.3.11 e substituindo-se wc por
4.3.14, cobtém-se

1
b = epa¥i g 3 Iw aa (4.3.16)
A

Impondo-se agora a condigdo 4.3.12, tem-se

C
.le?'w deA aﬁcﬁjXXdA+eBAchcacz'-
A A
1
A

A
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Com o uso das expressdes 4.3.2 e 4.3.4, pode-se escrever

(stﬂ + eraIaB)xCB = Iﬂ,‘l’ dA - J‘xww dA
A A

Permutando-se os Iindices o e ¢y nesta expressdo, as
coordenadas x_, do centro de torgdo podem ser obtidas de

B

X (%oSg + Caylyg) = Ixaw an - [x ¥ aa (4.3.17)
A A

Em particular se os eixos sfo os principais, tem-se Xx =0 e

112==0. Neste caso, a expressio 4.3.17 corresponde as
expressdes 2.3.20 da teoria de Vlasov, onde o polo A &
tomado na origem.

A funcdo empenamento apresenta algumas propriedades, gque séo
descritas a seguir.

A primeira propriedade estd ligada aos momentos estaticos da
segdo. Com base no Teorema do Divergente, e notando-se que

c
X =8 e =0 ode-se escrever
a,8%ap € ¥, pp=0r P

iwfadh = ixa.swfsdh = i‘xa¢fs’,sdA = ixawfsnsdc

Substituindo-se a expressdo 4.3.10 na equagdo acima, obtén-
se

c - _ - - _ =
.[w,adp‘ a Jxaeﬁv (%=X g) NgdC eB?I[xﬂ(_Xﬁ *cgh 1, 49R
a C A

= — = c = - * .
= Sa he X Sa Sa Soc (4.3.18)

= Ae g (X g% p) ap B
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S; sdo os momentos estiticos da seg@o em relagdo aos eixos

c . ‘
. 3 Assim, se o eixo z passa pelo centro de torg¢do, ou seja,

se ch—O, ten-se Sa Sa e Sa 0.

Ooutras duas propriedades estdao ligadas ao momento de inérc a
& torcdao e ao momento polar de inércia da seg¢do transversal.
Sendo ¥y a fungdo empenamento calculada para um sistema de
eixos gualquer, o momento de inércia & torgido em relagio a
estes eixos vale, de acordo com 2.2.8.b,

I, = I(x:r + e g% ¥ g)dA (4.3.19)
A

Com base em 4.3.3 e 4.3.19 e para os eixos passando pelo
centro de torg¢do, pode-se escrever

c_ _ 2 - 2 _
IO— I(xa xca) dA Io+ Axw 2Axﬁaxca (4.3.20)
A

If:= J[(xa—xc“)2+ eaB(xa-xca)w‘:B]dA (4.3.21)
2

Desenvolvendo-se a expressfo 4.3.21 e util zando-se 4.3.20,
vem gue

¢ _ £C_qC c _ 1C_+C c _
s Ixaw'BdA = I{-Ti+e g%, Iw'BdA Tg-Iote 0% o Se
a

A
- 16_+C 2 _ - TC. - 1% _1°_
It Io+Axca Axc;ocxcoc It Io+Axmxm 1:t Io Axcaxca
(4.3.22)
onde
* _ [ 2
I = I, + BAx, (4.3.23)
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Se o eixo z passa pelo centro de torgéo, tem-se x =0 e

portanto IzzIE. Neste caso, pode-se escrever

c c

eaBIxaw'BdA = 1i-1¢ (4.3.24)
A

0 momento de inércia & torgdo depende, portanto, dos eixos
de referéncia, sendo pratica usual defini-lo em relagédo ao
centro de tor¢do. Omite-se portanto por simplicidade, quando

. . c
nao for essencial, o indice c do termo It' assim como da

funcdo empenamento wc .

Pode~se escrever ainda, com o auxilio de 4.3.15.b,

2
Iw‘:adA = I(w°wfa) o8 = Iwcwfanadc = ~I¢Ceaﬁ(xa-xca)nﬁdc=
a A c c

Cc

N —I[wceaﬁ(xa—xca)]'BdA = -eaBI(xa-xca)wf da = Ig"It
A A
(4.3.25)

Una importante caracteristica geométrica da segao
transversal associada & fungdo empenamento € o momento de
inércia aoc empenamento I " dado por

I, = Iwsz (4.3.26)
a

4,4 TEQORIA GEOMETRICAMENTE LINEAR

Na aplicag¢ao do método dos elementos finitos &s barras, para
as guais sdo empregados usualmente elementos com dois néds,
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adota-se em geral uma variagio linear dos deslocamentos
generalizados no interior do elemento. Assim, se a rotagéo
L&
elemento. Deste modo, quando se aplica a teoria de Vlasov

& linear, tem-se w; constante e portanto ¢g=0 no

para © estudo das barras, ndo & possivel modelar a torgdo
ndo un orme com variacdo linear dos deslocamentos, jé que o
bi-momento M €& fungdo de wg (expressio 2.3.24.d). Assim,

opta-se agui por desvincu os deslocamentos generalizados
correspondentes ao empenamento das rotagbdes da segdo

transversal.

A teoria apresentada aplica-se a uma barra de segao
gualquer, delgada ou ndo. Em vista disso, o empenamento &
representado pela fungdo empenamento ¥ (x,y) e ndo pela &area
setorial w(s). O termo w s) pode ser obtido de ¥(x,y), para
barras de se¢do delgada, admitindo-se ¥ constante ao longo
da espessura.

Na teoria dssica das barras da Resisténcia dos Materiais,
supbe-se que as segdes transversais permanegam planas e
ortogonais a um determinado eixo da barra, ndo sendo
portanto considerados o empenamento e a distorgdo por forga
cortante. Os deslocamentos e as rotagdes sdo, neste caso,
dependentes entre si, e o vinculo correspondente a esta
hipétese cinematica & denominado vinculo de Bernoulli-Euler.

A distorcdo da segdo por forga cortante & considerada na
teoria das barras de Timoshenko, onde se admite que as
secgbes inicialmente planas permanecem planas mas nao
necessariamente ortogonais ao eixo da barra e gque as

rota¢des sdo independentes dos deslocamentos.
Nas teorias que adotam o vinculo de Vlasov, admite-se gque a
intensidade do empenamento & igual & rotacgdo especifica em

torno de z.

Na teoria apresentada no Capitulo 2, admitem-se validos
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tanto o vinculo de Vlasov quanto ¢ de Bernoulli-Euler. A
dedugdo desta teoria como um caso particular da teoria geral
e as consequéncias da adogdo deste vinculo, aqui denominado
de Bernoulli-Vlasov, sdo abordadas neste item em pormenor.
As expressOes correspondentes a este vinculo ndo sao
apresentadas por Yojo (1993).

4.4,1 Hipdotese cinemética

O vetor deslocamento d de um ponte M qualquer da barra &

dado por
Q=Q+QA§+¢;p§3 (4.4.1)
onde o simbolo A indica produto vetorial,

= = -+
u=u(z) =ue +ue

do eixo 2z excluindo-se 0 empenamento,

é o© vetor deslocamento dos pontos

¢ =9(2) = Poa + v, & o vetor rotacgdo da secao,
a=a(x,x)=x.¢e, & o vetor posigdo, com origem O, no

plano da se¢do transversal e

= ¢(x1,x2) e p=p(z) sao respectivamente a funcéo

empenamento de Saint-Venant calculada para o© centro de
torgdo e a intensidade do empenamento.

Efetuando-se o produto vetorial ¢ A a, o vetor @ pode ser

escrito indicialmente como

d= g(X1'Xz'Z) = daga + dsga , onde
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da = U, " & xB ®, (4.4.2.a)

d, = u_ + e ¥g Po * VP (4.4.2.b)
Pode-se observar gue a hipdtese cinemidtica adotada permite
tratar © empenamento comc um parametro independente das
rotagdes da segdo transversal. Com o vinculo de Vlasov, a
intensidade do empenamento & associada & rotagdo especifica
correspondente, ou seja,

P =9’ (4.4.3)

As expressles 4.4.2.a-b dos deslocamentos da e d3

correspondem respectivamente &s expressdes 2.3.1 e 2.3.7 dos
deslocamentos (uu,\%) e W, da teoria apresentada no
Capitulo 2. Se o polo A da teoria de Vlasov pertence ao eixo
2 (xA =y, = 0), as expressdes de (u“, vH) e da coincidem.
No entanto, os deslocamentos w, e d3 8® coincidem se,
adicionalmente, impSem-se os vin os de Vlasov

(expressdo 4.4.3) e de Bernoulli-Euler, gque associa os
deslocamentos e as rotacgbes entre si através de

ou
u& = eaB ¢B (4.4.4.Db)

4.4,2 Deformagdes

0 gradiente dos deslocamentos &€ dado por um tensor L tal que
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ad

L= = ad e + 4’ e e (4.4.5)

'Y ~'a a-a i~ ~3

onde o simbolo @ indica produto tensorial e

(}o ]

o BN E TV 4P
a’ =u’ + ¢’ A a + Y p'e

o~ e |

Os elementos da matriz L sdo dados entdo por

0 P, prL
L = P, 0 u +e X, (4.4.6)
~e, Y P 0, *¥ P i+ ix -p X +p’

0 tensor das deforma¢des E sob linearidade geométrica & um

tensor simétrico dado por
1 T

Definindo-se o vetor das deformagdes y através dos elementos
da terceira coluna de E (note-se que E=E=E=E-= 0),
vem que

T = %,8, t €, (4.4.8.a)

¥ = 2E = uf

P o x eanB - easxﬂp; + w'ap (4.4.8.b)

33

€ = E_ = u; + eaﬁwéxﬁ + yp’ {(4.4.8.c)

onde Yy sd0 as distorgdes e £ os alongamentos dos pontos da

secdo transversal.

Pode-se ainda escrever y sob a forma
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F=n+tKkAat+y P ¥ p'e, (4.4.9

onde Kk = ¢’ sdo as rotagdes especificas do eixo da barra e

1 =u - ae, (4.4.10.a)
- f -

My v, eaB¢B (4.4.10.b}
= ’

n, u’ (4.4.10.c)

Os termos My correspondem & diferenca entre as rotacgdes pB e
as declividades u/ do eixo deformado da barra, ou seja,

correspondem & distorg¢do ao longo do eixo da barra, enguanto
que o© termo , representa o alongamento do eixo da barra.

Os dois Gltimos termos da expressdo 4.4.9 refletem o efeito
do empenamento da segdo transversal.

Inpondo-se o vinculo de Vlasov (p=@;=n3), os dois Gltimos
termos de ¥, na expressao 4.4.8.b podem ser agrupados em um

88, de modo gue
Vo = My + (w,a - eanB) K, {(4.4.11)

ndo-se o vinculo de Bernoulli-Euler (expressao 4.4.4),
os termos 7 se anulam e o vetor 3 se resume ao termo W =u’.

Assim, o modelo com vinculo de Bernoulli-Vlasov conduz as
seguintes expressbes:

Yo = (w,a -eanB)x3 (4.4.12.a)

= - "
€ n, x u + @ n; (4.4.12.b)
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4.4,3 Tensbes

O tensor das tensbes T & um tensor simétrico definido por
T=t e +Toe (4.4.13)

onde ;a sdo as tensdes atuantes nos planos normais aos
vetores ¢ e T & a tensdo atuante no plano normal ao vetor

e, cujos componentes sio dados por

3}

+ T e, =71,8, * oe, (4.4.14)

~

=T e
z a3~

Pode-se observar adiante que apenas o vetor T tem interesse

para a solugdo do problema, ja& que apenas os elementos da
terceira 1linha e da terceira coluna das deformagdes sdo
diferentes de zero.

4.4.4 Poténcia dos esforgos internos

0 preoduto escalar do tensor das tensbes pela primeira
derivada em relagido ao tempo do tensor das deformagdes &
dado por

- L - *

+2T E +T E_=T.y =T.%, 6 +0 ¢

= leE1j= 2T13E13 23 23 33 33 -~

-

T:

A poténcia dos esforgos internos & definida por

Pi=IJg:§dAdz
1A

Integrando-se o termoc T:E numa segdo transversal, vem que
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A A
i‘ﬁ + m .k 4 pr + Mwﬁ' (4.4.15)

onde gi, m; . Vw e MW sdo respectivamente forgas, momentos,

bicortante e bimomento resultantes internos na segéo
transversal, dados por

£i= Ig da = Ve + Neg (4.4.16.a)
A
m; = Ig ATAdA=Me+Te (4.4.16.b)
A
v, = J T, dA (4.4.16.¢)
a
M, = I oy da (4.4.16.d)
A

Os componentes Va' N, Ma e T sd3o respectivamente as forgas

cortantes, a for¢a normal, os momentos fletores e o momento
de torgdo, dados por

Va = ItadA N = IadA Ha = IeanBGdA T = IeaﬁxathA
A A A A

Definindo-se o vetor ¢ dos esforgos solicitantes (tensdes

generalizadas) e o vetor £ das deforma¢Bes generalizadas de

uma se¢io como
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m
g =[* (a) e =| & (b) (4.4.17)
¥ P
M r
_ ,p- 8x1 P’ lex1
tem-se
£ (4.4.18)

I E-i dA = ¢g.
A

ou seja, as tensbes e as deformagdes generalizadas assim
definidas s3o energeticamente conjugadas.

O vetor &£ das deformagdes generalizadas pode ser escrito em
fungdo do vetor dos deslocamentos generalizados A, onde A

sdo 0s graus de liberdade do problema, como

e =BHA (4.4.19)
- . (1 878z 0 0 |
I 00 / =3
-3 =3 =3 0 I 0
00 -3 =3
=3 =3 73 0 I148/8z O
B=|AT AT 4T 1 0 H= -3 3
P-4 gT QT 1
o o' o 1 ofsx11 T T
- T - i 0 0 8/8z|11x7
g 0 -1 0
A=jgp E=[1 0o O
0 0 O
Pl7x1

B & uma matr z de transformagéo, H um operador diferencial
matricial e E, & o tensor anti-simétrico cujo vetor axial é

93'
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Assim, a poténcia dos esfor¢os internos de uma barra de
comprimento 1 & dada por

P,= Ig.g az = J(gi.y +mg.k + VY, B+ M, prlaz = Ig.g H A dz
1 1 1
(4.4.20)

£ interessante observar que, nesta teoria, a bicortante VW e

o momento de torgdo total T sdo esforgos solicitantes
independentes entre si. JA& com o vinculo de Viasov,

substituindo-se p = @l =k, em 4.4.15, obtém-se

Ig.i da = Ig.ﬁ da + IE.(é Aa+ gdw aka)dA + Iz.gsw k; da =
’
A A A A

K+ M, 34 (4.4.21)

onde f. e MW ainda s&@o dados por 4.4.16.a e 4.4.16.d mas m,

passa a ser dado por

ms= I(g AT +Y T, dA =Me +Me (4.4.22)
A

Nesta expressdo, o momento de torgao

M5= IeaﬁxathA + Iw,atadA = T + Vw {(4.4.23)
A A

& a parcela de T correspondente & torgdo uniforme, dada pela
soma do momento de torgdo total T com a bicortante VW' aqui

definida com o sinal contrdrio ao do momento de flexo-torgao
T('J do Capitulo 2 (expressé&o 2.3.32).

Considerando-se valida adicionalmente a  hipdtese de
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Bernoulli-Euler, pode-se desconsiderar em 4.4.2) as forgas
cortantes e as correspondentes distorgdes. Tomando-se para
w& a expressao 4.4.4, vem que

us
N -u?
=% (a) B=I_ (b) g =| vy (c)
Mw 5x1 ¢;
"
?s sx1
el 8/9z 0
~3
2 2 E
H = éa 878z gsa/az (Q) A= " (e)
3
of  8°/8z%|5x4 4x1

(4.4.24)

4.4.5 Poténcia dos esforgos externos

Sejam P, © P, respectivamente os vetores dQas forgas

superficiais laterais por unidade de &rea (no contorno C) e
das forgas volGmicas por unidade de volume atuantes na
barra. A poténcia dos esforgos externos aplicados & barra é

dada por
P = j Igc.g dc + p,.d dA|dz (4.4.25)
1l|c A

Substituindo~se 4.4.1 na expressaoc de Pe, pode-se escrever



145

P = I(ge.é + @e'é + mweb)dz = Ig.é dz (4.4.26)
1 1l

onde ge, gé e mwe s80 respectivamente as forcas, os momentos

e o bimomento externos por unidade de comprimento, dados por

fo = [pcdc + [pyan = foe, + fpe
C A

n= [(@apac + [(2 rp)an = mg, + e,
C A

m\lle= I'l‘ ch.gBdC + jw Ev‘gsdA
c A

Os esforgos generalizados externos sio representados pelo

vetor
f
~e
m
Ve (fox1

tal que os deslocamentos generalizados e o carregamento
externo sejam energeticamente conjugados. Embora ndo esteja
expressamente indicado, o mesmo procedimento pode ser
adotado para as forgas ou momentos concentrados entre z = 0
e z =1, tomando-se no caso o0s deslocamentos wralizados
nos pontos de aplicagdo dos mesmos.

No modelc de Bernoulli-Vlasov, A passa a ser um vetor de

ordem quatro (expresséo 4.4.24.e), enquanto g & um vetor de

~

orden sete. Assimn, Pe deve ser reescrita como
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P~ [a.H, & az
1

onde H & o operador diferencial matricial

I, 90
—e Ed/oz e,
T
0 é/az x4

4.4.6 EquagSes de equilibrio e condigdes de contornc

As equacdes de equilibrio e as condigdes de contorno da
barra sdo obtidas variacionalmente através do principio dos
trabalhos virtuais. As expressdes dos trabalhos virtuais dos
esforgos internos e externos sao, respectivamente,

3Wi= Ig,ag dz= J'[gi.(agwga/\ag) + Jgi.agg' + vw ép + Mlb Spf]dz
l

1
(4.4.28.a)

1
W = jg.ag dz = [(£,-88 *+ m,.8¢ + my, sp)dz + g*.aé‘
1

1 0
(4.4.28.b)
onde
2
g* = | B3

é o vetor que contém os valores prescritos de g nas

extremidades da barra. Os componentes dos vetores f* e mZ
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s%0 as forcas e momentos concentrados aplicados as
extremidades.

Impondo-se awi=awe para qualquer 3§A#0 tem—-se, integrando-se

por partes os termos em du’, 3¢’ e dp’.

J[(;i + ge),ag + (gi + 93“21 + ge).ag + (M&-Vw+me)6p]dz -
1
1 1 1
- (£5-£%).8u o - (@i-g;).ag|0 - (Mw-Mae)aplo =0 (4.4.29)

Logo, sendo os des ocamentos virtuais generalizados
arbitridrios, as equagdes de equ librio podem ser escritas

como
£1 + £, =0 (4.4.30.a)
I =
m{ + enf; + M, 0 (4.4.30.h)
M/ =V, +m, =0 4.4.30.cC
v T Ty T Tye ‘ ’
ou, em notagdo indicial,
[ =
v, + £, =0 (4.4.31.a)
N7 + fz =0 (4.4.31.Db)
LA =
M edBVB +my 0 (4.4.31.c)
T +m, =0 (4.4.31.4)
Mi o=V, Wy, = ) (4.4.31.e)

As condi¢des de contorno do problema sdo dadas por
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1 1
(£;-£%) .8 0 (m;-m3) -3¢ o 0 (My~Mle) 6p|0 =0

(4.4.32)

Estes termos se anulam guando os deslocamentos virtuais
3A = A-A* se anulam (condigdes essenciais) ou quando os

termos correspondentes aos esforgos solicitantes em 4.4.32
se anulam (condigdes naturais). A* sdo os valores prescritos

de A nas extremidades da barra.

Procedendo-se de maneira andloga para os vetores ¢ e £ do

modelo de Bernoulli-Vlasov (expresstes 4.4.24) tem-se para
as equacbes de equilibrio, em notagdo indicial,

N’ + fz =0 (4.4.33.a)
" F =

Ma + eaB fB + m 0 (4.4.33.b)
’ - | [ B ’ =

M3 + n, Mw mwe 0 (4.4.33.cC)

As duas primeiras expressdes correspondem &s equagdes de
equilibrio 4.4.31.b e 4.4.31.c da teoria geral. A terceira
expressido equivale & equagdo 2.3.33.d, exceto pelo bimomento
externo, nédo considerado por Vlasov.

Para as condigdes de contorno, obtém-se

1
(N - N*) su, =0 (4.4.34.a)
0

1l
(M, - M%) dug | =0 (4.4.34.b)
0

1l 1
(Ma+ m,=~ Vé) SuB |0 =0 ou (VB - V§) suB o =0 (4.4.34.c¢)
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1
(M, - Mg - m, - M}) 8¢, . =0 (4.4.34.4)
1
(M, - M3} d¢; =0 (4.4.34.¢)

E interessante observar que, ao contrario do gue ocorre na
teoria geometricamente linear, o vinculo de Vlasov leva a
uma condicao de contorno em ?, de dificil interpretacao

fisica.

4,4.7 Equagles constitutivas eldsticas lineares

Consideram-se neste trabalho apenas materiais com
comportamento elédstico 1linear. Neste caso, as tensodes
normais e de cisalhamento podem ser escritas como

oc=Ec¢ (4.4.35.a}

T =G ¥ {(4.4.35.Db)

Assim, utilizando-se as propriedades de ¥ deduzidas no item
4.3.1 e as expressdes 4.4.8 para as deformagdes ¥, e & tem-

se
N = IodA = EAn3+ Esaxa (4.4.36.a)
A
— — e C
Va ItadA GAna .GSan3+ Gsap (4.4.36.Db)
A
Ma= eawjxvadA = Esan EIGBKB (4.4.36.¢)
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— — — c-
T = IeaﬁxathA = Gsana + Gon3 + G(It I°+Axmxm)p
A

(4.4.36.4)

= = ¢ c_ c_o¢C
V¢— Iw’atadA = G5 m, + G(It I°+Ax£axha)n3 + G(I~I))p
a

(4.4.36.e)
M= Iw o dA = ijapfda = EI, p° (4.4.36.%)
A A

Sendo ¢ e & dados por 4.4.17 pode-se definir, em forma

vetorial, a seguinte equacdo constitutiva:
¢ =Dc¢g (4.4.37)

onde D & a matriz de rigidez constitutiva no sistema local

da barra, dada por

GA 0 O 0 0 -GS GS; 0

GA 0 0 0o -GS, GS; 0

EA ES, ES, 0 0 0

| D mE L

22

.. GI, G(IE-IO+Axmmxmx) 0

.. . G(IE-IE) 0

- EIw-
(4.4.38)

Note-se que a forgca cortante & fungdo ndo s6 de GA mas

também de GSa e de GSZ. Para que a forg¢a cortante seja
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fungdo apenas de GA, & preciso gue 08 eixos passem pelo
centro de gravidade da secgdo transversal e gque o empenamento
possa ser desprezado. Caso estas condig¢des sejam validas,
tem-se também que o momento de torgao T passa a ser funcdo
somente do momento polar de inércia I. Em particular para

perfis de secdo aberta e parede delgada, esta consideragéio
resulta numa rigidez & torgio superestimada.

Deve-se observar também gue:

- Para as barras de segado circular cheia ou vazada, tem-se

= = C= ¢ = =
X o™X cor 0 e It IO, e portanto Ds_, D_n 0.

- Se 0s eixos passam pelo centro de gravidade , pode-se

I c__ - I c_ 2
adotar Sa—Sa-O, Sa Aeaﬁch, X 0, ZI:0 I0 e I0 10+Axca.

- Se os eixos passam pelo centro de torcao, pode-se
s s p c_ _ =1°
simplificar a matriz D adotando-se Sa—sa . xca-—o e I0 Io e

e = C_oC
portanto Dm- Dn G(It ;ﬂ.

Impondo-se o vinculo de Vlasov (p=go;) em 4.4.36, os esforgos

internos solicitantes N e Ma nao se alteram, mas Va’ T, VVI e
Mll’ passam a ser dados por

v, = GAna+G(S;-Sa)tp; = GAn ~GSkp! (4.4.39.a)
T = -Gsana+G(I§+AxcaxGa)q>; (4.4.39.b)
Vy = Gs;na+G(1§-Io+Axwxm)qo; (4.4.39.0)
M, = EIp! (4.4.39.4)

logo, tem-se
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_ _ c_ €, -C_ ‘=
M= T + V,= G(S -5 )0, + G(I+I -I +2Ax_ X )¢’

M
= = * c 2 t = - ] %
GSkn, + G(I+AX2 )¢/ cshn, + GIfp! (4.4.39.¢e)

Note~se que o esforco solicitante a ser obtido, neste caso,
é o momento de torgio uniforme M3=T+V v’ e ndo 0 momento de

torg¢do total T.

A matriz de rigidez constitutiva D passa a ser de ordem 7x7,

sendo dada por

GAa 0 0 0 0 -GS# o
G O 0 0 -GS% 0
EA ES, ES, 0 0

D= - EL, El, 0 0 (4.4.40)

. ) ET_ 0 0
. . 8 0
EI

Y

E interessante observar gque, com o vinculo de Vlasov, a
forga cortante Voc passa a ser fungido de S;, ou seja, da

diferenca entre o momento estético 8, e o momento estético

em relagcdo ao centro de torgéao S;. Este termo &6 se anula se

o0 eixo z passa pelo centro de tor¢doc. Da mesma forma, o
momento de torgao Ma, correspondente & torgdo uniforme, &

fungdo de S; e I:':' obtendo-se a expressido 2.2.8 da teoria de
Saint-Venant (Mar—-GItfp;) apenas se 0 eixo z passa pelo centro

de torcgao.

Para as aplicacdes em que as tensdes normais decorrentes da
torgdao nac uniforme, e portanto o bimomento M, 6, possam ser

desprezadas por exemplo para os perfis tipo cantoneira,
para os quais Iw=0), a matriz D passa a ser de ordem 6x6,

eliminando-se de 4.4.46 a sétima linha e a sé&tima coluna.
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Para o modelo de Bernoulli-Vlasov obtém-se, de forma

‘andloga,
EA ES ES, 0 0 |
. EI:‘1 E112 0 0
D = . . EIzz [} 0 (4.4.41)
GIE 0
b GIw-

Neste caso, o momento de torcgao M, s6 & fungdo de It se o0s

eixos passam pelo centro de torgao.
4.4.8 Energia potencial total

A energia potencial total de uma barra elastica linear &
dada por

U= Ui + Ue

onde Ui & a energia de deformagdc da barra ou energia
potencial dos esforgos internos e U, a energia potencial dos

esforgos externos.

A energia potencial dos esforgos externos que nio dependenm
dos deslocamentos & dada por

1
Ue= -|g.A dz - g*.A
1

enguanto gue a energia de deforma¢io da barra vale
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£.D ¢ dz

1
2

|

U;= I g.¢ dz = I
1 1

A configuracdo de equilibrio da barra & obtida impondo-se
gue a energia potencial total passa por um extremo para esta
configuracio, como ja visto no item 3.2. Assim,

au = BUi + 6Ue= 0

Pode-se demonstrar que os trabalhos virtuais dos esforgos

oW,

internos e externos sio dados respectivamente por BUi = i

e BUe = -SWe.

1
E interessante notar que o termo 2 €.D € pode ser escrito

como a soma de duas parcelas, uma delas contendo termos em G
e a outra contendo termos em E, ou seja,

- - |lea o  -Gs Gs® - .
n (1: "
0 GA -GS GS8
-];e.De=in2. 2 2 112+
2~ == 2]k c_ K
P c .C P
- - - - - G(IO-It) - -
][ B, Es, n,
1 . EI EI 0
+ - ™ 1 Ellz 1 4.4.42)
2 Ka . * 22 2
D’ EIw p’

A primeira parcela pode ser escrita como

1
EGA [ Mo Cay®er®s ~Cay (xcz'-xc'r) [y Cas¥cs* s ("ca %5 Pl

+ L erSe?s 2 G[I_-Ax’ -IC](k.-p)° (4.4.43)
2 t7s 4 o Tea Tti'73 T
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Algumas observagdes interessantes podem ser feitas a partir

desta expressao.

Se o termo G[I, ekx t]-G[IE-IE] tende para infinito, so6 &
possivel minimizar a energia potenc 1 se (ns-p) tende a
zero. O vinculo de Vlasov Qdecorre entdo naturalmente da
teoria geral aqui apresentada caso G(IE-IE) tenha valor

elevado, o gue acontece em particular nos perfis de ago (G
elevado) de segdo aherta e parede delgada, onde geralmente

Iz & muito superior a IE.

Nas barras de seg¢dio circular, tem-se IE=IE=I§ e X e a

ca gol’
secdo ndo sofre empenamento (p=0). Nas demais barras de

secio fechada ou de parede espessa, os valores de Ig e It

nio diferem muito, e portanto o vinculo de Vlasov se aplica
a materiais com m o de deformac¢do transversal elevado.

Impondo-se a condigao n3=p=p;, a expressio 4.4.43 se reduz a

1 1 2
= GA(my ey, X 01) (N=€, 5% s01) + 5 CI P} (4.4.44)

Se adicionalmente as deformagbes devidas & forga cortante
podem ser desprezadas, ou seja, se o termo GA tende para
infinito, s& & possivel minimizar a energia potencial total

se o termo ('qa em,xcwcp ) tende a zero, ou seja,se x‘:,r e n,

se anulam. Estas condigdes equivalem a se impor o vinculo de
Bernoulli-Euler para o eixo 2z passando pelo centro de
torcio. O modelo de Bernoulli-Vlasov se aplica, portanto, as

barras com GA e G(IE-IE) elevados, desde que o eixo passe

pelo centro de torgdo. Caso o empenamento possa ser
desprezado, basta impor o vinculo de Bernoulli-Euler,
independente da posicgdo do eixo.

Por outrc lado, se apenhas o termo GA tende para infinito mas
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nao se impde o vinculo de Vlasov, & necessério, para a
minimizagdo da energia potencial, que o termo correspondente
a GA na expressdo 4.4.43 tenda a zero, ou seja,

Ny~ CoyXey (P5-P) - €. X P =

oy ey oy oy
- - - - L.
Ny em(:-:c,a,qo3 ea,:(xw xw) (193 p) = O (4.4.45)
—— = 4 - f =
Neste caso, deve-se ter XGV xw, e ainda Ny ¢am,",xrya(1;o3 0.

Estas condigdes correspondem a se impor o vinculo de
Bernoulli~ er para o centro de torgdo, e ainda gue o mesmo
coincida com o centro de gravidade.

Conclui-se portanto gue © vinculo de Bernoulli-Euler aplica-
se as barras em que GA tende para infinito, mas deve ser
enunciado como: "As se¢des planas permanecem planas e
normais ao eixo passando pelo centro de torgéo".

Mesmo neste caso, se G(Iﬁ-If__) ndo tende para infinito, o

vinculo de Bernoulli-Euler s conduz a bhons resultados se ©
centro de gravidade coincide com o centro de torgado.

Nas barras em que GA nao tende a infinito, a deformagdo por
cisalhamento & importante, logo a hipdtese de Bernoulli-
Euler ndo & adequada.

4.5 TEORIA GEOMETRICAMENTE NAO LINEAR

Sdo apresentados neste item os fundamentos da teoria néo
linear geometricamente exata formulada por
Pimenta, Yojo (1993). Esta teoria & valida para estruturas
com grandes deslocamentos e grandes rotagdes sem nenhuma
limitagdo, dispensando portanto quaisquer aproximagdes nas
relacdes deslocamentos-deformacdes, bem como simplificacdes
como as das teorias de primeira e de segunda ordemn.
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Os deslocamentos generalizados correspondentes ao
empenamento sido tratados, de modo andlogo ao da teoria
linear, como grandezas independentes das rotagdes.

A configuracdc deformada da barra num instante t gualguer &
descrita de forma Lagrangeana, ou seja, & fungdo da
configuracdc de referéncia inicial da barra. As coordenadas
dos pontos de uma barra reta de comprimento 1 s&@o entéao

definidas em relagiio ao sistema local e e e, com g ao

longo do eixo da barra em sua configuragao inicial e

r

portanto e,

e g; no plano inicial da seg¢do transversal.

A posigdo dos pontos da barra na configuracido inicial & dada
pelo vetor

X=x e +2 e =a + 2 (4.5.1)

Na configuragio deformada, a posigdo dos pontos X passa a

ser descrita pela fungdo vetorial x = ;c(;g",t), onde t & o

tempo. Esta fungdo vetorial decorre da hipdtese cinemdtica
adotada.

4.5.1 Hip6tese cinemdtica

A hipétese cinemdtica adotada nesta teoria & que os
deslocamentos dos pontos das segdes transversais da barra
inicialmente ortogonais ao eixo compSem-se de duas parcelas:
uma correspondente ao movimento da barra mantendo as segdes
planas e indeformédveis, embora nado ortogonais ao eixo, e
outra correspondente ao empenamento da seg¢do transversal,

ortogonal & mesma na configuracdo deformada. Assim, o vetor
posigdo x pode ser decomposto como



X =a+ 2z + ¥pe, (4.5.2)
onde
z=2(z,t) descreve o movimento do eixo da barra em

relagido ao sistema de referéncia.

W=y(x',t) e p=pz,t) s8o respectivamente a fungio
empenamento calculada para o centro de torgdo e a
intensidade do empenamento na diregio do eixo local mdvel e,

e

a=a(x,t) descreve o movimento relative dos demais

pontos da secdo transversal excluindo-se o empenamento O
vetor a pode ser expresso em fungdo da posigdo do ponto na

configuracdo inicial como

a=x e =0a (4.5.3)

Nesta expressdo, Q =Q(z,t) =gi@§: &€ o tensor das

rotagdes das segdes transversais. Os vetores e = gg’; formam
uma base vetorial ortonormal mével, com e, normal &s segdes
transversais na configuragdo deformada e e, ¢ 2 contidos no

planc da seclo transversal (fig. 4.5.1). Note-se que os
componentes de a na base local mdvel sdo invariantes, ja que

aa - Xa.

O tensor das rotagdes Q & ortogonal, podendo portanto ser

descrito através da fé a de Euler-Rodrigues
2
sen 1 sen 2
Q=1+ ¢Q+____(u2 (4.5.4)
v 2 (e/2)?

onde I & o tensor identidade e ¢ & um tensor anti-simétrico
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cujo vetor axial, denominado vetor das rotacgbes, & ¢ =¢.8
sendo ¢ os elementos da matriz de ¢ na mesma base. A
magnitude da rotagdo em torno do vetor ¢ & dada pelo mddulo

¢ deste vetor e os graus de iberdade & rotagdo da secgao
correspondem aos componentes de ¢.

\,
\

FIG. 4.5.1 -~ Deformagd3o da barra no espago

Define-se um vetor dos deslocamentos u do eixo da barra,

excluindo-se a parcela do empenamento, por

u=z-z : (4.5.5)

Os componentes de u caracterizam os graus de liberdade &

translacdo da segcao transversal. Note-se que o© empenamento
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ndo & considerado na expressdo 4.5.5, visto ser o mesmo
tratado como um grau de liberdade independente das rotagdes
e transla¢des da segido transversal,

0 vetor deslocamento de um ponto gqualgquer da barra & dado
por

d=x-%x =u+a-a +ype (4.5.6)

4.5,2 Deformagles

0 gradiente da transformago & definido por um tensor

F = ﬁ(gr,t), tal que

ax

= ® + X' @ «5.
" X o®8 tTX eg (4.5.7)
X

"
]

Por diferenciagdo de 4.5.2 em relagdo & configuracgédo
inicial, obtém-se

ax da
x B oe—= _+ e = e + e 4.508.&
o oax ey, w,ap~3 ~o w,ap~3 ( )

X'=z’ + Q'Q'a + Yp’e,t YPR'Q'e = 2’ + KAZ + UP'e + ¥pKAe,

(4.5.8.b)

O tensor anti-simétrico K = Q’Q' & denominado tensor das

rotagdes especificas, e Kk & seu vetor axial.

Por diferenciagdo de 4.5.5, tem-se z’ =u’ + e . Excluindo-

se a contribuic8io do empenamento, as deformacdes ao longo do
eixo da barra s&o definidas como
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- L — ] ’ rb
n=2 -e=u +¢e ¢ (4.5.9)

Substituindo-se 4.5.9 em 4.5.8.b e esta em 4.5.7 e
definindo~se os vetores 7° e &' em relagio ao sistema

inicial, tais que
7 =@Q 1" e portanto 3" = @'y = Q'z’ - e, (4.5.10.a)

Q@ k' e portanto k'

e
]

]
o)
=

(4.5.10.b)

obtém-se finalmente

F=Q{I+¥ pe eg, + [0+ 5’/\[9" + ¥p 93] + yp’e; lee (=

r

= Q {; + "’,aP 9; ee + ) g;} (4.5.11)

Note-se que todos os parametros envolvidos na determinacgdo
do gradiente da transformagdo referem-se ao sistema inicial

de referéncia. As deformagdes generalizadas 3 e k' sfo aqui

definidas de modo que sejam energeticamente conjugadas com
as tensdes generalizadas, como mostrado adiante.

A velocidade de um ponto gualquer da barra & dada por

1.

=0+ 3+ ypet Ype = U + D(a + ¥pe) + Upe, (4.5.12)
O tensor anti-simétrico @ = Q Q' & denominado tensor das
velocidades angulares e w € seu vetor axial. Diferenciando-

se 4.5.4 no tempo e multiplicando-se por QT obtém-se

w="C¢ (4.5.13.a)
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onde

r=1+ % sena(p/Z) p + [1 _ senqo] 1 5

- — 9 (4.5.13.b)
(p/2)

Substituindo-se 4.5.13 em 4.5.12, pode-se escrever
d =1+ (C @)Ala + ype,) + ¥pe, (4.5.14)

De forma andloga para o tensor Q'QT, levando-se em conta que

gfg = [I, tem-se

T

k=T ¢’ e portanto kK =T ¢ (4.5.15)

Pela diferenciagdo no tempo de F, obtém-se o gradiente de

velocidades

= M r r r,'r r r WP o *or r r
QF+Q1P ¥ ,eee + [0+ A[e +¢pe3] +Hp’ e HUpK A loe,
(4.5.16)

Pode-se demonstrar facilmente que Q/=K+KQ-fQK. Com base nas

propriedades dos tensores anti-simétricos, tem-se entéao

1% .

W' = K- @ A K (4.5.17.a)

Assim pode-se adotar, em 4.5.16,
='W -waAz) =@ [gf + 2'A(C Q)] (4.5.17.Db)

(4.5.17.¢)

175 .
[
w'-l
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"
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O tensor I'’ &€ obtido, por diferenciacgdo de 4.5.13.b, como

2
rr = 1(senp  sen (p/2) [Q'B']Q +

o°| ¥ (p/2)?

2
i sen (p/2) “3[1_ senp]_l- [Q'Q']ZQ .
2 (p/2)° 2

2
sen (¢/2) ol + [1 _ semp]
(9/2)°

MT!—' 'BN .rg_n

1
l ['p pr + w‘g] (4.5.18)
2

0 vetor gr das deformacdes generalizadas e o vetor A dos

deslocamentos generalizados da segfo transversal, definidos
em relag8o ao sistema inicial, s&o dados por

T
n
[V
r r -
e = |K (a) A= l¢ (k) 4.5.19
P p?xl
e

Estes vetores podem ser relacionados entre si através da

expressio
£ =BHA (4.5.20.a)
onde
r
1.0/0z 0, 0
0, I, 0
H = 0, 1.8/82" 0 (4.5.20.D)
o' o' 1
9‘1‘ QT 6/32r
L J11x7
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é um operador diferencial matricial e

T B ‘ T
% 9 9 I, zC 9o, 9o ¢
¥

o o o [& ¥ L[ 9o ¢

B = 3 ~ N T T T
- QT QT 1 o 0 0 0 1 0

T T T
gT gT 0 1 0 0 0 0 1

L < 8x11
L. - 88

(4.5.20.¢)

é uma matriz auxiliar, em que Z’ & o tensor anti-simétrico

cujo vetor axial & z’.

Note-se gue, na teoria ndo linear, as rela¢des sé&o

estabelecidas entre é’ e é, e ndo mais entre as deformagdes

e o0s deslcocamentos generalizados, como ocorre na teoria
linear.

4,5,.3 Tensdes

O tensor das tensfes aqui utilizado & o primeiro tensor das
tensbes de Piola-Kirchhoff, que & energeticamente conjugado

com o gradiente das velocidades F. Este tensor ndo &

simétrico e pode ser representado por

- r r
P=t¢t, o e, t T ee (4.5.21)
onde

— r —
t. Pe, thgﬁ +t.e (4.5.22.a)
T=Pe =Te +o0e (4.5.22.b)
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t, © T sdo as forgas atuantes por unidade de &rea nos planos
ortogonais aos versores g; e g;. o e T, sio respectivamente

a tensdo normal e as tensdes de cisalhamento na segao
transversal da barra na configuraciaoc deformada, ou seja,
referidas & base mbvel.

4.5.4 Poténcia dos esforgos internos

0 produto escalar do tensor das tensSes P pelo gradiente das

velocidades F & dado por

.' =D N " T r r,'r r T " r * r r r
P:F =R:QF+P:Qip¥ ese +|n"+k A[é +wp§3] +Ip’ e +pK Ag, |eg]
(4.5.23)

Mas Q:Q§=§§F:Q, onde EEI &€ um tensor simétrico e Q um tensor
anti-simé&trico. Com base nas propriedades do produto escalar
de dois tensores, tem-se entdo gET:Q=0. Substituindo-se

4.5.21 na expressao 4.5,23, vem que

I
1
i

T * r T ‘r,.'r r r - r *or r
[Q E“] -pw'agg [Q z] -1+ A[g +¢'p§:-3] +Yp’e HipK Ae,

Definindo-se os vetores

r _ AT - r _Tr
= QL = taa8e * t,.8) (4.5.24.a)
T = Q't = T + O€] (4.5.24.b)
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B:E = ¢ tp + T . 3’4—5’1\[9' ﬂbpg;] +Yp’ e +HIpK Ae] (4.5.25)

Integrando-se o termo g:i numa secgdo transversal, vem que

J-E;EdA = IE .i‘[rdh + Izr. [ér A (gr + ¥ p H;)]dA +
A A A

r r r . r _r : =

Yl bar £ n v ban s [g v pran -
A A

= r ;

gi.g’ + gi.g’ + Vb + M p’ (4.5.26.a)

r r
onde f., m,,

bicortante e bimomento resultantes internos na segdo

Vw e HW sd&o respectivamente forcgas, momentos,

transversal referidos & base fixa, ndo afetados portanto por
movimentos de corpo rigido. Estes esforgos solicitantes sdo
dados por

ro_ r _ r r
£, = I_ dA =V, e, + N e, (4.5.26.D0)
A
r - ™ r r = r r
m; = I(g rype) AT AA=M e +Tel (4.5.26.c)
A
- T T r
v, = I[tw g+ T A ga)w:ld.A (4.5.26.d)
A
M, = Jg’.g; Y da = j'a ¥ daA (4.5.26.e)
A A

Os componentes Va, N, “a e T sd3o respectivamente as forcgas

cortantes, a forga normal, ¢©s momentos fletores e o momento
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de torgao. Note-se dque © empenamento afeta © valor dos
momentos Ma' ao contréirio do que acontece na teoria linear,

j& que as tensdes de cisalhamento T, Provocam uma variacao

no momento fletor devida ao empenamento. Este fato &
desprezado na teoria linear. A bicortante, por sua vez, &
afetada agora pelo termo t,n do tensor PB.

Deve-se observar gque as forgas e os momentos solicitantes
reais na seg¢ado transversal devem ser referidos & base mével,
ou seja, a4 configuracdo deformada. No entanto, tem-se

(4.5.27.a)

I
B —
te
=
"
KO
d
M
<
+
=
®

= = =

ms I(g +¥pe)ATdA=Qm =M e +Teg (4.5.27.b)
A

Assim, embora os vetores f; e m;, sejam afetados por

movimentos de corpo rigido, os componentes dos vetores nas
bases fixa e mdvel sdo iguais.

Definindo-se o vetor ¢  dos esforgos solicitantes de uma

segdo como

L]
]

irh
e e

(4.5.28)

19
]
< 13

=

GF

e valendo-se da definigdo de ¢ dada pela expressio

4.5.19.a, a poténcia dos esforcos internos pode ser expressa
como



leé8

e B

1

P, = j Ig:é ar dz’ = [¢".g" a2’ = [cBudar (4.5.29)
1A 1

Justifica-se assim a definigio adotada para as deformagdes
generalizadas, visto serem as mesmas energeticamente

conjugadas com as tensdes generalizadas g'.

4.5.5 Poténcia dos esforgos externos,

Sejam Be © By respectivamente as forcas superficiais

externas por unidade de &area e as forgas vollmicas externas
por unidade de volume atuantes na barra. Estas forcas séo
tomadas na configuragdo deformada mas para uma unidade de
drea ou de volume da configuragao de referéncia. A poténcia
dos esforgos externos aplicados & barra & dada por

P, = I Iec.é ac + Jpv.g dalaz" (4.5.30)
l|c F

Substituindo-se 4.5.14 nesta expressio, obtém-se

- -+ - r
P, = I(ge 8+ me.w+my, P) dz (4.5.31.a)
1
onde
£, = Ipcdc + [p aa (4.5.31.b)

C A

m, f(g t¥pe)ap,dc + f(g +¥ype) ap, dr
C A

(4.5.31.¢)



169

me = [V Be-e, 6C + [¥ p,-e, an (4.5.31.4)
c A

sao as forgas, os momentos e © bimonento aplicados ao longo
da barra por unidade de comprimento de referéncia.

4.5.6 Equacles de equilfibrio e condi¢les de contorno

As eqguagdes de equilibrio e as condigdes de contorno da
barra sdo obtidas variacionalmente através do principio dos
trabalhos virtuais. As deforma¢des virtuais s8o obtidas por

linearizagdo consistente das deformagdes ¢ .

Por analogia com 4.5.17.b-c e 4.5.20.a, pode-se escrever

39" = Q'|sus + g7 (T 39)] (4.5.32.a)
ok" = Q'|C’ sp + T 359:] (4.5.32.b)
¢’ = B H &) (4.5.32.c)

As expressbes dos trabalhos virtuais dos esforgos internos e
externos sdo, respectivamente,

oW, = Ig".&g" dz" = Ig’".]g. H 84 dz” =
1 1

= J'(g;.sj‘ + mi.8¢" + Vv, &p + M, 5p’) d’ (4,5.33.a)

1

L4 [



170

1
r
W _= j(ge.sg +m_ .80 + m,  5p) dz’ + g*.54

1

ye

1
= Ig'sé dz" + g*.8A (4.5.33.b)
| 0
1

onde os vetores dos esforgos generalizados externos g e dos
valores prescritos de g nas extremidades da barra sé&o

def’ dos por

fe £2

g=|rm g* = {T'm* (4.5.33.¢)
- ~e - ~e
e LR

Os componentes dos vetores ;3 e g; sdo as forgas e momentos

concentrados aplicados as extremida es da barra. Embora néo
esteja expressamente indicado, pode-se adotar um
procedimento andlogo para as forgas e ©0s momentos
concentrados aplicados entre z=0 e z =1, tomando-se os
deslocamentos virtuais dos pontos de aplicagido dos mesmos.

Substituindo-se 4.5.32 em 4.5.33.a e impondo-se que

8W, = 8W_ para qualquer 34 = 3A(2")#0, resulta

{[gi.ag' = (z'Af;) . (D8g) + m,.(L3g)" + Vwap + MwSp' -
r 1
- £,.8u - m_.([sp) - mwesp]dz - g*.3A o =0

Efetuando-se a integracdo por partes nos termos em 38u’,
(TFég)' e sp’, tem-se
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I [(£i+§e’°69 + (m{+z'Af;+m ). (Ddg) + (M@-vw+mWe)sp] 2=
1

1 1 1
- gf(gi-gg).sg . (nw-uw;)ap|0= 0 (4.5.34)

Logo, sendo os deslocamentos virtuais generalizados
arbitrarios, obtém-se para as equa¢gdes de equilibrio:

L4 =

£E{+ £, =0 (4.5.35.a)
F 4 rF —

mi + z/Af, +m_ =0 (4.5.35.b)
LA =

M! VW + mwe 0 (4.5.35.¢c)

ou, em notacgdo indicial,

v, + £, =0 (4.5.36.a)
N + £, =0 (4.5.36.b)
H& - eaBz;VB + eaBzéN + m, = 0 (4.5.36.¢)
T! + e,p2eVg ¥ My = 0 (4.5.36.4d)
H& -V, tmy, =0 (4.5.36.e)

e para as condicgbes de contorno,

1 1 1
3 T - = — =
(£;-£2) .5u o =0 [ (m;-mX).3¢ 0 0 (HW ng)ap o 0
(4.5.37)

As condigbes de contorno naturais e essenciais passam a ser,
respectivamente,
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£,~f4 my=m} M,=M3 2'=0;1 (4.5.38)
u=u* p=p* p=p* z'=0;1 (4.5.39)

onde A* = {u*, p*, p*}? s3o os valores prescritos dos

deslocamentos generalizados nas extremidades da barra.

4.5.7 Energia potencial total

A andlise de estabilidade de uma configuragido de equilibrio
& feita com base no teorema de Lagrange-Dirichlet (ver item
3.2). Portanto, & necess@rio determinar a segunda variacido
da energia potencial total.

A primeira variagdo da energia potencial & dada por

_ _ - = r r ro_ ro_
U = 8U, + 8U_ = 8W, - &W_ I g".8c" dz Jg.ag az
1 1
1
= [¢".B 1 88 a2” - Jg.&é az" - g*.3p (4.5.40)
1 1 0

Para material eldstico 1linear, o gradiente das tensdes

eneralizadas ¢ se relaciona c¢com o radiente das
g <

deformagdes generalizadas ¢€° através de um operador
simétrico D, denominado matriz de rigidez constitutiva da

seg8o transversal, tal que &% =D ¢". Pimenta, Yojo admitem

gque esta relagdo seja linear e portanto ¢ =D &', onde a
matriz D & dada por 4.4.38. Esta hipdtese & contestada no
item 4.7, propondo-se em consequéncia no item 4.8 uma
alteragdo da matriz de rigidez constitutiva.
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Se p c © By representam forgas conservativas e que nao

dependem dos deslocamentos, o© gradiente de g define um

operador simétrice ge’ tal que

L L

T PP TXT

onde

= ['E, Iw p, dc + I'E, Iw p, dA (4.5.42.a)
c A

A+ypE)+ (A+ypE)P jAC T +

]
b1
b~
]
to |
l"'i_'
Q) —
|
¢
o~
H -

- o

=3
i

. _
+=T i P(A+¥pE)+ (A+ypE)PR |aa}
\ J

1 1
-3 c(p) (Mg ¢ + e M) - Y dip)(gm, @ g+t pepm) +

1 2 2
+ Y e(p)(g m_ e p +t e gm) (4.5.42.Dh)
2

seng 1l sen¢/2 1-a(y)

a(p) = b(p) = 5 —— c(p) = ———
¢ (9/2) P

a(p)-2b(p) b(e)-3c(yp)

d(p) = " e(p) = . (4.5.42.¢)
¢ ¢

A, E, B,, B, e M, s@o os tensores anti-simétricos cujos

vetores axiais sdo respectivamente a, e, Bor By © Mg
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Retomando-se agora a expressao 4.5.40, pode-se deduzir a
segunda variag8o da energia potencial que, apds algumas
transforma¢des algébricas, pode ser posta sob a forma

870=5";~5% = [(2@*.!69) . (BHS8)+(GHSA) . (H54) - (L°54) -sa]dz‘“=
L
(4.5.43)

G & um operador simétrico gque caracteriza os efeitos

geométricos dos esforgos internos, enguanto que pL®

caracteriza os efeitos geométricos do carregamento externo.
Note-se que, novamente, ndo sio explicitados os momentos e
as forgas concentradas entre 2 =0 e z = 1, assim como os de
extremidade da barra. A introdugio dos mesmos gera termos
adicionais que podem ser deduzidos facilmente de 4.5.42. A
matriz ¢ &€ dada por

93 guf@ 93 9 0
T
G G G 0 0
“u‘p Zpp  Zep’ = =
T
G =19 Copr 9, 0 0 (4.5.44.a)
o' o’ o' o o
T T T
"0"' g g 0 0 11x11
onde
Surp = -E;T (4.5.44.b)
1 . 1 1,
Sppr= 3 DML = (o) (MypreMy) - = d(p) (gn; o ¢ + ¢ © gmy)-
1
- Selo) (¢m; e ¢ + ¢ o gn,) (4.5.44.¢)
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= 2 C(2/F+F, 20T + = (T'M,0’T'™M,) -
=pp g = ‘= 1TSS 7 5 e wis - S4-
- 3 o) [(BZ-EEDE + REETE) - Hyer ¢ p'ly] -

2
- ace) [2(£302" ) opreep( £127) e B oureop B tom op o opmy |4

1 R 2 2
+ Se(p) [m'mi@we@m'@iw gm, op+pep’ pm, +0°Mm 0p’ +p op 1.131]-

1 1
- EE(W)(Q°Q')(931+H19) - f(p)(g.p’) (pm eptpepm.) +
1
+ 59() (2-9") (£°B 0p+gep’n;) (4.5.44.d)
-b(p)-4d d(p)-5
t(p = ZO2WTEW g - AeITeL0) (4.5.44.¢)
0 0

F, e M, séo os tensores anti-simétricos cujos vetores axiais
880 respectivamente ;i e m. Note-se dque os esforcgos

solicitantes correspondentes ao empenamento da segdo
transversal ndo produzem efeito geométrico, ja que as duas
Gltimas linhas e colunas de G sdo nulas.

4.6 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Pimenta, Yojo (1993) apresentam um programa de andlise n&o-
linear de pérticos espaciais através do método dos elementos
finitos. O campo dos deslocamentos generalizados A no

interior de cada elemento & interpolado em fungdo do vetor

dos ocamentos nodais A°' por meio de
A=y p” (4.6.1)

0 vetor é°l compde-se, para elementos de dois nds, de dois

vetores Q;l, correspondentes aos deslocamentos generalizados

dos ndés inicial e final. Cada um destes vetores representa
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os sete graus de liberdade no nd, associados a trés
deslocamentos, trés rotagdes e um parametro de empenamento
da secgao transversal.

¥ € a matriz de interpolagio que contém, para elementos

isoparamétricos de dois ndés, polinémios lineares em 2z°.

0 deslocamento virtual &A pode ser substituido, nas

expressies dos trabalhos virtuais, pelos valores
interpolados através da express&o 4.6.1, de onde

34 = ¥ &A% (4.6.2)

Com o auxilio das expressdes 4.5.33 e 4.6.2 obtén-se, para
cada elemento,

f[-r-@ H ¥ 88%) - g.(¥ 6é°"]dzr = g*' &p° (4.6.3)
1l

onde g*el €&, por definigdo, o vetor dos esforcos nodais do

elemento, sendo obtido de 4.6.3 como

g*e! - I[(]j !)T E'l' g_r - ‘z'r g]dzr (4.6.4)
1

Substituindo~se agora 4.6.2 na expressdo 4.5.43 da segunda
variagdao da energia potencial total e definindo-se a matriz

de rigidez tangente do elemento através de 62U“=4576g).6é,

tem-se
K = I[(EE)T(ET% +6) (HY) - ae’r_-w]dz" (4.6.5)
1l

A matriz de rigidez tangente do elemento pode ser decomposta
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em tré&s parcelas, tais que

k. =k +k -k | (4.6.6.a)

onde

K, = I(r_q “)'8" DB HY A (4.6.6.b)
1

caracteriza os efeitos constitutives,

k, = [@0cn ¥ ar (4.6.6.c)
1

os efeitos geométricos dos esforgos internos e

k = J]gT Ly dz' (4.6.6.d)
1

os efeitos geométricos dos esforgos externos aplicados no
elemento.

Uma vantagem desta formulagio & gue todas as operagdes s&o
realizadas no sistema global de referéncia, o que simplifica
a aplicagdo do método dos elementos finitos.

el

De posse das expressdes de g* e ET de um elemento, pode-se

montar, de forma corriqueira, o vetor dos esforcos nodais R

e a matriz de rigidez tangente K, da estrutura. A anélise

T
ndo-linear da estrutura & real ada, no programa proposto

por Pimenta, Yojo (1993), pelo método incremental, com a
solugio do problema em cada incremento através do método de
Newton. A aplicagdo deste programa a analise da
instabilidade por distorgdoc de perfis de secdo aberta &
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vista no Capitulo 5.

4.7 ANALISE DE EULER

580 deduzidas neste item as expressdes que permitem a
determinagdo, de forma consistente, de um valor aproximado
do carregamento critico de uma barra prismatica reta através
de uma andlise linearizada de estabilidade, denominada
andlise de Euler. Para tanto, parte-se da express@o 4.5.43
da segunda var ¢do da energia potencial total, deduzida
através de uma teoria ndo-linear geometricamente exata, e
impdem-se as aproximagées 3j& discutidas no item 3.2, a
saber:

a) 0 gradiente dos deslocamentos na configuragdo critica é

.+ € portanto

t&o pequeno gue se pode admitir Fij=ai]

g=1 L=1 [r=9 gz =¢ (4.7.1)

Tomando-se a configuragdo de equilibric inicial como a
imediatamente anterior & flambagem, vem que

u=29 g =20 g’ =

o

P=20 p'=0 (4.7.2)

Substituindo-se 4.7.1 na expressio de B e tomando-se para 4

o vetor dado por 4.5.19.b obtém-se, com o uso das expressdes
4.5.20,

o 6
=1 3
H 88 =[ spr| (a) BHSA=0:c=2sg = |%| (p
sp
Sp 3]?'
ép’
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b) A barra estid submetida a um carregamento proporcional, ou
seja, o carregamento externo pode ser expressc por

Bec = P By By = P By, (4.7.4)
onde p & o fator de carregamento.
c) Ao carregamento externo (Eco'gvo) corresponde uma solugio

r
?.:0'

pela teoria linear.

para os esforgos solicitantes na segio transversal, dada

Na express&o de 5°U assim deduzida, impdenm-se os vinculos de
Bernoulli-Euler e de Vlasov, comparando-se a expressao
obtida com a apresentada no capitulo 2 (expressio 2.3.48).

4.7.1 Linearizagdio da expressfo da segunda variac3o da
energia potencial total

A expressao 4.5.43 pode ser bastante simplificada com as
aproximagdes dadas por 4.7.1 a 4.7.4.

Tome-se inicialmente o termo constitutivo desta expressio.
Em vista de 4.7.3.b e 4.7.2, este termo equivale ao j& visto
na teoria linear, desde que se considere que 8A = A.

Admitindo-se que o eixo da barra passe pelo centro de torcéio
tem-se, na matriz de rigidez constitutiva D (expressio
4.4.38),

D, =-D, =G (I -I() (4.7.5)

Substituindo-se 4.7.5 na express&do 4.4.42, venm gue
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1
~(DBHSA) . (BHSA) =

LSRN

GA ['f.ﬁm'—ec",‘pct_ar (x,=~P) ] [n,e %5 (K,-P)] +
1 c 2 1 [ 2 C 2 1 2
+ > GItrc3 + 3 G[Io-Axw-It] (:ca-p) + > Epr' +

1 2, o€ L2, 0rC L2 c c c
+-2— (EAn3+EIusc1+E122x2) + (Eslx1n3+Eszn2n3+E112x1xzj

(4.7.6)

O operador G que caracteriza os efeitos geométricos dos

esforgos internos passa a ter seus elementos dados apenas
por

= -F

gu,w Ey c-;tpgo‘= F. + F.E)

e assim

1 1 1
5 (CH8A) . (H34) = ¢.F;u’ + 3 e-Mief 4 - @ (BE;+EE)e =
= 2 N(2u'p.- 2ulp - ¢P- %) + V. (ulp.- ulp+ = ) +
2 1w2 2w1 ¢’l 'pz 1( 20)3 3¢2 2 w‘l.#’?'
1 1
+ VY (uie - ulet 5%{03) + Y M (p,07- #,07) +

1 1
* g MAeeim epl) 4 5 T(=0. 0% 9,907)

(4.7.7)

O operador L.e que caracteriza os efeitos geométricos dos

esforgos externos passa a ter seus elementos dados por

1 1
=5 Jeea + apyac + 2 [ + 2 aa
Cc A

Lop = E, [V pcdc + E, [v p,an
C A
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e assinm

T —

!
i
o
>
)
=
I

NP

-
LOLA
= 2 ,[ (X,P,*+ X,Pg,)AC + ,[ (X py, + X,Py JAA| +
C A
?,9, [ P9,
+ 5 lep cadc + lepwdk + > Ix P cadc + IxapvadA -
C A C A
0; 0
- — szpczdc + Ixzpvsz - -—2— lepCIdC + lepv1dA -
L 4 A C A
0> |
3 ~
T 5 | BPet ¥ P, )aAC + I(xlpV1+ X,Pyp) ARl =
C A

- o, |[vpac + [up,anl + pe,|[vp ac + [up, an
C A c A

(4.7.8)

E interessante observar gque as expressdes 4.7.7 e 4.7.8
podem ser aplicadas a qualguer sistema de eixos, desde que
as  coordenadas, os deslocamentos e as deformagdes
generalizadas e os mnomentos M1’ H2 e T sejam calculados,

coerentemente, em relacdo aos eixos escolhidos.

4,7.2 Comparagdc com a Teoria de Vlasov

Na andlise de Euler, a equagdc da energia potencial total (a
rigor, trata-se da diferenca entre a configuracao deformada
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e a configuragdo inicial imediatamente anterior & flambagem)
€, de forma aproximada, numericamente igual & metade da
segunda variagfo da energia potencial total, como ja& visto
na expressao 3.2.12. Deste modo, as expressbes apresentadas
no item anterior permitem uma comparag¢io entre a equacdo da
energia potencial total obtida a partir das equacgdes
diferenciais de equilibrio da teoria de Vlasov e a equacio
da segunda variagdo da energia potencial total obtida
através de uma linear ac¢3o da teoria geometricamente exata.
Para tanto, admitem-se vAlidos nesta Gltima o vinculo de
Vlasov (p=¢i=x)) e o vinculo de Bernoulli-Euler no centro de

torgao (n;=0, ou seja, u;=w2 e u;=-¢1), notando-se ainda que

=u’.
1]31.13

Nas dedugdes apresentadas no capitulo 2, os eixos de
referéncia adotados passam pelo centro de gravidade. S&o
calculados em relagdo aos mesmos os esforgos solicitantes Mx

e Hy, assim como os momentos estaticos Sx e SY e 08 momentos

e o produto de inércia Ix' Iy e Ixy' Por outro lado, as

fungdes setoriais e os esforgos solicitantes correspondentes
sdo calculados em relacdo ao centro de torgdo, assim como o

momento de torgdo e o momento de inércia A& torgio I A

t.
forca normal e as forgas cortantes n&oc sio afetadas pela
mudanga dos eixos de referéncia,

E importante observar ainda que os deslocamentos u e v da
teoria de Vlasov sdo os do centro de torgdo. No entanto, o

-

deslocamento w definido em 2.3.7.b & o deslocamento u/_ do
centro de gravidade da segdo excluindo-se o componente de
empenamento. Esta afirmacgdo pode ser comprovada escrevendo-
se a expressdo 4.4.2.b para os deslocamentos da origem B e
do centro de gravidade G e impondo-se o vinculo de
Bernoulli-Euler no centro de torgio.

Notando-se dque a fungdo empenamente & nula na origem
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setorial principal (#.=0) e que x; = x; - xﬁ tem-se

al

dca - wcp = dm3 + x:'u; + x;'u; =W,
Esta inconsisténcia na escolha dos eixos de referéncia,
embora dificulte a tarefa de programagio, pode ser
contornada analiticamente com o auxilio das expressdes que
relacionam os deslocamentos e os esforgos solicitantes
referidos ao centro de gravidade com agueles referidos ao
centro de torcgio.

Para os momentos, pode-se escrever

= - = M G
M =M NxX Mg M)+ NxC (4.7.9.a)

c c _ G _.,G = qb_ G G
T = IeaﬁxathA = IeaB(xa xw)thA T xmvz + x‘:zv1
A

A
(4.7.9.b)
Para os deslocamentos tem-se, a partir das ssdes 4.4.2
e 4.4.4,
7 = ’ G s r = r oo Y
ul, us + 34 ul, u’ X9 (4.7.10.a)
u_ = u’ - x* e+ x° ¢! = u’ + xuf + x° g (4.7.10.Db)
63 3 c2'1 c1' 2 3 c2 2 €1t '

a) Termo constitutivo

Aplicando-se & expressdo 4.7.6 o vinculo de Vlasov e o
vinculo de Bernoulli-Euler no centro de torgao,
substituindo-se n, pelo valor de u; obtido' de 4.7.10.b e

utilizando-se as  propriedades geométricas da segdo
transversal indicadas no item 4.3, tem-se
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1 (DBHSA) . (BHSA) = 1erpr? 4l BT o"° + 1 Eaus® +
g ‘E==TRl T RRSES 2 t¥3 2 ¥¥3 2 G3
11 2 121 2

1
+ ~ [EIG u"? - 21 u"ur + EI° u"z]
2 22 1

(4.7.11)

Este & exatamente o termo constitutivo indicado entre
colchetes na primeira integral de 2.3.48.

Pode-se observar ainda que, tomando-se a expressio 4.4.42
para 0s eixos no centro de gravidade, obtém-se para o termo
constitutivo a mesma expressio.

b) Termo geométrico dos esforgos internos

Aplicando-se a expressdo 4.7.7 aos eixos passando pelo
centro de tor¢gac e substituindo-se os esforcos solicitantes

Hf e Mg e os deslocanmentos u; pelos valores dados em 4.7.9.a

e 4.7.10.b, obtém-se

1 GHSA.H3A = E urZus et (p’u’-¢ u")-x‘3 (p/ul-p u")| +
g —= ='="= 2 1 2 c2'3 1 31 c1'ta 2 P32
I \E) [ G
_ [ - r ’ r -1t " n
+ 3 (Vlu2 v.ul) + (v1u1+vzu2) ( g XUl Y|+
i M::' M;' c
— Weein F1q f _° W fyy F ety -urgy
| 5 (pui-ejul) + 2 (PupPul) [ + [2 11 z]

(4.7.12.a)

Por outro ladeo, aplicando-se a expressdo 4.7.7 aos eixos
passando pelo centro de gravidade e substituindo-se os

deslocamentos uél e uéa e o momento de torgdo 7° pelos

valores dados em 4.7.9.b e 4.7.10.a, obtém-se
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1 N
- SA.HSA =
2 - = - 2

2 2 G G
I ’ " ¥ e mf
ul +u2 +2xc2¢3u1 2x61¢3u2)] +

2

3

— f ’ - r ’ ’ - r G G -
+[ > (Viul-V.ul) ul (Vuf+vou’) PP (VX +V.X )

-2 (V.x% ~v x° ) (u/u-u’u)| +
2 1 Cc2 2 21 1 2
; v .
- W'’ _ "o > lutut=uru®r
2 (puf-plul) + > (pguz prul)| + 5 [2 L H 2]
(4.7.12.b)

-

As duas expressbes correspondem & imposicdo das condigdes
de contorno em pontos diversos, e portanto sdo iguais apenas
se o centro de gravidade coincide com o centro de torcgdo.

O termo da forga normal da express&io 4.7.12.b, obtida para
0s eixos no centro de gravidade, coincide com a segunda
integral da expressdo 2.3.48. No entanto, a expressdo da
energia potencial total & deduzida neste capitulo a partir
das expressOes escritas para os eixos passando pelo centro
de torg¢ao. '

0 termo da forga cortante & diferente do obtido no capitulo
2 qualgquer que seja a posigdo dos eixos de referéncia, sendo
portanto necessirio avaliar numericamente sua importéncia.
Mostra-se no item 4.10 que o procedimento usual, em grande
parte das aplicagbes, de desconsiderar-se o efeito da forcga
cortante, pode n&@o ser adequado. Deve-se ressaltar ainda gue
estes termos s&o deduzidos com a hipétese aproximada de
distribuigdo uniforme das tensdes de cisalhamento da flexdo
na segac transversal.

E interessante observar que © momento de torg¢doc produz um
efeito geométrico, gue ndo & detectado na andlise efetuada
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no Capitulo 2.

O termo correspondente aos momentos fletores merece um
destaque especial. Um grande nimero de pesquisadores deduziu
expressOes para a andlise da flambagem lateral de vigas
contendo termos sob a forma +Mau;¢3 [Timoshenko, Gere(1961),

Bleich(1952), e Pi, Y et al(1992)}. No capitulo 2, a deducéo
apresentada a partir das equagbes de equilibrio de Vlasov
com o uso do principio dos trabalhos virtuais conduz a um
termo sob a forma -Mau&p;, valor este que esti de acordo com

trabalhos mais recentes, tais como o0s de Pandey,
Sherbourne(19%0), De Jong(1990) e Chin, C.K.et al(1992).
Indica-se ainda neste capitule que & possivel obter a
expresséo de Timoshenko com ¢ mesmo procedimento, embora com
condigdes de contorno diversas das que resultam no termo
-Mau&w;. A linearizagido da teoria geometricamente exata
mostra que ambos os termos compdSem a express3o da segunda
variacdo da energia potencial total, combinados sob a forma
(M,

anilise da flambagem lateral de vigas sob momento ndo

'Ha“&¢§)/2° Este termo pode ter grande importéncia na

uniforme ao longo do véo.

c) Termo geométrico dos esforgos externos

Aplicando-se & express3o 4.7.8 os vinculos de Vlasov e de
Bernoulli-Euler para os eixos passando pelo centro de
torgaoc, tem-se
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ufuf
1 e 12 c c C c
> L 34.8A = - 3 I(x1pcz+xzpm)dc +I(xlpv2+xapv1)dA -
c A
ule, R
- Ixcp ac +Ixcp aa + [¥posac +Ix° aA|-
2 1Fes 1¥'vs 2 Pes 2Pva
c A c A
ura I u’z
_ i "xc dc +J.xc daal - ._l_ ¢ dac +Ixc dal-
2 2Pcz 2Pva 2 e, P
c A c A
2
¢)3 r C c d C o4
T 5 |) BPeytRPe,) A€ +J(x1pv1+x2p va! AR
cC A

+ ou; | ¥p,aC +[vp anl+ ogu; [prc,dc + [, an
C A C A

(4.7.13)

A expressdo obtida para os eixos no centro de gravidade &

analoga a esta, exceto peleo fato de que as coordenadas x;

o G _ C G
devem ser substituidas por X, = xa + %o
O termo geométrico dos esforgos externos da teoria de Vlasov
se resume & Gltima integral da expressfo 2.3.48. Corresponde

ao termo enm goz da expressdo 4.7.13 guando o0 carregamento

externo & aplicado num ponto da segao transversal de
coordenadas x o &0 relagdo ao centro de torg¢ic. A expressio

agora apresentada mostra um grande nGmero de termos hnéo
obtidos a partir da teoria de Vlasov, e permite o cilculo do
efeito geométrico para qualquer tipo de carregamento.

Deve-se observar ainda que o termo geomé&trico se anula se ©
carregamento externo & aplicado no eixo e se a funcgido
empenamento se anula no mesmo.
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d) Termo de Wagner

0 termo de Wagner, dado pela guarta integral da expressé&o
2.3.48, nio & obtido através de 1linearizagiio da teoria
geometricamente exata formulada no item 4.5,

Tomando-se por exemplo a barra de secgdo cruciforme bi-
simétrica submetida apenas & forga normal N, pode-se
observar que esta teoria ndo permite analisar a
instabilidade por torgdo, j& que ndo ha, na express&o da
segunda variagdo da energia potencial total, um termo que
associe a forga normal N a 9’ -

Esta omissdio & muito importante e levou a uma reavaliacao
das hipdteses adotadas inicialmente para a deducdo da
expressdo 4.5.43. E interessante para isto observar gue ©
termo de Wagner contém ndc apenas os esforgos solicitantes,
como ocorre com os demais termos geométricos dos esforgos
internos, mas também caracteristicas geométricas da secdo
transversal, que comparecem apenas no termo constitutivo,.
Este fato conduz a necessidade de uma andlise em pormenor do
efeito da adogdo de uma matriz de rigidez constitutiva, para
a teoria ndo-linear, igual & da teoria 1linear. Uma
modificacdo da equagdo consti va que permite obter o
efeito analisado por Wagner & apresentada no item 4.8.

4.8 MATRIZ DE RIGIDEZ CONSTITUTIVA NXO LINEAR

A associagdo das deformacdes general zadas com as tensdes
generalizadas através da matr de rigidez constitutiva da
teoria linear, obtida a partir do primeiro tensor das
tensdes de Piola-Kirchhoff, n&c permite a obtengdo dos
termos constitutivos n&o lineares com as deformagdes. Assim,
opta-se agui por associar linearmente o tensor das tensdes
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de Kirchhoff § com o tensor das deformagdes de Green E.

O tensor de Green & dado por

1
E=—{FTF-I}=
E=51EE-1I

onde, de acordo com 4.5.11,

VR

[QTE]T[QTE] -1 (4.8.1)

F =09 {; Y P eee +7 e g;} (4.8.2)
logo
r
1 0 LA
QF=| 0 1 7, (4.8.3)
r
¥ ,p ¥ P 1+

Substituindo-se estes termos na express@o 4.8.1 obtém-se,
para o tensor das deformag¢des de Green,

12 2 1 2 1 . r
— = —(¥+ +
5, P 3¢, ¥, P S(74 p(1+7)) ]
1 2 2 1 r '
E = . S¥.P S, P(1+7)) (4.8.4)
1
r re r2 re
. . (ES (AR A A
O vetor 3" & dado por
¥ =7 +« A [Qr +yp g;] + ¥p’e; (4.8.5)

Separando-se y' em um termo linear e outro nio-linear com as



190

deformagdes generalizadas, vem que

r r
B TXNKy wa;
r _ L N = r r
I“_ r r
n +:(2nc1 xlxzﬂhp 0

O tensor das tensdes de Kirchhoff pode ser expresso em
funcfo do tensor de Piola-Kirchhoff através de S = F P.
Tomando-se os componentes de P em relagdo & configuragdo de

referéncia, tem-se, de acordo com 4.5.21 e 4.5.24,

5 (4.8.7)

Substituindo-se (4.8.3) nesta expressio e designando-se por
Sij os elementos do tensor das tensdes de Kirchhoff, os

termos Er e 1:3 g dueé comparecem nas expressbes 4.5.26 dos

esforgos solicitantes passam a ser dados por

813+1:SS3
£r= S23-'-‘3,2833
( 1+3’;) 533+w, 1psl3+w,2psz3
) ) (4.8.8)
= E:'E; =1+ 7;)313 * w,ipsn + w,apslz
t= e, = (L + 9S8, +¥ pS, + ¥ pS,

Estabelecendo-se relagdes lineares entre os componentes do
tensor de Kirchhoff e os do tensor de Green, vem gque



191

n 3 ,1

1

- r r2 ra r2

533 = E lg's + 3 (11 +y, v, )] (4.8.9)
2

=Gy ¥ p

= r r

=G [y, +¥ p(1+7))]

=6 [7] + ¥ P(1H}))

312

513

s
23

Substituindo-se 4.8.9 em 4.8.8 e tomando-se como primeira
aproximagdo apenas os elementos que ge am termos até segunda

ordem nas deformagdes generalizadas 3, k', p e p’, obtém-se

(4.8.10.a)

te
i
1]
+
e

onde

T= |G (7'; + wtzm (4.8.10.b)

N L L L

G (71 * w,1p73) + Ev!’S

N L L_L

"y G (v, + w’zpw + Evy,

1 ,2 ;2 3,2 L L
Elg +9,) + 5%, [+ ¥ p(v, ¥ P) + GV p(7,+¥ ,p)
(4.8.10.¢)
e também

£ =t o+ " (4.8.11.a)
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onde

tt = et + v p) (4.8.11.b)
3 1 »1 fTEemTE
t" =g + ¢y P (4.8.11.¢)
32 2 ’2 - - »
N N L_L L

t'.31 = G (71 + ¥y, + 2“’,1‘5’73’ (4.8.11.4)
N _ N L_L L

1:.32 = G (3'2 vy, 4 zw‘zp'ya) (4.8.11.e)

As expressSes a serem deduzidas para os esforcos
solicitantes podem ser bastante simplificadas desprezando-

. 2
se, nas expressdes 4.8.10 e 4.8.11, os termos em 7: e 0s

termos em G de segunda ordem nas deformacdes generalizadas.
Deste modo, com o emprego de 4.8 6, chega-se a

G (=% Kk +Y 4P

L r r
T G(n2+x1xa+w'2p) {(4.8.12.a)
r r o
E( 113+:-:25c1 -x1x2+wp' )
L _ r_ r
t31 = G ('n1 x2x3+w'1p) (4.8.12.Db)
L = ¢ (W+x.k"+¢y p) (4.8.12.¢)
32 2 "13 7,2 rEemer
L_L i - - A
Ev.v, E("l XK5) (1'.'3+x21c1 x1ic2+\0p')
- r
N Ealql _ E(nx k. ) (0 +x Kk =X K +Yp’)
T= 775 = 1
1 2 2 = - 2 2
“E(F+ ) 2E[(n1 XK} (n 4% k) ]
2 1 2
(4.8.12.d)
N
t. =0 (4.8.12.e)
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Quanto aos esforgos solicitantes definidos pelas expressdes
4.5.26, tem-se

£1 =1t + £} = I;LdA + Ig"dA (4.8.13.a)
A A

r _ _L B _ r. L r._N

m,=n +m = Ig AT dA + Ig AT dA (4.8.13.b)
A F

_ L _ L
Vy =V = jtmw’ada (4.8.13.¢)
A

M, = M;’ + M:;’ = I(;‘.gg)wda + J'(g“.g;)wda (4.8.13.4d)

A a

Note-se gque a parcela J-WP(S'-',‘-;A‘Q')dA do termo ndo-linear de

A

. foi desconsiderada, pois gera termos de terceira ordem

m
~1

{para g") ou de segunda ordem em G (para EL). O mesmo se

aplica ac termo ndo linear de Vw.

Substituindo-se 4.8.12 nestas expressdes, tomando-se ¢ e g

19

definidos por 4.5.19 e 4.5.28 e utilizando-se as
propriedades geométricas da segdo transversal expostas no
item 4.3, pode-~se escrever

1

onde QL €& matriz de rigidez constitutiva de teoria linear,

dada pela expressdo 4.4.38, e D' & uma matr z simétrica que
p 2

tem seus elementos expressos por:
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N r r r

D11 o= E(ﬁm3 + Slrcl + Szxz)

N _ N _ . N_ N__N N __N__N__N__N_.N_.N_.N_.N
D12—D17-013_D27=Dzs=033 Da4 Das Dav Dsa Du D45 Dw Dw’:

N _N__ N _ N _N_ N __N_
—Dss_D57—Dsa-st_D77-D7s-Das'O

Dj; = E(Am]~85,k)

D:‘4 = E (Slﬂ:-I:uK;)

D,I‘S = E (Szn:-112x;)

D:.IG = E(-Sln;-Ilix:“Il2K;)
D), = E(An+S K[+5.k’)

D,, = E(An,-Sk)

D:I =E ( Slﬂ;-IIZK;)

D = E(S,n,-I_kK.)

D:S = E ( -S2n;-IIBK:-I22x;)
D;S = E ( IOK;-Sln:-Sz‘n;)
D:& = E(-Il 11]:-1121];4'“1!(.;)
D:G = E ( -Il2n:—122n;+H2K;)
D:: s = E( Ion;+Hlx:+H2x;+pr ’)
D" = EH «'

-]
W

3

Nestas expressodes, H1' H2 e Hw sdo parametros de assimetria

ja& definidos no capitulo 2, dados por

_ 2,2 _ 2,2 N P
Hl—Ixz(x1+x2)dA H = le(xl+x2)dA H, I(x1+x2)WdA
a A A

(4.8.15)

E interessante observar gque esta solugdo resulta nas

propriedades geométricas do termo de Wagner embora ndo seja

. . L N
exata, pois & deduzida desprezando-se em T € T OS

2
elementos de segunda ordem em G e os elementos em 'a': . Caso

esta simplificagio nao fosse adotada, ser gerados termos
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adicionais, proporcionais a outras propriedades geomé&tricas
da se¢do transversal.

Por diferenciagfio no tempo de 4.8.14, pode-se notar gque

é_r=[l..+gﬁ

1 =D¢€" (4.8.16)

0 termo D" da matriz constitutiva assim obtida resulta em um

termo adicional na expressio da sequnda variacio da energia
potencial total, nd&o considerado na teoria originalmente
proposta por Pimenta, Yojo (1993).

4.8,1 Andlise de Euler - Termo constitutivo adicional

Para uma andlise linearizada de estabilidade, s8o vdlidas as
aproximagdes adotadas para a dedugdo da expressdo 4.7.3.
Adicionalmente, de forma an&loga & do item 4.7, impdem-se os
vinculos de Vlasov e Bernoulli-Euler no centro de torcéo.

0 termo constitutivo adicional resultante de Q" pode ser

expresso com © auxilio de 4.7.3, por

2 2

1 4 31}1 61"2

-2-(_ BHSA) . (§lj6é)=E{ T(An3+sin1+82n2)+ T(An3+51x1+szn2)+
+ 61116113(1!131-51&3) + anzna(Anz-Szna) + Bniaxl(slnl-Iuna) +
+ M 8K, (S0, =T ,Ky) + OMBK (=8 M-I Kk mT )

+ anzaxl(slnz-lmxa) + Snzaxz(sznz—lzzxa) +

+ anzana(-szns-lmxi-lzzxz, + 6“36':3(10“3-811]1-82“2) +

+

6K16K3(-Iiin1-112n2+H1K3) + alKza'c3(-IIl21',1-':[221124-1.1’2“3) +

2
oK
3
— I
+ 2 (Io'q3+H1:c1+H2x2+pr ) + ép’ srcanwica }

(4.8.17)
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Impondo-se o vinculo de Bernoulli-Euler ('na=611a=0) no centro

de torgao, este termo se reduz a

2

1 (D"BHSA). (BHOA) = E icf(xc + B, + H¢_ + HSp’) +

2 - ATV R 2 0“3 11 22 wp

+ k 3k_(ISsm. + H'sk, + H°8x_ + H sp’) (4.8.18)
3 3' o0 '3 11 2 2 /] T

As deformagdes generalizadas gr podem ser obtidas como

fungdes das tensdes generalizadas g’ invertendo-se a matriz

D, ou seja,
1 -1
e’ = [[_)L + s g"(g')] g (4.8.19)

Para a andlise de Euler, pode-se tomar um valor aproximado

de £ dado por

-1
e” = D" o (4.8.20)

Invertendo-se a matriz de rigidez constitutiva da teoria
linear obtém-se entdo, para © vinculo de Bernoulli-Euler
imposto no centro de torgéao,

1 2
n= — [(IC I I )N + (S;IC -STI_ )M + (S{I] -st1} )ME]

EA 11722 2712 T17 22 1712 T2 11
(4.8.21.a)
1
k= — €1C _oCaC C _at?, € CaC_ptC
1 EA [(32112 S1I22)N * (AIzz Sz )M1 + (8152 AI12)M§:|

(4.8.21.b)
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1 2
K o= Cyl _oCyC CaC_paC 1€ C _ a2\ €
2 EA [(51112 Szlu)N + (8152 AI12)H1 + (AIn Sa )Mz]
(4.8.21.¢)
1 ¢
Kk, = — [T° + V) (4.8.21.4)
GIS v
t
’ ! M (4.8.21.e)
= I - - .e
P EI, ¥
¥
A = A(ISI°-1%% - 8¢ . s 4+ 28%strt (4.8.21.fF)
11722 1z 1 22 211 152712 rEeeS

As deformag¢des generalizadas N, Koe K podem ser re-

escritas em fungdo dos momentos fletores, momentos de
inércia e produto de inércia referidos ao centro de
gravidade da secgao. Expressando-se, com o auxilio de

4.7.9.a, os momentos fletores M: e M; em fungdo de M: e M: e

utilizando-se as propriedades geométricas da secao
transversal apresentadas em 4.3, tem-se

N i ¢ c
"= e T 6 ¢ _q2 [ I‘{f(xcilm * Xepln) -
E(I,,1,,71,,)
G G ¢
- M(x, I + xczllz)] (4.8.22.a)
1 -
ko= MGI:2 - Mgl‘:z] (4.8.22.b)
6 .6 62 L
E(L,,I,71.)
_ 1 [ WIS GG
kK, = " - 11[12 + H2I11 (4.8.22.c)
¢ .6 62 L
E(1,,1.71,,)
Substituindo-se x; = x; -xE o €M 4.8.15, obtem-se a relagéo

entre os parémetros de assimetria para o centro de torg¢do e
para o centro de gravidade:
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c _ _ 58 <G G .6 _ G .C
H: =H 2Rl 2xc:1112 xcch‘
€ _ 6 6 6 _ G -G ¢ .C
H, = H, + 2x° 10 - 2x0 10 + xCIe (4.8.23)
c G
=
Hy = H,

Substituindo-se 4.8.21.d~e, 4.8.22 e 4.8.23 em 4.8.18,
impondo-se para os deslocamentos virtuais os vi os de
Vlasov e de Bernoulli-Euler no centro de torgao, ou seja,

p— f N =M =1"
8::3 3 ! ép U e 3::1 u? ., 6&2 u?

e notando-se ainda que

G G
a = L f o [ ]
M3 = Ucs T U™ %M © T U/} 3

resulta finalmente, para o termo constitutiveo n&o-linear,

1 » 1 2 c G G G
= ! -
(D'BHGS) . (BHBR) = > ¢} [er + 2 M - 2r0 M+ ro Myl +
E M:B
el r1Canw® 76 0ub 16 v o w(eGao® 76 _ G <€

* G It 993 [ui (H2+2x01122 zxcalia) uz' (H1+x(:1112 xczlu)

" c
+ goan + uéan] (4.8.24)

Nesta expressdo, tem-se

IGHG_IGHG IG G G ,,G

¢ 1271 1172 G c 22H1 - IaaHz G
2r = - 2x 2r = - 2X
o1 3 c1 0z 2 cz
¢ - 1° ° 1 - 1¢
11722 12 11722 12
H
r . = v (4.8.25)
ow Iw - -

O termo em qo;a de 4.8.24 corresponde exatamente & quarta

integral da expressdo 2.3.48. 0O segundo termo corresponde ao
efeito constitutivo néo-linear do momento de torgéo
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uniforme, n3o considerado no capitulo 2.

4.9 LINEARIZAGAO DA SEGUNDA VARIACAO DA ENERGIA POTENCIAL
TOTAL - EXPRESSAO COMPLETA

Em vista do que foi exposto nos itens 4.7 e 4.8, o funcional
da segunda variagdo da energia potencial total a ser
util ado para a andlise de Euler deve ser escrito, de forma
completa, como

s2u= = p"*+EAU’°+EI_u"?-2EI_u"u"+EI_u"’ dz +
2 3 3 11 2 12 1 2 22 1

2
[GI +® ; +EIW

| =

+
b=
O O— M O— " Ot—— O !

72 .2 F11f = "y - P "
N[u1 +u2 +>‘:|:2(;,03u1 P3“1) xm(tpsu2 wauz):ldz +

| - I r I -y n "
qoa(v1u2 Vaui) + 2(V1u1+V2u2)( u3+xmu1+xczu2)}dz +

1

—_— N f1n’ Wainfnt ey f 1
+ 2 1111(1,03“1 qoaul) + Mz(fp3u2 goauz) + ':['(uzu1 uluz)]dz +
+ 2 '?lr2N + 2r M - 2r. M_+ r M ldz +

2 Y3 0 021 o1 2 oY Y

LeEM

_ _

+ I G I, L [“'1' (H+2x  1,,72%X,1,) -

o

- n - " L4
v (H1+xc1?[12 xczlu) + cpan + ualo]dz +

1
— tay F
+ 3 usu’ I[xlpcz+x2pm]dc + I[xlpv2+x2pv1]da dz +
C A

1
u;‘Pa I xipmdc + I xlpvadA dz +

C A

Q by, O ey
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L
1 2
+ 3 I u; I xzpczdc + J- xzpvsz dz -~
0 c A
1 L
- Py u"(o3 I xzpcadc + I xapvadA dz +

C A

2
u’ J' X p,,dC + J x,p, dAlaz +
c A

‘°§ J [x1pc1+xzpczldc + J [x:pv1+x2pv2]dA az -

C A

1
+ -
2

Ot H O ©

L
—I p;u; I wpczdc + I wpvsz dz -
0 C A

L
- I tp;u; I wpc’dc + I wpwdA dz +
0 c A

+

o[ =

L

2 2 2laz
_[ By | U™ (Rgp™Xep) 05| + By Ut (3,7%, ) 0, +33¢3
0

(4.9.1)

Os 1indices ¢ e ¢ s8o omitidos por simplicidade nesta

expressédo. Os deslocamentos u e u, as propriedades

geométricas I, IW I, HW r, e row, a posicdao do
carregamento externo X, e X, e os nomentos de torgdo T e H3
sdo tomados em relagdo ao centro de torgdo. Os deslocamentos
u as propriedades geométricas I11lr 122, 112, H1’ Hz, r,, ©
as coordenadas do centro de torcgao X, © %X, e os

3l'

roz '

momentos fletores M1 e M s8o tomados em relagdoc ao centro

de gravidade.
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4,10 EXEMPLOS NUMERICOS

S8&0 apresentados a seguir dois exemplos numéricos. O
primeiro ilustra a utilizacsio do programa de andlise ndo-
linear de ticos baseado na teoria apresentada neste
capitulo; o segundo mostra a aplicagdo do funcional dado
pela expressdo 4.9.1 para uma andlise linearizada - de
estabilidade. Os resultados obtidos nestes exemplos sédo
comparados com os extraidos da literatura.

4.10,1 Perfil tipo L assimétrico submetido a forga normal

Este exemplo & analisado por Vlasov (1961) para um perfil de
ago tipo L assimétrico submetido a uma forc¢a normal aplicada
no centro de gravidade (fig. 4.10.1). 8S&do consideradas
barras de 100cm e 500cm de comprimento, constituidas por
material com mddulos de elasticidade E e de deformagao

transversal G de respectivamente 21000 kN!cmF e 8400 kN/cmz.

A carga critica e a configuracdo pds-critica sdo obtidas com
o emprego do programa desenvolvido por Pimenta, Yojo (1993),
modificado pela inclusdoc do termo constitutivo n&o-linear
apresentado neste trabalho.

Para compress@o centrada, os resultados praticamente
coincidem com os deduzidos por Vliasov, a saber: Nm‘= -=700kN

para 1 = 100cm e Nﬂ‘= «340kN para 1 = 500cm. Para for¢a
normal aplicada em um ponto qualgquer das abas, os resultados

estdo indicados na fig.4.10.1 e ndo sdo calculados por
Vliasov.

0 perfil cantoneira apresenta carga critica para compressao
excéntrica, exceto para forgas aplicadas préximas ao centro
de torgdo. O valor da mesma decresce quando a forga normal
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se aproxima da extremidade das abas e cresce gquando se
aproxima do centro de torgdo, podendo inclusive ser muito
superior ao obtido para compressio centrada.

Uma andlise do comportamento da barra com pequena
imperfeicao geométrica inicial mostra que, para
deslocamentos crescentes, a forga normal cresce até um valor
maximo inferior & carga critica e em seguida decresce. Este
valor miximo corresponde portante a um ponto limite e o
valor critico calculado a uma bifurcag8o instével do
equilibrio. Nota-se também gque o valor maximo da forga
normal & muito sensivel &s imperfeigdes geométricas

iniciais.
¢ 6 3
X2 Xg o4 B
L = 500 ¢m
R t= 1 cm
L= 100em az15 cm
b=25 cm
b b
TO0 kN G 340 kN G
X rd Xy
’/j G / G
/
,/
6000 4000 2000 '[o 300 200 WO ¢
2000 4 0ot
200
4000+
Nc,tkN} Ncr(km 3004
8000

FIG., 4.10.1 Perfis tipo L - Carga critica em fungdo
da posig¢do da forga normal
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Para cargas prdximas ao centro de torc¢do, os deslocamentos
sao sempre crescentes com © carregamento, e a barra n3o
apresenta carga critica. Para - forgas elevadas, a
configuragdo da barra se afasta tanto da configuracio reta
inicial gque os resultados perdem gualguer sentido préatico.

A ml.idanqa da posicd3o dos eixos de referéncia do centro de
torgdao para o centro de gravidade, e portanto do ponto da
segdo transversal em gque as condigdes de contorno sio
impostas, pouco afeta o valor da carga critica nos casos
agui considerados.

4,10.2 Viga com sec8o simétrica tipo I submetida a forga
concentrada no centro do véo

Este exemplo & analisado por diversos autores, em especial
no gue diz respeito ao efeito da posic8io da forca F em
relagcio ao centro de torgio e ao termo geométrico dos
esforcos internos.

0 funcional da segunda variagdo energia potencial total dado
pela expressio 4.9.1 se resume neste caso, tomando-se u,,

w, X, ex, nulos, a

L L
s%u= 1 I(GI tp'2+ EI__u"®+ EI qo"z)dz + i M (pu”~ p’u’)dz -
2 t¥sa 21 " yrs 2 1'V3 1 31
0 0
L
1 v rd 1 2
-3 I #0792 + — Fx, 9% (4.10.1)
0
Os esforcos solicitantes M1 eV, sdao dados por
M1 = F 2/2 ; V2=F/2 0=zsL/j2

M, = F(L-2)/2 : Vv, =-F/2 L/2<z=L
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Considerando-se, numa andlise aproximada, deslocamentos
general ados sob a forma u, =u sen nz/L e ¢, = ¢ sen nz/L

e aplicando-se o método de Ritz, vem que

3
F°L (c,+C,) 2 2 n°El

¥l = o (4.10.2)
e 2
128n°EL, 1

cu e Cv correspondem aos termos geométricos dos momentos

fletores M e das forgas cortantes Vz' e valen

respectivamente n° e 4 para o funcional dado pela expressio
4,10.1.

Tomando-se para estes termos a parcela do funcional deduzido
no capitulo 2 dada pela expressio 2.3.49, obtém-se c“=n2-4 e
CV%B. Por outro lado, tomando-se a parcela indicada por
Timoshenko, Gere (1961) e dada pela expressao 2.3.50, obtém-

se Cn=n2+4 € nao comparece o termo Cv da forga cortante.

0s resultados obtidos da express@o 4.10.2 sdo indicados na
fig. 4.10.2 para forga aplicada no centro de torg¢éo (x,.=0),
na aba tracionada (x2F=+h/2) e na aba comprimida (x2F=-h/2),

em fungado dos parédmetros

2 anIw
l*

2
EI22 It GItL

F*

cr

i
o

Apresentam-se, para cada caso, trés curvas, correspondendo
respectivamente a:

Curva A: C"=n2—4, ¢ =0
- — 2 -_—
Curva B: Cn—n ‘ Cv 0

- = 2 = = 2- = = 2 =
Curva C: Cu—n ‘ Cvr 4 ou C’l n -4, Cv 8 ou CH-n +4, -’:“r 0
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* h
F X = 0 g ==t
cr 2F For 2k
25,0+ 10,0 ¢
20,01 A *or ¥—
A

15,06 1

071

5.0+ 2,04
JD
o . t " } - o ' ' ' ¢ '
5 02 04 08 08 O o 02 0¢ o8 o8 1o
’ »
X *
_ .. h
* Xze = % 2
FCI'
40,01
A
30,01
20,0+
L B
o] t % y + |
o 0,2 0.4 0.6 08 1,0 £

FIG. 4.10,2 Perfis tipo I simétricos - momento critico
para forga concentrada no meio do v&o

Pode-se observar gue os resultados obtidos pela linearizagédo
da teoria geometricamente exata, dados pela curva C ( Cf“z'
Cv=4), coincidem, para esta aproximacgéao, com os de

Timoshenko, Gere e com os obtidos através da expressao
deduzida no capitule 2. Ressalte-se ainda que & contra a
seguranga o procedimento de desconsiderar-se o efeito da
forca cortante guando da aplicagdo das expressdes 2.3.48 ou
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4.10.1 ao cédlculo da carga critica.

Em vigas submetidas a carregamento assimétrico, as
diferentes expressfes acima citadas conduzem a resultados
diversos, devendo portanto o assunto ser objeto de pesquisas

futuras.



ANALISE GEOMETRICAMENTE
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S.1 INTRODUCAO

880 descritos no capitulo 3 alguns modelos simplificados,
baseados em teorias aproximadas, para o célculo da carga
critica para instabilidade por distorgc8oc de Dbarras
inicialmente retas com secgdo transversal tipo I, U, € e 3.
Estes modelos apresentam virias limitagdes no que diz
respeito aoc estudo do efeito das condigSes de vinculo e do
tipo e forma de introdugdo do carregamento. Adicionalmente,
ndo permitem determinar a trajetéria de equilibrio das
barras com imperfeigdes geométricas iniciais, bem como das
barras inicialmente retas nas quais os deslocamentos afetam
o estado das tensdes,

N&o & possivel portanto afirmar este enfogque, baseado na
determinagdo de cargas criticas, seja seguro. Propde-se por
isso neste capitulo uma anilise aproximada da instabilidade
por distorgdo de perfis de segdo aberta e parede delgada
através do programa de andlise n#o-linear apresentado no
capitulo 4, com a discretizagiio do perfil em elementos de
barra constituindo um pértico espacial. As limitacgdes
resultantes da adogdo deste modelo sdo comentadas no
capitulo 6.

Nao se pretende aqui apresentar um estudo paramétrico do
problema, mas apenas indicar um caminho para a pesquisa
nesta area, assim como alguns resultados numéricos obtidos
para perfis tipo I e tipo U enrijecido. Estes resultados s&o
comparados aos obtidos através de alguns modelos
apresentados no capitulo 3.

5.2 BARRAS EM MEIC ELASTICO

No modelo de Svensson (1985) (ver item 3.3.1), a aba
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inferior de vigas tipo I, contidas lateralmente por uma laje
de concreto ao nivel da aba superior, & analisada como uma
barra reta apoiada em um meio eléstico provido pela alma. A
barra & submetida a uma forca normal, sendo o objetivo do
nodelo determinar o valor critico da mesna.

E interessante analisar, para este problema, a estabilidade
do equil io da configuragdo pés-critica. Considere-se uma
barra inextensivel simplesmente apoiada e submetida a uma
forgca normal N nas extremidades (fig. §.2.1). Tomando-se as
derivadas dos deslocamentos u em relacdo & configuracéo
deformada, pode-se expressar a rotacdo especifica k e o
encurtamento da barra A, para o estdgio inicial do ramo pbés-
critico, como

_ " '2-1’2
K =u" (1 -u’")

L

A=1L - I(1 - u?) az
.

50l

254

o W3PS . . *

-25+4

-804

751

=100t

FIG. 5.2.1 Barra em meio eldstico - Configuracglo
pés=-critica

A variacdo da energia potencial total do sistema entre a

configuracdo reta imediatamente anterior & flambagem e a
configuragdo deformada & dada por
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L L L
1 2 1 2 21/2
U=EBIudz+—2—EIJ.x dz+NL-I(1-u') dz
0 0 0

Expandindo-se em séries de Taylor os termos das duas Gltimas
integrais, vem que

L L
1 r 2 1 w2 2
U=EB udz+5EI u" (1 + u'” +..,.)dz +
( 0
L .
1 =2 1 4
+NI ‘-‘u'+‘—u’ +... dz
2 8
o -
o in
Tomando-se os deslocamentos u sob a forma u = ¥ u,sen T
i=1

o funcional pode ser transformado numa fungdo dos
coeficientes u;. A condigdo 82U/aui = 0 fornece o valor da
carga critica ja deduzido no item 3.3. Pode-se mostrar que o
sinal de 3'1Uj.§iu-;‘L & proporcional a (14-38*), onde i & o
nnero de semi-ondas correspondente a N cr (ver fig. 3.3.2) e
B* & dado por 3.3.6. A configuracdo pés-critica sbé6 &

estavel, portanto, se 64U/au; & positiva definida, ou seja,

se B* < 14/3. A fig. 5.2.2 fornece a variagio do termo

(i‘—BB*) com o parémetro f* (Thompson, Hunt, 1973).

Pode-se observar que, para a barra em meio elastico, a
configuragdo poés-critica sé & estédvel para valores de g%
muito baixos, pouco frequentes nos perfis usuais. Para
configuragdo pds-critica instével, a carga critica pode nio
ser um parametro adequado para projeto, pois a forca normal
miaxima atingida pela estrutura com imperfeicdes iniciais
(ponte limite) € inferior & mesna. Este fato &
particularmente importante nas estruturas muito sensiveis a
imperfeigdes.
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N M N z
“ ' y
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z\\ Ulzi /// A dZ
S - —
ﬁ hhhhh - C—
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P
dy
X %
U'=§E= en
dz sentp

F1G, 5.2.2 Variag8o com 8* da curvatura
do ramo pés-critico

0s resultados acima apresentados levam & necessidade de unma
investigacdo em pormenor do comportamento da estrutura, em
particular no que diz respeito & existéncia de uma
bifurcagdo da configuragio de equilibric inicial, a
estabilidade da configurag8o pés-critica do perfil (e
portanto a determinagcfio de uma eventual reserva de
resisténcia pés-critica) e & sensibilidade a imperfeicdes

geométricas iniciais. Este & o objetivo deste capitulo.

5.3 BARRAS COM SECAO TRANSVERSAL TIPO I

Este item apresenta alguns exemplos de aplicag¢io do programa
de anflise ndo-linear de pérticos espaciais ao estudo da
instabilidade por distorgdo de perfis tipo I. S&o tratados
apenas alguns casos de carregamento e de condigadoc de
vinculo, devendo o tema ser objeto de estudos posteriores.
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As vigas s8@o discretizadas em elementos de barra com oito
elementos em cada aba, tendo sido considerados os trés
modelamentos distintos indicados na fig. 5.3.1.

No modelo A, procura-se reproduzir as condigdes de vinculo
do modelo de Svensson, no qual se analisa a instabilidade
por flexdo da aba, apoiada num meio elastico provido pela
alma no plano normal a x . Neste modelo, desconsidera-se a

resisténcia & torglo da aba e a reagio By do meio eléastico.
As rotacgdes ¢, € os deslocamentos u, séo impedidos em todos

os nods.

No modelo B, a alma & discretizada em elementos de barra
engastados ac nivel da aba superior e vin s a aba
inferior apenas para deslocamentos u e u, e rotagdes Por

exceto nas extremidades da aba, onde estes deslocamentos
generalizados s&o impedidos. A resisténcia da alma as
rotacdes e aos deslocamentos horizontais da aba & portanto
considerada neste modelo.

0 carregamento & aplicado, nos modelos A e B, através de
deslocamentos longitudinais de extremidade ou de forcgas
normais equivalentes nas abas.

No modelo C, a barra & tratada como uma viga Vierendeel, na
gqual as condigds de vinculo nas extremidades das abas e no
topo da aba superior variam conforme o caso a ser analisado.
0s momentos de extremidade s&o aplicados como um binario de
forgas nos nds 1/10 e 9/18 ou, alternativamente, como
momentos ou rotagdes impostas nos nds 20 e 23 de duas barras
de g¢grande rigidez <conectadas para deslocamentos as
extremidades das abas. Este modelo apresenta como vantagem
permitir o estudo da barra como um todo e portanto
introduzir as forgas externas nos pontos em que efetivamente
s8o aplicadas.
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Fl1G. 5.3.1 Barras com segdo transversal tipo I -
Modelos para anadlise,.
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Nos trés casos, sao consideradas abas com segdo transversal
retangular e com segdoc tipo T, na gual se toma
arbitrariamente uma fragdo colaborante de alma com altura
0,15h, como sugerido por Williams, Jemah (1987).

Os valores das forgas normais criticas na aba inferior ou
dos momentos fletores criticos na viga sdo obtidos para a
barra isenta de imperfeigdes geométricas iniciais. Para esta
situagdo, nio & possivel determinar a configuragio pés-
critica.

A andlise da trajetéria de eguilibrio da barra & feita
impondo-se uma imperfeigido geométrica inicial sob a forma de
uma ou mais semi-ondas no plano normal a X, com anmplitude

e

igual & tolerancia de norma (L/1000). Nas vigas em que a
configuracdo pds-critica é estdvel, o algoritmo utilizado no
programa permite tragar o ramo ascendente da trajetéria,
tanto para o carregamento dado por forgas ou momentos
aplicados guanto para deslocamentos ou rotagdes impostas. Ja
para configuragdo pds-critica instdvel, o ramo descendente
56 pode ser determinado para deslocamentos ou rotacgdes
impostas.

0Os resultados obtidos através destes modelos sdo ilustrados
a seguir para quatro vigas, cujas caracteristicas
geométricas s3o dadas na tab. 5.3.1 Jjuntamente com os
valores de B* calculados através das expressdes 3.3.1 e
3.3.6. Pode-se observar dque as caracteristicas geométricas
das vigas sao escolhidas de modo que o valor de g*
corresponda, para a andlise aproximada indicada no item 5.2,
a flambagem com uma semi-onda (V1 e V2) ou duas semi-ondas
(V3 e V4), com configuracio pés-critica estavel (V1 e V3) ou
instavel (V2 e V4). Ndo se procura, nesta escolha, limitar a
carga critica de modo a ndc se atingir a tensdo de
escoamentce do material.



214

h (mm) bf(mm) tf(mm) tw(mm) L{mm) B*
V111000 400 25,4 6,4 (10000] 0,055
V21000 400 25,4 12,7 |10000| 0,427
v3|1000 400 31,8 9,5 |24000| 4,732
V411000 400 31,8 12,7 [24000]11,336

TAB. 5.3.1 Caracteristicas geométricas das vigas -

Perfis tipo I

5.3.1 Vigas com momento fletor constante

a) Abas tracionadas com deslocamentos laterais e rotagdes
em torno de z impedidos

de
equilibrio das vigas V1 a V4, obtidas com o emprego dos trés

Apresentam-se nas figs. 5.3.2.a-d as trajetérias

modelos, para abas com rotagdes ®, livres nas extremidades e

com imperfeicdo sob a forma de uma semi-onda. Indicam-se por
simplicidade apenas os graficos de forgca normal na aba
inferior em fung¢do do deslocamento u,, jA4 que nos modelos B

e C as rotacdes ¢, € os deslocamentos variam na mesna

proporcac. Apresentam-se também, juntamente com as forgas
normais criticas determinadas através da andlise nio-linear,
de de

Goltermann, Svensson, indicados respectivamente pelas letras

as calculadas através dos modelos Svensson e

S e G, onde para este Gltimo se adota Cd = 1.

0s resultados numéricos correspondem a abas com secdo em
forma de T. As trajetdérias para se¢do transversal retangular
sdo similares mas de normal

apresentam valores forca

ligeiramente inferiores aos aqui indicados.

O modelo A apresenta forgas normais criticas préximas das do
modelo de Svensson, sendo superiores para vigas de maior
(V3 e V4) e
(V1 e V2).

comprimento inferiores para as de menor

comprimento A viga V1 mostra uma configuracéo
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pés-critica estével, embora o acréscimo de forga normal seja
desprezé&vel. As demais vigas tém configuracdo pds-critica
instavel, mas a forga normal decresce pouco com o©Os
deslocamentos e seu valor méximo & pouco afetado pela
imperfeig¢do inicial. Nao foi detectada uma configuracédo pés-
critica estavel para a viga V3, assim como para outras vigas
também testadas com 458§516/3, ao contrario do indicado na

analise da barra em meio eléstico (fig. 5.2.2).

O modelo B apresenta, como esperado, forgas normais criticas
superiores 3s do modelo A, j& que permite, ao contréario
deste, considerar a resisténcia da alma as otagdes da aba.
As guatro vigas mostram comportamento pds-critico instéavel.
As forgas normais decrescem muito com os deslocamentos, em
particular para as almas mais espessas. Seus valores maximos
sdo pouco inferiores aos criticos para as imperfeigdes
. geométricas consideradas e sio sempre superiores #s forgas
normais criticas dos modelos de Svensson e de
Goltermann, Svensson. O primeiro se aproxima mais do modelo
B para vigas de menor comprimento (V1 e V2) e o segundo para
vigas de maior comprimento (V3 e V4).

As forcas normais criticas obtidas com o modelo C sdo sempre
superiores &s do modelo B e praticamente independem da forma
de introdugdo dos momentos de extremidade. As trajetédrias de
equilibrio també&m sdo andlogas as do modelo B.

Nos modelos B e C com abas de segdo transversal retangular,
o momento fletor nas mesmas & desprezével, o gue ndo ocorre
para abas com segdoc transversal em forma de T. No entanto,
estes momentos pouceo afetam o comportamento da viga.

As forgas normais criticas para o caso de abas com rotagdes
¢, impedidas nas extremidades s&o indicadas na tab. 5.3.2.
Pode-se observar que, de maneira geral, os valores obtidos
para os modelos B e C s3do prdximos entre si e superiores aos
correspondentes a abas sem restrigido a rotagdo nas
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extremidades em torno de X, em particular para as vigas V1

e V2, de menor comprimento. A viga V1 com segdo de aba em
forma de T & uma exce¢do, pois apresenta resultado muito
discrepante para o modelo B. Este fato dever& ser objeto de
investigacdo posterior. 0Os modelos de Svensson e de
Goltermann, Svensson ndo tratam do problema, ndo sendo
possivel entdo estabelecer uma comparagdo com os modelos
aqui apresentados.

Noy (KN) | secdo transversal da aba
_ L
vl B 12300 -
c 12700 12500
ve B 13200 14100
C 13700 13500
V3 B 6300 6600
& 6000 6000
V4 B 8900 9400
C 8600 8600

TAB. 5.3.2 Perfis tipo I submetidos a momento fletor

constante - N, para C, = 1 e rotages ¢,

d
impedidas nas extremidades das abas

b) Abas tracionadas com deslocamentos laterais impedidos e
rotagdes em torno de z livres,

Sa&o apresentadas na tab. 5.3.3 as forgas normais criticas
nas abas obtidas com o modelo C para rotag¢des ¢, livres nos
nés 11 a 17 e também com ¢ modelo de Goltermann, Svensson

para Cd = 0. Os valores determinados com o modelo C sé&o

superiores aos de Goltermann, Svensson para vigas de pequeno
vdo e inferiores para vigas mais longas. As cargas criticas
dos pares de vigas V1/V2 e V3/V4 s3o prdéximas, embora
correspondam a perfis de espessura de alma diferentes.
Conclui-se assim que a distorgio da secso transversal ndc é
condicionante nestes casos. Pode-se observar ainda que a
forga normal critica & muito inferior & obtida no item
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anterior para o caso de abas com rotagdes em torno de 2
impedidas.

Ncr(kN) G (Cd=0) Modelo C

V1 2800 3260
V2 2600 3270
V3 1750 1330
V4 1780 1340

TAB, 5.3.3 Perfis tipo I submetidos a momento fletor

constante - Ncr para C, = 0 e rotagbes ¢,

d
livres nas extremidades das abas

5.3.2 Vigas com momento fletor varidvel ao longo do v&o -
Abas superiores com deslocamentos laterais e rotagdes
em torno de z impedidos

A titulo de ilustragio apresentam-se a seguir, para dois
casos de carregamento com momento variével ao longo do vao,
as forgas normais criticas nas extremidades das abas obtidas
através dos modelos B e C.

a) Momentos de extremidade iguais em médulo - Curvatura

reversa

As forgas normais criticas para este caso de carregamento
estdo indicadas na tab. 5.3.4. Para o© modelo B, séo
aplicadas forgas normais concentradas F, nos noés extremos e
forcas normais uniformemente distribuidas f; ao longo das
abas, de modo a simular o estado de tensdes calculado pela
andlise linear. Para o modelo C, os momentos de extremidade
sdo aplicados nas trés formas Jja citadas, obtendo-se
resultados préximos entre si. Nos casos de utilizag¢do de
barras rigidas de extremidade, os valores obtidos séo,
dentro de certos limites, pouco sensiveis a variagdes das
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caracteristicas geométricas das mesmas.

A excecdo da viga V1 com segao transversal das abas em forma
de T, que também apresenta valor muito discrepante para o
modelo B, os resultados sao prédximos entre si para ambos os
modelos. Sd0 superiores aos correspondentes a momento fletor
constante, indicados no item 5.3.1, e também aos obtidos
através dos modelos de Svensson e de Goltermann, Svensson.
Para o primeiro em particular tem-se, respectivamente para
as vigas V1 a V4, N__ igual a 11900KN, 13900KN, S5600KN e

7800KN.

Ner (KN) secao transversal da aba
— L
Vi B 14000 -
c 14700 14900
vz B 16100 17000
C 17000 17400
v3 B 8700 9000
c 9000 9200
v4 B 11500 12000
C 12000 12200

TAB. 5 3.4 Perfis tipo I - Ncr para momentos de

extremidade iguais em médulo e
curvatura reversa

b) Carga vertical uniformemente distribuida - vigas com
extremidades engastadas.

Para o modelo B, o procedimento para aplicagdo do
carregamento & semelhante ao do item anterior, exceto pelo
fato de que as forgas normais f, tém intensidade vari&vel de
elemento para elemento. Para o moedelo €, os resultados
obtidos com o uso das barras rigidas de apoio sdo muito
dependentes das caracteristicas geométricas das mesnmas,
tendo-se optado entdc por elimind-las. Os momentos de
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extremidade s&o aplicados como binfrios de forgas normais
concentradas F, nos nés 1/10 e 9/18 ou, alternativamente,
simula-se o engaste impondo-se deslocamentos iguais nos nés
1/10 e 9/18 (os resultados s&o préximos para ambos os
casos). Os valores de carga critica assim determinados,
tanto para carga distribuida aplicada na aba superior gquanto
na inferior, est8o indicados na tab. 5.3.5.

Novamente & excecdo da viga V1 analisada de acordo com o©
modelo B para abas com segdo transversal em forma de T, as
forgas normais criticas das abas nas extremidades da viga
sdo muito superiores as correspondentes a momento fletor
constante. Para cargas aplicadas & aba superior, os
resultados obtidos através do modelo C sdo até 30%
superiores aos do modelo B. No entanto, o efeito
estabilizante das cargas aplicadas & aba inferior eleva

substancialmente o valor da carga critica.

Ner( kN) | segdo transversal da aba
- 1
vi B 9900 -
Csup 800 13100
Cinf 31900 33000
vz B 800 13100
Csup 15600 16500
Cinf 36400 39100
V3 B 10400 8400
Csup 13000 13200
Cinf 28800 29400
V4 B 16000 15500
Csup 17500 17900
Cinf 32800 33800

TAB. 5.3.5 Perfis tipo I - Ncr para vigas engastadas

nas extremidades e submetidas a forgas
verticais uniformemente distribuidas
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Deve-se notar ainda que os valores agqui determinados sé&o
muito superiores aos obtidos através dos modelos de Svensson
e de Goltermann, Svensson, em particular para as vigas V3 e
V4, de maior comprimento. Para o primeiro deles tem-se

respectivamente, para as vigas V1 a V4, N igual a 8300 kN,

cr
11000 kN, 7000 XN e 10000 KkN.

5.4 BARRAS COM SEGAO TRANSVERSAL TIPO U ENRIJECIDO

Este item apresenta alguns exemplos de aplicacdo do programa
de andlise n&o-linear de pbdrticos espaciais ao estudo da
instabilidade por distorcdo de perfis tipo U enrijecido.
Assim como no item anterior, s&o tratados apenas alguns
casos de carregamento, devendo o tema ser objeto de estudos
posteriores.

As vigas sdo discretizadas em elementos de barra com oito
elementos em cada aba, tendo sido considerados os dois
modelamentos indicados na fig. 5.4.1.

No modelo A, procura-se reproduzir as condigdes de vinculo
do modelo de Douty, no qual se analisa a instabilidade por
flexo-torgdo da aba apoiada num meioc eldstico provido pela
alma.

A secdo efetiva da aba inferior, em forma de L, & obtida
através da expressdio 3.5.3 do modelo de Douty. Os momentos
fletores criticos resultantes mostram-se prdximos entre si
para alturas efetivas variando entre zero e um quarto da
altura da alma, embora a forgca normal critica na aba seja
fun¢io da altura efetiva da alma.

A influéncia da flexibilidade da aba superior & considerada
de forma aproximada, tomando-se como altura de alma h* um
valor gue resulte no mesmo deslocamento horizontal u , para
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forca f1 unitéria, que o obtido com o gquadro formado pelas

almas e pela aba superior (ver fig. 3.5.2).
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FIG, 5.4.1 Barra com sec¢&o transversal tipo U
enrijecido - Modelos para andlise
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Os elementos correspondentes & alma s8o engastados nos nds
12 a 18 e vinculados @& aba inferior apenas para
deslocamentos u eu e rotagdes Py exceto nas extremidades
da aba, onde estes deslocamentos dgeneralizados sé&o
impedidos. Os elementos 1-~2 e 10-11 s&o barras de grande
rigidez ligando o centro de torgdo ao centro de gravidade da
secio efetiva da aba. Este artificio permite gue as forgas
normais sejam aplicadas e dque os deslocamentos sejam
impostos no centro de gravidade da sec¢do efetiva.

No modelo B, as faces verticais da viga s3o modeladas como
vigas Vierendeel. Por simetria, analisa-se apenas a metade
da pe¢a indicada na fig. 5.4.1.c, impondo-se que as rotagdes
¢, e os deslocamentos u, ao longo do eixo de simetria (nds

19 a 27) sao nulos.

As extremidades da aba inferior tém as rotagdes ¢, e os
deslocamentos u e u impedidos. 0Os elementos 1-28, 0-29,

9-30 e 18-31, assim como no modelo A, sdo barras rigidas
ligando o centro de torg¢dc ao centro de gravidade da segéo
efetiva da aba. A sec¢8o efetiva da aba inferior é& obtida
através da expressdo 3.5.3 do modelo de Douty. A aba
hor zontal da barra superior tem dimensdo bg/2, enguanto que
a aba vertical tem sua dimensdo escolhida de modo que o
centro de gravidade da secdo efetiva da viga coincida com o
da viga real.

Os momentos de extremidade s&do aplicados como um binério de
forcas nos centros de gravidade das segbes efetivas das abas
superior e inferior ou, alternativamente, como momentos ou
rotacdes impostas nos ndés 33 e 36 de duas barras de grande
rigidez, conectadas para deslocamentos aos centros de

gravidade das secbes efetivas.

As for¢as normais criticas na aba inferior ou os momentos
fletores c¢riticos sdo obtidos para a barra isenta de
imperfei¢des geométricas iniciais. No entanto, ao contrario
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do que acontece no perfil I simétrico, os deslocamentos u, e
as rotacbes ¢, da aba inferior crescem desde o inicio do
carregamento, e este crescimento & muito mais acentuado no
modelo B que no modelo A.

ara a barra com uma imperfeigdo geométrica inicial sob a
forma de uma ou wmais semi-ondas no plano normal a X, a
forga normal maxima atingida & praticamente igual a critica.
Para algumas formas de imperfeicdo, obtém-se uma forga
normal ligeiramente superior & critica, enquanto que para
outras & ligeiramente inferior.

0 algoritmo utilizado no programa mostra-se incapaz de
acompanhar a trajetdria de equilibrio do sistema, com ou sem
imperfeig¢des iniciais, além do ponto critico. A forma dos
diagramas sugere dque se trate, na Dbarra isenta de
imperfei¢des iniciais, de uma bifurcagao do equilibrio
instavel e, na barra com imperfeicdes, de um ponto limite. E
preciso no entanto pesquisar algoritmos mais eficientes que
permitam determinar também as configuragdes instaveis.

Para Os casos em que a forca normal mixima & superior &
critica, sup®e-se que isto decorra de um efeito favoravel da
forma de imperfeigdo adotada, e ndo de uma configuragio pds-
critica estavel.

Os resultados obtidos através destes modelos sdo ilustrados
a sequir para trés vigas, cujas caracteristicas geométricas
sdo dadas na tab. 5.4.1, juntamente com os valores de ng
calculados através das expressdes 3.3.6 e 3.5.18.

h (mm) | b (mm) |b; (nm) | € (mm) | L(mm) (BE
vij 200 120 40 2,65 3000 7,4
vZ| 250 120 40 2,65 3000 3,9
V3| 250 120 40 2,65| 4800| 25,6

TAB. 5.4.1 Caracteristicas geométricas das vigas -
perfis tipo U enri jecido
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5.4.1 Vigas com momento fletor constante

Apresentam-se nas figs. 5.4.2.a-¢ as trajetbérias de
equilibrio das vigas V1 a V3, para momento fletor constante
ac longo do vao, obtidas através dos modelos A e B. Sao
indicados os diagramas para a barra sem imperfeigao inicial
(em tracejado) e com imperfeicdo em forma de uma semi-onda,
assim como as forgas normais criticas calculadas de acordo
com o modelo de Douty. Para o modelo B sdo trac¢adas duas
curvas, Bl e B2, correspondentes a um bindrio de forg¢as nas
extremidades (Bl) e a rotagbes impostas nos nés 33 e
36 (B2).

Bl
DOUTY
20
10
O . N 4 -+ N N . vi 1 ‘CN’
0 02 04 06 Q8 10 12 1@ 1 s ¢

(q)

FIG, 5.4.2 Perfis tipo U enrijecido submetidos a
momento fletor constante - Diagramas forga
normal / deslocamento no centro do vao
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FIG. 5.4.2 {cont.)



228

Pode-se observar gque as for¢as normais criticas obtidas
através dos modelos A e Bl sdoc préximas entre si e
inferiores as do modelo B2, e que as trés s&o superiores as
do modelo de Douty. A forma de introdugdo dos momentos de
extremidade afeta portanto significativamente o carregamento
critico. As imperfeigdes geométricas em forma de uma semi-
onda resultam, em geral, em um aumento dos deslocamentos u,

ne centro do v8o. Para a viga V3 em particular, guando os
momentos de extremidade s§0 aplicados através de rotacgdes
impostas, os deslocamentos se alteram de uma para trés semi-
ondas nas proximidades da carga critica.

5.4.2 Vigas com momento fletor varidvel ao longo do vao

A titulo de ilustragdo apresentam-se a seguir, para dois
casos de carregamento com momento fletor variavel ao longo
do v8o0, as forgas normais criticas nas extremidades das abas
obtidas através dos modelos A e B.

a) Momentos de extremidade iguais em mdédulo - curvatura
reversa

As forgas normais criticas sdo obtidas, no modelo A,
aplicando-se forgas normais concentradas F; nos nds extremos

e i e e =- =
1 e 11 forgcas normais fZ momentos m, fszZ e m, fzz-:Gl

. uniformemente distribuidos ao longo do eixo 2z, de modo a
simular o estado de tensdes na aba inferior calculado pela
andlise linear. Para o modelc B, os momentos de extremidade
sd8o aplicados nas tres formas Jj& citadas, obtendo-se

diferengas de até 20% nos valores de carga critica.

Os resultados obtidos através dos modelos A e B para O caso
de momentos impostos nos ndés 33 e 36 estdao indicados na
tab. 5.4.2. Pode-se observar que as forgas normais criticas
sd30 muito superiores as correspondentes a momento fletor
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constante, indicadas no item 5.4.1.

Ner(KN) | A B

V1 128| 155
V2 108| 132
V3 97| 100

TAB, 5.4.2 Perfis tipo U enrijecido - Ncr para

momentos de extremidade iguais em
médulo e curvatura reversa

b) Carga vertical uniformemente distribuida -~ vigas com
extremidades engastadas

No modelo A, © procedimento para aplicag¢do do carregamento &
s hante ao do item anterior, exceto pelo fato de que as
forgas normais f, tém intensidade variavel de elemento para
elemento. No modelo B, as cargas uniformemente distribuidas
sdo aplicadas no plano das almas, tanto & aba superior
guanto & inferior, enquanto gue os momentos de extremidade
sio dados por bindrios de forgas concentradas F,; nos noés
28/29 e 30/31, dispensando-se o uso das barras rigidas.

As for¢as normais criticas nas extremidades das vigas estédo
indicadas na tab. 5.4.3. Pode-se observar gque os valores
obtidos sdo superiores aos correspondentes a momento fletor
constante e que, para cargas aplicadas & aba inferior, o
efeito estabil ante das mesmas eleva substancialmente a
carga critica. Note-se ainda gue o modelo A conduz a forgas
normais criticas muito superiores &s do modelo B para carga
na aba superior, o0 que sugere ¢gue © mesmo ndo permite
considerar, de forma adequada, o efeitoc geométrico do
carregamento externo.



TAB, 5.4.3

Vi 165 96 336
V2 120 73 353
V3 156 26 209
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Perfis tipo U enrijecido - Ncr para vigas

engastadas nas extremidades e submetidas a
forgas verticais uniformemente distribuidas
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6.1 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE O DESENVOLVIMENTO DA TESE

0 estudo do projeto modelo apresentado sucintamente no
capitulo 1 apontou para a necessidade de uma andlise
acurada, para perfis de segdo aberta e parede delgada, do
fenémeno da instabilidade por distorc¢do da secdo transversal
em seu préprio plano. Este tipo de instabilidade pode
ocorrer has barras gue ndo possuem restricdes aos
deslocamentos transversais de uma ou mais abas submetidas &
compressdo em todo © comprimento ou em parte dele.

Os procedimentos de projeto recomendados para esta anidlise
baseiam-se no cédlculo de cargas criticas em regime eléastico
obtidas através de modelos que, frequentemente, assimilam as
abas dos perfis a barras, enquanto que as almas sdo tratadas
como cascas ou como molas equivalentes. No capitulo 3,
apresenta-se uma revisdo bibliogréfica destes modelos, sendo
descritos com mais detalhes apenas cinco deles, considerados
representativos dos trabalhos gque utilizam a teoria das
barras. Alguns pesquisadores dedicaram-se & obtengao de
cargas criticas através do método dos elementos finitos ou
dag fajxas finitas, discretizando o perfil em elementos de
casca. Esta anilise & mais complexa gque a que utiliza a
teoria das barras, 34 que considera dois fenbmenos,
flambagem local das chapas componentes do perfil e £ sagem
por distorgao, que podem ocorrer isolados ou
simultaneamente, dependendo das caracteristicas geométricas
da barra. Este tipo de enfoque n&o faz parte do escopo desta
tese.

O0s principais trabalhos consultados encontram-se citados nas
referéncias bibliograficas. Deve-se notar que todos eles
dedicam~se & determinacio de cargas criticas, e nac a uma
analise tebrica do comportamento poés-critico para
instabilidade por distarcgéao.
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A instabilidade local das partes componentes do perfil & um
fendmeno jé& largamente analisado, tendo-ge constatado que a
configuracao pdés~critica & estavel, e gque portanto existe
uma reserva de resisténcia pés-critica e que o sistema &
pouco sensivel a imperfeigbes geométricas iniciais. No
entanto, poucas sfc as informagdes disponiveis a respeito do

conmportamento pbés-critico para instabilidade por distorcgéo.

Douty (1962) obteve experimentalmente cargas de colapso de
vigas com perfil tipo U enrijecido superiores &s cargas
criticas preconizadas em seu modelo, descrito no item 3.S5.
Kwon, Hancock (1992) obtiveram, em ensaios de perfis tipo U
enrijecido submetidos & compressdo, cargas criticas proéximas
e cargas de <colapso superiores &s cargas criticas
preconizadas pelo modelo de Lau, Hancock (1986), sendo que
este Gltimo leva em conta a interagdo entre flambagem local
e flambagem por distorcio. Ambos 0s trabalhos interpretaram
o fato como uma indicagdo de uma reserva pbds-critica para
instabilidade por distorc¢do.

Por outro 1lado, Thompson, Hunt (1973) mostraram, numa
andlise de barras em meio elédstico, que a configuracgao poés-
critica das mesmas s6 & estdvel se o coeficiente de mola &
muito baixo, ©0 gue & pouco frequente nos perfis usuais.
Deste modo, supondo-se gque os modelos gue substituem as
almas por molas equivalentes efetivamente representem o
comportamento dos perfis, os valores de carga critica
resultantes podem nd3o ser parametros adeguados para o
projeto, em particular se o comportamento for muito sensivel
a imperfeicdes geométricas iniciais. Neste caso, a carga
maxima atingida pela estrutura (ponto 1limite) pode ser
bastante inferior & carga critica. Esta concluso esta em
desacordo com a interpretacio dos resultados experimentais
apresentada por Douty e Kwon, Hancock.

Esta discordancia pode ter origem em uma eventual
inadequacdoc dos modelos aproximados para o calculo das
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cargas criticas, em condigdes de vinculo de ensaio
diferentes das condi¢des ideais de céalculo, ou mnesmo na
escolha de caracteristicas geométricas das barras ensaiadas
gue levaram a um efeito predominante de fendmenos locais.
Ressalte-se ainda que a comparagdo entre cargas criticas
tedricas e experimentais apresentada por Kwon, Hancock pode
nao ter significado, ja& que estas dltimas, obtidas por
extrapolag8o do gréafico carga-deslocamento da barra com
imperfeigdes iniciais, podem indicar apenas uma mudanca da
configurago de equilibrio do sistema, gem nenhuma
correlacdo com a carga critica do perfil isento de
imperfeic¢des geométricas.

Mostrou-se entfo necessario, em vista do acima exposto,
proceder a uma investigagio da trajetéria de equilibrio do
perfil, em especial no gue concerne ao valor da carga
critica, & estabilidade da configuragdo pés-critica e ao
efeito das imperfei¢des geométricas iniciais.

Este trabalho tratou deste tema no que diz respeito apenas &
instabilidade por distorgdo, sem interagdo com fendmenos
locais. Para tanto, o perfil foi discretizado em elementos
de barra constituindo um pértico espacial e analisado
através de um programa baseado numa teoria ndo-linear
geometricamente exata formulada por Pimenta, Yojo (1993).
Foram tratados no capitulo S5 apenas alguns casos
particulares mais frequentes de carregamento e de
vinculagdo, visando expor o procedimento adotado e suas
limitacoes.

O capitulo 4 apresentou uma descrigido sucinta da teoria nao-
linear geometricamente exata proposta por Pimenta, Yojo.
Deduziu-se também a expressio linearizada da segunda
variagdo da energia potencial total desta teoria, com o©
objetivo de compard-la & expressdo da energia potencial
total obtida no capitulo 2 a partir da teoria de Vlasov.
Esta comparagdo revelou divergéncias que conduziram o autor
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a uma proposta de modificagcdc da hipdtese constitutiva
adotada inicialmente por Pimenta, Yojo. Esta modificagdo foi
incorporada ao programa original para o estudo Ada
instabilidade por distor¢ao aqui apresentado.

Indicam-se a seguir, de forma resumida, as principais
conclusdes obtidas neste trabalho.

6.2 CONCLUSOES

6.2.1 Teoria exata e teorias aproximadas

Foram deduzidas neste trabalho, tanto a partir da teoria de
Vlasov guanto a partir da teoria nao-linear geometricamente
exata formulada por Pimenta, Yojo, as expressdes due
permitem a determinag¢ioc de um valor aproximado do
carregamento critico de barras prismdticas retas de se¢ao
transversal aberta e de parede delgada.

No emprego da teoria de Vlasov, obteve-se a expressdo da
variac8o da energia potencial total U entre a configuracdo
de equilibrio imediatamente anterior & flambagem e a
imediatamente posterior a partir das equacdes diferenciais
de equilibrio, utilizando-se o Principio dos Trabalhos
Virtuais. As equagdes de equilibrio, no entanto, foram
deduzidas por Vlasov a partir de considera¢des geométricas,
substituindo-se o efeito geométrico dos esforgos internos e
dos esfor¢os externos pelo de carregamentos ficticios.

As expressdes da teoria exata foram deduzidas por
Pimenta, Yojo para um eixo de referéncia qualquer, exigindo-
se apenas que as coordenadas, as propriedades geométricas,
os deslocamentos, as deformagdes generalizadas e os esforcgos
solicitantes sejam referidos, coerentemente, aos eixos
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escolhidos. Os valores correspondentes a outros eixos podem

ser ca ados através de expressdes adequadas. As condigdes
de contorno, no entanto, referem-se sempre ao eixo
escolhido.

A adocdo destas expressdes apresenta grande vantagem, pois
elimina a inconsisténcia das dedug¢des de Vlasov decorrente
da escolha de dois sistemas de referéncia diferentes. O
primeiro, ligado ao centro de torgdo, & utilizado para a
determinagdo das propriedades setoriais e dos esforgos
solicitantes a elas correspondentes, do momento de torgado e
do momento de inércia & torgdo. O segundo, ligado ao centro
de gravidade, destina-se a determinagdo dos momentos
fletores, dos momentos estdticos, dos momentos de inércia e
do produto de inércia. Adicionalmente, os deslocamentos no
plano da seg¢do transversal, na teoria de Vlasov, s&o os do
centro de torgao, engquanto que os deslocamentos
longitudinais sdo os do centro de gravidade excluindo-se o

componente de empenamento.

Para uma anflise de estabilidade de Euler, a variacg@o da
energia potencial total entre a configuracdo imediatamente
anterior & flambagem e a imediatamente posterior &
numericamente igual & metade da segunda variagdo da energia
potencial total, como mostrado no item 3.2. Deste modo, a
linearizagdo da seqgunda variagdo da energia potencial total

SaU, deduzida na teoria geometricamente exata, e a adogdo do
vinculo de Vlasov e do vinculo de Bernoulli-Euler no centro
de torcgdo permitiram uma comparagdo entre as duas teorias.
Esta comparagdo levou as seguintes conclusdes:

a) Os termos constitutivos de ambas as teorias s&@o igquais.

b) 0 termo geométrico dos esforgos externos decorrente da
teoria exata apresenta um grande nGmero de elementos néao
obtidos a partir da teoria de Vlasov. Estes elementos
permitem o calculo do efeito geométrico para qualquer tipo
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de carregamento.

c) Os termos geométricos correspondentes a forga normal sao
iguais apenas se o eixo z passa pelo centro de gravidade.
Para a expressiao final da segunda variagico da energia
potencial total (expressdo 4.9.1), no entanto, adotou-se o
eixo no centro de torgéo.

d) 0 momento de torgdo produz um efeito geomé&trico néao
obtido no capitulo 2.

e) Os termos geométricos correspondentes aos momentos
fletores e as forgas cortantes sdo muito diferentes nas duas
expressbes. Os termos decorrentes da teoria de Vdlasov
dependen da forma de integragio por partes adotada, podendo-
se obter, para condigdes de contorno diversas, dois
resultados diferentes, cada um deles coerente com um
determinado grupe de pesquisadores. Numa das formas de
integracao, coerente con as expressdes de
Timoshenko, Gere, (1961), nem sequer comparece a forga
cortante. Na outra, os termos das forgas cortantes coincidem
com os deduzidos da teoria exata apenas se, nesta, os
deslocamentos longitudinais do centro de gravidade sé&o
desprezados e o centro de gravidade e o centro de torgao
coincidem. Em ambas as formas de integragdo, os termos dos
momentos fletores diferem nas duas expressdes.

Deve-se ressaltar ainda que, em alguns exemplos analisados
de vigas com segio simétrica tipo I submetidas a
carregamento simétrico em torno do centro do vao, os valores
dos momentos criticos resultantes de todas estas expressdes
coincidiram e a ndo consideragio do efeito da forga cortante
mostrou-se contra a seguranca. O comportamento de vigas com
seclo assimétrica ou submetidas a carregamento assimétrico
devera ser objeto de pesquisas futuras.

£f) 0 termo de Wagner néo comparece na expressdo resultante
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da linearizagido da teoria exata. Esta omissio & muito
importante, j& qgue impede a andlise da instabilidade por
torgcao, e deu origem A& necessidade de uma reavaliagdo das
hipéteses adotadas na formulagdo da teoria de Pimenta, Yojo.

0 termo de Wagner contém caracteristicas geométricas da
segdo transversal, como ocorre com o termo constitutivo, nas
associadas aos esforgos solicitantes, sendo portanto
correspondentes a um termo constitutivoe n&o-linear. A
modificacdo da matriz de rigidez constitutiva proposta neste
trabalho, decorrente da associagdo do tensorbdas tensdes de
Kirchhoff com o tensor das deformagdes de Green, resultou
ndo s na obtencdo do termo de Wagner como também de um
termo constitutive nfo-linear associado ao momento de torgéo
uniforme, nioc considerado por Vlasov.

6.2.2 Instabilidade por distorgdo

Foram discutidos no capitulo 5 os modelos de portico
espacial utilizados na investigagdo, pelo mnétodo dos
elementos finitos, da instabilidade por distorgédo de perfis
com se¢do tipo I e tipo U enrijecido. Foram apresentados
também os resultados numéricos obtidos com a utilizagdo do
programa de andlise ndo-linear de pbérticos espaciais
desenvolvido por Pimenta, Yojo e modificado de acordo com o
que foi proposto no capitulo 4.

Embora ndo tenha sido feito um estudo paramétrico do
problema, os casos analisados permitiram concluir que:

a) A adocic de modelos de discretizagio das vigas como
pdrticos espaciais resulta em cargas criticas mais elevadas
que as obtidas com modelos simplificados de barra em meio
elastico, muito comuns na literatura. Deste modo, resultados
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experimentais superiores aos deduzidos por estes modelos
podem indicar uma imprecis@o nos valores de carga critica, e
n8o a existéncia de uma reserva pés-critica.

b) As cargas criticas obtidas para perfis tipo I com o
modelo nio-linear de barra em meio el&stico situam-se entre
os valores calculados através dos modelos de Svensson e de
Goltermann, Svenson. Grande parte dos perfis usuais
apresenta configuragdo pés~-critica instavel, sendo estavel
apenas para almas muito esbeltas (f* baixo). Mesmo nestes
casos, a reserva pds-critica & desprezdvel. 0 sistema
mostra-se pouco sensivel a imperfeigdes geométricas
iniciais, ou seja, &s configuragdes instéaveis correspondem
pontos limites em que as cargas sdo pouco inferiores & carga
critica, enquanto que os deslocamentos crescem nuito com
pequenos decréscimos do carregamento.

A andlise de perfis tipo I através de modelos de pértico
espacial indica, em todos os casos considerados, qgue a
configuragao pds-critica & instavel. As barras conm
imperfeicdes geométricas iniciais apresentam pontos limites
em que as cargas sado pouco inferiores & carga critica para
as imperfeigdes consideradas, mas a redugdo do carregamento
no ramo descendente do diagrama & mais acentuada gque nos
modelos de barra em meio eléstico.

Nos perfis tipo U enrijecido, os deslocamentos e as rotagdes
da aba crescem desde ¢ inicio do carregamento, mesmo para a
barra i ta de imperfeigdes geométricas iniciais. ©
algoritmo utilizado no programa mostrou-se incapaz de
acompanhar a resposta do sistema, com ou sem imperfeigdes
iniciais, além do ponto critico. Este fato & um indicio de
que se trata de uma bifurcagdo do equilibrio instavel. As
barras com imperfeicgdes apresentam pontos limites com cargas
préximas da carga critica, mas ndo & possivel determinar a
forma do ramo descendente do diagrama.
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c) As cargas criticas para instabilidade por distorgic séao
parametros importantes para projeto, j4 que a carga maxima
para a barra com imperfeigdes iniciais & pouco inferior a
critica. A introducio da seguranga, no entanto, deverd ser
cuidadosamente avaliada na elaboragdo das normas que tratam
deste assunto, pois os modelos de pdrtico espacial indicanm
cargas criticas superiores a&s dos mod os simplificados mas,
em contrapartida, uma redugaoc do carregamento mais acentuada
apdés atingido o ponto limite.

d) As tensdes normais devidas & flex&o da aba em seu préprio
plano deverdo ser futuramente investigadas, em particular
para perfis tipo U enrijecido.

e) As relagdes entre os valores de carga critica obtidos
através dos modelos simplificados e através dos gue utilizam
o programa de andlise n&o-linear variam com as
caracteristicas geométricas da barra, os carregamentos e os
vinculos adotados. Este trabalho deverad ser portanto
complementade com um estudo paramétrico do fendmeno, gque
levaré& em conta diversos tipos de vinculagdo e de
distribuicdo de carregamentos e suas formas de aplicagédo. A
existéncia de engastes nas extremidades das abas e de
carregamentos que resultam em momento fletor variavel ao
longo do vao eleva significativamente o valor da carga
critica. Por outro lado, deficiéncias na vinculagéo a
rotacdo da aba superior em torno do proprio eixo reduzem o
valor da carga critica. Deste modo, este estudo deverad ser
acompanhado de uma andlise experimental das reais condigdes
de vinculo existentes nas estruturas.

f) Alguns critérios adotados, tais como o de aplicagao dos
esforgos normais externos no centro de gravidade de uma
seclo efetiva arbitrariamente escolhida, deverdo ser
confirmados & luz de uma andlise mais rigorosa, pois a forma
de aplicagdo do carregamento influi significativamente, em
vArios casos, no valor da carga critica.
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g)O estudo aqui apresentado encontra-se no limite das
possibilidades de uso de teorias de barras para andlise da
estabilidade j& que, com frequéncia, o problema real envolve
simultaneamente fendmenos locais, que s6 podem ser tratados
através de teorias de cascas. E preciso portanto determinar
as condigdes em que a instabilidade local a e instabilidade
por distorg¢io ocorrem de maneira isolada, podendo entdo ser
analisadas através dos modelos aproximados; e aguelas em que
ha interag¢3c entre os dois fendmenos. Este caso se reveste
de particular interesse no gue diz respeito & trajetéria de
equilibrio da barra, j& gque a instabilidade por distorcgao
apresenta comportamento pdés-critico instéavel e a
instabilidade local comportamento estével.
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