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RESUMO

O presente trabalho constitui-se numa introdugdo & anlise de estruturas de
trelicas espaciais submetidas ao contato sem atrito, na qual sdo intensamente utilizados

os recursos da programagdo matematica ou otimizagdo.

Para a resolugiio dos problemas de contato utiliza-se 0 método do Lagrangiano
Aumentado, que ja se consagrou como uma técnica bastante eficiente para a resolugéo

destes probiemas.

Ao final desta dissertacdio, sio apresentados exemplos de treligas espaciais
envolvendo o problema de contato sem atrito. Acredita-se, porém, que o conteudo

tedrico possa ser facilmente adaptado para outras formulagSes em elementos finitos.



ABSTRACT

This thesis addresses the analysis of spatial trusses under contact conditions with
no friction. The analysis is based strongly on mathematical programming and

optimization methods.

The Augmented Lagrangian Method, which is an efficient technique to solve

contact problems, is applied here.

Examples of spatial trusses under contact condition without friction are presented
at the end of this thesis. It is believed that the theoretical content of this thesis can be

readly adapted to the other finite element formulations.



Capitulo 1

Introducdo

O presente trabalho constitui-se numa introdu¢do a andlise de estruturas de
trelicas espaciais submetidas ao contato sem atrito, na qual sdo intensamente utilizados
os recursos da programagdo matematica ou otimizagao.

Pode-se definir como programagdo matematica, a técnica de se determinar a
“melhor” solu¢io de um determinado problema matematicamente definido. Neste
trabalho, a programagdo matematica tem como objetivo calcular o ponto de minimo ou
ponto o6timo, envolvendo os estudos das condi¢des de otimalidade, das condigBes
necessarias e suficientes de primeira e segunda ordem, da determinag@io do algoritmo
mais adequado a ser utilizado, etc...

Quando uma estrutura ¢ carregada e se deforma atingindo outra estrutura ou
tocando em qualquer outro sélido, se diz que a estrutura sofre contato. Este problema ¢
formulado através da programacgdio matematica, como por exemplo, adicionando
restri¢Oes aos deslocamentos.

A anilise dos problemas de contato é um estudo recente. Para soluciona-los
utiliza-se o método do Lagrangiano Aumentado, que ja se consagrou como uma técnica
bastante eficiente.

Inicia-se a abordagem no capitulo 2, onde sdo apresentados os conceitos
matematicos basicos, as nota¢des que serdo utilizadas no decorrer deste trabalho e os
métodos para a resolugio de sistemas de equagdes lineares e ndo lineares. Em seguida,
sdo apresentados os conceitos de programa¢do matematica, bem como a sua
classificagio em problemas de otimizagfo sem restrigdes, otimizagdo com restricdes de
igualdade, otimizagio com restricdes de desigualdade e problema geral. Para cada tipo
de problema de otimizagdo citado acima, sdo estabelecidas as condi¢bes necessarias e
suficientes de primeira e segunda ordem, que devem ser satisfeitas por um ponto para

que ele seja um minimo local do problema em questdo.



No capitulo 3 sd3o descritos detalhadamente os algoritmos utilizados para
solucionar o problema de contato. Para a resolugio de problemas de otimizagéo sem
restrigdes, sdo utilizados o método de Newton, o método de Newton com busca
unidimensional e os métodos Quase-Newton, dando énfase ao BFGS, em virtude deste
possuir a forma produto. Para a resolugdo de problemas de otimizagdo com restri¢des,
s30 utilizados os métodos do Lagrangiano, da Penalidade e do Lagrangiano Aumentado.
Ambos sdo estudados separadamente para as restricdes de igualdade, para as restrigdes
de desigualdade e em seguida, ¢ formulado o problema geral, ou seja, com restrigdes
mistas.

No capitulo 4 ¢ analisado um modelo simples com molas, objetivando a aplicagdo
e a interpretagdo fisica dos conceitos estudados nos capitulos 2 e 3.

No capitulo 5, para evitar as formulagdes em elementos finitos, foram adotadas
as trelicas espaciais como modelos estruturais a serem analisados, implementando a sua
formulagio nos algoritmos de contato utilizados por T. A. LAURSEN e por B. N.
MAKER [8].

No capitulo 6 sdo apresentados exemplos numéricos de aplicagdo dos algoritmos
em trelicas espaciais sob restrigdes de contato, que ¢ o principal enfoque deste estudo. O
objetivo é estudar o comportamento das trelicas quando submetidas ao contato. Para
isso foi desenvolvido um programa em linguagem C++.

No capitulo 7 é apresentada a conclus@o do trabalho.



Capitulo 2

Elementos de Programacdo Matemdtica

2.1 - Introdugdo

Nesta secdo, serdo introduzidas algumas notagdes e apresentados alguns
conceitos matematicos basicos. No item 2.1.1 apresentaremos as notagdes que serdo
utilizadas neste trabalho, no item 2.1.2, os conceitos basicos de resoluc@o de sistemas de
equacdes lineares e no item 2.1.3, os conceitos basicos de resolugdo de sistemas de

equagdes nio lineares.

2.1.1 - Notagdo

Nesta se¢dio introduziremos os conceitos matematicos basicos para vetores,
matrizes, fun¢Ges reais de varias varidveis, fungdes vetoriais, convexidade, minimo local

¢ minimo global.
Vetor
Um vetor em R" sera indicado por

X,
X2

Xn

onde x; € Rparai=1, 2, .., n sfo as i-ésimas componentes do vetor.



O produto escalar de x e y em R" que sera adotado neste trabatho € definido

por:

A norma Euclidiana de um vetor x de R" ¢ definida por:

x| = \[(x12+x22 +o-+x2) = Jx-x.

Diz-se que 0s vetores {Xi, X, ... , X}, onde x; € R" parai=1, 2, ..
linearmente independentes se:
aaxitaaxt. tax=0=a=a=...=2,=0.

Caso contrario, diz-se que sdo linearmente dependentes.

Seja o vetor x € R" . Diz-se que x > 0 se todas as suas componentes X;

satisfazem x; = 0.

A distancia de dois pontos x, y € R" é definida por:

d(xy) = lly-x|i

Matriz

n

Uma matriz em R™*" sera indicada por:

all alZ aln
a21 a22 aZn
aml am2 amn

onde m é o nimero de linhas e n é o numero de colunas.



Indicaremos por:

AT . A matriz transposta de A=[ a; ] ,onde A" =[ a; ].
I . A matriz identidade, onde:

a;=1 se i=j,

a;=0 se i#].

Al © A matriz inversa.

Uma matriz quadrada A € simétrica se

a;=aj; paratodoi,j.

Uma matriz A € semi-definida positiva se

xX Ax >0 VxeR

Uma matriz A € definida positiva se e somente se

x Ax >0 VxeR,

]

x A x 0 o x=0.

Funcdo Real de varias varidveis

As fungbes que serdo tratadas neste trabalho séo definidas num conjunto I' = R"

e assumem valores em ‘R, isto €

[T >R

Neste trabalho, as fun¢Ges sdo continuas com derivadas parciais continuas até
segunda ordem.
O vetor das derivadas parciais de f{x) em um ponto x, denomina-se vetor

gradiente e indicaremos por:



V)
~

RN
M

Q
=

Vf(x)=| .’

A matriz das derivadas parciais de segunda ordem de f{x) em um ponto X,

denomina-se matriz Hessiana e indicaremos por:

T O

o x0x 0Jx0x, o x,0 x,
o'f 8’f o 2°f

, { 2f } ox,0x, 0x,0x, d x,0 x,
ViAx) = | ——| = . 5 .

j() o"x,-o”x,-

észf 52f 0,,2f

I x,0x, Jx,0x, 2 x,0x, |

Funcado Vetorial

O conjunto de varias func¢des a valores reais fi, £, ... , fm em R" _ pode ser visto
2 2 2

como uma fungdo vetorial f{x). Essa fungdo determina o vetor f{x) definido por:
' =[ A A .. fu(x) ] emR" Vxe R
Mais especificadamente:

f:R" > R"



Suporemos que a fungdo f(x) seja continua com derivadas parciais continuas. A
matriz J,,x, das derivadas parciais de f; em relag@o as variaveis x; , denomina-se matriz

Jacobiana e indicaremos por:

8.l B fi. O ]
0x, 0x2 0 Xn
cf, 0fr...0f%
8xl 0 x2 0 Xu

J=Vf(x)=

0 fs Ofu...0fn

|0 x, Ox 0 Xu

Convexidade

Diz-se que um conjunto nfo vazio X em R" ¢é convexo se para dois pontos
. 1 _2
quaisquerx ,x” € X

Ax' H(1-2)x e X ,paratodo 0<A<1.

Uma fungio real f(x) definida em um conjunto convexo X de R" , diz-se convexa
se para dois pontos quaisquer x', x* € X e qualquer A real, 0 <A <1 tem-se:

FA.X+0-1).x) < 1. f&) +(1-0) A .

Minimo Local e Minimo Global

Seja I' o dominio da fungéo f{x). O ponto x elé ponto de minimo local ou
minimo relativo de f{x) em I', se numa vizinhanga aberta de centro x e raio T,
Ba(x*,r)={ x| || x- x | <r },f(x*) < fix) para todo x € Ba(x*,r). Entdo f(x*) é

denominado de valor minimo de f{x) em I'.



Se f(x*) < flx) para todo x € I' , entdo x ¢ dito ponto de minimo global ou
absoluto de f(x).

Se j(x*) < fix) paratodo x € Ba(x*,r) exX#X , diz-se que x é ponto de minimo
local estrito de f(x).

Se j(x*) < fix)paratodoxe'ex = X , diz-se que X é ponto de minimo global

estrito de f{(x).

2.1.2 - Sistemas de Equagoes Lineares

Nesta secdo, falaremos sobre alguns métodos para a resolugdo de sistemas de
equagdes lineares. Apresentaremos os métodos de Crout e Choleski.

Consideremos o seguinte sistema de equacdes lineares:

a.,x, +a,x, +. +a,.x =Db
a,.x, + a,.x, + .. +a,.x =0b
) 2.1
L a,x ta,x, +. +a .x =b
onde a;; € N € o coeficiente da varidvel x; € b; € R € um escalar.
O sistema de equagdes (2.1) pode ser formulado matricialmente como:
Ax=b, (2.2)

onde A é a matriz dos coeficientes a;; , x € o vetor das variaveis x; € b € o vetor dos
coeficientes b; .

Existem véarios métodos para a resolugdo do sistema de equagdes lineares (2.2).
Alguns autores decompdem a matriz A utilizando a fatoragio de Crout, expressa da

seguinte maneira:

A=LDU, (2.3)



onde L é uma matriz triangular inferior de diagonal unitaria, D é uma matriz diagonal e

U é uma matriz triangular superior de diagonal unitaria.

A equagdo (2.3) pode ser escrita como:

D11=A11 ,1:j=1:
i-1

D1_1=Ag" leDkkUk_] ’i=j>1’
k=1

U1j=A1j/D11 ’izl,i<j,
i-1

Uij:[Aij—ZLik.Dkk.Ukj]/Dﬁ =1, 1=,
k=1

Li1=Ai1/D11 ’jzl,i>j’
Jj-1

Lij=[Aij—zLik.Dkk.Ukj]/Djj L=, i

k=1

Se a matriz A for simétrica, a formula (2.3) pode ser escrita como:

A=U"DU,

(2.4)

(2.5)

onde U é uma matriz triangular superior de diagonal unitaria e D € uma matriz diagonal.

A equag@o (2.5) é conhecida como fatora¢do de Crout para matrizes simétricas e

pode ser escrita da seguinte maneira:

D11=A11 ,i=j=1,
i—1

Dij=Aij—ZUkj.Dkk.Ukj ,1=31>1,
k=1

Uy = Ay / Dy ,1=1,1<],
i-1

Uijz[Aij—ZUki-Dkk-Ukj]/Dﬁ ,i>]’i<j.
k=1

O método Choleski consiste em decompor a matriz A como:

2.6)

2.7)
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com:
U=D"U, (2.8)
onde D é uma matriz diagonal, U é uma matriz triangular superior de diagonal unitaria e

U é uma matriz triangular superior.

As equagdes (2.7) e (2.8) podem ser escritas como:

011=\/An , IEI=E 1

ﬁ1j=A1j/ﬁ11 ,1=1 e j>1,

A e

LI Aij_Z(Uki) SRz Wiy
k=1

Uij=[Aij—ZUki.Ukj]/Uii ,i>1,j>1,i<]j, (2.9)
=1

D; = (U;) 5 =

Uu:l ,izj,

Uij =ﬁij/'\,Dij , 1<_]

O método Choleski s6 pode ser utilizado para resolver um sistema de equagdes
lineares, quando a matriz A for simétrica e definida positiva. No entanto, ndo nos
deteremos nesta demonstragio.

Para a resolugido do sistema de equacdes lineares A x = b pelo método de

Choleski, devemos decompor a matriz A em A = 0" 0. Entio, temos:
U"O0x=b0. (2.10)
Definindo o vetor y por:

y=Ux, @2.11)
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obtemos:

U"y=b. (2.12)

A equagio (2.11) é chamada de redugo retroativa e a equagdo (2.12) € chamada

de redugdo progressiva.

Entdio, o método Choleski pode ser esquematizado nos seguintes passos:

Meétodo de Choleski para solucdo do sistema linear

A x=5b de ordem n.

Passo 1: Fatoragio de Choleski: A = LI i
Faga i variando de 1 até n.
Faga j variando de 1 até n.
Calcule U; pelas equagdes em (2.9).
Passo 2: Redugdo progressiva.

Faga i variando de 1 até n e calcule:

y == s i1 =1
1 Uii
i-1 A
b-2 Uiy
i i J
y: Jl,\ ’]=2,...,n.
3 U"i

Passo 3: Redug@o retroativa.

Faca i variando de n até 1 e calcule:

y.
x.:,\‘ , 1 = n.
1 U,‘“
J’._ZUth.
i j J
X = ,i=n-1,..., 1

Quadro n.° 1 - Método de Choleski
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Em problemas estruturais envolvendo os métodos dos elementos finitos, a matriz
A tem uma estrutura simétrica e esparsa, conhecida como perfil ("skyline") . Uma das
vantagens de utilizarmos os métodos de Crout e Choleski, ¢ que ambos mantém o perfil
ou envelope da matriz A possibilitando na fatoragio, que as matrizes U ou D, U possam
ser armazenadas no mesmo local que A , economizando memoria. Uma das desvantagens
destes métodos, é que quando existirem muitos zeros internos ao perfil, torna-se dificil
tirar proveito desta esparsidade.

O método de Crout é utilizado em qualquer matriz ndo singular, enquanto que no
método de Choleski, a matriz além de ser ndo singular tem que ser simétrica e definida

positiva.

2.1.3 - Sistemas de Equagdes Ndo Lineares

Para a resolugdo de um sistema de equag¢des ndo lineares, utilizaremos o método

de Newton.

O método de Newton original pode ser formulado como:

Solucionar f(x)=0
xe R, (2.13)

onde a fungdo vetorial f: R" — R" ¢é continua com derivadas parciais continuas até

primeira ordem.

Expandindo a fungéo f{x) em série de Taylor em torno do ponto x® e truncando-

a no termo de primeira ordem, obtemos a seguinte expressio aproximada:
fx) = fix™) + vAx®) x-x9). (2.14)
De (2.13) temos que f(x)=0. Logo:

x =x® - [VFAx®)]" A, (2.15)
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Entdo, adotaremos como seqiiéncia de aproximantes:

&0 = 38 _ WAGPHYTT Y. (2.16)

O método de Newton ¢€ iterativo, ou seja, no decorrer do problema € gerado uma
s o . . . . 0 ;. . -~ I
seqiiéncia de pontos a partir de um ponto inicial x'”. Na k-ésima iteracdo, o ponto x**" ¢

gerado a partir do ponto imediatamente anterior x* pela fungdo (2.16).

Defini¢ao: Contrag@o.
Uma aplicagdo @: R" — R" chama-se contragdo quando existem p € R, tal que
0 <u <1 enormas em R" | relativamente as quais se tem:

lox)—oe() |l < p.[[x—y| paraquaisquer x,y € R"

Teorema: Ponto Fixo.

Um ponto fixo de uma aplicagio ¢: R" — R" ¢ um ponto x € R" tal que
o(x)=x" . Sejam I — R" um subconjunto fechado ¢ ¢: I — F uma contragio. Dado
qualquer ponto Des , a seqiiéncia xD = (p(x(o)), x® = (p(x(l)), ,x(k+1) = (p(x(k)),

* r r R
... , converge para um ponto X € 3, que € o Gnico ponto fixo de ¢.

Defini¢do: Ordem de Convergéncia.
S S k , 5 ,
A ordem de convergéncia de uma seqiiéncia { x® }— X, é 0 maior numero n
dos nimeros ndo negativos p que satisfazem:

Jx®D —x*||

lim _— = < o,
k> @ g P

Quando p =1 a convergéncia € linear com razdo de convergéncia B < 1. Se
B = 0 a convergéncia € dita superlinear. A convergéncia é quadratica quando p =2.

Quando k — o, p e B sdo as medidas da velocidade assintotica da convergéncia.
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Teorema: Condigdo de Convergéncia.

Seja x uma solu¢do do problema (2.13) para o qual a matriz Jacobiana Vf(x*) é
definida. Entdo, existe 3 — R" onde a fungéo:

o(x) = x - [VA(x)]" f(x)
¢ uma contragdo e x & o unico ponto fixo de @(x). Se x? € S o0 método de Newton

converge necessariamente para x com velocidade assintotica quadratica.

Consideremos d® a dire¢iio do incremento em cada iteragdo, dada pela seguinte

equagdo:
d¥ = [vf(x*)17 fx©). (2.17)

Entdo o método de Newton pode ser esquematizado no quadro n.° 2.

Moétodo de Newton:

Passo 1: Faga k=0 . Estime um valor inicial para x© .
Passo 2: Calcule f{x™) para o ponto corrente

Passo 3: Se || fix®)|| < TOL , onde TOL = ¢ . || A x?)||, pare.

x® é a solugio do problema.

Caso contrario, va ao passo 4.
Passo 4: Calcule a Jacobiana V f{ x*).
Passo 5: Resolva: [Vf(x®)]" d® = Ax¥).
Passo 6; Faca: x® = x® _q®.

Passo 7: Faga k=k+ 1 e va ao passo 2.

Quadro n.° 2 - Método de Newton
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No passo 5 do algoritmo esquematizado no quadro n.° 2, devemos resolver um
sistema de equagdes lineares. Como neste trabalho as matrizes serdo sempre simétricas e
definidas positivas, utilizaremos o método Choleski.

O processo iterativo do método de Newton para uma dimensdo ¢ ilustrado na
figura 2.1. A solugiio x" é calculada pelo método das tangentes. O novo ponto x*™ é

estimado pelo ponto no qual a tangente corta o eixo das abcissas x .

F& 4

¥

Figura 2.1 - Método de Newton para uma varidvel (HERSKOVITS, 1995)

2.2 - Classificagdo dos Problemas de Programacdo Matemadtica

Nesta se¢do falaremos sobre a classificagdo dos problemas de programagdo
matematica. No item 2.2.1 serfio apresentados os conceitos de programagdo matematica,
no item 2.2.2 nog¢des sobre problemas de otimizagdo sem restrigdes, no item 2.2.3
nogdes sobre problemas de otimizagio com restrigdes de igualdade, no item 2.2.4 nogSes

sobre problemas de otimiza¢do com restricbes de desigualdade e no item 2.2.5

apresentaremos o problema geral.
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2.2.1 - Programagdo Matemadtica

A programac¢do matematica tem como objetivo a analise e resolugio de

problemas do tipo:

minimizar fx)

sujeito a gi(x)=0, iel,
gi(x) <0, jeD, (2.18)
xe R,

onde a fungdo f{x) € denominada de fun¢do objetivo e as fungdes gi(x), parai=1, ..., m,
e gi(x), paraj=1, ..., q, sdo denominadas restricdes. O conjunto finito dos indices das
restricdes de igualdade € denominado por I = {1, ... ,m} e o conjunto finito dos indices
das restri¢des de desigualdade por D = {1, ... ,q}.

Quando um ponto x satisfaz a todas as restri¢gdes, dizemos que ele € viavel. O
conjunto de todos os pontos viaveis ¢ chamado de regido viavel I'. Quando um ponto x
ndo satisfaz a alguma restrigdo, dizemos que ele é inviavel. Um ponto viavel que
minimiza f{x) sera indicado por x e sera denominado de ponto 6timo.

Os problemas de otimizagdo podem ser divididos em problemas sem restrigdes e
com restri¢des. Quando os conjuntos finitos I ¢ D forem vazios, ou seja, =D eD = O,
ndo existem restrigdes gi(x) e gj(x) e dizemos que se trata de um problema de otimiza¢do
sem restrigdes. Quando o problema ¢ da forma explicitada em (2.18), dizemos que se
trata de um problema de otimizagdo com restri¢des.

O processo de otimizagdo da programagdo matematica, tem como objetivo
minimizar ou maximizar uma fungdo fx). Se ao invés de minimizar a fungio Ax),

quisermos maximiza-la, basta lembrarmos que:

maximizar f{x) = — minimizar { - f{x) } . (2.19)
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A maioria dos métodos de resolug¢do de problemas de otimizagdo da forma (2.18)

e 1 ] . YA 1
sdo iterativos, ou seja, geram uma seqiiéncia de pontos { x@ xM .., x™}, onde o ponto

2>

x*? ¢ determinado a partir do ponto anterior. Mais especificadamente x*™V ¢

determinado por:
xED = x® 50 (2.20)

onde §® = s®  d® ¢ o acréscimo dado a cada iteragdo, d*' é a dire¢io do incremento
e s® é um escalar positivo que regula o tamanho do incremento em cada iteragdo. A
direcio d™ geralmente decresce a fungdo objetivo para o problema (2.18) e neste caso, a
denominamos de dire¢éo de decréscimo.

Em geral, os métodos de resolugéo procuram solugdes que sio minimos locais do
problema. Em determinados casos onde as hipéteses de convexidade sdo introduzidas,

podemos obter o minimo global, conforme veremos mais adiante.

2.2.2 - Otimizagdo Sem Restri¢oes

O problema de otimizagio sem restrigdes pode ser formulado como:

minimizar f(x)

xe R, (2.21)

onde a fungfio objetivo f{x) é continua com derivadas parciais continuas até segunda
ordem.
Neste capitulo, serdio estabelecidas condigdes simples que devem ser satisfeitas

por um ponto, para que este seja um minimo local do problema (2.21).
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*

As condigdes necessérias ¢ suficientes para que um ponto X seja um minimo

local do problema (2.21) serdio estabelecidas mediante os teoremas a seguir

(LUENBERGER [9]).

Teorema: Condi¢do Necessaria de Otimalidade de Primeira Ordem.

Uma condi¢io necesséria para que x seja um minimo local do problema (2.21) €

que o gradiente da fung@o objetivo em X seja nulo, ou seja, V j(x*) =0.

Teorema: Condigdo Necessaria de Segunda Ordem.
Para que X seja um minimo local do problema (2.21) ¢é necessario que a matriz
Hessiana V? j(x*) seja semi-definida positiva, isto €,

d" V2Ax)d = 0,Vde R

Teorema: Condi¢do Suficiente de Otimalidade de Segunda Ordem.

Para que X seja um minimo local do problema (2.21) é suficiente que o gradiente
da fung@o objetivo em X seja nulo, ou seja, Vj(x*) = 0 e que a matriz Hessiana V> f(x*)
seja definida positiva, isto €,

d" V’Ax) d >0 Vde R ,d=0.

Definic¢do: Ponto Estacionario.
Um ponto x € R®" ¢ um ponto estacionario do problema de minimizagao (2.21),
se o gradiente da fungio objetivo f{x) nesse ponto € nulo, ou seja, se

VAx)=0.

O ponto estacionario satisfaz apenas a condigfio necessria de primeira ordem.
Convém observarmos que na realidade os métodos de minimizagio sdo baseados na
tentativa de localizar um ponto estacionario, que pode ndo ser um ponto de minimo

local.
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2.2.3 - Otimizagdo Com Restrigdes de Igualdade

Tomaremos inicialmente o estudo para problemas de otimizagdo com restrigdes

de igualdade. Entdo o problema pode ser formulado como:

minimizar f(x)
sujeito a g(x)=0, iel, (2.22)
xe R,

onde a fungdo objetivo f{x) e as fungdes de restrigdes gi(x) sdo continuas com derivadas
parciais continuas até segunda ordem. O conjunto dos indices das restri¢des de igualdade
¢é definidopor I={1, .., m}.

A regido viavel é definida por:

I'= {xeR"|gi(x) =0,1e1}. (2.23)

Defini¢do: Ponto Regular.
Um ponto x € R tal que gi(x*) =0Q,para i=1,2,..,m,¢um ponto regular

se os vetores gradientes Vgl(x*),ng(x*), ,ng(x*), forem linearmente independentes.

Teorema: Condi¢io Necessaria de Primeira Ordem (HERSKOVITS [6]).
Seja X um ponto regular das restrigdes gi(x) = 0 e seja x um minimo local do

problema (2.22). Entéo, existe um Uinico vetor A = [ 7»*1, ?»*2, =y Am ] € R™ tal que:
VAK) + D>, Ai Vg(x) =0,
i=1

gi(x*) = 0.

. * . — . . .
Os niimeros reais A; ,1=1,2, ..., m, sdo denominados de multiplicadores de

2>

Lagrange.
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A condigfio necessaria de primeira ordem para que um ponto vidvel seja um
minimo local é mostrada no teorema acima, ou seja, o gradiente da fungio objetivo deve
ser uma combinagio linear dos gradientes das restrigdes.

A fungdo Lagrangiana do problema (2.22) € definida por:
L(x,A)= f(x) + 2, Ai.gx), (2.24)
i=1

onde AN =[A1,A2,...,Anm].

Entdo, a condigdo para que o ponto [ X, A ] seja um ponto estacionario da

fun¢do Lagrangiana, ¢:

VL(x ,A ) =0, (2.25)

onde:

Vx
V= v | (2.26)

Passemos a seguir ao estudo das condigGes necessarias de segunda ordem. De
modo analogo ao que foi feito para as condigdes de primeira ordem, consideremos o

problema (2.22).

Teorema: Condi¢do Necessaria de Segunda Ordem (HERSKOVITS [6]).

Seja [ x,A ] um ponto estacionario da fungdo Lagrangiana e consideremos:

V3, L(x,A)=ViE)+ D A VigK). (2.27)
i=1

A condig¢do necessaria de segunda ordem para que o ponto [ x , A ] seja um

minimo local, é que a matriz V SV I % ) seja semi-definida positiva, isto €,

d" V3 L(x ,A)d=0,Vde {d|Vgx) .d=0,i=1,..m}. (228)
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Na defini¢do (2.28) d € dito viavel. Pode-se concluir que diregdo viavel € uma
dire¢do tangente as restrigdes na solugdo X', ou seja, € qualquer diregdo d que satisfaga
Vgi(x*)T .d=0,i1=1,..,m

A demonstragio do teorema da condigio necessaria de segunda ordem pode ser
efetuada de diversas maneiras, como por exemplo, utilizando o enfoque de eliminag@o
(BERTSEKAS [1,2], FLETCHER [3]),0u via enfoque de penalidade (BERTSEKAS [1,2]).
Nio nos deteremos na demonstracio deste teorema, mas faremos algumas observagdes
relativas 4 abordagem do enfoque de penalidade, uma vez que essas idéias serdo
utilizadas nesse trabalho.

A linha de analise tem como principio a aproximag¢io do problema original (2.22)
por uma seqiiéncia de problemas sem restri¢gdes, que envolve uma penaliza¢do por
violacdo de restri¢bes, e a seguir, aplicar as condi¢des de otimalidade para os problemas
sem restrigoes.

Consideremos a seguinte fungao:

m

PO =)+ Y 5 £ le®IF, (229)

i=1

onde P®(x) é chamada de fungdo penalidade e o parametro & ¢ um escalar positivo. Em

particular, & pode assumir valores como 1, 10, 10, 10°, 10%, 10°, ...

1 ] : ’ .
O termo i £ . |l g(x) |* impde uma penalidade por violar as restrigdes gi(x) = 0.

Indiquemos por S={x || x- x ||<€&,€> 0} uma vizinhanga do ponto 6timo
no qual Ax) < fAx) paratodox € S.
Demonstra-se em BERTSEKAS [1,2], que se x® & solugdo do problema:

minimizar PO (x)

syjeito a xe S, (2.30)

entao:
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a)lim:,. x¥ =x .
b)lim ;.. [|gx®)|l = 0, onde

gx®)" = [ gix®) g(x®) .. ga(:®) 1.

olim:s. {£.8x%)}= 1" ,onde (2.31)
A= —[Vex)' Vex) T vex)' VAX)
e

Vex)' = [ Vaix) Vex) .. Vgax) 1.

Além disto, demonstra-se em BERTSEKAS [1,2] que [ X , A ] satisfazem as
condigdes (2.30) e (2.31).

Passaremos a seguir ao estudo das condigdes suficientes para o problema com
restrigdes de igualdade.

As condigdes suficientes de otimalidade que veremos a seguir, também podem ser
demonstradas por eliminagdo (FLETCHER [3]), ou utilizando o enfoque do Lagrangiano
Aumentado (BERTSEKAS [1,2}]).

Teorema: Condigdes Suficientes de Segunda Ordem ( BERTSEKAS [1,2]).
Sejam f(x) e g(x) fungdes continuas com derivadas parciais continuas até
segunda ordem. Sejam x eR e A Q" , satisfazendo:
V.L(x ,A)=0,
VoL(x ,A)=0,
d" V3 L(x,2")d>0,Vde{d |Vgx) .d=0,i=1,..,m},
onde d =0 ¢ viavel.

Entdio x 6 um minimo local estrito de Ax) sujeito a g(x) =0.

Nio nos deteremos na demonstragdo do teorema acima, mas faremos algumas
observagdes relativas a demonstragio utilizando o enfoque do Lagrangiano Aumentado.

Consideremos o seguinte problema:
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minimizar /() + Y, 5 & 6@

sujeito a g(x) =0, (2.32)

que possui 0 mesmo minimo local que o problema original (2.22).

A fun¢do Lagrangiana do problema (2.32) é dada por:
m m l

Le(x,8,0) = f®) + 2 Aig®+2 5 & lls@I, (2.33)
i=1 i=1

onde & é um escalar positivo. A fungdo L.(x,&, A) é chamada de Lagrangiano
Aumentado.

O gradiente em relacdo a x da fungdo (2.33) é dado por:

VeLe(x,8,4) = V/®+ 2, b Ve + 2 & g(® Ve . (234)

i=1 i=1

Derivando em relagio a x a fungo (2.34), temos uma matriz definida por:

ViaLo(x,8,4) = V/(x) +Z, [Ai + & g(0]. Vig(x) +

+ £ Vgi(x) Vax)". (2.35)

m
i=1

. * * . Sy 0
Em particular, se x e A satisfizerem as condi¢Oes suficientes de segunda ordem,

temos:

Vel (x,8L0) =VF(x) +Zl A Ve(x )+ Z £ g(x). Va(x)

=V, L(x,AM)=0. (2.36)
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E de (2.35) temos:

VLo (X,61 ) =VFx)+2, A Vigx)+Y, & Ve(x) Vax)'
i=1 i=1

= szxL(x*,X*)+Zm: E. Vg(x) Vax)T. (2.37)
i1

Pelo teorema das condigdes suficientes de  segunda  ordem,
d" V2 L(x,\A) d > 0 , para todo d=0 , assim como
d' Vg(x).Vg(x) d = 0.

BERTSEKAS [1,2] demonstra um teorema que com base nas conclusdes acima,
implica numa existéncia de um escalar B tal que a matriz V° ; L( x*, & A ) € definida
positiva V £ > . Entéo, x éum ponto de minimo local estrito do problema (2.22).

As observagdes acima nos mostram que podemos minimizar f{x) sujeito a
g(x) =0, calculando o minimo sem restri¢Ges do Lagrangiano Aumentado L( x, &, 1) em
relagdo a x . A dificuldade encontrada, ¢ que o muitiplicador de Lagrange A ndo é
conhecido. Mas resulta que, utilizando em vez de A aproximagdes deste multiplicador,

obtemos um algoritmo muito util, conhecido como algoritmo do Lagrangiano
Aumentado, que veremos nas seg¢des 3.2.1.3 € 3.2.2.3, que € o algoritmo utilizado neste

trabalho para solucionar os problemas de contato.

2.2.4 - Otimizagcdo Com Restrigdes de Desigualdade

Tomaremos agora o estudo apenas para os problemas de otimizagio com

restricGes de desigualdade. Entdo o problema pode ser formulado como:

minimizar f(x)
sujeito a gi(x)<0, jeD, (2.38)

xe R

>
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onde a fungdo objetivo f(x) e as fungdes de restrigdes g ;(x) sdo continuas com derivadas
parciais continuas até segunda ordem. O conjunto dos indices das restrigdes de
desigualdade é definido por D= {1, ..., q }.

A regido viavel € definida por:
= {xeR'|g;(x)<0,jeD}. (2.39)

Dado o problema (2.38), indiquemos por:

A ={j|gix=0} (2.40)

o conjunto das restrigdes de desigualdades ativas em x. As restrigdes de desigualdades
j € A(x), sdo denominadas restricdes ativas em x. Se ¢ A(x) , dizemos que as

restri¢des g j(x) sdo inativas em X .

Definicio: Ponto Regular.

Um ponto x~ & I' é um ponto regular das restrigdes, se os vetores Vg (x), para

j € A(x"), forem linearmente independentes.

Teorema: Condig¢des Necessarias de Primeira e Segunda Ordem.

Se x e I' é um minimo local de f{x) em I , entdo para qualquer diregio viavel

d € R", temos:
)d'.VAx) =2 0.

iiySed” . VAx) = 0,entdod” V2Ax) d = 0.

Seja x um ponto regular e um minimo local do problema (2.38). Entdo, ¢ 6bvio

que x também é ponto de minimo local para o problema:

minimizar f(x)
sujeito a gi{(x) =0, je AKX, (2.41)

xe R".
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Analisando o problema (2.41), notamos que ele é equivalente ao problema (2.38),

ol . . 2 S
exceto que suas restrigdes inativas em x foram descartadas. De fato, as restrigdes

. - * = . . o * . .
inativas em x n#o influenciam na solu¢do x . Com isso, elas podem ser ignoradas nas
afirmativas referentes as condi¢des de otimalidade.

No ponto de minimo local do problema (2.41), as restrigdes ativas podem ser

. ~ - . * r rs .
tratadas como restri¢des de igualdade. Em particular, se x ¢ um minimo local do

* . {—
problema (2.38), entdo x também é minimo local do problema somente com restrigdes
de igualdade (2.41).

Entdo, pelo teorema das condicdes necessarias de primeira e segunda ordem,

existe um Gnico vetor A = [ i . k*q] e NI tal que:
* q * ®
VAx) + 2 Aj . Vgix) =0,
=1
A =0, jeARX). (2.42)

A condigio )\'j* =0, para j¢& A(x*), ¢ chamada de condi¢io de

complementaridade e podemos representa-la da seguinte maneira:

A .g{x)=0 ,paraj=1, ..,q. (2.43)

Entdo, definindo a fungdo Lagrangiana como:
q

L(x,2M) = f@® + 2 Aj.gi(x), (2.44)
=1

as condigGes acima podem ser expressas por:

V.L(x ,A)=0,

A =0, jeAX). (2.45)
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Através da primeira conseqiiéncia do teorema das condi¢des necessarias de
primeira e segunda ordem, obtemos uma condigdo necessaria para a equacdo (2.43),

definida por:

Aj =20, (2.46)
Para verificarmos essa afirmativa, vamos introduzir as fungges:

<gj(x)>=max {0,g;(x)} ,j=1,..,q. (2.47)

Consideremos o seguinte problema:
S

minimizar P®(x) = fix) + 2, -5 [<8® =k (2.48)
=1

onde P®(x) é chamada de fungio penalidade e o pardmetro & ¢ um escalar positivo. Em
particular, & pode assumir valores como 1, 10, 102, 10°, 10, 10, ...

Indiquemos por S={x|| x— x ||<e,e >0} uma vizinhanga do ponto 6timo
no qual f(x') < fix) paratodo x € S.

As fungdes [< g i(x) >]* s3o continuamente diferenciaveis com gradiente igual a
2. [<gix)>]. V[<gi(x)>].

Se x® minimiza P®(x) em S, demonstra-se em BERTSEKAS [1,2] os seguintes

fatos:

a)lim:, o, x¥ =x

2

D)limeno {€.<gG®)>}=1; ,j=1,..,q. (2.49)

Como < gj(x) > > 0, obtemos A'; > 0 paratodoj € D.
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A seguir, demonstraremos que se d'. Vg i(x) <0 paraj e A(x*), entdo d ¢ uma
direciio viavel (HERSKOVITS [6]). A demonstragio pode ser feita como segue:

Assumiremos como contra-exemplo, que a condigdo (2.46) ndo seja verdadeira.
Entdo, para algum / € A(x*), teremos A ;* < 0. Como x & um ponto regular, dado
§;<0,j e A(x*) , podemos achar uma dire¢do viavel d que verifique d"' . vg j(x*) =9dj.

De (2.42) temos:

" VAX)=- D 8;.A; - 8L (2.50)

jeA( ),

Fazendo agora & para j A(x*) e j =1, pequeno o suficiente, podemos obter

. ~ - T g -~ . - =) R
uma direcdo viavel d tal que d” . V f{ix ) <0. Entdo d € a dire¢@o de decréscimo de fx),
embora a conclusdo seja contraditoria ao teorema das condi¢des necessarias de primeira

e segunda ordem. Esses resultados constituem as condi¢es de otimalidade de Kunh-

Tucker.

Teorema: Condi¢do Necessaria de Primeira Ordem - Kunh-Tucker.
Seja x um ponto regular das restrigdes g;(x) < 0 ¢ um minimo local do problema

(2.38). Entdo existe um unico vetor A = [ A % P X*q ] € R? tal que:
® : * *
VAX) + X Ay Vgix) =0,
=1

Aj .gj(x*) =0 ,paraj=1, ..,q,
Aj =0 , para j ¢A(x*),
Ai 20 ,paraj € D,

gj(x*) <0 ,paraj € D.
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Teorema: Condigdo Necessaria de Segunda Ordem.
Seja x um ponto regular das restrigdes g j(x*) <0 e um ponto de minimo local do

problema de programagio matematica (2.38). Entfio, existe um unico vetor A e R

que satisfaz as condigdes de Kuhn-Tucker, para o qual a matriz
q
Vo Lx,A) = VAX) + 2 Ay Vig(x)
=1

¢ semi-definida positiva, ou seja,
y' Ve IL(x,A)y =20 ,VyeT,y=0,
onde

T ={y|Vg/'(x).y=0 paraj e A(x) } .

Teorema: Condi¢do Suficiente de Segunda Ordem ( Kuhn - Tucker ).
Seja X um ponto que satisfaga as restrigdes g j(x*) < 0. Suponha que exista um
vetor A" € R tal que:
q
VoL, A) = VAX) + D, A; Vg;x) =0,
=1
Aj 20 ,3eD,
A =0 LjeAX),
€ que a matriz szxL(x*, l*) seja definida positiva em T, ou seja:
v' Vo ILx,A)y >0 ,VyeT.

Entio x éum ponto de minimo local estrito do problema (2.38).
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2.2.5 - Problema Geral

O problema geral de otimizagdo com restri¢des pode ser formulado como:

minimizar f(x)

sujeito a gi(x)=0, iel,
g:i(x)<0, jeD, (2.51)
xe R,

onde a fungfio objetivo f(x) e as fungdes de restricdes gi(x) e g ;(x) sdo continuas com
derivadas parciais continuas até segunda ordem. O conjunto dos indices das restrigdes de
igualdade ¢ definido por I = { 1, ..., m } e o conjunto dos indices das restricdes de
desigualdade é definidoporD={1,..,q} .

A regido viavel ¢ definida por:
I'= {xeR'|gkx) =0,iel e gjx)<0,jeD}. (2.52)

Defini¢do: Ponto Regular.
Um ponto x € I' é um ponto regular das restrigdes, se 0s vetores Vgi(x') para

iel eVgi(x)paraje A(x"), forem linearmente independentes.

Neste capitulo, também serdo estabelecidas condi¢des simples que devem ser
satisfeitas por um ponto, para que este seja um minimo local do problema (2.51).
Também seriio descritas as propriedades de convexidade da fung@o objetivo, que
asseguram que o ponto encontrado na solugdo do problema (2.51) seja um ponto de
minimo global.

*

Observemos que se x € um minimo local do problema (2.51), entdo X também é

um minimo local do problema:
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minimizar (%)

sujeito a gi(x)=0, iel,
gi(x)=0, ieAX), (2.53)
xe R .

Se x éum ponto regular do problema (2.53), entdo existem multiplicadores de

Lagrange A 1*, o km* e A j* € A(x*), tais que:

VAx) + ij A Vgi(x)+ 2, A Vgi(x)=0. (2.54)

i=1 jeA(x)

Atribuindo valor nulo para os multiplicadores de Lagrange correspondentes as

restrigdes ndo ativas, obtemos:

m q
VAX) + 2. A Vgi(x)+ Q. A;j Vgij(x) =0,
i=1 j=1
Ay =0, jeARX). (2.55)

Ou seja, definindo a fun¢io Lagrangiana como:

L(x, )= f® + 2 Mig®+ X Aj.gi®, (2.56)

i=1
as condi¢Ges acima podem ser expressas por:

V.L(x,A)=0,

Aj =0, jeAX). (2.57)
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Existe um fato importante relativo aos multiplicadores A j* . Eles sdo ndo

negativos, ou seja, Aj = 0, j e D. Para verificarmos essa afirmativa, consideremos o

seguinte problema:

q

minimizar P® (x) = j(x)+Zl %.g.n g(x) |+ %.g.[< gi(x)>P, (2.58)

=1
onde P®¥(x) é chamada de funcdo penalidade e o parimetro £ é um escalar positivo.

Indiquemos por S={ x|||x~-x"|| <&, &> 0 } uma vizinhanga do ponto 6timo

no qual Ax’) < f{x) paratodox € S.

Se x® minimiza P®(x) em S, demonstra-se em BERTSEKAS [1,2] os seguintes

fatos:

a)lim:,. x® =x".
D) limew {£.8i(x%)}= A" ,i=1
C)limg—no {&~<gj(x(€))>}: )"*j :j =1

..., m. (2.59)

Como < gj(x) > > 0, obtemos A'; > O paratodoj.

Consideremos entdo o problema geral de programac¢do matematica (2.51). Os
fatos estudados acima, nos conduzem ao seguinte teorema conhecido como teorema de

Kuhn-Tucker, que é uma condi¢cio necessaria de otimalidade, demonstrado em

FLETCHER [3].
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Teorema: Condi¢@o Necessaria de Primeira Ordem ( Kuhn-Tucker ).
Seja x uma solugdo do problema de programag¢fio matematica (2.51). Se x 6

. P - * x® * *
um ponto regular, entdo existe um unicovetor A = [ A1, ..., A m, A mi1, 5 A meq s

tal que:
m q
VAX) +2, Ay Vgi(x)+ D, Aj Vgij(x)=0,
i=1 =1

gi(x*)=0 ,iel,

g(x)<0 ,jeD,

A, 20 ,jeD, (2.60)
Ay =0 LjeAX),

A g(x)=0 ,Vi,
A

i .gj(x):O ,Vj.

As condigdes em (2.60) s@o conhecidas como condi¢des de Kuhn-Tucker e as
condigdes A ¥ gi(x*) =0,Vi, e A j* g j(x*) =0, V j, sdo chamadas de condigdes de

complementaridade.

Teorema: Condigdo Necessaria de Segunda Ordem.

Seja x um ponto regular das restrigGes gi(x*) =0eg j(x*) < 0, e um ponto de
minimo local do problema de programag@o matematica (2.51). Entdo, existe um unico
vetor A~ € R™ que satisfaz as condi¢des de Kuhn-Tucker, para o qual a matriz

m q

Vi L(x,A) = VPAX) + 2 Ay Va@)+ D A Vi (x)

i=1 =1
¢ semi-definida positiva, ou seja,

y' VL L(x,A)y=>20 ,VyeT,y=0,

onde

T ={y|Vg;'(x).y=0 paraj eA(x*)eVgiT(x).y=O paraiel}.
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Teorema: Condigdo Suficiente de Segunda Ordem ( Kuhn - Tucker ).
Seja X um ponto que satisfaca as restrigdes gi(x*) =0eg j(x*) < 0. Suponha que

exista um vetor A~ € R™ tal que:
* * * i * * i * *
VoLx,A) = VAx) + 2, A; Vg(x)+ 2, A; Vgij(x) =0,
i=1 j=1

A; 20 ,jeD,
Ay =0 LjeAR),

€ que a matriz szxL(x*, k*) seja definida positiva em T, ou seja:
' Vo Lx,A)y >0 ,VyeT.

Entdo x €um ponto de minimo local estrito do problema (2.51).

Até aqui foram estabelecidas condi¢cdes para que a solugio do problema de
programagdo matematica com restri¢des (2.51) seja um ponto de minimo local. Para que
se estenda esta defini¢do para um ponto de minimo global, € necessario que o problema
possua propriedades de convexidade, para que a solugdo encontrada seja ndo apenas um
ponto de minimo local, mas também um ponto de minimo global.

Suponhamos que as fun¢des f(x), gi(x),1 € I, e gj(x),j € D, sejam convexas em
R" Neste caso o problema (2.51) denomina-se um problema de programagdo convexa.

Os seguintes teoremas sdo aplicados & programagio convexa:

Teorema: Convergéncia Global para Fungdes Convexas.

Toda solugdo x de um problema de programacgiio convexa € uma solugdo

global.

Teorema: Convergéncia Global para Fungdes Estritamente Convexas.
Se num problema de programagdo convexa a fungdo objetivo f(x) for

estritamente convexa na regido viavel I', entdo toda solug@o global € unica.



Capitulo 3

Algoritmos de Programacdo Matemdtica

3.1 - Algoritmos de Programagdo Matemdtica Sem Restri¢des

Nesta secdo falaremos sobre algoritmos de programag@o matematica sem
restricdes. No item 3.1.1 apresentaremos o método de Newton com busca
unidimensional e no item 3.1.2 abordaremos os métodos Quase-Newton, dando énfase

ao BFGS pelo fato de possuir a forma produto.

3.1.1 - Método de Newton com Busca Unidimensional

Consideremos o seguinte problema de otimizagdo sem restrigdes:

minimizar F(x)

xe R, 3.1

onde a fun¢io objetivo f{x) € continua com derivadas parciais continuas até segunda

ordem.

Pelas condi¢des suficientes de segunda ordem, para que um ponto X seja um
minimo local do problema (3.1), a matriz Hessiana V ? f(x*) deve ser definida positiva.
Entdo, em um ponto proximo a x ela também o serda e espera-s¢ um bom
comportamento do método perto da solu¢io (LUENBERGER [9]).

Para valores longe da solugdo, o método de Newton perde a sua eficiéncia. E

para contornarmos este problema, sdo feitas modificagdes no método, o que sera

discutido nesta sec¢éo.
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Uma modificagio usual € a introducdo da busca unidimensional. Neste caso, um

parametro s ¢ introduzido na equagdo (2.16), resultando na seguinte equagio:

x¥0 = x® - ¥ [V (x®) ] VAxY), (3.2)

&)

onde o parAmetro s ¢ um escalar positivo que minimizar f{x) na dire¢@o d®, dada por:

d¥ = [V f(x®) 17" vAxY). (3.3)

Perto da solugdo o parimetro s = 1.

O que se faz na realidade, é uma vez fixados d® e x® | transformar a fungio f(x)
em uma fun¢io de uma unica variavel, que no caso ¢é s definida por
o(s)= f(x®-5s. d®) . A seguir minimizamos ¢ em relagfio a s, para s > 0, e definimos
s® a solugdo deste problema. O parimetro s® regula o tamanho do incremento dado na
diregio d®. A esse processo da-se o nome de busca unidimensional.

O método de Newton com busca unidimensional pode ser esquematizado nos

seguintes passos:

Meétodo de Newton com Busca Unidimensional:

Passo 1: Faga k =0 . Estime um valor inicial para x

Passo 2: Calcule o gradiente V { x*) para o ponto corrente x* |

Passo 3: Se| VAx¥)||<TOL,onde TOL= g .|| VA x|, pare.

x* ¢ a solugdo do problema.

Caso contrario, va ao passo 4.
Passo 4: Calcule a Hessiana V2 A x®).

Passo 5. Resotva: [V2f(x®) 1" d® =V x¥).
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Passo 6: Busca unidimensional: Calcule o escalar s* |
minimizando a fungdo ¢ (s) =f(x® —s. d®)
em rela¢do a variavel s , s > 0.
Seja s’ a solugio do problema.

Passo 7. Faga: x® = x® % ¢® .

Passo 8: Faga k=k+1 evaao passo 2.

Quadro n.° 3 - Método de Newton com busca unidimensional
Existem diversos métodos de busca unidimensional (passo 6 do algoritmo
esquematizado no quadro n.° 3) para a determina¢do do pardmetro s®_ Neste trabalho

utilizaremos a busca unidimensional sugerida por LAURSEN [8,17]. Para melhor

compreensio do passo 6, consideremos a fungfo auxiliar:

o(s) = f(x¥-5.d%) (3.4)

e analisemos seu valor paras=0es=1.

Para s = 0, temos:

¢ (0) = F(x¥). (3.5)
Para s = 1 (que é o método de Newton), temos:

¢ (1) =f(x¥-d¥). (3.6)

Na figura 3.1 ¢ ilustrado um intervalo ao qual pode pertencer o escalar s para

garantir o decréscimo suficiente.
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) A

0 §* 1 S

Figura 3.1 - Intervalo aceitavel de s

Conforme ja mencionamos, a busca unidimensional tem objetivo de minimizar a

dai
funcdo ¢(s). A condigdo necessaria de minimo de ¢(s) € dada por }ES(R (s) = 0. Entéo:

_%S(E(s)=G(s)=Vf(x‘k)—s.d(k)).d(k)=0. 3.7)

Computacionalmente ndo convém obter exatamente a condi¢do (3.7), havendo a
necessidade de um critério de parada. O critério de parada sugerido por
LAURSEN [8,17] encontra-se no passo 3 do algoritmo descrito no quadro n.° 4. Além
disto, por questdes numéricas s estamos interessados em procurar valores para
s € (0,1]. Se s® estiver fora desse intervalo, adotamos o valor 1 para s®. O algoritmo

da busca unidimensional ¢ apresentado da seguinte maneira:

Meétodo da Busca Unidimensional:

Passo 1;: Inicialize s=1.

Passo 2: Calcule: Ge = Vf(x®).d%
e Gs)= Vf(x®-5.dY).d%.

Passo 3: Estime um valor para o parAmetro de convergéncia STOL.
Se [ (| G(s)|>STOL *|Ge|) ou (G(s)*Gec<0,0)],
entfio, itere paras € (0,1] até | G(s)|< STOL *|Ge|.

Quadro n.° 4 - Método da busca unidimensional
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3.1.2 - Métodos Quase-Newton

Os métodos Quase-Newton surgiram a partir de modificagdes feitas no método
de Newton, que tem boas propriedades de convergéncia para “valores proximos” da
solu¢io (LUENBERGER [9]). Além disto, o método de Newton possui a desvantagem de
precisarmos calcular a cada iteragdo a matriz das derivadas segundas V’f(x) e em
seguida, resolvermos um sistema de equagdes.

Para evitar essas inconveniéncias, além da busca unidimensional mencionada na
secdo anterior, os métodos Quase-Newton procuram aproximar a matriz Hessiana ou sua
inversa, ao invés de calcula-la de maneira exata.

Os métodos Quase-Newton estdo enquadrados em um grupo de métodos de
decréscimo, que geram seqiiéncia de pontos a partir de um ponto inicial XA solucdo

(k+1)

x ¢ calculada pelo método das secantes. Na k-ésima iteragdo, o ponto x ¢ gerado a
partir do ponto anterior x© da seguinte forma:
x¥D = x® 50 ¢ @, (3.8)

onde s® & um escalar que minimiza a fungdo Ax® s . d®) e d ¢ uma diregio de

decréscimo, ou seja,

F(x®) < £(x9). 3.9)

A condigdo (3.9) é denominada de condi¢do de decréscimo. Consideremos:

§ ® = x&D _ @ (3.10)
€
y ®=yrED_yr® (3.11)

A condigio Quase-Newton, ou condigdo secante, que garante que a matriz

BY = [VEFrG™)] ¢ definida por:

BY y® =§0 (3.12)
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Nos métodos Quase-Newton a seqiiéncia de pontos gerados € definida por:
& = x® 0 BY vAxY), (3.13)

; " K ; . a9 . i
onde s® & um escalar positivo e B¥ é uma matriz # x n. A matriz B¥ é a aproximago

da inversa da Hessiana V2 Ax®). A diregiio de decréscimo ¢ definida por:
d® = B® vr(x¥). (3.14)

Pela expressio (3.13), notamos que as alteragdes no método de Newton

conforme FLETCHER [3] e GILL [4,5] sdo:

i) Acréscimo do coeficiente s* (busca unidimensional):

O coeficiente s® ¢ escolhido de modo a minimizar a fungdo f (x* — s . d¥) , ou

seja, s é um escalar ndo negativo que satisfaz:

f(x(k)—s(k).d(k)) = min {f(x(k)—s.d(k)),SZO}

0<s<l1. (3.15)

ii ) Aproximagio da matriz inversa da Hessiana.

Como mencionamos anteriormente, nos métodos Quase-Newton a matriz inversa
da Hessiana ¢ atualizada a cada itera¢do, ao invés de calcula-la de maneira exata. A
construgdo da matriz atualizada ¢ feita a partir das informagdes do comportamento da
funcdo f{x) , bem como do seu gradiente (GILL [4,5]).

A atualizagdo da inversa da Hessiana se da a partir da geragdo de uma seqiiéncia
de matrizes B® , B _ .., B® , onde a cada iteragdo a matriz B*'" ¢ calculada a partir
da matriz imediatamente anterior B®. Se ndo for possivel obtermos as informagdes
iniciais da matriz Hessiana, adotamos como aproximagio inicial de B, a matriz

>

identidade.

Depois de determinar o ponto x**Y  uma nova aproximagdo B*" ¢ obtida

atualizando B® . Essa atualizacfio é definida da seguinte maneira:
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BEY = B +1¥ | (3.16)

onde U® ¢ uma matriz de atualizagdo.

Muitas formas de atualizagdo da matriz B¥ foram desenvolvidas, entretanto,
apenas as formulas sugeridas por Broyden (1970), Fletcher (1970), Goldfarb (1970) e
Shanno (1970) serdo descritas nesta se¢do. A formula sugerida para atualizar a matriz

B*" ¢ calculada a partir de B® e ¢ definida por:

e JET g® 0] g® g@F () @ p | ph) ) T
BETTSIBST - ili—— =y | am e T (0
) -y 57 -y S §

onde sh=xkh_xh o yO=yrkD_yro (3.17)

A formula (3.17) é conhecida como formula BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb,
Shanno), cujo bom desempenho na pratica foi comprovado nas experi€ncias
computacionais, por exemplo, mencionado por FLETCHER [3].

Além disto, esta formula mantém as propriedades da matriz Hessiana, ou seja, ela

continua simétrica e definida positiva.

A formula (3.17) esta escrita na forma matricial. Ela também pode ser escrita na

forma produto, como:

T - T
B® :(I+v”‘) *w®) )*B L *(I+w(k) *p® ) 3 (3.18)
onde:
()
® 8
T)) (k)
6 *y
. s(k)*'y B) x5 (0
k) _
a’ = Vf(H) g (3.19)
(k) -
w® = _ v ™ +a *Vf”‘ 1
e § &) — x(k) =~ x(k—l) e ¥ &) Vf(k) = Vf(k—l) ‘
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A formula produto (3.18) e (3.19) ¢ eficiente computacionalmente, porque
fazemos o tempo todo operagdes vetoriais. A equagio d* = B® Vf (x¥) pode ser
escrita como:

AP = (1+9® w®T) BED (T+w® Ty v ( x®) (3.20)
onde k é o contador das iteracdes do BFGS. A equagio (3.20) para k = 1 ¢ dada por:

d® = (1+v w7y BO (14w vy VA(x?). (3.21)

Para k = 2, a equac@o (3.14) € definida por:

d? = B® V£ ( x(z)). (3.22)

Substituindo B® em fungdo de B , temos:

d? = (1+v® w2T) BY (I+w? »7) Vi (x?). (3.23)

O que € equivalente a escrever:

d? = (1+v® w?T) (1+9D wOT) BO (1+w® yOT)

(I+w? v2T) vi(x?). (3.24)
Para k = 3, a equagdo (3.14) ¢ definida por:
d® = B® vf(x*®). (3.25)
Substituindo B® em funcdo de B , obtemos:

d(3) L (I 5 v(3) w(3)T) B(Z) (I + w(3) v(3)T) Vf( x(3)) X (3.26)




43

Substituindo B® em fungdo de B , obtemos:

d(3) - ( T v(3) w(3)T) ( 1+ 1,(2) w(2)T ) B(l) ( I+ w(2) v(2)T )

(I+w® 0Ty vF(x?) . (3.27)
O que ¢é equivalente a escrever:

d9=(T+v® wOT) (1+92 w27y (1+v® w7y BO

(I+w vy (T+w® 2Ty (1+w® 9Ty vF(x®) . (3.28)

E assim sucessivamente. Entdo, a solugio do sistema d® = B® vf(x®)

mostrado acima, pode ser representada pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo para solucio do sistema: d® = B® Vf( x®).

Passo 1: Seja k o contador das iteragdes do BFGS.

Considere o vetor p definido por:
p = V/x¥).

Passo 2: Itereem i1,de i=k até i=1 ,de—1em -1,
para o vetor p definido como:

p = (I+w(i) v(i)T) p.
Passo 3: Calcule o vetor q definido por: q = B® p.

Passo4: Itereem i ,de i=1 até i=k ,deleml,
para o vetor q dado por:
q=(I+v" w7y q.

Entfo, a direcio d® = q.

Quadro n.° 5 - Algoritmo para a solugdo do sistema d® = B® v7(x®)
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O método BFGS com busca unidimensional pode ser esquematizado nos

seguintes passos:

Método BFGS:

x® § a solugdio do problema.

Caso contrario, va ao passo 4.

Passo 4: Calcule a direcio d*:

em relagdo a variavel s, s> 0.

Seja s* a solugdo do problema.

Passo 6: Atualize x .

Faca: x* = x® _s® %

Passo 7: Fagak =k + 1 e va ao passo 2.

Passo 1: Faga k = 0. Estime um valor inicial para x” ¢ B .
Passo 2: Calcule o gradiente VAx™®) para o ponto corrente x*.

Passo 3: Se || VAx®)|| < TOL, onde TOL =¢ . || VA x)|| , pare.

d® = B® VAx®), pelo algoritmo do quadro n° 5.

Passo 5: Busca unidimensional (algoritmo descrito no quadro n.° 4).

Minimize a fungo ¢(s) = f(x® —s.d®)

Quadro n.° 6 - Método do BFGS

Existem na literatura diversas outras variantes do método Quase-Newton. Neste

trabalho utilizaremos uma combinagdo entre o método de Newton original com o BFGS.

O algoritmo Newton / Quase-Newton ¢ descrito como segue:
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Método de Newton / Quase-Newton:

1) Processo de inicializagdo das iteracées.

a ) Estime um valor inicial x©.

b ) Calcule o valor da fungdo VAx®) e da Hessiana V> Ax'*).

¢ ) Calcule a diregdo inicial d resolvendo o sistema de equagdo linear:
[VPAXD) 1T d9 = vAx?).

d ) Inicialize Ge = d”. VAx?”) e faga GI=Gc.

e ) Inicialize o contador j das iteragdes do BFGS e o contador i do método

de Newton: i=0,j=0.

II) Itere em i até atingir a solugdo.
a) Busca unidimensional.
i) Inicialize: s® =1,0.
i) Calcule: G(s¥) = d?. VA x? -s¥ . d?).
ii1) Performance requerida na busca unidimensional:
Se[(]G(s?)|>STOL *|Ge]) ou (G(s¥)*Gec<0,0)],
entdo itere para s? € (0,1] até | G(s”) |< STOL *| Ge| .

iv) Incremente: x*? =x® — s@ d9
b) Teste a divergéncia: Se (|| VA D) || > || VAXD) ),
entdo va para o quadron.°9.
¢) Teste a solug¢do do problema: Se (Gec < ETOL*(GI),
entdo pare, solugdo satisfeita.
d) Analise o passo da busca: Se (s < 0,001),

entdo va para o quadro n.°9.
e) Analise o limite de iteragdes do BFGS:  Se (j =max_bfgs),
entdo va para o quadro n.°9.

f) Va para o quadro n.° 8.

Quadro n.° 7 - Método de Newton / Quase-Newton
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Meétodo do BFGS:

a ) Incremente as iteragdes: i=1+1,j=j+ 1.
b ) Formula Produto do BFGS.
Calcule os vetores v e w? | onde:
E d(‘i—l)

(v px) -V = V)

- s(i—l)*(vf(x(i))_Vf(x(i—l)))*d(i—u
Vf(x(i—l))*d(i—l)

(i)

w® = - (V") - V@) +a O * v
BW =(I+v‘“ *w(i)T) * g U *(I+w“’ *v(f)T)

¢ ) Calcule d¥ resolvendo o sistema d” = BY V£ (x?) pelo algoritmo
descrito no quadro n.° 5.
d) Atualize: Ge = d? . V7 (x?).

e ) Va para o passo Ila do algoritmo descrito no quadro n.°7.

Quadro n.° 8 - Calculo da diregdo d” pelo método do BFGS

Moétodo de Newton:

a ) Incremente o contador da iteragéio: i=i+1.

b ) Calcule o valor da fun¢do VAx?) e da Hessiana V > f(x®).

¢ ) Calcule a direggo inicial d® resolvendo o sistema de equagio linear:
[ V2Ax®) 1T d® = VAxD).

d) Atualize Ge = d® . VAxY).

e ) Faga j =0 e va ao passo Ila do algoritmo descrito no quadro n.°7.

Quadro n.° 9 - Célcuio da diregio d® pelo método de Newton
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3.2 - Algoritmos de Programagdo Matemdtica Com Restri¢des

Nesta secdo falaremos sobre algoritmos de programagdio matematica com
restricdes. No item 3.2.1 abordaremos os algoritmos para problemas de otimizagdo com
restrigdes de igualdade, no item 3.2.2 os algoritmos para problemas de otimizagdo com
restricdes de desigualdade e no item 3.2.3 os algoritmos para problemas com restrigGes
mistas. Os métodos que estudaremos nesses itens sdo: Penalidade, Lagrangiano e

Lagrangiano Aumentado.

3.2.1 - Problemas Com Restrig¢des de Igualdade

3.2.1.1 - Método do Lagrangiano

Tomaremos inicialmente o estudo para problemas de otimizagdo com restrigdes

de igualdade. Consideremos o seguinte problema de otimizagdo:

minimizar f(x)
sujeito a gi(x) =0, =Y (3.29)
xe R,

onde a fungio objetivo f{x) e as funcdes de restri¢des gi(x) sdo continuas com derivadas

parciais continuas até segunda ordem.
Como ja mencionamos no item 2.2.3, a condi¢do necessaria de primeira ordem

para que o ponto [ X , A ] seja ponto estacionario da fungdo Lagrangiana (2.24), €:
VL(x ,A)=0. (3.30)

Reescrevendo a equagdo (3.30), obtemos o seguinte sistema de equagdes nao

lineares:
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fix): VAX) + Z Ar . Vg(x) =0,

8,(x*)

fx): gx)={ - |=0. (3.31)

18,(%")]

O sistema acima pode ser representado por:

VF(x*) + 2, A7.Vg (x*)
i=1
. i/
t(x,A) = i g,(x") L = =0. (3.32)
. 1,
| g,(x")
Pelo método de Newton, temos:
X (k+1) X (k)
N =Ly = [V e(x¥, A% 17" o(x®, %), (3.33)

Reescrevendo (3.33) temos:

V < x(k)) [\:x:l(k+l)_ |:X:|(k)l = —t( x® x(k)) (3.34)
> A A B 2 .

O que € equivalente a:
Vi(x®, %) d® = —¢(x¥,A®). (3.35)

Onde:



ot < 16D x]®
v = = :
A A

A matriz Jacobiana € definida por:

o o]
ax ok
Vie(x®, %) =
Lox oA

Ou seja,

m 1
v’ f(x(k))+§ A% Vg x¥)  vex®)

vi(x® ,A®) =
vegx®)" 0

Logo, o sistema de equagdes (3.35) pode ser representado por:

V2 f(x(k))+z 1® .V2gi(x(k)) Vg(x(k))
i=1 i

vg(x®)? 0

49

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Para resolvermos o sistema (3.39), devemos inverter a matriz Vt( x® A0,

Consideremos:

A = V™) + Z A® . Vigx®),

i=1

=~
[

= Vg(x¥).

(3.40)
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3 : K)  (k . . .
Inverter a matriz Jacobiana Vt(x*A®), é equivalente a resolver o sistema

vi®A®) [ vi® AR 1T = 1, ou seja:

{BT oJ LDT Eleo IJ' (3.41)

O sistema acima pode ser reescrito como:

fim AC+BD =1
2 AD+BE =0
i BT C =0, (3.42)
fio B'D =1,

De f> temos:

D=-A"BE. (3.43)
De f;+ temos:
BPD=-B"A"BE-=1. (3.44)

Calculando a matriz E pela equagéo acima, obtemos:

E=-(B"A"B)". (3.45)
Substituindo (3.45) em (3.43), obtemos:

D=A"'"B(B"A'B)". (3.46)

De f; temos:
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AC=1-BD". (3.47)
Calculando a matriz C pela equagdo acima, obtemos:
C=A"-ATBD". (3.48)

Substituindo (3.46) em (3.48) e lembrando que as matrizes A e (B" A™' B) sio

simétricas, temos:
C=A"-A"B(B"A'"B)'B A" (3.49)
Logo, as componentes da inversa da Jacobiana V( x®, A®) sdo dadas por:
C=A"-A'B(B"A'B)!'B' A",
D=A"B(B"A'B)", (3.50)

E=-(B"A'B)".

Entdo, o sistema de equagdes (3.39) pode ser escrito como:

d, 1% [c Dl 1f
[dz} "o sl [fz] —

O que € equivalente a:

d¥=-Cfi-DJfi,
¥ =-D'fi-Ef. (3.52)

Substituindo (3.50) na equagdo acima, obtemos:

d®=-A"fi+A" BB AT BT B AT fi-AT BB AT B £,
dz(k)= _(BT A—l B)—l BT A’"l f‘l + (BT A_1 B)>1 ﬁ (353)
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De (3.53) temos:

d®=-A" fi-ATB(B"A'B)! [-B" AT £i + £,
&P =(B"ATB)! [-B"AT fi+ fo]. (3.54)

Simplificando, obtemos:

d® =-A" fi- A" B &Y,
& =(B"ATB)! [-B'ATfi+ f]. (3.55)

Pelo sistema de equagdes ndo lineares (3.55), podemos ver claramente que

devemos inverter as matrizes A ¢ (B' A™ B).

Algoritmo para a resolucdo do sistema (3.55):

Passo 1: Calcule a matriz A" e em seguinda o vetor v = A™' f; .
Passo 2: Calculeovetor w = ~B' v + f; .

Passo 3: Resolva o seguinte sistema de equagdes lineares para o
vetor incognita d,® :

(B"A' B) &,¥ = w.

Passo 4: Calcule o vetor incognita d,* definido por:

d® = -v - AT B .

Quadro n.° 10 - Algoritmo para a resolugao do sistema (3.55)

Para obtermos um ponto estacionario [x* Y ] da fungdo Lagrangiana, basta

resolvermos o sistema de equagdes (3.31) utilizando técnicas de resolugdo de sistemas

ndo lineares, como por exemplo, utilizando o método de Newton.
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Teoricamente 0 método € bastante simples, no entanto, pode apresentar
problemas como por exemplo, obter explicitamente a matriz Al

O método do Lagrangiano pode ser esquematizado como segue:

Meétodo do Lagrangiano:

Passo 1: Resolva o seguinte sistema de equagdes ndo lineares:

VL(x,L)=0

onde L(x,A)= f(x) + Zm: Ai.gi(x),

utilizando o método de Newton.

Quadro n.° 11 - Método do Lagrangiano para restrigdes de igualdade

3.2.1.2 - Método da Penalidade

O método da Penalidade tem a idéia de transformar o problema de otimizagdo
com restricdes de igualdade (3.29) em um problema sem restrigdes. Para isso, €
necessario construir uma fungio penalidade na qual se combina a fungdo objetivo f(x)
com as restrigdes gi(x), que possibilite a minimizagdo de f{x) ao mesmo tempo que
satisfaca as restrigoes gi(x) penalizando-as.

O método da Penalidade tem caracteristica de permanecer dentro ou proximo da
regido viavel de modo a atingir a convergéncia.

A fungio penalidade do problema (3.29) ¢ definida por:
PaRY =f@+ > &2 £, (3.56)
i=1

onde & é o pardmetro de penalidade.



O processo consiste em adotar uma seqiiéncia de escalares tendendo ao infinito,
como por exemplo {1,10,10%10%,10%,....}, e resolver o problema (3.56) atribuindo cada
valor a E™ | gerando assim, uma seqiiéncia de solugdes x™ .

Demonstra-se em FLETCHER [3], que sendo x™ a sequéncia de solugdes obtidas
pela seqiiéncia de minimizagdo sem restrigdes, entdo x™ —> x quando £™ — =, onde
x ¢ um minimo local do problema (3.29). Além disto, a convergéncia € global, ou seja, a
convergéncia de um minimo local independe do valor inicial.

O método da Penalidade ¢ muito sensivel ao parametro de penalidade £ , que
deve ser escolhido muito grande para levar a solugio. Entretanto, quando & cresce muito
podemos obter computacionalmente um problema de mau condicionamento.

O método da Penalidade pode ser esquematizado nos seguintes passos:

Método da Penalidade:

Passo 1: Escolha uma seqiiéncia { £ }— oo, por exemplo:

{1,10,10% 10°,10°, ... }.

Passo 2: Resolva o seguinte problema de minimizagao:
minimizar P (x, &%) = f(x) + ;— ES i g%i(x),
Seja x* a solugo. h

Passo 3: Seja TOL um pardmetro de convergéncia.

Se x® satisfizer || g(x)|| < TOL pare.

;. k- . T . A o
Caso contrario, faga £**" igual ao préximo valor da seqiiéncia,

€ va ao passo 2.

Quadro n.° 12 - Método da Penalidade para restrigbes de igualdade

No passo 2 do algoritmo descrito no quadro n° 12, temos que minimizar o

funcional P (x, £%), onde sua matriz Hessiana ¢ definida por:

VPxEM) =V + . f g(x) . V gi(x). (3.57)
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3.2.1.3 - Método do Lagrangiano Aumentado

O método do Lagrangiano Aumentado tem sido bastante discutido na literatura
por FLETCHER [3] e LUENBERGER [9].

O método do Lagrangiano Aumentado consiste em resolver uma série de
problemas de minimizagdo sem restri¢des. Ele utiliza o Lagrangiano descrito na se¢ao
3.2.1.1 acrescentando um termo que penaliza as restricdes, que é o método da
Penalidade ja discutido na se¢do 3.2.1.2.

O Lagrangiano Aumentado do problema (3.29) ¢ definido por:

L(x,%,8)= f® + 2 hig®+ 2 &840, (3.58)

i=1

onde & é o pardmetro de penalidade e A € o multiplicador de Lagrange.

O método do Lagrangiano Aumentado consiste em minimizar a equagdo (3.58)
sujeita a gi(x) = 0, i € I. Os valores de & e A% sdo escolhidos e fixados no comego de
cada minimizagdo sem restrigdes e posteriormente o funcional L( x, &, & ) ¢ minimizado
em relagdo a x . No final de cada minimizagdo, os valores de A sdo atualizados € o
processo continua até atingir a convergéncia.

A atualiza¢do dos multiplicadores de Lagrange ¢ feita por:
AR = A0 4 g ox®). (3.59)

Para ocorrer a convergéncia no método do Lagrangiano Aumentado, o valor da
penalidade & basta ser finito, enquanto no método da Penalidade o valor de § tende ao
infinito.

Diversos problemas computacionais devem ser analisados em cada uma das
questdes mencionadas.

Para justificarmos a equagéo (3.59), de (2.36) temos:



Vo LO(x® 5 A9) =VFa™) 4> [A® + &g . Vea®)

i=1

=VFa®) + DO A% vegx®) . (3.60)

i=1

Multiplicando a equag@o (3.60) por:

[ Ve®)' Vex®) 17 veG“)', (3.61)

obtemos:

S = [ Vgx®) Vex®) 17 Vea®) [V LM(x®, 840 - VF ()],
(3.62)

Por hipotese, V., LP(x®, £, A% ) 5 0 e A*" > A" . Entdo, a equagdo (3.62)

resulta em:
A= —[Vex)' Ve(x)]" Vex)' Vf(x). (3.63)

Utilizando novamente o fato de Vy L.®( x®, &, A% ) > 0, a equagio (3.60)

resulta em:

*

Vi(x) + AL Vg(x) = 0. (3.64)

m
i=1
Entdo podemos concluir as condi¢des expressas em (2.31).

O método da Lagrangiano Aumentado pode ser esquematizado nos seguintes

passos:



Método do Lagrangiano Aumentado:

Passo 1: Estime os valores para A e £ e faga k = 0.

Passo 2: Resolva o seguinte problema de minimizagéo:
minimizar L(x,AP£) = f(x) +Z A% gi(x) +Z -é— £ ghi(x).
i=1 i=1
Seja x* a solugdo.

Passo 3: Seja TOL um parametro de convergéncia.
Se [ x®, A®] satisfizer ||V L&®,A® )|l < TOL , pare.

Caso contrario, vé ao passo 4.
Passo 4: Atualize A*"" =A% +& . gx¥).

Passo 5: Fagak=k+ 1 e va ao passo 2.

Quadro n.° 13 - Método do Lagrangiano Aumentado para restricdes de igualdade

3.2.2 - Problemas Com Restrigoes de Desigualdade

3.2.2.1 - Método do Lagrangiano - Conjunto Ativo

A idéia basica do método dos conjuntos ativos é dividir as restrigdes de
desigualdade em dois grupos: o primeiro das restri¢des ativas € o segundo das restri¢des
inativas. As restricdes tratadas como inativas sdo simplesmente ignoradas.

Consideremos o seguinte problema de otimizagdo com restri¢des:

minimizar f(x)
sujeito a g;(x) <0, jeD, (3.65)

xe R,
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onde a fungdo objetivo f(x) e as fungdes de restrigdes g ;(x) sdo continuas com derivadas

parciais continuas até segunda ordem.

As condi¢Oes necessaria para o problema (3.65) sdo dadas por:

q
VAX) + 2. A Veix) =0,
=1

gi(x) <0,
Aj.gix) =0, (3.66)

*

A j 2 0 ,j eD.
Consideremos A(x*) o conjunto das restrigdes de desigualdades ativas na solu¢ao

x*, ou seja, A(x*) ¢ o conjunto dos indices j tal que g j(x*) = 0. Entdo, as condi¢des

necessarias (3.66) podem ser escritas por:

VAS) + 25 A .Vgix) =0,

gix) =0 ,je AKX),
gi(x) <0 ,jeAx), (3.67)

}ujZO ,jeD,

*

AT =0 LjgAR).

As duas primeiras linhas em (3.67) eqiivalem as condi¢cdes necessarias do
problema de otimizagio com restricdes de igualdade, que € a condigdo para que as
restrigdes sejam ativas.

O método dos conjuntos ativos tem como objetivo definir em cada iteragdo um
conjunto de restrigdes chamado de conjunto de trabalho, que se tratara de uma
estimativa do conjunto ativo A(x*). Ele consiste em determinar um conjunto de trabalho
atual, que é um subconjunto das restricdes, e efetuar uma minimizagdo sob restricdes de
igualdade para este conjunto. Se este ponto ndo satisfizer as condi¢des do problema

(3.65), ¢é feita uma atualizagido do conjunto de trabalho e em seguida, calcula-se o novo
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ponto. Quando atingir a solugdo, o conjunto de trabalho passa a ser o conjunto ativo

correto A(x*).

Seja W um conjunto de trabalho dado, que resolve o seguinte problema com

restricbes de igualdade:

minimizar f(x)
sujeito a gi(x) =0, jeW, (3.68)
xe R,

produzindo um ponto Xy, que satisfaga gj(x) <0,j ¢ W.

Este ponto satisfaz a seguinte condi¢do necessaria:

VAx) + D, A;.Vgixw) = 0. (3.69)

JEW

Se A j = 0, para todo j € W, o ponto X,, € uma solugiio local do problema
original. Mas, se existe j € W tal que A ; < 0, entdio a fungdo pode ser minimizada
flexibilizando a restri¢do j . Isto de deduz diretamente na interpretagdo da sensibilidade
dos multiplicadores de Lagrange, pois uma pequena diminui¢do no valor da restri¢do de
0 a —c, produziria uma mudanga na fungio objetivo de A j ¢ , que € negativo. Assim,
eliminando a restri¢do j do conjunto de trabatho, pode-se obter uma solu¢io melhorada.

O multiplicador de Lagrange serve como indicagao das restrigdes que deverao ser
eliminadas do conjunto de trabalho, ou seja, se o multiplicador de Lagrange A ; for
negativo, implica que a respectiva restrigio g; deve ser eliminada do conjunto de
trabalho.

Durante o processo de minimizagio de f{x) na superficie de trabalho, é necessario
controlar os valores das outras restrigdes para ter a seguran¢a de que n3o vdo violar as
restri¢des do problema. Ao mover-se na superficie de trabalho, encontra-se uma nova

fronteira de restrigées de dimensdao menor que anterior.



60

Teorema: Conjunto Ativo (LUENBERGER [9)).

Suponha-se que para todo subconjunto W dos indices das restri¢des, o problema
com restri¢des (3.68) esteja bem definido com uma solug@o tnica ndo degenerada, isto €,
vV j e W, A ;= 0. Ento, a sucessdo de pontos gerada pela estratégia do conjunto ativo

basico, converge a solu¢do do problema de desigualdade.

O custo para resolver o problema (3.65) utilizando o método dos conjuntos

ativos, € a possibilidade de resolvé-lo passando por varios conjuntos ativos incorretos até
. - . . * . . ~

atingir o conjunto ativo correto A(x ). Quando se tem uma boa estimativa da solug¢do ou

do conjunto ativo, o método torna-se eficiente. Na pratica, antes de aplicar o método dos

conjuntos ativos, eliminam-se as restrigdes mediante varios critérios antes de achar um

minimo exato na superficie de trabalho. No entanto, ndo nos deteremos a este assunto,

embora esteja amplamente descrito em LUENBERGER [9].

3.2.2.2 - Método da Penalidade

Para realizarmos uma extensdo do método da Penalidade para a resolugéo de
problemas de programag@o matematica com restrigdes de desigualdade, temos algumas

igualdade, al
dificuldades a serem superadas.

No caso de problemas com restrigdes de igualdade, para obtermos um ponto que
satisfaca as condighes necessarias de otimalidade, basta resolvermos um sistema ndo
linear de equagGes. Entretanto, em problemas que incluem restricdes de desigualdade,
além da resolugdo do sistema ndo linear de equagdes, torna-se necessario que a solugio
deste sistema satisfaga as restrigdes de desigualdade. Neste caso, constroi-se uma nova
fungdo de penalidade.

A fungio penalidade do problema (3.65) ¢ definida por:

PE =S+ - £ 3 <gi®>>, (3.70)



onde & é o parametro de penalidade.

O método da Penalidade pode ser esquematizado nos seguintes passos:
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Método da Penalidade:

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Escolha uma seqiiéncia { £* }— o , por exemplo:

{1,10,10%10°, 10%, ... } .
Resolva o seguinte problema de minimizagao:

q
minimizar P (x, &%) = f(x) + ;— L Z <gi(x)> e

j=1
Seja x* a solugdio.
Seja TOL um parametro de convergéncia.
Se x® satisfizer || g(x) ]| < TOL , pare.
Caso contrario, faga €%V igual ao proximo valor da seqiiéncia

€ va ao passo 2.

Quadro n.° 14 - Método da Penalidade para restrigdes de desigualdade

3.2.2.3 - Método do Lagrangiano Aumentado

Demonstra-se em BERTSEKAS [1,2] que a fungio do Lagrangiano Aumentado

do problema (3.65) pode ser vista como:

L(x,A,E) = f() + Z (A <g@>+ = .E.<g®> ), (7))

=1

onde £ ¢ um pardmetro de penalidade e A ¢ o multiplicador de Lagrange.

A atualizagio dos multiplicadores de Lagrange ¢ dada por (BERTSEKAS [1,2]):
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PEUEL o ol F,.g(x(k’) > (3.72)

O método do Lagrangiano Aumentado pode ser esquematizado nos seguintes

passos:

Método do Lagrangiano Aumentado:

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Estime os valores para A” e & efacak =0.

Resolva o seguinte problema de minimizagéo:
q

minimizar L(x,\%.£)= fx) +Z {Aj.<gj(x)>+ —;—.i .<gj(}11)>2 b
=1

Seja x* a solugio.

Seja TOL um pardmetro de convergéncia.
Se [ x®, A% satisfizer | VLG&®, A%, &) || < TOL , pare.

Caso contrario, va ao passo 4.
Atualize A*P = <A® + ¢ g(x®)>.

Facak=k + 1 e va ao passo 2.

Quadro n.° 15 - Método do Lagrangiano Aumentado para restrigbes de desigualdade

3.2.3 - Problemas Com Restri¢cdes Mistas

Consideremos o seguinte problema geral de otimizag&o:

minimizar

sujeito a

f(x)
gi(x) =0, e
gi(x) <0, jeD, (3.73)

xe R,
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onde a fungdo objetivo A(x) e as fungdes de restrigdes gi(x) e g ;(x) sdo continuas com
derivadas parciais continuas até segunda ordem.

A fungdo penalidade do problema (3.73) ¢ definida por:

q

PxE =f® + .. 2 @+ - &2 <8, (3.74)
i=1 j=1
onde & € um pardmetro de penalidade.

Demonstra-se em BERTSEKAS [1,2] que a fungdo do Lagrangiano Aumentado

do problema (3.73) pode ser vista como:

L(x,0,8) = f@ + 2 { A g@ + 5 &840 )

i=1

& i { L. <gi®>~+ ;—-§-<gj(x)>2 s (3.75)

=1

onde & é um pardmetro de penalidade e A € o multiplicador de Lagrange.

A atualizacdo dos multiplicadores de Lagrange ¢ dada por (BERTSEKAS [1,2]):

Ak = A0 4 g ox®) , para as restricoes de igualdade.
AKD = < A® + £ g(x®) > | para as restrigdes de desigualdade. (3.76)

O algoritmo utilizado nesse trabalho para a solugdo do problema de contato, € o
Lagrangiano Aumentado. Para a minimizagdo sem restri¢des, utilizaremos o algoritmo

Newton / Quase-Newton, como sera descrito a seguir:
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Meétodo do Lagrangiano Aumentado:

D) Processo de inicializacdo das iteragoes.

a ) Estime um valor inicial para xX? .8 e A

b ) Calcule o valor da fungio VL(x* 1) e da Hessiana V? L(x ).

¢ ) Calcule a direcio inicial d resolvendo o sistema de equagdo linear:
[VALGOAD)]T d© = VLEOAO).

d ) Inicialize Ge = d¥ . VL(x A1) e faga GI=Gc.

e ) Inicialize o contador j das iteragdes do BFGS, o contador i do método de

Newton e o contador k do Lagrangiano: i=0,j=0ek=0.

II) Itere em i até atingir a solugdo.
a) Busca unidimensional.
i) Inicialize: s =1,0.
i) Caleule: G(s¥) = d? . VL(x® - s? . d? AY).
iii) Performance requerida na busca unidimensional:
Se[(|G(s?)|>STOL *|Ge|) ou (G(s”)*Gec<0.0)],
entdo itere para s” € (0,1] até | G(s™) | < STOL * | Ge |.
iv) Incremente: x* = x@ —s9 d9.
b) Teste a divergéncia: Se (|| VLEEPAD) | > | VEEPA) 1),
entdo va para o quadro n.°17.
c) Teste a solu¢do do problema: Se (Gec < ETOL *Gl),
entdo va ao passo II1, solucdo satisfeita.
d) Analise o passo da busca: Se (s? < 0,001),
entdo va para o quadro n.° 17.
e) Teste o limite de iteragdes do BFGS: Se (j =max_bfgs),

entdo va para o quadro n.° 17.

f) Va para o quadro n.° 18.




IIT ) Atualizagcdo dos multiplicadores de Lagrange.
a ) Calcule os novos multiplicadores A ¢y : Para todas as Restri¢Ges.
AED= A® 4 £ o (x®) | para as restrigdes de igualdade.
AED = < A® 4+ g g(x®) > | para as restrigdes de desigualdade.
b ) Teste a Convergéncia dos Multiplicadores:
Se (AP —A®| /7 ||A®]| < KTOL), entdo pare.
¢ ) Atualize os Multiplicadores de Lagrange: A*V= A, k=k+1.
d ) Reinicialize com os novos Multiplicadores:
i ) Calcule o novo Residuo: VL(x®? A®).
i ) Calcule a direcdo inicial d” resolvendo o sistema de equacdo linear:
[ VPLGPA®) 1T 49 = vIGEPA®)
i) Atualize: Ge = d¥. VLGP A®) .

e ) Repetir até atingir a solugio: va ao passo Ila.
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Quadro n.° 16 - Método do Lagrangiano Aumentado

Método de Newton.:

a ) Incremente o contador da iteragdo: i=1+1.

b) Calcule o valor da fungio VL(x®,A%) e da Hessiana V ? L(x®A®).

¢ ) Calcule a diregio inicial d” resolvendo o sistema de equago linear:
[ VALGOA®) 1T d9 = VLGEOA®).

d) Atualize Ge =d¥ . VLEOA®) .

e ) Faga j=0 e va ao passo Ila do algoritmo descrito no quadro n.° 16.

Quadro n.° 17 - Minimizagao pelo método de Newton
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Meétodo do BFGS:

a ) Incremente as iteragdes: i=1+1,j=j+ 1.

b ) Férmula Produto do BFGS.

Calcule os vetores v’ e w? | onde:

(i-1)
0 d

= d(i—l) *(Vf(x’“)—Vf(x("*”))

y

_ s(i_l)*(Vf(x(“)—Vf(x(i_”))*d“_”
Vf(x(i—l))*d/i—l)

(i}

w? = - (V) - ) +a O+ vt
BW =(I+v“) *w(i)T) * g U-D *(I+w‘“ *vo‘)T)

¢ ) Calcule d® resolvendo o sistema d® = BY VL (x® A% pelo algoritmo
descrito no quadro n.° 5.

d) Atualize: Ge = d®. VL (x® A®).

e ) Va para o passo Ila do algoritmo descrito no quadro n.° 16.

Quadro n.® 18 - Minimizagao pelo método do BFGS




Capitulo 4

Preludio: Um Modelo Simples com Molas

Neste capitulo, faremos uma aplicagdo dos conceitos de programagio
matematica, estudados nos capitulos 2 e 3, em um modelo simples com molas elsticas
ndo lineares. Apresentaremos a formulagdo do problema juntamente com a sua
interpretagdo fisica. O estudo sera divido em subitens, nos quais serdo analisados os
problemas de otimizagdo sem restri¢des, com restri¢goes de igualdade e com restri¢des de

desigualdade.

4.1 - Sem Restrigdes

Figura 4.1 - Sistema de molas sem restrigdes

Consideremos um simples modelo elastico ndo linear com dois graus de
liberdade, conforme ilustra a figura 4.1. A restri¢io representada pela barreira & esquerda
¢ ignorada, ou seja, ela tem como fungdo apenas impedir que o sistema se torne
hipostatico.

Sejam: r=[r; r; ] o vetor dos deslocamentos nodais do sistema, R=[R; R; ]
o vetor das forcas externas aplicadas nos nos do sistema, S(r)=[S; S;] o vetor
resultante das forgas internas e F(r)=[F; F»] o vetor do residuo do sistema ou

equacdo de equilibrio.
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Na figura 4.1, o sistema de molas se deforma até atingir o equilibrio.
Representaremos os graus de liberdade pelos nos 1 e 2 e as constantes das molas por
a;, az, by e by, onde a; € a parcela linear e b; € a parcela ndo linear.

Consideremos que as duas molas sejam elasticas ndo lineares e que suas forgas

internas sejam dadas pelas seguintes equagdes:

fml . al.r1+b1 ‘I'IQ

fm2=a2-(r2—r1)+b2-(r2_r1)3, 4.1)

onde f m; € a forga interna da mola 1 e f ; € a forca interna da mola 2.

O vetor resultante das forcas internas ¢ definido por:

S = [g] =L 7 J 4.2)

(4.3)

A matriz Jacobiana do modelo de molas da figura 4.1, denomina-se matriz de

rigidez tangente e indicaremos por K, que € definida por:

K = V,8() = 2> (4.4)
= V. S(r a7 ;
ou seja,
al+3-b1-r12 +a; +3-b2-(r2 —r1)2 —a2—3-b2-(r2 —rl)z
K = . @45)

-az—3-bz-(r2—r1)2 a +3-bz-(r2—rl)2
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Claramente, a matriz de rigidez tangente K ¢é simétrica. Também podemos
demonstrar que a matriz K ¢ definida positiva, no entanto, ndo nos deteremos a este

assunto. Essas propriedades justificam o uso do método Choleski para a resolugio de

sistemas lineares.

No problema em estudo, a energia potencial é definida pelas seguintes equagdes:

U(l‘) =U1(l‘) + Uz(l‘) - RT r

N |

U1 (l’) .ap . I'12 + % . b] . I'14 (46)

]

1
Uz(l’) E‘az.(rz—r1)2+%‘bz.(rz—ﬁ)“,

onde U(r) ¢ a energia potencial total do sistema, U;(r) ¢ a energia potencial da mola 1 e
Ux(r) ¢ a energia potencial da mola 2.
Para resolvermos o sistema com molas ilustrado na figura 4.1, utilizamos os

conceitos de programagio matematica sem restrigdes. Entdo, esse problema pode ser

formulado da seguinte maneira:

minimizar U(r)

rec R, 4.7

onde a funcfio objetivo ou energia potencial U(r) é continua com derivadas parciais

continuas até segunda ordem.

A condicdo necessaria de otimalidade ¢ dada por:
VU@ =0, (4.8)
ou seja,

a . It "'}.')1.1'13 iR az.(rz—l'l) — bz.(l’z-—rl)3 —R1 = (0

az.(rz—r1)+b2.(r2—r1)3~R2=O, (49)
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onde (4.9) é a equagdo de equilibrio ou residuo do sistema.

A equagio (4.9) pode ser reescrita como:

F(r)=S(r)-R =0, (4.10)

onde o vetor de equilibrio F(r) é definido pela equagio (4.3).
Para a resolugio do sistema de equagdes ndo lineares (4.10), utilizamos os

algoritmos apresentados no capitulo 3, ou seja, os métodos de Newton, BFGS e

Newton / Quase-Newton.
Consideremos o sistema de molas ilustrado na figura 4.1. Sejam as molas 1 e 2
lineares, ou seja, b; = b, = 0. Neste exemplo, a equagdo de equilibrio (4.9) € escrita

comao:

a .y — 82.(1'7_—1'1) - R] = O,

a.(np-n)-R =0. (4.11)
Como esse problema é linear, a equagdo (4.11) pode ser reescrita por:
Kr-R=0, (4.12)
ou seja,

fa1+a2 —aﬂ rrﬂ [R
a2

N
J M = LRJ. (4.13)

Logo, temos uma resolugio de um sistema linear. Neste caso, a solucdo ¢ direta,

ou seja, o problema ndo ¢ iterativo, basta aplicar 0 método Choleski. A solugdo ¢ dada

por:

[r, ] [1/a, 1/a, 1 [R,]
erJ ) Ll/a1 1/a1+1/a2J [RZJ' (4.14)
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Consideremos ainda que os parimetros do problema acima sejam dados por:
a1 =a,=20 Kgf .cm™ |

b1 =b,=0 Kgf.cm™,

R; = 1.000,0 Kgf,

R,=0 Kgf .

EntHo a solu¢do desse problema linear € dada por:

r = [50,00 50,00].

Avaliaremos agora um problema ndo linear. Consideremos a mola 1 ndo linear ¢ 2
mola 2 linear. Adotemos os seguintes dados:

a; = a,=b; =20 Kgf.cm”,

b,=0 Kgf.cm™,

R, =1.000,0 Kgf,

R,=0 Kgf ,

ETOL =107,

max_bfgs = 10.

Aplicando os algoritmos de otimizagdo sem restrigdes apresentados no capitulo
3, ou seja, o método de Newton e o método de Newton / Quase-Newton, obtemos a

tabela abaixo:

Iteragdes Iteragdes
(0) .
r r R
Newton | Newton/BFGS
0 3,5936 | 1000 2N, 10 BFGS,
0 3,5936 0 12 N. 1N e 2 BFGS.

Tabela 4.1 - Problema sem restrigdes

Quando se divide a carga em »n partes e resolve o sistema para cada carga
acumulada, tendo como estimativa inicial a solugdo da carga anterior, resolvemos o

problema de uma forma incremental.
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Aplicando os algoritmos neste exemplo para 5 incrementos de cargas, obtemos a

tabela abaixo:

o R i Iteragdes Iteracdes
Newton | Newton/BFGS
0 2 200
0 2 0 9N 2N e 10 BFGS.
2 2,5917 400
2 2,5917 0 4N. 1 N e 5 BFGS.
2,5917 3 600
2,5917 3 0 4N. 1N e 4 BFGS.
3 3,3225 800
3 3,3225 0 4N. 1 N e 4 BFGS.
3,3225 | 3,5936 | 1000
3,3225 | 3,5936 0 4N. 1 N e 4 BFGS.

Tabela 4.2 - Problema incremental sem restrigoes

Através do estudo comparativo feito entre 0 método de Newton e o método de
Newton / Quase-Newton, mostrado nas tabelas 4.1 e 4.2, observamos que o numero
total de iteragdes aumentaram quando combinamos o método de Newton com o BFGS.

Notemos ainda que no método de Newton, em cada iteragdo devemos calcular a
Hessiana e resolver um sistema de equagdes. Na combinag¢do dos métodos, fazemos na
maioria das iteragdes uma atualizagdo da inversa da Hessiana, sé calculando-a quando
for necessario utilizar o método de Newton. Percebemos entio, que cada problema deve
ser avaliado, para que se tome uma decisdo de qual o método a ser utilizado. Quando um
problema tem uma grande dimensio, a combinago dos métodos pode tornar
computacionalmente mais eficiente a solug@o do problema.

Os algoritmos em estudo tém boa eficiéncia para estimativa inicial proxima da
solugio. Quando esta estimativa inicial estiver longe da solugdo, uma sugestdo para
contornarmos esse problema € resolvé-lo de uma forma incremental, ou seja, aplicar a

carga gradualmente resolvendo o sistema para cada incremento, forgando assim, que o
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valor inicial adotado fique proximo da solugdo. Podemos observar também, que na

resolugdo de um problema incremental, as iteragdes diminuem em cada passo.

4.2 - Com Restrigoes de Igualdade

R,

a1, b — a2.b:

Figura 4.2 - Sistema de molas sob restricdo de igualdade

Para ilustrarmos o problema de otimizagdo com restrigdes de igualdade,

consideremos um simples modelo elastico nfo linear com dois graus de liberdade,

conforme mostra a figura 4.2. Utilizaremos a mesma notagfo da secéo anterior.

Na figura 4.2, o sistema de molas se deforma até satisfazer duas condigdes: A

primeira, o0 nd 2 tem obrigatoriamente que se movimentar até€ atingir o deslocamento

prescrito u, e na segunda, o sistema tem que atingir o equilibrio.

A restri¢do do problema € linear, definida por g(r) = r—u, = 0.

Entdo, o problema de otimizagdo com restrigdes de igualdade para esse exemplo,

pode ser formulado da seguinte maneira:

minimizar

sujeito a

U (r)
gr) =rn-u =0,

re R,

(4.15)

onde a fungdo objetivo ou energia potencial U(r) é continua com derivadas parciais

continuas até segunda ordem.

Existem duas maneiras para se resolver o problema (4.15). A primeira, consiste

na eliminacdo de variaveis. Isto é, uma vez conhecido o deslocamento imposto de uma
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variavel, reduzimos o grau de liberdade do sistema eliminando-a, ou seja, resolvemos o
sistema apenas para os graus de liberdade livres ou sem restrigdes. Com isso, entramos
em um problema de otimizagdo sem restrigdes e para resolvé-lo, basta aplicarmos os
conceitos e os algoritmos discutidos no item 4.1.

Para a solucdo do problema (4.15) pelo método da eliminagdo de variavel,
teremos inicialmente que considerar uma for¢a que o no aplica no sistema, definida por

F., resultando na seguinte equagio de equilibrio:
F(r) = S(r) + F. -~ R =0, (4.16)

onde:

A equagio de equilibrio (4.16) pode ser representada pelo seguinte sistema de

equagdes ndo lineares:

fi(r1) ca.mtb -2 (n-1n)-b.(r-1n)’-R =0,
fz(rl,Q) :az.(rz—r1)+b2.(r2—r1)3+ q—R2 = 0. (418)

Na equagdo (4.18) o deslocamento r, € conhecido (1, = u, ) € 11 € g sdo as
incognitas do problema.

Entdo o problema (4.15) pode ser representado pelo seguinte sistema de

equagoes:

fi(rn) car.rit+b.r’-a. (uy-r)-b(uy-1) =R =0

>

(11, 9) :az.(up—r1)+b2.(up—r1)3+ g-R, =0. (4.19)

Consideremos o sistema de molas ilustrado na figura 4.2. Sejam a mola 1 néo

linear e a mola 2 linear. Os pardmetros do problema (4.19) sdo dados por:
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a;=a,=b; =20 Kgf.cm™,
b, =0 Kgf .cm™,

R, =1.000,0 Kef,

Ry =0 Kgf,

up=3cm.

Podemos simplifica-lo da seguinte maneira:

fi(ry) = 20.1 +40.1, — 1060 = 0,
fo(r,q9) © g =20.1 — 60. (4.20)

Para a solu¢io do sistema de equacdes (4.20), resolvemos primeiramente f;
obtendo r; e em seguida, introduzimos r; em f, obtendo a reagdo q.

A solugiio do problema (4.20) é representada na tabela abaixo:

r R F.
3,5789 1000 0
3 0 11,5789

Tabela 4.3 - Problema sob restricdo de igualdade (eliminagio de variavel)

A segunda maneira para se resolver o problema (4.15), ¢ considerar os graus de
liberdade livres € os graus de liberdade sob restrigdes.
Uma técnica para a solugdio do problema (4.15), é o método do Lagrangiano,

cuja fungdo Lagrangiana ¢ definida por:

L@, AN)=U@ +Ar.(r2—up), (4.21)

onde A é o multiplicador de Lagrange. Como o problema é de otimizagdo sob restri¢des

de igualdade, A ¢é irrestrito de sinal, ou seja, A € R .
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Como mencionamos no capitulo 2, uma condigdo necessaria para um minimo

local do problema (4.15), € que [ r, A ] seja ponto estacionario da fungdo Lagrangiana.

Desta forma, ¢ imediato que:

onde:

VL(r,A)=0. (4.22)
Reescrevendo a equagdo (4.22) temos:

V., [Ur) + A . (r2-u,)] =0,
n-u, = 0. (4.23)

A condi¢do (4.23) resulta no seguinte sistema de equagdes:

F(r,A)=S(r)+ A.V,glr) —-R=0

g(r)=nn—-uy, =0, (4.24)
Vig) =[0 1] (4.25)
A.Vig)=[0 A]. (4.26)

Reescrevendo o sistema (4.24), obtemos:

f,(rl,rz) :a1.r1+b1.r13—a2.(rz—rl)—bz.(rz—r1)3 —R1=0,
fg(rl,rz,)\‘)33.24(I'2—I'1)+b2.(1'2—1'1)3 +}\.—R2 = 0, (427)
f3(r2) Il'z—up=0.
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A matriz Jacobiana do sistema de equac¢des (4.27) é dada por J=87/d,.x.
Logo:

a,+3-b-r’+a, +3-b, -(r2 —rl)2 -a, —3-b, -(r2 —rl)2 O7

3= —a,-3-b,-(r 1)’ a,+3:b,-(r —r) 1], 428)

0 1 0

Comparando f; de (4.18) com f> de (4.27), observamos que o multiplicador de
Lagrange A é igual & variavel ¢ do método de eliminagdo de variavel (4 = g). Entéo,
podemos concluir que o multiplicador de Lagrange ¢ interpretado fisicamente como uma
forca de rea¢do que o no aplica no sistema, positiva na compressio € negativa na tragao.

Consideremos o sistema de molas ilustrado na figura 4.2. Sejam a mola 1 ndo
linear e a mola 2 linear. Adotemos os parametros do problema (4.19). Entdo, o problema

(4.27) pode ser simplificado por:

fi(ri,r2)  :20.1r° +40.1 — 20.1, — 1000 = 0,
fo(r,n,A):-20.11 +20.1, + A =0, (4.29)
f3(12) 1, —-3=0.

A solugdo do problema (4.29) é representada na tabela abaixo:

r R A
3,5789 1000
3 0 11,5789

Tabela 4.4 - Problema sob restrigdo de igualdade (Lagrangiano)

O método Lagrangiano € bastante simples, porém pode apresentar diversos
problemas computacionais. Ndo se tem, por exemplo, garantia de que a matriz Jacobiana

do sistema seja definida positiva.
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Outra técnica para a solu¢do do problema (4.15) é o método da Penalidade, cuja

fungdo penalidade é definida por:

P(r§) = U(r)+%—.&_,.(r2—up)2, (4.30)

onde & é a penalidade.
O método da Penalidade consiste em transformar o problema (4.15), em um
problema sem restri¢des, bastando minimizar a fungio penalidade (4.30). A equagdo de

equilibrio ¢é definida por:

V. P(r,&) = F(r,£) = S(r) + F(r, &) - R =0, (4.31)
onde F(r, &) é dado por:
F(r,8) =10 &.(rz—u)]. (4.32)

Reescrevendo o sistema (4.31), obtemos:

ﬁ(l’l,rz) :al.r1+b1.r13—a2.(r2—r1)—b2.(r2—r1)3—R1 = 0,

_ﬁ(rl,rz,(:) :az.(rz—r1)+b2.(r2—r1)3 +§.(r2—up)—R2 = 0. (433)

Ri
: > az,bz

a1,b1

Figura 4.3 - Interpretacéo fisica para o método da Penalidade
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O problema (4.33) ¢ ilustrado na figura 4.3. Podemos ver que o né 2 do sistema
com molas, a depender da magnitude dos esfor¢os externos, pode violar a barreira que
dista u, do n6 2 na configuragdo de referéncia. Fazendo o equilibrio para o n6 2, de

(4.33) temos:

Sz + Fcy — Ry = 0. (434)

O que € equivalente a:

R2—82:§.(r2~up). (4.35)

A interpretagdo grafica do algoritmo para a resolugdo do sistema ndo linear
(4.35) pelo método da Penalidade, € ilustrado na figura 4.4. O sistema (4.35) ¢ dividido
em duas fungdes dadas por fi:Ra—S; e Fcy(€):€.(r2—1u,) , onde a fungdo f;
representa o problema de otimizagdo sem restrigdes. A fungéo Fc, (§) é desenhada para
cada valor de € . A solugdo do sistema (4.35) esta na intersecdo das fungdes fi e Fc(€) .

Sabemos que, o método da Penalidade consiste em adotar uma seqiiéncia de
valores para § e resolver o sistema (4.35) para cada valor de . Na figura 4.4, podemos

k)

observar quer,”” —u, quando £ - .

Forca [

—

R;- S

Figura 4.4 - Equilibrio do n6 2 pelo método da Penalidade
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Logo, podemos concluir que o pardmetro de penalidade &, € interpretado
fisicamente como uma mola muito rigida aplicada para penalizar a restri¢do do n6 2.

Consideremos o sistema de molas ilustrado na figura 4.3. Sejam a mola 1 ndo
linear e a mola 2 linear. Os pardmetros do problema (4.33) sdo dados por:

a;=a,=by, =20 Kgf.cm”

b,=0 Kgf.cm™,

R, = 1.000,0 Kgf,

R, =0 Kgf,

u,=3cm,

ETOL = 107,

max_bfgs = 10.

Entdo o problema (4.33) pode ser simplificado por:

fi(n,rz) 120,17 +40.1 —20.1, — 1000 = 0,
fz(rl,rz) I—20.I'1+(20+E_,).I'2—3.g=0. (436)

Adotando uma seqiiéncia dada por { 1, 10, 10%, 10°, 10%, 10°, ...} e resolvendo o
problema (4.36) em relagdo a1 e r, atribuindo cada valor dessa seqiiéncia a & , a solugdo
do problema ¢ atingida quando o valor de & for igual a 10°.

A solugdo do problema (4.36) é representada na tabela abaixo:

X IteragGes IteragOes
" r R F. 3
Newton |Newton/BFGS

0 3,5789 | 1000 0 2 N, 10 BFGS
0 3 0 0 10 N. e 1N 10°

Tabela 4.5 - Problema sob restrigdo de igualdade (Penalidade)

O método da Penalidade é muito sensivel ao parimetro de penalidade & , que

deve ser escolhido muito grande para levar & solugdo. Entretanto, quando o parametro &

cresce muito, podemos ter um problema de mau condicionamento.
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Outra técnica € o método do Lagrangiano Aumentado, que utiliza o Lagrangiano

(4.21) acrescentando um termo que penaliza as restrigoes. Podemos escrever o

Lagrangiano Aumentado da seguinte forma:
L AE) = U@ + A (r2-up) + _;_.g.(rz—up)z,

onde & é a penalidade e A é o multiplicador de Lagrange.

Temos que:
Ve Lir,\,&) =0,
ou seja,
F@r AE) =S(r)+ F(@AE -R=0,

onde:

0

RO aeg, -0,

A atualizagio dos multiplicadores de Lagrange ¢ dada por:

X(k+1)=[0 )\'(k)+§~(r2(k)_up)]_

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

A equagio (4.39) é a equagdo de equilibrio e pode ser escrita pelo seguinte

sistema de equagdes:

a.rn + b1.1'13 = az.(rz—rl)— bz.(rz—r1)3 - R, =

a2.(r2—r1) + bz.(rz—r1)3 + A+ &_,.(I'z—up) - Ry, = 0,

ry,nmn, 7»,& e‘.R".

(4.42)
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Fazendo o equilibrio para o no6 2, de (4.42) temos:

S, + Fe; —R; = 0. (4.43)
O que ¢ equivalente a:

Ro=S =A+8.(n-u). (4.44)

A interpretacgio grafica do algoritmo para a resolugdo do sistema ndo linear (4.44)
pelo método do Lagrangiano Aumentado, é ilustrado na figura 4.5. O valor de & ¢é
constante e o multiplicador de Lagrange A® é escolhido e fixado no comego de cada
minimizagdo sem restricdes. A seguir, o funcional L(r,A,£) é minimizado em relagéo a r.

No final de cada minimizagio os valores de A® sdo atualizados por

AMD = a0+ e (¥ -u,) e o processo continua até que A®

&)

atinja a convergéncia,
ou seja, L > u, quando A® - A® | ou até que (r —u, ) < TOL, onde TOL ¢ uma

precisdo pré-fixada.

Feo (1, X(*))
Fe; (12, A7)
Fop (r2.A")

Fcz(fz,;um))

Figura 4.5 - Equilibrio do né 2 pelo método do Lagrangiano Aumentado.
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O processo iterativo do Lagrangiano Aumentado ¢ ilustrado na figura 4.5.
Adotamos  inicialmente A® = 0. Em seguida, desenhamos a funcdo
Fea (12, A?) = A2+ & . (r; — u, ). Minimizando o funcional (4.37) obtemos o valor de
r2?, ou seja, a solugdo 1, do sistema (4.44) esta na intersegdo das fungdes fi: R, - S;
e Fep( 12, A?). Atualizamos entdo, o valor de AV = A9+ & . (1, — u,) e desenhamos a
funcdo Fey (12, AY) = AV + £ . (1 — u,) . E assim sucessivamente, até que A* — 17 e

) K
conseqiientemente " —>u, .

A matriz de rigidez do sistema (4.42) ¢ definida por:

a +3-b-r? +a, +3-b, - (r, —rl)2 —a,—3-b,-(r, —rl)2
K= . (4.45)
—ag—?,-bz-(rz—rl):Z a; +3-b2-(r2—r1)2+éj

Consideremos o sistema de molas ilustrado na figura 4.2, onde a mola 1 € nédo
linear e a mola 2 é linear. Os pardmetros do problema (4.42) sdo dados por:

a1 =a,=b; =20 Kgf .cm™,

b,=0 Kgf.cm™,

R, = 1.000,0 Kgf,

R, =0 Kgf,

u,=3cm,

ETOL =107,

KTOL = 10",

max_bfgs = 10.

O sistema de equagdes (4.42) pode ser simplificado por:
20.1° +20.1; — 20.(r2-1;) — 1000= 0,

20 (rz-1) + A +E.(r-3)=0, (4.46)
Iy, n, )u,& e R".



84

Aplicando o algoritmo do Lagrangiano Aumentado estudado no capitulo 3 no

sistema (4.46) e adotando o pardmetro de penalidade £ = 100, obtemos a tabela abaixo:

Iteragdes Iteragdes
(0) g
r r R A
Newton Newton / BFGS
0 3,5789 1000 0 IONLNLN | 2N, 10B,N.L B,L.B,
0 3 0 11,5789 | L.N,L,N. L,B,L,B.

Tabela 4.6 - Problema sob restrigdo de igualdade (Lagrangiano Aumentado)

Na tabela 4.6, podemos ver claramente que A = 11,5789. Observemos que no
método do Lagrangiano Aumentado, o pardmetro de penalidade & ¢ finito (§ = 100), ou
seja, qualquer valor de & garante a convergéncia.

Aplicando o algoritmo do Lagrangiano Aumentado no exemplo (4.46) para 5

incrementos de carga, obtemos a tabela abaixo:

‘ Iteragdes Iteragoes
r® r R A
Newton Newton / BFGS
0 2,0693 | 200 0 8N,L,2N.L N.L, | 2N,8B, L,B,N,B, L,
0 3 0 ~18,6131 | N,L.N,L, N. B,L.B.L,B,L,B.
2,0693 | 2,6100 | 400 0 5N,L,N,L,N, L, N,5B, L,B,L,B,L,B,
3 3 0 ~7,7996 | N,L,N,L,N. L, B, L B.
2,6100 3 600 0 4N,L,N,L,N, L, N,4B, L,B,L,B,L,B,
3 3 0 0 N,L,N, L, N. L,B, L, B.
3 3,3133 | 800 0 4N,L.N,L,N, L, N,4B, L,B,L,B,L,B,
3 3 0 6,2661 N, L N, L N. L,B.L,B.
3,3133 | 3,5789 | 1000 0 4N,L N,L,N, L, N,4B, L,B,L,B,L,B,
3 3 0 11,5789 | N,L,N,L,N. L, B, L, B.

Tabela 4.7 - Problema incremental sob restricdo de igualdade (Lagrangiano Aumentado)



85

Observamos na tabela 4.7, que quando a forca externa aplicada no né 1 for
inferior a 600 Kgf, ou seja, R; <600 Kgf , o multiplicador de Lagrange ¢ negativo
(tragdo). Quando R;=600Kgf, o sistema se auto-equilibra € o multiplicador de
Lagrange é nulo. Quando R;>600 Kgf, o multiplicador de Lagrange ¢ positivo

(compressio).

4.3 - Com Restrigoes de Desigualdade

Figura 4.6 - Sistema de molas sob restricdo de desigualdade

Para ilustrarmos o problema de otimiza¢io com restri¢des de desigualdade ou o
problema de contato sem atrito, consideremos um simples modelo elastico ndo linear
com dois graus de liberdade, conforme mostra a figura 4.6.

O sistema de molas se deforma quando submetido a esforgos externos. Contudo,
sofre uma restrigéio na barreira que na configuragdo de referéncia dista u de r, , ou seja,
r; < u. Além disto, o sistema deve atingir o equilibrio.

O problema representado pela figura 4.6, pode ser formulado como segue:

minimizar U
sujeito a gr) =rn-u<0, (4.47)
re R,

onde a funciio objetivo ou energia potencial U(r) é continua com derivadas parciais

continuas até segunda ordem.
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Uma técnica para a solugdo do problema (4.47), é o método do Lagrangiano,

cuja fun¢iio Lagrangiana pode ser vista como (BERTSEKAS [1,2]):
Lr,A)=U@ + A.<(r2 —u)>. (4.48)

Uma condigio necessaria para que x_ seja solugio do problema (4.47) € dada por

V.L (', LX) = 0, o0 que resulta no seguinte sistema de equagdes ndo lineares:

F(r,A)=8(r) + F(r,A) -R=0
A =20, (4.49)

>

onde F.(r, L) é dado por (BERTSEKAS [1,2]):

F(r,A)=[0 <A>], (4.50)
ou seja,

F.(r,\)=[0 0], se A <0,

F.(r,A\)=[0 A], se L >0. 4.51)

Reescrevendo o sistema (4.49), obtemos:

f](l’],rz) ta; . + ]Z)].I'13 = az.(rz—rl) - b2.(r2—r1)3 = R1 = 0,
fi(r,m,A) 4. (n-n)+b.(np-n) +<i>-R, =0, (4.52)
f3(12) ‘rp,—u<0.

Consideremos o sistema de molas ilustrado na figura 4.6. Sejam a mola 1 ndo
linear e a mola 2 linear. Os pardmetros do problema (4.52) sdo dados por:

a;=a,=b; =20 Kgf.cm™,

b,=0 Kgf.cm™ |



87

R; =1.000,0 Kgf,
R,;=0 Kgf,
u =3 cm.

Entdo o problema (4.52) pode ser simplificado como:

fi(ri,r;)  :40.1 +20.r —20.r, — 1000 = O,
fg(rl,rz,k):20.r2—20.r1+<k>=0, (453)
f3(r2) 21'2—3SO.

O problema (4.53) é resolvido pelo método dos conjuntos ativos. No exemplo
acima, como se trata de uma unica restrigio, ou ela € ativa ou ela é inativa.
Consideremos inicialmente que a restrigdo seja inativa. Resolvendo o problema (4.53),
obtemos A =0, r; =3,5936 e 1, = 3,5936, violando a restri¢do r, <3. Entéo, podemos
concluir que a restrigio é ativa. Em seguida, resolvendo o problema (4.53), obtemos
A=11,5789, r; = 3,5789 e r, =3, satisfazendo as condi¢des do problema.

A soluggio do problema (4.53) é representada na tabela abaixo:

r R A
3,5789 1000
3 0 11,5789

Tabela 4.8 - Problema sob restrigio de desigualdade (Lagrangiano)

O multiplicador de Lagrange A pode ser interpretado fisicamente como uma forga

de reagiio que o n6 2 aplica no sistema, positiva na compressio e nula na tragao.

Outra técnica para a solugdo do problema (4.47), é o método da Penalidade, cuja

fungio penalidade ¢ definida por:

P(r,&)=U(r)+;—.§.<(r2—u)>2. (4.54)
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A equagdo de equilibrio € definida por:

F(r,&)=S(r) + F(r,£) —~R =0, (4.55)
onde F(r , & ) é dado por:

F(r,£) =[0 <&.(r2-uw>], (4.56)
ou seja;

Fe(r,§) = [0 0] ;€8 . (12— u) <0,

Fe(r,£)=[0 &. (12— u)] ,sef (12— u) > 0. (4.57)

Reescrevendo o sistema (4.55), obtemos:

f](l’],rz) :a1.r1+b1.r13—a2.(rz—rl)—bz.(rz—r1)3—R1=0,

fg(I’l,I'z,&) :az.(rz——r1)+b2. (r2—r1)3+<§. (rz—U)>-’R2=0. (458)

Fazendo o equilibrio para o no 2, de (4.58) obtemos:

Sz + Fcp, — Ry = 0. (459)

O que é equivalente a:

Rz—Sz=<g.(I'2—U)>. (460)

A interpretagio grafica do algoritmo para a resolugdo do sistema ndo linear
(4.60) pelo método da Penalidade, ¢ ilustrado na figura 4.7. Por questdes didaticas,
consideremos que o sistema com molas quando carregado e resolvido ignorando as

k= s b . R . *
restricdes, tende a se equilibrar com o n6 2 violando a restrigdo, ou seja, ") >u, como

mostra a fungdo R, —S, . Por hipdtese temos ;¥ —u<0. Desenhando a fungdo
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Fc, () : <& .(rp—u)> para cada valor de & , podemos concluir que quando & — o,
S .
O parimetro de penalidade & é interpretado como uma mola muito rigida aplicada

no né 2, que funciona apenas quando estiver submetida a compressao.

Forga A

—

RZ—- S2

Figura 4.7 - Resposta nio linear para o método da Penalidade

Consideremos o sistema de molas ilustrado na figura 4.6. Sejam a mola 1 ndo
linear e a mola 2 linear. Os pardmetros do problema (4.58) sdo dados por:

a1 =a; =b; =20 Kgf .cm™,

b, =0 Kgf cm?,

R, =1.000,0 Kgf,

R,=0 Kgf,

u=3cm,

ETOL = 107",

max_bfgs = 10.

Entdo o problema pode ser simplificado por:

fi(ri,r2)  :40.r; +20.1° — 20.1, — 1000 = 0,
fo(r,rz) =200 +20., + <&.(rp -3)>=0. 4.61)
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Adotando uma seqiiéncia dada por { 1, 10, 107, 10°, 10%, 10°, ...} e resolvendo o

problema (4.61) em relagdo a 1, e 12, a solugdo do problema ¢ atingida quando o valor

de £ for igual a 10°, como mostra a tabela abaixo:

i Iteragoes Iteracoes
¥ r R F. £
Newton {Newton/ BFGS
0 3,5789 1000 0 2 N, 10 BFGS,
0 3 0 0 12N. | 2N e 1 BFGS. 10°

Tabela 4.9 - Problema sob restrigdo de desigualdade (Penalidade)

Outra técnica é o método do Lagrangiano Aumentado, cuja fungdo pode ser vista

como (BERTSEKAS [1,2]):

L, ME) =U@ + A.<(rz—u)>+ ;—.§.<(r2—u)>2 ,

onde & é a penalidade e A é o multiplicador de Lagrange.

Temos que a condigdo de otimalidade para (4.62) ¢ dada por:

Vl‘ L(r7 7\'7&) = 07
A 20,

ou seja,

F(@AE)=8S(r)+ F(@A& -R=0,

onde BERTSEKAS [1,2] demonstra que:

r
R0 | -y

A atualiza¢do dos multiplicadores de Lagrange ¢ dada por:

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
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l(ku):[o <X(k)+§.(r2(k)—u)>], (4.66)
ou seja:

A& =[0 0], se A9+ & (r®-u) <0,
ACD =10 A®+E (®-u)], se A® +E.(¥-u) >0 (467)

A equagio (4.64) é a equagdo de equilibrio e pode ser escrita pelo seguinte

sistema de equagoes:

a.rn + b1.1'13 = az.(rz—rl)— bz.(rz—r1)3— R, = 0

2

az.(rz—rl) +b2.(r2—r1)3 + < A+ E_,.(I'z—u) > — R2 - 0,

A >0, (4.68)
n,n, A, € R".

Fazendo o equilibrio para o n6 2, de (4.68) temos:

S; + Fe; —R; = 0. (4.69)
O que € equivalente a:

R, - S = <A+&.(rz-u) >. (4.70)

A interpretagdo grafica do algoritmo para a resolugio do sistema ndo linear
(4.70) pelo método do Lagrangiano Aumentado, ¢ ilustrado na figura 4.8. Consideremos
que o sistema quando carregado e resolvido ignorando a restri¢éo se equilibre com o nd
2 violando a restri¢do, como mostra a fungdo R, - S, .

Adotamos inicialmente A® = 0. Em seguida, desenhamos a fungdo
Fc (1, A?) = < A® + &  (r,—u)>. Minimizando o funcional (4.62) obtemos o valor
de ', ou seja, a solugdo ® do sistema (4.70) estd na interseciio das funcdes

£ :Ry— Sy e Fey( 12, A?). Atualizamos entfio, o valor de AV = < AO+E . (¥ -u)>e
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desenhamos a fungdo Fcy (1, AV) = <AP+ & . (r; — u) > . E assim sucessivamente, até
®

que A® - 1 e conseqiientemente ;" > u .
Forca k i
Fe, (1,17)
Fe, ( n, 7\,(2))
FGz (1'2, 7\.(‘1))
Fey (12,17)

o

Figura 4.8 - Resposta néo linear para o método do Lagrangiano Aumentado

Consideremos o sistema de molas ilustrado na figura 4.6, onde a mola 1 ¢é ndo
linear ¢ a mola 2 ¢é linear. Os parametros do problema (4.68) sdo dados por:

a;=a;=b; =20 Kgf .cm™,

b, =0,

R; =1.000,0 Kgf,

R,= 0 Kgf,

ETOL = 10",

KTOL=10",

£=100,

u=3cm,

max_bfgs = 10.

Entdo, o problema pode ser simplificado por:

20.1; +20.1° —20.(r,—1;) — 1000 = O,

20. (1) +<A+&.(rp-3)>=0,

A=0, @.71)
ri,n, A,E € R".
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Aplicando o algoritmo do Lagrangiano Aumentado, obtemos a tabela abaixo:

. lteragoes lteragdes
r® r A
Newton Newton / BFGS
0 3,5789 1000 0 12N,LNLN, | 2N, 10B,N.2B,L B,
0 3 11,5789 | L,N,L,N. L,B,L,B,L,B.

Tabela 4.10 - Problema com restrigdo de desigualdade (Lagrangiano Aumentado)

Resolvendo o exemplo acima para 5 incrementos de carga, temos:

IteragOes Iteragoes
sl r R A
Newton Newton / BEGS
0 2 200 0
0 2 0 0 9N. 2N, 7B,N,B.
2 2,5917 | 400 0
2 | 25917 o0 0 5N N,5B.
2,5917 3 600 0
2,5917 3 0 0 4 N. N, 10B.
3 3,3133 | 800 0 4N,L,N,L,N,L, | NJ4B, L,B, LB L BL,
3 3 0 6,2661 N,L,N,L,N. B,L.B.
3,3133 | 3,5789 | 1000 0 4N,L,N,L,N,L, | N4B, L,B,L,B,L.B,L,
3 3 0 11,5789 | N,L,N,L,N. B,L,B.

Tabela 4.11 - Problema incremental sob restrigdo de desigualdade (Lagrangiano Aumentado)

Analisando a tabela 4.11, podemos concluir que quando a forga externa

R; <600 Kgf ndo ha contato, ou seja, o multiplicador de Lagrange ¢ nulo. Entdo o

problema coincide com o problema sem restrigdes. Quando R; > 600 Kgf existe contato

e o problema coincide com o de restri¢des de igualdade.




Capitulo 5

Andlise Ndo Linear de Trelicas Espaciais

5.1 - Formulagdo'

A formulagio que serd apresentada neste capitulo corresponde a teoria geral
exata para a analise nfio linear de trelicas espaciais em regime elastico, sem limites nos
deslocamentos e nas deformagdes.

A formulagio que sera abordada é vetorial, entio, podemos considerar um
sistema de coordenadas, denominado de sistema global de coordenadas, que vale para
toda a estrutura.

Por simplicidade, consideremos que as barras das trelicas espaciais sejam
prismaéticas, ou seja, que a segdo transversal seja constante ao longo do eixo.

A configurago de referéncia pode ser adotada como a configuragdo inicial ou
indeformada, ou qualquer outra configuragio conhecida. Na configuracdo atual, atua

sobre a barra uma forg¢a normal N, conforme ilustra a figura 5.1.

Configuracgiio de Referéncia

. Configuracio Ataal

\
4
;

- €e

Y

Sistema Global de
= Coordenadas

Figura 5.1 - Configuragbes de uma barra de treliga espacial

'Esta segdo esta abalizada em PIMENTA [11, 12].
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Sejam V; , A, £ o volume, a area da se¢do transversal e o comprimento da
barra, respectivamente, na configuragio de referéncia e Ve, Ac , £ o volume, a area da

secdo transversal e o comprimento da barra, respectivamente, na configuragdo atual ou

corrente. Suas relagGes s3o dadas pelas seguintes equagdes:

V. = AL,
Ve = Al (.1)

Uma medida basica de deformagcio é o estiramento, que ¢ definido por:
A=2¢14. (5.2)
O alongamento linear de uma barra de treliga € definido por:

e = A-1= (4 —-4) ¢ (5.3)

Convencionando a derivada em relagdo ao tempo por um ponto superposto, as

taxas de deformagdes sdo calculadas derivando (5.3). Entdo:

L d 8 L]
=—[A-1]=A= 06" ¢.. 5.4
g 5t[ 1] AR (5.4)

As deformacdes virtuais sio definidas de forma semelhante a derivada no tempo e

podem ser expressas como:
de = 47184, , (5.5)
onde 8€ é uma deformacdo virtual e 8/, é um acréscimo virtual do comprimento da

barra.

A tensdo nominal atuante na barra na configura¢do deformada € definida por:
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6 =N/A. (5.6)
A tensdo de Cauchy atuante na barra na configuragdo deformada ¢ definida por:
6. = N/ A.. (5.7)
Uma barra de trelica est4 em regime elastico, se existir uma relagdo em que a
cada deformagdio associe uma so tensdo. A equagdio constitutiva elastica é expressa da
seguinte maneira:

c = o(g). (5.8)

Definindo ¢ a energia de deformagdo por unidade de volume da configuragdo de

referéncia, expressa por

()= [ o(n) dn, (5.9)
a energia de deformagdo da barra de treli¢a pode ser dada como:
U=A.%. o=V ¢. (5.10)

Da defini¢do (5.9) € imediato que:

_ 4
o= (5.11)

Como podemos ver em (5.11), a fungdo ¢ serve de potencial para as tensoes.

Definindo ainda D como sendo o médulo de rigidez tangente elastica, temos:

_ do

D= —.
de

(5.12)
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Substituindo (5.11) em (5.12), temos:

iy (5.13)

Da equagio (5.13) podemos ver que em geral D ¢ fungio de €, ou s¢ja,

D=D(g). (5.14)

Um exemplo classico de (5.8) é o caso particular da equagio linear dada pela lei
de Hooke, expressa por:

c =E.g + o, (5.15)

onde E é o modulo de Elasticidade da barra e 6 € a tensdo inicial.

A funcdo ¢ é obtida integrando (5.15) em relagéo a € , como mostra (5.9). Logo:

o = %.E.az“l-co.a. (5.16)

Aplicando (5.16) em (5.13), temos que para a lei de Hooke (5.15), o modulo

tangente de rigidez elastica ¢ dado por:

D=E. (5.17)

Derivando (5.8) temos:

(5.18)

Sejam X' o vetor posi¢io de um ponto no espago em relagio a origem na

configuragdo de referéncia, x o vetor posicdo de um ponto no espago em relagdo a
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origem na configurago atual e r o vetor deslocamento do ponto no espago. Sejam a € b
as extremidades inicial e final, respectivamente, de uma barra de treliga.
Seja um elemento de treliga no espago em sua configuragdo atual orientado do

ponto a para o ponto b, conforme ilustra a figura 5.2.

Configuragio Atual

z

‘J i f
Sistema Global de

x Coordenadas

Figura 5.2 - Configuragéo atual de uma barra de treliga espacial

O vetor das coordenadas nodais do elemento e/ na configuragdo atual, é definido

por:

X0 = [ Xa Ya Za % Yo 2] =[ %X X ]. (5.19)

O vetor associado ao elemento que liga a extremidade a com a extremidade b na

configuragio atual, com origem na extremidade a, ¢ definido por b ¢ ¢ dado por:

onde:

v=[-LEL]l]=|0-1 0 0 1 0]. (5.21)
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De (5.20) e (5.21), temos que o vetor b € dado por:

|r"b el

b=y, -V, (5.22)
‘_Zb . Z, J

O médulo do vetor b é:

bl = {x, ~x ) +(y, -y, +(z,-2,)" . (5.23)

Em (5.23), podemos ver claramente que o modulo do vetor b € £ e portanto,

temos:

(2 =b".b = x/ ¥ .Y Xa. (5.24)

Colocando a equagdo (5.2) em fungdo do vetor b, obtemos:

A= b"-b /2. (5.25)

Com as equagdes (5.3) e (5.25) obtemos qualquer medida de deformagdo
simplesmente conhecendo as coordenadas dos nos a e b da barra na configuragio atual.

Substituindo (5.2) em (5.25) obtemos:
t.= (b .b)"?. (5.26)

Derivando (5.26) em relagdo ao tempo temos:

[a W ]
©
fl

%.(bT.b)'V’ (BT b + b b),

7. =(b".b)" (b'.b),

ec . (602)—‘1 . xelT WT \Il Xe ,
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resultando em:

éc =070 xS Wy xg= (7 by xa. (5.27)

O aumento virtual do comprimento da barra é definido de forma semelhante a
(5.27) como:

Sle=tc xS Wy Sxg =2 by Sxu. (5.28)

Substituindo (5.28) em (5.5) temos a deformagdo virtual dada por:

de =A. .72 b .y 3x4. (5.29)

O trabalho virtual das forgas internas de uma barra de treliga ¢ definido como:

W =V,.6.8e=V,.0.A. £.72. b .y Sxa. (5.30)

De (5.30) podemos escrever:

Wit = P’ %, (5.31)
onde P,; é o vetor das forgas internas da barra de treliga, definido por:

P, =V, 6. A L2 v b=V.o. ALy v xa. (5.32)

O vetor das forgas internas P.; pode também ser escrito como:

Py =[Px Py Puw Pox Py P J=[P. Py ], (5.33)

como ilustra a figura 5.3.
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¥
Sistema Global de
b 4 Coordenadas

Figura 5.3 - Forgas internas de uma barra de trelica espacial

Reescrevendo (5.32) obtemos:

_—(xb _ Xa)_
_(yb - Y,)

—(z, -z
P, =V..o A 22| BTE) (5.34)

Xb ~Xa

yb_ya

Zb-Za

Definindo x como o vetor das coordenadas nodais da estrutura, podemos

escrever a relagdo entre x € X.; cOmo:

Xt = Ae X, (5.35)

onde A, é uma matriz boleana, ou seja, preenchida de zeros e uns, que relaciona os
graus de liberdade de um elemento com os graus de liberdade da estrutura. A matriz A
pode ser representada como uma tabela de incidéncia na qual relaciona um elemento com
suas extremidades inicial e final.

De (5.35) temos que:
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8% = A 5X. (5.36)

O trabalho virtual total das forcas internas da estrutura ¢ definido por:

EL EL
SW, =™ = " Pl Sxy = 2, P Ay . 8%, (5.37)

el=1 el=1
onde EL é o numero total de elementos da estrutura.

Definindo S como o vetor das forgas internas aplicadas nos nos da estrutura, pela

equacdo (5.37) temos:

EL
S= Y AS P,. (5.38)

el=1

Para o calculo do vetor S ¢ necessario o conhecimento das coordenadas dos nos
da estrutura e das tensdes existentes nas barras, ambas na configuragéo atual.

Reescrevendo (5.37) obtemos:

Wi = 87 §x. (5.39)
O trabalho virtual das forgas externas aplicadas na estrutura € definido por:
W™ = R' . 8x , (5.40)

onde R é o vetor das forgas externas aplicadas nos nos da estrutura.

Pelo teorema dos trabalhos virtuais temos:
Smmestrumra _ SWextestmtura — O ) ( 5 41)
Logo:

ST . 8x - R'.6x=0,
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(ST -R").86x=0.
O que resulta em:
S-R=0. (5.42)

A equagio (5.42) é chamada de equagdo de equilibrio da estrutura.

Derivando (5.42) em fungio do tempo, obtemos:

S-R=0. (5.43)

A equagcdo (5.43) € chamada de equagdo do equilibrio incremental da estrutura.

Derivando em fungo do tempo (5.38) temos:
. EL
S =2, A P.. (5.44)

Derivando em relagdo ao tempo (5.2) temos:

A=i./8 =67 0.7 by xa. (5.45)

Derivando em rela¢do ao tempo (5.20) temos:

b=y xu. (5.46)

Para a obtencdo de P,; basta derivar (5.32) em fungdo do tempo, utilizando as

equacdes (5.45) e (5.46). Logo:

o
P,=—[V..o.A. .2 y"
! 8t[V c v b,
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Py=V,. oA L2y b+V,o. A £.2y"b+

+V,. 0. A(=2). L2 b y" b+ V.o A L2 y" b,

P,= V.. A [ <.)'. 62y b+ O'.A_l./.\. 0.2 yT b+

+6.(2). L3 . y"b+o. 6.2y b],

a=ViAlG. 2 y"b+o. L. b y. x4y b+

"o .
I

2.6 b y. xag.y"b+o. LW vy x4].

O que resulta em:

Pu=V.A[ -0 c.y"bb y x4+

+0 2 oy bto. by y xal. (5.47)

Com o auxilio de (5.4), (5.18) e (5.27), podemos reescrever (5.47) como:

Po= V.. A[-¢" c.y"bb y iez+

+ 02 (DA L2 D yw.xa) W b+to Ly vy xal.

O que resulta em:

Po=V,. A [-0" .y bbb v+

FALE D YTbb yto. 2y ] xa. (5.48)
Definindo kg como a matriz de rigidez geométrica do elemento por:

k¢ = Vi.o A[-¢*yTbb v+ y v, (5.49)



e definindo kv como a matriz de rigidez constitutiva do elemento por:

ky = V..D.A2 2.* y"bb vy,

temos:

P, = (kG+kM) Xe.

A matriz y' y é explicitada como:

Amatriz y* b b" y ¢ explicitada por:

0 -0
T T .
y bbb v [_9 ej"

onde 0 ¢ definido por:

{- (xb_xa)2 (xb_xa)('yb —ya) (xb—xa)(zb—za)}

0 4, - )0,-y) 0, 0,z { .

l-(xb _xa)(zb —za) (yb _anzb -Za) (zb _za)2 J
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(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

E importante ressaltar que a matriz ke depende apenas das coordenadas nodais e

das tensdes das barras, ambas na configuragio atual, e que kv depende apenas das

coordenadas nodais e do médulo de rigidez da estrutura, ambas na configuragdo atual.

A matriz de rigidez do elemento ¢ definida por:

ka = kot ku .

(5.55)
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O problema (5.43) pode ser expresso da seguinte maneira:
Kx - R =0 (5.56)

onde K ¢ conhecida como a matriz de rigidez tangente da estrutura definida como:

EL
K= 2, AJ (ketkyu) Au. (5.57)

el=1

Definindo o vetor dos deslocamentos dos nos da estrutura por:

r=x — x , (5.58)
¢ obvio que:
x =x' +r. (5.59)

Podemos concluir que:

S = S(r). (5.60)

Entdo, considerando r o vetor incognita, o problema de otimizagdo sem

restrigdes para treligas espaciais pode ser formulado como:

EL
minimizar U@ =2, Usr) - R'r

el=1

re |, (5.61)

onde a energia potencial de cada elemento de trelia U, , € definida por:

Uel(r)=V,.d)=V,.j:c(n).dn‘ (5.62)
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A fungdio objetivo ou energia potencial total U(r) ¢ continua com derivadas
parciais continuas até segunda ordem. A condigdo necessaria de otimalidade ¢ dada por

VU(r) = 0. Logo:

VU@R) = », —%.— — - R =0. (5.63)
De (5.63) temos:

EL
VU@ = >, Vi.o.A L2 y"bAy, - R =0. (5.64)

el=1

E conseqiientemente:

EL
VU@ = 2. P, Ay - R = 0. (5.65)

el=1
Resultando na seguinte equacdo de equilibrio:
Fr) = S(r) - R=0. (5.66)

Seja um intervalo de tempo com inicio em t, e fim em t, .O carregamento em t, ¢
conhecido e dado por Ry . A analise numérica do problema estatico consiste em resolver
o sistema de equagdes ndo lineares (5.66) no instante ts .

Utilizando o método de Newton para a resolugio do sistema (5.66) no instante ty,

obtemos a seguinte regra de recorréncia:

r = p® _ [aF(rG))J F(r?). (5.67)

Como R, é constante, a matriz gradiente de (5.67) é definida por:
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OF

Er—(r(i)) = K. (5.68)
Entdo:

@ = pO _ KT F@E?). (5.69)

Seja Ar 9 a dire¢do do incremento em cada iteracdo, definida por:

Ar?® = K F 9. (5.70)

Calculamos Ar? resolvendo o seguinte sistema de equagdes lineares:

K Ar® = F(r?). (5.71)

Utilizando o método BFGS, a regra de recorréncia ¢ dada por:

r@0 = @ _ 0 Ap® (5.72)
onde;

Ar® = BY F (r9) . (5.73)

A matriz B € uma aproximagio da inversa de K. O seu processo de atualizagdo

esta descrito no capitulo 3.

O algoritmo de programagdo matematica sem restrigdes que utilizaremos para a
analise das trelicas neste trabalho, € o método de Newton / Quase-Newton.

Seja Ge a derivada direcional da energia potencial U(r) na diregdo Ar, GI o valor
inicial de Gc, ETOL um pardmetro de precisio para detectar o equilibrio e max_bfgs o
numero maximo de iteragbes do BFGS. Entdo, o algoritmo do método de

Newton / Quase-Newton € dado por:
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Método de Newton / Quase-Newton:

I) Processo de inicializacdo das iteragées.

a ) Estime um deslocamento inicial r®.

b ) Calcule a Linearizagio exata: K(r”)=D; S| = o) -

¢ ) Calcule a diregéo inicial Ar'” resolvendo o sistema: K@ Ar® =F(r?).
d ) Inicialize a Energia: Gc = Ar® . F(r¥?) e faca GI = Gec.

e ) Inicialize o contador j das iteragcdes do BFGS e o contador i do método

de Newton: i=0,)=0.

II) Itere em i até atingir o equilibrio.
a) Busca unidimensional.
i) Inicialize: s®=1,0.
ii) Calcule: G(s ) =Ar? . F(r? —s @ Ar?).
iil) Performance requerida na busca unidimensional:
Se[(|G(s?)|>STOL*|Ge|) ou (G(s?)*Ge<0.0)],
entdo itere paras® e (0,17 até | G(s?) | < STOL *| Ge| .
iv) Incremente: r? = ¢® —s® Ar?
b) Teste a Divergéncia: Se ([|F(r“Py | > [[F(r™) ),

entdo va para o quadro n.°21.

¢) Teste o Equilibrio: Se (Gec < ETOL *GI),

entdo pare. Equilibrio satisfeito.
d) Analise o passo da busca: Se (s < 0,001),

entdo va para o quadro n.° 21.
¢) Cheque o limite de iteragdes do BFGS: Se (j=max bfgs),

entdo va para o quadro n.°21.

f) Va para o quadro n.° 20.

Quadro n.° 19 - Método de Newton / Quase - Newton para trelicas
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Método do BFGS:

a ) Incremente as Iteragdes: i=1+1,j=j+ 1.
b ) Formula Produto do BFGS.

Calcule os vetores v¥ e w9 | onde:

A r@ D
vO = : _ :
A v6D #(F(r®) - F(ri-1))
Q) (i) (i-1) G-1)
L0 _ - s *(F(r )—-F(r ))*A r

Fr“y*A r*

wi) = — (Fr®) - F(ri-D)) + a® *F(riD)

KO = (1+ v *w(i)T) * K G1) *(1+ w® *v(i)T)

¢ ) Calcule a diregio Ar® resolvendo o sistema: K9 Ar® = F(r?) pelo algoritmo
descrito no quadro n.° 5.
d ) Atualize a Energia: G¢c = Ar® . F(r?).

e ) Va para o passo Ila do algoritmo descrito no quadro n.° 19.

Quadro n.° 20 - Método do BFGS para treligas

Meétodo de Newton:

a ) Incremente o contador da iteragdo: i=i+1.

b ) Calcule a Linearizago exata: K(r”)=D; 8| ;= xi) .

¢ ) Calcule a diregdo Ar® resolvendo o sistema: K® Ar® = F(r®).
d ) Atualize a Energia: Ge = Ar® . F(r?). |

e )Faca j=0 e va ao passo Ila do algoritmo descrito no quadro n.° 19.

Quadro n.° 21 - Método de Newton para treligas
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No algoritmo descrito no quadro n.° 19, temos que resolver sistemas de equagdes
lineares. Como nossas matrizes serdo sempre simétricas e definidas positivas,
utilizaremos o método Choleski. No passo Ila, teremos que fazer a busca
unidimensional. Neste trabalho fizemos um estudo sobre a busca e concluimos que ela

ndo € vantajosa. Em virtude disto nfo a usaremos, embora ela esteja mencionada no

algoritmo acima.

5.2 - Problemas Com Restri¢cdes de Igualdade

Nas treligas, as restri¢des de igualdade podem ser representadas em geral, pelos
vinculos da estrutura. Eles sdo submetidos a deslocamentos prescritos, os quais
denominamos recalques. Quando um vinculo ndo sofre recalque, dizemos que o seu
deslocamento prescrito € nulo. Nesta secdo, nos deteremos apenas ao estudo dos

vinculos.
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