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Este trabalho pretende estudar a nao linearidade geométrica de
estruturas laminares planas em regime eladstico através do
desenvolvimento de um programa de computagac formulado com base

no metodo dos elementos finitos.

No campo tedrico, esse estudo liga-se a um conjunto de outros
trabalhos desenvolvidos, ou em desenvolvimento, no Departamento
de Engenharia de Estruturas e Fundagoes da Escola Politécnica
da Universidade de Sao Paulo que visam a esclarecer os aspectos

conceituais da nac linearidade geometrica.

A formulacio da ndo linearidade geométrica através do metodo dos
elementos finitos parte da energia potencial do sistema estrutural,
na qual a parcela corresponde a energia de deformagao corresponde
a um polindmio de 49 grau nos deslocamentos nodais. Daminimizagao
A2 snergia potencial resulta, entdo, um sistema de egquacoes de

32 grau.

No processo incremental, transforma-se o problema em uma sequencia
de analises lineares, isto e, para cada incremento de carga,
admite-se comportamento geometricamente linear em que a matriz de
rigidez & caracterizada em fungao dos deslocamentos e tensoes
correspondentes ao nivel de carregamento do estagio anterior, a
partir da diferenciacao de egquagoes do 39 grau, que fornece um

sistema linear nos acréscimos de deslocamentos.

No processo iterativo, adotado neste trabalho, parte-se da solucao
geometricamente linear correspondente ao carregamento total. Em
funcao dos deslocamentos e tensoes instalados na estrutura,
altera—-se a matriz de rigidez, o gue permite a obtencao de novos
valores dos deslocamentos. A sequéncia de operagoes & executada
atd que a diferenca entre os valores obtidos em duas etapas
sucessivas satisfacga a precisao desejada, ficando, assim,

satisfeito o sistema de equacoes do 39 grau.
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0 efeitc das tensoes na matriz de rigidez, gue nos estud
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estruturas reticuladas decorre basicamente do e
da forca normal, nao pode ser caracterizado tao facilmente no

caso de estruturas laminares e macigas.

O trabalho procura abordar Os aspectos tedricos gue fundamentam
o processo de resolugao adotado, exemplificando-o no caso das
barras de treliga e das barras de flexao. Do estudo de elementos
usados na anilise de estruturas laminares, feito a seguir,
resultam sub-rotinas que foram implantadas na programa de
computador CALGER, elaborado pelo Eng® Hideki Ishitani
originalmente para o estudo da flambagem de estruturas

reticuladas.

A anidlise numérica do problema deparam-se os custos elevados. A
adogao de elementos cujas caracteristicas de rigidez sdo de facil
definicao exige o emprego de grande numero de elementos na
discretizacao da estrutura e conseguentemente a solucao de um
sistema de eguacdes de grau elevado. Ja a utilizagao de elementos
mais complexos do ponto de vista da definigao das caracteristicas
de rigidez do elemento permite apreciavel reducao do numero de
incognitas. Assim, parte consideravel dos custos derivam ora da
caracterizacdo do elemento, ora da solugao do sistema de equagoes.
O trabalho limita-se 3 comparacao dos resultados obtidos pela
discretizagéo com elementos de complexidade crescente, mantendo

aproximadamente constante O nimero de incOgnitas.

No campo das aplicacoOes, o trabalho permite a analise de estruturas
laminares com grandes deslocamentos ou grandes rotacoes mas com
pegquenas deformacoes e, indiretamente, a analise de estruturas
com grandes deformagOes através da introducao da nao linearidade
fisica a ser feita posteriormente, Assim, podem-se estudar, por
exemplo, barragens de terra (nas quais, mesmo para grandes
deslocamentos, o material nao se afaste significativamente do
comportamento elastico), e os problemas de instabilidade, no

plano da estrutura.

Ademais, a formulacao desenvolvida possibilita a abordagem das
placas submetidas a acoes em seu proprio plano alem das cargas
transversais correntes. A solugéo, neste casoc, e formalmente

andloga a desenvolvida no exemplo gue estuda as barras em flexao.
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INTRODUCTION

The purpose of this work 1is the stud; of the geometrical
unlinearity of plane sheeted structures under elastic behavior

through a computerized program de velopment formulated according

+o the finite elements method.

Theoretically speaking, such study closely relates to other ones
already developed or in development stage at the Structures and
Foundations Engineering Department of the Escola Politecnica da
Universidade de S3o Paulo, aiming to clarify the conceptual

aspects of the geometrical unlinearity.

The geometrical unlinearity formulation through the finite
elements method starts from the structural sistem's potential
energy where the corresponding parcel to the deformation energy
relates to a 4th. degree polinom in the nodal displacements.
From the potencial energy minimization then results a 3rd.degree

eguation system.

At the incremental process the problem is changed into a series

of linear analisis, that is, for cach load increment it is admited
a geometrically linear behavior in which the rigidity matrix
characterizes itself in function of stresses and displacements
correspondents to the preceding stage of loading level,
differenciating the 3rd. degree equations that leads to a linear

system in the incremental displacements.

In the iterative process adopted for this work, we start from
the geometrically linear solution corresponding to total loading.
In function of the stresses and displacements oput on the

idity matrix, allowing the

the

structure we change the ri

=
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h
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obtention of new values foO a
seguence is worked up until the difference between obtainad
values at two successive stages s

satisfying too the 3rd. degree eguations system.
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The stresses effect on the rigidity matvisx - which, in the reticular
structures, besically comes from a 2nd. order effizct of the normal
force, - cannot be so easilly characterizad in the case of sheeted
and massive structures.

This work tries to focus the theoretical points that lead the

1
adopted resolution process, exemplifying it in the case of trusses

1 b

bars and bars under flexion. From the study of used elements in

s
t+he sheeted structures analisis to follo some subroutines will

result which were introduced into the CZLGER computerized program

elaborated by Eng. Hideki Ishitani, originally prepared for a

ket

reticular structures buckling study.

To the problem's numerical analisis, high costs will be faced.
The adoption of elements whose rigidity characteristics are of
easy definition demands the application of a great number of
elements in the structure discretisized and, conseguently, the
resolution of a high degree equation system. Otherwise, the use
oI wo.e complex elements from the point of view of the element
rigidity characteristics definition, allows appreciable reduction
in the number of unknowns. Thus, a meaningfull cost part comes
sometimes from the element characterization and othertimes from
the equation system resolution. This study limits itself to the
comparison of cobtained results through the discretization with
increasing complexity elements, maintaining the guan ntity of unknowns
roughly constant.

In the field of applications, the study allows the analisis of
sheeted structures with large rotations or displacements but small
deformations and, indirectly, the analisis of stiructures with
large deformations through the introduction of the fisical

unlinearitv to be furtherly done. Thus, it may be studied for

instance, earth dams (were the displacements may be of a largse
amount without a meaningfull departure from the mzterial elastic
behavior), and the instability problems &t the structure plane.
Furthermore, the developed formulation allows the focusing of
plates submited to actions over its own plane besides the

usual cross loads. The solution in this case 1s formally similar

to the one that was developed in the bars under flexion example.
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CONCEITOS IKICIAIS
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' O TEOREMA DCS TRABALHOS VIRTUAIS
Para um dado solido, seja f o campo de forcas de volume e s
o campo de Torcas de superficie.
A superficie externa pode ser dividida em duas partes: SG
onde se conhecem os esforgos externos s e SU onde se conhecenm
os deslocamentos u*.
Seja u um campo de deslocamentos tal que u = u* em Su ao qual
correspondem os campos ¢ de deformagoes e ¢ de tensoes.
Seja agora du um campo tal gque U +

du = u* em Su, isto
0O em Su e de o campo de deslocamentos compativel com du.
Nessas condicoes, definem-se:

, du
TRABALHO VIRTUAL DOS ESFORCOS INTERNOS 611
&t . :J' de'o dv (1.1)
i vy -
TRABALHO VIRTUAL DOS ESFORCOS EXTERNOS ¢&t
[ 7. f T
v, = | du f dv + | du's dS (1.2)
= A S

o

Pode-se demonsirar o

teorema:
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gue 0S campos C, T €

s estejam em eguilibrio e gue

6T = 0T s ¥ du

i e =

by g2
A FUNCAC DENSIDADE DE ENERGIA
Para os materiais elisticos, admite-se a existencia de uma
funcao W(e), denominada energia de deformacao especifica,
tal que as tensoes sejam dadas pela derivada de W em re1agao
is deformacoes correspondentes, isto e:

3
TEOREMA DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL

]

Dado um solido, para cada campo de deslocamentos U pode-se
a m(

u) dada por:

r(u) = [ W(e) dv - ,f ulf av - { uls ds (1.4)
- v T ! - Jg T
onde:
m(u) = energia potencial total
{ W dV = energia de deformacgao
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TEOREMA:

De todos os campos de deslocamentos possiveis, o que

corresponde ao esquilibrio torna estacionaria a energia potencial
total.

;
St = J e g dv - | du f 4V - [ du's ds
v — & ! B

St = dgl_dV—J dET_f_dV—J du's dS = dr, - dr
v v S i
o
Para o campo de deslocamentos que define o equilibrio, 6T1 = 6Te
e portanto
S =0

isto &, m passa por um valor estacionario.

OBSERVACAQ:

Pode-se provar gue quando se consideram materiais estaveis

, T i e =S, - .
de do > 0) e linearidade geometrica, 7 e minima para O campo
e

de deslocamentos que corresponde ao eguilibrio.



2.
0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

0 metodo dos elementos finitos permite escrever m em fungao
de um numero finito de parametros que, como se vera adiante,
sao os deslocamentos em determinados pontos da estrutura.
Com isso, o problema inicial que consistia em procurar o
valor extremo de um funcional passa a ser o de pesquisar o

valor extremo de uma func3o com numero finito de variaveis.

Considere~se, por exemplo, a estrutura da Figura (2.1)
caracterizada por um numero finito de elementos triangulares.

FIGURA (2.1)

Os deslocamentos u no interior de cada elemento sao dados em

- : e . .
funcdao dos deslocamentos nodais u~ da seguinte maneira:



g = U Cf 806y) 0 B(xy) O
— V(X, 0 Q](X,.Y) 0 Qz(xa.Y)
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=Ly oy ngl g
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onde:
. 0O e ut
ak 0 0. -1 v%
1 1

Finalmente:
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(2.1)

As fungoes g (x,y) s3o chamadas fungGes de interpolacao e

gozam da seguinte propriedade:

wi (Xj, Yj) = 61j

De fato

u (Xj’ Yj) =1 Qi (%

para tanto, devemos ter:

g, (xj,yj) =0 ., ,i# ]

DO I =

B . (st yJ

1




Resumindo:
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A variacOes do campo de deslocamentos caracterizadas por

e S B
du~ correspondem variacoes do campo de deformacoes de dadas
por:

de = B(u) du® (2.2)

Com isso pode-se escrever:

61T=ZJ de'o dv - [ZJ dETivarzf du's ds]
N V -

S
o

v

onde a somatoria se estende a todos os elementos.

Considerando-se as equagoes (2.1) e (2.2), tem-se:

s dgé%f

il
™
<<l
Q.
=]
jou
Kol
=
|
"
——

fdv + 73 J du~'N's dS]
S

e e )
0s deslocamentos nodais u  relacionam-se aos deslocamentos a

da estrutura da seguinte maneira:

u® = Tea (2.3)

e . .
Se os deslocamentos u- e a forem referidos ao mesmo sistema de
eixos, Te pode ser interpretada como a matriz que fornece a

posicao do elemento na estrutura.



Voltando a expressao de dm:

1!

Sm =1L dgT IQT f .ETE dav - [z dgT Te! J N'f dV +
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Havendo forgas F concentradas nos nos, deve-se acrescentar no

lado direito da expressao acima o termo - dgTE.
Impondo dm = 0, obtem-se:
da'v(a) = 0
nnde:
va) =z Te! f Bl dv - R
Vv
e
R =1 Te' J NTroav + oz Tel | NTs ds + F (2.4)
. n v o N ) .
o
Dada a arbitrariedade de da, resulta:
y(a) =0 (2.5)

Tomando-se variacoes de Y, tem-se:

{
dp =z Tel | dBlo dv + 5 Te! J 81 do dv
y B'o L

Jy



Colocando-se B(a) na forma

resulta

dB = dB,

Supee-se que ainda se possa escrever
g = De

de modo que:

do = D de = DB du®

As relagoes acima levadas na expressao de dy fornecem:

dp = T Te! J B! o dv +z Te [J B' D B dB] du®
L R y - L y- - i

Como se vera adiante, pode-se escrever:

T

J dB! o dVv = k_ du®
y L~

Alem disso considerando-se a equacao (2.6)

L i T T
| BloBav=| B DB dv+| B DB av+
by ==~ Jy v

.y v+ | BT DB dv=k +k

(2.6)

(2.7)
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onde:

_ i
Ei = fv EO Q‘EL dv + fv §L 9_§0 av + JV EL E-EL dv (2.8)

Com as relacbes anteriores na expressao de dy, obtem-se:

T T +35Tel k_Te) da =
e - S0 -

2
GBI L5 e ey

a.
<
l

[}
7~
[
[+3)

(2.9)

__K_T - —0 + _I:[_ i -0 = E] + g
=S TeT k Te
_.O J— - PE—.
_ T
EL = I Te EL Te
_ T
K =% Te  k_ Te (2.10)

A solucdo do problema obtém-se iterativamente. Em cada estagio
} +1 = =
os deslocamentos nodatis gn ! sao dados em funcao dos

n . = .
desltocamentos a da iteracao precedente atraves de:

+ n n
En 1 =N [l Aa

onde
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EXEMPLO 1 — 0 PROCESSO ITERATIVO

A fim de ilustrar o processo iterativo descrito acima,
considere-se a estrutura da Figura (3.1) em que as barras sao
supostas rigidas. 0 sistema possui apenas 1 grau de liberdade,

ja que os deslocamentos em cada ponto ficam determinados uma

vez conhecido o parametro 6 indicado.

1

FIGURA (3.1)

Da figura obtem-se:

dy =L [sena - sen(a - 6)]
d, = 2L [cos(a - ©) - cosa]

A energia potencial total e dada por:

- g
T =1/2 K d2 Pd]

- 2KkL? [cos (o - 8) - cosaﬂ2 - PL [sena - sen (a - 8)] = w(6)
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Pelo teorema da energia potencial, devemos ter

Q

il

80

= 4KL2 [cos(a-0) - cosa] sen(a-0) - PL cos (a-0) = O

ou simplificando (ja que a«-0 # w/2):

sen(a-9)

= I = B - =
V] (O) = LCOS(CX 6) COS(}:] —m_—e)—‘ D 0

onde

P = —qxT—

Desenvolvendo a expressao de { em serie em torno da posigao
inicial & = 0, tem-se:

2 3
gl U)m (O) e

0(0) = ¥(0) + 689" (0) + —— ¥"(0) +

2
P1(8) = ¥'(0) + By (0) + —p— ™ (0) +

0s coeficientes das equacoes acima obtem-se derivando a

expressao exata de ¢y. Assim:

b (o) = —cose = cos® (azo)
cosz(a-e)
wu(e) = - Sen(a_e) - 2cosca Sen:())a-e)
cos {a-8)
1 + 2 senz(q-e) -
"' (68) = cos{a-0) + 2cosa [- :

cos4(a—e)
Para 6 = 0 tem-se:

v(0) = -p
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‘ sen o
W BN cosa
r rﬁszu + 2 -
p"(0) = - sena |[—— )
CO0S o
2
lp”l(O) = cosa + 2(] + 2 EEH C‘L_)__

o)
oS o

Admitindo-se que Y seja uma funcao linear, o valor inicial de

6 e dado por:

v(8) = ¥(0) + equ'(0) = O
isto e:

o - _u(0)
v (0)

Pnde-se, entao, obter um valor corrigido 6, atraves de:

w(e])
6, = 0 -
b'(8y)
Generalizando:
(o )
Ont1 = O :
w'(en)

até que se obtenha a precisao desejada.

Suponha-se que p = 0.02 e tga = 0.75 (sena = 0.60 e cosa = 0.80)
y(0) = -0.02

?_,
) L OeEET T

v'(0) = =080 " 0.450

_0.80°% + 2
y"(0) = - 0,60 '2‘ | = - 2.475
0.80

0.80 +

"

™ (0)
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w(6) = -0.020 + 0.4508 - 1.23758° + 1.253]

w'(B) = 0.450 - 2.47508 + 3.759375¢

9(8,) = -0.002.334
0.020 _ ~ .

o, = 0020 0,044,444
V(6 ) = 0.347.426
b(8,) = - 0.000.048

B, = 0.044.444 - —%fggéfggé— - 0.051.164
v'(8,) = 0.333.211

) _-0.000.048 _ )
6, = 0.051.164 0 0 = 0.051308  w(8;) = O

Repetindo-se ‘0 processo para diversos valores de p, obtem-se

o grafico abaixo:

p 0
ye
005 L 0.010 0.0237
ol 0.020 0.0513
0.030 0.0850
03 L
0.040 0.130
002 L
/ 0.045 0.163
A 0.050 0.235
P e o 25 a0 G
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4.
EXEMPLO 2 — A MATRIZ DE RIGIDEZ DA BARRA DE

Seja a barra prismatica indicada na Figura (

TRELICA

4.1)

FIGURA (4.1)
Sao validas as seguintes relacgoes:
2 2 2
(Xz = X1) + (YZ - ,y]) = L
2 2

Desenvolvendo a segunda expressao, obtem-se:

~

(xz - XI)Z + (uz - u1)é + 2(x2 - x])(u2 -u

2

. . 2 B - - o
+ (vz v]) + 2 (y2 yT)(v2 v]) L™ + 2LAL + AL

1)+t Wy

2

2

".y]) +



SillE) ;

-
[¢¢)

AL g /S
(=)
L

Desprezando-se o termo ?L/L)2 e notando que

X X
Yo _ ¥
. 1 = sena
resulta:
L= (M2 - Y1) cosa + (Y2 - V1) sena + 5
L L
o (VZ _ V])Z

No sistema local o= 0; portanto:

vando em conta a primeira expressao, obtem-se:




A energia

.16,

de deformacao & dada por:
_ EAL , AL |2
____2 \L):
ya BN _ 2 2 3
EAL r_uz - 2u1u2 + u] u 3u1u2 + 3u u2 u.l
R - 7 it 3
[ L
2 ya 2 . _ ,
1 u2 v2 - 2u2 v]v2 + u2 vy - u] v2 + 2u] »] v2 u] v
L3
4 g a2 2 3
u2 4u] u2 : ou] u2 4u] u2 + U
+ 7 +
4L
2 .2 2 2 2 2 .
i u2 v2 - 2u2 v] v2 + u2 v] - 2u] u v2 + 4u, u 1 Vo
2L4
2 2 2 2 2 2
- 9 ;
_2u u2 v] + u] v2 _u] v] v2 + 1V .\
oL
4 3 .2 2 3 4
Vo - 4v] vy + 6vy v, - 4v1 Vo + 1
+ i -]
4],




! o , aU P , 2l o aU 2 aU
= \77 __) Rz \S ) o ( = ) o (T—_—) du
ou, du1 dv} au} ouz oU} 0»2 du] | 1
) ]
a,abl) R 1S S| N B | I T
au] \ av1 av] \ av] / 8u2 . av] 3V, Bv] ]
3 5U 5 W, 08, 3 . 3 3U | |
(=) ( ) ( ) ( ) du
au.l auz av] au2 8u2 Bu2 av2 au2 Zi
; 2 . aU P au o oU P aUl
| ey ( av,) ) 8, ( 3V, ) 3u, ( 3V, ) 3V, ( 3V, ) ]
= ks dEe

O0s elementos da matriz de rigidez sao dados em seguida. E

conveniente notar que a forca normal N vale:

2
up = up g (Up mUy)

L2




Esta relacdo aparece sistematicamente nas expressoes seguinte
B _ EML gty Tt Y "
au, ZAN L2 3
e 2 Zm =
: —4u2+12u}u2 12u]u2 4u] .
4L4
2 _ 2y 2
. —Zu2 Vo 4u2 Vi Vo 2u2 Vit 2y v,
2"
, 2
-4u] Vi vyt 2u] V3 ]
2L4
5 U EAL o 6u2 - bu, 12u§ 24u]u2 + ]2u2
() = 5+ +
ou, duy 2 L2 L3 4L4
2 L 5yl
A 2v2 - 4v] Vo 2vy
2L” -
2
- L (u,-uy)
- By P ) ¢ B R =
L L
2
1 -l 2
T2 2 Jr— (- uy)
_EA N 2EA . v, EA 32
= =B P (i 4P s (0
5 ( U \ EAL sz - Zv] ) 4u2 Vo - 4\;2 Vi du, /o ¥ 4u} vy ]
vy E\u1 2 - L3 o1
EA EA p
===y vy - V) 3 (g - Uy, - vy)




o 2
E U EAl _9 -bu, + 5U] —12u; + 24u5u, - 19u§
— = e = [ PSS RN . T U
?Uz Bu1. ¢ L L/f E_J 4!—3—
—ZV; + 4v1 Vo, - cv% _
P i
2L” §
__ _EA PEA i EA Y2 7Y
R ‘j‘T(”z‘“i)'"L_*@“ e
2 2
i P ke o [ e A, - 2
2 72 i 2 2
EA N 2EA EA 2
Dl oy el RS Eh  R LIS
L L
. + .y il
5 ( ! N EAL ZVZ ZV] Uy Vo 4u2 Vel
- B . _
av2 BU] ? L3 2L4
+ - 4
4y Vo .u]v]]
2L 4
__ EA ) _EA ) )
= % S W) = )l = £ LU YN

De maneira analoga calculam-se os demais elementos. Assim:

3 , 8L  _ EA o . _EA _ _
so— () = = (vp - vq) w g (U - U (v - V)
1 1 L L
3 , 38U N EA 2
= = (v, - Vo)
U ; i 3 \
av] 8\] L E Z 1
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(=il %L‘ (=1 D, g
%‘— (vg - ¥)
- 1 - "Btgz%‘ (uy = uq) - —fg\_ (uy - up)?
—5= (v, = vy) - ii (uy = uyp)vy = vq)
; *‘ZLE?A_ ol L fg (up - up)°
(vy = vy) + *E‘é— (uy = uplvy = vy)
(vp - vq) - %g CPRILVISPIRY
Eé (v = )
(v = vq) # % (uy = ug)(vy = vy)
fi (vp - V1>2

escrever k. da seguinte maneira:
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£ 3 — A MATRIZ DE RIGIDEZ DA EARRAL DE TRELICA DEDUZIDA
P POG DOS ELEMENTOS =
0 campo de deslocamentos u e dade em fTuncio dos deslocamentos
nodais Ee por:
[ 8, (x) 0 B0 0y
g o= (U)o ’ L S A
hd ¥V(X)[ l i 7 (x) 5 2 (X)‘ S : e’
' B e 2| Vo
onde:
@](x) =1 - x/L e
Qz(x) = x/L
0 campo de deformacoes e e dado por:
g =gy @ 58
onde:
o o ou B (ol AU (2 AV 2
= B J = +
-0 X € =) ti/z[{ ax) (ax E;
- - o e , e e
0 campo €, © dado em funcao dos desiocamentos nodais U~ por:
3 - U o e €
~ . = =] ] = u
f:o EBX O] tV} .l_‘___'_ LEE BO__




onde:
l.] 1:9,\
B, = gy 0 ——— 0] =1/t [-1 0 1 0]
0 campo g e dado por:
|
E
- . 3 X
- Ju av r .
= = 1/2 |—— 1 ) = 1/2 A ¢
= L Sy Fo
= ax a X L gy |
t 8xX |

0 vetor 8 pode ser obtido a partir dos deslocamentes nodais

e il =
u-, atraves de:

— 5 :
8 = B | J u L = L* u=t*Nu® =g uf
i ! o — == e
0 ALy
L oA
onde:
B ] —
= = ] ]__ |
G 9, 0, /L 1
0 =3 0 Tx L,O -1 0 1 B

Com isso tem-se:

8 = 1/L

N
e
o
| =
I
—
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=
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P
jod
™2
1
g
pa— §
p——g
o
<
~N
1
<
amnaad
e
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~
o

U, - U,
e
u, -~ u )2 (v, - v )2
L VL e S LS
£ N L
2
= . { uZ - u-] I/ 0 !__(“U_ZNM_—' _J]l___ LS _(_1.2__.__ N
= = 1 [ T a4 i 7 ' 7
L L

0 campo de tensGes ¢ e dado por:
c=De==Ee
A variacao de Er e dada por:
de, = 1/2 d Ag +1/2 A dg
I facil ver que:
dAe =Ad
pelo gque:
de, = A dg = AG_ du° = B du°
onde
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A matriz k
—

Portanto

(%

fa
=

=]
i~
D

[Fa]

ultam
8' DB dv =
—0 = =0

| wo

[

ey

.l.
Sy

obtida a partir

[

|
FT

a

[

rrl] , e
dA g = o d§ = oG du
! T , 8
i 6 o G dV) du” =
4\,'
o
le du~, resul

(o

Co
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que fisjcamente corresponde @ aproximacao da Figura (5.1)

resulta:
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/4N (172 o ar
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DX .y By @z i
—_—— — ;‘_I
FIGURA (5.1)
onde:
) = TR ' e e
g8 = 0] Yy =tru=LfRut =6 "
= L JX = \xr p— — Ja— = —_—
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c=eg_ +¢g ={ 4 + l — 1
=50 el L 7 N
Como znteriormente

mzirizes ke k, ficam recuzidas a:
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A matriz k_ deste item coincide com a matri

geométrica kg normaimente apresentada na literatura {veja-se,
por exemplo, [5]). Isto por se ter consideradc & e&Xpressao

h

3V .2
L 7 (%)

fuandn se utiliza a expressao

o ( su )2 i 1 (M}v )2

=L £ 9 X 2 3 X
Chega-se 2 matriz k_ do exemplo 2 que difere cda matriz kg e cuja

D5 i
interpretacso fisica & identica a que se fara para o elemento
triangular nc item 15.3. A primeira expressao de < vale sempre
— — — f). e - .

que, alzm de dzformagGes pequenas T(aL/Le) << {2L/L)] se tenha
rotacoes penusnas {vejla-se, para uma discusszo maijor detalhada,
c item 15.1 € '55j.
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0 campo Et e dado por:

ou
5X

L ou ERY -

ST 2 S e [ =1/2A8
X

0 vetor 8_ g obtido dos deslocamentos nodais E? da seguinte maneira:

. — —

]
9X 0
B u
6 = { =L*¥ u=L*N uf = G ue
3 \ e
0 dX
onde:
0. ]
i L
- 9X 0 N E1 0
=i
3. 3E.
i i
L X Y 0 E1

Dando-se variacoes do campo gt, obtem-se:

deb = 1/2 dhe + 1/2 A do

Como anteriormente:

dh o = A do

pelo que:
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isto 8&:

Finalmente:

I

Lom as matrizes B0 e B, calculam-se as matrizes 50 e EL

atraveés de:

k={ T b B dx e
-0 —~0 — —0
L
[ LT [T LT
EL = fL B Q-EL dx + JL EL Q.QO dx + JL EL E-EL dx

Portanto da definicao, obtem-se a matriz Eo da segquinte maneria:

{
au® Jd_l_%_Todx=J ras-!
L L

[ LT
0] { } dx = J dEL N dx
L

Finalmente:

(k- ( 6T N 6 dx) du® = 0

e
Dada a arbitrariedade::de du~, vem:
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7'
ELEMENTOS TRIANGULARES

Em estruturas planas, serao utilizadas inicialmente elementos
triangulares, Afim de se obterem as fung¢des ¢(x,y) definidas
anteriormente, considere-se o triangulo da Figura (7.1)

FIGURA (7.1)

Seja:

2A a area do triangulo A123 e

2A* a area do triangulo AP23

A funcdo ¢1(x,y) definida por:

2
7 = 7a
Satisfaz a condicao ¢1(Xj’ yj) = Sij



i

De fato; quando P = 1,2A = 2A* e ¢, = 1 e quando P
P =3, 20* =0 e ¢y = 0

Sendo pois:

1 X y
* = — —_— -
2 T X Y, (Xo¥37X3Y5) + (¥o7¥3)
1 X3 Y3
resulta:
Xo¥q = Xo¥ Yo - Y Xq -
_ 273 372 2 3 3
*y © 75 t T2 S TR
Generalizando:
XY = XY Y. -y X - X.
- Jm J J m m_ " N
¥ 75 R g on Y

Ai + Bix + Ciy

0 campo de deformagbes € pode ser escrito:

E=E, Tt E
onde:
o 7 L)
Eo ° %; b € =y = 1 ; [( %; )2 +
T TRV




0 campo ¢
P —0

atraves de:

=0
onde:
9
oX
B .= 0
—~0i
9
ay

E facil ver que g, Ppode ser escrito da

5X |

.38.

a@i .
3 X

9.
0
a@i 30 .
oy X

4

je—

pode ser obtido a partir dos deslocamentos nodais

(7.3)

seguinte maneira;



g = 1/2

s

resultac:

0 valor 8 pode ser obtido

de:

ICD

3 X oX o L :
ou oV |
0 0 3y oy |
ou ov 3u oV
y oy oX BXJ
u
9 X
9 S 8 =
-y
av
o X
T 0
=X
0 eT
-y
8, 8y
L

2o
=

2
>

o5
B

Ly
o X
e

S, T

|

(5]

Y w
< <

@
<

(7.6)

a partir dos deslocamentos nodais
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Levando em conta a equagao (2.1), resulta:

5 = L*Nu® =g uf (7.7)
onde:
G =L* N=L* [N Ny NJJ = [Gy G, 6]
i 1 — 7
X 0 — — X O Bi 2
) 0 50.
o 2| | 0 ! 0 B
_ 3X , _ aX . i
=i i T 88, R (7.8)
0 1
—=t C 0
5 L _ 20.
oy : 31 O o
L Yy ] L Yo N 1

A variacao de ¢

g e dada por:

deg =1/2dAho +1/2Ade

Comprova-se facilmente que:

(o
| >
ICD
il
)
Q.
| @

sl

i
| o=
i)
—
~J
w
f—



As matrizes BO e BL permitem calcular a matriz k] dada por:

- N _ T ~ i
byskork = | BToB = ( er) D8 v8) @

(7.10)

-

A matriz Eo € obtida a partir da definicdao da seguinte maneira:

,f -
k, du® = | d Bl g av = f 6t da’ o dv
d v - v

E facil verificar que:
dA o =M d

onde:
o, 0 Txy 0
0 o 0 T

M = & 4 (7.11)
Txy 0 Oy 0
0 0 o}
Xy Y__

Finalmente:

!
-] &' Mg av] duf



Dada a arbitrariedade

Considerando que:

constante no

M\

1)

B
—0

2) e constante no

B
resulta que:

3) B e constante no elemento e

1JET
v

DB v -

13 e
de du-, resulta:

G dv

elemento

elemento, visto que A e G o s3o
portanto:

87D B at

Finalmente considerando que:

4) e

e constante no

5) g & constante no

resulta que:

6) e, o e M sao constantes no elemento e

MG AV =

elemento desde que B_ o e

elemento ja que A e 8 o sao

portanto

6 MG At

(7.12)
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OBSERVACUES SOBRE A VARIACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ COM 0S
DESLOCAMENTOS NCDAIS

Como foi dito anterjormente, a solucao do problema e obtida
iterativamente. Para se identificar a variac¢ao com o0s
deslocamentos nodais das matrizes envolvidas no processo,

considerem-se os seguintes pontos:
1) os elementos de Eo nao dependem dos deslocamentos nodais

2) os elementos de EL sao funcoes lineares dos deslocamentos
.-

nodais ja que os elementos de A s3do funcoes line

-
42}

S

-t
i
Q)

o
o
1]
=
o
jo )

[al
<

desses deslocamentos e os elementos de G so d

(1]

ey

geometria.

3) os elementos de g sao funcoes lineares dos deslocamentos
nodais

4) os elementos de € sao fungoes quadraticas dos desiocamentos

L
nodais, uma vez que A e 6 sao fungaes lineares desses

parametros

5) os elementos de g, o e M sao fun¢bes quadraticas dos

deslocamentos, visto que se verificam os itens 3 e 4.

A expressao da energia potencial total =, para materiais

elasto-lineares, e dada em funcao dos deslocamentos nodais por:

n(a)=zl/2j el G dv - al [zTTf N OFodv o+
a .- "

ds +f]

+
g
$H
__i
S
w
| =
|
%

onde a somatoria estende-se a todos os elementos da estrutura.



Sendo

resulta

_ N 10 - i
ﬂ(g)—21/2fv(€ EL)Q(—“-O+§-L)d\I a R
=z 1/2 The avs ( e e e e 0
= [ egDeggdV+ | g Dg &+ | g De dv
v & '
T 3 T
+] g Dg dv] -a R
Jv__]____L _ E___

onde (em vista dos itens 1 e 2)

dV s3do funcdes quadrati

os elementos da matriz f eg D ¢
y o ==

dos deslocamentos nodais;

[ T
os elementos das matrizes E- D rep dV e { aT D ¢ dV
y —0 — —L Ly =L = o0
funcoes cubicas dos deslocamentcs nocdais
e os elementos da matriz j T . e e L
v E D g, dY¥ sao funcoes d= ol
ordem desses deslocamentos
Resumindo, pode-se escrever
m(a,) = a. a. + L., a. a;, a, +
i i 71 7] iJk "1 73 Tk
s 2 L B 3 + B &
ijke %1 %3 %k % ;0%
onde L.., L.., e L.. . s3ac tensores de 2%, 39 g 4%
i3 ijk ijkk

respectivamente.

4]

(U



=Z:v' EL)Q(EO+EL)dV—B_
=215l 5 - B Dg BV +

,
Y

onde (considerando o s 1, 2, 3 e &)

os elementos da mat D ‘W sao funcoes lineares dos

deslocamentos nodai

. ] . i -

os elementos das ma 5 oo, dVoe ( B‘ D €5 dV sao
o] L Jy —L — —

fungoes quadraticas iccs L0s noaais
e os elemenios da B, . dV sdo funcoes cubicas
desses desiocamentio
Resumindo, pode-se

b, la.y =0 3, .. 2. a.a -R

Vi ey { o jie i k i

- 5 <& o2 |
onde M., M.. & 1. o ., 2. e 3. ordem,

1 i =
gspectivamente




Por ultimo, & matriz de rigidsz K. e dada por:

= 1 —G
=71 [J BT DBAV] T +2T Lj G' 4 G dv] T
—e - - = —e - = —
v )
_ e T N
_LIe [J{V (—B{)T%L) E(EO :g{—) dV] T\_+
ssT [ 6 MG dv] T
el S = —e
s 8Toe a1 +sT [ BToR @) T +
— Yy o= - ¢ — JV R
T of AT
TzIeL},V_B_ng_Odv]IeJr
T 2T pe ° B T
+Zj€%JV§ngLdV]T + 3T [ng ﬁgdvjje
onde (observando os itens 1, 2 e 5)
. oo o ] ~
os elementos da matriz J B D B dV nao dependem dos
y —0 — —o°
deslocamentos nodais,
- 3 T R T T ( DT y
0s elementos das matrizes B D B, dV e B D B_dV sao
Jy 70— =L Jy L = =
funcoes lineares dos desiocamentos
1 . [ LT = o =
e os elementos das matrizes ¢ B/ D BL dv. e | G M G dV sao
Jy 7L =~ ly — T~

Ges quadraticas des mesmos parametros

—t
[
s

u)

Resumindo, tem-se:

i = K55 gk f T Rigke Bk Pe



Na iteracao de ordem

n+1 n
a = a -

tendo-se tomado como

22 osilrutura na qual

EXESPLO T 2 nois as idantidades
/Q :,'H — t
\ T ) e "T‘.; U) (6 )
n 13 n

primeira aproximacao a posicao inderformada

Ko.. = K..
Fij iJ



FIGURA (9.1)

As coordenadas globais (x,y) de cada ponto P sao dadas em

funcao das coordenadas nodais por:

X = I 9. (rs s) X
(3.1)
y = I 8 {(r, s) Yy

onde {r, s) sao as coordenadas locais do ponto P com

-1 < r< 1 -1 < s ¢ 1

)

Como antes, as funcoes de interpolagao $; devem vale 1 no no

i e 0 nos demais. Nessas condicoes, tem-se:



Um elemento de area dS e dado por:
ds = d7 x ds
Mas:
- + -+
dr = dr cosao e, dr senc e
- 9 -
dr 2L e+ dr —2YX 8
3r X ar  Cy
- 8X 3y =
= e 4+ e dr
L or X or y]
Analogamente
> ax = gy > !
ds = e+ e ds
) k 35S x = 2s y]
Portanto:
X By |
3r or |
; 3 1 - k3
ds = | dr ds = det J dr ds
l 3 X oy i
3s os |

(e}
™3

o



£ gy
T R
do= (9.3)
| 29X 5 |
| 35 a5
L. ds 3s _|

Na pratica, a integral a direita e calculada numericamente
pelo METODO DE GAUSS que sera visto em det
Por esse metodo, a integral da

-1 e +1 e dada por:

1
J] F (r) dr = Zi Hi F (ri)

onde os valores r. & 0s correspondentes fatores de ponderacao
Hi s3o escolhidos de modo que fornecam a maxima precisao dos

resultados.

Analcgamente, para funcoes de duas variaveis F (r,s), obtem-s
r] r] l"]l ‘l‘i _ . ‘
e J F {r,s) dr ds = J [l F{r,s) dr ds =
EIE 1o
(9.4)
(1
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emzntos triangulavres.

E mais constante no elemento. Com isso, as

is devem ser calculadas numericamente atraves do metodo

yCE0 SO3RE 0S CRITERIOS DE CONVERGENCIA

tantez averiguar se um determinado tipo de elemento

3 convergéncia monotonica do processo de discretizacao

Liura. isto &, se resultados mais precisos sao obtidos

<z sumenta o numero de elementos na discretizagao.

nto dois critérios devem ser satisteitos:
As funcoes gue definem os deslocamentos dos pontos do
=lzmanto devem ser fzis gqu2 permitam a caracterizacao
ds sstados de defcrmac3o constante, em particular as

furmactas nulas provenizntes de dieslocamentos de

corpo rigido.
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de interpolacao correspondentes aos vertices,
as anteriormente, precisam ser corrigidas. De fato,
, por exemplo, € nula nos pontos 2, 3, 4, 6, e 7;
resta, porém anula-la nos pontos 5 e 8. Impoe-se, entdo, que
a combinacao Tinear:

ﬂ] + C] 95 + C2.¢8

q
onde Q]q e a funcao de interpolacao determinada para o
elemento quadrangular, seja nula nos pontos 5 e 8. Esta

condicao fica satisfeita para C] = C2 = -1/2, donde resulta:

@1 = 1/4 (T+r)(1+s) - 1/2 Q5 - 1/2 98
Analogamente, obtem-se:
QZ = 1/4 (1-r)(l+s) - 1/2 95 - 1/2 @6
@3 = 1/4 (1-r)(1-s) - 1/2 @6 - 1/2 @7 (10.2)
@4 = 1/4 (1+r)(1-s) - 1/2 @7 - 1/2 @8

Observe-se que ao longo do contorno, ¥ ou s sao constantes,
resultando dai variacdo parabolica das funcoes §.

Uma vez determinadas as funcoes §, o procedimento de calculo

da matriz de rigidez e do vetor ¢ e exatamente igual ao

empregado no elemento quadrangular.
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as componentes do vetor ¢ (r) podem ser determinadas mais
facilmente,

De fato, na base acima pode-se escrever:

v(r) =ag 2y (r) +a; 2 (r) + ... +a 2 (r) (11.7)
No ponto v
Y (ri) = F(ri) = aé 2 (r.) + a% i](ri) + ...+

o' i
(11.8)

Como e facilmente verificavel, os polinomios de Lagrange

gozam da seguinte propriedade:

Portanto

(11.9)

Conhecido ¢ polinomio ¢ {(r), tem-se:

b n b

I F (r) dr = I Ej Qi (r) dr] F (ri) + Rn (11.10)

J i=0 - a

a
Quando os pontos T forem igualmente espacados,

_ ~ . b-a

ro @ r, = b, h = - e

b , s e

[ F (r) dr = (b-a) 120 C. F (ri) + R (171.11)
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Integrando F (r), tem-se:

n i
fb F{r)dr= .5, F (r,)[J 2. (r) dr] +
JJE J 3 9
a
(11.16)
b E '
+ jzo‘ej[far* P(r) dr]
O0s valores r; sao determinados impondo-se que
bk
P (r) dr = 0, k =0, 1, 2, ..., n=1 (11.17)

Jar

Observando que os polinomios de Lagrange sao de grau n-1 e que
os produtos P (r) rk, k =0, 1, 2, ..., n-1, tem grau variando
entre n (para k = 0) e 2n-1 (para k = n-1), conclui-se que a
integracdo da funcao F (r) e substituida pela integracao de um
pulinomio de grau 2n-1.

Com os valores ri, ficam conhecidos os polinomios de Lagrange

que fornecem os fatores de ponderacao Hj dados por:
H. = J g. (r)y dr , j =1, 2, ... n (11.18)

Quando a = -1 e b = 41, os valores de ri’ Hi podem ser obtidos
diretamente de tabelas.

il
CONCLUSEO

0 método de Newton-Cotes utiliza (n+l) pontos, igualmente
espacados, e integra exatamente polinomios de ordem menor ou
igual a n. 0 método de Gauss usa n pontos e integra exatamente

polinomios de ordem menor ou igual a (2n-1).



fIEZ0;
EXEMPLO 5 — A INTEGRAGAO NUMERICA EXATA

Como foi visto anteriormente, a integracao de um polinomio

de grau 2n-1 pelo metodo de Gauss exige gue se calcule o

valor desse polinbmio em n pontos.A fim de exemplificar como
se determina o nimero de pontos necessdrios a integracao

exata das funcoes que aparecem na formulacao de um determinado
tipo de elemento, considere-se o elemento retangular da

Figura (12.1) de Tados 2a e 2b,

? 4
o
B N,
[
' |
fc’ ]
I (=4 @ |
1 '
1 o x
i 1
FIGURA (12.1)
Sao validas as relacoes:
X = X_ + ar
AE Vi + DS
Assim:
|_ox 2y | 5 |
Tar 3r i e 0 ;
Q = l = i |
I X N 0 b
| 35S BS’J L L
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constantes. Alem

0 &, 0os elementos de J (e portanto cs de J ') sao

disso det J = zb = CONS

Considerem-se o0s seguintes polinomios:

Pi = G

P2= C]+

© 4 Czr + C.,s

3

p 2 , 2 .
C2r + C3s + C4r + Csrs + C65 , obtidos da

multimplicacao de dois polinomios P,

P3:=C] +
+
P4 = C] +
+
+

2 2 3 2
Czr + C3s + C4r + Csrs + C6s + C7r + C8r S +
2 3

Cors™ + Cygs™, obtidos da multiplicacao de

polinomios P, por polinomios P

- 2 2 3 2
C2. + C3s + C4r + Csrs + C63 + C7r + C8r s +

2 3 4 3 2 2 N
Cgrs + C]OS + C]]. + C]Zr s + C]3r s 4
3

C]4rs 4—C]554, obtidos da multiplicacao de

dois polinomios P, ou da multiplicacao

2

P, x P

1 X P

2 1°

Percorrendo o roteiro de calculo proposto para o elemento

guadrangular,

1)
2)

pode-se constatar gue:

os elementos de B_ sao polinomios P

=0 ‘]'

os elementos de BL sao polinomios PZ’ desde que os elementos

de A e G sao polinomios Py

os elementos de B sao polinomios PZ’ em vista dos itens

(1) e (2).

os elementos de ¢ sao polinomios Py, em vista do item (1).

os elementos de g sao polinomios P

polinomios Py

os elementos de e, ¢

verificam os

constantes.

-«
7

X ja que A e G sao

M sao polinomios P,, uma vez que se

e
tens (4) e (5) e os elementos de D sao



1) 5 integracao de polincmios P

2

erT T -

2) B ~ds ou BL D BO det Jt drds e a
‘e polindmios Ps
T [T .

3) B i G M G det Jt drds

L !

ou i 's & a integracao de polinomios Py
Pelo met integracao de polinomios P, ou P, e
exatz at nontos na direcao r e 2 na duracao
S3 @ noOmios P, exige 3 pontos na direcao
r e 3 n rve-se que estas conclusoes sao
valiaas nios retangulares e em forma de
paraleln < matriz J e constante. Nos elementos
quadrang 0s elementos da matriz J sao
polinomic temente, as funcoes a serem integradas
sdao de q portanto, mais pontos sao necessarios
para que ia exata.
Finalmen /U2 a integracao nao exata da matriz de
rigide: 5 =lemento menos rigido, o0 que
compensa ~ceaor resultante da discretizacao da

estrutuy




DGS RESULTADOS FORNECIDOS PELOS
TIPOS DE ELEMENTOS

A fim de comparar os resultados obtidos na determinagao dos
campos de deslocamentos, deformacbes e tensoes de estruturas
planas atraves dos diversos elementos desenvolvidos,

considere-se a estrutura basica da Figufa (13.1) de 0,10m de

espessura. 0 material e elastico Tinear com E = 1000 tf/m2 e
v = 0.
!
1ot 10t
ast/ 2
L H-05 ﬁ; il
i ; B
| c
1 : D 4
S
; Fi
| | ¢t
| 4
: |
Y ) é%%wa*“j;

_050 1 a%0 !

FIGURA (13.1)

Para efeito de comparacao dos resultados, determinam-se, em
seguida, os deslocamentos nos pontos do eixo. Considere-se,
entao o esquema da Figura (13.2)

;;xﬂé’_ ) i For0tf

FIGURA (13.2)




o efeito combinado de carga laiersal e compressao
& deflexao U & dada por:
U = PLSEl pht sen - P < 4
F p sen 2p2t Py 2 Y Y s

onde p2 = T

Com os dados do exemplio, obtem-se:
u(y) = 1.875859 sen 0.346410 y - 0.50y

Para a estrutura real os deslocamentos em cada ponto X sao

dados por:

u(y) = @) - T(y)

Dada a relacao entre as dimensoes da estrutra, aos deslocamentos
acima devemos adicionar os devidos a deformacao por forga
cortante. Estes se calculam atraves do Teorema de Castigliano,
com auxi1lio da carga ficticia Q aplicada no ponto em que se

quer conhecer o deslocamento, como mostra a Figura (13.3)

ikl
Ty

FIGURA (13.3)



onde k & um coeficiente adimensional que depende da forma
geométrica da secio; para secdao retangular k = 6/5. Portanto:

s %
ay' + ()7 [ ay]

k2
Vs Sagn I f
y

0
k 2 . 2 :
= —e [P° % + 2PQ (2-y') + Q°(2-y')]

Pelo Teorema de Castigliano,

up(y") = Gglgep = g P(Ey') = 0.0120 (1-y') = 0.00120y = u, (¥)

Finalmente o deslocamento total e dado por:

u(y) = uy(y) + u,(y)



A tabela seguinte fornece os valoures

versos pontos do eixo

PONTO y uy(y) u,(y)
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