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RESUMO 

MÜLLER, A. S. Um método numérico para a simulação tridimensional de fluidos 

carregados com partículas. 2024. 160f. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) – Escola 

Politécnica, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2024. 

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de um método numérico capaz 

de simular problemas tridimensionais de Interação Fluido-Partícula (IFP). Fenômenos como 

transporte de poluição atmosférica, dinâmica de corpos flutuantes e simulação de problemas de 

biomecânica envolvendo escoamento de fluidos biológicos carregados com partículas, tais 

como sangue, são apenas alguns exemplos aos quais se aplica a formulação proposta neste 

trabalho. Grande parte dos problemas de IFP são de natureza complexa com interfaces móveis 

e cinemática não-linear. Para que seja possível o cumprimento do objetivo supracitado, 

inicialmente utiliza-se uma formulação estabilizada do método dos elementos finitos (MEF) 

para solução de problemas de escoamento tridimensional governado pela equação de Navier-

Stokes para fluidos incompressíveis. Após isso, emprega-se o Método dos Elementos Discretos 

para que o comportamento das partículas seja considerado neste contexto, onde os contatos 

entre partícula-partícula e entre partícula-superfície rígida (contorno fixo) são permitidos e 

equacionados. O problema de IFP é conseguido acoplando-se os dois problemas, fluido e 

partícula, utilizando o conceito de fronteiras imersas em conjunto com o método de Nitsche 

como alternativa a abordagens ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) clássicas. Na solução do 

sistema acoplado, utiliza-se um método explicito e particionado que é desenvolvido para a 

obtenção da convergência dentro de cada passo do processo de solução. Uma metodologia 

inovadora para a obtenção das forças hidrodinâmicas é apresentada de forma a possibilitar a 

simulação de contatos complexos, incluindo a possibilidade de pequenas interpenetrações entre 

as partículas. Para todos os casos, foram implementados os correspondentes códigos 

computacionais, bem como efetuada a sua validação com resultados de referências. Por fim, 

alguns exemplos de IFP são apresentados para validar a consistência e a robustez do método 

proposto. 

Palavras-chave: Fluidos incompressíveis. Partículas. Interação fluido-partícula. Fronteiras 

imersas. Método dos elementos finitos (MEF). Método dos elementos discretos (MED). 

  



ABSTRACT 

MÜLLER, A. S. A numerical method for the three-dimensional simulation of particle-

laden fluids. 2024. 160f. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) – Escola Politécnica, 

Universidade de São Paulo, São Paulo, 2024. 

The aim of this work is the development of a numerical model capable of simulating 

tridimensional Fluid-Particle Interaction (FPI) problems. Phenomena such as transport of 

atmospheric pollution, dynamics of floating bodies and biomechanical simulation involving the 

flow of biological fluids laden with particles, such as blood, are examples, just to say a few, of 

problems to which the formulation proposed may be applied. Most FPI problems are complex 

in nature with moving interfaces and nonlinear kinematics. In order to achieve the aim of this 

work, initially a stabilized Finite Element Method formulation (FEM) is used to solve 

tridimensional fluid flow problems governed by the incompressible Navier-Stokes equation. 

After this, the Discrete Element Method (DEM) is employed to describe the particle behavior, 

wherein both particle-to-particle and particle-to-wall (fixed boundaries) contacts are fully 

permitted and resolved. The FPI problem is achieved by coupling both fluid and particle 

problems through an immersed boundary method in conjunction with the Nitsche method as an 

alternative to classical Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE) approaches. To solve the coupled 

system of equations, an explicit, staggered scheme is adopted, which will be developed to 

achieve convergence within each time step of the solution process. An innovative methodology 

for obtaining hydrodynamic forces is presented in order to allow the simulation of complex 

contacts, including the possibility of small interpenetrations between particles. For all cases, 

the corresponding computational codes were implemented, and then validated against reference 

solutions. Finally, some IFP examples are presented to validate the consistency and robustness 

of the proposed algorithm. 

Keywords: Incompressible fluids. Particles. Fluid-particle interaction. Immersed boundary. 

Finite element method (FEM). Discrete element method (DEM). 
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1  INTRODUÇÃO 

Os problemas de Interação Fluido-Partícula (IFP) são de natureza multifásica, pois 

envolvem conceitos da mecânica dos fluidos e a mecânica dos sólidos, com interdependência 

entre as equações que governam os fluídos e as partículas, gerando um problema de 

acoplamento de sistemas. Um problema de IFP acrescenta o desafio de se buscar uma solução 

simultânea do sistema acoplado onde as condições de contorno das interfaces entre o fluido e 

as partículas são desconhecidas a priori, devido justamente à interdependência citada 

anteriormente. Isto se traduz em desafio teórico e grande esforço computacional, o que por 

vezes pode inviabilizar a obtenção da solução de um problema de IFP principalmente em 

simulações tridimensionais devido a necessidade de malha com grau de refinamento elevado 

nas interfaces fluido-partículas. Além disso, grande parte dos problemas de IFP é de natureza 

complexa com interfaces móveis e cinemática não-linear. Portanto, é fácil perceber a 

necessidade, ou melhor, a inevitabilidade, da utilização de métodos numéricos para se resolver 

problemas de IFP. 

Muitos são os exemplos dos problemas de IFP na engenharia e na natureza. A Figura 1, 

por exemplo, ilustra algumas situações bastante distintas nas quais se observa este tipo de 

fenômeno acoplado. Perfuração de poços de petróleo em rochas submersas usando brocas 

rotativas (Figura 1(a)), transporte de sedimentos em leitos de rios (Figura 1(b)), percolação de 

fluidos através de meios porosos (Figura 1(c)), erosão em ravinas (Figura 1(d)), dentre outros 

exemplos. Quanto maior for a superfície de contato entre o fluido e a as partículas, a viscosidade 

e a velocidade do meio fluido, mais significativos são os esforços gerados pelo fluido sobre as 

partículas. 

Um campo onde a IFP é muito importante é a dos corpos em queda com geometrias 

simples ou complexas, influenciados pela gravidade e por forças hidrodinâmicas (Pesavento e 

Wang [1], Andersen et al. [2], Jin e Xu [3], You et al. [4]). A não linearidade inerente nesses 

problemas frequentemente resulta em padrões de queda complexos com trajetórias caóticas. 

Alguns experimentos foram realizados (Belmonte et al. [5] e Mahadevan et al. [6]) a fim de se 

obter os parâmetros necessárias para o desenvolvimento de métodos numéricos capazes de 

simular tais fenômenos com boa previsibilidade e a robustez necessária para uma simulação 

confiável. 

Outro campo de aplicação da IFP é na modelagem da fluidização de leitos particulados 

(e.g., ver Yu e Xu [7]). Isso se deve ao fato de esta técnica, muito utilizada na indústria química, 
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promover um bom contato entre a superfície das partículas e o fluido ao seu redor (em geral ar 

seco), fazendo com que a resistência ao transporte de calor e massa seja reduzida, além de se 

promover uma boa mistura e homogeneização do material. 

 

Figura 1: Exemplos de problemas de Interação Fluido-Partícula. 

Devido à complexidade natural dos problemas que envolvem IFP, é difícil definir uma 

determinada metodologia ou abordagem que seja, em todos os aspectos, superior às demais. 

Cada técnica ou modelo tem os seus pontos positivos e negativos. Nos últimos anos, grande 

esforço tem sido feito pela comunidade científica para aprimorar as técnicas existentes bem 

como desenvolver novas técnicas mais eficientes. Dentre os diversos modelos que podem ser 

utilizados para problemas IFP, destacam-se:  

 Modelo de Dois Fluidos (TFM, do inglês “Two-Fluid Model”): Neste modelo, as fases 

fluida e sólida (partículas) são tratadas como um meio contínuo interpenetrante em 

uma célula computacional que é muito maior do que o tamanho das partículas 

individuais, reduzindo sobremaneira o número de equações do sistema (Anderson e 

Jackson [8]). No entanto, seu uso eficaz depende fortemente de fatores constitutivos, 

de relações fechadas para a fase sólida e a “troca” de momento entre as fases que não 

são possíveis de serem obtidos diretamente pelo modelo. 

 Modelo de Simulação Numérica Direta (DNS, do inglês “Direct Numerical 
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Simulation”): No DNS, o domínio do fluido é discretizado em uma escala comparável 

ao espaçamento das partículas, enquanto as partículas são tratadas como “contornos 

discretos móveis” (Hu [9]). Uma das principais características desse modelo é o 

tratamento implícito do sistema fluido-partícula usando-se, para isso, uma formulação 

fraca combinada. Diversos métodos numéricos podem ser usados sob essa abordagem. 

Alguns desses métodos têm suas formulações baseadas em uma abordagem ALE 

(Arbitrary Lagrangian Eulerian), cuja ideia principal é a introdução de um referencial 

arbitrário através de uma malha computacional que não é fixa no espaço (abordagem 

Euleriana) e nem fixa no meio material (abordagem Lagrangiana) de forma que a 

malha se ajuste da melhor forma possível ao meio e a interface. Essa abordagem tem 

aplicações em diversas áreas da engenharia, uma vez que combina as abordagens 

Lagrangiana e Euleriana, tendo a sua origem na simulação de problemas com grandes 

deformações que resultam em distorções indesejáveis nos elementos. Todavia, sua 

principal desvantagem é o seu alto custo computacional (devido a necessidade de 

geração de novas malhas em cada passo de tempo, mesmo que somente de regiões 

específicas do domínio) dependendo da complexidade dos movimentos das partículas. 

DNS tem grande potencial para produzir resultados detalhados de interações 

hidrodinâmicas entre fluidos e partículas em um sistema. Contudo, um grande ponto 

de atenção deste modelo é sua baixa capacidade de lidar com colisões de partículas. 

Uma alternativa de se lidar com este problema é a introdução de forças repulsivas na 

equação do movimento para evitar possíveis colisões entre as partículas (Glowinski et 

al. [10], Singh et al. [11]). 

 Modelo Contínuo e Discreto Combinado (CCDM, do inglês “Combined Continuum 

and Discrete Model”): No CCDM, o movimento de partículas individuais é obtido pela 

resolução das equações do movimento de Newton-Euler enquanto para o fluido, 

utilizam-se as mesmas equações governantes do TFM e do DNS (por exemplo, as 

equações de Navier-Stokes). A representação do meio fluido é alcançada por métodos 

de discretização comumente utilizados na Dinâmica dos Fluidos Computacional 

(CFD, do inglês “Computational Fluid Dynamic”) como por exemplo o Método dos 

Elementos Finitos (MEF). Já para a representação das partículas, o Método dos 

Elementos Discretos (MED) vem se tornando uma opção bastante atrativa devido a 

sua simplicidade e robustez. 

Este trabalho opta pela abordagem CCDM para a solução do problema de IFP. 

Quando se trata de modelagem de IFP, uma pergunta central precisa ser respondida: 
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“Como as interfaces fluido-partículas serão tratadas?”. Existem algumas metodologias na 

literatura que nos auxiliam a responder esta questão. Uma delas, conhecida como método de 

fronteiras coincidentes, utiliza uma abordagem ALE clássica, na qual a malha do fluido se 

deforma localmente para acompanhar o movimento das partículas (e.g., ver Tezduyar et al. [12] 

e [13]). Nos casos em que o movimento das partículas for complexo, torna-se inevitável a 

geração de uma nova malha em cada instante de tempo uma vez que a malha do fluido está 

conectada ao contorno das partículas. Outra forma é adotar uma malha fixa Euleriana para 

representar o domínio do fluido independentemente das partículas, estando essas últimas 

“imersas” em seu domínio (e.g., ver Johnson e Tezduyar [14], [15] e Glowinski et al. [10]). Isso 

faz com que os domínios do fluido e das partículas se tornem superpostos, necessitando da 

aplicação de técnicas especiais para impor o efeito do movimento dos contornos das partículas 

sobre o fluido, e vice-versa. O movimento dessas interfaces atua como uma condição de 

contorno essencial no fluido. Em ambos os casos, a descrição do movimento das partículas pode 

ser feita por uma abordagem Lagrangiana usual. Na literatura, esses últimos são comumente 

chamados de métodos de fronteiras imersas (MFI) que são, geralmente, empregados para 

simular escoamentos complexos de fluidos no em torno de corpos arbitrários fixos ou móveis 

sem a necessidade de, a cada instante de tempo, ter que gerar a malha do fluido novamente. 

Existem vários métodos que são classificados como MFI, por exemplo: “fronteiras virtuais” 

(Goldstein et al. [16]), “domínios fictícios” (Glowinski  et al. [17], Girault e Glowinski [18], 

Glowinski  et al. [19]), “malhas imersas” (Tilch et al. [20]), “interfaces imersas” (Leveque e 

Lee [21], Lee e Leveque [22], Mittal e Iaccarino [23]), “elementos finitos imersos” (Liu et al. 

[24], Zhang et al. [25]), dentre outros. Existe ainda uma terceira alternativa que é tratar o fluido 

e as partículas por meio de uma abordagem Lagrangiana unificada. Este método é conhecido 

como método dos elementos finitos com partículas (em tradução livre do autor, a partir da 

nomenclatura original “Particle-Finite Element Method”) e foi desenvolvido por Oñate e 

Idelson ( [26], [27], [28], [29] e [30]) e mostra-se muito promissor para simulações que 

envolvem escoamento de fluidos com superfície livre e desprendimento de parte do domínio 

em subdomínios, como por exemplo, impacto de ondas em objetos fixos. A principal vantagem 

deste método é a eliminação do termo convectivo da formulação, pagando-se o preço de se 

gerar uma nova malha a cada instante de tempo. Neste trabalho o fluido é tratado pelo MEF 

tendo como base uma abordagem Euleriana. 

No que diz respeito à descrição das partículas, dentre os diversos métodos numéricos 

existentes capazes de simular o comportamento físico de um conjunto de partículas, destacam-

se: o Método de Dinâmica Molecular (MDM), o Método dos Elementos Discretos além do 
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próprio Método dos Elementos Finitos, dentre outros. Optou-se em se utilizar neste trabalho o 

MED tendo como base a formulação desenvolvida por Campello [31], [32] e [33] que, dentre 

outras contribuições, apresenta-se de forma simples e robusta para partículas consideradas 

indeformáveis e, portanto, as suas deformações são consideradas desprezíveis durante os seus 

movimentos podendo ocorrer contatos entre si (contato partícula-partícula) e com superfícies 

rígidas (contato partícula-superfície rígida) múltiplas vezes durante o movimento sem a 

necessidade de calcular suas deformações. 

Para se resolver o problema da interação fluído-partícula, utiliza-se neste trabalho a 

abordagem das fronteiras imersas. Dentre as diversas técnicas de MFI existentes, o método de 

Nitsche [34] (Nitsche) foi escolhido como técnica capaz de possibilitar a interação bifásica 

(fluido-partícula) proposta por este trabalho via aplicação das condições de contorno de 

Dirichlet de forma fraca na interface dos corpos imersos (partículas). A ideia é considerar as 

partículas como esferas móveis indeformáveis, e utilizar Nitsche como ferramenta de “diálogo” 

entre os dois domínios físicos. Algo similar foi trabalhado em Benk et al. [35] para simulações 

de problemas de interação fluido-estrutura (IFE). Com isso, a principal contribuição deste 

trabalho é a forma como as forças hidrodinâmicas são calculadas e consideradas de forma a 

possibilitar a simulação eficiente e robusta de problemas de IFP mais simples como também os 

mais complexos com ocorrência de contatos do tipo partícula-corpo rígido e partícula-partícula 

de forma isolada ou simultânea. 

1.1 Objetivos 

O objetivo deste trabalho de doutoramento é desenvolver um método numérico capaz de 

simular problemas tridimensionais de Interação Fluido-Partícula de forma eficiente e robusta 

para problemas tridimensionais. Para este propósito, adotou-se técnicas de fronteira imersa 

como ferramenta de acoplamento entre as duas fases do problema. Além disso, trabalhos 

anteriores desenvolvidos pelo grupo de pesquisa serão utilizados devido ao alto nível de 

maturidade de suas formulações. Também é objetivo deste trabalho a implementação 

computacional e a validação do método proposto em um código computacional próprio. Para 

tanto, o desenvolvimento de uma estrutura para este código capaz de executar diversos tipos de 

análises em um código único se faz necessário. Num contexto mais amplo, este trabalho 

também objetiva o fortalecimento de pesquisa científica na área de Interação Fluido-Partícula, 

no Laboratório de Mecânica Computacional (LMC) da Escola Politécnica da USP. 
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1.2 Revisão bibliográfica 

A primeira etapa deste trabalho de doutoramento foi o desenvolvimento de um código 

computacional capaz de simular os problemas tridimensionais provenientes da mecânica dos 

fluidos, mais especificamente, aqueles governados pelas equações de Navier-Stokes para 

fluidos incompressíveis. Para tanto, foi utilizado o MEF como ferramenta de obtenção de 

solução aproximada do problema. Os trabalhos de Oden [36], Taylor e Hood [37] e Cheng [38] 

no final da década de 1960 e início da década de 1970 são os primeiros registros de contribuição 

da comunidade científica neste assunto. Porém, ao se utilizar o MEF com projeções de Galerkin 

usuais para aplicações da mecânica dos fluidos, observaram-se problemas na obtenção de 

soluções ótimas sendo, inclusive, sujeitas a problemas de instabilidade numérica. Isso se deve 

ao fato do MEF, em sua origem, ter sido desenvolvido para a obtenção de soluções aproximadas 

de equações diferenciais regidas por equações elípticas auto-adjuntas, que é característica dos 

problemas da mecânica das estruturas. Para fluido, cujo comportamento é governado pela 

equação de Navier-Stokes, isso não se verifica devido à natureza hiperbólica de seu regime, 

principalmente em problemas de convecção dominante. Consequentemente, outros métodos 

numéricos apareceram como alternativa ao MEF para se obter solução aos problemas regidos 

pela mecânica dos fluidos. Os métodos que mais se destacaram foram: Método das Diferenças 

Finitas (MDF) e o Método dos Volumes Finitos ( [39], [40]), sendo este último, ainda hoje, 

largamente utilizado em softwares comerciais. 

 Contudo, no início da década de 1980, Brooks e Hughes [41] desenvolveram uma nova 

formulação de elementos finitos capaz de resolver problemas com convecção dominante. Esta 

versão estabilizada do MEF durante muito tempo foi considerada como uma das principais 

referências para simulação de problemas da mecânica dos fluidos utilizando o MEF. A base 

dessa formulação é a utilização da técnica de estabilização SUPG (do inglês, “Streamline 

Upwind/Petrov-Galerkin”). A busca por formulações robustas e confiáveis para simulação de 

escoamento de fluidos é um campo amplo de pesquisa possuindo, portanto, uma vasta literatura 

para consulta (e.g., ver Argyris et al. [42] , Masud e Calderer [43], Charnyi et al. [44], Shakib 

et al. [45] e Abali [46]).  

Especificamente para os problemas regidos pelas equações de Navier-Stokes para fluidos 

incompressíveis, a satisfação da condição de incompressibilidade ao campo de velocidade 

induz a utilização de uma formulação mista de elementos finitos que exige um cuidado especial 

na escolha dos subespaços de aproximação da velocidade e da pressão (Gomes [47]). Isso se 

deve ao fato da escolha de alguns pares de velocidade e pressão gerar modos espúrios de pressão 
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caso a condição de compatibilidade inf-sup ou LBB (referência a Ladyzhenskaya, Babuska e 

Brezzi), ver Brezzi e Fortin [48]) não seja satisfeita. Muito trabalho foi realizado a fim de 

suplantar tais problemas até se obter uma formulação de elementos finitos capaz de se utilizar 

qualquer subespaço de aproximação de forma estável. Por exemplo, em [49] Tezduyar e Osawa 

propõe uma forma alternativa de calcular os parâmetros de estabilidade, SUPG e PSPG (do 

inglês, “Pressure-stabilizing/Petrov-Galerkin”), usados em formulações estabilizadas do MEF. 

Para tanto, eles propuseram a sua obtenção por meio de uma formulação baseada nas matrizes 

e vetores locais a nível dos elementos que foram testadas e validadas em problemas transientes 

governados tanto pela equação de transporte de massa via difusão-advecção como pela equação 

de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis. Já Hughes e Franca, em [50], propuseram uma 

melhoria de sua própria formulação apresentada em [51], tornando-a simétrica e estabilizada 

para quaisquer pares de velocidade e pressão escolhido (inclusive para pares com mesma ordem 

de interpolação), especificamente para problemas governados pela equação de Stokes. Para 

problemas transientes regidos pela equação de Navier-Stokes, Tezduyar et al. [52] trouxe 

grande contribuição no desenvolvimento de uma formulação estável para pares de interpolação 

de velocidade e pressão de mesma ordem. Esta formulação é uma modificação sutil da 

formulação, para regime permanente, de Galerkin/Mínimos quadrados (do inglês 

“Galerkin/least-squares formulation”) testados e validados para elementos bidimensionais 

triangulares e quadrilaterais.  

A segunda etapa deste trabalho é o desenvolvimento de um algoritmo capaz de simular o 

movimento no espaço de partículas sólidas e relativamente rígidas, isto é, com deformações 

desprezíveis durante os seus movimentos. Dentre os diversos métodos numéricos capazes de 

simular problemas da mecânica dos sólidos rígidos (MSR), este texto irá se concentrar no MED 

devido a sua utilização neste trabalho, conforme justificado na introdução. O MED tem a sua 

origem em meados dos anos 1970 do século passado com os trabalhos de Cundall [53] e [54] 

para o exército norte-americano. Contudo, apenas em 1979 Cundall e Strack apresentaram o 

seu trabalho [55] em um periódico acadêmico sendo este considerado por muitos como o 

trabalho que deu origem ao MED. Neste trabalho, os autores buscaram descrever com detalhes 

o modelo concebido por Cundall em [53] concentrando-se na representação das forças de 

contato e atrito entre os grãos. Em paralelo, Serrano e Rodrigue-Ortiz desenvolveram o seu 

trabalho [56] muito similar ao de Cundall diferenciando-se, basicamente, na forma como as 

forças de contato e atrito são consideradas. Cundall e Strack ponderam este trabalho como um 

dos primeiros a tentar simular problemas da MSR numericamente. O fruto desse esforço é o 

surgimento de um sem-número de trabalhos aplicados a variados fins tendo como base a 



24 
 

formulação do MED. Pode-se até mesmo dizer que existem vários métodos dos elementos 

discretos, ainda que quase todos sejam na sua essência variações generalizadas ou releituras do 

método original, e ainda que muitos deles se autodenominem por outros nomes que não o MED, 

sem fazer qualquer menção à terminologia “MED” (Campello [32]). Alguns expoentes nesta 

área devem ser citados como exemplos de contribuições maduras e relevantes do MED como 

Thornton [57] que utiliza uma formulação do MED, cujo contato partícula-partícula é baseado 

na teoria de Hertz (ver Johnson [58]) e Mindlin e Deresiewicz [59]), para simular processos de 

engenharia presentes na indústria, como: processos de aglomeração por sedimentação de 

partículas,  atrito e cominuição de aglomerados, dentre outros. Já Munjiza et al. [60], combina 

o MEF com o MED de forma a simular problemas de progressão de fraturas em meios contínuos 

bidimensionais. Owen e Feng [61] apresentam uma estratégia de paralelização baseada na 

decomposição de domínios dinâmicos para análise combinada entre o MEF e MED com sólidos 

que apresentam múltiplas fraturas. Zohdi [62], por sua vez, apresenta uma estrutura 

computacional modular que combina várias etapas dentro de um processo de manufatura aditiva 

que envolve a deposição de partículas sobre uma superfície seguida de aquecimento a laser 

seletivo e direcionado. Campello e Quintana-Ruiz em [63], apresenta um modelo de adesão 

interpartículas simples capaz de modelar a adesão entre partículas cujos tamanhos são da ordem 

de algumas centenas de micrometros onde as forças inerciais são relevantes e as teorias clássicas 

de adesão, normalmente, não são capazes de modelar satisfatoriamente. Muitos outros trabalhos 

também podem ser citados como contribuições relevantes como Matuttis et al. [64], Rojek et al 

[65], Avci e Wriggers [66], Lim e Andrade [67], Zohdi [68], Quintana-Ruiz e Campello [69], 

Pöschel e Schwager [70], Zhu et al. [71] e [72] e Campello [33].  

A terceira e última etapa deste trabalho é o desenvolvimento de um método numérico 

capaz de unificar as duas etapas descritas anteriormente. A inspiração para o acoplamento entre 

fluido e as partículas origina-se das técnicas utilizadas para IFE. Tais técnicas atraem atenção 

de pesquisadores desde há muito tempo. Um dos primeiros trabalhos publicados no assunto foi 

desenvolvido por Peskin ( [73] e [74]) no início da década de 1970 para simular problemas 

biomecânicos (modelos de válvulas cardíacas). O modelo trabalhado por Peskin era bastante 

simplificado e não utilizava o MEF em sua formulação. Os primeiros trabalhos com o MEF 

surgiram no final da década de 70 e início da década de 80 (ver Belytschko e Kennedy [75] e 

Hughes et al. [76]) e utilizaram em sua formulação uma abordagem ALE. Esta abordagem ainda 

é muito utilizada e estudada nos dias de hoje (ver, Wall et al. [77], Kuhl et al. [78], Zhang e 

Hisada [79], Sawada e Hisada [80], Farhat et al. [81] e Tallec e Mouro [82]) tendo a sua 

utilização original integrada com o MDF. Porém, quando se pretende simular problemas com 
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geometrias complexas, buscar abordagens alternativas a ALE é um caminho importante e 

necessário uma vez que a necessidade de geração da malha a cada instante de tempo torna esse 

método caro no ponto de vista computacional. Uma alternativa é a utilização de métodos que 

tratam o fluido e a partícula como dois domínios superpostos independentes podendo, então, o 

fluido ser formulado a partir de uma malha fixa indeformável, totalmente independente da 

partícula, por meio de uma abordagem Euleriana. Esses métodos possuem uma vasta 

designação na literatura sendo, neste texto, chamado de fronteira imersa. 

O conceito de fronteira imersa traz um grande benefício à programação que é a utilização 

de uma malha Euleriana fixa para a representação do fluido independente de corpos arbitrários 

(no nosso caso, partículas) que possam compor outras fases do problema não necessitando de 

novas malhas a cada instante de tempo. Por outro lado, a imposição das condições de contorno 

nas interfaces entre o fluido e as partículas acaba se tornando um dos grandes desafios de se 

utilizar esta técnica. Tais condições de contorno, para um problema fluido, diz respeito a 

imposição de velocidades na interface, isto é, trata-se de condições de contorno essenciais 

(Dirichlet). Existem diversas técnicas que auxiliam na aplicação destas condições de contorno 

sendo este tema assunto de desenvolvimento contínuo até os dias de hoje. Uma delas é a 

utilização do MEF em conjunto com os multiplicadores de Lagrange para impor as condições 

de contorno nas interfaces dos sólidos imersos. Esta técnica tem sido largamente utilizada por 

diversos pesquisadores (Gerstenberger e Wall [83], [84], Legay et al. [85], Gomes e Pimenta 

[86], Fernandes et al. [87]), com variações na forma como a discretização das interfaces do 

fluido com o corpo imerso é tratada (por exemplo, totalmente independente da malha do fluido), 

juntamente com a utilização de funções de interpolação variadas (e.g., constante dentro dos 

elementos das interfaces e descontínuas entre si) para aproximar os multiplicadores de 

Lagrange. Esta técnica foi utilizada com sucesso tanto para problemas de IFE (Gomes e Pimenta 

[86]) como para problemas de IFP (Fernandes  et al. [87]), porém, ambos aplicados a problemas 

bidimensionais. Até onde é de conhecimento do autor, para problemas tridimensionais, a 

adoção desta técnica ainda está em aberto devido à complexidade de sua implementação e a 

problemas de instabilidade numérica. Lew e Buscaglia propuseram em seu trabalho [88], a troca 

dos elementos intersectados pelo corpo imerso por aproximações descontínuas de Galerkin para 

impor as condições de contorno em Dirichlet de forma forte. Outra técnica muito conhecida é 

a desenvolvida por Nitsche [34] que, originalmente, foi concebida para solução de problemas 

de Poisson mas logo foi adaptada para problemas de Stokes e Navier-Stokes (Benk et al. [89], 

Benk [35], Hansbo e Juntunen [90] e Becker [91]) devido a facilidade em sua implementação 

e pelo fato de não acrescentar novos graus de liberdade ao sistema. A desvantagem dessa técnica 
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é a introdução e, consequentemente, a escolha adequada, de parâmetros de penalidade 

necessários para a imposição da condição de contorno em Dirichlet. Esta técnica deu origem a 

muitos trabalhos importantes tais como Codina e Baiges [92], Burman [93], Massing et al. [94], 

dentre outros. Neste trabalho, optou-se em se utilizar Nitsche como técnica para acoplar as duas 

fases do problema. 

Nada obstante, quando se trata, especificamente, de simulação de problemas IFP, a 

compreensão e análise de seus fenômenos é significativamente importante, particularmente no 

que diz respeito ao acoplamento existente nos problemas de escoamento de moderada a alta 

concentração de particulado. Esses problemas exigem uma descrição precisa de seus sistemas 

tendo a simulação de escoamento de grande número de partículas um grande desafio até os dias 

de hoje. Em meados da primeira metade da década de 1960, um dos primeiros trabalhos na área 

foi desenvolvido por Jayaweera e Mason [95] que realizou experimentos de sedimentação de 

múltiplas esferas em tubos preenchidos por líquidos. Já na década de 1980, Fortes et al. [96] 

promoveram estudos experimentais de fluidização com água de partículas esféricas em queda 

contra a gravidade em colunas de seção transversal retangular apresentando importantes 

cenários como “drafting”, “kissing” e “tumbling”. Contudo, somente no início da década de 

1990 tem-se notícia dos primeiros estudos de simulação computacional bidimensional de 

interação fluido-partícula levando-se em consideração em sua formulação a natureza 

multifásica do problema (ver Tezduyar et al. [12], [13], Hu e Joseph [97]). O primeiro trabalho 

de simulação tridimensional de IFP utilizando o MEF, de conhecimento do autor, foi promovido 

por Johnson e Tezduyar [14] no início da segunda metade de 1990 que é um marco na 

modelagem tridimensional de escoamento de fluidos carregados com partículas. 

Posteriormente, os mesmos autores promoveram uma série de publicações ( [15], [98]) a fim 

de demonstrar a robustez de sua formulação sendo capaz de simular escoamento de fluidos com 

um número considerável de partículas imersas (100 a 1000 partículas) para problemas 

tridimensionais. Assim como nos problemas de IFE, os problemas de IFP podem ser abordados 

via ALE (Tezduyar et al [12], [13]) ou tratando o fluido de maneira Euleriana (Johnson e 

Tezduyar [14], [15], Glowinski et al. [19]). Independente da abordagem, em ambos os casos as 

partículas são descritas de forma Lagrangiana usual. Muito se fez a fim de se aprimorar os 

métodos existentes, como também desenvolver novos métodos mais eficientes e robustos (ver 

Zhu et al. [71] e Zohdi [99], Avci e Wriggers [66], Fernandes et al. [87]). Ainda há muito a se 

avançar nesta área pois, levando-se em consideração a complexidade natural dos problemas de 

IFP, além das diversas peculiaridades e nuances dos problemas específicos de interesse, não é 

possível estabelecer um método que seja suficientemente geral e aplicável a todos os tipos de 



27 
 

problemas simultaneamente, tornando este assunto ainda relevante e atual. 

1.3 Organização do texto 

Este texto descreve os desenvolvimentos empreendidos e resultados do trabalho de 

doutoramento do autor, desempenhadas no Laboratório de Mecânica Computacional (LMC) do 

Departamento de Engenharia de Estruturas e Geotécnica da Escola Politécnica da USP 

(EPUSP), e em parte também em modo remoto, devido à pandemia. Assim, o presente trabalho 

foi organizado conforme descrito a seguir. 

Capítulo 2 aborda os conceitos e o equacionamento do problema fluido passando por 

todas as etapas matemáticas principais até a obtenção do sistema de equações governante do 

problema. Além disso, alguns exemplos são apresentados com o intuito de verificar a 

implementação computacional referente aos problemas de fluidos. 

Capítulo 3 aborda os conceitos referentes à descrição do movimento das partículas pelo 

método dos elementos discretos passando pelo equacionamento de problemas de uma partícula 

até a sua extensão para problemas com várias partículas. Como no fluido, no final deste 

capítulo, alguns exemplos são apresentados com o intuito de verificar a implementação 

computacional referente aos problemas de partículas. 

Capítulo 4 aborda o método de Nitsche para o acoplamento entre as fases (fluido e 

partículas) via fronteiras imersas e a forma como o sistema de equações governante é reescrito 

devido a sua aplicação. No final da parte teórica desse capítulo, o autor propõe uma nova 

metodologia para o cálculo das forças hidrodinâmicas considerando corpos imersos fixos sendo 

este, portanto, a primeira grande contribuição deste trabalho. No final do capítulo são 

apresentados alguns exemplos para verificar a implementação computacional considerando 

corpos imersos fixos. 

Capítulo 5 aborda as especificidades do método proposto neste trabalho para a 

consideração da interação entre fluido e partícula passando por diversos aspectos de 

configurações possíveis de serem simuladas. É neste capítulo que se encontram as maiores 

contribuições deste trabalho. No final do capítulo são apresentados alguns exemplos para 

verificação do método proposto. 

Capítulo 6 aborda as discussões e conclusões deste trabalho, além de propostas para 

trabalhos futuros abrindo caminho para novas contribuições nesta linha de pesquisa.  
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1.4 Notação adotada 

Nas seções a seguir, serão utilizadas a seguinte notação: 

 Para grandezas escalares faz-se uso de símbolos latinos e gregos em itálico (a, b, A, B, 

 ,  , etc);  

 Para vetores, utilizam-se letras minúsculas em negrito e itálico (x , y , etc); 

 Para valores nodais letras minúsculas em negrito (x , y , etc); 

 e de letras maiúsculas em negrito e itálico (A , B , etc) para tensores de segunda ordem 

pertencentes ao espaço vetorial Euclidiano tridimensional ( 3E ) tendo a sua base 

ortonormal da geometria clássica dada por  1 2 3, ,e e e ; 

 O produto interno de dois vetores x e y do espaço vetorial da geometria clássica 3V  é 

um número real   1 1 2 2 3 3 i ix y x y x y x y    x y   1,2, 3i  . A norma 

associada ao produto interno de um vetor x  é   x x x ; 

 A notação :A B  é utilizada para o produto interno no contexto de matrizes e de 

tensores e é definida por  Ttr: A B A B , onde  tr
1

n

ii
i

M


M .  

 O produto diádico entre dois vetores x  e y  do espaço vetorial 3V  é dado por 

T x y xy . 

As demais definições adotadas serão apresentadas quando necessário ao longo do texto. 
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2  DESCRIÇÃO E VERIFICAÇÃO DO PROBLEMA 

FLUIDO 

Neste capítulo as equações governantes do problema fluido são estabelecidas de forma 

resumida para um tipo de fluido particular, aqueles considerados incompressíveis governados 

pelas equações de Navier-Stokes. A descrição deste capítulo sofreu grande influência do 

capítulo sobre fluido da tese de doutoramento de Gomes [47]. No final deste capítulo, dois 

exemplos clássicos de CFD são apresentados com o intuito de validar o algoritmo desenvolvido 

neste trabalho para a simulação do problema de fluido tridimensional tendo como base a 

formulação apresentada a seguir. 

2.1 Equação de Navier-Stokes 

A conservação da quantidade de movimento de um ponto material infinitesimal de massa 

dm  para fluidos viscosos incompressíveis governados pelas equações de Navier-Stokes pode 

ser expressa por 

 div ,d
dt

  u T b   (1) 

onde  , u , T  e b  são, respectivamente, a densidade do fluido, o vetor das velocidades, o 

Tensor das tensões de Cauchy e o vetor das forças de volume por unidade de massa. O termo  

d dtu  é a derivada material da velocidade com relação ao tempo. A condição de 

incompressibilidade do fluido é garantida pela imposição de restrição no campo de velocidade 

pelo princípio de conservação de volume dado por 

 div 0.u  (2) 

Considerando uma descrição Euleriana do escoamento do fluido, a parcela referente à 

derivada material da velocidade na equação (1), pode ser dividida em duas parcelas de 

aceleração: a aceleração local e a aceleração convectiva como se segue 

    div ,    u u u T b   (3) 

onde u  denota a derivada ordinária da velocidade com relação ao tempo. A definição do termo 
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u , que é o gradiente da velocidade, pode ser observada na equação (4). Neste ponto, torna-

se importante ressaltar que a convenção de somatório sobre índices repetidos, ou mudos, é 

utilizada ao longo deste texto, bem como a notação ,ia  para designar a derivada do vetor a  

com relação à coordenada i  de um sistema cartesiano definido pelas bases ie . 

 .,i i  u u e   (4) 

Para este trabalho, o tensor das tensões de Cauchy T  é aquele definido para fluidos 

Newtonianos expresso pela equação (5). 

   ,2p   T I u   (5) 

onde p , I ,   e   u  são, respectivamente, a pressão hidrostática, tensor identidade, a 

viscosidade absoluta do fluido e o tensor taxa de deformação da velocidade dado por 

     T
= .

1
2

   u u u   (6) 

Substituindo a equação (6) na equação (3) e acrescentando o termo referente à condição 

de incompressibilidade, obtém-se o sistema de equações diferenciais parciais dado por (7). 

 
   div              em 

div                                                               em 

2 ,
0 ,

s p 


       

u u u u b
u


  (7) 

onde   é o domínio do problema e  s u  é o gradiente simétrico das velocidades que é idêntico 

ao tensor taxa de deformação da velocidade   u . 

É importante ressaltar alguns aspectos referentes ao sistema de equações (7): 

 Todos os termos da equação da quantidade de movimento foram divididos por  , 

resultando na viscosidade cinemática      e na pressão cinemática 

 ;p p   

 O divergente do tensor das tensões de Cauchy é dado por 

 div div2 sp    T u ; 

 O segundo termo da primeira equação é responsável pelo comportamento convectivo 

e, o terceiro termo pelo comportamento viscoso; 
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 Para que seja possível a obtenção da solução do sistema de equações diferenciais 

parciais em questão, torna-se necessária a imposição de condições de contorno e de 

condições iniciais ao problema, uma vez que se trata de problema transiente. Tais 

condições podem ser definidas por: 

 

     em     

       em 

      em  e 0 0,

t

u
t







 

Tn t
u u
u u

  (8) 

onde u  e t  são as partes do contorno onde são impostas as condições de contorno de 

Dirichlet (essenciais) e de Neumann (naturais), respectivamente, tais que u t     e 

u t    . Os termos t  e u  são, respectivamente, o vetor tensão e o vetor velocidade 

prescritos. Já 0u  é o vetor com os valores das velocidades iniciais do problema que deve 

também satisfazer a condição de incompressibilidade e, n  é o vetor unitário normal a superfície 

t . 

Portanto, o sistema de equações diferenciais parciais que descreve o comportamento do 

fluido neste trabalho pode ser resumido por: 

 

   div            em 

div                                                             em 

                                                              em ,    

              

2 ,
0 ,

s

t

p 



     





u u u u b
u

Tn t
u u



                                                  em 

                                                              em  e 0

,
0.

u

t



  u u

  (9) 

2.2 Forma Fraca 

A obtenção da forma fraca da equação de Navier-Stokes requer a introdução de classes 

de funções especiais para os campos de velocidade e pressão. No que diz respeito ao campo de 

velocidade, escrevem-se os espaços dessas funções especiais, comumente chamadas de funções 

de aproximação e peso, como 

    em 1 u  S = u H u u   (10) 

e 

    em 0
1 1 ,B

u
    V H w H w 0   (11) 
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onde S  e V  são subespaços de Hilbert cujas condições de contorno de Dirichlet devem ser 

satisfeitas pelas funções de aproximação, e as funções peso devem ser nulas em u .  

Para o campo de pressão, uma vez que as derivadas espaciais em pressão não aparecem 

na expressão da forma fraca da equação de Navier-Stokes, o espaço das funções é requerido 

que seja quadrado integrável. Portanto, define-se  2 Q L  como sendo o espaço que 

contém as funções de aproximação e de peso para a variável em pressão. 

Aplicando-se as funções teste arbitrárias  ,q  w V Q  no sistema de equações (7), o 

mesmo pode ser reescrito em sua forma integral a seguir. 

 

   div

                em 

div                                em 

2

,

0 .

sd d d

pd d

q d







  

 



            
     

  

  
 


w u w u u w u

w w b

u



  (12) 

Aplicando-se o teorema do divergente nos termos viscoso e o de pressão da equação (12)

obtêm-se: 

 

 
div

div

2 :

,

0.
t

s s

t

d d d

pd d d

q d






  

 



        

       

  

  
  


w u w u u w u

w w b w t

u



  (13) 

Portanto, o enunciado do problema pode ser definido como: encontrar 

 , 0,t T    u x S  e  , 0,t T    x Qp , tal que,  ,q  w V Q  

 
         
   

div div, ; , , , ,
, ,

t

c a p q
    

 

   
 
w u u w u w u w u
w t w b


   (14)1 

que é a forma fraca da equação de Navier-Stokes em notação compacta. Os termos  ; ,


u w uc   

e  ,


w ua  são, respectivamente, as formas trilinear e bilinear dos termos convectivo e viscoso 

dadas a seguir: 

 
1 A equação (14) pode ser apresentada, basicamente, de duas formas: a primeira contendo duas expressões (com 
os termos dependentes da velocidade separados dos termos dependentes da pressão) e, a segunda contendo uma 
única expressão (com os termos dependentes da velocidade e da pressão juntos). Observe que a equação (14) é 
apresentada de acordo com a segunda forma descrita anteriormente (muito comum no ambiente científico). Ao 
longo deste texto o leitor irá encontrar as duas formas de se expressar a equação de Navier-Stokes.  
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        e  2 :; , , .s sc d a d
  

        u w u w u u w u w u   (15) 

2.3 Discretização do tempo e integração numérica 

Existem vários métodos numéricos capazes de se realizar integrações temporais na 

literatura. De forma geral, pode-se dividi-los em dois grandes grupos: os métodos explícitos e 

os implícitos. Os trabalhos desenvolvidos por Dettmer e Peric [100], Jansen et al. [101], Fries 

e Zilian [102], Bijl et al. [103] e van Zuijlen et al. [104], só para mencionar alguns, mostram a 

importância de se escolher um método de integração temporal adequado de acordo com o 

problema que se pretende resolver. Neste trabalho, serão abordados os seguintes métodos de 

integração temporais implícitos: 

 Newmark2 [105]; 

 Euler implícito. 

Ressalta-se que, durante o desenvolvimento deste trabalho o método α-generalizado (α-

G) foi implementado como método alternativo para integração temporal da equação de Navier-

Stokes para problemas bidimensionais. Porém, observou-se um aumento não desprezível do 

custo computacional quando comparado com os métodos de Newmark e Euler. Esse fato fez 

com que o α-G não fosse considerado neste trabalho para problemas tridimensionais, uma vez 

que, um dos grandes desafios desta tese é simular problemas com grande número de graus de 

liberdade (acima de quinhentos mil) devido a limitação de hardware e memória. 

2.3.1  Método de Newmark 

De uma forma geral, para qualquer método de integração temporal usual, o tempo t  é 

expresso de forma discreta utilizando instantes de tempo nt  e incrementos de tempo t  tal 

que 1n nt t t    onde 1nt   é o instante de tempo subsequente a nt .  

Newmark [105] propõe escrever a aceleração do fluido no instante 1nt   da seguinte 

forma: 

 
2 A rigor, o método de Newmark foi desenvolvido para integrar equações diferenciais de segunda ordem no tempo, 
como, por exemplo, as equações da dinâmica dos sólidos e das estruturas. Talvez para fluido, como a equação 
temporal é de primeira ordem, designá-lo como método da aceleração média constante seja o mais apropriado. 
Todavia, ao longo deste texto, o autor irá referenciá-lo como usualmente este é citado na literatura, isto é, como 
método de Newmark. 
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
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 


u u

u u    (16) 

onde   é o parâmetro de integração de Newmark cujos valores podem variar de 0 1.    

Para se garantir convergência de segunda ordem, o parâmetro   deve ser definido como 1 2  e 

a equação (16) pode ser reescrita como  
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Portanto, aplicando-se a equação (16) em (9), obtém-se a equação de Navier-Stokes para 

fluidos incompressíveis em sua forma semidiscreta a seguir. 
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  (18) 

A forma fraca da equação (18) pode ser obtida semelhantemente a (14) sendo dada por 
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
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     
       

w,u u;w,u w,u w, , u w,t

w,b w,u w,u w V Q
  (19) 

2.3.2  Método de Euler implícito 

O método de Euler implícito tem o tempo t  expresso da mesma forma discreta 

apresentada anteriormente tendo a aceleração do fluido no instante 1nt   definida conforme 

equação (20). 

 
1

1 .
n n

n
t


 


u uu   (20) 

É interessante observar que o método de Euler implícito é um caso particular do método 
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de Newmark quando 1  . Esse método é extremamente simples de ser implementado, porém 

não é possível se obter convergência de segunda ordem com o mesmo tornando-o, muitas vezes, 

preterido com relação aos métodos de segunda ordem. 

Neste caso a forma fraca da equação (18) torna-se igual a 
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w,t w,b w,u w V Q
  (21) 

2.4 Discretização do espaço por elementos finitos 

Uma forma de se obter a discretização espacial das equações (19) e (21) é aproximando 

as variáveis do problema (pressão e velocidade) bem como as funções testes apresentadas em 

2.3 de acordo com a formulação de Galerkin via elementos finitos. Isto acarretará na obtenção 

de uma formulação mista de elementos finitos. A escolha adequada do elemento finito a ser 

usada para a discretização do domínio do fluido é de suma importância para se evitar problemas 

de instabilidade numérica do tipo LBB. Isso se dá quando a escolha de um elemento finito com 

muitos graus de liberdade de pressão e poucos de velocidade causar travamentos ou 

instabilidades numéricas devido ao excesso de restrição ao campo de velocidade. Muitos 

trabalhos foram desenvolvidos com o intuito de se identificar a condição pela qual o par de 

pressão e velocidade deve satisfazer a fim de se evitar tais problemas (ver Brezzi e Fortin [48], 

Donea e Huerta [106], Hughes [107],  Burman e Fernández [108], Wieners [109] e Gomes e 

Pimenta [110]). Neste trabalho são utilizados elementos finitos 3D mistos muito conhecidos na 

literatura como elementos de Taylor-Hood (ver Wieners [109]) que satisfazem as condições 

LBB (ver Figura 2). Além desse problema de instabilidade, é sabido que a utilização da 

formulação de Galerkin (projeções usuais de Galerkin) para a simulação de fluidos não é a 

melhor escolha possível uma vez que ela é suscetível a outras fontes de instabilidades numérica 

devido a própria natureza hiperbólica da equação de Navier-Stokes, tendo os seus efeitos 

agravados quando o efeito da convecção é dominante. Portanto, nesse caso, há a necessidade 

de se implementar métodos estabilizadores da convecção a fim de suplantar este problema. 

Neste contexto, uma das primeiras e principais contribuições no assunto foi dada por Brooks e 

Hughes [41] que desenvolveram uma versão estabilizada da formulação de Galerkin utilizando 

técnicas de estabilização SUPG (do inglês, “Streamline Upwind/Petrov-Galerkin”) para 

problemas com convecção dominante. Além deste trabalho, muitos outros foram desenvolvidos 
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e até hoje este assunto é tema de pesquisa (ver Argyris et al. [42], Förster et al. [111] e Hsu et 

al. [112]). Para se contornar os problemas de estabilização da convecção mencionados, neste 

trabalho optou-se em simular problemas de fluido com baixo número de Reynolds evitando-se, 

assim, problemas com convecção dominante3. 

 

Figura 2: Elementos finitos mistos 3D (Taylor-Hood). 

Portanto, para se obter a discretização espacial da equação de Navier-Stokes, faz-se 

necessário a utilização de funções clássicas aplicadas nas variáveis primitivas do problema bem 

como nas funções peso mencionadas na seção 2.2 de tal modo que  
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  (22) 

onde o índice h  diz respeito à aproximação da função em questão e Nel  é o número de 

elementos finitos utilizados para a discretização do domínio do problema. uN  e pN  são as 

matrizes que contêm as funções de interpolação (ou de forma) local do elemento finito sendo 

dadas por  

 
3 A técnica estabilizadora SUPG foi implementada pelo nosso grupo de pesquisa com sucesso para simulações 
bidimensionais (ver Gomes e Pimenta [86]). Neste trabalho optou-se em não utilizá-la em nossa formulação devido 
ao aumento considerável do custo computacional. Porém, sua inclusão está prevista em trabalhos futuros. 
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    e   1 2 1 2... ... ,
u p

pu u u p p
u pn nN N N N N N         

N NI I I   (23) 

onde un  e pn  são os números de nós de velocidade e de pressão por elemento, respectivamente. 

Os vetores com índice e  são aqueles que contêm os valores nodais das respectivas variáveis no 

domínio local do elemento finito. Ressalta-se que a geometria é aproximada com as mesmas 

funções de interpolação utilizadas para aproximar o campo de velocidade. Como exemplo, os 

vetores nodais eu  (velocidade) e ep  (pressão) são definidos por 

 
TT

e  1 1 1 2 2 2 1... ,
u u u pe n n n e nu v w u v w u v w p p         u p    (24) 

sendo iu , iv  e iw  os componentes de velocidade do nó i  nas direções x, y e z, respectivamente. 

Portanto, os subespaços S , V  e Q  agora têm dimensão finita sendo denominados de hS , hV  

e hQ . Com isso, os problemas governados pelas equações (19) e (21), agora na sua forma 

discretizada, podem ser enunciado como: dados b , t , u  e conhecida a solução do problema 

no instante n , encontrar  h hu x S  e  h hx Qp  no instante 1n nt t t    tal que, 

para qualquer par  h h h h w V Q,q , tenha-se 
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  (25) 

para a discretização temporal de Newmark  1 2   e Euler implícito  1  . Após 

algumas manipulações algébricas, o sistema de equações (25) pode ser reescrito em sua forma 

matricial de acordo com a equação (26), a seguir. 
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  (26) 

onde os vetores com valores nodais globais de velocidade e pressão são definidos por u  e p , 
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respectivamente. M , C , K , G  e TG  são as matrizes globais de massa, convectiva (não-

linear), viscosa, operador gradiente e operador divergente, respectivamente. O vetor f  contém 

as forças de volume e tensões aplicadas. Os vetores globais se relacionam com os vetores locais 

conforme expressão (27) a seguir. 

     e    .e e e e u A u p A p   (27) 

A matriz eA  é a matriz de conectividade do elemento e  sendo colocada neste texto 

somente para fins didáticos não sendo a mesma implementada no código devido a sua 

ineficiência computacional. O espalhamento das matrizes e vetores locais  dos elementos nas 

respectivas matrizes e vetores globais são dados, por exemplo, por 
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O procedimento é análogo para as demais matrizes e vetores globais do problema. As 

matrizes locais dos elementos são definidas por 
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onde 
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Se o vetor taxa de deformação for definido por  

    T,1 ,2 ,3 ,2 ,1 ,3 ,2 ,1 ,3
s u v w u v v w w u     u u   (33) 

e a matriz constitutiva for dada por 
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a matriz viscosa local pode ser obtida por 
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  (36) 

Recomenda-se ao leitor que acesse o Apêndice de Gomes [47] para obter mais detalhe 

sobre a dedução das matrizes locais em (29) e (35). 

O sistema de equações (26) também pode ser escrito, na forma matricial, como 

 
    

T

11 1

1

1
,

nn n n n

nt t


  
 



                                         

M MuC u K G f u Mu
pG 0 0


  (37) 

Observe que (37) é um sistema de equações não linear devido à parcela do termo 

convectivo  1nC u . Diversas técnicas podem ser empregadas para obter a solução do sistema 

não-linear. Na seção 2.5 a seguir, mostrar-se-á como este termo é tratado neste trabalho. 
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2.5 Solução do sistema não linear 

Como visto na seção anterior, o termo convectivo,  1nC u , torna não linear o sistema 

de equações algébricas (37). Neste trabalho, utiliza-se o método iterativo de Newton-Raphson 

para se obter a solução do problema não linear. Para tanto, faz-se necessário a obtenção da 

matriz de rigidez tangente do problema a qual é mostrada ao longo desta seção. Pode-se 

reescrever o problema (37) da seguinte forma 

  1 ,n F d 0   (38) 

onde  
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é o vetor de deslocamentos generalizados. Para se obter a solução de (38), utiliza-se um 

procedimento iterativo de Newton tal que 
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onde k  é o número da iteração. A matriz  1n
k
A d , chamada de matriz tangente do problema, 

é definida como 
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A obtenção de  1n
k
A d  se dá diferenciando (39) em função das variáveis de d , ou seja, 

de 1nu  e 1np  e, em seguida, espalha-se os termos obtidos de modo análogo a (28). Para tanto, 
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é necessário a obtenção do operador tangente do termo da forma fraca que dá origem a 

 1nC u de modo que  

 

   

 

    
      

   

T

T

T T T T

T

1 1

1

,1

,

,

; ,

e

e

e

e

h h h h h h
n n

h h h
en

e

u e u i e i u e en
e

h h
u e u i e i u e e

e

h h
e u i u i u u e e

e

e

c d

d

d

d

d

  

 

 





   

   

          

    
 

   

  



    

    











 

I

d d

d

N A w N A u N A u
d

N A w N A N A I

w A N N N N A

w A

u w u w u u

w u u

e

e u u

e u u

 T
Te e

e
 C A

  (43) 
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Portanto, a matriz tangente do problema é dada por 

    T

T

1
1 ,

n
n t




 
 
 
 
  

 
 

M C u K G
A d

G 0
  (45) 

para Newmark e Euler implícito. O termo TC  é dado pelo espalhamento das matrizes locais 

TeC  dos elementos. 

2.6 Exemplos Numéricos 

Nesta seção serão apresentados os resultados obtidos com a formulação apresentada até 

o momento com o intuito de verificar o código computacional. Os exemplos serão divididos em 

estacionário e transiente para problemas tridimensionais. Apesar do objetivo principal deste 

trabalho ser de natureza transiente, optou-se em apresentar também um problema estacionário 

com o intuito de validar parcialmente a implementação computacional com exemplo da 

literatura, uma vez que, basicamente, o que difere computacionalmente um do outro é apenas a 
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implementação do looping do tempo, além de ser um exemplo muito mais rápido de ser obtido 

do ponto de vista computacional. A plataforma Gid [113] foi utilizada como ferramenta auxiliar 

para pré- e pós-processamento para todos os exemplos desta seção e das demais seções adiante. 

Para todos os exemplos a tolerância utilizada para se admitir a convergência do problema não 

linear nas iterações do método de Newton foi de TOL = 10-6. 

2.6.1  Escoamento estacionário em torno de um cilindro 3D 

Este é um exemplo clássico da literatura que simula o escoamento em torno de um 

cilindro. Tal exemplo pode ser encontrado em Schäfer e Turek [114], Turek e Schäfer [115], 

Bayraktar et al. [116] e Braack e Richter [117]. As referências [114] e [115] são utilizadas como 

parâmetros de comparação dos resultados. Basicamente, o exemplo consiste em um escoamento 

de fluido por meio de um canal estreito cuja características geométricas estão ilustradas na 

Figura 3. Próximo à entrada do canal há um obstáculo (cilindro) de diâmetro  m.0,1D   O 

cilindro é considerado como um vazio no interior do fluido. 

 

Figura 3: Desenho esquemático do exemplo 2.6.1. 

Na entrada do canal é aplicado um perfil de velocidade parabólico conforme equação 

(46) a seguir. 

     
4

16
0, , , 0mU yz H y H z

H
U y z V W

 
     (46) 

onde  m s0,45mU   e  m0,41H   de onde se obtém o número de Reynolds Re = 20  

(Schäfer e Turek [115]). A notação das componentes de velocidade adotada é 

   1 2 3, , , ,u u u U V W  e a condição de contorno aplicada na saída do canal é a de tensão 
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zero. Foram utilizados elementos finitos tridimensionais hexaédricos (ver Figura 2) e a malha 

de acordo com a Figura 4. 

 

Figura 4: (a) Malha de elementos finitos 3D utilizada no exemplo 2.6.1 (6.200 elementos finitos hexaedros 
mistos com 54.348 nós); (b) Detalhe do refinamento da malha na região do cilindro. 

Os parâmetros do fluido deste exemplo são apresentados na Tabela 1. 

 

Tabela 1: Parâmetros do fluido referente ao exemplo 2.6.1. 

Da Figura 5 à Figura 9, são apresentados alguns resultados obtidos para os campos de 

velocidade e pressão para uma avaliação qualitativa. 

 

Figura 5: Isocurvas de velocidade, exemplo 2.6.1 (vistas isométricas). 
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Figura 6: Isocurvas de velocidade, exemplo 2.6.1 (vista lateral e em planta). 

 

Figura 7: Isocurvas de pressão, exemplo 2.6.1 (vistas isométricas). 

 

Figura 8: Isocurvas de pressão, exemplo 2.6.1 (vista lateral e em planta). 
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Figura 9: Streamline de velocidade, exemplo 2.6.1. 

Para este exemplo foram calculados os coeficientes de sustentação e de arrasto de acordo 

com a equação (47) além da diferença de pressão entre os pontos  T

1 0,45 0,20 0,205x  

e  T

2 0,55 0,20 0,205x  para uma avaliação quantitativa. Os resultados obtidos 

apresentam uma boa concordância com a literatura, conforme pode ser verificado na Tabela 2. 

 
 

  e    
2 2

4 0, 2, 22 2 ,
9

,v h
L D

U H HF F
U DH U DH

C C U
 

    (47) 

onde vF  e hF  são as resultantes das forças nas direções x e y, respectivamente. 

 

Tabela 2: Comparação dos resultados obtidos do exemplo 2.6.1. 

Dois tipos de elementos finitos mistos foram implementados neste trabalho, o tetraedro 

(10 nós) e o hexaedro (27 nós). A ideia inicial era a de avaliar qual dos dois elementos teria um 

custo computacional menor e qual deles apresentaria os melhores resultados. Com isso, 

aproveitando os dados do exemplo em questão, realizou-se um breve estudo de refinamento de 

malha na região em torno do cilindro conforme pode ser observado na Tabela 3. Nota-se que 

ambos os elementos apresentam resultados dentro dos limites de referência para o coeficiente 
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de arrasto. Porém, para o coeficiente de sustentação, os resultados obtidos com tetraedro 

mostram-se distantes dos limites a menos do apresentado com a malha mais refinada (com, 

aproximadamente, trezentos mil nós). Isso acontece devido a dificuldade do autor deste trabalho 

em gerar uma malha de boa qualidade com tetraedros na região próxima ao cilindro (curva), 

mais especificamente na região da camada limite (ver Figura 10) para este exemplo utilizando 

o pré-processador Gid [113]. Com o hexaedro, as ferramentas disponíveis no Gid facilitam a 

obtenção de bons refinamentos nesta região, mesmo com um número menor de elemento. Isso 

evidência como a densificação da malha ou a qualidade da discretização da camada limite é 

importante para a obtenção das forças hidrodinâmicas na interface fluido-corpo rígido. Este 

breve estudo mostra que, a princípio, com as ferramentas disponíveis para o desenvolvimento 

deste trabalho, a utilização de hexaedros é mais vantajosa devido, principalmente, a facilidade 

na discretização da camada limite reduzindo consideravelmente o custo computacional. 

Todavia, quando se trata de modelagem com fronteira imersa, esta aparente vantagem deixa de 

existir devido a utilização de malha estruturada, o que iguala os elementos em relação ao 

refinamento da malha em torno das fronteiras imersas curvas. Com isso, outros aspectos são 

importantes de serem avaliados (como por exemplo, o mapeamento das formas como as 

partículas esféricas cortam os elementos de fluido necessários para a integração das matrizes 

locais do fluido) para a escolha do elemento finito ideal. Esse assunto é abordado mais adiante 

no texto (nos capítulos 4 e 5 ). Ressalta-se que, independentemente do pré-processador 

utilizado, ambos os elementos conseguem apresentar bons resultados, desde que a camada 

limite seja bem refinada. 

 

Tabela 3: Valores de CL e CD para simulações com refinamentos variados da camada limite utilizando os 
elementos finitos mistos tetraédrico e hexaédrico. 
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Figura 10: Malha de elementos finitos 3D utilizada no exemplo 2.6.1 (37.200 elementos finitos tetraedros mistos 
com 54.348 nós). 

2.6.2  Escoamento transiente em torno de um cilindro 3D 

Este exemplo é, basicamente, o mesmo apresentado no exemplo 2.6.1, porém agora 

considerando uma análise de escoamento de fluido dependente do tempo, ou seja, problema 

transiente. A geometria e os parâmetros utilizados neste exemplo podem ser vistos na Figura 3 

e na Tabela 4, respectivamente. 

 

Tabela 4: Parâmetros utilizados no exemplo 2.6.2. 

Na entrada do canal é aplicado um perfil de velocidade parabólico conforme equação 

(46) de forma incremental entre os instantes  s  s0 1,0t   , com  m s2,25 .mU   

Com intuito de testar os elementos finitos tetraédricos implementados no código 

computacional, a malha utilizada neste exemplo pode ser observada na Figura 11. 
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Figura 11: Malha de elementos finitos 3D utilizada no exemplo 5.2.2 (67.533 elementos finitos tetraedros mistos 
com 96.684 nós). 

Os resultados obtidos podem ser observados da Figura 12 à Figura 15. Para o exemplo 

em questão (Re = 100), observa-se o não desprendimento de vórtices na parte traseira do canal 

tendo o seu comportamento, após a estabilização do problema, semelhante a uma análise 

permanente. Esse fato também foi observado por Schäfer e Turek [114]. 

 

Figura 12: Evolução no tempo do campo de velocidade para Re = 100 (vistas isométricas). 
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Figura 13: Evolução no tempo do campo de pressão para Re = 100 (vistas isométricas). 

 

 

Figura 14: Streamlines de velocidade para Re = 100 (t = 8,0 s) . 

Os coeficientes CL e CD foram obtidos ao longo do tempo como mostra a Figura 15. Para 
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tanto, utilizou-se a mesma malha do exemplo 2.6.1 (Figura 4) devido, principalmente, a 

necessidade de redução do custo computacional e uma maior facilidade na discretização da 

região em torno do cilindro com poucos elementos, principalmente na região da camada limite. 

Tais resultados podem ser vistos pela Figura 15 e Tabela 5, a seguir mostrando uma boa 

concordância com a literatura. 

 

Figura 15: Variação dos coeficientes de arrasto (a) e sustentação (b) ao longo do tempo para Re = 100. 

 

Tabela 5: Comparação dos resultados obtidos do exemplo 2.6.2. 

 

 
 

 

 

 

  



51 
 

3  DESCRIÇÃO E VERIFICAÇÃO DO PROBLEMA 

PARTÍCULA 

As partículas se apresentam na natureza desde finos pós suspensos no ar até blocos de 

rochas presentes em encostas de mar. Diferente dos fluidos, as partículas não podem ser 

descritas como um conjunto contínuo de pontos materiais pois estas apresentam-se na natureza 

de forma discreta ou descontínua. No contexto deste trabalho, partículas são definidas como 

sendo um conjunto de sólidos esféricos indeformáveis discretos de tamanho macroscópico que 

interagem entre si e com o meio em que se encontra. Neste trabalho, o MED é utilizado como 

ferramenta computacional para simular a física das partículas. A validação do algoritmo, 

desenvolvido especificamente para problemas de partículas, é realizada com a apresentação de 

algumas simulações computacionais no final deste capítulo. 

3.1 Método dos elementos discretos 

O método dos elementos discretos não é exatamente um “método”, no sentido de possuir 

um conjunto de hipóteses, equações e procedimentos que lhe seja próprio ou particular 

(Campello [32]). Pode-se entender o MED como sendo um modelador de problemas discretos 

capaz de resolver, numericamente, as equações diferenciais da dinâmica dos sólidos rígidos 

(elementos discretos ou partículas) enriquecido de modelos capazes de representar as diversas 

ações externas e internas que podem ou não atuar no problema. Neste trabalho, consideram-se 

apenas sólidos esféricos infinitamente rígidos, de agora em diante chamados de partículas, o 

que permite a apresentação da formulação de forma simples e suficientemente geral. A 

formulação do MED apresentada a seguir sofreu forte influência no trabalho desenvolvido por 

Campello [32] e [33]. 

3.2 Tratamento das rotações 

As rotações das partículas no MED podem ser parametrizadas vetorialmente. Isto permite 

que sua representação formal pode ser feita da mesma maneira que os deslocamentos, por meio 

de vetores. Essa forma de descrever as rotações traz grande benefício em sua implementação 

uma vez que evita o uso de entidades complexas como, por exemplo, os ângulos de Euler 

descritos por Leonard Euler para descrever a orientação de um sólido girante no espaço 

euclidiano tridimensional. Isso é possível devido a introdução de um certo limite na magnitude 
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das rotações entre duas configurações consecutivas (esse aspecto é discutido mais adiante). 

Dentre os diversos tipos de parametrizações vetoriais existentes (e.g., Goldstein [118]), a 

parametrização utilizada neste trabalho faz uso de um múltiplo do chamado vetor rotação de 

Rodrigues. 

Então, seja o vetor rotação  e  e   a magnitude de uma rotação arbitrária em torno 

do eixo  1e e  no espaço tridimensional, um vetor v  qualquer é transformado em 

h Qv   quando rotacionado de   em torno de e  onde 

 
2

2
sin 1 cos 
 

 Q I    (48) 

é o tensor rotação e a equação (48) é a clássica fórmula de Euler-Rodrigues.  Skew   é 

o tensor antissimétrico cujo vetor axial é   dado por 

  Skew
3 2 1

3 1 2

2 1 3

0
0 .

0

  
  
  

                               

     (49) 

Após a utilização de algumas identidades trigonométricas e manipulações matemáticas, 

a equação (48) pode ser reescrita conforme a equação (50). 

  
   2

2
2 2

tan 2 tan 22 .
1 tan 2

 
 

 
     

 Q I     (50) 

A equação (50) pode ser reescrita de modo que  

 
2

2
2 ,

1 
   

  B BQ I   (51) 

Sendo  SkewB   o tensor antissimétrico cujo vetor axial é o vetor rotação de 

Rodrigues definido por  tan 2 e , tal que  tan 2    e 

 
 tan 2


    (52) 

Apesar de a equação (51), conhecida como a parametrização de Rodrigues do tensor 
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rotação, não ser válida para valores de     pois, nestes casos,    , a mesma 

apresenta duas principais vantagens: 

 Envolve um número menor de funções trigonométricas que, do ponto de vista 

computacional, é relevante; 

 A composição de rotações sucessivas é realizada por meio de expressões 

significativamente simples envolvendo apenas operações vetoriais (a chamada 

fórmula da composição de rotações de Rodrigues), conforme expressão (53), a seguir. 

  1 2 1 2 1 2
1 2

1 .
1   
 

    
    (53) 

As variáveis 1  e 2  são os vetores rotação de Rodrigues associados a 1Q  e 2Q , 

respectivamente, e  1 2  é o vetor rotação de Rodrigues associado à rotação total 

1 2 2 1 Q QQ . Contudo, a fórmula da composição de rotações de Rodrigues só pode ser usada 

quando o tensor das rotações é parametrizado por meio do vetor rotação de Rodrigues, ou por 

um múltiplo deste. Portanto, conforme utilizado por Campello [119], Pimenta e Campello [120] 

e Pimenta, Campello e Wriggers [121] no contexto da cinemática de barras, pode-se definir 

2   um múltiplo do vetor rotação de Rodrigues tal que  2 tan 2    e  

 
 

 
tan 2

.
2




    (54) 

Desta forma, a equação (51) se torna 

 
2

2
4 1 ,

24 
 
    

  A AQ I   (55) 

onde  SkewA   e, consequentemente, a fórmula da composição de rotações de Rodrigues 

pode ser expressa por 

 1 2 1 2 1 2
1 2

4 1 ,
4 2

         
    

    (56) 

o que acarreta expressões para a obtenção do vetor velocidade angular, e suas derivadas 

espaciais, um pouco mais compactas do que as expressas por  . Neste trabalho, o vetor rotação 
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  é utilizado na formulação do MED. 

Para melhor compreensão e discussão acerca do vetor rotação de Rodrigues e dos 

parâmetros de Rodrigues, recomenda-se aos leitores interessados os trabalhos de Argyris [122], 

Cheng e Gupta [123], Ibrahimbegovic [124], Ritto-Correa e Camotim [125], além de Campello 

[119], [31], [32] e Pimenta e Campello [120], [126] e [126]. 

3.3 Unidade básica de um sistema de partículas 

Esta seção busca descrever a cinemática e a dinâmica de uma partícula individual no 

espaço tridimensional. Para tanto, algumas definições e premissas precisam ser elencadas: 

 Considere uma partícula esférica de raio r  e massa específica   conhecidos; 

 Seja  1 2 3, ,e e e  uma base ortonormal definida em um sistema de referência fixo 

 1 2 3, , ,O e e e , chamado de sistema global, onde O  é a origem do sistema; 

 Seja  1 2 3, ,l l le e e  uma base ortonormal definida em um sistema de referência móvel 

 1 2 3, , ,l l lC e e e  (sistema local da partícula), associado à partícula com origem em seu 

centro C  que se move solidária e rigidamente à partícula, conforme Figura 16; 

 Considere-se ainda um observador vinculado ao sistema global, e sejam  1 2 3, ,x x x  

as coordenadas relacionadas a cada uma das direções deste sistema. 

Em um instante qualquer Rt , denominado de instante de referência, a partícula ocupa 

uma determinada região do espaço, denominada de configuração de referência tal que 

0 R Ft t t  . 0t  é o instante correspondente a configuração inicial e ft  o instante relacionado 

a configuração final. Define-se t  como sendo o instante referente a configuração atual tal que 

R Ft t t  . 

Um ponto material qualquer da partícula tem sua posição no espaço, em sua configuração 

de referência, definida por 

 ,r r r
C x x r  (57) 

onde r
Cx  é o vetor posição do centro da partícula na configuração de referência e rr  é o vetor 

que liga o centro C  um ponto material qualquer da partícula na respectiva configuração (ver 

Figura 16). Observe-se a adoção da notação  r  para se referir a grandezas relativas à 
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configuração de referência. 

 

Figura 16: Representação das configurações de uma partícula (cinemática de uma partícula). (Figura extraída de 
Campello [32]). 

A posição deste mesmo ponto material na configuração atual é expressa por: 

 ,C x x r  (58) 

onde  

 ,rr Q r  (59) 

tendo  

 
2

2
4 1 ,

24 
  

      
Q I A A  (60) 

o tensor rotação da partícula entre as duas configurações e      o vetor rotação 

incremental de Rodrigues com  Skew  A  .  

Derivando no tempo a equação (58), obtém-se a velocidade do ponto material qualquer 

da partícula conforme equação (61). 

 
T ,C C C      v x x r v Q Q r v r    (61) 

onde C Cv x  é a velocidade do centro da partícula e T
 Q Q   é o tensor velocidade 

angular da partícula. O vetor velocidade angular da partícula   é o vetor axial do tensor 
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antissimétrico velocidade angular   designado por 

    Taxial axial
2

4 1 .
24     



       
Q Q I A         (62) 

Desta forma, é possível reescrever a equação (61), como 

 .C  v v r  (63) 

De forma similar, pode-se obter a aceleração de um ponto material qualquer da partícula 

na configuração atual derivando no tempo a equação (61) o que resulta em 

  + ,C     a v a r r    (64) 

onde C Ca v  é a aceleração do centro da partícula e   é o vetor axial do tensor antissimétrico 

aceleração angular da partícula  . A obtenção da posição, da velocidade e da aceleração de 

uma partícula define a sua cinemática. 

O estudo da dinâmica de uma partícula, inicia-se com a definição de sua quantidade de 

movimento linear em sua configuração atual dado por 

  C CV V V
dV dV dV m ,      v v r v      (65) 

onde V  é o volume da partícula que, por hipótese, é constante ao longo do tempo e 

 V
m dV    (66) 

é a sua massa que também é constante ao longo do tempo. 

Já a quantidade de movimento angular de uma partícula, em relação ao seu centro, pode 

ser dada por 

 ,C  x    (67) 

que, após algumas manipulações matemáticas, chega-se a 

 ,C C J    (68) 

onde  

   -C V
dV    J r r I r r   (69) 
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é o tensor de inércia da partícula em relação a C  que, para uma esfera rígida (constante no 

tempo) resulta em 

  ,   ,2
2
5C j j mr J I   (70) 

onde I  é o tensor identidade e o símbolo “ ” é o produto tensorial. As derivadas temporais 

dos momentos linear e angular são dadas por 

      e     .C Cm j a     (71) 

Seja, então, totf  o vetor das forças totais que atuam no centro de uma partícula na 

configuração atual, e tot
Cm  o vetor dos momentos totais sobre uma partícula em relação ao seu 

centro na configuração atual. As relações dadas por (72) devem ser satisfeitas na configuração 

atual. 

      e     .tot tot
C C f m    (72) 

Tais relações podem ser reescritas como 

      e     ,tot tot
C Cjm  f ma   (73) 

que são as equações do movimento de uma partícula, definindo-se, assim, a dinâmica da 

partícula. 

É importante observar que a mecânica da partícula (sua cinemática e dinâmica) conforme 

apresentado anteriormente é feita seguindo uma descrição Lagrangiana generalizada do seu 

movimento. Isso se deve ao fato da sua configuração de referência não se confundir com a 

configuração inicial. 

3.4 Sistemas com várias partículas 

A generalização das equações descritas em 3.3 para problemas que admitem várias 

partículas requer uma pequena alteração de sua notação. Tais modificações são listadas a seguir: 

 Substitui-se o índice alfabético que algumas grandezas utilizam para designar o ponto 

a que se referem, por um índice numérico que representa o identificador da partícula 

referente a esta mesma grandeza. Por exemplo, o índice C  de Cx  passa a ser ix  

referindo-se, então, ao vetor posição do centro da partícula i  na configuração atual. 
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Algo similar é feito em relação aos vetores velocidade ( iv ) e aceleração ( ia ) do centro 

de uma partícula i  qualquer na mesma configuração; 

 Para as grandezas que não apresentam índices alfabéticos (como, por exemplo, o vetor 

rotação incremental  ) são agora designadas com o mesmo índice numérico i  para 

se referir ao identificador de uma partícula qualquer. Portanto, os vetores rotação 

incremental, velocidade angular e aceleração angular passam a ser denominados de 

,i
 i

  e i
 , respectivamente. 

Então, considere um sistema com pN  partículas de raio ( ir ) e densidade ( i ) conhecidos 

imersos em um determinado meio fluido, conforme Figura 17. Admitindo-se ainda que a 

densidade e a viscosidade do meio (fluido e inerte) são conhecidas, as forças totais da partícula 

( totf ) que atuam sobre uma partícula qualquer i  podem ser escritas como 

 ,fltot ce con atr
i i i i i   f f f f f  (74) 

onde ce
if , con

if , atr
if  e fl

if , são, respectivamente, as forças de campos externos (gravidade, por 

exemplo), forças de contato, forças de atrito e forças devido ao fluido. As forças de contato são 

consideradas centrais, isto é, suas ações são admitidas atuando no centro de cada partícula, 

tendo a sua direção dada pela linha que une os centros das partículas i  e j , respectivamente. 

As forças de atrito, por sua vez, atuam devido ao contato partícula-partícula e/ou partícula-

superfície rígida. A ação desta força se dá no ponto de contato tendo a sua direção tangente a 

este ponto. Além destas, as partículas também podem sofrer ações de outra natureza tais como, 

forças de adesão e forças de atração e repulsão, somente para citar algumas. Contudo, estas 

ações não fazem parte do escopo deste trabalho não sendo, portanto, detalhadas mais adiante. 

Ao leitor interessado nessas ações, sugere-se a leitura de Campello [32]. 
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Figura 17: Representação das configurações de uma partícula genérica i em um sistema de várias partículas 
imersas em um meio fluido (Figura extraída de Campello [32]). 

 

Como as forças de atrito e de fluidos atuam de forma excêntrica em relação aos centros 

das partículas, estas conduzem ao surgimento de momentos atuantes nestas partículas com 

relação aos seus centros ( iC ). Tais grandezas podem ser consideradas no equilíbrio do sistema 

por 

 + ,fltot atr
i i im m m  (75) 

onde atr
im  é a resultante dos momentos que atuam sobre a partícula i  em relação ao seu centro 

iC  devido ao atrito com outra partícula j  e/ou corpo rígido qualquer e, fl
im  é a resultante dos 

momentos devido a ação do fluido na interface fluido-partícula. 

Uma vez que, todas as partículas devem satisfazer às leis de Euler em todos os instantes 

de tempo, em um instante t  qualquer na configuração atual, as expressões apresentadas em 

(71) podem ser generalizadas para um sistema com várias partículas, obtendo-se, assim, as 

equações que governam a dinâmica do sistema (equações (76) ou (77)). 

      e         , 1,2, , ,i i i i i i pj i Nm   a      (76) 

ou 

     e         , 1,2, , ,tot tot
i i i i i i pj i Nm   ma f    (77) 
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3.5 Forças atuantes nas partículas 

A natureza das forças externas (ações) que podem ser consideradas atuantes sobre as 

partículas é diversa. Neste trabalho serão consideradas as forças oriundas de campos externos 

(especificamente as gravitacionais), as forças originárias do contato mecânico partícula-

partícula e/ou partícula-superfície rígida além das forças devido a interação das partículas com 

o meio externo (fluido). Ressalta-se que a forma de obtenção das forças e momentos resultantes 

devido a ação de fluidos é apresentada em 4.1.2. 

3.5.1  Forças de campos externos 

As forças de campos externos são aquelas caracterizadas por campos gravitacionais, 

campos elétricos e/ou magnéticos externos ao sistema. Neste trabalho, apenas os campos 

gravitacionais serão considerados. Esta ação é considerada estática e desacoplada em relação 

ao sistema, isto é, a ação gravitacional não é afetada devido, por exemplo, ao movimento das 

partículas. Com isso, a resultante das forças gravitacionais que atua em uma partícula i  

qualquer é expressa por 

 ,tot
i imf g  (78) 

onde g  é o vetor que define o campo gravitacional e im  é a massa da partícula i . Em geral, as 

forças gravitacionais são caracterizadas pelo MED de forma bastante simples devido a mesma 

ser externa ao sistema e invariante no tempo. 

3.5.2  Forças de contato 

A ocorrência de contato mecânico (ou choque mecânico) faz surgir forças provenientes 

da troca de quantidade de movimento (linear e angular) entre as partículas. Tais forças podem 

ter direção normal e tangencial no ponto de contato. Para facilitar o estudo dos efeitos 

originários destas forças, nesta seção serão tratados apenas aqueles causados pela força normal, 

deixando para o item 3.5.3 os aspectos relacionados à força tangencial. 

Neste trabalho considera-se os contatos (ou choques) perfeitamente elásticos e os 

parcialmente elásticos. O primeiro são aqueles em que a energia e a quantidade de movimento4 

se conservam em sua totalidade antes e após o choque caracterizando-se, assim, um sistema 

 
4 Lembrando ao leitor que todo tipo de choque tem a sua quantidade de movimento conservada. Apenas a energia 
cinética pode ser dissipada nos casos de choques inelásticos ou parcialmente elástico. 
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conservativo. Já o segundo, parte da energia cinética é dissipada. 

O MED considera os efeitos do contato de forma bastante simplificada quando 

comparado aos trabalhos desenvolvidos na área da mecânica do contato que elevam o rigor na 

consideração dos efeitos locais nesta região (isto é, deformações). Ao contrário, o MED se 

detém na consideração destes efeitos locais de choques mecânicos, porém, buscando-se 

expressões mais simples e abrangente para a dinâmica do contato entre estes corpos. Uma das 

expressões mais simples e conhecida, porém eficiente, de se considerar o contato é por meio de 

   ,con con
ij ij ij ijk  f n  (79) 

onde con
ijf , con

ijk , ij ,   e ijn , são a força de contato que atua em uma partícula i  devido ao 

contato com outra partícula j , um parâmetro relacionado à rigidez do material das partículas, 

uma medida local de deformação, um parâmetro material a ser determinado empiricamente e a 

direção normal entre as superfícies das partículas no ponto de contato no sentido de i  para j , 

respectivamente. A equação (79) pode ser interpretada como uma expressão que regula o quanto  

um determinado valor de interpenetração entre as partículas i  e j  é aceitável. Existem diversos 

modelos criados a partir de (79) (ver Pöschel e Schwager [70], Crowe et al [127], Zohdi [128] 

e [62]), porém, neste trabalho o contato é considerado conforme Campello [32] que faz uso de 

um modelo baseado na teoria de Hertz, acrescido por uma força de amortecimento dado por 

 
3 2* * *4 ,

3
con
ij ij ij ij ijE r d   f n n  (80) 

onde 

        e   * *
2 21 1

i j i j

i jj i i j

E E r r
E r

r rE E 
 

    (81) 

são o modulo de elasticidade equivalente e o raio equivalente das partículas i  e j  em contato. 

iE , jE , i , j , ir  e jr  são os módulos de elasticidade, os coeficientes de Poisson e os raios 

das partículas i  e j , respectivamente. ij  e ij  é a interpenetração e a taxa de variação da 

interpenetração com o tempo que também pode ser entendida como a velocidade de 

aproximação ou de afastamento das partículas na direção de ijn . *d  é um parâmetro de 

amortecimento associado a dissipação de energia devido ao choque. A interpenetração pode ser 
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obtida por meio de 

  .ij i j i jr r    x x  (82) 

Observa-se que, segundo a terceira lei de Newton, a força de contato que a partícula j

sofre devido ao contato com a partícula i  é igual a con con
ji ij f f . Como as partículas são 

esféricas, as hipóteses da teoria de Hertz (as superfícies de contato sejam lisas e tenham vetor 

bem definido em todos os seus pontos e, as deformações no contato sejam pequenas e restritas 

ao ponto de contato, validando assim, as equações da elasticidade linear) são relativamente bem 

atendidas desde que a interpenetração ij  seja da ordem de uma pequena fração de seu raio. 

O valor de *d  pode ser obtido pela expressão 

 
1 4* * * *2 2 ,n ijd m E r   (83) 

com a massa equivalente definida por 

 
* i j

i j

m m
m

m m


  (84) 

e, n  a taxa de amortecimento previamente conhecido. 

É importante observar que, na equação (80), a parcela não elástica pode resultar em uma 

contribuição repulsiva ou atrativa na força de contato a depender do sinal de ij . Quando na 

fase de compressão do contato, a contribuição é repulsiva; quando na fase de descompressão, 

ela é atrativa. Contudo, no caso de o amortecimento ser muito elevado na descompressão, pode 

ocorrer de (80) se tornar uma força atrativa, o que é inconsistente do ponto de vista físico. Nesse 

caso, esse problema é resolvido fazendo-se con
ji f 0  quando o sinal de (80) for positivo em 

relação a ijn . Para mais detalhe sobre essa problemática, o leitor é convidado a consultar 

Campello [32], Pöschel e Schwager [70]. 

O modelo de contato apresentado, baseado na teoria de Hertz, é não linear em relação a 

ij  o que conduz em certos cuidados para ser integrado no tempo. O passo de tempo ( t ) deve 

ser suficientemente pequeno para que a perda de precisão seja insignificante e, 

consequentemente, a geração espúria de energia entre as partículas em contato seja reduzida. 

Esse aspecto é melhor compreendido mais adiante no texto (ver item 3.6). 
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Portanto, a resultante de contato que atuam sobre uma partícula qualquer i  ( con
if ), devido 

aos contatos com outras con
in  partículas do sistema, é dada por 

 
1,

.
con
in

con con
i ij

j j i 
 f f  (85) 

3.5.3  Forças de atrito 

Conforme mencionado anteriormente, a existência de contato entre partícula-partícula e 

partícula-corpo rígido faz surgir forças tangenciais em seus pontos de contato devido a 

resistência natural ao movimento relativo na direção tangencial neste ponto causado pela 

rugosidade de suas superfícies. Tais forças são excêntricas, isto é, atuam na superfície da 

partícula, a uma distância r  em relação ao seu centro iC . Neste trabalho, como as partículas 

são admitidas imersas em um meio fluido, considera-se que exista, entre as partículas em 

choque, uma camada fina de “fluido lubrificante” que permite a desconsideração da 

possibilidade de aderência entre elas o que conduz a uma expressão simples para a determinação 

da força de atrito de uma partícula i  em relação a uma partícula j  dada por 

 
,

, ,con
ij P

rel t

P
rel tatr

ij d  f
v

v
f  (86) 

onde d  e ,
P
rel tv  são o coeficiente de atrito dinâmico e o vetor velocidade relativa tangente no 

ponto de contato P, respectivamente. Para um modelo de atrito com aderência, recomenda-se a 

leitura de Campello [33]. A expressão (86) origina-se de um modelo de atrito semiempírico 

baseado no modelo de Coulomb quando da inexistência de aderência (ver Wriggers [129]). A 

velocidade relativa tangente em P pode ser obtida por meio de 

      e   ,,
P P P P P P
rel t rel rel ij ij rel i j    v v v n n v v v  (87) 

onde ,
P
rel tv  é a velocidade relativa no ponto P. Já P

iv  e P
jv , são as velocidades do ponto de 

contato de i  e j , respectivamente, e podem ser calculados por  

    e    ,P P P P
i i i i j j j j     v v r v v r   (88) 
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sendo P
ir  e P

jr , os vetores que ligam os centros iC  e jC  a P, respectivamente. Estes, por sua 

vez, são obtidos por meio de 

       e    ,P P
i i i ij j j j ijr r     r n r n  (89) 

tendo  

    e   ,
* *

ji
i ij j ij

EE
E E

      (90) 

os encurtamentos locais dos raios de i  e j  no ponto P. As expressões em (89) podem ser 

simplificadas por P
i i ijrr n  e P

j j ijr r n  desde que se considere uma pequena 

interpenetração (o que, de fato, deve ocorrer por hipótese). Portanto, a resultante das forças de 

atrito que atuam sobre uma partícula i  qualquer, devido ao contato com outras con
in  partículas 

do sistema, é dada por 

 .
1,

con
in

atr atr
i ij

j j i 
 f f  (91) 

O momento causado pelas forças de atrito (devido a sua excentricidade) em uma partícula 

i  devido ao atrito com uma partícula j  qualquer é expresso por 

 .atr P atr
ij i ij m r f  (92) 

Já a resultante dos momentos devidos às forças de atrito que atuam em uma partícula ,i  

decorrentes ao contato com outras con
in  partículas do sistema, é dada por 

 
1,

.
con
in

atr atr
i ij

j j i 
 m m  (93) 

3.5.4  Contato em superfícies rígidas 

Os contatos entre as partículas e superfícies rígidas podem ser calculados como um caso 

particular de contato partícula-partícula. Então, considere o contato entre uma partícula i  e uma 

parede w , onde a interpenetração é dada por 
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 ,iw iw id r    (94) 

onde iwd  é a distância entre iC  e a face de w . A deformação na região do contato é dada por 

 .iw
iw

ir


   (95) 

Considerando o tamanho, a rigidez e a massa inercial da parede muito grande, isto é, 

wr   , wE    e wm    e, aplicando-os nas equações (81) e (84), têm-se 

   e * * *, .i i ir r E E m m    (96) 

Com isso, utilizando as expressões (94)-(96), a força de contato entre a partícula i  e a 

parede w  pode ser obtida com as mesmas expressões apresentadas em 3.5.2. Para o cálculo da 

força de atrito e seu respectivo momento, utiliza-se o mesmo modelo descrito em 3.5.3. 

Observa-se que, neste caso, o vetor normal iwn  é agora definido pelo vetor normal unitário à 

parede w  no ponto de contato. Portanto, a parcela de contribuição correspondente ao contato 

entre uma partícula i  e uma parede w  qualquer na resultante das forças de contato pode ser 

obtida por meio de 

 

,

1
.

con w
in

con
iw

w
 f  (97) 

Algo similar se observa para a contribuição deste mesmo contato nas resultantes das 

forças de atrito e seus correspondentes momentos (ver eq. (98)).   

     e    

, ,

1 1
.

con w con w
i in n

atr atr
iw iw

w w 
 f m  (98) 

3.6 Solução numérica das equações do sistema 

As equações dadas por (77) são um sistema de equações diferenciais fortemente acoplado 

que, a menos de alguns casos particulares simples, requer uma solução numérica aproximada. 

Neste trabalho é utilizado um método numérico proposto por Campello [32] que generaliza o 

método de integração de equações diferenciais ordinárias de Zohdi [68] adicionando à este a 

rotação e a velocidade angular no sistema de equações. Para tanto, algumas definições são 
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importantes: 

 O intervalo de tempo a ser estudo pode ser discretizado em instantes  

 0 1 2 1, , , , , ,i i ft t t t t t  , onde 0t  e ft  são os instantes de tempo inicial (estado do 

sistema é conhecido) e final (estado do sistema é desconhecido), respectivamente. it  

e 1it   são dois instantes de tempo consecutivos onde se admite que em it  seja a 

configuração de referência e 1it   a configuração atual do sistema; 

 O intervalo de tempo entre dois instantes consecutivos é definido como 

1i it t t   . Em cada instante de tempo calcula-se as posições, velocidades, 

orientações espaciais e velocidades angulares das partículas na configuração atual (

1it  ) desde que os seus respectivos valores na configuração de referência ( it ) sejam 

conhecidos; 

 De agora em diante a notação com o índice sobre os instantes de tempo serão 

descartados a fim de evitar ambiguidade com o índice das partículas. 

Integrando no tempo as equações (77) entre t  e t t   e, sabendo que 

 ,i i
i i

d d        
dt dt

 va  e  (99) 

chega-se a 

 

     

     

,

.

1

1

t t tot
i i iti

t t tot
i i iti

t t t d
m

t t t d
j

 

 





   

  





v v f

m 
 (100) 

Como os termos do lado direito de (100) não podem ser obtidos analiticamente, utiliza-

se o método do trapézio generalizado para poder aproximar esses termos de acordo com (101). 

 
       
       

,1

1 0 1.

t t tot tot tot
i i it

t t tot tot tot
i i it

d t t t t

d t t t t,   

   

    





        
          




f f f

m m m
 (101) 

Com isso, a equação (100) pode ser reescrita como 
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         

         

,1

1 .

tot tot
i i i i

i

tot tot
i i i i

i

tt t t t t t
m

tt t t t t t
j

 

 

           
           

v v f f

m m 
 (102) 

Os vetores velocidade e velocidade angular de uma partícula em um instante 

intermediário mt  entre t  e t t   podem ser aproximados por 

 
   

 

,,

,

1

1 .

i m i i

i m i

t t t
t

t t
t



     
  



v x x

 
 (103) 

Os vetores posição e rotação incremental no instante de tempo t t  , provenientes de 

(103), são expressos por  

 
           
       

,

.
,

,

1
1

i i i m i i i

i i m i i

t t t t t t t t t
t t t t t t t

 
 

            
          

x x v x v v
     (104) 

Portanto, o sistema de equações a ser resolvido é caracterizado por 
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 

 

 
 
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v v f f

m m

x x v v

 

  

 (105) 

para 1, , .pi N   

É possível se observar que, conhecendo  i tx ,  i tv  e  i t , as posições, rotações 

incrementais, velocidades e velocidades angulares podem ser obtidas no instante de tempo 

atual. Para tanto, conforme (102), necessita-se calcular  tot
i t t f  e  tot

i t t m  que, 

por sua vez, são funções das posições, velocidades, rotação incremental e velocidades angulares 

no mesmo instante de tempo, o que mostra o acoplamento entre as equações do sistema (105). 

Na prática, esse acoplamento se traduz na necessidade de se utilizar um método iterativo para 

obter sua solução. Neste trabalho, utiliza-se o método do ponto fixo desenvolvido por Zohdi 

[68]. A seguir, este método é transcrito conforme apresentado em Campello [32] na forma de 
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algoritmo, com pequenas adaptações pontuais, como segue. 

“Sejam t , t ,  ,  i tx ,  i t ,  i tv  e  i t  conhecidos, e seja K  o contador das 

iterações, com  K  o valor assumido pela grandeza    na iteração K . Fazer: 

1. Inicializar contador: K = 0 ; 

2. Arbitrar previsor ou estimativa inicial: 

     
   
   

   

,

,

,

;

K
i i i
K
i i

,K
i i
K
i i

t t t t t
t t t

t t t t
t t t



    
 
  

 

x x v
v v
 
 

 

3. Para cada partícula i , 1, , pi N  , fazer: 

3.1. Calcular as forças e momentos totais em t t  : 

         
         

,

;

, 1

, 1

ˆ , , ,
ˆ , , ,

tot K tot K K ,K K
i i j j j j

tot K tot K K ,K K
i i j j j j

t t t t t t t t t t
t t t t t t t t t t

 

 

         
         

f f x v
m m x v

 
 

 

3.2. Atualizar as velocidades e velocidades angulares: 

         

         

,

;

, 1

, 1

1

1
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i i i i

i
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i i i i

i
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m
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j
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



          
          

v v f f

m m 
 

3.3. Atualizar as posições e rotações incrementais: 

         
       

,

;

1 1

1 1
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          

x x v v
  

 

4. Calcular erros: 
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5. Checar a convergência: 

5.1. Se  erro tolxx ,  erro tol  ,  erro tolvv  e  erro tol , a 

solução convergiu. Caso necessário, atualizar as rotações totais  i t t  por 

meio da fórmula de composição de rotações de Rodrigues (56), fazer t t t   

e repetir o algoritmo para o próximo passo de tempo; 

5.2. Se  erro tolxx ,  erro tol  ,  erro tolvv  ou  erro tol , a 

solução não convergiu. Fazer 1 K K  e repetir os passos 3, 4 e 5.” 

Algumas considerações são importantes de serem destacadas a respeito do algoritmo em 

questão: 

 O previsor sugerido no item 2 pode ser substituído considerando que as partículas 

inicialmente estejam em repouso tendo, portanto, suas posições, orientações espaciais, 

velocidades e velocidades angulares nulas; 

 No cálculo do erro em 4 pode ocorrer que algum normalizador adotado, de uma 

determinada grandeza, tenda a zero ou a um número muito pequeno. Isso pode ocorrer, 

por exemplo, quando uma partícula qualquer esteja atingindo uma configuração 

estática de equilíbrio (imóvel). Para evitar problemas no cálculo dos erros, os valores 

destes normalizadores devem sempre ser checados e, caso necessário, adota-se 

normalizadores alternativos. Neste trabalho, as seguintes condições são adicionadas 

no item 4 do algoritmo. 

     
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 se   então1 14

1
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1
.
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i
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
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Esse procedimento é realizado para o cálculo de cada um dos erros mencionados no item 

4 do algoritmo; 

 Os valores das tolerâncias mencionadas no item 5 (tolx , tol , tolv  e tol ) podem 

ser quão pequenos quanto se deseje. Neste trabalho, utiliza-se o valor de 10-6; 

 O tamanho do passo de integração temporal adotado é tal que ,min 10ct t   , onde 

,minct  é a menor das durações de todos os possíveis contatos do sistema. Isso garante 

que todos os contatos possíveis que podem ocorrer no sistema possam ser detectados 

durante o intervalo de solução e a força normal de contato seja integrada no tempo 

com acurácia suficientemente boa, uma vez que se terá pelo menos dez instantes de 

tempo durante a integração. De acordo com a teoria de Hertz, o contato partícula-

partícula ou partícula-corpo rígido pode ser estimado por 

 
 
 

1/52*

2* *
2, 87c

rel

m
t

r E v

 
 
    
  

 (106) 

onde relv  é a velocidade relativa de aproximação do par na sua direção central no 

instante em que o contato se inicia. O valor de relv  geralmente não é conhecido 

podendo ser estimado com base nas características do sistema; 

 O passo de tempo ( t ) para as partículas, no geral, é bem menor do que o do fluido. 

Como descrito anteriormente, isso é necessário para que a colisão seja simulada de 

forma consistente e com precisão aceitável. Portanto, a integração temporal para as 

partículas representa “subciclos” de integração dentro do passo de tempo do fluido. 
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3.7 Exemplos numéricos 

Nesta seção, pretende-se avaliar a formulação do MED para a descrição do movimento 

das partículas implementada neste trabalho em código único próprio. Para tanto, são 

apresentados quatro exemplos simples descritos a seguir. Ressalta-se que o algoritmo 

desenvolvido foi testado e verificado para diversos outros exemplos, porém, escolheu-se 

apresentar apenas alguns por concisão. A tolerância adotada em todos os exemplos a seguir, 

quando utilizado o método implícito, é de 610tolx tol tolv tol      . 

3.7.1  Choque frontal de uma partícula com um anteparo 

Este exemplo simula uma colisão entre uma partícula e um anteparo rígido (parede) 

conforme Figura 18. A partícula tem diâmetro  m0,2pd   e massa  kg10m  . Ela é lançada 

contra o anteparo com velocidade inicial de  m s1, 0v  . As propriedades da partícula e 

parâmetros de análise estão ilustradas na Tabela 6. Utilizou-se quatro passos de tempo distintos 

refinados progressivamente e os métodos explícito e implícito ( 1 2  ). 

 

Figura 18: Desenho esquemático do exemplo 3.7.1. 
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Tabela 6: Parâmetros da análise do exemplo 3.7.1. 

A Figura 19 apresenta os resultados da variação das forças de contato com o tempo 

(contado apenas durante o contato). Nesta figura é possível se observar uma boa convergência 

dos resultados, principalmente com a redução do passo de tempo. Este aspecto é confirmado na 

Tabela 7 com os resultados da velocidade pós-choque. A importância deste exemplo é subsidiar 

este trabalho com informações de forma que propicie a escolha adequada do método temporal 

e o passo de tempo a ser empregado nos problemas de IFP, além de validar a implementação 

do MED deste trabalho. 

 

Figura 19: Evolução no tempo da força de contato para os métodos (a) explícito e (b) implícito. 

 

Tabela 7: Velocidades pós-choque obtidas para diferentes passos de tempo e métodos de integração temporal. 

3.7.2  Partícula em queda livre 

Neste exemplo, aplica-se uma velocidade inicial 0v  em uma partícula e observa-se o seu 
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comportamento associado com forças gravitacionais. Existe uma superfície finita horizontal 

que serve de anteparo. Todas as informações geométricas deste exemplo estão ilustradas na 

Figura 20. Os parâmetros para análise são apresentados na Tabela 8. Foram simulados dois 

casos; o primeiro considerando uma velocidade inicial dada por  m s0 0,5 0,0 0, 0v  e 

o segundo por  m s0 1,0 0,0 0, 0v . 

 

Figura 20: Desenho esquemático do exemplo 3.7.2. 

 

Tabela 8: Parâmetros utilizados no exemplo 3.7.2. 

A Figura 21, apresenta o gráfico com a variação da posição da partícula para os casos 

01 e 02. Observa-se uma dissipação de energia cada vez que a partícula se choca com o 

anteparo. Isso é devido a consideração da taxa de amortecimento não nula. Além disso, quando 

as partículas atingem posições cuja componente da posição 2,5 mx   , a partícula pode se 

movimentar livremente sem a presença do anteparo, podendo-se, assim, atingir posições 

negativas na direção y. Como não há a presença de forças e velocidades na direção z, as 

coordenadas da partícula nesta direção, em todo os instantes de tempo, são nulas. 
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Figura 21: Variação da posição espacial da partícula do exemplo 3.7.2 para os casos 01 e 02. 

3.7.3  Choque entre duas partículas alinhadas 

Este exemplo simples tem como objetivo analisar as velocidades pós-choque de duas 

partículas alinhadas submetidas a três cenários (ver Figura 22, Figura 23 e Figura 24). 

 

 

Figura 22: Cenário 01 do exemplo 3.7.3. 

 

 

Figura 23: Cenário 02 do exemplo 3.7.3. 
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Figura 24: Cenário 03 do exemplo 3.7.3. 

As propriedades das partículas e parâmetros do problema utilizados neste exemplo são 

apresentadas na Tabela 9. Utilizou-se o método explícito de integração temporal. 

 

Tabela 9: Parâmetros da análise do exemplo 3.7.3. 

Os resultados obtidos são comparados com os resultados provenientes do programa PSY 

(Particle System Analysis) que é um programa largamente testado e consolidado de simulação 

tridimensional de modelos discretos desenvolvido pelo grupo de pesquisa do Prof. Dr. Eduardo 

Campello. Observa-se uma excelente concordância entre os resultados para todos os cenários 

(ver Tabela 10 e Tabela 11). 

  

Tabela 10: Resultados pós-choques obtidos para a partícula 01 do exemplo 3.7.3. 
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Tabela 11: Resultados pós-choques obtidos para a partícula 02 do exemplo 3.7.3. 

3.7.4  Choque entre duas partículas desalinhadas 

Este exemplo tem como objetivo analisar o choque entre duas partículas desalinhadas 

conforme Figura 25. As partículas possuem velocidades iniciais de mesma magnitude, porém, 

sentidos contrários. Os parâmetros utilizados neste exemplo podem ser observados na Tabela 

12. Utilizou-se o método explícito de integração temporal. 

 

Figura 25: Desenho esquemático do exemplo 3.7.4. 

 

Tabela 12: Parâmetros da análise do exemplo 3.7.4. 

O resultado deste exemplo é apresentado na Figura 26. É visível o ponto de colisão entre 

as partículas e a sua mudança de direção causada pelo desalinhamento. Além disso, a trajetória 

pós-choque são paralelas entre si, o que fisicamente era esperado. A Figura 27 ilustra a variação 
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da velocidade resultante de ambas as partículas durante o choque. Nela é possível observa que 

a velocidade resultante das partículas pós-choque é de 1, 0 m s , o que corresponde com a 

velocidade resultante de referência. 

 

Figura 26: Evolução da trajetória das partículas P1 e P2 com o tempo. 

 

 

Figura 27: Evolução da velocidade resultante das partículas P1 e P2 durante o choque. 

3.7.5  Choque frontal entre três partículas 

Este exemplo simula a condição de choque entre três partículas conforme Figura 28. A 

disposição inicial das partículas foi definida de forma que o choque entre elas ocorra no mesmo 

instante de tempo. Toda as partículas possuem velocidade inicial de mesma magnitude, porém, 
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com direção diferente. Os parâmetros utilizados neste exemplo podem ser visualizados na 

Tabela 13. Para esta simulação, utilizou-se o método do trapézio clássico para a integração 

temporal. 

 

Figura 28: Desenho esquemático do exemplo 3.7.5. 

 

 

Tabela 13: Parâmetros da análise do exemplo 3.7.5. 

A Figura 29 ilustra o resultado obtido neste exemplo. Pode-se observar que, devido as 

partículas estarem dispostas inicialmente nos vértices de um triangulo equilátero virtual, era de 

se esperar que a direção delas não mudassem após o choque tendo, apenas, o seu sentido 

invertido com relação ao inicial. Assim como observado em 3.7.4, a Figura 30 ilustra a variação 

da velocidade resultante das três partículas durante o choque. Nela também se observa que a 

velocidade resultante das partículas pós-choque é de 1, 0 m s , o que corresponde com a 

velocidade resultante de referência. 
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Figura 29: Evolução da trajetória das partículas P1, P2 e P3 com o tempo. 

 

 

Figura 30: Evolução da velocidade resultante das partículas P1, P2 e P3 durante o choque. 
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4  MÉTODO DE FRONTEIRA IMERSA 

Como o objetivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia para simulação de 

interação fluido-partícula, faz-se necessário aplicar alguma técnica numérica que possa 

representar a interação entre as duas fases do problema. Neste trabalho, serão utilizados 

conceitos e técnicas já bem estabelecidas de interação fluido-estrutura (IFE). Dentre as técnicas 

existentes, pretende-se adaptar a técnica desenvolvida por Nitsche [34] em conjunto com o 

método de fronteira imersa. Um dos maiores desafios de se aplicar esta técnica é impor as 

condições de contorno nas interfaces entre o fluido e as partículas uma vez que, geralmente, 

não existem nós da malha do fluido que sejam coincidentes com estas interfaces 

impossibilitando, assim, a aplicação direta das condições de contorno. A seguir, é desenvolvido 

o equacionamento matemático necessário para a aplicação da técnica em questão. Então, seja 

  o domínio do problema, f  o domínio do fluido e p  o domínio de uma partícula5 tal que 

 ,f p      (107) 

isto é, f  se estende parcial ou totalmente sobre p . 

A Figura 31 ilustra os domínios do problema bem como os vetores normais unitários 

associados fn  e pn  na interface i , doravante chamada de “superfície molhada” de uma 

partícula i  qualquer.  

 

Figura 31: Definição dos domínios do problema. 

A superfície molhada, por sua vez, divide o domínio do fluido em dois novos domínios 

denominados   e   (ver Figura 32), de modo que 

 
5 O equacionamento apresentado nesta seção é feito para uma única partícula, mas vale para qualquer número de 
partículas. 
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   e  .f              (108) 

Importante ressaltar que o domínio   não tem nenhum significado físico e, por isso, é 

também chamado de domínio fictício. Os elementos finitos pertencentes a este domínio podem 

e devem ser desativados durante a solução numérica do sistema visando a redução tanto do 

custo computacional como de utilização de memória.  

 

Figura 32: Subdivisão do domínio fluido em   e  . 

4.1 Condições de contorno ao longo da interface 

Como dito anteriormente, um dos principais desafios de se utilizar técnicas baseadas em 

fronteira imersa é, justamente, a imposição das condições de contorno em i . A imposição 

destas condições de forma imprecisa pode ocasionar efeitos claramente contrários à física do 

problema, como por exemplo, o escoamento do fluido no domínio fictício  . No problema 

fluido essa condição se traduz em velocidades impostas, ou seja, trata-se de uma condição de 

contorno do tipo Dirichlet e diversas técnicas podem ser utilizadas para impô-la (Gomes [47]). 

Por exemplo, a imposição aproximada da condição de contorno no qual alguns graus de 

liberdade de determinados nós da malha são utilizados para minimizar a diferença entre as 

condições de contorno exata e aproximada (Codina e Baiges [92]). Outra forma é representar 

as condições de contorno como restrições no espaço de Fourier (Husain e Floryan [130]). Há 

também a possibilidade de se utilizar os multiplicadores de Lagrange. Esta abordagem foi 

originalmente proposta por Legay et al. [85] e Gerstenberger e Wall [83] e, basicamente, 

propõe-se a resolver o problema fluido com uma malha Euleriana fixa e indeformável tendo os 

elementos intersectados pelo contorno dos objetos enriquecidos de modo a representar a 

descontinuidade exigidas nas variáveis primitivas do problema (velocidade e pressão). 

Inicialmente, pensou-se em utilizar os multiplicadores de Lagrange como técnica capaz de 
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interligar as duas fases (fluido e partículas) do problema, uma vez que seria uma extensão 

natural do trabalho desenvolvido pelo grupo de pesquisa (Fernandes et al. [87]) para problema 

de interação fluido-partícula bidimensional. Porém, sua extensão para o espaço tridimensional 

apresentou problemas complexos de instabilidade numérica, o que inviabilizou a sua aplicação. 

Tentou-se ainda uma formulação estabilizada dos multiplicadores de Lagrange. Todavia, os 

resultados nos campos de pressão e velocidades próximos à interface imersa não foram 

satisfatórios, interferindo diretamente na obtenção das forças hidrodinâmicas. Com isso, 

alternativamente, optou-se em se utilizar a técnica desenvolvida por Nitsche [34] por ser uma 

técnica até mais simples de ser implementada em comparação aos multiplicadores de Lagrange, 

além do fato dela não acrescentar novos graus de liberdade ao sistema, reduzindo-se, assim, o 

custo computacional. Esta técnica é apresentada a seguir. 

4.1.1  Método de Nitsche 

Originalmente o método de Nitsche foi desenvolvido para a equação elíptica de Poisson 

como uma técnica geral e consistente de imposição das condições de contorno de forma a não 

requerer a introdução de incógnitas adicionais no sistema. A ideia básica do método é definir 

um funcional de energia que mede o desvio entre a solução discreta e a solução proveniente da 

equação de Poisson (forma forte) para dadas condições de contorno de Dirichlet em i . 

Analiticamente, a minimização deste funcional resulta na formulação de Nitsche para um dado 

problema, incluindo as condições de contorno em Dirichlet. Estas condições de contorno são 

impostas de forma fraca sem a necessidade de malha suplementar na superfície molhada i . 

Devido a sua generalidade, o método de Nitsche é muito utilizado em conjunto com o método 

sem malha (Babuska et al. [131], Huerta e Belytschko [132]), em problemas de discretização 

de interface (Hansbo e Hansbo [133], Hansbo [134]), além no contexto dos problemas com 

fronteiras imersas (Codina e Baiges [92], Juntunen e Stenberg [135]). Neste trabalho, o método 

de Nitsche é aplicado às equações de Navier-Stokes para problemas transientes, tendo como 

base o trabalho desenvolvido por Benk et al. [35] e Benk [89]. De agora em diante, sempre que 

o texto mencionar a equação de Navier-Stokes, ele está se referindo a problemas transientes a 

menos quando explicitado. Este trabalho não se propõe apresentar as deduções da aplicação do 

método de Nitsche para a equação de Navier-Stokes. Caso o leitor tenha interesse nestas 

deduções, recomenda-se a leitura de Nistche [34] para problemas de Poisson e, de Benk [89], 

Hansbo e Juntunen [90] e Becker [91], para problemas de Stokes e Navier-Stokes. 

A obtenção da forma fraca da equação de Navier-Stokes conforme o método de Nitsche, 
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inicia-se considerando os termos referentes às integrais de contorno provenientes da aplicação 

do teorema do divergente em (12) que resulta em 
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onde  

      e   .i ii i
i i

n d p p d
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Observe que os termos de (110) não aparecem em (13) pois 0w  em u , porém, no 

contexto da fronteira imersa, esses termos em i  não são nulos, isto é, os graus de liberdade 

em Dirichlet nos elementos cortados pela superfície molhada ( i ) são considerados 

desconhecidos. 

A expressão (109) é a forma fraca da equação de Navier-Stokes sem as condições de 

contorno em Dirichlet aplicadas. Para aplicar tais condições, o método de Nitsche adiciona 

termos de penalidades bem como termos que mantém o operador da equação governante 

simétrico. Com isso, a forma fraca final da eq. (109) é dada por 
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onde u  é a velocidade prescrita em i , h  é o tamanho do elemento na região de i  e, 1  e 

2  são parâmetros de penalidade. Conforme conhecimento do autor deste trabalho, até o 

presente momento, a escolha dos valores para 1  e 2  ainda são temas de pesquisa. Em Becker 

[91] foi utilizado 1 3   e 2 0,1  , já em Hansbo e Juntunen [90] utilizou-se 1 10   e 

2 1   e, em Benk et al. [35] 1  e 2  variando de 102 à 103. Neste trabalho, após várias 

simulações testes, observou-se que valores de 1  e 2  entre 104 à 106 obteve-se os melhores 

resultados (ver exemplo 4.2.1) para corpos imersos esféricos. 

Obtida a forma fraca, o próximo passo é a discretização desta equação no tempo. 
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Considerando o método de Newmark, apresentado em 2.3, a equação (111) tem a sua forma 

semidiscreta a seguir 
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A aplicação das mesmas funções de aproximação e funções teste mencionadas em 2.4 na 

eq. (112), faz com que esta equação se torne “totalmente” discreta podendo ser escrita por 
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onde  
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  (114) 

As matrizes B , H , D , E  e F , são matrizes globais provenientes das integrais de 

contorno adicionadas à equação de Navier-Stokes devido a aplicação do método de Nitsche 

quando da imposição das condições de contorno em Dirichlet. u  é o vetor global que reúne as 

condições de contorno em Dirichlet nas superfícies molhadas ( i ). As matrizes locais, 

provenientes das matrizes globais supracitados, dos elementos de fluido cortados por i , são 

definidas por 
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onde i
p  é a área superficial sobre i  formada pela interseção entre o elemento e  de fluido e 

i  (ver Figura 33). 

 

Figura 33: (a) Desenho esquemático ilustrando a área superficial utilizada nas integrações de contorno dos 
termos em (115); (b) Exemplo de interseções entre elementos de fluidos (tetraedros) e uma partícula (esférica). 

O sistema de equações (113) pode ser reescrito na forma matricial como 
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onde 
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Com isso, a solução de um problema de interação fluido-partícula pode ser obtida 
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resolvendo os sistemas de equações (116) e (105). As grandes contribuições deste trabalho estão 

na forma como esse sistema é resolvido (ver seção 4.1.2 e capítulo 5 ). Importante ressaltar que 

as integrais de domínio do fluido ( f ) devem ser avaliadas apenas em  . Para tanto, devido 

a malha do fluido ser considerada fixa ao longo do tempo, faz-se necessário identificar as 

possíveis formas de interseção entre uma superfície molhada i  e um elemento de fluido e  

qualquer de forma a desconsiderar as integrações em  . Neste aspecto, a utilização de 

elemento finito tetraédrico apresenta uma grande vantagem com relação ao elemento finito 

hexaédrico devido a facilidade de identificação e implementação computacional dos casos 

possíveis de interseções, principalmente quando da ocorrência de elementos com mais de uma 

interseção. Neste trabalho, as integrações realizadas em f
e  dos elementos cortados (ver Figura 

33 (a)) são realizadas via células de integração, como detalhado em 4.1.3 e 5.1. Por este motivo, 

para simulações envolvendo fronteira imersa, optou-se pela utilização de elementos finitos 

mistos tetraédricos. Outra implicação importante quando se trata de fronteira imersa é a forma 

como as forças hidrodinâmicas (FH) são calculadas nas superfícies imersas. Este trabalho traz 

contribuições importante nesta área propondo uma metodologia alternativa para a sua obtenção 

tanto para sólidos imersos fixos como para os móveis. A seção 4.1.2 apresenta esta metodologia 

para os casos de sólidos imersos fixos, já a seção 5.2 apresenta a sua extensão para o caso geral, 

isto é, considerando os sólidos imersos móveis, incluindo os casos onde estes sólidos se 

encontram na iminência de colisões entre si ou em colisões com superfícies rígidas. Algumas 

figuras que ajudam a compreender a metodologia proposta são apresentadas no plano (isto é, 

de forma bidimensional) com o intuito de facilitar a compreensão do leitor, contudo, suas 

extrapolações para o espaço tridimensional são naturais. 

4.1.2  Cálculo das ações do fluido na interface fluido-partícula 

As superfícies molhadas i  são as regiões onde há a troca de informações entre o fluido 

e as partículas imersas (com 1 Pi = , ,N ). Essa troca se dá por meio da transferência de forças 

hidrodinâmicas e seus respectivos momentos exercidos pelo fluido ao longo de i  e a 

respectiva atualização da configuração de equilíbrio das partículas com suas respectivas 

velocidade, velocidade angular, posição e orientação espacial (rotação), como resposta. Então, 

as condições que precisam ser satisfeitas na superfície molhada podem ser escritas como 

    f p i  u u x   (118) 
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e 

    ,f f p p i   T n T n x   (119) 

onde a equação (118) estabelece que as velocidades do fluido ( fu ) e da partícula ( pu ) devem 

ser iguais em i  (condição cinemática de aderência). Já a equação (119) impõe o equilíbrio de 

forças em i  (condição de equilíbrio). 

A forma natural e mais utilizada na literatura para se calcular estas forças é por meio de 

 ,i i
id f Tn 

   (120) 

onde T  é o tensor de Cauchy dado por (5). A utilização de métodos baseados em penalidade, 

como é o caso do método de Nitsche, para a imposição das condições de contorno em Dirichlet 

pode ocasionar perturbações no campo de pressão na vizinhança de i , além do fato dessas 

condições de contorno serem impostas de forma fraca, tal que são válidas na média e não ponto 

a ponto. Consequentemente, a obtenção das FH pode ser severamente afetada. A metodologia 

proposta para superar esse problema tem inspiração no trabalho desenvolvido por Chadil et al. 

[136] que, basicamente, utiliza extrapolação de Lagrange de terceira ordem associada a 

interpolação de Taylor, também de terceira ordem, para estimar pressão e restrições viscosas 

na superfície i . 

Inicialmente, tentou-se utilizar extrapolação de Lagrange de terceira ordem para obter os 

valores de pressão e do gradiente de velocidade (u ) na superfície i . Porém, por se tratar 

de métodos de extrapolação polinomial, principalmente quando a ordem do polinômio é 

superior a dois, é sabido que os melhores resultados são obtidos para pontos mais próximos da 

vizinhança dos pontos de extrapolação (PE) devido ao fenômeno de Runge6. Em outras 

palavras, a utilização dessa técnica requer malha bastante densa próxima a superfície i  de 

forma a reduzir a distância entre esta superfície e os PE. Com isso, devido a limitação de 

hardware, a proposta original de Chadil teve que ser adaptada. Então, o que se propõe é 

extrapolar linearmente os valores de pressão e do u  na região mais próxima de i  cujos 

efeitos nocivos ao cálculo das FH pudessem ser minimizados. De acordo com Chadil esta região 

é da ordem do tamanho do elemento cortado (x ) (ver Figura 34). 

 
6 Descoberto por Carl Runge (matemático alemão que viveu entre 1856 à 1927), esse fenômeno é um problema de 
oscilação nas bordas de um intervalo devido ao aumento do grau do polinômio interpolador. Ele percebeu que o 
erro de interpolação aumenta quando o grau do polinômio interpolador cresce. 
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Figura 34: Região da vizinhança da superfície molhada sujeita a perturbações nos campos de pressão e 
velocidade. 

Para tanto, cria-se uma malha Lagrangiana ( i
k ) em cada i  de forma a possibilitar a 

determinação dos pontos onde os valores de pressão e u  são calculados via extrapolação 

linear. Tais pontos ( i
kC ) estão localizados em cada centro geométrico de i

k . Então, as forças 

hidrodinâmicas e seus respectivos momentos em cada elemento i
k  de uma partícula i  qualquer 

podem ser obtidos por 

 ,i ik k

i
kd


 f Tn   (121) 

e 

 ,i i
k k

i
k m r f    (122) 

onde i
kr  é o raio vetor da partícula i  que sofre a ação de i

k
f , isto é, é o vetor cuja magnitude 

é a distância entre o centro da partícula i  e o ponto i
kC  pertencente ao elemento i

k . 

Por se tratar de extrapolação linear, apenas dois PE são requeridos para o cálculo de FH, 

que, no geral, estão espaçados de x . De forma geral, a expressão para o cálculo das variáveis 

de pressão e das componentes do u  nos pontos i
kC  é dada por 

   1
1 2 1

2
,

iC PE PE PE
d

a a a a
d

     (123) 
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onde 1PEa  e 2PEa  são os valores das variáveis no primeiro (PE1) e no segundo (PE2) ponto de 

extrapolação, respectivamente. Já 1d  e 2d  são as distâncias entre i
kC  e PE1 e, PE1 e PE2, 

respectivamente. A direção de busca da localização dos PE é a mesma utilizada por Chadil, ou 

seja, a direção do vetor normal (n ) partindo de i
kC . O valor de x  é determinado pela média 

dos tamanhos de todos os elementos cortados por i . Já o tamanho de um elemento é obtido 

pela média dos comprimentos de todas as arestas deste elemento finito. É importante observar 

que, na esmagadora maioria dos casos, os PE estão localizados dentro de algum f
e  tendo, 

portanto, os valores de pressão e u  desconhecidos. O valor de pressão em um ponto de 

extrapolação qualquer ( pep ) é calculado via as próprias funções de interpolação do elemento 

finito dado por 

 ,pe p pep  N p   (124) 

onde pep  são os valores nodais de pressão do elemento finito onde o ponto de extrapolação se 

encontra. Já o valor do gradiente de velocidade em um ponto de extrapolação qualquer  peu  

é calculado por 

  , ,pe u i pe i  N uu e   (125) 

onde peu  são os valores nodais de velocidade do elemento finito onde o ponto de extrapolação 

se encontra. A Figura 35 mostra um esquema da metodologia proposta. 
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Figura 35: Esquema para obtenção dos pontos cujos valores de pressão e u  são extrapolados. 

 

Com os valores de pressão e u  calculados em i
k , utiliza-se a equação (121) e (122) 

para obter as FH no centro i
kC  de cada elemento i

k  e os seus respectivos momentos em cada 

direção. As resultantes, tanto em força como em momento, em cada direção são obtidas através 

das expressões, 

    e   , 
1 1

i i
k k

nel nel

R R
k k

 

 
  f f m m   (126) 

respectivamente, onde nel  é o número de elementos da malha Lagrangiana associada a uma 

partícula qualquer. 

4.1.3  Elementos de fluido com cortes simples 

A utilização de técnicas que descrevem o fluido de forma Euleriana, como tipicamente 

acontece nos métodos de fronteira imersa, possibilita que a malha utilizada para representar o 

problema fluido seja invariável com as interações. Isso resulta, na maioria das vezes, em nós 

não coincidentes entre a malha do fluido e a malha da partícula. Desta forma, a aplicação das 

condições de contorno de forma forte, como é comum em análise convencional de fluido, torna-

se impossibilitada. Portanto, o cálculo das integrais de domínio e de contorno do sistema de 

equações (116), na região onde estes elementos são cortados, necessita de uma atenção especial. 

Isso se deve ao fato de, nesse caso, parte de f
e  estar contido em   (com significado físico) 
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e outra parte em   (sem significado físico). Nesta seção é abordado o caso de elementos com 

“corte simples” (CS), ou seja, elementos que tem seu domínio f
e  particionado por uma única 

superfície molhada i  (ver Figura 36). O caso de elementos em “corte duplo” (CD) é abordado 

e discutido em 5.1. Elementos com cortes múltiplos (acima de dois cortes) não são abordados 

neste trabalho pois, devido a necessidade da utilização de uma malha densa próxima a i , esses 

casos são impossíveis de ocorrer devido a geometria esférica dos sólidos imersos utilizados 

neste trabalho. 

 

Figura 36: Elementos de fluido com “cortes simples” (CS). 

A forma escolhida para tratar as integrações de um elemento com CS, seja de domínio 

ou contorno, foi a subdivisão da região pertencente a   destes elementos em células de 

integração, evitando-se assim o uso de funções de enriquecimento que promoveriam a 

descontinuidade nos campos de velocidade e pressão desses elementos. Neste trabalho optou-

se em se utilizar também tetraedros para a decomposição dessas regiões devido a sua 

simplicidade. Da Figura 37 à Figura 39 apresentam as três formas (casos) possíveis mapeadas 

de decomposição dessas regiões para CS. 
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Figura 37: Decomposição do domínio em células de integração para o elemento de fluido com CS (caso 01). 

 

Figura 38: Decomposição do domínio em células de integração para o elemento de fluido com CS (caso 02). 

 

 

Figura 39: Decomposição do domínio em células de integração para o elemento de fluido com CS (caso 03). 

Após a decomposição dos elementos cortados em células de integração, suas integrais 

de volume, na parte do domínio pertencente ao fluido, são computadas pelo esquema 

convencional do MEF para cada célula de integração, isto é, pela integração numérica de Gauss. 

Para tanto, os pontos de integração (pontos de Gauss) são mapeados ao longo do domínio de 

cada célula. A integração, de cada célula, é então realizada utilizando os valores nodais de 

velocidade e pressão provenientes dos próprios elementos cortados. No final, soma-se as 

matrizes locais resultante das integrações em cada célula para se obter, então, a integração de 

cada elemento cortado. As integrais nas superfícies imersas são computadas mapeando os seus 

pontos de integração ao longo dos domínios de suas superfícies planas, que podem ser 

triangulares (para os casos 01 e 03) ou quadrangulares (caso 02), e considerando os valores 

nodais de velocidade e pressão dos respectivos elementos cortados. 
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4.2 Exemplos numéricos 

Nesta seção, o método de Nitsche aplicado a equação de Navier-Stokes utilizando 

fronteira imersa é avaliado. Esta formulação está implementada no código único próprio 

desenvolvido neste trabalho. Para tanto, são apresentados exemplos de problemas estacionários 

e transientes de escoamento de fluidos com a presença de corpos imersos governados pelo 

sistema de equações (116). Para os exemplos a seguir, os corpos imersos são considerados fixos. 

Os resultados serão comparados com aqueles provenientes de análise convencional de fluido 

(referência), isto é, de simulação com aplicação das condições de contorno de forma forte 

tradicional. Para todos os exemplos a tolerância utilizada para se admitir a convergência do 

problema não linear nas iterações do método de Newton foi de TOL = 10-6. 

4.2.1  Estudo de escolha da malha e dos parâmetros de penalidade: escoamento 
em torno de uma partícula fixa 

Este exemplo simples consiste no escoamento de fluido por meio de um canal estreito e 

curto que contém uma partícula esférica fixa governado pela equação de Stokes (regime 

permanente). As características geométricas do problema, bem como os parâmetros utilizados 

são apresentados na Figura 40 e Tabela 14, respectivamente. A discretização da superfície 

molhada (malha Lagrangiana) da partícula é ilustrada pela Figura 41. O propósito deste 

exemplo simples é de avaliar a acurácia dos resultados devido: 

 Ao refinamento da malha do fluido na vizinhança da superfície molhada e; 

 A variação dos parâmetros de penalidade ( 1  e 2 ). 

O nível de refinamento da malha é designado pela razão entre o diâmetro da partícula (d) 

e o tamanho médio do elemento (h), por exemplo, D5 significa que d/h = 5. Essa designação é 

mantida ao longo de todo este texto. O perfil de velocidade aplicado na entrada do canal é dado 

pela equação (46) com  m s1, 0mU   e  m0,2H   o que resulta em um número de Reynolds 

Re = 100. A notação das componentes de velocidade adotada é    1 2 3, , , ,u u u U V W  e a 

condição de contorno aplicada na saída do canal é a de tensão zero. 
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Figura 40: (a) Geometria e condições de contorno do exemplo 4.2.1; (b) Malha de elementos finitos usada no 
exemplo 4.2.1 (158057 elementos finitos tetraedros mistos com 213992 nós) para malha D17,5. 

 

Figura 41: Malha Lagrangiana usada no exemplo 4.2.1 (780 elementos triangulares com 392 nós). 

 

Tabela 14: Parâmetros utilizados no exemplo 4.2.1. 

A Figura 42 e Figura 43 apresentam as isocurvas de velocidade e pressão, 

respectivamente, obtidos para este exemplo (malha D17,5). Observa-se que, para o campo de 

velocidade, há uma excelente concordância com relação à referência. Para o campo de pressão, 

há uma pequena diferença nos valores de pressão próximos da superfície molhada. Isso pode 
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ser devido a uma deficiência do pós-processador utilizado neste trabalho (Gid) que não realiza 

a interpolação nesta região de maneira correta. Além disso, o método de Nitsche, por ser um 

método baseado em penalidade, pode causar pequenas perturbações locais no campo de pressão 

nos elementos cortados, contribuindo, portanto, com esta diferença nos resultados. A Tabela 15 

apresenta os coeficientes de sustentação e de arrasto obtidos para diversas configurações de 

nível de refinamento de malha e de valores para os coeficientes de penalidades. Este exemplo 

mostra que, para o coeficiente de arrasto, o nível mínimo de refinamento de malha aceitável é 

o D5 quando comparado com o valor de referência (Tabela 16). Ainda a respeito ao coeficiente 

CD, o seu valor varia muito pouco entre os níveis D7,5 à D17,5, também com relação a referência. 

Isso mostra que, para este coeficiente, o nível de refinamento da ordem de D5 já se obtêm 

valores aceitáveis. Com relação ao coeficiente de sustentação, teoricamente, deveria ter o seu 

valor muito próximo de zero devido a partícula estar posicionada no centro do canal. Isso é 

observado (Tabela 16) com o seu valor calculado pela referência (na ordem de 10-4). Os valores 

deste coeficiente, para todos os níveis de refinamento de malha, calculados pelo método 

proposto estão distantes dos valores de referência (na ordem de 10-2). Isso mostra a dificuldade 

de se obter bons resultados para este coeficiente, principalmente quando este tende 

numericamente a zero, mesmo com malhas bastante refinadas. Uma das causas dessa diferença 

de resultado pode ser a geometria da partícula imersa (esférica), da dificuldade inerente de se 

aplicar as condições de contorno de forma fraca e da própria aproximação resultante da 

utilização de método numérico. 
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Figura 42: Resultados para a malha D17,5 e 5
1 2 10   ; (a) Isocurvas de velocidade (modelagem 

convencional); (b) Isocurvas de velocidade (com fronteira imersa). 

 

 

Figura 43: Resultados para a malha D17,5 e 5
1 2 10   ; (a) Isocurvas de pressão (modelagem 

convencional); (b) Isocurvas de pressão (com fronteira imersa). 

 

Outro aspecto importante apresentado pela Tabela 15 é como a definição dos valores de 

1  e 2  influenciam diretamente na obtenção dos coeficientes de sustentação e arrasto. Para o 

exemplo em estudo, observa-se que para valores entre 104 à 106 obteve-se os melhores 

resultados. Ao longo de diversas simulações realizadas durante o desenvolvimento deste 
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trabalho, para diferentes níveis de refinamento de malha e quantidade de partículas imersas, 

observou-se que, de fato, para sólidos imersos esféricos, valores de 1  e 2  entre 104 à 107 

geralmente acarreta na obtenção de bons resultados. 

 

Tabela 15: Valores dos coeficientes de sustentação (CL) e arrasto (CD) para diversos níveis de refinamento de 

malha e valores de 1  e 2 . 

 

Tabela 16: Valores de referência dos coeficientes de sustentação (CL) e arrasto (CD), exemplo 4.2.1. 

Importante ressaltar que esse breve estudo não tem a pretensão de ser conclusivo com 

relação a escolha dos valores de 1  e 2 . O autor deste trabalho encoraja estudos mais 

aprofundados, inclusive com fundamentos matemáticos, para a escolha ideal desses 

coeficientes. No entanto, este estudo serve para orientar, mesmo que minimamente, a escolha 

desses parâmetros para este trabalho, visto que seu estudo mais aprofundado não é objeto deste 

trabalho. 

4.2.2  Escoamento em torno de duas partículas fixas 

Este exemplo consiste em um problema transiente de escoamento de fluido por meio de 

um canal estreito que contém duas partículas esféricas fixas. As características geométricas bem 

como a malha utilizada neste exemplo podem ser observadas na Figura 44 e Figura 45. 
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Figura 44: (a) Geometria e condições de contorno do exemplo 4.2.2; (b) Malha de elementos finitos usada no 
exemplo 4.2.2 (158057 elementos finitos tetraedros mistos com 213992 nós). 

 

 

Figura 45: Detalhe da malha no em torno das partículas; (a) Modelagem da geometria no Gid; (b) Refinamento 
da malha na região das partículas (D10); 

O perfil de velocidade aplicado na entrada do canal de forma incremental entre os 

instantes  s 4, 0 s0 t  , é o mesmo da equação (46) com m s1, 0mU   e  m0,5H  . A 

notação das componentes de velocidade adotada é a mesma do exemplo 2.6.1 e a condições de 

contorno aplicada na saída do canal é de tensão zero.  Os parâmetros da análise utilizado neste 

exemplo são apresentados na Tabela 17. 

 

Tabela 17: Parâmetros utilizados no exemplo 4.2.2. 



99 
 

A Figura 46 e Figura 47 mostram os resultados obtidos para os campos de velocidade e 

pressão, respectivamente. Observa-se uma boa concordância nos resultados de velocidade com 

relação a referência. Os resultados de pressão apresentam uma pequena diferença nos seus 

valores com relação a referência, semelhante ao observado em 4.2.1. Uma forma de minimizar 

esses efeitos é a escolha adequada dos parâmetros de penalidade ( 1  e 2 ), visto a sua 

influência direta na melhoria não só dos resultados dos campos de velocidade e pressão, como 

também na obtenção das forças hidrodinâmicas na interface fluido-partícula, como discutido 

em 4.2.1. 

 

Figura 46: (a) Isocurvas de velocidade (modelagem convencional); (b) Isocurvas de velocidade (com fronteira 
imersa). 
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Figura 47: (a) Isocurvas de pressão (modelagem convencional); (b) Isocurvas de pressão (com fronteira imersa). 

4.2.3  Escoamento em torno de um cilindro 

Este exemplo é similar ao 2.6.2 a menos de o cilindro ter sido considerado como um corpo 

imerso. Dois cenários de análise são considerados neste exemplo como descrito a seguir. 

  Cenário 1: Escoamento em torno de um cilindro em regime permanente tendo o fluido 

governado pela equação de Navier-Stokes. O objetivo deste cenário é avaliar a 

acurácia dos resultados, obtidos pelo método proposto, para dois níveis de refinamento 

da malha (D7,5 e D10) na vizinhança do cilindro além da variação dos parâmetros de 

penalidade; 

 Cenário 2: Escoamento em torno de um cilindro em regime transiente tendo o fluido 

governado pela equação de Navier-Stokes. Já este cenário tem o objetivo de avaliar a 

acurácia do método proposto para um problema dependente do tempo, variando os 

coeficientes de penalidades entre 103 à 107 (malha D7,5). 

Os parâmetros da análise e a geometria do problema são, novamente, apresentados na 

Figura 48 e Tabela 18 de ambos os cenários para facilitar o acompanhamento do leitor. A Figura 

50 apresenta a malha Lagrangiana utilizada neste exemplo. A malha Euleriana (D7,5) 

considerada é ilustrada na Figura 49. 
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Figura 48: Desenho esquemático do exemplo 4.2.3 para os cenários 1 e 2. 

 

Figura 49: Malha de elementos finitos 3D utilizada no exemplo 4.2.3 (158082 elementos finitos tetraedros mistos 
com 220324 nós), D7,5. 

 

 

Figura 50: Malha Lagrangiana usada no exemplo 4.2.3 (320 elementos triangulares com 170 nós) para os 
cenários 1 e 2. 
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Tabela 18: Parâmetros utilizados no exemplo 4.2.3 para os cenários 1 e 2. 

A Tabela 19 apresenta os resultados obtidos para o cenário 1 referentes aos coeficientes 

de arrasto e sustentação. No que diz respeito aos resultados para a malha D7,5, esta apresenta 

bons resultados associados ao coeficiente de arrasto, CD, para valores de 1  e 2  na ordem de 

107. Com relação ao coeficiente de sustentação, CL, observa-se um descolamento de seus 

valores com relação a referência. Isso pode ser explicado devido a este ter seu valor, 

praticamente, nulo para este exemplo o que acarreta imprecisão numérica em sua obtenção, 

principalmente, quando da utilização de métodos baseados em fronteira imersa. Uma das 

formas de melhorar os resultados para este coeficiente é aumentar o nível de refinamento da 

malha na vizinhança do cilindro, como apresenda a malha D10. Para esta malha (D10), observa-

se uma melhora significativa nos resultados para ambos os coeficientes para valores de 1  e 2  

entre 107 à 1010. 
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Tabela 19: Valores dos coeficientes de sustentação (CL) e arrasto (CD) para dois níveis de refinamento de malha 

e valores de 1  e 2 . 

A Figura 51 e Figura 52 ilustram os resultados obtidos para os campos de velocidade e 

pressão, respectivamente, para o cenário 2. O gráfico da Figura 53 apresenta a variação do 

coeficiente de arrasto para o modelo de referência e o modelo com fronteira imersa. Observa-

se uma boa concordância do coeficiente de arrasto obtido via fronteira imersa com relação a 

referência (cerca de 3,8% de erro relativo) para 1  e 2  na ordem de 104. Para outros valores 

de 1  e 2  há uma piora significativa nos resultados. Já os resultados obtidos para o coeficiente 

de sustentação, valores de 1  e 2  na ordem de 103 apresentam os melhores resultados. Os 

resultados mostram como os coeficientes CD e CL são sensíveis ao refinamento da malha e aos 

valores atribuídos aos coeficientes de penalidade, o que requer um estudo mais aprofundado.  

 

Figura 51: Isocurvas de velocidade do exemplo 4.2.3 (com fronteira imersa). 
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Figura 52: Isocurvas de pressão do exemplo 4.2.3 (com fronteira imersa). 

 

Figura 53: Variação do coeficiente de arrasto ao longo do tempo (exemplo 4.2.3). 

 

Tabela 20: Comparação dos resultados obtidos do exemplo 4.2.3. 
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5  MÉTODO PROPOSTO PARA INTERAÇÃO 

FLUIDO-PARTÍCULA 

As formulações matemáticas que governam as duas fases que se pretende desenvolver  

neste trabalho já foram, de forma isoladas, apresentadas nos capítulos 2 e 3 (fluido e partícula, 

respectivamente). De forma similar, no capítulo 4 , o método da fronteira imersa também foi 

apresentado para contornos (ou sólidos) imersos fixos. De agora em diante, as partículas 

embebidas pelo fluido serão consideradas “livres” para se movimentarem e, com isso, 

interagirem com o fluido, de acordo com a sua natureza física. O desafio, portanto, é 

desenvolver uma metodologia capaz de integrar estas duas formulações de modo que a 

simulação de IFP seja possível e robusta o suficiente. O primeiro problema a ser considerado é 

como as condições de contorno são aplicadas na interface fluido-partícula. Isto já foi superado 

quando da consideração do método de Nitsche (ver capítulo 4 ). O segundo é como as ações do 

fluido sobre as partículas imersas são calculadas. Este também já foi superado pela metodologia 

proposta em 4.1.2. Porém, devido a consideração de partículas “livres”, alguns novos desafios 

(teóricos e computacionais) surgem e uma investigação cuidadosa é requerida de forma que a 

proposição de suas soluções seja possível. De forma geral, estes novos desafios podem ser 

apresentados por: 

 Tratamento dos elementos de fluidos com “cortes duplos” (CD); 

 Cálculo das FH na iminência de colisões entre partícula-corpo rígido (P-C) e partícula-

partícula (P-P) no que concerne os elementos de fluido que estão na vizinhança das 

interfaces em colisão; 

 Tratamento dos “nós sombras” que, em um instante nt , pertencem ao domínio   e, 

no instante seguinte, 1nt  , pertencem ao domínio  ; 

 Estratégia de solução para o acoplamento fluido-partícula. 

Cada um dos itens supracitados é discutido a seguir, além da estrutura computacional que 

é concebida de forma a tornar possível o desenvolvimento de um código único próprio. Assim 

como mencionado no capítulo 4 , algumas figuras são apresentadas no plano com o intuito de 

facilitar a compreensão do leitor e suas extrapolações para o espaço tridimensional são naturais. 

5.1 Elementos de fluido com cortes duplos 

Em problemas de IFP com várias partículas imersas livres, a tratativa dos elementos de 



106 
 

fluido que são cortados por superfícies molhadas i  distintas é um problema que requer 

atenção. Neste trabalho, estes elementos são designados como elementos com “cortes duplos” 

(CD), ver Figura 54.  

 

Figura 54: Elementos de fluido com cortes duplos (CD) 

A metodologia proposta para este caso é, na realidade, uma extensão daquela proposta 

para CS (ver seção 4.1.3), isto é, mapeia-se todas as possíveis formas de interseções duplas que 

um elemento finito de fluido pode estar submetido. Da Figura 55 à Figura 58 são apresentadas 

as formas (casos) possíveis mapeadas de decomposição dessas regiões para CD. 

 

Figura 55: Decomposição do domínio em células de integração para o elemento de fluido com CD (caso 01). 
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Figura 56: Decomposição do domínio em células de integração para o elemento de fluido com CD (caso 02). 

 

Figura 57: Decomposição do domínio em células de integração para o elemento de fluido com CD (caso 03). 

 

Figura 58: Decomposição do domínio em células de integração para o elemento de fluido com CD, caso 04. 

Após a decomposição de f
e  em células de integração, realiza-se o mesmo procedimento 

descrito em 4.1.3 para o cálculo das integrais de volume em cada célula. Ressalta-se que 

elementos de fluido com cortes triplos ou superiores não são mapeados neste trabalho pois não 

há possibilidade de suas ocorrências devido ao nível de refinamento requerido durante a 

execução de um problema. 

5.2 Cálculo das forças hidrodinâmicas na iminência de colisões 

A utilização da metodologia proposta em 4.1.2 para o cálculo das forças hidrodinâmicas 

em cada partícula precisa ser adaptada quando há a presença de colisões. Para cada tipo de 

colisão, partícula-corpo rígido (P-C) e partícula-partícula (P-P), a proposta de solução é 
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diferente. 

Para P-C, podem ocorrer duas condições: 

 Condição 01: Elemento do fluido com corte simples. O 1° ponto de extrapolação 

 PE1  encontrar-se fora do domínio f  (ver Figura 59(a), ponto 1
iC ). Neste caso, a 

distância x  é reduzida, e passa a ser designada por x , até que se encontre um novo 

ponto  PE1  que pertença a f  mais próximo da superfície molhada na direção do 

vetor n   (ver Figura 59(b), ponto 1
iC ). Com isso, os valores de pressão e de u  no 

centro do elemento i
k  ( 1

iC ) são considerados como sendo os mesmos calculados em 

PE1 .  

 Condição 02: PE1  pertencer a f  e o 2° ponto de extrapolação  PE2  não (ver 

Figura 59(a)), ponto 2
iC ). Neste caso não se obtém o PE2  e utiliza-se os valores de 

pressão e u  obtidos em PE1  como sendo os valores estimados no centro do 

elemento i
k   2 .iC  A única diferença entre essas duas condições é que, para a 

segunda, o passo x  não é alterado quando da obtenção do PE1  (ver Figura 59(b), 

ponto 2
iC ). Uma forma alternativa de tratar esta segunda condição é considerar a 

redução do x  e obter o PE2  mais próximo possível do limite de f  para, em 

seguida, aplicar a extrapolação linear e obter os valores de pressão e u  em 2
iC . 

Contudo, isso tornaria o algoritmo mais complexo além de aumentar o custo 

computacional devido a determinação da nova distância reduzida x . Portanto, 

optou-se por simplificar este algoritmo que, devido sua natureza, já é bem complexo. 
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Figura 59: Esquema para cálculo de FH para os contatos partícula-corpo rígido; (a) condição original e (b) 
proposta de solução. 

 

Para P-P, podem ocorrer dois casos a saber: 

 Condição 01: Elemento do fluido com corte duplo sem interpenetração das partículas. 

Nesta condição, o passo x  do elemento i
k  é reduzido para x  até que se encontre 

um novo ponto PE1  que pertença a f  mais próximo possível da superfície molhada 

adjacente a i
k  (ver Figura 60). De forma similar às colisões P-C, os valores de pressão 

e de u  no centro do elemento i
k  ( i

kC ) são considerados como sendo os mesmos 

calculados em PE1 . 

 Condição 02: Elemento em corte duplo com interpenetração das partículas. Neste caso, 

os elementos de i
k , de ambas as partículas, que se encontram na parte interpenetrada 

são desativados do cálculo das FH dessas partículas. Isso também acontece com 

relação ao elemento do fluido interpenetrado. Este elemento também é desativado, 

consequentemente, a sua contribuição nos cálculos das matrizes locais do sistema 

(116) é desconsiderada. 
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Figura 60: Esquema para cálculo de FH para os contatos partícula-partícula; (a) condição original e (b) proposta 
de solução. 

5.3 Tratamento dos “nós sombras” 

No cenário de problemas transientes de IFP o método proposto deve ser capaz de lidar 

com a condição de que as partículas podem se movimentar livremente no meio fluido. Esta 

possibilidade traz consigo alguns desafios importantes a serem tratados para a obtenção de uma 

boa acurácia na simulação deste tipo de problema. Além de se avaliar quais variáveis devem 

ser reinicializadas a cada passo de tempo, deve-se também ser observado como considerar os 

valores do campo de velocidade nos nós da malha do fluido que, em um instante nt , pertencem 

ao domínio   e, no instante seguinte, 1nt  , pertencem ao domínio   (ver Figura 61). Neste 

trabalho, estes nós são chamados de “nós sombras”. A problemática que deve ser analisada é a 

seguinte: No instante de tempo nt , o campo de velocidade dos nós sombras é desconhecido 

pois estes encontram-se no domínio  . No passo de tempo seguinte ( 1nt  ), com o movimento 

das partículas, estes nós passam a fazer parte do domínio  , tendo com isso o seu campo de 

velocidade fisicamente não nulo. Como a solução do sistema de equações requer conhecer o 

campo de velocidade de todos os nós pertencentes a   no instante nt , como, então, considerar 

ou calcular este campo para os nós sombra, de forma a preservar as condições impostas pela 

equação de Navier-Stokes, se em nt  estes nós encontravam-se em   (ver Figura 61). Observe 

que o problema se refere apenas ao conhecimento do campo de velocidade dos nós sombra em 

nt  e não ao campo de pressão destes nesse mesmo instante de tempo pois, de acordo com a 
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formulação utilizada para resolver o problema de fluido, o campo de pressão em nt  dos nós 

pertencentes ao domínio   não é requerido. 

 

Figura 61: Representação da movimentação de uma partícula em dois passos de tempo consecutivos (tn e tn+1). 

Uma forma de tratar este problema é extrapolar para os nós-sombra os valores do campo 

de velocidade conhecidos dos nós adjacentes aos nós sombra no instante nt  (ver Löhner [137]). 

Além disso, alguns autores consideram a velocidade dos nós sombras como sendo a mesma da 

estrutura imersa (ver Cheny e Botella [138]). Essas alternativas, e muitas outras, utilizam de 

argumentos ad hoc, que muitas vezes, levam a boas aproximações do ponto de vista prático 

quando da utilização de passos de tempo pequenos e, consequentemente, pequenos 

deslocamentos da partícula entre eles. Alguns autores realizaram estudos mais aprofundados e 

propuseram métodos alternativos mais sofisticados (ver Benk [89], Baiges [139]). Neste 

trabalho, utilizou-se de experiência em trabalhos anteriores do grupo de pesquisa (Fernandes et 

al. [87], Gomes e Pimenta [86]) onde os valores do campo de velocidade dos nós sombras são 

considerados nulos no instante 1nt  , uma vez que o movimento das partículas ou corpos 

imersos, em cada passo de tempo, é pequeno e, portanto, o erro introduzido por esta 

consideração é limitado.  

5.4 Estratégia de solução para o acoplamento fluido-partícula 

De maneira geral, pode-se classificar as estratégias de solução para o acoplamento de 

problemas de IFP de duas formas: 

 Acoplamento particionado: aquele que considera a solução de cada fase ou física do 

problema separadamente, para depois, de forma interativa, acoplá-las explicitamente 

ou implicitamente (ver Brenk [140], Degroote [141], Gerstenberger [142]). A grande 
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vantagem desta técnica é a possibilidade de se utilizar programas computacionais 

prontos, tanto para o fluido como para a partícula, sem a necessidade de ajustes;  

 Acoplamento monolítico: aquele que considera a montagem do sistema de equações 

de forma única, isto é, o sistema contém as equações de ambas as fases do problema 

tendo, com isso, um acoplamento implícito (ver Wall et al. [77], Degroote [141], 

Gerstenberger [142]). Este tipo de acoplamento possui, no geral, uma taxa de 

convergência mais rápida quando comparado com o particionado. Em contrapartida, 

ele requer alterações nos códigos computacionais que regem as fases do problema de 

forma a obter um sistema único a ser resolvido. 

Neste trabalho, optou-se pelo acoplamento particionado explicito (Figura 62) pois, além 

de ser uma técnica com boa eficiência computacional, a modelagem da partícula em si é simples 

quando comparado, por exemplo, com problemas de IFE, o que possibilita a obtenção de bons 

resultados com esta técnica. 

 

Figura 62: Esquema de acoplamento particionado explícito. 

A seguir, é apresentada a estrutura geral do algoritmo de solução desenvolvido neste 

trabalho. 

1. Leitura dos arquivos com os dados iniciais do problema (incluindo dados da malha do 

fluido e das partículas); 

2. Identificação dos elementos de fluido cortados (incluindo a obtenção de p , ver Figura 

33); 

3. Obtenção dos pontos de extrapolação de cada i
k , conforme descrito em 4.1.2 e 5.2; 

4. Criação dos chamados subdomínios (partição de f  em regiões) de forma a otimizar a 

identificação dos elementos de fluido cortados quando do movimento das partículas; 
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5. Identificação do(s) subdomínio(s) em que cada partícula está imersa; 

6. Início do looping do tempo: 

6.1. Cálculo dos vetores e matrizes locais (a menos das matrizes locais convectivas) da 

malha do fluido e seus espalhamentos nos vetores globais e na matriz global (A ), 

respectivamente, do problema; 

6.2. Início do looping das iterações (k) do método de Newton-Raphson: 

6.2.1. Alocação da matriz A  nas variáveis CA  (matriz global A  com a 

contribuição das matrizes locais convectivas) e TA  (matriz global A  com a 

contribuição das matrizes locais convectivas tangente)7; 

6.2.2. Cálculo das matrizes locais convectiva e convectiva tangente e seu 

espalhamento nas matrizes CA  e TA , respectivamente; 

6.2.3. Aplicação das condições de contorno; 

6.2.4. Obtenção da solução do problema na iteração k; 

6.2.5. Cálculo dos erros relativos dos vetores solução em velocidade, em pressão e 

do vetor resíduo; 

6.2.6. Definição do erro máximo da iteração k (maior entre os valores calculados 

em 6.2.5) e sua comparação com a tolerância atribuída para a convergência 

do problema não-linear. Caso o erro máximo seja maior que a tolerância, o 

algoritmo retorna para o passo 6.2. Caso contrário, o looping 6.2 se encerra; 

6.3. Cálculo do vetor aceleração conforme eq. (16), necessário devido a integração 

temporal utilizada (Newmark); 

6.4. Cálculo das forças hidrodinâmicas e seus respectivos momentos em cada partícula 

conforme descrito em 4.1.2 e 5.2; 

6.5. Inicia-se os procedimentos para análise das partículas e calcula-se suas novas 

posições e velocidades conforme algoritmo descrito em 3.6; 

6.6. Reinicializa-se as variáveis para o novo passo de tempo; 

6.7. Identifica-se o(s) novo(s) subdomínio(s) que cada partícula está imersa; 

6.8. Repete-se os passos 2 e 3 para a nova posição das partículas; 

6.9. Trata-se os nós sombras conforme descrito em 5.3; 

 
7 As matrizes CA  e TA  foram criadas de forma a otimizar o código computacional, uma vez que as matrizes 

locais convectiva e convectiva tangente mudam para cada iteração k (método de Newton-Raphson). Com isso, o 
cálculo das outras matrizes que são invariantes com relação as iterações de Newton-Raphson não precisam ser 
recalculadas para cada k. Estas matrizes só precisam ser recalculadas no início de cada passo de tempo e, no 
algoritmo em questão, são armazenadas na matriz global .A  



114 
 

6.10. Atualiza-se o contador do tempo. Caso o tempo atual for menor que o tempo 

final, o algoritmo retorna para o passo 6. Caso contrário, o looping 6 é encerrado. 

7. Fim do algoritmo. 

5.5 Estrutura do programa desenvolvido 

O desenvolvimento de sistemas computacionais requer uma metodologia eficiente que 

oriente o desenvolvimento desde as primeiras ideias até o momento de programar o que foi 

projetado. Diversas metodologias vêm sendo propostas nos últimos anos, impulsionadas pela 

observação de falta de planejamento e da escolha de uma metodologia adequada para a 

elaboração e concepção de projeto de sistemas computacionais. 

A história das linguagens de programação reflete a evolução de linguagens não-

estruturadas para linguagens estruturadas e destas para as orientadas a objetos. Neste trabalho 

optou-se em se utilizar a linguagem de programação FORTRAN devido à sua eficiência para 

computação numérica. 

Apesar de o FORTRAN ser uma linguagem, inicialmente, destinada para programação 

procedural, em versões recentes foram incluídas características que permitem suportar 

programação orientada a objeto. Características como herança, encapsulamento de dados, 

polimorfismo, são possíveis de serem trabalhadas hoje em dia com FORTRAN. 

Portanto, visando ao desenvolvimento de um programa do “zero” capaz de dar suporte à 

implementações de diferentes formulações de métodos numéricos (MEF, MED, Método dos 

Elementos de Contorno, etc) e de suas diferentes aplicações (análise de fluidos, análise 

estrutural, análise de partículas, etc) é que surgiu a necessidade da elaboração de um código 

computacional amplo e robusto. Para tanto, foram elaborados alguns diagramas (Figura 63 à 

Figura 66) para melhor entendimento da estruturação do código. 
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Figura 63: Diagrama que contém a relação geral entre os módulos da plataforma. 

 

Figura 64: Detalhe do módulo NMethod. 

 

 

Figura 65: Diagrama que contém o módulo dos métodos numéricos. 
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Figura 66: Utilização de herança para implementação dos diversos tipos de elementos. 

Visando uma estrutura de desenvolvimento clara e robusta, o código computacional foi 

decomposto em quatro grandes módulos: 

 Modulo GUI (Guide User Interface): este pacote representa a interação entre o usuário 

e a plataforma. Nele, encontra-se o pré- e pós-processador. Atualmente o programa 

auxiliar Gid é utilizado para realizar a função de pré- e pós-processamento. 

 Módulo Analysis: durante o processamento, diferentes tipos de análises poderão ser 

executadas, como análise linear de estruturas, análise de fluido estacionário, interação 

fluido estrutura, análise de partícula, etc. Portanto, este pacote contém os 

procedimentos de cada tipo de análise bem como a forma como tais análises são 

acionadas pelo restante do programa. 

 Módulo NMethod (Numerical Method): Este pacote representa as abstrações das 

diferentes soluções aproximadas possíveis de serem empregadas em Analysis, 

modelando o mundo real em elementos representativos de cada tipo de solução 

aproximada escolhida (exemplo, elementos finitos quando escolhido o MEF). 

 Módulo NumLib (Numerial Library): Este pacote disponibiliza as ferramentas 

numéricas requeridas pelo sistema (exemplo, operações matriciais e vetoriais) e pode 

ser acessado por todos os pacotes da plataforma de forma direta. 

Outro aspecto computacional relevante neste trabalho foi a utilização de técnicas de 

computação paralela de alto desempenho, visando, fundamentalmente, a obtenção de solução 

computacional com tempo de processamento reduzido e com boa acurácia. Para tanto, utilizou-

se a biblioteca de multi-processamento aberto (OpenMP, “Open Multi-Processing”) para 

introduzir a paralelização parcial ou localizada do código computacional (basicamente, o 

cálculo das matrizes locais e a montagem da matriz global do sistema de equações). Além desse 

aspecto, devido as simulações requererem a resolução de sistemas de equações expressivamente 
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grandes e caracterizadas por matrizes do tipo esparsas, optou-se em se utilizar técnicas de 

armazenamento de dados especiais (CSR, “Compress Sparse Row”) a fim de armazenar apenas 

os dados relevantes para a resolução do problema (dados não-nulos). Com isso, fez-se 

necessário a utilização de solvers específicos capazes de realizar operações com este tipo de 

armazenamento. Neste trabalho é utilizado o solver da biblioteca Intel Math Kernel Library 

(MKL) cujo manual pode ser acessado em Intel [143]. Ressalta-se que todo o algoritmo de 

armazenamento, montagem e aplicação das condições de contorno utilizando os conceitos de 

matrizes esparsas foram desenvolvidos pelo autor. 

Com isso, pretende-se ao final desta tese, disponibilizar ao grupo de pesquisa uma 

ferramenta para simulação computacional robusta e reutilizável o suficiente para servir de base 

para contribuições futuras de outros pesquisadores e alunos. 

5.6 Exemplos numéricos 

Nesta última seção de exemplos são apresentados problemas transientes de escoamento 

de fluidos com a presença de partículas móveis (esféricas) com o intuído de verificar o método 

proposto neste trabalho, e sua implementação computacional no código descrito em 5.4. A 

exceção se faz apenas para o primeiro exemplo que trata de escoamento de fluido com duas 

partículas fixas em regime permanente (equação de Stokes) muito próximas uma da outra. A 

malha Lagrangiana utilizada para discretizar a superfície molhada de todas as partículas dos 

exemplos a seguir é a mesma de 4.2.1 (Figura 41). Com o intuito de se avaliar a eficiência do 

algoritmo proposto, os tempos de processamento médios necessários para rodar um passo de 

tempo e uma iteração foram computados para os exemplos 5.6.3, 5.6.4 e 5.6.5. O computador 

utilizado para rodar todos os exemplos desta tese foi um Intel Xeon X5650 de 2,66 GHz com 

dois processadores contendo 96 GB de memória instalada. 

5.6.1  Escoamento em canal curto com duas partículas próximas uma da outra 

Este exemplo se refere ao escoamento de um fluido em um canal curto com duas 

partículas fixas iguais com diâmetro d = 10 cm, governadas pela equação de Stokes (regime 

permanente). As características geométricas bem como a malha utilizadas neste exemplo estão 

ilustradas na Figura 67 e Figura 68. A Tabela 21 apresenta os parâmetros estabelecidos para 

este exemplo. Na entrada do canal é aplicado um perfil de velocidade parabólico conforme 

equação (127) a seguir. 
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onde  m s1,0mU  ,  m0,4yH   e  m0,2zH  . A notação das componentes de velocidade 

adotada é    1 2 3, , , ,u u u U V W  e a condição de contorno aplicada na saída do canal é a de 

tensão zero. 

O objetivo deste exemplo é validar o método proposto no que diz respeito a metodologia 

proposta para elementos com cortes duplos. 

 

Figura 67: (a) Geometria do exemplo 5.6.1; (b) Malha de elementos finitos usada no exemplo 5.6.1 (98.400 
elementos finitos tetraedros mistos com 139.523 nós). 
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Figura 68: Detalhe da malha entre as duas partículas. 

 

Tabela 21: Parâmetros utilizados no exemplo 5.6.1. 

Da Figura 69 à Figura 71 são apresentados os resultados dos campos de velocidade e 

pressão, respectivamente. Observa-se uma boa concordância dos resultados do campo de 

velocidade em relação a referência. Para o campo de pressão, observa-se uma imprecisão de 

seu valor na região dos elementos cortados (ver Figura 72), evidenciando novamente, a 

necessidade de um bom nível de refinamento na vizinhança da superfície molhada. A Figura 

72 também mostra que os valores do campo de pressão para os elementos cortados que possuem 

o seu domínio ( f
e ) quase que totalmente pertencente a  , consegue-se obter melhores 

resultados. Esta figura, também evidencia que a região de perturbação citada por Chadil et al. 

[136] é, de fato, da ordem do tamanho do elemento cortado. A Figura 73 e Figura 74 mostram 

outros resultados, para o campo de velocidade, obtidos demonstrando que o método proposto 

consegue simular a física do problema de forma satisfatória. 
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Figura 69: Resultados no plano xy para a malha D10 e 6
1 2 10   ; (a) Isocurvas de velocidade 

(modelagem convencional); (b) Isocurvas de velocidade (com fronteira imersa). 

 

Figura 70: Resultados no plano yz para a malha D10 e 6
1 2 10   ; (a) Isocurvas de velocidade 

(modelagem convencional); (b) Isocurvas de velocidade (com fronteira imersa). 
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Figura 71: Resultados no plano xy para a malha D10 e 6
1 2 10   ; (a) Isocurvas de pressão (modelagem 

convencional); (b) Isocurvas de pressão (com fronteira imersa). 

 

 

Figura 72: Detalhe do Resultado, na vizinhança das partículas, das isocurvas de pressão no plano xy para a 

malha D10 e 6
1 2 10   . 
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Figura 73: Streamline de velocidade, exemplo 5.6.1. 

 

Figura 74: Vetores de velocidade em torno das partículas. 

A Tabela 22 apresenta os valores dos coeficientes de sustentação e arrasto obtidos para 

diversos níveis de refinamento de malha tendo os valores de 1  e 2  variando entre 105 e 107. 

Observa-se bons resultados obtidos tanto para CL como para CD para 1  e 2  igual a 106 com 

relação a referência (Tabela 23). Contudo, isso não significa que outros valores para os 

coeficientes de penalidades não possam ser usados como apresentado em outros exemplos. 

Enfatiza-se que, de uma forma geral, para a natureza dos problemas estudados neste trabalho, 

considera-se valores de 1  e 2  variando entre 104 e 107 como aqueles que podem conduzir 

aos melhores resultados. 
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Tabela 22: Valores de CL e CD para três níveis de refinamento de malha com 1  e 2  variados de 105 à 107. 

 

Tabela 23: Valores de referência dos coeficientes de sustentação (CL) e arrasto (CD), exemplo 5.6.1. 

5.6.2  Sedimentação de uma partícula imersa em um fluido 

Este é um exemplo muito utilizado no meio acadêmico para validar simulações de 

problemas de IFP uma vez que existem vários estudos experimentais (Almedeij [144], Khan e 

Richardson [145], Brown e Lawler [146]) e numéricos (Avci e Wriggers [66], Fernandes et al. 

[87]) sobre este assunto. O problema consiste em se calcular a velocidade terminal da uma 

partícula em queda livre imersa em um fluido contido em um recipiente prismático de seção 

quadrada, conforme ilustrado na Figura 76. A partícula parte do repouso e a velocidade terminal 

é atingida quando a força resultante na partícula é zero, isto é, a força de arrasto do fluido é 

anulada pela força gravitacional. A geometria e a malha utilizada neste exemplo são 

apresentadas na Figura 75 e os dados desta análise encontram-se na Tabela 24. Optou-se em 

aumentar o refinamento da malha apenas na região do núcleo do canal (parte central quadrada 

com 0,01 m2 de seção transversal) com uma malha estruturada (D5,55) de forma a reduzir o custo 

computacional (ver Figura 75(b)). Na região externa ao núcleo o tamanho médio dos elementos 

é da ordem de D2,5. Isso resultou em um problema com, aproximadamente, mais de quinhentos 

(500) mil graus de liberdade. As condições de contorno aplicadas neste exemplo são de 

velocidade prescrita igual a zero em todas as faces do recipiente a menos da face superior. A 

convergência do problema não linear nas iterações do método de Newton foi de TOL = 10-6. 
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Figura 75: (a) Geometria do exemplo 5.6.2; (b) Malha de elementos finitos usada no exemplo 5.6.2 (158.354 
elementos finitos tetraedros mistos com 117.330 nós), D5,55. 

 

Tabela 24: Parâmetros utilizados no exemplo. 

Foram analisados dois casos de passo de tempo para o fluido, um com  s0,005t   e 

outro com  s0,0025t  . No caso geral, o t  para a partícula é menor do que o do fluido. 

Neste caso particular, como não há colisão, os passos de tempo de ambas as fases poderiam ser 

iguais sem prejuízo na acurácia dos resultados. Os resultados são comparados com os valores 

provenientes de formulações originadas em experimentos da literatura. A Tabela 25 mostra os 

resultados dessas formulações, aplicadas para o exemplo em questão, das seguintes referências: 

1 - Almedeij [144]; 2 - Khan e Richardson [145] e, 3 - Brown e Lawler [146]. 
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Tabela 25: Valores de velocidade terminal (referências). 

A Figura 76 e a Figura 77 ilustram os resultados para os campos de velocidade e pressão 

da partícula em diferentes instantes de tempo, para o caso  s0,005t  . Observa-se que a 

velocidade da partícula nos quatro primeiros instantes de tempo representados (0,2 à 0,425 s) 

aumenta até atingir 1,60 m/s. Após isso, a velocidade permanece constante em 1,60 m/s 

caracterizando, assim, o valor da velocidade terminal obtida pelo método proposto. Nota-se 

também pequenos deslocamentos transversais (direções y e z) ao longo do canal devido, entre 

outros fatores, da falta de simetria da malha e das forças hidrodinâmicas nessas direções não 

serem numericamente nulas. A Figura 78 ilustra a evolução da velocidade da partícula 

(componente vertical) com o tempo para os dois casos estudados. Observa-se que os resultados, 

para ambos os casos, são muitos próximos das referências (Tabela 25). É possível também 

verificar que, a partir do instante de tempo aproximado de 0,65 s, a velocidade da partícula sofre 

uma perturbação quando da sua aproximação com o fundo do canal (face inferior). Esta 

perturbação pode estar relacionada com amortecimento do deslocamento da partícula devido 

ao efeito do deslocamento da massa de fluido entre a partícula e a parede de fundo do canal 

quando de suas aproximações. Para  s0,0025t   observa-se efeito similar, porém, somente 

a partir do instante de tempo aproximado de 0,70 s, isto é, muito mais próximo do fundo do 

canal. Outro aspecto que pode contribuir com essas perturbações é a utilização de malha 

refinada estruturada apenas ao longo do núcleo do canal, como pode ser observado na Figura 

75(b). Nota-se que, com o acúmulo dos pequenos deslocamentos transversais ao longo do canal 

mencionados anteriormente, quando a partícula se aproxima do fundo do canal ela se encontra 

cada vez mais próxima da divisa entre a malha refinada estruturada e não estruturada (ver Figura 

79), fazendo com que as extrapolações dos gradientes de velocidade e das pressões dos 

elementos vizinhos (para o cálculo da força hidrodinâmica) sofram influência dos elementos 

pertencentes a região menos refinada. Apesar dessas perturbações locais observadas, considera-

se que os resultados são bastante expressivos qualitativamente e quantitativamente. 
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Figura 76: Evolução no tempo do campo de velocidade do exemplo 5.6.2 (vistas isométricas). 
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Figura 77: Evolução no tempo do campo de pressão do exemplo 5.6.2 (vistas isométricas). 
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Figura 78: Histórico da velocidade (componente vertical) da partícula em queda livre. 

 

Figura 79: Detalhe do posicionamento da partícula próximo a parede de fundo do canal. 

5.6.3  Escoamento em torno de uma partícula móvel 

Este exemplo consiste no escoamento em torno de uma partícula móvel, inicialmente em 

repouso, no interior de um canal. A geometria e a malha utilizada neste exemplo são 

apresentadas na Figura 80. Os parâmetros do problema são ilustrados na Tabela 26. 
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Figura 80: (a) Geometria e condições de contorno do exemplo 5.6.3; (b) Malha de elementos finitos usada no 
exemplo 5.6.3 (47.616 elementos finitos tetraedros mistos com 68.607 nós). 

 

Tabela 26: Parâmetros utilizados no exemplo 5.6.3. 

Na entrada do canal é aplicado um perfil de velocidade parabólico conforme equação 

(46) de forma incremental entre os instantes  s  s0 0,1t   , com  m s2,5mU   e 

 m.0,2H   A partícula permanece fixa até o instante 0,2 s. Depois disso, ela é “solta” para 

escoar de acordo com sua interação com o fluido. A notação das componentes de velocidade 

adotada é     1 2 3, , , ,u u u U V W  e as condições de contorno aplicadas nas laterais do canal 

é de velocidade do fluido nula. Na saída do canal considera-se uma superfície aberta com tensão 

zero aplicada. Contudo, para a partícula, esta superfície representa um anteparo que a impede 

de alcançar posições externas ao domínio do problema. A intensão deste exemplo é de se avaliar 

a robustez do algoritmo não somente em relação a suavização dos resultados quando do 

movimento da partícula, mas, também, quando do contato entre a partícula e um corpo rígido 

(anteparo). 
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A Figura 81 e Figura 82 ilustram a evolução dos campos de velocidade e pressão com o 

tempo, respectivamente. É possível observar que a partícula se choca com o anteparo algumas 

vezes durante o tempo de simulação. Os gráficos da Figura 83 a Figura 85, apresentam as 

evoluções da distância entre a partícula e o anteparo, da velocidade da partícula e da força 

resultante na partícula, todos na direção x. Através da Figura 84, pode-se perceber claramente 

a mudança de sentido da componente de velocidade da partícula na direção x, o que caracteriza 

a ocorrência de colisões. Além disso, a Figura 85 mostra o decaimento das forças 

hidrodinâmicas na partícula de acordo com a evolução de seu movimento. Somente após as 

colisões, elas voltam a aumentar para logo em seguida decair, como esperado fisicamente. Por 

meio desses gráficos é possível verificar a ocorrência de seis contatos partícula-anteparo. Os 

resultados mostram um movimento suave da partícula na direção do escoamento do fluido tendo 

esta passado por diversas configurações de intersecção partícula-elemento do fluido, mostrando 

a robustez do método proposto. A interação da partícula com o fluido fica mais evidente 

quando, após choques sucessivos, a partícula tem a sua velocidade e trajetória “amortecidas” 

pelo fluido, reduzindo a amplitude da sua trajetória cada vez que a colisão ocorre. Com isso, 

fica evidenciado que o método consegue simular a colisão entre a partícula e o anteparo de 

forma satisfatória mesmo com a distância entre ambos sendo, praticamente, nula. Portanto, a 

física deste problema foi simulada de forma satisfatória pelo método proposto.   
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Figura 81: Evolução no tempo do campo de velocidade do exemplo 5.6.3 (vistas isométricas). 
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Figura 82: Evolução no tempo do campo de pressão do exemplo 5.6.3 (vistas isométricas). 
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Figura 83: Histórico da distância (dist) entre a partícula e o anteparo do exemplo 5.6.3. 

 

Figura 84: Histórico de velocidade da partícula (direção x) do exemplo 5.6.3. 

 

Figura 85: Histórico da força hidrodinâmica resultante na partícula (direção x) do exemplo 5.6.3. 



135 
 

Este exemplo, possui, aproximadamente, 215 mil graus de liberdade levando, em média, 

10 minutos e 36 segundos para rodar um passo de tempo completo  t  com 3 iterações 

(Newton-Raphson). Uma única iteração necessitou, em média, de 3 minutos para ser concluída. 

Importante ressaltar que, para esse exemplo, cada passo de tempo teve de 3 a 4 iterações para a 

obtenção da convergência da solução. 

5.6.4  Escoamento em torno de duas partículas móveis 

Este exemplo simula o escoamento de fluido quando há a presença de duas partículas 

móveis. A geometria e a malha utilizada neste exemplo se encontram na Figura 86. A Tabela 

27 apresenta os dados utilizados neste problema. 

 

Figura 86: (a) Geometria e condições de contorno do exemplo 5.6.4; (b) Malha de elementos finitos usada no 
exemplo 5.6.4 (29.766 elementos finitos tetraedros mistos com 43.907 nós). 

 

 

Tabela 27: Parâmetros utilizados no exemplo 5.6.4. 

Análogo ao exemplo 5.6.3, aplica-se uma perfil de velocidade na entrada do canal de 

acordo com a equação (46) de forma incremental entre os instantes  s  s,0 0,1t    com 
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 m s2,0mU   e  m0,1H  . As partículas, inicialmente, encontram-se fixas até o instante 

de 0,2s quando são “soltas” para se movimentarem de acordo com a interação fluido-partícula. 

Durante o intervalo de tempo  s  s0 0,2t   , o passo de tempo adotado é de  s0,01t 

. Após isso, utiliza-se  s0,0025t   para que os efeitos de colisões entre partícula-partícula 

e partícula-anteparo sejam capturados de forma mais precisa. A notação das componentes de 

velocidade, as condições de contorno e as considerações para a superfície rígida na saída do 

canal são as mesmas descritas em 5.6.3. Neste exemplo, pretende-se avaliar a robustez do 

algoritmo em diversas situações em que as partículas podem ser submetidas tais como: seus 

movimentos isolados, em contatos do tipo partícula-partícula e partícula-anteparo. 

A Figura 87 e a Figura 88 ilustram a evolução das isocurvas de velocidade e pressão 

deste exemplo, respectivamente. Nelas é possível verificar a aproximação de P1 com relação a 

P2 entre os instantes  s  s0,2 0, 395t   para, logo em seguida, no instante  s0,4025t   

ocorrer o primeiro choque entre elas caracterizado pela redução da velocidade de P1 e aumento 

da velocidade de P2. Após isso, P2 choca-se com o anteparo em  s0,4175t   (detalhe na Figura 

89), invertendo o sentido da sua velocidade, projetando-se novamente contra P1 em 

 s0,425t   (detalhe na Figura 90). É importante observar que o algoritmo proposto consegue 

simular choques entre partícula-partícula inclusive quando há a possibilidade de pequena 

interpenetração entre elas no passo de cálculo do fluido, como ilustrado na Figura 90. Essa 

interpenetração é uma medida de deformação local por encurtamento de seus raios de acordo 

com o modelo de contato descrito em 3.5.2. Esse ciclo se repete mostrando que o algoritmo 

proposto apresenta consistência física na simulação de IFP com diferentes tipos de contatos. 

Esses contatos ficam mais evidentes observando-se a  Figura 91 e a Figura 92. 
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Figura 87: Evolução no tempo do campo de velocidade do exemplo 5.6.4 (vistas isométricas). 
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Figura 88: Evolução no tempo do campo de pressão do exemplo 5.6.4 (vistas isométricas). 

 

Figura 89: Detalhe do contato partícula-partícula sem interpenetração entre elas. 
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Figura 90: Detalhe do contato partícula-partícula com interpenetração entre elas. 

 

Figura 91: Histórico da distância (dist) entre as partículas do exemplo 5.6.4. 



142 
 

 

Figura 92: Histórico de velocidade das partículas (direção x) do exemplo 5.6.4. 

Alguns aspectos são importantes de serem comentados com relação a este exemplo. 

 Foi necessário reduzir significativamente o passo de tempo para rodar o algoritmo da 

partícula (na ordem de 10-8 s) com relação ao exemplo 5.6.3. Sem essa redução não é 

possível garantir a convergência do método de integração temporal utilizado (trapézio 

clássico) quando da ocorrência de choques do tipo partícula-partícula; 

 Durante a ocorrência de cortes duplos do elemento fluido, isto é, contatos do tipo 

partícula-partícula, conforme descrito em 5.2, observou-se a dificuldade na 

convergência do método de Newton para a obtenção da solução do problema não linear 

durante a execução do passo de tempo do fluido. Após a observação de várias 

simulações teste do problema, este foi contornado fazendo com que os termos 

estabilizadores introduzidos pelo método de Nitsche, eE  e eF  de (115), tivessem os 

seus parâmetros 1  e 2  reduzidos somente para os elementos de fluido em corte 

duplo. Com a análise de vários testes observou-se que, para garantir a convergência, 

esta redução deve ser no mínimo da ordem de 10-2  do valor estabelecido inicialmente 

para 1  e 2 ; 

  Durante os contatos partícula-partícula, também foram observados concentração de 

pressão e picos na velocidade do fluido em alguns elementos do fluido cortados pelas 

partículas. Isso é devido a perturbação local causada pela própria natureza física das 

colisões além dos problemas também locais oriundos da imposição das condições de 

contorno de forma fraca via método de Nitsche. Esses efeitos podem ser minorados 
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densificando a malha do fluido em torno das partículas e diminuindo o t  do fluido. 

 Com aproximadamente 138 mil graus de liberdade, um passo de tempo completo deste 

exemplo levou, em média, 8 minutos e 53 segundos para rodar  t  com 3 iterações. 

Uma única iteração necessitou, em média, de 1 minutos e 35 segundos para ser 

concluída. Ressalta-se que, para esse exemplo, cada passo de tempo teve de 3 a 4 

iterações para a obtenção da convergência da solução. 

5.6.5  Escoamento em torno de três partículas móveis 

Este último exemplo é o mesmo apresentado em 5.6.4 acrescido a ele uma partícula móvel 

conforme Figura 93. Todos as informações necessárias para simular este exemplo podem ser 

obtidas em 5.6.4. 

 

Figura 93: Geometria e condições de contorno do exemplo 5.6.5. 

A Figura 94 e a Figura 95 ilustram a evolução dos campos de velocidade e de pressão 

deste exemplo, respectivamente. Assim como no exemplo 5.6.4, neste exemplo é possível 

observar a suavização do movimento das partículas como também a ocorrência de diversas 

configurações de contato. No intervalo  s  s0,2 0, 35t  , P1 se aproxima de P2 para, em 

seguida, ocorrer o primeiro contato desta simulação entre ambas as partículas em  s.0,3575t   

Após isso, P1 e P2 ganham velocidade aproximando-se de P3 para em  s0,4575t   haver a 

ocorrência do contato simultâneo entre as três partículas. No instante  s0,49t   há a 

ocorrência de contatos simultâneos entre P3 e o anteparo e P3 com P2. A Figura 96 e Figura 97 

mostram de forma mais clara esses contatos. Além disso, é também possível se observar a 

ocorrência de contato prolongado entre P2 e P3 durante o intervalo A2 bem como vários contatos 

de curta duração no intervalo A3. Ambos os intervalos podem ser visualizados na Figura 97. A 

Figura 98 apresenta o histórico da componente de velocidade na direção x das partículas. Os 
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resultados deste exemplo mostram que o algoritmo proposto consegue simular de maneira 

satisfatória problemas de IFP mesmo com a presença de contatos complexos. Importante 

ressaltar que os aspectos comentados em 5.6.4 também se aplicam neste exemplo. 
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Figura 94: Evolução no tempo do campo de velocidade do exemplo 5.6.5 (vistas isométricas). 
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Figura 95: Evolução no tempo do campo de pressão do exemplo 5.6.5 (vistas isométricas). 

 

Figura 96: Histórico da distância (dist) entre as partículas P1 e P2 do exemplo 5.6.5. 
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Figura 97: Histórico da distância (dist) entre as partículas P2 e P3 do exemplo 5.6.5. 

 

Figura 98: Histórico de velocidade das partículas (direção x) do exemplo 5.6.5. 

Assim como o exemplo 5.6.4, este exemplo tem aproximadamente 138 mil graus de 

liberdade. Um passo de tempo completo deste exemplo levou, em média, 11 minutos e 15 

segundos para rodar  t  com 4 iterações. Uma única iteração necessitou, em média, de 1 

minutos e 26 segundos para ser concluída. Ressalta-se que, para esse exemplo, cada passo de 

tempo teve de 3 a 4 iterações para a obtenção da convergência da solução. Observa-se que, 

apesar deste exemplo ter uma partícula a mais em relação ao exemplo 5.6.4, o tempo necessário 

para rodar uma iteração completa foi ligeiramente menor do que o 5.6.4. Isso se deve aos graus 

de liberdade dos elementos de fluido pertencentes ao domínio   serem desativados, o que 

acarreta em um sistema ligeiramente menor a ser resolvido.  
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6  DISCUSSÃO, CONCLUSÕES E TRABALHOS 

FUTUROS 

Os resultados apresentados mostram que o objetivo proposto por esta tese de 

doutoramento foi atingido com êxito. O método proposto se mostrou robusto o suficiente para 

simular problemas de IFP com algumas partículas livres para se movimentarem de acordo com 

suas interações com o fluido podendo ocorrer contatos complexos isolados ou simultâneos entre 

elas e com as fronteiras do domínio do problema. Além disso, o método proposto foi capaz de 

simular movimentos suaves das partículas mesmo após a ocorrência de colisões complexas. 

A utilização da biblioteca OpenMP possibilitou algum paralelismo de partes específicas 

do algoritmo o que garantiu uma eficiência computacional satisfatória com relação aos 

exemplos estudados. Contudo, para problemas com número de partículas e grau de liberdade 

elevados (a partir de 2 milhões aproximadamente), a utilização de computação paralela de alto 

nível, bibliotecas numéricas científicas consagradas e métodos de armazenamento de dados 

sofisticados são requeridos para viabilizar a análise. 

A forma proposta de se calcular as forças hidrodinâmicas de arrasto na interface das 

partículas se mostrou adequada permitindo uma boa estimativa delas mesmo com a ocorrência 

de perturbações locais na vizinhança dos elementos cortados pelas partículas. No que se refere 

estritamente ao nível de refinamento da malha em torno dos sólidos imersos, quanto maior for 

a relação diâmetro da partícula e o tamanho do elemento cortado  d h , melhores serão as 

estimativas das forças hidrodinâmicas como um todo (tanto de arrasto e sustentação). Ao longo 

do desenvolvimento deste trabalho foi observado que a relação D5 é a mínima requerida para a 

obtenção de uma boa estimativa das forças hidrodinâmicas de arrasto e, relações maiores do 

que D10 não apresentam melhora significativa dessas forças. Conduto, para o nível de 

refinamento possível de ser estudado neste trabalho (devido a limitação de hardware e 

memória), os valores obtidos para as forças hidrodinâmicas de sustentação não foram 

totalmente adequados para sólido imerso com geometria esférica. Para esta geometria, 

observou-se que mesmo com um nível de refinamento da ordem de D17,5 não foi possível a 

obtenção de bons resultados para este coeficiente. O que impele a necessidade de uma avaliação 

ou investigação mais aprofundada para o cálculo dessas forças. Porém, ainda assim os exemplos 

apresentados no capítulo 5 se mostraram fisicamente consistentes visto que as forças 

hidrodinâmicas preponderantes são aquelas que se alinham com a direção do escoamento do 
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fluido, tendo, portanto, ordem de grandeza maior. Já para sólido imerso com geometria 

cilíndrica, o método proposto apresentou bons resultados para ambas as forças hidrodinâmicas 

para um nível de refinamento da ordem de D10. Outro fator relevante no cálculo das forças 

hidrodinâmicas é a escolha adequado dos coeficientes de penalidades. Neste trabalho, valores 

entre 104 à 107 mostraram-se mais adequados para estimar essas forças. Conduto, os testes 

realizados ao longo do desenvolvimento deste trabalho bem como os exemplos apresentados 

neste texto não podem ser considerados conclusivos em relação a este assunto. O que é possível 

observar é a existência de um intervalo de valores para estes coeficientes que, a depender da 

geometria imersa (esférica, cilíndrica, etc), do regime do problema (permanente ou transiente) 

e do nível de refinamento da malha, consegue-se obter resultados satisfatórios. Outro fator 

importante com relação a estes coeficientes é a necessidade de redução de seus valores para os 

elementos com corte duplo. Sem essa redução, observa-se problema de convergência do método 

de Newton, para a solução do problema não-linear, no passo de tempo em que o corte duplo 

acontece. O valor estimado desta redução é da ordem de 10-2 do valor previamente definidos 

para esses coeficientes. Este valor foi definido após a simulação de vários testes. Como possível 

melhoria a ser incorporada neste trabalho, um estudo mais aprofundado sobre esse assunto é 

encorajado. 

Do ponto de vista prático, o tratamento dos nós sombras pode ser considerado adequado 

principalmente devido a utilização de passo de tempo pequenos para o fluido.  

A escolha de um método explícito e particionado para acoplar as duas fases do problema 

mostrou-se adequado e importante, principalmente devido a sua eficiência computacional. 

Métodos implícitos particionados ou acoplados também podem ser facilmente adaptados e 

utilizados neste algoritmo. 

Como legado final deste trabalho, uma plataforma computacional única robusta e 

reutilizável capaz de servir de base para futuras pesquisas do grupo não somente na área de 

problemas acoplados, mas também para simulações numéricas em geral é disponibilizada.  

No geral, o algoritmo proposto é capaz de: 

 No âmbito da análise de fluido: realizar simulações convencionais e com fronteira 

imersa tridimensionais de problemas estacionários (lineares e não lineares) e 

transientes (não lineares) para problemas com baixo a moderado número de Reynolds, 

utilizando elementos finitos mistos 3D (hexaédricos com vinte e sete nós e tetraédricos 

com dez nós) que satisfazem a condição LBB; 

 No âmbito da análise de partículas: realizar simulações tridimensionais regidos pela 

mecânica das partículas levando-se em consideração a existência de contato com ou 
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sem atrito do tipo partícula-corpo rígido e partícula-partícula. Importante ressaltar que 

o algoritmo não está preparado para simular problemas com grande quantidade de 

partícula pois isto requereria a implementações de solves e armazenamento de dados 

especiais;  

 No âmbito da análise de IFP: realizar simulações tridimensionais de interação fluido-

partícula com a possibilidade de ocorrência de contatos complexos isolados e 

simultâneos. 

Por fim, o autor acredita ter contribuído para a solidificação do grupo de pesquisa na área 

de simulação de problemas acoplados de Interação Fluido-Partícula do Laboratório de 

Mecânica Computacional (LMC) da Escola Politécnica da USP. 

Como possíveis temas para trabalhos futuros, o autor sugere os seguintes assuntos como 

prosseguimento ao desenvolvimento aqui apresentado: 

 Extensão deste trabalho para simulação de problemas tridimensionais com muitas 

partículas; 

 Aplicação de técnicas de paralelização mais sofisticadas capaz de reduzir o tempo e 

utilização de memória de forma otimizada; 

 Utilização de outros técnicas baseadas em fronteira imersa para o acoplamento entre o 

fluido e a partícula; 

 Estudos específicos de estabilidade numérica e sua relação com a determinação dos 

parâmetros de penalidade para os elementos em corte duplo; 

 Incorporação de superfície livre do fluido de forma a ampliar o espectro de problemas 

que podem ser resolvidos com este algoritmo. 
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