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RESUMO

Este trabalho aborda os conceitos basicos da distribuicao de tem-
peraturas e calculo das tensoes térmicas nas estruturas de com-
portamento linear, utilizando o Método dos ResIduos Ponderados

(variante de Galerkin).

De modo a sedimentar os conceitos, foram desenvolvidos exemplos

de aplicacao.
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ABSTRACT

This paper deals with the basic concepts of both temperaturc
distribution and thermal stresses evaluation in structures
of linear behavior, by means of the Method of Weighted

Residuals (Galerkin's approach).

Examples of application have been developed in order to

sediment the concepts.



PREAMBULO

Este trabalho & o terceiro de uma série que véem sendo realizados
na Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo,sob a orienta-

¢ao do Prof. Dr. Victor M. de Souza Lima,relacionados com o tema.

O primeiro foi desenvolvido pelo Eng? Wagner Pechi, e trata dos pro
blemas termicos nas estruturas de concreto massa;parte de uma 1in-
troducdo bastante geral dos métodos numéricos aplicados as duas fa
ses distintas do problema, em seguida faz consideragoes sobre o e-
feito benéfico do comportamento viscoelastico do concreto sobre as
tensoes, e termina enfocando as propriedades térmicas do concreto
e alguns problemas relacionados com as estruturas de concreto massa.
0 segundo, feito pelo Eng? José Ismael Nogueira de Sa, entra mais
a fundo na formulacgdo tedrica do problema, considerando a intera-
cao entre os efeitos térmicos e mecanicos, fazendo uma exposigao
da complexa tecoria da Termomecanica. Para finalizar, simplifica o
problema e considera a sua solucdo por meio do Método dos Elemen-

tos Finitos.

Neste terceiro trabalho retoma-se o problema da distribuicao de tem
peraturas e do calculo das tensdes de origem térmica em estruturas
de comportamento linear, fazendo-se uma aplicagao sistematica do

processo de Galerkin.
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1. INTRODUCAO

Um campo de temperaturas instalado no interior de um corpo solido
provoca, de um modo geral, o aparecimento de um campo de tensoes

auto-equilibrado no mesmo,

O problema da determinacdo destas tensdes de origem térmica pode

ser dividido em duas fases distintas:

a) pesquisa do campo de temperaturas;

b) calculo das tensoes.

Esta divisdo estanque ¢ possivel, pelo fato de ser desprezivel o
calor gerado pelas deformacoes do corpo, permitindo que se desa-

coplem as duas teorias, nas aplicacgdes praticas.

0 equacionamento destes dois problemas,fisicamente tao distintos,
ja € de ha muito conhecido. Entretanto, a sua solucdo analitica

para o caso geral é extremamente dificil, senao impossivel.

Apenas recentemente conseguiu-se a solucao para ambos os proble-
mas,embora de modo aproximado (pois trata-se de uma solucdo numé-
rica). Isto foi devido a dois fatos: o progresso alcancado na

construcdo dos computadores digitais e o surgimento do Método dos
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Elementos Finitos, que nada mais € do que um método de solucao nu

mérica de sistemas de equacoes diferenciais.

O objetivo deste trabalho & o de mostrar, com o miximo possivel de
precisao e clareza, o aspecto conceitual da aplicacao deste método

na resolucao dos problemas em pauta.

A introducao do Metodo dos Elementos Finitos pode ser feita de va-
rios modos. Adotar-se-a o Método dos Residuos Ponderados, conforme
a variante de Galerkin, que em nossa opinido, é o mais claro fisi-
camente, e tem a vantagem de dispensar conhecimentos matematicos

mais avancados.

Na parte tedrica apresentar-se-a inicialmente a detcrminacao das
tensoes, supondo que o campo de temperaturas ja € conhecido. FEm-
bora esta nao seja a ordem natural de resolucao do problema, sera
adotada por ser didaticamente mais interessante. Além disso,a de-
terminacao do campo de temperaturas envolve uma complicacao adi-
cional, que & o caso do regime transitério. Vale a pena observar
que, historicamente, o Método dos Elementos Finitos nasceu da ten

tativa de resolugao do problema da Elasticidade.

Por Gltimo, serao apresentados exemplos numeéricos destinados a con
solidar as idéias. A resolucdo destes exemplos serd feita manual-
mente, para que se possam absorver melhor os conceitos nela envol-

vidos.
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2. TENSOES NUM CORPO SOLIDO

2.1 - Equacoes

de Navier

Na Teoria da Elasticidade linear,

isotropo, as equacoes constitutivas se escrevem como:

m
i

m
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1

al # = [Gx . (ay +0,)]

E

1
ol + = [o
g Oy

- 1
aT + E [oz - v (o + Uy)]

g _ 2(1+v)
Xy - Cxy
_2(1+v)

Yxz = g Xz
v o= 2Q1+v)
Yz B yz

para um material homogéneco

~ v.(ox +0,)]

c

As equacoes acima expressam a Lei de Hooke para o material consi-

derado. O termo aT corresponde a deformacdo inicial devida a tem-
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peratura. A variacdo térmica num elemento infinitesimal de um ma-
terial homogéneo e isotropo ndo produz distorcdes, apenas alonga-

mentos.

Ao se escreverem as tensbes em funcdo das deformacoes, obtém-se:

o = v (e_+€ 452) + — € = oTE
X @@+v)(-2v) X Y 1+v X 1-2v
G = vE (€. € +ez) + B €. - ofB
) (1+v) (1-2v) X ¥ 1+v Y 1-2v

vE E aTE
g, = (ex+cy+ez) g e B e e

(1+v) (1-2v) 14v 1-2v

i
i
oo2aev) Y

_E
X2 2(14v) X2

.
Y2 2(1+v) Y?

Introduzindo nas equagGes acima as relacOes deformacdo-deslocamen
to (supondo tratar-se de pequenas deformacbes e pequenos des-

locamentos) :



e . du v = Buav
X ax XY sy ax
‘£ :a_v sz=_a£+.§.li
Y oy 2z X
e, =2 vy, = 224 B
’ 9z Y Yy 3%

obtém-se as tensoes em funcio dos deslocamentos:

VI au oV aw E ou aTh
(— + — + —) + —

® (1+v) (1-2v) 9x 3y A 1+v  3x 1-2v

vE du ! av au 8 E pv aTE

Y (1av)(1-2v) ox 8y 9z 1sv 9y  1-2v

s o _ VB @u, dv  dwy . E 3w ofE

2 (a+v)(1-2v) 8x 9y 9z 1+v 3z 1-2v

E du av
XY 2(14v) 8y  ax

XZ 0 2(1+v) 9z  9x

B dw . dv
YZ  2(1+v) 8y 9z

Levando as tensoes acima nas equacoes diferenciais de equilibrio:



00 3T 9T
4 Xy _XZ+X_0
X dy 9z
QT 90 T _
XY & Yoy Y2 o ¥ =0
X ay a7
9T T a0
=, Yz o + Z =0
X 9y 9z

obtém-se finalmente as equacoes de Navier:

E__ 9 u, v dw
2(1+v) (1-2v) 8x 9x Yy oz
(2.1:1)
B 32u 2 u azu- - ali T
+ _ ( 5 2 2] X ~—— <= =0
2(1+v) 9x Ay 9z 1-2v  8x
E ] au av ow
— (— + — + —)
2(1+v) (1-2v) 3y 8x dy 9z
(2 1e2)
2 2 2 .
4 B (8 g ¢ 2 \2’ y 2 g) i X 28, BT _ g
2(1+v) 93x Ay 7z 1-2v 3y
E 3 ou av oW
2(1+v) (1-2v) 3z 9x Ay 9z
(2.1.3)
2.. a2 .
% E (8 g i 9w H 3 gj oo oF 9T - 0

2(1+v) 9x° ayz A 1-2v 23z



Quanto as condic¢Oes de contorno das equacoes de

re-se a superficie externa do so6lido dividida em duas

245

-

Sd (normal externa)

4]

a) em Sd os deslocamentos sao conhecidos:

Estas sao

b) em S0 as tensoes sao

to externo

alx,y,z)

vix,y,z)

ﬁ(XJY3z)

as condicoes de contorno essenciais.

aplicado:

> > >
n =421 + mj + nk

conhecidas, e correspondem ao

Navier, conside-

partes:

(2.1.4)

(2:1;:8)

(2:1+6)

carreganen
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ps Xy Xz
e
] a T
Xy ¥ YZ
k sz Tyz 9,
=Y e - “}
1 = .I. e + s .}
P I'(n) (Rux m[xy foz)l
4
+ LT + mo 4+ nt 7
(4759 y yz)J
+ 2T + + i
( Tors me nﬁz)
Portanto:

X = 20 + mt + Nt

[
n

Lt 4+ mo_ + nt
y z

Xz Yz

Pondo as tensoes em funcdo dos deslocamentos, vem:

%+ g OTE _ _ VE (AU, AV, Bwy o,

1-2v (1+v) (1-2v) ax Yy oz

+ ___._._.];._._..__(.argﬁ-p.al]n-kﬁa_wn) + (2-1-?)
2(1+v) 9x 9x X
E
Bu2+§}l—m+a—un)

2(1+v) EE dy 9z
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Y + m aTE _ VvE (..aE-.; av , W

1-2v (1+v) (1-2v) 3x Ay 92

m -+

E Ju oV oW

+ - (= L+ = m+ == n) + (2.1.8)
2(1+v) ¥y dy oy
PR 5 A L o# il m + LV n)
2(1+v) Ay 9z
- oTE v au v ow
Z +m = e e b ) B ¥
1-2v (1+v) (1-2v) 9ox ay 9z
¥ - E (_E.}_.L.l. L 5 .?._\.{ m + .EE n) + (2.1.9}
2(1+v) "9z oz 9z
E W ow Iw
= (— 2+ —m+ — n)
2(1+v) 9x 3y 9z

Estas sao as condigOes de contorno naturais.

Note-se que o efeito do campo de temperaturas sobre os deslocamen

tos equivale a forgas de volume

oF EI
1-2v  9x

na diregao X

O‘E.

B 2z na direcgao y
1-2v 3y
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oF 0T
1-2v Pz

na direcgao z

além de tensoes normais de tracdo, agindo na superficie So’ de in

fensidadé- Sl .

1-2v

As tensoes serao determinadas em funcgao dos deslocamentos,confor-
me formulas ja deduzidas. E interessante que se note, examinando
estas formulas, que o efeito do campo de temperaturas sobre as

tensoes pode ser dividido em duas partes:

a) efeitos ja incluidos nos proprios deslocamentos ( comentados

no parégrafo anterior);

b) efeito adicional, independente dos deslocamentos, e que cor-

responde a acrescentar as tensoes normais Oxs Oy e o, uma

compressdo hidrostatica de valor - ——— .

Por ultimo, sera demonstrado que, num solido ndo vinculado,ou se-
ja, livre para se deformar, se o campo de temperaturas {for uma

funcao linear das coordenadas, nao aparecerao tensoes.

Para isto & necessario que se introduzam as chamadas condicoOes de
compatibilidade das deformagbes. Considerando as relagoes defor-

macao-deslocamento ja vistas, escrevem-se:




2 3
Bsy= 37y

dxz 3x23y

2 & 3
37ny N 33u 3"y

Portanto:

Analogamente:

2 2 2

9 € 9 € 3y
Y . z _ Yz
322 3y2 dy 9z
325 Bzc BZY
z X _ Xz
2t 7 -
0x 9z dx Oz
Por outro lado:
2
) Ex 331]

Bﬂmﬁ_ﬁ% 9w
ox dxdz oxdy

xz _ d'u W

3y dydz Ixdy

Xy . 9du 9y
9z dydz  9x9z
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Portanto:
aza oY Y 2y
2 X = -.?_ (»._ yz + Xz + XYJ
dy 9z ox ox oy 9z
Analogamente:
st oY oy oY
2 ¥ - & ( Yz Xz xy)
X 97 8y ax ay 9z
a%e Dy 3y 3y
2 — % 8 ( Yz Xz xy)
ox a9y z X ay 9z

As expressoes de a) a f) representam as

dade das deformagoes.

Supondo que sao nulas as componentes de

titutivas decorrem:

aT

YXY B Y}\'.Z - Y}’Z = 8

Substituindo as relagoes acima nas

obtém-se:

2 AT g 2
B, fpLdy
dy 0x 2z dy
a2 alr 9o

5 * 5 = 0 = 0
ox oz dydz
2 2

2°T _ 3T _

29Xz oX3Yy

condigoes de

d)

e)

f)

condigoes de compatibili-

tensdao, das equagoes cons

compatibilidade,
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Estas equagoes serao satisfeitas se:

X + o

5 X T By E

4
com coeficientes a; arbitrarios.
Assim, num solido livre para se deformar, onde:

X=Y=127Z=20 em V
e X =Y =2 =0 en SU,

sujeito a um campo de temperaturas linear com as coordenadas, ha-

vera compatibilidade das deformagoes, sem que aparegam tensoes.

0 caso de distribuigao uniforme de temperaturas & um caso particu

lar do anterior, com Oy = O = @, = 0, ou seja:

2.2 - Mcétodo dos Residuos Ponderados

Trata-se de resolver numericamente o sistema de equagoes diferen-
ciais (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3) nas incognitas u(x,y,z),v(x,y,z)
e w(x,y,z), com as condicoes de contorno (2.1.4), (2.1.5) e (2.1.6)

(essenciais) e (2.1.7), (2.1.8) e (2.1.9)(naturais) .

Para isto, sera usado o Método dos Residuos Ponderados, conforme
a sugestdo de Galerkin, e posteriormente sera visto que o Meétodo

dos Elementos TFinitos nasce dai.
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Inicialmente, considere-se apenas a equacao (2.1.1) de Navier:

E i EE + _B_Y. 4+ ﬂ\]_) +
2(1+v) (1-2v) 93x 29x 3y 9z
2 2 2
+ E 9 g + 9 ; + 9 3) + X - oE
2(1+v) 3x oy 0z 1-2v

Trata-se de uma equagao diferencial, referida a

nitesimal. E preciso transforma-la numa equagao

ﬂ’:O

29X

um elemento infi-

integral que, além

de incorporar a condigao de contorno natural (2.1.7), traduza 0
mesmo fenomeno representado pela equacgao diferencial, mas referi-
do agora a todo o solido, e nao apenas a um c¢lemento infinitesi-

mal.

Para isto, admita-se uma fungao arbitraria ¢* (x,y,z), continua e
derivavel no dominio do problema, e que satisfacga em Sd, a condi-

cao ¢* = 0.

Multipliquem-se ambos os membros de (2.1.1) pela funcao ¢*.Em se-

guida, por integracdo no so6lido V, obtém-se:

J ¢* B _3_ (§E+ ﬂ_ + ﬂ) +
v 2(1+v)(1-2v) 9Bx 29X oy 9z
(2.2.1)
2 2 2 .
- E (8 g . 9 g + 0 g) + X - aE 9T av = 0
2(1+v) 9x oy 0z 1-2v 9x



E licito afirmar que se a equagdo integral (2.2.1) se cumpre

245

pa-

ra qualquer ¢*, entdo a equagdo diferencial (2.1.1) sera cumprida

em qualquer ponto de V. Demonstra-se este fato ao se admitir que
seja:
L i.(.§.1£+.a+!+.ay_)+
2(1+v)(1-2v) B8x 23ax Yy 0z
2 2 2 . ;
" B (8 g + 9 g b 9 g) 4+ X - OF aT £ 0
2(1+v)  9x oy 0z 1-2v  3x
em algum ponto de V. Como a fungdo & continua, existira uma por-
¢ao finita do s0lido em torno deste ponto onde a fungao sera di-
ferente de zero. Assim sendo, existira certamente alguma  fungéo

¢* que facga

(I)"" E i §H + ﬁi 4 .?)'_") +

JV 2(1+v)(1-2v) 3x 2x Yy 9z
2 2 2

+ E (a g g g + 9 ;] + X - _oE 3T dv # 0

2(1+v) 8x Ay 2z 1-2v ax

Logo, deve-se ter:
E ..i EE + EX + ..a_._w..) +
2(1+v) (1-2v) 3x 3x dy 9z
E Bzu azu dzu oE T

* 3 v 2 7) * X - =

2(1+v) 29X % 9z 1-2v 8x
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em todos os pontos do solido V.

Antes de dar prosseguimento, suponha-se que seja introduzida na

equagao (2.1.1) uma solugao aproximada:

u = ulx,y,z)
v = v(x,y,z)

w o= w(x,y,z)

Evidentemente, resultara:

E > (28, 2¥ , aW

e representa o erro ou residuo obtido ao se fazer a substituicao

da solugao aproximada. Portanto, a equacgao (2.2.1), com u = Q

L]

-

V=%V e w=¥, sera a integral ponderada de tais ‘residuos,igua
lada a zero.0s fatores de ponderagao (ou "pesos') sdo as fungoes

¢*. Esta € a origem do nome '"Método dos Residuos Ponderados'.

0O proximo passo consiste na introducado da condicdo de  contorno

natural (2.1.7) na equagao (2.2.1).

Considerando que
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E - v " B

2(1+v) (1-2v) (1+v) (1-2v) 2(1+v)

reescreve-se (2.2.1) como segue:

vE J p* 0. (AU BV . By gy

(1+v) (1-2v) v X 93X Ay oz

! [ :
2(1+v) N aX 93X Ay oz
2 5 Z
, B [ . ? i 0 L) av
2(1+v) JV ax dy az”

Integrando por partes o primeiro membro da equagdo acima (corres-

ponde a aplicar o Teorema do Divergente: vide Anexo A):

J o* 2 % av = - J 907 34 gy 4 J o* 24 gds
- X 9x 90X X a 90X
Vv Vv o

*
[ o2 @Yy ay = - | 2L AV 4y, J o 2V 4ds
by ex 9y Jy 9x 9y s 3y
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* T
fq’*ifﬂ)dv=—[a¢-ﬂ-‘ﬁdv+j@*gﬂﬁds
JV X 9z }V x  Qz g 9z

g
J b B B Sy w - J 9~ W 4 & J o* 2 nas
9y 98X oy 90X ax
Vv A SU
j pr LY gy = - J 38° W gy i J o* 2 nas
v 97 9x Vv 02 X S X
o

*

J o* 9 (.@_U.) dv = - J 8¢~ du dv + J ¢* u mds
v dy 3y v dy Ay Sy ay

J p* 2L 2 dvz—J 9% U ay 4 f ¢* 2 nas
: 9z 29z dz 0z 32

v v Sy

A rigor, as integracoes acima, de superficie, deveriam ser feitas

em todo o contorno do solido. Mas como ¢* = 0 em Sd’ elas

desenvolvidas apenas enm SU.

Substituindo os resultados acima em (2.2.1), ter-se-a:

-VE J ¢ 2u | 3¢" BV, Be* dwy gy,
(1+v) (1-2v) y 9x oXx ax Ay 9X 9z
+ vE J d* (§E+§X+§E)£d8 +
(1+v) (1-2v) g 39X Yy 9z s

serao



___E J B9 Bu 3¢t dy , B9* Bwy 4y
9x 09X Iy  9x 9z 09X

vV
¢t J p* (% o Aoy e Aoy g s (2.2.2)
2(1+v) g ax X X
a

._.__.____E__.J (ﬂ:ﬂ‘{+a—w.a—u+§.@:§£)dv+

2(1+v) v dX 9x ¥y dy 2z dz
+-—-1i—-—J¢*(EEE+~3Em+-a—Hn) ds =
2(1+v) ‘s, ox oy 7z
= - J o*( x - £ 2Ty gy
v 1-2v 9x

A expressdo (2.2.2) & conhecida como a "forma fraca" de (2.2.1) ,
por ser mais permissiva, isto &, exigir menor ordem de continui-
dade para as fungoes u, v e w, ao preco de uma maior ordem de con

tinuidade para as funcoes ¢*.

Considere-se agora a condicao de contorno natural (2.1.7):

X + & oTE vE (£+-§K+§E)2+
1-2v (1+v) (1-2v) 23x ay 9z
+ E_(§E£+_§ym+§yn]+
2(1+v) 9x 9x ax
PO - (EE g a 98 5 4 2 n)

2(1+v) 9x oy 0z



2.18

Multiplicando ambos os membros por ¢*(x,y,z) e integrando na su-

perficie §_, vem:

J o* (X + &8 2y g5 =

1-2v
S
(o}
_ vE I o* (Y 4 BV . Wy g4g .
(1+v) (1-2v) g dx 9y 03z
" (2.2.3)
" E J b* Bu g, 3V m + o n) ds +
2(1+v) Jg Ix LR 9x
0}
i E I ¢* {?E} - ..B_H m ,?3_9 n) dS
2(1+v) g ox oy 2
(6]

Note-se agora que as integrais de superficie que aparecem no pri-
meiro membro da "forma fraca" (2.2.2) correspondem exatamente ao
segundo membro da equagao (2.2.3). Assim, substituindo (2.2.3) em

(2.2.2), vira:

VE [(M%{iﬁﬂ-}ﬂiﬂ)dv +
(1+v) (1-2v) v ax X ax 3y ax 3z
s —E J A0* Bu 2% BV, 3¢* Bwy gy
2(1+v) X X 9y 9x 9z 93X

L\



2019

o * # *

2(1+v) X  OX 3y 9y 9z dz
(2.2.4)
il e TR 3 B
=] 0 Xen 22 ds [ o - 22 gy
: 1-2v 5 1-2v dx

o

Procedendo de mancira andloga com as equacgoes (2.1.2) e (2.1.3) de
Navier, e as condicoes de contorno naturais (2.1.8) e (2.1.9),res

pectivamente, as seguintes equagoes serao deduzidas:

o J (247 BY 4 347 OV , 397 BWy gy 4
(1+v) (1-2v) y 9oy ox oy 9y dy 9z
+ _,.____...._..E [(_a_gii .?..H -+ ad}* -3_! 4 _.,_.a(f)* g—‘lr dv +
2(1+v) v ax 3y ay 3y 9z 9y
(2.2.5)
-y T
2(1+v) y 90X 3x dy 8y 9z 3z
- e aen sy [ e - 2 gy
‘g 1-2v v 1-2v 3y
o
vE J (B¢J* 31_-1_ + m EE + a¢* 3_W) dv +

(1+v) (1-2v) v 0z  9x 3z Ay 3z dz



2.20

+.___E._.___J (i@iﬂ+a¢*ﬂ+m%)d\fq

2(1+v) X 0z oy 0z 9z 9z
% * *
B | @ AT B BT By gy I
2(1+v) “y 9x 9x 9y Qdy 9z 9z
= J ¢* (2 + n 215y ag J p*(z - 25 2y ay
5 1-2v v 1-2v 9z
]

Assim, as equacoes integrais (2.2.4), (2.2.5) e (2.2.6), as quais
foram incorporadas naturalmente as cbndigacs de contorno (2.1.7),
(2.1.8) e (2.1.9), respectivamente (e que por causa disto se cha-
mam condicoes de contorno naturais), correspondem as equagoes di-

ferenciais (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3), respectivamente,de Navier.

Resta apenas que se introduzam as condigoes de contorno essenciais

(2.1.4), (2.1.5) e (2.1.6).

Para tal, admita-se a seguinte solugao aproximada:

u i=1 = G |
n
v o=, + 151 b, ¢, (2.2.7)
n
L

onde as fungoes ¢ _, ¢ e ¢, sao fungoes que satisfazem em Sd as
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condicoes de contorno essenciais, ou seja:

¢1] = G(X,Y,Z)

6. = vix,y,z) em Sy

by = Wx,y,2)
As demais funcoes ¢i sao funcoes que se anulam em Sd’ e sao conhe

cidas como funcoes coordenadas.

”

Galerkin propo0s que as funcoes de ponderacdo ¢*(x,y,z) fossem as

mesmas que as usadas para as funcoes coordenadas ¢j(x,y,z}.

Sendo assim, introduza-se a solucao aproximada (2.2.7) nas equa-
¢oes (2.2.4), (2.2.5) e (2.2.6)e fagca-se nestas ultimas, sucessi-
vamente, ¢* igual a cada uma das n fungocs ¢35 © resultado sera
un sistema de 3n equacoes lineares que possibilitara a determina-

cao das 3n incégnitas do problema, que sao o0s par&mﬁrosa%) by e c..

Em outras palavras: das infinitas incognitas do problema original,
ou sejam, as trés componentes u, v e w do deslocamento de cada
ponto do s6lido, passa-se agora para um numero finito de incogni-

tas, quais sejam os parametros a;, by e c;.

De fato, conhecidos estes parametros, o campo de deslocamentos no
interior do solido ficara determinado, embora aproximadamente (pois

trata-se de um método numérico), pelas equacoes (2.2.7).
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2.3 - Meétodo 'dos Elementos Finitos

Na secao precedente foi visto que o Método dos Residuos Pondera-
dos recai num sistema de equacdes simultaneas que, uma vez resol-

vido, fornece os parametros da.solucio aproximada.

Nesta secao mostrar-se-a que o Método dos Elementos Finitos secgue
exatamente a mesma formulacao. A Unica diferenca reside na esco-
lha das funcoes ¢u’ o) . e ..

v Tw 1

Com efeito, a aplicacdo pratica do Método dos Residuos Ponderados

esbarra nas seguintes dificuldades:

a) As fungGes coordenadas ¢ sao definidas em toda a regido do
solido. Portanto, no sistema de equacoes obtido, a matriz dos
coeficientes nao tera a forma de banda, ou seja, sera uma ma-
triz repleta de elementos nao nulos. Este fato sera melhor com-
preendido mais adiante, quando for enfocada a formulagao ma-

tricial do metodo.

b) Tambem pelo fato das funcoes ¢i serem definidas globalmente ,
a utilizacao pratica do método fica restrita a sGlidos com
formas geometricamente simples.

c) Os parametros a, bi e Cy da solucao aproximada nao tém nenhu
ma interpretacao fisica. Embora esta nio seja uma dificuldade

matemética, merece ser levada em conta.

Pois bem, no Metodo dos Elementos Finitos, as funcoes ¢i serao es
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colhidas de modo a sobrepujar as tres dificuldades enunciadas aci

maQ

Inicialmente, subdivide-se o sdlido em pequenas regioces poliedri-
cas (elementos finitos) separadas entre si pelas suas interfaces.
Os vértices dos elementos finitos serdo os pontos nodais Pi’ nume
rados del a n (os pontos nodais pertencentes a Sd nao s$ao numerd-

dos, pois neles os deslocamentos ja sao conhecidos).

A funcgao 3 sera unitaria em P. e nula nos demais pontos nodais
Além disso, ¢35 sera nula em todo o solido, exceto nos elementos

finitos que tem em comum o ponto nodal Pi'

Para exemplificar, considere-se o caso particular de Elasticidade
Plana. Aqui as regiCes poliédricas se transformardo em poligonos,
e a funcao ¢i pode ser visualizada, no caso de elementos triangu-

lares, como na figura abaixo:
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Esta figura evidencia o carater essencialmente localizado das fun

coes coordenadas ¢i no Método dos Elementos Finitos.

As funcoes ¢u’ ¢V e ¢w sao diferentes de zero apenas nos elementos
finitos contiguos a fronteira S4- Dentro destes elementos, o0 9,
e ¢W variam linearmente com as coordenadas (no caso do elemento
tetraddrico a ser visto), de modo a satisfazer, nos vértices per-
tencentes a Sd’ as condicoes de contorno essgnciais (2.1.4),(2.1.5)

e (2.1.6). Nestes mesmos elementos, nos vértices internos,ndo per

tencentes a Sd’ cumprir-se-ao forcosamente: ¢u = ¢é. = ¢ =0 .

Observacao: quando as condicGes de contorno essenciais forem ho-

mogéneas, isto ¢&:

em todos os elementos.

0 fato de as funcgoes ¢i serem localizadas faz com que a matriz dos
coeficientes do sistema de equacdes seja uma matriz de banda, is-
to €, com elementos nio nulos apenas nas proximidades da diagonal
principal, como sera visto mais adiante. Isto possibilita a reso-
lucao automatica do sistema, mesmo com milhares de incognitas,com
sensivel reducdo do tempo de processamento e com grande economia

de memoria. De fato, na resolucdo do sistema de equacoes & usado
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o algoritmo de Gauss da triangularizacdo com retro-substituicio em
seguida, e como a matriz de banda ja esta parcialmente triangula

rizada, o esforco computacional sera muito menor.

A limitacdo a formas geométricas relativamente simples fica res-
trita agora ao elemento finito em si, e nio mais a0 sélido em es-
tudo. Portanto, com elementos finitos muito simples, & possivel
obterem-se as configuracoes de s6lidos as mais complicadas e rea-

listas, mediante uma montagem adequada.

Por Ultimo, sendo ¢i = 1 em Pi e ¢i = 0 nos demais pontos nodais,
0s parametros incognitos as, bi e ¢, assumem agora uma interpreta
cdo fisica a mais simples e interessante possivel: eles passam a

ser os proprios deslocamentos dos pontos nodais:

a. = U.

1
b1 =Wy
C. = W.
1

(2.3.1)

Sem davida, se deve a escolha mencionada das funcées ¢;, a grande
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versatilidade e popularidade do Método dos Llementos Finitos.

- Elemento Tetracdrico

No Método dos Elementos Finitos as funcoes ¢. sdo conhecidas tam-
¢ i

bém como funcdes de forma (na lingua inglesa: '"shape functions").

Em Elasticidade Tridimensional o elemento finito mais simples que

se conhece e o tetraedro:

o X

No seu interior a funcao de forma varia linearmente com as coordg

nadas. Por exemplo, para a funcgao ¢p:

P P
¢p =0 em Pr’ PS e Pt
¢p = A+ Bx + Cy + Dz no interior do tetraedro.

Para a determinacao dos coeficientes A, B, C e D, basta que se im

ponham as condigOes a que ¢p deve obedecer nos vértices do tetrae
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dro:

0 = A + Bx, + Cyt + Dz

Resolvendo o sistema acima, determinam-se A, B, C e D,com o0s quais

se levanta:

¢p = A + Bx + Cy + Dz

Aqui nao € possivel representar ¢_ graficamente, como abaixo no
p ] 3

caso de Llasticidade Plana, com elementos triangulares:

- Formulacao Matricial

e

Para as aplicacGes praticas do Método dos Elementos Finitos;tendo
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em vista o calculo automatico, € de todo conveniente e mesmo ne-

cessario, que se dé ao mesmo uma formulacdo matricial.

Inicialmente, injeta-se nas equacoes (2.2.4), (2.2.5) e (2.2.6) a

solugao aproximada (2.3.1):

w

Em seguida,faz-se ¢*z¢1 nas equacoes mencionadas, obtendo assim
as trés primeiras equagdes do sistema. Com ¢*=0.,, obtCm-se as trés
segundas equacoes do sistema,e assim por diante,até que paniqﬁn¢n,
obter-se-ao as trés ultimas equacoes,num total de 3n equactes cujas

incognitas sdo as componentes Usy Vy € Wy dos deslocamentos dos

pontos nodais.

Deixando a parte uma algebra tediosa, sera escrito diretamente o

sistema obtido, ja na forma matricial:

Kd = f
onde:
By < gy o Bgy
E = Eil LI I EiJ LI L] ‘_K_ln
Enl . & 0w -_nj L Enn
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A submatriz genérica Eij ¢ dada por:

com:

KXY
ij

XZ

KIJ

it

+

n

K,

vE

(14v) (1-2Vv) J

~—
et
+
<
L)
—~
=
I
(o]
<
—
= >

vE

K Ky
ij ij
yx VY
*ij ki
K2X 424
i ij
b W
V ax  9x
3. Ad.
2 — —1 4
X 9x
iy By
ax oy
9. 3.
—2 2 av
ay 93X
3¢, 94,
dX 09z
9¢. 3¢.
—L _J av
dZ 09X

ij

205 3¢,
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13 (14v) (1-2v) i By ax
¢
b == J b ks R
2(1+v) 4 ox 2y
i : 265 39,
K = ——E [ L gy,
To@evya-zv) 4, ey oy
; 3¢, 29, 0¢. 8¢, 9. 3¢,
+ " [ (oot o s B = Loy x 1)
2(1+v) vy 9% ox dy 9y 9z 3z
KVE . VE J 295 295 av .
1] (1+v) (1-2v) v dy 9z
9¢. 9¢.
+ _E J : —J av
2(14+v) v 9z dy
. 3. 9¢.
KEY = vh f —L ) av 4
I (1av) (1-2v) v 8z 8x

9¢. ¢
+ - J —1 _J gy
2(1+v) v Ix 9z

dv
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K2y _VE ‘
I (+v) (1-2v) v 8z By

; 3. 3¢,
Kr% o VE J e d AV
Hooaswa-2wy Ay ez o
9d. 9d.  9d. 9¢. 3. 9¢.
+“—'E I et l 4 L l .2 2.1y av
2(1+Vv) v X  9X Jy 3y 3z 9z
Constata-se facilmente que:
E: = Ko
=1ij =ji

ou, em outras palavras, a matriz K € simétrica. Este fato € uma
conseqlléncia direta da adocdo da hipotese de Galerkin, ou seja:

¢* = ¢i’ e contribui para diminuir enormemente o esforco computa-

cional.

A matriz de coeficientes K € conhecida como matriz de rigidez da

estrutura.

0O vetor 91
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¢ o vetor dos deslocamentos nodais. O subvetor genérico 4 e da-

do por:

0O vetor

M

o vetor das

forcas

i W.
J j

nodais equivalentes. O subvetor genérico

L2

dado por:

com:

+ L —)dS +

" al
1-2v

TR EI)dV +

X

1-2v v

3(‘bi anu 3¢i a¢v a¢i a¢w

-vE I
(1+v) (1-2v) i

+ +

aX 3y X

)dV +

axX 9x 9z

£.

-—1
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. E [ (2.B¢i.3¢u +a¢i..a¢u +.B¢i 8¢u .
2(1+v) JV ax 9x dy 3y 9z 9z
0. 9¢ . 9¢
N i Vo, i LAY
dy 09X 9z 39X
£ - J 6.0 + m —TEyas o f 4, O - 22 2lyay |
g 1-2v v 1-2v 3y
o
-VE J (a‘bi 3y " 9b; 39, ; 95 M)w}dV L
(1+v) (1-2v) v dy 9x dy 3y dy 9dz
e I (B(bi 9y i B 95 39, i 9¢; 39, R
2(1+v) v ax 9x dy 9y 9z 93z
3. ¢ 9. 8¢
+ 2 . 1 w)dV
aX dy 9z 9y
£ - I 6.2 « n 2L yas o f §; 02 = BB Flygg
g 1-2v v 1-2v 3z
0
—uE 3¢. 3¢ a¢. 3¢ a¢. 9¢
VE ( i u 1 \4 i i w)cwf 2
(1+v) (1-2v) 4 28z 9dx dz  dy 3z 3z

v

W

+

T O LN T
2(1l+v) v 90X ox dy 3y dz 3z
3¢i 3¢u 3¢i a¢

+ + Yyav
X 9z oy 9z
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Em resumo, ha n equagdes matriciais, das quais a i-&sima pode ser
escrita como:

Eilgl ¥ oo F Eijéj oy ve & Eingn = fi

Cada uma destas n equagoes matriciais se desdobra em tres equa-

coes comuns.

A esta altura, percebe-se claramente que a matriz de rigidez X ¢

de banda.

Para isto, basta que se observe que a determinacao de uma subma-

triz genérica Eij de K implica no calculo de integrais do tipo:

e

I 20; 29
y oX 3y

Quando i = j, a integral acima sera diferente de zero apenas nos

elementos que tém em comum o ponto nodal P

Quando i # j, a integral sera nao nula apenas nos elementos que
contenham simultaneamente os pontos nodais Pi e Pj.
Portanto, aparece um grande numero de submatrizes Eij nulas fora

da diagonal principal de K.

As submatrizes Eij diferentes de zero estarao tanto mais afasta-
das da diagonal quanto maior for a diferenca j-i entre a numera-

cao de dois nos de um mesmo elemento.
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Assim sendo, & importante na numeracdo dos nos que se restrinja o
valor desta diferenca. Alguns programas fazem isto automaticamen-

te, através de uma renumeracao dos nos.

E interessante também que se registre que os elementos da diagonal
principal de K sdo sempre positivos (basta que se observem as £for
mulas apresentadas para K??, K{? e K;; , fazendo nelas i = j)

E mais: eles sao os maiores elementos da matriz de rigidez K,pois
além do fato de seu calculo envolver apenas parcelas positivas, o
numero de elementos finitos, nos quais a integracao deve ser fei-
ta, € maior quando i = j, como ja foi explicado. Isto pode ser vi

sualizado claramente no caso de Elasticidade Plana com elementos

triangulares:

' '””“!I
/Y

i=j i # ]

Esta € mais uma caracteristica do Método dos Elementos Finitos que

influi na reducao do esforco computacional.

De fato, o algoritmo de Gauss da triangularizacao exige (para di-
minuir os erros de arredondamento) que se permutem as linhas de
K de modo a se colocarem na diagonal principal os maiores valores

dos coeficientes de rigidez. Pelo que foi visto, dispensam-se es-



tas operacoes.

- Critérios de Convergéncia

Obviamente, a precisao da solucao aproximada depende de qudo pro-

ximo o campo de deslocamentos obtido estd do campo verdadeiro.

Ha certas condicdes que sec impdem as funcdes de forma ¢; que, uma
vez atendidas, asseguram a convergéncia, ou seja, a tendéncia a

solucao exata com a diminuicao de tamanho dos elementos finitos.

Em Elasticidade (tridimensional ou plana) os requisitos para a con
vergencia sao tdo simples, que torna-se dificil conseguir um ele-

mento nao convergente.

Em primeiro lugar, as expressoes aproximadas dos deslocamentos no
interior do elemento devem ser polind6mios completos até o primei-
ro grau, isto €, devem conter pelo menos todos os termos de grau

zero e grau um. Por exemplo, para o deslocamento na direcio x:

u. ¢. = O * Gy X + Qg Y + Oy 2 +eun

\ /

—_

minimo de termos

necessarios

Esta exigéncia corresponde ao critério da completidade.

Por outro lado, o campo de deslocamentos obtido ao longo do s6li-
do discretizado nao deve apresentar descontinuidades no interior

dos elementos, e nem nas interfaces de separacao entre eles,satis
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fazendo assim ao critério da conformidade.

Os critérios mencionados acima serdo obedecidos automaticamente se
a funcao de forma ¢i escolhida for continua (tanto no interior dos
elementos como nos seus limites), e se a sua expressao (em cada ¢
lemento onde ela for diferente de zero) contiver pelo menos todos
os termos de grau zero e grau um. Os elementos tetraédrico (elas
ticidade tridimensional) e triangular (elasticidade plana) ja vis
tos satisfazem evidentemente aos dois critérios, e portanto sao

convergentes.

A demonstracao rigorosa destas afirmacoes se faz através do Calcu

lo Variacional, e foge ao escopo deste trabalho.

E possivel, no caso da Elasticidade, interpretarcm-se fisicamente

os critérios de convergéncia.

De fato, o critério da completidade € conhecido também como crité

rio da deformacdo constante, cujo enunciado &: "se os deslocamen-

tos nodais sao compativeis com um estado de deformacdo constante,
entao tal estado deve de fato ser obtido no interior do elemento'.
Ora, a Unica maneira de se conseguirem estados de deformacao cons
tante dentro do elemento € preservando os termos de primeiro grau

da funcao de forma.

Quando os deslocamentos nodais sdo proprios de um movimento de cor
po rigido, ndo devem aparecer deformacdes no elemento. Este & um
caso particular do critério de deformagdao constante, com deforma-

cao nula. Os termos de grau zero asseguram a possibilidade de mo-
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vimentos de translacao sem que aparecam deformagoes (o movimento

de translacdo € um caso particular do movimento de corpo rigido).

Por Ultimo, o critério da conformidade de certo modo asscgura a
continuidade fisica do corpo apo6s a deformacdo, evitando que apa-

regam irregularidades do tipo

___—descontinuidade nos deslocamentos
(deformacoes infinitas)

em Elasticidade plana, por exemplo.

E de se observar também que, se os deslocamentos sio descontinu-
os, aparecem deformacoes infinitas, violando desta maneira a con-

dicao de integrabilidade da "forma fraca" (2.2.2).



3. ESTADO PLANO DE DEFORMACAO

3.1 - Equacoes de Navier

Equacoes constitutivas:

1
e, = ol + E [0X - v(dy + GZ)]
e, = of + 2 [o, -V (o, + 0,)]
Y E Y Z
e =of + 2 [0, -v (o, + 0]
z g -2 x Ty

De €z = 0 decorre:

o, = v(ox + cy) - oTE
donde:
e, = (1+v) aT + % [(l-vz) o, -v(1l+Vv) oy] (3.1.13
e = (1+v) aT + L [(1-vH) o -v(1+v) o] (3.1.2)
y - y X

Por outro lado:

_ 2(1+v)

Xy ; Xy (3:.3:3)



As equacoes (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3) expressam a Lei de Hooke

para um material homogéneo e isotropo.

Escrevendo agora as tensoes em funcao das deformacdes, vém:

g = VE (EX + €£_) + & €x PR
% (L+v) (1-2v) : y 1+v 1-2v
o, = VE (e. + €.) + €. = aTE

Yo (1+v) (1-2v) e Y 1+v 7 1-2v

.. B .
Y dww)

Introduzindo nas expressoes acima as relacoes deformacao-desloca-

mento:

au oV

, o du ., av

XY sy ax

as tensoes ficarao como funcoes dos deslocamentos:

vE ou RV E 23u aTE

Gx = (....._ + -——) + T | e
(1+v) (1-2v) 3x 3y l1+v 3x  1-2v
5 = VE (EE i gg) " E 9v _ oTE

Y (1+v)(1-2v) ax 9y 1+v 3y  1-2v



Ao se introduzirem as tensdes acima nas equacoes diferenciais de

equilibrio:
30_- T
i + XL+ % =0
9X ay
oT a0 -
X)’+ Y+Y=0
ax Ay
obter-se-ao as equagoes de Navier
E 3 Ju Vv
Tai 82 o 2L

2(1+v)(1-2v) B8x 23x Ay

ol aT

+ X = ——

1-2v 39X

E 2 u, 2v,

2(1+v)(1-2v) 3y ax dy

.
.

3211

E azu
+ 2)
2(1+Vv) X oy

~
[a ]

= 0
E 82v azv
(2"' 2)"’
2(1+v) B8x Ay
=0

(3.1.4)

(3.1.5)

Em relacao as condicdoes de contorno das equacoes de Navier:

Y|

£ <> -
n =21+ mj

(normal externa)
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a) em Cd os deslocamentos sao conhecidos (condigoes de contorno es-

senciais):
u = ulx,y) (3.1.06)
v. = Vv(x,y) (3.1:7)

b) em CU as tensoes sao conhecidas, e igualam o carregamento ex-

terno aplicado.

3 = T(H) = i 14 § a em Co
' m
=
1 o
X Xy
3 T o
J Xy y

-+ -> b N T
p = T(n) = (Rox +m T, ) 1 + (ﬂrxy + mcy) J

Xy
Logo:
X = L0_ + m Txy
Y = zrxy + M oy

Se se puserem as tensoes em funcao dos deslocamentos, conforme

formulas ja deduzidas, virao:

L u, vy,

1-2v (L+v) (1-2v) 9x y



+ - (E‘E 2+ L m) -+ B (—a~li L+ su m) (3.1.8)
2(1+v) 98x ax 2(1+v) 23X Yy
YinmoIE___ VB du vy
1-2v (1+v) (1-2v) 8x y
(3.1.9)
+ E —(ﬂli-pg—v—m) +-——~—-——-*E (ﬂ£+§zm)
2(1+v) 3y oy 2(1+v) 9x ay

Como se ve, o efeito do campo de temperaturas T = T(x,y) sobre os

deslocamentos €& equivalente a forcas de volume

. oF eT na direcao x
1-2v  ax

_ 9B 9T na direcao y
1-2v 23y

(basta que se examinem as equacoes (3.1.4) e (3.1.5)), assim como
a tensoes normais de tracdo, agindo na fronteira C0 , cuja gran-

deza é:

1-2v

(basta que se observem as equacdes (3.1.8) e (3.1.9)).

Ao se calcularem as tensoes em funcao dos deslocamentos,verifica-
-se que elas sao influenciadas de duas maneiras pelo campo de tem

peraturas:
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a) atraves dos deslocamentos, conforme discutido no paragrafo an-
terior;
b) através de um acréscimo de compressao semi-hidrostatica

aTE
1-2v

as tensoes normais o, e Uy.

Finalmente, sera demonstrado que nao aparccem tensoes Oy s Oy e

Txy quando sao obedecidas as seguintes condigoes:

b) nao ha vinculacado no plano x - y

c) o campo de temperaturas T = T(x,y) € harmonico, ou seja, obe

dece a equacao de Laplace:

Demonstracdo: no item 2.1 verificou-se que no caso geral ha seis

condigoes de compatibilidade das deformacoes. No plano x - y elas

se reduzem a uma unica:

2 2 2
] €x ’ 3 € i 3 ny
3y2 X Ixay
Supondo que o_ = o = 1__ = 0, decorrem das equacoes constituti-



Ll
~J1

vas.

€. = €_ = (1+v)aT

P
—'-'—2'+ 2:—‘0
oX ay
Observacao: no capitulo seguinte, ao se estudar a equacio de

Fourier da conducao do calor, sera visto que, em regime permanen-
te, o campo de temperaturas fica determinado pela equacdo (4.1.2):

2

k VT + Q = 0

Se ndao houver geracdo interna de calor (Q = 0), esta equacao se
reduz a equacdo de Laplace: VZT = 0, donde se conclui que, sob

as condigcoes consideradas, nao aparecem tensoes o s O, €

y Txy,qual

quer que seja o campo de temperaturas instalado.

3.2 - Método dos Residuos Ponderados

As operacdoes que seriam descritas neste item sdo analogas aquelas

ja vistas no item 2.2, e por causa disto ndo serio repetidas.

Das equacoes de Navier (3.1.4) e (3.1.5), associadas respectiva-

mente as condigdes de contorno naturais (3.1.8) e (3.1.9), sdo de
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duzidas as duas seguintes equacdes integrais:

ik f R B, 9 Bvia

(1+v) (1-2v) q Ox ax ax dy

3 * *
: ~—lL——-j i 2 L0 3Wyap .
2(1+v) Q 3% ax ay X

LB J Q0% Bu L 9% duy,o
ax ax oy ay

Q
- f o* (X + ¢ 2TEyac . J o* (X 8B . y45
Q; 1-2v Q 1-2v  3x
Lt f S % M B,
(1+v) (1-2v) /o 9y  ax 8y 3y
A - - f (3¢* EE—-i- il Ez)dﬁ +
2(1+v) /o 3x 3y ¥y 38y
i —E f S B B Whah .
2(1+v) q X X 3y oy
= J ¢$*(Y + m OLTE)dC + J o* (Y - _OE Eljdg
, L~2v B 1-2v 9y

Ao se introduzir nas equagGes acima a solucdo aproximada:

(3.2:1)

E3ivluid)



u i1 14
n (3.2.5)
'\7=¢ 4 L b. 0.
v j-1 11
e ao se fazer, sucessivamente, ¢* = ¢i (i =1,2,...,n), sera pro

duzido um sistema de 2n equacoes simultaneas que, uma vez resolvi

do, levantara os parametros a; e bi da solugao aproximada (3.2.3).

3.3 - Método dos Elementos Finitos

Aqui valem as mesmas consideracoes feitas no item 2.3, Vale a pe-
na observar que, de acordo com a interpretacao fisica dos parame-

tros a; e bi da solucao aproximada, esta agora se escreve:

n
u==¢_ + ¥ u. ¢.
u je1 1+ 4
W (3.3.1)
V:::¢+I: V.¢.
v jo1 11
- Elemento Triangular
‘y Pp A numeracao dos nos Pp’ Pr e PS
' deve ser feita no sentido anti-
-horario.
P
r
PS
: X

Tome-se, por exemplo, a funcao de forma ¢p(x,y). Para ela, no e-

lemento P . P
p T s



o -
1

Assim:

1l

A+Bx + Cy no interior do elemento.

A+ B x
P

A+ B x
T

A+ B xs

- C
4 yp

+ C )/

+ C Y

Resolvendo o sistema, vém:

A =
B =
C =
onde:
1
2A = det 1
1

Para as outras

A

2A T
1

—— (¥
2 T
_L (x
2A E

X

P

X

T

X

S

r | = 2 (area do triangulo)

(3:.3:2)

funcoes de forma ¢, © $g» OS coeficientes A, B e
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C sao obtidos por permutacdo ciclica:

a) funcao ¢r = A + Bx + Cy

1
A= — (Xg ¥, =X VY.
s s’p Tp s
B= - (Vg = ¥p) (3.3.3)
24
B -
¢ - 20 (xp = %)

b) funcao ¢S = A + Bx + Cy

1
a = (% - X
A =5 (8, s r Vp?
B=—= (v, - v) (SuGudl) -
2 p r .

—— - - S

Introduza-se a solucao aproximada (3.3.1) nas equagoes (3.2.1) e
(3.2.2) e faga-se nestas ultimas, sucessivamentch*=¢i(3?1,2,”.,n);
sera obtido assim um sistema de 2n equagdes algeébricas a 2n incog

nitas, que sao os deslocamentos u; e vy dos pontos nodais.

Este sistema € o que se transcreve abaixo, sob a forma matricial:

kKd=1£
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K € a matriz de rigidez da estrutura:

_K_ll " 8 @ Elj L B ..}_Eln
X - Eil —ij ; Ein
Enl -nj —nn

A submatriz genérica K, € dada por:

j
KX KXY
ij ij
_ij =
gy KYY
13 ij
com:
: ( 9bs: 3¢,
KX P | b —dogp 4
=] (1+v) (1-2v) ‘o ax ax
(3.3.5)
, 9: 90 3¢ 3¢
¥ s J 2 — —L .+ 2 _yag
2(1+v) /g X X Ay 3y
KV - E 21 2 s
1 (1+v) (1-2v) Jo x93y
(3.3.6)

3¢. 3¢
+ B J e el

2(1+v) Q Yy ax
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- 9. 2¢.
KX = VE f _fi _El an +
Yoo (1-2v) Jg by bx
(3.3.7)
3bs 99,
+ E J = L ag
2(1+v) Jo 3x By
ﬂ adp: 3.
KYY = vE J —-(-p—l —d)J— o +
Yoooas -z Yooy oy (
3.3.8)
0¢. . 9. 3¢,
PR - J (= —d 4+ 3 =2 —Aydn
2(1+v) ax ax oy Yy

§

A matriz K € simétrica, ja que:

0O vetor

€ o vetor dos deslocamentos nodais. 0 subvetor genérico gj ¢ da-

do por:
aX u
J J
d. = { Fo= A '-
=3
a’ v
J J
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O vetor .
£)
£=4 £ ¢
£n
€ o vetor das forcas nodais equivalentes. O subvetor genérico ii
é dado por:
If’.‘
1
f. = <
=1
1f>’
com:
X - B i
£ =J ¢.(X+z°‘TL)dc+J gl = =28, Wygg «
toodg 1-2v o ! 1-2v  8x
9¢. 93¢ 3. 9¢
_ vE I ( 1 u o, 1 V)dQ % (3.3.9)
(1+v) (1-2v) Q X X X Yy
_ E J 2 a¢i ad’u i a¢i a¢u i 8¢i a¢v)dQ
2(1+v) Q dX  9x dy 3y Y 9x
( - ; - : "
=] o 0en s [ ¢ - Hygg,
= Je - 1-2v o 1-2v 3y
o
£8:5.10)
- 3. 00 6. 3¢
_ vE J (i u % Vyda +
(1+v) (1-2v) q oY ax oy ay



3415

s ( (EEE EE! . 5 B¢i 3¢v . B¢i a¢u)d9
2(1+v) Q X X oy oy 29X Yy

As observagoes finais deste item sao as mesmas que foram comen
tadas ao se tratar da formulacao matricial no caso tridimensional
(Capitulo 2), e por causa disto nao serao repetidas. Da mesma for
ma valem também as observacoes que 1a foram feitas sobre os crité

rios de convergéncia.



4. DISTRIBUICAO DE TEMPERATURAS NUM CORPO SOLIDO

4.1 - Equacao de Fourier

A propagacao do calor em solidos ocorre predominantemente por con
ducdo, e a equagao diferencial que governa o fenomeno & devida a
Fourier. A seguir sera feita a sua deducdo para um so6lido consti-
tuido de material homogeéneo e isotropo. Para isto considere-se o

elemento de volume dxdydz:

y

9% 9x

..........

- k g_}( dydz PRTE . - [k oT 3 (k %}dx]. dydz

Para as faces perpendiculares ao eixo X, a quantidade de calor in

troduzida no elemento pela variagdo do fluxo & dada por:

2 (x 2Ly axaydz
92X X

Considerando todas as faces, tem-se a quantidade total de calor



introduzida no elemento por unidade de tempo:

2 2 2

R(B‘E o 2 g . gjdxdydz
X 9y 9z

ou ainda, usando a notagao do laplaciano:

k VZT dxdydz

Adicionando a expressdo acima a quantidade de calor gerada no pro
prio elemento Qdxdydz, obter-se-a o aumento da energia interna
do elemento: pc T dxdydz. Isto & o que afirma o principio da con

servacao da energia. Portanto:

kv’r+Q=pcT (4.1.1)

expressa a equacao de Fourier em regime transitorio. Esta equagdo

deve ser satisfeita em todo e qualquer ponto do sdlido V, e em

qualquer instante. Nela:

T = T(x,y,z,t) & a temperatura num ponto genérico do so6lido,num

instante t qualquer.

k € o coeficiente de condutibilidade do material de que € feito

¢ corpo.

Q(x,y,z,t) & o calor gerado num ponto genérico do sdlido por

y o)
I

unidade de volume na unidade de tempo, num instante t qual-

quer.

€ a massa especifica (densidade) do material de que & feito o corpo.

©
[¢)
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c € o calor especifico do material do corpo.

Em regime permanente, T e Q cessam de ser fungao do tempo, e a e-

quagao de Fourier fica:

k VZT + Q=0 (4.1.2)
Quanto as condigoes de contorno’da equagdo de Fourier, ha dois
casos:
y n = 2? + mj + nk
' (normal externa)
X
z

a) temperaturas impostas na fronteira (condicao de contorno es-

sencial)

Em CT tem-se:

T=T (x,y,2,1t) (4.1.3)

como uma funcao conhecida.

b) fluxo na fronteira, proporcional ao ressalto de temperatura (con

dicdo de contorno natural).

C & a parte do contorno que esta em contacto com algum fluido on
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de o efeito da convecgdo ndo & desprezivel. Por causa disso a tenm
peratura nos pontos de Cq ¢ diferente da temperatura do meio flui
do exterior. Em virtude deste ressalto de temperatura, havera em

Cq um fluxo de calor dado por:

onde:

d - . . ‘ s
a1 e a derivada direcional da temperatura segundo n:

dn

dar a7 , , 8T, 2T

+ == n

— = grad T X n=2y

dn ‘ ox 3y A

AT = 1f£ = T sendo
ng : temperatura do fluido (conhecida)
T : temperatura cm Cq (desconhecida)

h=h_+h_, onde hC ¢ o coeficiente de convecgado e h € o
termo corretivo que se acrescenta a hc para levar em conta o feno

meno da radiagao, de modo aproximado.

. g AT

. -

=h T, - hT
. £2

Note-se que h ng(x,y,z,t] = g(P,t) &€ uma funcao conhecida, poden

do-se escrever, finalmente:



dT
k55 = g(P,t) - It (4.1.4)

Na verdade existe uma terceira condicao de contorno, que acontece

quando se conhece na fronteira o valor do fluxo:

Mas esta condicao pode ser considerada como um caso particular da
anterior, sem a parcela hT, e com q = -g(P,t). Deve-se apenas fri
sar que estas duas condigoes nao ocorrem simultaneamente numa mes

ma parte de Cq

4,2 - Meétodo dos Residuos Ponderados

Inicialmente, tratar-se-a apenas do regime permanente. Seja,pois,

a equacao (4.1.2):
k v2T + Q = 0

Admita-se uma funcao qualquer ¢*(x,y,z), continua e derivavel na

regiao do problema, e que seja nula em C.. Multiplicando ambos os

T*

membros de (4.1.2) por ¢* e integrando no volume, vira:

j o* (k V2T + Qav = 0 (4.2.1)
v

A equacdo integral acima € equivalente a equagao diferencial de

Fourier. Sim, pois se (4.2.1) & satisfeita para qualquer ¢*, en-
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tao (4.1.2) sera valida em todo e qualquer ponto de V. Para  que

seja 'provada esta afirmacgdo, suponha-se que:

2

k v'T + Q # 0

em algum ponto de V. Haverd uma vizinhanga em torno deste  ponto
onde a fungao sera diferente de zero, por ser continua. Neste ca-

so, pode-se encontrar sempre uma fungao ¢*, tal que:

J' o* (k V2T + Q)av # 0
v

Portanto, deve-se ter
k v21 + Q=0

em todos os pontos do dominio V.

Retome-se a equagao (4.2.1):

k J o* (-_; + + ”)dV = - J ¢* Qdv
Vv sz E;Z 822 v

Integrando por partes o primeiro membro (vide o Teorema do Diver-

gente, Anexo A):

2
J¢*agdv=—f' 0¢* -"E-T-cnf+Jcp*ﬂ 2ds

[ 2, %
J¢*§~—§dv=-J 3¢ ﬂdVa-Jq;*ﬂmds



4.7

r { * ;
J o* ﬂ_% dy = - J 2¢* 2T dy + J o* LS nd$s
y 9z y 92 9z Cq ?z

As integrais de superficie acima sao desenvolvidas apenas enm CCl ’

pois ¢* = 0 em CT.

Portanto:

v X X ay 3y 9z 92

+ X J o (AT g o+ AT 5 4 3T v = - J o* Qdv

Cq X ay 82 v

A segunda integral do primeiro membro corresponde a condigdo de
contorno natural (4.1.4):

kL g + 3L 4 3T oy = gp) - AT

X ay 07

Multiplicando ambos os membros da equagao acima por ¢*, integran-

do em Cq e substituindo na equagao anterior, resultara:

* * *
kJ Q¢ 3T , 39" 3T , 3¢ 3Tyqy ,
Vv 99X X 3y oy 9z 9z

(
#h| ¢*Tds - J * QaV + J ¢* gds ©(4.2.2)
“q ¥ “a
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A equacao acima € a "forma fraca" de (4.2.1).

Assim, conclui-se que a equagao integral (4.2.2), a qual foi in-
corporada naturalmente a condicao de contorno (4.1.4), equivale a
equacao diferencial (4.1.2) de Fourier. Resta apenas introduzir a

condicao de contorno essencial (4.1.3).
Seja a seguinte solugao aproximada:

n
T =¢ + I a. ¢. (4.2.3)

onde ¢y e uma funcdo que satisfaz em C. a condicdo de contorno

ik

(4.1.3) e as demais ¢i sao fungOes que se anulam em CT.
Galerkin propos que as funcées ¢* fossem iguais as funcgdes ¢i.

Portanto, substituindo (4.2.3) em (4.2.2) e fazendo nesta Ultima,
sucessivamente, ¢* igual a cada uma das fungoes ¢i, resultara um
sistema de n equagdes algébricas lineares com n incognitas, que

sdo os parametros a; da solugao aproximada (4.2.3).

4,3 - Metodo dos Elementos Finitos

O contetdo deste item €& analogo ao do item 2.3, e nao sera repeti
do. Como foi visto 1la, o Método dos Elementos Finitos nasce do Mé
todo dos Residuos Ponderados, através de uma escolha adequada das
funcoes ¢, que serao chamadas aqui de fungoes de forma, ou de in

terpolacgao. Inicialmente subdivide-se o corpo em pequenas porgoes
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de geometria simples (elementos finjitos). Depois se definem den-
tro destas porcbes as funcgoes 95, que serdo relativamente simples.
Atribuindo valores nodais adequados a ¢i’ 0S parametros a; da so

lugao aproximada serdo as proprias temperaturas dos pontos nodais:

n
T=¢ + I T, ¢. (4.3.1)

Aqui valem tambem as consideragoes relativas ao elemento tetraé-
drico, assim como todas as observagoes referentes aos critérios

de convergencia, exceto € claro, a sua interpretacdo fisica.

- Formulagao Matricial

Substitua-se a solucao aproximada (4.3.1) na equagdo (4.2.2). Enm
seguida faca-se nesta Ultima, sucessivamente, ¢* igual a cada uma
das n fungoes de interpolacio ¢i. O resultado final sera um siste
ma de n equacgoes algébricas simultaneas que, uma vez resolvido,for

necera as temperaturas nodais Ti'

Evitando uma algebra tediosa, escrever-se-a o sistema obtido, ja

em forma de matrizes:

(4.3.2)

(J==
=
I
=

onde H & uma matriz quadrada de ordem n (matriz de condutibilida-

de do corpo considerado), cujo elemento genérico & dado por:
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) Px X oy oy 9z oz
Vv
+ h J ¢i ¢j ds ' (4.3.3)
Cq

A matriz H & simétrica, ja que

T & um vetor coluna de ordem n (vetor das temperaturas nodais) |,

e é escrito como:

e
I

T
n

R & um vetor coluna de ordem n, cujo elemento genérico & dado por:

R, = J ¢; Qv + J ¢, gds +
' C,
(4.3.4)

+ + )dav

< % J (3¢1 0, 3d; 3¢, ¥¢; B,
v X X 3y oy 9z 9z

Note-se que valem aqui as observagoes feitas no item 2.3, relati

vas a formulagdo matricial do problema da Elasticidade.
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No caso do regime transitério, como ja foi visto, a equagido de
Fourier & dada por (4.1.1):

kKv2T + Q= pcT
Agora, além do segundo membro ser diferente de zero, Q & funcao

também do tempo.

Aqui o procedimento € analogo ao anterior, pois as integracoes que
levaram a equacao (4.2.2) foram feitas com relagao as coordenadas
X, ¥, z. Obtém-se uma equagao analoga a (4.2.2), com a diferenga

de que no seu segundo membro aparece a integral adicional

- pe J o* T av (4.3.5)
v

Conscqlientemente, a nova equacao matricial sera:
HT=R-CT (4.3.6)

onde a matriz C &€ quadrada de ordem n, cujo elemento genérico &

dado por:
Cij = pcC J ¢i ¢j dv (4.3.7)
v

e conhecida como a matriz de capacitdncia do corpo-considerado,

e

e € simétrica, pois;
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0 yetor T & de ordem n:

seoe +Jeo kg e

pois as fungoes ¢5 nao dependem do tempo.

A existencia de (4.3.5) altera o vetor R, introduzindo em R.1 o ter
mo:
- pcC f ¢i ¢0 dv
\'
cujo valor & igual a zero, no caso comum em que a condicao de con

torno essencial (4.1.3) & invariavel no tempo, pois ai tem-se

¢0 = cte. € ¢0 = 0.

Em resumo, o que se fez foi aplicar o artificio da semidiscreti-

zagao. Explicando melhor: discretizou-se apenas a parte geométri-
ca do problema, permanecendo as incognitas (temperaturas nodais)

como uma funcao do tempo:

L e ==
it

T(x,y,z,t) = ¢ (x,y,z,t) + T, (t) ¢; (x,y,2)

i
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Como conseqliencia direta deste fato, o sistema de equacdes obtido
ja ndo & um sistema algébrico, mas sim um sistema de equacdes di-
ferenciais lineares de primeira ordem e primeiro grau na variavel

tempo:

HT=R-CT

A solugdo analitica deste sistema geralmente & inabordavel em ter
mos praticos, e portanto a sua integracdo ao longo do tempo sera

feita numericamente.

Para isto sera usado um processo do tipo incremental ("passo a pas
so"), cuja aplicacao exige que seja conhecido o campo de tempera-

turas no instante inicial do fenomeno.
Considerando pequenos intervalos de tempo At, em cada um deles po
de-se escrever, aproximadamente:

T [ 1) - 1(t-a1) ]

Substituindo a expressao acima na equacao

|3+

H

[=3

=R-C

resultara a seguinte relagdo de recorréncia para o calculo de

TL):

[H+i g]_T_(t)=g+-1—gI_(t-at) (4.3.8)
At
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Na expressao acima, as matrizes H e C serao calculadas apenas uma

vez, pois elas nao dependem do tempo.

O processo incremental escolhido tem garantida a sua convergén-
cia, desde que se escolham intervalos de tempo At suficientemente

pequenos.
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5. EXEMPLO: DISTRIBUICAO UNIDIMENSIONAL DE TEMPERATURAS

5.1 - Enunciado do Problema
Seja uma barra de comprimento 1,12 m (com segao transversal de
drea unitaria) a temperatura uniforme de 5°C. Suponha-se que a

partir de um certo instante comece bruscamente a haver geracao de
calor, uniforme e constantemente, em seu interior, a razao de

Q = 500 kcal/m°h.

Quanto as condigoes de contorno, suponha-se que as extremidades
da barra estejam em contato com um fluido no qual o efeito da con
veccdo nao scja desprezivel. Admita-se que a temperatura deste
fluido seja mantida igual a 5°C e¢ que o coeficiente de conveccgao

valha h = 10 kcal/mzh °C.

Por simetria, ter-se-a:

C C
q q
N W e W e W NN N ~
0,56 m 0,56 m

c' C
___________ q.\\ / q

- e e e e e
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Note-se que neste problema ndo existe a condigdo de contorno es-
sencial (4.1.3), pois a temperatura ndao esta fixada em nenhuma das

faces Cq e Cé. Sendo assim, nao se define neste caso a funcgao $ge

Portanto, no contorno so0 existe a regiio Cq, a qual se divide en

duas partes:

a) na extremidade da barra (Cq) o fluxo ¢ proporcional ao ressal
to de temperatura devido & convecgdo, ou seja, vale a condicdo

de contorno (4.1.4):

k&< =h.T.,, -h.T=g - hT
dx £2
com:
h = 10 kcal/m?h °C
Tf£ = 5°C (uniforme e constante)
T temperatura em Cq (a determinar)

b) na secao média da barra (Cé) o fluxo tem valor conhecido (igual
a zero), em virtude da simetria. Trata-se, pois, de um caso par

ticular da condicao de contorno (4.1.4):

Finalizando, sejam:

k

2,0 kcal/mheC

2.400 kg/m>

e
Il
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¢ = 0,2 kcal/kg %C

as caracteristicas do material de que & feita a barra.

5.2 - Regime Permancnte

A regido do problema sera dividida em oito elementos finitos:

c!' C
q

-

el

I

n
.
i
0
l._
|

A equacgao matricial que corresponde ao regime permanente € dada

por (4.3.2):
HT =R
- Matriz H
( d¢. dé.
ek —=2 =1 aven| e ey ds
1) v dx dx 0 & ")

A segunda integral da equacao acima origina-se, como foi visto no
Capitulo 4, do termo hT da condicao de contorno natural (4.1.4).

Ora, como em C& a condicao de contorno nao preve a parcela hT, a
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integral em questdo serd desenyolyida apenas em Cq.

- ds
Hy, =k j —2y2 ay
dx
e

, , 2 = =
Sendo 8 = 1 m” a arca da secdo transversal da barra, vem:

déy
e portanto: Hll = k J (—=) " dx
0 dx
\\\<;\
|

| 2 3 4 5] 6 7 8 9
e N §

X AX

le.
Ax
H, = k J (~ 19% ax = K = 28,57 keaifh ®C
' 0 Ax AX
Ax d¢1 d¢2
apnt| M,
dx dx
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e
0I
Vd
|
.%L__
| 2
__?/
)
| 2
| 2 3

A integragao serd feita apenas no elemento 1, pois & apenas nele
que ¢l e ¢2 sao simultancamente diferentes de zero. Portanto, no

elemento 1:

a1, By
dx AXx dx Ax
. AX
le=kf-—lﬁidx=—£=-2s,5?kca1/h9c
0 Ax AX AXx

Os outros elementos da primeira linha de H serdo nulos. Por exem
plo, considere-se:
dé, do

H sz g
13 NV odax  dx
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Como em nenhum elemento se tem simultaneamente ¢1 e ¢3 nao nulos,

vem:

Hy; =0

0 elemento H,, & dado por:

( d¢2 2
sz k J (—= dv

v dx

Agora a integracao sera feita nos elementos 1 e 2:
Ax Ax
=1..2

2
Hy,, = k J (J-)z dx + k f Ly2 gx = 57,14 Xeal
0 AX A Ax h QC

X

e assim por diante. No calculo do coeficiente Hgy devera ser con-

siderada também a integral em C_, pois ai se tem:

q‘l

¢>9=1¢‘-0
8A
_ rx dcbgz 2
Hyg = K | et dx+hJ(¢)g) ds
7Ax G
. q
_k
Hgg = — + h = 38,57 kcal/h °C
Ax

A matriz H sera:



1}

H = 28,57

Unid.:hcal
h °C

—_——— ——

Observacoes:

5.

7

a) Como ja foi mencionado, 9

nao se define neste caso, e portan-

to, a formula acima, que fornece Ri’ ¢ obtida de (4.3.4) ,elimi

nando-se desta ultima a integral de volume que envolve as deri

vadas de ¢0.

b) A segunda integral da equacio

C_, pois como ja foi visto, g

q

R =

!

0

2Ax

0

Ax
Q [ 4y ax

¢2 dx

acima sera calculada apenas em

=0 em C'.
q

17,50 kcal/h

= 35,00 kcal/h
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e assim por diante. Apenas em R9 deve-se considerar a

ao em C_:
s q

Como ¢9 = 1 em Cq e g=nh ng = 50 =
vem,finalmente:

Rq = 17,50 + 50,00 = 67,50 kcal/h.

0 vetor R sera:

17,50
35,00

I
i

35,00

35,00 Unid.: kcal/h

67,50

Foi feita manualmente usando o Algoritmo de Gauss da

integra

triangula-

rizagao com retro-substituigao em seguida, obtendo-se as tempera

turas nodais em regime permanente:
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T1 = 72,2-?
T, = 71,6%C
T3 = 69,7°C
T4 = 66,7°C
T5 = 62,4°C
= ¢
'I‘6 56,9¢C
T? = 5§0,;2%C
18 = 42,2°C
T9 = 353,0°C
5.3 - Regime Transitério
H %.HL € ‘ T(t) = R + —
At At
- Matriz C
ij = °cf oy ¢5 AV
Vv
Ax ;
C = pcC (¢ )2 dx = pc 8X o
11 |
0 5
Ax
} Ax _
Ci2 pc ;( ¢ ¢, dx = pc :
-, 0

11,20 kcal/eC

5,60 kcal/®C
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pc —= = 22,40 kcal/®C

e assim por diante. A matriz C sera:

C = 5,60 2 1
1 4
Unid.:kcal
°C

No instante t =

Adotando um intervalo de

mental forneceu o quadro

0 tem-se:

.4 1
1 2
tempo
T(0) = 5°C
tempo At = 15 horas, o processo

de temperaturas seguinte:

incre-
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T
t °C)] T T T T T T T 1 T

(Horas)y

0 5 5 5 5 5 5 5 5 5

15 18,4 |18,3 |18,1 |17,6 |16,9 |15,9 |14,6 |12,8 |10,3
36 29,6 (29,5 (28,9 (28,00(26,7 |24,9 (22,7 |19,8 |16,2
45 38,7 (38,4 37,7 |36,3 |34,4 |31,9 [28,7 |24,7 |19,9
60 45,9 (45,6 |44,6 (42,9 |40,5 |37,3 |33,3 |28,5 (22,8
75 51,5 |51,2 |50,0 (48,0 (45,2 |41,5 |37,0 [31,5 25,0
90 56,0 |55,6 |54,2 [52,0 |48,9 |44,8 39,8 |33,8 [26,7
105 59,5 |59,0 |57,6 [55,2 |51,8 (47,4 42,0 |35,6 |28,1
120 62,2 (61,7 |60,2 |57,6 |54,1 |49,5 |43,8 (37,0 [29,1
135 64,3 (63,8 (62,2 |59,6 |55,8 |51,0 (45,1 (38,1 [29,9
150 66,0 (65,5 (63,8 [61,1 |{57,3 |52,3 (46,2 39,0 |30,6
165 67,4 166,8 (65,1 |62,3 [58,4 |53,3 |47,0 |39,7 [31,1

180 68,4 |67,8 [66,0 |63,2 (59,1 |54,1 (47,7 |40,2 |31,5

Plotando num grafico (Fig. 5.3.1) verifica-se que o campo de tem-
peraturas tende, com o passar do tempo, para o campo obtido no re

gime permanente, como era de se esperar.

No ponto onde o calculo foi interrompido (t = 180 horas) a tempe-
ratura T, na segado média da barra (x = 0) ja alcancgava o valor de
68,4°C, correspondente a 95% do valor a ser atingido no regime per

manente (72,2°C).
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6.1

6. EXEMPLO: DISTRIBUICAO BIDIMENSIONAL DE TEMPERATURAS

6.1 - Regime Permanente (Solucdo Tedrica)

Considere-se a regiao retangular indicada na figura 6.1.1,sujeita

nos quatro lados as temperaturas:

T

It

0 nos lados esquerdo, direito e inferior.

T = Tm sen (EE) no lado superior
a

T i T= Ty, sen( LX)
N ad
|
T=0 , A
: g T=0| |b
T=0 5 "
a

Figura 6.1.1
A equacdo que governa o fenomeno € a equacdo (4.1.2):

k v2T + Q = 0



Supondo que ndo haja geragdo interna de calor, esta equacao se re

duz a equagdo de Laplace:

VT = 0

(6.3.1)

Utilizando a técnica de separacdo de variaveis, a sua solugao, pa

ra as condi¢oes de contorno indicadas, € dada por (Frank Kreith:

"Principles of Heat Transfer" - second edition - 1965, Internatio

nal Textbook Company):

sen h()
4 TIx
T(x,y) = Tm sen ——
b iy
sen h(==)
a

Considerem-se os seguintes dados numéricos:

=3
I

20°C

L
I

=2,00m ; b=1,00m

Nos pontos 1 e 2 indicados na figura 6.1.1, podem-se agora

lar:

5,34¢°C

~1
I}

temperatura no ponto 1 (0,5;0,5)

7:455%C

i

3
U}

temperatura no ponto 2 (1,0;0,5)

6.2'- Regime Permanente (Solucgao Numérica)

calcu

Tirando proveito da simetria que existe no problema, utilizar-se-
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-0 oito elementos finitos triangulares na discretizagdo,conforme

mostrado na figura abaixo: é>/Q
Iy

Ol LO

| > espessura = |

P40

| 0,5m 0,5 m

Figura 6.2.1

Ha duas incognitas: as temperaturas nodais T. e T

1 2%

Quanto as condigoes de contorno, tém-se:

a) Nos lados superior, inferior e esquerdo,as temperaturas sao im
postas (condicoes de contorno essenciais), ou seja,trata-se de

regides do tipo Cop:

T = T(X,)’) (6.2.1)

b) No lado direito, devido a simetria, o fluxo de calor & igual a

zero. Trata-se, portanto, de um caso particular da condicao de

contorno (4.1.4), sem a parcela hT, e com g = O:

9T

— = 0 (6.2.2)
X
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Portanto, o lado direito & uma reglao do tipo Cq, onde existe

uma condigdo de contorno natural.

Antes de dar prosseguimento, conyém que seja feita uma observagao:
ja foi visto que a equacao diferencial (6.1.1) independe de k (coe
ficiente de condutibilidade térmica). Além disso, a condicao de
contorno natural também ndo depende de k, pois (4.1.4) se :trans-

formou em (6.2.2).

Portanto, a solugao para o regime permanente, neste caso, vai ser
independente de k. Isto pode ser percebido também através da for-

mulacao matricial:

HI =R

Como Q = g = h = 0, o coeficiente k pode ser colocado em evidén-
cia nas matrizes H e R, e portanto pode ser cancelado (basta que

se observem as formulas (4.3.3) e (4.3.4)).

Entretanto, o coeficiente k sera usado na montagem das matrizes H
e R, pois no item 6.3, quando for enfocado o caso do regime tran-
sitdrio, verificar-se-a que a evolugdo das temperaturas no tempo

e afetada por tal coeficiente. Sim, pois na equacao matricial:

HT=R-CT,

correspondente ao regime transitdério, k ndo pode ser cancelado |,
pois ele nao entra na formagao da matriz C, entrando apenas em H

e R.
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Assim, adotar-se-4:

k=2,0 kcal/m h ¢C

- — e - —— — . o

Em cada elemento, serao determinadas as funcoes de forma relati-
vas apenas aos vértices que apresentam interesse, que Sao:
a) os pontos nodais 1 e 2.

b) os pontos nodais 3 e 4, mostrados na figura abaixo:
y

Figura 6.2.2.
As funcoes de forma relativas aos pontos 1 ¢ 2 serdo usadas dire-
tamente na formagao de ¢, € ¢,, e as outras, relativas aos pontos

3 e 4, serao utilizadas na construgao de ¢

Considere-se a convengao indicada na figura 6.2.3.:
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y
r p r
O ®
0,5m
PAORYAEO
r s r
r P r
® /| ®
0,5m
@,
r S r
0,5m 0,5 m
Figura 6.2.3
Serido assim, tém-se:
No elemento ¢p = 2X
No eléﬁento ¢p = «"1 + 2y
¢s =1+ 2x - 2y
No elemento ¢p = - 1 + 2x
B = = 2x + 2y
¢, = 2 - 2y
No elemento ¢ = -1+ 2y




¢r_; 2 - 2x
¢s = 2x - 2y
No elemento 5: ¢P = 2%
No elemento ¢ : ¢p = 2y
No elemento % ¢p = -1+ 2x

No elemento g : b = 2y

A titulo de eéxemplo, serio detalhados osg calculos das fungdes de
forma relativas aos vértices P, r e s do elemento 3,utilizando pa

ra isto as formulas (3.3.2), (3.3.3) e (3.3.4):

a) funcio de forma ¢p = A+ Bx + Cy

A=—L 5. 0,5 - 0,5 . 1,0) = -1

0,25

B=—1 (. 0,5)

0,25

It

2,0

]
o

C = — (0,5 - 0,5)
0,25



b) funcao

¢) fungdo

Resumindo:

a) funcao

O
€

D

SR

Qb\

75

.

RN

/z427 =
Z/7
////

<§§S’$~

S
/}

de forma ¢r‘= A+ Bx + Cy
- _c0,5.1,0-1,0.0,5 =0
0,25
1 (0,5-1,0) =-2,0
0,25
1 |
1 (1,0-0,5 =2,0
0,25
¢r = = 2x + 2y
de forma ¢S = A + Bx + Cy
1l (1,0.1,0-0,5.1,0) =2,0
0,25
1 1,0-1,00 =0
0,25 -
L (0,5 -1,00 = - 2,0
0,25
¢ = 2-2y
de forma ¢1:

Figura 6.2.4



¢1 € diferente de zero nos elementos hachurados, yalendo a unida-

de no ponto nodal 1 e zero nos demais pontos nodais:

2964 94

Elemento ¢1 —_ PO

PR T RCRTR A g I Ceafs s PH oy

2(¢1 = ¢S) 1+ 2x - 2y 2 =2

3(¢1 = ¢S) 2 - Zy 0 -2

4(¢1 = ¢r) 2 - 2% -2 0

5(¢1 = ¢p) 2x 2 0

6 = 2 0 2
(67 = ¢ y

7061 = ¢.) 1 - 2x + 2y -2 2

TABELA 6.2.1

b) funcao de forma P

Yo
® |,

®/ TR
61

A

Figura 6.2.5

pa

¢2 ¢ diferente de zero nos elementos hachurados, valendo a unida-
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de no ponto nodal 2 e zero nos demais pontos nodais:

E;emgﬁﬁo .¢2 ;i? ziz
4(d, = ¢7) 2x - 2y 2 -2
(0, = ¢,) -1 + 2x 2 0
8o =it ) 2y 0 2

TABELA 6.2.2

A funcao R diz respeito as condicoes de contorno essenciais. Nos
lados inferior e esquerdo, tem-se: ¢0 = 0, ja que neles as condi-
coes de contorno sao homogéneas. Portanto, %y sera diferente de

zero apenas nos elementos contiguos ao lado superior, ou seja,nos

elementos 1, 2, 3 e 4.

No lado superior, a temperatura imposta tem variagao senoidal, no
problema original. Entretanto, apos a discretizagao, esta varia-
cdo sera linear (respeitando nos vértices os valores dados pela
variacdo senoidal), devido a prdpria caracteristica linear da fun
cao s adotada. Nos pontos nodais tém-se (v. fig. 6.2.2):

T4 = Tm = 20°C
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T. = 20 sen (%:3) = 14,14¢C

L]

T = 0 no ponto nodal de abscissa x = 0.

Sendo assim, vem:

No eiemento 1:

I

¢, = 14,14 . ¢ 14,14 . 2x = 28,28x

No elemento 2:

¢0 = 14,14 . 14,14 (-1 + 2y) = - 14,14 + 28,28y

-
1]

No elemento 3:

S
]

o = 14,14 L ¢+ 20 . ¢ = 14,14 (-2x + 2y) + 20(-1 + 2x)

-20 + 11,72x + 28,28y
No elemento 4:

6o = 20 . ¢ = 20(-1 + 2y) = -20 + 40y

Resumindo:

o
E-

22

\Qii\\>3\§\“
N \\ &
AP
0y410

©®

b,

%
12

Figura 6.2.6

%

Y

4
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¢O

ponto 3, 20 no ponto 4 e zero nos demais pontos nodais:

e difexente de zero nos elementos hachurados, yalendo 14,14 no

Elemento ¢ S¢o 200
_ g x ol 5 0 3x dy
1 28,28x 28,28 0

2 -14,14+28,28y 0 28,28

3 -20+11,72x+28,28y 11,72 28,28
4 -20+40y 0 40

TABELA 6.2.3

Considerando que h = 0, a formula (4.3.3) se reduz a (dV=1.dQ):

( 3¢. 3. od: 3.
H..=kJ (——2 1+ 1 _Nae
1J g 9x  3x 3y  dy

- Coeficiente Hll:

Ja¢ ¢
Hy, =k J [(__1)2 ¥ (eady? ] dQ
Q X 9y

A integracdo sera feita nos elementos onde ¢1 # 0, ou seja, nos

elementos 2,3,4,5,6 e 7 (v. fig. 6.2.4).

Sendo k = 2,0 kcal/m h °C, vem (v. Tabela 6.2.1):

Hy, = 2 . 0,125 [R5 (-2 ey Be2te e -y B42? ]

= 8 kcal/h?C



- Coeficiente H

12

. ._3(?2

.13

391 - 30,

H.. =k I Ie
12 N 9x

A integragao sera feita nos

ja, nos elementos 4 e 7 (v.

Pelas Tabelas 6.2.1 e 6.2.2:

+ — )dQ

X oy 9y

elementos onde o9 #0e ¢ # 0,ou se-

figs. 6.2.4 e 6.2.5).

Hyp = 2 . 0,125 [(-2) . 2 + (-2) . 2]
= -2 kcal/h®C
- Coeficiente H,,
3¢ ¢
2.2 2
iy m k[ LD D7 a
09X oy

Y]

A integracdo sera feita nos

lementos 4,7 ¢ 8 (v. fig. 6.

Pela Tabela 6.2.2:

Hyp

elementos onde ¢2 # 0, ou seja, nos e

2:5)

2. 0,125 [22 + (-2)% + 2% + 2°]

= 4 kcal/h°C
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Portanto, a matriz H sera:

8 -2
Unid.: kcal/h®C

——— — —

Sendo Q = 0 e g = 0, a formula (4.3.4) fica (dV = 1 . dQ):

9. 93¢ a¢. 3¢
R, = -k J 1 Z %t iR
2  9x 29X ay oy

- Coeficiente Rlz

——— - ———

¢ o9 2¢ 3¢
=k J ( i O % 1 9y aq
X 9x 9y oy

A integracgao sera feita nos elementos onde ¢, #0e ¢ #0, isto

€, nos elementos 2,3 e 4 (v. figs. 6.2.4 e 6.2.6).

Pelas Tabelas 6.2.1 e 6.2.3:

R, = =2 . 0,125 [(-2).28,28 + (-2).28,28]

= 28,28 kcal/h

—— . ——

% % + % iﬂbﬂ)dﬂ

Q X 9x oy oy
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A integragdo sera feita no elemento 4, pois apenas nele € que se

verificam: ¢, #F 0e ¢o # 0. Pelas Tabelas 6.2,2 e 6,2.3:

R, = -2 . 0,125 (-2) 40 = 20 kcal/h

Logo, o vetor R serd dado por:
28,28

R = , Unid.: kcal/h
20

HT =R
8 -2 l Tl 28,28
-2 4 1 T2 20
Resolvendo, vem:
= Q
T1 5,47°C
T2 = 7,73°C

Note-se que, apesar da malha relativamente grossa utilizada, obti
veram-se boas aproximacoes nas temperaturas nodais Tl e Tz,com u-
ma precisao de 2,4%, ao se compararem com os valores teoricos (v.

item 6.1).

Na figura 6.2.7 apresenta-se um corte paralelo ao eixo x, passan-
do pelos pontos nodais 1 e 2, mostrando os campos de temperatura

teorico e numérico.
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- Campo_de temperaturas

e S e etk kL e Rty

Obtidas as incognitas do problema (T, e T,), pode-se agora deter-

minar o campo de temperaturas, através de (4.3.1.):

T=9¢,*+T) 01 +T, 9,

Considerando a figura 6.2.3, escreye-se:

No elemento 1:

T = ¢0 = 14,14 . ¢p = 14,14 . 2x = 28,28x

No elemento 2:

i

T=¢ =+ T, . ¢s = 14,14 . ¢p + 5,47 . ¢

14,14 (-1 + 2y) + 5,47 (1 + 2x - 2y) =

ft

- 8,67 + 10,94x + 17,34y

e assim por diante:

Elemento T 8T oT
X Yy
1 28, 28x 28,28 | .0
2 -8,67+10,94x+17,34y 10,94 17,34
3 -9,06+11,72x+17,34y 11,72 17,34
4 -9,06+ 4,52x+24,54y 4,52 24,54
5 10,94x 10,94 0
6 10,94y 0 10,94
7 -2,26+4,52x+10,94y 4,52 10,94
8 15,46y 0 15,46

TABELA 6.2.4
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Os dados da tabela acima serfo utilizados no Capitulo 7,quando se

rao determinadas as tensdes deyidas a este campo de temperaturas.

6.3 - Regime transitorio (solucdo numérica)

HT=R-CT

Coz ™ c . ¢, dQ
1) g L‘; ¢1 ¢J ‘
Sejam:

o = 2.400 kg/m°

c = 0,2 kcal/kge®C

- e e e ————

2

c,, = pcj (6)? 4o

Q
A integracao sera feita nos elementos 2,3,4,5,6 e 7. Basta fazer
a integracao num qualquer destes elementos e multiplicar o resul
tado por seis (nimero de elementos), pois em cada elemento o re-
sultado da integracdo sera o mesmo, ou seja, o volume sob a fun-

cao (¢1]2. Isto € valido porque os elementos sao iguais entre si.

Para facilitarem-se os calculos, serao utilizadas coordenddas de
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area (v. anexo B). Escolhendo, por exemplo, o elemento 3, as rela

coes que definem a transformagdo de coordenddas sdo:

|y _
r 5 p(1,0; 1,0)
N
@ 0,5 1,00
\\
s§ s(0,5; 0,5)
p 3
Figura 6.3.1
1 =a+8+y (1)
x=o+ 0,58 + 0,5y (2)
y =

a + B + 0,5y (3)

De (1) vem: y = 1 - a - B que, substituido em (3), produz:

y = 0,5 (o + B + 1) (4)

No elemento 3: ¢1 = ¢s = 2 - 2y

Logo, considerando (4), vem:

| op?a- [ @-m?a -
Q Q

J(1+a2+82+2a8-2a—28)d§2=
z |
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= [ an +[ o?an + [ 82 an + 2 ! aBdn  +

’q ‘o ‘g o

-2 J odt -2 | gag-= 0,0208333
Iq

Portanto:

C11 = 2.400 (0,2) 6 (0,0208333) = 60 kcal/sC

- Coeficiente C,,:

Cig = rc jg ¢y 9, dR

A integracao sera feita nos elementos 4 e 7.

Basta integrar num deles e multiplicar o resultado por dois:

C12 = 2.400(0,2) 2 (0,0104) = 10 kcal/eC

- Coeficiente C,,:

C,y = pc J (4,02 de
Q

A integracao sera feita nos elementos 4,7 e 8.

Neste caso, podem-se usar os resultados obtidos para o coeficien
te Cll’ apenas lembrando que agora sdo trés elementos, ao invés

de seis:

C22 = 2.400 (0,2) 3 (0,0208333) = 30 kcal/9°C

Portanto, a matriz C sera:



6.21

Unid.: kcal/¢C

A relagao de recorréncia para o cdlculo de T(t) & dada por (4.3.8):

H + c| T(t) =R+ L CT(t- At

1
At — At

Adotando At = 5 horas, vem:

1 20 0
Hegel=
0 10
12 2
1 =
it & -~
2 6
Portanto:
20 0 Tl(t) 28,28 1.2 2 Tl(t—&t)
= +
0 10 Tz(t) 20 2 6 Tz(t—ﬁt)|

Resolvendo o sistema acima, veéem:
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Tl(t) = 1,414 + 0,6 Tl(t - At) + 0,1 Tz(t - At)
(6.3.1)
Tz(t) =2+ 0,2 Tl(t - At) + 0,6 Tz(t - At)

No instante inicial (t = 0) a temperatura € nula em todos os pon-
tos. Entao, aplica-se bruscamente, no lado superior, o campo de
temperaturas dado pelas fungoes ¢0 da Tabela 6.2.3, fazendo nelas

y = 1.

Sendo assim, as equacoes (6.3.1) fornecem a evolucao no tempo das

temperaturas nodais T1 e TZ:

INSTANTE Ty T,
(horas) (¢C) (*C)
0 0 0

1,41 2,00
10 2,46 3,48
15 o I 4,58
20 3,81 5,39
25 4,24 6,00
30 4,56 6,44
35 4,79 6,78
40 4,96 7,02
45 5,09 7,21
50 5,19 7,34
55 5,26 7,44
60 5,31 7 552

A figura 6.3.2 mostra a evolugao no tempo do campo de temperatu-
ras, segundo o mesmo corte ja utilizado na figura 6.2.7. Vé-se

que, com o passar do tempo, o campo de temperaturas tende para a
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quele obtido no regime permanente, como era de se esperar.

A figura 6.3.3 mostra a variagao, com o tempo,das temperaturas no

dais T; e T,. Pode-se nela perceber o carater assintotico da ten-

déncia ao regime permanente.
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7. EXEMPLO: TENSOES DE ORIGEM TERMICA

Neste capitulo serdao determinadas, com o Método dos Elementos Fi-
nitos, as tensoes devidas ao campo de temperaturas obtido no caso

do regime permanente do item 6.2.

Sera suposto tratar-se de estado plano de deformacdo, e que a vin

culagao no plano x-y € a indicada na figura abaixo:

V &
BORDA LIVRE

7 %

4 [/

2 %
. I/f /

7 L~

7 4

/ -

Z ; b=1,0 m

7 4

Vs s

/ L

7 f;

; 4 X

Vi TR T T LT ILEETITTTTTIET GGG TG T TG TET T rd
a=2,0m L
Fd
Adotar-se-3o0:
2
g = 3.10% e8/m v=0
5 -1

10°° ¢C

[}
I
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Considerar-se-4 a mesma discretizagdo utilizada no capitulo ante-
rior, continuando a tirar vantagem da simetria que existe no pro-

blema:

05 m

<:> <:> espessura = |
I 2 \

0,5
i © "

0,5m

Figura 7.1.1.

Serd admitido que, além do carregamento térmico, nio atue nenhuma

outra solicitacao na estrutura, isto é:
X=Y=X=Y=0 e u=vs=20

Supce-se que a estrutura foi vinculada, da maneira indicada na fi
gura 7.1.1, a uma temperatura uniforme de 0°C, e desejam-se conhe
cer as tensoes que nela aparecenm ap6s instalado o campo de tempe-

raturas no regime permanente (v. Tabela 6.2.4).

Quanto as condigoes de contorno, tém-se:
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a) Nos lados esquerdo e inferior hi condicSes de contorno essen-

ciails do tipo (3.1.6) e (3.1.7):

Trata-se, portanto, de regides do tipo Cq ©» como os desloca-

mentos impostos sao nulos, tem-se:

b) No lado superior as tensdes sio conhecidas, e valem: zero na
diregao x e aTE na diregdo y (basta fazer £ = 0 em (3.1.8) e
m=1en (3.1.9)). Trata-se de uma regido do tipo Cd,onde atua

uma condicao de contorno natural.

c) No lado direito atua uma condicio de contorno mista: na dire-
¢ao x, tem-se deslocamentos impostos (u = 0), e na diregcdo y ,
tém-se tensdes impostas, que no caso sdo nulas, poeis m = 0: vi

de equacao (3.1.9).

Quanto as forgas de volume, elas valem, de acordo com as equacgoes

(3.1.4) e (3.1.5):

- of 2L na diregdo x
9X

s of 2L na direcao y
3y

Em seguida, sera visto como se pode tratar a condigdo de contorno

mista. O sistema de equacoes €& dado por:
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Kin %12 B Xy 4 &
a1 X2 K3 Ky < 55
' ! L = | ;
K351 %32 %33 Esy ds fs
L1 %2 K43 Ky d4 £y
(8 x 8) - (8 x 1) & x 1)
Como u, =u, = 0, podem-se simplesmente eliminar as linhas e colu

nas correspondentes da matriz K, assim como os elementos correspon
dentes dos vetores d e f, como mostrado na figura 7.1.2. A matriz

K resultante sera de ordem 6, ainda simétrica.

No capitulo anterior determinaram-se as funcoes de forma ¢y (figu

ra 6.2.4 e tabela 6.2.1) e ¢2 (figura 6.2.5 e tabela 6.2.2).

As funcoes de forma ¢3 e ¢4 serao determinadas em seguida (v. fi-

gura 6.2.3):

a) funcao de forma ¢

3
.,;\\3 \\\\\

o

®//10O
©©

Figura 7.1.3

7
//’ X //

k/ y
/7
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¢, & diferente de zero nos elementos hachurados, yalendo a unida-

. de no ponto 3 e zero nos demais pontos nodais:

9+ 94+
Elemento $= ——— —_—
S AT G R A v e s s s oo o w0 sfodORE = w s i i 2O
1095 = 9,) 2x 2 . 0
2(¢3 = ¢p) -1 + 2}’ 0 2
3(¢5 = $..) -2x + 2y -2 2
TABELA 7.1.1
b) funcao de forma ¢4 4

=

\\\\

9
®©L®

Figura 7.1.4

0
O,

P

¢4 € diferente de zero nos elementos hachurados, valendo a unida- -

de no ponto nodal 4 e zero nos demais pontos nodais.

9 29
Elemento ¢4 = 4
_ o 90X oy
3004 = 0)) -1+ 20| 2 0
4oy = 0p) -1 + 2y 0 ‘

TABELA 7.1.2
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———— — -

Considerando que v= 0, as f8rmulas (3.3.5) a (3.3.8) se reduzem

a.
3. 3¢, 3¢: 96
3¥x - E J Ge==t =1 =22 =1y ap
2 5 3x X dy 3y -
3. B¢
KXY = E J 25 2% 4
1] 2 Q dy 90X
9. 96
1) 2 g 0x 9y
9¢. 3¢. 9¢. 99,
Y - E J ‘ _El i} + 2 _Ei _El) an
e g 9x X dy 9y

Os resultados serao colocados em forma de tabela. Nao serdo calcu

lados os coeficientes de rigidez relativos as linhas e colunas e-
liminadas (v. figura 7.1.2). Da mesma forma, pelo fato de K ser
simétrica, determinar-se-ao apenas os coeficientes pertencentes i

diagonal principal, e os acima dela.
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Submatriz Elementos onde se deve Coeficiente de rigidez

=

de X fazer a integracao =~ (tf/m) -

XX
Kll

K 2,3,4,5,6 e 7 K?{ = -1,5 . 10

o=
............ iveesiis e K3 = 9L 10

Xy _
K = 0,75 . 10
K 4 e 7 Alz

212
i y = e
Kiz 1,5 . 10

XX _ _
Kiz = -1,5 . 10

Xy _
B 2 e 3 k1% = 0,75 . 10

K{? = 0,75 . ‘10

A g .=
K13 = =3 . 10

Xy
K = -0,75 ., 10
3 e 4 14

e
K14 0

]

14

R =
4,7 ¢ 8 K22 4,5 . 10

yxX _
KZ3 = 0

Yy _
K23 0

o = 6
2oa 4 K9 = -1.,5 . 10

XX _ 6
K33 = 4,5 . 10

Xy _ _ 6
X 1,2 e 3 K33 0,75 . 10

K§§ = 4,5 . 10

Xy _
K F ‘ K3z = 0,75 . 10

_____ A ceime mnnion KT = =075 4 10
34

Yy :
K. .. .3 e 4 : ; ..K44.__

H
[N
(g ]
w1
—
o

TABELA 7.1.3
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A matriz K, portanto, serd:

9 <1,5 0,75 “1,5 0,75 ~0,75
9 -1,5 0,75 -3 0
=108 :
K =10 4,5 0 0 1,5
4,5 ~0,75 0,75
SIMETRICA
4,5 -0,75
2,25
Unid.: tf/m

Confirmam-se aqui algumas das afirmacoes feitas no item 2.3, quan
do se tratou da formulagdo matricial: os elementos da diagonal prin
cipal de X sao positivos e, além disso, sdo os seus maiores. elemen
tos, em modulo. Deve-se também registrar, entretanto, que a  ma-
triz K obtida nao € de banda, e isto porque o nimero de elementos
finitos utilizados ndo € grande o suficiente para que o carater lo
calizado das fungGes de interpoiagéo, em conjunto com uma adequa-
da numeragao dos nos, possa produzir uma matriz de rigidez franca

mente bandeada, como costumam acontecer nos problemas da pratica.

v =0

X =Y=%=%=0
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as formulas (3.3.9) e (3.3.10) se reduzem a:

X _ | : _ T

£5 = I ¢; % o TE dC Jﬂ ¢; oF z— do
CU

Y = 2 de - T

:Ei J ¢i m oTE dC J qBiOf-E 5y dQ
Cd Q

Considerando que: aE = 30 tf/m2 W

e que num elemento qualquer, onde ¢i # 0, tem-se:

0,5.0,5 -1 .
R 1= 3" 0,125

=

0

(isto corresponde ao volume de uma piramide cuja area da base &
0,125 m2 e cuja altura € unitaria: % . A . h), calculam-se entao

os coeficientes do vetor f:

- Coeficiente f7

X _ - - 3T
£ = oF J 9, %T dC - oF ( ¢ 5 do

A primeira integral € nula, pois ¢, =0 em C_.

A integracao sobre a regiao @ deve ser feita nos elementos 2,3,4,

5,6 e 7, onde se tem: ¢1 # 0.
Logo:

0,125

(10,94+11,72+4,52+10,94+4,52) = - 53,3tf
3 _

x——
fl = - 30 .
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- Coeficiente fy

———-————---—-.

£ = - 30 {7°'§ (2.17,34+42.10,94+24,54) = ~ 101,375 tf

——-—-——_.—_————

Co 2

A primeira integral € nula, pois m = 0 no .lado direito da estrutu
ra, € ¢, = 0 no lado superior. A integragao sobre Q deve ser fei-

ta onde s # 0, ou seja, nos elementos 4, 7 e 8:

£ = - 30 . °’§25 (24,54+10,94+15,46) = - 63,675 tf

- Coeficiente f

———_—_—_——_-_

A primeira integral &€ nula, pois 2% = 0 no lado superior e ¢3 =0
no lado direito da estrutura. A segunda integral deve ser desen-
volvida nos elementos 1, 2 e 3, onde 2 # 0:

- 30 . QA%EE (28,28+10,94+11,72) = - 63,675 tf

f
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- Coeficiente £§

—— = -

Y - Lk BT
£7 ocEJ:cpSdeC aEJchzaydﬂ

o-.

a) calculo da integral oFE J ¢, m T dC
C

o)

A integracao sera feita apenas no lado superior, pois ¢3 = 0 no

lado direito. Portanto:

dC = dx e m=1

No elemento 1, com y = 1 bz = 2x
T = 28,28x
No elemento 3, com y = 1 ¢3 = 2 - 2x
T =8,28 + 11,72x

Portanto: aoF J ¢3 m T dC =
C
a

0,5 1,0
= 30 [J 2x . 28,28x dx + J (2-2x)(8,28+11,72x)dx] =
0 0,5

= 191,4 tf

b) calculo da integral - oE J ¢ %% dQ
Q
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Integracao nos elementos 1, 2 e 3;:

de = - 30 .

'94%35 (17,34 + 17,34) =

e)lw
!

—aE I ¢3‘
9]

= - 43,35 tf

Portanto: £ = 191,4 - 43,35 = 148,05 tf

- Coeficiente £Y

Y = ~ - ol
f4 aE J ¢4 m T dC aoE J ¢4 3y dQ
Cqy Q

a) calculo da integral oF I ¢, m T dC

Co

Como m = 0 no lado direito da estrutura, a integracgao sera fei
ta ao longo do lado superior, no elemento 3. Portanto: dC = dx

em= 1.

No elemento 3, com y = 1: ¢4 -1 + 2x

T

n

8,28 + 11,72x

Portanto: oE [ ¢4 m T dC =

g
1,0
= 30 [ (-1 + 2x)(8,28 + 11,72x)dx = 135,35 tf
J
0,5
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b) calculo da integral - aE [ %, %% dQ
JQ
Integracao nos elementos 3 e 4:
' 2T - 0,125
-oE ~— d@ = - 30 ., ———= (17,34 + 24,54]| =
2
= - 52,35 tf
Logo: f) = 135,35 - 52,35 = 83 tf
Portanto, o vetor f sera:
- 53,3
-101,375
£= { -63675 Unid.: tf
- 63,675
148,05
83

- Resolugao do Sistema de Equagoes

Foi feita manualmente, usando o algoritmo de Gauss da triangulari
zagao com retro-substituigcao em seguida. Resultaram os deslocamen

tos nodais:

- 7,7414 . 10 m

=
]

5,9198 . 10 ° m

<
=t
"

10,117 . 10°°%

<
)
]
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ug = - 20,687 . 1079 p
_ ., =6
v, = 45,191 . 107% n
v, = 63,015 . 10 % n

As formulas (3.3.1), com ¢, = ¢, = 0, fornecem:

W=y ¢t Uz @

VEV) 6yt by PV 05V, 9y

7.2 - Campo de Deformacées

E dado por:
: 3 3¢
€x © . b  + Uz —=
ax 90X 9X
3¢ 3¢ 3¢ 3
e, =3 = vy 2L % Vo S v R Vy 4
Y oy oy oy 3 9y ay
3¢ 3¢
Y_o.= oL 2 OV uy L * ug — +
oay  ax 3y 3y
9¢ 2¢ ¢ 3¢
9X 9X 9X ax

Ve-se que as deformagOes sdo constantes dentro de cada elemento,
0 que justifica a sigla de CST dada a este tipo de elemento fini

to (na lingua inglesa: "constant strain triangle").
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Portanto, ao contririo do que acontece com os deslocamentos,as de

formagdes serdo descontinuas ao longo da regifio do problema.

7.3 = Campo de Terisdes

De acordo com o que foi visto no item 3.1, e considerando que v=0,

tém-se:
Ux = B € ~ oTE
= E - oTE
°y ey = @
_E
xy T 7 Yxy

As tensdes também serdo descontinuas, pois apesar de a temperatu-
ra ser continua, as deformagbes ndao o sdo. Assim, num meSmo vérti
ce, as tensdes terao varios valores, dependendo do elemento que
se utilize no seu calculo. E costume, por causa disso, definir o
campo de tensdoes numérico através dos seus valores calculados no

centro de gravidade de cada elemento.
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ANEXO A * - " TEOREMA DO DIVERGENTE
IY
S
P
P ds
- o v no=23 + mj + nk
v
O X
4

Seja v = v(P) uma fungdo de ponto continua e derivavel em V.A fun

¢do v pode ser escrita em forma vetorial:
> , > o
v=P—0=v11+v23+v3§
Demonstra-se que:

8v1 '
9x

v S

ov,
[—-'—-—-dV=Jv2.mdS
Ty 3y s

Somando membro a membro &s expressoes acima, vem:

vy v, ¥y, 5
J ( + - + )dv. = [ (vl. L+ Vyem + v3.n)dS
v 99X oy 9z JS W




ou seja:

J div%’dv=}f v x
v S

sy
n

ds

que € a expressao do Teorema do Divergente, cuja interpretacao &

dada por: "a integral da divergéncia de um campo vetorial, exten-

sa a um certo volume, & igual ao fluxo do vetor através da super-

ficie que limita este volume".

Para deduzir as expressoes que representam a integracdo por

tes, basta supor que:

onde a e B sao fungdGes continuas e derivaveis em V. Portanto:

vy = %98y vy = 6,8,
Assim:
9B da
J (e, e g sl B )V = J[
v X ax S

9B oo
J (o, 2 4 2 B,)dv
v oy dy

9B 9 Q
J (o 3,3 B)AV = [
vV Bz 9z

ou ainda:

alﬂllzds
J azsz m dS

a383 n dS

o

3

3

par-



I Gy —5 dy = - j — 81 dy + J “131 « & 48

v X v 9X S
3{32 30‘2

J a, — dv = - J —_ Sz dv + J a262 m dS
Ay oy

Y Vv S

J a3 — dV = - J — 63 dv + J a383 n dSs
9z 0z

Vv v S

As expressoes acima representam a integracao por partes em trés di |

mensoes.



ANEXO B ' - INTEGRACAO EXATA SOBRE REGI(JES TRIANGULARES USANDO CO-

' ORDENADAS NATURATS (OU DE KREA)

4

O ponto P no interior do triangulo tem coordenadas cartesianas x

e y. Suas coordenadas naturais (ou de area) sao:

A Ar As
a:-E B=_.. Yy = —
A A A

Portanto: o + B + y =1

Isto €, as coordenadas naturais ndo sdo independentes. Duas quais
quer delas definem a terceira (como ndo poderia deixar de ser, ja

que um ponto no plano tem apenas dois graus de liberdade).

A relacdo entre as coordenadas cartesianas e as naturais e dada

pela equagao matricial:

1 1 1 1 o
J - xp X, X 4 B {
y | Yp Vs Ve il
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que pode ser desdobrada nas seguintes equagdes:

=
i

a+B+Y

w
it

ax + + 1
uxp er Yxs

Yy = ayb + B)’r & Y

Note-se que as fungoes de forma do triangulo de deformagdo constan

te jd estudado, sdo as proprias coordenadas naturais:

¢, = a o, = B o = ¥
Demonstra-se que:
Q (2 +a+b+c)!

Esta formula € muito Util na integragdo sobre uma regidao 2 trian-

gular.

Pode-se eliminar y (por exemplo). Fica simplesmente:

J o® g° do = 2a ai bi
(2 + a + b)!
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