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Resumo

Neste trabalho é proposta uma abordagem eficaz do ponto de vista computacional,
buscando representar a propagação de fissuras em elementos de concreto simples e
concreto reforçado com fibras de aço (CRFA). A Aproximação Contínua de Des-
continuidades Fortes (ACDF) é aplicada utilizando um enriquecimento elementar
(E-FEM ) para simular a propagação de fissuras na matriz de concreto. As fibras de
aço são representadas por elementos finitos unidimensionais com dois nós (elementos
de treliça), cujo comportamento é descrito por um modelo constitutivo elastoplástico
unidimensional. As fibras são posicionadas considerando um efeito parede, através
de uma distribuição randômica uniforme e isotrópica. O aço e o concreto são dis-
cretizados em malhas de elementos finitos independentes. Em seguida, elementos
finitos de acoplamento (EFA) são inseridos para realizar as conexões entre os elemen-
tos de aço e concreto, cuja interação é descrita através de um modelo constitutivo
de dano contínuo apropriado. As fissuras na matriz de concreto são modeladas com
base em um modelo de dano contínuo à tração, o qual é integrado através de um
esquema implícito-explícito (Impl-Ex), para evitar problemas de convergência. A
propagação das fissuras através dos elementos de concreto é feita por meio de um
algoritmo de propagação local de fissuras. Análises numéricas são realizadas para
comprovar a viabilidade da metodologia. Primeiramente, são analisadas estruturas
de concreto simples, buscando investigar a influência dos parâmetros adotados para
a matriz de concreto e para o modelo constitutivo utilizado na representação das
regiões de falha. Sequencialmente, alguns exemplos são avaliados com a adição de
fibras de aço nas regiões de falha, a fim de verificar a influência desses reforços no
comportamento mecânico do compósito. Os resultados demonstram que a metodo-
logia proposta é promissora e consegue descrever apropriadamente a propagação de
fissuras em estruturas de CRFA.

Palavras-chave: descontinuidade forte; ACDF; propagação de fissuras; fibras de
aço; elementos finitos de acoplamento; Impl-Ex.
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Abstract

This work proposes an effective approach from a computational point of view, se-
eking to represent the propagation of cracks in plain concrete and steel fiber rein-
forced concrete (SFRC) members. The Continuum Strong Discontinuity Approach
(CSDA) is applied with an elemental enrichment (E-FEM) to simulate the crack
propagation in concrete matrix. Steel fibers are represented by one-dimensional fi-
nite elements with two nodes (truss elements), which behavior is described by a
one-dimensional elastoplastic constitutive model. The fibers are positioned conside-
ring a wall effect through a uniform and isotropic random distribution. Steel and
concrete are discretized into independent finite element meshes. Then, coupling fi-
nite elements (CFE) are inserted to make the connections between the steel and the
concrete elements, which interaction is described through an appropriate continuous
damage constitutive model. The cracks in the concrete matrix are modeled based on
a tensile continuous damage model, integrated through an implicit-explicit scheme
(Impl-Ex), to avoid convergence problems. The propagation of cracks through the
concrete elements is performed by means of a local tracking algorithm. Numerical
analyses are performed to assess the viability of the methodology. First, simple
concrete structures are numerically simulated, seeking to investigate the influence
of the parameters adopted for the concrete matrix and the constitutive model used
to represent the failure regions. Sequentially, some examples are evaluated with the
addition of steel fibers in the failure regions to verify these reinforcements influence
on the composite’s mechanical behavior. The results demonstrate that the proposed
methodology is promising and is able to properly describe the propagation of cracks
in SFRC structural members.

Keywords: strong discontinuity; CSDA; crack propagation; steel fibers; coupling
finite elements; Impl-Ex.
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ε̃m,d extrapolação linear do tensor inelástico de deformações (explícito)

εh,e aproximação do campo de deformações totais em um elemento finito

ε̃h,e aproximação da parte contínua do campo de deformações em um ele-
mento finito

ε̂h,e aproximação da parte descontínua do campo de deformações em um
elemento finito

ε̂x componente escalar x do vetor ε̂h,e

ε̂y componente escalar y do vetor ε̂h,e

εS,e campo de deformações associado à banda de localização no domínio do
elemento finito

εΩ,e campo de deformações associado à parte contínua no domínio do ele-
mento finito

λ̇f multiplicador plástico

νm coeficiente de Poisson da matriz de concreto

ΣS representação de um modelo constitutivo qualquer associado à banda de
localização

ΣΩ representação de um modelo constitutivo qualquer associado à região
contínua

σex tensão axial na barra de treliça

σ̇f variação no tempo do vetor de tensão axial em uma fibra de aço

σfy tensão de fluência em uma fibra de aço

σh,e aproximação para o campo contínuo de tensões em um elemento finito

σS,e campo de tensões associado à banda de localização no domínio do ele-
mento finito
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σΩ,e campo de tensões associado à parte contínua no domínio do elemento
finito

σ̄me tensor de tensões efetivas no elemento finito

σ̄m+
e parte positiva do tensor de tensões principais efetivas no elemento finito

σ̄m−
e parte negativa do tensor de tensões principais efetivas no elemento finito

σm tensor de tensões nominais na matriz de concreto

σ̃m tensor de tensões nominais (explícito) na matriz de concreto

σm tensão nominal na matriz de concreto

σ̄m tensão efetiva na matriz de concreto

τ tensão de cisalhamento entre a fibra e o concreto (lei de aderência)

τ̃ tensão de cisalhamento entre a fibra e o concreto (explícita)

τ̄ tensão de cisalhamento efetiva entre a fibra e o concreto

τbf tensão mínima de aderência entre o concreto e o aço

τmax tensão máxima de aderência entre o concreto e o aço

τ̄m+ norma da tensão de tração efetiva equivalente na matriz de concreto

φ função de fluência

Ω domínio de um corpo qualquer

Ωe domínio de um elemento finito qualquer

Ω+
e parte positiva do domínio de um elemento finito

Ω−
e parte negativa do domínio de um elemento finito

Letras romanas

A área total da seção transversal de um prisma

A+ parâmetro de abrandamento regularizado utilizado no modelo de dano
à tração

Ā+ parâmetro de abrandamento intrínseco utilizado no modelo de dano à
tração

A+
C parâmetro de abrandamento utilizado no modelo de dano de Cervera

AD área degradada da seção transversal de um prisma
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Af área da seção transversal da fibra de aço

Aef área efetiva da seção transversal de um prisma

Ae área do elemento finito

b̄ forças de volume

Be matriz usual do MEF que relaciona deslocamentos e deformações para
um elemento finito de dois nós

Be matriz usual do MEF que relaciona deslocamentos e deformações

B1,e matriz usual do MEF que relaciona deslocamentos e deformações asso-
ciada ao nó isolado

Cn nó de acoplamento

Cv coeficiente de rigidez de acoplamento na direção axial da fibra

C̃tg−eff
v operador tangente algorítmico efetivo

Cw coeficiente de rigidez de acoplamento na direção transversal da fibra

C̃ constante elástica

Ctg operador tangente da relação constitutiva entre as forças de reação e os
deslocamentos relativos

C matriz de constantes elásticas em um elemento finito de acoplamento

d variável escalar de dano utilizada no modelo de dano do elemento finito
de acoplamento

d̃ variável escalar de dano utilizada no modelo de dano do elemento finito
de acoplamento (explícita)

d t variável escalar de dano à tração

ḋt variação no tempo da variável escalar de dano à tração

dex vetor de deslocamentos nodais local de um elemento finito de dois nós

De vetor de deslocamentos nodais global de um elemento finito de dois nós

De vetor de deslocamentos totais dos nós de um elemento finito

D̃e parte contínua do vetor de deslocamentos dos nós de um elemento finito

D̂e parte descontínua do vetor de deslocamentos dos nós de um elemento
finito
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Di deslocamentos nodais em um elemento finito

Eσ domínio elástico para um elemento de aço

Em módulo de elasticidade da matriz de concreto

Ef módulo de elasticidade da fibra de aço

Ef
tg módulo de elasticidade tangente da fibra de aço

Ef tensor de constantes elásticas da fibra de aço

Em tensor de constantes elásticas da matriz de concreto

Em,tg matriz constitutiva tangente discreta na interface da banda de localiza-
ção

Ẽm,tg−eff operador tangente algorítmico efetivo

f força local no nó de acoplamento de um elemento finito de acoplamento

f inte vetor de forças internas em um elemento finito

f eint vetor de forças internas local em um elemento de treliça

fmt resistência à tração da matriz de concreto

fvj força de interação entre a fibra e o concreto na direção axial da fibra

fwj força de interação entre a fibra e o concreto na direção transversal da
fibra

F int
e vetor de forças internas global em um elemento finito de acoplamento

F e
int vetor de forças internas global em um elemento de treliça

F força escalar de tração

Gf energia de fratura

Gm
f energia de fratura para a matriz de concreto

h largura da banda de localização

h̄i funções de forma para um elemento finito de acoplamento

hei funções de forma para um elemento finito de dois nós

Hf módulo de abrandamento/endurecimento para o aço

H+ módulo de abrandamento

He matriz das funções de forma em um elemento finito
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ISe,1 ponto inicial do início da descontinuidade no problema global

ISe,i ponto inicial da descontinuidade no elemento finito atual

I matriz identidade de 2ª ordem para problemas 2D

k parâmetro de regularização

ka constante de rigidez elástica

ke matriz de rigidez local para uma barra de treliça

Ke matriz de rigidez global para uma barra de treliça

Ke matriz de rigidez condensada não simétrica

Kea matriz de rigidez tangente para um elemento finito de acoplamento

le comprimento da barra de treliça

le comprimento característico do elemento finito

lhc comprimento característico utilizado no modelo de dano de Cervera et.
al. (2006)

Lj comprimento de influência do nó acoplado

m̄ coeficiente que fornece a direção do escoamento plástico

me vetor perpendicular à aresta que se opõe ao nó isolado no domínio do
elemento finito

mx componente x do vetor me

my componente y do vetor me

M e matriz associada ao vetor me

ne vetor perpendicular à linha de descontinuidade no domínio do elemento
finito

nx componente x do vetor ne

ny componente y do vetor ne

nn numero de nós em um elemento finito

N e matriz associada ao vetor ne

O erro embutido no modelo Impl-Ex

OSe,i ponto final da descontinuidade no elemento finito atual
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OSe,i−1 ponto final da descontinuidade no elemento finito anterior

p̄ forças de superfície

P perímetro da fibra

P e matriz que projeta as componentes do salto de deslocamentos nos nós
do elemento finito

q lei de endurecimento/abradamento no modelo constitutivo

q̃ lei de endurecimento/abradamento no modelo constitutivo (explícita)

qf variável interna de abrandamento/endurecimento para uma fibra de aço

qm+ lei de evolução da variável interna de dano efetiva na matriz de concreto

r variável interna de deformação

ṙ variação no tempo da variável interna de deformação

r̃ variável interna de deformação (explícita)

rm+
0 variável interna de dano efetiva inicial na matriz de concreto

rm+ variável interna de dano efetiva na matriz de concreto

R matriz de rotação ortogonal entre os sistemas de referência global e local

s deslocamento relativo na interface de um elemento finito de acoplamento

s1 limite de deslizamento entre o concreto e a fibra em que a tensão de
aderência atinge τmax

s2 limite de deslizamento entre o concreto e a fibra em que a tensão de
aderência atinge τbf

s̄ coeficiente plástico

S superfície de uma descontinuidade forte

Se superfície de uma descontinuidade forte no domínio de um elemento
finito

T e matriz de transformação

T e,i vetor diretor da descontinuidade no elemento finito atual

T̄ e,i−1 vetor diretor médio da descontinuidade no elemento finito (i-1)

T̄ e,i−2 vetor diretor médio da descontinuidade no elemento finito (i-2)
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uex aproximação dos deslocamentos para um elemento finito de dois nós

ue campo de deslocamentos totais em um elemento finito

uh,e aproximação do campo de deslocamentos totais em um elemento finito

ũe parte contínua do campo de deslocamentos em um elemento finito

ũh,e aproximação da parte contínua do campo de deslocamentos em um ele-
mento finito

ûe campo de deslocamentos associado ao movimento de corpo rígido

ûh,e aproximação do campo de deslocamentos associado ao movimento de
corpo rígido

JuKe salto no campo de deslocamentos em um elemento finito

JuvK deslocamento relativo entre a fibra e o concreto na direção axial da fibra

JuvjK deslocamento relativo entre a fibra e o concreto na direção axial da fibra
no nó de acoplamento

JuwjK deslocamento relativo entre a fibra e o concreto na direção transversal
da fibra no nó de acoplamento

JuKx componente x do vetor JuKe

JuKy componente y do vetor JuKe

Ū deslocamentos em qualquer ponto do domínio do elemento finito

JUK deslocamentos relativo entre os materiais acoplados

X conjunto de pontos materiais em um elemento finito

Xc ponto material aonde se encontra o nó de acoplamento
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1 Introdução

1.1 Aspectos gerais e motivação

O concreto é o material mais utilizado na engenharia civil, sendo este caracterizado
por apresentar um comportamento quase frágil, com baixas resistência à tração e
capacidade de deformação. Para superar esses inconvenientes, costuma-se utilizar
vergalhões de aço aderidos ao concreto (concreto armado) em grande parte dos ele-
mentos estruturais, devido à ampla literatura existente e consequentemente, à maior
facilidade de obter parâmetros satisfatórios para o dimensionamento de estruturas
de Concreto Armado (CA), dentro de níveis de segurança estipulados por normas
vigentes.

Como alternativa, passou-se a estudar a adição de fibras de aço descontínuas ao
concreto, podendo substituir parcialmente ou totalmente os vergalhões de aço, de-
nominando o Concreto Reforçado com Fibras de Aço (CRFA).

Sabe-se que a adição de um pequeno volume de fibras pode aumentar considera-
velmente a ductilidade e a tenacidade das matrizes cimentícias (Bentur e Mindess,
2007). Conforme descrito por Voo e Foster (2003), para o concreto simples, após
a fissuração da matriz, as tensões de tração diminuem imediatamente. No entanto,
após o reforço da matriz cimentícia, é possível manter uma certa capacidade de
carga, evitando uma falha abrupta do compósito. Portanto, os principais benefícios
do reforço com fibras de aço em matrizes cimentícias estão diretamente relacionados
à sua capacidade de transferir tensões entre as fissuras, conforme ilustra a Figura 1.1.

A complexidade e a variabilidade dos fatores que compõem o CRFA proporcionam
uma difícil previsão do comportamento mecânico e do nível de segurança das estru-
turas compostas por estes materiais. Neste sentido, há uma necessidade crescente
de métodos adequados para fornecer informações mais precisas, no que diz respeito
à previsão do comportamento de estruturas reforçadas com fibras.
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1.1 Aspectos gerais e motivação

Figura 1.1: Fibras de aço “costurando” a fratura (<https://www.ipt.br/>, aces-
sado em março de 2020).

Atualmente, o crescimento da capacidade dos sistemas computacionais, proporci-
ona dentro do contexto da engenharia civil, diversas possibilidades para previsão
de comportamentos estruturais através da modelagem numérica. O Método dos
Elementos Finitos (MEF), representa uma metodologia eficiente para prever a capa-
cidade estrutural de estruturas com geometrias arbitrárias e sujeitas a condições de
cargas severas, e pode ser aplicado para diferentes materiais, como concreto armado,
estruturas metálicas, compósitos, entre outros (ASCE, 1982, 1985).

Segundo Manzoli (2008), para analisar a formação e propagação de fissuras nas es-
truturas de concreto via MEF, costuma-se utilizar modelos discretos ou distribuídos
de fissura.

A representação de fissuras por meio de modelos discretos foi introduzida por Ngo
e Scordelis (1967), com a propagação da fissura pelas arestas dos elementos finitos,
através da imposição de descontinuidades de deslocamentos. Essa forma inicial de
representar fissuras com modelos discretos não proporciona uma boa representativi-
dade para estruturas de CA e CRFA, já que a presença dos reforços deve provocar
o surgimento de múltiplas fissuras, tornando inviável as necessárias e repetidas re-
construções de malha. Assim, esse método é adequado apenas nos casos em que o
comportamento estrutural é predominantemente influenciado por macrofissuras, de
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1.1 Aspectos gerais e motivação

preferência com o caminho da fissura previamente conhecido.

Dadas as limitações mencionadas para os modelos discretos iniciais, Rashid (1968)
introduziu o estudo de modelos distribuídos de fissura, que passou a ser adotado
em problemas envolvendo fissuras. Nesse tipo de abordagem, o material fissurado é
tratado como um meio contínuo equivalente, cujo comportamento é descrito por um
modelo constitutivo adequado, baseado por exemplo, na teoria da plasticidade ou na
mecânica do dano contínuo. Ou seja, o problema é tratado no âmbito da mecânica
do continuo, sendo este modelo de fácil implementação computacional. No entanto,
a abordagem de fissuras distribuídas não deixa de ter suas desvantagens. Conforme
já observado por Rots (1988) e por Lotfi e Shing (1991), as soluções numéricas
obtidas com essa aproximação são muito sensíveis ao tamanho e à orientação dos
elementos finitos, pois o abrandamento do material tende a produzir a localização
das deformações dentro da largura de banda de um elemento, provocando o efeito de
travamento de tensões (stress locking) por transferência de tensões espúrias através
de uma fissura já aberta.

Com as limitações dos métodos de análise existentes, procurou-se estudar uma nova
forma de representar fissuras, que aproveitasse as boas características dos métodos
conhecidos até então e eliminasse os seus inconvenientes. Desse forma, Droz (1987)
realizou a primeira tentativa de considerar uma descrição cinemática na abertura de
fissuras em elementos finitos, possibilitando que a fissura fosse incorporada dentro
do domínio do elemento. Porém, o trabalho de Droz (1987) é aplicável apenas para
estruturas perfeitamente frágeis, onde a tensão é levada a zero imediatamente após
a abertura da fissura. Contudo, este trabalho inspirou outros pesquisadores como
Dvorkin et al. (1990), Lotfi e Shing (1995) e Oliver (1996), possibilitando um desen-
volvimento amplo das formulações de elementos finitos com fissuras incorporadas,
tratando-as como uma Aproximação Contínua de Descontinuidades Fortes (ACDF).
Nesse tipo de aproximação, a fissura é incorporada no domínio do elemento, intro-
duzindo funções de forma com descontinuidade no campo de deslocamentos, sem
limitar o campo de deformações ao longo da linha de descontinuidade.

De acordo com Manzoli (2008), essa nova classe de aproximações tem como ponto de
partida o modelo de fissura distribuída, mas de certa forma é semelhante ao modelo
discreto. Como no modelo discreto, a formação de fissuras é descrita por uma relação
constitutiva discreta entre tensão e deslocamento relativo dos lábios da fissura. No
entanto, como a fissura é incorporada ao domínio do elemento, nenhuma técnica
de reconstrução de malha ou alterações das conectividades nodais são necessárias
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1.2 Metodologia numérica adotada

para representar a sua propagação. Isso torna essa abordagem mais atraente para
a análise de estruturas de concreto do que os modelos iniciais de fissura discreta.

Além disso, a formulação de elementos finitos com fissuras incorporadas não apre-
senta fortes dependências do refinamento e da direção da malha de elementos finitos,
devido ao caráter distribucional apresentado pelo módulo de abrandamento regu-
larizado utilizado no modelo constitutivo da banda de localização e à continuidade
da fissura entre os elementos finitos, imposta pela utilização de um algoritmo de
propagação adequado, apresentando vantagens em relação aos modelos de fissuras
distribuídas.

Em Jirásek (2000), é possível encontrar as diferentes variações nas formulações de
elementos finitos com descontinuidade incorporada para o elemento finito triangu-
lar de deformações constantes (Constant-Strain Triangle - CST ). As formulações
apresentadas por Jirásek (2000) são diferentes em muitos aspectos, como o tipo de
descontinuidade (fraca ou forte), os princípios variacionais utilizados da derivação
das equações básicas de equilíbrio do sistema estrutural, os modelos constitutivos
utilizados, as condições de equilíbrio interno e principalmente as considerações ci-
nemáticas.

1.2 Metodologia numérica adotada

A metodologia numérica empregada neste trabalho para a representação de fissuras é
baseada nos estudos iniciados por Dvorkin et al. (1990), Lotfi e Shing (1995) e Oliver
(1996), com a representação de fissuras realizada por meio da técnica de desconti-
nuidades incorporadas e do conceito da Aproximação Continua de Descontinuidades
Fortes (ACDF). Em conjunto, de acordo com estudos realizados por Bitencourt Jr.
(2015) e Bitencourt Jr. et al. (2015), utiliza-se elementos finitos de acoplamento
para realizar a interação entre a matriz de concreto e as fibras de aço nos modelos
numéricos propostos para o CRFA. As formulações descritas de forma sucinta nos
Capítulos 2, 3, 4 e 5 são caracterizadas por:

• Aplicar na representação da banda de localização um modelo de dano contínuo,
integrado através de um esquema de integração implícito-explícito (Impl-Ex),
para evitar problemas de convergência.

• Utilizar um enriquecimento elementar (E-FEM ) no campo de deslocamentos,
para descrever a cinemática do problema.
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• Aplicar um algoritmo capaz de realizar a propagação de fissuras (crack path)
produzida no domínio de elementos triangulares de deformações constantes
(CST ), representativos da matriz de concreto.

• Utilizar relações constitutivas de dano contínuo compatíveis com o campo de
deformações. Para isso, utiliza-se um módulo de abrandamento com caráter
distribucional, relacionando-o com a energia consumida na formação da uni-
dade de superfície de descontinuidade, representada por Gf no contexto da
mecânica da fratura não linear.

• Representar as fibras de aço por elementos finitos de dois nós, implementados
com um modelo constitutivo elastoplástico unidimensional. Acoplando-as à
matriz de concreto por meio dos elementos finitos de acoplamento, desenvol-
vidos por Bitencourt Jr. (2015) e Bitencourt Jr. et al. (2015).

1.2.1 Plataforma computacional

Neste trabalho, para atingir os resultados obtidos, foi utilizada a plataforma com-
putacional descrita na Figura 1.2, que está dividida em três partes principais: pré-
processamento, processamento (solver) e pós-processamento.

A plataforma é composta pela utilização de um solver de elementos finitos, de-
senvolvido em MATLAB c,, e um pré e pós-processador, GiD c,, desenvolvido pelo
CIMNE - “International Center for Numerical Methods in Engineering” da “Uni-
versitat Politècnica de Catalunya” (Barcelona - Espanha).

Inicialmente, o software GiD c, é utilizado para criar as geometrias dos modelos físi-
cos, definir as propriedades físicas e condições de contorno dos exemplos estudados,
assim como para gerar a discretização das malhas dos elementos finitos representa-
tivos do concreto nos modelos.

Nos modelos estudados em concreto simples, pode-se gerar um arquivo de extensão
*.mfl de forma direta, e utilizá-lo como arquivo de entrada no solver de elementos
finitos. Já nos exemplos estudados em CRFA, é necessário realizar uma etapa adi-
cional antes de gerar o arquivo de entrada. Pela presença dos elementos de aço, é
necessário ainda na etapa de pré-processamento, gerar as malhas e distribuir os ele-
mentos de aço dentro da malha de concreto. A distribuição das fibras em um volume
de concreto é realizada por meio de um algoritmo desenvolvido em MATLAB c,, que
a promove de forma randômica uniforme e isotrópica, para que então, seja realizado
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1.2 Metodologia numérica adotada

Figura 1.2: Etapas da análise numérica - plataforma computacional.

o acoplamento das malhas de elementos finitos independentes, por meio dos EFA.
Assim, extrai-se desse modelo o arquivo de entrada *.mfl, com as malhas do concreto
e do aço acopladas para o processamento no solver. Após a resolução dos sistemas de
elementos finitos realizada dentro do solver, utiliza-se novamente o software GiD c,
como pós-processador, para visualizar os resultados obtidos.

Vale ressaltar que o solver utilizado vem sendo desenvolvido há algum tempo por
outros pesquisadores. Sendo assim, este já possuía toda a formulação referente ao
MEF para elementos convencionais, solucionando inclusive sistemas de equações não
lineares. Nessa pesquisa, foi implementado dentro do solver a formulação para um
elemento finito com descontinuidade incorporada, assim como o algoritmo utilizado
na propagação de fissuras.
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1.3 Objetivos

Neste trabalho, pretende-se contribuir com o desenvolvimento de modelos numéri-
cos utilizados para a avaliar o processo de formação e propagação de fissuras em
estruturas de CRFA, utilizando para isso a técnica de aproximação contínua de des-
continuidades fortes, com a representação explícita das fibras de aço, ou seja, com
uma malha de elementos finitos independente da malha dos elementos de concreto,
utilizando elementos finitos de acoplamento para realizar a interação entre as malhas
independentes.

Procura-se utilizar elementos finitos triangulares de deformações constantes (CST )
na representação da matriz de concreto, com o intuito de simplificar ao máximo as
formulações no contexto da ACDF. A opção pelo elemento CST torna este traba-
lho ainda mais desafiador, pois, embora este seja um elemento mais simples dentro
do contexto da formulação, ele é também um elemento muito pobre, por apresen-
tar funções de forma com interpolações lineares. Isso dificulta algumas aplicações
para esse elemento finito, principalmente quando utilizado na solução de problemas
complexos, com muitas variáveis.

Para o algoritmo de propagação de fissuras no domínio dos elementos finitos, optou-
se pela utilização de um modelo local de fissuras. Porém, algumas análises numé-
ricas podem apresentar desvios significativos na trajetória da fissura, decorrentes
de tensões de flexão, fazendo com que o modelo tenha problemas com travamento
de tensões. Dessa forma, é proposto um novo algoritmo que auxilia no controle da
direção da fissura em modelos de fissura local, por meio da limitação da variação
máxima do ângulo entre os segmentos de reta subsequentes que configuram a fissura
no domínio dos elementos finitos.

Tais contribuições, têm como objetivo, melhorar a compreensão do comportamento
da propagação de fissuras em estruturas de CRFA, amadurecendo alguns méto-
dos de análise numérica existentes, que poderão auxiliar futuramente no avanço da
modelagem de estruturas de CRFA, e consequentemente, na melhor predição do
comportamento de problemas práticos.

1.4 Conteúdo

Esta dissertação está dividida em 7 capítulos principais. Os aspectos relevantes na
formulação utilizada para representar a Aproximação Contínua de Descontinuida-
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des Fortes (ACDF) são explorados no Capítulo 2. No Capítulo 3 é apresentada a
formulação para o algoritmo utilizado na construção da trajetória de fissuras (crack
path). No Capítulo 4, apresenta-se os modelos constitutivos utilizados na represen-
tação da matriz de concreto e das fibras de aço, assim como, os modelos responsáveis
pelo efeito do abrandamento nas bandas de localização e na interação descrita en-
tre os elementos de aço e concreto. No Capítulo 5 é explorada a formulação dos
elementos finitos de acoplamento, abordando aspectos importantes da técnica de
acoplamento para malhas de elementos finitos não conformes. No Capítulo 6 são
realizadas algumas análises numéricas para validar a abordagem proposta, contras-
tando os resultados obtidos com alguns resultados experimentais encontrados na
literatura. Finalmente, as conclusões e observações são apresentadas no Capítulo 7.
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2 Aspectos relevantes para a
Aproximação Contínua de
Descontinuidades Fortes (ACDF)

2.1 Contexto histórico

Com a utilização do MEF na obtenção de soluções numéricas equivalentes aos pro-
blemas físicos, foram propostos diversos modelos para a representação de fissuras
em materiais frágeis.

O modelo de fissura discreta introduzido por Ngo e Scordelis (1967), caracteriza-se
pela representação da fissura através da introdução de descontinuidades de deslo-
camentos em elementos finitos convencionais, propagando a fissura pelas arestas
dos elementos quando a força no nó subsequente à fissura atinge um critério de
falha preestabelecido. Esse modelo discreto inicial funciona de forma satisfatória
na representação de macrofissuras, com a direção da fissura previamente conhecida,
porém, apresenta dificuldade na representação de elementos estruturais que apre-
sentam múltiplas fissuras, em diferentes direções, muitas vezes tornando inviável a
utilização de técnicas de reconstruções automáticas de malha, como a desenvolvida
por Ingraffea e Saouma (1985).

Com o passar dos anos, foram criados modelos discretos com elementos de interface,
capazes de representar múltiplas fissuras sem a necessidade de utilizar onerosas técni-
cas de reconstrução da malha de elementos finitos, como os modelos de fragmentação
de malhas propostos por Manzoli et al. (2016).

Contudo, mediante às características apresentadas pelos modelos iniciais de fissura
discreta, passaram a ser estudados também os modelos de fissuras distribuídas, in-
troduzidos primeiramente por Rashid (1968). Esses modelos caracterizam-se por
tratar o problema dentro do âmbito da mecânica dos meios contínuos, apresentando
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conceitos mais simples e fáceis de serem implementados. Porém, esse método pro-
porciona soluções muito sensíveis ao tamanho dos elementos finitos, uma vez que a
banda de localização de deformações ocorre na largura de um elemento.

Segundo Manzoli (2008), o problema gerado pelos modelos de fissuras distribuídas
pôde ser resolvido parcialmente através de técnicas de regularização, que tornaram
possível gerar soluções independentes da discretização da malha de elementos finitos.
Entre essas formulações, pode-se destacar as seguintes:

• Formulação baseada na energia da fratura (Bazant e Oh, 1983).

• Emprego de meios contínuos não locais (Cabot e Bazant, 1987).

• Emprego de meios contínuos de Cosserat (Mühlhaus e Vardoulakis, 1987;
Borst, 1991).

• Emprego de meios contínuos de ordem superior (Borst e Mühlhaus, 1992).

• Emprego de meios viscoplásticos (Sluys e Borst, 1992).

Porém, além dos modelos de fissuras distribuídas apresentarem alto custo computa-
cional para fornecerem bons resultados, pela necessidade de um grande refinamento
da malha, eles são muito sensíveis à orientação dos elementos finitos, podendo apre-
sentar travamento de tensões (stress locking) (Rots, 1988; Lotfi e Shing, 1991). Até
então, uma solução adotada por Shing et al. (1993), era a de modelar separadamente
as regiões que apresentam macrofissuras com um modelo discreto, e as regiões que
apresentam múltiplas fissuras com um modelo distribuído de fissuras, porém, esse
método exige um bom conhecimento prévio do problema em análise, característica
que não possibilita grandes aplicações para tal abordagem.

Alternativamente, Dvorkin et al. (1990) iniciou o desenvolvimento de novas formula-
ções com fissuras incorporadas, para representar fissuras em estruturas de concreto.
O trabalho iniciado por Dvorkin et al. (1990) foi aprofundado por diversos pesqui-
sadores, sendo os mais relevantes para a utilização da ACDF, os trabalhos de Simo
e Oliver (1994), Lotfi e Shing (1995) e Oliver (1996). Nessas formulações, uma
vez que a banda de localização está incorporada dentro do domínio do elemento
finito, não são necessárias técnicas de reconstrução de malha e nem mudança das
conectividades nodais.

As considerações cinemáticas são a diferença mais significativa entre as formula-
ções, sendo os três principais tipos: formulação simétrica estaticamente (Statically
Optimal Symmetric - SOS), formulação simétrica cinematicamente (Kinematically
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Optimal Symmetric - KOS) e formulação não-simétrica estática e cinematicamente
(Statically and kinematically optimal nonsymmetric - SKON ) (Jirásek, 2000).

A formulação SOS não consegue representar apropriadamente a cinemática do pro-
blema, mas atende à condição de continuidade e equilíbrio nos lábios da banda da
fissura. A formulação KOS descreve a cinemática do problema de forma satisfatória,
mas apresenta problemas para representar o equilíbrio na linha de descontinuidade.
Já a formulação SKON, aplicada na formulação adotada nesse trabalho, combina
as características das outras duas, tendo como único impasse a perda de simetria
da matriz de rigidez tangente do problema, proporcionando um maior custo com-
putacional. Alguns resultados apresentados na literatura (Jirásek e Zimmermann,
2001a,b), mostram que a formulação SKON pode ser utilizada com sucesso na si-
mulação de fissuras localizadas.

2.1.1 Inserção ao processo de formação de fraturas

Segundo Oliver e Huespe (2004), a formação de uma fratura em materiais quase-
frágeis passa por um processo de transição através de diferentes fases. Ele pode
iniciar muitas vezes devido à presença das não linearidades geométricas da estrutura,
ou então devido à presença de não linearidades físicas, inerentes à coalescência de
micro fissuras dentro do corpo em análise.

Assim, a região onde inicia-se uma fratura pode ser dividida em três estágios prin-
cipais, de acordo com a Figura 2.1:

• Estágio 1 (Falha difusa): onde se inicia a dissipação de energia, com o acrés-
cimo da concentração de deformações. Porém, aqui o campo de deslocamentos
permanece contínuo.

• Estágio 2 (Descontinuidade fraca): nesse ponto, ocorre a descontinuidade no
campo de deformações através de uma banda estreita, porém o campo de
deslocamentos ainda permanece contínuo.

• Estágio 3 (Descontinuidade forte): nessa região, a descontinuidade fraca se
desenvolve e a largura da banda de deformações fica cada vez mais próxima
de zero, até atingir o colapso, tendendo ao infinito. Dessa forma, o campo de
deslocamentos se torna descontínuo.

Assim, pode-se interpretar uma descontinuidade forte por um salto no campo de des-
locamentos, experimentados pelos sólidos durante o processo de deformação. Dentro
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Figura 2.1: Processo de fratura - diferentes estágios (adaptado de Oliver e Huespe
(2004)).

deste contexto, busca-se neste trabalho representar esse tipo de descontinuidade den-
tro do contexto da mecânica do contínuo, por meio da Aproximação Contínua de
Descontinuidades Fortes (ACDF).

2.2 Elementos finitos com descontinuidade
incorporada

Com o desenvolvimento histórico das formulações dos diferentes modelos aplicados
durante as últimas décadas para a representação de descontinuidades fortes dentro
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do MEF, é possível notar os benefícios que a ACDF pode trazer, principalmente no
que diz respeito aos aspectos computacionais. Em essência, eles permitem captu-
rar os efeitos dissipativos de volume e superfície, ocorridos durante o processo de
fraturamento, utilizando um formato contínuo para o modelo constitutivo.

2.2.1 Formulação para um elemento finito triangular de três nós
com descontinuidade incorporada

Para que os elementos finitos com descontinuidade incorporada possam ser con-
siderados consistentes do ponto de vista computacional, devem ser garantidas as
consistências cinemática e estática na formulação do elemento.

A consistência cinemática pode ser garantida com a diferenciação do campo cinemá-
tico relacionado à parte contínua, do campo cinemático relacionado ao movimento
de corpo rígido, proporcionado pela descontinuidade forte. Já a consistência es-
tática, é garantida através da imposição da continuidade de tensões ao longo da
superfície de descontinuidade, com o acoplamento entre a parte contínua e a banda
de localização.

Dessa forma, parte-se das premissas principais citadas acima para detalhar a formu-
lação de um elemento finito de três nós com descontinuidade incorporada.

2.2.1.1 Representação cinemática das descontinuidades fortes - aproximação
por elementos finitos

Para a análise do problema, inicialmente avalia-se o corpo Ω, disposto na Figura 2.2
(a). O sólido está submetido à forças de superfícies prescritas, p̄, localizadas no
contorno, Γp, e forças de volume, b̄, distribuídas pelo corpo sólido, Ω. Além disso,
apresenta sobre o contorno, Γu, um conjunto de deslocamentos prescritos, onde
Γ = Γp

⋃
Γu e Γp

⋂
Γu = /O.

Contudo, o sólido apresentado na Figura 2.2 (b) possui uma superfície de desconti-
nuidade forte, S, responsável por dividir o corpo em duas partes. Consequentemente,
o segmento de reta Se, que pertence ao elemento finito destacado na Figura 2.2 (a) e
está contido na linha de descontinuidade forte S, divide o elemento em duas regiões,
Ω+
e e Ω−

e , com a indicação do vetor ne, que é perpendicular ao segmento de reta Se,
e aponta para o sentido de Ω+

e .
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Figura 2.2: Elemento sólido com a representação de uma descontinuidade forte: (a)
condições de contorno e indicação da descontinuidade que intercepta o elemento
destacado; (b) elemento destacado dividido pela descontinuidade em Ω+

e e Ω−
e .

(adaptado de Manzoli (2008)).

De acordo com a Figura 2.3, o campo de deslocamentos, ue, pode ser decomposto
em duas componentes, uma associada à deformação da parte contínua, ũe, e outra
associada ao movimento de corpo rígido, ûe. Onde, suas respectivas aproximações
por elementos finitos podem ser representadas por ũh,e e ûh,e.

A aproximação contínua dos campos de deslocamentos e deformações podem ser
descritos por meio de funções de forma, He, usuais do MEF, de acordo com a
Equação 2.1 e a Equação 2.2.

uh,e = HeDe (2.1)

εh,e = [∂ε]uh,e = [∂ε]HeDe = BeDe (2.2)

onde De é o vetor de deslocamentos nodais totais e Be = [∂ε]He é a matriz usual
do MEF, a qual relaciona deslocamentos e deformações.

A aproximação contínua do campo de deslocamentos associada ao salto devido à
presença de uma descontinuidade pode ser construída de forma similar, levando à:

ûh,e = HeD̂e = HeP e JuKe (2.3)

37



2.2 Elementos finitos com descontinuidade incorporada

Figura 2.3: Decomposição do campo de deslocamentos: (a) elemento finito trian-
gular de três nós com a indicação do segmento de reta, Se, e do vetor normal
à descontinuidade, ne; (b) elemento finito dividido pela descontinuidade com a
indicação dos vetores de deslocamentos totais; (c) indicação da parte contínua
dos vetores de deslocamentos; (d) indicação da parte associada ao movimento de
corpo rígido dos vetores de deslocamentos.

P e =



HSe (x1) 0
0 HSe (x1)
... ...

HSe (xnen) 0
0 HSe (xnen)


com,

(
HSe = 0 em Ω−

e e HSe = 1 em Ω+
e

)

(2.4)

sendo D̂, o vetor que armazena os deslocamentos do salto JuK, nos nós de um
elemento, e a matriz P definida na Equação 2.4 para cada elemento atravessado pela
descontinuidade, responsável por projetar as componentes do salto de deslocamentos
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nas componentes dos deslocamentos nodais.

Então, respeitando a consistência cinemática do problema, a parte contínua dos
campos de deslocamentos e deformações, e o campo de tensões equivalente, são
dados respectivamente pela Equação 2.5, Equação 2.6 e Equação 2.7.

ũh,e = uh,e − ûh,e (2.5)

ε̃h,e = Beũh,e = Be(De − P e JuKe) = εh,e − ε̂h,e (2.6)

σh,e = Emε̃h,e = Em (εh,e − ε̂h,e) (2.7)

onde ε̃h,e é o campo contínuo de deformações, εh,e é o campo total de deformações
e ε̂h,e é a componente de deformações relativa ao movimento de corpo rígido, com
Em sendo a matriz de constantes elásticas.

2.2.1.2 Formulação não simétrica elementar (E-FEM)

A seguir apresenta-se aspectos referentes à formulação não-simétrica para elementos
finitos triangulares de três nós com fissura incorporada, baseando-se no conceito de
consistências estática e cinemática.

Dentro da ACDF o enriquecimento é realizado no domínio do elemento finito (E-
FEM) e não nos nós, como ocorre nos modelos X-FEM.

A Figura 2.4 ilustra um elemento triangular com domínio Ωe, comprimento carac-
terístico le, e uma banda de localização de deformações Se, com uma largura de
banda igual a k. A linha de descontinuidade Se divide o elemento em duas partes,
induzindo um salto no campo de deslocamentos, JuKe, separando o nó isolado 1 dos
nós 2 e 3.

O salto JuKe provoca um deslocamento relativo no nó isolado, que pode ser identi-
ficado na Figura 2.4 por D̂1,e = JuKe. Os nós 2 e 3, apresentam respectivamente,
deslocamentos D̂2,e = 0 e D̂3,e = 0 devido ao salto no campo de deslocamentos.

Dessa forma, sendo o vetor unitário, ne =
[
nx ny

]T
, perpendicular à face da banda

de localização, Se, e o vetor unitário, me =
[
mx my

]T
, perpendicular à aresta do
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Figura 2.4: Elemento triangular de três nós com fissura incorporada.

elemento que se opõe ao nó isolado, as deformações devido ao salto no campo de
deslocamentos podem ser escritas de acordo com a seguinte equação:

ε̂h,e =


ε̂x

ε̂y

γ̂xy

 = B1,e JuKe = 1
le


mx 0
0 my

my mx


JuKx

JuKy

 = M e

le
JuKe (2.8)

O correspondente campo de tensões na região contínua pode ser escrito por:

σΩ,e = ΣΩ (εΩ,e) = ΣΩ (εh,e − ε̂h,e) = ΣΩ

(
BeDe −

M e

le
JuKe

)
(2.9)

onde De agrupa os vetores de deslocamentos nodais totais de todos os nós (D1,e,

D2,e, D3,e) e ΣΩ representa o modelo constitutivo da região contínua. Dentro do
conceito da ACDF, o campo de deformações totais dentro da superfície de desconti-
nuidade, εS,e, pode ser definido de acordo com a Equação 2.10, onde ele representa
a soma das deformações contínuas presentes no elemento finito, εΩ,e, com as defor-
mações induzidas pela descontinuidade calculadas por Ne

k
JuKe.

εS,e = εΩ,e + N e

k
JuKe = BeDe −

M e

le
JuKe + N e

k
JuKe (2.10)

A matrizN e é construída pelas componentes do vetor ne, sendo ela responsável por
transformar as componentes de tensão na superfície de descontinuidade, referidas a
um sistema ortogonal (x, y), para um vetor σS,e, atuante na linha de descontinui-
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dade. Para problemas 2D, a matriz N e, é definida como:

N e =


nx 0
0 ny

ny nx

 (2.11)

Assim, o campo de tensões na região de localização de deformações pode ser escrito
conforme a Equação 2.12:

σS,e = ΣS (εS,e) = ΣS

(
BeDe −

M e

le
JuKe + N e

k
JuKe

)
(2.12)

onde k representa a largura da banda de deformações e ΣS representa a relação
constitutiva na região de localização. Neste trabalho, ΣS é representado por um
modelo de dano à tração.

2.2.1.3 Acoplamento entre o campo de tensões contínuas e a interface
descontínua: garantia da consistência estática

A introdução do salto JuKe na formulação de elementos com fissuras incorporadas,
corresponde ao acréscimo de um grau de liberdade no problema de equilíbrio.

Dessa forma, para garantir a consistência estática, deve ser respeitado o equilíbrio
entre as tensões na banda de localização de deformações, σS,e, e as tensões nas
regiões contínuas no entorno, σΩ,e, de acordo com as seguintes equações:

NT
e (σS,e − σΩ,e) = 0 (2.13)

R (JuKe) = NT
e ΣS

(
BeDe −

M e

le
JuKe + N e

k
JuKe

)
−NT

e ΣΩ

(
BeDe −

M e

le
JuKe

)
= 0

(2.14)

O salto de deslocamentos no elemento, JuKe, pode ser obtido através da solução
da Equação 2.14. Nesse trabalho, para resolver essa equação, opta-se pelo método
iterativo de Newton-Raphson, o qual aproxima o vetor salto de deslocamentos, JuKe,
a cada passo de carga, utilizando a resposta do passo anterior. Dessa forma, o
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equilíbrio passa a ser resolvido por meio das equações recursivas a seguir:

JuKi+1
e = JuKie −

∂R
(
JuKie

)
∂ JuKie

−1

R
(
JuKie

)
(2.15)

∂R

∂ JuKe
= NT

e

(
ΣS ′

(
N e

k
−M e

le

)
+ ΣΩ ′M e

le

)
(2.16)

onde ΣS ′ = ∂ΣS/∂ε e ΣΩ ′ = ∂ΣΩ/∂ε são respectivamente, a matriz constitutiva
tangente do modelo de dano à tração, e a matriz constitutiva tangente do modelo
elástico linear, que no presente trabalho trata-se da própria matriz de constantes
elásticas, Em.

Assim, as forças nodais internas, f inte , e a matriz de rigidez condensada não simétrica,
Ke, os quais devem ser utilizados para o cálculo dos deslocamentos atualizados na
próxima iteração, Dn,i+1

e , podem ser calculados respectivamente pela Equação 2.17
e pela Equação 2.18:

f inte = BT
eE

m

(
BeDe −

M e

le
JuKe

)
Ae = BT

e σΩAe (2.17)

Ke =
BT

eE
mBe −

1
le
BT
eE

mM e

(
Em,tg +NT

eE
mM e

le

)−1

NT
eE

mBe

Ae (2.18)

onde, Ae é a área do elemento finito e Em,tg é a matriz constitutiva tangente discreta
na interface da banda de localização.

O conjunto completo de equações de elementos finitos para a solução do problema
global está descrito na Equação 2.19.

Λnel
e=1f

int
e (De, JuK)− Λnel

e=1f
ext
e = 0 (2.19)
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3 Construção da trajetória de
fissuras (crack path)

Para realizar a propagação de fissuras dentro do contexto da ACDF, é necessá-
ria a utilização de um algoritmo que permita identificar o caminho percorrido pela
descontinuidade entre os elementos finitos durante a simulação numérica. Basica-
mente, como a fissura está incorporada no domínio do elemento finito, o algoritmo
deve identificar o momento de “ativação” do elemento, ou seja, o momento no qual
o elemento finito atinge um critério de falha pré-definido, para capturar a direção
da fissura, segundo um outro critério também preestabelecido.

De acordo com Cervera et al. (2010), o algoritmo de propagação pode beneficiar a
solução numérica de três maneiras principais:

1. Minimizando o número de possíveis soluções, uma vez que o algoritmo permite
que cada fissura percorra um único caminho.

2. Proporcionando soluções mais precisas do caminho da fissura, principalmente
em problemas de fissuras mistas com direções curvas.

3. Evitando a dissipação mecânica de energia fora do caminho de propagação da
fissura.

Segundo Cervera et al. (2010), a construção da trajetória da fissura costuma ser
definida por três métodos principais: (a) trajetória local de fissura (local tracking),
(b) trajetória não-local de fissura (non-local tracking) e (c) trajetória global de fissura
(global tracking).

A trajetória local de fissura, consiste em promover a propagação da fissura de um
elemento ativo para um elemento vizinho através de um critério de falha local, sendo
normalmente utilizada a tensão principal máxima no elemento finito em análise como
critério de falha, tomando como direção da fissura a direção perpendicular ao vetor
referente à tensão máxima principal, fornecendo assim o sentido de propagação em
direção à aresta do elemento vizinho (Saloustros et al., 2018).
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Construção da trajetória de fissuras (crack path)

A utilização da trajetória local para a representação de fissuras tridimensionais pode
ser realizada por meio da construção espacial de superfícies planas ligando cada
elemento finito, o que é uma tarefa muito complicada, pois deve ser garantida a
continuidade entre as superfícies no espaço, e não somente de ponto para ponto,
como nos modelos bidimensionais.

A trajetória não-local de fissuras é uma estratégia que busca determinar o caminho
da fissura fazendo referência aos elementos vizinhos do elemento em análise, ou seja,
não utiliza informações no nível local do elemento (Feist e Hofstetter, 2005; Gasser e
Holzapfel, 2005). Algumas abordagens utilizam a média de um conjunto de elemen-
tos que envolvem o elemento ativo, ou buscam determinar uma região de influência
por meio de algum critério preestabelecido. Esse método proporciona resultados
regulares, porém apresenta uma complexidade elevada na sua implementação com-
putacional.

Por último, a trajetória global de fissuras proposta por Oliver et al. (2004) e Oliver
e Huespe (2004) aborda o problema de propagação de fissuras como um problema
separado, não envolvendo as variáveis locais no nível do elemento. Nessa abordagem,
a trajetória da fissura é determinada através da solução de um problema escalar,
utilizando as equações de Laplace para solucionar um problema de condução tér-
mica equivalente, de modo que superfícies de isovalores que compõem um campo
escalar sejam superfícies potenciais de descontinuidade, segundo um critério de fa-
lha definido para o problema. De acordo com Jäger et al. (2008), a necessidade de
uma solução térmica equivalente, adicional ao problema para cada passo de carga,
proporciona um custo e um esforço computacional elevados, apesar de alguns traba-
lhos já terem apresentado técnicas que buscam reduzir o custo computacional dessa
metodologia, como o trabalho de Theiner e Hofstetter (2009).

Embora o algoritmo de trajetória global de fissuras proporcione resultados consis-
tentes e estáveis, devido à sua complexidade na implementação e à necessidade de
maiores esforços computacionais, nesse trabalho optou-se por utilizar o algoritmo
local de fissuras, que é capaz de representar de forma satisfatória as fissuras de ele-
mentos estruturais modelados no campo 2D, conforme demonstrado por Manzoli
et al. (1999).
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3.1 Trajetória local de fissuras (local tracking)

Os algoritmos existentes para trajetória local de fissuras apresentam como caracte-
rística comum a construção de uma trajetória contínua para a fissura. As aborda-
gens locais foram as primeiras a serem utilizadas na propagação de fissuras dentro
do MEF, apresentando diversas formulações na literatura, contendo diferenças, de-
pendendo principalmente da estratégia de interpolação utilizada e do procedimento
adotado para identificar os pontos de entrada e saída de cada segmento de fissura
que liga um elemento ao outro, principalmente de acordo com o formato do elemento
finito (triangular, quadrilateral, hexagonal, etc.).

De acordo com Saloustros et al. (2018), os primeiros algoritmos propostos para a
propagação local de fissuras foram utilizados dentro de modelos discretos de fissura,
e consistem em definir a direção e o tamanho do novo segmento da fissura, para
então utilizar técnicas de fragmentação e reconstrução de malha em uma nova si-
mulação (Ingraffea e Heuze, 1980; Saouma e Zatz, 1984), ou então com a utilização
de elementos coesivos de interface (Ingraffea e Saouma, 1985). Já os algoritmos de
propagação local, dentro de modelos distribuídos de fissura, tiveram suas primeiras
aplicações em Clemente (2006), Clemente et al. (2008), Pelà (2009) e Cervera et al.
(2010). Nessa abordagem utiliza-se um modelo contínuo de dano no caminho de
propagação, mantendo um modelo elástico para os demais elementos que não são
influenciados pela fissura.

A aplicação desses algoritmos na representação das trajetórias de fissuras dentro de
modelos de elementos com fissura incorporada, estudada nesse trabalho por meio da
ACDF, é importante por proporcionar uma trajetória contínua para o caminho da
fissura. Dessa forma, é possível reduzir o aparecimento do travamento de tensões
causados por tensões espúrias em elementos finitos com descontinuidade incorpo-
rada, já estudados anteriormente (Oliver, 1996; Belytschko e Black, 1999; Moës
et al., 1999; Alfaiate et al., 2002; Dias da Costa et al., 2009; Linder e Armero, 2009;
Manzoli, 2011).

3.1.1 Algoritmo utilizado para a trajetória local de fissuras

Para introduzir o algoritmo utilizado na representação da trajetória local de fissu-
ras em elementos finitos com descontinuidade incorporada, baseado no trabalho de
Manzoli et al. (1999), avalia-se inicialmente o corpo Ω, disposto na Figura 3.1 (a).
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3.1 Trajetória local de fissuras (local tracking)

Figura 3.1: Representação da trajetória de uma fissura, S, em um corpo, Ω: (a)
corpo Ω, com a representação de parte da malha de elementos finitos, indicando
o caminho da descontinuidade e destacando o elemento que será analisado; (b)
elemento finito destacado, com a representação dos vetores e pontos utilizados
na determinação do segmento da descontinuidade que se propaga nesse elemento.
(adaptado de Oliver et al. (2002b)).

Analisando a Figura 3.1 (a), observa-se uma possível trajetória para uma fissura S,
em um corpo Ω, qualquer. A fissura se inicia no contorno Γ , em um ponto inicial
ISe,1 (“semente”), que deve ser informado como um parâmetro de entrada na análise
de elementos finitos.

A propagação da fissura de um elemento ativo para um elemento vizinho se dá por
meio de um critério de falha local preestabelecido. Um elemento ativo é um elemento
que não se encontra mais no regime elástico, já tendo atingido o critério de falha em
passos de carga anteriores.

Dessa forma, considera-se o elemento finito da Figura 3.1 (b) o próximo elemento
por onde a fissura deve propagar-se. O ponto inicial da fissura no elemento, ISe,i,
é um dado de entrada no algoritmo de trajetória de fissuras, que coincide com o
ponto final do elemento anterior, OSe,i−1. No passo de carga em que o elemento em
destaque atingir o critério de falha, a fissura se propaga em direção ao ponto OSe,i,
seguindo a direção do vetor T e,i, perpendicular à parte positiva do vetor de tensões
principais no elemento finito, σ̄m+

e .

Uma vez que o elemento se torna ativo, a trajetória de descontinuidade no ele-
mento é considerada consolidada e não deve ser recalculada para outros níveis de
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3.1 Trajetória local de fissuras (local tracking)

tensão, fixando a direção da fissura no elemento, e consequentemente o vetor ne,
perpendicular à descontinuidade. Dessa maneira é possível garantir a continuidade
da trajetória da fissura.

A estratégia apresentada é simples e já se mostrou robusta e confiável quando apli-
cada em elementos com uma única linha de descontinuidade, perdendo muita ro-
bustez quando tem de lidar com múltiplas fissuras (Oliver et al., 1999; Oliver, 1996;
Oliver et al., 2002a).

3.1.1.1 Controle do ângulo e ajuste da trajetória da fissura

Alguns modelos estruturais que utilizam o modelo local de fissuras podem apresentar
desvios grandes na trajetória da fissura, decorrentes de tensões de flexão. Depen-
dendo da magnitude desse desvio, o problema pode apresentar problemas com o
surgimento de tensões espúrias, acarretando no travamento de tensões e inviabili-
zando o modelo numérico.

A fim de reduzir a incidência dos travamentos de tensões, propõe-se a seguir uma
correção no ângulo da trajetória da fissura, similar ao critério de curvatura máxima
proposto por Cervera et al. (2010).

Observando os elementos em destaque na Figura 3.2, os parâmetros considerados
são:

• σ̄m+
e : parte positiva do vetor de tensões principais no elemento atual (i).

• T e,i: vetor diretor da fissura original no elemento atual (i), perpendicular ao
vetor σ̄m+

e .

• T̄ e,i−1: vetor diretor médio no elemento (i-1), sendo este a média decorrente
da análise descrita na Figura 3.3 (a) e (b), para o passo em que o elemento
(i-1) for ativado.

• T̄ e,i−2: vetor diretor médio no elemento (i-2), sendo este a média decorrente
da análise descrita na imagem Figura 3.3 (a) e (b), para o passo em que o
elemento (i-2) for ativado.

• α: ângulo entre o vetor diretor da fissura original do elemento atual, T e,i, e o
vetor diretor médio no elemento anterior, T̄ e,i−1.

Dessa forma, buscando reduzir os desvios na trajetória, ocorridos durante a simu-
lação numérica, compara-se o vetor diretor da fissura original no elemento atual (i)

47
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Figura 3.2: Principais vetores e dados de entrada utilizados no controle do ângulo
da fissura.

com o vetor diretor médio no elemento anterior (i-1) por meio do ângulo α entre
esses dois vetores e o ângulo αMÁX , informado como dado de entrada do problema.

Se o ângulo α for menor ou igual ao ângulo αMÁX , prossegue-se com o vetor diretor
médio do elemento atual T̄ e,i, com esse sendo a média entre os outros 2 vetores que
formam o ângulo α, conforme mostra a Figura 3.3 (a). Caso o ângulo α seja maior
do que o ângulo αMÁX , utiliza-se como vetor diretor médio para o elemento atual
(i) o vetor diretor médio do elemento (i-2), de acordo com a Figura 3.3 (b).

Em alguns casos particulares, o vetor diretor médio do elemento atual, T̄ e,i, direciona
a fissura para um ponto de saída, OSe,i, muito próximo de um nó do elemento,
como ilustra a Figura 3.3 (b). Quando isso ocorre, devido à proximidade ao nó
compartilhado com o próximo elemento, o novo segmento da fissura poderá desviar
para um elemento que não é adequado para a sua trajetória.

Assim, realiza-se um novo ajuste para o vetor T̄ e,i, direcionando-o à média entre o
ponto OSe,i anterior e o meio da aresta atingida pelo próprio ponto, ĀB, conforme
ilustrado na Figura 3.4.
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Figura 3.3: Influência do ângulo α na escolha da direção da fissura: (a) situação
em que α 6 αMÁX ; (b) situação em que α > αMÁX .

Figura 3.4: Ajuste da fissura em direção ao ponto médio da aresta.
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4 Descrição dos modelos
constitutivos

4.1 Introdução

O grande número de variáveis que influenciam na produção do concreto, tornam a
modelagem e a representação deste material tarefas difíceis de serem realizadas, por
meio de modelos numéricos ou analíticos.

Sendo um dos materiais mais disseminados dentro da engenharia civil, devido a sua
fácil moldagem e boa resistência, as características do concreto simples são bem
conhecidas, sendo este reconhecido por ser um material quase-frágil, que apresenta
diferentes comportamentos quando submetido a esforços de tração e compressão.

Buscando avaliar da melhor forma essas características, é necessária a utilização de
modelos constitutivos robustos e estáveis, capazes de representar o comportamento
não linear desse material, além do regime elástico.

Conforme já consolidado por diversos pesquisadores ao longo dos anos, sabe-se que o
comportamento não linear de materiais quase-frágeis caracteriza-se principalmente
pela propagação de fissuras nas regiões submetidas à tensões de tração, sendo usual
a utilização de vergalhões de aço aderidos ao concreto, com a intenção de impe-
dir a localização de deformações, distribuindo as tensões e as fissuras, tornando o
elemento estrutural menos frágil. Também vem sendo muito estudada nos últimos
anos a utilização de fibras de aço junto ao concreto, em substituição total ou parcial
aos vergalhões. Porém, o concreto também pode apresentar um comportamento
não linear nas regiões submetidas a tensões de compressão, embora este seja mais
difícil de ser observado nas estruturas, já que os limites de tensão necessários para
que este material apresente um comportamento não linear devido à compressão são
consideravelmente mais elevados do que os limites aplicados para a tração. Assim, é
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possível estabelecer relações distintas, capazes de representar as características desse
material quando submetidos aos diferentes níveis de tensão.

Nesse trabalho será utilizado um modelo elástico linear para representar as regiões
comprimidas do concreto (Figura 4.1), buscando simplificar o modelo, uma vez que
a resposta para os elementos estruturais que serão estudados não sofrem influencia
significativa das não linearidades decorrentes das regiões comprimidas.

Figura 4.1: Comportamentos distintos considerados para tração e compressão em
um elemento de concreto.

Dessa forma, alguns pesquisadores já propuseram diversos modelos constitutivos,
buscando representar as não linearidades proporcionadas pelas alterações microes-
truturais apresentadas nos materiais quase-frágeis. Os modelos propostos foram
baseados em diversas teorias, dentre as principais, destacam-se as teorias da plasti-
cidade e a mecânica do dano contínuo, que, apesar de conseguirem representar por
muitas vezes a resposta mecânica do material, podem apresentar algumas comple-
xidades do ponto de vista da solução numérica.
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Segundo Lemaitre (1992), a teoria da plasticidade é capaz de representar as defor-
mações plásticas induzidas pelas microfissuras, porém apresenta dificuldades para
simular a degradação dos materiais quase-frágeis, assim como a recuperação da ri-
gidez no caso da inversão de carregamentos. Assim, pode-se destacar a mecânica do
dano contínuo como uma teoria capaz de representar essas particularidades, com o
nível de degradação medido e controlado por uma única variável escalar de dano,
no caso do modelo de dano à tração, podendo apresentar duas variáveis quando o
modelo busca representar também as não linearidades das regiões comprimidas do
elemento estrutural.

4.2 Representação da matriz de concreto através da
mecânica do dano contínuo

Kachanov (1958) introduziu o conceito de tensões efetivas (sem dano), que forneceu
a base para a teoria da mecânica do dano contínuo, formalizada posteriormente
por Lemaitre e Chaboche (1990) na teoria dos processos irreversíveis. A teoria
da mecânica do dano contínuo tem sido amplamente utilizada para representar a
degradação de materiais quase-frágeis, devido à sua consistência e simplicidade.

Segundo Lemaitre (1992), a presença de microdefeitos, tais como microfissuras e
microvazios contribuem para o comportamento não linear pós-pico dos materiais,
correspondendo em uma macroescala por perdas de rigidez e resistência.

O processo de degradação altera as propriedades iniciais do material, que se encon-
tram no regime elástico, diminuindo sua área efetiva resistente. A perda de área
efetiva ocorre em geral devido ao crescimento das fissuras e vazios, sendo que em ma-
teriais frágeis como o concreto, estes podem aparecer antes mesmo de desenvolverem
mecanismos plásticos (Oller, 2001).

Para representação do comportamento distinto do concreto à tração e compressão,
modelos baseados na mecânica do dano contínuo, com duas variáveis independentes
de dano têm sido propostos, como por exemplo, o modelo desenvolvido por Cervera
et al. (1996).
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4.2.1 Modelo constitutivo de dano à tração

O modelo de dano proposto por Cervera et al. (1996) é caracterizado pela represen-
tação distinta da resposta à tração e compressão do material. Assim, duas variáveis
de dano com leis distintas, são empregadas para danificar as parcelas positiva e ne-
gativa do tensor das tensões. Neste trabalho, apenas a parcela positiva (de tração)
do tensor das tensões é danificada, com a evolução de dano representada por um
comportamento exponencial, buscando representar as não linearidades apresentadas
nas bandas de localização dos elementos triangulares de três nós, implementados
com fissuras incorporadas.

4.2.1.1 Conceitos fundamentais

Para a definição de um modelo de dano à tração, as falhas possuem um compor-
tamento regido por uma variável escalar de dano à tração, d t, que pode ser defi-
nida como uma grandeza física que avalia o nível de integridade de um corpo. Na
Figura 4.2 pode-se visualizar um elemento estrutural prismático qualquer, subme-
tido à um carregamento uniaxial de tração, F , apresentando a seção transversal
íntegra na Figura 4.2 (a), e a seção equivalente danificada na Figura 4.2 (b). A
primeira, não apresenta tensões de tração superiores do que fmt , conforme o gráfico
na Figura 4.1, já a seção danificada apresenta tensões de tração superiores ao limite
resistido pelo material, apresentando portanto um valor para a variável de dano a
tração, d t > 0.

Enquanto a seção transversal apresenta-se íntegra, pode-se considerar a área total,
A, no cálculo das tensões. Após a ocorrência do dano, apresentam-se alguns pontos
vazios na seção transversal. Dessa forma, a seção transversal efetiva, Aef , que resiste
aos esforços, passa a ser calculada pela subtração da área degradada, AD, da área
total, A, conforme a Equação 4.1.

Aef = A− AD (4.1)

Assim, considerando a definição da variável escalar de dano à tração referida na
Equação 4.2, e às definições de tensão nominal e tensão efetiva definidas respec-
tivamente na Equação 4.3 e na Equação 4.4, é possível manipulá-las para obter a
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Figura 4.2: Corpo sólido degradado (adaptado de Maedo (2015)).

relação constitutiva expressada na Equação 4.5.

d t = AD
A

(4.2)

σm = F

A
(4.3)

σ̄m = F

Aef
(4.4)

Saindo do problema escalar e analisando-o em termos tensoriais, o tensor de tensões
efetivas, σ̄m, é separado em duas componentes, uma positiva (σ̄m+), e uma negativa
(σ̄m−), por meio da solução de um problema de autovalores e autovetores. Com isso,
é possível aplicar o dano apenas na parte positiva do tensor de tensões, conforme é
descrito na equação abaixo:
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σm =
(
1− d t

)
σ̄m+ + σ̄m− (4.5)

onde σm representa o campo de tensões nominal da matriz de concreto na banda
de localização, sendo este equivalente ao tensor de tensões, σS,e, definido no nível
do elemento finito e descrito na Equação 2.12.

4.2.1.2 Critério de degradação

O critério de degradação é responsável por avaliar quando o material ultrapassa o
nível de tensões suportado dentro do regime elástico, passando a partir deste ponto
a sofrer um processo de degradação, dentro da teoria da mecânica do dano contínuo.

A princípio, optou-se por trabalhar com um critério de degradação limitado pela
tensão equivalente, apresentado na Equação 4.7, definindo-o em função da norma
da tensão de tração efetiva equivalente, τ̄m+, caracterizada na Equação 4.6, e da
variável interna de dano inicial, rm+

0 , que é constante e definida no espaço de tensões
efetivas pela Equação 4.8.

τ̄m+ =
√
σ̄m+ : (Em)−1 : σ̄m+ (4.6)

F
(
τ̄m+, rm+

)
= τ̄m+ − rm+ ≤ 0 (4.7)

rm+ |t=0= rm+
0 = fmt√

Em
(4.8)

Buscando estabelecer um limite para o domínio elástico, o valor para o limite inicial
da variável interna de dano é definido por rm+

0 , demonstrado na Equação 4.8 em
termos da tensão de pico de tração, fmt , que pode ser visualizada claramente na
Figura 4.1, e do módulo de elasticidade do concreto, Em.
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4.2.1.3 Lei de evolução da variável de dano

Diferentes materiais apresentam diferentes comportamentos após atingir o limite
elástico, e podem ser representados por diferentes leis de evolução do dano. Con-
forme descrito no início da Subseção 4.2.1, neste trabalho será utilizado uma lei de
evolução do dano equivalente à utilizada no modelo de dano de Cervera, para a
região tracionada.

O modelo à tração de Cervera, utilizado dentro de modelos convencionais, é con-
trolado basicamente por um parâmetro de abrandamento, A+

C , definido por meio da
Equação 4.10, na qual, lhc é um comprimento característico do elemento em análise,
definido pela raiz quadrada da área do elemento, Ae, conforme a Equação 4.9, e H+

é o módulo de abrandamento.

lhc =
√
Ae (4.9)

A+
C = 1(

1
2H+

(
1
lhc
−H+

)) (4.10)

Neste trabalho, o modelo de dano está sendo utilizado dentro da ACDF, para repre-
sentar o abrandamento dentro do elemento finito degradado. De forma sucinta, a
principal diferença em relação aos modelos convencionais, é a utilização de uma re-
lação constitutiva regularizada, que leva em consideração o efeito da escala refinada,
apresentado dentro da banda de localizações.

Segundo Manzoli (2008), devido à regularização, o módulo de abrandamento deve ter
caráter distribucional, devendo ser substituído por sua forma regularizada (Equação 4.12).
Para tal, considera-se um parâmetro de regularização, k, sendo este de valor igual
à largura da banda de localização, h, bastando para efeitos práticos assumir valores
consideravelmente inferiores ao domínio do problema.

Ā+ = fmt
2

2EmGm
f

(4.11)

1
A+ = δs

1
Ā+

→ A+ = kĀ+ (4.12)
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4.2 Representação da matriz de concreto através da mecânica do dano contínuo

onde Ā+ é o módulo de abrandamento intrínseco, e Gm
f trata-se da energia de fratura

para a matriz de concreto, definidos em detalhe em Maedo (2015).

Dessa forma, para o processo de carregamento em tração é possível definir as variá-
veis internas de dano, rm+ e qm+, e a variável de dano escalar, d t, de acordo com as
equações a seguir:

rm+ = maxSE(0,t)
(
rm+

0 , τ̄m+
)

(4.13)

qm+ = rm+
0 e

(
A+

(
1− rm+

rm+
0

))
(4.14)

d t = 1− qm+ (rm+)
rm+ (4.15)

4.2.1.4 Condição de carga e descarga

Buscando demonstrar melhor a evolução do dano, utiliza-se das relações de Kuhn-
Tucker descritas na Equação 4.16 para definir as condições de carga e descarga,
sendo estas fundamentais para o desenvolvimento do modelo constitutivo.

ḋt ≥ 0
F (σ̄m+) ≤ 0
ḋt.F (σ̄m+) = 0

(4.16)

Dentro dessas relações, é possível avaliar as condições de carga e descarga de acordo
com a Figura 4.3.

O trecho inicial AB, corresponde ao regime elástico linear, onde a função F (σ̄m+) <
0 e não há evolução da variável de dano, ḋt = 0, inclusive com o valor da variável de
dano até este momento também igual a zero. No trecho BC, apresenta-se um valor
diferente de zero para a variável escalar de dano, d t, e tem-se a função F (σ̄m+) > 0,
com evolução da variável escalar de dano, ḋt > 0, caracterizando um trecho de
carregamento. Finalmente, os trechos AC e CA correspondem, respectivamente, às
situações de recarga e descarga, com ḋt = 0 em ambas situações. Além disso, nos
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4.2 Representação da matriz de concreto através da mecânica do dano contínuo

Figura 4.3: Condições de carga e descarga (adaptado de Maedo (2015)).

trechos de descarga e recarga a seção de concreto já está danificada, apresentando
uma rigidez inferior, dada nesses trechos por (1− d t)Em > 0.

4.2.1.5 Esquema modificado de integração implícita-explícita (Impl-Ex)

Neste trabalho, para a integração do modelo constitutivo de dano à tração, é utili-
zada uma versão modificada por Bitencourt Jr. et al. (2019), do esquema de inte-
gração implícito-explícito (Impl-Ex), proposto inicialmente por Oliver et al. (2006) e
Oliver et al. (2008). Este método é utilizado buscando atingir a robustez necessária
para lidar com as não linearidades impostas após o regime elástico, de forma a não
aumentar consideravelmente o custo computacional.

A modificação realizada por Bitencourt Jr. et al. (2019) apresenta como principal
diferença em relação ao modelo inicial a escolha das variáveis internas que serão
atualizadas, ou seja, escolhe-se atualizar as componentes do tensor de deformações,
εm , ao invés de atualizar a variável interna limite de dano, rm+.

Dessa forma, o esquema modificado utiliza como extrapolação linear do tensor ine-
lástico (danificado) das deformações, ε̃m,dn+1, o disposto na Equação 4.17.

ε̃m,dn+1 = εm,dn + ∆εm,dn

∆tn
∆tn+1 (4.17)

O algoritmo do esquema modificado do Impl-Ex está detalhado na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Esquema modificado de integração Impl-Ex para o modelo de dano à
tração.

Dados de entrada: εmn+1, ε
m,d
n , ∆εm,dn , rm+

n

(i) Calcular o tensor de tensões efetivo - (Implícito)

σ̄mn+1 = Em : εmn+1

(ii) Separar σ̄mn+1 em uma parte positiva σ̄m+
n+1 e uma parte negativa σ̄m−

n+1
(iii) Checar as condições de carga/descarga

se F̄+
n+1

(
σ̄m+
n+1

)
< 0 , então

atualiza a variável interna limite de dano positiva: rm+
n+1 = rm+

n

senão F̄+
n+1

(
σ̄m+
n+1

)
> 0 , então

atualiza a variável limite limite de dano positiva: rm+
n+1 = τ̄m+

n+1 =√
σ̄m+ : (Em)−1 : σ̄m+

(iv) Atualizar a variável interna de dano

qm+
n+1

(
rm+
n+1

)
(v) Atualizar a variável escalar de dano

d+
n+1(r+

n+1) = 1− q+
n+1(r+

n+1)
r+

n+1

(vi) Calcular o tensor das tensões de Cauchy - (Implícito)

σmn+1 =
(
1− d+

n+1

)
σ̄m+
n+1 + σ̄m−

n+1

(vii) Calcular o tensor das deformações inelásticas (danificadas) e o seu
incremento - (Implícito)

εm,dn+1 = (Em)−1
(
σ̄mn+1 − σmn+1

)
e ∆εm,dn+1 = εm,dn+1 − εm,dn

(viii) Calcular a extrapolação linear do tensor inelástico das deformações
- (Explícito)

ε̃m,dn+1 = εm,dn + ∆εm,d
n

∆tn ∆tn+1 = εm,dn + (εm,d
n −εm,d

n−1)
(tn−tn−1) (tn+1 − tn) = εm,dn +

∆εm,dn

(ix) Calcular o tensor das tensões - (Explícito)

σ̃mn+1 = Em
(
εmn+1 − ε̃

m,d
n+1

)
Dados de saída: σ̃mn+1, ε

m,d
n+1, ∆εm,dn+1, r

m+
n+1

Calcular o operador tangente algorítmico efetivo

Ẽm,tg−eff
n+1 = ∂σ̃m

n+1
∂εm

n+1
= Em
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4.2.1.6 Estudo de caso: Elemento prismático submetido à carregamentos
uniformes de tração e compressão

Para ilustrar o comportamento dos elementos finitos com fissura incorporada e o
comportamento não linear apresentado nas bandas de localização de deformações,
é analisado um modelo uniaxial submetido à esforços de tração e compressão. A
Figura 4.4 ilustra as condições de contorno para o modelo utilizado, assim como a
malha de elementos finitos, composta por 4 elementos finitos triangulares de três nós
de deformações constantes (CST ), submetidos à um estado plano de tensões, com
uma espessura fora do plano de 100 mm. A banda de localização foi posicionada
atravessando os elementos 3 e 4 em uma posição aleatória, uma vez que não há a
necessidade da exatidão na localização da fissura, por estarmos trabalhando com
um elemento finito de deformações constantes.

Os parâmetros adotados para a matriz de concreto estão descritos na Tabela 4.2.

Figura 4.4: Configuração do modelo uniaxial submetido à compressão e à tração
uniformes.

Tabela 4.2: Propriedades mecânicas adotadas para o concreto no estudo de caso.

Resistência à tração fmt 2,35 MPa
Módulo de elasticidade Em 35.000 MPa
Coeficiente de Poisson νm 0,2
Energia de fratura Gm

f 0,1 N/mm

Para descrever o comportamento da banda de localização, inicialmente foram impos-
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tos deslocamentos horizontais divididos em 2.500 passos decrescentes até −0, 5mm,
e em seguida foram impostos 5.000 passos crescentes até o valor de 0, 5mm, atin-
gindo a completa degradação do material. A localização da banda foi imposta de
forma manual, e encontra-se na posição descrita na Figura 4.4.

Assim, na Figura 4.5 é possível notar que os deslocamentos se localizam quase to-
talmente nos elementos que contém a banda de localização no momento de tração e
degradação máximas, conforme esperado.

Na Figura 4.6 pode-se ilustrar o resultado obtido de acordo com o modelo constitu-
tivo utilizado para a matriz de concreto. A banda de localização, que é descrita por
este modelo, apresenta um abrandamento exponencial, com a abertura da fissura e
relaxamento das tensões a partir da carga de pico (23,5 kN), enquanto a resposta
durante a fase comprimida permanece no regime elástico, mesmo sob altos níveis de
tensão.

Figura 4.5: Respostas numéricas para a localização dos deslocamentos na barra no
momento do deslocamento máximo imposto de tração.
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4.3 Representação dos elementos de aço

Figura 4.6: Curva que descreve o modelo constitutivo para a matriz de concreto
(deslocamento imposto x reações de apoio): (a) respostas do modelo constitutivo
para compressão e tração do concreto; (b) destaque para a resposta do concreto
quando submetido à tração uniforme.

4.3 Representação dos elementos de aço

Procura-se utilizar uma porcentagem de fibras de aço na composição do concreto
para auxiliar na capacidade de resistir aos esforços de tração na matriz cimentícia,
obtendo o CRFA. O comportamento do composto concreto-aço depende veemente-
mente das características de cada material e do tipo de interação entre eles.

Nesta pesquisa, serão utilizados elementos de treliça de dois nós para representar
as fibras de aço nas simulações numéricas (Figura 4.7), descritos por um modelo
constitutivo elastoplástico unidimensional.

4.3.1 Elemento finito de treliça de dois nós - Caso 2D

A formulação aqui apresentada é detalhada de forma integral por diferentes autores
(Fish e Belytschko, 2007; Bucalem e Bathe, 2011; Bathe, 2014). Aqui apresenta-se
de forma sucinta os aspectos principais para a formulação de um elemento finito de
treliça de dois nós.
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4.3 Representação dos elementos de aço

4.3.1.1 Definições básicas

Um elemento finito linear de dois nós, com área de seção transversal da barra de
aço, Af , e módulo de elasticidade, Ef , é mostrado na Figura 4.7, para o caso 2D.

Figura 4.7: Elemento finito de dois nós com eixos locais e os vetores de forças
internas.

Segundo Fish e Belytschko (2007), as funções de forma para um elemento de dois
nós, hei (x), e a matriz que relaciona deformações e deslocamentos, Be

i (x), são dadas
por:

he (x) =
[
he1 (x) he2 (x)

]
=
[

x−xe
2

xe
1−xe

2

x−xe
1

xe
2−xe

1

]
= 1
le

[
(xe2 − x) (x− xe1)

]
(4.18)

Be (x) = d

dx
he (x) =

[
− 1
le

1
le

]
= 1
le

[
−1 1

]
(4.19)

O vetor de deslocamentos nodais local definido por dex =
[
de1x de2x

]
, armazena

as componentes de deslocamentos axiais locais e pode ser calculada através dos
deslocamentos nodais globais, De =

[
De

1X De
1Y De

2X De
2Y

]
, por:

dex = T eDe (4.20)

onde T e, é a matriz de transformação, responsável por transformar deslocamentos
e forças globais, em locais, quando estes não se confundem. Uma definição mais
detalhada para a matriz T e pode ser encontrada em Bucalem e Bathe (2011).

Dessa forma, é possível obter os deslocamentos e deformações axiais em qualquer
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4.3 Representação dos elementos de aço

ponto do elemento finito por meio da Equação 4.21 e da Equação 4.22.

uex = he (x)dex (4.21)

εex = Be (x)dex (4.22)

4.3.1.2 Vetor de forças internas e matriz de rigidez para um elemento de
treliça

Partindo do princípio dos trabalhos virtuais, define-se o trabalho virtual interno
para uma barra de treliça como:

δW e
int =

ˆ

Ωe

δεeTx σ
e
xdΩ

e = Af leBeTσexδd
eT
x (4.23)

na qual, δεeTx = BeδdeTx é um campo de de deformação virtual devido a um campo
arbitrário de deslocamento virtual. Dessa forma, o vetor de forças internas lo-
cal e global para um elemento de treliça pode se expressado respectivamente pela
Equação 4.24 e pela Equação 4.25.

f eint = Af leBeTσex (4.24)

F e
int = T eTf eint (4.25)

A matriz de rigidez local para uma barra de treliça é então definida pela Equação 4.26
a seguir:

ke =
xe

2ˆ

xe
1

BeTAfEf
tgB

edx = AfEf
tg

le

 1 −1
−1 1

 (4.26)

onde Ef
tg é o módulo de elasticidade tangente que representa o comportamento não

linear das fibras de aço.

Dessa forma, a matriz de rigidez definida em termos dos eixos globais do sistema é
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dada pela Equação 4.27.

Ke = T eTkeT e (4.27)

4.3.2 Modelo constitutivo elastoplástico unidimensional

4.3.2.1 Definições básicas

Neste trabalho, o comportamento axial das fibras de aço é descrito por um mo-
delo constitutivo elastoplástico unidimensional. Uma explicação detalhada da teoria
clássica da elastoplasticidade pode ser encontrada em Simó e Hughes (1998) ou em
Souza Neto et al. (2008). Um resumo específico para essa formulação é apresentada
a seguir:

σ̇f = Ef
(
ε̇f − ε̇fp

)
= Ef ε̇fe (4.28)

ε̇fp = λ̇fm̄ (lei do escoamento plástico) (4.29)

onde Ef é a matriz constitutiva elástica linear das fibras de aço e εf é o tensor de
deformações totais das fibras, na qual εfp é a parte plástica (permanente) e εfe é a
parte elástica (reversível).

Analisando a Equação 4.29, m̄ fornece a direção do escoamento plástico de acordo
com a Equação 4.34, e λ̇f é um multiplicador plástico, o qual define a magnitude da
deformação.

Neste trabalho os elementos de aço são discretizados em elementos finitos de treliça,
conforme descrito na Subseção 4.3.1. Dessa forma, pode-se considerar esforços ape-
nas na direção axial das barras, permitindo que se trabalhe com valores escalares ao
invés de tensores. Assim, a matriz constitutiva elástica linear, Ef , passa a se apre-
sentar nas formulações apenas como o módulo de elasticidade axial dos elementos
de aço, Ef , e as tensões e deformações passam a ser trabalhadas apenas com valores
escalares, σf e εf .
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4.3.2.2 Critério de falha

Há um limite no qual o aço passa do regime elástico para o regime plástico, definido
neste trabalho pelas seguintes equações:

Eσ =
{
σf | φ

(
σf , qf

)
< 0

}
(domı́nio elástico) , (4.30)

φ
(
σf , qf

)
=
∣∣∣σf ∣∣∣− (σfy + qf

)
≤ 0 (função de fluência) , (4.31)

q̇f = −Hf α̇f (lei de amolecimento) (4.32)

α̇f = λ̇f s̄ (lei de evolução da variável interna de deformações) (4.33)

Nas expressões acima, σfy é o campo de tensões de fluência, qf é a variável interna de
abrandamento/endurecimento, αf é a deformação plástica equivalente e Hf é o mó-
dulo de abrandamento/endurecimento, o qual define o comportamento elastoplástico
do material de acordo com o seu sinal, conforme mostrado na Figura 4.8.

Considerando um caso particular de plasticidade associativa, onde φ̄ = φ, define-se
m̄ e s̄ pelas seguintes relações:

m̄ = ∂φ̄

∂σf
= ∂φ

∂σf
= sinal (σ)

+1 se σ > 0

−1 se σ < 0
(4.34)

s̄ = ∂φ̄

∂qf
= 1 (4.35)

Assim, as taxas de variação da parcela de deformação plástica, ε̇fp , e da deformação
plástica equivalente, são definidas por:

ε̇fp = λ̇sinal (σ) (4.36)
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Figura 4.8: Curva típica tensão-deformação para o modelo constitutivo elastoplás-
tico unidimensional (adaptado de Bitencourt Jr. (2015)).

α̇ = λ̇ (4.37)

As condições de carga e descarga são definidas pelas condições de Kuhn-Tucker,
segundo relações expressadas na Equação 4.38:

φ
(
σf , qf

)
≤ 0, λ̇ ≥ 0, λ̇φ

(
σf , qf

)
= 0 (4.38)

4.3.2.3 Matriz constitutiva tangente

Rescrevendo a Equação 4.28 em termos do módulo de elasticidade tangente, Ef
tg,

tem-se:

σ̇f = Ef
tgε̇

f (4.39)

onde o módulo de elasticidade tangente, Ef
tg, depende se as fibras de aço estão sub-

metidas às condições de carregamento ou descarregamento, fornecendo as seguintes
equações para cada caso:

Ef
tg = Ef (elástico/descarregamento) (4.40)
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Ef
tg = EfHf

Ef +Hf
(carregamento) (4.41)
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5 Descrição da interação
fibra/matriz

Uma vez definidos os modelos constitutivos e a malha de elementos finitos que defi-
nem o problema para elementos de concreto reforçado com fibras de aço, é necessário
descrever a interação entre as fibras de aço e a matriz de concreto. Para isso, utiliza-
se os elementos finitos de acoplamento (EFA) desenvolvidos por Bitencourt Jr. (2015)
e Bitencourt Jr. et al. (2015).

5.1 Elemento finito de acoplamento

Neste trabalho, a técnica proposta por Bitencourt Jr. (2015) e Bitencourt Jr. et al.
(2015), é aplicada para acoplar as malhas não conformes da matriz de concreto e de
uma nuvem de fibras de aço.

Parte-se de um elemento finito inicial com domínio Ωe, que possui um número de
nós igual a nn, e funções de forma h̄i (X)(i = 1, nn), as quais são definidas pelos
pontos materiais Xe∈ Ωe, onde os deslocamentos, Ū , em qualquer ponto do do-
mínio do elemento podem ser aproximados em termos dos deslocamentos nodais,
Di (i = 1, nn), de acordo com a Equação 5.1.

Ū (X) =
nn

Σ
i=1
h̄i (X)Di (5.1)

Conforme definido por Bitencourt Jr. (2015), o EFA é um elemento finito que pos-
sui todos os nós contemplados pela Equação 5.1, e ainda possui um nó adicional,
chamado nó de acoplamento (Cn), situado no ponto material Xc ∈Ωe, que pode
estar contido dentro do elemento ou nas arestas do mesmo, conforme ilustrado na
Figura 5.1 para um elemento triangular de três nós. Na Figura 5.1 (a), o nó adi-
cional é o nó do elemento de barra representativo da fibra de aço, que pertence ao
respectivo domínio Ωe do elemento triangular da matriz de concreto.
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5.1 Elemento finito de acoplamento

Figura 5.1: Representação do acoplamento entre a matriz de concreto e as fibras
de aço: (a) representação de um elemento finito de três nós (matriz de concreto)
com os possíveis nós de acoplamento; (b) sobreposição das fibras de aço sobre o
elemento triangular; (c) elemento finito triangular (matriz de concreto) sobreposto
por três elementos finitos de acoplamento, cada qual contendo os nós 1, 2 e 3, mais
um nó adicional, sendo estes os nós 4, 5 e 6 os nós adicionais para cada elemento
finito de acoplamento.

Dessa forma, a interação entre os materiais acoplados é relacionada através dos
deslocamentos relativos, JUK, definido como a diferença entre o deslocamento do
nó Cn e o deslocamento do ponto material Xc, e pode ser determinado através das
funções de forma do elemento inicial da matriz de concreto, h̄i (Xc)(i = 1, nn), de
acordo com as seguintes equações:

JUK = Dnn+1 − Ū (Xc) = Dnn+1−
nn

Σ
i=1

h̄i (Xc)Di = BeDe (5.2)

Be =
[
−h̄1 (Xc) −h̄2 (Xc) ... −h̄nn (Xc) I

]
(5.3)

70



5.1 Elemento finito de acoplamento

DT
e =

{
D1 D2 ... Dnn+1

}
(5.4)

onde I é a matriz identidade de 2ª ordem para problemas 2D, e De é o tensor que
armazena as componentes de deslocamento do EFA.

Então, utilizando a mesma aproximação para os deslocamentos virtuais relativos, o
vetor de forças internas e a matriz de rigidez tangente dos EFA, podem ser expres-
sados de acordo com a Equação 5.5 e com a Equação 5.6.

F int
e = BT

e F (JUK) (5.5)

Kea = ∂F int
e

∂De

= BT
eCtgBe (5.6)

onde Ctg = ∂F (JUK)/∂ JUK é o operador tangente da relação constitutiva entre as
forças de reação e os deslocamentos relativos, nos quais neste trabalho são definidos
baseados em um modelo de bond-slip, descrito por um modelo de dano contínuo
para representar a perda de aderência entre a matriz de concreto e as fibras de aço.

Para representar corretamente a interação entre as fibras de aço e o concreto, é
necessário utilizar um modelo de acoplamento adequado, considerando a devida
perda da aderência, de acordo com as características de cada material. A seguir são
descritos os modelos para representação de aderência perfeita e perda de aderência
entre concreto e reforços.

5.1.1 Acoplamento rígido (aderência perfeita)

É possível representar um acoplamento rígido, que equivale a uma aderência perfeita
entre a matriz de concreto e os elementos de aço, utilizando um modelo elástico
linear, com uma matriz de constantes elásticas, C, usada para descrever a relação
entre as forças de reação e os deslocamentos relativos, JUK. Dessa forma, é possível
reescrever as equações Equação 5.5 e Equação 5.6 da seguinte forma:

F int
e = BT

eCBeDe, (5.7)
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5.1 Elemento finito de acoplamento

Kea = BT
eCBe. (5.8)

Assim, assumindo uma matriz de constantes elásticas com valores elevados para a
rigidez elástica, C̃, garante-se que os deslocamentos relativos, JUK, devem tender a
zero, devido às condições de equilíbrio que tornam limitadas as forças de interação
entre o aço e o concreto. A matriz de constantes elásticas para os modelos 2D pode
ser definida conforme a Equação 5.9.

C =
 C̃ 0

0 C̃

 (5.9)

5.1.2 Acoplamento não-rígido (aderência parcial)

A formulação utilizada na definição do acoplamento rígido é estendida para consi-
derar um acoplamento não-rígido entre as malhas não conformes das fibras de aço
e da matriz de concreto, permitindo dessa forma deslocamentos relativos entre os
domínios durante o processo de carregamento.

Então, um acoplamento não-rígido pode ser considerado assumindo diferentes va-
lores para as constantes elásticas, de acordo com o sistema de coordenadas local,
(v, w), demonstrado na Figura 5.2. Dessa forma, obtém-se uma matriz de constan-
tes elásticas definida por:

C =
 Cv 0

0 Cw

 =
 Cv 0

0 C̃

 Cv � C̃ (5.10)

Como pode ser visualizado na Figura 5.2, o eixo axial da barra é representado pela
coordenada local v, onde é aplicado um acoplamento não-rígido, representado por
Cv � C̃. Então, os deslocamentos relativos e as forças de reação correspondentes
podem ser expressados respectivamente por:

JuK = R JUK (5.11)

f = RF (5.12)
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5.1 Elemento finito de acoplamento

ondeR é a matriz de rotação ortogonal entre os sistemas de referência global e local.

5.1.2.1 Modelo de bond-slip (perda de aderência)

Existem diversos modelos capazes descrever o comportamento de perda de aderência
apresentado entre a matriz de concreto e as fibras de aço. De uma forma geral, a
maioria desses modelos são descritos pela relação entre a tensão local (cisalhante), τ ,
e o deslocamento relativo na interface, s. O EFA introduz no problema uma força de

Figura 5.2: Comprimento de influência para um nó de acoplamento em um ele-
mento de aço (adaptado de Bitencourt Jr. (2015)).

interação entre a matriz de concreto e os elementos de aço, com ponto de aplicação
no nó de acoplamento. Assumindo que as tensões de cisalhamento são constantes
no comprimento de influência referido ao nó de acoplamento, e que o tamanho desse
comprimento que contribui para a força resultante em um nó específico corresponde
à média das distâncias entre o nó j e os nós adjacentes da barra, i e k, conforme a
Figura 5.2. A força de interação pode ser expressada por:

fvj = τ (JuvjK)PLj (5.13)

onde Lj = (Lij + Ljk) /2 é o comprimento de influência e P é o perímetro da se-
ção transversal da fibra, desde que os esforços cisalhantes calculados por meio da
Equação 5.13 contribuam apenas para a componente da força da direção v. A outra
componente transversal apresentada na direção v pode ser expressada pela seguinte
equação:

fwj = C̃ JuwjKPLj (5.14)
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5.1 Elemento finito de acoplamento

assumindo um valor elevado para a constante elástica, C̃, entre 106 e 109 (MPa/mm),
conforme sugerido por Bitencourt Jr. (2015).

5.1.3 Modelo contínuo de dano para descrever a lei de aderência

Para descrever a lei de aderência parcial por uma relação constitutiva entre as tensões
de cisalhamento no entorno do elemento de aço e os deslocamentos relativos entre o
concreto e as fibras, pode ser utilizado um modelo contínuo de dano, descrito pelas
seguintes equações:

τ = (1− d) τ̄ (relação constitutiva) (5.15)

τ̄ = ka JuvK (tensão de cisalhamento efetiva) (5.16)

φ̄ = ‖τ̄‖ − r ≤ 0 (critério de dano) (5.17)

r = max |τ̄ | (lei de evolução da variável interna de deformação) (5.18)

d (r) = 1− q (r)
r

(evolução da tvariável de dano) (5.19)

onde ka é a constante de rigidez elástica, d∈ [0, 1] é a variável escalar de dano e
r é a variável interna de deformação. A função q (r) representa a lei de endureci-
mento/abrandamento do modelo constitutivo, e pode ser ajustada para qualquer lei
de aderência que seja apropriada, τ (s), assumindo que q (r) = τ (r/ka).

Para obtenção dos parâmetros de entrada da lei de aderência, τ(s), utilizada para
representar a interface fibra/matriz no EFA, aproveita-se de alguns resultados de
ensaios de arrancamento experimentais apresentados na literatura.

Utiliza-se a curva simplificada, admitindo-se τb2 = τbf e s2 = s3 = s4, de forma a
se obter a lei de aderência apresentada na Equação 5.20 e ilustrada na Figura 5.3,
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5.1 Elemento finito de acoplamento

a qual foi baseada nos estudos de Cunha (2010).

τ(s) =


τmax

(
s
s1

)αa

para s ≤ s1

τmax −
(τmax−τbf)(s−s1)

s2−s1
para s1 ≤ s ≤ s2

τbf para s > s2

(5.20)

Figura 5.3: Modelo de aderência adotado para a interface fibra/matriz (adaptado
de Bitencourt Jr. (2015)).

A lei de aderência apresentada acima pode ser considerada equivalente à função de
endurecimento/amolecimento, q(r), em termos da variável interna de deformação,
r, e da constante elástica, Cv, podendo ser também representada por:

q(r) =


τmax

(
r/Cv

s1

)αa

para r/Cv ≤ s1

τmax −
(τmax−τbf)(r/Cv−s1)

s2−s1
para s1 ≤ r/Cv ≤ s2

τbf para r/Cv > s2

(5.21)

De acordo com o modelo CEB-FIP 90 (1993), os parâmetros αa, τmax (tensão máxima
de aderência entre o concreto e o aço), τbf (tensão mínima de aderência entre o
concreto e o aço, após a degradação da aderência e escoamento da fibra de aço),
s1(limite de deslizamento entre o concreto e a fibra em que a tensão de aderência
atinge τmax) e s2(limite de deslizamento entre o concreto e a fibra em que a tensão de
aderência atinge τbf ), que definem a lei de aderência na Figura 5.3, são parâmetros
dependentes da resistência do concreto, geometria da fibra, situação de confinamento
e aderência entre a fibra e o concreto.
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5.1 Elemento finito de acoplamento

5.1.4 Integração implícita-explícita do modelo contínuo de dano
para descrever o bond-slip

Na modelagem numérica, a integração do modelo contínuo de dano é realizada atra-
vés do método implícito-explícito (Impl-Ex) proposto inicialmente por Oliver et al.
(2006) e Oliver et al. (2008). Este método trata-se de uma combinação dos métodos
de integração implícitos e explícitos, explorando as vantagens de ambos. Os métodos
explícitos são mais estáveis, porém apresentam algoritmos de resolução mais caros
em relação aos métodos implícitos, que por sua vez, proporcionam resultados mais
precisos, apresentando por muitas vezes um alto grau de instabilidade numérica,
principalmente quando utilizados para tratar problemas mais complexos, de cunho
prático.

Assim, o Impl-Ex une as características principais dos métodos anteriores, calcu-
lando as tensões do passo atual de forma explícita, τ̃n+1, utilizando para isso uma
projeção linear explícita da variável interna, r̃n+1, do pseudo tempo atual, calcu-
lada em função dos valores implícitos dos passos anteriores, rn e rn−1. Uma grande
vantagem dessa metodologia é garantir a convergência em apenas dois passos de
iteração.

A Tabela 5.1 mostra um esquema do algoritmo de integração para o modelo consti-
tutivo utilizado para a lei de aderência.
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5.1 Elemento finito de acoplamento

Tabela 5.1: Esquema de integração Impl-Ex do modelo contínuo de dano.

Dados de entrada:
q
uvn+1

y
, rn,∆rn

(i) Calcular o tensor de tensões efetivo

τn+1 = Cv
q
uvn+1

y

(ii) Verificar as condições de carga e descarga

se ‖τn+1‖ − rn ≤ 0, então rn+1 = rn

senão rn+1 = ‖τn+1‖

(iii) Calcular o incremento da variável interna implicitamente

∆rn+1 = rn+1 − rn

(iv) Calcular a extrapolação linear da variável interna explicitamente

r̃n+1 = rn + ∆rn

∆tn ∆tn+1 = rn + ∆rn

∆tn+1 = tn+1 − tn; ∆tn = tn − tn−1

(v) Atualizar a variável escalar de dano explicitamente

d̃n+1(r̃n+1) = 1− q̃n+1(r̃n+1)
r̃n+1

(vi) Calcular a tensão de aderência explicitamente

τ̃n+1 = (1− d̃n+1)τ

Dados de saída: τ̃n+1, d̃n+1, rn+1,∆rn+1

Calcular o operador tangente algorítmico efetivo

C̃tg−eff
v n+1 = ∂τ̃n+1

∂Juvn+1K
= (1− d̃n+1)Cv

Assim, utiliza-se como dados de entrada no algoritmo, três variáveis principais: o
deslocamento relativo na direção axial da fibra no passo de pseudo tempo atual,
q
uv n+1

y
, o valor da variável interna, rn, e o incremento da variável interna, ∆rn,

referentes ao pseudo tempo anterior.

Inicialmente é calculado o tensor de tensões efetivo do pseudo tempo atual, τn+1,
e verificada as condições de carga e descarga para este valor. A partir do valor de
rn+1 adotado no item (ii), calcula-se implicitamente em (iii) o incremento da variável
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5.1 Elemento finito de acoplamento

interna, ∆rn+1, para ser utilizada no pseudo tempo tn+2. Dessa forma, calcula-se
de forma explícita a variável interna, r̃n+1, e a variável escalar de dano, d̃n+1(r̃n+1),
referentes ao pseudo tempo tn+1, de acordo com (iv) e (v). Assim, em (vi) calcula-se
o valor da tensão de aderência de forma explícita, τ̃n+1, para que a partir dela seja
determinado o operador tangente algorítmico efetivo, C̃tg−eff

v n+1 .

Na Figura 5.4 apresenta-se a aproximação da variável interna, r̃n+1, que pode ser
considerada como uma aproximação de primeira ordem para uma expansão de
Taylor da variável implícita, rn+1, com erro igual a O

(
∆t2n+1

)
, de acordo com a

Equação 5.22. É possível notar ainda que a variável interna, r, é uma função cres-
cente, o que a torna ideal para extrapolações de baixo erro, permitindo que a utili-
zação de aproximações lineares forneçam resultados satisfatórios, sem elevar muito
o custo computacional.

rn+1 = rn + ṙn∆tn+1 +O
(
∆t2n+1

)
= r̃n+1 +O

(
∆t2n+1

)
(5.22)

Figura 5.4: Extrapolação da variável interna r (adaptado de Oliver et al. (2008)).
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6 Análises numéricas

Para verificar a eficácia da metodologia descrita nos capítulos anteriores, são analisa-
dos computacionalmente seis ensaios experimentais já estudados por outros pesqui-
sadores. Dessa forma, busca-se comparar os resultados obtidos, com os resultados
experimentais já apresentados em outros trabalhos, promovendo quando conveni-
ente, comparações para diferentes malhas, passos de carga, ângulo máximo utilizado
para a construção do crack path, teores de fibras ou número de barras:

• No primeiro exemplo, é analisada uma viga submetida à flexão em três pontos
com entalhe em concreto simples e com falha em modo I, tendo os resultados
numéricos comparados com os obtidos experimentalmente por Peterson (1981).
Também é realizada uma análise da variação do ângulo máximo adotado para
a construção do crack path, demonstrando a influência da escolha correta do
ângulo para que não ocorra o travamento de tensões.

• Um painel em L em concreto simples e falha modo I é estudado no segundo
exemplo. Nesse exemplo é realizada uma análise do número de passos, bus-
cando determinar um número ideal de convergência para a curva de equilíbrio
do modelo Impl-Ex. As curvas de carregamento x deslocamento obtidas são
comparadas com os resultados experimentais de Winkler et al. (2001).

• Na sequência, é analisada uma viga submetida à flexão por três pontos com
entalhe (flexão em três pontos), em concreto simples e em CRFA, com falha
em modo I. Busca-se inicialmente realizar um estudo de malha para a viga
em concreto simples, para avaliar a influência do refinamento nos resultados.
Em seguida, é analisada a variação nos resultados para diferentes volumes de
fibras, buscando a comparação com os resultados experimentais apresentados
por Trindade et al. (2020).

• No quarto exemplo, é estudado um elemento prismático com entalhe subme-
tido à tração uniaxial uniforme, em concreto simples e em CRFA, com falha
em modo I. É realizado um estudo da variação da porcentagem de fibras na re-
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6.1 Exemplo 01: Viga com entalhe submetida à flexão em três pontos

gião da descontinuidade, comparando os resultados obtidos com os resultados
experimentais obtidos por Baez (2014).

• No quinto exemplo, é analisada uma viga submetida à flexão por três pon-
tos com entalhe, com carregamento excêntrico ao eixo do entalhe, provocando
uma falha em modo misto. Busca-se avaliar o comportamento estrutural do
elemento, tanto em concreto simples quanto em CRFA, comparando os resul-
tados obtidos com os resultados experimentais apresentados por Carpinteri e
Brighenti (2010).

• Por fim, são analisadas duas vigas levemente armadas com arame recozido,
uma com seção retangular e outra com seção T. É feita a variação da quanti-
dade de barras e os resultados são comparados com os resultados experimentais
apresentados por Melo (2011).

6.1 Exemplo 01: Viga com entalhe submetida à
flexão em três pontos

Neste primeiro exemplo é analisada uma viga em concreto simples com entalhe sub-
metida à flexão em três pontos, estudada inicialmente por Peterson (1981). As pro-
priedades geométricas, condições de contorno, a malha de elementos finitos e a posi-
ção inicial fornecida da descontinuidade (“semente”) estão descritas na Figura 6.1.

No modelo numérico foi utilizado um estado plano de tensões com uma espessura
fora do plano de 50 mm. Uma força P incremental foi aplicada no topo da viga
com 2.500 passos, após análise prévia de convergência para o esquema de integração
Impl-Ex.

80



6.1 Exemplo 01: Viga com entalhe submetida à flexão em três pontos

Figura 6.1: Configuração da viga com entalhe submetida à flexão em três pontos:
(a) malha de elementos finitos e condições de contorno; (b) destaque para a vi-
sualização da região do entalhe; (c) destaque para a visualização da posição da
semente utilizada para o início da descontinuidade.

O concreto é representado por elementos finitos triangulares de três nós, de deforma-
ção constante (CST - “Constant Strain Triangle”), com um refinamento da malha
apenas na região em que é esperada a propagação da descontinuidade, totalizando
4.554 elementos. As propriedades utilizadas para o concreto são as mesmas obtidas
experimentalmente por Peterson (1981), e estão descritas na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Propriedades mecânicas adotadas para a matriz de concreto no modelo
numérico da viga submetida à flexão por três pontos com entalhe.

Resistência à tração fmt 3,33 MPa
Módulo de elasticidade Em 30.000 MPa
Coeficiente de Poisson νm 0,2
Energia de fratura Gm

f 0,124 N/mm

Neste exemplo tem-se o objetivo de avaliar a importância da escolha do ângulo
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máximo (αMÁX) na construção da trajetória da descontinuidade, buscando evitar o
surgimento de tensões espúrias e o consequente travamento de tensões.

A Figura 6.2 ilustra a variação dos resultados pela mudança do ângulo máximo
permitido para a construção da trajetória da descontinuidade. A representação
gráfica das trajetórias e dos eventuais travamentos de tensões obtidos para cada
ângulo estão ilustradas na Figura 6.3.

O caminho percorrido pela descontinuidade foi diferente para cada ângulo máximo,
apresentando travamento de tensões para os ângulos de 60º, 70º e 80º. Para os ân-
gulos de 30º, 40º e 50º a viga não apresentou travamento de tensões, proporcionando
uma abertura suave da descontinuidade localizada .

Figura 6.2: Comparação dos resultados numéricos para diferentes ângulos máximos
de fratura (αMÁX).
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6.1 Exemplo 01: Viga com entalhe submetida à flexão em três pontos

Figura 6.3: Representação gráfica da descontinuidade e do eventual travamento de
tensões para cada ângulo máximo (αMÁX).

Na Figura 6.4 é possível visualizar a comparação dos resultados numéricos obtidos,
com os resultados experimentais apresentados por Peterson (1981), podendo se cons-
tatar que a resposta produzida para o ângulo máximo da descontinuidade de 30º
apresentou um resultado adequado.
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Figura 6.4: Comparação entre os resultados experimentais com a resposta obtida
para αMÁX = 30º.

6.2 Exemplo 02: Painel em L

Este segundo exemplo explora os painéis em formato L, testados experimentalmente
por Winkler et al. (2001), comparando seus resultados com os resultados numéricos
obtidos utilizando a ACDF.

A Figura 6.5 apresenta as propriedades geométricas, condições de contorno, a malha
de elementos finitos e a posição inicial fornecida da descontinuidade, aplicados no
modelo 2D do painel em L submetido a um estado plano de tensões, com uma
espessura fora do plano de 100 mm.
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6.2 Exemplo 02: Painel em L

Figura 6.5: Configuração do painel em L submetido a um carregamento vertical P.

Um total de 1.876 elementos finitos triangulares (CST ) foram utilizados na malha
apresentada na Figura 6.5, representativa do concreto. Na Tabela 6.2 encontram-
se os parâmetros adotados para o modelo de dano utilizado dentro da banda de
localização da descontinuidade.

Tabela 6.2: Propriedades mecânicas adotadas para o concreto utilizado no modelo
numérico para o painel L.

Resistência à tração fmt 2,65 MPa
Módulo de elasticidade Em 20.000 MPa
Coeficiente de Poisson νm 0,18
Energia de fratura Gm

f 0,13 N/mm

Na Figura 6.6 são apresentados os resultados para 250, 500, 1.000, 2.500 e 5.000
passos de carga, escolhidos para avaliar a convergência do esquema de integração
Impl-Ex utilizado no modelo de dano do concreto. Espera-se que quanto maior a
quantidade de passos de carga, mais precisa deve ser a convergência para a resposta
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6.2 Exemplo 02: Painel em L

do problema. Dessa forma, é possível notar que o melhor resultado foi obtido com um
total de 5.000 passos, porém, com 2.500 passos já foi possível obter uma convergência
satisfatória da resposta, reduzindo o custo computacional em relação ao modelo de
5.000 passos.

Figura 6.6: Curvas de Deslocamento vertical x Força - P para diferentes passos de
carga.

É possível perceber que a solução obtida para um total de 2.500 passos convergiu
para um resultado adequado, quando comparada com os resultados experimentais
apresentados por Winkler et al. (2001), ilustrados na Figura 6.7.

Na Figura 6.8 (a) pode-se comparar a direção da descontinuidade obtida com a
direção média apresentada no experimentos de Winkler et al. (2001).
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6.2 Exemplo 02: Painel em L

Figura 6.7: Comparação entre os resultados experimentais e numéricos apresenta-
dos por outros pesquisadores com a resposta obtida para 2.500 passos de carga.

Figura 6.8: Propagação da descontinuidade: Painel em L (a) representação do
caminho da descontinuidade, comparando com o caminho obtido por Winkler
et al. (2001). (b) representação da abertura da descontinuidade deformada.
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6.3 Exemplo 03: Ensaio de flexão em três pontos com entalhe

6.3 Exemplo 03: Ensaio de flexão em três pontos
com entalhe

O ensaio de flexão por três pontos com entalhe (conforme EN 14657) ilustrado
na Figura 6.9 foi simulado numericamente a fim de se investigar a capacidade da
abordagem numérica utilizada, e obter respostas para o concreto simples e CRFA.
As propriedades mecânicas adotadas nos modelos para a matriz de concreto e para
as fibras de aço estão descritas respectivamente, pela Tabela 6.3 e Tabela 6.4.

Figura 6.9: Configuração do ensaio EN submetido a um carregamento vertical P.

Tabela 6.3: Propriedades mecânicas utilizadas para o concreto no modelo numérico
do ensaio EN.

Resistência à tração fmt 2,35 MPa
Módulo de elasticidade Em 35.000 MPa
Coeficiente de Poisson νm 0,2
Energia de fratura Gm

f 0,15 N/mm

As fibras foram descritas por elementos finitos de treliça de dois nós, onde cada fibra
foi representada por 6 elementos. O acoplamento entre as malhas independentes
da matriz de concreto e das fibras de aço foram realizadas por meio de elementos
finitos de acoplamento (EFA) de 4 nós, utilizando um acoplamento não rígido. Para
este exemplo foram adotados os mesmos parâmetros de aderência utilizados nos
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6.3 Exemplo 03: Ensaio de flexão em três pontos com entalhe

Tabela 6.4: Propriedades mecânicas adotadas para as fibras de aço no modelo nu-
mérico do ensaio EN.

Comprimento das fibras lf 60 mm
Diâmetro das fibras df 0,75 mm
Módulo de elasticidade Ef 210.000 MPa
Resistência à tração σf 1.225 MPa

modelos numéricos produzidos por Trindade et al. (2020): τmax = 8, 5MPa ou
τmax = 12, 5MPa, τf = 4, 5MPa, α = 0, 4, s1 = 0, 01mm, s2 = 6, 5mm, k =
103MPa/mm, e Cs = 106MPa/mm.

A Figura 6.10 ilustra as malhas de elementos finitos para os três volumes de fi-
bras estudados na análise das vigas em CRFA, com a descrição da quantidade de
elementos apresentada na Tabela 6.5.

Figura 6.10: Malhas de elementos finitos para os três volumes de fibras estudados.
a)Vf = 15kg/m3, b)Vf = 30kg/m3 e c)Vf = 45kg/m3.

Primeiramente foi realizada uma análise comparativa para os resultados de três
refinamentos de malha distintos, conforme ilustrado na Figura 6.11. As quantidades
de elementos triangulares utilizados para o refinamento de cada malha estão descritas
na Tabela 6.6.
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6.3 Exemplo 03: Ensaio de flexão em três pontos com entalhe

Tabela 6.5: Características das malhas de elementos finitos para os três volumes
de fibras estudados.

Volume de
fibras Vf

Elementos de
treliça de
dois nós

Elementos
triangulares
de três nós

Elementos
triangulares

de
acoplamento
de quatro nós

(EFA)

Número total
de elementos

15 kg/m3 948 2.223 1.105 4.276
30 kg/m3 2.016 2.223 2.351 6.590
45 kg/m3 3.114 2.223 3.627 8.964

Figura 6.11: Configuração para as três malhas de elementos finitos, com a repre-
sentação da descontinuidade provocada pela carga P: a) malha fina, b) malha
média e c) malha grossa.
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6.3 Exemplo 03: Ensaio de flexão em três pontos com entalhe

Tabela 6.6: Características das três malhas apresentadas na Figura 6.11.

Malha Número de elementos
finitos triangulares de
três nós

Malha 1 - fina 6.659 elementos
Malha 2 - média 2.223 elementos
Malha 3 - grossa 1.031 elementos

Analisando a Figura 6.12, comparativa das respostas para as três malhas de ele-
mentos finitos, pode-se perceber que as três malhas apresentaram resultados muito
parecidos, com um pouco de instabilidade no final do trecho não linear da curva
representativa da malha mais refinada (malha 1) e um pouco de instabilidade pró-
ximo a carga de pico da malha grossa (malha 3). Dessa forma, para os modelos
subsequentes optou-se por trabalhar com a malha 2, que apresenta um refinamento
médio.

Tanto os modelos analisados em concreto simples, quanto os modelos em CRFA
tiveram aplicação da carga dividida em 5.000 passos.

Figura 6.12: Comparação de resultados (CMOD x Força - P) para as três malhas
ilustradas na Figura 6.11.
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6.3 Exemplo 03: Ensaio de flexão em três pontos com entalhe

Os resultados obtidos com a utilização da ACDF são comparados com os resultados
experimentais obtidos por Trindade et al. (2020), e estão descritos nas Figura 6.13,
Figura 6.14 e Figura 6.15.

Figura 6.13: Comparação de resultados (CMOD x Força - P) - Vf = 15kg/m3.
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Figura 6.14: Comparação de resultados (CMOD x Força - P) - Vf = 30kg/m3.
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Figura 6.15: Comparação de resultados (CMOD x Força - P) - Vf = 45kg/m3.
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08

Figura 6.16: Comparação de resultados (CMOD x Força - P) - ACDF.

Os modelos numéricos analisados com a utilização da ACDF apresentaram bons
resultados, quando comparados com os resultados experimentais apresentados por
Trindade et al. (2020). As curvas obtidas para os volumes de fibras de 15 kg/m3 e
30 kg/m3 ficaram dentro dos limites dos resultados experimentais, com a utilização
da tensão de aderência máxima, τmax = 8, 5MPa. Já para a resposta referente ao
volume de fibras de 45 kg/m3, a utilização de τmax = 8, 5MPa proporcionou uma
resposta que subestimou o resultado, quando comparada com a variação obtida nos
resultados experimentais. Dessa forma, para o volume de fibras de 45 kg/m3, foi
utilizada uma nova tensão máxima de aderência de τmax = 12, 5MPa, com o objetivo
de buscar uma resposta que represente melhor o que foi obtido nos experimentos,
conforme pode ser verificado na Figura 6.15.

Na Figura 6.16, comparativa entre os modelos produzidos apenas com a utilização
da ACDF, é possível notar que as respostas estão condizentes com o esperado, uma
vez que, com o acréscimo do volume de fibras, ocorre o aumento da capacidade de
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6.4 Exemplo 04: Ensaio de tração direta com entalhes

carga da viga em análise para o ensaio de flexão por três pontos com entalhe (EN),
tanto com o aumento da carga de pico, quando com o aumento da capacidade de
carga pós-pico.

Por fim, na Figura 6.17 é possível ver as fibras tensionadas para os três volumes
estudados nos itens a), b) e c), e as respectivas representações das descontinuidades
nos itens d), e) e f).

Figura 6.17: Fibras tensionadas para os três volumes de fibras estudados; itens a),
b) e c). Representações das descontinuidades; itens d), e) e f).

6.4 Exemplo 04: Ensaio de tração direta com
entalhes

No quarto exemplo, são avaliados os efeitos de diferentes volumes de fibras em uma
representação numérica para o ensaio de tração direta com entalhes. A Figura 6.18
detalha o setup do modelo numérico, onde é possível observar as propriedades ge-
ométricas, a malha de elementos finitos, os pontos informados para o início da
descontinuidade e as condições de contorno do modelo adotado. Na Tabela 6.7
pode-se obter as propriedades da matriz de concreto e na Tabela 6.8 apresenta-se as
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6.4 Exemplo 04: Ensaio de tração direta com entalhes

propriedades das fibras de aço.

Figura 6.18: Configuração do ensaio de tração direta com entalhes.

Tabela 6.7: Propriedades mecânicas utilizadas para o concreto no modelo numérico
para o ensaio de tração direta.

Resistência à tração fmt 1,72 MPa
Módulo de elasticidade Em 18.101 MPa
Coeficiente de Poisson νm 0,23
Energia de fratura Gm

f 0,1 N/mm

Tabela 6.8: Propriedades mecânicas adotadas para as fibras de aço no modelo nu-
mérico para o ensaio de tração direta.

Comprimento das fibras lf 50 mm
Diâmetro das fibras df 1,05 mm
Módulo de elasticidade Ef 200.000 MPa
Resistência à tração σf 520 MPa

Na Figura 6.19 são ilustradas as malhas de elementos finitos para os três volumes de
fibras estudados na análise dos modelos em CRFA, com o detalhamento da quanti-
dade de elementos descrito na Tabela 6.9.

Neste exemplo o deslocamento imposto foi dividido em 5.000 passos. Cada fibra foi
representada por 5 elementos finitos de dois nós, com a interação entre as malhas
independentes da matriz de concreto e das fibras de aço realizada novamente por
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6.4 Exemplo 04: Ensaio de tração direta com entalhes

meio da utilização de elementos finitos de acoplamento (EFA) de 4 nós, aplicando um
acoplamento não rígido. Para este exemplo foram adotados os seguintes parâmetros
de aderência entre o concreto e as fibras: τmax = 6, 5MPa, τf = 1, 5MPa, α =
0, 4, s1 = 0, 01mm, s2 = 0, 01mm, s3 = 7, 0mm, k = 103MPa/mm, e Cs =
109MPa/mm.

Figura 6.19: Malhas de elementos finitos para os três volumes estudados. a)Vf =
0, 5%, b)Vf = 1, 0% e c)Vf = 1, 5%.

Tabela 6.9: Características das malhas de elementos finitos para os modelos nu-
méricos do ensaio de tração direta.

Volume de
fibras Vf

Elementos de
treliça de
dois nós

Elementos
triangulares
de três nós

Elementos
triangulares

de
acoplamento
de quatro nós

(EFA)

Número total
de elementos

0,5 % 1.495 4.032 1.794 7.321
1,0 % 3.090 4.032 3.708 10.830
1,5 % 4.490 4.032 5.388 13.910

A Figura 6.20, Figura 6.21 e Figura 6.22 mostram as comparações dos resultados
experimentais de Baez (2014), com os resultados obtidos com a utilização da ACDF
para os três volumes de fibras descritos na Figura 6.19.

Pode-se perceber que para o volume de 0,5% de fibras o modelo analisado com a
ACDF subestimou a carga de pico na resposta da curva (deslocamento imposto
x reações de apoio), quando comparada com os resultados experimentais. Porém,
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6.4 Exemplo 04: Ensaio de tração direta com entalhes

a curva apresentou características similares com o obtido experimentalmente, com
um formato do gráfico bem parecido e com uma resposta pós-pico bem próxima dos
experimentos, principalmente no trecho aonde praticamente apenas as fibras passam
a trabalhar (deslocamentos de 0,3mm a 2,5mm).

Para o volume de 1,0% de fibras a carga de pico ficou condizente com o obtido
nos resultados experimentais, enquanto a resposta pós-pico novamente apresentou
resultados coerentes com os resultados de Baez (2014), com um leve ganho na força
de aderência entre os pontos de deslocamento de 1,8mm a 2,5mm.

O modelo com 1,5% de volume de fibras analisado com a utilização da ACDF su-
perestimou um pouco os resultados experimentais, tanto no valor da carga de pico,
quanto em toda a resposta pós-pico. Porém, pode-se considerar que o resultado foi
adequado, mediante a variabilidade que a distribuição das fibras no modelo numérico
pode causar.

Figura 6.20: Comparação de resultados para o ensaio de tração direta (desloca-
mento imposto x reações de apoio) - Vf = 0, 5%.
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6.4 Exemplo 04: Ensaio de tração direta com entalhes

Figura 6.21: Comparação de resultados para o ensaio de tração direta (desloca-
mento imposto x reações de apoio) - Vf = 1, 0%.
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6.4 Exemplo 04: Ensaio de tração direta com entalhes

Figura 6.22: Comparação de resultados para o ensaio de tração direta (desloca-
mento imposto x reações de apoio) - Vf = 1, 5%.

Na Figura 6.23 é possível comparar os resultados obtidos com a utilização da ACDF
para o concreto simples e para os três volumes de fibras estudados, e pode-se consta-
tar que as respostas estão condizentes com o esperado. Com o acréscimo do volume
de fibras ocorre o aumento da capacidade de carga de pico da viga em análise, assim
como é possível notar que os modelos em CRFA apresentam uma capacidade de
absorver esforços consideravelmente maior quando comparados com o modelo em
concreto simples, que apresenta uma queda abrupta após atingir a carga de pico.

É possível visualizar as fibras tensionadas nos itens a), b) e c) da Figura 6.24, assim
como a localização das descontinuidades nos itens d), e) e f).
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6.4 Exemplo 04: Ensaio de tração direta com entalhes

Figura 6.23: Comparação de resultados para o ensaio de tração direta (desloca-
mento imposto x reações de apoio) - ACDF.
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6.5 Exemplo 05: Viga submetida à flexão por três pontos com entalhe excêntrico

Figura 6.24: Fibras tensionadas para os três volumes de fibras estudados; itens a),
b) e c). Representações das descontinuidades; itens d), e) e f).

6.5 Exemplo 05: Viga submetida à flexão por três
pontos com entalhe excêntrico

Uma viga submetida à flexão por três pontos, com entalhe excêntrico definindo a
posição de início da descontinuidade, é estudada no exemplo cinco. Foram avaliadas
as vigas em concreto simples e CRFA, com volumes de fibras de 0,25% e 0,50%.

As propriedades geométricas, a malha de elementos finitos, o ponto informado para
o início da descontinuidade e as condições de contorno podem ser visualizados na
Figura 6.25. As propriedades mecânicas adotadas para a matriz de concreto nos
exemplos estão definidas na Tabela 6.10, e na Tabela 6.11 encontram-se as proprie-
dades mecânicas adotadas para as fibras de aço.

Após análise prévia para a convergência do esquema de integração Impl-Ex, foi
aplicada uma carga P no topo da viga com um total de 10.000 passos para todos os
modelos numéricos estudados. As análises foram feitas utilizando um estado plano
de tensões, com uma espessura fora do plano de 50 mm.

103



6.5 Exemplo 05: Viga submetida à flexão por três pontos com entalhe excêntrico

Figura 6.25: Configuração para a viga submetida à flexão por três pontos com
entalhe excêntrico.

Tabela 6.10: Propriedades mecânicas utilizadas para o concreto nos modelos nu-
méricos para a flexão por três pontos com entalhe excêntrico.

Resistência à tração fmt 2,6 MPa
Módulo de elasticidade Em 31.300 MPa
Coeficiente de Poisson νm 0,2
Energia de fratura Gm

f 0,08 N/mm

Tabela 6.11: Propriedades mecânicas adotadas para as fibras de aço nos modelos
numéricos para a flexão por três pontos com entalhe excêntrico.

Comprimento das fibras lf 44 mm
Diâmetro das fibras df 0,979 mm
Módulo de elasticidade Ef 210.000 MPa
Resistência à tração σf 800 MPa

As malhas de elementos finitos utilizadas nos modelos em CRFA para os dois vo-
lumes de fibras analisados podem ser visualizadas na Figura 6.26. A separação e
a quantidade de elementos que compõem a malha de elementos finitos podem ser
vistos na Tabela 6.12.

Cada fibra foi representada por 8 elementos finitos de dois nós, com o acoplamento
entre as malhas independentes da matriz de concreto e das fibras de aço realizado por
meio da utilização de elementos finitos de acoplamento (EFA) de 4 nós, aplicando um
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6.5 Exemplo 05: Viga submetida à flexão por três pontos com entalhe excêntrico

acoplamento não rígido. Para este exemplo foram adotados os seguintes parâmetros
de aderência entre o concreto e as fibras: τmax = 6, 5MPa, τf = 1, 5MPa, α = 0, 4,
s1 = 0, 01mm, s2 = 4, 0mm, k = 103MPa/mm, e Cs = 109MPa/mm.

Figura 6.26: Malhas de elementos finitos na região da descontinuidade para os dois
volumes de fibras estudados: a)Vf = 0, 25%, b)Vf = 0, 50%.

Tabela 6.12: Características das malhas de elementos finitos para a flexão por três
pontos com entalhe excêntrico.

Volume de
fibras Vf

Elementos de
treliça de
dois nós

Elementos
triangulares
de três nós

Elementos
triangulares

de
acoplamento
de quatro nós

(EFA)

Número total
de elementos

0,25 % 380 3.589 434 4.403
0,50 % 872 3.589 981 5.442

Na Figura 6.27 é possível visualizar a comparação dos resultados experimentais de
Carpinteri e Brighenti (2010), com os resultados obtidos com a utilização da ACDF
para o modelo em concreto simples. Já nas figuras Figura 6.28 e Figura 6.29 é
possível ver a mesma comparação para os modelos em CRFA, para os volumes de
0,25% e 0,50%. A Figura 6.30 mostra o efeito da adição das fibras ao concreto
no comportamento pós-pico, comparando os modelos numéricos analisados com a
ACDF.
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6.5 Exemplo 05: Viga submetida à flexão por três pontos com entalhe excêntrico

Figura 6.27: Comparação de resultados para o modelo de flexão por três pontos
com entalhe excêntrico. (deslocamento x força ) - concreto simples.
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6.5 Exemplo 05: Viga submetida à flexão por três pontos com entalhe excêntrico

Figura 6.28: Comparação de resultados para o modelo de flexão por três pontos
com entalhe excêntrico. (deslocamento x força ) - Vf = 0, 25%.
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6.5 Exemplo 05: Viga submetida à flexão por três pontos com entalhe excêntrico

Figura 6.29: Comparação de resultados para o modelo de flexão por três pontos
com entalhe excêntrico. (deslocamento x força ) - Vf = 0, 50%.
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6.5 Exemplo 05: Viga submetida à flexão por três pontos com entalhe excêntrico

Figura 6.30: Comparação de resultados para o modelo de flexão por três pontos
com entalhe excêntrico. (deslocamento x força ) - ACDF.

Os resultados experimentais apresentam uma acomodação inicial da curva, que torna
difícil a análise e comparação completa com os resultados numéricos. Dessa forma,
para facilitar a visualização da comparação das soluções numéricas com os resul-
tados experimentais da região pós-pico, as curvas dos resultados numéricos foram
deslocadas, com os valores das cargas de pico colocados na mesma abscissa do grá-
fico.

Assim, analisando as respostas, é possível notar que os modelos numéricos apresen-
taram valores para as cargas de pico muito próximos aos valores obtidos experimen-
talmente por Carpinteri e Brighenti (2010), subestimando um pouco apenas para
o caso em concreto simples. Em relação às respostas pós-pico, todos os resultados
numéricos obtidos por meio da ACDF subestimaram a capacidade de carga, prin-
cipalmente para as vigas em CRFA, o que pode ser justificado pelo baixo volume
de fibras presente nas vigas, onde, dependendo da distribuição adotada, a resposta
pode ser muito influenciada pela quantidade de fibras que cruzam a descontinuidade.
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6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos

Na Figura 6.31 estão ilustradas as fibras trabalhando tensionadas nos itens a) e b),
assim como é possível visualizar o caminho percorrido pelas descontinuidades nos
itens c) e d), caracterizando fraturas em modo misto em ambos os casos.

Figura 6.31: Fibras tensionadas para os dois volumes de fibras estudados; itens a)
e b). Representações das descontinuidades; itens c) e d).

6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas
submetidas à flexão por três pontos

No exemplo 06 são estudadas duas vigas levemente armadas com arame recozido,
submetidas à flexão por três pontos. A Figura 6.32 apresenta a malha de elementos
finitos adotada nas análises das vigas de seção retangular, assim como as condições
de contorno, dimensões, posição adotada para o início da descontinuidade e as seções
com as posições das barras para as duas taxas de armaduras avaliadas (item a): VR
- 1 Ø 3,215mm e item b): VR - 2 Ø 3,215mm). A Figura 6.33 ilustra as mesmas
características para as vigas estudadas de seção T (item a): VT - 1 Ø 3,215mm e
item b): VT - 2 Ø 3,215mm).
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6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos

As quantidades e separações de elementos que compõem a malha dos modelos ana-
lisados estão descritas na Tabela 6.13.

Figura 6.32: Configuração para a viga levemente armada submetida à flexão por
três pontos - seção retangular: a) 1 Ø 3,215 mm. b) 2 Ø 3,215 mm.

Figura 6.33: Configuração para a viga levemente armada submetida à flexão por
três pontos - seção T: a) 1 Ø 3,215 mm. b) 2 Ø 3,215 mm.
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6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos

Tabela 6.13: Características das malhas de elementos finitos para os modelo nu-
méricos das vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos.

Seção de viga
e armação

Elementos de
treliça de
dois nós

Elementos
triangulares
de três nós

Elementos
triangulares

de
acoplamento
de quatro nós

(EFA)

Número total
de elementos

VR - 1 barra 135 3.424 136 3.695
VR - 2 barras 135 3.424 136 3.695
VT - 1 barra 135 3.436 136 3.707
VT - 2 barras 135 3.436 136 3.707

A Tabela 6.14 indica as propriedades mecânicas adotadas para a matriz de concreto
nos exemplos, enquanto a Tabela 6.15 apresenta as propriedades mecânicas adotadas
para as barras de arame recozido com nervura.

Uma carga P foi aplicada no topo das vigas com um total de 10.000 passos para
todos os modelos numéricos estudados. As análises foram feitas utilizando um estado
plano de tensões, com uma espessura fora do plano de 50 mm.

Tabela 6.14: Propriedades mecânicas utilizadas para o concreto nos modelos nu-
méricos para as vigas de seções retangular e T.

Resistência à tração fmt 4,4 MPa
Módulo de elasticidade Em 26.950 MPa
Coeficiente de Poisson νm 0,2
Energia de fratura Gm

f 0,13 N/mm

Tabela 6.15: Propriedades mecânicas adotadas para as barras de arame recozido
nos modelos numéricos para as vigas de seções retangular e T.

Diâmetro das barras db 3,215 mm
Módulo de elasticidade Eb 114.770 MPa
Resistência ao escoamento σb 346 MPa

As barras de arame recozido foram divididas em 135 elementos finitos de dois nós, e
diferente dos outros exemplos, o acoplamento das barras à matriz de concreto teve
de ser calibrado com os resultados experimentais do ensaio de pullout obtidos por
Melo (2011).
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6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos

As Figura 6.34 (a) e (b) mostram o setup para o modelo do ensaio de pullout utilizado
na calibração da curva de aderência, ilustrando as condições de contorno e a malha
de elementos finitos, composta por um total de 1.853 elementos, detalhados na
Tabela 6.16. Para a análise do modelo, a carga F foi dividida em um total de
1.000 passos de carga, sendo que na Figura 6.34 (c) é possível visualizar as tensões
normais nos elementos de concreto com o corpo de prova deformado, quando atingido
o último passo de carga.

Figura 6.34: Configuração do modelo de pullout utilizado para a calibração do
modelo de aderência: (a) representação física do modelo numérico utilizado para
o ensaio de pullout; (b) setup para o modelo de pullout utilizado na calibração
da curva de aderência; (c) tensões normais nos elementos de concreto (corpo
deformado).

Os elementos de concreto foram representados por um modelo de dano à tração,
enquanto o arame recozido foi representado por um modelo elastoplástico unidi-
mensional, assim como eram representadas as fibras de aço nos exemplos anteriores.
Porém, para os elementos finitos de acoplamento (EFA) de 4 nós foi utilizado um
acoplamento não rígido, com a curva segmentada em seis segmentos de reta. Para
este exemplo foram adotados os seguintes parâmetros de aderência entre o concreto
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6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos

Tabela 6.16: Características da malha de elementos finitos para o modelo utilizado
para o pullout.

Ensaio
Elementos de
treliça de
dois nós

Elementos
triangulares
de três nós

Elementos
triangulares

de
acoplamento
de quatro nós

(EFA)

Número total
de elementos

Pullout 20 1.812 21 1.853

e as barras: τb1 = 0, 90MPa, τb2 = 2, 40MPa, τb3 = 2, 80MPa, τb4 = 3, 16MPa,
τb5 = 3, 30MPa, s1 = 0, 02mm, s2 = 0, 09mm, s3 = 0, 15mm, s4 = 0, 24mm,
s3 = 0, 35mm, k = 103MPa/mm, e Cs = 106MPa/mm.

A Figura 6.35 mostra a curva de calibração em comparação com o resultado expe-
rimental obtido por Melo (2011). É possível perceber que há uma interrupção na
curva experimental por volta de 0,36 mm de deslizamento da barra, pois, durante
os ensaios o arame recozido rompeu antes de ocorrer a ruptura por aderência, ou
seja, sem a ocorrência do deslizamento total do arame.
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6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos

Figura 6.35: Curva de calibração para o modelo de aderência (deslizamento x ten-
são de aderência).

As comparações dos resultados obtidos com a aplicação da ACDF para as vigas
se seções R e T, para 1 e 2 barras, estão detalhados nas Figura 6.36, Figura 6.37,
Figura 6.38 e Figura 6.39. De maneira geral, os resultados obtidos com a utiliza-
ção da ACDF mostraram proximidade com os obtidos experimentalmente por Melo
(2011), subestimando levemente a carga de pico obtida nas respostas em compara-
ção, enquanto as respostas pós-pico ficaram bem próximas do resultados experimen-
tais.

Na Figura 6.40 é possível ver o efeito da adição de uma barra no comportamento
pós-pico, tanto para a viga de seção retangular quando para a viga de seção T.
E também é possível notar o aumento da rigidez pré-pico, da carga de pico e dos
níveis de tensão pós-pico atingidos pela seção T, quando comparada com a seção
retangular.

115



6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos

Figura 6.36: Comparação de resultados para o modelo da viga levemente armada
submetida à flexão por três pontos. (deslocamento vertical x força) - VR - 1 barra.
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Figura 6.37: Comparação de resultados para o modelo da viga levemente armada
submetida à flexão por três pontos. (deslocamento vertical x força) - VR - 2
barras.

117



6.6 Exemplo 06: Vigas levemente armadas submetidas à flexão por três pontos

Figura 6.38: Comparação de resultados para o modelo da viga levemente armada
submetida à flexão por três pontos. (deslocamento vertical x força) - VT - 1 barra.
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Figura 6.39: Comparação de resultados para o modelo da viga levemente armada
submetida à flexão por três pontos. (deslocamento vertical x força) - VT - 2
barras.
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Figura 6.40: Comparação de resultados para o modelo da viga levemente armada
submetida à flexão por três pontos. (deslocamento vertical x força) - ACDF.

Na Figura 6.41 estão ilustrados os caminhos percorridos pelas descontinuidades para
as seções retangulares e T.

Figura 6.41: Representação das descontinuidades para as vigas de seção retangular
(a) e seção T (b).
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7 Conclusões e sugestões para
trabalhos futuros

7.1 Conclusões

O presente trabalho buscou contribuir principalmente com o desenvolvimento de mo-
delos numéricos bidimensionais, capazes de representar de forma eficaz os mecanis-
mos de falha em estruturas de CRFA submetidas a carregamentos que proporcionam
um trabalho fora do regime elástico. Para isso, foi proposta uma nova maneira para
representar a propagação de fissuras em elementos de CRFA, utilizando a técnica
de aproximação contínua de descontinuidades fortes, com a representação explícita
das fibras de aço.

A principal vantagem dessa metodologia utilizada para a representação de fissuras
em estruturas de CRFA consiste na utilização de um modelo contínuo para a repre-
sentação de descontinuidades no campo de deslocamentos (descontinuidades fortes),
utilizando para isso a técnica de descontinuidades incorporadas dentro do domínio
do elemento, com a aplicação de um modelo de dano à tração de simples implemen-
tação, para representar a degradação dentro da banda de localização do elemento
finito. Além disso, com a representação explícita das fibras de aço, é possível con-
siderar alguns dos principais fatores que compõem o CRFA, como a distribuição
aleatória das fibras, a interação entre as fibras e o concreto, e as propriedades me-
cânicas do concreto e do aço, que são caracterizadas de forma separada dentro do
modelo numérico.

Para representar o caminho da descontinuidade em modelos com descontinuidade
incorporada, é necessário um algoritmo de propagação adequado. Neste trabalho
optou-se pela utilização de um algoritmo de propagação local de fissuras, com a
proposição de um ajuste adicional no algoritmo de propagação, limitando a variação
máxima do ângulo entre os segmentos de reta subsequentes que descrevem a fissura
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no domínio dos elementos finitos, buscando reduzir o surgimento de travamento de
tensões.

No primeiro exemplo estudado, pôde-se verificar a importância do ajuste do ângulo
da descontinuidade para evitar o travamento de tensões. Ao permitir desvios mai-
ores, de 60º, 70º e 80º entre os segmentos da descontinuidade, ocorreram grandes
tendências de desvio na trajetória, provocando o surgimento de tensões espúrias.
Enquanto para ângulos máximos da descontinuidade abaixo de 50º, as propagações
ocorreram sem que surgisse o fenômeno de travamento de tensões.

No Painel em L, estudado no segundo exemplo, foi apresentado um estudo para
avaliar a convergência do esquema de integração Impl-Ex, utilizado no modelo de
dano da banda de localização presente no domínio de cada elemento interceptado
pela descontinuidade. Dessa forma, constatou-se que quanto maior o número de
passos de carga, mais precisa é a convergência para a resposta do problema numé-
rico, conforme sugere o esquema de integração Impl-Ex. Ainda é possível constatar,
que tanto o modelo numérico do primeiro exemplo, quanto o modelo do segundo
exemplo, foram capazes de representar de forma adequada a resposta do elemento
estrutural em concreto simples, quando comparados com as respostas dos experi-
mentos realizados por outros pesquisadores.

O ensaio de flexão por três pontos, estudado no exemplo três, foi utilizado primei-
ramente em concreto simples, para mostrar a baixa dependência do refinamento da
malha de elementos finitos com a resposta do problema. Pôde-se notar que as curvas
para as malhas fina, média e grossa apresentaram respostas muito próximas entre
si, com uma pequena instabilidade da malha grossa no trecho não linear da curva.
Essa proximidade de resultados já era esperada com a técnica de ACDF, devido
ao caráter distribucional apresentado pelo módulo de abrandamento regularizado,
utilizado no modelo constitutivo da banda de localização.

Dessa forma, optou-se pela utilização da malha média para a avaliação das respostas
nas vigas reforçadas com diferentes volumes de fibras de aço no exemplo três. De
forma geral, os modelos numéricos apresentaram respostas adequadas quando com-
paradas com os resultados experimentais. Além disso, quando comparados entre
si, os modelos mostraram coerência, com o aumento significativo da capacidade de
carga pós-pico conforme o aumento do volume de fibras na região da descontinui-
dade.

No quarto exemplo, foi feito um estudo com a variação do volume de fibras na
região da descontinuidade em estruturas submetidas à tração direta com entalhes.
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Novamente, os resultados numéricos se mostraram coerentes com os resultados ex-
perimentais, superestimando um pouco a carga de pico e a resposta pós-pico para o
volume de 1,5% de fibras. Quando comparados, os modelos numéricos mostraram o
resultado esperado, com o aumento significativo da carga de pico, pois, diferente do
exemplo três, no modelo de tração direta, a seção inteira da descontinuidade está
submetida à esforços de tração, fazendo com que todas as fibras presentes na região
contribuam com o acréscimo da resistência à tração direta, contudo, também ocorre
um aumento da capacidade de carga pós-pico com o aumento do volume de fibras.

Com o exemplo cinco, foi possível mostrar a capacidade de representar fraturas
em modo misto por meio da metodologia utilizada. Os modelos analisados foram
comparados com os resultados experimentais e apresentaram respostas pós-pico con-
dizentes com o esperado, com valores de carga de pico muito próximas das obtidas
experimentalmente. Os modelos em CRFA subestimaram a capacidade de carga
pós-pico. Cabe observar nestes modelos, que dependendo da distribuição das fibras
na viga de concreto, a resposta deve ser muito influenciada com a quantidade de
fibras que são atravessadas nas fissuras. Porém, quando comparados entre si, os
resultados numéricos mostraram-se condizentes com o esperando, com um ganho
efetivo na capacidade de carga pós-pico.

Um fator que provavelmente influenciou as respostas dos modelos estudados em
CRFA foi a utilização de um estado plano de tensões nos modelos numéricos. A uti-
lização de modelos bidimensionais despreza alguns efeitos das fibras fora do plano, o
que pode proporcionar capacidades menores de carga em alguns casos, como ocorrido
no quinto exemplo.

Por fim, com o exemplo seis buscou-se apresentar uma outra aplicação para a me-
todologia utilizada, diferente do CRFA. Foram estudadas duas vigas levemente ar-
madas com arame recozido, submetidas à flexão em três pontos.

Nesse exemplo, houve a necessidade de realizar uma calibração do modelo de ade-
rência através no ensaio de arrancamento (pullout) apresentado por Melo (2011). O
modelo de aderência foi construído por meio de segmentos de retas, representando
de forma adequada o resultado experimental.

As vigas com seções retangular e T, apresentaram bons resultados, tanto para os
elementos com uma barra, quanto para os elementos com duas barras de arame, com
respostas pós-pico adequadas e cargas de pico bem próximas dos valores obtidos
experimentalmente.
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Dessa forma, conclui-se que a metodologia proposta é capaz de representar de forma
adequada elementos estruturais em concreto simples e CRFA, assim como elementos
de concreto reforçados com barras de arame recozido ou aço (concreto armado).

7.2 Sugestões para trabalhos futuros

Apesar dos bons resultados obtidos nesse trabalho para representar descontinuidades
em CRFA por meio da aplicação da ACDF, com a representação explícita das fibras
de aço, algumas propostas para trabalhos futuros são listadas a seguir:

• Considerar para a banda de localização, um modelo de dano contínuo que
danifica tanto a parte positiva quanto à parte negativa do tensor de tensões.

• Utilizar um algoritmo global para realizar a propagação de fissuras.

• Aplicar a mesma metodologia para diversas estruturas em concreto armado,
buscando validar a mesma para diferentes modelos estruturais.

• Estender as aplicações apresentadas nesse trabalho para problemas 3D.

• Realizar um trabalho comparativo entre a representação de descontinuidades
por meio da ACDF e das técnicas de fragmentação de malha, apresentadas
por Sánchez et al. (2014) e Manzoli et al. (2016).

• Propor outros métodos para evitar o travamento de tensões em algoritmos de
propagação local de fissuras.

• Realizar um trabalho comparativo da aplicação da ACDF. Comparando a
representação explícita das fibras de aço adotada nesse trabalho, com a re-
presentação implícita das fibras utilizada por outros pesquisadores, como por
exemplo o modelo micromórfico, apresentado por Oliver et al. (2012).
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