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RESUMO

Em diversos contextos praticos, surge a necessidade de recuperar individualmente sinais
desconhecidos a partir apenas da observacao de combinagoes desses sinais. Esse problema,
denominado separagao cega de fontes (BSS), passou a atrair considerével interesse da
comunidade cientifica a partir da constatacdo empirica de que era possivel resolvé-lo.
Desde entao, esforcos foram feitos no sentido de formalizar, compreender e propor solugoes
consistentes para o problema de BSS. Historicamente, conceitos teéricos foram sendo
paulatinamente revisitados e emprestados de areas como estatistica e matemaética aplicada
a medida que métodos de separacao precisavam ser melhor compreendidos. Estatisticas de
ordem superior — em especial cumulantes e suas representagoes matriciais — passaram
a ser exitosamente empregadas em solugoes de BSS com a proposi¢ao do conjunto de
técnicas coletivamente conhecido como andlise de componentes independentes (ICA).
Lancando-se mao de valioso ferramental teérico, também puderam-se abordar questoes
acerca da separabilidade das fontes e da identificabilidade do sistema misturador. Apesar
de ter havido uma evolucao do sentido da compreensao dessas questoes, esta tese permite
comprovar que elas reservam interpretagoes e relagoes a serem ainda exploradas.

Nesta tese, segue-se um caminho alternativo aquele historicamente tracado na literatura
de BSS. Primeiramente, trazem-se a tona e revisitam-se conceitos tedricos fundamentais.
Apenas depois, trata-se do problema de separacao e de suas solugdes envolvendo métodos
algébricos. Por meio de uma abordagem original unicamente baseada na estrutura algébrica
de cumulantes, evidencia-se a relagao entre a completude da representacao matricial e as
condi¢oes de identificabilidade na separacao. Além disso, ao formular a diagonalizacao
de matrizes de cumulantes como um problema de otimizagao, obtém-se uma conexao
importante entre a validade do critério de separagao e as questoes de completude e
identificabilidade. Essa interpretacao, pouco comentada e destacada na literatura, reforga
a consisténcia das contribuigoes da tese. O percurso seguido ao longo deste trabalho

incentiva, sob diferentes aspectos, a sua continuidade.

Palavras-chave: Independéncia estatistica. Separabilidade de fontes. Estatisticas de
ordem superior. Matrizes de cumulantes. Métodos algébricos em separacao cega de fontes.
Condigoes de identificabilidade.






ABSTRACT

In several practical situations, one may come across the need to individually recover
unobserved signals solely on the basis of the observation of their combinations. This
problem, known as blind source separation (BSS), began to attract considerable interest
from the scientific community when it was empirically shown that its solution was possible.
Since then, efforts have been made in order to formalize, comprehend and propose consis-
tent solutions to the BSS problem. Historically, theoretical concepts were progressively
revisited and borrowed from areas such as statistics and applied mathematics as a better
understanding of separation methods became necessary. Higher-order statistics—especially
cumulants and their matrix representations—started to be successfully employed in BSS
solutions with the proposal of the set of techniques collectively known as independent
component analysis (ICA). By making use of valuable mathematical tools, issues such as
source separability and mixing system identifiability could be addressed. In spite of the
progress made in comprehending these matters, this thesis provides evidence to the fact
that they have yet to be further interpreted, and their relations better understood.

In this thesis, an alternative to the path historically followed in the BSS literature is
taken. First, fundamental theoretical concepts are brought to light and revisited. Only
afterwards are the separation problem and its solutions involving algebraic methods
presented and addressed. By means of an original approach uniquely based on the algebraic
structure of cumulants, the relations between completeness of the matrix representation and
identifiability in separation are highlighted. In addition, by formulating the diagonalization
of cumulant matrices as an optimization problem, an important connection between the
validity of the separation criterion and the issues of completeness and identifiability is
obtained. This interpretation, to which little reference is made in the literature, supports
the consistency of the contributions of this thesis. The path followed throughout this work

encourages its continuation in many respects.

Keywords: Statistical independence. Source separability. Higher-order statistics. Cumu-

lant matrices. Algebraic methods in blind source separation. Identifiability conditions.
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SOBRE A NOTACAO DA TESE

Nesta tese, optou-se por escolher uma notacao que enfatize a diferenca entre grandezas
escalares, vetoriais, aleatérias e nao aleatérias, bem como a diferenca entre grandezas
aleatorias e realizacdes dessas grandezas. Distingoes similares a essas sao usuais em livros
didaticos de teoria das probabilidades como, por exemplo, Feller (1968-1971), Breiman
(1992), Papoulis e Pillai (2002). Acredita-se que a compreensao dos principios teéricos do
problema de separacao de fontes e das solugoes para esse problema sejam consideravelmente
facilitados com a adog@o dessa notacao. A seguir, os principais elementos da notagao sao
apenas introduzidos; quando necessario, defini¢des para explicitar seus significados sao

apresentadas no decorrer da tese.

Escalares sao representados em fonte italica, tanto em letras maitsculas quanto minus-
culas; por exemplo, a € R ou A € R. Grandezas vetoriais sdo representadas em ambos
itdlico e negrito. Dessas grandezas, faz-se distingao entre vetores (de coordenadas), matri-
zes e tensores de ordem M > 2, respectivamente com um, dois ou M indices livres para
representar seus elementos. Vetores, matrizes e tensores sao representados em letra minus-
cula, maitscula e fonte caligrifica conforme a € RY, A € RViXN2 ¢ 4 ¢ RN1xNoxxNu

respectivamente. Como regra geral, os vetores sao dispostos como colunas.

Grandezas aleatérias sao representadas em fonte italica sublinhada. Nesta tese, sao
consideradas apenas grandezas aleatérias reais. Dessas grandezas, faz-se distingao entre
variaveis aleatorias, vetores aleatorios, processos estocasticos escalares e processos esto-
casticos vetoriais, denotados respectivamente por a, a, {a(n)} e {a(n)}. Neste trabalho,
somente consideram-se processos aleatorios de tempo discreto — portanto, com n € Z.
Quando a variavel temporal de um processo estocastico é fixada, ele se reduz a uma
variavel ou vetor aleatério (PAPOULIS; PILLAI, 2002). Por exemplo, se o processo escalar
{a(n)} for tomado em um inteiro qualquer n = ny, obtém-se a variavel aleatéria a(ny).
Utilizam-se chaves na representacao de um processo estocastico a fim de diferencia-lo da
varidvel aleatéria obtida quando tomado para um instante de tempo fixo; e.g., {a(n)}
denota um processo estocéstico vetorial e a(n) denota o vetor aleatério obtido ao tomar o

processo em um instante fixo n.

As realizacoes ou sorteios de uma grandeza aleatéria sdo representados sem o su-
blinhado e, eventualmente, indexados com nimeros sobrescritos entre parénteses. Por
serem nao aleatorias, i.e., deterministas, as realizagoes de uma grandeza aleatéria nao sao
sublinhadas (FELLER, 1968-1971; BREIMAN, 1992). Por exemplo, sorteios distintos da
variavel aleatéria a correspondem a escalares que podem ser denotados por al® e oV, e
sorteios distintos do vetor aleatério @ correspondem a vetores que podem ser denotados
por a® e aM. No caso de processos estocésticos, sorteios distintos do processo escalar
{a(n)} podem ser denotados por {a®(n)} e {a™(n)} e correspondem a funcdes escalares

do tempo, enquanto sorteios distintos do processo vetorial {a(n)} podem ser denotados por



{a®(n)} e {aM(n)} e correspondem a funcodes vetoriais do tempo. Recorda-se que uma
realizagao de um processo estocastico é uma fungao nao aleatéria do tempo (PAPOULIS;
PILLAI, 2002). A notagao adotada permite explicitar esse fato adequadamente.

Por fim, fungbes que dependem de distribui¢oes de probabilidade de grandezas aleatorias
sao sinalizadas escrevendo-se seus argumentos aleatérios entre colchetes. Como exemplos
dessas funcgoes, destacam-se a esperanca matematica e o cumulante de uma variavel
aleatéria a, denotados respectivamente por E[a] e cumla]. Além disso, medidas entrépicas
de informacdo também podem ser denotadas dessa forma. E o caso, por exemplo, da
entropia diferencial de ¢ — representada como H|a]. Quando for necessério explicitar a
dependéncia dessas fungoes em relacao a distribuicao da variavel aleatéria considerada,
utilizam-se parénteses. Por exemplo, a entropia diferencial de a pode ser equivalentemente

representada como H(f,), em que f, denota a fun¢ao densidade de probabilidade de a.



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

2.1
211
2.1.2
2.1.3
2.2
2.3
2.4
2.5

3.1

3.1.1
3.1.2
3.2

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.3

3.3.1
3.3.2
3.33
334
3.4

34.1
3.4.2
343
344
345
3.4.6

SUMARIO

INTRODUGAD ....uuuuuuiiuuiuinnnnenneneereeeeeeee e e e e eeeeeeeeeeeeeaaaaaaaaaaaaaaaaaaeaeaeeees 27
Motivacao e justificativa ...................ooii 27
ODBJELIVOS ...t 29
ContribUICOES. ..o 30
PUBLICACOES ......coooiiiiiiiii e 31
EStrutura da teSe.........coovniiiiii i 32
INDEPENDENCIA ESTATISTICA E SEUS QUANTIFICADORES.......... 37
Independéncia e definicoes associadas.....................c... . 37
Independéncia para varidveis aleatorias............coooveiiiiiiiiiiii 37
Independéncia para vetores aleatorios ............coiuviieiiiiiiiieiie e 40
Independéncia temporal para processos €StoCAstiCOS...........oevvveiiviiiiieiineiineeinnnnnn. 41
Medidas entrépicas de informacao.......................ccoii 44
CUMUIANEES ... 48
Independéncia e gaussianidade ... 52
CONCIUSODES ... e 55

ABORDAGEM TENSORIAL PARA REPRESENTACAO DE CUMULAN-

I =3 J PPN 57
Consideracoes preliminares sobre tensores........................ccoooiiiiinn 57
Produto externo estendido............oviieiiiiiiie e 58
Propriedade da multilinearidade.............coooiiiiiiiii 59
Representacodes para cumulantes de ordem dois............................ 60
Matriz de COVArIANCIA ... ... 60
Funcional linear de ordem doiS ...........oivuiiiiiiiiiiii e 62
Mudanca de base e diagonalizacdo em ordem dois ..........c.ccoooeeiiiiiiiiiinin, 64
Representacoes para cumulantes de ordem trés........................oo 66
Representacao tensorial em ordem trés ............ccooiiiiiiiiiiniiiii 66
Funcional linear de ordem tr€s ..........coiiiiiiiiiiiiii e 68
Matriz de triCoOVarianCia. ... ....eiunii e 69
Diagonalizacdo do tensor de cumulantes de ordem trés...............cccoeviiiiiiiiiniinnn. 71
Representacdes para cumulantes de ordem quatro..................................... 74
Representacao tensorial em ordem qUAtro ............cooeiiiiiiiiiiiiiii 75
Funcional linear em ordem qUAatro ...........cc.oiiviiiiiiiiii e 77
Matriz de qUAdFiCOVArIANCIA . ..ivniii e 78
Generalizacdo do operador de quadricovarianCia............c.coveiiiiiiiiiiiiiiiic e 79
Completude da representacdo matricial em ordem quatro e propriedades.............. 81

Diagonalizacdo do tensor de cumulantes de ordem quatro............c..c.occeiieiinienn. 84



3.5

4
4.1
4.2
4.3
43.1
4.3.2
4.4
4.5

5.1
5.2
5.3
5.4

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.6.1
6.6.2
6.6.3
6.7

7.1

7.1.1
7.1.2
7.1.3
7.1.4
7.2

7.2.1
7.2.2
7.2.3
7.2.4

CONCIUSDES ... 85
FORMULACAO DO PROBLEMA DE SEPARACAO DE FONTES.......... 89
Formulacao geral do problema..................... 89
Misturas lineares e instantaneas ...................c...ooooiiiiiii 91
Modelo estocastico para as fontes...................ccooooiiiiiiiiiiiiiii 94
Fontes independentes e identicamente distribuidas no tempo .............cc...ceeieee. 95
Fontes mutuamente independentes NO €SPACO.........vevviiiiiiiiiiiiiiiiiieiie e, 98
Consideracoes sobre os modelos estocasticos de mistura........................... 99
CONCIUSBES ... 100
SEPARABILIDADE E O TEOREMA DE DARMOIS-SKITOVICH .......... 103
Teoremas preliminares ..ot 103
Teorema de Darmois—Skitovich.............................oooi 107
Teorema de separabilidade das fontes......................... 113
CONCIUSDES ... 115

Pré-processamento ..............oooouiiiiiiiiiiiii e 117
Efeito do pré-processamento na separacao...................cccooeeiiiiiiiiiiiiiiinneennn. 120
Branqueamento e separabilidade.............................. 122
Separacdo cega baseada em cumulantes de ordem quatro......................... 124
Identificabilidade da matriz ortogonal de mistura..................................... 126
Completude da representacao matricial no contexto de separacao............ 131
Ampliando as condicoes de identificabilidade ..............ccooooii 132
Espacos vetoriais associados ao operador de quadricovariancia ................cooceunnenn. 135
Representacoes completas alternativas............oooooiiiiiiiiiiiiii 138
CONCIUSDES ... 143
CRITERIOS DE SEPARACAO BASEADOS EM INDEPENDENCIA ....... 147
Definicoes de contrastes baseados em independéncia................................ 147
Definicdes preliminares .........ocooviiiiiiiiiin e 148
CoNtrastes OrtOZONQIS. .. .uuiiiine ittt 151
Contrastes NA0 SIMELIICOS . ....uuuiiii ettt 152
Exemplos simples de contrastes.............cooiiiiiiiiiiiiiiii e 153
Contrastes ENEIOPICOS ... ..........iiiiiiiiii e 156
Maxima verossimilnanca . ........cooiiiiiiiiiii 156
Maximizac3o de entropia diferencial (infomax) .........cccoviiiiiiiiiiii 162
Maxima informagao MUTUA .....coouuiiiiiiiii i 164

Maxima negentropia e minima entropia marginal ............cc.ooooiiiiiiii . 166



7.2.5
7.3

7.3.1
7.3.2
7.4

74.1
7.4.2
7.4.3
744
7.4.5
7.4.6
7.5

8.1
8.2

A.l
A.2
A3
A4

B.1
B.1.1
B.1.2
B.2
B.2.1
B.2.2
B.2.3
B.2.4
B.3

C.1
C1l1
C1.2

Relacoes entre os contrastes entropiCoS ...........oeeuieiiniiiiiiiiiii e, 169
Contrastes aproxXimados ................oooiiiiiiiiiiiiiii 171
Expansao de Edgeworth ... ..o 171
Aproximacoes baseadas em cumulantes.............o.ooiiiiiiiiiii 173
Contrastes ortogonais de diagonalizacao ...........................c.o 177
Diagonalizacao da matriz de quadricovariancia via otimizacao............................. 177
Remetendo o problema as fontes estimadas.............ccooviiiiiiiiiiiiiiiii 179
Contrastes de diagonalizacdo Simples............oooiiiiiiiiiiiiiiii e 180
Contrastes para 0 FOBI........iiiii e 181
Contrastes de diagonalizacao simultanea.............cooviiiiiiiiiiiiiin i 184
Contraste para 0 JADE ... o 185
CONCIUSDES ... 188
(o{0 ]\ [of M U 17 Yo USSR 191
Conclusdes e contribuiCOes ...................cooiiiiiiiiiii 191
Perspectivas de trabalhos futuros ....................... 195
REFERENCIAS ......ooiiiiiiiiie et 199
APENDICE A — DEMONSTRACOES........ccieeeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeree e 207
Demonstracoes do Capitulo 2. 207
Demonstracées do Capitulo 3 ... 209
Demonstracées do Capitulo 6. 210
Demonstracées do Capitulo 7 ... 215
APENDICE B - ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS.............. 219
Componentes principais: €aso €Xato .................ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 220
Definicdo de componentes prinCipaiS...........ccuuueiiiieiiiiieiiiee e 220
Decomposicao em autovalores e autovetores da matriz de covariancia.................. 221
Componentes principais: caso amostral .......................... 225
Definicdo de componentes principais amostrais ..............coeeieiiiiieiiiiieiinieieeee, 225

Decomposicdo em autovalores e autovetores da matriz de covariancia estimada.... 227

Decomposicao em valores singulares da matriz de dados.............cccoooeiiiinin. 229
Relacdo com aproximacdes de posto inferior..........c.ooooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee, 233
RelacbGes com outras técnicas de decomposicao de variaveis aleatdrias..... 234
APENDICE C - METODOS NUMERICOS DE DIAGONALIZACAO......237
Método de Jacobi classico ................c.ooooiiiiiii 237
CASO 2 X 2t 237

CaS0 N X N o 241



C.2 Método de Jacobi estendido ..................ccooiiiiiiiiii 242
C.2.1 Diagonalizacao simultanea de matrizes ............ccooiiiiiiiiiiiiiiiii e 243
C.2.2 €aSO L = 2 e 246
C.2.3 Caso L qUAlQUEN ......ou e 250



27

1 INTRODUCAO

Na Secao 1.1, apresentam-se a motivacao e a justificativa deste trabalho. Na Secao 1.2,
abordam-se os objetivos da tese e, na Se¢ao 1.3, suas contribui¢des. Na Secao 1.4, listam-se
as publicacoes feitas durante o periodo do Doutorado. Na Secao 1.5, introduz-se a estrutura

da tese com comentérios sobre cada capitulo.

1.1 Motivacao e justificativa

Técnicas de processamento estatistico de sinais tém um papel relevante em diversas
areas do conhecimento como, por exemplo, engenharia, estatistica e ciéncia da computagao.
Parte dessas técnicas é baseada em estatisticas de ordem dois, as quais permitem quantificar
e identificar a existéncia de relagoes lineares entre variaveis aleatoérias. Essas estatisticas
possuem um papel central em problemas como regressao linear, filtragem de Wiener,
filtragem adaptativa e estimagao espectral (PICINBONO, 1993; HAYKIN, 2014).

Em problemas multivariados, estatisticas de ordem dois sao comumente representadas
por meio de uma matriz de covaridncia. A decomposicdo em autovalores e autovetores
dessa matriz permite encontrar uma transformagao linear que torna variaveis aleatérias
nao correlacionadas (PICINBONO, 1993). Dependendo do modelo estatistico considerado
para os sinais envolvidos em cada problema, diferentes aplicacbes podem decorrer da
diagonalizacao da matriz de covaridncia. Alguns exemplos sao identificagdo de senoides em
ruido pelo método de Pisarenko, e compressao de sinais e reducao de dimensionalidade pela
andlise de componentes principais (PCA, do inglés principal component analysis) (JOL-
LIFFE; CADIMA, 2016; ZHANG, 2017) ou métodos similares (AHMED; RAO, 1975;
GERBRANDS, 1981).

Abordagens baseadas em estatisticas de ordem dois, porém, nem sempre sao suficientes.
Isso ocorre, por exemplo, em problemas cuja resolucao envolve quantificar a correlacao
de variaveis aleatorias em ordens superiores e, eventualmente, sua independéncia esta-
tistica (BRILLINGER, 1991; MENDEL, 1991). Nesse caso, faz-se necessario o emprego
de estatisticas de ordem superior a dois, comumente descritas por meio de parametros
conhecidos como cumulantes (MCCULLAGH, 2018; PICINBONO, 1993; LACOUME;
AMBLARD; COMON, 1997).

Em virtude de suas iniimeras aplicagoes, estatisticas de ordem superior sao objeto
de estudo em &dreas como matemaética aplicada, estatistica e processamento estatistico
de sinais (OULD-BABA; ROBIN; ANTONI, 2015; MIETTINEN et al., 2015; GOUE-
DARD; LOUBATON, 2017; DOMINO; GAWRON; PAWELA, 2018). Particularmente,
o uso implicito ou explicito dessas estatisticas tem atraido interesse em aprendizado de

maquina, principalmente para extragao de caracteristicas de dados (LEE; LEWICKI;
SEJNOWSKI, 2000; CAO et al., 2003; SUBASI; GURSOY, 2010; HYVARINEN, 2013;
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MARTIN-CLEMENTE; ZARZOSO, 2017; LOW; TEOH; NG, 2019). Além disso, é inegavel
a relevancia de estatisticas de ordem superior na abordagem do problema conhecido como
separacio cega de fontes (BSS, do inglés blind source separation), desde suas origens (HE-
RAULT; JUTTEN; ANS, 1985; COMON, 1994; DE LATHAUWER, 1997; CARDOSO,
1999) até os dias atuais (MIETTINEN et al., 2015; VIRTA et al., 2018).

Basicamente, o problema de BSS consiste na recuperacao individual de sinais des-
conhecidos a partir apenas da observagdo de combinagbes desses sinais (CARDOSO,
1998; HYVARINEN; OJA, 2000; CAVALCANTE, 2004). Trata-se de um problema que
surge em diversos contextos praticos, e cuja solugao, durante muitos anos, foi dada como
impossivel (COMON; JUTTEN, 2010). A possibilidade de resolver esse problema foi
comprovada pela primeira vez no celebrado trabalho de Hérault, Jutten e Ans (1985), que
consistiu na proposi¢ao de um método de separacao baseado em estruturas nao lineares.
Esse trabalho motivou a comunidade cientifica a investigar limitacoes tedricas e condigoes
de funcionamento dos métodos e principios de separagao conhecidos até entao (COMON;
JUTTEN, 2010). A partir do final da década de 1980, com base na adogao de modelos
estatisticos para as misturas dos sinais nao observados — i.e., fontes —, diferentes solugoes
para o problema de BSS passaram a ser propostas (COMON, 1992; CARDOSO; SOU-
LOUMIAC, 1993; BELL; SEJNOWSKI, 1995). Desde entdo, o interesse por esse problema
passou a crescer devido a generalidade de sua formulacao e a ampla aplicabilidade de suas
solugoes (CARDOSO, 1998; HYVARINEN; OJA, 2000).

No inicio dos anos 1990, P. Comon abordou teoricamente a questao da separabilidade das
fontes ao introduzir um conjunto de técnicas de BSS, para misturas lineares e instantaneas,
coletivamente conhecido como andlise de componentes independentes (ICA, do inglés
independent component analysis) (COMON, 1992; COMON, 1994). Essencialmente, essas
técnicas sao baseadas na recuperacao da independéncia das fontes a partir do uso implicito
ou explicito de estatisticas de ordem superior. A independéncia é usualmente quantificada
a partir de fungoes objetivo denominadas contrastes, as quais sao otimizadas a fim de

obter a separacao adequada das fontes.

Ao mesmo tempo, J.-F. Cardoso propds uma abordagem de separacao baseada em
representacoes matriciais de cumulantes de ordem superior, também no contexto de
ICA (CARDOSO, 1989; CARDOSO, 1990; CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). Essa abor-
dagem, eminentemente algébrica, remetia as técnicas de PCA — mas, agora, generalizadas
para estatisticas de ordem superior. A recuperacao da independéncia era feita a partir
da diagonalizacao de matrizes de cumulantes de ordem quatro, denominadas matrizes
de quadricovaridncia. As técnicas de separacao decorrentes dessa abordagem passaram a
ser conhecidas, na literatura de BSS, como métodos baseados em propriedades algébricas
de cumulantes, ou apenas métodos algébricos (CARDOSO, 1999). O interesse no estudo
desses métodos cresceu ao longo dos anos (DE LATHAUWER, 1997; VAN EEGHEM;
SORENSEN; DE LATHAUWER, 2017; VAN EEGHEM et al., 2018), principalmente por
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nao necessitarem de escolhas arbitrarias de fungoes nao lineares ou critérios heuristicos
para realizar a separacao. A compreensao aprofundada dos métodos algébricos, no entanto,
requer o dominio de conceitos tedricos de areas do conhecimento relativamente sofistica-
das como, por exemplo, algebra multilinear, dlgebra tensorial e métodos tensoriais em
estatistica (MCCULLAGH, 2018; LANDSBERG, 2012).

O éxito de BSS como area de pesquisa se deve, em grande parte, aos esforcos para o
desenvolvimento de uma compreensao teodrica acerca do problema de separacao e de suas
solugdes (COMON, 1994; CARDOSO, 1999). Ao longo de décadas, conceitos tedricos de
areas como estatistica e matematica aplicada foram sendo paulatinamente revisitados e
emprestados a fim de responder as importantes questoes de como, por que e sob quais
condigoes as técnicas de separacgao funcionam (COMON; JUTTEN, 2010). Com base
nessa compreensao teodrica, puderam-se abordar problemas de separagao mais sofisticados
e que continuam atraindo interesse cientifico até a atualidade (LI et al., 2014; VINCENT
et al., 2014; RIVET et al., 2014). Apesar de ter havido uma evolugao no sentido dessa
compreensao, ainda ha muito a ser feito em termos de interpretagoes e relagdes visando
ao aprimoramento das técnicas existentes e a proposicao de novas solugoes. Nesta tese,
segue-se um caminho alternativo aquele historicamente tracado na literatura de BSS.
Primeiramente, trazem-se a tona e revisitam-se conceitos tedricos fundamentais. Apenas
depois, trata-se do problema de separacao e de suas solugoes baseadas em métodos
algébricos. Com isso, vislumbram-se a interpretacao e o entendimento consistentes dos

principios de funcionamento dos métodos de separacao.

1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é abordar, revisitar e interpretar duas questoes tedricas
fundamentais ao problema de separacao cega de fontes: a separabilidade das fontes e a
identificabilidade do sistema misturador. Essas questoes sao revisitadas por meio de uma
abordagem propria, relacionando conceitos e apresentando exemplos a fim de obter novas
interpretacoes e explicitar relagoes que ainda precisam ser melhor compreendidas.

Desde o final da década de 1980, quando o problema de BSS foi inicialmente proposto
para o modelo de mistura linear e instantanea, problemas de separagao cada vez mais
sofisticados e complexos passaram a ser abordados na literatura (YELLIN; WEINSTEIN,
1994; NGUYEN THI; JUTTEN, 1995; BABAIE-ZADEH, 2002; VIELVA et al., 2002;
COMON; RAJIH, 2006; LI et al., 2014; EWERT et al., 2014). Muitas das questdes tedricas
relativas a esses problemas, no entanto, estao relacionadas as questoes de separabilidade
e identificabilidade consideradas inicialmente para o modelo classico de sistema mistura-
dor (COMON, 1994). Isso justifica a relevancia da consideragao desse modelo no estudo
dos principios tedricos de funcionamento dos métodos de separacao.

Particularmente, a separabilidade das fontes é um conceito amplo relativo as condigoes
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que um modelo de mistura deve satisfazer para que seja possivel garantir a separacao
cega das fontes (COMON, 1994; ERIKSSON; KOIVUNEN, 2004). O estabelecimento
das condic¢oes de separabilidade em ICA foi extremamente relevante a proposicao de
solugbes em BSS e & compreensao de seus limites de funcionamento (COMON, 1994).
Com base nas condigoes de separabilidade para o modelo classico de mistura, extensoes
puderam ser obtidas para modelos mais elaborados (TALEB; JUTTEN, 1999; ERIKSSON;
KOIVUNEN, 2006; GUTCH; THEIS, 2012). Neste trabalho, revisitam-se as condigoes
de separabilidade para o modelo classico de mistura considerado por Comon (1994) no
contexto de andlise de componentes independentes.

Por sua vez, a identificabilidade do sistema misturador é um conceito relacionado ao
método de separacao utilizado e as suas limitagoes na obtencao cega dos coeficientes
do sistema misturador (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; ERIKSSON; KOIVUNEN,
2004). Neste trabalho, enfoque é dado a métodos algébricos de separagao por imposi¢ao de
independéncia baseados em cumulantes (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; LACOUME;
AMBLARD; COMON, 1997; CARDOSO, 1999). Para tanto, os métodos algébricos de
separagao sao revisitados a fim de auxiliar a sua compreensao, ressaltar sua importancia e

consisténcia teorica, e propor novas interpretagoes sob um ponto de vista original.

1.3 Contribuicoes
A seguir, sao elencadas as contribui¢oes desta tese:

o Abordagem dos conceitos relacionados a independéncia estatistica e a seus quan-
tificadores, fundamentais a compreensdo do problema de separagio cega de fontes
por imposicio de independéncia. Os conceitos sdo apresentados, comentados e exem-
plificados, explicitando-se sua consisténcia tedrica. Por um lado, as interpretagoes
e relagoes destacadas ao longo da tese sustentam teoricamente a compreensao do
problema classico de BSS baseado em imposicao de independéncia. Por outro, elas
ensejam a aplicacao dos conceitos tedricos abordados a outros tipos de problemas de
estimacgao cega e, até mesmo, a problemas mais gerais de processamento estatistico

de sinais.

o Abordagem tedrica de cumulantes e de suas representagoes tensoriais e matriciais,
de maneira geral e sem restringi-los a uma aplicagcdo especifica. Destaca-se que a
representacao tensorial é extremamente 1til a compreensao de propriedades algébricas
de cumulantes, bem como a obtencao de representagoes simplificadas consistentes e
convenientes do ponto de vista pratico. Trata-se de um assunto que envolve conceitos
avancados de algebra multilinear e estatistica, mas que é abordado na tese partindo-se

de conceitos classicos e exemplos simples.
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o Interpretagcdo do teorema de separabilidade das fontes com base no teorema de
Darmois—Skitovich aplicado ao contexto de separagao por imposicao de independéncia.
A compreensao do teorema de separabilidade das fontes envolve conceitos tedricos
relativamente avancados, que sao revisitados e interpretados na tese por meio de

exemplos simples.

o Abordagem de métodos de separacdo cega de fontes baseados em propriedades algébri-
cas de cumulantes e suas representacoes matriciais. Embora se trate de um assunto
ja abordado na literatura de BSS, ele ainda possui questoes tedricas em aberto e
interpretagoes a serem feitas. Os conceitos tedricos necessarios a compreensao dos
métodos algébricos de separagao podem parecer complicados e pouco acessiveis, o
que pode desencorajar a sua utilizacao. Acredita-se que a abordagem adotada na
tese, focada na exposigao clara de conceitos fundamentais e de suas relagoes, facilite
a aplicacao desses métodos a problemas de estimacgao cega que eventualmente ainda

nao tenham sido tratados dessa forma.

o Interpretagdo dos métodos algébricos de separacao, revisitados do ponto de vista
algébrico e relacionados a abordagens de separacao por otimizagdo de critérios ba-
seados em independéncia. Evidencia-se a relacao que existe entre a completude da
representacao matricial utilizada nos métodos algébricos, as condigoes de identifica-
bilidade do sistema misturador e as condi¢oes de validade de critérios de otimizagao.
Ressalta-se que as condigoes de identificabilidade podem ser obtidas verificando-se a
validade de fungoes objetivo equivalentes aos métodos algébricos. Porém, mostra-se

neste trabalho que esse nao ¢ o inico caminho para obter essas condigoes.
1.4 Publicacoes

A seguir, sao listadas em ordem cronoldgica as publicagoes feitas no periodo do
Doutorado. As publicagoes (ii) e (v), redigidas e submetidas durante o Doutorado, decorrem
da dissertacao de Mestrado do autor (PAVAN, 2016). Em particular, nessa dissertac¢ao
foram propostas e analisadas solu¢des numericamente robustas e de tempo real para o
problema de desconvolugao cega multiusuario. Como esse problema pode ser compreendido
como um caso particular de separacao cega de fontes (COMON; JUTTEN, 2010), as
publicacoes decorrentes do Mestrado estao relacionadas ao contetido da tese de maneira
implicita. Por sua vez, as publicagoes (i), (iii) e (iv) correspondem a resultados preliminares

relacionados ao conteiido da tese de maneira explicita.

(i) PAVAN, F. R. M.; MIRANDA, M. D. O teorema de Darmois—Skitovich e a separagao
cega de fontes. In: SIMPOSIO DE INSTRUMENTACAO E IMAGENS MEDICAS,
8. SIMPOSIO DE PROCESSAMENTO DE SINAIS, 7., 2017, Sao Bernardo do
Campo. Anais [...]. Santo André: UFABC, 2017. p. 1-4.
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(i)

(iii)

1.5

PAVAN, F. R. M.; SILVA, M. T. M.; MIRANDA, M. D. A numerically robust
blind equalization scheme applied to MIMO communication systems. Journal of the
Franklin Institute, v. 355, n. 1, p. 596-624, 2018.

PAVAN, F. R. M.; MIRANDA, M. D. On the Darmois—Skitovich theorem and spatial
independence in blind source separation. Journal of Communication and Information
Systems, v. 33, n. 1, p. 146-157, 2018.

PAVAN, F. R. M.; MIRANDA, M. D. Sobre a matriz de quadricovariancia: defini¢ao,
propriedades e aplicacdo. In: SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES
E PROCESSAMENTO DE SINAIS, 37., 2019, Petropolis. Anais [...]. Rio de Janeiro:
SBrT, 2019. p. 1-5.

PAVAN, F. R. M.; SILVA, M. T. M.; MIRANDA, M. D. Performance analysis of the
multiuser Shalvi-Weinstein algorithm. Signal Processing, v. 163, p. 1563-165, 2019.

Estrutura da tese

Este trabalho é constituido por oito capitulos e trés apéndices, cujos contetidos sao

resumidos a seguir:

¢ Capitulo 2: Independéncia estatistica e seus quantificadores.

Nesse capitulo, apresenta-se um material introdutoério com conceitos tedricos funda-
mentais necessarios a formulagao de inimeros problemas de processamento estatistico
de sinais, dentre os quais se destaca a separacao cega de fontes. Especificamente,
abordam-se conceitos relacionados a independéncia estatistica e ferramentas ma-
tematicas uteis para quantifica-la. Embora amplamente utilizados e discutidos na
literatura de teoria das probabilidades e teoria da informagao, esses conceitos sao
organizados, relacionados e exemplificados com o intuito de embasar teoricamente o

contetudo dos capitulos subsequentes.

Capitulo 3: Abordagem tensorial para representacao de cumulantes.

Nesse capitulo, aborda-se a representacao de cumulantes com base em ferramen-
tas da algebra multilinear conhecidas como tensores. Devido a sua relevancia em
processamento estatistico de sinais, os cumulantes sao abordados do ponto de vista
conceitual. A inspiragao desse capitulo veio da necessidade de entender a propria
definicao da matriz de quadricovariancia, cuja diagonalizacdo permeia os métodos
algébricos de separagao abordados no Capitulo 6. A partir da abordagem tensorial
e de representacoes equivalentes por meio de funcionais lineares, representacoes

matriciais consistentes de cumulantes de ordem superior sao obtidas. Com base nas
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interpretacoes apresentadas, representagoes tensoriais de cumulantes sao relaciona-
das a representacoes matriciais de maneira natural. Destaca-se que esse capitulo foi
redigido sem ter em mente uma aplicacao especifica das ferramentas apresentadas.
Isso foi feito a fim de que ele possa servir como referéncia para o estudo de tensores
e cumulantes, independentemente da aplicacao especifica da tese, i.e., o problema
de separacao cega de fontes. A relevancia desse capitulo é reforcada pelo interesse
crescente na teoria de tensores em processamento estatistico de sinais, bem como
pela consideravel importancia e aplicabilidade de estatisticas de ordem superior em

problemas dessa area.

Esse capitulo faz uso de definicoes e propriedades de cumulantes apresentadas no
Capitulo 2.

o Capitulo 4: Formulacao do problema de separacao de fontes.

Nesse capitulo, aborda-se a formulagao do problema de BSS. Enfoque é dado ao
modelo de sistema misturador linear e instantaneo, para o qual as solu¢oes do
problema foram inicialmente estudadas na literatura. Considera-se, tanto nesse
capitulo quanto nos que o seguem, uma formulagao do problema de BSS baseada em
sinais reais. Isso ¢é feito principalmente em virtude da ampla aplicabilidade pratica
dessa formulag@o. A partir da utilizacdo de uma notacao consistente e que evidencie
detalhes comumente deixados de lado, o intuito é possibilitar a posterior compreensao
teodrica de principios de separacao e de solugoes a eles relacionadas. O contetdo desse
capitulo, embora voltado ao problema classico de BSS, também é especialmente 1til
para a compreensao de problemas de separacao envolvendo outros tipos de modelos

de mistura.

Esse capitulo faz uso de conceitos relacionados da independéncia estatistica abordados

no Capitulo 2.

o Capitulo 5: Separabilidade e o teorema de Darmois—Skitovich.

Nesse capitulo, apresenta-se e interpreta-se a demonstracao das condig¢oes de sepa-
rabilidade das fontes segundo o caminho historicamente tragado na literatura de
BSS. Parte-se de teoremas preliminares da area de estatistica que culminaram no
teorema de Darmois—Skitovich, para entao revisitar as condi¢oes de separabilidade
para misturas lineares e instantaneas com fontes independentes e identicamente

distribuidas no tempo e mutuamente independentes no espaco.

Esse capitulo faz uso de conceitos relacionados a independéncia estatistica aborda-
dos no Capitulo 2, bem como da formulacao do problema de BSS considerada no
Capitulo 4.
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¢ Capitulo 6: Separagao de fontes e a matriz de quadricovariancia.

Nesse capitulo, abordam-se métodos algébricos de separagao por imposicao de inde-
pendéncia baseados em cumulantes. Trata-se de fundamentos classicos da literatura
de BSS, mas que sao revisitados e reinterpretados com base no arcabouco teérico
considerado nos Capitulos 2, 3 e 5. Apesar de esse assunto ja ter sido considerado de
variadas formas na literatura de separacao de fontes, ele reserva questoes teodricas
e interpretagoes a serem ainda exploradas. A exposicao feita nesse capitulo busca
tornar mais acessiveis os conceitos tedricos necessarios a compreensao dos métodos
algébricos de separacao. Além disso, essa exposicao enseja a aplicacao de métodos
algébricos a problemas de estimacao cega que eventualmente ainda nao tenham sido

abordados dessa forma.

Esse capitulo faz uso de definicoes e propriedades de cumulantes apresentadas no
Capitulo 2, de conceitos relacionados a representagcdo matricial de cumulantes abor-
dados no Capitulo 3, da formulagao do problema de BSS considerada no Capitulo 4

e das condigoes de separabilidade abordadas no Capitulo 5.

¢ Capitulo 7: Critérios de separacao baseados em independéncia.

Nesse capitulo, abordam-se critérios classicos de separagao por imposicao de in-
dependéncia e evidenciam-se suas relagoes. Busca-se, com isso, complementar sob
um ponto de vista de otimizagao a interpretacao dos métodos considerados no Ca-
pitulo 6. Além de a abordagem de separacao via otimizacao permitir a obtencao
de uma grande variedade de métodos de separacao, a partir dela esses métodos
podem ser relacionados entre si. Em particular, os métodos algébricos abordados no
Capitulo 6 também sao colocados sob uma roupagem de otimizacao, proporcionando
uma maneira alternativa de interpreta-los e relacioné-los com outras estratégias de

separagao.

Esse capitulo faz uso de definicoes e propriedades de medidas entropicas de informagdao
apresentadas no Capitulo 2, da formulacao do problema de BSS considerada no
Capitulo 4, das condigoes de separabilidade abordadas no Capitulo 5 e de métodos

algébricos de separacdo baseados em cumulantes considerados no Capitulo 6.

¢ Capitulo 8: Conclusao.
Nesse capitulo, apresentam-se as conclusoes da tese e retomam-se as suas contribui-
¢oes. Além disso, elencam-se sugestoes de trabalhos futuros.

¢ Apéndice A: Demonstragoes.

Nesse apéndice, apresentam-se demonstragoes de proposigoes enunciadas durante o
desenvolvimento teorico feito ao longo dos capitulos da tese. Embora algumas dessas

demonstracoes possam ser encontradas na literatura de teoria das probabilidades e
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separacao cega de fontes, sua compilacao é feita com o intuito principal de auxiliar a

leitura do trabalho.

O contetdo desse apéndice complementa os Capitulos 2, 3, 6 e 7.

o Apéndice B: Analise de componentes principais.

Com base em Jolliffe (2002), nesse apéndice abordam-se técnicas de processamento
estatistico de sinais coletivamente conhecidas como analise de componentes prin-
cipais. Particularmente, apresentam-se definigoes béasicas e métodos de obtencao
das componentes principais, tanto para o caso exato quanto para o caso amostral.
Além disso, comenta-se sobre as relagoes entre a andlise de componentes principais e

outras técnicas de decomposicao de variaveis aleatorias.

O conteudo desse apéndice complementa os Capitulos 3 e 6.

o Apéndice C: Métodos numéricos de diagonalizacgao.

Nesse apéndice, abordam-se métodos numéricos de diagonalizagao de matrizes si-
métricas com base em Haykin (2014), Bunse-Gerstner, Byers e Mehrmann (1993),
Cardoso e Souloumiac (1996). Trata-se de técnicas importantes & implementagao
dos métodos de separacao cega de fontes baseados em propriedades algébricas de

cumulantes.

O contetdo desse apéndice complementa o Capitulo 6.
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2 INDEPENDENCIA ESTATISTICA E SEUS QUANTIFICADORES

Neste capitulo, apresenta-se um material introdutério com conceitos teéricos funda-
mentais necessarios a abordagem do problema de separacdo cega de fontes (BSS) baseado
em imposicao de independéncia. Especificamente, abordam-se conceitos relacionados a
independéncia estatistica e ferramentas matematicas tteis para quantifica-la. Embora
amplamente utilizados e discutidos na literatura de teoria das probabilidades e teoria da
informacao, aqui esses conceitos sao organizados, apresentados e exemplificados com o
intuito de embasar teoricamente o contetiddo dos capitulos subsequentes.

Na Secao 2.1, revisitam-se defini¢oes relacionadas ao conceito de independéncia esta-
tistica para diferentes tipos de grandezas aleatérias. Na Secao 2.2, abordam-se medidas
entropicas de informacao, tteis para a quantificacao tedrica de independéncia estatistica.
Na Secgao 2.3, introduzem-se parametros estatisticos importantes para a quantificacao
aproximada de independéncia até uma determinada ordem, conhecidos como cumulantes.
Na Secao 2.4, abordam-se relagoes entre a independéncia estatistica e a gaussianidade de
grandezas aleatoérias. Na Secao 2.5, conclui-se o capitulo destacando-se os pontos da tese

em que os conceitos abordados sao utilizados.
2.1 Independéncia e definicoes associadas

A independéncia estatistica é um dos conceitos centrais da teoria das probabilida-
des (BREIMAN, 1992). Esse conceito — ou alguma versao aproximada dele — é o que
constitui a base tedrica de modelos estatisticos que permitem resolver uma grande quanti-
dade de problemas de processamento estatistico de sinais (MENDEL, 1991; KAY, 1993;
HAYKIN, 2014). Em problemas inversos como separacao cega de fontes, a independéncia es-
tatistica consiste em uma hipdtese central para viabilizar a obtencao de solugoes (COMON,
1994).

Na Subsecao 2.1.1, enuncia-se a definicdo de independéncia estatistica para uma
sequéncia de varidveis aleatérias. Na Subsecao 2.1.2, faz-se a extensao desse conceito para
vetores aleatérios e introduzem-se conceitos auxiliares para, na Subsecao 2.1.3, abordar-se a
independéncia temporal no contexto de processos estocasticos. As defini¢gdes e proposi¢oes
a seguir sao adaptadas de Feller (1968-1971), Breiman (1992).

2.1.1 Independéncia para variaveis aleatérias

Definicao 2.1. As varidveis aleatérias a1, as,...,ay, com N > 2, sao mutuamente inde-
pendentes, ou apenas independentes se, e somente se, a fun¢ao distribuicao de probabilidade

conjunta

F,

wignay (@1, G2, . oyay) = Pr{ia; <ap,a0 <ag,...,an <apn} (2.1)
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puder ser fatorada conforme

N
FQl,ﬂQ,m,ﬂN (alv ag, ... 7CLN) = H Fai<ai)7 (22)

=1

em que F, (a;) = Pr{a; < a;} é a funcdo distribuigdo de probabilidade de a;, com

1=1,2,...,N. <
Definicao 2.2. As variaveis aleatorias a1, as,...,ay, com N > 2, sdo independentes em
pares se, e somente se, a; for independente de g, para quaisquer i,/ = 1,2,..., N com

1 # (. Isso equivale a considerar que a funcao distribuicdo de probabilidade conjunta

Fopa(aiy a) = Pria; < aj,a0 < ag}, (2.3)
para quaisquer i, =1,2,..., N com i # {, pode ser fatorada conforme
ng,ﬂe(ai’af) = ng(ai) F&e(aﬁ)’ (24)

em que Fy,(a;) = Pr{a; < a;} e F,,(ay) = Pr{a, < a,} sdo as fungoes distribuicao de

probabilidade de a; e ay, respectivamente. <

Conforme as Definigoes 2.1 e 2.2, a independéncia mutua equivale a independéncia em
pares. Para N > 2, no entanto, apenas a independéncia mutua implica a independéncia
em pares, de acordo com a proposi¢ao e o exemplo apresentados a seguir. Em geral,
portanto, a independéncia mutua é uma condi¢do mais forte do que a independéncia em
pares (FELLER, 1968-1971).

Proposicao 2.1. Se as varidveis aleatorias ai,as, . . .,an forem mutuamente independen-

tes, entao essas varidveis sao independentes em pares.

Demonstracio. Veja a Segao A.1 do Apéndice A.

Exemplo 2.1. Sejam b; e by variaveis aleatorias independentes, ambas com distribuicao
de Bernoulli de probabilidade p = 1/2. Essas varidveis podem ser descritas conforme

b

vy —

_J 1, com prob. 1/2 _J 1, com prob. 1/2
L 0, com prob. 1/2 0, com prob. 1/2.

Caracterizando-se as variaveis por suas respectivas fun¢oes massa de probabilidade, obtém-

Se
fulb) = 3060 + 500~ 1) e fulb) = 3 0(ba) + 5 5(b2— 1),

em que J(-) denota o delta de Kronecker, definido como

1, sek=0
o) = { 0, se k#0. (2:5)
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Agora, considera-se uma terceira variavel aleatoria by dada por
by = by + ba s

em que |« denota o resto da divisao de o por 2. A variavel bs possui a seguinte fungao

massa de probabilidade:
1 1
Jos(b3) = 56(173) + 5 d(bs —1).

A funcao massa de probabilidade conjunta das trés variaveis consideradas é dada por
1 1
Fir s (b1, 2, b3) = 7 0(b1) 8(b2) 8(bs) + 7 6(b1) 6(b2 — 1) 6(b3 — 1)
1 1
+ Zd(bl —1)d(by)0(bs — 1) + 1 d(by — 1) 0(by — 1) 6(b3).

Para (b1, b2, b3) = (0,0,0) tem-se f, 4,5,(0,0,0) = 1/4, mas
1 1 2 1
0 0 0) =X =X—-=-.
Logo, as variaveis by, by, bs nao sao mutuamente independentes de acordo com a De-
finicdo 2.1. No entanto, quaisquer pares dessas variaveis aleatérias sao independentes
pois
¢ by é independente de by, por hipotese;

¢ by é independente de bs pois
1 1
Joslpy (b3]b1 = By) = 55(53) 6(B1) + 55(53 —1)6(B1)
1 1
45065 = 1)3(By — 1) + 5 3(bs) 6(By 1)

= 2 [5(0s) + 6(bs — 1] [3(B1) + (B — 1)] = fu, (bs)

=1

para B; € {0,1}, o que implica
Jog.1 (03, 01) = fugjpy (D3]b1) fo (b1) = fig (b3) S (b1);
o analogamente ao caso anterior, by ¢ independente de b3 pois fy, 5, (b3|be = Ba) = fi,(bs)
para By € {0,1}, o que implica fy, 4, (b3, b2) = i, (b3]02) fi, (b2) = fi (b3) fi (b2)-
Portanto, segundo a Definicao 2.2, as variaveis by, by, b3 sao independentes em pares. <

Antes de prosseguir ao caso vetorial, apresenta-se a definicdo de variaveis aleatorias
identicamente distribuidas. Essa defini¢ao ¢ 1til a abordagem de independéncia temporal

de processos estocasticos feita na Subsecao 2.1.3.

Definicao 2.3. As varidveis aleatérias aq, ao, ..., ay sdo identicamente distribuidas se, e

somente se, todas possuirem as mesmas funcoes distribui¢ao de probabilidade, i.e.,

Fo () = Fu, () (2.6)
para quaisquer ¢,¢ =1,2,... N, em que F,,(-) = Pr{a; < ()} e F,,(-) = Pr{a, < ()} sdo

as fungoes distribuicao de probabilidade de a; e ay, respectivamente. <
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2.1.2 Independéncia para vetores aleatérios

Definicao 2.4. A funcao distribuicao de probabilidade do vetor aleatério
a=[a a - an]
¢é definida como a fung¢ao distribuicao de probabilidade conjunta de seus elementos, i.e.,
Foag. an(a1,02,...,an) =Pr{a; < ay,a2 < as,...,any < an},

e pode ser representada, em forma reduzida equivalente, por

F,(a) =Pr{a < a}, (2.7)

emquea=[a a - ayn]". <

Com base nessa defini¢cao, enunciam-se a seguir duas defini¢gdes que correspondem a

extensoes das Defini¢oes 2.1 e 2.3 para uma sequéncia de vetores aleatorios.

Definicao 2.5. Os vetores aleatorios a;, @s, . ..,ay, com N > 2, sdo mutuamente indepen-
dentes, ou apenas independentes se, e somente se, a fungao distribuicdo de probabilidade

conjunta
Faias. ay(@1,a2,....;ay) =Pr{a; <aj,as < a,,...,ay < ay} (2.8)

puder ser fatorada conforme

N
Fm,@z,..-,gzv (a’b asz, ..., a’N) = H F@i(ai)ﬂ (2'9)

i=1

em que F, (a;) = Pr{a; < a;} é a fungdo distribui¢cdo de probabilidade de a;, com
i=12.. . N. 4

Definicao 2.6. Os vetores aleatérios aq, as, . ..,ay, com N > 2, sao identicamente distri-

buidos se, e somente se, todos possuirem as mesmas fungoes distribui¢do de probabilidade,

i.e.,

ng() :FJ()7 (210)
para quaisquer i,/ = 1,2,..., N, em que F,,(-) = Pr{a; < ()} e F,,(-) = Pr{a, < (")}
sao as funcgoes distribuicao de probabilidade de a; e ay, respectivamente. <

A independéncia de vetores aleatorios pode ser interpretada como a independéncia
de conjuntos de varidveis aleatorias. Se forem definidos vetores aleatérios arbitrarios que
particionem um conjunto de variaveis aleatorias, pode-se utilizar a independéncia desses
vetores para definir, de maneira consistente, a independéncia de partigoes do conjunto.

Isso é 1til, por exemplo, para expressar certas propriedades de cumulantes na Secao 2.3.
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2.1.3 Independéncia temporal para processos estocasticos

A seguir, aborda-se a independéncia temporal para processos estocéasticos. Partindo-se
da definicao de varidveis aleatorias identicamente distribuidas, inicia-se por uma classe
de processos estocasticos escalares que nao apresenta quaisquer variagoes estatisticas ao

longo do tempo.

Definigao 2.7. Seja um processo estocdstico escalar {a(n)}, com n € Z. O processo
{a(n)} é independente e identicamente distribuido no tempo, ou apenas independente e

identicamente distribuido (iid) se, e somente se,

(i) {a(n)} for independente no tempo, i.e., para qualquer conjunto finito de ¢ > 2

instantes distintos {ni,ns,...,n} C Z, as varidveis aleatérias

Q(nl)7g<n2)v st ,Q(TL()
forem mutuamente independentes (conforme a Defini¢ao 2.1), e

(ii) {a(n)} for identicamente distribuido no tempo, i.e., as variaveis aleatérias

forem identicamente distribuidas (conforme a Defini¢ao 2.3).
<

Um processo estocastico escalar que satisfaz a Definicdo 2.7 pode ser representado
de maneira simples, sem ser necessario recorrer a ferramentas de séries temporais como,
por exemplo, funcao de autocorrelagdo ou densidade espectral de poténcia. A fim de
exemplificar essa importante caracteristica de processos escalares iid, apresenta-se o
seguinte exemplo (PAPOULIS; PILLAI, 2002).

Exemplo 2.2. O processo de Bernoulli {b(n)} ¢é constituido por varidveis aleatérias
mutuamente independentes b(ng), para ng = 0,1,..., tais que para um dado instante ng

tem-se
1, com prob. p

b(ng) = 2.11
(o) { 0, com prob. 1 — p, ( )

em que 0 < p < 1. Por defini¢ao, o processo de Bernoulli é temporalmente independente.
Além disso, a funcao massa de probabilidade do processo tomado em um dado instante de

tempo ng vale
fb(no)(b> = (1 - p) 5(b) +p5(b - 1)7

sendo d(-) definido em (2.5). Logo, fyne) independe do tempo e o processo é identicamente

distribuido. Portanto, o processo de Bernoulli ¢ iid. Como consequéncia, sua esperanca
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também independe do tempo e vale

“+o0o
Blbm)] = 3 bfin(®) =0x (1—p) +1xp=p. (2.12)
b=—oc0
Uma possivel realizagdo no tempo de {b(n)}, indexada pelo ntimero zero, é representada

conforme

b0 (n) = io VO (k) 6(n — k), (2.13)

em que b(®) (k) denota o valor da realizacio {b(®)(n)} do processo {b(n)} tomada no k-ésimo
instante, com k = 0,1,.... Como {b(n)} é iid, é possivel interpretar uma realizacao desse
processo como repetidos sorteios independentes de uma mesma variavel aleatéria. Nesse

sentido, define-se a variavel aleatéria de Bernoulli

1 b.
b:{ , com prob. p (2.14)

0, com prob. 1 —p.

As expressoes (2.11) e (2.14) sao fundamentalmente diferentes, pois a primeira descreve
um processo estocastico (i.e., um conjunto de varidveis aleatérias indexadas), enquanto a
segunda descreve apenas uma variavel aleatéria. Entretanto, existe uma relagao estreita
entre o processo {b(n)} e a varidvel aleatéria b. De fato, o sinal {6®(n)} de (2.13) pode
ser compreendido tanto como uma realizagao do processo {b(n)}, quanto como repetidos
sorteios independentes da variavel aleatéria b feitos ao longo do tempo. Em outras palavras,

é possivel fazer a seguinte interpretacao:
+oo
b0 (n) =" bD6(n — 1),
=0

em que b denota o i-ésimo sorteio independente da varidvel aleatéria b, com i = 0,1, .. ..
Sendo assim, para ¢ = 0, 1,..., interpreta-se a realizagdo de {b(n)} tomada no ¢-ésimo
instante, denotada por b(*)(£), como o f-ésimo sorteio independente de b, denotado por
b, N

Nos proximos dois exemplos, em contrapartida, consideram-se processos estocasticos
escalares que nao sao iid e, por isso, nao possuem uma representacao simplificada como o

processo do Exemplo 2.2.

Exemplo 2.3. Considera-se o processo de contagem {B(n)} tal que
B(n) = > b(m),
m=0

comn =0,1,...,sendo {b(n)} o processo estocastico de Bernoulli definido no Exemplo 2.2.
Nesse caso, valem B(0) = b(0) e B(1) = b(0) 4+ b(1) = B(0) + b(1). Embora {b(n)} seja

temporalmente independente, o processo {B(n)} nao possui essa propriedade. Isso é
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evidente ao notar que a variavel aleatéria B(0) aparece como um dos termos de B(1).
Sendo assim, as variaveis aleatérias B(0) e B(1) ndo sdo independentes. Portanto, {B(n)}

nao é iid. Ao calcular a esperanca do processo {B(n)}, obtém-se

BLE)] = B |3 ).

e utilizando-se o resultado da Equacgdo (2.12) do Exemplo 2.2, resulta E[B(n)] = (n + 1)p.
A esperancga de {B(n)} aumenta com o tempo, como é de se esperar para um processo de
contagem que soma apenas zero ou um. Logo, esse processo nao ¢é estacionario em sentido
amplo e nao pode ser identicamente distribuido, ja que instantes diferentes implicam
variaveis aleatorias com esperancas diferentes e, portanto, com distribuicoes distintas. Por
fim, constata-se que a interpretacao feita para o processo iid do Exemplo 2.2 nao é valida
aqui. A rigor, ndo se pode interpretar uma realiza¢ao do processo {B(n)} como diversos
sorteios independentes de uma mesma variavel aleatoria, ja que existe uma dependéncia

temporal e uma mudanca temporal de distribuicao que nao podem ser ignoradas. <

Exemplo 2.4. Seja o processo estocastico {c¢(n)} constituido por varidveis aleatorias

mutuamente independentes ¢(ng) tais que, para um dado instante ng = 0,1,. ..,

U(a,b),  seng é par
c(ng) ~ 2 .

N(u,0?), seng é impar,
em que U(a,b) denota uma distribui¢do uniforme no intervalo (a,b) e N (u,0?) denota
uma distribuicao gaussiana com média p e varidncia o2. Por definicao, o processo tem
independéncia temporal. No entanto, claramente nao é identicamente distribuido, visto
que suas distribui¢des alternam no tempo entre uma uniforme e uma gaussiana. Logo,
{c(n)} nao é iid e fica evidente que nao pode ser representado por apenas uma variavel

aleatoria por conta da mudanca de sua distribuicao ao longo do tempo. <

Os Exemplos 2.2, 2.3 e 2.4 auxiliam a compreender por qual motivo, muitas vezes,
processos estocasticos iid sao representados como simples varidveis aleatorias sorteadas ao
longo do tempo (PAPOULIS; PILLAI, 2002). Assim como para o caso escalar, é possivel
definir processos estocasticos iid para o caso vetorial. Trata-se de uma generalizacao da
Definigao 2.7.

Definigao 2.8. Seja um processo estocastico vetorial {a(n)}, com n € Z. O processo
{a(n)} é independente e identicamente distribuido no tempo, ou apenas independente e

identicamente distribuido (iid) se, e somente se,

(i) {a(n)} for independente no tempo, i.e., para qualquer conjunto finito de ¢ > 2

instantes distintos {ny,ns,...,ng} C Z, os vetores aleatérios

a(ny),a(ng),...,a(n,)

forem mutuamente independentes (conforme a Definigao 2.5), e
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(ii) {a(n)} for identicamente distribuido no tempo, i.e., os vetores aleatérios
...,a(—1),a(0),a(l),...
forem identicamente distribuidos (conforme a Definicao 2.6).

<

A consideracgao de processos estocasticos vetoriais iid em descrigoes estatisticas traz
conveniéncias analogas as que ocorrem no caso escalar. Em particular, é possivel representar
o processo vetorial iid como um simples vetor aleatério, cujos sorteios independentes se
dao ao longo do tempo (BREIMAN, 1992).

A independéncia abordada na Defini¢ao 2.8 é eminentemente temporal. Entretanto,
ela implica um certo tipo de independéncia espacial. Considera-se, por exemplo, um
processo estocéstico iid {a(n)} com a(n) = [a1(n) az(n)]". Conforme a Defini¢do 2.8
(a), tem-se a(n;) independente de a(ns) para ny; # ny. De acordo com a Definigao 2.5,
essa independéncia equivale a independéncia mutua dos conjuntos {a;(n1),as(n1)} e
{a1(n2),az(n2)}. Por sua vez, essa independéncia mutua implica a independéncia das
varidveis aleatérias a;(n1) e as(ng), bem como a independéncia de as(ny) e ai(n2). Logo,
hé independéncia no sentido espacial desde que instantes distintos sejam considerados.
Porém, nada é possivel afirmar quanto & independéncia de a;(n1) e asz(ny1), ou de a;(ns) e
as(n2); essas independéncias particulares nao sao contempladas pela Definigao 2.8.

Embora a independéncia estatistica de grandezas aleatorias seja muito importante
do ponto de vista do uso de modelos estatisticos para a resolucao de problemas prati-
cos (BREIMAN;, 1992), trata-se de um conceito relativamente forte do ponto de vista
tedrico (FELLER, 1968-1971). Isso se deve ao fato de que a independéncia estatistica
implica restrigoes sobre funcoes distribuicao de probabilidade conjuntas, conforme as
Definicoes 2.1 e 2.8.

2.2 Medidas entrépicas de informacao

Medidas entropicas de informacgao permitem quantificar a independéncia estatistica
de variaveis aleatérias a partir de sua distribuicado conjunta. As principais medidas de
informagao tteis para a representacao da independéncia estatistica sao baseadas em
entropia (COVER; THOMAS, 2006; HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001; COMON;
JUTTEN, 2010). Em teoria da informacao, o conceito de entropia esta relacionado a
imprevisibilidade ou ao grau de surpresa de variaveis aleatérias. As defini¢oes e proposicoes
a seguir sao adaptadas de Cover e Thomas (2006), Hyvérinen, Karhunen e Oja (2001),
Watanabe (1960). Por simplicidade, nesta se¢do consideram-se apenas grandezas aleatérias
para as quais a fungao densidade de probabilidade existe. Excluem-se, portanto, grandezas

aleatorias discretas ou mistas. Inicia-se, a seguir, pela definicdo de entropia diferencial.
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Definicao 2.9. A entropia diferencial de uma funcao densidade de probabilidade conjunta

f, correspondente a N varidveis aleatorias, é definida compactamente como

H() =~ [ 1oa( (@) f(@) (215)

em que o simbolo de integral em negrito denota N integrais iteradas e Sy denota o suporte
de f, definido como Sy = {x € RY | f(x) > 0}. A base do logaritmo estd associada a
unidade da entropia diferencial e deve ser um nimero real maior do que um. Por sua vez,

a entropia diferencial de um vetor aleatério a é definida como

Hla] = H(fs) = — E[log fa(a)], (2.16)

em que f, denota a funcao densidade de probabilidade de a. <

Diferentemente da entropia para variaveis aleatérias discretas introduzida por C. Shan-
non (COVER; THOMAS, 2006), nao é possivel interpretar a entropia diferencial da
Defini¢ao 2.9 como uma medida consistente de informacao média de uma fonte de informa-
cao continua. O motivo principal que impossibilita essa interpretagao é o fato de a entropia
diferencial poder assumir valores negativos, enquanto é desejavel que a informagao seja
sempre uma grandeza positiva (HYVARINEN; KARHUNEN:; OJA, 2001).

Proposicao 2.2. Seja a um vetor aleatorio qualquer de N elementos. A entropia diferen-

cial satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Invariancia sob translagio: para todo vetor k € RY | tem-se

Hla + k| = Hla].

RNXN

(ii) Transformagdo linear: para toda matriz K € inversivel, tem-se

H[Ka| = Hla] + log | det K.
(iii) A entropia diferencial é limitada superiormente conforme

Hla] < ;log(det(Zﬂe C.)),

em que e denota a constante de Euler e C, = E[(a — Ela])(a — E[a])"] € a matriz
de covariincia de a. A igualdade é estabelecida se, e somente se, os elementos de a

forem conjuntamente gaussianos.

Uma decorréncia direta da propriedade (ii) da Proposigao 2.2 é que, em geral, a entropia
diferencial ndo se mantém constante ao realizar uma mudanga de variaveis para representar
uma fonte de informacao. Por exemplo, se a for uma grandeza fisica dada em metros,

sua entropia diferencial mudara ao representa-la em centimetros. Essa inconsisténcia
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dimensional também é uma caracteristica indesejavel para o uso da entropia diferencial
como medida de informacio média (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001).

De acordo com a propriedade (iii), entre todos os vetores aleatérios de mesma matriz
de covariancia, aqueles cujos elementos sao conjuntamente gaussianos sao os que possuem
entropia diferencial maxima. Trata-se da propriedade de méxima entropia da distribuicao
gaussiana, amplamente utilizada na literatura de teoria da informagao. Pode-se demonstra-
la a partir da desigualdade de Jensen conforme Cover e Thomas (2006), ou de maneira
mais geral utilizando-se ferramentas do calculo variacional.

A seguir, define-se uma medida entrépica de informacdo denominada divergéncia de
Kullback—Leibler. Essa medida evita certas inconsisténcias da entropia diferencial, sendo

mais adequada para medir informagao média de variaveis aleatérias continuas (COVER;

THOMAS, 2006).

Definicao 2.10. A divergéncia de Kullback—Leibler (i.e., divergéncia K-L) entre duas
fungoes densidade de probabilidade conjuntas f e g, ambas correspondentes a N variaveis

aleatorias, é definida compactamente como

K(flo) = toe (52 st@ya 2.17)

g(x)

A fim de evitar possivel divisao por zero, essa definicdo é considerada valida apenas se
g(x) = 0 implicar f(x) = 0, i.e., se o suporte de f estiver contido no suporte de g. A
divergéncia K-L entre dois vetores aleatérios a e b, ambos com o mesmo nimero de

elementos, é definida como

Kla|[b] = K(fal /o), (2.18)

em que f, e fp sao as fungoes densidade de probabilidade de a e b, respectivamente. <

Segundo a Definicao 2.10, tem-se que a divergéncia K-L nao é simétrica, i.e., em geral
K(fllg) # K(g|lf)- Sendo assim, rigorosamente nao se pode afirmar que a divergéncia
K-L é uma distancia. Entretanto, pode-se interpreta-la como uma medida consistente de
proximidade ou diferenga entre distribui¢oes de dois vetores aleatérios (COVER; THO-
MAS, 2006). Essa interpretacdo pode ser melhor compreendida a partir das propriedades

enunciadas a seguir.
Proposigao 2.3. A divergéncia K-L satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Nao negatividade: para quaisquer vetores aleatorios a e b, tem-se

Klal|b] > 0.

(7i) Valor nulo: a igualdade
Kla|lbl =0

ocorre se, e somente se, f, = fp, — exceto, eventualmente, em um conjunto de medida

nula dos suportes dessas funcoes densidade de probabilidade.
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(7i) Invariincia sob transformagao: para quaisquer vetores aleatorios a e b, ambos de N

elementos, e para toda funcdo inversivel h : RN — RN tem-se

K[h(a)[h()] = K[al|b].
(iv) Rela¢ao com a entropia diferencial: para todo vetor aleatdério a de N elementos
com suporte (0,1)Y, e sendo w um vetor aleatério de N elementos com distribuicdo

uniforme em (0,1)V, tem-se

Diferentemente da entropia diferencial, a divergéncia K-L é sempre nao negativa
conforme a propriedade (i) da Proposicao 2.3. Além disso, de acordo com a propriedade (iii),
essa medida entrépica nao se altera sob uma mesma mudanga de variaveis aplicada a
ambos os vetores aleatérios. Sendo assim, ao contrario da entropia diferencial, a divergéncia
K-L é dimensionalmente consistente (COVER; THOMAS, 2006).

A divergéncia K-L permite definir uma medida entrépica de informacao especial-
mente 1til em separacao cega de fontes. Trata-se da informacao mutua, apresentada a
seguir (COMON, 1994; CARDOSO, 1998; HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001).

Definicao 2.11. A informacao mutua de uma fun¢ao densidade de probabilidade conjunta
f, correspondente a N variaveis aleatérias cujas fungoes densidade de probabilidade

marginais sao dadas por fi, fo,..., fn, é definida como

1) =K (f

[[f) . (2.19)

A informacao muitua de um vetor aleatorio a é definida como

Ila] = Klal|a], (2.20)

em que a ¢ um vetor aleatério de elementos mutuamente independentes e cujas fungoes

densidade de probabilidade marginais sao iguais a de a. <

Quando N = 2, a informacao mutua da Defini¢do 2.11 corresponde a informacao mitua
usual de teoria da informagao (COVER; THOMAS, 2006). Logo, pode-se interpretar a
Defini¢ao 2.11 como uma generalizagao — para mais de duas variaveis aleatérias — da
definicao usual de informacao mutua. Porém, pode-se mostrar que essa generalizacao
nao é unica e ha outras maneiras consistentes de fazé-la. Para chamar atencao a esse
fato, a informacgao mitua da Defini¢do 2.11 ¢é preferencialmente denominada correlacao
total (WATANABE, 1960) no contexto de teoria da informagao.

Proposicao 2.4. A informagdo mitua satisfaz as sequintes propriedades:
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(i) Nao negatividade: para todo vetor aleatorio a, tem-se

(ii) Valor nulo: a igualdade

ocorre se, e somente se, as varidveis aleatorias em a forem mutuamente independen-

tes.

(7ii) Relag¢io com a entropia diferencial: para todo vetor aleatério a =[a; as -+ an]',

tem-se
N

Ila] = > Hla;| — Hlal.

i=1
A propriedade (ii) da Proposi¢ao 2.4 é uma decorréncia direta da condi¢ao de valor
nulo para a divergéncia K-L da Proposicao 2.3. A partir dessa propriedade, a informagcao

mutua pode ser interpretada como um indicador de independéncia mutua de variaveis

aleatérias (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001).
2.3 Cumulantes

Cumulantes sao parametros estatisticos que permitem quantificar de maneira aproxi-
mada a independéncia de varidveis aleatérias sem ser necessario conhecer a sua distribuicao
conjunta. Antes de apresentar a definicao de cumulantes, porém, sao definidos os momentos
de um vetor aleatério e de suas varidveis. As defini¢bes e proposi¢oes desta secdo sao
adaptadas de McCullagh (2018), Picinbono (1993), Nikias e Petropulu (1993), Papoulis e
Pillai (2002). Por conveniéncia, considera-se nesta se¢ao que @ é um vetor aleatério de N
elementos dado por

QZ[Ql as - QN] .

O contetudo exposto a seguir é valido apenas para grandezas aleatérias reais; extensoes
de momentos e cumulantes para o caso complexo podem ser encontradas, por exemplo,
em Picinbono (1993).

Definicao 2.12. Os momentos de ordem M > 1 do vetor aleatério a sao definidos, em

termos da esperanca matematica, como

8;1”2""’”” = Ela;, @i, - a;,,] (2.21)
para i1,42,...,ip = 1,2,..., N. Nessa notacao, dois ou mais indices podem assumir o
mesmo valor. No caso particular em que i1 = iy = -+ - = 1)y = 1, obtém-se o momento de

ordem M da variavel aleatoria a;, convenientemente denotado por

Ear = Ela)] (2.22)

4
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parai=1,2,... N. <

Nem sempre os momentos de um vetor aleatério existem (MCCULLAGH, 2018). De
acordo com a Defini¢cao 2.12, um vetor aleatorio de N elementos possui no maximo
(M+N-—1)!
M!'(N —1)!
momentos de ordem M distintos, em que (-)! denota o fatorial.

A funcao caracteristica de um vetor aleatério, definida a seguir, é 1til para o cdlculo
dos momentos desse vetor (PICINBONO, 1993).

Definicao 2.13. A funcao caracteristica do vetor aleatério a é definida como a funcao

caracteristica de seus elementos, 7.e.,
N
Doy gy (W1, wa, ... ,wy) =E lexp (j Zwiaiﬂ
i=1

para wi,ws,...,wy € R, em que j é a unidade imagindria tal que j?> = —1. Essa funcao

pode ser representada, em forma reduzida equivalente, como

®q(w) = Elexp(jw'a)] (2.23)

para w = [w; wy -+ wy] € RY. <

A funcao caracteristica definida pode ser interpretada como a transformada de Fourier,
com os sinais das frequéncias trocados, da funcdao densidade de probabilidade conjunta de
ai, as, . ..,ay. Além disso, a definicao apresentada também vale para variaveis aleatérias
discretas. Tanto para variaveis aleatérias continuas quanto discretas, a funcao caracte-
ristica sempre existe — mesmo se func¢oes densidade de probabilidade nao puderem ser
definidas (MCCULLAGH, 2018).

Os momentos de ordem M de um vetor aleatoério, caso existam, podem ser obtidos a
partir de derivadas parciais da fungao caracteristica (MCCULLAGH, 2018; PICINBONO,

1993) conforme
oM, (w)

&uilawi? cee &uiM w=0yx

gg,iz,...,i]\/j — <_j)M

Definicao 2.14. A funcao log-caracteristica do vetor aleatério a é definida como a fungao

log-caracteristica de seus elementos, i.e.,

Lpihgz,u.,gj\] (wla W, ... 7WN> =In @QLQQ,...,QN (wla Wa, ... 7WN)7

para wi,ws,...,wy € R, em que In(:) denota o logaritmo natural. Essa fun¢ao pode ser

representada, em forma reduzida equivalente, como

U, (w) =Ind,(w) (2.24)

para w = [w; wy -+ wy]|l € RV, <
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Definicao 2.15. Os cumulantes de ordem M > 1 do vetor aleatério a sdo denotados por

? 7i 7"'77; —
Clr "™ = cumla;,, Gy, - - - , iy, (2.25)
para iy,4g,...,0p = 1,2,..., N, e definidos conforme
o oMY, (w)
91,82, M -\ M a
e@1 M (_ ) ,

8wi18wi2 cee &uiM w=0y

i.e., a partir de derivadas parciais da fungao log-caracteristica (NIKIAS; PETROPULU,
1993; PICINBONO, 1993). Em particular, se i1 = iy = - - - = i3y = 4, obtém-se o cumulante

de ordem M da variavel aleatéria a;, denotado por

thM = Cum[QhQia N ¢ 7 (226)
———
M vezes
parat=1,2,..., N. <

Os cumulantes possuem propriedades matematicas interessantes, sendo muitas vezes
mais convenientes de manipular algebricamente do que momentos. As principais propri-
edades dos cumulantes sdo apresentadas a seguir (MCCULLAGH, 2018; PICINBONO,
1993; HOLMQUIST, 1988).

Proposigao 2.5. Seja um vetor aleatério qualquer @ = [a; as -+ an]|" para o qual
existem cumulantes. Para quaisquer indices 11,42, ...ty = 1,2,..., N, valem as sequintes
propriedades:

(i) Multilinearidade: se M > 1, entao
cumlk @i, , @iy, - - -, Gy, ] = kcum|a;,, @iy, - - -, @iy, |
para todo k € R, e
cum|a;, + @, Qiys - - -, iy, | = CUM[@,, Qiys - - - iy, | + CUMAr, iy - -y Qi
para qualquer £ =1,2,... N.
(7i) Invariancia sob permutagcao de indices: se M > 2, entdo
Cum[QiuQim cee 7Q2'M] = Cum[QU(h%@G(iz)? s ’Q‘T(iM)L
em que o(-) denota um mapeamento de permutacdo.
(7ii) Invaridncia sob translagao: se M > 2, entdo
cum|a;, + k, ai, - .., a;,,] = cum|a;,, @iy, - - ., Gy,

para todo k € R.
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(iv) Se os elementos de a forem conjuntamente gaussianos e M > 3, entdao

cum|a;, , iy, - - -, @i, ] = 0.

A sequir, considera-se adicionalmente um vetor aleatério qualquer b= [by by --- bp]'
para o qual também existem cumulantes. Se os vetores aleatorios a e b forem independentes
conforme a Definicao 2.5, entdo para quaisquer indices i1,19,...,0y = 1,2,...,N e

Ui by, by =1,2,..., P, com M,M' > 1, valem as sequintes propriedades:

(v.1) Particoes independentes:
Cum[@il,QiQ, Ce aQiMabh;bfza ce ’bEM’] = 0.
(v.2) Aditividade: se M = M' = R, entao

Cum{@il +b€17Qi2 +b€27 sy Qg +b€12] = Cum[@iu@iza st 7@iR] + Cum[bflabéw cee 7b€R]'

As propriedades (i) e (ii) da Proposi¢ao 2.5 também sao vélidas para momentos (PICIN-
BONO, 1993); as demais propriedades sao validas, no caso geral, apenas para cumulantes.
Enfatiza-se que a propriedade (iii) ndo é valida para ordem M = 1; nesse caso, o cumulante
equivale ao momento e perde-se a invariancia sob translacgao.

A propriedade (iv) consiste no fato de que um vetor aleatério cujas varidveis sao
conjuntamente gaussianas possui todos os cumulantes de ordem maior do que dois iguais a
zero. A propriedade (v.1) é muito 1til para verificar, até uma dada ordem, a independéncia
muitua de duas ou mais varidveis aleatérias. A propriedade (v.2) torna manipulagoes
algébricas de cumulantes muito convenientes; trata-se de uma decorréncia direta de
sucessivas aplicacoes das propriedades (i) e (v.1).

Destaca-se que, enquanto na propriedade (i) é considerada a soma de varidveis aleatérias
em apenas um dos argumentos do cumulante, na propriedade (v.2) sdo consideradas somas
em todos os argumentos. Embora a propriedade (i) seja sempre valida, a propriedade (v.2)
apenas ¢ garantida se os vetores aleatérios considerados forem independentes. Por exemplo,
se M = M' = R = 2 e os vetores aleatorios a e b nao forem independentes, aplicagoes

sucessivas das propriedades (i) e (ii) levam a obtengao de
Cum[gil + b&?@iz + be] = Cum[gilagiz] + Cum[@ilvb&] + Cum[bflvgiz] + Cum[bflvbfz]

e, devido ao aparecimento de cumulantes cruzados dos elementos de a e b na expressao
resultante, a propriedade (v.2) nao é satisfeita no caso geral.

Assim como os momentos, nem sempre os cumulantes existem (MCCULLAGH, 2018).
Quando ambos existem, é conveniente expressar os cumulantes em fungao de momentos das
variaveis envolvidas. A seguir, utilizam-se as notagdes reduzidas de momentos e cumulantes

de um vetor aleatorio estabelecidas, respectivamente, em (2.21) e (2.25).
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Proposigao 2.6. Seja um vetor aleatério a = [a; as --- an|' para o qual existem

momentos e cumulantes. Os cumulantes de ordens um a quatro desse vetor, respectivamente

elencados a sequir, podem ser expressos em fungdo de momentos como*

c. =&, (2.27)
Ch = ghi _glel, (2.28)
Chik = ghik _[3]gLeIr L ol eT ek (2.29)
Chikl = ghikt _ 4] gl gIht _[31ghight 4 o6) leieRt —gelelere! (2.30)

para i, j, k., 0 =1,2,...,N.

Finalmente, é interessante considerar o caso particular em que os indices dos cumulantes
nas expressoes da Proposicao 2.6 sao todos iguais. Nessa situacao, sao obtidos os cumulantes
de ordens um a quatro de uma variavel aleatéria em funcao de seus momentos. A seguir,
utilizam-se as notagoes reduzidas de momentos e cumulantes de uma variavel aleatéria

estabelecidas, respectivamente, em (2.22) e (2.26).

Proposicao 2.7. Seja uma varidvel aleatoria a para a qual existem momentos e cumu-
lantes. Os cumulantes de ordens um a quatro dessa varidvel, respectivamente elencados a

sequir, podem ser expressos em fung¢do de momentos como

Cot = Eal, (2.31)
Cuz = Eua— &2, (2.32)
Cos =43 — 38,1802 +28), (2.33)
Coa =8ua— 48,1843 — 382, +1282,8,,— 68 ,. (2.34)

As expressoes das Proposicoes 2.6 e 2.7 sao tteis nao somente do ponto de vista
tedrico, mas também do ponto de vista pratico. Isso pois permitem, a partir de estimativas
de momentos, obter estimativas de cumulantes (CARDOSO, 1999; HYVARINEN; OJA,
2000).

2.4 Independéncia e gaussianidade

Nesta se¢ao, por meio da abordagem dos conceitos de independéncia e gaussianidade,
relacionam-se os contetidos das Segoes 2.1, 2.2 e 2.3. Inicia-se pela definicdo de cova-
ridncia (PICINBONO, 1993; MCCULLAGH, 2018). Em seguida, define-se uma versao

1

Nessas expressoes, inteiros K entre colchetes e ao lado esquerdo de um termo genérico indicam somas
de todos os K possiveis termos obtidos a partir de permutacdes dos indices do termo. Por exemplo,

(3] ELedk = gledk  gighh 4 ghghi

[4]eLeiht = eleiht peleiht 4 gkelit 4 glelih,
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aproximada de independéncia baseada em cumulantes de ordem dois. Trata-se da nao
correlagao, também denominada descorrelagao na literatura (PAPOULIS; PILLAI, 2002).

Definicao 2.16. Sejam duas variaveis aleatérias conjuntamente distribuidas a; e as. Suas

variancias sao definidas como os cumulantes de ordem dois
var[a;] = cum[a;,a1] e var[as] = cum|as, as].

Se a; e as possuirem variancias finitas, a covariancia entre essas duas variaveis aleatérias é

definida como o cumulante de ordem dois cov|a;, as] = cumlay, as], que resulta
covlay, as] = Ela; as] — Ela;] Eas]
conforme (2.28). <4

Definigao 2.17. As variaveis aleatérias aj, as, . ..,ayn, com variancias finitas e N > 2,
sao nao correlacionadas em pares, ou apenas nao correlacionadas, se, e somente se, a
covariancia entre a; e a, for igual a zero para quaisquer i,¢ = 1,2,..., N com ¢ # /.

Segundo a Defini¢ao 2.16, isso equivale a considerar que existe a fatoragao
Ela; a;] = Ela;] Ela]
para quaisquer ¢, £ =1,2,..., N com i # /. <

A néo correlagao também é conhecida como independéncia de ordem dois (LACOUME;
AMBLARD; COMON, 1997). Partindo-se dessas defini¢oes, obtém-se a seguinte relagao

entre os conceitos de independéncia em pares — abordado na Definicdo 2.2 — e nao
correlacao.
Proposicao 2.8. Se as varidveis aleatorias a1, as, . ..,ay forem independentes em pares,

entao essas varidveis sao ndao correlacionadas.
Demonstracao. Veja a Secao A.1 do Apéndice A.

A reciproca da Proposicao 2.8, em geral, ndo é verdadeira — i.e., a nao correlagdo nem
sempre implica independéncia em pares (PAPOULIS; PILLAI, 2002). Consequentemente, a
independéncia em pares é uma condicao mais forte do que a nao correlacao. Recapitulando

as relagoes entre diferentes tipos de independéncia das Proposigoes 2.1 e 2.8, tem-se

independéncia mutua =- independéncia em pares = nao correlac;éo.‘ (2.35)

No caso particular em que sao consideradas apenas duas varidveis aleatérias, a indepen-

déncia muitua e a independéncia em pares sao equivalentes. Nessa situacao, tem-se

independéncia mutua < independéncia em pares = nao correlagéo.‘ (2.36)

A cadeia de implicagbes (2.35) pode se tornar uma cadeia de equivaléncias se as
variaveis aleatérias consideradas forem conjuntamente gaussianas. Esse caso excepcional é

considerado na seguinte proposicao.
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Proposicao 2.9. Se varidaveis aleatorias ay,as, . . .,an forem conjuntamente gaussianas e

nao correlacionadas, entdao essas variaveis sao mutuamente independentes.
Demonstracdo. Veja a Secao A.1 do Apéndice A.

Até mesmo para o caso de as variaveis aleatdrias serem conjuntamente gaussianas
e algumas delas serem constantes (i.e., caso conjuntamente gaussiano degenerado), a
Proposigao 2.9 continua valendo (FELLER, 1968-1971). Recorda-se que, de acordo com a
Proposicao 2.1, a independéncia mutua implica a independéncia em pares. Logo, para o

caso conjuntamente gaussiano, a expressao (2.35) pode ser reescrita conforme

independéncia mutua < independéncia em pares < nao correlagéo.‘ (2.37)

Essa equivaléncia resultante da Proposicao 2.9 é notavel; basicamente, para variaveis
aleatorias conjuntamente gaussianas, o conceito relativamente forte de independéncia
mutua pode ser substituido pela aproximacao de independéncia baseada em ordem dois,
i.e., a nao correlacao.

O fato de, para varidveis aleatérias conjuntamente gaussianas, a independéncia equi-
valer a nao correlagao, motiva a consideracao de uma medida entrépica de informagao
que permita quantificar a gaussianidade de uma grandeza aleatéria. Essa medida, com-
plementar aquelas abordadas na Secdo 2.2, é denominada negentropia (COMON, 1994;
HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). Sob certas condicoes, discutidas em maiores
detalhes no Capitulo 7, a negentropia pode ser empregada como medida de independéncia
mutua (COMON, 1994).

Definigao 2.18. Seja @ um vetor aleatério qualquer com média m, = E[a| e matriz de

covariancia C, = E[(a — m,)(a — m,)"]. A negentropia de a ¢ definida como

Jla] = Klallag], (2.38)

em que ag ~ N (mg, Cy). <

Proposicao 2.10. A negentropia satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Nao negatividade: para todo vetor aleatorio a, tem-se

Jla] > 0.

(7i) Valor nulo: a igualdade
Jla] =0

ocorre se, e somente se, as varidveis aleatorias em a forem conjuntamente gaussianas.
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(7ii) Invariincia sob transformagao linear: para todo vetor aleatdrio a de N elementos e

RNXN

qualquer matriz K € inversivel, tem-se

J[Ka] = Ja).

(iv) Relagio com a entropia diferencial: para todo vetor aleatdrio a de média m, e matriz

de covaridncia Cy, € sendo ag ~ N (myg, C,), tem-se

A propriedade (ii) é uma decorréncia direta da condigéo de valor nulo para a divergéncia
K-L da Proposicao 2.3. Segundo essa propriedade, evidencia-se a utilidade da negentropia
como um indicador de gaussianidade de um vetor aleatério. A relagdo explicita entre a
independéncia estatistica e a negentropia, entretanto, é melhor esclarecida no Capitulo 7

para o problema de separacao cega de fontes.
2.5 Conclusoes

Nesse capitulo, introduziram-se conceitos teéricos fundamentais necessarios a com-
preensao do problema de separagao cega de fontes por imposicao de independéncia. Nos
capitulos seguintes, verifica-se que esses conceitos sao relevantes, também, a proposicao de
solugoes para o problema de separacao.

Na Secao 2.1, foram apresentadas defini¢bes de independéncia para variaveis aleatorias
e processos estocasticos. Essas defini¢oes sao especialmente tteis nos Capitulos 4 e 5, em
que o problema de separacao cega de fontes ¢ formulado e questoes de separabilidade
sao abordadas, respectivamente. Na Secao 2.2, foram introduzidas medidas entropicas de
informacao, tuteis no Capitulo 7 ao abordar o problema de separagao sob um ponto de
vista de otimizacao. Na Secao 2.3, cumulantes foram introduzidos como estatisticas uteis
na quantificacdo de independéncia de variaveis aleatorias. O conteido dessa secao, em
particular, é amplamente utilizado nos Capitulos 3 e 6.

Embora os conceitos abordados nesse capitulo sejam classicos na literatura de teoria
das probabilidades e separacao cega de fontes, as relagoes entre independéncia estatistica e
medidas entrépicas de informacao continuam sendo estudadas pela comunidade cientifica
até os dias atuais. Por exemplo, em Baudot et al. (2019) é proposta uma nova caracterizagao
de independéncia estatistica, para o caso multivariado, baseada em uma quantidade finita
de medidas entropicas inspiradas na informacao mutua.

Antes de iniciar a abordagem do problema de separacao cega de fontes, é conveniente
abordar cumulantes sob um outro ponto de vista, complementar aquele considerado na

Secao 2.3. Trata-se do assunto do préximo capitulo.
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3 ABORDAGEM TENSORIAL PARA REPRESENTACAO DE CUMULANTES

Em problemas multivariados, cumulantes de ordem dois sao comumente representados
por meio de uma matriz de covaridncia. A decomposicao em autovalores e autovetores dessa
matriz permite encontrar, por exemplo, uma transformacao linear que descorrelaciona
variaveis aleatérias. Dependendo do modelo estatistico considerado para os sinais em cada
problema, diferentes aplicagoes podem decorrer da diagonalizacdo da matriz de covariancia.
Se a diagonalizagdo dessa matriz permite descorrelacionar varidveis aleatérias, entao é
razoavel imaginar que a aplicacao de um principio analogo a cumulantes de ordem superior
possa tornar as variaveis aleatérias mais proximas da independéncia.

A generalizacao da matriz de covariancia para cumulantes de ordem superior possui,
como representagao natural, grandezas conhecidas como tensores (MCCULLAGH, 2018;
CARDOSO, 1999). Historicamente, tensores foram extensivamente estudados no contexto
de algebra multilinear e geometria diferencial durante décadas (LANDSBERG, 2012), com
diversas aplicagoes em areas de fisica (QI; LUO, 2017; QI; CHEN; CHEN, 2018). Neste
capitulo, apresenta-se uma abordagem tensorial aplicada a representacao de cumulantes.
Busca-se, com isso, compreender do ponto de vista conceitual os cumulantes como fer-
ramentas 1teis em processamento estatistico de sinais, e também obter representagoes
matriciais consistentes de estatisticas de ordem superior. O objetivo desse capitulo é servir
como referéncia para estudo de tensores e cumulantes, independentemente da aplicagao a
ser considerada nos capitulos subsequentes.

Na Secao 3.1, fazem-se consideracgoes preliminares acerca de tensores. O objetivo
nao é adentrar na teoria de algebra multilinear, a qual é muito extensa e por vezes
relativamente complicada, mas sim introduzir conceitos relevantes ao contetido do capitulo.
Na Secao 3.2, apresentam-se ferramentas necessarias a abordagem tensorial de cumulantes
de ordem superior, considerando-se inicialmente o caso mais familiar de cumulantes de
ordem dois, i.e., covaridncias. Abordam-se, para esse caso mais conhecido e relativamente
simples, conceitos introdutorios necesséarios as secoes seguintes. Na Secao 3.3, estendem-se
gradualmente os conceitos previamente introduzidos para cumulantes de ordem trés e, na
Secao 3.4, para cumulantes de ordem quatro. Por fim, apresentam-se as conclusoes do

capitulo na Segao 3.5.

3.1 Consideracoes preliminares sobre tensores

Nesta se¢ao, apresentam-se conceitos preliminares sobre algebra multilinear que sao
uteis nas segoes seguintes. Na Subsecao 3.1.1, apresenta-se uma extensao do produto
externo de vetores comumente utilizado em algebra linear. Essa generalizacao da origem
a grandezas vetoriais com mais de dois indices, cujas propriedades algébricas justificam
sua denominagao como tensores (DE LATHAUWER, 1997; LANDSBERG, 2012). Em
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seguida, na Subsecao 3.1.2, aborda-se a propriedade de multilinearidade do produto

externo estendido. Essa propriedade, também compartilhada pelos cumulantes, permite

representé-los de maneira tensorial (MCCULLAGH, 2018).

3.1.1 Produto externo estendido

A operacao de produto externo de dois vetores quaisquer a;,as € RY ¢é denotada
por a; o ay € RV*Y e usualmente definida como a; o ay = aya; ou, em termos de seus

elementos, conforme
[a; o a?]z’,a‘ = [aﬂi[az]j

para i,j = 1,2,...,N. Da teoria de matrizes (HORN; JOHNSON, 2013), o produto
externo de dois vetores corresponde a uma matriz cujos elementos sao representaveis com

dois indices distintos. Conforme a seguinte definicao, o produto externo pode ser estendido
para mais de dois vetores (DE LATHAUWER, 1997; LANDSBERG, 2012).

Definicao 3.1. O produto externo de M vetores a; € RM ay, € R, ... a) € RV,

denotado por @a; 0@y 0---oay € RVIxNexxNu ¢ definido elemento a elemento conforme
Y

@y 0ay0---0anliy,..ip = [@1]i[@2)iy - - - [@nr]iy, (3.1)

para i, = 1,2,..., Ny com k=1,2,..., M. Além disso, é conveniente definir a poténcia
externa de ordem M do vetor @ € RY, denotada por a®, como o produto externo de M
copias desse vetor, i.e.,

a =aoao---oa. (3.2)
—_——

M vezes

<

O produto externo com M > 2 fatores resulta em grandezas vetoriais cujos elementos
sao representaveis com M indices. No contexto de algebra multilinear, essas grandezas
sao denominadas tensores (DE LATHAUWER, 1997). A ordem de um tensor é definida
como o numero de indices distintos que permitem representar seus elementos (COMON et
al., 2008; ZHANG, 2017). No produto externo estendido, o nimero de fatores é igual ao
numero de indices necessarios para representar o tensor. Portanto, um tensor resultante
do produto externo estendido de M vetores possuira ordem M. Tensores de ordens um e
dois podem ser representados como vetores de coordenadas e matrizes, respectivamente.
Ja um tensor de ordem M > 2 pode ser representado por hipermatrizes, i.e., extensoes de
matrizes em trés ou mais dimensoes (LANDSBERG, 2012).

Tensores satisfazem as regras usuais da algebra linear referentes a produto por escalar
e soma; sendo assim, compoem um espago vetorial (LANDSBERG, 2012). Nesse espaco,
os tensores se distinguem basicamente entre dois tipos: tensores simples, que admitem

representacao como apenas um produto externo iterado de vetores — e.g., a; o as para
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ordem M = 2 — e os demais tensores, oriundos de combinacoes lineares irredutiveis
de mais de um tensor simples (COMON, 2014). No espago de tensores de ordem dois,
que no caso sao representados de maneira equivalente como matrizes, os tensores simples
correspondem as matrizes N x N de posto méximo igual a um, pois essas matrizes podem
ser escritas como um unico produto externo de dois vetores. J4 os demais tensores sao
matrizes de posto maior do que um, obtidas a partir da combinac¢ao linear de mais de um
tensor simples e nao admitindo representagao reduzida por meio de apenas um produto

externo.

3.1.2 Propriedade da multilinearidade

O produto externo generalizado, definido em (3.1), é linear em cada um dos vetores
mantendo-se os demais constantes. Esse produto é denominado, por esse motivo, um
mapeamento multilinear (HOFFMAN; KUNZE, 1971; LANDSBERG, 2012). Disso, decorre
uma propriedade importante: a invariancia do produto externo estendido a mudancas
contrarias de escala nos vetores. Por exemplo, para ordem M = 3 e vetores a;, as, as € RY

fixos, tem-se pela multilinearidade que
(@) o (azasq) o (azas) = (ayasas) ay o as o as, (3.3)

com aq,ag, a3 € R. Se ajasas = 1, entdo o produto considerado em (3.3) sera sempre
igual ao tensor a; oasoas € RV*N*N Em 4lgebra multilinear, a palavra tensor ¢ utilizada
mais formalmente para designar todas as possiveis M-uplas que resultem em um mesmo
produto externo (LANDSBERG, 2012). Nesse sentido, a defini¢ao de tensor engloba todas
as possiveis sequéncias de vetores que, sob o ponto de vista de um mapeamento multilinear,
sao equivalentes. No caso considerado para M = 3, o tensor a; o as o a3 representa, na

verdade, um conjunto com infinitas triplas; alguns exemplos sao dados por
(a1, as,a3), (—2ai,3as, —as/6), (a1/2,7as,2a3/7) e (2a1, —ay, —as/2).

Além disso, qualquer mapeamento, desde que seja multilinear, assumird o mesmo valor
para qualquer uma das triplas representadas pelo tensor a; o as o a3. Com base nessa
defini¢cdo mais formal, mapeamentos multilineares podem ser estudados do ponto de vista
de mapeamentos lineares que atuam sobre tensores (LANDSBERG, 2012). Podem-se,
entao, utilizar as ferramentas convencionais de algebra linear, voltadas ao estudo de
transformacoes lineares em um tnico vetor, para abordar transformacoes multilineares
sob o “disfarce” de tensores.

Do Capitulo 2, recorda-se que o cumulante de variaveis aleatérias, de acordo com a
Proposigao 2.5-(i), corresponde a um mapeamento multilinear. E por esse motivo que Mc-
Cullagh (2018), Cardoso (1999) afirmam que a representagdo natural para cumulantes
é a representacao tensorial (CARDOSO, 1999). A partir da multilinearidade dos cumu-

lantes, pode-se determinar como eles se transformam, com exatidao, sob mudancas de
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base ou coordenadas. Se adequadamente explorada, essa propriedade torna viavel o uso de
cumulantes de ordem superior na obtencao de solugoes de variados tipos de problemas de
processamento estatistico de sinais. Isso vem sendo feito, desde a década de 1990, com
o desenvolvimento de técnicas baseadas em estatisticas de ordem superior — especial-
mente no contexto de problemas inversos (MENDEL, 1991; NIKIAS; PETROPULU, 1993;
PICINBONO, 1993).

3.2 Representacées para cumulantes de ordem dois

Nesta secao, abordam-se representagoes para cumulantes de ordem dois. Na Subse-
cao 3.2.1, apresenta-se a definicao usual de matriz de covariancia. Na Subsecao 3.2.2,
aborda-se uma representacao equivalente por meio de funcional linear. Na Subsecao 3.2.3,
trata-se das regras de transformagao da representacao matricial de cumulantes de ordem

dois, as quais possuem importantes aplicagoes praticas.
3.2.1 Matriz de covariancia

Seja um vetor aleatério @ = [a; as an ]T de N varidveis aleatérias. Os cumulantes
de ordem dois dos elementos de a sao denotados por €47 e definidos conforme (2.28). Esses

cumulantes possuem uma notagao matricial que provém diretamente da sua definicao.

Definicdo 3.2. A matriz de covaridncia do vetor aleatério @ é denotada por C, € RV*V

e definida elemento a elemento como
[Caliy = € (3.4)
parai,j7 =1,2,...,N. <

Quanto a essa definicao, destaca-se que:

¢ A matriz de covariancia, genericamente expressa como

1,1 1,2 1,N
GQ 6@ e@
2,1 2,2 2,N
_ eﬂ e@ G@ RV*N
= - ,
N,1 N2 N,N
_eg G@ e@ i

representa toda a descricao estatistica de ordem dois do vetor aleatério a.

¢ Devido a invariancia a permutacao de indices dos cumulantes dada pela Proposi-

¢ao 2.5-(ii), C, é uma matriz simétrica, i.e.,

C,=C,.
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o De acordo com a definigdo apresentada e utilizando-se (2.28), pode-se exprimir a

matriz de covariancia de @ genericamente como
-
(a — Ela]) ] (3.5)

Alternativamente, empregando-se o produto externo definido em (3.1), e utilizando-se

a notacao de poténcia externa da Subsegao 3.1.1, tem-se

C, = E[(a — Ela]) o (a — E[a])] £ E[(a — E[a])*]. (3.6)

O produto externo de dois vetores (a — E[a]) o (a — E[a]) = (a — E[a]) (a — E[a])"

corresponde a um tensor simples de ordem dois. Além disso, se E[a| = 0y, obtém-se

a expressao usual C, = E[a o a] = E[aa'].

o A partir de (3.5), pode-se mostrar que C, é uma matriz positiva semidefinida (PI-
CINBONO, 1993; HAYKIN, 2014). Além disso, pode-se mostrar por construgao que
qualquer matriz simétrica positiva semidefinida é uma matriz de covariancia — i.e.,
correspondente a alguma distribuigdo multivariavel valida (MCCULLAGH, 2018).

o Considerando-se a base canonica de vetores do RY, composta por N vetores da

forma
er=[10 ---0]", ex=[01--- 0], ..., ey=[00 --- 1]", (3.7)

a matriz de covariancia pode ser representada como

N N
CQ = Z Z GZJBZ‘ cé€;. (38)

i=1j=1

Nessa expressao, os cumulantes €4/ podem ser interpretados como as coordenadas
de C, em uma base do espaco vetorial RY*¥ | cuja dimensdo é igual a N?. Essa base

é constituida por N? matrizes da forma de produto externo

€; 0€; = 87;6;
para 7,7 = 1,2,..., N. Cada uma dessas matrizes terd elemento igual a um na

posicao (i, ) e elementos nulos nas demais posigoes.

Conforme a Equagao (3.8), a matriz de covaridncia pode ser interpretada como uma
combinacgao linear de tensores simples de ordem dois. Por esse motivo, C, é denominada
tensor de cumulantes de ordem dois do vetor aleatério a (MCCULLAGH, 2018; DE
LATHAUWER, 1997).
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3.2.2 Funcional linear de ordem dois

Algebricamente, pode ser ttil considerar uma representacao dos cumulantes de ordem
dois em um espaco vetorial alternativo denominado espago dual. Por defini¢do, esse
espago contém todas as fungoes escalares lineares (i.e., funcionais ou formas lineares) de
vetores pertencentes a um espago vetorial previamente estipulado (HOFFMAN; KUNZE,

RN*N o espaco dual a ele

1971). Por exemplo, estipulando-se como espago vetorial o
correspondente contém todas as fungoes lineares de matrizes N x N que retornam um
valor escalar real. No espaco dual do RV*Y_ define-se o funcional linear correspondente a

matriz de covariancia C, como um mapeamento
fa2 : RVYN 5 R

dado pela expressao

N N
fa2(kom) :ZZ(?; Ko, (3.9)

i=1j5=1

para todos k,n € RY. Considerar apenas o valor que o funcional assume para uma escolha
especifica de matrizes K o i) nao permite, necessariamente, descrevé-lo por completo. Para
que a descricao estatistica de ordem dois do vetor aleatorio seja integralmente contemplada
pelo funcional linear f, 2, é preciso conhecé-lo para o conjunto de todas as possibilidades
de matrizes pertencentes a seu dominio. Porém, por se tratar de um funcional linear, é
suficiente conhecer o mapeamento apenas para matrizes pertencentes a uma mesma base
do RN (HOFFMAN; KUNZE, 1971).

A seguir, apresentam-se comentarios sobre a representacao equivalente para cumulantes

de ordem dois por meio de funcional:

RY*N associa-se um tnico funcional

¢ A cada matriz de covariancia C, pertencente a
linear f,o pertencente ao espago dual do R¥*V. Na expressio (3.9), pressupde-se
implicitamente que os vetores genéricos k e 1) correspondem a coordenadas relativas

a base utilizada na representagdo da matriz de covariancia C, conforme (3.8).

o A rigor, a expressao (3.9) permite descrever o mapeamento apenas para matrizes
da forma kK om = kn' € R¥*Y | cujo posto maximo é igual a um. Porém, devido a
linearidade do funcional f, 2, essa descrigao ¢ suficiente para conhecer o mapeamento
sobre matrizes quadradas genéricas de posto qualquer. Para tanto, basta decompor
a matriz em questao como uma combinacao linear de matrizes de posto maximo
igual a um e, em seguida, aplicar a regra de mapeamento a cada componente da
decomposicao (HOFFMAN; KUNZE, 1971).

o Apesar de o funcional linear f, o representar o mapeamento para quaisquer matrizes

pertencentes ao RY*N  pode ser ttil verificar os valores que ele assume quando



3.2. Representagoes para cumulantes de ordem dois 63

tomado sobre certas matrizes particulares. Por exemplo, considerando-se k = e;
e n = e; vetores da base canonica do R definida em (3.7), resultam matrizes da
forma e; o e; para 4,5 = 1,2,..., N. Trata-se das matrizes que compoem a base
canonica do espaco RV*YN . Calculando-se o funcional para os elementos dessa base,
tem-se

f%g(ei e} €]> = GZJ (310)

Sendo assim, a partir do funcional é possivel obter individualmente todos os cumu-

lantes de ordem dois dos elementos do vetor aleatdrio a.

o Analogamente a matriz de covariancia Cy, a expressao (3.9) do funcional f, » também
pode ser interpretada como uma decomposicao em base de vetores. Especificamente,
os cumulantes €%/ podem ser entendidos como as coordenadas de f,» na base

composta por N? funcionais da forma
Komi— [Koml|;j = Kinj.

A base constituida por esses funcionais é conhecida, na literatura, como base
dual (HOFFMAN; KUNZE, 1971). Assim como o espago vetorial RV*¥ seu dual
possui dimensdo igual a N2. Além disso, as coordenadas da matriz de covaridncia Cy,
e do funcional linear f, 2 em relagao as respectivas bases dos espacos vetoriais a que
pertencem sao iguais. Ha, portanto, uma equivaléncia entre as representacoes por
matriz de covariancia e funcional linear, no sentido de que ambas contemplam a

descrigao estatistica de ordem dois de a por completo.

Exemplo 3.1. Considera-se um vetor aleatério @ = [a; a2]" de N = 2 elementos. Sua
matriz de covariancia é dada genericamente por
L1 L2

e& e@

C, = cR
B ez @22

2X2

Conforme (3.8), essa matriz pode também ser expressa como
Cg = Gilel oe; + 8;261 o ey + 82’162 oe; + 62’262 O €9.

O espaco dual do R?*? contém todos os funcionais lineares que tomam uma matriz
2 X 2 e retornam um escalar. Nesse espaco, o funcional linear correspondente a matriz de

covariancia C, é obtido particularizando-se (3.9) para N = 2, o que resulta

K1 Rim2

Ralh  Ral)2

fgg = G;’lmml + 6;21‘61772 + 62’11627’]1 + 6272/{27]2 (311)
para todos k1, k2,1, m2 € R. O funcional f, o representa uma regra geral de mapeamento
de uma matriz 2 x 2 qualquer para um escalar que, por sua vez, contém a informagao dos

cumulantes de ordem dois do vetor aleatério considerado.
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Particularmente, todos os cumulantes de ordem dois do vetor aleatério a podem ser
individualmente obtidos a partir do funcional f,». Para tanto, calculam-se os valores
assumidos pelo funcional em matrizes especificas de seu dominio. Conforme (3.10), ao

considerar vetores k = e; e 7 = e; da base candnica do R? para i, j = 1,2, obtém-se

) — 61,2

Conhecer os valores que o funcional linear assume para todas as matrizes da forma e; o e;

fg,Q(el © 61) = fg,Q ( ) = e;,l’ fg,Q(el o 62) = fg,Q (

.
_0 0_
-
10

fg,Q(ez oep) = Ja2 (

_0 1_
_0 0_
_0 0_

permite determinar todos os coeficientes de f, 2 em (3.11). Isso, por sua vez, equivale a
obtengao da regra geral de mapeamento f,» para uma matriz qualquer do R?**?, bastando

considerar a decomposicao em relacao a base canonica dessa matriz. <
3.2.3 Mudanca de base e diagonalizacdo em ordem dois

A fim de aplicar cumulantes de ordem dois a problemas praticos, é importante compreen-
der o efeito que mudancgas de base possuem nas representacoes desses cumulantes. Inicia-se
por um resultado conhecido de variaveis aleatérias (MCCULLAGH, 2018; PAPOULIS;
PILLAI, 2002).

RNXN

Proposicao 3.1. Seja a um vetor aleatorio com matriz de covariincia C, € e

RNXN

seja o vetor aleatorio dado por b= Ga com G € . A matriz de covariancia do vetor

b, denotada por Cy, € RN*N | pode ser expressa como

C, = GC,G", (3.12)

ou dada em fung¢do de seus elementos conforme

N N
[Cb]i,j = Z [Cg]znq Gi,p Gi,q (3-13)

p=1q=1
para i,j =1,2,...,N, em que g;; = [G);;.

Demonstracao. Decorre da propriedade de multilinearidade dos cumulantes conforme a
Proposicao 2.5-(i). Particularmente, (3.12) é obtida diretamente ao aplicar (3.5) ao vetor

aleatério b. ]

Basicamente, a expressao (3.12) consiste na relagdo entre matrizes de covaridncia de
vetores aleatorios distintos e relacionados por uma transformacao linear. Essa expressao,
porém, pode ser compreendida de outra forma. Sob certas condicoes, pode-se interpretar

C, como uma versao alternativa da matriz de covariancia C,, agora representada em
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relacdo a uma nova base do RY. Segundo essa interpretacdo, ambas matrizes de covariancia
representam as estatisticas de ordem dois de um mesmo vetor aleatorio, s6 que em relagao a
sistemas de coordenadas distintos (MCCULLAGH, 2018; COMON, 2014). Podem-se, entao,
compreender ambas matrizes como pseudonimas de um tinico tensor, livre de coordenadas,
que representa as estatisticas de ordem dois do vetor aleatério a (LANDSBERG, 2012). Ao
representar esse tensor em coordenadas, é possivel obter tanto C, quanto C}, dependendo
da base considerada.

Em diversas aplicagOes, muitas vezes é necessario obter uma transformacao linear que
permita tornar nao correlacionados os elementos de um determinado vetor aleatério. Em
outras palavras, supondo que a é um vetor aleatério de elementos quaisquer com matriz de
covariancia Cy € RV*N  deseja-se obter G € RV tal que os elementos de b = Ga sejam

RN*N & uma matriz diagonal. Felizmente, a teoria

nao correlacionados. Nesse caso, Cy, €
de matrizes garante a existéncia dessa transformacao linear: as matrizes de covariancia,
por serem simétricas, sdo ortogonalmente diagonalizaveis com autovalores reais (GOLUB;
VAN LOAN;, 2013). Logo, a matriz de covariancia C, pode ser sempre decomposta em

autovalores e autovetores conforme
C,=0AO", (3.14)

com @ € RYM*N ortogonal, i.e., @' = O e A € RV*N diagonal. Substituindo-se essa
expressdo em (3.12), a transformacio linear dada por G = @7 resulta na matriz de

covariancia diagonal C, = A.

Exemplo 3.2. Seja o vetor aleatério a, com N = 2 elementos, cuja matriz de covariancia

3 2
C, = .
2 3

Deseja-se obter uma transformacao linear G € R?*?2 tal que os elementos do vetor aleatério

¢é dada por

b = Ga sejam nao correlacionados. Inicialmente, recorda-se que a matriz C, é simétrica.

Logo, sua decomposicao em autovalores e autovetores pode ser diretamente obtida e é
dada por (3.14) com @ = [0, 0] € R**? ortogonal e A = diag(\;, o) € R?*? sendo

1

0, = ﬁ[l 1", M =5, 0,= ﬁ[l —1]" e A=1.

Utilizando-se a notagao por produto externo, pode-se representar essa decomposi¢ao como
C@:/\101001+/\202002.
Escolhendo-se G = @, a matriz de covaridncia de b pode ser obtida a partir de (3.12)

5 0
0 1|

Logo, apos a transformacao aplicada a a, as variaveis de b resultam nao correlacionadas. <

conforme

C,=0"C,0=0"040"0 = A =
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Conforme (3.12) e o Exemplo 3.2, destaca-se que a notacao matricial é muito conveniente
para representar cumulantes de ordem dois de vetores aleatérios relacionados por uma
transformacao linear. Além disso, a existéncia e a unicidade da diagonalizagao de uma
matriz de covarincia, conforme (3.14), permitem obter diretamente a transformacao que
descorrelaciona variaveis aleatérias. Muitas dessas facilidades encontradas ao lidar com
cumulantes de ordem dois, porém, nao necessariamente ocorrem para cumulantes de ordem
superior (MCCULLAGH, 2018; DE LATHAUWER, 1997). Diferencas significativas sdo

encontradas até mesmo para o caso de ordem trés, o qual é abordado a seguir.
3.3 Representacoes para cumulantes de ordem trés

Nesta se¢ao, abordam-se representacoes para cumulantes de ordem trés. Inicia-se pela
abordagem tensorial na Subse¢ao 3.3.1, seguida de uma representacao equivalente por fun-
cional linear na Subsecao 3.3.2. A partir dessa representacao equivalente, na Subsecao 3.3.3
obtém-se uma representacao matricial para cumulantes de ordem trés, denominada matriz
de tricovariancia. Trata-se de uma representacao que é til, principalmente, a extensao dos
conceitos para cumulantes de ordem quatro feita na Secao 3.4. Finalmente, abordam-se na
Subsec¢ao 3.3.4 as regras de transformacao que os tensores de cumulantes de ordem trés

satisfazem, bem como o importante problema de diagonalizacao desses tensores.

3.3.1 Representacdo tensorial em ordem trés

Conforme abordado na Secao 2.3, os cumulantes de ordem trés dos elementos de a sao
denotados por Ci7* e definidos conforme (2.29). Devido a existéncia de trés indices livres

nesses cumulantes e a sua multilinearidade, sua representacao natural é dada por tensores

de ordem trés.

Definicao 3.3. O tensor de cumulantes de ordem trés do vetor aleatério a é denotado

c RNXNXN

por Cq 3 e definido elemento a elemento como

[Caslijh = €57* (3.15)
para i,7,k=1,2,..., N. <

O tensor C, 3 pode ser interpretado como uma “matriz tridimensional”, i.e., como uma
sequéncia de matrizes usuais dispostas em camadas ao longo de uma terceira dimensao.
Genericamente, o tensor de cumulantes de ordem trés pode ser expresso em funcao de
momentos como (DOMINO; GAWRON; PAWELA, 2018)

Cas = El(a — Ela])”], (3.16)

que pode ser interpretada como uma extensao da expressao (3.6) relativa a matriz de

covariancia.
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Exemplo 3.3. Para um vetor aleatério @ = [a; as]" de N = 2 elementos, o tensor
de cumulantes de ordem trés C,3 € R****? possui N = 8 elementos. Na Figura 1,
apresenta-se uma possivel ilustracao da disposi¢ao desses elementos, em que consideram-se
diregoes ortogonais para indices distintos. A linha pontilhada central do cubo liga os
elementos da diagonal principal do tensor. Esses elementos correspondem a cumulantes
com todos os trés indices iguais — denominados autocumulantes. Os demais cumulantes
que compoem o tensor sao denominados cumulantes cruzados. Devido a propriedade de
permutacao de indices de cumulantes reais conforme a Proposigao 2.5-(ii), muitos dos
cumulantes cruzados serao iguais entre si. A titulo de exemplo, os elementos com fundo
cinza indicam um dos possiveis conjuntos de cumulantes cruzados que, devido a simetria,

71’2

sao numericamente iguais. Trata-se dos cumulantes CL*?, €212 ¢ €231, Em virtude dessa

e das demais igualdades entre cumulantes cruzados, Cq4 3 ¢ denominado tensor simétrico.
Essa propriedade se mantém para N > 2, bem como para tensores de cumulantes de

ordens maiores do que trés (MCCULLAGH, 2018; COMON, 2014).

Figura 1 — Disposicao dos elementos do tensor de cumulantes de ordem trés C, 3 para N = 2.
Fonte: autoria prépria.

E possivel fatiar C, 3 de diferentes maneiras para obter tensores de ordem inferior a
trés. Denotando-se por [Cq3). . x as fatias obtidas fixando-se apenas o dltimo indice dos

elementos do tensor, resultam os tensores de ordem dois, 7.e., matrizes

ELLL @EL21 EL12 @122
a a a a
[CaS]::lz € [ca3]::2:
A E211 @221 ECA E212 @222
a a a a
Trata-se das fatias correspondentes aos elementos de contorno simples e duplo da Figura 1,
respectivamente. Um outro exemplo seria a obtencao de fatias horizontais, fixando-se

apenas o primeiro indice de C4 3 conforme

1,1,1 1,2,1 2,1,1 2,2,1

[cg,3]1,:,: = € [CQ73]2,Z,: =

1,1,2 1,2,2 2,1,2 2,22

Além disso, fibras de C, 3 podem ser obtidas deixando-se apenas um indice livre no tensor.

Por exemplo, como fibras verticais de C,4 3 resultam

1,1,1 1,1,2 1,2,1 1,22
e@ e@ GQ 6@

[Cg,s] 01,1 = ) [Cg,s] 012 = ) [cg,?)] 02,1 = € [Cg,?)] 12,2 = )
G’i’l’l 62,1,2 (‘322’1 63’2’2

que consistem em tensores de ordem um, 7.e., vetores. <
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A seguir, representa-se o tensor de cumulantes de ordem trés de maneira analoga a
representacao (3.8) para a matriz de covaridncia. Considerando-se a base canonica de
vetores do RY dada por (3.7) e a defini¢io do produto externo estendido (3.1) para ordem

M = 3, o tensor de cumulantes de ordem trés pode ser expresso como

N N N

Cas=D_Y > Cilleoejoe. (3.17)

i=1j=1k=1

ik

Os cumulantes C57* podem ser interpretados como as coordenadas de C, 3 na base composta

por N3 tensores simples de ordem trés da forma
€;0€; 0 €y,

com elemento igual a um na posigao (i, j, k) e elementos nulos nas demais posigoes. Trata-se
novamente de uma interpretacao tutil, visto que o conjunto de tensores de ordem trés
RNNXN constitui um espacgo vetorial de dimensao N* (LANDSBERG, 2012; COMON,
2014).

3.3.2 Funcional linear de ordem trés

Analogamente ao caso de ordem dois, também pode-se associar ao tensor C,3 um
elemento do espaco dual do RV*N*N 4 ¢ um funcional linear tomado sobre tensores de
ordem trés. No espacgo dual, define-se o funcional linear correspondente ao tensor C, 3
como um mapeamento

fg,3 . RNXNXN SR

dado pela expressao

Mz

N
fas(komoy) =2 %

i=1j=1k

M [k omoylijn (3.18)

1

para todos k,n,v € RY. Para que a descricdo estatistica de ordem trés do vetor aleatério
seja integralmente contemplada pelo funcional linear f,3, é preciso conhecé-lo para o
conjunto de todas as possibilidades de tensores simples ko1 o« pertencentes a seu dominio.
Porém, por se tratar de um funcional linear, é suficiente conhecer o mapeamento apenas
para tensores simples pertencentes a uma mesma base do RY*¥*N (HOFFMAN; KUNZE,
1971).

A seguir, apresentam-se comentarios a respeito da representagao equivalente para

cumulantes de ordem trés por meio de funcional:

o A cada tensor de cumulantes de ordem trés C, 3 pertencente ao RV*N*N agsocia-se
um tnico funcional linear f, 3 pertencente ao espaco dual do RY*V*N_ Na expres-
sao (3.18), pressupde-se implicitamente que os vetores genéricos K, 1 € 7y corres-
pondem a coordenadas relativas a base utilizada na representacao do tensor de

cumulantes C, 3 conforme (3.17).
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© Em uma primeira andlise, a expressao (3.18) permite descrever o mapeamento apenas
para tensores simples da forma kono~y € RVN*N Porém, devido & linearidade do
funcional f, 3, essa descricao é suficiente para conhecer o mapeamento sobre tensores
quaisquer. Para tanto, basta decompor o tensor em questao como uma combinacao
linear de tensores simples e, em seguida, aplicar a regra de mapeamento a cada
componente da decomposicio (HOFFMAN; KUNZE, 1971).

¢ Considerando-se o caso particular em que kK = e;, N = e; e v = e, sao vetores da
base candnica do RY definida em (3.7), resultam tensores simples da forma e;oe;oey
para 4,7,k =1,2,..., N. Por sua vez, esses tensores compoem a base canonica do

espaco RV*N*N - (Calculando-se o funcional para os elementos dessa base, tem-se
— ELIKk
fas(eioejoey) =Cy0".

Sendo assim, a partir do funcional é possivel obter individualmente todos os cumu-

lantes de ordem trés dos elementos do vetor aleatério a.

o Analogamente ao tensor de cumulantes de ordem trés C, 3, a expressao (3.18) do
funcional f,3 também pode ser interpretada como uma decomposi¢ao em base
i7j7k

de vetores. Especificamente, os cumulantes C%’** podem ser entendidos como as

coordenadas de f,3 na base dual composta por N? funcionais da forma

Komoy [Konoylijr= KNk
Assim como o espaco vetorial RV*V*N seu dual possui dimensdo igual a N3. Além
disso, as coordenadas do tensor de cumulantes de ordem trés C,3 e do funcional
linear f, 3 em relacao as respectivas bases dos espagos vetoriais a que pertencem
sao iguais. Ha, portanto, uma equivaléncia entre as representagoes por tensor de
cumulantes de ordem trés e funcional linear, no sentido de que ambas contemplam a

descricao estatistica de ordem trés de a por completo.

A partir do funcional linear da Equagao (3.18), que consiste em uma representacao
equivalente do tensor de cumulantes C,3, pode-se obter uma representacao matricial
para cumulantes de ordem trés. Essa representacao, abordada a seguir, pode ser mais

conveniente tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista pratico.

3.3.3 Matriz de tricovariancia

A fim de obter uma representacdo matricial completa para os cumulantes de ordem
trés de um vetor aleatério, considera-se inicialmente a representacao equivalente de (3.18).
A expressao do funcional linear pode ser expressa como uma forma bilinear em dois dos

trés vetores K, 1 e 7. Por exemplo, expandindo-se a expressao do funcional, tem-se
N

N N N
fasz(komoy) = Z Z e;j’k% Kin; = k' Z[Cg,s] Lok Ve T
i=1j=1 \k=1 k=1
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chegando-se a forma bilinear particular em K e 1, e parametrizada por «, dada por
N N
fas(k,miy) = KT (Z Tf%) n (3.19)
k=1

para todos kK, € RY, em que
T =[Cyasl., & (3.20)

a

denota a matriz correspondente a uma fatia do tensor C, 3. Ao expressar a forma bilinear em
outros pares de vetores que nao (K, n), formas equivalentes sao obtidas devido a propriedade
de invaridncia a permutacao de indices dos cumulantes dada pela Proposigao 2.5-(ii).
Observa-se, também, a semelhanca entre a forma obtida em (3.19) e a expressao do
funcional linear para a matriz de covariancia dado por (3.9). Aqui, em vez de uma unica
matriz, a forma bilinear depende de uma combinagao linear genérica de fatias do tensor
C, 3 fixando-se seu ultimo indice. A matriz de tricovaridncia ¢ definida como a matriz
correspondente a forma bilinear (3.19). Recordando-se que 7y, = [v]x, tem-se a seguinte

definicao.

Definigao 3.4. A matriz de tricovariancia do vetor aleatério a, denotada por T, () €

RN*N & definida como

T.(v) = > Ty [, (3.21)

em que v € RV é um vetor de pesos. <

Na definicao apresentada, hd uma dependéncia da matriz de tricovariancia com a
escolha feita para o vetor de pesos 7. Isso sugere que ha um conjunto de formas bilineares a
serem consideradas para assegurar a completude na representacao do funcional linear (3.18).
Assim, a fim de levar em conta o conjunto de formas bilineares — que de fato consiste
na representacao equivalente ao tensor de cumulantes C,3 —, considera-se no lugar de

apenas uma unica matriz, o mapeamento

T, : RY — RV

v = T ()

para todo v € RY vetor de pesos genérico. Na Equacdo (3.18), destaca-se que o vetor
~ tem papel secundario de variavel livre do funcional linear. Porém, na interpretacao
de (3.19) como forma bilinear, os elementos de 4 tém o papel de ponderacao das fatias
do tensor de cumulantes na composi¢ao da matriz associada a forma bilinear. Nesse caso,
portanto, os elementos do vetor v possuem papel relevante na descricao da forma bilinear
resultante. O mapeamento T, é aqui denominado transformagao de tricovariancia de a.
Em decorréncia da linearidade do funcional f, 3, tem-se que T, ¢ linear. Além disso, em
seu espago imagem havera matrizes, cuja manipulacao e tratamento algébrico sao em geral

mais simples do que para um tensor de ordem trés como Cg, 3.
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Exemplo 3.4. Para um vetor aleatério @ = [a; a2’ de N = 2 elementos, a matriz de

tricovariancia conforme (3.21) resulta
To(v) = T,[vh + T [v]e € ¥, (3.22)

em que v € R? é o vetor de pesos. A liberdade na escolha do vetor de pesos implica a
possibilidade de obtencao de diferentes matrizes de tricovaridncia pertencentes ao espacgo
imagem da transformagao T,. Por exemplo, utilizando-se (3.22) para calcular a matriz de
tricovaridncia nos vetores da base canonica do R? e a defini¢do das fatias Ty¥ conforme (3.20),

obtém-se

1 ) eLLL L2 0 , eLL2 @L22
T,(e1) =T, =T, = b1l opal e T,(er) =T, =T, = .
0 e2Ll @22 1 E2L2 @222

Todos os cumulantes de ordem trés de a sao contemplados pelos elementos dessas matrizes,

as quais sao ponderadas e somadas para a obtencao da matriz de tricovariancia. <

A partir da escolha de um vetor de pesos particular «, na matriz de tricovariancia
correspondente Ty () estard refletida apenas uma parte da descri¢ao estatistica de ordem
trés do vetor aleatdério a. A escolha de ~ pode ser critica na aplicabilidade da matriz
T.(7) a um determinado problema pratico. Basicamente, essa escolha deve ser feita a
fim de que a matriz de tricovariancia obtida descreva satisfatoriamente as estatisticas de
ordem trés do vetor a necessarias a resolucao do problema dado. Dependendo da aplicagao
considerada, pode ou nao ser suficiente considerar apenas um elemento do espaco imagem
da transformacao Ty, i.e., apenas uma matriz de tricovariancia. No entanto, ressalta-se que
no caso geral é a transformacao de tricovariancia T, que representa a descricdo completa
em termos de cumulantes de ordem trés do vetor aleatorio @ — e nao apenas uma matriz de
tricovariancia especifica T, () para um vetor de pesos -y particular (HOFFMAN; KUNZE,
1971; LANDSBERG, 2012). Trata-se da completude da representagao do tensor C, 3 por

matrizes de tricovariancia obtidas a partir do mapeamento 7.

3.3.4 Diagonalizacdo do tensor de cumulantes de ordem trés

Diferentemente do caso de ordem dois, a diagonalizacao de um tensor de ordem trés nao
é evidente (DE LATHAUWER, 1997; COMON et al., 2008). A fim de compreender melhor
os problemas envolvidos, inicia-se apresentando o efeito que uma transformagao linear
possui sobre o tensor de cumulantes de ordem trés de um vetor aleatério (MCCULLAGH,

2018).

Proposicao 3.2. Seja a um vetor aleatorio com tensor de cumulantes de ordem trés

Cus € RVXNXN ¢ seja o vetor aleatdrio dado por b= Ga com G € RN*N . O tensor de
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cumulantes de ordem trés de b, denotado por Cpz € RN*N*N ' pode ser expresso elemento
a elemento como
N N N
[Coslige = D> > [Caslpar Giw Gia Ihr (3.23)
p=1qg=1r=1

para i,5,k =1,2,...,N, em que g;; = [G; ;.

Demonstracao. Resulta da propriedade de multilinearidade dos cumulantes conforme a
Proposigao 2.5-(i); (3.23) pode ser compreendida como uma extensao de (3.13) para o

caso de ordem trés. O

Quanto a proposigao apresentada, destaca-se que a expressao (3.23) pode ser colocada de
maneira tensorial. Denotando-se por g, € RY a p-ésima coluna de G parap =1,2,..., N,

tem-se
N N N
ZZZ 0.3]p.0r 9p © Gq © Gr- (3.24)

Agora, considera-se a obtencao de uma transformacao linear que permita tornar nao
correlacionados, em ordem trés, os elementos de um determinado vetor aleatério. Em
outras palavras, supondo que a é um vetor aleatorio de elementos quaisquer com tensor de
cumulantes C, 3 € RV*V*N " deseja-se obter G € RV*Y tal que os elementos de b = Ga
sejam ndo correlacionados em ordem trés. Nesse caso, tem-se que Cp3 € RV*V XN gerd um

tensor diagonal dado elemento a elemento por
[Co.3ik = Chi3 0ijk (3.25)

para i,j,k=1,2,..., N, em que J; j, ¢ igual a um se i = j = k e igual a zero caso contra-
rio (MCCULLAGH, 2018). Na diagonal principal desse tensor ficam os autocumulantes de
ordem trés dos elementos de b. Substituindo-se (3.25) na representacao de (3.17), o tensor

diagonal de ordem trés Cp 3 pode ser expresso de maneira simplificada como

N
Coz= Cuse’. (3.26)

=1

Analogamente ao caso de ordem dois, a obtengdo de b = Ga com elementos nao correlaci-
onados em ordem trés estd condicionada a existéncia de G tal que, na expressdo (3.24), o
tensor de cumulantes Cp 3 resulte diagonal. Se essa matriz existir, ela poderd ser obtida a
partir de uma diagonalizacao do tensor C, 3, que, em geral, ¢ um tensor cheio. Como Cq 3

é um tensor simétrico, sua diagonalizacao pode ser expressa como
—o3
ag—Z/\ g, , (327)

emque \; € Rparai =1,2,..., NeG =[g, g, -+ gy € RV*N &inversivel (COMON
et al., 2008).
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Se a decomposigao (3.27) existir, a escolha de G = G garantird a nao correlagao
em ordem trés dos elementos de b. Entretanto, para um tensor de ordem trés simétrico
qualquer, a existéncia da decomposi¢ao é apenas garantida para N = 2 (COMON et al.,
2008). Nesse caso, a decomposi¢do pode ser obtida no dominio do funcional linear, de
acordo com o método baseado em polindémios descrito por Comon (1996). Para N > 2,
como nao ha resultado teérico que garanta a existéncia da decomposicao (COMON et al.,
2008), é usual realizar algum procedimento numérico aproximado, como o algoritmo dos
minimos quadrados alternados (ALS, do inglés alternating least squares) (COMON, 2014).
Outro fator limitante é que, ao contrario do caso matricial, decomposi¢oes de tensores
como (3.27), mesmo que existam, podem nao ser tnicas (COMON et al., 2008). Isso pode
representar uma desvantagem, tendo-se em vista a necessidade de unicidade em problemas

de estimagao cega, por exemplo.

Exemplo 3.5. Retornando ao caso do Exemplo 3.3 para N = 2, considera-se o vetor

aleatério @ com tensor cheio de cumulantes de ordem trés C, 3 € R?*?*2 dado, em fatias,

186 —99
[Cg73] NN [ ] € [CQ,?)] 50,2 =

por

(3.28)

—-99 51 ol =25

—99 51 ]

A obtenc¢ao de uma diagonalizacao desse tensor simétrico nao é evidente; porém, verifica-se

a seguir que ele pode ser escrito como
Caz =307 — 775 (3.29)

com g, =[5 —3]T eg, =[3 —2]'. Nesse caso particular, a decomposicio obtida é tnica
a menos de permutacao dos tensores simples somados. Para obter essa decomposicao, é
preciso resolver um sistema de equacoes polinomiais de terceiro grau. Trata-se de um
sistema cuja solucao nao é direta — aqui, a decomposicao foi obtida por um software
de computacao simbdlica. Questdes envolvendo a existéncia, unicidade e formas de obter
solugoes para esses tipos de sistemas de equagoes sao estudadas em uma area de matematica
pura denominada geometria algébrica (LANDSBERG, 2012).

A fim de conferir que a decomposicao dada é valida, expandem-se os produtos externos

m (3.29) resultando em

[Casl: 1 =15G,9] —219.G; ¢ [Casl..2=—9G.91 +14G,9; (3.30)

w3 s ]

Substituindo-se essas matrizes em

com

chega-se as camadas do tensor C, 3 de (3.28).

30),
Agora, definindo-se a matriz G = [§ g, |, pode-se obter b = Ga com elementos nao
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. R ——1 _
correlacionados em ordem trés escolhendo-se G = G . Calculando-se a matriz G, tem-se

o[22 [

A partir da expressao (3.23) com g¢; ; = [G]; j, podem-se obter os elementos do tensor Cp 3.
Como se trata de um tensor simétrico, vamos apenas calcular os elementos das posi¢oes
(1,1,2) e (1,2,2), j& que os demais elementos de fora da diagonal principal de Cp 3 serao

iguais a um dos elementos nessas posi¢oes. Portanto,

N N N
[Cb,3]1,1,2 = Z Z Z[Cg,?)]p,q,r 91,p 91,4 92,r

=186 x 22 x (—=3) —99 x 2% x (=5) =99 x 2 x 3 x (=3) + 51 x 2 x 3 x (=5)
—99x3x2x (=3)+51x3x2x(=5)+51 x3*x(=3)—25x 3% x (=5)
=0

e, de forma andloga,

N N N
[Coslize =D D> D [Caslpar 915 924 92 = 0.
p=1g=1r=1
Logo, o tensor resultante Cp 3 é diagonal. <

Dadas as dificuldades tedricas e préaticas existentes na obtencao da decomposicao de
um tensor simétrico, a representacao matricial é em geral mais conveniente. Ao invés de
diagonalizar o tensor por completo, podem-se diagonalizar matrizes de tricovariancia por
meio de métodos convencionais. Sob certas condigoes, isso permite impor a nao correlagao
em ordem trés com garantia de unicidade na decomposi¢io (CARDOSO; SOULOUMIAC,
1993). Nesse aspecto, a representagdo por matriz de tricovaridncia passa a ter um papel

ainda mais relevante na representacao de cumulantes de ordem trés.

3.4 Representacoes para cumulantes de ordem quatro

Nesta se¢ao, abordam-se representacoes para cumulantes de ordem quatro. Estrutu-
ralmente, o contetido desta se¢do é muito similar ao da se¢ao anterior, em que foram
abordadas representacoes para cumulantes de ordem trés. Porém, escolheu-se abordar o
caso de cumulantes de ordem quatro apés o de ordem trés para facilitar seu entendimento
e evidenciar as sutis — mas nao pouco relevantes — diferencas entre os dois casos. Inicia-se
pela representacao tensorial de cumulantes de ordem quatro na Subsecao 3.4.1, seguida
de uma representacao equivalente por funcional linear considerada na Subsecao 3.4.2. A
partir dessa representacao equivalente, na Subsecao 3.4.3 obtém-se uma representacao

matricial para cumulantes de ordem quatro, denominada matriz de quadricovariancia. Na
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Subsecao 3.4.4, estende-se a definicao matricial e introduz-se o operador de quadricovari-
ancia. Isso leva, na Subsecao 3.4.5, a discussao da questao da completude da representagao
matricial em ordem quatro, bem como a apresentacao de propriedades desse operador.
Finalmente, aborda-se na Subsecao 3.4.6 a questao da diagonalizacao de tensores de

cumulantes de ordem quatro.

3.4.1 Representacdo tensorial em ordem quatro

Os cumulantes de ordem quatro de a sio denotados por C&LJ**

e definidos con-

forme (2.30). A seguir, esses cumulantes sao inicialmente representados de maneira tensorial.

Definicao 3.5. O tensor de cumulantes de ordem quatro do vetor aleatério a é denotado

RNxNxNxN

por Cy4 € e definido elemento a elemento como

[Calijre = €70 (3.31)
parai,j,k, ¢/ =1,2,..., N. 4

Como os elementos de C, 4 apresentam quatro indices livres, trata-se de um tensor de
ordem quatro. No exemplo a seguir, aborda-se uma primeira diferenca em relagao ao caso

de ordem trés: a dificuldade de visualizacao dos elementos do tensor de ordem quatro.

Exemplo 3.6. Para um vetor aleatério @ = [a1 as]" de N = 2 elementos, o tensor de

R2X2X2%2 possui N4 = 16 elementos. Uma ilustracao

cumulantes de ordem quatro C4 4 €
analoga a Figura 1, apresentada no Exemplo 3.3 para o tensor de cumulantes de ordem trés,
seria de dificil visualizacao devido a necessidade de uma quarta dimensao espacial. Porém,
¢ possivel esquematizar uma projecao da disposicao dos elementos de C, 4 em um espaco
de dimensao inferior. Uma figura dessa projecao no espaco de trés dimensoes, inspirada
em Coxeter (1948), é mostrada na Figura 2. A linha pontilhada central liga os elementos
da diagonal principal do tensor. Assim como para ordem trés, o tensor C, 4 € simétrico.
Para exemplificar, os elementos em fundo cinza indicam um dos possiveis conjuntos de
cumulantes cruzados que, devido a simetria, sao numericamente iguais. Trata-se dos
cumulantes €%22 @212 @221.2 ¢ G221

O tensor C, 4 pode ser fatiado de diferentes maneiras para obter tensores de ordem
inferior a quatro. Denotando-se por [Cq 4] . . . & as fatias obtidas fixando-se apenas o dltimo
indice dos elementos do tensor, obtém-se os tensores de ordem trés [Ca4l. . .1 € [Cadl: . : 2
cujos elementos sao indicados na Figura 2 em contorno simples e duplo, respectivamente.
Tensores de ordem dois podem ser obtidos fixando-se, por exemplo, os dois ultimos indices

de Cg 4, resultando nas matrizes

1,111 1,211 1,112 (1212
e@ eg e@ e@

) [Ca,4] 0,012 —

[cg,zl]:,:,l,l = a
2112 2212

Y

2,1,1,1 (02,2,1,1
GQ eg
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Figura 2 — Projecao da disposi¢do dos elementos do tensor de cumulantes de ordem quatro C, 4, para
N = 2, no espaco tridimensional.
Fonte: autoria prépria.

1121 1,221 11,22 (1,222

[CQA] 515,21 — [ca 4] 1,0,2,2 —

e
2,121 (02,2,2,1 @ 2,122 (92,2,2,2

Finalmente, fibras de C, 4 podem ser obtidas deixando-se apenas um indice livre no tensor.

Por exemplo, como exemplos de fibras verticais de C44 para j = 1, resultam

'61,1,1,1' '61,1,1,2'
Caul. = Caul. =
[Caal: 111 2111 [Caal: a2 2112|’
L a J L a J
'61,1,2,1' '81,1,2,2'
Caul. = e [Cqul. =
[Caal: 121 2121 [Caal: 22 o212
L~ a _ L a .
que correspondem a tensores de ordem um, .e., vetores. <

Considerando-se a base canonica de vetores do RY dada por (3.7) e a definigao do
produto externo estendido (3.1) para ordem M = 4, o tensor de cumulantes de ordem

quatro admite a representacao

N N N N
Can=2_ > > > CiMeioejoe oey. (3.32)

i=1 j=1k=1/¢=1

Os cumulantes C&Jk:

podem ser interpretados como as coordenadas de C,4 na base

composta por N* tensores simples de ordem quatro da forma de produto externo
e;oejoe,oey,

cada um com elemento igual a um na posicao (i, j, k, £) e elementos nulos nas demais posi-
coes. O conjunto de tensores de ordem quatro RY*V*N*N também pode ser interpretado
como um espaco vetorial, agora de dimensao N* (LANDSBERG, 2012; COMON, 2014).
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3.4.2 Funcional linear em ordem quatro

Analogamente aos casos de ordem dois e trés, também pode-se associar ao tensor

RNXNXNXN

C, 4 um elemento do espaco dual do , 1.e., um funcional linear tomado sobre

tensores de ordem quatro. No espaco dual, define-se o funcional linear correspondente ao

tensor Cq 4 como um mapeamento
fg,4 . RNXNXNXN SR

dado pela expressao

N N N N
faatkonoyod) =323 525 €™k omnoyo b (3.33)

para todos k,n,v,8 € RY. Para que a descricio estatistica de ordem quatro do vetor
aleatério seja integralmente contemplada pelo funcional linear f, 4, é preciso conhecé-lo
para o conjunto de todas as possibilidades de tensores simples komo-<yod pertencentes a seu
dominio. Porém, por se tratar de um funcional linear, é suficiente conhecer o mapeamento
apenas para tensores simples pertencentes a uma mesma base do RV*N*N*N (HOFFMAN;
KUNZE, 1971).

A seguir, apresentam-se comentarios a respeito da representacao equivalente para

cumulantes de ordem quatro por meio de funcional:

o A cada tensor de cumulantes de ordem quatro C,4 pertencente ao RN*NxNxN

associa-se um tnico funcional linear f, 4 pertencente ao espago dual do RV*NXNxN
Na expressao (3.33), pressupoe-se implicitamente que os vetores genéricos Kk, 1, v e
d correspondem a coordenadas relativas a base utilizada na representagao do tensor

de cumulantes C, 4 conforme (3.32).

o A expressao (3.33) permite descrever o mapeamento apenas para tensores simples
da forma k om o~y od € RVN*NXN Porém, devido a linearidade do funcional f, 4,

essa descri¢ao é suficiente para conhecer o mapeamento sobre tensores quaisquer.

¢ Considerando-se o caso particular em que Kk = e;, 1 = €;, v = e; ¢ 6 = €y sao
vetores da base candnica do RY, resultam tensores simples da forma e; o ejoepoey
para ,7,k, £ =1,2,...,N. Por sua vez, esses tensores compoem a base canonica do

espaco RVXNVXNXN “(Calculando-se o funcional para os elementos dessa base, tem-se
i7 ‘7k‘7€
faus(eioejoe,oey) =C

Sendo assim, a partir do funcional é possivel obter individualmente todos os cumu-

lantes de ordem quatro dos elementos do vetor aleatério a.
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o Analogamente ao tensor de cumulantes de ordem quatro C,4, a expressao (3.33)
do funcional f,4 também pode ser interpretada como uma decomposicao em base

7j7k7€

de vetores. Especificamente, os cumulantes €% podem ser entendidos como as

coordenadas de f, 4 na base dual composta por N* funcionais da forma

Komoyod i [Komo~yo 5}1',]',1;,15 = KiTjVkOr-

RVXNXNXN “gen dual possui dimensio igual a N4. Além

Assim como o espago vetorial
disso, as coordenadas do tensor de cumulantes de ordem quatro C, 4 e do funcional
linear f, 4 em relagao as respectivas bases dos espagos vetoriais a que pertencem sao
iguais. Portanto, assim como para ordens dois e trés, ha uma equivaléncia entre as

representacoes por tensor de cumulantes de ordem quatro e funcional linear.

3.4.3 Matriz de quadricovariancia

A fim de obter uma representacao matricial completa para os cumulantes de ordem
quatro de um vetor aleatério, considera-se inicialmente a representagao equivalente de (3.33).
A expressao do funcional linear pode ser expressa como uma forma bilinear em dois dos

quatro vetores k, 1, v e 0. Por exemplo, fazendo-se a expansao do funcional, chega-se a

N N /N N N N
faa(komoyod) = Z Z (Z Z efij’k’%k(se) Kilj = K (Z Z[CQA] Skt 7k5e> n. (3.34)
i=1j=1 \k=1/=1 k=1 (=1
A expressao obtida corresponde a uma forma bilinear particular em k e ), e parametrizada

por 7 o d. Denotando-se essa forma bilinear por f, 4, pode-se exprimi-la como

N N
faa(k,m;708) =K' <Z > QL %@) n (3.35)
k=1¢=1
para todos kK, € RY, em que
Qg’e = [CQA];’;,k,g c RNXN (336)

denota a matriz correspondente a uma fatia do tensor C,4. Analogamente ao caso de
ordem trés, ao expressar a forma bilinear em outros pares de vetores que nao (k,n), formas
equivalentes sdo obtidas. Observa-se a semelhanca entre a forma obtida em (3.35) e as
expressoes (3.9) e (3.19) para as matrizes de covarincia e tricovaridncia, respectivamente.
Aqui, a forma bilinear depende de uma combinagao linear genérica de fatias matriciais do
tensor C, 4 fixando-se seus dois dltimos indices. A matriz de quadricovariancia ¢ definida
como a matriz correspondente & forma bilinear (3.35). Recordando-se que 7,0, = [y © 8],

tem-se a seguinte definicao.
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Definigao 3.6. A matriz de quadricovaridncia do vetor aleatério a, denotada por Qg (7 o

8) € RV*N ¢ definida como

N N
Qa(v08) =23 Qg v o d)s, (3.37)

k=1(=1
em que vy o0& € RV*Y é uma matriz de pesos. <
Exemplo 3.7. Considera-se um vetor aleatério @ = [a; as]" de N = 2 elementos. A

liberdade na escolha dos vetores 7y e d implica a possibilidade de obtencao de diferentes
matrizes de quadricovariancia pertencentes ao espago imagem do mapeamento Q,. Por
exemplo, escolhendo-se v e & pertencentes a base canonica do R? conforme (3.7), e

recordando-se da definicao das fatias Qg,e conforme (3.36), obtém-se

[@1,1,1,1 1,2,1,17
al\=1 "+ =l <\ 1o 0 a E2111 @E2211|’
L n L a a i
I T [(@1,1,1,2 1,2,1,27]
a\=1+ "2 “\1o o a E2112 E2212|’
L n L a a i
I T [@1,1,2,1 1,2,2,17
00 21 |Ca Ca

Qg(eQOel):Qg 10 —Wa — )

2,1,2,1 (02,2,2,1
_eg GQ u

[01,1,2,2 1,2,2,27]
O 2.9 eg e@

0
QQ(62062>:QQ 01 :QQ - 2122 (2222 '

Portanto, todas as camadas matriciais QZZ do tensor de cumulantes de ordem quatro Cq 4

podem ser obtidas tomando-se Q, em produtos externos de vetores da base canonica. <

Na definicao apresentada, ha uma dependéncia da matriz de quadricovaridncia com
a escolha feita para a matriz de pesos =y o 4. Isso sugere que hd um conjunto de formas
bilineares a serem consideradas para assegurar a completude na representacao do funcional
linear (3.33). Assim, a fim de levar em conta o conjunto de formas bilineares — que de
fato consiste na representacao equivalente ao tensor de cumulantes C4 4 —, considera-se

no lugar de apenas uma tUnica matriz, o mapeamento

Qa :RNXN —>RN><N

Y08 — Qg(yod)

RN*N matriz de pesos com posto maximo igual a um. O mapeamento

para toda yo d €

Q. é denominado operador de quadricovariancia de a.

3.4.4 Generalizacdo do operador de quadricovariancia

Segundo a expressao (3.37), tem-se que uma dada matriz de quadricovaridncia depende

da matriz de pesos escolhida « o §, cujo posto maximo é igual a um. Uma expressao
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mais geral pode ser obtida para o operador de quadricovariancia, sem restringir o posto
da matriz de seu argumento. Para exemplificar como isso pode ser feito, apresenta-se o

seguinte exemplo.

Exemplo 3.8. Considera-se o tensor de ordem quatro da forma
A: Komo V e RNXNXNXN'

comV =~0d8+7F0d € RV*N je., uma matriz de posto maximo igual a dois. Pela

multilinearidade do produto externo generalizado, tem-se
A:""'0770'7054—5307707056RNXNXNXN.

Agora, aplica-se o funcional linear da Equagao (3.33) a A, i.e., fa4(,A). Como o funcional

que corresponde ao tensor de cumulantes é linear por defini¢ao, tem-se

fg,4<A> = f@A(K' omoryo 5) + fg,4<’<' omoxyo 3)

Aplicando-se o mesmo raciocinio das Equagoes (3.34)—(3.35) para expressar cada um dos

dois funcionais obtidos como uma forma bilinear, chega-se a

N N
faa(A (ZZQM k5e>"7+"~‘« <ZZQ§’Z%5£>’O

= J=10=1
N N -
=K <Z > QE o + Qﬁ’g%c@) 7,

obtendo-se a forma bilinear associada

faa(k,m; V) = (ZZQ” ) (3.38)

k=1/¢=1

pois [V]ie = V0, + 7,,0¢. Devido a linearidade do funcional f, 4, uma forma mais geral
para expressar a matriz de quadricovariancia seria adotar a matriz associada a forma

bilinear mais geral (3.38), obtendo-se a defini¢ao alternativa

=2 QJV]i; (3.39)

i=1j=1

em que V' é matriz de posto maximo igual a dois. Logo, a linearidade de f, 4 implica a

linearidade do operador de quadricovariancia Q. <

O caso desse exemplo pode ser estendido, analogamente, para V' soma de uma quanti-
dade qualquer de tensores simples. Nesse caso, nao haveria qualquer restricao de posto
sobre V' e seria possivel chegar na defini¢do mais geral para a matriz de quadricovariancia,
i.e., sem a restricdo sobre os elementos de seu dominio. Ressalta-se que a extensao da

defini¢ao inicial da matriz de quadricovaridncia, obtida na Subsegdo 3.4.3 e dada por (3.37),
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para expressoes mais gerais e com menos restrigoes sobre as matrizes de pesos, decorre da
linearidade do funcional f, 4. Esse funcional, por sua vez, ¢ uma representacao equivalente
ao tensor de cumulantes de ordem quatro Cg 4.
Para mostrar o caso mais geral, define-se a matriz V. € R¥*" com decomposicio
genérica na base candnica
N
V = Z Z[V]ZJ €;0€;.

=
—_

Com base no Exemplo 3.8, recorda-se que a linearidade do funcional f,, implica a
linearidade do operador Q,. Logo, ao aplicd-lo a matriz genérica V', resulta
N N
Qu(V) =22 [V]ijQuleioe;).

=1 j=

=
—_

Utilizando-se (3.37), obtém-se Qq(€e;0e;) = Q4 parai,j =1,2,...,N. Logo, a matriz de
quadricovaridncia pode ser expressa como em (3.39), mas agora para qualquer matriz V' €
RNXN “sem restricdo de posto. Por sua vez, os elementos da matriz de quadricovariancia

sao dados, nesse caso, por

[Qu(V)]ij =2 > €™ V], (3.40)

k=1(=1
parai,j=1,2,... N.

Finalmente, cabem alguns comentarios a respeito da representacao de cumulantes de
ordem quatro por meio do operador de quadricovaridncia. Na expressao (3.33) do funcional
fau, destaca-se que os vetores v e § tém papel secundario de varidveis livres do funcional.
Porém, na interpretagao de (3.35) como forma bilinear, os elementos de v o § tém o papel
de ponderacao das fatias do tensor de cumulantes na composicao da matriz associada a
forma bilinear. Esse mesmo papel é assumido pelos elementos da matriz V' em formas
bilineares mais gerais, como (3.38) do Exemplo 3.8. Nesse caso, portanto, os elementos da
matriz V' possuem papel relevante na descri¢ao da forma bilinear resultante. Analogamente
ao caso de ordem trés, no espago imagem de @, haverd matrizes, cuja manipulagao e
tratamento algébrico sdo em geral mais simples do que para um tensor de ordem quatro

como Cg 4.
3.45 Completude da representacao matricial em ordem quatro e propriedades

A partir da escolha de uma matriz de pesos particular V', na matriz de quadricovariancia
correspondente Q. (V') estara refletida apenas uma parte da descri¢do estatistica de ordem
quatro do vetor aleatério @ — mas nao necessariamente a descricao completa presente
no operador de quadricovariancia Q.. A escolha de V' pode ser critica na aplicabilidade
da matriz Q.(V') a um determinado problema pratico. Basicamente, essa escolha deve

ser feita a fim de que a matriz de quadricovariancia obtida descreva satisfatoriamente
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as estatisticas de ordem quatro do vetor a necessarias a resolucao do problema dado.
Dependendo da aplicagao considerada, pode ou nao ser suficiente considerar apenas um
elemento do espaco imagem do operador Q,, i.e., apenas uma matriz de quadricovariancia.
Em contrapartida, ressalta-se que no caso geral é o operador de quadricovariancia Q,
que representa a descricao completa em termos de cumulantes de ordem quatro do vetor
aleatério @ — e nao apenas uma matriz de quadricovaridncia especifica Q,(V') para uma
matriz de pesos V' particular. Trata-se da completude da representacao do tensor C, 4 por

matrizes de quadricovariancia obtidas a partir do mapeamento Q..

Exemplo 3.9. Considerando-se o Exemplo 3.7 para N = 2, seja agora a matriz de
quadricovariancia obtida para uma matriz de pesos 2 x 2 particular V =ejoe; +e30 e
com posto igual a dois. A matriz de quadricovariancia é obtida, a partir da definicdio mais

geral (3.39), conforme

01 ELLL2 4 @eLL21 @L212 4 @EL221
Qa(erce; +ex0er) =Q, - ?112 3121 5212 5221
10 Coe+Cyhat Cohe + G5

A matriz de quadricovariancia obtida nao leva em conta, pelo menos de maneira explicita,
os cumulantes de ordem quatro Cytt! e €222, Por exemplo, no caso particular em que
ay e ap forem independentes, tem-se que essa matriz resultara nula independentemente
das distribui¢oes marginais das variaveis aleatorias consideradas — e, portanto, dos
valores de seus autocumulantes. Em aplicagoes cujas solugoes exijam a determinacao de
autocumulantes de varidveis aleatérias que possam ser independentes, ou requeiram a
imposigao de restrigoes sobre esses cumulantes, essa escolha de matriz de quadricovariancia
nao teria utilidade. Trata-se do que ocorre, por exemplo, em problemas de separacao cega
de fontes e desconvolugao cega de canais de comunicacao (GODARD, 1980; COMON,
1994). <

A seguir, sao elencadas propriedades tteis do operador de quadricovariancia. Trata-se
de propriedades gerais que valem para qualquer matriz de pesos V' € RV*¥  Algumas das

propriedades sdo extremamente tteis e vieram a tona na literatura nos trabalhos (CAR-

DOSO, 1989; CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; CARDOSO, 1999), apesar de decorrerem
de conceitos algébricos anteriores da algebra multilinear (LANDSBERG, 2012).

Proposicao 3.3. O operador de quadricovariancia € linear, isto €,
Qu(Vi+ Vi) = Qu(Va) + Qu(Vs) VV,, V, e RN e Qu(cV) =cQqu(V) YeeR
Demonstracio. Veja a Segao A.2 do Apéndice A.

Proposigao 3.4. A matriz de quadricovariancia é simétrica, isto €,

Q.(V)=Qu(V) VV e RV,
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Demonstracao. Veja a Secao A.2 do Apéndice A.

Devido a Proposigao 3.4, a matriz de quadricovariancia é ortogonalmente diagonalizavel

e possui autovalores reais, assim como a matriz de covariancia.

Proposicao 3.5. A matriz de quadricovariancia € invariante da transposicio da matriz de
pesos, isto €,

Q.(V)=Qu(VT") VV e RV,
Demonstracio. Veja a Secao A.2 do Apéndice A.

Proposicao 3.6. Se a possuir média nula, entdo as matrizes de quadricovariancia podem

ser expressas em fung¢ao de momentos como

Q.(V)=E[(a"Va)(aa")] - tr(C,V)C, — C,VC, — C,V'C,, (3.41)
VV e RN em que tr(-) denota o trago de (-).
Demonstracdo. Veja a Segao A.2 do Apéndice A.

As expressoes (2.30) — para vetor aleatdrio de média nula — e (3.41) possuem certa

semelhanca. Particularmente, a primeira equagao poderia ser interpretada como uma

expressdo para cumulantes escalares %7k

segunda, como uma expressao para matrizes de quadricovaridncia Q,(V') em fungio de

em fun¢do de momentos também escalares; a

matrizes de momentos.

Proposicao 3.7. Seja a um vetor aleatorio de N elementos mutuamente independentes e
seja o vetor aleatério dado por b= Ga com G =[g, g» -+ gn]| € RY*N_ A matriz de

quadricovariancia de b pode ser expressa como
Qu(V) =GAL(V,G)G" (3.42)
VYV e RV*N sendo
Aya(V,G) = diag(Ch,491 V91, Cu 92 VG2, ., Coy s gNVgn) (3.43)

em que diag(-) denota a matriz diagonal com elementos (-) na ordem dada e C,, 4 denota

o autocumulante de ordem quatro da i-ésima varidvel aleatoria de a.
Demonstracio. Veja a Segao A.2 do Apéndice A.

Diferentemente da Proposicao 3.1 para a matriz de covaridncia, a Proposi¢ao 3.7 s6
pode ser garantida para uma transformagcao linear sobre um vetor aleatorio de elementos
independentes. Supondo que o vetor aleatério genérico a tem elementos independentes,
podem-se comparar as transformagcoes para a matriz de covariancia e quadricovariancia,
dadas respectivamente por (3.12) e (3.42). Enquanto a matriz C, serd diagonal contendo
as variancias dos elementos de @, a matriz A, 4(V, G) dependera, além das estatisticas de

ordem quatro de cada elemento de a, também das colunas de G e da matriz de pesos V.
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3.4.6 Diagonalizacao do tensor de cumulantes de ordem quatro

A diagonalizagdo de um tensor de ordem quatro possui certas limitacoes similares aque-
las abordadas na Subsecao 3.3.4 para o caso de ordem trés. A fim de compreender melhor os
problemas envolvidos, inicia-se apresentando o efeito que uma transformacao linear possui
sobre o tensor de cumulantes de ordem quatro de um vetor aleatério (MCCULLAGH,
2018).

Proposicao 3.8. Seja a um vetor aleatorio com tensor de cumulantes de ordem quatro

Cuy € RVNXNXN ¢ seiq o vetor aleatdrio dado por b = Ga com G € RV*N . O tensor

RNXNXNXN

de cumulantes de ordem quatro de b, denotado por Cp4 € , pode ser erpresso

elemento a elemento como

N N N
[Cb4 gkl — ZZZZ a3pq,rsgng]qgkrgfs (344)

p=1

para i,j, k.0 =1,2,...,N, em que g, ; = [G|; ;.

Demonstracao. Resulta da propriedade de multilinearidade dos cumulantes conforme a
Proposigao 2.5-(i); (3.44) pode ser compreendida como uma extensao de (3.23) para o

caso de ordem quatro. O
Quanto a proposicao apresentada, destaca-se que:

o A expressio (3.44) pode ser colocada de maneira tensorial. Denotando-se por g, € RY
a p-ésima coluna de G parap=1,2,..., N, tem-se

N N N N

Coa=>_> > > [Catlpars9p©94°9r°gs. (3.45)

p=1qg=1r=1s=1

Agora, considera-se a obtencao de uma transformacao linear que permita tornar nao
correlacionados, em ordem quatro, os elementos de um determinado vetor aleatério. Em
outras palavras, supondo que @ é um vetor aleatério de elementos quaisquer com tensor de
cumulantes C, 4 € RV*VXNXN " degeja-se obter G € RM*Y tal que os elementos de b = Ga
sejam nao correlacionados em ordem quatro. Nesse caso, tem-se que Cpy € RV¥NXNXN

serda um tensor diagonal dado elemento a elemento por

(Coalijke = Cha0ijke (3.46)

para ¢,7,k,{ =1,2,..., N, em que 0; j,, ¢ igual a um se ¢ = j = k = £ e igual a zero caso
contrario (MCCULLAGH, 2018). Na diagonal principal desse tensor ficam os autocumulan-
tes de ordem quatro dos elementos de b. Substituindo-se (3.46) na representacao de (3.32),

o tensor diagonal de ordem quatro Cp4 pode ser expresso de maneira simplificada como

N
Coa= Chyel. (3.47)

=1
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Analogamente aos casos de ordem dois e trés, a obtencao de b = Ga com elementos
nao correlacionados em ordem quatro esta condicionada a existéncia de G tal que, na
expressao (3.45), o tensor de cumulantes Cp, 4 resulte diagonal. Se essa matriz existir, ela
poderd ser obtida a partir de uma diagonalizagao do tensor Cg 4, que, em geral, é um tensor

cheio. Como C,44 ¢ um tensor simétrico, deseja-se obter a sua decomposicao conforme
N
—o4
Cat = SN (3.45)
i=1

emque \; € Rparai =1,2,....Ne G =1[g, g, -+ gy) € RV possui posto
completo. Se essa decomposicao existir, a escolha de G = G garantird a nao correlagao
em ordem quatro dos elementos de b. Porém, assim como para ordem trés, em ordem
quatro a existéncia dessa decomposigao é apenas garantida para N = 2 (COMON et
al.; 2008). Para N > 2, como nao ha resultado tedrico que garanta a existéncia da
decomposicao (COMON et al., 2008). Além disso, ndo ha como garantir, em geral, a
unicidade de decomposigoes de tensores como (3.48), mesmo que elas existam (COMON
et al., 2008).

As dificuldades existentes para obtencao da transformacao de diagonalizacdo de um
tensor de ordem quatro para N > 2, em relacao a existéncia da decomposicao e a sua
unicidade, motivam a consideracao de uma representacao matricial equivalente para esses
tensores (CARDOSO, 1990; CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). Recorda-se que, na
Subsecao 3.3.3, foi obtida uma representacao matricial para cumulantes de ordem trés,

denominada matriz de tricovariancia.

3.5 Conclusoes

Nesse capitulo, os conceitos necessarios a abordagem algébrica de cumulantes de ordem
superior foram gradativamente introduzidos. Até aqui, decidiu-se por nao se voltar a uma
aplicagao especifica em virtude das iniimeras possibilidades de aplicagoes de tensores e
estatisticas de ordem superior em processamento estatistico de sinais (MENDEL, 1991;
NIKIAS; PETROPULU, 1993; COMON, 2014). Acredita-se que o tratamento dado ao
assunto nesse capitulo auxilia, também, a consideracao de tensores em contextos que nao
envolvam, necessariamente, cumulantes. Por exemplo, tensores de dados e suas decomposi-
¢oes tém atraido interesse das comunidades de processamento de sinais e aprendizado de
maquina por se mostrarem uteis na resolu¢ao de diversos problemas (CICHOCKI et al.,
2015; SIDIROPOULOS et al., 2017).

Ao longo do capitulo, enfatizou-se a conveniéncia que a representacao tensorial traz a
abordagem de cumulantes de ordem superior. Embora tensores sejam ferramentas mate-
maticas capazes de capturar a esséncia das transformacoes multilineares (LANDSBERG,

2012), como é o caso dos cumulantes, ainda hd muitos problemas tedricos em aberto acerca
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de decomposigdes tensoriais, sua existéncia e unicidade (COMON et al., 2008; COMON,
2014). Sendo assim, a aplica¢do direta de tensores a problemas praticos de processamento
de sinais baseados em cumulantes ainda inspira cuidados e possui limitagoes. No entanto,
a representacao tensorial é extremamente Util a compreensao de propriedades algébricas
de cumulantes e a obtencao de representacoes simplificadas convenientes. Representacoes
matriciais para cumulantes (CARDOSO, 1990), por exemplo, além de contarem com
tratamento algébrico relativamente mais simples, dispoem de teoria ja conhecida no campo
da algebra linear (HOFFMAN; KUNZE, 1971).

Na Secao 3.2, abordaram-se representagoes para cumulantes de ordem dois. A matriz
de covariancia foi relacionada a uma representacao equivalente por meio de funcional linear.
Além disso, abordou-se a regra de transformacao que a matriz de covaridncia satisfaz
sob mudancas de base. Essa regra, amplamente utilizada em aplica¢cbes de cumulantes
de ordem dois, é um dos principios fundamentais das técnicas de analise de componentes
principais (PCA) abordadas no Apéndice B.

Na Secao 3.3, os conceitos abordados para ordem dois foram estendidos para cumulantes
de ordem trés. O tensor de cumulantes de ordem trés foi apresentado como uma extensao
da matriz de covariancia e também foi representado, de maneira equivalente, como um
funcional linear. Por meio da representacao por funcional, foi possivel obter uma represen-
tacao matricial para cumulantes de ordem trés: a matriz de tricovariancia. Em seguida,
abordou-se a diagonalizacao do tensor de cumulantes de ordem trés e destacaram-se as
dificuldades tedricas que passam a existir quando se lida com tensores de ordem maior
do que dois. Essas dificuldades motivam a consideracao de representagoes matriciais para
estatisticas de ordem trés, como a matriz de tricovariancia, em aplica¢oes de processamento
estatistico de sinais.

Na Sec¢ao 3.4, o caminho percorrido para ordem trés foi estendido para o caso de
cumulantes de ordem quatro. Em aplicacoes de processamento estatistico de sinais, esses
cumulantes apresentam mais relevancia e utilidade do que os de ordem trés (LACOUME;
AMBLARD; COMON, 1997). A extensao feita, porém, nao é direta: a obtencao da represen-
tagao matricial para cumulantes de ordem quatro, denominada matriz de quadricovariancia,
requereu interpretacoes adicionais.

Na Figura 3 é apresentado um esquema simplificado do caminho percorrido na ob-
tencao da representacao matricial. Primeiramente, introduziu-se a representacao usual
de cumulantes de ordem quatro, que consiste em um tensor. Nele esta contemplada toda
a descricao estatistica de ordem quatro de um vetor aleatério. A partir do tensor e do
conceito de espaco dual da algebra linear (HOFFMAN; KUNZE, 1971), obteve-se uma
representacao por meio de funcional linear. Ambas as representagoes sdo equivalentes,
pois hd um mapeamento bijetor (i.e., isomorfismo) entre elas. Em seguida, com base na
expressao do funcional linear, definiu-se uma terceira representacao para os cumulantes de

ordem quatro — denominada operador de quadricovariancia. Esse operador consiste em
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um mapeamento que leva uma matriz de pesos a uma matriz de cumulantes de ordem
quatro denominada matriz de quadricovariancia. O espaco vetorial de todos os operado-
res de quadricovariancia possui a mesma dimensao que o espago de funcionais lineares.
Logo, o operador de quadricovariancia também contempla toda a descri¢do estatistica
presente no tensor de cumulantes. Porém, ao fixar a matriz de pesos e considerar apenas
uma matriz do espaco imagem desse operador, passa-se a uma representacao que nao
necessariamente mantém toda a informagao sobre as estatisticas. Isso motivou abordar, de
maneira preliminar, a questao da completude da representacao matricial. Basicamente,
essa questao consiste em saber se uma determinada matriz de quadricovariancia permite
descrever completamente as estatisticas de ordem quatro de um vetor aleatério necessarias
a resolucao de um problema. Evidentemente, a resposta depende da aplicacao considerada.
No Capitulo 6, a questao da completude é revisitada no contexto do problema de separagao

cega de fontes.

Tensor de cumulantes ) Funcional linear de
de ordem quatro |4 isomorfismo »| cumulantes de ordem quatro
espago dual
Cas € RNXNxNxN ( pag ) fg,4 .RNXNXNXN _y R
1 A

completude da | . -
influéncia

representacao L isomorfismo
o da aplicagao
matricial
| Y
Matriz de - . Operador de
. A . representacao particular . A .
quadricovariancia quadricovaridncia

Q. (V) € imagem de Q, matriz de pesos fixa

QGIRNXN%RNXN

Figura 3 — Esquema simplificado do caminho percorrido na Secdo 3.4 para a obten¢ao de uma representagao
matricial para cumulantes de ordem quatro.
Fonte: autoria prépria.

Por meio desse capitulo, foi possivel evidenciar que o uso de tensores permite obter
representagoes matriciais para cumulantes de ordem superior analogas a matriz de cova-
riancia para o caso de ordem dois. No Capitulo 6, verifica-se como a representagao por
matriz de quadricovariancia permite abordar o problema de separacao cega de fontes e
obter solugdes. Antes, porém, apresenta-se uma formulagao detalhada desse problema no

capitulo a seguir.
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4 FORMULACAO DO PROBLEMA DE SEPARACAO DE FONTES

Neste capitulo, aborda-se o problema de separacao cega de fontes (BSS). Enfoque é
dado ao modelo de sistema misturador linear e instantaneo, para o qual as solugoes na
drea de BSS foram inicialmente estudadas (HERAULT; JUTTEN; ANS, 1985; COMON,
1992; CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). A partir de uma formulagao do problema sob
notacao consistente e que evidencie detalhes comumente deixados de lado, o intuito ¢é
possibilitar a posterior compreensao tedrica de principios de separacao e das solugoes a eles
relacionadas — tanto para os problemas de separacao considerados ao longo do capitulo,
quanto para problemas mais elaborados. Destaca-se que grande parte dos problemas de
BSS com aplicabilidade pratica podem ser formulados com base em sinais reais (COMON;
JUTTEN, 2010). Além disso, as solugoes para o caso real evitam complicagoes existentes
em solucoes envolvendo sinais complexos, sendo mais convenientes para a interpretagao e
o entendimento dos métodos de separacao. Portanto, tanto neste capitulo quanto nos que
o seguem, considera-se o problema de separacdo para o caso real.

Na Secao 4.1, apresenta-se o problema de BSS em sua formulagdo geral. Na Se¢ao 4.2,
particulariza-se o problema para o modelo de sistema misturador linear e instantaneo. Na
Secao 4.3, inclui-se no modelo uma descri¢ao estatistica para as fontes, a qual permite
simplificar o tratamento matematico do problema e também possibilita a sua resolucao.
Na Secao 4.4, apresentam-se consideracoes acerca da ado¢ao de modelos de mistura como
passo inicial para a resolucao do problema de BSS. Por fim, apresentam-se as conclusoes

do capitulo na Secao 4.5.
4.1 Formulacao geral do problema

Sejam os sinais das fontes ndo observadas denotados por s;(n), para n € Z e com
1=1,2,..., N;. Em geral, o indice ¢ indica uma posi¢ao no espago. Os sinais das misturas
observadas sdo denotados por x,(n), paran € Z e com £ = 1,2, ..., N,. Considera-se que
os sinais assumem valores no conjunto numérico dos reais, i.e., R. Vislumbrando-se uma
resolugao no contexto de processamento em tempo discreto de sinais, considera-se ainda
que os sinais estao representados em tempo discreto — i.e., com variavel independente
n € Z relacionada ao tempo, ou, mais precisamente, ao indice de iteracao. Durante a
formulacao inicial do problema nesta secdo e na Secao 4.2, nao sao considerados modelos
estocésticos dos sinais das fontes ou das misturas.

A partir dos sinais de cada fonte e de cada mistura, o vetor de fontes é definido, por

s(n) = [s1(n) sa(n) -+ sn(n)]" (4.1)

e o vetor de misturas é definido como

z(n) = [21(n) z2(n) - n(n)]". (4.2)
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A relagao matematica existente entre o vetor de fontes s(n) e o vetor de misturas x(n)

pode ser dada, genericamente, por

x(n) = H{s()}, (4.3)

em que H é um mapeamento desconhecido de R™ em R™, responsavel por misturar
as fontes que se deseja, posteriormente, separar (COMON; JUTTEN, 2010). A notagao
de (4.3) indica que o vetor x(n) depende de uma transformacao H aplicada ao conjunto
de vetores {s(-)} a entrada do sistema, para instantes de tempo menores ou iguais a n.
Em outras palavras, essa notacao leva em conta a causalidade do mapeamento de mistura
e a eventual diversidade temporal, ou memoria, que ele possa ter.

Genericamente, em um problema de separacao cega ou nao supervisionada de fontes,
busca-se reconstruir os sinais das fontes s;(n) a partir apenas das misturas observadas x,(n).
Portanto, é usual também levar em conta, na formulagao do problema, o sistema responsavel
pela separagao, bem como os sinais reconstruidos. Os sinais correspondentes as fontes
estimadas ou reconstruidas sao denotados por yi(n), paran € Z e com k=1,2,..., N,.
Por conveniéncia, constitui-se um vetor de fontes estimadas dado por

y(n) = [yi(n) ya(n) - yn(n)]", (4.4)

que deve satisfazer
y(n) = W{z(-)}, (4.5)

em que W ¢ um mapeamento de R™ em R, responsavel por separar as fontes, i.e.,
recupera-las a partir das misturas observadas.

Na Figura 4, é apresentado um esquema simplificado dos principais elementos envolvidos
no problema de BSS. O modelo considerado para esse problema envolve, no caso geral,
sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO, do inglés multiple-input and
multiple-output), tanto na etapa de mistura quanto na etapa de separa¢ao. Além disso,
se o mapeamento H for conhecido e existir mapeamento inverso H~!, entdo a escolha
de W = H ! recuperaria as fontes a partir das misturas observadas. No entanto, nos
problemas de BSS, nao se conhece o mapeamento H responsavel por gerar as misturas, e,

além disso, seu inverso pode nao existir.

Fontes
Fontes: Misturas: A7 estimadas:
s(n) xz(n) y(n)
Sistema, Sistema,
|:’::> misturador :,t:> separador :,t:>
N, H { ) } N, W{ . } Ny
/

Figura 4 — Esquema simplificado dos principais elementos envolvidos no problema de separacdo cega de
fontes, em que se deseja separar IV, fontes a partir apenas da observacao de N, misturas.
Fonte: autoria prépria.
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Nessa formulagdo do problema, considera-se, de forma genérica, que existem Ny fontes
e N, misturas. Quando Ny = N,, o problema de BSS ¢ dito igualmente determinado.
No caso em que h& mais fontes do que misturas, i.e., Ny > N,, o problema é dito
subdeterminado. Quando N, > N, e hd mais misturas do que fontes, o problema é
denominado sobredeterminado.

Até aqui, o problema de BSS foi apresentado de forma geral: nao foram feitas, por
exemplo, consideragoes sobre a estrutura interna do sistema misturador ou sobre eventuais
caracteristicas das fontes. Sem essas consideracoes adicionais, o problema inverso de
separacao € malposto — i.e., nao é possivel garantir a existéncia ou a unicidade de
solugao (ASTER; BORCHERS; THURBER, 2019; COMON; JUTTEN, 2010). Isso significa
que, com base apenas nos vetores de misturas observadas x(n), é impossivel estimar
adequadamente os vetores de fontes s(n) sem o uso de conhecimentos ou hipdteses
adicionais. A funcao dessas hipéteses, que costumam ser incluidas no modelo do problema,
é possibilitar a determinacao de equagoes que permitam estimar adequadamente as fontes.

A fim de obter soluc¢oes para o problema de BSS, usualmente adotam-se modelos de
mistura baseados em caracteristicas hipotéticas — ou, eventualmente, conhecidas — tanto
do sistema misturador quanto das fontes. Buscam-se, com a formulagao desses modelos, a
particularizacao do problema geral e a posterior obtencao de solugdes para o respectivo
problema particular. Desde os anos 1980, diversas solu¢oes vém sendo gradativamente
apresentadas, na literatura, para casos particulares do problema geral apresentado nessa
secao. As primeiras solugoes foram obtidas para um modelo particular de sistema mis-
turador, cujo estudo foi de consideravel relevancia no desenvolvimento subsequente de
solugoes para modelos mais elaborados (HERAULT; JUTTEN; ANS, 1985; COMON, 1992;
CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; HYVARINEN; OJA, 2000). Trata-se do modelo de

sistema misturador linear e instantaneo, introduzido na secao a seguir.

4.2 Misturas lineares e instantaneas

Inicialmente, apresenta-se a seguir a definicao de um sistema MIMO linear e instanta-
neo (CARDOSO, 1998; HYVARINEN; OJA, 2000).

Definicao 4.1. Um sistema MIMO ¢ linear e instantaneo se, e somente se,

(i) cada saida puder ser expressa como uma combinagao linear das entradas, e

(ii) as saidas forem instantaneas, i.e., dependerem, em cada instante, somente dos valores

das entradas nesse dado instante.

Adicionalmente, um sistema MIMO linear e instantaneo é invariante no tempo se, e somente
se, os seus parametros forem funcoes constantes do tempo. Por simplicidade, considera-se
ao longo do texto que, salvo mencao explicita, um modelo linear e instantaneo também é

invariante no tempo. <
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No caso de um sistema misturador representado genericamente conforme (4.3), tem-se
que as entradas sao as fontes e as saldas sdo as misturas. Por conveniéncia, aborda-se o
caso em que nao ha ruido aditivo nas observagoes das misturas. Se houver necessidade,
a presenga de ruido pode ser considerada em modelos mais completos (COMON, 1992;
CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993).

Adotando-se um modelo de sistema misturador linear e instantdneo conforme a Defini-
¢ao 4.1 e as consideragoes feitas no pardgrafo anterior, os sinais das misturas z,(n) podem

ser expressos em fun¢ao dos sinais das fontes s;(n) de acordo com a relagao

ze(n) = i;hm 5:(n), (4.6)

para { = 1,2,..., N,, em que hy; sao os coeficientes constantes do sistema misturador.
Nesse caso, as misturas sao denominadas lineares e instantaneas. Por conveniéncia, (4.6)

pode ser reescrita matricialmente como

$1(n) h1,1 h1,2 tet hl,Ns 81(71)
xg(n) _ h2,1 h2,2 s hz,Ns Sz(n) <4 7)
Ty (1) hngr iz o0 hens] [Sns(n)
ou, na correspondente forma compacta,
x(n) = Hs(n), (4.8)

em que o vetor de misturas x(n) é dado por (4.2), a matriz de coeficientes do sistema

misturador (ou apenas matriz de mistura) H € RM>*"s § dada por

hix  hig -+ hin

hop  hao - han
H=| s

th,l th,2 T th,Ns

e o vetor de fontes s(n) é dado por (4.1).

Na obtencao de solugdes para esse tipo particular de sistema misturador, é usual
adotar-se um sistema separador que também seja linear e instantaneo. De fato, se o
mapeamento de mistura for linear, instantaneo e bijetor, por exemplo, o mapeamento
inverso correspondente também ¢é linear e instantdneo. Com isso, a relacao genérica de

separagao em (4.5) pode ser particularizada, conforme a Defini¢do 4.1, para
y(n) = Wa(n), (4.9)

em que o vetor de fontes estimadas y(n) é dado por (4.4) e o mapeamento W foi substituido

pela matriz de coeficientes do sistema separador (ou apenas matriz de separagao) W €
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RN >N« Nessa formulacdo, os coeficientes em W sdo considerados constantes, embora,
possam ser variantes no tempo a depender do tipo de solucao escolhida. Substituindo-

se (4.8) em (4.9), obtém-se, ainda, a relagao ttil entre fontes e fontes estimadas, dada por

y(n) = Ms(n), (4.10)

em que M € RM*Ns ¢ 3 matriz de resposta combinada misturador-separador, dada por

M =WH. (4.11)

No seguinte exemplo, mostra-se de forma intuitiva que em problemas de BSS com
sistema misturador linear e instantaneo, a falta de hipéteses no modelo sob consideracgao

pode impossibilitar a obtengao de solugoes.

Exemplo 4.1. Seja um problema de BSS igualmente determinado, com N = N; = N, =
N, > 2. Supoe-se que as fontes sao misturadas por um sistema modelado como linear
e instantdneo. A partir das misturas observadas, deseja-se estimar as fontes originais
utilizando-se um sistema separador adequado.

Evidentemente, se a matriz de mistura H € R¥*Y for ndo singular, entdo o problema

pode ser resolvido tomando-se

W=H"'! & M=1I,,

RNXN RNXN

em que W € ¢é a matriz de separacao, M € ¢é a matriz de resposta combinada
e Iy denota a matriz identidade N x N. A matriz H é determinada se todos os seus N2
elementos forem conhecidos. Se os elementos de H forem desconhecidos, como ocorre em
problemas de BSS, entdo sdo necessirias N? equacoes linearmente independentes para
determinéd-los (HYVARINEN; OJA, 2000). Em situagdes praticas, no entanto, nio convém
utilizar as equagoes do modelo do sistema misturador de (4.7), pois as fontes s;(n), para
1=1,2,...,N, nao sao observadas. Portanto, ha necessidade de adicionar, ao modelo de
mistura, alguma hipdtese adicional que possibilite a obtengao de equagoes que, por sua

vez, permitam determinar H. g

Em virtude da falta de informagoes suficientes para a resolucao do problema de BSS
com o modelo de mistura até aqui considerado, um caminho seguido pela comunidade
cientifica a partir do inicio do anos 1990 consistiu em adotar uma descrigao estatistica
(i.e., modelo estatistico) para os sinais das fontes. Em outras palavras, considerou-se um
conjunto de hipdteses sobre as estatisticas das fontes que permitisse impor restrigoes a
saida do sistema separador, levando a separacao adequada das fontes (COMON, 1992;
COMON, 1994; CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). Na proxima secao, sao apresentadas
algumas hipoteses usuais sobre as estatisticas das fontes, consideradas tanto de forma

implicita quanto explicita nos primeiros estudos de BSS.
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4.3 Modelo estocastico para as fontes

A dificuldade de resolver o problema de BSS de forma determinista', mesmo para o
modelo simplificado de sistema misturador linear e instantéaneo, suscita a ideia de adotar
um modelo estocastico para as fontes. O objetivo ao fazer isso é simples: permitir a
composicao de equagoes linearmente independentes a fim de determinar, matematicamente,
as incégnitas procuradas no problema de separacao cega.

Como as fontes sao sinais, i.e., fungoes temporais, pode-se inicialmente pensar em

modeld-las como processos estocasticos {s(n)} tais que
s(n) =[s1(n) s2(n) -+ sn(n)]".

No modelo de sistema misturador linear e instantaneo conforme (4.8), as misturas também

resultam processos estocasticos {x(n)}, dados por

x(n) = Hs(n), (4.12)

em que
z(n) = [21(n) z2(n) -~ an(n)]".

As fontes estimadas também sdo estocésticas nesse modelo, sendo denotadas por {y(n)},

em que
y(n) =[w(n) w(n) - uy, )],

e satisfazem, por sua vez,

y(n) = Wz(n) (4.13)

y(n) = Ms(n) (4.14)

conforme (4.9) e (4.10).

A adocao de um modelo estocéstico particular para as fontes envolve, ainda, estabelecer
hipoteses sobre seu comportamento estatistico ao longo do tempo e do espago. Esse
comportamento pode variar consideravelmente ao serem comparados modelos de fontes de
origens distintas (e.g., voz e sinais biomédicos), e pode nao ser conhecido com a precisao
necessaria para compor um modelo razoavel.

Por simplicidade e generalidade, no contexto de misturas lineares e instantaneas,

inicialmente considerou-se que o comportamento estatistico das fontes nao varia com o

! Entende-se por determinista, aqui, a resolucdo do problema de BSS sem necessariamente considerar

um modelo estatistico para as misturas. Em alguns casos, a consideracdo de certas informacoes a
priori acerca das misturas ou das fontes pode permitir a resolugdo determinista do problema de BSS.
E o que ocorre, por exemplo, em separagao cega de fontes baseada em esparsidade, em que hipoteses
essencialmente geométricas sao utilizadas a fim de obter a separacao (LI; CICHOCKI; AMARI, 2004;
COMON; JUTTEN, 2010). Entretanto, sem se dispor de quaisquer informagoes a priori sobre o modelo
de mistura apresentado na Sec¢do 4.2, a abordagem usual envolve a ado¢do de um modelo estatistico.
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tempo (CARDOSO, 1998; HYVARINEN; OJA, 2000). Essa hipotese equivale a ignorar,
no modelo, qualquer estrutura estatistica temporal das fontes e analisar apenas as suas
distribuigoes marginais ao longo do tempo (HYVARINEN, 2013). Abordam-se, a seguir,
as implicagoes dessa hipotese na formulacao feita, até aqui, do problema de BSS. Na
Subsecao 4.3.1, considera-se a hipotese de fontes como processos iid e, na Subsecao 4.3.2,

aborda-se a hipotese de independéncia espacial das fontes.

4.3.1 Fontes independentes e identicamente distribuidas no tempo

Historicamente, considerou-se a hipdtese implicita e simplificadora de que o processo
estocdstico vetorial das fontes {s(n)} é independente e identicamente distribuido no
tempo (iid) (HYVARINEN; OJA, 2000). Conforme abordado genericamente na Subse-
¢ao 2.1.3, supor que {s(n)} é iid corresponde a ignorar a estrutura estatistica temporal
desse processo vetorial — i.e., suas variagoes estatisticas ao longo do tempo e interde-
pendéncias temporais. Eventualmente, modelos mais precisos e que levem em conta essas
variagoes podem ser formulados, mas as custas de uma perda de generalidade e tratamento
matematico mais sofisticado (HY VARINEN, 2013).

Inicialmente, a consideracao da hipdtese que {s(n)} é iid implica simplificagbes consi-
deraveis no modelo estocastico geral. Conforme abordado no Capitulo 2, uma realizacao
de um processo estocastico iid pode ser interpretada como diversos sorteios independentes,
feitos ao longo do tempo, de um mesmo vetor aleatério. Logo, a adog¢dao de um modelo iid
conforme a Definigdo 2.8 para o processo vetorial das fontes {s(n)} implica sua substituigao

no modelo de mistura por um vetor aleatério s dado por
S = [§1 S2 +° SNs ]T. (4.15)

Considerando-se misturas lineares e instantaneas, decorrem simplificagoes similares para

os processos das misturas e das fontes estimadas. Isso se deve a seguinte proposigao.

Proposicao 4.1. Seja o modelo de sistema misturador linear e instantaneo dado por
x(n) = Hs(n), em que {z(n)} € o processo estocdstico vetorial das misturas, {s(n)} € o
processo estocdstico vetorial das fontes e H € RM>*Ns ¢ o matriz fiza de mistura. Seja um
sistema separador linear e instantineo tal que y(n) = Wax(n) = Ms(n), em que {y(n)}
é o processo estocdstico vetorial das fontes estimadas, W € RW*N< ¢ q matriz fiza de
separacio e M € RMW*Ns ¢ q matriz fiva de resposta combinada. Pode-se afirmar que, se
{s(n)} for iid, entdo

(i) {z(n)} € iid, e
(ii) {y(n)} € iid.
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Demonstracao. A prova é esbogada apenas para o processo estocastico vetorial de misturas;
a demonstracao para as fontes estimadas ¢ analoga. Seja um conjunto qualquer finito de
k > 2 instantes distintos {ni,ns,...,n,} C Z. A funcdo distribui¢do de probabilidade

conjunta dos vetores x(ny), z(ns), ..., x(ny), conforme a Defini¢ao 2.4, é dada por

F&(m),&(nz),...@(nk)(mla o, ... ,wk) = Pr{&(nl) S $1,$(n2) S o, ... ,@(nk) S in}
(4.16)

A partir de (4.12) referente ao modelo de mistura, tem-se z(n,) = Hs(n,) para o =

1,2,..., k. Sendo assim, o evento
{z(n,) <z} (4.17)
pode ser equivalentemente expresso como
{Hs(n,) < o} = {8(na) € {v € R™ | Hv < z,}}.

Portanto, a func¢ao distribuigdo de probabilidade conjunta de (4.16) pode ser reescrita

conforme

Fan) zna)....atme) (X1, T2y - ., ) = Pr{s(ny) € {v € R™ | Hv <z},
s(ny) € {v e RY | Hu < x,},

,8(ng) €{veRY | Hv < x}}.  (4.18)

Como {s(n)} é iid, pela Definicao 2.8-(i) tem-se que os vetores s(n),8(ns), ..., s(ny) sao

mutuamente independentes. Logo, pode-se reescrever (4.18) como
Foni)zna),..am) (1, T2y - .., ) = Pr{s(ny) € {v € R™ | Hv < z,}}

x Pr{s(n,) € {v € R™ | Hv < x,}}

x - x Pr{s(n;) € {v e RY | Hv < z;,}}. (4.19)

Finalmente, substituindo-se os eventos do lado direito de (4.19) pelas expressoes originais
em (4.17), tem-se

Fi(nﬂ,i(nz),...,&(nk)(mh g, ... )wk> - Pr{i(nl) S wl} X Pr{i(ng) S CL'Q}
X - x Pr{z(n;) < i}

Conforme a Definigao 2.8-(i), o processo {&(n)} é independente no tempo.

Adicionalmente, como {s(n)} é iid, pela Definicao 2.8-(ii) tem-se que os vetores

...,8(—1),5(0),s(1),...

sao identicamente distribuidos. Portanto, quaisquer vetores &(n,) = Hs(n,) e z(ng) =
Hs(ng), com «,3 = 1,2,...,k, tém as mesmas distribui¢des, pois s(n,) e s(ng) sao
identicamente distribuidos e H é constante em funcdo do tempo. A partir da Defini-
¢ao 2.8-(ii), tem-se que {x(n)} é identicamente distribuido. Como esse processo também é

independente no tempo, entao {x(n)} é iid. O
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Sob as condig¢oes da Proposicao 4.1, os processos estocasticos vetoriais das misturas
{z(n)} e das fontes estimadas {y(n)}, por serem iid, também podem ser substituidos no

modelo por vetores aleatorios

T=[1 20 - ZN] (4.20)

y=[y ¥ - unl, (4.21)

respectivamente. Sendo assim, os procedimentos de mistura e de separagao em (4.12),

(4.13) e (4.14) podem ser reescritos conforme

xz=Hs (4.22)

’y =Wz = Ms. \ (4.23)

Sob as consideracoes feitas, os procedimentos de mistura e de separagdo podem ser
interpretados como simples transformacgoes lineares aplicadas a vetores aleatérios. Na
Figura 5, é mostrado um esquema simplificado dos principais elementos do problema de

BSS para o modelo de mistura considerado até aqui.

Fontes
Fontes: Misturas: A estimadas:
s x y
Sistema Sistema
|¢:> misturador :t:> separador ¢:>
N, H N, w N,
/

Figura 5 — Esquema simplificado dos principais elementos envolvidos no problema de separacdo cega de
fontes para o modelo de sistema misturador linear e instantdneo com fontes iid.
Fonte: autoria prépria.

Em termos praticos, a consideracdo de fontes iid no modelo de misturas lineares
e instantaneas ainda traz uma outra conveniéncia. Como visto em mais detalhes no
Capitulo 2, os parametros da distribuicao de probabilidade do vetor aleatorio & — tais
como média, matriz de covaridncia, entre outros — podem ser estimados a partir de uma
tnica realizacdo do processo estocastico vetorial {x(n)} observada ao longo do tempo.

Nesse ponto, é importante ressaltar que na literatura costumam-se encontrar frases
como “as fontes sdo independentes e identicamente distribuidas (iid)” — o que pode
gerar confusdo. Seria mais preciso dizer que “assume-se, como hipdtese no modelo, que
o processo estocdstico vetorial {s(n)}, correspondente as fontes, é iid”. Primeiramente,
porque dizer que “as fontes sao iid” pode levar a interpretacao errénea de que processos
escalares de fontes distintas {s;(n)}, com i = 1,2,..., N, sdo mutuamente independentes.
No contexto de BSS, a palavra “independéncia” na sigla iid se refere a independéncia

no tempo e nao no espaco. Em segundo lugar, pois quando se diz “as fontes sao iid”, é
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necessario enfatizar que nao apenas os processos escalares {s;(n)} correspondentes a cada
uma das fontes sao iid individualmente, mas também que o processo vetorial {s(n)} é
iid. A condicao sobre o processo vetorial é mais forte, pois garante a independéncia entre
fontes distintas para instantes distintos, e.g., s1(0) e s2(1). Mesmo que o processo vetorial
{s(n)} seja iid, isso nao implica a independéncia mitua espacial das varidveis aleatérias
s1(ng), s2(ng), . .., 8n(ng), obtidas tomando-se o processo {s(n)} em um instante fixo
qualquer ng € Z.

Embora resulte em algumas simplificagdes, a consideragao de fontes iid no modelo de
BSS essencialmente nao contribui para encontrar equagoes linearmente independentes que
permitam determinar W. Na pratica, apenas sorteios de x sao observados e deseja-se
estimar s, escolhendo-se uma matriz W adequada, sem conhecer H. A fim de possibilitar a
separagao cega, uma op¢ao intuitiva seria incluir no modelo de fontes s alguma propriedade
estatistica que, quando recuperada a saida y do sistema separador, permitisse recuperar
também as fontes. Tradicionalmente, utiliza-se a hipétese de independéncia espacial das
fontes como possibilitadora da imposicao de restrigdes para a separagao (COMON, 1994).

Essa hipdtese é abordada a seguir em maior detalhe.

4.3.2 Fontes mutuamente independentes no espaco

Considera-se o problema de BSS para o modelo de sistema misturador linear e instanta-
neo com fontes iid. As fontes sdo denotadas por suas variaveis aleatorias associadas s;, com
i=1,2,..., N, conforme estipulado em (4.15). Nesse contexto, a hipdtese de independén-
cia espacial das fontes diz respeito a algum tipo de independéncia das variaveis aleatorias
81,89, ...,5N,. Em outras palavras, a independéncia espacial se refere a independéncia de
variaveis aleatorias correspondentes a fontes distintas.

De acordo com as relagoes apresentadas ao longo do Capitulo 2, a independéncia
espacial mutua das fontes é mais restritiva ndo apenas do que a sua nao correlagao espacial,
mas também do que a sua independéncia espacial em pares (FELLER, 1968-1971).
Quanto a separacao das fontes, pode-se indagar se algum desses tipos de independéncia
pode ser considerado no modelo de fontes e, quando recuperado a saida do sistema
separador, implique a separagao adequada de fontes. Conforme Castella e Comon (2007), a
independéncia em pares, em geral, nao é hipétese suficiente para garantir a separabilidade
das fontes. Além disso, modelos de fontes nao correlacionadas também nao sdo suficientes
para a separacgao cega das fontes iid.

No contexto de sistema misturador linear e instantaneo com fontes iid, é usual incluir-
se no modelo a hipétese mais forte de que as fontes sao mutuamente independentes no
espaco (COMON, 1994; CARDOSO, 1998). Isso significa supor que as varidveis aleatérias
81,82, ...,5N, sa0o mutuamente independentes de acordo com a Definicao 2.1. Pode-se

mostrar que, sob certas condicoes, a hipétese de independéncia espacial mutua das fontes
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¢é suficiente para permitir a separacdo cega a partir da imposicao de independéncia a
saida do sistema separador (COMON, 1992; COMON, 1994). As condigbes que devem
ser satisfeitas pelo modelo estatistico de mistura para que isso ocorra sao conhecidas, na
literatura, como condigoes de separabilidade das fontes (ERIKSSON; KOIVUNEN, 2004).
Essas condigoes sao abordadas em maior detalhe no préximo capitulo.

Na secao a seguir, apresentam-se consideracoes sobre os principais modelos de mistura
(i.e., sistema misturador e fontes) abordados até aqui. Também aborda-se a questao da

adocao de um modelo de mistura como passo necessario para a resolucao do problema
geral de BSS.

4.4 Consideracoes sobre os modelos estocasticos de mistura

Ao longo das Segoes 4.1 a 4.3, foram apresentados diferentes modelos para o problema de
BSS. Partindo-se da formulagao geral apresentada na Secao 4.1, o modelo geral do problema
foi sendo gradativamente particularizado, obtendo-se entao o modelo da Subsecao 4.3.1 com
um sistema misturador linear e instantaneo e com fontes iid. Por fim, na Subsecao 4.3.2,
foi considerada a adi¢ao da hipdtese de independéncia espacial mutua como possibilitadora
da separacao cega de fontes. A fim de sedimentar os conceitos apresentados até aqui, na
Tabela 1 é apresentado um resumo da notacdo dos modelos abordados ao longo desse

capitulo.

Tabela 1 — Resumo da notagdo utilizada nos modelos abordados para sistemas misturadores e fontes.

Modelo Fontes Misturas Fontes estimadas
1 Problema geral s() xz(n) =H{s(-)} y(n) = W{z()}
‘ (Segao 4.1) (Eq. (4.3)) (Eq. (4.5))
Misturas: lineares
~ R x(n) = Hs(n) y(n) = Wa(n) = Ms(n)
2. e instantaneas s(n)
(Segio 4.2) (Egs. (4.8)) (Egs. (4.9) e (4.10))
Misturas: lineares
e instantineas (n) z(n) = Hs(n) y(n) = Wz(n) = Ms(n)
Fontes: estocésticas " (Eq. (4.12)) (Egs. (4.13) e (4.14))
(Segao 4.3)
Misturas: lineares e
instantaneas
4 Fontes: estocésticas e o x=Hs y=Wzx=DMs
’ iid, i.e., vetores - (Eq. (4.22)) Eq. (4.23))
aleatorios

(Subsegao 4.3.1)

Fonte: autoria prépria.

Transitando-se ao longo das linhas da Tabela 1, do modelo 1 até modelo 4, a notagao
das equagoes para o vetor de misturas e para o vetor de fontes estimadas passa por
sucessivas particularizagoes. O modelo 4, obtido por tltimo, foi o primeiro tipo de modelo
para o qual foram propostas solugoes no contexto de BSS (HERAULT; JUTTEN; ANS,
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1985). Além disso, foi esse o modelo considerado nos primeiros estudos envolvendo limites
tedricos de separagao (COMON, 1992; COMON, 1994).

Diversos tipos de modelos mais abrangentes foram sendo posteriormente considerados
na literatura — tanto na proposicao de solugoes, quanto no estudo de propriedades tedricas
de separacao. Entre modelos de sistema misturador, destacam-se os sistemas deterministas
lineares e convolutivos (YELLIN; WEINSTEIN, 1994; NGUYEN THI; JUTTEN, 1995;
COMON, 1996; MOREAU; PESQUET, 1997; COMON, 2004; COMON; JUTTEN, 2010;
VINCENT et al., 2014), sistemas nao lineares (BABAIE-ZADEH, 2002) e sistemas variantes
no tempo (VIELVA et al., 2002; HILD; ERDOGMUS; PRINCIPE, 2002; RIVET et al.,
2014). Quanto a modelos para as fontes, foram adotados modelos estocésticos de fontes
nao iid (e.g., estaciondrias com dependéncia temporal, ndo estaciondrias, etc.) (ABED-
MERAIM; XIANG; HUA, 2000; PHAM; CARDOSO, 2001; COMON; JUTTEN, 2010),
além de hipdteses adicionais como esparsidade (LI; CICHOCKI; AMARI, 2004; LI et al.,
2014) e nao negatividade (EWERT et al., 2014). A consideragao de hipéteses adicionais
para as fontes pode também estar relacionada a necessidade de ter equagdes adicionais
para a resolucao do problema; trata-se do que ocorre, por exemplo, em problemas de
separacao subdeterminados (COMON; RAJIH, 2006; LI et al., 2014).

Raramente, pode haver situacoes em que um modelo reflete exatamente o que ocorre
em um dado cenario real. Nesse caso, o modelo estd em sintonia com a realidade e o
funcionamento das solugoes propostas para esse modelo nao sofre degradacao por eventuais
caracteristicas nao modeladas. No entanto, usualmente o modelo nao corresponde a
exatamente o que ocorre na realidade. Nessa situagao, o desempenho de solugoes propostas
pode ou nao sofrer degradacao significativa. Para um modelo refletir a realidade de
forma adequada, em geral, é necessario adicionar a ele um conjunto de conhecimentos
prévios — que podem, por exemplo, ser obtidos de forma experimental. Se, por exemplo,
as distribui¢oes das fontes forem previamente conhecidas, podem-se considera-las no
modelo estocastico para as fontes — é o que acontece no modelo usual do problema de
desconvolugao cega multiusuério de canais de comunicacdo (GODARD, 1980; DONOHO,
1981).

Por fim, muitos dos modelos mais elaborados sao formulados tomando-se por base,
como “blocos de construgao”, modelos mais simples tais como o modelo 4 em conjunto com
a hipdtese de fontes mutuamente independentes no espago. Apesar de sua simplicidade
e particularidade, esse modelo é utilizado em diversos tipos de problemas de BSS e tem

levado a bons resultados, por exemplo, na area de sinais biomédicos (CARDOSO, 1998).

4.5 Conclusoes

Em um problema de BSS, usualmente as fontes nao sao observadas e o sistema

misturador é desconhecido, tendo-se acesso apenas as observagoes das misturas. A fim
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de resolver esse problema, é fundamental assumir, mesmo que hipoteticamente, algum
modelo para as misturas. Caso contrario, nao é possivel obter equagoes cuja resolucao
permita determinar a transformacao inversa que separa fontes adequadamente. Além de
permitir simplificar o tratamento matematico do problema, a adoc¢ao de um modelo tem
como funcgao tornar possivel a sua resolucao.

Na Sec¢ao 4.1, o problema de BSS foi apresentado de forma geral, sendo particularizado
para o modelo de sistema misturador linear e instantaneo na Se¢ao 4.2. Embora nao se trate
de um modelo realista em alguns casos praticos, acredita-se que a compreensao do problema
de separacao de fontes a partir desse modelo é um ponto inicial fundamental para o enten-
dimento aprofundado de modelos mais elaborados e de solugoes avangadas (CARDOSO,
1998).

Em seguida, na Secao 4.3, abordou-se a questao da descricao estatistica para as
fontes no problema de separacao com modelo de misturas lineares e instantaneas. Na
Subsecao 4.3.1, apresentou-se a hipétese de fontes iid, que em conjunto com o modelo de
sistema misturador linear e instantaneo, permite deixar de lado a diversidade temporal das
séries temporais envolvidas no modelo estocastico. Isso facilita a formulagao do problema de
separagao, que passa a envolver apenas vetores aleatérios no lugar de processos estocasticos
vetoriais (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). Além disso, a compreensio dos
processos estocasticos como vetores aleatorios possibilita que estatisticas desses vetores
sejam adequadamente estimadas ao longo do tempo.

Posteriormente, na Subsecao 4.3.2, abordou-se de forma introdutéria a hipotese de
independéncia espacial mutua das fontes, de modo a viabilizar algum procedimento de
separacao cega. De fato, em sistemas fisicos, muitas vezes a hipdtese de independéncia
espacial mitua é razoavel para as fontes que se deseja separar. No entanto, ela ndo precisa
ser exatamente verdadeira na pratica para ser considerada e permitir a separacao adequada
das fontes (HYVARINEN; OJA, 2000; COMON; JUTTEN, 2010).

Ao longo dos capitulos seguintes, aborda-se o problema de BSS adotando-se o modelo
de misturas lineares e instantdneas com fontes iid (7.e., o modelo 4 da Tabela 1) com
a hipdtese adicional de fontes mutuamente independentes no espaco. Além disso, nos
proximos capitulos, considera-se o problema de separacao de fontes igualmente determinado

com N = Ny = N, = N,. A partir desse ponto, podem ser levantados dois tipos de questao:

(i) Sob quais condigoes a imposigao de independéncia estatistica a saida do sistema

separador recupera as fontes mutuamente independentes?

(ii) Como é possivel, na pratica, realizar a imposi¢ao de independéncia estatistica a saida

do sistema separador?

A questao (i) é respondida em detalhes no Capitulo 5, em que enfatizam-se as condigoes
adicionais que o modelo de sistema misturador linear e instantdneo com fontes iid e

mutuamente independentes no espaco deve satisfazer para que a separacao por imposicao
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de independéncia seja possivel. A demonstragdo matemética desse resultado sobre a
separabilidade das fontes, que se provou um marco na area de BSS, foi obtida apenas no
inicio dos anos 1990. Revisita-lo, no contexto de BSS, é importante para compreender os
limites tedricos de separacao.

Ja a questao (ii) comega a ser respondida, de uma maneira particular, no Capitulo 6.
Nesse capitulo, cumulantes de ordem superior sao utilizados para realizar a separacao de
fontes de maneira algébrica. Nesse caso particular, a imposicdo de independéncia aparece
inicialmente de maneira implicita. Porém, no Capitulo 7, por meio da interpretacao do
problema de separacao do ponto de vista de otimizagao, evidenciam-se de maneira mais
clara principios que levam a separagao, tanto para métodos algébricos quanto para outros

métodos.
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5 SEPARABILIDADE E O TEOREMA DE DARMOIS-SKITOVICH

Tirando-se proveito da hipotese de independéncia espacial mitua para o conjunto de
fontes, introduziu-se no Capitulo 4 a ideia de separacao por recuperacao de independéncia
a saida do sistema separador como tatica para separar as fontes de forma cega (HERAULT ;
JUTTEN; ANS, 1985; CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; HYVARINEN; OJA, 2000). As
condigoes tedricas adicionais que o modelo de mistura deve satisfazer para que seja possivel
recuperar adequadamente as fontes segundo esse principio, conhecidas como condigoes de
separabilidade, sao o assunto deste capitulo. Essas condi¢oes podem ser obtidas aplicando-
se, ao problema de separacao de fontes, um resultado denominado teorema de Darmois—
Skitovich, provado em estudos de andlise fatorial da area de estatistica (DARMOIS, 1953;
COMON, 1994).

Neste capitulo, apresenta-se a demonstracao das condigoes de separabilidade das
fontes. Partindo-se de teoremas preliminares da area de estatistica que culminaram no
teorema de Darmois—Skitovich, revisitam-se entao as condig¢oes de separabilidade para
misturas lineares e instantaneas com fontes iid e mutuamente independentes no espago. Na
Secao 5.1, enunciam-se e comentam-se teoremas preliminares conhecidos e titeis no contexto
em questao. Com base nesses teoremas, na Se¢ao 5.2 apresenta-se uma demonstragao
simplificada para o teorema de Darmois—Skitovich, inspirada em Kagan, Linnik e Rao
(1973). Com base nesse teorema, na Se¢ao 5.3 aborda-se o teorema decorrente provado por
P. Comon, que garante a separabilidade das fontes no modelo de separacao considerado.

Na Secao 5.4, apresentam-se as conclusoes do capitulo.

5.1 Teoremas preliminares

A seguir, sdo apresentados trés resultados principais, i.e.,

¢ o teorema de Cramér, provado em 1936 na area de estatistica, sobre a decomposicao

linear de uma varidvel aleatéria gaussiana (CRAMER, 1970);

¢ o teorema de Marcinkiewicz—Dugué, provado em 1951 na area de estatistica, sobre

restrigoes acerca de fungoes caracteristicas com expoente polinomial (DUGUE, 1951);

¢ o lema de Darmois, sobre equagoes funcionais e provado em 1953, que trata da
decomposi¢ao de uma fungao continua multivariavel em uma soma de fungoes de
uma unica varidvel cada (DARMOIS, 1953).

Esses resultados sao utilizados, posteriormente, na demonstragao do teorema de Darmois—
Skitovich.
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Teorema 5.1 (Cramér, 1936). Sejam wy, us, . . .,uy varidveis aleatorias reais mutuamente

independentes. Se, para constantes reais ay,as,...,aN, 4 SOMA

N
v= Zaiui (5.1)
i=1

for gaussiana, entao todas as varidveis aleatorias u; para as quais vale a; # 0 também sdo

gaussianas.

Esse teorema foi inicialmente conjecturado por P. Lévy. Sua demonstragao foi feita
por H. Cramér em 1936 e pode ser encontrada em Cramér (1970), Linnik e Ostrovskii
(1977). Curiosamente, trata-se da reciproca de um resultado amplamente conhecido em
estatistica: que a combinacgao linear de varidveis aleatorias gaussianas independentes
também é gaussiana (CRAMER, 1970; PAPOULIS; PILLAI 2002). A demonstracio do
Teorema 5.1, no entanto, € muito menos evidente que a prova da sua reciproca pois requer
conceitos sobre a convergéncia de fungoes de integrais e sobre fundamentos de fungoes
inteiras.

Pode-se contrastar o Teorema 5.1 com o teorema central do limite, largamente utilizado
em estatistica. Em linhas gerais, se wy,us, . . ., uy forem variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas, & medida que N tende ao infinito, a distribui¢ao de v em (5.1)
tende, em um sentido probabilistico, a uma distribuigao gaussiana (PAPOULIS; PILLAI,
2002; CRAMER, 1970). Com base nesse fato, seria possivel alegar que, como o teorema
central do limite nao restringe as variaveis aleatorias somadas a serem gaussianas, o
Teorema 5.1 estaria errado. Porém, nao é esse o caso: enquanto no teorema central do
limite considera-se o limite da distribuicao da soma de uma infinidade de variaveis aleatorias
independentes e nao necessariamente gaussianas, no Teorema 5.1 trata-se da distribuicao

exata da soma de uma quantidade finita de variaveis aleatorias independentes.

Teorema 5.2 (Marcinkiewicz—Dugué, 1951). Seja u uma varidvel aleatoria real cuja fungao
caracteristica @, : R — C € dada por ®,(w) = Elexp(jwuw)| conforme a Defini¢io 2.13. As

unicas varidveis aleatorias que possuem funcao caracteristica da forma
w
gpM(w) = 6p( )7 (52)

em que p: R — C é um polinémio, sdo as varidveis aleatérias constantes' e as varidveis

aleatorias gaussianas.

1 Entende-se por varidvel aleatéria constante aquela varidvel que assume um tnico valor com proba-

bilidade um. Rigorosamente, tais variaveis também podem assumir outros valores; mas isso ocorre
com probabilidade zero. Intuitivamente, a distribuicdo de uma variavel aleatéria constante pode ser
compreendida como o limite de uma gaussiana quando a sua varidncia tende a zero. Na literatura, uma
distribuigdao desse tipo é denominada degenerada (BREIMAN, 1992). Porém, ao lidar na prética com
fungdes distribuigao de probabilidade, a distingdo conceitual entre uma variavel aleatéria constante e
uma constante numérica nao aleatéria pode ser ignorada.
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Alguns casos particulares desse teorema foram observados na tese de M. G. Kunetz
em 1937. Sua demonstracao geral foi feita por M. Marcinkiewicz em 1940. Além disso, D.
Dugué indicou o teorema em 1939 e apresentou uma prova mais curta em 1951 (DUGUE,
1951).

A deducao desse teorema é consideravelmente complicada: utiliza conceitos de andlise
complexa e fungoes meromorficas (i.e., fungoes analiticas exceto em alguns pontos isolados
denominados polos). Basicamente, a dedugao é feita estabelecendo-se condigoes sobre o
polinémio p para que @,, com ®,(w) = @), seja uma funcio caracteristica vélida.

No exemplo a seguir, apresentado para tornar mais evidentes alguns aspectos do
Teorema 5.2, determinam-se todas as fungbdes caracteristicas e suas correspondentes fungoes

densidade de probabilidade para polindémios do expoente com grau maximo igual a dois.

Exemplo 5.1. Seja 1 uma variavel aleatéria real com funcao densidade de probabilidade f,
e funcdo caracteristica @, (w) = e?@) em que w € R e p é um polinémio tal que grau(p) < 2.
Primeiramente, recorda-se que a funcao caracteristica de uma variavel aleatoria u, com
fungao densidade de probabilidade f,, é igual a transformada de Fourier de f, com o sinal
de frequéncia trocado. De fato, expandindo-se a esperanca matematica na defini¢do de @,,

pode-se reescrever essa fungao caracteristica como

o, (w) = /;OO e () du.

Com isso em mente, os seguintes trés casos coletivamente exaustivos para grau(p) < 2 sao

considerados:
¢ p constante: Como f, tem area unitaria, entao
¢,(0) =1. (5.3)

Com p constante, obtém-se p(w) = 0 para todo w € R. Portanto, @,(w) = 1 para

todo w € R e u é uma varidvel aleatéria com funcao densidade de probabilidade

fulu) = d(u),
em que J(-) denota, aqui, o delta de Dirac. Assim, w ¢é varidvel aleatéria constante e

vale zero com probabilidade um.

o grau(p) = 1: Como f, é real, entdo para todo w € R vale, por propriedades da
transformada de Fourier,

Dy(—w) = & (w), (5.4)
em que (-)* denota o complexo conjugado. Supondo p(w) = aw + B, com «, 5 € C e
a # 0, as restrigdes dadas por (5.3) e (5.4) implicam 5 = 0 e o puramente imaginario.
Logo, deve-se ter p da forma p(w) = jwug, com uy € R e ug # 0, o que implica

fg<u) = 5(u - uO)'

Nesse caso, u ¢ variavel aleatéria constante e vale uy com probabilidade um.
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o grau(p) = 2: Supondo p(w) = aw? + fw + 7, com a, 3,7 € C e a # 0, as restrigoes
dadas por (5.3) e (5.4) implicam v = 0, § imagindrio puro e « real. Toma-se, por
conveniéncia, p da forma p(w) = jwu — w?a?/2, com p,0? € R e 0% # 0. Nesse
caso, a antitransformada de @, converge apenas para o2 > 0 e tem-se (PAPOULIS;

PILLAI 2002)

fu(u) = 1 e~ (u—)?/(20%)

vV 2mo?

Obtém-se, portanto, u gaussiana com média y e varidncia o2.

Por fim, devido a unicidade dos pares da transformada de Fourier, as fun¢oes caracte-
risticas consideradas nesse exemplo sdo as unicas fung¢oes associadas a variaveis aleatorias
constantes ou gaussianas. Portanto, de acordo com o Teorema 5.2, ndo existe variavel

aleatéria u com @, (w) = eP@ tal que grau(p) > 2. <

Lema 5.1 (Darmois, 1953; Linnik e Rao, 1964). Sejam fi, fo,...,fn : R —= C € g1, 92 :
R — C funcoes continuas em um conjunto aberto V- em torno da origem. Seja T : R* — C

uma fungdo que satisfaca a sequinte decomposicdo:

T(x,y) = ?:fg(agw +by) = q1(x) + g2(y), Ya,yeV, (5.5)
=1
em que ai,as,...,an € by, ba, ... by sdo constantes reais nao nulas tais que, se N > 1,
aiby —apb; 0 Vi # k. (5.6)
Entao, todas as funcoes f;, parat=1,2,..., N, sdo polinomios de grau mdzimo igual a N .

A prova desse lema é feita por Darmois (1953) para N = 2 a partir do uso de diferengas
finitas. Uma prova alternativa é também apresentada por Kagan, Linnik e Rao (1973),
juntamente com algumas extensoes do resultado original. Em termos gerais, esse lema
estabelece que as unicas fungoes para as quais existe a decomposicao em dois termos
de (5.5), sob a condi¢ao (5.6), sdo polinémios. Além disso, o grau desses polindémios é
igual, no maximo, ao nimero de termos N sendo originalmente somados.

Um exemplo em que a consisténcia do Lema 5.1 é verificada para diferentes tipos
de fungdes é apresentado a seguir. Tanto nesse exemplo quanto na sequéncia do ca-
pitulo, apresentam-se argumentos que utilizam o conceito de contraposicao? da logica

proposicional.

2 Sejam p e q proposicoes quaisquer e seja a proposicao condicional com hipétese p e tese ¢ denotada por

p = q. A contrapositiva dessa implicacdo consiste em negar a tese e concluir a hipétese. Denotando
a negacao de uma proposi¢ao por —, a contrapositiva pode ser representada simbolicamente como
—q = —p. Pode-se mostrar que uma proposicao condicional e sua contrapositiva sdo equivalentes; ou
seja, possuem valores lgicos — i.e., verdadeiro ou falso — iguais (SMITH; EGGEN; ST. ANDRE, 2015).
Logo, uma implicacéo e sua contrapositiva podem ser substituidas indistintamente. A consideragao da
contrapositiva pode, em alguns casos, facilitar interpretacoes e provas de resultados matematicos.
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Exemplo 5.2. Para o caso particular de N = 2 com f1, fo : R — C, os seguintes pares de

fungoes sao considerados:

o fi(z) = e* e fo(x) = \/|z|: As fungoes fi; e fo ndo sdo polindmios e, conforme a
contrapositiva do Lema 5.1, a fun¢do T'(x,y) ndo admite uma decomposigao como
em (5.5) sob a condigao (5.6).

o filz) = (x +1)? e fo(x) = 22: Uma decomposigao conforme (5.5) é possivel se, e
somente se, a; = 0 ou by = 0. Ambas situagoes nao sao contempladas pelo lema.
Trata-se de um caso em que a reciproca nao vale; i.e., f; é um polinébmio de grau
dois e fo é um polinémio de grau um, mas uma decomposicao segundo o enunciado

do Lema 5.1 ndo existe.

o fi(z) = 2% e fo(xr) = —2x%: Nesse caso, tem-se que existe uma decomposigao de
T(x,y) conforme (5.5) se, e somente se, a;b; — 2asby = 0. Essa condigdo pode ser
valida até mesmo para coeficientes nao nulos e respeitando-se (5.6) — que, nesse

caso, se simplifica para aiby — asby # 0. Por exemplo, tomando-se
CL1:2, CL2:2, b1:6,eb2:3,

obtém-se
a1b1—2a2b2:2><6—2><2><3:0

albg—a21)1:2><3—2><6:—67é0.
Portanto, aplicando-se o Lema 5.1, garante-se que f; e fy sdo polindmios de grau
maximo N = 2 — o que, de fato, é verdade.

<

Com base nos Teoremas 5.1 e 5.2 e no Lema 5.1, é possivel esbogar uma demonstracao
do teorema de Darmois—Skitovich com a finalidade de apresentéa-lo e melhor compreendé-lo
no contexto de BSS. Isso é feito na seguinte se¢do, inspirando-se em Darmois (1953),
Comon (1994).

5.2 Teorema de Darmois—Skitovich

Teorema 5.3 (Darmois—Skitovich, 1953). Sejam wy,us, ..., un varidveis aleatorias reais

mutuamente independentes e sejam as sequintes formas lineares

V1 = a1Uy + aUus + - - -+ anuyn (5 7)

vy = biuy + bous + - - + byuy ‘
em que ai,as,...,an € by, by, ..., by sao constantes reais. Se vi e vy forem varidveis
aleatorias independentes, entdo para qualquer indice i (com i = 1,2,...,N) tal que

a;b; # 0, tem-se que u; € varidvel aleatdria constante ou gaussiana.
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Demonstracao. A fungao caracteristica de vy e vy é igual a
Py, py (w1, w2) = Efexp (jwivr + wsw2))] -

A partir das decomposigoes

N N
= au e w=) bu,
i=1 =1

obtém-se
Dy, 1y (W1, wa) = [exp ( Z wia; + wab;)u )] )

Devido a independéncia mutua dos u;, com ¢ = 1,2,..., N, a seguinte fatoragao dessa
funcao caracteristica ¢ possivel (PAPOULIS; PILLAI, 2002):

N
@ﬂhw (wl, CUQ) = H Qv)ﬁi (wlai + Ungi). (58)

=1

Além disso, como v; e vy s@o independentes, vale
@m,m (wlv w2) = ¢Q1 (w1> ¢£2 (w2)7

e a partir de (5.8), tem-se

N
Dy, (Wl) Dy, <w2) = H Dy, (Wlai + W2bi)-

i=1
Aplicando-se o logaritmo natural a ambos os lados dessa equacao, e recordando-se da
Defini¢ao 2.14 e da notagao ¥(-) = In(&(+)) para fungoes log-caracteristicas, obtém-se a

seguinte igualdade:

ng (w1) + Wm (UJQ) = Z Wui (wlai + WQbi). (59)

=1

Por conveniéncia, define-se o conjunto

de todos os indices i para os quais a;b; # 0. Para i ¢ Z, pode-se “englobar” a corres-
pondente func¢ao ¥,, em algum dos dois termos do lado esquerdo de (5.9). Repetindo-se
esse procedimento sobre (5.9) para todos os indices i ¢ Z, obtém-se a seguinte expressao
genérica:

U, (w)+ V¥, =) U, (wia; + waby), (5.10)
1€l

em que ¥, denota a fungao ¥, apds a inclusao de todas as fungoes ¥, para as quais
a; #0eb; =0, eV, representa a fungao ¥,, apds a inclusdo de todas as fungoes v,, para

as quais a; = 0 e b; # 0. Eventualmente, se ocorrer a;,b; = 0 para algum indice i, o termo
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correspondente no lado direito serd identicamente nulo pois ¥,,(0) = 0. Logo, restam n(Z)

termos sendo somados no lado direito de (5.10), em que n(-) denota a cardinalidade de

um conjunto.

Para terminar a demonstragao, a Equagao (5.10) é analisada para quatro casos coleti-

vamente exaustivos elencados a seguir:

(i)

(i)

(iif)

(iv)

n(Z) = 0: Nesse caso, Z = & e a;b; = 0 para todo i = 1,2,..., N. Nada se
pode afirmar sobre as variaveis aleatérias u; com i = 1,2,..., N, pois v; e vy seriam
sempre independentes por serem duas fungoes de conjuntos independentes de variaveis

aleatorias.

n(Z) = 1: Aplicando-se o Lema 5.1 a (5.10), tem-se que a fungao ¥,, para i € Z é
um polinémio de grau maximo igual a um. A partir do Teorema 5.2, u; é varidvel
aleatoria constante. De fato, pode-se demonstrar que apenas a variavel aleatéria

constante é independente de si mesma, como ocorre nesse caso.

n(Z) >1; i,k €T |Vi#k, ab, — axb; # 0: Inicialmente, aplica-se o Lema 5.1
a (5.10). Disso, decorre que todas as fungoes ¥,,,, para i € Z, sdo polindmios complexos
de grau méximo n(Z) > 1. Agora, conforme o Teorema 5.2, as fungoes ¥,,, para
1 € I, possuem grau maximo igual a dois. Logo, as variaveis aleatorias u;, para i € Z,

sao constantes ou, entao, sao gaussianas.

n(Z)>1; i,k eZ|3Ji#k,aby— arb; = 0: Em cada caso em que isso ocorrer,

pode-se sempre definir uma variavel aleatéria combinada w; j tal que

O Ui f = Qil; + Al

Bi ki e = by + by,

com ;= 1/b; e Bix = 1/a;. Realizando-se, exaustivamente, todas as combinagoes
possiveis de varidveis aleatdrias para indices pertencentes a Z em (5.7), podem-se
entdo seguir passos similares ao caso (iii) para as variaveis aleatérias resultantes. A
saber, aplicam-se o Lema 5.1 e o Teorema 5.2 a cada variavel aleatoria resultante.
Para as variaveis individuais, tem-se que sao constantes ou gaussianas, analogamente
ao caso (iii). No entanto, para as variaveis aleatérias combinadas, a partir do proce-
dimento do caso (iii) obtém-se apenas que a combinagao é constante ou gaussiana.
Se a combinagao for constante (com probabilidade um), entao as varidveis aleato-
rias individuais sendo combinadas também sdo constantes, pois sao mutuamente
independentes. Trata-se de uma particularizacao do Teorema 5.1 para gaussianas
de variancia nula, i.e., variaveis aleatoérias constantes com probabilidade um. Em
contrapartida, se a combinagao for gaussiana, aplica-se o Teorema 5.1 e obtém-se que
obrigatoriamente uma das variaveis individuais é gaussiana, e as demais variaveis

individuais podem ser constantes ou gaussianas.
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]

Esse teorema foi inicialmente demonstrado em 1953 nas publicagoes de Darmois (1953),
Skitovich (1954). Apesar disso, a relacao entre nao gaussianidade e independéncia de
variaveis aleatorias ja vinha sendo estudada desde muito antes; e.g., J. C. Maxwell, no
século XIX, investigou essa questao no estudo de distribuicoes de velocidades de moléculas
no espago tridimensional (FELLER, 1968-1971). Eventualmente, o teorema de Darmois—
Skitovich foi generalizado para diversos casos, como para combinacgoes lineares de vetores
aleatérios e para formas lineares com coeficientes aleatérios (KAGAN; LINNIK; RAO,
1973).

Em diversas areas de estatistica, o teorema de Darmois—Skitovich é relevante — em
especial, nas areas de andlise fatorial e decomposicao de variaveis aleatérias. Sua relevancia
se justifica, principalmente, pelo fato de que esse teorema consiste em uma caracterizacao
da distribuigdo gaussiana a partir da independéncia de duas formas lineares (KAGAN;
LINNIK; RAO, 1973). Isso significa que, além das varidveis aleatérias constantes, apenas
as variaveis aleatorias gaussianas nao sao necessariamente isoladas quando v; e vy sao
independentes.

No problema de BSS para o modelo de misturas lineares e instantaneas com fontes iid
e mutuamente independentes no espaco, a aplicacao do teorema de Darmois—Skitovich
permite extrair as condi¢oes sob as quais a imposicao de independéncia, a saida do sistema
separador, implica a separacao adequada das fontes. No entanto, antes de aplicar esse

teorema ao contexto de BSS, enuncia-se o seguinte lema auxiliar.

Lema 5.2. Seja s o vetor aleatorio de fontes ndo constantes e mutuamente independentes
e seja y o vetor aleatorio de fontes estimadas, ambos com N elementos, tais que y = M s
sendo M € RN*N q matriz inversivel de resposta combinada. Se as varidveis aleatérias

em y forem nao correlacionadas, entdo

M = AY*MA]Y?, (5.11)

em que Ay € RV*N ¢ A, € RN*N sdo matrizes diagonais positivas definidas e M € RN*N

¢ uma matriz ortogonal.
Demonstracao. Partindo-se da relacao y = M s e aplicando-se a Proposicao 3.1, tem-se
C,=MC,M", (5.12)

em que Cy, Cs € RV*N denotam as matrizes de covarincia de y e s, respectivamente, de
acordo com a Defini¢do 3.2. Como as variaveis em s sdo mutuamente independentes e nao
constantes, tem-se Cy = A,, em que A, é matriz diagonal positiva definida. Além disso,

como as varidveis em y sdo nao correlacionadas e nao constantes (pois M é inversivel e s
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nao é constante), tem-se Cy = A,, em que A, também ¢é matriz diagonal positiva definida.

Logo, a expressao (5.12) pode ser reescrita como

Ay=MAM'. (5.13)
Multiplicando-se (5.13) & esquerda e a direita por A/2, obtém-se
Iy = (A;'PMAY?) (A PMAY?)T. (5.14)
Definindo-se
M =A,"*"MAL?, (5.15)

a expressao (5.14) pode ser reescrita como MM = I. De acordo com Golub ¢ Van Loan
(2013, p. 66), tem-se por definicio que M € RV*N ¢ uma matriz ortogonal. Isolando-se a
matriz M em (5.15), obtém-se (5.11). O

Resumidamente, esse lema estabelece que a condicao de fontes estimadas nao correlaci-
onadas — decorrente da hipotese de independéncia mutua — impoe um “formato especial”
a matriz de resposta combinada, dado por (5.11). Trata-se de um resultado baseado apenas
em estatisticas de ordem dois®, porém Titil no contexto de BSS se considerado em conjunto
com o teorema de Darmois—Skitovich. No exemplo a seguir, mostra-se como esses resultados

podem ser aplicados em conjunto a um exemplo simples de separacao cega de fontes.

Exemplo 5.3. Seja o problema de separagao de fontes para N = 2 conforme mostrado na
Figura 6. Considera-se que as fontes s; e s; sao variaveis aleatérias independentes e nao
constantes. Adicionalmente, considera-se que as matrizes H, W € R?*? sao inversiveis.
O objetivo deste exemplo é verificar sob quais condi¢ées a imposicao de independéncia

espacial a saida do sistema separador é capaz de separar as fontes dadas de maneira

adequada.
Fontes . Fontes
independentes: Misturas: £ estimadas:
S1 . x . Y1
—— » Sistema »| Sistema |——>
59 misturador o separador Yo
—_— H > w —

/

Figura 6 — Esquema simplificado dos principais elementos envolvidos no problema de separacao cega
de fontes para o modelo de sistema misturador linear e instantaneo, com duas fontes iid e
mutuamente independentes no espaco.

Fonte: autoria prépria.

Inicialmente, a relagdo entre o vetor de fontes estimadas e o vetor de fontes — ou seja,

y = Ms — pode ser expandida convenientemente como

Va)

Y ap Q2| |S1
= . (5.16)
Yo bi be 2
Na Secdo 6.1, ao abordar o efeito que a descorrelagdo das misturas possui na separagdo, uma linha de
raciocinio analoga aquela seguida na demonstracdo do Lema 5.2 é aplicada para obter condigoes sobre
outras matrizes envolvidas no problema de separacao.

[

3
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Variando-se os coeficientes do sistema separador em W, os elementos de M = WH
também se alteram pois H ¢ inversivel. Garantindo-se que a escolha de W ¢é tal que y, ¢é

independente de y,, o Teorema 5.3 pode ser aplicado a (5.16), levando a condigao

‘aibi #0=3; € gaussiana‘

para i € {1,2}. Em outras palavras, se ambos os elementos da i-ésima coluna de M forem
nao nulos, entao a variavel aleatéria s; é gaussiana. Como M é uma matriz 2 X 2 e satisfaz

uma fatoracdo da forma (5.11) segundo o Lema 5.2, tem-se que
a1by # 0 < agby 7£ 0.
Consequentemente, os seguintes casos sao analisados:

¢ Todos os elementos de M sao nao nulos: De acordo com o Teorema 5.3, segue que
S1 e So sao gaussianas. Nesse caso, nenhuma das fontes foi adequadamente separada,

ja que ambas apresentam contribuicoes nao nulas em y; e ys.

o M ¢ diagonal ou antidiagonal: o Teorema 5.3 é inconclusivo e nada se pode afirmar
sobre s; e s5. No entanto, nesse caso ambas as fontes sao separadas, exceto por

eventuais ambiguidades de permutacao e de escala.

Embora a estrutura de M tenha sido relacionada com a gaussianidade das fontes
na analise anterior, essa relagao fica mais evidente ao considerar a contrapositiva do

Teorema 5.3, i.e.,

S; nao é gaussiana = a;b; =0

para i € {1,2}. Em outras palavras, se a varidvel aleatéria s; nao for gaussiana, entao a
1-ésima coluna de M possui pelo menos um elemento nulo. Novamente, pelo Lema 5.2
segue que

ab =0< agbg =0.

Agora, os seguintes casos sao considerados:

© S1 e Sy nao gaussianas: Nesse caso, pela contrapositiva, tem-se a1b; = asby = 0.
Como y; e y, nao sao constantes, as colunas de M nao podem ser nulas. Sendo
assim, M serd necessariamente diagonal ou antidiagonal, de modo que as fontes sao
separadas por imposicao de independéncia a menos de ambiguidades de permutacao

e de escala.

© §1 nao gaussiana e S, gaussiana: A aplicacdo da contrapositiva apenas implica
a1b; = 0. Em contrapartida, a condi¢ao sobre M implica asb; = 0. Sendo assim,
novamente M ¢é diagonal ou antidiagonal, de modo que as fontes sdo separadas. Por

simetria, o caso em que s; ¢ gaussiana e s; é nao gaussiana é andlogo.
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o S1 e Sp gaussianas: A aplicagdo da contrapositiva nao permite obter condigoes sobre

os coeficientes de M.

Para concluir esse exemplo, deve-se notar que a aplicacao do teorema de Darmois—
Skitovich a esse problema de BSS permitiu a verificacao de situagdes em que a separabilidade
das fontes é possivel via imposicao de independéncia espacial a saida do sistema separador.
Em particular, a separagao é garantida, a menos de ambiguidades, se no méaximo uma fonte
for gaussiana. Adicionalmente, nada pode ser dito se ambas as fontes forem gaussianas

— eventualmente, elas podem ser separadas por imposi¢ao de independéncia, mas nem

sempre isso pode ser garantido. <

Os resultados para N = 2, obtidos no exemplo considerado, podem ser estendidos para
quando ha N > 2 fontes. Nesse contexto mais geral, as condigdes tedricas que o modelo de
mistura deve satisfazer para que a separacao adequada de fontes possa ocorrer sao dadas
pelo teorema de separabilidade das fontes. Trata-se de um resultado importante em BSS,

demonstrado pela primeira vez por Comon (1994).
5.3 Teorema de separabilidade das fontes

No teorema de separabilidade das fontes, sao apresentadas condi¢oes adicionais que
o modelo de sistema misturador linear e instantdneo, com fontes iid e mutuamente
independentes no espaco, deve satisfazer para que a imposi¢ao de independéncia sobre o
vetor de fontes estimadas permita obter a adequada recuperacao das fontes. Inicialmente,
tomando-se por base o Teorema 5.3 aplicado ao modelo particular de separacio de fontes

aqui considerado, obtém-se o lema intermediario apresentado a seguir (COMON;, 1992).

Lema 5.3 (Comon, 1992). Seja s o vetor aleatorio de fontes nio constantes e mutuamente
independentes e seja y o vetor aleatorio de fontes estimadas, ambos com N elementos, tais
que y = Ms sendo M € RN*N q matriz de resposta combinada. Supde-se, adicionalmente,
que as varidveis aleatorias em y sao independentes em pares. Se a i-ésima coluna da
matriz M possuir pelo menos dois elementos nao nulos, entao s; é uma variavel aleatoria

constante ou gaussiana.

Demonstragio. Seja my,; = [M|;, com k,i = 1,2,..., N. Supde-se que M possui, na
sua i-ésima coluna, dois elementos nao nulos nas linhas k; e ko, com k; # ky — i.e.,
Mp, ,iMy,; 7 0. Pode-se aplicar o Teorema 5.3 apenas as linhas k; e ko, visto que y,,
e Y, sdo independentes por hipdtese. Sendo assim, s; é variavel aleatéria constante ou

gaussiana. 0

O Lema 5.3 é uma variante do teorema de Darmois—Skitovich (Teorema 5.3). Agora,
com base nos Lemas 5.2 e 5.3, é possivel demonstrar o teorema de separabilidade das

fontes baseando-se em Comon (1994).
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Teorema 5.4 (Comon, 1994). Seja s o vetor aleatdrio de fontes nio constantes e mutua-

mente independentes, das quais no mdzximo uma é gaussiana, e seja Yy o vetor aleatorio de

fontes estimadas, ambos com N elementos, tais que y = Ms sendo M € RYN*N a matriz

inversivel de resposta combinada. As sequintes proposicoes sio equivalentes:

(i)
(i)
(iii)

As fontes estimadas em y sao independentes em pares.
As fontes estimadas em y sdo mutuamente independentes.

M = AP, em que A € RVN*N ¢ matriz diagonal inversivel e P € RN*N ¢ matriz

de permutacao.

Demonstracao.

o

(ili) = (ii): | Se M = AP, entao cada um dos elementos de y corresponde a apenas

um dos elementos de s multiplicado por um escalar real nao nulo. Além disso,
quaisquer elementos distintos de y nao correspondem a um mesmo elemento de
s multiplicado por um escalar qualquer. Como as fontes em s sao mutuamente
independentes, tem-se que as fontes estimadas em y também sao mutuamente

independentes.

(ii) = (i):| Como as fontes estimadas em y sdo mutuamente independentes, entao

elas também sao independentes em pares, conforme a demonstragao da Proposicao 2.1.

(i) = (iii): | Apresenta-se, aqui, uma prova por contradi¢io. Sejam as fontes estima-
das em y independentes em pares e seja M # AP com N > 2. Como M # AP,

mas possui a fatoracdo dada pela Equacao (5.11) do Lema 5.2 por ser inversivel,

essa matriz necessariamente possui dois elementos distintos nao nulos em pelo menos
duas colunas distintas. Aplicando-se o Teorema 5.3 as duas fontes correspondentes a
essas duas colunas, tem-se que s possui pelo menos duas fontes gaussianas. Trata-se
de uma contradi¢ao com a hipétese original do teorema, de que no maximo uma das

componentes de s é gaussiana.

O

Esse teorema garante que, sob certas condi¢oes, o principio de separagao baseado em

imposicao de independéncia espacial a saida do sistema separador é capaz de separar

adequadamente as fontes. Em particular, essa estratégia é sempre valida se M for inversivel

e no maximo uma das fontes for gaussiana e nenhuma delas for constante. Esse resultado

estd de acordo com o que foi obtido no Exemplo 5.3 para o caso particular de N = 2.

Além disso, o Teorema 5.4 estabelece que as fontes podem ser separadas a menos de am-

biguidades de escala ou permutacao, representadas pelas matrizes A e P, respectivamente.

Trata-se de ambiguidades inerentes do problema de separagao cega para misturas lineares
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e instantaneas com fontes iid e mutuamente independentes no espaco. Essas limitagoes
apenas podem ser evitadas se hipoteses adicionais forem incluidas no modelo estatistico
das fontes (COMON, 1992; CARDOSO, 1998; HYVARINEN; OJA, 2000). .

Por fim, segundo o Teorema 5.4, ndo é necessario recuperar a independéncia espacial
mutua das fontes para separa-las — apenas a recuperacao de independéncia em pares ja é

suficiente.
5.4 Conclusoes

Desde o inicio dos anos 1980, varias solugoes interessantes vém sendo propostas para
resolver o problema de BSS com modelo de sistema misturador linear e instantadneo e com
fontes iid. Muitas dessas soluc¢oes sao baseadas em principios de extracao de componentes
independentes. Os limites teéricos e os principios de funcionamento dessas solugoes foram
esclarecidos por Comon (1994), gracas ao teorema de Darmois—Skitovich (DARMOIS, 1953).
Esse teorema estabelece a relagao muito pouco evidente entre independéncia estatistica e
nao gaussianidade de varidveis aleatorias. Até a atualidade, o teorema de Darmois—Skitovich
é assunto de pesquisa em processamento de sinais e estatistica (THEIS, 2004; MAZUR,
2013). Em separacao cega de fontes, esse teorema ja foi estendido de diferentes formas
visando a sua posterior aplicacao a obtencao de condigdes de separabilidade em problemas
envolvendo fontes complexas (ERIKSSON; KOIVUNEN, 2006) ou tipos particulares de
misturas nao lineares (TALEB; JUTTEN, 1999; ERIKSSON; KOIVUNEN, 2002; JUTTEN;
BABAIE-ZADEH; HOSSEINI, 2004; ERIKSSON; KOIVUNEN, 2005), por exemplo.

E oportuno recordar, nesse momento, que ao longo desse capitulo foi considerado o
problema de BSS com modelo de sistema misturador linear e instantdneo e com fontes iid
e mutuamente independentes no espaco. Conforme visto por meio de exemplos ao longo
do capitulo, o teorema de Darmois—Skitovich, quando trazido para esse contexto, permitiu
compreender sob que hipoteses as fontes iid e mutuamente independentes no espago podem
ser separadas via imposicao de independéncia a saida do sistema separador. Em suma,
a condicao suficiente para a separacdo é que no maximo uma das fontes mutuamente
independentes seja gaussiana. Conforme se verificou no Exemplo 5.3, entretanto, essa
condi¢ao nao é necessaria.

A obtencao de condigoes de separabilidade para fontes iid e mutuamente independentes
no espago, a partir do teorema de separabilidade das fontes, inspirou uma ramificacao no
conjunto de técnicas de separacao cega de fontes para misturas lineares e instantaneas.

Basicamente, houve uma subdivisao em duas vertentes distintas:

(i) Separacdio de fontes iid, independentes e nao gaussianas. Essas técnicas sdo baseadas
em uso de estatisticas de ordem superior para a imposicao de independéncia estatistica
a saida do sistema separador — visto que variaveis aleatérias nao gaussianas nao

sao conjuntamente descritas de forma completa apenas com estatisticas até a ordem
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dois. As condigoes de separabilidade, para essas técnicas, sao dadas pelo Teorema 5.4
apresentado na Secao 5.3. Na literatura, esse conjunto de técnicas é denominado

andlise de componentes independentes (ICA).

(ii) Separacao de fontes nao iid, independentes e gaussianas. Existe um conjunto de
técnicas voltado a separacao cega de fontes que sdo gaussianas; em alguns casos
préticos, esse tipo de problema pode ocorrer (ABED-MERAIM; XIANG; HUA, 2000;
PHAM; CARDOSO, 2001; COMON; JUTTEN, 2010). De acordo com o teorema de
separabilidade das fontes, se as fontes forem iid, independentes e gaussianas, entao
nao se garante a sua correta separacao por imposicao de independéncia. Entretanto,
abandonando-se a hipotese de fontes iid, é possivel separar fontes conjuntamente
gaussianas. O segredo estd em considerar a autoestrutura temporal dos processos
estocasticos gaussianos correspondentes as fontes, ao contrario do que é feito sob a
hipétese de fontes iid, em que essa estrutura é ignorada (HYVARINEN, 2013). Para
processos estocasticos gaussianos, a caracterizacao estatistica é simplificada pois pode
ser feita de forma completa até a ordem dois (i.e., com fungoes de autocovaridncia ou
autocorrelagdo, modelos temporais, etc.). Além disso, a imposi¢ao de independéncia
espacial também pode ser feita apenas considerando-se estatisticas até a ordem dois,
dada a gaussianidade dos processos. Sendo assim, o conjunto de técnicas dedicado
a esse problema, em particular, é conhecido como separacao de fontes baseada em
estatisticas de ordem dois. A questdo da separabilidade das fontes, nesse contexto, é
discutida por Tong e Liu (1990), Abed-Meraim, Xiang e Hua (2000).

Neste trabalho, enfoque é dado ao primeiro caso (i.e., ao modelo de sistema misturador
linear e instantaneo, com fontes iid, mutuamente independentes no espago e nao gaussianas).
De acordo com o teorema de separabilidade apresentado na Segao 5.3 (Teorema 5.4), pode-
se prever que os métodos de separagao nesse contexto devem envolver, inevitavelmente,
algum sistema separador que imponha independéncia estatistica em sua saida. Porém,
dependendo do método de separacao considerado, esse tipo de imposi¢ao pode aparecer de
forma implicita.

No capitulo a seguir, abordam-se métodos baseados em propriedades algébricas de
cumulantes para a realizacao da separacao cega de fontes por imposicao de independéncia.
Trata-se de uma abordagem do problema de separagao que pode ser compreendida como
uma extensao a ordem superior de métodos classicos em processamento estatistico de sinais
baseados em estatisticas de segunda ordem. A abordagem dada ao longo desse capitulo
as condigoes de separabilidade das fontes se provara muito 1til para a interpretacao e o

entendimento dos métodos de separacao abordados nos préximos dois capitulos.
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6 SEPARACAO DE FONTES E A MATRIZ DE QUADRICOVARIANCIA

Seja o problema de separacao cega de fontes (BSS) esquematizado na Figura 7, a qual

corresponde a uma particularizacao da Figura 5 do Capitulo 4 para o caso igualmente

determinado.
Fontes . Fontes
independentes: Misturas: A estimadas:
S x y
Sistema, Sistema,
|:,t:> misturador :’:{> separador :,t:>
N H N w N
/

Figura 7 — Esquema simplificado dos principais elementos envolvidos no problema de BSS igualmente
determinado, com sistema misturador linear e instantaneo, fontes iid e independentes no espaco.
Fonte: autoria prépria.

Vislumbrando-se o entendimento de técnicas de analise de componentes independentes
(ICA) propostas na literatura, neste capitulo abordam-se os principios da separacao cega
de fontes via imposicéo de independéncia. Enfase é dada a métodos de separacdo baseados
em propriedades algébricas de cumulantes. Trata-se de fundamentos classicos na literatura
de BSS (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; CARDOSO, 1999; DE LATHAUWER, 1997),
mas que aqui sao revisitados e reinterpretados com base no arcaboucgo tedrico considerado
nos Capitulos 2, 3 e 5.

Historicamente, a separagao baseada em propriedades algébricas de cumulantes é
comumente dividida em duas etapas. Na Secao 6.1, apresenta-se a etapa inicial conhecida
como pré-processamento, a qual é baseada em cumulantes de ordens um e dois das misturas.
Nessa etapa, destaca-se o procedimento de branqueamento das misturas, cujo efeito na
separacao é abordado na Secao 6.2. Na Secao 6.3, relaciona-se o efeito do branqueamento
as condigoes de separabilidade das fontes. Na Secao 6.4, aborda-se a etapa posterior ao pré-
processamento. Nessa etapa, empregam-se cumulantes de ordem quatro, convenientemente
representados de forma matricial, para obter a separacao. Na Secao 6.5, aborda-se a
influéncia que a representacao matricial possui sobre a identificabilidade da matriz de
mistura no problema cego. Na Secao 6.6, aprofunda-se essa discussao relacionando-se
a completude da representacao matricial utilizada a questao da identificabilidade. Na

Secao 6.7, apresentam-se as conclusoes do capitulo.
6.1 Pré-processamento

A primeira etapa usualmente considerada em grande parte dos métodos de separa-
¢ao baseados na estrutura algébrica de cumulantes é o pré-processamento (CARDOSO;
SOULOUMIAC, 1993; COMON, 1994; HY VARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). Classi-

camente, essa etapa envolve dois passos denominados centralizagao e branqueamento.
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No primeiro passo, as misturas sao centralizadas impondo-se

No decorrer deste capitulo, considera-se que a centralizacao foi previamente realizada
e, portanto, o vetor aleatério & tem média nula. Dessa forma, supde-se implicitamente
que ambos s e y também tém médias nulas, pois se relacionam com z por meio de
transformagoes lineares inversiveis segundo (4.22) e (4.23), respectivamente.

No passo seguinte, as misturas sao branqueadas. Classicamente, o branqueamento é
feito por meio da aplicacao de uma transformacao linear inversivel, representada pela

matriz de branqueamento A, € RV*¥ a0 vetor de misturas conforme

z = Az, (6.2)
resultando em um vetor de misturas branqueadas & = [Z; Iy --- In ]T com matriz de
covariancia identidade, i.e.,

Basicamente, nesse procedimento anulam-se as covariancias entre misturas distintas e
iguala-se a variancia de cada mistura a um (COMON, 1994). Trata-se, portanto, de um
passo baseado unicamente em cumulantes de ordem dois. Um esquema simplificado dessa

etapa ¢ mostrado na Figura 8.

Fontes . Misturas
independentes: Misturas: A branqueadas:
s z z
Sistema Sistema
1:,::> misturador :,_/—:> branqueador :,_/—:>
N H N Ay N
/

Figura 8 — Esquema simplificado da etapa de branqueamento das misturas no pré-processamento.
Fonte: autoria prépria.

A imposi¢ao da condigao (6.3) é feita a partir da escolha adequada da matriz de

branqueamento A,,. Substituindo-se (6.2) na esperanga de (6.3), obtém-se
C: = A,C.A], (6.4)

sendo C, = E[zz"]| a matriz de covaridncia das misturas. Sob a hipdtese de que nao hé
fontes constantes e a matriz de mistura é inversivel, pode-se mostrar que C, é positiva

definida. Conforme (3.14), essa matriz admite a decomposigao em autovalores e autovetores

C,=0A0O" (6.5)

em que @ € RV*N ¢ uma matriz ortogonal e A, € R¥*Y ¢ uma matriz diagonal positiva

definida. Nas colunas de @ estao os autovetores de C,, e na diagonal principal de A, estao
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os autovalores associados a cada autovetor. Substituindo-se (6.5) em (6.4), tem-se
C; = (A.OAY)(A,0A)). (6.6)

Definindo-se

A, = A,0A (6.7)

e igualando (6.6) a identidade, obtém-se KWZVTV = Iy. De acordo com Golub e Van Loan
(2013, p. 66), tem-se por definicdo que A, € R¥*N é uma matriz ortogonal. Isolando-se a

matriz A, em (6.7), obtém-se
A, = A, AP0 (6.8)

Essa equagao consiste em uma maneira de calcular a matriz de branqueamento A, de
modo que a matriz de covariancia das misturas branqueadas satisfaca (6.3). A matriz A,
pode ser interpretada como uma matriz ortogonal arbitraria; portanto, A,, ndo é tnica.
Sem perda de generalidade, daqui em diante considera-se que A, = Iy. Logo, (6.8) se

reduz a

A, = AP0 (6.9)

A matriz A, é completamente obtida a partir da determinagdo da decomposicao em
autovalores e autovetores (6.5) da matriz de covaridncia das misturas . Sendo assim, o
branqueamento pode ser feito sem conhecer as fontes ou o sistema misturador no esquema
da Figura 8.

Nesse ponto, cabe verificar a influéncia que o branqueamento realizado com a ma-
triz (6.9) possui sobre a relagdo entre as misturas branqueadas Z e as fontes s. Para
tanto, as misturas branqueadas podem ser expressas em funcao das fontes independentes

substituindo-se £ = Hs em (6.2), de onde obtém-se
z=A,Hs. (6.10)

Substituindo-se essa relacao na esperanga de (6.3), a matriz de covaridncia das misturas

branqueadas pode ser escrita como
C:=(AH)A, (A H), (6.11)

em que A, € RV*Y denota a matriz de covariancia diagonal do vetor aleatério de fontes.
Como essa matriz é positiva definida sob a hipdtese de que nao ha fontes constantes, a

Equagao (6.11) pode ser reescrita como
C: = (AHAY* (A HAYHT. (6.12)

Definindo-se

U=AHA? (6.13)
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e igualando (6.12) a identidade, chega-se a UU" = Iy. Novamente conforme Golub e Van
Loan (2013, p. 66), por definigdo tem-se que U é matriz ortogonal. Por sua vez, essa matriz
pode ser utilizada para relacionar as misturas branqueadas as fontes, a partir de (6.10),

conforme

z = (AHAY?)(A]?s) = UAs. (6.14)

Agora, define-se s = [35; S5 --- Sx|" como o vetor de fontes independentes e normalizadas
)
para variancia unitaria, i.e.,
§=A1s. (6.15)

S

Substituindo-se (6.15) em (6.14), chega-se a

z=U (6.16)

o2

De acordo com a relagao (6.16), a matriz U relaciona as misturas branqueadas Z as fontes
independentes e normalizadas para variancia unitéria 8. Dessa forma, (6.16) admite uma
interpretacao conforme esquematizado na Figura 9. Como U é ortogonal, as misturas
branqueadas podem ser interpretadas como uma versao rotacionada e refletida das fontes
normalizadas para variancia unitaria. Embora a matriz ortogonal U dependa da matriz de
mistura H e da matriz de covaridncia das fontes A4 conforme (6.13), a escolha da matriz

de branqueamento A, tal que a condic¢ao (6.3) seja satisfeita impde que U seja sempre

ortogonal.

Fontes Font Mict
independentes ontes . ) isturas
norrgalizadas: independentes: Misturas: /_ branqueadas:

s s z z
Fator de Sistema Sistema
|:t:> escala :t:> misturador ¢:> branqueador ¢:>
1/2
N Ag N H N A, N
/

Sistema misturador ortogonal: U = A, H Aé/ 2

Figura 9 — Esquema simplificado da relagdo entre misturas branqueadas e fontes independentes normali-
zadas.
Fonte: autoria prépria.

6.2 Efeito do pré-processamento na separacao

O branqueamento é usualmente considerado como uma etapa facilitadora do processo de
separagao cega de fontes (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; COMON, 1994). Seja a con-
figuracao de separacao da Figura 10-(a) levando-se em conta a etapa de pré-processamento
abordada na segdo anterior. A fim de separar as fontes apés a etapa de pré-processamento,

resta determinar uma matriz de separacio pés-branqueamento W € RV*N tal que a
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matriz de separacao global W = WA, separe adequadamente as fontes. Para tanto, o

vetor aleatorio de fontes estimadas

y=Wz (6.17)

deve resultar em boas estimativas das fontes. Substituindo-se (6.16) em (6.17), tem-se
y=WUS. (6.18)

Como U ¢ ortogonal, a escolha de W = UT, também ortogonal, implica y = 3. Pode-se
mostrar que a busca por uma matriz de separagao w pode ser feita, sem prejuizo, sobre o
conjunto das matrizes ortogonais (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). Levando-se em
conta essa simplifica¢do, uma configuracao de separacao equivalente a da Figura 10-(a) é

mostrada na Figura 10-(b).

(a) Sistema separador: W = ﬁ;Aw
Z
5 s z x ' ¢
Fator de Sistema Sistema Ses)gzcggzr
| . ¢:>
l:,"::> e/slcl%a :I_/_:> m1st;;ador :I_/_:> bran(iileador :’_/_:> pés-brang.
N = N N v N w N
/

Sistema misturador ortogonal: U = A, H A;/ 2

(b) Fontes .
independentes Misturas Fontes
normalizadas: branqueadas: A estimadas:
s Sistema z Sistema Y
— |:,t:> misturador separador
_ ortogonal 7 ll: ortogonal 7 'l>
N U N w N
/

Figura 10 — (a) Esquema simplificado da relagdo entre fontes estimadas e fontes independentes normaliza-
das na separacao cega de fontes, (b) esquema simplificado equivalente com sistema separador
ortogonal.

Fonte: autoria proépria.

Recorda-se que, de acordo com o Exemplo 4.1, sem branqueamento sao necessarias
N? equacoes linearmente independentes para determinar todos os elementos da matriz de
mistura H (ou de W = H~1). Porém, no problema esquematizado na Figura 10-(b), a de-
terminagao cega da matriz de mistura U (ou de W = UT), dado que ela é ortogonal, requer
apenas N (N — 1)/2 parametros (HORN; JOHNSON, 2013; CARDOSO, 1998). Os demais
pardmetros sdao contemplados pela matriz de branqueamento A,,, obtida conforme (6.9) a
partir da decomposi¢do em autovalores e autovetores de C,. Por sua vez, ha N(N +1)/2
graus de liberdade na obten¢ao dessa decomposicao e, portanto, na determinagao de A,,.
Assim, costuma-se dizer que, para N suficientemente grande, o branqueamento resolve um
pouco mais da metade do problema de separagao cega (HYVARINEN; OJA, 2000).
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No problema particular considerado na Figura 10-(b), deseja-se usualmente recuperar
o vetor aleatorio de fontes independentes normalizadas s a partir do vetor aleatério de
misturas branqueadas . Conforme a relagao (6.15), as fontes independentes normalizadas
S correspondem a copias das fontes independentes s a menos de fatores de escala. Portanto,
na separacao apos pré-processamento, as fontes sao usualmente recuperadas a menos de
fatores de escala. Essa ambiguidade, porém, nao é um problema particular decorrente da
separacao com pré-processamento. Trata-se, na verdade, de uma limitagao teérica prevista
pelo teorema de Darmois—Skitovich e notada por Comon (1994); essa limitacao também

foi revisitada no Capitulo 5 com base no trabalho de Pavan e Miranda (2018).

Ao contrario da matriz de branqueamento A, da Equagao (6.9), a matriz ortogonal
U da expressao (6.13) depende da matriz de mistura H e da matriz de covariancia das
fontes A,. Ambas essas matrizes sao desconhecidas no problema de separacao cega de
fontes considerado na Figura 8. Assim, ha necessidade de determinar a matriz ortogonal
U de maneira alternativa a (6.13). Para tanto, é preciso recorrer a estatisticas de ordem
superior a dois; afinal, com o branqueamento s6 é possivel determinar as fontes a menos da
transformagao ortogonal U segundo (6.16). Em separacao cega de fontes, é muitas vezes
conveniente o uso de cumulantes para representar estatisticas de ordem superior (CAR-
DOSO, 1999). A etapa seguinte do procedimento usual de separagio, que envolve o uso de
cumulantes de ordem superior, é abordada na Se¢do 6.4. Antes, porém, cabe uma digressao
sobre as relagoes existentes entre a etapa de branqueamento e as condi¢oes tedricas de

separabilidade abordadas no Capitulo 5.

6.3 Branqueamento e separabilidade

Seja o esquema da Figura 8 com N = 2. Considera-se que as fontes s sao misturadas
conforme x = Hs, em que x é o vetor aleatorio de misturas e a matriz de mistura é dada

por

H — [hl h2] - (6.19)

0,1302  0,9683
—0,56191 —0,3545|

Em seguida, a partir da decomposi¢ao em autovalores e autovetores da matriz de covariancia
das misturas z, calcula-se a matriz de branqueamento A, conforme (6.9) e obtém-se o
vetor de misturas branqueadas .

Na Figura 11, sao mostrados os diagramas de dispersao para 1000 realizagoes inde-
pendentes das fontes s; e s5, bem como para as realizagoes decorrentes das misturas
observadas x; e x5 e das misturas branqueadas I; e Zy. Sao considerados trés cenarios
distintos correspondendo a diferentes tipos de distribuigoes do par de fontes independentes.
Esses cenérios sao representados ao longo das colunas (a), (b) e (c¢) da Figura 11. Na

coluna (a), consideram-se duas fontes com distribui¢ao uniforme; na coluna (b), duas



6.3. Branqueamento e separabilidade 123

fontes com distribuig¢oes distintas, sendo que uma delas possui distribuicao bimodal; e na

coluna (c), considera-se um par de fontes conjuntamente gaussianas.

fontes I

misturas

"
acﬁ_)")

misturas = [

branqueadas 75 -

n
(n)

2
2

.

ign) §§n> 5571)

Figura 11 — Diagramas de dispersao de observagoes das fontes independentes, misturas e misturas bran-
queadas para N = 2 e (a) fontes com distribuicido uniforme, (b) fontes com distribuigdes
distintas e (c) fontes conjuntamente gaussianas.

Fonte: autoria propria.

As abscissas e ordenadas dos diagramas de dispersao das fontes, mostradas respecti-
vamente em linha cheia e tracejada nos trés graficos da primeira linha da Figura 11, sao
também representadas apds sofrerem acao das transformagoes lineares que dao origem
as misturas e as misturas branqueadas. Para os diagramas de dispersao das misturas,
dispostos ao longo da segunda linha da Figura 11, pode-se demonstrar que esses eixos
apontam na direcao das colunas da matriz H; em particular, em linha cheia é mostrada a
direcao do vetor h; e, em linha tracejada, a direcao do vetor hs.

Comparando-se a primeira e a terceira linhas da Figura 11, verifica-se que a técnica
de branqueamento é capaz de recuperar a “estrutura geral” do suporte da distribuicao
das fontes, a menos de uma rotagao ou transformacgao ortogonal — conforme abordado
na Secao 6.2. O passo seguinte de separacao de fontes, que envolve a recuperacao da
independéncia espacial a saida do sistema separador, é responsavel por determinar qual é a
rotacao que, aplicada as misturas branqueadas, permite obter estimativas mais adequadas
das fontes independentes — i.e., a transformagao que implicara a independéncia estatistica
das componentes separadas.

Percebe-se que ha mais de uma rotacao possivel a ser feita nas misturas branqueadas
para que seja recuperado o formato original dos diagramas de dispersao das correspondentes
fontes independentes. Dependendo da rotagao escolhida, as fontes podem ser recuperadas
com uma permutacao em relacdo as fontes originais, i.e., a fonte 2 no lugar da fonte
1, e a fonte 1 no lugar da fonte 2. Trata-se da ambiguidade de permutacédo na solucao
do problema cego, representada pela matriz de permutagao P no Teorema 5.4. Essa
ambiguidade ocorre pois a imposicao de independéncia ¢ insensivel a mudancas na ordem

das varidveis aleatorias sendo consideradas.
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Observa-se que, no caso da coluna (b), o diagrama de dispersao das misturas branque-
adas apresenta um alongamento na direcao do eixo em linha tracejada, em relacao ao eixo
em linha cheia, se comparado ao diagrama das fontes independentes da mesma coluna.
Isso representa a ambiguidade de escala, que ocorre na solucao do problema cego e é
representada pela matriz diagonal A no Teorema 5.4. Em outras palavras, a independéncia
estatistica das varidveis aleatérias é insensivel a alteragoes de suas variancias (i.e., produtos
por escalar). Essa mesma ambiguidade nao é observada nas colunas (a) e (c) pois, nesses
casos, cada par de fontes possui a mesma variancia.

Por fim, é importante notar que, para fontes conjuntamente gaussianas como na
coluna (c), o diagrama de dispersao das fontes independentes é simétrico em relagao a
qualquer eixo passando pela origem. Nesse caso particular, o branqueamento da mistura é
suficiente para garantir a independéncia estatistica. Inicialmente, seria possivel pensar que
o problema de BSS estaria entao resolvido, ja que dois sinais independentes sao recuperados
a partir da descorrelacao e normalizacdo das misturas. No entanto, qualquer rotagao que
for aplicada as misturas branqueadas da terceira linha da coluna (c) resultard, também,
em varidveis estatisticamente independentes. Como o problema é cego e as fontes nao sao
observadas na pratica, é impossivel a determinacao da rotagao adequada que recupera
precisamente as fontes independentes originais — a nao ser que haja algum conhecimento
adicional englobado no modelo (COMON, 1992; COMON, 1994). Portanto, no caso de
fontes conjuntamente gaussianas, a etapa posterior ao pré-processamento e correspondente
a separacao cega de fontes nao é capaz de recuperar as fontes independentes originais.
Essa é uma forma alternativa, e também complementar, de se convencer da condi¢ao do
Teorema 5.4 — i.e., de que no maximo uma das fontes pode ser gaussiana para garantir

que a imposi¢ao de independéncia implique a separacao correta das fontes.

6.4 Separacao cega baseada em cumulantes de ordem quatro

Nesta secao, abordam-se os principios teéricos da aplicagdo da matriz de quadricovari-
ancia a resolu¢do do problema de separacao cega de fontes considerado na Figura 10-(b).
Basicamente, deseja-se determinar, com base nas estatisticas de ordem quatro das misturas,

a matriz ortogonal de mistura
U = [’U,l Uy - ’U,N} ERNXN (620)

de modo a separar as fontes com a escolha da matriz ortogonal de separacao W=U".
Conforme aborda-se a seguir, a representacao dos cumulantes de ordem quatro por
meio da matriz de quadricovaridncia é muito conveniente para atingir esse objetivo.
Inicia-se considerando a definicao generalizada da matriz de quadricovariancia dada pela

Equacao (3.39), a qual é aplicada ao vetor de misturas branqueadas conforme segue.
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Definicao 6.1. A matriz de quadricovariancia do vetor aleatério de misturas branquea-
das z, denotada por Qz(V) € RV*N ¢ definida como

N N
Q:(V) =3 QL [Vle,
k=1 /¢=1

em que V € RV*¥ ¢ uma matriz de pesos. <

Considerando-se a expressao (6.16) que relaciona as misturas branqueadas Z as fontes
independentes normalizadas s, 7.e., £ = U s, pode-se aplicar a Proposi¢ao 3.7 para obter

uma fatoragdo da matriz de quadricovariancia das misturas branqueadas conforme

Q:(V)=UAz;,(V,U)UT (6.21)

com
Az 4(V,U) = diag(Cs, 4 ui Vuy, Co, s ug Vg, ..., Cop auyVauy), (6.22)
em que Uy, Us, ..., uy denotam as colunas da matriz U de acordo com (6.20). Quanto as

matrizes que aparecem na fatoracao (6.21), observa-se que
(i) a matriz de quadricovaridncia Qz(V') é simétrica conforme a Proposigao 3.4;
(ii) a matriz de mistura U considerada, definida em (6.13), é ortogonal;
(ili) a matriz diagonal Az 4(V,U), definida em (6.22), possui elementos reais.

Da algebra linear, sabe-se que uma matriz é simétrica se, e somente se, ela for ortogonal-
mente diagonalizdvel e possuir autovalores reais (GOLUB; VAN LOAN; 2013). Levando-se
em conta as afirmagoes feitas a respeito das matrizes que aparecem em (6.21), pode-se in-
terpretar essa fatoracdo como uma decomposigdo em autovalores e autovetores de Qz(V),
valida para toda matriz de pesos V' € RY*¥ considerada. Portanto, as matrizes U
e A;4(V,U) podem ser interpretadas, respectivamente, como a matriz de autovetores e a
matriz de autovalores de Qz(V'). Além disso, independentemente da matriz utilizada na
diagonalizagdo da matriz de quadricovariancia Qz(V'), seus autovalores sdo sempre dados
pelos elementos da diagonal principal de Az 4(V,U) (HOFFMAN; KUNZE, 1971).
Como Qz(V') pode ser determinada a partir da observagao das misturas branqueadas,
pode-se tentar diagonalizd-la a fim de determinar U a partir da comparacdo com a
expressao (6.21). Entretanto, a diagonalizacdo de Qz(V') nem sempre permite determinar U
adequadamente (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). Por um lado, segundo (6.21), Qz(V')
¢é sempre diagonalizavel pela matriz ortogonal U. Por outro, nem sempre se pode garantir
que essa decomposicao é unica. Isso significa que, em certas situacgoes, pode haver matrizes
que também diagonalizem a matriz de quadricovaridncia, mas que nao levem a separagao

adequada das fontes (CARDOSO, 1990).
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A fim de estabelecer condigoes tedricas para U ser obtida a partir da decomposicao
em autovalores e autovetores de Qz(V') com unicidade, enuncia-se o seguinte resultado da
algebra linear e teoria de matrizes (GOLUB; VAN LOAN, 2013; ZHANG, 2017), aplicado

aqui a matriz de quadricovariancia das misturas branqueadas .

Proposicao 6.1. Seja Qz(V) € RNN ¢ matriz de quadricovariancia das misturas

branqueadas, com decomposi¢io em autovalores e autovetores Qz(V) =UA;4(V, U)U",
em que Az (V. U) é definida em (6.22). A menos de

(i) mudangas na ordem dos autovalores em Az 4(V,U) e das respectivas colunas de U e
(ii) trocas de sinal das colunas de U,

a decomposi¢io dada € inica se, e somente se, todos os autovalores de Qz(V'), dados pelos

elementos da diagonal principal de Az 4(V,U), forem distintos.
Demonstracio. Veja a Segao A.3 do Apéndice A.

Observa-se que as ambiguidades de permutacao e de sinal consideradas na Proposi-
cao 6.1 para a determinacao cega da matriz ortogonal U sao coerentes com o teorema de
separabilidade abordado no Capitulo 5. Recorda-se que, conforme comentado na Segdo 6.2,
haverd também ambiguidade de escala na recuperacao das fontes devido a normalizacao

no passo de branqueamento.

6.5 Identificabilidade da matriz ortogonal de mistura

Destaca-se a importancia que a unicidade da decomposicao (6.21) possui na determi-
nac¢ao da matriz ortogonal de mistura U a partir dos cumulantes de ordem quatro das
misturas branqueadas . Por esse motivo, é util adotar a seguinte defini¢ao (LACOUME;
AMBLARD; COMON, 1997, sect. 7.1.2).

Definicdo 6.2. Seja a matriz ortogonal U € RY*Y que relaciona as misturas branqueadas
x as fontes independentes normalizadas s conforme & = Us. Essa matriz é denominada
identificavel se, e somente se, puder ser determinada com unicidade a menos de permutagoes

e trocas de sinal de suas colunas. <
Dessa defini¢ao e da Proposicao 6.1, decorre a seguinte proposicao.

Proposicao 6.2. A matriz ortogonal U € RN*Y ¢ identificdvel a partir da diagonalizagdo

de Qz (V) se, e somente se, todos os autovalores de Qz(V') forem distintos.

Demonstragio. E direta a partir da consideracio da Proposicdo 6.1 em conjunto com a
Definicao 6.2. [
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Observando-se os autovalores de Qz(V') em (6.22), se valer C;, 4 = 0 para mais de
uma fonte, entdo a matriz de quadricovariancia Qz(V') terd obrigatoriamente mais de um
autovalor nulo — e, portanto, repetido. Nessa situacao, independentemente da matriz de
pesos V' considerada, U nunca sera identificivel. Com base nisso, enuncia-se a proposi¢ao
a seguir (CARDOSO, 1990).

Proposicao 6.3. Se duas ou mais fontes possuirem autocumulantes de ordem quatro
nulos, entdo a matriz ortogonal U € RVN*N ngo ¢ identificdvel a partir da diagonalizacdo
de Qz(V), independentemente da escolha de V€ RV*N,

Felizmente, exceto pelo caso gaussiano que pode ser desconsiderado por limitagoes
tedricas conforme abordado no Capitulo 5, distribui¢oes com autocumulantes de ordem
quatro nulos sdo pouco usuais (CARDOSO, 1999; HYVARINEN; KARHUNEN; OJA,
2001). Excluido esse caso, resta saber como garantir que Qz(V') tenha autovalores distintos
sempre, independentemente das estatisticas das fontes e das colunas da matriz ortogonal U'.
Observando-se os elementos da diagonal principal de (6.22), nota-se a presenga da matriz
de pesos V nas expressoes dos autovalores de Qz(V'). Da Subsecao 3.4.4, recorda-se que,
pelo menos preliminarmente, hé liberdade na escolha dos pesos em V. Na verdade, essa
escolha deve ser feita buscando contemplar, na matriz de quadricovariancia correspondente,
a descricao estatistica necessaria a resolugao do problema considerado. A seguir, aborda-se
o efeito aparentemente complicado que a matriz de pesos V' possui na identificabilidade

da matriz ortogonal de mistura U. Inicia-se por meio de dois exemplos numéricos.

Exemplo 6.1 (Autocumulantes de ordem quatro iguais). Seja o problema de separagao
de fontes da Figura 10-(a) com N = 2. Ambas as fontes s; e s possuem distribui¢ao
binaria assumindo valores &1 com a mesma probabilidade. As fontes sdo misturadas por

um sistema com coeficientes

0,64 —0,77
[—0,81 0,59 ]
resultando no vetor de misturas & = Hs. As misturas branqueadas I; e I, sdao obtidas
conforme & = A, x, em que a matriz de branqueamento, calculada com base em (6.9), é
dada por
| =404 —4,04
v [—0,50 0,50 ] '

Nas Figuras 12-i.(a), (b) e (c), sdo mostrados graficos de 50 observagoes feitas ao longo do
tempo das fontes, misturas e misturas branqueadas, respectivamente. As observacoes sao
denotadas por um indice temporal n entre parénteses e sobrescrito. Nas Figuras 12-ii.(a),
(b) e (c), sdo mostrados diagramas de dispersao de cada par de fontes, misturas e misturas
branqueadas, respectivamente.

Deseja-se verificar se a diagonalizacao de diferentes matrizes de quadricovaridncia

permite determinar a matriz ortogonal U € R?*2 que relaciona as misturas branqueadas as
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Figura 12 — i. Observagdes ao longo do tempo e ii. diagramas de dispersdo de (a) fontes discretas de
mesma distribui¢do, (b) misturas e (¢) misturas branqueadas.
Fonte: autoria prépria.

fontes normalizadas segundo & = Us. Consideram-se duas matrizes de quadricovariancia

das misturas branqueadas Qz(V,) e Qz(V,) com

10 10
V.= e WV,= :
0 1 00

As fontes estimadas y; e y, sdo obtidas segundo y = W Z. Sio consideradas as alternativas
de separacao
(A)W=U] ¢ (8 W=Uy,

em que ﬁa, T/J\b sao matrizes de autovetores calculadas numericamente para Qz(V,) e
Q:(V4), respectivamente. Essas matrizes de autovetores sdo assim denotadas para indi-
car que se trata de candidatas a matriz ortogonal de mistura U. Sua validade, porém,
dependera da unicidade da decomposicao em autovalores e autovetores das matrizes de
quadricovariancia. Nas Figuras 13-i.(a) e (b), sdo mostrados graficos de 50 observagoes
feitas ao longo do tempo das fontes e fontes estimadas para as alternativas (A) e (B),
respectivamente. Nas Figuras 13-ii.(a) e (b), sdo mostrados os diagramas de dispersao cor-
respondentes a cada caso. Para facilitar a comparacao, a ordem e os sinais das observacoes
das fontes estimadas foram ajustados para corresponder, quando possivel, as observacoes
das respectivas fontes.

A partir das Figuras 13-i.(a) e ii.(a) referentes a alternativa (A), nota-se que as fontes
nao sao separadas adequadamente ao considerar W = ﬁaT obtida a partir da diagonalizacao
de Qz(V4). No entanto, a partir das Figuras 13-i.(b) e ii.(b) referentes a alternativa (B),
nota-se que as fontes sao separadas adequadamente ao considerar W = ﬁbT obtida a partir
da diagonalizacao de Qz(V4;). Sendo assim, nesse caso apenas U, corresponde a uma versao

valida, a menos de ambiguidades, da matriz ortogonal de mistura U. <
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i.(a) ii.(a)

‘ —e— fontes, fontes estimadas.

Figura 13 — i. Observagbes ao longo do tempo e ii. diagramas de dispersao das fontes e fontes estimadas
obtidas a partir da diagonalizagio das matrizes (a) Qz(V4) e (b) Qz(WVh).
Fonte: autoria prépria.

Exemplo 6.2 (Autocumulantes de ordem quatro distintos). Seja novamente o problema
de separagao de fontes da Figura 10-(a) em que N = 2, agora considerando-se que a fonte
51 possui distribuicdo logistica de pardmetro s = v/3/7 e a fonte s, possui distribuicdo
laplaciana de pardmetro b = 1/ V2. Nesse exemplo, as fontes sdo misturadas por um

sistema com coeficientes

0,39 0,92
—0,91 —0,42
resultando no vetor de misturas & = Hs. As misturas branqueadas Z; e Iy sdo obtidas a

partir de uma matriz de branqueamento dada por

Y

-1,39 —1,38
AW ~ Y )
~0,53 0,54

a qual é aplicada as misturas conforme £ = A,z. Nas Figuras 14-i.(a), (b) e (c), sdo
mostrados graficos de 50 observacoes feitas ao longo do tempo das fontes, misturas e
misturas branqueadas, respectivamente. Nas Figuras 14-ii.(a), (b) e (c), sdo mostrados
diagramas de dispersdo com 10? observacoes de cada par de fontes, misturas e misturas
branqueadas, respectivamente.

Agora, consideram-se as matrizes de quadricovariancia Qz(V,) e Qz(V;) com

10 1 —04
V, = e Vp= .
0 1 0 0

Verificam-se as alternativas de separacao

(A W=U ¢ (B)W=0,

em que U,, ﬁb sdo matrizes de autovetores calculadas numericamente para Qz(V,) e
Qz(V4), respectivamente. Nas Figuras 15-i.(a) e (b), sdo mostrados graficos de 50 observa-

¢oes feitas ao longo do tempo das fontes e fontes estimadas para as alternativas (A) e (B),
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Figura 14 — i. Observacdes ao longo do tempo e ii. diagramas de dispersio com 10% observacdes de
(a) fontes continuas com autocumulantes de ordem quatro distintos, (b) misturas e (c)
misturas branqueadas.

Fonte: autoria prépria.

respectivamente. Nas Figuras 15-ii.(a) e (b), sdo mostrados os diagramas de dispersao

correspondentes a cada caso.
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Figura 15 — i. Observagoes ao longo do tempo e ii. diagramas de dispersdo das fontes e fontes estimadas
obtidas a partir da diagonalizagdo das matrizes (a) Qz(V4) e (b) Qz(V4).
Fonte: autoria prépria.

Observando-se as Figuras 15-i.(a) e ii.(a) referentes a alternativa (A), nota-se que
as fontes sdo separadas adequadamente ao considerar W = ﬁaT obtida a partir da
diagonalizagdo de Qgz(V,). Logo, ﬁa é uma candidata que corresponde, a menos de
ambiguidades, a matriz ortogonal de mistura U. Entretanto, a partir das Figuras 15-i.(b)
e ii.(b) referentes a alternativa (B), nota-se que as fontes nao sao separadas adequadamente

ao considerar W = ﬁbT obtida a partir da diagonalizagdo de Qz(V4). <

Com os exemplos apresentados, obtém-se pistas de como as estatisticas das fontes e
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as matrizes de pesos adotadas intervém na obtencao adequada da matriz ortogonal que
leva a separacao. Particularmente, considerando-se uma matriz de pesos identidade, i.e.,
V = Iy, a partir de (6.22) obtém-se

A5,4(IN7 U) = diag(G&A, 65274, ey 6§N74)' (623)

Nesse caso, os autovalores de Qz(V') sao distintos se, e somente se, as fontes normalizadas
possuirem autocumulantes de ordem quatro distintos (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993).
Isso permite compreender o resultado dos diagramas i.(c) e ii.(c) da Figura 13 e leva a
seguinte proposigao (CARDOSO, 1990).

RNXN ¢ identificdvel a partir da diagonalizacio

Proposigao 6.4. A matriz ortogonal U €
de Qz(Iy) se, e somente se, todas as fontes normalizadas possuirem autocumulantes de

ordem quatro distintos.

Técnicas obtidas a partir da escolha de matriz de pesos identidade comegaram a ser
estudadas no final dos anos 1980 e sao historicamente denominadas identificacao cega
de quarta ordem (FOBI, do inglés fourth-order blind identification) (CARDOSO, 1990;
MIETTINEN et al., 2015). O caminho usual para sua obtencao é similar ao apresentado
até esse ponto no texto, embora muitas interpretacoes e dedugoes inseridas até aqui sejam
usualmente omitidas em referéncias mais avangadas. Ressalta-se que a abordagem do FOBI
funciona em um caso muito especifico: quando as fontes normalizadas possuem estatisticas
de ordem quatro distintas. Uma solugao aceitavel para o problema de BSS, no entanto,
deve garantir a separacdo para o conjunto mais amplo possivel de estatisticas das fontes e
para quaisquer coeficientes do sistema misturador, observadas as condic¢oes tedricas de

separabilidade abordadas no Capitulo 5.
6.6 Completude da representacao matricial no contexto de separacao

A questdo da completude da matriz de quadricovariancial, considerada na Subse-
cao 3.4.5, é abordada nesta secao do ponto de vista do problema de separagao cega de
fontes esquematizado na Figura 10-(b). Nesse problema, a presenga ou nao da completude
se manifesta na extensao das condicoes de identificabilidade da matriz ortogonal de mis-
tura (LACOUME; AMBLARD; COMON, 1997; CARDOSO, 1999). Basicamente, havera
completude da representacao matricial se essa representacao permitir atingir condig¢oes de
identificabilidade o mais préximas possivel da limitacao tedrica de separabilidade abordada

no Capitulo 5.

1 Recorda-se que a descricdo completa dos cumulantes de ordem quatro de um vetor aleatério é contem-

plada pelo operador de quadricovariancia e nao necessariamente por uma matriz de quadricovariancia
particular, i.e., tomada sobre uma matriz de pesos especifica. Em muitos casos praticos, ¢ importante
garantir que toda a descrigao estatistica presente no tensor de cumulantes de ordem quatro seja
contemplada pela representacdo matricial utilizada na resolugao de um determinado problema.
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A fim de estender a condicao de identificabilidade da Proposicao 6.4 para fontes norma-
lizadas com autocumulantes de ordem quatro iguais, propos-se em Cardoso e Souloumiac
(1993), Cardoso (1999) a consideragdo de um conjunto de matrizes de quadricovariancia
e a sua posterior diagonaliza¢ao simultanea. Argumentou-se que essas matrizes devem
ser adequadamente escolhidas de modo a refletirem coletivamente a descricao completa
dos cumulantes de ordem quatro dada pelo operador de quadricovaridncia (CARDOSO,
1999). Segundo essa abordagem, foi possivel estender as condigoes de identificabilidade
para fontes com mesmas estatisticas. Além disso, verificou-se a possibilidade de representar
matricialmente toda a descricao estatistica de ordem quatro presente no operador de
quadricovariancia ao considerar um conjunto adequado de matrizes do espaco imagem
desse operador.

Inicialmente, mostra-se na Subsecao 6.6.1 como ¢é possivel estender a Proposicao 6.4
a partir da verificagao de propriedades especiais de certas matrizes de pesos e de sua
consideragao em conjunto (CARDOSO, 1999). Posteriormente, na Subsegao 6.6.2, enunciam-
se propriedades adicionais do operador de quadricovariancia a fim de, na Subsecao 6.6.3,
obter representacoes completas de estatisticas de ordem quatro no contexto de separacao

cega de fontes.

6.6.1 Ampliando as condicoes de identificabilidade

Supoe-se inicialmente que as colunas wuq, uo, . .., uy da matriz ortogonal de mistura U
sdo conhecidas. Observando-se os autovalores de Qz(V') em (6.22), sugere-se considerar

um conjunto de N matrizes de pesos simétricas

parat = 1,2,..., N. Devido a ortogonalidade e a norma unitaria dos vetores wy, us, ..., uy,
tem-se
A;4(V;,U) = diag(0,...,0,C5.4,0,...,0) (6.25)

com elemento nao necessariamente nulo apenas na i-ésima posi¢ao da diagonal principal.
Esse comportamento se repete, analogamente, para cada ¢ = 1,2,..., N considerado.
Com base na Proposicao 6.1, a identificacdo da direcao u; a partir da diagonalizacao de
Qz(V;) serd possivel desde que C;, 4 # 0. Como a diagonalizagao de cada matriz Qz(V;)
garante a identificabilidade da direcao w; para C; 4 # 0, a diagonalizagao simultanea
das matrizes Qz(V1), Qz(V2),...,Qz(Vy) por uma mesma matriz ortogonal implicard
a identificabilidade da matriz de mistura U por completo — desde que nenhuma fonte
possua autocumulante de ordem quatro nulo. Além disso, no caso particular em que a
i-ésima fonte é a tnica que possui Cg, 4 = 0, pode-se desconsiderar a diagonalizacao da
matriz Qz(V;), que por sua vez resultard nula. Apos a identificagao de todas as outras

direcoes a partir da diagonalizacao simultanea das demais matrizes de quadricovariancia,
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é possivel identificar u; completando-se a base ortonormal com a dire¢ao restante. Tem-se,
entdo, a seguinte proposicdo (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993).

RNXN

Proposicao 6.5. A matriz ortogonal U € ¢ identificdvel a partir da diagonalizacdo

stmultanea de todas as matrizes

Q:(V1),Qz(V2),...,Qz(Vx) (6.26)

com V; = wyu] para i = 1,2,.... N se, e somente se, no mdzimo uma fonte possuir

autocumulante de ordem quatro nulo.

A condigao dada pela Proposigio 6.5 é mais abrangente do que a do FOBI, em cujo caso
U nao é identificavel se duas ou mais fontes possuirem as mesmas estatisticas (CARDOSO,
1989). Considerar a diagonalizacao simultdnea das matrizes de quadricovariancia conforme
a Proposicao 6.5 representa levar em conta toda a descri¢ao estatistica de ordem quatro
contemplada pelo operador de quadricovariancia Qz. A fim de compreender melhor essa
afirmacao, considera-se a Equagao (6.21) com V =V, juntamente com (6.20) e (6.25),

para obter

Q:(Vi) = €5, 4V, (6.27)

com V; = u;u;. Do ponto de vista algébrico, é possivel interpretar V; como um autovetor

do operador linear Qg : RV*¥

— RN Devido ao espaco matricial em que o operador de
quadricovaridncia atua, os autovetores de Qz sdo denominados automatrizes (CARDOSO,
1990; CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). O autovalor ao qual a automatriz V; estd
associada ¢é, portanto, igual a Cj, 4. Além disso, substituindo-se (6.20) e (6.22) em (6.21),
consideradas aqui para uma matriz de pesos qualquer V', a matriz de quadricovariancia

pode sempre ser escrita como

Q:(V)=> (Csau]Vu,)V,. (6.28)

i=1

Finalmente, substituindo-se (6.27) em (6.28), obtém-se

N

Qa(V) =D (uj Vu,) Qz(V5). (6.29)

i=1

De acordo com (6.28) e (6.29), o operador de quadricovariancia pode sempre ser escrito
como uma combinacao linear de suas automatrizes V;, ou entao das matrizes de quadricova-
ridncia correspondentes Qz(V;). Logo, o conjunto das matrizes Qz(V;) parai =1,2,..., N
deve levar em conta toda a informacao acerca das estatisticas de ordem quatro do vetor
aleatorio x. Intuitivamente, pode-se interpretar a diagonalizagao simultdnea das matrizes
Q:(V1),Q:(Va),...,Qz(Vy) como uma forma de considerar toda essa informagdo na
identificacao da matriz U. Isso, por sua vez, resulta na ampliagdo da condigao de identifi-

cabilidade para aquela considerada na Proposicao 6.5. A excecao ocorre apenas para o
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caso degenerado de duas ou mais fontes com autocumulantes de ordem quatro nulos, sendo
no maximo uma fonte gaussiana. Nesse caso, a identificabilidade nao é possivel devido a
ordem das estatisticas utilizadas (CARDOSO, 1999), podendo-se recorrer a estatisticas de

ordens maiores do que quatro caso necessario.

Exemplo 6.3. Seja o problema de separagao de fontes da Figura 10-(b) com N = 2.

Considera-se que a matriz ortogonal de mistura é variada conforme

cosf) —send
U9 = (6.30)
senf)  cos6
para 0 < # < 7. Na Figura 16, sdo mostrados graficos correspondentes a diferenca entre
os autovalores da matriz de quadricovariancia Qz(V') em dois casos: (a) fontes com

distribuicoes iguais e (b) fontes com autocumulantes de ordem quatro distintos. Em cada

(a) (b)

2 A‘ I N I I N [ I I B
1 I e = = = —
< 0 b o o d I || I, = [é (1)]
| 1 =V, = ulu_lr
’; 72 L N N j —A— ‘/2 = U2u;
_3 L | | | | ] A\ | A | | A
0 0,2 0,4 0,6 0,8 10 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0/m 0/m

Figura 16 — Diferenca entre os autovalores da matriz de quadricovariancia para diferentes matrizes de
pesos com fontes independentes tais que (a) C;; 4 =C5, 4 =—-2¢€ (b) C;, 4 =1,2e C;z,4 = 3.
Fonte: autoria prépria.

caso, consideram-se ainda trés matrizes de pesos V distintas no cédlculo da matriz de
quadricovariancia, i.e., a matriz identidade I5 e as automatrizes Vi e V,. A diferenca de
autovalores de Qz(V'), em ambos os cendrios e para todas as matrizes de pesos consideradas,
é constante com a varia¢ao do angulo 6. Isso corrobora o fato de que as expressoes (6.23)
e (6.25), referentes aos autovalores nas situagoes consideradas, independem dos coeficientes
da matriz de mistura. Porém, essa independéncia nao necessariamente ¢é algo desejavel; por
exemplo, no caso (a) com matriz de pesos identidade, a diferenga entre os autovalores é nula
para qualquer angulo. Logo, os autovalores sao sempre iguais e nao ha identificabilidade
conforme previsto pela Proposicao 6.4. Também como previsto por essa proposicao, a
identificabilidade para a matriz de pesos identidade é recuperada no caso (b) de fontes

com estatisticas distintas. <

Em problemas praticos de separacao, as diregoes u; que se deseja determinar para
1 = 1,2,...,N sao desconhecidas. Felizmente, embora as automatrizes V; dependam
dessas direcoes, é possivel determinar essas matrizes sem conhecer u;. Isso pode ser feito
considerando-se um operador linear auxiliar andlogo a @z, mas atuando no espaco vetorial

2 ~ ’ 7 :
de coordenadas R"". Na obtencdo do operador andlogo, ¢ usual considerar um mapeamento
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bijetor (i.e., isomorfismo) do espago de matrizes R¥*Y em RY ’ por meio do empilhamento
das colunas de cada matriz. Com isso, os elementos das automatrizes V; podem ser
obtidos diagonalizando-se o operador andlogo definido em R¥ e representado por uma
matriz N? x N? de cumulantes (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). Apesar disso, em
virtude de erros numéricos e de estimacao de cumulantes, o que se obtém sao estimativas
das automatrizes V; — as quais devem posteriormente ser utilizadas na separacao de
fato, i.e., na obtencao das matrizes de quadricovariancia e sua diagonalizagao. Esse erro
prévio cometido ao estimar as automatrizes faz com que a separacao seja mais dificil para
alguns sistemas misturadores do que outros (CARDOSO, 1999). Na pratica, deseja-se
que o método de separacao cega seja equivariante, i.e., que seu desempenho independa
dos elementos da matriz de mistura de um dado problema (CARDOSO, 1995). Logo, é
desvantajoso considerar as automatrizes estimadas via isomorfismo no procedimento de
separacao (CARDOSO, 1999).

Com base na escolha de matrizes de pesos da Proposicao 6.5 e na diagonaliza¢ao simul-
tanea das respectivas matrizes de quadricovariancia, propds-se no inicio dos anos 1990 uma
técnica amplamente utilizada e conhecida como diagonalizagao conjunta aproximada de
automatrizes (JADE, do inglés joint approzimate diagonalization of eigenmatrices) (CAR-
DOSO; SOULOUMIAC, 1993). Somente ap6s a proposigao inicial dessa técnica que
problemas de equivaridncia foram identificados (CARDOSO, 1999; MIETTINEN et al.,
2015). Em virtude disso, sugeriu-se substituir as automatrizes por um conjunto de ma-
trizes de pesos independentes das direcoes u;, mas que mantivessem as condigoes de
identificabilidade da Proposicao 6.5. A seguir, verifica-se algebricamente a possibilidade de
preservar a identificabilidade da matriz ortogonal de mistura com uma escolha alternativa
de matrizes de pesos. Antes de prosseguir, porém, apresentam-se algumas propriedades
algébricas do operador de quadricovariancia. Essas propriedades sao principalmente tteis

no desenvolvimento algébrico subsequente.

6.6.2 Espacos vetoriais associados ao operador de quadricovariancia

Inicialmente, o produto interno? das automatrizes do operador de quadricovariancia,

devido a propriedade de invariancia do trago a permutagoes ciclicas, satisfaz

<‘/i7 ‘/J> = tI‘(‘/ZVT) = tI‘(’U,Z’U,;r’U,]’U,;) = (51'7]‘

J

2 Por conveniéncia, adota-se nesta subsecdo o produto interno usual do espaco vetorial de matrizes reais

N x N (HOFFMAN; KUNZE, 1971) definido como

() s RV RVN 5 R

(A,B) — tr(AB"). (6.31)



136 Capitulo 6. Separagdo de fontes e a matriz de quadricovariancia

para i,j = 1,2,..., N. Como consequéncia, a sequéncia de matrizes {V;, Va,... , Vy} é
ortonormal. A partir de (6.28), observa-se que o espago imagem de @Q; esta contido no

subespago com base {V;, Va, ..., Viy}. Além disso, destaca-se que:
o Se C;4#0parai=1,2,...,N, entao
{‘/17‘/27"'7VN}

é uma base ortonormal do espaco imagem de @z. Nesse caso, o posto do operador
Q; ¢éigual a N.

¢ Se €;, 4 = 0 apenas para a i-ésima fonte, entao retira-se V; da sequéncia anteriormente

considerada conforme

(Vi, Vi, ...,V \ {Vi},

que corresponde a uma base ortonormal do espago imagem de Qjz. Nesse caso, o

posto do operador @z passa a ser igual a N — 1.

Como o operador de quadricovaridncia atua em um espaco vetorial de matrizes RV >V

cuja dimensao é N2, sabe-se que o nicleo de Q3 tem dimensao igual a N2 — posto(Qj ).

Por construcao, matrizes do tipo

Vij= UinT (6.32)

parai,j =1,2,..., N com i # j, anulam Qz e podem ser interpretadas como automatrizes

associadas a autovalores nulos. De fato, a partir de (6.28), tem-se
N

Qz(Vi;) = Z(esm uluiu}uk) Vi =Onxn-
k=1

Conforme a definigdo do produto interno (6.31), para i,7,k,¢ =1,2,...,N com i # j e
k # € valem (V, ;, Vi) = 0 e (V;, Viy) = 0;10;,. Com base nisso, observa-se que:

o Se C;4#Oparai=1,2,..., N, entao
V12, Vig, ... . Vin, oo, Vv, Vive, -, Vivw-1}
¢ uma base ortonormal do niicleo de Q; contendo N(N — 1) = N? — N matrizes.
¢ Em contrapartida, se C;, 4 = 0 apenas para a i-ésima fonte, entao
V2, Vig, ... . Vin, ... VN1, Ve, ..., Vi no1 J U{ Vi)

¢ uma base ortonormal do niicleo de Q; contendo N(N —1) +1 = N?— (N —1)

matrizes.
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(a)

base ortonormal:

Qi {‘/1~‘/2,7VN}

n dimensao N

RNX N
dimensao N?

Q:z

nicleo de Q;

base ortonormal:
{‘/1,27"'7‘/1,]\77“'7
Vi, VnN-1}
dimensdo N2 — N

(b)

base ortonormal:

@ (Vi Vo, Vi b\ {Vi}

dimensao N — 1

RN x N
dimensao N2

nicleo de Qj

base ortonormal:
{‘/1,27'“7‘/1,]\77"'7
Vi, Vn—1t U{V;}
dimensdo N2 — N +1

Figura 17 — Esquema resumido dos espagos vetoriais associados ao operador de quadricovariancia;
(a) Cz, 4 # 0 para todas as fontes e (b) €;, 4 = 0 apenas para a i-ésima fonte.

Sq ZR]

Fonte: autoria prépria.

Na Figura 17 é mostrado um esquema resumido dos espagos associados ao operador de
quadricovariancia abordados até aqui.

Independentemente das estatisticas das fontes ou dos coeficientes do sistema misturador,
pode-se mostrar que o operador Qz nao ¢ inversivel para N > 1, dado que nao ¢ injetivo

nem sobrejetivo. Porém, trata-se de um operador simétrico conforme abordado a seguir.

Proposicao 6.6. O operador de quadricovariancia Qgz € simétrico sob o produto interno

usual, i.e.,

r(Qa(V2) Vi) = t1(VaQz(Wp)) V Vi, V; € R™XY
Demonstracio. Veja a Segao A.3 do Apéndice A.

Recorda-se que o tensor de cumulantes de ordem quatro Cg 4, a partir do qual o operador
de quadricovariancia Q; foi obtido algebricamente nas Subsecoes 3.4.3 e 3.4.4, é um tensor
simétrico. A Proposicao 6.6 decorre da simetria do tensor que dé origem a representacao
matricial. A simetria do operador é uma propriedade algébrica mais forte do que a simples
simetria da matriz de quadricovariancia dada pela Proposicao 3.4. Por exemplo, o fato de o
operador sempre admitir uma sequéncia ortonormal de N? automatrizes constituindo uma

base do RV*N

, conforme esquematizado na Figura 17, decorre de sua simetria (HOFFMAN;
KUNZE, 1971). Por sua vez, a existéncia dessa base equivale a dizer que o operador de
quadricovariancia é ortogonalmente diagonalizavel. Trata-se de uma extensao do conceito
de diagonalizabilidade da algebra linear, usualmente aplicado a matrizes, para o caso de
um operador linear que atua sobre matrizes. A simetria do operador de quadricovariancia
e suas implicacoes sao particularmente tteis na interpretacao algébrica da completude
da representacao matricial, abordada a seguir considerando-se a aplicagao especifica de

separacao cega de fontes.
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6.6.3 Representacdes completas alternativas

Basicamente, deseja-se obter escolhas alternativas de matrizes de pesos que preservem
a identificabilidade da matriz ortogonal U; ou, em outras palavras, que preservem a
completude da representacao matricial aplicada ao problema de separacdo de fontes
considerado. Primeiramente, é importante se convencer de que uma demonstragao para
esse tipo de resultado nao ¢ evidente. Por exemplo, seja uma sequéncia de M matrizes de

pesos alternativas N x N dada por
{(V/, V), ....Vi}

Cada matriz de quadricovaridncia tomada sobre uma dessas matrizes pesos, i.e., Qz(V})

para k =1,2,..., M, possui conforme (6.22) os seguintes N autovalores:

! Ty !/
)\1(‘/;,,11,1) = G51,4 ulv;cub

/ Ty//
A2 (Vi u2) = Cg, q uy Vius,

A (Vi un) = Coyauy Viuy.
Considerando-se a diagonalizacao simultanea das matrizes de quadricovariancia
Q:(V)), Qz(V5), ..., Qa(Vyy), (6.33)

seria preciso mostrar, baseando-se na Proposigao 6.2, que o i-ésimo autovalor \;(V}/, u;),

parat=1,2,..., N, é diferente de todos os autovalores pertencentes a

{)‘1(‘/;::/’ u1)> )‘2(‘/;;’ u2)? SRR )‘N(V;c,> U’N)} \ {Ai(W> ’U,Z)}

para, pelo menos, um valor de k = 1,2, ..., M. Além disso, essa condicao deve ser satisfeita
para qualquer base ortonormal {w;, s, ..., ux} do RY e quaisquer autocumulantes de
ordem quatro das fontes Cj, 4,Cs, 4, .. ., €5, 4 tais que no maximo um seja nulo. Trata-se

de um caminho inviavel para realizar a demonstragao, dada a quantidade consideravel de
igualdades a serem verificadas, principalmente para M e N grandes.

Diferentemente dessa proposta inicial, a ideia que permitiu realizar a demonstragao do
resultado que segue é baseada em obter uma condicao equivalente a condi¢ao mais geral
de identificabilidade dada pela Proposicao 6.5. Em outras palavras, propoe-se mostrar
que a diagonalizagao simultdnea das matrizes de quadricovariancia (6.33), tomadas sobre
as matrizes de pesos alternativas V}/, equivale a diagonalizagao simultanea das matrizes

originais (6.26) da Proposi¢do 6.5, tomadas sobre matrizes de pesos V; = uu;, i.c., as

7
automatrizes do operador. Com base nessa estratégia, apresenta-se a seguir uma proposicao
acerca da equivaléncia da diagonalizacao simultanea de dois conjuntos distintos de matrizes
de quadricovariancia. Posteriormente, essa proposicao ¢ considerada na obtencao da

condicao de identificabilidade para as matrizes de pesos alternativas.
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Proposigdo 6.7. Seja a matriz ortogonal U = [u; wy -+ uy] € RN ¢ seja a
sequéncia ortonormal de automatrizes do operador Qg dada por {Vi, Vs, ..., Vx} com
V, = wu] € RY*N para i = 1,2,..., N. Considera-se, adicionalmente, uma sequéncia
{V{,V,....,V};} de M > N matrizes N x N tal que

Vi, Vo, ...,V ] D [Vi, Va,..., Vi, (6.34)

em que [-] denota o subespago vetorial gerado por (-). Trata-se da situac¢io esquemati-
zada na Figura 18. Uma matriz ortogonal @ € RN*YN diagonaliza simultaneamente as
matrizes Qz(VY), Qz(Vy), ..., Qz(Vy,) se, e somente se, essa matriz também diagonalizar
stmultaneamente as matrizes Qz(V1), Qz(Va), ..., Qz(Vy).

imagem
NxN =[Vi,Vo,..., V;
dimﬂsnséo N2 de Qz v v
VI Vi, Vi, Qz
M >N
' nucleo
de QL

Figura 18 — Esquema resumido dos espagos vetoriais considerados na Proposicao 6.7.
Fonte: autoria proépria.

Demonstracao.

o | Diagonalizacao de Qz(V;) = Diagonalizagao de Qz(V}/): | Aplicando-se (6.29) para
expandir Qz(V}/), obtém-se

N
0'Q:(V}))O = Z(UZ-TV;C,UD o'Q.(V;)O. (6.35)

i=1
A diagonalizagao simultdnea da matrizes Qz(V;) com ¢ = 1,2,..., N, no lado direito

dessa expressdo, implica a diagonalizagdo da matriz Qz(V}) no lado esquerdo,
ambas pela mesma matriz ortogonal @. Como a expressao obtida é valida para
todas as matrizes Qz(V}/) com k =1,2,..., M, tem-se a diagonalizagdo simultanea
dessas matrizes. A demonstracao da reciproca dessa afirmacgao, no entanto, é mais

trabalhosa.

o | Diagonalizacao de Qz(V;) < Diagonalizagao de Qz(V}): | Essa demonstracao é di-

vidida em duas partes, cujas linhas de raciocinio sao resumidas a seguir. As de-

monstragoes detalhadas de cada uma das partes sao apresentadas na Secao A.3 do

Apéndice A.
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(i)

Inicia-se supondo que existe @ ortogonal que diagonaliza simultaneamente as
matrizes Qz(V/), Qa(V), ... Qa(V)), e,

O'Q:(Vy) O = A;4(V;,U) (6.36)
para k = 1,2,..., M, em que Az4(V},U) € RV*¥ denota a matriz diagonal
de autovalores de Qz(V}). Com base na interpretagao dos espagos imagem e

nicleo do operador de quadricovariancia da Subsecao 6.6.2, mostra-se que a

Equacao (6.36) implica a equagdo matricial

@'Qz(V1) O
O'Q:(V2) ©
(' Iy) . =TI A:;4(Iy,U) (6.37)
O'Qz(Vy) O
em que I' € RM*N ¢ uma matriz cujas linhas correspondem as coordenadas

da projegao ortogonal de cada V}/ no subespago vetorial com base ortonormal
{V1,Va,..., Vy} e os simbolos ® e ® denotam, respectivamente, os produtos

matriciais de Kronecker e Khatri-Rao?®.

A Equagao (6.37) pode ser interpretada como N sistemas lineares simultaneos.
Por meio das propriedades das matrizes envolvidas e com base nas propriedades
algébricas do operador de quadricovariancia abordadas na Subsegao 6.6.2,
mostra-se que (6.37) possui solugao unica. Com base nas propriedades da
matriz pseudoinversa e dos produtos de Kronecker e Khatri-Rao (ZHANG,

2017), obtém-se a solucao

07Q:(V1) © A;4(V1,U)
0'Q:(V;) @ A 4(Va,U)

(6.40)

0'Q:(Vn) O A;4(Vy,U)

que independe da matriz I'. Essa equacao corresponde a diagonalizacao simul-
tanea das matrizes de quadricovariancia Qz(V1),...,Qz(Vx), finalizando a

demonstracao.

3 Conforme Zhang (2017), o produto de Kronecker das matrizes A € RP*? e B € R7*K § definido

como

aiaB ai2B -+ a1 oB
AwB= a2’,lB aQ’,QB N ag’?B € RP/XQK, (6.38)
ap,.lB ap;gB ap,éB
em que a; ; = [A];;, e o produto de Khatri-Rao das matrizes A = [a; ay -+ ag] € RF*@ e
B=[b; by - bg] € R/*? ¢ definido como um produto de Kronecker coluna a coluna segundo

AoB=[a; b ayeby --- agoebg]ecRI/*CQ (6.39)
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]

O enunciado dessa proposigao é inspirado em comentérios de Cardoso (1999), que
demonstrou como preservar a identificabilidade com uma escolha alternativa de matrizes
de pesos (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). Nessa demonstracao, porém, recorreu-se
a argumentos de otimizagao aplicados a fungoes objetivo conhecidas, no contexto de
separacao cega de fontes, como contrastes®. A abordagem conduzida na demonstracao da
Proposicao 6.7, no entanto, é original e consiste em uma contribuicao deste trabalho. Em
particular, a partir da abordagem tensorial considerada no Capitulo 3, juntamente com as
propriedades algébricas do operador de quadricovaridncia enunciadas na Subsecao 6.6.2,
notou-se a possibilidade de demonstrar a Proposicao 6.7 somente com base nas propriedades
algébricas do operador de quadricovariancia.

A partir da Proposicao 6.7, é direto obter a condicao de identificabilidade para o con-
junto alternativo de matrizes. Trata-se da proposi¢ao apresentada a seguir. As propriedades
algébricas dos cumulantes sdo suficientes para determinar as condicoes de identificabilidade
para a diagonalizacao simultanea de matrizes de quadricovariancia alternativas. Nao é

necessario, portanto, recorrer a contrastes para determinar essas condicoes.

Proposigao 6.8. A matriz ortogonal U = [u; us -+ uy] € RNV ¢ identificivel a
partir da diagonalizagcao simultinea de todas as matrizes Qz(VY), Qz(Vy), ..., Qz (V)
com [V/,Vy,.... V] D[Vi,Vo,....,Vn] e V= uu] e RNN parai=1,2,.... N <M

se, e somente se, no mdximo uma fonte possuir autocumulante de ordem quatro nulo.

Demonstracio. Com base na Proposicao 6.7, garante-se que se escolhido um conjunto
de M > N matrizes de pesos V, cujo subespago contenha aquele gerado pelas N au-
tomatrizes V; do operador Qgz, entao a diagonalizagao simultdnea das matrizes Qz(V})
equivale a diagonalizacdo simultanea das matrizes Qz(V;). Isso significa que a mesma
matriz ortogonal @ que diagonaliza um conjunto também diagonalizard o outro.
Conforme abordado na Proposicao 6.5, a condi¢do mais ampla de identificabilidade
da matriz de mistura U no problema de separacao é garantida para a diagonalizacao
simultdnea das matrizes Qz(V;) comi = 1,2,..., N. Logo, essa condigdo ampliada também

serd valida para as matrizes alternativas Qz(V}/) com k =1,2,..., M. ]

Aqui, é oportuno retornar a Proposigao 6.7 e observar que ela é valida para quaisquer
valores de autocumulantes de ordem quatro das fontes, inclusive nulos. Toma-se, por
exemplo, o caso particular em que Cg 4 = 0 apenas para a i-¢sima fonte. Trata-se de um caso
de interesse, visto que é contemplado pela condi¢ao de identificabilidade da Proposicao 6.5.
Nessa situacio, decorre de (6.27) que Qz(V;) = Onxy e, portanto, @TQz(V;) @ = Oy .

A demonstracao da Proposicao 6.7 continuard véilida nesse caso, apenas com a ressalva

4 No Capitulo 7, trata-se dessas funcdes e de suas relacdes com os métodos de separacio baseados em

cumulantes.
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de que uma das matrizes sendo diagonalizada simultaneamente, i.e., Qz(V;), podera ser
ignorada por ser nula. A proposicao pode ainda ser adaptada considerando-se esse caso
especifico. Especificamente, se C;, 4 = 0 apenas para a i-ésima fonte, é possivel considerar

a sequéncia de matrizes {V{, V4, ..., V},} com M > N — 1 tal que
VI,V Vil D iV, Vo ViV { VAL

Nesse caso, mantém-se a validade das Proposicoes 6.7 e 6.8, considerando-se agora que
as novas matrizes de pesos alternativas devem gerar um subespaco de dimensao minima
N — 1 e nao mais N.

A vantagem ao considerar um conjunto alternativo de matrizes na diagonalizacao
simultanea é que as novas matrizes de pesos podem ser escolhidas de modo a nao depen-
derem explicitamente dos coeficientes da matriz de mistura e, portanto, da estimagcao de
cumulantes conforme comentado ao final da Subsegao 6.6.1 (CARDOSO, 1999). Como as
automatrizes V; sdo simétricas, Cardoso (1999) sugeriu substitui-las por uma base candnica
do subespaco de matrizes simétricas contido em RY*Y. Como a dimensdo desse subespaco
é igual a N(N + 1)/2 e maior do que N para N > 1, torna-se necessaria a diagonalizagao
simultanea de um conjunto maior de matrizes de quadricovariancia alternativas. Por um
lado, perde-se em termos de custo computacional; por outro, garante-se segundo Cardoso
(1995), Cardoso (1999) melhor desempenho estatistico do estimador. Na literatura, essas
técnicas sao usualmente denominadas diagonalizagdo conjunta aproximada (AJD, do inglés
approzimate joint diagonalization) (MIETTINEN et al., 2015).

Exemplo 6.4. Considera-se o cenario do Exemplo 6.3 em que N = 2 e a variagao da
matriz ortogonal de mistura, em func¢ao do angulo 6, é dada por (6.30). Agora, consideram-
se trés matrizes de pesos alternativas V{, V) e Vi que compdem a base canonica do espago
das matrizes R**? simétricas (GOLUB; VAN LOAN, 2013). Na Figura 19, sdo mostrados
graficos correspondentes a diferenca entre os autovalores das matrizes de quadricovariancia
tomadas sobre as matrizes de pesos alternativas em dois casos: (a) fontes com distribuigoes
iguais e (b) fontes com autocumulantes de ordem quatro distintos.

Diferentemente do Exemplo 6.3, agora as curvas correspondentes a diferenca de au-
tovalores da matriz de quadricovariancia possuem uma variagao em funcao do angulo 6.
Além disso, em ambos os casos e para todas as matrizes de quadricovaridncia considera-
das, a diferenca de autovalores assume valor nulo para certos angulos especificos. Porém,
analisando-se (a) e (b) individualmente, sempre que hd uma ou mais curvas passando por
A1 — Xy = 0 para algum angulo ¢, ha pelo menos outra curva com diferenca de autovalores
nao nula para esse mesmo angulo. Isso equivale a dizer que, em ambos os casos (a) e
(b), h& sempre pelo menos uma matriz de quadricovaridncia com autovalores distintos
independentemente da matriz ortogonal de mistura U (6) considerada. Logo, ao conside-
rar conjuntamente a diagonalizacao das trés matrizes de quadricovariancia alternativas
Q:z(V)),Qz(Vy) e Qz(Vy), garante-se a identificabilidade de qualquer uma das matrizes



6.7. Conclusoes 143

AL — A2

4 | | | | | | | |
0 0,2 04 06 08 10 0,2 04 06 08 1

0/m 0/m

Figura 19 — Diferenca entre os autovalores da matriz de quadricovariancia para escolha alternativa de
matrizes de pesos com fontes independentes tais que (a) C;, 4 = C5,a = —2¢ (b) C5, 4 =1,2
eC 4 = 3.

S2,

Fonte: autoria prépria.

ortogonais de mistura consideradas. Isso ocorre até mesmo para o caso (a) de fontes com
mesmas estatisticas. Trata-se de um exemplo da validade da Proposicao 6.8, visto que a
base canonica das matrizes R?*? simétricas contém, necessariamente, o espaco imagem do

operador de quadricovariancia Q. <

A Proposigao 6.8 e o Exemplo 6.4, correspondentes a questao da completude da
representacao matricial no contexto de separacao cega de fontes, podem ser relacionados
com a Secao 3.4.5, em que a questdao da completude foi abordada de maneira mais
geral. L4, notou-se que apenas uma matriz de quadricovaridncia nao necessariamente
permite representar toda a informagao estatistica de ordem quatro contemplada pelo
tensor de cumulantes. Aqui, verifica-se como a questao da completude se manifesta no
problema especifico de separagao cega de fontes da Figura 10-(b). Em particular, tanto a
Proposicao 6.5 quanto a Proposicao 6.8 garantem a condicao de identificabilidade mais
ampla possivel que se pode ter com o uso de cumulantes de ordem quatro, observadas
as limitacoes do teorema de separabilidade abordadas no Capitulo 5. Ao mesmo passo,
em ambas as proposi¢oes sao consideradas representacoes matriciais completas para o
tensor de cumulantes. Particularmente, essas representagoes correspondem a matrizes de
quadricovariancia ora tomadas sobre as automatrizes do operador de quadricovariancia,

ora sobre as matrizes de pesos alternativas que geram o espaco imagem desse operador.
6.7 Conclusées

Nesse capitulo, abordaram-se métodos de separacao cega de fontes baseados em pro-
priedades algébricas de cumulantes e suas representagoes matriciais. Embora se trate de
um assunto ja considerado de variadas formas na literatura de separagao de fontes (CAR-
DOSO; SOULOUMIAC, 1993; DE LATHAUWER, 1997; CARDOSO, 1999), ele reserva
questoes teodricas e interpretagoes a serem ainda exploradas. De fato, tanto extensoes

— e.g., para dados tensoriais ou misturas convolutivas — quanto particularizagoes dos

métodos considerados nesse capitulo continuam atraindo interesse cientifico; veja, por
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exemplo, os trabalhos de Miettinen et al. (2013), Miettinen et al. (2015), Maurandi e
Moreau (2017), Van Eeghem, Sgrensen e De Lathauwer (2017), Virta et al. (2018), Van
Eeghem et al. (2018). Em contrapartida, os conceitos teéricos necessarios a compreensao
dos métodos algébricos de separagao podem parecer complicados e pouco acessiveis, o que
pode desencorajar a sua utilizacao. Acredita-se que a exposicao feita nesse capitulo, bem
como as interpretagoes e relagoes apresentadas, facilitem a aplicagao desses métodos a
problemas de estimacao cega que eventualmente ainda nao tenham sido abordados dessa

forma.

Na Secao 6.1, apresentou-se a etapa inicial classica para métodos de separacao baseados
em propriedades algébricas de cumulantes, conhecida como pré-processamento. Destaque
foi dado ao passo de branqueamento, considerando-se nas Segoes 6.2 e 6.3, respectivamente,
sua influéncia no procedimento posterior de separacao e sua interpretacao sob o ponto
de vista da separabilidade das fontes. Conforme o esquema mostrado na Figura 10-(b), o
problema de separacao apos o branqueamento é reduzido a determinagao de uma matriz
de mistura ortogonal. Na pratica, o branqueamento das misturas é feito utilizando-se
procedimentos muito similares aqueles empregados em técnicas de analise de componentes
principais (PCA). No Apéndice B, abordam-se os fundamentos de PCA do ponto de vista

classico conforme Jolliffe (2002).

A partir da abordagem feita nas Sec¢oes 6.2 e 6.3, foi possivel evidenciar algebricamente
que o uso de estatisticas de ordem dois nao é suficiente para obter a separacao adequada
das fontes no problema esquematizado na Figura 7. Isso corrobora as condig¢oes de
separabilidade por imposicao de independéncia consideradas no Capitulo 5. Ressalta-
se que a separacao a partir da identificacdo cega da matriz ortogonal de mistura é
equivalente a imposicao de independéncia a saida do sistema separador apenas se as
condicoes de separabilidade do Teorema 5.4 forem satisfeitas. Especificamente, no maximo
uma fonte pode ser gaussiana. Embora também reste uma transformacgao ortogonal para
separar duas ou mais fontes gaussianas, em conformidade com a Se¢ao 6.2, tal separacao
nao pode ser feita de maneira cega — 1i.e., pela imposicao de independéncia das fontes
estimadas (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; COMON, 1994).

Na Secao 6.4, inspirando-se em Cardoso e Souloumiac (1993), Cardoso (1999), abordou-
se como propriedades algébricas de cumulantes de ordem quatro podem ser utilizadas para
a realizacao da separacao de fontes apds o pré-processamento. Em particular, considerou-se
a matriz de quadricovariancia, definida genericamente no Capitulo 3, como representacao
conveniente para os cumulantes de ordem quatro das misturas branqueadas. Em seguida,
a diagonalizacao dessa matriz foi relacionada a identificacao cega da matriz de mistura
ortogonal. Isso s6 foi possivel gragas as Proposicoes 3.7 e 6.1, referentes a fatoracao
da matriz de quadricovariancia e a unicidade de sua decomposicdo em autovetores e

autovalores.

Na Secao 6.5, abordaram-se questoes referentes a identificabilidade da matriz ortogonal
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de mistura. Por meio dos exemplos numéricos apresentados, foi possivel explicitar a rele-
vancia que a escolha da matriz de pesos tem na identificabilidade cega da matriz ortogonal
de mistura. Trata-se de uma questéao relevante do ponto de vista de separagao (CARDOSO;
SOULOUMIAC, 1993; CARDOSO, 1999), relacionada & unicidade da decomposi¢ao em
autovalores e autovetores da matriz de quadricovariancia das misturas branqueadas.

Na Secao 6.6, atencao especial foi dada a completude da representacao matricial
utilizada na descricao das estatisticas de ordem quatro das misturas branqueadas. Em
particular, interpretou-se a identificabilidade da matriz ortogonal de mistura como uma
decorréncia, na aplicagao particular de separagao cega, da completude da representacao
matricial dos cumulantes de ordem quatro abordada inicialmente no Capitulo 3. Com
base no trabalho de Cardoso (1999), inicialmente mostrou-se como as condigoes de identi-
ficabilidade podem ser ampliadas a partir da diagonalizacdo simultanea das automatrizes
do operador de quadricovariancia. Posteriormente, apds uma exposicao algébrica sobre
espacos vetoriais relacionados a esse operador, foi possivel demonstrar com base na Propo-
sicdo 6.7 que outras matrizes de pesos podem ser consideradas para compor um conjunto
de matrizes de quadricovariancia completo, i.e., que mantenha as condi¢oes mais amplas de
identificabilidade. A possibilidade de realizar essa escolha alternativa possui importancia
do ponto de vista pratico, principalmente a fim de garantir a equivariancia do método de
separagao considerado (CARDOSO, 1995; CARDOSO, 1999). No Apéndice C, abordam-se
técnicas numéricas de diagonalizagao tteis para a implementacao dos métodos de separacao
considerados nesse capitulo.

As Subsecoes 6.6.2 e 6.6.3, e em particular a Proposicao 6.7 e sua demonstracao, sao
contribuigoes originais desse trabalho. Trata-se de uma formalizacao e, até certo ponto,
extensao dos comentérios feitos por Cardoso e Souloumiac (1993), Cardoso (1999) sobre a
escolha de matrizes de pesos alternativas que garantam a completude da representacao
matricial. Em vez de uma demonstragao baseada apenas em propriedades algébricas de
cumulantes, conforme feito na Proposigao 6.7, Cardoso e Souloumiac (1993) recorreram
a uma interpretacao do ponto de vista de otimizacdo para embasar a consideragao de
um conjunto alternativo de matrizes de quadricovariancia que garanta a condig¢ao mais
ampla de identificabilidade. No capitulo a seguir, o problema de separagao de fontes, até
entao abordado do ponto de vista algébrico, é formulado do ponto de vista de otimizagao.
Além de essa formulacdo permitir a obtencao de outros tipos de técnicas de separacgao, ela

permite complementar a interpretacao dos métodos algébricos considerados nesse capitulo.
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7 CRITERIOS DE SEPARACAO BASEADOS EM INDEPENDENCIA

No Capitulo 6, abordou-se como as propriedades algébricas de cumulantes podem ser
aplicadas a resolugao do problema de separagao cega de fontes (BSS) esquematizado na
Figura 7. Em particular, considerou-se como e sob que condi¢oes a diagonalizacao da
matriz de quadricovariancia permite, apds o branqueamento das misturas, determinar
algebricamente os coeficientes do sistema separador que recupera adequadamente as fontes.
Segundo as condicoes de separabilidade consideradas no Capitulo 5, essa abordagem pode
ser interpretada como a imposicao de independéncia a saida do sistema separador. Essa
imposicao, entretanto, aparece até entao de maneira implicita, dada a natureza algébrica
dos métodos de separagao baseados em propriedades de cumulantes.

Uma outra maneira de obter solugoes para o problema de BSS, especialmente til
quando nao se lida diretamente com propriedades algébricas de cumulantes, consiste
em formulé-lo sob um ponto de vista de otimizacdo. Na literatura de separagao cega
de fontes baseada em imposicao de independéncia, isso é usualmente feito da seguinte
forma: (i) estabelece-se uma maneira consistente de quantificar a independéncia das fontes
estimadas e (ii) traga-se uma estratégia para a maximizacgao dessa independéncia com
base na quantidade indicadora. Além de essa abordagem mais geral permitir a obtencao
de uma grande variedade de métodos de separagao, ela permite relacionar esses métodos
por meio dos critérios de separagdo que empregam. Adicionalmente, os métodos algébricos
abordados no Capitulo 6 também podem ser colocados sob uma roupagem de otimizacao,
proporcionando uma maneira alternativa de interpreta-los e relaciona-los com outras
estratégias de separacao. Neste capitulo, abordam-se critérios classicos de separacao por
independéncia e suas relagoes, a fim de complementar, sob um ponto de vista de otimizacao,
a interpretacao dos métodos considerados no Capitulo 6.

Na Secao 7.1, apresentam-se definicbes usuais das fungoes objetivo classicamente
empregadas na separacao, conhecidas como contrastes. Consideram-se, particularmente,
defini¢oes de contrastes baseados em independéncia. Na Secao 7.2, abordam-se os principais
contrastes entropicos baseados em independéncia e, na Sec¢ao 7.3, apresentam-se maneiras
aproximadas tteis de representar esses contrastes. Na Secao 7.4, abordam-se contrastes
aproximados provenientes dos métodos algébricos de separacao abordados no Capitulo 6.

Na Secao 7.5, apresenta-se a conclusao do capitulo.

7.1 Definicoes de contrastes baseados em independéncia

Na Subsecao 7.1.1, apresentam-se defini¢bes preliminares a abordagem do problema
de separacao de fontes sob o ponto de vista de otimizagao. Nessa subsecao, aborda-
se uma primeira definicdo de contraste conforme Comon (1994). Outras definiges de

contraste também podem ser estabelecidas, desde que consistentes no contexto em que sao
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consideradas (CARDOSO, 1998; COMON; JUTTEN, 2010). Nas Subsegoes 7.1.2 e 7.1.3,
abordam-se dois casos usuais de defini¢coes alternativas. Na Subsegao 7.1.4, apresenta-se

um exemplo a fim de enfatizar os principais conceitos abordados nesta secao.
7.1.1 Definicoes preliminares

Genericamente, as func¢oes contraste, conhecidas no contexto de separacio de fontes
também como contrastes discriminantes ou apenas contrastes, sao func¢oes cuja otimizacao
leva a adequada separacao cega das fontes a saida do sistema separador (COMON,
1992; COMON;, 1994; CARDOSO, 1998; COMON; JUTTEN, 2010). O nome “contraste”
se deve ao fato de que a otimizacao dessas func¢oes deve permitir distinguir as fontes
nao observadas das misturas observadas. No contexto de separagao por imposicao de
independéncia estatistica, é usual denotar um contraste tomado sobre um vetor aleatorio

qualquer a por um escalar
o(fa),

em que f, corresponde a funcao densidade de probabilidade de a. Sendo assim, o contraste
¢ definido como uma funcao da distribuicao da grandeza aleatéria considerada. Isso se
deve ao fato de que, visando a separagao conforme as condigoes abordadas no Capitulo 5,
o contraste deve quantificar a independéncia mutua dos elementos de a. Por sua vez, a
independéncia é contemplada na distribuicdo do vetor aleatério e ndo no vetor aleatério
em si. Uma notacao conveniente e alternativa para levar esse fato em conta, usualmente

considerada na literatura (CARDOSO, 1999), é dada por

em que os colchetes englobando o vetor aleatorio @ sdo utilizados para sinalizar a depen-
déncia do contraste com a distribuicao de probabilidade desse vetor.

Retoma-se o problema de separagao abordado no inicio do Capitulo 6 e esquematizado
na Figura 7. Nesse problema, deseja-se obter fontes estimadas y que correspondam as
fontes independentes s a partir apenas da observacao das misturas x. Recordando-se das
ambiguidades inerentes a separacao cega de fontes abordadas no Teorema 5.4, entende-se

por separagao adequada a recuperagao de uma cépia das fontes conforme a seguinte
definicao (CARDOSO, 1998).

Definigao 7.1. Uma copia do vetor de fontes s de IV elementos ¢ um vetor gy, , também

RNXN

de N elementos, tal que y,,, = APs, em que A € ¢ matriz diagonal inversivel e

P ¢ RV*N ¢ matriz de permutacdo. <

Recorda-se que, na Figura 7, a relagao global entre fontes estimadas e fontes indepen-

dentes ¢ dada por
y=Ms, (7.1)
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em que M = WH € RV*N & a matriz de resposta combinada misturador-separador,
W € R¥*N ¢ a matriz de mistura e H € RY*Y é a matriz de separacdo. Com o objetivo
de quantificar a proximidade do vetor de fontes estimadas y com a cépia almejada y,, ,

usualmente os contrastes sao tomados sobre y, i.e.,

olyl.

De acordo com a relagao entre vetores aleatérios (7.1), a distribuigao das fontes estimadas
depende tanto da matriz de resposta combinada M quanto da distribuicao do vetor de
fontes s. Em contrapartida, para estabelecer a separacao adequada das fontes, apenas
é possivel variar os coeficientes do sistema separador dispostos em W. Por sua vez,
esses coeficientes tém influéncia direta sobre a matriz de resposta combinada M e,
consequentemente, sobre a distribuicdo de y. Tendo isso em vista, a abordagem de
otimizacao de contraste no problema considerado consiste em, por meio da variacao de W,
atingir um ponto extremo de ¢[y| que corresponda a recuperagao de uma copia do vetor
de fontes conforme a Defini¢ao 7.1.

Por convencgao e conforme Cardoso (1999), considera-se nesse texto que a minimizagao
do contraste ¢[y] deve implicar a recuperacao de uma cépia do vetor de fontes. No
contexto aqui abordado, portanto, o problema de separacao de fontes por imposicao de

independéncia via minimizacao de contrastes pode ser colocado na seguinte forma:

minimize - ¢[y]. (7.2)

Por se buscar a sua minimizagao, o contraste pode ser interpretado como uma funcao custo
no contexto de otimizagdo. Em algumas referéncias, como os trabalhos de Comon (1992),
Comon e Jutten (2010), define-se que a maximizac¢ao do contraste implica a recuperagao
de uma copia das fontes. Trata-se, no entanto, apenas de uma questao de convengao sobre
o sinal da funcao contraste e que nao tem implicagoes significativas no procedimento de
otimizacdo em si. A seguir, apresenta-se uma definicdo matematica genérica formal do que
caracteriza, de fato, um contraste cuja minimizacao recupera adequadamente as fontes
no contexto de imposicao por independéncia. Essa defini¢do foi proposta, inicialmente,
por Comon (1994); por conveniéncia, considera-se nessa definicdo o contraste atuando

sobre um vetor aleatorio genérico denotado por a.

Definicao 7.2. Seja uma fungao ¢ : P — R, em que P denota um conjunto de fungoes

distribuicao de probabilidade. A funcdo ¢ é um contraste, se, e somente se,
(i) ¢ for invariante & permutagcao, i.e.,
¢[Pal = ¢[a]

para todo vetor aleatério a de N elementos e qualquer matriz de permutacao

P c RNXN.
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(ii) ¢ for invariante & mudanca de escala, i.e.,

¢[Aa] = ¢lal

para todo vetor aleatério @ de N elementos e qualquer matriz diagonal inversivel
A € RVXN.

(ili) se os N elementos de um vetor aleatério qualquer a forem varidveis aleatérias

mutuamente independentes, entao

¢la] < ¢[Aa]
para toda matriz A € RV*Y inversivel; e

(iv) se os N elementos de um vetor aleatério qualquer a forem varidveis aleatérias

mutuamente independentes e existir A € RV tal que ¢[Aa] = ¢|a], entdo
A=AP
com A € RV*N matriz diagonal inversivel e P € RY*N matriz de permutacio.

<

As condigoes (i) e (ii) da Defini¢do 7.2 levam em conta que permutagoes ou mudangas
de escala sobre o vetor aleatério nao devem ter efeito sobre o valor do contraste — visto que,
na resolucao do problema cego, existem ambiguidades inerentes de escala e de permutagao.
Em contrapartida, a condigao (iii) vem da consideragdo que o valor do contraste nao
pode diminuir se as variaveis independentes, interpretadas aqui como as fontes, forem
misturadas. De fato, a partir da relagdo y = M s e da Defini¢ao 7.2-(iii), tem-se no dominio

da resposta combinada que
oly] = o[Ms] > ¢[s],

pois os elementos de s sao mutuamente independentes. Em outras palavras, o contraste
aplicado as fontes ¢[s] nao pode ser maior do que o contraste tomado sobre as fontes
estimadas ¢[y].

Apesar disso, dependendo da matriz de resposta combinada M, pode-se eventualmente
ter ¢ly] = ¢[s] segundo a condigao (iii). Por isso, na condi¢ao (iv), estabelece-se que o
contraste assume seu valor minimo somente se uma copia do vetor de fontes independentes
¢é recuperada. Nesse sentido, garante-se que quaisquer pontos de minimo do contraste
ocorrem, obrigatoriamente, quando ha a adequada separacao das fontes. Adicionalmente,
em conjunto com as condigoes (i) e (ii), segundo a condigao (iv) o valor do contraste é
minimo se tomado sobre qualquer cépia de s. De fato, se a matriz de resposta combinada

possuir a forma M = AP, entdo y = y,,,, conforme a Defini¢ao 7.1 e

O[Yope] = 9[APSs| = ¢[s].
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Portanto, segundo o conjunto de condi¢oes da Defini¢do 7.2, pode-se resumidamente
afirmar que o contraste assume valor minimo se, e somente se, for tomado sobre uma copia
do vetor de fontes.

A Definicao 7.2 é feita sob medida para contrastes a serem utilizados no problema
da Figura 7, e possui uma relacao préxima com Teorema 5.4 de separabilidade. Segundo
esse teorema, se no maximo uma fonte for gaussiana e nenhuma for constante, a condi¢ao
M = AP equivale a condicao de independéncia mutua, ou em pares, das fontes estimadas.
Logo, para no maximo uma fonte gaussiana e nenhuma fonte constante, o contraste ¢é
minimo se, e somente se, a independéncia mutua, ou em pares, for recuperada a saida
do sistema separador. Portanto, sob as condigoes advindas do Teorema 5.4, além de
indicadores da qualidade de separagao, os contrastes podem ser compreendidos como
quantificadores da independéncia de y. Essa interpretacao de contrastes, sob a luz do
teorema de separabilidade, inspira a proposicao de fungoes contraste que permitam
quantificar, de forma direta ou indireta, a independéncia estatistica dos elementos de um

vetor aleatorio.

7.1.2 Contrastes ortogonais

Conforme considerado na Secao 6.1, o problema de separacao de fontes pode ser
abordado considerando-se uma etapa prévia de pré-processamento das misturas. Nessa
etapa, é usualmente feita a imposicao de nao correlagao espacial com normalizagao de
variancia sobre as misturas, procedimento esse denominado branqueamento. As fung¢oes
custo particulares que consideram a separacao feita a partir de misturas branqueadas sao

denominadas contrastes ortogonais conforme a definicdo a seguir.

Definigao 7.3. A fungado ¢° é um contraste ortogonal se, quando aplicada a um vetor

aleatorio branqueado qualquer, satisfizer as propriedades de contraste da Definicao 7.2. <

Recorda-se que, conforme abordado na Secao 6.2, o branqueamento das misturas
permite considerar o problema de separagdo conforme mostrado na Figura 10-(b), em que
deseja-se separar as fontes aplicando-se ao vetor de misturas branqueadas £ uma transfor-
magao ortogonal de separacao W. Do ponto de vista de otimizacao, essa transformacao é
determinada variando-se W ortogonal e verificando-se se o contraste aplicado ao vetor de

fontes estimadas

y=Wz (7.3)

atinge um minimo. Como W ¢é ortogonal, i.e. W~! = W entdo y também serd um
vetor aleatorio branqueado. Em conformidade com a Definicdo 7.3, é sobre esse vetor
branqueado que se toma o contraste ortogonal. Sendo assim, o problema de otimizagao

de (7.2), quando se aplica a matriz W as misturas branqueadas conforme (7.3), pode ser
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colocado na forma particular
minimize ¢°y
WeRN XN v (7.4)
w-l=wT

com y = WZ. Ainda é possivel exprimir o problema de (7.4) da seguinte forma equivalente

sujeito a  Elyy'] = Iy,

em que aqui retorna-se a configuracao esquematizada na Figura 7 com y = Wx. Essa
forma alternativa é valida visto que, com base em (7.3), verifica-se que manter a matriz de
separacao w ortogonal equivale a uma restricao de branqueamento do vetor aleatério de
fontes estimadas y.

Conforme abordado nas Se¢oes 6.2 e 6.3, o branqueamento ja faz uma parte do
processo de separacdo. A parte restante, mas nao menos importante, é representada pelos
contrastes ortogonais. Em geral, esses contrastes consistem em versoes simplificadas de
contrastes andlogos para o caso geral, i.e., sem levar em conta uma etapa prévia de

branqueamento (CARDOSO, 1999).
7.1.3 Contrastes ndo simétricos

Um exemplo importante de generalizagdo da definicao usual de contraste é o de
contraste nao simétrico definido a seguir (COMON; JUTTEN, 2010).

Definicao 7.4. Uma funcao é denominada contraste ndao simétrico se nao for invariante a

permutacao, mas satisfizer as demais condi¢oes de contraste da Definigao 7.2. <

O conceito de contraste nao simétrico é mais abrangente que o conceito de contraste
usual da Defini¢ao 7.2. Os contrastes nao simétricos podem ser tteis, por exemplo, em
problemas de separacao em que alguma informacado a priori sobre a distribuicao das
fontes possa ser considerada no modelo de mistura (CARDOSO, 2000). Dispondo-se
dessa informagao adicional, o contraste nao simétrico pode ser utilizado para traduzir
a necessidade de nao apenas recuperar uma cépia do vetor de fontes, mas também de
recuperar as fontes na ordem correta. Em consequéncia, por nao satisfazerem a condigao
de invariancia a permutacao, contrastes nao simétricos nao necessariamente assumem
valor minimo quando tomados sobre permutagoes do vetor de fontes (eventualmente, com
mudancas de escala). Entretanto, de acordo com as condigoes (iii) e (iv) da Definicao 7.2,
qualquer minimo que um contraste nao simétrico venha a ter ocorre necessariamente quando
ele é tomado sobre uma copia do vetor de fontes. Em sintese, o contraste nao simétrico
assume valor minimo apenas sobre cépias do vetor de fontes, mas nao necessariamente

sobre todas as cépias possiveis.
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7.1.4 Exemplos simples de contrastes

A fim de ilustrar e interpretar o comportamento qualitativo de algumas funcgoes
contraste aplicadas a um problema simplificado de separacao de fontes, apresenta-se o

seguinte exemplo inspirado em Cardoso (1998).

Exemplo 7.1. Seja o problema de separacao de fontes com pré-processamento considerado
na Figura 10-(b) particularizado para N = 2. A partir da Equagao (6.18), recorda-se que
as fontes estimadas y sdo relacionadas as fontes independentes e normalizadas s, de média
nula, segundo

y=Ms5, (7.6)

em que define-se a matriz de resposta combinada como
M =WU (7.7)

sendo W a matriz ortogonal de separacao e U a matriz ortogonal de mistura. Por ser um
produto de matrizes ortogonais, a matriz M também é ortogonal (HORN; JOHNSON,
2013). Considera-se que a matriz de separacao W é variada, para U mantida constante,

de modo que globalmente tem-se

M(G) _ [cosé’ —sen@]

senf cosf

para 0 € [0, 7]. Neste exemplo, deseja-se verificar o comportamento de algumas fungdes
candidatas a contrastes ortogonais em fun¢ao do angulo # com que as fontes sao recuperadas
rotacionadas. Em todos os casos abordados a seguir, sdo consideradas as mesmas quatro
fungoes candidatas a contrastes ortogonais ¢3, @9, ¢3 e ¢} para trés diferentes distribuicoes

conjuntas das fontes independentes s consideradas a seguir.

o Ambas as fontes com distribui¢io arco seno. Na Figura 20-(a), todas as fungoes
candidatas possuem minimos em 6 = 0,7/2 e 7. Esses dngulos correspondem a
todas as situagoes, com 6 € [0, 7], em que y é uma cépia de s — como se nota a
partir dos diagramas de dispersao de y das Figuras 20-(b), (d) e (f). Sendo assim,
todas as fungoes candidatas sdo contrastes ortogonais nessa situagao. Além disso, o
comportamento de diferentes contrastes em torno dos pontos de minimo é diferente
— alguns possuem variagoes mais bruscas, enquanto outros possuem variagoes mais
suaves. Finalmente, as direcoes de pior separagdo ou maior dependéncia entre y, e
Y, se dao para os valores maximos dos contrastes, que ocorrem para angulos 6 = /4
e 37/4, cujos diagramas de dispersao podem ser observados respectivamente nas
Figuras 20-(c) e (e).

o Uma fonte com distribuigcao arco seno e a outra fonte gaussiana. Novamente, conforme

a Figura 21-(a), as fungdes ¢9, ¢3 e ¢3 sdo contrastes ortogonais validos nesse
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]

Figura 20 — Duas fontes independentes, ambas com distribui¢ao arco seno: (a) Curvas dos contrastes ¢3,

S, ¢% e ¢3, (b)—(f) diagramas de dispersdo de y para diferentes dngulos de rotacdo e 1000
realizacoes independentes.
Fonte: autoria prépria.

caso, pois possuem minimos se, e somente se, for recuperada uma cépia das fontes.
Entretanto, a funcao ¢ possui minimos para # = 0 e 7, mas nao para 0 = /2.
De acordo com as Figuras 21-(b), (d) e (f), as fontes recuperadas para § =0 e 7
possuem ordem distinta daquelas recuperadas para § = 7/2. Logo, a invariancia a
permutacao nao vale para ¢ e nao se trata de um contraste ortogonal segundo a
Definicao 7.3. No entanto, conforme a Definicao 7.4, ¢} é um contraste ortogonal
nao simétrico. Nesse caso, é considerada em ¢§ alguma informacao hipotética sobre
a distribuicao de s que restringe a recuperacao de fontes distintas apenas em uma
ordem especifica. Em outras palavras, além de considerar a independéncia dos
elementos de y, esse contraste também leva em conta o “casamento da distribuicao”
de y com a distribuigao hipotética de s. No caso prévio da Figura 20, o contraste ¢
nao possui minimos apenas quando ocorre separa¢do em uma ordem particular pois,
mesmo sendo nao simétrico, nao consegue distinguir as fontes distintas ja que ambas

possuem a mesma distribuicao.

Duas fontes conjuntamente gaussianas. Conforme a Figura 22-(a), nenhuma das
func¢des candidatas é um contraste ortogonal valido nesse caso, visto que todos
sao constantes em funcao de . Isso ocorre pois, independentemente do angulo de
rotacao, y; e y, sao sempre independentes — como ¢ possivel notar a partir da
simetria dos diagramas de dispersdo dos casos particulares das Figuras 22-(b)—(f).
Trata-se de um caso em que as condigoes de separabilidade do Teorema 5.4 nao
sao satisfeitas: a recuperacao de independéncia a saida do sistema separador nao é

suficiente para separar fontes conjuntamente gaussianas. Logo, a minimizacgao das

1

O termo “casamento da distribuicao” (do inglés distribution matching) refere-se a algum tipo de

proximidade entre distribui¢ées de probabilidade (CARDOSO, 1998).
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Figura 21 — Duas fontes independentes, uma com distribuicdo arco seno e a outra com distribuigao
gaussiana: (a) Curvas dos contrastes ¢3, ¢35, ¢3 e ¢3, (b)—(f) diagramas de dispersao de y
para diferentes angulos de rotacdo e 1000 realizagoes independentes.

Fonte: autoria proépria.
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Figura 22 — Duas fontes independentes e conjuntamente gaussianas: (a) Curvas dos contrastes ¢3, ¢3, ¢3 e

@5, (b)—(f) diagramas de dispersdo de y para diferentes dngulos de rotagio e 1000 realizagoes
independentes.

Fonte: autoria prépria.

fungoes indicadoras de independéncia ¢3, ¢35, @5 e ¢4 nao implica a recuperacao de

uma copia das fontes. <

No Exemplo 7.1, a fim de discutir apenas algumas propriedades de contrastes, nao foram
apresentadas as expressoes das quatro fung¢oes candidatas abordadas. Trata-se, porém,
de contrastes bem conhecidos na literatura de separacao de fontes e que sao abordados
nas secoes seguintes. A saber, os contrastes ¢9, ¢35, ¢ e ¢ correspondem aos seguintes
contrastes aproximados, respectivamente: maxima informagao mutua, JADE, maxima
negentropia e maxima verossimilhanga (CARDOSO, 1999). A seguir, sdo apresentadas

inicialmente as expressoes de contrastes entrépicos — a partir das quais versoes baseadas
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em cumulantes, como aquelas consideradas no Exemplo 7.1, sdo obtidas nas Secoes 7.3
e 7.4.

7.2 Contrastes entrépicos

Nesta secao, apresentam-se os principais contrastes para separagao por imposicao de
independéncia que dependem explicitamente da distribuicao de probabilidade do vetor
aleatério de fontes estimadas y. Esses contrastes sdo denominados entrépicos (CARDOSO,
1998) e sdo especialmente tteis para interpretar e comparar principios de separagao de
maneira quantitativa. A luz dos quantificadores de independéncia tratados no Capitulo 2
e das condigoes de separabilidade das fontes abordadas no Capitulo 5, evidenciam-se
e interpretam-se, a seguir, os principios fundamentais em que se baseiam os contrastes
entréopicos mais conhecidos na literatura.

Inicia-se pelo contraste de maxima verossimilhanga na Subsecao 7.2.1. Em seguida,
abordam-se os contrastes de maximizacao de entropia diferencial e maxima informacao
mutua, respectivamente, nas Subsecoes 7.2.2 e 7.2.3. Na Subsecdo 7.2.4, apresentam-
se os contrastes de maxima negentropia e minima entropia marginal. Finalmente, na
Subsec¢ao 7.2.5 apresenta-se um resumo com as principais relacoes entre os contrastes

abordados nesta secao.

7.2.1 Maxima verossimilhanca

Considera-se o problema de separacao mostrado na Figura 7. Na Figura 23, sao

0 g, TV

mostrados dois modelos estatisticos para as mesmas 7' observacoes !
de sorteios independentes do vetor aleatério de misturas . Na Figura 23-(a), tem-se o
modelo de mistura exato composto por fontes com funcao densidade de probabilidade
verdadeira fs e matriz de mistura verdadeira H. Na Figura 23-(b), é mostrado o modelo de
mistura hipotético do problema cego, em que as grandezas verdadeiras sdo desconhecidas.
Esse modelo depende da funcao densidade de probabilidade f; das fontes hipotéticas® &
e da matriz de mistura hipotética H € RY*N. Consequentemente, tem-se uma funcao
densidade de probabilidade hipotética p, para o vetor aleatorio de misturas x, cuja
densidade verdadeira ¢ dada por f,.

Com base nos trabalhos de Kay (1993), Cardoso (1997), Cardoso (2000), define-se a

funcao de verossimilhanca para o contexto de separacao aqui considerado.

Nesta se¢ao, tendo-se em vista o problema de analise de componentes independentes esquematizado
na Figura 7, considera-se que as fontes hipotéticas sdo mutuamente independentes. No entanto, é
importante destacar que a abordagem de méxima verossimilhanca é mais geral e pode ser feita
sem considerar essa hipotese. Além disso, ela também pode ser aplicada a problemas de separacéo
envolvendo outros tipos de modelos de mistura (COMON; JUTTEN, 2010).
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(a)

Fontes independentes: Misturas observadas:
s 2® 20, T
fs(s) Ja()
Sistema
I:/:> misturador ¢>
N H N
. (b) .
Fontes independentes: Misturas observadas:
3 x(o)’$(1>7.”7m(T_l>
f5(8) pz(z; H, f5)
Sistema
|:’:{> misturador :,_/—:>
N H N

Figura 23 — Esquemas simplificados de (a) modelo exato de mistura e (b) modelo hipotético de mistura.
Fonte: autoria prépria.

Definig¢ao 7.5. Seja o modelo de mistura hipotético mostrado na Figura 23-(b) para T'
observacoes 0, zM ... (T de sorteios independentes do vetor aleatério de mistu-
ras . Sejam vetores aleatorios auxiliares denotados por xg, x1,..., 27 1, mutuamente
independentes e com a mesma distribuicao de .

A fungao de verossimilhanga £(-) do modelo hipotético é definida como
E(w(0)7 w(l)7 et w(T_l); ﬁ? fé) = p&(),il,.u,iT—l (w(0)7 w(l)7 ct w(T_l); ﬁ? fé) (7'8)

em que Py, oz, ¢ & funcao densidade de probabilidade conjunta hipotética dos vetores
aleatorios xo, &1, . .., xr_1, H é a matriz hipotética de mistura e f; é a funcao densidade
de probabilidade hipotética das fontes.

Como os vetores aleatérios xg, 1, ..., xr_1 sdo mutuamente independentes e possuem
a mesma distribuicao que & — tanto hipotética, quanto verdadeira —, a funcao de

verossimilhancga de (7.8) é usualmente expressa de forma equivalente como

T-1
L2V, 2T H, f) = ] po(e™; H, fo), (7.9)
=0

em que p, € a funcao densidade de probabilidade hipotética do vetor aleatorio de misturas

z, dada por (PAPOULIS; PILLAIL, 2002)

pala; H f) = —— fu(H 'a).

s mfé

Por fim, em anélises estatisticas (KAY, 1993), é conveniente considerar a fungao de

verossimilhancga tomada em vetores aleatérios, dada por

T—1
L(zo,z1,...,zr—; H, fs) = [] pe(zi; H, f5), (7.10)
1=0
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que corresponde a funcao de verossimilhanca de (7.9) considerando-se os vetores aleatérios
independentes auxiliares &g, 1, ...,Z7r_1 no lugar das correspondentes observagoes dadas
por @ M . gD, <

A fungao de verossimilhanga, definida em (7.9), fornece a probabilidade de um conjunto

de observacdes @, 2™ . 2T (

provenientes de sorteios independentes do mesmo
vetor de misturas ) satisfazer o modelo de mistura hipotético da Figura 23-(b). Trata-se da
probabilidade de o modelo hipotético ter originado os dados correspondentes as observagoes
das misturas. Em outras palavras, a funcao de verossimilhanca indica a plausibilidade de o
modelo hipotético ser o “gerador” dos dados observados. Por isso, faz sentido maximiza-la,
para um conjunto de dados fixo, variando-se He fs. Nesse sentido, a matriz Hea
densidade f3 resultantes consistem em estimativas de H e f,, respectivamente. No caso em
que a funcao de verossimilhanca é maxima, essas estimativas sao denominadas estimativas
de maxima verossimilhanca.

Nesse ponto, cabe ressaltar que estimadores de maxima verossimilhanca possuem
propriedades estatisticas interessantes, como consisténcia (i.e., as varidncias tendem a
zero a medida que o nimero de observagoes tende ao infinito) e eficiéncia assintética
(i.e., a matriz de covaridncia do erro tende ao limite inferior de Cramér-Rao) (KAY,
1993; HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). Apesar disso, em aplicacoes préticas,
usualmente nao é possivel encontrar uma expressao fechada para esses estimadores e eles
devem ser obtidos numericamente. Nesse caso, nao é possivel garantir a convergéncia
para o estimador de maxima verossimilhanca a partir de procedimentos de maximizacao
iterativa (e.g., método de Newton—Raphson) (KAY, 1993; CARDOSO, 2000).

A partir de uma estimativa H da matriz de mistura, pode-se tentar separar as fontes
adotando-se uma matriz de separacdo W = H, por exemplo. A qualidade da separagao
depende da qualidade da estimativa obtida para a matriz de mistura. Existe, entdo, uma
relagao entre a estimagao por maxima verossimilhanca e a resolugao do problema de
separacao. De fato, sob certas condicoes, é possivel interpretar a maximizagao da funcao de
verossimilhan¢a como sendo equivalente a minimizacao de uma expressao que, sob certas
condigoes, é um contraste denominado contraste de méxima verossimilhanca (CARDOSO,
1997; CARDOSO, 1999). A expressao resultante, introduzida na seguinte proposicgao, é
convenientemente representada em fungao da divergéncia de Kullback—Leibler (ou, apenas,

divergéncia K-L).

Proposicao 7.1. O principio de maxima verossimilhanca aplicado ao modelo mostrado

na Figura 23-(b), para T — 400 observagoes, equivale d minimizag¢do da fungdo

o) = Klyl3) = B [log (fgﬁ)] (711)

em que K denota a divergéncia K-L sequndo a Definicio 2.10, y é o vetor aleatorio de

fontes estimadas e 8 é o vetor aleatorio de fontes hipotéticas, cujas funcgoes densidade de
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probabilidade sio denotadas por fy e fs, respectivamente. A minimizagao € feita variando-
se tanto a matriz de mistura hipotética H, tal quey =Wz com W = H, quanto a

fungdo densidade de probabilidade hipotética fy.

Demonstracio. Veja a Secao A.4 do Apéndice A.

Uma dificuldade pratica em relagdo a fungdo apresentada em (7.11) é que a sua

minimizacao deve ser feita variando-se tanto um parametro matricial H quanto uma

grandeza paramétrica de dimensao infinita fy a qual depende, em geral, de uma
quantidade infinita de parametros (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). No contexto
de separagao, a densidade fy é geralmente considerada um pardmetro de incomodo (do
inglés nuisance) de dimensao infinita — i.e., ndo se estd interessado propriamente em sua
estimacgao, mas apenas em estimar H que propicie a separagao. Mesmo assim, em problemas
gerais de inferéncia estatistica, os parametros de incomodo devem ser estimados a fim de
estimar os parametros de interesse de maneira consistente (CARDOSO, 2000). Entretanto,
no caso especifico de separacao, é possivel mostrar que a estimacgao nao paramétrica de
fs pode ser evitada. Isso pode ser feito assumindo-se uma densidade hipotética fixa das
fontes independentes (a partir de algum conhecimento a priori incluido no modelo ou de
um “chute inicial”), ou entdo parametrizando-se uma familia de densidades hipotéticas

com base em um conjunto limitado de parametros (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA,
2001).

Por simplicidade, considera-se que a minimizagao da fungao ¢y [y] é feita variando-se
apenas a matriz hipotética de mistura H e mantendo-se fixa a funcao densidade de
probabilidade hipotética fy das fontes independentes — como ¢é usual em separagao cega
de fontes (CARDOSO, 1998; HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). Assim, a partir
de (7.11), obtém-se uma outra interpretacao para o principio de méaxima verossimilhanga
aplicado a separagao cega de fontes: encontrar H tal que a distribuicao do vetor aleatorio
y= H 'z seja o mais “préoxima’” possivel, no sentido da minimizacao da divergéncia K-L,
da distribui¢ao das fontes hipotéticas 8 (CARDOSO, 1998).

Resta saber se esse procedimento garante sempre a separacao adequada das fontes sob
as condi¢oes do Teorema 5.4 de separabilidade apresentado no Capitulo 5. Inicialmente,
de acordo com a Proposicao 2.3-(i), recorda-se que a divergéncia K-L é nao negativa, de

modo que

omyl = Klyl|s] > 0.

De acordo com a Proposigao 2.3-(ii), tem-se que a igualdade é satisfeita se, e somente se,
a distribuicao de y for igual a distribuicao de 8, exceto eventualmente em um conjunto de
pontos com medida nula. Consideram-se os casos de distribuigoes de fontes elencados a

seguir:
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¢ fy = fs: No caso em que a funcao densidade de probabilidade hipotética das fontes é

igual a do modelo exato, tem-se que

omly] = Klyl|s]

de modo que quando o minimo de ¢y [y] é atingido, i.e., dm[y] = 0, tem-se que as
distribuicoes de y e de s se igualam. Portanto, a independéncia é recuperada a saida
do sistema separador e as fontes sdo adequadamente separadas sob as condigoes do
Teorema 5.4. As fontes sao separadas em uma ordem particular e com fatores de escala
especificos dados por fs. Nesse caso, ¢m[y] poderia ser denominado um contraste
generalizado, para o qual nao valem as condi¢des de invaridncia a permutagao e a

mudanca de escala da Defini¢cao 7.2.

o fs # fs Nesse caso, a fungao ¢m[y] nao deve possuir minimo valendo zero, pois isso
implicaria uma contradicao de acordo com o Teorema 5.4: a recuperacao das fontes
independentes satisfazendo o modelo de distribuicao hipotética no lugar do modelo
exato. Nesse caso, ¢u[y] deve possuir minimos em que a distribui¢ao de y mais
se aproxime da distribuicao de 8, mas sem haver a igualdade das distribui¢oes. No
caso considerado, pode-se mostrar que quando ¢y [y] atinge um minimo nao nulo
para alguma matriz H , esse ponto extremo pode ou nao corresponder a recuperagao
de uma copia do vetor de fontes via y = H'z. Isso depende, essencialmente, da
distribuicao hipotética fixa adotada para as fontes no modelo (CARDOSO, 1998;
CARDOSO, 2000).

Nos trabalhos de Cardoso (1998), Cardoso (2000), Hyvérinen, Karhunen e Oja (2001),
sao apresentadas condi¢oes quantitativas sobre a funcao densidade de probabilidade hi-
potética fy adotada para as fontes de modo que os minimos de ¢y [y], na vizinhanca
dos pontos de separacao, correspondam a recuperacao de copias das fontes. Resumida-
mente, ressaltam-se as seguintes observacoes qualitativas sobre essas condig¢oes, que estao
demonstradas nos trabalhos de Cardoso (2000), Hyvéarinen, Karhunen e Oja (2001):

¢ Pequenos erros de especificacao na densidade hipotética f; em relacao a densidade
verdadeira fs podem ser tolerados. Isso significa que nao é preciso ter um modelo
hipotético muito preciso (ou igual ao modelo exato) para a distribuigdo das fontes
de modo que a minimizagao de ¢y [y] variando-se H , na proximidade dos pontos de
separacao, resulte na recuperacao de uma copia adequada. Em geral, a recuperacao
das fontes em uma ordem particular, mas com eventuais mudancas de escala, cor-
responde a pontos estacionarios de ¢m[y] (CARDOSO, 2000). Garante-se, ainda,
que esses pontos sao minimos locais se for feita a escolha de um modelo tal que
cada densidade hipotética f;, possua decaimento assintético (i.e., decaimento de

suas caudas) similar ao da correspondente densidade verdadeira f,, (CARDOSO,
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2000). Mais precisamente, consideram-se dois tipos de decaimento assintético de uma
funcao densidade de probabilidade: mais rapidos ou mais lentos do que o decaimento
de uma gaussiana®. Como regra geral, f;, e f., devem estar do “mesmo lado da
gaussiana” (CARDOSO, 2000), i.e., deve-se adotar um modelo cuja densidade possua
decaimento assintético, em relagao a gaussiana, do mesmo tipo que a densidade
verdadeira. Se essa condicao for satisfeita, ¢y pode ser compreendido, localmente,

como um contraste nao simétrico.

¢ A consideracao de fs com fontes hipotéticas conjuntamente gaussianas nao é suficiente
para permitir a recuperacao adequada de cépias das fontes. Pode-se mostrar que,
nesse caso, ¢u[y] possui minimos locais para fontes estimadas nao correlacionadas.
Sabe-se, a partir das condi¢oes de separabilidade estabelecidas no Capitulo 5, que
a nao correlacao imposta a saida do sistema separador nao implica a separacao
de fontes independentes. Logo, o modelo hipotético de distribuicdo nao deve ser
gaussiano (CARDOSO, 1998).

¢ Se as fontes verdadeiras com densidade de probabilidade f; forem conjuntamente
gaussianas, pode-se demonstrar que a consideracao de qualquer densidade hipo-
tética fy nao é suficiente para que se tenha separacao adequada nos minimos de
o[yl (CARDOSO, 1998). Isso também estd em acordo com o Teorema 5.4, que
estabelece que nao se garante a separacao cega de fontes iid e mutuamente indepen-
dentes no espacgo a partir da imposicao de independéncia, quando essas fontes sdo

conjuntamente gaussianas.

Na pratica, se as distribui¢oes verdadeiras das fontes nao forem conhecidas, costumam-
se escolher densidades f;,, para 7 =1,2,..., N, que sejam o mais proximas possivel das
densidades verdadeiras das fontes (na medida do conhecimento a priori disponivel). Além
disso, também é importante escolher densidades que possam ser tratadas matematicamente
de forma conveniente para a posterior obtengao de solugoes (e.g., densidades relacionadas
a distribuigoes tangente hiperbdlica ou sigmoidais) (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA,
2001). Quando nao ha qualquer conhecimento prévio disponivel sobre a distribuigao
conjunta das fontes, um contraste baseado somente em independéncia estatistica pode ser
mais adequado (CARDOSO, 1999).

Finalmente, a representacao do contraste de verossimilhanga conforme (7.11) facilita
o estabelecimento de relagoes entre contrastes aparentemente distintos. Nesse sentido,
apresenta-se a seguir uma funcao contraste desenvolvida de forma independente em relagao

ao contraste de maxima verossimilhanga, mas com o qual possui muitas semelhancas.

3 Na literatura, essas distribuicdes sdo denominadas subgaussianas ou supergaussianas, respectivamente.

No caso univariado, um exemplo de distribuicdo subgaussiana é a uniforme; j4 um exemplo de
distribuicio supergaussiana ¢ a laplaciana (HY VARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). Em alguns
casos especificos, cumulantes de ordem quatro podem ser utilizados para identificar e inferir o tipo de
uma distribuigdo. Uma discussdo mais aprofundada pode ser encontrada em Mansour e Jutten (1999).
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7.2.2 Maximizacdo de entropia diferencial (infomax)

O principio de separacao conhecido como infomax, originario da area de redes neu-
rais, o utiliza uma nao linearidade aplicada a saida do sistema separador para separar
fontes (BELL; SEJNOWSKI, 1995; CARDOSO, 1999). Na Figura 24, é mostrada a confi-
guracao padrao para descrever o principio infomax. A nao linearidade aplicada a saida

consiste em uma fungao vetorial particular fixa g : RY — (0,1)", tomada elemento a

elemento e dada por

em que gi, ga, - - -

sistema separador y;, ¥, . . .

gy = [a1(w) 92(ys)

, Yy que compoem o vetor aleatério y = We.

gn(un) 1T,

(7.12)

, gy sao fungoes nao lineares aplicadas, respectivamente, as saidas do

Fontes Fontes
independentes: Misturas: estimadas:
s xz / y
fu(s) fal) |
Sistema Sistema , Sistema
I¢> misturador ¢> separador 7 > nao linear ¢>
N H N w N g()

/
Figura 24 — Esquema simplificado da aplicagdo de uma nao linearidade a saida do sistema separador para
a descri¢ao do critério infomax.
Fonte: autoria prépria.

O objetivo do principio infomax consiste em, variando-se a matriz de separagao W,
minimizar-se a funcao (BELL; SEJNOWSKI, 1995; CARDOSO, 1997)

omlyl = — Hlg(y)] = — E[log fyw) (g(w))], (7.13)

em que H denota a entropia diferencial segundo a Defini¢cao 2.9. As nao linearidades em g
devem ser escolhidas de modo que g1, 92, ...,gn : R — (0,1) sejam fungoes estritamente
crescentes. Se sob essas condigoes e para i = 1,2,..., N as fungoes g; forem absolutamente
continuas (BREIMAN; 1992), entdo podem-se interpreta-las como fungoes distribuigao de

probabilidade dadas por
Yi
9:v) = | a(a)da
em que as respectivas fungoes densidade de probabilidade ¢; : R — R sdo definidas como

dg; (yz)
dy; '

ai(yi) =

A escolha da nao linearidade g possui um papel importante no desempenho da separacao
a partir da minimizagdo de ¢mfy]. A fim de compreender melhor a influéncia das nao

linearidades nos pontos de minimo, considera-se a seguinte proposicao.
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Proposicao 7.2. Sejam ry,rs,...,rx varidveis aleatorias mutuamente independentes
com funcoes densidade de probabilidade dadas respectivamente por qi,qs,...,qn € com
fungoes distribuicio de probabilidade correspondentes g1, g, ..., gn. Com essas varidveis,
compde-se o vetor aleatério v = [ry r2 -+ rn]|'. A fungdo ¢yl de (7.13) pode ser

expressa de maneira equivalente como

owla] = Klale) = E [log (jﬁii)] , (7.14)

em que K denota a divergéncia K-L apresentada na Definicio 2.10 e y é o vetor aleatorio

de fontes estimadas.
Demonstracdo. Veja a Secao A.4 do Apéndice A.

A partir da equivaléncia entre (7.13) e (7.14), tem-se que a maximizagao da entropia
de g(y) equivale & minimizagao da distancia, no sentido da divergéncia K-L, entre a distri-
buigao de y e a distribuicao do vetor aleatério de elementos mutuamente independentes 7.
Sabe-se que a distribuicao de r é determinada a partir da nao linearidade g escolhida.

Comparando-se (7.14) com o contraste de maxima verossimilhanca (7.11), nota-se que se

trata de expressoes equivalentes se consideradas as seguintes correspondéncias (CARDOSO,

1997):

o W =H"!, ie., amatriz de separagio W obtida via minimizagdo de ¢ [y] corres-
ponde a inversa da estimativa de méxima verossimilhanca H da matriz de mistura,

obtida a partir da minimizac¢ao de ¢y [y]; e

©q = [y, parat = 1,2,...,N, ie., a funcao densidade de probabilidade de r;
corresponde a funcao densidade de probabilidade da i-ésima fonte hipotética s;. Como
tanto os elementos de r quanto os elementos de 8 sdo mutuamente independentes,
as nao linearidades g correspondem as fungoes distribuicao de probabilidade de cada
elemento correspondente do vetor de fontes hipotéticas 8. No principio infomax,

portanto, ha um modelo hipotético implicito para a distribuicao das fontes.

Por fim, sob condi¢bes analogas para o caso de maxima verossimilhanca abordadas
na Subsecdo 7.2.1, se escolhidas adequadamente as nao linearidades g — i.e., suficiente-
mente proximas das distribuigoes das fontes hipotéticas —, tem-se que a fungiao ¢yl é,
localmente, um contraste. Em outras palavras, desde que a escolha das nao linearidades
seja adequada, a minimizacao de ¢u|y] variando-se W implica a adequada separacao das
fontes. Nessa situacao, a funcao ¢y € um contraste nao simétrico, usualmente denominado
contraste do infomax.

Até agora, a apresentacao dos contrastes de maxima verossimilhanga e infomax apenas
permitiu compreender a relagao existente entre a separacao cega de fontes e o “casamento”

da distribuicao da saida do sistema separador com a distribuicao das fontes hipotéticas.
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Ainda nao foi possivel explicitar a relagao direta entre a minimizagdo desses contrastes e
a imposicao de independéncia a saida do sistema separador. No Capitulo 5, mostrou-se
que essa imposicao é o principio fundamental que, de fato, permite separar fontes sob as
condigbes do teorema de separabilidade (Teorema 5.4). A explicitagdo do mecanismo que
permite a recuperacao de independéncia por meio do uso desses contrastes inspira um

outro principio de separagao, abordado na subsegdao a seguir (COMON, 1994).
7.2.3 Maxima informacao mdtua

A fim de explicitar que a imposicao de independéncia a saida do sistema separador esta
implicita no contraste de maxima verossimilhanga (ou, equivalentemente, no contraste do

infomax), considera-se a seguinte proposigao (CARDOSO, 1998).

Proposicao 7.3. O contraste de mdzima verossimilhanca ¢y, dado por (7.11), admite a

sequinte decomposicao:
N

ouly) = Ty + ZKL%HSZL (7.15)

i=1
em que 1 denota a informagdo mutua conforme a Definicao 2.11, K denota a divergéncia
K-L conforme a Definicao 2.10, y é o vetor aleatorio de fontes estimadas com i-ésimo
elemento dado por y,; e 3; € o i-ésimo elemento do vetor aleatorio de fontes hipotéticas 8

do modelo mostrado na Figura 23-(b).
Demonstracio. Veja a Secao A.4 do Apéndice A.

A decomposicao obtida para contraste ¢y ¢é util para interpretar como a separacao de
fontes é de fato obtida a partir do principio de méxima verossimilhanga. Inicialmente, os
dois termos principais do lado direito de (7.15) sdo nao negativos — de acordo, respectiva-
mente, com a Proposi¢ao 2.3-(i) e com a Proposigao 2.4-(i). Com isso, ao maximizar a
verossimilhanga (i.e., minimizar ¢y ), esses dois termos devem ser minimizados e podem-se

interpreté-los como segue (CARDOSO, 1998):

¢ O primeiro termo, dado por

I ) -2 s ()

é por definicao a informacao mutua do vetor de fontes estimadas y cujo i-ésimo

Iy =K (fy

elemento é dado por y,;. Como decorréncia da Proposigao 2.4-(ii), trata-se de uma
medida de independéncia mutua entre os elementos do vetor aleatério y: tem-se I[y| =
0 se, e somente se, os elementos de y forem mutuamente independentes. Portanto, a
minimizacdo desse termo consiste apenas na maximizac¢ao da independéncia mitua

entre os elementos do vetor de fontes estimadas y.
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¢ O segundo termo é formado por uma soma de divergéncias K-L entre fontes estimadas

y, e fontes hipotéticas s;, para ¢ =1,2,..., N, conforme

N N
> Kl Js] = X e (2202 |.

i=1 i=1 s ()

Todos os termos sendo somados sao nao negativos por serem divergéncias K-L. Logo,
a minimizacao do termo global é equivalente a minimizacao de cada um dos termos
sendo somados. Isso implica tornar a distribuicdo marginal de cada uma das fontes
estimadas gy, o mais “préxima’” possivel, no sentido da divergéncia K-L, da sua
correspondente fonte hipotética s;. Portanto, a minimizacao desse segundo termo é
responsavel por maximizar o “casamento” de distribuicoes das fontes estimadas com

distribuicoes do modelo hipotético.

A partir dessa interpretagao e segundo Cardoso (1998), o contraste de méxima verossi-
milhanca, quando minimizado, realiza ocultamente duas tarefas distintas: a imposicao de
independéncia a saida do sistema separador e a adequagao das distribui¢oes marginais das
fontes estimadas as distribui¢des marginais das fontes hipotéticas correspondentes. Sendo
assim, fica explicito que a separacao é obtida por esse contraste a partir de imposicao
de independéncia, conforme o Teorema 5.4 de separabilidade apresentado no Capitulo 5.
Porém, além disso, a maximizagao da verossimilhanca faz uma outra tarefa importante —
nao relacionada a separacao de fato — que consiste na adequacao das distribuicoes do
modelo hipotético as distribuicoes das fontes estimadas.

Especificamente, conforme abordado na Subsecao 7.2.1, se o modelo hipotético para a
distribuicao das fontes nao for uma aproximagao razoavel do modelo exato, a minimizacao
do segundo termo de (7.15) nao resultard em fontes estimadas com distribui¢ao préxima das
fontes no modelo exato. Por consequéncia, a tarefa de imposicao de independéncia realizada
pelo primeiro termo, i.e., I[y], ficard prejudicada — pois a imposi¢ao de independéncia, sob
as condigoes do teorema de separabilidade, deve recuperar as fontes com sua distribuigao
verdadeira e nao hipotética. Isso explica o fato de, quando o modelo hipotético das fontes
¢ inadequado, nao se ter recuperacao de uma cépia do vetor de fontes ao minimizar
omLly] (CARDOSO, 1998).

Se houver conhecimento prévio razoavel (mesmo que nao exato) sobre a distribuicao
das fontes, pode-se inclui-lo no modelo hipotético. Entretanto, se nao houver qualquer
informagao a priori sobre as distribuigoes das fontes, é recomendavel nao se considerar
um modelo para essa distribuicio (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). Nesse caso,
o contraste ¢y [y] deve ser minimizado inicialmente variando-se fs, e posteriormente

variando-se H. A partir de (7.15), tem-se

min ¢y [y] = min <I[y] + ivj K{yill?éio

3 3 =1
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N
= I[y] + min > Klyl|5],
fs =
pois I[y] independe do modelo hipotético considerado para a distribuigao das fontes (CAR-
DOSO, 1999). Agora, a partir da Proposigao 2.3-(ii), o minimo da soma das divergéncias
K-L ¢é atingido se, e somente se, f;, = f, — exceto, eventualmente, em um conjunto de
medida nula dos suportes dessas fungoes densidade de probabilidade (COVER; THOMAS,
2006). Nesse caso, as divergéncias K-L resultam nulas e chega-se a

I?jn omlyl = 1[y]. (7.16)

S

Sendo assim, a funcao obtida é uma versao do contraste de maxima verossimilhanca sem a
suposicao de um modelo hipotético particular para a distribuigdo das fontes. Novamente,
enfatiza-se que o termo resultante em (7.16) é o que verdadeiramente permite a separacao
de fontes, pois quando minimizado ao variar W, impoe a independéncia mutua a saida do

sistema separador. Portanto, esse termo inspira a definicdo de um contraste.

Definicao 7.6. O contraste de maxima informagao mitua é definido como

onlal =1 = ¢ (1 T2 ). (717)

em que I denota a informagao mutua conforme a Definicao 2.11, K denota a divergéncia
K-L conforme a Defini¢ao 2.10 e y ¢é o vetor aleatério de fontes estimadas com ¢-ésimo

elemento dado por y;. <

Pode-se demonstrar, como decorréncia direta do Teorema 5.4 de separabilidade, que a
minimizacao do contraste de maxima informacao mutua equivale a recuperagao das fontes

a menos de ambiguidades de permutagao e escala, desde que
(i) no méximo uma fonte seja gaussiana e nenhuma fonte seja constante, e
(ii) o sistema misturador seja inversivel.

Logo, sob essas condigoes de separabilidade, ¢y é sempre um contraste segundo a Defini-
¢ao 7.2 (COMON, 1994).

A seguir, sdo obtidos mais dois contrastes entropicos, muito importantes em analise de
componentes independentes. Com base neles, é possivel entender a relagao estreita que

existe entre independéncia e nao gaussianidade das fontes estimadas.
7.2.4 Maxima negentropia € minima entropia marginal

Uma decomposicao util do contraste de maxima informacao mutua ¢ apresentada na
seguinte proposi¢ao (COMON;, 1994).
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Proposicao 7.4. O contraste de mdzima informagao mitua ¢m, mostrado em (7.17),

admite a sequinte decomposicado:

omly) = Tye] + Iyl — > Jwl, (7.18)

i=1
em que I denota a informagao mitua conforme a Defini¢io 2.11, J denota a negentropia
conforme a Definicao 2.18, y € o vetor aleatorio de fontes estimadas com i-ésimo elemento
dado por y, e Yy € um vetor aleatorio gaussiano com média e matriz de covariancia iguais

as do vetor aleatorio y.

Demonstracio. Veja a Segao A.4 do Apéndice A.

Agora, considera-se o esquema da Figura 10-(b) e supbe-se que a otimizagao de
omly] é feita sob a restricao de y com média nula e branqueado conforme abordado na
Subsegao 7.1.2. Nesse caso, o contraste de maxima informagao mitua de (7.18) se torna

ortogonal conforme
N

wlyl = Tyl + Iyl = > Iyl (7.19)

=1

e tem-se que

o o termo I[yc] é constante em relagdo a W pois a média e matriz de covaridncia de y

nao se alteram sob a restricao de branqueamento imposta; e

o J[y] = JWa] = J[&] segundo a Proposicio 2.10-(iii), e portanto também se trata
de termo constante em relagao a w.
Logo, obtém-se a partir de (7.19) que
N
tily] = constante — Y~ J[y,]. (7.20)

=1

A Equacao (7.20) inspira a defini¢do de um contraste conforme é feito a seguir.

Definicao 7.7. O contraste ortogonal de maxima negentropia é definido como

N N

Samlyl = =D Il = = D> Klullyc,l, (7.21)

i=1 =1

em que J denota a negentropia conforme a Defini¢ao 2.18, K denota a divergéncia K-
L apresentada na Defini¢ao 2.10, y, é o i-ésimo elemento do vetor aleatorio de fontes
estimadas y e y.,; ¢ uma varidvel aleatéria gaussiana com média e matriz de covariancia

iguais as da variavel aleatoria y;. <
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A minimizagao de ¢yy[y] implica a minimizagao de ¢f,[y] e, consequentemente, a
adequada separacao das fontes. Apesar disso, minimizar ¢ [y] equivale a maximizar a
negentropia individual de cada uma das fontes estimadas, ja que cada uma das negentropias
¢é nao negativa a partir da Proposigao 2.10-(i). Sabe-se que quanto maior é a negentropia,
menor ¢ a gaussianidade de cada saida do sistema separador. Sendo assim, fica evidente
que sob a restricao de branqueamento a saida do sistema separador, a maximiza¢ao da nao
gaussianidade individual de cada uma das saidas do sistema separador consiste em um
principio de separacao valido. Essa é uma justificativa mateméatica para um fato intuitivo:
as misturas sao mais gaussianas do que as fontes e, consequentemente, maximizando-se a
nio gaussianidade das safdas do sistema separador, recuperam-se as fontes (HY VARINEN;
OJA, 2000; HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001). Em suma, trata-se de uma relacio
forte existente entre a imposicao de independéncia mitua a saida do sistema separador e
a maximizacao da nao gaussianidade individual de cada saida.

Por fim, um outro contraste entrépico pode ser obtido a partir da aplicacdo da
Proposigao 2.10-(iv) a (7.21), dado por

N

oyl = = (Hlye,] — Hlw)) .

=1

em que H denota a entropia diferencial segundo a Defini¢ao 2.9, com

Hlyc ;| = —Ellog fy ,(y6,)] e Hly] = —Ellog f,, (4],

e yg; € uma varidvel aleatéria gaussiana com média e variancia iguais as da varidvel
aleatéria y,. Sob a restricao de média nula e branqueamento de y, tem-se que os termos
H[yc ;] independem da escolha de W segundo a Proposigao 2.2-(iii). Sendo assim, resulta

o contraste ortogonal definido a seguir (CARDOSO, 1999).

Definicao 7.8. O contraste ortogonal de minima entropia marginal é definido como

N N

wely] = > Hly] = — > Eflog fi, ()], (7.22)

i=1 i=1

em que H denota a entropia diferencial conforme a Definicao 2.9 e gy, é o i-ésimo elemento

do vetor aleatério de fontes estimadas y. <

A mesma interpretacao dada ao contraste ortogonal de maxima negentropia pode ser
adaptada ao contraste ortogonal de minima entropia marginal. Isso porque, dado um
conjunto de variaveis de mesma variancia, as com distribui¢do gaussiana sao as unicas
que possuem maxima entropia diferencial, conforme a Proposigao 2.2-(iii). Sendo assim, a
maximizagdo da nao gaussianidade via minimizacao de ¢y [y] é equivalente & minimizacao
da entropia diferencial via minimizagao de ¢{ely] (CARDOSO, 1999).

A seguir, apresenta-se um resumo sobre os contrastes entrépicos abordados ao longo

dessa secao.
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7.2.5 Relacoes entre os contrastes entrépicos

Na Figura 25, é mostrado um diagrama de blocos em que sdo resumidas as principais
expressoes obtidas, ao longo dessa se¢ao, dos contrastes entrépicos baseados em indepen-
déncia. No diagrama, y denota o vetor aleatério de fontes estimadas cujo i-ésimo elemento
¢ dado por y;; 8 denota o vetor aleatério de fontes hipotéticas, com funcao densidade de
probabilidade f; e i-ésimo elemento $;; e g denota uma fungao nao linear vetorial tomada

elemento a elemento.

Maéxima verossimilhanga:  éwi[y] = K[y||3]
Infomax:  ¢mly] = — Hlg(y)]

Principio: imposicdo de independéncia
e “casamento” de distribuicao

N
n;in omly] = I?in (I[y] +> Ky lsz'})
J5 El i=1
Y

Maéxima informacdo mitua: owmly] = I[y]

Principio: imposi¢do de independéncia

N
iyl = Tye] + Jy] - ZJ[%']»

com Ely] =0 e E[yy"] = Iy

N
Maxima negentropia:  oynly] = — Z Jly;]

=1

N
Minima entropia marginal: ¢yyuely] = Z Hly,]
i=1

Principio: maximizacdo de nido gaussianidade

Figura 25 — Relacoes entre contrastes entropicos baseados em independéncia e suas expressoes; H, K, I e
J denotam, respectivamente, a entropia diferencial, a divergéncia K-L, a informacao muitua e
a negentropia, cujas defini¢bes sdo apresentadas na Segao 2.2.
Fonte: autoria proépria.

Como consideracoes importantes sobre os contrastes entropicos para separagdo por

imposicao de independéncia, ressalta-se que:

¢ Pode-se afirmar que o contraste fundamental no contexto de separacao cega de fontes
por imposi¢do de independéncia é o de maxima informagao mutua, i.e., oy |y]. Esse
contraste resume o objetivo de separagao vislumbrado por P. Comon a partir do
teorema de Darmois—Skitovich, o qual é abordado no Capitulo 5 (COMON, 1994).
No entanto, estimar o gradiente desse contraste pode ser custoso computacional-
mente. Em alguns casos, pode ser mais interessante o uso do contraste de maxima
verossimilhanca ¢u [y] — cuja estimativa do gradiente é menos custosa —, mesmo
que seja necessario supor uma distribuigao hipotética para as fontes (CARDOSO,
1998).
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¢ Na prética, a resolucao do problema de separacao cega de fontes a partir do principio
de maxima verossimilhanca via ¢u[y] (ou, equivalentemente, a partir do principio
infomax via ¢u[y]) permite a considera¢ao de informacgoes adicionais sobre a dis-
tribuicao das fontes. Essas informagoes a priori podem ser englobadas no modelo
hipotético de fz (ou, equivalentemente, nas nao linearidades g). Quando o conheci-
mento sobre a distribui¢ao das fontes é muito vago, devido a possibilidade de nao
convergéncia do estimador de maxima verossimilhanca para um ponto de separacao,
recomenda-se utilizar o contraste de maxima informagao mitua ¢ [y| ou contrastes
de maxima negentropia ¢uy|y] ou minima entropia marginal ¢ume[y] (HY VARINEN;
KARHUNEN; OJA, 2001).

¢ Os contrastes nao ortogonais podem ser aplicados mesmo sob restricdes de média
nula e branqueamento. Nesse caso, o contraste de informacao mutua pode ser
convenientemente simplificado, resultando nos contrastes de maxima negentropia e
de minima entropia marginal (CARDOSO, 1998).

¢ Os contrastes de maxima negentropia e minima entropia marginal por serem ortogo-
nais, realizam a busca sobre um espago mais restrito de coeficientes W em relagao
aos contrastes nao ortogonais. Além disso, ambos os contrastes permitem a estimacao
das fontes individualmente, ja que sao baseados em uma soma “medidas” de nao

gaussianidade individuais de cada fonte estimada.

¢ O desempenho de uma técnica de separacao depende tanto da escolha do contraste
quanto do método de otimizagao utilizado. A escolha do contraste tem efeitos
sobre as propriedades estatisticas da técnica de separacao, como a consisténcia dos
estimadores, robustez dos estimadores a outliers, etc. Ja a escolha do método de

otimizacgao possui efeitos sobre a velocidade de convergéncia da técnica, seu custo
computacional e estabilidade numérica (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2001).

Os contrastes obtidos até aqui sao entrépicos — i.e., dependem explicitamente da
distribuicdo de probabilidade do vetor aleatério de fontes estimadas y. Isso pode ser uma
desvantagem pratica, pois exceto para o contraste de maxima verossimilhanga, seria preciso
estimar de alguma forma a distribuicdo de y para realizar a separacao cega de fontes
— o que pode ser relativamente complicado e pouco eficiente na préatica (CARDOSO,
1999). Uma alternativa ao uso de contrastes entrépicos na obtencao de métodos de
separagao consiste em aproxima-los lancando-se mao de expansoes de fungoes densidade de
probabilidade baseadas em estatisticas de ordem superior (CARDOSO, 1999) ou de fungoes
nio lineares (HYVARINEN; OJA, 2000), por exemplo. Trata-se de maneiras implicitas, e
por vezes eficientes, de estimar a distribuigao da saida y do sistema separador (CARDOSO,

1999). Alguns contrastes aproximados sao abordados na secao a seguir.
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7.3 Contrastes aproximados

Inicialmente, na Subsecao 7.3.1 introduz-se uma ferramenta importante para aproximar
contrastes com base em estatisticas de ordem superior. Na Subsecao 7.3.2, apresentam-se
algumas das aproximagoes de contrastes decorrentes do uso dessa ferramenta, e que se

baseiam em estatisticas de ordem superior.

7.3.1 Expansdo de Edgeworth

Em geral, na pratica nao se conhece com exatidao distribuicao de probabilidade da saida
do sistema separador y. Na obtencao de métodos para a otimizacao de contrastes, torna-se
necessario estima-la (CARDOSO, 1999). A expansao de densidades de probabilidade em
uma soma infinita é um assunto que chamou a atencao dos estatisticos desde o século XIX,
como P. Chebyshev e C. Charlier, por exemplo (MCCULLAGH, 2018).

Cumulantes permitem descrever, tanto qualitativamente quanto quantitativamente,
aspectos do formato de uma densidade de probabilidade — como sua assimetria em
relacdo a média ou o decaimento assintotico de suas caudas. Portanto, intuitivamente é
razoavel pensar que a fungdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria possa
ser decomposta em uma soma infinita de termos que dependam de seus cumulantes*.

Entre os varios tipos de expansoes para fungoes densidade de probabilidade existentes,
merecem atencao especial na obtencao de aproximacoes de contrastes a expansao de
Gram—Charlier e expansao de Edgeworth (EDGEWORTH, 1905; FELLER, 1968-1971;
KENDALL, 1945). Trata-se de expansoes que envolvem uma aproximagao inicial da
funcao densidade de probabilidade que se deseja expandir, multiplicada por uma soma
de termos cujos coeficientes sao simples combinagoes dos cumulantes do vetor aleatério
associado (MCCULLAGH, 2018; CAVALCANTE, 2004). Em ambos os tipos de expansao,
a aproximacao inicial usualmente utilizada é de uma densidade gaussiana, com média e
matriz de covariancia preestabelecidas — embora outras aproximacoes iniciais também
possam ser consideradas (EDGEWORTH, 1905; KENDALL, 1945).

Inicialmente, apresenta-se a expansao de Gram—Charlier para o caso de uma densidade
correspondente a apenas uma variavel aleatoria considerada, por simplicidade, de média
nula (MCCULLAGH, 2018).

Definicao 7.9. Seja a uma variavel aleatoria de média nula com fun¢ao densidade de
probabilidade f,. Recorda-se que os cumulantes de ordem P de a sao denotados por €, p.
A expansao de Gram—Charlier da fungao f, é dada por

(GQ,Q -

1 G,
5 )hQ((I> -+ 3

3!

GQA + 3(6&2 —
4!

fala) = ¢(a) (1 + hs(a) + 1)2h4(a)

Na Secao 2.3, sao apresentadas as principais defini¢des e propriedades relacionadas a cumulantes de
variaveis aleatorias, bem como uma notacao simplificada para representé-los.

4
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C. 10€,3(Co — 1

4 &b + 5'3( w2 )hg,(a) +... ) , (7.23)

em que ¢ é uma funcdo densidade de probabilidade gaussiana padrao dada por

1 2
_ —a®/2

a) = e 7.24
ola) = (7.21)
e h;, com i =2,3,...,sao polinomios de Hermite cujas expressoes, para ¢ = 2, 3,4, 5, sao
ho(a) = a® — 1, (7.25)
hs(a) = a® — 3a, (7.26)
hy(a) = a* — 6a* + 3, (7.27)
hs(a) = a® — 10a® + 15a. (7.28)
<

A respeito dessa definicdo, cabem os seguintes comentarios:

¢ A validade da expansao de Gram—Charlier depende da convergéncia adequada da
soma infinita de (7.23). Dependendo da densidade a ser expandida, e da proximidade
de f, em relacao a ¢, é possivel mostrar que nem sempre a convergéncia é obtida. A
analise de convergéncia da expansao de Gram—Charlier é relativamente complicada

— uma discussdo mais aprofundada sobre essa questao é feita por Kendall (1945).

¢ Em muitos casos praticos, apenas é preciso tomar uma quantidade finita de termos
da expansao para ter uma aproximacao razoavel de uma dada funcao densidade de
probabilidade. Na pratica, a expansao é comumente truncada e é mantida apenas
uma quantidade pequena de seus termos iniciais. Nessa situagao, a ordem com que
os termos da expansao sao dispostos se torna relevante no sentido do erro que é
cometido no truncamento. Curiosamente, é possivel mostrar que os termos que
dependem dos cumulantes, na ordem dada por (7.23), ndo tendem regularmente a
zero do ponto de vista da ordem de grandeza dos cumulantes, sob as condigoes de
uma extensao do teorema central do limite (MCCULLAGH, 2018).

o Edgeworth notou que, reagrupando os termos da soma em (7.23), é possivel ga-
rantir uma menor ordem de grandeza do erro apds o truncamento. Sendo assim,
a expansao de Edgeworth possui formalmente a mesma expressao da expansao de
Gram—Charlier (7.23), mas com os termos da soma, que dependem dos cumulan-
tes, reagrupados de uma outra maneira. As expressoes completas da expansao de

Edgeworth, omitidas por brevidade, podem ser encontradas em McCullagh (2018).

A seguir, apresenta-se uma aproximacao simples, obtida via expansao de Edgeworth,
da funcdo densidade de probabilidade simétrica de uma varidvel aleatoria de média
nula (CARDOSO, 1999). Nesse caso, os cumulantes de ordem impar da varidvel em
questao valem zero (MCCULLAGH, 2018).
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Proposicao 7.5. Seja a uma varidvel aleatoria de média nula, com fungao densidade
de probabilidade simétrica f,, cujos cumulantes de ordem P sdo denotados por C, p. Um

truncamento particular da expansao de Edgeworth de f, resulta na aproximacdo

(6&22— 1)h2(a) " Gii4h4(a)> (7.29)

fu(a) ~ ola) (1 "

em que v € a fungdo densidade de probabilidade gaussiana padrdo de (7.24), sendo hy € hy
polindmios de Hermite dados por (7.25) e (7.27).

A expressao de (7.29) pode ser 1til para analises teéricas em problemas de uma tnica
variavel. Entretanto, a aproximacgao de contrastes via expansao da fun¢ao densidade de
probabilidade do vetor de fontes estimadas y é um problema multivariado. Assim, é preciso
considerar a expansao de Edgeworth para uma funcao densidade de probabilidade conjunta
de todas as N fontes estimadas. A expansao se torna extremamente complicada no caso
multivariado, mesmo adotando-se notacao tensorial. As expressoes completas de expansoes
de Edgeworth multivariadas podem ser encontradas em McCullagh (2018) e sdo omitidas
nesse texto.

Na subsec¢ao a seguir, prossegue-se a apresentacao das aproximagoes de contrastes
baseadas em cumulantes obtidas a partir de expansoes de Edgeworth multivariadas

convenientemente truncadas, conforme feito por Cardoso (1999).

7.3.2 Aproximacoes baseadas em cumulantes

Na Secao 7.2, os contrastes apresentados foram relacionados com alguma medida
entréopica de informacgao, seja a divergéncia K-L, a informagao mutua ou a entropia
diferencial. Todas essas medidas podem ser relacionadas entre si, conforme abordado no
Capitulo 2. Se, a partir da expansao de Edgeworth multivariada truncada, for possivel
aproximar alguma dessas medidas entropicas de informagao, é possivel obter expressoes
aproximadas para os contrastes entropicos previamente apresentados.

Nesta subsecao, inicialmente sao abordadas as aproximacoes para a divergéncia K-L,
de acordo com Cardoso (1999). Por simplicidade, sdo consideradas varidveis aleatdrias com
médias nulas e distribuigoes simétricas, bem como expansoes de Edgeworth truncadas até
o cumulante de ordem quatro. Para muitas distribui¢cdes assimétricas, aproximagoes validas
de contrastes baseadas em cumulantes de ordem trés também podem ser obtidas (COMON,
1994). A titulo de exemplo, inicialmente considera-se o caso univariado a partir da seguinte
proposicao (CARDOSO, 1998; CARDOSO, 1999).

Proposicao 7.6. Sejam a e b varidveis aleatorias de média nula, com respectivas funcoes
densidade de probabilidade simétricas f, e f,, ambas relativamente proximas da gaussiana
padrao. Utilizando-se expansoes de Edgeworth truncadas para ambas as densidades con-

forme (7.29), € possivel mostrar que a divergéncia K-L entre a e b pode ser aproximada
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por

1 1
Kla||b] ~ Z(ew — Cya)® + @(%4 — Cp4)?,

em que Cyp e Cyp sao, respectivamente, os cumulantes de a e b de ordem P.

A divergéncia K-L para o caso univariado pode ser compreendida, aproximadamente,
como uma “medida” de incompatibilidade de cumulantes (CARDOSO, 1999). No caso,
a divergéncia K-L aproximada vale zero se a e b possuirem (i) mesmas variancias e (ii)
mesmos autocumulantes de ordem quatro. Essas duas igualdades nao garantem a igualdade
das distribuigdes de a e b (FELLER, 1968-1971, v. 2, p. 227), como seria de se esperar
para divergéncia K-L nula.

Um resultado analogo ao da Proposicao 7.6 pode ser obtido no caso multivariado,

conforme a seguinte proposigao (CARDOSO, 1999).

Proposicao 7.7. Sejam a e b vetores aleatorios de média nula com o mesmo nimero
N de elementos. FEsses vetores possuem respectivas funcoes densidade de probabilidade
simétricas fq e fo, ambas relativamente prorimas da gaussiana multivariada padrao.
Utilizando-se expansoes de Edgeworth multivariadas truncadas para ambas as densidades
conforme McCullagh (2018), € possivel mostrar que a divergéncia K-L entre a e b pode

ser aproximada por

1 - - 1 . -
Kla||b] ~ i Yo(e — ey + 5 3 (Cikt ey, (7.30)
2,7 0,5,k

em que os somatérios em negrito representam, respectivamente, somas mailtiplas sobre N2
. . i i i N o .
pares e N* quddruplas de indices e €L, Cp? CLI*E LI para i, j,k, 0 =1,2,..., N, sdo

cumulantes conforme definido na Secao 2.3.

A generalizacdo da aproximacao da divergéncia K-L para o caso multivariado, apre-
sentada na Proposicao 7.7, sugere uma “medida” de incompatibilidade de cumulantes
como no caso univariado, mas agora sao considerados todos os cumulantes de ordem dois
e de ordem quatro de cada um dos vetores. Nesse sentido, a minimizacao da expressao
aproximada se da4 quando a e b, ambos de média nula, possuem (i) matrizes de covaridncia
iguais e (ii) tensores de cumulantes de ordem quatro iguais.

Agora, resta saber quais contrastes aproximados resultam da aplicacdo da aproximagao
da divergéncia K-L dada por (7.30) aos contrastes entrépicos apresentados na Se¢ao 7.2.

Obtém-se, como resultado, as proposicoes apresentadas a seguir (CARDOSO, 1999).

Proposicao 7.8. O contraste de mdxima verossimilhanga de (7.11) pode ser aprozimado

por

1

B 1 B
omLly] ~ 1 D (€l — Cy,00:5)° + = D (CLIRE — €y a6 ), (7.31)
%] 1,7,k
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em que 0s somatdrios em negrito representam, respectivamente, somas miltiplas sobre N>
pares e N* quddruplas de indices, y ¢é o vetor aleatério de fontes estimadas, 8 é o vetor

aleatorio de fontes hipotéticas e 6 denota o delta de Kronecker definido como

1 sei1:i2:~~-:iM
Oiy iooiny = ’ (7.32)
1502502 M .. .
0, caso contrario.

Proposicao 7.9. O contraste de mdzima informagao mitua de (7.17) pode ser aproximado

por

i~y X €+ X (€ (7.3

l’]¢i72 48 Z,J,k,e#T/’/[/’l,Z

em que 0s somatorios em negrito representam, respectivamente, somas maultiplas sobre
N(N — 1) pares de indices distintos e N(N3 — 1) quddruplas de indices que nao sejam

todos iguais e y € o vetor aleatorio de fontes estimadas.

Sobre as aproximacoes de contrastes baseadas em cumulantes obtidas nas Proposi-

coes 7.8 e 7.9, observa-se que:

¢ Assim como no caso entropico da Secao 7.2, o contraste aproximado de maxima
verossimilhancga de (7.31) leva em conta informagoes a priori incluidas no modelo. Em
vez de levar em conta um modelo de distribuicao das fontes como no caso entroépico,
no caso aproximado esse contraste apenas utiliza informagoes hipotéticas sobre os
cumulantes de ordem dois e quatro das fontes. Se tivesse sido utilizada uma outra
aproximacao mais conservadora para a divergéncia K-L. — i.e., com mais termos
—, apareceriam no contraste mais cumulantes do modelo hipotético das fontes. O
contraste aproximado de maxima verossimilhanca nao é simétrico, visto que ha uma

ordem preestabelecida pelos cumulantes considerados no modelo hipotético.

¢ O contraste aproximado de maxima informacao mitua, também como no caso
entrépico, nao requer o conhecimento ou a suposicao de algum modelo para a
distribuigao das fontes. A partir da expressdao do contraste dada por (7.33), trata-se
de um contraste simétrico (i.e., incapaz de determinar uma ordem correta para as
fontes). Além disso, esse contraste nao depende de autocumulantes de y — o que
é razoavel, visto que o contraste de informagao mutua deve traduzir a nocao de
independéncia, e essa independéncia é estabelecida anulando-se todos os cumulantes
cruzados do vetor aleatério considerado (CARDOSO, 1999).

A seguir, sdo apresentadas aproximacoes para contrastes ortogonais, que sao contrastes

que devem ser otimizados sob a restricao de branqueamento do vetor aleatério y.

Proposicdao 7.10. O contraste ortogonal de mdxima negentropia de (7.21) pode ser

aproximado por

1 N

N (S = (7.34)

o ~~
1,5,k 074,13, i=1

48
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s s . . C . . .
em que Yy € o vetor aleatorio de fontes estimadas e = indica uma igualdade a menos de

uma constante.

Proposicao 7.11. O contraste ortogonal de mdxima verossimilhanga, que consiste em um

caso particular do contraste dado por (7.11), pode ser aproximado por

1 y c 1
ulyl ~ 18 D (CLIRE— €y s 6 je)” = ~o1 > Cs4Cy (7.35)
1,9,k i=1
1 N
= —— > Cuulyu (7.36)
247 "

em que Yy € o vetor aleatorio de fontes estimadas, 8 é o vetor aleatorio de fontes hipotéticas,
6 denota o delta de Kronecker definido em (7.32) e €, 4 = E[y}], para i = 1,2,..., N,

sequndo as definicoes apresentadas na Se¢ao 2.3.

Por fim, com base nos contrastes ortogonais aproximados obtidos nas Proposi¢oes 7.10

e 7.11, podem ser feitos os seguintes comentarios:

o O contraste ortogonal aproximado de maxima negentropia, cuja expressao ¢ (7.34)
consiste, de fato, em uma versao simplificada do contraste aproximado mais geral de
maxima informagao mutua. Ambas as expressoes do contraste aproximado de maxima
negentropia sao interessantes no sentido de que a maximizacao dos autocumulantes
de y equivale a minimizacao de seus cumulantes cruzados, nesse dado contexto em
que ha a restricao de branqueamento. Sendo assim, a independéncia estatistica entre
os elementos de y pode ser verificada com base apenas em seus autocumulantes, o
que pode ser mais eficiente na pratica (CARDOSO, 1999).

o Por fim, conforme observado por Cardoso (1999), a tltima igualdade do contraste
ortogonal aproximado de méxima verossimilhanca em (7.35) é particularmente
interessante. Segundo a expressao apresentada, esse contraste pode ser expresso
como uma expressao que depende apenas de momentos individuais de ordem quatro
das saidas do sistema separador, multiplicados por cumulantes que fazem parte
do modelo hipotético. Isso pode ter vantagens praticas, visto que a estimacao de

esperancas é, em geral, mais facil que a estimacdo de cumulantes.

Para concluir essa secao, na Figura 26 ¢ mostrado um diagrama de blocos em que
sao resumidas as principais expressoes obtidas de contrastes aproximados baseados em
cumulantes. Em particular, destacam-se as formulas que permitem obter cada uma das
versoes aproximadas. No diagrama, y denota o vetor aleatorio de fontes estimadas, com
funcao densidade de probabilidade fy e i-ésimo elemento y;, e 8 denota o vetor aleatoério
de fontes hipotéticas, com funcao densidade de probabilidade fs e i-ésimo elemento 3;.

A seguir, apresentam-se contrastes também baseados em cumulantes, porém agora
provenientes de uma abordagem de otimizacao aplicada aos métodos algébricos de separacao

abordados no Capitulo 6.
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Figura 26 — Relacoes entre contrastes entrépicos baseados em independéncia e suas versoes aproximadas
com cumulantes; K, I e J denotam, respectivamente, a divergéncia K-L, a informacao mitua
e a negentropia, cujas defini¢bes sao apresentadas na Secao 2.2.
Fonte: autoria prépria.

7.4 Contrastes ortogonais de diagonalizacao

A compreensao dos principios de separacao baseados em propriedades de cumulantes,
abordados ao longo do Capitulo 6, pode ser enriquecida interpretando-os sob um ponto
de vista de otimizacao. Essa interpretacao alternativa pode auxiliar a compreensao das
propriedades estatisticas desses métodos, bem como permite relaciona-los a outros princi-
pios de separagao que possuem formulagao por otimizagao (como aqueles considerados nas
Segoes 7.2 e 7.3).

Na Subsecao 7.4.1, inicialmente formula-se a diagonalizacao da matriz de quadrico-
variancia como um problema equivalente de otimizacao. Em seguida, na Subsecao 7.4.2,
remete-se esse problema as fontes estimadas — como é usual no contexto de separacao
por otimizacgao de contrastes. Nas Subsecoes 7.4.3 e 7.4.4, apresentam-se contrastes de
diagonalizagao simples e contrastes para o método FOBI, respectivamente. Por fim, na
Subsecao 7.4.5, abordam-se contrastes de diagonalizagdo simultanea e, na Subsecao 7.4.6,

apresenta-se um contraste equivalente para o método JADE.

7.4.1 Diagonalizacdo da matriz de quadricovariancia via otimizacdo

Considera-se o problema esquematizado na Figura 10-(b), em que leva-se em conta
o pré-processamento das misturas. Recorda-se que, na abordagem de otimizacao con-

siderada na Secao 7.1, os contrastes sao usualmente considerados em relacao as fontes
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estimadas y. Ao longo do Capitulo 6, entretanto, foi considerada sempre a diagonalizacao
da matriz de quadricovaridncia das misturas branqueadas . A seguir, reformula-se o
problema do Capitulo 6 sob uma roupagem de contrastes em relagio a saida y do sistema
separador (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; CARDOSO, 1999).

Inicialmente, considera-se a matriz de quadricovariancia das misturas branqueadas
Q:(V) € RN conforme a Definicdo 6.1, para uma matriz de pesos V' € R¥*Y arbitréria.
No contexto de otimizagao, a diagonalizacao de Qz(V') pode ser colocada como a obtengao

de uma matriz diagonal a partir do produto
WQ(V)WT' (7.37)

variando-se a matriz ortogonal de separacao W € RV*N_ Ag observacoes feitas nas
Secoes 6.4 e 6.5 podem ser reinterpretadas, agora, do ponto de vista de otimizacao.
Conforme (6.21), a matriz Qz(V') sempre admite a decomposicdo em autovalores e

autovetores

Q:(V)=UA,(V,U)U" (7.38)

em que

U=[u uy - uy]ec RV (7.39)

é a matriz ortogonal de mistura e Az4(V,U) é definida em (6.22). Se a matriz W for tal
que o produto (7.37) resulte diagonal e se a decomposicao (7.38) for tinica no sentido da
Proposigao 6.1, entao ter-se-a W = UT a menos de ambiguidades na ordem e no sinal das
linhas de W.

Uma métrica usual para quantificar a proximidade de (7.37) com uma matriz di-
agonal consiste na soma de seus elementos de fora da diagonal principal elevados ao
quadrado (CARDOSO, 1999). Segundo essa métrica®, a diagonalizacdo da matriz de
quadricovariancia, ainda em relacao as misturas branqueadas x, pode ser colocada como o

problema de otimizacao

. WO (VT
nvlvlgﬂg%e of (WQz(V) W), (7.41)
w-l=wT

em que off(+) denota a soma dos quadrados dos elementos de fora da diagonal principal da

matriz considerada.

® A soma dos quadrados dos elementos de fora da diagonal principal de A € RV *¥ ¢ definida (CARDOSO,
1999) como

Mz

V=33

i=1

(7.40)

[
Yl
PN
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7.4.2 Remetendo o problema as fontes estimadas

A fim de obter um problema equivalente a (7.41), mas representado em relacao ao
vetor de fontes estimadas y, considera-se a relagdo entre esse vetor e o vetor de fontes
independentes e normalizadas s da Figura 10-(b), dada por (7.6) e repetida a seguir por
conveniéncia:

y = MSs, (7.42)

em que

M =[m; my -~ my|c RV (7.43)

é a matriz de resposta combinada ortogonal. Seja Q, (V') € RV*¥ a matriz de quadricova-
riancia das fontes estimadas. Como os elementos de s sao independentes, pode-se aplicar

a Proposicao 3.7 a relacao linear (7.42), obtendo-se a fatoracao
Qu(V)=MA;,(V,.M)M", (7.44)
com
Ay 4(V, M) = diag(Cy, 4 m| Vi, Cyamg Vi, ..., Gy am Viny). (7.45)
Expandindo-se as matrizes M e U conforme (7.43) e (7.39), respectivamente, na expres-
sao (7.7), tem-se
m; = Wu,;
para i = 1,2,..., N. Substituindo-se esses vetores em (7.45), resulta
A (VM) = A ,(W'VW,U). (7.46)
Finalmente, substituindo-se (7.7) e (7.46) em (7.44), e considerando-se (7.38), chega-se a
Q,(V)=WQ, (W VW)W'. (7.47)
Se W = Iy, entdo Qu(V) = Qz(V) — como esperado. A expressio (7.47) é vélida para

qualquer matriz de pesos V'; em particular, pode-se tomar nesse caso
V- WVw'

com V € RV*N tal que

QWVWT) =WQ,(V)W'. (7.48)

Com base nessa expressao, o problema de otimizagao (7.41) pode ser reescrito de maneira

equivalente como
minimize o (Qu(WVWT)). (7.49)
w-l=wT
A escolha de V estd relacionada as condigoes de identificabilidade de U conforme abordado
na Se¢ao 6.5. Em particular, se uma matriz V' particular garantir uma determinada condi¢ao
de identificabilidade no problema original (7.41), entao essa matriz deverd garantir a mesma

condi¢do no problema (7.49).
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7.4.3 Contrastes de diagonalizacdo simples

Com base no problema (7.49) remetido as fontes estimadas y, define-se o contraste

ortogonal de diagonalizacao simples

Bs.1ly] = off (QuWVWT)), (7.50)
cuja otimizagao segundo
minimize  9ps,, [y (751)
w-l—wT

com Yy = /W/i, equivale a diagonalizacao da matriz de quadricovariancia Qz(V') por w
ortogonal. A seguir, aborda-se uma maneira diferente de formular o problema (7.51) com
base em propriedades da matriz de quadricovariancia considerada no contraste (7.50).

Inicialmente, calcula-se o quadrado da norma de Frobenius® de Qy(WVWT) como
IQWVWT)|E = tr(Q(WVW') Qu(WVWT)).
Substituindo-se (7.48) com V = V nessa expressio, tem-se
1Q,WVWT)|E = tr(WQu(VI)WWQL(V)W') = Qa(V)] (7.53)

em que na tltima igualdade consideraram-se a ortogonalidade de W e a invariancia do traco
a permutagoes ciclicas do produto sobre o qual é tomado (GOLUB; VAN LOAN, 2013). De
acordo com (7.53), o quadrado da norma de Frobenius de Q,(W VW) é constante com
a variacao de w ortogonal — desde que V independa de w. Genericamente, também é

valida a igualdade de somas de quadrados dada por”
1QUWVWT)|2 = off(Qu(WVWT)) + ddiag(Q,(WVWT)), (7.55)

em que ddiag(-) denota a soma dos quadrados dos elementos da diagonal principal da
matriz considerada. O termo do lado esquerdo de (7.55) é constante com a variagao de w

sob a hipdtese de que V independe de w. Logo, tem-se que a minimiza¢ao do primeiro

6 A norma de Frobenius de uma matriz A € RV*Y § definida (GOLUB; VAN LOAN, 2013) como

N N
lAlle = \| > D[4, = Vir(ATA). (7.52)

7 A soma dos quadrados dos elementos da diagonal principal de A € RVX¥ & definida como

N
ddiag(A) = [A],. (7.54)

i=1



7.4. Contrastes ortogonais de diagonalizagio 181

termo do lado direito equivale & maximizacao do segundo termo desse lado. Pode-se entao

expressar o problema (7.51) de forma equivalente como

mﬁ;gﬂg}vlgve ¢DS,2[yL (7.56)
Wt

com o contraste alternativo de diagonalizacao simples dado por

Bosoly] = — ddiag(Q,(WVWT)), (7.57)

desde que V independa de w.
Com base nos problemas equivalentes formulados nessa subsegao, apresenta-se a seguir
um contraste ortogonal para uma escolha particular de matriz de pesos e aborda-se sua

validade sob as condig¢oes da Definicao 7.2.
7.4.4 Contrastes para o FOBI

Conforme abordado ao final da Sec¢ao 6.5, no método de separagao conhecido como
FOBI (CARDOSO, 1990; MIETTINEN et al., 2015) considera-se a diagonalizagao da
matriz de quadricovariancia das misturas branqueadas  adotando-se matriz de pesos
identidade, i.e., V' = Iy. Com base nas expressoes gerais (7.50) e (7.57), obtém-se os

seguintes contrastes equivalentes do FOBI.

Proposicao 7.12. O contraste ortogonal equivalente do FOBI é dado por

¢EOB|,1[y]: Z (Z @Zj’k’k> = Z (Z 82j7k’k> , (7.58)

i,j#i4 \k=1 i,j#ii \k=1

em que ELPMF = Blyyui] para i,j,k =1,2,...,N com i # j. Por sua vez, o contraste

ortogonal alternativo do FOBI é dado por

fopi2l¥] = — Z (Z Gzi’j’j) : (7.59)

Demonstragdo. Tomando-se (7.50) para V' = Iy, define-se ¢gog ;[y] = off(Qy(Iy)). A
partir da expressao geral (3.39) e da definigao (3.36) consideradas para o vetor aleatdrio y,
obtém-se
N N 2
Pros1 [yl = off (Z QZ’k> =Y (Z ezj’k’k> : (7.60)
k=1 irjin \k=1

Sob a restricao de y com média nula e branqueado conforme abordado na Subsecgao 7.1.2,

ivjvkvk e

tem-se a partir de (2.30) que Cj;

i/ para inteiros i # j e podem-se substituir os



182 Capitulo 7. Critérios de separag¢io baseados em independéncia

cumulantes por momentos em (7.60). Tomando-se agora (7.57) para V' = Iy, define-se
PRopi 2yl = — ddiag(Q,(V')). Novamente a partir de (3.39) e (3.36), chega-se a

Propi2[y] = — ddiag <Z QZ"“) =3 (Z ezwu) '

k=1 i=1 \j=1

]

A seguir, verifica-se sob que condigoes ¢fog [y] ¢ um contraste ortogonal, i.e., satisfaz as
propriedades de contraste da Definicdo 7.2 sob a restricdo de que o pardmetro W € RV*N

seja ortogonal.

Exemplo 7.2. Seja o problema de separacdo com pré-processamento considerado na
Figura 10-(b). Considera-se o contraste ¢qg [y] dado por (7.58). As condigdes da Defini-

¢do 7.2 sdo verificadas para esse contraste ortogonal como segue:

(i) Seja P € RY*N uma matriz de permutacio qualquer, correspondente ao mapeamento
de permutagao o : {1,2,...,N} — {1,2,..., N}. A partir de (7.58), obtém-se

Gropi 1 [PY] = Z (Z ey (i),0(5),0 (k)0 ( ))

1,71,

2

Como ¢ é um mapeamento bijetor, os somatérios podem ser reescritos em relacgao

aos indices permutados, obtendo-se

2
N
¢EOB|,1[Py] = Z ( Z GZ(Z)’J(J)’U(k)’U(k)) = ¢CF)OB|,1[y]-
(@) \o

o(i),0(§)#0(i),0(i (k)=1

(i) Seja A € RV*Y uma matriz diagonal inversivel. Sob a restri¢ao E[yy'] = Iy, tem-se
que as unicas mudancas de escala Ay permitidas em relagao as fontes estimadas
devem satisfazer A%2 = I'y. Em outras palavras, sao permitidas apenas mudancas de
sinal dos elementos do vetor aleatério y. Seja a expressao em termos de momentos

de ¢fopi1[y] dada em (7.58). Mantendo-se i e j fixos com i # j, tem-se

I AR
k=1 k=1

dependendo das mudangas de sinal de y; e y;. Como esse somatoério ¢ elevado ao

quadrado para todos 7,7 = 1,2,...,N com 7 # j, eventuais sinais negativos se

cancelam e tem-se ¢pog) 1 [AY] = Prop,1[Y]-

(iii) Se os N elementos de y forem mutuamente independentes, entao conforme a Propo-
si¢ao 2.5-(v.1) referente a cumulantes cruzados de partigoes independentes, tem-se
CiiMF = 0 para 4, j,k = 1,2,...,N. Logo, a partir de (7.58) obtém-se nesse caso
particular ¢op ;[y] = 0. Além disso, por esse contraste ser uma soma de quadrados,

tem-se ¢Pog 1 [Ay] > 0 para toda matriz A € R¥*V ortogonal.



7.4. Contrastes ortogonais de diagonalizagio 183

(iv) Finalmente, verifica-se se o valor minimo ¢gqg ;[y] = 0 é assumido somente se y
corresponder a uma cépia das fontes conforme a Defini¢ao 7.1. Considerando-se (7.58),

a igualdade ¢og ;[y] = 0 implica

> CuE =0 (7.61)
k=1
para todos 7,7 = 1,2,..., N com i # j. Agora, considera-se a relagdo entre fontes

estimadas y e fontes independentes normalizadas 8 dada por (7.42), i.e., y = M3
com M € RV*N ortogonal de elementos m;j = M ]ij- Com base na Proposigao 2.5-
(v.2), os cumulantes de y podem ser expressos como

N
GW =N my g, 2Capd (7.62)

p=1
Substituindo-se essa expressao em (7.61), obtém-se

N N

Z Zﬁi,pmj,pmz,pem 0 = Zm”’m”’ dpsd Zm’”’

k=1p=1

Como M é ortogonal, tem-se que o somatério em k é igual a um. Obtém-se, portanto,

a condi¢ao
N
Z M pm;pCs, 4 =0, (7.63)
p=1

a ser satisfeita para todos 7,5 =1,2,..., N com ¢ # j. A seguir, consideram-se dois

casos coletivamente exaustivos.

o Se houver a separacao adequada das fontes, entao M = AP com A matriz

diagonal tal que A? = I'y e P matriz de permutacao. Nesse caso, tem-se
MipMmjp =0
para todos i, 7,p = 1,2,..., N com i # j e (7.63) é satisfeita.

© Se a separacao das fontes é inadequada, entao M # AP e existem i,j =
1,2,...,N com i # j tais que
mi,pmj,p # 0
parap € Z;; C {1,2,...,N} comZ, ; # &, e
m; pm;, =0

para p ¢ Z; ;. Nesse caso, (7.63) é satisfeita para o par (i,j) considerado se,
e somente se, os autocumulantes de ordem quatro das fontes normalizadas
Cs,.4 para p € Z;; forem iguais. Logo, pode-se ter ¢gog;[y] = 0 sob separagao
inadequada se, e somente se, duas ou mais fontes normalizadas possuirem

autocumulantes de ordem quatro iguais.
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Ao contrério das condigoes (i)—(iii), a condigao (iv) nao é satisfeita no caso geral. Para
que ¢op; 1 [¢] seja um contraste ortogonal valido, i.e., sua minimizacao garanta a separacao
adequada das fontes, é preciso restringi-lo aos casos em que (iv) seja satisfeita. Conforme
abordado na anélise da condigao (iv), verificou-se que ela é satisfeita se, e somente se,
todas as fontes possuirem autocumulantes de ordem quatro distintos. Portanto, pode-se
afirmar que ¢og ;[y] € um contraste ortogonal valido se, e somente se, duas ou mais fontes

nao possuirem autocumulantes de ordem quatro iguais. <

A condigao de validade do contraste ¢fog [y equivale a condigao de identificabilidade
da matriz ortogonal de mistura U do FOBI, considerada por sua vez na Proposicao 6.4.
Uma das vantagens trazidas pela associacao de funcoes contraste aos métodos algébricos de
separacao € que essas fungoes permitem obter as condicoes de identificabilidade de U sem
recorrer a analise dos autovalores da matriz de quadricovariancia das misturas branqueadas
x conforme feito na Secao 6.6. Basta verificar sob que condigoes o contraste equivalente
ao método algébrico considerado ¢ valido (CARDOSO, 1999).

7.4.5 Contrastes de diagonalizacao simultanea

Conforme abordado na Secao 6.6, a fim de garantir condi¢bes mais gerais de identifica-
bilidade da matriz ortogonal de mistura, uma alternativa é considerar a diagonalizacao
simultanea de matrizes de quadricovariancia tomadas sobre diferentes matrizes de pe-
sos (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). A seguir, esse problema é formulado do ponto
de vista de otimizacdo tomando por base o caso de diagonalizagdo de uma tnica matriz
considerado na Subsec¢ao 7.4.3.

Com base no problema (7.49) remetido as fontes estimadas y, e conforme Cardoso

e Souloumiac (1993), Cardoso (1999), define-se o contraste ortogonal de diagonalizacao

simultanea
M —_— —_—
o T
beilyl = D off(QuWV,WT)), (7.64)
p=1
em que V/, V), ...,V € RV*N com M > N, corresponde a uma escolha de matrizes de

pesos feita, idealmente, em observancia as condic¢oes de identificabilidade abordadas na

Proposicao 6.8. A otimizagao desse contraste segundo

winimize Pc.1 (Yl (7.65)
w-l—wT

com y = Wi, equivale a diagonalizacao simultdnea das matrizes de quadricovarian-
cia Qz(V), Qz(VY),....Qx(VY,) por uma mesma matriz ortogonal W. Aborda-se a
seguir uma maneira diferente de formular o problema (7.65) com base em propriedades

das matrizes de quadricovaridncia consideradas no contraste (7.64).
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Analogamente a (7.53), o quadrado da norma de Frobenius da matriz Qy(W‘/]D’ wT)
satisfaz a igualdade

1Q,(WV, W2 = Qa(V))|?

para p = 1,2,..., M. De acordo com essa expressao, a norma de Frobenius da matriz
Qy(fﬂv/‘/;’ WT) é constante com a variacdo de W ortogonal — desde que V, independa
de W. Considerando-se a diagonalizacao simultanea para p = 1,2,..., M, verifica-se que

também ¢ valida a igualdade de somas de quadrados dada por

M L M PR M —
> ||Qy(WVp’WT)||E =Y off(Qy(WV;;WT)) +> ddiag(Qg(WVp’WT)). (7.66)
p=1 p=1 p=1

Similarmente ao caso de diagonalizagao simples, o termo do lado esquerdo de (7.66) é
constante com a variacao de W sob a hipétese de que V' independe de w para p =
1,2,...,N. Logo, a minimizacao do primeiro termo do lado direito equivale a maximizagao
do segundo termo desse lado. Pode-se entao colocar o problema (7.65) de forma equivalente

como

%Eﬂgf&lie Pdc2yl, (7.67)

wl=wT

com o contraste alternativo de diagonalizacao conjunta dado por

2ealy] = — > ddiag(Q(WV, W), (7.68)

p=1

desde que V/, V..., V], independam de w.

Apresenta-se a seguir um contraste ortogonal de diagonalizacao simultanea para uma
escolha particular de matriz de pesos e aborda-se sua validade sob as condi¢oes da
Definicao 7.2.

7.4.6 Contraste para o JADE

Conforme abordado ao final da Secao 6.6, nos métodos de separacao conhecidos como
JADE ou AJD (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993; CARDOSO, 1999; MIETTINEN et al.,
2015) considera-se a diagonalizagdo simultdnea de um conjunto de matrizes de quadricova-
ridncia das misturas branqueadas . De modo a garantir a completude da representagao
matricial conforme a Proposicao 6.8, escolhem-se usualmente matrizes de pesos que gerem
um subespacgo vetorial que contenha a imagem do operador de quadricovariancia Qz. A
fim de exprimir um contraste ortogonal para o JADE e considerando-se a abordagem

cldssica de Cardoso (1999), é conveniente considerar as N2 matrizes de pesos dadas por

V. =W'E, ;W (7.69)

7’7.]
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parai,7 =1,2,..., N com
T
E@j = eiej, (770)
em que e, € RV para p=1,2,..., N, denota um vetor da base candnica do RY com
elemento igual a um na p-ésima posicao e demais elementos nulos. A respeito dessa escolha

de matrizes de pesos, é importante notar que:

¢ Cada matriz E; ; possui elemento igual a um na posicao (7, j) e elementos nulos nas
demais posigoes. A sequéncia {E;; | i,j = 1,2,..., N}, com N? matrizes, corres-
ponde & base candnica do espaco de matrizes RV*N (GOLUB; VAN LOAN, 2013).
Como esse espago sempre conterd a imagem do operador de quadricovariancia Qgz,
a diagonalizagao simultanea de Qz(FE11), Qz(F12), ..., Qz(EN ) ird satisfazer as

condi¢oes mais amplas de identificabilidade conforme a Proposigao 6.8.

o Entretanto, a seguir considera-se por conveniéncia a diagonalizacao simultanea de
N? matrizes de quadricovariancia Qz(V7,), Qz(VY5), ..., Qz(V} x) com matrizes
de pesos V;; da forma (7.69). Resta saber se, mesmo variando W, a sequéncia de
N? matrizes dada por {V/; 14,7 =1,2,..., N} também corresponde a uma base do
RY*N ¢ satisfaz as condicoes da Proposicao 6.8. Com base na abordagem algébrica
considerada na Subsecdo 6.6.2 e no produto interno usual do R¥*¥ denotado por

(-,+) e definido em (6.31), pode-se mostrar que

(Vi Vi) = 6indije

l?]’

Portanto, a sequéncia {Vl’ ; |i,7=1,2,..., N} é ortonormal e também corresponde

a uma base do RV*N,

Com base na expressao geral (7.64) e considerando-se a escolha de matrizes de pesos
conforme (7.69), obtém-se o seguinte contraste equivalente do JADE (CARDOSO, 1999).

Proposicao 7.13. O contraste ortogonal equivalente do JADE é dado por

Sy = D (ezj’k’£)2- (7.71)

i’jakag#ivizkvé

Demonstragdo. Tomando-se (7.64) para as matrizes de pesos V}/, = WTEM/V[V/, define-se

PSanely] = Z Z OH(QQ(EIM))‘

k=10=1
A partir da expressao geral (3.39) e da definigao (3.36) consideradas para o vetor aleatério y,

bem como da definigao (7.70), obtém-se

N N Yy N N N N Y o
Spoel] = 3D off (@) = YYD €I = T (e
h=1=1 k=1=1i=1i-1 BANEZRNY.
JF



7.4. Contrastes ortogonais de diagonalizagio 187

Como as matrizes de pesos V/, dependem da matriz ortogonal de separacao W, nao é

evidente a obtengdo de um contraste alternativo a (7.71) como feito na Proposigao 7.12

para o FOBI. A seguir, verifica-se sob que condi¢oes ¢Sape[y] ¢ um contraste ortogonal.

Exemplo 7.3. Seja o problema de separacao considerado na Figura 10-(b). Considera-se

o contraste ¢apely] dado por (7.71). As condigbes da Definigao 7.2 sao verificadas para

esse contraste ortogonal como segue:

(i)

(iii)

A verificacdo da validade dessa condicao é similar a do caso considerado no Exem-
plo 7.2; aqui, também tem-se ¢Supe[Py] = ¢apelyl para P € RY*Y uma matriz de

permutacao qualquer.

Seja A € RV*N yuma matriz diagonal inversivel com A% = Iy. Pela propriedade de
multilinearidade dos cumulantes dada na Proposicao 2.5-(i), tem-se que as mudangas

de sinais das fontes estimadas implicam

’i7j7k7£ — ’i7j7k‘7£ i7j7k7£ — i7j7k7é
iy =Cy ou Cji™ =-C;

dependendo das mudangas de sinal de y;, 3, 4, Y, com i # j. Como cada um desses

cumulantes é elevado ao quadrado em (7.71), eventuais sinais negativos se cancelam

e tem-se PSapeAY] = PSape(Yl-

Se os N elementos de y forem mutuamente independentes, entdo conforme a Propo-
sigao 2.5-(v.1) referente a cumulantes cruzados de partigdes independentes, tem-se
sz’k’e =0 para i,7,k, 0 =1,2,...,N com i # j. Logo, a partir de (7.71), obtém-se
nesse caso particular ¢S,pely] = 0. Além disso, por esse contraste ser uma soma
de quadrados de cumulantes, tem-se ¢ype[Ay] > 0 para toda matriz A € RV*V

ortogonal.

: : . 0 4 .
Finalmente, verifica-se se o valor minimo ¢Sype[y] = 0 é assumido somente se y
corresponder a uma cépia das fontes conforme a Defini¢ao 7.1. Considerando-se (7.71),

a igualdade ¢apely] = 0 implica
i? '7k7z P
G =0 (7.72)

para todos 4,5, k, ¢ =1,2,..., N com i # j. Analogamente a (7.62), os cumulantes

de (7.72) podem ser expressos como
N
i:jzkz‘e — m . M. mm . -
eﬂ - Z mzvpmjvpmkypme’peﬁpy47
p=1

em que y = M3 com M € RV*N ortogonal de elementos m;j = [M]” Resulta a

condicao

N
Z M M p1k p1e pCs, 4 = 0, (7.73)

p=1
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a ser satisfeita para todos ¢, 7, k, ¢/ =1,2,..., N com i # j. A seguir, consideram-se

dois casos coletivamente exaustivos.

¢ Se houver a separacao adequada das fontes, entao M = AP com A matriz

diagonal tal que A? = I'y e P matriz de permutacao. Nesse caso, tem-se
/TI\’L/meJ‘?p - 0

para todos 7, j,p =1,2,..., N com i # j e (7.73) é satisfeita.

o Se a separacao das fontes é inadequada, entao M # AP e existem i,j =

1,2,...,N com i # j tais que
Myl p 7 0
parap € Z;; C {1,2,...,N} com Z; ; # &, e
m; pMj, = 0

para p ¢ Z, ;. Diferentemente de (7.63), nesse caso (7.73) é satisfeita para o par
(4,7) considerado se, e somente se, C;, 4 = 0 para p € Z; ;. O conjunto Z; ; deverd
ter no minimo dois elementos, dada a ortogonalidade de M. Logo, pode-se ter
®Sapely] = 0 sob separagao inadequada se, e somente se, duas ou mais fontes

possuirem autocumulantes de ordem quatro nulos.

Ao contrério das condigoes (i)—(iii), a condigdo (iv) nao é satisfeita no caso geral. Para
que Papely] seja um contraste ortogonal vélido, i.e., sua minimizagao garanta a separacao
adequada das fontes, é preciso restringi-lo aos casos em que (iv) seja satisfeita. Conforme
abordado na andlise da condigao (iv), verificou-se que ela é satisfeita se, e somente se, no
maximo uma fonte possuir autocumulante de ordem quatro nulo. Portanto, pode-se afirmar

que ¢Sapely) € um contraste ortogonal valido se, e somente se, essa condigao valer. <

A condigao de validade do contraste ¢Sape|y] equivale a condigao de identificabilidade
da matriz ortogonal de mistura U por diagonalizacao simultanea considerada na Proposi-
¢ao 6.8. Na literatura, foi por meio do caminho equivalente dado no Exemplo 7.3 que a
condigao de identificabilidade para o JADE foi demonstrada (CARDOSO; SOULOUMIAC,
1993; CARDOSO, 1999; MIETTINEN et al., 2015). Na Subse¢ao 6.6.3, mostrou-se que
nao é necessario recorrer a contrastes para obter essa condicao, dado que ela provém da

estrutura algébrica das matrizes de quadricovariancia consideradas.
7.5 Conclusoes

Nesse capitulo, foram abordados critérios classicos de separagao por independéncia e

suas relagoes, com o intuito de complementar, sob um ponto de vista de otimizacao, a
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interpretacao dos métodos algébricos considerados no Capitulo 6. A resolucao do problema
de separagao por otimizagao de contraste foi proposta pela primeira vez por Comon (1992)
para o modelo de sistema misturador linear e instantaneo. Desde entao, essa mesma
abordagem foi aplicada a busca de solu¢oes para modelos mais elaborados, como no caso
de sistemas misturadores convolutivos (COMON, 1996; MOREAU; PESQUET, 1997;
COMON, 2004). No entanto, a origem do conceito de contraste se remete ao trabalho
anterior de Donoho (1981), cuja ideia foi desenvolvida no contexto de desconvolugao cega
de canais de comunicagado com uma entrada e uma saida (SISO, do inglés single-input and
single-output) (COMON; JUTTEN, 2010).

Na Segao 7.1, foram apresentadas definigbes usuais de contrastes. As defini¢oes foram
revisitadas detalhadamente, de modo a sustentar sua posterior aplicacao as secoes seguintes.
Por meio do exemplo apresentado na Subsecao 7.1.4, foi possivel explicitar questoes
referentes a contrastes que nao sao evidentes como, por exemplo, a dependéncia dessas
fungdes objetivo com a distribuicdo das fontes estimadas. Em particular, observou-se
que a validade de um contraste, conforme as condi¢oes da Definicao 7.2, esta atrelada a
distribuicao das fontes independentes. Ha, portanto, condi¢cdes que devem ser satisfeitas e
observadas quanto a essa distribuicao para que se possa garantir que a minimizacao de

um determinado contraste leve a adequada separacao das fontes.

Na Secao 7.2, foram revisitados os contrastes entropicos baseados em independéncia
usualmente considerados na literatura de separacao cega de fontes. Inspirando-se nos
trabalhos de Comon (1994), Cardoso (1999), énfase foi dada a interpretacao desses con-
trastes e do significado de sua minimizacao face as condi¢oes de separabilidade tedricas
abordadas no Capitulo 5. A relacao entre os diferentes contrastes entropicos, resumida na
Subsecao 7.2.5, permite compreender os principios que regem cada um dos contrastes e
o caminho que liga o contraste mais geral de maxima verossimilhanca até os contrastes
entropicos ortogonais.

Na Secao 7.3, abordou-se a representacao aproximada de contrastes entropicos baseados
em independéncia. Consideraram-se, particularmente, aproximacoes por meio de expansoes
de funcoes densidade de probabilidade em termos de cumulantes. Embora essas apro-
ximacoes sejam relativamente complicadas de descrever algebricamente, principalmente
para o caso multivariado de interesse, elas fornecem versoes baseadas em cumulantes dos
contrastes entropicos considerados na Secao 7.2. Por meio dessas versoes aproximadas,
pdde-se compreender como os principios de separacao se manifestam quando a ordem
da descricao estatistica é limitada, i.e., quando nao se aplicam condi¢oes sobre fungoes
densidade de probabilidade mas, sim, sobre cumulantes ou momentos.

Existem outras formas de fazer aproximacoes de contrastes que nao utilizando expansoes
de fun¢oes densidade de probabilidade. Na literatura, alternativas vém sendo propostas para
lidar com algumas caracteristicas desvantajosas de aproximacoes baseadas em cumulantes,

como alto custo computacional e complexidade na estimacao (principalmente de cumulantes
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de ordem elevada), baixa robustez a outliers, entre outros (HYVARINEN; OJA, 2000).
Entre essas alternativas, cabe destacar a aproximagao de Hyvarinen e Oja (2000) para o
contraste ortogonal entropico de maxima negentropia, feita com uso de fungoes nao lineares
particulares. Trata-se de uma aproximacao relevante na literatura de separacgao de fontes, e
que consiste na base dos algoritmos amplamente conhecidos como FastICA (HYVARINEN;
KARHUNEN; OJA, 2001).

Por fim, na Secao 7.4, relacionou-se a abordagem de separagao por meio da otimiza-
¢ao com os métodos algébricos de separagao considerados no Capitulo 6. Inspirando-se
em Cardoso (1999), foi possivel formular o problema de diagonalizagao da matriz de
quadricovariancia como um problema equivalente de otimizacao. Com isso, evidenciou-se a
relacdo que existe entre as condi¢oes de identificabilidade e a completude da representacao
matricial, abordadas respectivamente nas Secoes 6.5 e 6.6, e as condicoes de validade dos
contrastes de acordo com a Defini¢do 7.2. Em particular, mostrou-se que as condi¢oes de
identificabilidade da matriz ortogonal de mistura podem também ser obtidas por meio das
condigoes de validade dos contrastes equivalentes aos métodos algébricos. Foi assim que as
condigoes de identificabilidade do JADE foram demonstradas na literatura (CARDOSO,
1999). Porém, na Subsecao 6.6.3, mostrou-se que esse nao é o inico caminho para obter
essas condigoes.

Destaca-se, quanto a Secao 7.4, que a otimizacao sobre o contraste do JADE é feita
sobre um conjunto aparentemente menor de cumulantes cruzados do que, por exemplo, a
otimizacao sobre a versao aproximada do contraste ortogonal de maxima negentropia dada
pela primeira igualdade em (7.34). Esse fato é discutido em maiores detalhes por Cardoso
(1999). Devido a propriedade de simetria dos cumulantes de um vetor aleatério, pode-se
verificar que ambos ¢Sapely] € a versdo aproximada de ¢y [y] levam em conta todos os
cumulantes cruzados das fontes estimadas que possam ser numericamente distintos. O
conjunto considerado pelo contraste do JADE apenas aparenta ser menor, pois nele ja
estao sendo consideradas certas redundancias da simetria dos cumulantes. A vantagem de
considerar o contraste do JADE é que a sua otimizagao pode ser feita do ponto de vista
algébrico considerado no Capitulo 6. Os principais métodos numéricos que permitem realizar

a otimizacgdo do contraste do JADE de maneira eficiente sao abordados no Apéndice C.
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Nessa tese, conceitos teéricos fundamentais foram trazidos a tona e revisitados de modo
a embasar interpretagoes e o entendimento consistente de técnicas de separacgao cega de
fontes (BSS). Particularmente, duas questoes tedricas acerca do problema de BSS foram
abordadas, revisitadas e interpretadas: a separabilidade das fontes e a identificabilidade do
sistema misturador. Ao longo da tese, foi possivel notar que a abordagem desses assuntos,
embora relevante, nao é evidente e exige ferramentas matematicas sofisticadas. Apesar de
se tratar de questoes tedricas antes consideradas na literatura de BSS, ainda ha muito a
ser interpretado sobre elas a fim de auxiliar e embasar o estudo de problemas de separacao

envolvendo modelos de mistura mais sofisticados.

Neste capitulo final, apresentam-se as conclusoes da tese. Na Se¢ao 8.1, elencam-se os
topicos principais do trabalho e apresentam-se conclusoes e contribuigoes a eles relacionadas.

Na Secao 8.2, apresentam-se perspectivas de trabalhos futuros.

8.1 Conclusdes e contribuicoes

A seguir, apresentam-se conclusoes e contribui¢des relativas a quatro topicos centrais

abordados nesse trabalho:

o Abordagem tensorial aplicada a representagao de cumulantes.

No Capitulo 3, apresentou-se uma abordagem tensorial aplicada a representacao de
cumulantes. Estabeleceu-se, do ponto de vista conceitual, o papel de cumulantes como
ferramentas tteis em processamento estatistico de sinais. Além disso, obtiveram-se
representacoes matriciais consistentes de estatisticas de ordem superior. Ao longo do
capitulo, enfatizou-se a conveniéncia que a representacao tensorial traz a abordagem
de cumulantes de ordem superior. Embora tensores sejam ferramentas matematicas
capazes de capturar a esséncia das transformacoes multilineares (LANDSBERG,
2012), como é o caso dos cumulantes, ainda h& muitos problemas tedricos em aberto
acerca de decomposigdes tensoriais, sua existéncia e unicidade (COMON et al., 2008;
COMON, 2014). Sendo assim, a aplicagao direta de tensores em processamento de
sinais baseado em cumulantes, além de continuar sendo estudada (FERNANDES;
FAVIER; MOTA, 2008; FERNANDES; COMON; FAVIER, 2010), ainda inspira
cuidados e possui limitagoes (VAN EEGHEM; SORENSEN; DE LATHAUWER,
2017; VAN EEGHEM et al., 2018). Apesar disso, o uso da representagao tensorial é
extremamente 1til a compreensao de propriedades algébricas de cumulantes, bem
como a obtencao de representacoes simplificadas e convenientes do ponto de vista

pratico.
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Contribuicoes: Por meio dessa abordagem, evidenciou-se como e por que o uso de
tensores permite obter representacoes matriciais para cumulantes de ordem superior.
Ao tratar dos casos de ordens dois e trés antes de ordem quatro, explicitou-se como
os conceitos tedricos podem ser generalizados. Com base na representagao tensorial,
obteve-se um funcional linear equivalente e, posteriormente, a representacao matricial
foi obtida de maneira natural. Em particular, destacou-se que a obtencao da matriz de
quadricovariancia a partir do tensor de cumulantes de ordem quatro nao é direta. De
acordo com o esquema resumido apresentado na Figura 3, foram necessarios passos
adicionais envolvendo a defini¢ao de um operador linear associado e a consideracao das
matrizes pertencentes a seu espaco imagem. A utilizacao das representagdes matriciais
em problemas cuja abordagem requer estatisticas de ordem superior foi motivada
a partir da consideragao da diagonalizacao dessas representacoes. Destacou-se a
dificuldade tedrica existente no problema de diagonalizacao do tensor de cumulantes
e abordou-se a relacao dessa diagonalizacao com a imposi¢ao de nao correlacao em

ordem superior.

Formulacao do problema de BSS e interpretacao das condicoes de sepa-

rabilidade das fontes.

No Capitulo 4, o problema de BSS foi inicialmente apresentado de forma geral
e posteriormente particularizado para o modelo de sistema misturador linear e
instantaneo. Embora nao se trate de um modelo realista em alguns casos praticos,
acredita-se que a compreensao do problema de separacao de fontes a partir desse
modelo é um ponto inicial fundamental para o entendimento aprofundado de modelos
mais elaborados e de solugoes avangadas (CARDOSO, 1998). A hipdtese de fontes
iid, em conjunto com o modelo de sistema misturador linear e instantaneo, facilita
a formulagdo do problema de separagao. Abordou-se a hipétese de independéncia
espacial mitua das fontes, de modo a viabilizar algum procedimento de separacao cega.
De fato, em sistemas fisicos, muitas vezes essa hipdtese é razoavel para as fontes que
se deseja separar. No entanto, ela nao precisa ser exatamente verdadeira na pratica
para ser considerada e permitir a separagao adequada das fontes (HYVARINEN;
OJA, 2000; COMON; JUTTEN, 2010). Um resumo dos diferentes modelos para
sistemas misturadores e fontes, apresentado na Tabela 1, permitiu sedimentar os

conceitos tedricos e conhecimentos empregados ao longo do capitulo.

No Capitulo 5, os limites tedricos e os principios de funcionamento de soluc¢oes de
separagao por imposi¢ao de independéncia, esclarecidos por Comon (1994) gragas ao
teorema de Darmois—Skitovich (DARMOIS, 1953), foram revisitados. Esse teorema
estabelece a relacao muito pouco evidente entre independéncia estatistica e nao gaus-
sianidade de varidveis aleatérias. Até a atualidade, o teorema de Darmois—Skitovich é

assunto de pesquisa em processamento de sinais e estatistica (THEIS, 2004; MAZUR,
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2013). Em separagao cega de fontes, esse teorema ja foi estendido de diferentes
formas visando a sua posterior aplicacao a obtencao de condi¢oes de separabilidade
em problemas envolvendo fontes complexas (ERIKSSON; KOIVUNEN, 2006) ou
tipos particulares de misturas nao lineares (TALEB; JUTTEN, 1999; ERIKSSON;
KOIVUNEN, 2002; JUTTEN; BABAIE-ZADEH; HOSSEINI, 2004; ERIKSSON;
KOIVUNEN;, 2005), por exemplo.

A obtencao de condigoes de separabilidade para fontes iid e mutuamente indepen-
dentes no espacgo, a partir do teorema de separabilidade das fontes, inspirou uma
ramificagdo no conjunto de técnicas de separacao cega de fontes para misturas lineares
e instantaneas. Basicamente, houve uma subdivisao em duas vertentes: (i) separagio
de fontes iid, independentes e ndo gaussianas, e (ii) separacao de fontes nao iid,

independentes e gaussianas. Neste trabalho, enfoque foi dado ao primeiro caso.

Contribuicoes: Na formulagao do problema de BSS, ressaltou-se a relevancia do
modelo de mistura considerado. Enfatizou-se a influéncia do modelo adotado nos
métodos considerados para resolucao do problema inverso. Interpretou-se e revisitou-
se o teorema de separabilidade das fontes com base no teorema de Darmois—Skitovich
aplicado ao contexto de separacdo por imposicao de independéncia. Apesar de
envolver conceitos tedricos relativamente avangados, a compreensao do teorema de
separabilidade é essencial a obtencao de solugoes e métodos de BSS por imposicao

de independéncia.

¢ Interpretacao da completude da representacao matricial de cumulantes

no contexto de BSS.

No Capitulo 6, vislumbrando-se o entendimento de técnicas de analise de componentes
independentes (ICA) propostas na literatura, abordaram-se os principios da separa-
¢do cega de fontes via imposicao de independéncia. Em particular, abordaram-se
métodos de separacao baseados em propriedades algébricas de cumulantes. Trata-se
de fundamentos cléssicos na literatura de BSS (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993;
CARDOSO, 1999; DE LATHAUWER, 1997), mas que nesse capitulo foram revisita-
dos e reinterpretados com base no arcabouco teérico considerado nos Capitulos 2,
3 e 5. Embora o assunto geral do capitulo ja tenha sido abordado na literatura
de BSS, ele reserva questoes tedricas e interpretagoes a serem ainda consideradas
e revisitadas. De fato, tanto extensoes — e.g., para dados tensoriais ou misturas
convolutivas — quanto particulariza¢oes dos métodos considerados nesse capitulo
continuam atraindo interesse cientifico; veja, por exemplo, os trabalhos de Miettinen
et al. (2013), Miettinen et al. (2015), Maurandi e Moreau (2017), Van Eeghem,
Sorensen e De Lathauwer (2017), Virta et al. (2018), Van Eeghem et al. (2018).

Atencao especial foi dada a completude da representacao matricial utilizada na

descricao das estatisticas de ordem quatro das misturas branqueadas. Em particular,



194

Capitulo 8. Conclusdo

interpretou-se a identificabilidade da matriz ortogonal de mistura como uma decor-
réncia, na aplicacao particular de separacao cega, da completude da representagao
matricial dos cumulantes de ordem quatro abordada inicialmente no Capitulo 3.
Com base no trabalho de Cardoso (1999), inicialmente mostrou-se como as condigoes
de identificabilidade podem ser ampliadas a partir da diagonalizacao simultanea das
automatrizes do operador de quadricovariancia. Posteriormente, ap6s uma exposicao
algébrica sobre espacos vetoriais relacionados a esse operador, foi possivel demonstrar
que outras matrizes de pesos podem ser consideradas para compor um conjunto
de matrizes de quadricovariancia completo, i.e., que mantenha as condi¢oes mais

amplas de identificabilidade.

Contribuigcoes: A partir da aplicagdo das representacoes matriciais de cumulantes
ao problema de BSS, foi possivel evidenciar a influéncia que a questao genérica da
completude da representagao matricial possui no problema particular de separacao.
Ressaltou-se que a completude se manifesta, na aplicacdo de BSS, por meio de
condigoes de identificabilidade da matriz ortogonal de mistura. Destaca-se que as
Subsecoes 6.6.2 e 6.6.3, e em particular a Proposicao 6.7 e sua demonstracao, sao
contribuig¢oes originais desse trabalho. Trata-se de uma formalizacao e, até certo
ponto, extensao dos comentarios feitos por Cardoso e Souloumiac (1993), Cardoso
(1999) sobre a escolha de matrizes de pesos alternativas que garantam a completude
da representacao matricial. De fato, os conceitos tedricos necessarios a compreensao
dos métodos algébricos de separacao podem parecer complicados e pouco acessiveis,
o que pode desencorajar a sua utilizacao. No entanto, acredita-se que a exposi¢ao
feita nesse capitulo, bem como as interpretacoes e relagoes apresentadas, facilitem a
aplicacao desses métodos a problemas de estimacao cega que eventualmente ainda

nao tenham sido abordados dessa forma.

Relacao entre a completude da representacao matricial e critérios de

separacao baseados em independéncia.

No Capitulo 7, foram abordados critérios classicos de separacao por independéncia e
suas relagoes. Com isso, buscou-se complementar, sob um ponto de vista de otimiza-
¢ao, a interpretacao dos métodos algébricos de separacao considerados no Capitulo 6.
Inicialmente, foram apresentadas defini¢bes usuais de contrastes, enfatizando-se que
a validade de um contraste esta atrelada a distribuicao das fontes independentes. Em
seguida, os contrastes entrépicos baseados em independéncia foram revisitados. As
relacoes entre esses contrastes foram abordadas seguindo o caminho esquematizado
de maneira sintética na Figura 25. Revisitaram-se, também, versoes aproximadas
dos contrastes entropicos baseadas em cumulantes. A partir do esquema resumido
apresentado na Figura 26, foi possivel ndo apenas destacar as relagdes entre os con-

trastes aproximados e suas versoes entropicas, mas também explicitar os diferentes
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principios de separagdo que regem cada contraste baseado em cumulantes.

Como ponto principal do Capitulo 7, relacionou-se na Secao 7.4 a abordagem de
separacao por meio da otimizacao de contrastes com os métodos algébricos de se-
paracao considerados no Capitulo 6. Inspirando-se em Cardoso (1999), formulou-se
o problema de diagonalizacao da matriz de quadricovariancia como um problema
equivalente de otimizacao. Em particular, mostrou-se que as condi¢oes de identifica-
bilidade da matriz ortogonal de mistura podem também ser obtidas por meio das
condicoes de validade dos contrastes equivalentes aos métodos algébricos. Foi assim
que as condig¢oes de identificabilidade a partir do uso de matrizes de quadricovaridncia
foram demonstradas na literatura (CARDOSO, 1999). Porém, conforme a abordagem
algébrica do Capitulo 6, verifica-se que esse nao é o tinico caminho para obter essas

condigoes.

Contribuicoes: A relacao entre os diferentes contrastes entrépicos, revisitada nesse
trabalho, permitiu compreender os principios de separacao que regem cada um dos
contrastes e o caminho que liga o contraste mais geral de maxima verossimilhanca
até os contrastes entrépicos ortogonais. A abordagem dos contrastes aproximados
permitiu compreender como os principios de separagao se manifestam quando a
ordem da descricao estatistica é limitada, i.e., quando nao se aplicam condicoes sobre
fungoes densidade de probabilidade mas, sim, sobre cumulantes ou momentos. A
interpretacao propria dos contrastes, sempre sob uma 6tica de separabilidade baseada
nas condigoes abordadas Capitulo 5, consiste em uma contribuicao deste capitulo.
Por fim, a formulacao do problema de diagonalizacao da matriz de quadricovariancia
como um problema equivalente de otimizacao permitiu fazer uma ligacao importante
entre os Capitulos 3, 6 e 7. Essa ligacao se deu a partir das relacoes feitas entre
as condi¢oes de identificabilidade, a completude da representacao matricial e as
condicoes de validade dos contrastes. Trata-se de algo pouco comentado na literatura,
mas que reforca a consisténcia das contribuicoes da tese e da inspiragao para a

continuidade do trabalho.

Apesar de vir sendo estudado desde a década de 1980, muito ainda precisa ser compre-
endido e melhor interpretado em relacao ao problema de BSS baseado em imposicao de
independéncia, principalmente do ponto de vista tedrico. Mesmo restringindo-se a conside-
racao do modelo classico do problema abordado no Capitulo 4, e a métodos baseados em
propriedades algébricas de cumulantes, ainda ha interpretagoes e relacoes a serem feitas.

Isso motiva a apresentacao, a seguir, de perspectivas de trabalhos futuros.

8.2 Perspectivas de trabalhos futuros

A seguir, sao listadas sugestoes de trabalhos futuros apods a realizacao da tese:
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o Tépicos relacionados a aplicacao especifica de separacao cega de fontes.

e Métodos algébricos para BSS com misturas convolutivas. Métodos algébricos
baseados em cumulantes ja foram aplicados para a separacao de misturas
convolutivas em abordagens no dominio da frequéncia, como em Duan e Zhang
(2012). No dominio do tempo, solugoes para o caso convolutivo envolvendo
cumulantes vém sendo propostas para casos particulares; citam-se, por exemplo,
os trabalhos de Ghennioui et al. (2007), Castella et al. (2007), Ghennioui et al.
(2010), Dubroca et al. (2010). Ainda assim, métodos algébricos eficientes para
casos mais gerais de separagao com misturas convolutivas ainda precisam ser

propostos e investigados.

o Custo computacional de métodos algébricos baseados em cumulantes. O alto
custo computacional de técnicas baseadas na diagonalizagao conjunta de ma-
trizes de quadricovariancia, especialmente para um numero elevado de fon-
tes (CARDOSO, 1999; MIETTINEN et al., 2015), inspira a investigacao de
alternativas as escolhas usuais de matrizes de pesos ou de formas de considerar
a redundancia presente na representacao matricial. Abordagens foram propostas
para quando se dispoe de certo conhecimento a priori sobre as estatisticas de
ordem quatro das fontes, como em Miettinen et al. (2013). Porém, o compor-
tamento numérico dessas solugoes, em comparagao com os métodos classicos,

precisa ser melhor compreendido.

o Métodos algébricos para o caso subdeterminado e com ruido. Conforme De
Lathauwer, Castaing e Cardoso (2007), métodos algébricos baseados em cu-
mulantes sdo uma alternativa interessante para a abordagem de problemas de
separacao subdeterminados e com ruido. As interpretacoes e relagoes exploradas
nessa tese podem, também, ser estendidas para esse caso e contribuir para o

desenvolvimento de métodos de separacao.

e Branqueamento e seus efeitos nos métodos algébricos. Na literatura, constata-
se que a realizagdo do branqueamento antes da consideragao das estatisticas
de ordem superior limita o funcionamento de métodos algébricos em casos
praticos (CARDOSO, 1998), principalmente devido a erros numéricos e de
estimagao. Métodos algébricos que levem em conta estatisticas de ordem dois e
quatro simultaneamente sao assunto atual de estudo (VAN EEGHEM et al.,
2018) e possuem relevancia especial em solugoes de tempo real para o problema
de BSS.

o Condigoes de separabilidade das fontes para modelos de mistura mais sofisticados.
Com base nas interpretacoes das condi¢oes de separabilidade das fontes para o
modelo classico de mistura em ICA, podem-se abordar modelos de mistura mais

sofisticados e para os quais condigoes gerais de separabilidade ainda nao foram
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obtidas. E o caso, por exemplo, de sistemas misturadores nao lineares; pode-se
mostrar que, no caso geral, a recuperagao de independéncia para misturas
nao lineares nao garante a separacao adequada das fontes a saida do sistema
separador (JUTTEN; BABAIE-ZADEH; HOSSEINI, 2004; EHSANDOUST et
al., 2017).

o Tépicos gerais do ponto de vista conceitual.

e Relagao entre a diagonalizacao simultanea de matrizes de quadricovariancia e
a diagonalizacao do tensor de cumulantes de ordem quatro. Na literatura, as
relacdes entre a diagonalizacao simultanea de matrizes de quadricovariancia
e a diagonalizacao do tensor de cumulantes de ordem quatro ainda nao estao
completamente esclarecidas. Embora certas questoes tenham sido abordadas
por De Lathauwer (2006), Comon (2014), resta investigar melhor os efeitos de

erros numeéricos e erros de estimacao nas relagoes entre esses dois procedimentos.

e (Questoes teoricas em aberto referentes a diagonalizacdo de tensores simétricos.
Muitos aspectos tedricos referentes a tensores simétricos — envolvendo, por
exemplo, a existéncia e a unicidade de formas diagonais — ainda estao em
aberto (COMON et al., 2008) e merecem ser investigados. Uma decorréncia da
melhor compreensao dessas questoes tedricas é viabilizar a aplicacao direta de
tensores a problemas praticos de processamento estatistico de sinais baseados
em cumulantes (VAN EEGHEM et al., 2018).

e FEstimacdo de cumulantes e seus efeitos nos métodos algébricos de separacao.
Cumulantes de ordem superior sdo a base dos métodos algébricos de separacao,
mas, em casos praticos, precisam ser estimados antes de serem utilizados.
Conforme McCullagh (2018), a estimacao de cumulantes de ordem superior
é muito sensivel a erros nos dados, i.e., presenca de outliers. Além disso, a
variancia do estimador de cumulantes depende, usualmente, de cumulantes cuja
ordem vai até o dobro da ordem do estimando (MCCULLAGH, 2018; COMON,
1994; MIETTINEN et al., 2015). Logo, se nao houver dados suficientes, pode
nao ser possivel estimar cumulantes adequadamente. Os efeitos de erros de

estimacao nos métodos algébricos de separagao, bem como no calculo de matrizes
de cumulantes (GOUEDARD; LOUBATON, 2017), merece atengao especial.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES

Neste apéndice, apresentam-se demonstragoes de proposi¢oes enunciadas durante o
desenvolvimento tedrico feito ao longo dos capitulos da tese. Embora algumas dessas
demonstracoes possam ser encontradas na literatura de teoria das probabilidades e sepa-
ragao cega de fontes, sua compilacao é feita com o intuito principal de auxiliar a leitura
do trabalho. As demonstragoes referentes aos Capitulos 2, 3, 6 e 7 sdo respectivamente
apresentadas nas Segoes A.1, A.2, A3 e A4

A.1 Demonstracoes do Capitulo 2

Proposigio 2.1. Sejam i,/ = 1,2,..., N, com ¢ # (. Inicialmente, escreve-se Fj, ,, em

Qg
fungao de Fy, 4, 4y fazendo-se N — 2 das varidveis livres de (2.1) tenderem a infinito,
de modo a restarem apenas as varidveis livres a; e ay (PAPOULIS; PILLAI, 2002). Esse

procedimento pode ser representado da seguinte forma:

F@u&e (aiv af) = al@w F&h&m---,&N (alv az, ..., aN) (Al)
k=1,2,..,.N
ki
kAL
Se as variaveis ai,a»,...,ay forem mutuamente independentes, aplica-se a fatoracgao

de (2.2) ao lado direito de (A.1), obtendo-se

Fu; a, (ai, aé) = Fﬂi(a/i) Fy, (W) H lim F,, (ak)

Portanto, a partir da Definicao 2.2, as variaveis aleatorias aj, as, . .., ay sao independentes

€INn pares. [l

Proposicao 2.8. Por simplicidade, supoe-se o caso em que cada variavel admite uma
funcao densidade de probabilidade. Sejam ¢,/ = 1,2,..., N com ¢ # (. Tem-se que, por
defini¢ao (FELLER, 1968-1971),

“+o00 400
E[@i@e] = / / a; aefli,@é(a‘iaae) da; day,

em que
82Fa. a a/z" ae
Fusar(ai; ag) = O Fasan (@i, 02)
3%8@6
¢ a funcado densidade de probabilidade conjunta de a; e ay, obtida a partir da derivada

parcial de segunda ordem da fungao distribuigao de probabilidade conjunta F,, ,,(a;, as)
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em relacao a a; e ay. Como a; e ay sao independentes, a partir da Definicao 2.2 estendida

para fungoes densidade de probabilidade, tem-se que f, 4, (a;, ar) = fao,(a;) fo,(ar) €
+oo  p+oo
Blaad = [ [ asaefulei)fular) dai day

+o0 too
:/_Oo @i fo; (@) dai/ ae fo, (ac) dag

Logo, a partir da Definicao 2.17, as variaveis aj, as, . . . , ay sao nao correlacionadas. [

A seguinte definigao é apresentada para auxiliar a demonstracao subsequente (PAPOU-
LIS; PILLAI, 2002).

Definigao A.1. Seja o vetor aleatérioa = [a; a2 -+ an]' com média m, = E[a] € RY
e matriz de covariancia C, = E[(a — m,)(a — m,)"] € RV, As varidveis aleatdrias
ai,as,...,ay sao conjuntamente gaussianas se, e somente se, o vetor a possuir fungao

caracteristica dada por

Dg(w) = exp(jw'my — w' Cuw/2), (A.2)
comw = [w; wy -+ Wy ]T € RY. Essa expressio também é valida para o caso degenerado
em que det C, = 0 (FELLER, 1968-1971). <
Proposi¢cio 2.9. Como as variaveis aleatérias a, ao, . . ., ay sao nao correlacionadas, tem-se

C, = diag(o?,03,...,0%)
com o? = varfa;] > 0 parai=1,2,..., N. Logo,

N N

T T 2 9

w m@:Zwi,ui e w C@w:ZwiJi,
i=1 i=1

em que p; = E[g;]. Substituindo-se essas expressoes em (A.2), resulta a funcao caracteristica

N
@gl,gg,...,gN <w17 Wo, ... JWN) - H @Qi (w1)7
=1

em que D, (w;) = exp(jwip; — w?o?/2). Aplicando a transformada de Fourier inversa (com
conforme (PAPOULIS; PILLAI, 2002),

obtém-se a funcao densidade de probabilidade conjunta

o sinal trocado) a fungao caracteristica @y, 4, ax

N
f@h@,-.-,mv (ab az;... ’OJN) - H fgi(ai)' (A.3)
=1

Se 02 = 0, tem-se f,,(a;) = d(a; — p;) em que 6(-) denota, aqui, o delta de Dirac. Se a2 > 0,
resulta a; ~ N (u;, 0?). De toda forma, a partir de (A.3) e considerando-se a Definicio 2.1
— que pode ser estendida para fungoes densidade de probabilidade, caso elas existam —,

obtém-se que as variaveis aleatorias aj, as, . ..,ay sao mutuamente independentes. O
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A.2 Demonstracoes do Capitulo 3

Proposicao 3.3. Basta expandir as matrizes de quadricovariancia em cada caso con-

forme (3.39), considerando-se adicionalmente que [V, + Vilee = [Valke + [Volre € [V]ke =

C[V]]ﬁg. UJ
Proposicio 3.4. Partindo-se de (3.40), basta mostrar que [Qo(V)]i; = [Qa(V)];i para
1,7 =1,2,...,N. O resultado é direto a partir da propriedade de permutacao dos cumu-
lantes reais dada pela Proposi¢ao 2.5-(ii), que implica Gﬁ"’k’g = ng’k’g. O]

Proposigio 3.5. Substituindo-se [V']z, = [V]s1 na expressao de Q,(VT) obtida con-
forme (3.40), o resultado é provado utilizando-se a propriedade de permutacao dos cu-
mulantes reais dada pela Proposigao 2.5-(ii), que implica GZM”“ = G;j’w para ¢, 7, k,{ =
1,2,...,N. O

Proposigio 3.6. Substituindo-se (2.30) — para vetor aleatério de média nula — na ex-
pressdo (3.40) da matriz de quadricovaridncia, pode-se representar essa matriz elemento a

elemento como

k=1 /=1 k=1 /¢=1
) (I1)
=D DL Ve = DD €L EL Vi (A.4)
k=1 /=1 k=1 /=1

(I11) (IV)

A seguir, representa-se vetorialmente cada um dos termos indicados no lado direito de (A.4):

(1) Nota-se que

N N N N
>0 M Ve =" Ellaa’]ij(ax[Vikear)] = Ellaa']i;j(@'Va)l.  (A5)
k=1 (=1 k=1 (=1
(11) Observa-se que
N N
> 2 &€ Vike = [Caliy tr(CaV). (A.6)
k=1 (=1

(111) Nesse caso, verifica-se que

N

N N N

SN TEFE Ve = YD [CllinV]ie[Calej = [CaV Calij- (A7)
k=1 (=1 k=1 (=1

(1v) Por fim, tem-se

N N ]
Sy e
/=1

k=1

yk[V]k,é = Z Z[Cg]j,k[v]kl[cg]&i = [Cgvcg]j,i = [CQVTC@]Z'J'

k=1/¢

[Sheg

Il
—_
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Substituindo-se (A.5), (A.6), (A.7) e (A.8) em (A.4), resulta (3.41). O

Proposi¢io 3.7. Inicialmente, seja b; = [b]; parai =1,2,..., N. Sabe-se que

N N
b = [Gal; = [Z gmam] = Z GimQm, (A.9)
m=1 i m=1

em que ¢;;m = |GJim. Consideram-se os cumulantes de ordem quatro denotados por
sz’k’z = cumlb;, b;, by, b¢] para i,7,k, ¢ =1,2,..., N. Substituindo-se, nesses cumulantes,

cada variavel de acordo com (A.9), resulta a igualdade

o, N N N N
0,8
eb —_— Cum lz gi7QO, Z gj7QO7 Z gk,QOy Z g@,mﬂm .

m=1 m=1 m=1 m=1

Ressalta-se que aq,ao, ..., ay sao variaveis aleatorias mutuamente independentes. Logo,
pode-se aplicar a propriedade de aditividade de cumulantes da Proposi¢ao 2.5-(v.2) para

obter a igualdade multilinear

N
= D GimGjmGkm9emCap.a-

m=1

Z’7j7k7€
eb

Substituindo-se essa expressao na definicdo da matriz de quadricovariancia aplicada ao

vetor aleatério b, tem-se

N N N N N N
[QQ(V)]Z',]' = Z Z Z gi,mgj,mgk,mgé,megm,él [V]k,f = Z egm,4 9im3Gjm Z Z gk,m{v}k,fgémr
m=1

k=1/=1m=1 k=1/¢=1

Apos manipulagoes algébricas para representar a expressao obtida vetorialmente, obtém-se

N
Qu(V)=> Cua(9.Vgn)(gmgn),
m=1

que, por fim, pode ser colocada na forma compacta (3.42) com a defini¢do auxiliar (3.43).
O]

A.3 Demonstracoes do Capitulo 6

Proposigao 6.1.

o ‘Autovalores repetidos = Nao unicidade: ‘ Supde-se inicialmente que Qz(V') possui
um autovalor A € R repetido M vezes com 2 < M < N. Como Qz(V') é diagonaliza-
vel (HOFFMAN; KUNZE, 1971), a esse autovalor estdo necessariamente associados

M autovetores pertencentes a sequéncia ortonormal {wy, us, ..., uy} do RY com

Qz(V)u; = My, (A.10)
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para i = 1,2,..., M. Definem-se os vetores da sequéncia {u),us, ..., u),}, também

pertencentes ao RY, como combinacoes lineares dos autovetores u;, i.e.,

/
u;, = U)oy (A.11)
em que Uy = [u; us -+ uyl € € RV*M & a matriz cujas colunas sdo autovetores
associados a X e {a, g, ...,y } é uma base ortonormal do RM. Dada a ortonor-

malidade dos autovetores u;, vale o produto Uy Uy = I,;. Isso implica (u})" u; = 0
para i,j = 1,2,..., M. Logo, a sequéncia {u},u), ..., u),;} também é ortonormal.

Além disso, levando em conta (A.10) e (A.11), chega-se a
Q:(V)u; = Qz(V) Uy = \Unav; = M.

Assim, fica provado que {u},u), ..., u),} é uma base ortonormal alternativa para o
autoespago considerado, nao necessariamente correspondendo a uma versao da base
original {u, us, ..., up} com apenas trocas de sinal ou permutagoes dos autovetores.
Logo, os autovetores de Qz(V') ndo sdo tinicos se essa matriz possuir um ou mais

autovalores repetidos.

o ‘Autovalores repetidos <= Nao unicidade: | Por contraposi¢ao, se todos os autovalores

de Qz(V) forem distintos, entdo cada autoespago terd apenas um vetor de norma
unitaria compondo sua base. Disso, decorre que o autovetor associado a cada autovalor

distinto serd tnico a menos de eventual troca de seu sinal.
O]

Proposicio 6.6. De acordo com a definicao elemento a elemento da matriz de quadricova-

ridncia (3.40), tem-se
N N N
[Qx(VA) Vi = D > > €™ Vil e[ Vilim
m=1k=1(=1

Devido a propriedade de invariancia a permutacao de indices para cumulantes de vetores

aleatérios reais conforme a Proposigao 2.5-(ii), resulta

=233 5 &M Wil Vile = 3 3 [Qu(Vo)lel Ve
= ]; ;M]H[Qm(%)h = ];[Van(Vb)Jk k= tr(VaQL(V)),

finalizando a demonstracao. O]
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Proposicio 6.7, parte (i). Supoe-se que ocorre a diagonalizacao simultdnea de

Q:(V1), Qz(V3), -, Qz(Viy)

por uma mesma matriz ortogonal @ conforme (6.36). Utilizando-se (6.35), pode-se rees-

crever o lado esquerdo de (6.36) obtendo-se

N
> (u] Viu,) ©'Q:(Vi) © = A4(V,, U). (A.12)
i=1

Agora, representam-se as matrizes V! nessa equagdo como combinagoes lineares das N2

automatrizes do operador Q; dadas por (6.24) e (6.32), i.e.,

N
.Vl'ﬂ/ = nyk,l‘/l—i_hn{‘/;,] ‘ Z,j = 1727"'7N et #]}7
i=1
em que Yg1,Vk2,---, Ve N correspondem as coordenadas da projecao ortogonal de cada
V) no subespago vetorial com base ortonormal {V;, V;, ... Vy}, e lin{-} denota uma

combinagao linear dos elementos pertencentes a {-}. De acordo com essa representagao,

tem-se
u! Vi, = ;. (A.13)

Além disso, as matrizes de autovalores Az 4(V}/,U) podem ser calculadas realizando-se as
substituigbes necessarias das matrizes de pesos em (6.22), j4 que os autovalores de Qz(V})
sao os mesmos independentemente da matriz utilizada na diagonalizacdo (GOLUB; VAN
LOAN, 2013). Aplicando-se (6.22) & matriz V| e substituindo-se (A.13) na expressao

resultante, chega-se a

A; 4(V,,U) = diag(Ve,1Cs, 4, T,2C504, - - - » Ve, N Ciy ). (A.14)

Substituindo-se (A.13) e (A.14) em (A.12), tem-se

N
> :07Q:(Vi) © = diag(,1Cs, 4, V62Ca 45 - - - VN Ciay a)
=1

parak =1,2,..., M > N. Essa sequéncia de M equagoes matriciais admite a representagao
YiiIy  mapIn - mnIn | | ©OTQz(Vi)O diag(v1,1Cs, 4, 71,2C5045 - - - V1,8 Cay 4)
YoudIn oIy - yonIn @TQQ(VQ) e - diag(y2,1Cs, 4, 72.2Cs545 - - -, V2,8 Cay a)
Iy Iy o yunIn| |©TQx(Vy) O diag(va,1Cs, 4, 1022C554, - -, YN Cay a)
(A.15)

Resta, portanto, resolver o sistema linear matricial obtido a fim de verificar se todas as

matrizes @TQz (V1) ©,07Q:(V,2) O, ..., 07Q;(Vy) O resultam diagonais. Se M > N,
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tem-se um sistema sobredeterminado com M equagoes matriciais N X N, mas apenas N
incognitas matriciais NV x N. No caso em que M = N, o sistema é determinado.
Lancando-se mao das defini¢coes dos produtos de Kronecker e Khatri-Rao de acordo
com (6.38) e (6.39) respectivamente, podem-se representar compactamente as matrizes
que compoem o sistema linear matricial (A.15) e pode-se tirar proveito das propriedades

algébricas desses produtos matriciais para resolvé-lo. Por conveniéncia, define-se a matriz

auxiliar
71 Y2 o YN
72,1 Y22t V2,N
FZ[% Yoo 'YN]= . o .
Ym1 YMmM2 cc YM,N

No caso geral, I' é uma matriz M x N nao necessariamente quadrada. A partir de (6.38),
pode-se expressar a primeira matriz no lado esquerdo de (A.15) como um produto de

Kronecker conforme

Yiudy ey o Iy
72,1‘IN 7272‘IN WQ,JYIN —Telye RMNxN?. (A.16)
Yuadn ympIn -0 yunIN

Além disso, verifica-se que a matriz no lado direito de (A.15) pode ser representada como

diag(71,1Cs,,4,71.2Cs.45 - s V1,8 Cay ) Caya 0
diag(7271(‘331,4, 72,2C5,45 - - - 772,1\/@51\,,4) 0 Cira 0
. =1M® ) Y2 ® } o AN® )
diag(va,1Cs; 05 Ym,2Ca045 - - YN Cay a) 0 0 Caya

Nessa expressao, nota-se que ha produtos de Kronecker das colunas da matriz I" com as
colunas correspondentes da matriz diagonal de autocumulantes A; 4(In, U) dada por (6.23).
A partir de (6.39), pode-se utilizar o produto de Khatri—-Rao para chegar a representacao

compacta

diag(71,16§1,47 71,2652,47 e 7’71,N65N,4)

dia Ggl s 652 gy eg
g(72,1 31,4 72,2 ', 4 72,N 7N74> _ F@AEA(IN, U) c RMNXN‘ (A17)

diag(va,1Cs, 4, Y,2Cs0.4, - -+ YN Ciy 4)

Substituindo-se, entao, (A.16) e (A.17) em (A.15), resulta a expressao reduzida de (6.37).
[

Proposicio 6.7, parte (ii). O sistema matricial (6.37) possui solu¢ao tnica, pois:
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o A k-ésima linha de I', para k = 1,2,..., M, corresponde as coordenadas na base
{WV1, Vs, ..., Vy} da projegao de V) sobre o subespago vetorial correspondente a essa
base. Por hipdtese conforme (6.34), o subespaco vetorial gerado por {V{, V4, ..., V},;}
contém o subespago de dimensdao N gerado por {Vi, V,, ..., Vv }. Logo, a matriz I"
possui N linhas linearmente independentes e, portanto, é uma matriz com posto de
coluna completo. Disso, decorre diretamente que I' ® Iy também possui posto de

coluna completo e seu niicleo possui dimensao nula.

o Ai-ésima coluna de I'o Az 4(In,U), parai = 1,2,..., N, corresponde a (N (i—1)+1)-
ésima coluna de I' ® Iy multiplicada por Cj, 4. Logo, cada coluna de I ® A; 4(In,U)

pertence ao espago imagem de I' ® Iy .

A seguir, determina-se a solucao tinica da equagao matricial (6.37). Devido ao fato de I"
possuir posto de coluna completo, essa matriz possui pseudoinversa a esquerda (GOLUB;
VAN LOAN, 2013; ZHANG, 2017), denotada por I'' e dada por

1'11‘ — (FTF)—IFT c RNXM

e tal que I''I" = Iy. Pelo mesmo argumento, I' ® Iy também possui pseudoinversa a
esquerda (ZHANG, 2017, p. 76, Eq. (1.10.7)) dada por

(Feoly) =I'eoIl =I'e Iy e RY*MN (A.18)

e tal que (I' ® In)T(I' © Iy) = Iy2. Multiplicando-se (6.37) & esquerda por (I' ® Iy)' e

considerando-se (A.18), chega-se a

0'Q:(V1)0O
0'Q;(V2) O

= (FT ® IN)(F ® A£74(IN, U)) (Alg)

O'Q:(Vy) O

Em seguida, utiliza-se a propriedade do produto misto (ZHANG, 2017, p. 79, Eq. (1.10.24))

para simplificar o lado direito da expressao obtida conforme
(I'" o IN)(I' o Agu(In,U)) = (I''T) 0 (InAsa(In,U)) = Iy © Az 4(In,U).

O produto de Khatri-Rao resultante nessa expressao ¢ igual a uma pilha de matrizes
A 4(V;,U) conforme (6.25) parai = 1,2,..., N. Finalmente, substituindo-se esse resultado
em (A.19), obtém-se (6.40). A diagonalizacao simultdnea obtida é consistente com a
forma geral da decomposigao em autovalores e autovetores das matrizes Qz(V;), obtida
considerando-se (6.25) na fatoragao (6.21). O
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A.4 Demonstracoes do Capitulo 7

Proposigio 7.1. Inicialmente, toma-se o logaritmo (em uma base real arbitraria e maior
do que um) da funcao de verossimilhanca aleatéria dada por (7.10) e divide-se o resultado
por T'. Esse procedimento nao altera os pontos de méximo originais. Chega-se a funcao de
log-verossimilhanca aleatoria normalizada

. T-1

o 1 o
Lo(o, @y, zra; H, fy) = = > log pg(i; H, fy).

=0

A partir da lei forte dos grandes niimeros (BREIMAN, 1992), tem-se

TLHJ]EOO ZT(&(hila <oy L1 I:l-a fé) = E[logpﬂ(&7 ﬁa fﬁ)] (AQO)

com probabilidade um. Expandindo-se o lado direito de (A.20), tem-se (PAPOULIS;
PILLAL 2002)

Bllog pa(as H. fy) = [ logpgla: H. £, fule) de, (A21)

em que o simbolo de integral em negrito denota N integrais iteradas e f, é a funcao

densidade de probabilidade verdadeira de . Prossegue-se fazendo a substituicao

pe(x; H, f5)

p&(w;ﬂafé): f (CL')

f()
em (A.21), chegando-se a

Ellog pe(z; H, f5)] = / log fz()

ng

) @it [ oulsile) fla) do
. (A.22)

em que Sy, denota o suporte de f,. O primeiro e o segundo termos do lado direito de (A.22)

valem, respectivamente,

(@ H )\ oo -
/ Sre 10g< fale) )f-’f( )da = — K(fellp.) = — Klz| H], (A.23)
/ o, 108Ua(@)) fa(@) d = —H(f) = ~Hla], (A.24)

em que H denota a entropia diferencial e K denota a divergéncia K-L conforme as Defini-
¢oes 2.9 e 2.10, respectivamente. Finalmente, substituindo-se (A.23) e (A.24) em (A.22) —
e substituindo-se ainda a equagao resultante em (A.20) —, tem-se:

lim Lp(xo,x,...,xr1; H, fs) = — K[z| H3] — H[z].
T—+o0

O termo — H[z] = — H[H s] ¢é indiferente na maximizacao de verossimilhanga, a qual

¢é feita apenas variando-se H e fz. Sendo assim, maximizar a verossimilhanga implica
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minimizar o termo K|z||H3], que, de acordo com a Proposicao 2.3-(iii), pode ser reescrito
como

Klz|H3s] = K[H 'z||H ' Hs] = K[y|3],
em que y = Wz e escolhe-se W = H~! como matriz de separagao. Logo, a maximizacao

da log-verossimilhanca aleatéria normalizada, para T' — 400, equivale a minimizacao da
fungao dada por (7.11). O

Proposi¢do 7.2. Inicialmente, considera-se que para i = 1,2,..., N, a varidvel aleatéria

Q; = gi (L)
possui fungao distribui¢do de probabilidade (PAPOULIS; PILLAI, 2002)

FL (i) = Pr{gi(r;) < oy}

Como g; é estritamente crescente, essa funcdo possui inversa crescente g; * : (0,1) — R;
logo,
a;, Se O<a; <1

Fo(0q) = Prir; < g7 ()} = gi(g; () = {

0, caso contrario.

Sendo assim, a funcao densidade de probabilidade de «; é dada por

£ (o) dF,, (o) 1, se0<a <1
s day 0, caso contrario.
Portanto, a; ~ U(0,1). Como as varidveis aleatérias ry,rs,...,ry sdo mutuamente in-

dependentes e relembrando-se da expressao (7.12), tem-se que g(r) ~ U(0,1)". Agora,

aplica-se a Proposigao 2.3-(iv) a Equacao (7.13), resultando em

omlyl = —Hlg(y)] = Klg(y)llg(r)],

j4 que o suporte de g(y) é o conjunto (0,1)Y e g(r) é uniforme em (0,1)". Finalmente,

considerando-se a Proposigao 2.3-(iii), resulta (7.14). O

Proposigio 7.3. Aplicando-se a Definigao 2.10 a (7.11), tem-se

owly = [ los(fu(@) ful@)da— [ log(fi(@) fyla)da,  (A25)

fy fJL

em que Sy, denota o suporte de f,. Seja um termo

[, tortfal@) fula) da. (A26)

em que g é um vetor aleatorio com distribui¢oes marginais iguais as de y e com elementos
mutuamente independentes. Somando e subtraindo (A.26) do lado direito de (A.25) — e

recombinando as integrais —, resulta

i f () i ] e (1)
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= Klylg] + Klgl|s], (A.27)

em que a segunda integral pode ser representada como divergéncia K-L devido ao fato
de g possuir elementos independentes e distribuigdes marginais iguais as de y, além de
S também possuir elementos independentes. Os dois termos resultantes do lado direito

podem ser respectivamente simplificados como

Klyllg] = Iy], (A.28)
Klglls] = ; Ky ll5], (A.29)

em que na Equagao (A.28) utilizou-se a Defini¢do 2.11. Substituindo-se (A.28) e (A.29)
em (A.27), chega-se a (7.15). O
Proposi¢io 7.4. Aplicando-se a Proposi¢ao 2.4-(iii) a (7.17), tem-se
N
dwlyl = > Hiy] — Hiyl. (A.30)

i=1

Com base na Proposi¢ao 2.10-(iv), as entropias podem ser reescritas em termos de

negentropias como

em que yg,; ¢ uma variavel aleatoria gaussiana com média e variancia iguais as da variavel

aleatéria y,;. Substituindo-se essas expressoes em (A.30), obtém-se
N N N
owlyl = > (Hlye,] — Jwl) — Hlye] - Jlyl) = > Hlye,) — Hlye] + Il = > I,

i=1 i=1 =1

Finalmente, de acordo com a Proposi¢ao 2.4-(iii), a partir de

chega-se a (7.18). O






219

APENDICE B - ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS

A andlise de componentes principais (PCA) consiste em um conjunto de técnicas de
analise multivariada. Essas técnicas buscam, por meio de transformacoes lineares, determi-
nar uma representacao alternativa para um conjunto de variaveis aleatérias eventualmente
correlacionadas entre si. O conjunto original é substituido por um conjunto reduzido de
variaveis aleatdrias nao correlacionadas. Como restricao adicional, as variaveis do novo
conjunto devem reproduzir, da melhor maneira possivel, a variabilidade estatistica do
conjunto original.

As variaveis aleatorias obtidas a partir dessa mudanca de representacao sao denominadas
componentes! principais. Intuitivamente, podem-se compreender as componentes principais
como fatores fundamentais nao observados no conjunto de variaveis original. Em certas
situagoes praticas, pode ser conveniente — embora nem sempre simples — explicar as
variacgoes estatisticas do conjunto original a partir da atribuicao de algum significado ou
interpretacao razoaveis as componentes principais obtidas.

A reducao do nimero de varidveis aleatérias, na obtencao da nova representacao,
consiste no principio central da analise de componentes principais e ¢ denominado redugao
de dimensionalidade. Esse principio é baseado na identificacdo e eliminacao de redundancias
internas presentes no conjunto de varidveis original. Essas redundéancias se manifestam na
forma de relagoes lineares, ou quase lineares, existentes entre as variaveis do conjunto. Na
pratica, nao ¢ incomum que conjuntos com centenas de varidveis possam ser adequadamente
representados por apenas algumas dezenas de componentes principais.

Atualmente, a andlise de componentes principais tem se mostrado 1til como etapa de
pré-processamento em diversos problemas de aprendizado de maquina como, por exemplo,
remocao de ruido, extragdo de pardmetros e classificacdo e compressao de dados (HAYKIN,
2009; JOLLIFFE, 2002; BISHOP, 2006). Por um lado, a redugao de dimensionalidade
tem permitido economizar recursos computacionais no processamento de conjuntos muito
extensos de dados. Por outro, o uso de componentes principais no treinamento de algoritmos
tem permitido a obtencao de modelos que podem se basear em caracteristicas essenciais e
nao redundantes dos dados.

Um exemplo de aplicacao interessante de analise de componentes principais ocorre na
area de processamento de linguagem natural. A fim de melhorar o desempenho de mecanis-
mos de busca, aplica-se a redugao de dimensionalidade a extensas tabelas que indicam a
frequéncia de ocorréncia de um conjunto de termos em certos documentos (DEERWESTER
et al., 1990). Com isso, tem sido possivel identificar e considerar fendmenos de sinonimia e
polissemia existentes no conjunto de termos ou palavras-chave. As componentes principais,

nesse caso, podem ser interpretadas como varidveis aleatérias ligadas, cada uma, a um

L A palavra “componente”, embora assuma diferentes significados na literatura de anélise de componentes

principais, é usada aqui como sinénimo de “varidvel aleatéria” conforme Jolliffe (2002).
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conjunto de termos com significados afins.

Uma abordagem detalhada de andlise de componentes principais ¢ apresentada por Jol-
liffe (2002). Os primérdios de andlise de componentes principais ndo sao recentes — apesar
da popularidade atual dessas técnicas. Na verdade, elas foram inicialmente introduzidas
por Pearson (1901) no contexto de biologia. Depois, foram desenvolvidas individualmente
por Hotelling (1933) na area de psicometria.

Com base em Jolliffe (2002), neste apéndice é apresentada uma abordagem envolvendo a
defini¢do e a obtencao de componentes principais. Na Secao B.1, abordam-se componentes
principais de um conjunto de variaveis aleatérias com médias e covariancias conhecidas.
Na Secao B.2, considera-se o caso de variaveis aleatorias para as quais esses parametros
estatisticos nao sao conhecidos, e devem, portanto, ser estimados. Na Se¢ao B.3, apresentam-
se comentarios sobre as relagoes que a analise de componentes principais possui com outras

técnicas de decomposicao de variaveis aleatorias.

B.1 Componentes principais: caso exato

Considera-se um vetor aleatorio real & dado por
=[x 2 - aN], (B.1)

em que x,&s, . ..,Iy SA0 varidveis aleatorias. Na Subsecao B.1.1, apresenta-se a definicao
de componentes principais para o vetor aleatério & (JOLLIFFE, 2002). Na Subsecao B.1.2,
aborda-se como as componentes principais podem ser obtidas a partir da matriz de

covariancia desse vetor.
B.1.1 Definicdo de componentes principais
Definicao B.1. Seja um vetor aleatério real & de N > 2 elementos, com média e matriz

de covariancia conhecidas. Definem-se combinacoes lineares das variaveis aleatérias em z,

para k=1,2,..., N; < N, como

em que O = [0y 0oy -+ Oni]" sdo vetores de coeficientes com 6] 6; = 1, cada um
representando uma direcio em RY. Os vetores 0, sao determinados, para k = 1,2,..., N;

sequencialmente e nessa ordem, tais que
(i) a varidncia de p;, denotada por
02— varlp,), (B.3)

seja maxima; e
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(ii) a covaridncia entre p, e p,, denotada por

azlwm = cov|pk, 24, (B.4)

para todo £ =1,2,..., k — 1, seja igual a zero.

Sob essas condicoes, as N1 componentes principais de & sao definidas como as variaveis

aleatorias py,py, ..., Dy, , em ordem decrescente de variancia. As direcoes das respectivas
componentes principais de x sao definidas como os vetores de coeficientes 01,805, ...,0y,.
<

O procedimento para a obtencao das componentes principais é baseado na busca de
direcoes 01,0,,...,0y, € RY. Essa busca é sequencial: primeiro se determina a direcdo
0, da componente principal de maior variancia, depois se determina a direcao 6, da
componente principal de segunda maior varidncia, e assim por diante (JOLLIFFE, 2002).

Nesse procedimento, um ponto crucial é a escolha do nimero N; < N de componen-
tes principais a serem consideradas para representar adequadamente z1,zs,...,2Zy. Se
N; < N, pode haver perda consideravel de informacao em relagao as variaveis originais.
Entretanto, se N; &= N, pode haver redundancias desnecessarias nas componentes obtidas,
indicando uma reducao de dimensionalidade pouco satisfatéria. Diferentes maneiras de
realizar a escolha adequada de N; foram propostas na literatura, algumas inclusive relati-
vamente elaboradas (JOLLIFFE, 2002). Na prética, comumente utilizam-se abordagens
ad hoc simples, ou entao aplicam-se regras gerais preestabelecidas.

A obtencao das componentes principais envolve a resolu¢ao de um problema de otimi-
zagao com restrigoes para obter as diregdes 01,05, ..., 0y,. No entanto, é possivel mostrar
que essas direcoes podem ser encontradas de forma relativamente simples, como ¢ feito a

seguir.
B.1.2 Decomposicdo em autovalores e autovetores da matriz de covariancia

Considera-se o vetor aleatério real z definido em (B.1). Seja a média conhecida

m, € RY de z dada por

m, = E[z] € R". (B.5)

A matriz de covariancia de z, denotada por Cp € RV*Y e também suposta conhecida, é

definida analogamente a (3.5) como

C, = El(z — mg)(z —my)']. (B.6)

Conforme abordado na Subsegao 3.2.1, C, é uma matriz positiva semidefinida (PICIN-
BONO, 1993; HAYKIN, 2014) e, por isso, possui autovalores reais nao negativos. De
acordo com a proposi¢do seguir, as componentes principais podem ser obtidas diretamente
a partir de uma fatoragdo da matriz C, (JOLLIFFE, 2002).
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Proposicao B.1. Seja um vetor aleatério real  de N > 2 elementos, com média m, € RN

RNXN

e matriz de covariancia C, € conhecidas. Seja a decomposi¢cio em autovalores e

autovetores de C, expressa conforme

C,=0OAO",

em que @ € RN ¢ ortogonal e A € RVN*N ¢ diagonal com elementos da diagonal
principal distintos, positivos e providencialmente dispostos em ordem decrescente.

As primeiras Ny colunas de @ correspondem as direcoes 01,04, ..., 0y,, nessa ordem,
das componentes principais de x (conforme a Definicao B.1). Além disso, os primeiros
Ni elementos da diagonal principal de A correspondem as variancias das componentes

principais com diregoes 01,04, ..., 0y,, nessa ordem.

Demonstragdo. Inicialmente, considerando-se (B.2), (B.4) e (B.6), a covaridncia entre pj

epp, parak=12...,Nyel=12,...,k—1, pode ser expressa como

Opny = Elor 2 — Elpy) Elp)] = E[6;z 270, — E[0; 2| E[z"0/]

D sLyp
=0, (Elzz'] — m,my)0, = 0,C,0,. (B.7)
A partir de (B.7), a varidncia de p,, para k = 1,2,..., Ny, pode ser escrita conforme
Uzi =0, C.,0,. (B.8)

Com base em (B.7) e (B.8), formula-se a obtengao das diregoes das componentes principais,
segundo a Definicao B.1, como o seguinte problema de otimizagdo com restri¢gbes: para

cada k= 1,2, ..., Nq, sequencialmente e nessa ordem,

maximize 0] C.0
HkERN o
sujeito a 016, =1, (B.9)

0lC.0, =0V (=1,2,... k-1

Utilizando-se multiplicadores de Lagrange, o problema com restrigdes de (B.9) pode
ser reescrito sem restricoes como segue: para cada k = 1,2,..., Ny, sequencialmente e

nessa ordem,
maximize Ly (Op; Mg, 1, o,y ooy 1)

0, RV (B.10)
)\k,ahag,...,ak_lER
em que
k—1
Lk(Bk; )\k; ap,09,. .. ,ak,l) = B,ICQO;C — )\k(Ong — 1) — Z aZO,IC’iBg. (Bll)
=1

o Primeiramente, considera-se o problema (B.10) para k = 1. A partir de (B.11)
e utilizando-se a definicao de derivada de escalar em relacdo a vetor abordada
em Haykin (2014, Appx. B), tem-se

8L1<01,)\1) . 8
00, 06,

(07CL0, — \ (076, — 1)) = 207C, — 2),0].
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Igualando-se (B.1) ao vetor nulo 0}, e considerando-se a igualdade C] = C,, resulta
C.0, = \0,.

Portanto, 8, é igual ao autovetor (de norma unitaria, por restrigdo) de C} associado
ao autovalor A; (ndo nulo, por hipdtese). A varidncia da componente principal em

questao, segundo (B.8), vale

0';1 == 01TC'£91 == /\10]—91 == )\1.

A maxima varidncia é atingida se A\; # 0 for igual ao maior autovalor de C,. Sendo
assim, a diregdo procurada 6, é igual ao autovetor (de norma unitéria) de Cj

associado ao seu maior autovalor A\; # 0.

Para k = 2, tem-se

OLo8220,01) _ O (410, — \,(676, — 1) — 0,6]C,01)

00, 00,
=20,C, — 2005 — a,0]C,,
=20,C, — 2020, — a1 \10]. (B.12)

Ao igualar (B.12) ao vetor nulo 0} e considerando-se que C, = C,, tem-se

a1\

Cp0: = Moy + —220,. (B.13)

Multiplicando-se ambos os lados de (B.13) & esquerda por 67, resulta

a1\

0] C,0: = 2,010, + —=0]6,. (B.14)

A restricao de covaridncia nula entre componentes principais implica
0,C,0, = 0/C,0, =0, (B.15)

pois C; = C,. Além disso, a solugao para k = 1 garante que 8 C, = \0] com
A1 # 0, de modo que (B.15) implica

MO0, =0=0{0,=0. (B.16)

Substituindo-se (B.15) e (B.16) em (B.14), e considerando-se a restrigao 6;6; = 1,

tem-se
(1/1)\1 O-/l)\l
2

Agora, substitui-se (B.17) em (B.13) e resulta, finalmente,

0/0,=0= =0. (B.17)

CL0, = \20,.
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Sendo assim, @y é igual ao autovetor (de norma unitaria, por restricdo) de Cj
associado ao autovalor Ay (nao nulo, por hipétese). A varidncia da componente

principal correspondente, segundo (B.8), vale

0'22 = H-QI—CQOQ == )\20;—02 == )\2.

Portanto, a maxima variancia é atingida se Ay # 0 for igual ao maior autovalor de
C, que nio o autovalor \;, pois 8]0, = 0 segundo (B.16) e C,, possui autovalores
distintos, por hipdtese. Portanto, a dire¢ao procurada 6, é igual ao autovetor (de

norma unitiria) de C, associado ao seu segundo maior autovalor Ay # 0.

¢ Resultados analogos podem ser obtidos para k = 3,4,..., Ny; i.e., 03,0,,...,0y,
correspondem aos autovetores (de norma unitaria) de Cy, associados respectivamente
aos autovalores Az, Ay, ..., An; # 0 correspondentes ao terceiro maior autovalor,

quarto maior autovalor, e assim por diante, até o menor autovalor de C,.
]

A partir da Proposicao B.1, tem-se uma maneira relativamente mais simples de
determinar as dire¢does das componentes principais de um vetor aleatério, envolvendo
essencialmente a decomposicao em autovalores e autovetores de sua matriz de covariancia.
Por isso, na pratica, muito raramente se realiza o procedimento equivalente de busca da
Defini¢ao B.1 (JOLLIFFE, 2002). Segundo a Proposicao B.1, as diregoes 81,05, ..., 0y, das
componentes principais sdo obrigatoriamente ortogonais. Apenas a partir da Definicao B.1,
entretanto, esse fato nao é evidente.

Por fim, cabe uma nota a respeito da hipétese considerada, na Proposicao B.1, sobre
os autovalores da matriz de covariancia de x. Para obter as componentes principais
conforme essa proposicao, foi necessario considerar como hipotese que C,, tem autovalores
distintos e positivos. Na realidade, essa suposicao precede a Proposicao B.1 — ela também
deve ser considerada logo na Definicao B.1 para que as componentes principais sejam
definidas de maneira consistente. Na pratica, muitas vezes se trata de uma hipotese

razoavel (JOLLIFFE, 2002). Em contrapartida, também se pode justifici-la teoricamente:

o Se C, tiver L; > 2 autovalores repetidos, entdao o autoespago associado a esses
autovalores possui dimensao L; — pois C, ¢ simétrica e sempre ortogonalmente
diagonalizavel. Logo, ha infinitas possibilidades para as dire¢des dos correspondentes
autovetores, desde que sejam ortogonais e pertencam a esse autoespaco. Sendo assim,

nao é possivel definir as dire¢cbes das componentes principais com unicidade.

o Se C} possuir Ly > 1 autovalores nulos, pode-se demonstrar que ha Ly variaveis
aleatorias em x que podem ser expressas como combinagoes lineares exatas das

demais. Sendo assim, as varidveis redundantes poderiam ser removidas sem perda
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de informacao em relacao a . Em tese, recomenda-se realizar essa remocao antes
de proceder a andlise de componentes principais (JOLLIFFE, 2002). Mesmo assim,
se fosse considerada a possibilidade de C,, ter autovalores nulos, a Proposicao B.1
continuaria valendo, mas precisaria de alguns ajustes em sua demonstracao. Nesse
caso, seria admitida a possibilidade de as componentes principais terem variancia nula.
Portanto, em aplicagoes praticas, a analise de componentes principais é comumente
utilizada para identificar e eliminar relacoes lineares, ou aproximadamente lineares,
existentes entre variaveis de  (JOLLIFFE, 2002).

Nessa sec¢ao, considerou-se a definicao das componentes principais de um vetor aleatério
com média e matriz de covariancia conhecidas. Trata-se de um caso pouco comum na
pratica. A seguir, apresenta-se a definicdo de componentes principais amostrais, i.e., quando

nao se dispoe da média e matriz de covariancia exatas do vetor aleatoério.

B.2 Componentes principais: caso amostral

Seja um vetor aleatério real & dado conforme (B.1) e constituido pelas variaveis
aleatérias x1, xo,...,xZy. A seguir, considera-se que a média e a matriz de covariancia de
, definidas respectivamente em (B.5) e (B.6), sdo desconhecidas. Nesse caso, a andlise de
componentes principais deve ser feita sobre observacgoes de sorteios independentes de x.

Sendo assim, supOe-se que foram feitas 7" observagoes de sorteios independentes do vetor

aleatério &, resultando em vetores de observacao @, ™, ... TV O i-ésimo vetor de
observagao, com ¢ =0,1,...,7 — 1, é dado por
2 = [y of) - QT (B.18)

em que xy) é um escalar correspondente a i-ésima observagao do ¢-ésimo elemento de x,
com/{=1,2,...,N.

Na Subsecdo B.2.1, apresenta-se a definicdo de componentes principais amostrais para o
vetor aleatério & (JOLLIFFE, 2002). Na Subsegao B.2.2, aborda-se como as componentes
principais amostrais podem ser obtidas a partir da matriz de covariancia estimada desse
vetor. Na Subsecao B.2.3, aborda-se como essas componentes podem ser obtidas a partir de
uma decomposicao particular da matriz de dados observados. Por fim, na Subsecdo B.2.4
aborda-se a relacao entre as projecoes das observagoes sobre as componentes principais e

a aproximacao da matriz de dados observados por uma matriz de posto inferior.

B.2.1 Definicao de componentes principais amostrais

Definicao B.2. Seja um vetor aleatério real & de N > 2 elementos, com média e matriz

de covariancia desconhecidas. Definem-se combinacgoes lineares das variaveis aleatérias em
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x, para k=1,2,...,N; < N, como

By = 911—&7
em que Oy = [0y brp --- 9]\]7]{;]1— sdo vetores de coeficientes com 0} 6; = 1, cada um
representando uma direcio em RY. Dispoe-se de T observacoes de sorteios independentes
de z, dadas pelos vetores de observacao @, M ... (™Y ¢ RN. As observacoes das
variaveis aleatérias p,, para k =1,2,..., N; < N, sao dadas por
) =0z, (B.19)
comi=0,1,...,7 — 1. Os vetores 6, sao determinados, para k = 1,2,..., N; sequencial-

mente e nessa ordem, tais que

(i) a estimativa da varincia de p,, dada por

= 1 &6
0% = > (B =T, (B.20)
T-1i3
em que
. 1 T-1 )
mﬂk = ? Z Pr’ (B?]_)
i=0

seja maxima; e

(ii) a estimativa da covariincia entre p, e p,, dada por

g 1 T-1 ; - ; .
0'2}2’%@ = Z(pl(c) - mpk)(pé) - mpe>7 (B22)
r-1=
para todo £ =1,2,..., k — 1, seja igual a zero.

Sob essas condigoes, as N7 componentes principais amostrais de & sao definidas como
as variaveis aleatorias p,,p,,...,py,, em ordem decrescente de varidncia. As direcoes
das respectivas componentes principais amostrais de & sao definidas como os vetores de

coeficientes 01,04, ...,0n,. <

Assim como no caso exato apresentado na Definicdo B.1, no caso amostral o proce-
dimento de obtencao das componentes principais amostrais também consiste em uma
busca sequencial de direcoes 0y, 80s,...,0y, € RY. A diferenca, aqui, é que a média e a
matriz de covariancia do vetor aleatorio & nao sao conhecidas. Portanto, a busca é feita de
modo a maximizar a estimativa da variancia de cada combinacao linear das variaveis em
x, e anular a estimativa da covaridncia entre combinagoes lineares distintas (JOLLIFFE,
2002). Essas estimativas sdo feitas com base nas observacoes de x de que se dispoe. Na
Definicao B.2, foram consideradas estimativas para as médias, varidncias e covariancias
conforme (B.21), (B.20) e (B.22), respectivamente. Trata-se de estimativas baseadas em
estimadores nao enviesados e consistentes (PAPOULIS; PILLAI, 2002).
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A fim de obter uma representacao adequada das variaveis aleatérias x1,29,..., 2N a
partir das componentes principais amostrais obtidas, novamente é relevante que se faga a
escolha apropriada do nimero N; < N de componentes a serem consideradas. Quanto a
isso, as mesmas consideragoes feitas para o caso exato, na Secao B.1, valem também para
o caso amostral (JOLLIFFE, 2002).

Na prética, no entanto, o procedimento de busca apresentado na Definicao B.2 poucas
vezes € utilizado. Similarmente ao caso exato, a seguir mostra-se que a determinagdo das

diregoes das componentes principais amostrais pode ser feita de maneira mais simples.

B.2.2 Decomposicao em autovalores e autovetores da matriz de covariancia estimada

Seja o vetor aleatério real & com N elementos definido em (B.1) e sejam suas observagoes
x® € RN, com i = 0,1,...,7 — 1, dadas por (B.18). Partindo-se de estimadores nio
enviesados e consistentes para a média e para a matriz de covariancia do vetor aleatorio x
— definidas em (B.5) e (B.6), respectivamente —, é possivel obter as respectivas estimativas
baseadas em observagdes (PAPOULIS; PILLAI, 2002; JOLLIFFE, 2002) conforme

1 T—-1 )
my = ¥ cRY (B.23)
T =
e
~ 1 = @) = @) = T NxN
C, = 71 Z(m mg)(x m,) €R ) (B.24)
=0

A partir de (B.24), pode-se mostrar que C’; é positiva semidefinida e possui autovalores
reais nao negativos (PICINBONO, 1993; HAYKIN, 2014). Conforme a proposicao a seguir,
as componentes principais amostrais podem ser obtidas diretamente a partir de uma
fatoracio da matriz C, (JOLLIFFE, 2002).

Proposicao B.2. Seja um vetor aleatorio real & de N > 2 elementos, com média e matriz
de covariancia desconhecidas. Seja a estimativa C, da matriz de covariancia de x dada

por (B.24). Seja a decomposicio em autovalores e autovetores de 6’; expressa conforme

C,=040", (B.25)

RNXN RNXN

em que @ € ¢ ortogonal e A € ¢ diagonal com elementos da diagonal
principal distintos, positivos e providencialmente dispostos em ordem decrescente.

As primeiras Ny colunas de @ correspondem as direcoes 01,04, ..., 0y,, nessa ordem,
das componentes principais amostrais de x (conforme a Definicao B.2). Além disso, o0s
primeiros Ny elementos da diagonal principal de A correspondem ds variancias estimadas

das componentes principais amostrais com direcoes 01,0, ...,0y,, nessa ordem.
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Consideracoes sobre a demonstra¢do. A prova dessa proposicao é muito similar a da Pro-
posicao B.1 para o caso exato abordado na Subse¢do B.1.2, com a diferenga de que o
problema de otimizacao da Definicao B.2 depende de estimativas de varidncias e covari-
ancias das combinacoes lineares das variaveis aleatérias em . Embora a demonstracao
global seja omitida, sdo apresentadas as demonstragoes das expressoes que relacionam as
estimativas necessarias em termos dos vetores de coeficientes e das estimativas conhecidas.
A seguir, consideram-se as equacoes da Definicao B.2; em particular, considera-se
(B.19) para a i-ésima observagao de p,, com k=1,2,... Nyei=0,1,...,7—1. A partir
de (B.21) e (B.23), a média estimada de p;, para k = 1,2,..., Ny, pode ser expressa como

1 T—1

= S 0/z =0]m, (B.26)
=0

My, =

Considerando-se agora (B.22), (B.24) e (B.26), a covariancia estimada entre p, e p,, para

k=1,2,...,Nyel=1,2,... k—1, pode ser expressa como
= L 070 _ g7 (0Tl — 0T
O pppe = T_1 Z(ekw - Hkm£)<0£m - 05 m&)
=0

T—1
T (S (@9 ) (@ — )T 6
T-1= - -

= 0]C.,0,. (B.27)

Finalmente, a partir de (B.20), (B.24) e (B.26), a varidncia estimada de p, para k =

1,2,..., Ny, pode ser escrita conforme

— 6] C., 6. (B.28)

As Equagoes (B.27) e (B.28) sao andlogas as Equagoes (B.7) e (B.8), respectivamente, da

demonstracao da Proposicao B.1. ]

Segundo a Proposi¢ao B.2, as dire¢oes das componentes principais amostrais de um vetor
aleatoério podem ser obtidas realizando-se a decomposicao em autovalores e autovetores de
sua matriz de covaridncia estimada. Em relagdo ao caso exato abordado na Subsecao B.1.2,
a unica diferencga é que 14 as componentes principais sdo obtidas a partir da decomposicao
da matriz de covaridncia exata, visto que naquele caso essa matriz é conhecida (JOLLIFFE,
2002). Além disso, analogamente ao caso exato, a Proposi¢do B.2 permite afirmar que as
dire¢oes das componentes principais amostrais sao sempre ortogonais — o que também

nao é evidente a partir da Definicao B.2.
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A hipétese sobre os autovalores da matriz de covariancia C, na Proposicao B.1 para o
caso exato também estd presente na Proposicao B.2, mas agora sobre os autovalores da
matriz de covariancia estimada é; Na verdade, além de ser considerada na Proposicao B.2,
essa suposicao também deve ser levada em conta na Definicdo B.2 para que as componentes
principais amostrais sejam definidas de modo consistente. Embora seja muito raro é\l
ter autovalores nulos ou repetidos na prética (JOLLIFFE, 2002), ha razoes tedricas para
justificar essa hipétese. A justificativa é um pouco diferente daquela apresentada para
o caso exato na Subsecao B.1.2, pois algumas interpretagoes validas para a matriz de
covariancia nao se mantém para sua estimativa. Resumidamente, @ deve ter autovalores
distintos e positivos para que se garanta a unicidade das componentes principais amostrais
e se evitem casos de redundancia. Uma discussdo mais detalhada sobre essa hipdtese pode
ser encontrada em Jolliffe (2002, Sec. 3.4).

Por fim, o procedimento sugerido com base na Proposicao B.2 envolve como passo
inicial o calculo da estimativa da matriz de covariancia e a posterior decomposicao dessa
matriz em autovalores e autovetores. A seguir, apresenta-se uma outra forma de obter as
componentes principais amostrais diretamente a partir das observagoes do vetor aleatério

e, ainda, de forma computacionalmente eficiente.

B.2.3 Decomposicao em valores singulares da matriz de dados

Considera-se, nesta se¢ao, o vetor aleatério real & com N elementos, definido em (B.1),
cujas observagoes £ € RV, comi = 0,1,...,T—1, sdo dadas por (B.18). Por conveniéncia,
os T" vetores de observagao sao dispostos em uma matriz de dados dada compactamente
por

X — [w(O) 20 ... w(T—l)] € RVXT

ou escrita por extenso conforme

o 1 .. (T=1)

Ty Iy xy
0 1 T-1
o [
xg\(;) xg\l,) giT_l)

Define-se, ainda, a matriz de dados centralizada a partir da média amostral como

X, = [a® 2 ... V] eRVT, (B.29)

em que, para ¢ =0,1,...,T —1,

z) = 2O —m, e RV, (B.30)

C

sao os vetores de observagao centralizados e m, denota a média estimada de x con-

forme (B.23).
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A seguir, utiliza-se uma decomposicao da matriz de dados para obter, de maneira
alternativa a Proposi¢ao B.2, as componentes principais amostrais de . Essa decomposicao
¢é conhecida, no contexto de dlgebra linear e teoria de matrizes, como decomposicao em va-
lores singulares® (SVD, do inglés singular value decomposition) e possui diversas aplicagoes
em métodos numéricos e processamento estatistico de sinais. Especificamente no contexto
de analise de componentes principais, é mais ttil considerar a SVD reduzida® (JOLLIFFE,
2002). A aplicagao dessa decomposigao a matriz de dados centralizada X, leva a seguinte

proposicao.

Proposicao B.3. Seja um vetor aleatorio real x de N > 2 elementos, com média e matriz
de covariancia desconhecidas. Dispoe-se de I' > N observacoes desse vetor denotadas por
@ ¢ RN, comi=0,1,...,T — 1. Essas observacoes sdo organizadas em uma matriz

de dados centralizada X. € RN*T conforme (B.29). Seja a SVD reduzida de X. expressa

conforme

X =UXyV/, (B.31)

em que U € RNN ¢ uma matriz ortogonal, Vi € RT*N ¢ uma matriz tal que V'V, = Iy
e Xy € RYN ¢ uma matriz diagonal com elementos da diagonal principal distintos e
POSILIVOS.

As primeiras Ny colunas de U correspondem as direcoes 01,04, ..., 0y,, nessa ordem,
das componentes principais amostrais de x (conforme a Definicio B.2). Além disso,
0s primeiros Ny elementos da diagonal principal de X% correspondem ds variancias
estimadas das componentes principais amostrais com diregoes 01,04, . .., 0N, , nessa ordem,

multiplicadas por um fator T — 1.

Demonstracio. A matriz de covariancia estimada C, do vetor aleatorio x, definida

em (B.24), pode ser escrita como

—~ 1
Substituindo-se (B.31) em (B.32), tem-se
ral 1 T T 1 T T 1 2 T
C,=—UXyVUXNV)) = ——UXyVVIEWU =U|(-—-X,|U".
= T-1 T—-1 NI T—
—In
2 Conforme Golub e Van Loan (2013), a decomposi¢do em valores singulares de A € RM*K & dada por
A=UXV',
em que as matrizes U € RM*M ¢ V ¢ REXK g30 ortogonais e X = diag(oy,09,...,0p) € RMXK
é matriz retangular diagonal com P = min{M,K} e 01 > 02 > ... > op > 0. Os escalares reais e
positivos o1, 09, ...,0p sdo denominados valores singulares de A.

Conforme Golub e Van Loan (2013), a decomposi¢do em valores singulares reduzida de A € RM*K,

com M < K, é dada por
A= UZ’MV1T7

em que U € RM*XM ¢ ortogonal, V; € REXM gatisfaz V'V, = Iy e Xy = diag(oy,09,...,00) €
RMXM & matriz diagonal com o > 09 > ... > o > 0.



B.2. Componentes principais: caso amostral 231

A hipétese de valores singulares distintos na decomposi¢ao (B.31), e a hipétese de autovalo-
res distintos na decomposigao (B.25), implicam a unicidade dessas decomposigoes sob certas
condigoes anédlogas as da Proposicao 6.1 (GOLUB; VAN LOAN; 2013). Comparando-se as
expressoes, obtém-se

1

A primeira igualdade é verdadeira a menos de eventuais diferengas no sinal das colunas
de U e ©; isso nao interfere nas diregoes dessas colunas, mas apenas no seus sentidos. A
segunda igualdade é sempre valida, pois supoe-se que os valores singulares em Xy, bem
como os autovalores em A, sdo positivos e mantidos em ordem decrescente. Com base nas
expressoes obtidas e na Proposicao B.2, as diregoes das componentes principais amostrais
se encontram nas N7 primeiras colunas de U, e as variancias estimadas das respectivas
componentes se encontram nos primeiros N; termos da diagonal principal de X%, todas

multiplicadas por um fator T — 1. m

A obtencao das componentes principais amostrais via SVD reduzida conforme a
Proposicao B.3 nao é uma ideia nova (JOLLIFFE, 2002), mas é amplamente defendida
na area de analise multivariada pois é menos dispendiosa computacionalmente do que o
calculo da decomposicao em autovalores e autovetores da matriz de covariancia estimada
do vetor aleatorio. Outra vantagem proveniente da obten¢ao das componentes amostrais a

partir da SVD reduzida ¢ dada pela seguinte proposicao.

Proposicao B.4. Segundo a Proposicio B.3, a SVD reduzida da matriz de dados centra-
lizada X, € RY*T fornece automaticamente, em cada uma das colunas de V' € RN*T
observagoes de cada uma das componentes principais amostrais centralizadas empirica-
mente — i.e., com médias amostrais nulas — e normalizadas empiricamente — i.e., com

variancias amostrais iguais a 1/(T —1).

Demonstracao. Seja o vetor aleatério das Ny < N componentes principais amostrais
definido como p = [p; p; -+ Dy, |7, cujas observagoes para i = 0,1,...,T — 1 sdo dadas
por

p =[p pi - PR
em que p,(f) corresponde a i-ésima observacao da k-ésima componente principal amos-
tral, com k = 1,2,..., N1, conforme (B.19). A estimativa da média de p é calculada,
analogamente a (B.23), conforme

T-1
BT & '

A matriz de observacoes centralizadas das componentes amostrais é definida como

Pc _ [pgo) pgl) e pgT—l)] c ]RNlXT, (B33)
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em que, parat=0,1,...,7T — 1, tem-se
pld = p — m, € RM.
A matriz U, definida na Proposicao B.3, pode ser particionada conforme
U=[U U], (B.34)
em que U; € RV e U, € RV*(V=N1) Também conforme a Proposicio B.3, tem-se que
U =16, 6, --- Oy,], (B.35)

em que 6y,0,,--- 0y, correspondem as direcoes das componentes principais amostrais.
Com base em (B.33), (B.35) e (B.29), pode-se expressar (B.19) de maneira matricial

conforme

P.=U'X. (B.36)

Substituindo-se (B.31) e (B.34) em (B.36), tem-se

P.=U'UXyV =U] [U, U,|ZyV/
= [UU, U'U,] X5V,

A ortogonalidade de U implica UJU; = Iy, ¢ U U, = Oy, «(n—n,)- Logo,
P.=[Iy, Onx(nv-n) | ZNV] (B.37)

A matriz P, é igual a uma matriz com as primeiras N; linhas de Xy V;". A matriz Xy
¢ diagonal e representa apenas mudancas de escala em cada linha de V;'. A matriz V,'
¢é formada por N linhas ortogonais e todas de norma unitaria. Como P. é a matriz de
observagoes das componentes principais amostrais, tem-se que as primeiras N; linhas de
V," sdo uma versao de P. normalizada, i.e., com varidncias amostrais de todas as linhas
iguais e valendo 1/(T —1). O

Em aplicagoes praticas, a matriz V| é 1til quando se deseja realizar branqueamento
espacial no contexto de separagao cega de fontes. Na Secao 6.1, o branqueamento foi
abordado supondo conhecidas a média e a matriz de covariancia do vetor aleatoério de
misturas . No caso em que essas estatisticas de & nao sao conhecidas, o branqueamento
deve tornar nulas estimativas da covariancia entre misturas distintas, além de igualar a um
as estimativas das variancias de cada uma das misturas. De acordo com a Proposicao B.4,
como as linhas de V|" j4 sdo ortogonais e todas possuem normas unitarias, entdo a matriz
VT — 1V] fornece diretamente versdes empiricamente branqueadas das observagoes do
vetor aleatério de misturas z (HYVARINEN; OJA, 2000).
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B.2.4 Relacao com aproximacoes de posto inferior

A seguir, aborda-se o procedimento de obtencao de componentes principais amostrais
detalhado até aqui e comentam-se suas relagoes com aproximacoes de posto inferior de

matrizes via SVD. Seja a matriz

X, =U,P. ¢ RV, (B.38)

em que U; € RV*M ¢ yma matriz com colunas correspondentes as direcoes das compo-
nentes principais amostrais segundo (B.35), e P. € RNM*T ¢ a matriz de observacoes das
componentes principais amostrais centralizadas segundo (B.33). Substituindo-se (B.36)
em (B.38), tem-se

X.=UU/X.. (B.39)

Agora, substituindo-se (B.29) e (B.35) em (B.39), tem-se

01
~ 0, 0 1 T-1
0%,
OTal) O o OTalT
BTfB(O) OTCB(l) . OTm(Tfl)
:[01 02 HNl] 2%c 2%c 2%c
08,2 of,xl) - Of Y
Ny Ny N1
= [ 20526 Y (6{z)0, --- Y (6iz)6; (B.40)
k=1 k=1 k=1
em que, parai=0,1,...,7 — 1, %) corresponde & i-ésima observacio centralizada de x

segundo (B.30). Com base em (B.40), verifica-se que a matriz X tem, em cada uma de
suas colunas, a projecao ortogonal vetorial de cada coluna da matriz de observagoes X,
sobre o subespaco vetorial gerado pelas dire¢oes das componentes principais amostrais
0,,0,,...,0y, . Sendo assim, pode-se compreender X, como a reconstrucio das observacoes
da matriz de dados X, a partir das componentes principais amostrais. Resta saber se essa
reconstrugao ¢ 6tima em algum sentido.

Substituindo-se (B.37) em (B.38), tem-se

X =[Uy Oy x(v—np) | NV (B.41)
Particionando-se Xy € RM*V | tem-se

N, On, x(N=NY)

Sy = , (B.42)

On—N)xN: 2N-m
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com Xy, € RVM o Xy € RV-NIOX(N=N) matrizes diagonais com elementos da

diagonal principal positivos e distintos. Substituindo-se (B.42) em (B.41), tem-se

. S 0 _
X . =[U Ole(N—Nl)] [ i A Nl)] V1T

On—N)xN:  2N-m

) 0 _
U Ny N1 x(N—N) VvlT. (B.43)
Ov—nNxN: O(N—N)x(N=NY)

Portanto, X pode ser interpretada como a SVD reduzida de X, truncada, i.e., tomada
substituindo-se os seus N — N; menores valores singulares por zero. Logo, tem-se que X
é uma aproximacao por truncamento de SVD de X . Enquanto X, tem posto N, a matriz
X . tem posto N; < N.

Segundo o teorema de Eckhart—Young de dlgebra linear (GOLUB; VAN LOAN, 2013), é
possivel demonstrar que X conforme (B.43) é a melhor aproximagao de posto N; da matriz
X, no sentido de que minimiza tanto a norma de Frobenius quanto a norma-2 induzida da
diferenca X. — X . Portanto, a reconstrucao X, via N; componentes principais amostrais é
a melhor aproximacao de posto N; dos dados originais X, nos sentidos explicitados acima.

Trata-se de mais uma propriedade interessante das componentes principais amostrais.
B.3 Relacées com outras técnicas de decomposicao de variaveis aleatérias

De acordo com as Secoes B.1 e B.2, as técnicas de andlise de componentes principais
sao baseadas em transformacoes lineares que impoem restrigdes sobre momentos de ordem
dois (i.e., varidncias e covaridncias) ou sobre estimativas desses momentos. Na literatura,
diversos termos sao utilizados para se referir a técnicas semelhantes, mas nem sempre
equivalentes, também baseadas em estatisticas até a ordem dois e com ou sem reducao de
dimensionalidade (AHMED; RAO, 1975; GERBRANDS, 1981; JOLLIFFE, 2002; COMON;

JUTTEN, 2010). Trés desses termos sao elencados e comentados a seguir:

o Andlise fatorial. Trata-se de uma area de estudo em estatistica a qual estao rela-
cionadas técnicas para determinagao de fatores latentes (i.e., varidveis aleatorias
escondidas) a partir de matrizes de covaridncia (JOLLIFFE, 2002). Técnicas de
analise fatorial podem possuir diferencas significativas em relacao as técnicas de
PCA, principalmente pois supdem um modelo estatistico a priori para os dados. Em
geral, nesse modelo considera-se também a existéncia de ruido aditivo nas observa-
¢oes (JOLLIFFE, 2002). Em PCA, no entanto, ndo se supée um modelo particular

para os dados.

o Transformada de Karhunen—Loéve. Nessa técnica, utiliza-se um principio similar
de ortogonalizagao e eventual reducao de dimensionalidade ao de PCA, mas usual-

mente sobre as variaveis aleatérias que compoem, ao longo do tempo, um processo
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estocastico. Em geral, o processamento é temporal — i.e., feito sobre a matriz de
autocovariancia ou autocorrelagdo do processo (PAPOULIS; PILLAI, 2002). Em
contrapartida, no contexto usual de PCA, o processamento é espacial — i.e., feito
sobre a matriz de covariancia de um vetor aleatério qualquer. Destaca-se, no entanto,
que a distingdo entre esses termos nao é seguida a risca na literatura de processa-
mento estatistico de sinais; em Ahmed e Rao (1975), por exemplo, transformada de
Karhunen—-Loeve e PCA sao utilizados como sinénimos, sem distin¢ao entre os tipos

de processamento — i.e., temporal ou espacial — feitos em cada caso.

o Brangueamento. Trata-se de um procedimento de descorrelacao de variaveis aleatorias
a partir de transformagoes lineares (PAPOULIS; PILLAI, 2002), envolvendo um
passo adicional de normalizacao das variaveis para que tenham todas a mesma
variancia. Apos esse procedimento ser realizado sobre um vetor aleatério, a matriz de
covariancia associada deve ser diagonal constante (usualmente, impoem-se varidncias
unitérias e obtém-se uma matriz identidade). A questao do branqueamento espacial
no contexto de separacao cega de fontes é abordada por meio de um exemplo numérico
na Secao 6.3. No caso geral, branqueamento nao é sinonimo de PCA pois nao realiza
a reducao de dimensionalidade. No entanto, se o interesse for apenas voltado ao
branqueamento empirico de um conjunto de dados, pode-se simplesmente aplicar um
procedimento de PCA com N; = N. Esse procedimento resultara no branqueamento

empirico se for feita, posteriormente, uma normalizacdo pelas variancias empiricas

dos dados.

Enquanto as técnicas de PCA sdo baseadas em estatisticas até a ordem dois, as técnicas
conhecidas como andlise de componentes independentes (ICA) atuam, também, sobre
estatisticas de ordem superior (COMON, 1994). Métodos algébricos de ICA, baseados em
cumulantes, sdo abordados no Capitulo 6 no contexto de separacao cega de fontes (BSS).
A seguir, faz-se um paralelo entre as técnicas de PCA e ICA, ressaltando-se suas principais

diferencas e semelhancas:

o A anadlise de componentes independentes surgiu na década de 1980 voltada a uma
aplicacao especifica: o problema de BSS. Supondo um modelo de mistura composto
por um sistema misturador linear e instantdneo com fontes iid e mutuamente
independentes no espaco, o objetivo das técnicas de ICA é separar as fontes apenas
dispondo-se de observagoes das misturas (COMON, 1992). Nesse contexto, a tatica
de separacao classica consiste na imposicao de independéncia estatistica a saida do
sistema separador. Por sua vez, essa imposi¢ao pressupoe restri¢goes sobre fungoes
distribuigao de probabilidade conjuntas (COMON, 1992; CARDOSO, 1998). Isso se
traduz, no caso geral, em imposi¢oes implicitas ou explicitas sobre estatisticas de

ordem superior nas solugdes de ICA.



236

APENDICE B. Andlise de componentes principais

¢ Em contrapartida, a analise de componentes principais busca encontrar um nimero

reduzido de componentes que resumam, da melhor forma possivel, um conjunto
de dados (JOLLIFFE, 2002). Em sintese, impde-se que as componentes principais
tenham maxima varidncia sob a restricdo de serem nao correlacionadas. Sendo assim,
as estatisticas utilizadas explicitamente no procedimento de PCA se restringem
a ordem dois. Como, no caso geral, a nao correlagao nao implica independéncia,
PCA nao é compreendida como técnica de separagao cega de fontes. Além disso,
em analise de componentes principais, nao se supoe um modelo estatistico para as
variaveis aleatérias observadas — diferentemente do caso de ICA. Finalmente, a
reducao de dimensionalidade consiste no principio fundamental de PCA, permitindo
eliminar redundancias desnecessarias existentes nos dados. Classicamente, esse tipo

de procedimento nao é realizado em ICA.

Como semelhanca, ambas as técnicas podem ser interpretadas como a busca de
diregbes (i.e., vetores) que maximizem um certo critério baseado em estatisticas. No
caso de PCA, buscam-se dire¢oes de maxima variancia que correspondem as diregoes
das componentes principais. Em ICA, buscam-se dire¢coes de maxima independéncia

que estao relacionadas aos coeficientes do sistema misturador que se deseja identificar.

Muitos dos problemas que hoje sao investigados na area de ICA vinham sendo
previamente tratados na area de PCA ao longo do século XX. Atualmente, as
técnicas de ICA tém ganhado espaco até mesmo na area de aprendizado de maquina
— onde as técnicas de PCA sao amplamente utilizadas. A escolha entre um conjunto de
técnicas ou outro deve ser feita observando-se a aplicacdo, as caracteristicas dos sinais
envolvidos, a existéncia de um modelo estatistico razoavel, o custo computacional,

entre outros.

Por fim, as técnicas de PCA tém sua importancia, embora indireta, no contexto
de BSS. Em primeiro lugar, pois o branqueamento de variaveis aleatérias consiste
em uma etapa de pré-processamento amplamente empregada em técnicas de ICA.
Usualmente, os dados sao branqueados espacialmente antes da aplicagao de um
método particular de separacao (CARDOSO, 1998; HYVARINEN; OJA, 2000).
Recorda-se que o branqueamento espacial pode ser realizado pelo procedimento de
PCA, mas sem a reducao de dimensionalidade. Em segundo lugar, pois a reducao
de dimensionalidade pode ser 1til em problemas de separagao sobredeterminados,
i.e., com mais misturas do que fontes. Nesse caso, recomenda-se a aplicacao prévia
de PCA aos dados a fim de nao apenas branquea-los, mas também de remover suas
redundancias (COMON, 1994).
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Neste apéndice, abordam-se métodos numéricos de diagonalizacao de matrizes simétri-
cas. Trata-se de técnicas importantes a implementacao dos métodos de separacgao cega de
fontes baseados em propriedades algébricas de cumulantes e considerados no Capitulo 6.

Na Secao C.1, apresenta-se com base em Haykin (2014) o método de Jacobi classico para
diagonalizacao de uma matriz simétrica. Esse método pode ser empregado na implementa-
¢ao da técnica de identificacio cega de quarta ordem (FOBI), cujos principios tedricos
sao abordados na Secao 6.5. Na Secao C.2, aborda-se conforme Bunse-Gerstner, Byers
e Mehrmann (1993), Cardoso e Souloumiac (1996) uma extensao do método de Jacobi
para diagonalizagao simultanea de matrizes simétricas. Essa extensao é particularmente
util a implementacao de técnicas de separacao conhecidas como diagonalizacao conjunta

aproximada de automatrizes (JADE), cujos principios teéricos sao abordados na Segao 6.6.
C.1 Método de Jacobi classico

Basicamente, o método de Jacobi consiste na aplicacdo de uma sequéncia de rotagoes
planares a uma matriz, bilateralmente, de modo a diagonaliza-la. Esse método permite
obter a decomposi¢ao em valores singulares (SVD) de uma matriz qualquer considerando-se
uma precisdo numérica preestabelecida (HAYKIN, 2014).

Originalmente, o método de Jacobi foi concebido para exprimir matrizes simétricas em
uma forma diagonal (HAYKIN, 2014). Nesse caso, o método de Jacobi permite determinar
a decomposi¢do em autovalores e autovetores da matriz considerada. Na Subsecao C.1.1,
aborda-se o método de Jacobi para diagonalizacdo de uma matriz simétrica real 2 x 2; na

Subsecao C.1.2, considera-se o método de Jacobi para o caso N x N.

C.1.1 Caso2x 2

Seja uma matriz simétrica D € R?*? dada por

D= {d“‘ d”’], (C.1)
dji dj;

com d;; = d; ;. Utilizando-se uma matriz ortogonal de rotagao planar @ € R?*?, 0 método

de Jacobi tem como objetivo diagonalizar D bilateralmente conforme a expressao
O'DO = A, (C.2)

em que A = diag(\;, o) € R?*2. No caso real, as rotacdes planares podem ser generica-

mente expressas como

O(c,s) = {C _3] , (C.3)
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em que ¢ = cosf e s =senf para 0 € R, de modo que
A+ st =1. (C4)

Matrizes ortogonais conforme (C.3) sdo conhecidas, na literatura, como rotagoes de Givens
ou rotagoes de Jacobi (HAYKIN, 2014). Devido a congruéncia dos dngulos de rotacao e
por simplicidade, consideram-se a seguir apenas os angulos € [—7, 7) nas rotacoes de
Givens. A partir deles, podem-se realizar rotagoes para todas as dire¢oes do plano. Além
disso, para o intervalo de angulos considerado, tem-se 0 < c<le —1<s < 1.

Substituindo-se (C.1) e (C.3) em (C.2), e expandindo-se a matriz A, tem-se

C S dm’ di,j c —S - )\1 0
—S C dj,i dj,j S Cc B 0 )\2 ‘

Dessa equacao, e utilizando-se a simetria de D, resulta o sistema de equagoes

di7¢C2 -+ 2di7jSC -+ dj7j82 = )\1 (C5)
dm’Sz — 2di’jSC + de‘Cz = )\2 (C6)
—d;sc+d; j(¢* — s*) +d; jsc = 0. (C.7)

Por conveniéncia, subdivide-se o problema nos seguintes casos particulares:
¢ D diagonal, i.e., d;; = d; ; = 0O:

e di; = d;;: Qualquer rotacao, para ¢ no intervalo considerado, mantém D
diagonal. Usualmente, escolhem-se rotacoes de 6 = 0 ou § = —7. No primeiro
caso, tem-se (¢, s) = (1,0) e a matriz D nao ¢ alterada. No segundo caso, tem-se

(¢,s) = (0,—1) e a transformacgao permuta os elementos d,; e d; ;.

o d;; # d;;: A Equagao (C.7) é satisfeita se, e somente se, sc = 0. Nesse caso, e
para o intervalo de dngulos considerado, as rotagoes validas sao de § = 0 ou
0=—

N

¢ D nao é diagonal, i.e., d;; = d; ; # 0:

o d;; =d;;: A Equacgao (C.7) é satisfeita se, e somente se, ¢ = |s|. Isso corresponde

as rotagoes de 6 = 7 ou 6§ = —%. No primeiro caso, tem-se (c, s) = (ﬁ ﬁ) e,

202
no segundo, tem-se (¢, s) = (?, —?)
o d;; #djj: E necessério que sc # 0 para que (C.7) seja satisfeita. Em outras
palavras, é preciso considerar que 6 # 0 e 6 # —7. Isso equivale a considerar que
(e,s) # (1,0) e (¢,s) # (0,—1). Sob essas condigoes, podem-se dividir ambos os

lados de (C.7) por sc, chegando-se a

dy; —dys +di (g - S) 0. (C.8)
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Por conveniéncia, definem-se

t="¢eR, (C.9)
C
em que t =tgf e R* =R\ {0}, e
djj — dii
== cR" C.10
C=~%q, © (C.10)

uma constante que depende apenas dos elementos de D). Com essas definigoes,

(C.8) pode ser reescrita como

+20t—1=0 & t=-(+£,/C+1 (C.11)

Como é de se esperar, a equagao quadratica resultante possui duas solugoes.

s
)
O(c, s) permite diagonalizar D. A fim de analisar melhor esses dois casos, é

Logo, ha duas possiveis escolhas de angulos |f| € (0,%) tais que a rotagao

conveniente exprimir ¢ de maneira alternativa. Definindo-se

sgn ¢ = ¢/|¢],

a solucao em (C.11) pode ser expressa como

¢ BEOUECEVERD o))+ /21 1) (C.12)

sgn ¢

= (sgn () (— 2 _|C|:F C2+1>: sgn ¢
— (s O)(—1C] + /< +1>(_|C|W7VC2+1 . e

As expressoes de (C.12) e (C.13) sdo uteis para analisar as duas possibilidades

de solugoes:

* Considerando-se o sinal positivo no tltimo termo de (C.13), tem-se

sgn ¢

e =t (C.14)

Nesse caso, tem-se |t| € (0,1), o que implica |f] € (0, }). Para esse tipo de
solugdo, vale ¢ > |s.

* Considerando-se o sinal negativo em (C.12), tem-se

t=—(sgn Q)¢ + /¢ +1). (C.15)

Aqui, tem-se [t| € (1, +00), o que implica || € (7, 5). Nesse tipo de solucao,

vale ¢ < |s].
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Em ambos os tipos de solugao, apds o calculo de t a partir de ¢, obtém-se ¢

dividindo-se (C.4) por ¢?, que resulta em

1

Finalmente, obtém-se s a partir de (C.9) conforme

s = tc. (C.17)

Na literatura, é usual subdividir o algoritmo de Jacobi para a diagonaliza¢do de uma
matriz simétrica qualquer D € R?*? em dois tipos. A inspiracdo vem das duas solucoes

provenientes para o caso particular em que D nao ¢ diagonal e d;; # d; ;. Os tipos sdo:

o Jacobi por rotagoes internas. Consideram-se apenas rotacoes com 0 € [—7, 7). Em
particular, se D for diagonal, considera-se ¢ = 0. Se D nao for diagonal mas d; ; = d; ;,
considera-se § = —7%. Se D nao for diagonal e d;; # d;;, considera-se |0 € (0, %), o

que equivale a calcular as tangentes de acordo com (C.14).

o Jacobi por rotagoes externas. Consideram-se apenas rotagoes com 6 € [—7, —5) U
1% 5). Particularmente, se D for diagonal, considera-se § = —7. Se D nao for
diagonal mas d;; = d; ;, considera-se § = 7. Se D nao for diagonal e d;; # d;;,

considera-se |0] € (7, %), o que equivale a calcular as tangentes de acordo com (C.15).

Na Tabela 2, apresenta-se um resumo dos principais passos do método de Jacobi por

rotagoes internas para uma matriz simétrica 2 x 2.

Tabela 2 — Passos principais do método de Jacobi por rotagdes internas para uma matriz simétrica 2 x 2.

Entrada:

d;j = [D];j, D € R?*? matriz simétrica

Saida:
©® ¢ R?*2 matriz ortogonal @~ ! = @7 tal que @T DO é diagonal

Sed;; =d;; =0, faga:
(c,s) « (1,0)

Caso contrério, se d; ; = d; ;, faca:
(c,8) + (@, —%)

Caso contrario, faca: {
C = (dj; —disi)/(2ds ;)
t (sen0)/(IC] + /P + 1)
e I NIHE
s 4+ tc }

Calcule ©(c, s) segundo (C.3)

O +— O(c,s)

Fonte: autoria prépria.
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C.12 Caso N x N

Na pratica, muitas vezes ¢é preciso diagonalizar matrizes simétricas com mais do que
duas linhas e duas colunas. Felizmente, é possivel generalizar o método apresentado para o
caso 2 X 2 para considerar matrizes maiores. Essa generalizacao é conhecida como método
ciclico de Jacobi (HAYKIN, 2014).

O método ciclico de Jacobi consiste na aplicacao bilateral de uma sequéncia de rotagoes
de Givens a matriz simétrica que se deseja diagonalizar. O método é subdividido em
etapas denominadas ciclos de varredura. Cada ciclo é composto por etapas simples em que
rotagoes de Givens sao aplicadas a matriz de forma a anular certos elementos. O conjunto
de etapas simples que percorre, em uma ordem fixa, todos os elementos da matriz (exceto
aqueles fora da diagonal principal) constitui um ciclo.

Seja uma matriz simétrica D € RY*N com elementos d;; = [D];;. Considera-se,
inicialmente, uma etapa simples do método ciclico de Jacobi cujo objetivo é eliminar os
elementos (i,7) e (4,7) de D, com ¢ < j, sendo i,j = 1,2,..., N. A eliminacao é feita
conforme

D <+ 7, (cs) = @iT,j(C’ s)D®,(c,s), (C.18)

em que O, (c,s) € RV*N | definida como

1 0 0 0

0 cee  C v —S8 o 0 thhal
@z’,j(QS): : : N :

0 - 0 -+ 0 .- 1

I

coluna ¢ coluna j

¢ uma matriz de rotacado de Givens para o caso N x N. As constantes ¢ e s sao calculadas
de acordo com as mesmas equagoes apresentadas para o caso 2 X 2, podendo-se escolher
entre rotacoes internas ou externas. Observa-se que, nessa etapa simples, sdo considerados
para o célculo de c e s os elementos d, ;, d;;, d;; e d;; de D. Além disso, embora na etapa
deseje-se eliminar d; ; e d;;, em geral a aplicagao bilateral segundo (C.18) altera todos os
elementos da i-ésima e j-ésima linhas e colunas de D.

Cada ciclo do método de Jacobi é dado pela aplicagao sucessiva de N(N —1)/2 rotagoes
de Givens a matriz que se deseja diagonalizar, analogamente ao mostrado em (C.18) para
apenas uma rotagao. Em cada ciclo, realiza-se a varredura dos elementos de D na mesma

ordem. Entre as varias possibilidades de ordem de varredura, destacam-se os métodos
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ciclicos por linhas e os métodos ciclicos por colunas. Nos métodos ciclicos por linhas, a

varredura em cada ciclo é feita na ordem de indices (i, j) conforme
(1,2) - (1,3) » -+ = (L,N) = (2,3) - (2,4) - -+ > (2,N) = --- = (N = 1,N).

Por sua vez, nos métodos ciclicos por colunas, a varredura em cada ciclo é feita na ordem

de indices (7, j) conforme
(1,2) = (1,3) = (2,3) = (1,4) = (2,14) - (3,4) —» -+ = (I,N) - (2,N) = --- (N — 1, N).

Apés o término de cada ciclo, o ciclo é reiniciado até que a diagonalizagdo seja
atingida para uma dada precisdao numérica. Sendo assim, o método ciclico de Jacobi é
iterativo (HAYKIN, 2014). Denotando-se por D*) a matriz sob diagonalizacio apés o
k-ésimo ciclo, com k = 1,2, ..., pode-se medir o desempenho da diagonalizacao de acordo
com a soma do quadrado dos elementos de fora da diagonal de D®) € R¥N*N A partir do
operador off(-) definido em (7.40), essa soma pode ser expressa de maneira reduzida como
off (D). A convergéncia dos métodos de Jacobi, no sentido de que

lim off(D®) =0,

k—+4o00

foi demonstrada nos trabalhos de Forsythe e Henrici (1960), Luk e Park (1989) para os
métodos ciclicos por linhas e por colunas. O critério de parada do algoritmo pode ser
colocado como uma condi¢ao (BUNSE-GERSTNER; BYERS; MEHRMANN, 1993)

off(DW) < || DO ||,

em que € é uma constante pequena, || - ||[f denota a norma de Frobenius conforme (7.52)
e DO corresponde a matriz antes da aplicacdo do método de Jacobi. Segundo Haykin
(2014), para valores tipicos como & = 1072, o algoritmo converge em torno de 4 até 10
ciclos para matrizes 4 x 4 até 2000 x 2000. Na Tabela 3, apresenta-se um resumo dos
principais passos do método de Jacobi por rotagoes internas e ciclico por linhas para uma

matriz simétrica N x N.
C.2 Método de Jacobi estendido

Em diversos problemas praticos como, por exemplo, separacao cega de fontes, surge
a necessidade de determinar a matriz ortogonal que diagonaliza simultaneamente um
conjunto de matrizes simétricas (BUNSE-GERSTNER; BYERS; MEHRMANN, 1993;
POLTRONIERE; SOLER; BRUNO-ALFONSO, 2016). No caso do método JADE abordado
na Secao 6.6, deseja-se determinar a matriz ortogonal que diagonaliza simultaneamente
o conjunto de matrizes de quadricovaridncia obtidas a partir dos cumulantes estimados

das misturas branqueadas (CARDOSO; SOULOUMIAC, 1993). Embora o problema de
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Tabela 3 — Passos principais do método de Jacobi por rotagoes internas e ciclico por linhas para uma
matriz simétrica N x N.

Entradas:
dij = [Dlij, D € RM*YN matriz simétrica

€ > 0 escalar pequeno

Saida:
© ¢ RY*N matriz ortogonal @~ = @ tal que
off(@"DO) < ¢|D|¢

O« Iy
Enquanto off (D) > ¢||D|J¢, faca: {
Parai=1,2,...,N, faca: {
Paraj=1i+1,i+2,...,N, faca: {
Sed;; =d;; =0, faga:
(¢c,8) + (1,0)
Caso contrdério, se d; ; = d; ;, faga:
(c,s) (@, —?)
Caso contrario, faca: {
¢ (dj; —dig)/(2di;)
te (sgnO)/(IC + /2 H 1)
c 1/\/1—1—7152
s < tc }
Calcule O, ;(c, s) segundo (C.19)
D @Z-T’j(c, s)D O, ;(c,s)
O «— B0, ;(c,s) } } }

Fonte: autoria prépria.

diagonalizagao simultanea de matrizes possa parecer trivial do ponto de vista teérico, sua
implementagao pratica nao ¢ direta e inspira certos cuidados.

Na Subsecao C.2.1, aborda-se a diagonalizacao simultanea de matrizes e as dificuldades
que podem surgir ao realizar essa diagonalizacao numericamente. Na Subsecao C.2.2,
aborda-se o método de Jacobi estendido para diagonalizacao de L = 2 matrizes simétricas

reais; na Subsecao C.2.3, considera-se o método de Jacobi estendido para L qualquer.

C.2.1 Diagonalizacao simultanea de matrizes

Inicialmente, recordam-se alguns conceitos tedricos acerca da diagonalizacao simultanea
de matrizes a partir da seguinte proposigao (GOLUB; VAN LOAN;, 2013).

Proposicao C.1. Sejam L > 1 matrizes simétricas Dy, D, ..., D € RV*N . Se essas

matrizes comutarem em pares no produto, i.e.,

DD, = DD,
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para todos 0,k =1,2,..., L, entdo elas sao simultaneamente diagonalizdveis. Isso significa

que existe uma matriz ortogonal @ € RN*N tal que
©'D,6O = A,

para todo £ =1,2,...,L, em que Ay € matriz diagonal. Além disso, a reciproca também é
verdadeira: se as matrizes simétricas forem simultaneamente diagonalizdveis, entdo elas

comutam em pares no produto.

Dispondo-se de um conjunto de matrizes simétricas simultaneamente diagonalizaveis,
pode-se pensar que ¢ suficiente diagonalizar apenas uma matriz para poder determinar a
matriz ortogonal que diagonaliza as demais. De fato, desde que a matriz diagonalizada
nao possua autovalores repetidos, essa estratégia funcionaria em um contexto teérico. No
entanto, computacionalmente, devido a erros de arredondamento e de estimacao, muitas
vezes nao é possivel garantir que Dy, D,, ..., Dy sao simultaneamente diagonalizaveis,
embora possam ser de forma aproximada. Nessa situagao, obter a transformacao de
similaridade de diagonalizacao a partir de uma tnica matriz e aplica-la as demais poderia
ser uma abordagem muito pouco eficiente do ponto de vista numérico. O seguinte exemplo,
reproduzido de Bunse-Gerstner, Byers e Mehrmann (1993), motiva a consideracao de
uma estratégia diferenciada para a realizagdo da diagonalizagdao conjunta de matrizes que

comutam aproximadamente.

Exemplo C.1. Sejam as matrizes simétricas D;, D, € R** dadas por

1000 01 00
01 00 1000
0001 0 010
0010 0001
Verifica-se que
0100
1000
DD, = D,D, =
12 21 000 1
0010

Logo, D, e D5 sao simultaneamente diagonalizaveis. Considera-se, agora, que uma per-

turbacao é aplicada a alguns elementos dessas matrizes, resultando respectivamente nas

matrizes
1—c¢ 0 00 01 0 0
—~ 0 1 00 ~ 1 0 0 0
D1: e € D2: )
0 0 01 0 0 1—c¢
0 0 1 0 00 0 1+4+¢€
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sendo 0 < € < 1 um escalar pequeno. Verifica-se que

0 1—c¢ 0 0 0 1+e¢ O 0
— 1+¢ 0 0 0 ~ ~ —e¢ 0 0 0
DD, = #+ DyDy = .
0 0 0 1+4+¢ 0 0 0 1—c¢
0 0 1—e¢ 0 0 0 1+¢ 0

Sendo assim, Dy e Dy ndo comutam e, portanto, nao sao simultaneamente diagonalizaveis.

Pode-se mostrar que as matrizes de autovetores de D, e Dy independem de € e valem,

respectivamente,
10 0 0 22 g 0
— 01 0 0 =2 2 9
U, = e Uy=| 2 2 . C.20
oo 2 v o o0 10 (C.20)
00 —¥2 ¥2 0 0 01

Essas matrizes de autovetores sdo tnicas a menos da ordem das colunas e eventuais fatores

de escala aplicados a cada coluna. Além disso,

01 0 O

o~ 10 0 O —r e

U D,U, = = off(U] DyU,) = 2(1 + €?)
0 0 1 —e¢
0 0 — 1

e

1 —e 0 O

—r~ —~ —e 1 00 —r= —~ 9

U2 DU, = 0 0 1 = OH(UQ DlUQ) = 2(1 +€ ),
0O 0 10

em que off () denota a soma dos quadrados dos elementos de fora da diagonal principal da
matriz considerada. Portanto, o desempenho da diagonalizacao quando a transformacao de
similaridade é obtida a partir de uma tinica matriz, e aplicada a outra matriz, é da ordem
de um. Apesar disso, seria desejavel que o desempenho dependesse apenas da perturbacao
e. Observando-se a estrutura em blocos das matrizes Uy e U, de (C.20), pode-se vislumbrar

a diagonalizagdo conjunta considerando-se a matriz

11 0 0
—~ 2|-1 1 0 O
g V2 . (C.21)
210 0 1 1
0 0 -1 1
Nesse caso, tem-se
1 — 0 0
e — 1 0 0 e
U'DU-=| ° | = oE@TDO) =2
0 1
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0" DU — L of (TTD,T) — 262

—€
—e 1

o O = O

Agora, o desempenho da diagonalizacido ¢ da ordem de €2, sendo melhor do que o desem-

penho obtido pela consideragao individual das matrizes de (C.20). <

Com a diagonalizacdo conjunta aproximada de matrizes, busca-se determinar a trans-
formacao de similaridade que maximiza o desempenho da diagonalizacao para um dado
conjunto de matrizes simétricas. Por exemplo, a partir de um algoritmo de diagonalizacao
conjunta, pode-se determinar a matriz de (C.21) abordada no Exemplo C.1. A fim de apre-
sentar o procedimento de diagonalizacao conjunta aproximada, considera-se inicialmente o

caso da diagonalizacao conjunta de L = 2 matrizes simétricas N x N.

C22 Caso L =2

RN que se deseja diagonalizar simultanea-

Sejam as matrizes simétricas Dy, D, €
mente de maneira aproximada. Considera-se uma dada etapa simples do método ciclico
de Jacobi estendido correspondente aos elementos (i,j) e (j,i) com ¢,5 =1,2,...,N e
7 < j. Assim como no método classico, em cada etapa simples considera-se uma rotagao
de Givens O, ;(c,s) € RV*Y conforme (C.19). Sem perda de generalidade, estipula-se o
intervalo preliminar de dngulos 6 € [-7,7) talque 0 < c < le —1 <5 < 1. A etapa
simples do método de Jacobi estendido consiste na aplicacdo simultanea e bilateral da

rotacdo @, ;(c, s) as matrizes D; e D, conforme

ii(c,8) = O] (c,8) Dy O, ;(c, s), (C.22)
D2 — Tg;i,j(C, 8) = QZJ<C’ S) D2 @i’j<C, S), (023)

de modo a resolver o problema de otimizacao, sobre a soma dos quadrados dos elementos

de fora da diagonal das matrizes 13, ;(c, s) e X2, ;(c, s), dado por

milolgcr%ilze off (X1, ;(c, s)) + off (X, j(c, s))

~1<s<1 (C.24)

sujeito a  ¢® +s? = 1.

A cada etapa simples, deve-se resolver o problema de otimizacao correspondente. Como o
método classico, o método estendido também é baseado na repeticao de ciclos de varredura
constituidos, cada um, por uma sequéncia de etapas simples que devem varrer todos os

elementos das matrizes consideradas, exceto aqueles nas suas diagonais principais.
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Para a obtencao de um algoritmo que permita determinar os parametros 6timos c e
s provenientes da resolugdo do problema de otimizagao de cada etapa simples (i,7) do
método de Jacobi estendido, parte-se de (C.22) e (C.23) e obtém-se

1Vi5(es)F = IDillF e [T (e 9)llF = [ID:l7
Resulta, portanto, a igualdade

ID1 [ + | Ds|f = off (Yi(c, 5)) + off (Yo 5(c, 5)) + ddiag(Xi5(c, s)) + ddiag(Lou(c, 5))

(C.25)
em que ddiag(-) denota a soma dos quadrados dos elementos da diagonal principal da
matriz considerada. Como o lado esquerdo de (C.25) independe da rotagao escolhida, o

problema de minimizagao (C.24) equivale & maximizacao de
ddiag(Y7, (¢, s)) + ddiag(Y>,; ;(c, s))

sob a mesma restricio. Com base em (C.22) e (C.23), as rotagoes somente alteram os

elementos (7,7) e (4, ) da diagonal principal de Dy e Dy. Sendo assim,

ddiag(TI;i’j(C, S)) + ddiag(TM’j(C, S)) = ddlag(Dl, DQ)
— ([D1];, + [D1]5; + [Ds), + [D.]3)

+ (Y j(e, 9)l7s + [Magle, s))3;
+ (Yo i(c, 8)l7s + [Maagle, s))3 (C.26)

J5J

e a maximizagao de (C.26) variando-se ¢ e s equivale a& maximizacao apenas dos ultimos

quatro termos de (C.26), i.e.,
(Y j(c, 92 + V(e s)3; + [Yaag(c, 97 + [Vaas(e, s)3 5. (C.27)

Para a obtengao de um algoritmo a partir da fungao objetivo resultante dada por (C.27),

¢é util considerar a seguinte relacao entre escalares quaisquer a,b € R:

(a+b)7°+(a—b)°

2 b2:
a® + 5

(C.28)

Adicionalmente, como tr(Y; ;(c, s)) = tr(Dy) para { = 1,2, e as rotacoes apenas alteram

os elementos (i,7) e (7,j) da diagonal principal, entao
(Yeiij(c: s)lia + [Yeaj(c, s)lj; = [Delii + [Diljs- (C.29)

Agora, aplica-se (C.28) aos dois primeiros e aos dois tltimos termos de (C.27) e considera-se
a relagao dada por (C.29). Com isso, conforme sugerido por Cardoso e Souloumiac (1996),

a maximizacao de (C.27) equivale & maximizacao de

(Wi (e, 8)ii — Mg (e, 9)]55)° 4+ ((Maige, 8)]ii — Mo (e, 9)]55)% (C.30)
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Voltando as Equagoes (C.5) e (C.6) para o método de Jacobi classico, os elementos

envolvidos podem ser escritos como

(Xriii(c, s)|ii = [Deliac® + 2[Dy); jsc + [Dy) 5%, (C.31)
[Xyiii(c, s)]j; = [Diliis® — 2[Dylizsc + [Dyl; ¢, (C.32)

para ¢ = 1,2. Em seguida, substituem-se (C.31) e (C.32) em (C.30) para chegar a fungao

objetivo equivalente

([D1)is — [Da];)(¢® — %) + 4[Dy]; sc)?

fijle,s) = (
+ (([Dalis — [Da]j5)(¢* = 8*) + 4[ Dy} js¢)*. (C.33)

A maximizacdo de f;;(c,s) variando-se ¢ e s sob a restricio ¢* + s> = 1 equivale ao
problema de minimizacao de (C.24). A vantagem da formulacao alternativa de (C.33) é
que fi;(c,s) é dada explicitamente em funcao dos elementos das matrizes Dy e D5 e das
variaveis c e s.

Por conveniéncia e inspirando-se em Cardoso e Souloumiac (1996), Bunse-Gerstner,

Byers e Mehrmann (1993), definem-se os vetores

v(c,s) = {C 7 ] (C.34)

2sc
e
[D)ii = [Ddljs
®ij(De) = 7 ’ (C.35)
’ 2[Dy;;
para ¢ = 1,2. Com essas defini¢oes, (C.33) pode ser reescrita como
fij(e,s) =v'(c,s) B ;(D1, Do) v(c, 5), (C.36)
em que
®,;(D1,Ds) = ¢i(D1) ¢ ;(D1) + ¢5,;(D2) ¢} ;(D2) (C.37)

¢ uma matriz 2 x 2 positiva semidefinida. Portanto, o problema de otimizagao consiste em
maximizar a funcio objetivo de (C.36) variando-se c e s sob a restricao ¢*+s* = 1. A funcio
objetivo obtida pode ser interpretada como uma forma quadrética em v(c, s). Por sua vez,
a restricdo ¢ + s* = 1 implica v'(c, s) v(c, s) = 1. Além disso, com 0 € [-F,Z) tem-se
que v(c, s) varre todas as diregoes possiveis do plano. Logo, o problema de otimizagao
original de (C.24) equivale a maximizacao da forma quadratica de (C.36) sob a restrigdo

de norma unitaria, i.e.,

HlaXiIIQﬂZG VT@i’j(Dl, Dg) v
vek (C.38)
sujeitoa v'v =1,
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com v relacionado aos pardmetros ¢ e s de acordo com (C.34).
Resolvendo-se o problema resultante por multiplicadores de Lagrange, a funcao objetivo

sob a restricao considerada vale
9:,; (Wi N) =v'®, (D1, Dy)v — A(v'v — 1).

Verifica-se que

0gi,;(v; \) T T

5 =v'v—1=0 = v v =1 (restrigdo)
99i,3(v; \)
ov

Portanto, a condicdo necessaria para que v de norma unitaria seja solu¢ao do pro-

=209 (D, D;) —2\w' =0] = &,;(D;,Do)v = \v.

blema (C.38) é que v seja autovetor de P, ;(Dq, D). Nesse caso, a funcdo objetivo

vale
v, (D), Dy)v=v"\v=)ER.

Logo, o problema ¢é resolvido ao escolher v autovetor de norma unitaria de ®; ;(D;, D3)
associado ao seu maior autovalor.

Finalmente, a fim de obter expressoes para os parametros 6timos ¢ e s, podem-se
adotar rotagdes internas no método de Jacobi, i.e., 6 € [-7, 7). Isso é possivel pois v, de
acordo com (C.34), também varre todas as dire¢oes do plano para o intervalo de angulos
T

considerados. Por simplicidade, denota-se o vetor étimo por v = [, 15 ]' e consideram-se

os seguintes casos particulares:
o v = 0: Escolhe-se § = —% de modo que (c,s) = (?, —g)
o o = 0: Escolhe-se # = 0 de modo que (¢, s) = (1,0).

o Demais casos: As relagdes de (C.34) podem ser invertidas, de onde se obtém os

parametros 6timos da rotacao interna

1
P (C.39)
>
(§]
1)
_ 4
S= Jan T2 (C.40)

Assim como no caso cléssico, cada ciclo do método de Jacobi estendido é dado pela
aplicagao sucessiva de N(N — 1)/2 rotagoes de Givens as matrizes simétricas que se deseja
diagonalizar. As rotagoes de cada etapa simples podem ser obtidas segundo (C.19) com
os pardmetros ¢ e s 0timos para rotagoes internas calculados conforme (C.39) e (C.40),
respectivamente. Em cada ciclo, realiza-se a varredura dos elementos das matrizes na
mesma ordem. Usualmente, utiliza-se o método ciclico por linhas analogo ao do caso

classico e abordado na Subsecao C.1.2.
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Apos o término de cada ciclo da diagonalizagdo conjunta aproximada, o ciclo é reiniciado
até que se satisfaca um determinado critério de parada. Portanto, o método ciclico de Jacobi
estendido também ¢ iterativo. Denotando-se por Dék) a (-ésima matriz sob diagonalizagao
apos o k-ésimo ciclo, com k=1,2,... e £ = 1,2, o critério de parada do algoritmo pode

ser colocado como uma condig¢ao
k k 0 0
off (D}, DY) < & (| DY + D5 Ip),

em que € ¢ uma constante pequena e DEO) denota a ¢-ésima matriz antes da diagonalizagao
conjunta aproximada.

A convergéncia quadratica local do método de Jacobi estendido para L = 2 matrizes,
baseado em rotacoes internas e ciclico por linhas, foi demonstrada por Bunse-Gerstner,
Byers e Mehrmann (1993). Essa demonstragao depende do uso de apenas rotagoes internas
na diagonalizacao. Na Tabela 4, apresenta-se um resumo dos principais passos do método
de Jacobi estendido por rotagoes internas e ciclico por linhas para L = 2 matrizes
simétricas N x N. Nessa tabela, a matriz de rotagao é inicializada com uma matriz
identidade conforme Bunse-Gerstner, Byers e Mehrmann (1993). Cardoso e Souloumiac
(1996) propoem inicializar o algoritmo com a matriz de autovetores de D; ou de D, para

obter uma convergéncia mais rapida.

C.2.3 Caso L qualquer

Sejam as L > 1 matrizes simétricas Dy, D, ..., D; € R¥*Y que se deseja diagonalizar
simultaneamente de maneira aproximada. Analogamente ao caso em que L = 2, cada
etapa simples do método de Jacobi estendido consiste na aplicacao simultanea e bilateral

da rotagao @, ;(c, s) as matrizes Dy, Ds, ..., Dy, conforme
Dy <+ Yy, (c,s) = @Ij(c, s) Dy O, ;(c,s),

para £ =1,2,...,L, de modo a resolver o problema de otimizacao

L
minimize »_ off (X7, ;(c, s))

i
455 = (C.41)

sujeito a ¢ + 5% = 1.

A cada etapa simples, deve-se resolver o problema de otimizacao correspondente. Definem-
se ciclos de varredura como uma sequéncia de etapas simples que devem varrer todos os
elementos das matrizes consideradas, exceto aqueles nas suas diagonais principais. Os ciclos
de varredura sdo repetidos até que a medida de diagonalidade conjunta do problema (C.41)

seja menor do que

L
0
> IDO,
/=1
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Tabela 4 — Passos principais do método de Jacobi estendido por rotagdes internas e ciclico por linhas para

L = 2 matrizes simétricas N x N.

Entradas:
D, D, € RV*N matrizes simétricas

€ > 0 escalar pequeno

Saida:
© ¢ RY*N matriz ortogonal @~ = @7 tal que
off(@TD10) + off(@TD2®) < (|| D1 ||r + || D2||F)

O« Iy
Enquanto off(©7D10) + off(©@TD20) > (| D1 ||r + || D2||¢), faca: {
Parai=1,2,...,N, faca: {
Para j=1i+1,i+2,...,N, faca: {
#i,j(D1) < [[D1lii — [D1l;,; 2[Dali; |7
#i,5(D2) < [[D2]i; — [Da]y; 2[Da)i;]"
@, j(Dy, Dy) < ¢; j(D1) @] ;(D1) + ¢i j(D2) ¢; ;(D2)

v < autovetor de norma unitaria associado ao max A{®; ;(D1, D)}

Se 11 =0, facga:
(c,8) + (?, —%)
Caso contrario, se vy = 0, faca:
(¢,s) < (1,0)
Caso contrario, faca: {
¢V F1/V2
s va/\V2r1 +2 }
Calcule @, ;(c, s) segundo (C.19)
D, + 0] (c,5) D10, (c,s)
D, < O] (c,5) D20, j(c,s)
O «— B0, (c,s) } } }

Fonte: autoria prépria.

, (©
em que € ¢ uma constante pequena e D,

conjunta aproximada.

) denota a f-ésima matriz antes da diagonalizacao

Seguindo-se passos andlogos aos da Subsecao C.2.2, o problema de otimizagao de (C.41)

equivale ao problema dado por

maximize v'®, (D, D,,...,Dp)v
ver (C.42)
sujeitoa v'v =1,
em que v ¢ relacionado aos pardmetros ¢ e s de acordo com (C.34),
L
D, (D1, D,,...,D) =Y ¢;;(Dy) d)iT,j(Df) (C.43)
=1
¢ uma matriz 2 x 2 positiva semidefinida e os vetores ¢, ;(Dy), para ¢ =1,2,..., L, sdo

dados por (C.35).
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Assim como para L = 2, o maximo do problema corresponde ao maximo autovalor de

b, (D1, D,,...,Dy) e é alcangado quando v é o autovetor associado a esse autovalor.
Por conveniéncia, adotam-se rotacdes internas no método de Jacobi, i.e., 0 € [-F,7F), e

denota-se o vetor 6timo por v = [, 15 ]'. Dessa forma, os valores de ¢ e s podem ser
calculados analogamente ao caso para L = 2. Na Tabela 5, apresenta-se um resumo dos
principais passos do método de Jacobi estendido por rotacoes internas e ciclico por linhas
para L > 1 matrizes simétricas N x N. Nessa tabela, a matriz de rotagao ¢ inicializada com
uma matriz identidade conforme Bunse-Gerstner, Byers e Mehrmann (1993). Cardoso e
Souloumiac (1996) propdem inicializar o algoritmo com a matriz de autovetores de alguma

das matrizes Dy, D>, ..., D} para obter uma convergéncia mais rapida.

Tabela 5 — Passos principais do método de Jacobi estendido por rotagoes internas e ciclico por linhas para
L > 1 matrizes simétricas N x N.

Entradas:
D, D,,...,D; € RV*N matrizes simétricas

€ > 0 escalar pequeno

Saida:
© € RV*N matriz ortogonal @1 = @7 tal que
L L
21 off(@TD@) < e 37y, | Dellr

O Iy
Enquanto Y, off(@TD,0) > e S r | | D,
Parai=1,2,..., N, faca: {
Paraj=1i+1,i+2,...,N, faca: {
Paral=1,2,...,L, faca:
¢i.(Dy) < [[Delii — [Dieljj 2[Dilij]"
(D1, Ds,..., Dp) < X2y i (Do) ¢]5(De)
v < autovetor de norma unitéria associado ao max AM{®; ;(D1,Ds,..., D)}

|, faca: {

Se v1 =0, faca:

(c.) « (£, —2)

Caso contrario, se v = 0, faca:
(c,s) « (1,0)
Caso contrario, faca: {
¢V +1/V2
S < Vz/\/m }
Calcule @; ;(c, s) segundo (C.19)
Para/=1,2,...,L, faca:
Dy < 0] ,(c,5) Dy ©; j(c,s)
O+ 00, ;(c,s) } } }

Fonte: autoria prépria.



