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De certo modo, muitas atividades humanas,
as artes, as ciencias, as técnicas, a politica,
sdo apenas maneiras peculiares,

cada uma com suas regras proprias,

de jogar o jogo dos possiveis.
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Resumo

Com o objetivo de relacionar os principais métodos de resolucdo do problema
dos minimos quadrados, faz-se uma interpretacio dos elementos da matriz de sistema
que descreve as operagbes de adaptacio e filtragem dos algoritmos RLS (Recursive
Least Squares) recorrentes na ordem. Baseado nesta interpretagio, apresenta-se um
novo algoritmo RLS rdpido que é hibrido entre os que usam decomposi¢io QR e
0s que usam estrutura em trelica com erros de predigio a priori, denominado algo-
ritmo QR-LSL a priori. Como vantagens este novo algoritmo apresenta, nao somente
um nimero de operagdes aritméticas ligeiramente reduzido em relagio ao algoritmo
QR-LSL a posteriori mas também, um paralelismo inerente que pode ser explorado
em implementagdes rdpidas. Demonstra-se que este novo algoritmo apresenta a pro-
priedade de estabilidade retrégrada na presenca de excitagoes persistentes, e se cor-
retamente implementado um comportamento estavel é garantido mesmo na presenca
de seqiiéncias mal condicionadas. Ao contrario do algoritmo QR-LSL a posteriori,
rotagOes passivas nao sio necessirias para garantir a estabilidade retrégrada. Re-

sultados de simulagdes s3o apresentados, confirmando o excelente comportamento

numérico do algoritmo.
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Abstract

The adaptation and filtering operations of Recursive Least Squares (RLS)
algorithms can be described by a system matrix. With the purpose of clarifying the
relationship between different order recursive RLS algorithms, an interpretation of
the elements of the corresponding system matrix is presented. Using this interpreta-
tion a new normalized lattice filter, based on « priort prediction errors, is obtained.
It is used to derive a new hybrid QR-LSL algorithm based on normalized a priori
prediction errors. This algorithm presents not only a slight reduced computational
complexity when compared with the hybrid QR-LSL algorithm based on a posteriori
prediction errors, but also inherent parallelism that can be advantageously exploited
in fast implementations. It is shown to be backward consistent and backward stable
under persistent excitation. In contrast to the QR-LSL a posteriori algorithm, pas-
sive rotations-are not necessary to guarantee these properties. Hence, rounding of all
internal variables can be employed without sacrificing stability. Also shown, is that,
even in presence of very ill conditioned signals, the algorithm presents a stable be-

havior and produce meaningful results. Some simulation results illustrate this robust

numerical behavior, guaranteed if the algorithm is properly implemented under very

mild conditions.
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Errata

Pagina 4, 22 §, 2% linha, ao invés de RLS que utilizam triangularizagao ortogonal,

leia RLS recorrentes na ordem.

Pigina 9, 4% linha depois da equagao (2.13). 2o invés de ortogonal ao vetor de

estimado a(n), leia ortogonal ao vetor estimedo d: n).

Péigina 12, equagio (2.26), ao invés de d*(n) = Ayr_i(n)wh,_,(n) leia d¥(n) =

Ay (n)why_i(n).

Pigina 22, 12 linha, depois da equagido (2.73.. 2o izvés de definido por (2.29), leia
definido por (2.17).

Pégina 24, Tabela 2.1, Coluna do algoritmo RLS convencional, ao invés de (Inxn—
Py(n))d(n) e Lixn — Py(n), leia (Ini1yxina1) — Pu(n))d(n) € Lngyx () —
Par(n).

Pagina 27, 22 linha, ao invés de o algoritmo QRD-RLS, leia o algoritmo QR-RLS.

Pigina 28, item Predi¢ao progressiva, 12 linha depois da equagéo (2.95), ao invés
de progressiva de M — 1 e no temipo n, leia progressiva de ordem M — 1 e no

instante n.

Pégina 31, equagdo (2.106), ao invés de €’ (&) = b'_,({) = u({ — M + 1) -
ufr_1 (Wi (n), leia e2_; (€) = 0{_,(€) = w(€ — i+ 1) — ul(e)w{_y(n).

Pigina 43, 22 §, 2¢ linha, ao invés de por ezemplo [12, 14,13, 21], leia por ezemplo
[12,13,21].

Pégina 56, item e) Atualizagio no tempo da energia de erro da predicao progressiva,

3% linha, ao invés de no tempo e na ordem para, leia no tempo para.

Pigina 60, item 4) Estrutura em treliga com erros de predigdo a priori normalizados,

ultima equagdo ndo numerada, ao invés de

{ Tiea () ] _ 1
Ei(n)‘ ai(n —1)
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Sendo que esta ultima equagdo, com em, leia

{ 7:(n) ] _ 1 ’ 1 —Bi1(n) ] [ Ti1(n) } .
Pi(n) ai(n — 1) —Ai_1(n) 1 Pi(n)

Sendo que esta dltima equag@o, como em.

Pigina 61, item 5) Estrutura em treliga com erros de predigao normalizados em

angulo, 3¢ linha, ao invés de a equagdo (3.52), leia a equagdo (3.56).

Pagina 77, 12 § , nas duas equacbes ao invés de k¥(n) e k¥(n — 1) leia kf(n) e
k(n —1).

Pagina 77, item Algoritmo RLS répicdo recursivo na ordem com erros a priori, 2%

linha, ao invés de por Ling em [12'. leiz por Ling em [14].

Péagina 79, item Algoritmo QR-RLS répido recursivo na ordem com erros nor-
malizados em angulo, Tabela 3.2, ao invés de Algoritmo QR-RSL com erros

normalizados em dngulo, leia Algoritmo QR-RLS com erros normalizados em

angulo.

Pagina 88, se¢do 4.1 Propagacao de erro e consisténcia retrégrada, 32 linha depois
da equagdo (4.3), ao invés de o algoritmo QR-LSL a priori, leia o algoritmo

QR-LSL a poster'iom'.

Péagina 91, 82 linha, ao invés de convergem ezponencialmente rdpido em leia, con-

vergem de forma ezponencial em.

Pagina 94, 3¢ linha, ao invés de

de forma ezponencialmente rdpida [6,5], leia de forma ezponencial [5,6].

Pégina 120, Prova da propriedade 2a.ii, 12 equagao, ao invés de ”BM(n)" =1-aq,
leia HEM(n)H <l—-a.

Péagina 129, 22 §, 92 linha, ao invés de no algoritmo QR-LSL com a posteriori, leia

no algoritmo QR-LSL a posteriori.

Pagina 145, Referéncia [36], ao invés de IEEE Trans. on Circuits and Systems, vol.
42, leia IEEE Trans. on Circuits and Systems - II, Analog and Digital Signal

Processing, vol. 42.



o Pégina 149, Secdo A.3 Representagao para a inversa da matriz de autocorrelagao,
item a, equagio (A.17), ao invés de B37(n) = AT = g(n)uk(n)] @y (n — 1),
leia &3/ (n) =AM~ gyv(n)ul(n))®5(n—1).

o Péagina 160, item Interpretacao geométrica, 32 linha, ao invés observar e o vetor,

leia observar que o vetor.

o Pégina 161, equagéo (B.13). ao invés de
dql ‘ cos02(n) sin6i(n) dql;(n — 1)
1 sin#?(n) cos6®(n) €-1(n) .

[dql;(_n) .i| _ [ cos82(n)  sin62(n) } |: dql;(n — 1) }

—sin6%(n) cosb?(n) €i—1(n)

o Péagina 175, linha 13, ao invés de A(n) = diag(A™, A", ., A1), leia A(n) =
diag(A™, A1, A1),

leia

e.‘-(‘n)
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Capitulo 1

Introducao

Nos 1ltimos anos surgiram varias versdes de algoritmos tentando resolver o
problema dos minimos quadrados de forma eficiente. A convergéncia dos algoritmos
RLS (Recursive Least Squares) independe do espalhamento dos valores singulares da
matriz de dados, fato que torna os algoritmos RLS atrativos quando comparados aos
do gradiente estocastico [21, 27, 38]. Por outro lado, os primeiros algoritmos RLS pro-
postos apresentavam uma complexidade computacional significativamente superior.
No ambito da filtragem adaptativa o desenvolvimento dos algoritmos RLS rapidos,
que expioram a natureza sequencial dos dados de entrada, reduziu de forma expressiva
a diferenca entre os dois tipos de algoritmos no que concerne a complexidade com-
putacional (38, 27]. Estes algoritmos apresentam uma complexidade computacional
proporcional a M, sendo M o nimero de parimetros ajustéveis do filtro adaptativo.

As diferentes versdes de algoritmos RLS apresentadas na literatura podem

ser divididas basicamente em quatro grupos nio excludentes:

1) Algoritmos baseados no filtro transversal

Neste grupo, onde os coeficientes do filtro transversal sio obtidos diretamente,
estao o algoritmo RLS convencional [38, cap. 13] e as correspondentes versdes
rapidas [15, 23, 26]. O primeiro algoritmo rapido é atribuido a Ljung, Morf e
Falconer [26], sendo que outras versdes apresentadas em [15, 23] reduzem ainda
mais a complexidade computacional. Variacdes e combinagdes destes algorit-
mos podem ser encontradas na literatura especializada. Apesar destas versdes
apresentarem complexidade computacional proporcional a M, apresentam um
sério inconveniente que é a instabilidade numérica, quando implementadas em
aritmeética de precisdo finita [11, 24, 38]. Em [24] foi apresentado um método

de estabilizagdo, cujo o desempenho é superior em relagao aos métodos de esta-
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bilizagdo conhecidos, e.g. [11]. Entretanto, como verificado em (24], os métodos

de estabilizagdo apresentam regides de funcionamento, nio constituindo uma

solucdo geral para o problema.

2) Algoritmos répidos baseados no filtro preditor em trelica
Neste grupo existem quatro versdes basicas de algoritmos LSL (Least Square
Lattice): os baseados no erro a posteriori, os baseados no erro a priori, os
com realimentacdo de erro a posteriori e os com realimentagdo de erro a priori.
Estas versdes estdo apresentadas em (38, cap. 17] e em [14]. Estes algoritmos
s&o recorrentes no tempo e na ordem, resolvendo todos os problemas de ordem
inferior a ordem considerada. Entretanto, também apresentam problemas de
instabilidade numérica quando implementados com um nimero reduzido de bits,
porém as versGes com realimentacio de erro apresentam um comportamento

numérico bastante favordvel em relacio as versées baseadas no filtro tranversal.

3) Algoritmos baseados no procedimento de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
Estes algoritmos sio obtidos a partir do procedimento de ortogonalizacio de
GS (Gram-Schmidt) da matriz de dados. Como eles a principio ndo impdem
restri¢oes a estrutura dos dados apresentam uma complexidade computacional
proporcional a M?. Em [21] sio apresentadas diferentes versdes de algoritmos
dos minimos quadrados que utilizam o procedimento de ortogonalizacio de GS.
O algoritmo recursivo modificado de GS com realimentagio de erro, é um algo-

ritmo recursivo no tempo e na ordem que se destaca por apresentar um melhor

desempenho numérico [13, 14].

4) Algoritmos que usam rotagdes de Givens
Rotacbes de Givens podem ser usadas para atualizar as varidveis de qualquer
algoritmo recursivo na ordem, podendo este ser rapido ou ndo. Em [12], Ling
propoe versoes de algoritmos de GS baseados em rotagoes de Givens. Em
[7, 19, 22, 33] e em [38, cap. 18], sdo apresentadas versdes de algoritmos RLS
rapidos que usam rotagdes ortogonais. Estes algoritmos sdo denominados QR-
RLS rédpidos, pois aplicam a decomposigio QR na matriz de dados para resolver
o problema dos minimos quadrados. Em (40, 1] sdo apresentadas versdes de

algoritmos, baseados na decomposicio QR-inversa, que utilizam operacdes de
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rotagGes ortogonais para atualizar diretamente os coeficientes do filtro transver-
sal. Os algoritmos rdpidos resultantes do método QR com rotagdes ortogonais,
sa0 menos susceptiveis a efeitos de implementacio em precisao finita, quando

comparados a outros algoritmos répidos {19, 21, 38].

Problemas de instabilidade numérica tém impedido o uso mais amplo dos
algoritmos de filtragem dos minimos quadrados rapidos. Nos iltimos anos, um
grande nimero de publicagdes tem sido direcionada & resolugdo deste problema, e.g.
[10, 11, 24, 25, 31, 32, 36, 37]. Recentemente Regalia e Slock, de forma indepen-
dente, combinaram o conceito de consisténcia retrograda (‘backward consistency’) da
andlise numérica com os conceitos de minimalidade e alcancabilidade da teoria de sis-
temas. Com isso estabeleceram condigdes suficientes para propagacao estivel do erro
aritmetico nos algoritmos RLS répidos. Em (31, 32] Regalia estabeleceu condicdes su-
ficientes para garantir a propriedade de estabilidade retrégrada (‘backward stability’)
nos algoritmos RLS rdpidos. A estabilidade retrograda assegura, que no caso de ex-
citagao persistente, a diferenca entre a solucdo afetada de erros numéricos e a solugio
exata tem uma varidncia limitada. No caso, a solucio afetada de erros numeéricos € a
solucdo exata do mesmo problema considerando um sinal de entrada perturbado. As
condigdes estabelecidas por Regalia podem, a principio, ser utilizadas em qualquer
tipo de algoritmo RLS répido. Este resultado é bastante importante, pois mostra que
os algoritmos RLS rdpidos ndo necessariamente sio instaveis numéricamente quando
implementados em precisio finita, como foi considerado até recentemente na litera-
tura. Desta forma, incentivou-se a investigacao de algoritmos que apresentem esta
interessante propriedade.

Os viérios algoritmos RLS rdpidos existentes que foram surgindo de forma
isolada, tentam ao mesmo tempo, resolver os problemas numéricos e aumentar a
eficiéncia computacional. Diferentes técnicas foram empregadas para obter diferen-
tes versGes de algoritmos que resolvem o problema dos minimos quadrados. Com
1sso, torna-se muitas vezes dificil relacionar as solugbes propostas. Por essa razio,
alguns autores tém buscado formular uma teoria unificada, para caracterizar os fil-
tros adaptativos dos minimos quadrados, eg. [3,4,7, 8,12, 18]. Em [18] Kailath
fez uma interpretagio geométrica dos algoritmos LSL, relacionando-os aos do filtro

transversal. Em [12] Ling fez uma conexio entre o procedimento de Gram-Schmidt
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e a decomposi¢ao QR, evidenciando que as varidveis internas dos algoritmos rapidos
podem ser interpretadas usando os mesmos principios geométricos encontrados nos
filtros em trelica. Em [4] Sayed e Kailath descreveram o problema de filtragem adap-
tativa no espago de estados, tentando assim, deduzir os virios algoritmos adaptativos
diretamente. Em [33] Regalia e Bellanger mostraram que quando se aplica a de-
composicao QR para resolver o problema dos minimos quadrados, os coeficientes de
regressao da estimagdo conjunta e os coeficientes de reflexio de um filtro em trelica
normalizado aparecem como varigveis intermedidrias. Isto ocorre porque os elementos
do vetor de resposta desejada rotacionado no caso da estimagao estdo relacionados
com os coeficientes de regressio da estimacio conjunta. No caso da predicio regres-
siva, os elementos do vetor de resposta desejada rotacionado estio relacionados com
os coeficientes de reflexdo de um filtro em trelica normalizado. A partir destas ob-
servagoes, foi apresentado em [33) um algoritmo rapido QR-LSL a posteriori, assim
denominado porque usa decomposicio QR baseada em rotacdes de Civens e a estru-
tura em trelica baseada nos erros de predigio a posteriori. Este algoritmo obedece
aos critérios estabelecidos em [31, 32], sendo minimo e satisfazendo a propriedade
de estabilidade retrégrada. Neste caso, para assegurar a estabilidade retrégrada é
necessario implementar as rotaces do filtro em trelica de forma passiva.

O trabalho apresentado nesta tese tem duplo objetivo. O primeiro é obter
um melhor entendimento nzo sé das relagdes entre os principais algoritmos RLS que
utilizam triangularizagio ortogonal, mas também dos conceitos introduzidos por Re-
galia em [31, 32]. O outro objetivo é introduzir um novo algoritmo QR-LSL que
garante a propriedade de estabilidade retrégrada e apresenta vantagens em relacao
ao apresentado em [33]. Este algoritmo foi desenvolvido a, partir de interpretacoes do
significado dos elementos da matriz de sistema que descreve os algoritmos QR-RLS.
Os resultados aqui apresentados foram parcialmente publicados em [28, 29, 30].

Com o objetivo de obter uma visio geral dos principais algoritmos recursivos
na ordem, faz-se no capitulo 2 uma analise conceitual do método de triangularizacio
ortogonal aplicado a resolugio do problema dos minimos quadrados. Deste modo
chega-se a uma interpretacio dos elementos do vetor de estados e da matriz de sistema,
que descrevem as operacdes de adaptagao e filtragem em termos dos erros de predigao

regressiva a priori € a posteriori. Algumas destas interpretagdes sdo contribuicoes

originais deste trabalho [30).
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Séo apresentadas no capitulo 3 as equacdes recorrentes na ordem e no tempo
que sao comuns aos métodos de ortogonalizacio que resolvem o problema dos minimos
quadrados de forma recorrente na ordem. Mostra-se que cada um dos elementos da
matriz de sistema dos algoritmos que usam triangularizagio ortogonal pode ser repre-
sentado em fungéo dos erros da predigao regressiva e/ou fator de conversio. Uma nova
estrutura em trelica é apresentada usando a definicio de erro de predigio regressiva
a priori normalizado introduzida no capitulo 2. Esta estrutura é fundamental para o
desenvolvimento do novo algoritmo QR-LSL (29], denominado QR-LSL a priori. Uma
das vantagens deste novo algoritmo consiste em um paralelismo inerente, capaz de
tornar possivel a implementacdo em 4 M +3 ciclos de CORDIC (COordinate Rotation
Digital Computer), sendo M a ordem do problema de estimacao.

Demonstra-se no capitulo 4 que o novo algoritmo tem a propriedade de esta-
bilidade retrégrada [30]. Como o conceito de estabilidade retrégrada € recente e pouco
difundido na literatura sobre filtros adaptativos, faz-se uma revisao das definicoes e
propriedades mais importantes associadas a este conceito. Em seguida, baseado em
[31, 32], demonstra-se que tanto o algoritmo QR-LSL a posteriori, como o QR-LSL
a priori, possuem a propriedade de estabilidade retrégrada. Além disso, para o caso
de sinais estaciondrios, é feita uma andlise dos valores médios quadraticos que al-
gumas variaveis dos algoritmos QR-LSL podem assumir. Tal andlise permite obter

informagbes sobre a faixa dindmica, e consequentemente sobre a precisdo necessaria

. para armazenamento das varidveis consideradas. Finalmente, sio apresentados re-

sultados de simulagdes para comprovar o bom desempenho do algoritmo proposto
aplicado as configuracdes de equalizacio adaptativa e identificacio de sistemas. Sio
também consideradas seqiiéncias de observagio mal condicionadas (auséncia de ex-
citagdo persistente).

No decorrer dos capitulos serdo utilizadas varias expressoes que ja sao bem
conhecidas na literatura, porém para facilitar a apresentacio do assunto estas sio
apresentadas nos apéndices A e B. Os apéndices C' e D consistem em demonstragoes
de alguns resultados usados no capitulo 4. O apéndice E apresenta uma lista dos
principais simbolos usados. Procurou-se, na medida do possivel, adotar a mesma

notagao usada em [38], que é uma referéncia classica na area.
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Capitulo 2

Equivaléncia entre métodos de resolucio do

problema dos minimos quadrados

Neste capitulo faz-se uma andlise conceitual do método de triangularizagao
ortogonal aplicado a resolugio do problema dos minimos quadrados. O objetivo é
esclarecer as equivaléncias de algumas formas de resolver o problema dos minimos
quadrados. O procedimento de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt é usado como uma
ponte para relacionar o algoritmo RLS convencional e os algoritmos RLS que usam
decomposi¢io QR baseada em rotacbes de Givens. Isto é feito porque o significado
das varidveis envolvidas no procedimento de ortogonalizagio de Gram-Schmidt para
resolver o problema dos minimos quadrados é bem conhecido, sendo que no caso da
seqliéncia de observacio ser formada por dados seqlienciais, resulta nos filtros em
trelica [21, 38].

Na segdo 2.1 sdo apresentados os fundamentos da, estimacdo dos minimos
quadrados. N as segOes seguintes sdo apresentados o algoritmo RLS convencional, o
do método devtriangula,riza.gio ortogonal baseado em rotacbes de Givens e os que
usam o procedimento de ortogonalizacio de Gram-Schmidt. Finalmente, faz-se uma
interpretacdo do vetor de estados e da matriz de sistema, que descrevem as operacdes

de filtragem e adaptagio dos algoritmos que usam triangulariza¢io ortogonal.
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2.1 Estimacao dos minimos quadrados

O problema de filtragem dos minimos quadrados, no tempo n e na ordem M.

consiste em determinar o vetor de coeficientes wum(n) = [wo(n),wi(n),. .., wy_(n) (n)]T

que minimiza a funcio
Em(n) = llem(n)|l*, (2.1)

sendo epr(n) = AY%(n)[ex(0) ... em(n)]T o vetor dos erros de estimacdo a posteriors
ponderado. Este vetor é definido como a diferenga entre o vetor de respostas desejadas

ponderado d(n) = AY2(n)[d(0) ... d(n)]T e o vetor de estimagdo destas respostas,

d(n) = Ay (n)wa(n), (2.2)

ou seja,
em(n) = d(n) — Ap(n)wa(n). (2.3)
A matriz Ay (n) = [A(3, 5)] = AB=+D/2[y(;— j)] é uma matriz de dimensao (n+1)xM

com u(i— j) representando a seqiiéncia de dados pré-janelada, isto é, u(i —j) = 0 para

(t—j3)<0. A matriz A(n) = diag{\",A""1,.. |1} é a matriz de ponderagdo sendo
A o fator de ponderagdo, 0 << X < 1. Utilizando a representacao da matriz de dados

apresentada na equagdo (A.2) do apéndice A, os elementos do vetor de estimacdo da

resposta desejada ficam definidos como

R M

d(¢) = ul,(¢) wM(n)=Z (£ — k + Dwi_y(n), (2.4)
para 0 < € < n. A fungdo (2.1) é minimizada quando o vetor de coeficientes satisfaz

Wi (n) = B3 (n)Qp(n), (2.5)
onde
®r(n) = Ay(n)Ay(n) (2.6)

é a matriz de autocorrelagio de dados de entrada e o vetor

Qu(n) = Afy(n)d(n) (2.7)
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de dimensdo M x 1 representa a correlagao cruzada entre os dados de entrada Axr(n)
€ a resposta desejada d(n). A matriz de autocorrelagio ®y;(n) de dimensio M x M
¢ admitida como ndo singular. A demonstracio deste resultado classico pode ser
encontrada, e.g., em [38]. Para as finalidades do presente trabalho, mais importante

que a demonstragéo, € fazer uma, interpretacio geométrica deste resultado.

Interpretacio geométrica

Considere-se a representagio da matriz de dados em termos de M colunas,
conforme equagdo (A.4) do apéndice A. Geometricamente, o vetor El(n) pode ser

interpretado como uma projecio do vetor d(n) no subespago gerado pelas colunas
a(n —i+1), paral <i< M, da matriz Ay (n):

A M

d(n) = Ap(n)wa(n) = Z (n — 14 Dwiy(n). (2.8)

Os coeficientes w;_;(n) do vetor was(n), indicam em que propor¢ao cada uma das

colunas-de Aps(n) devem ser combinadas para se obter

Como os vetores a(n — i+ 1) sao linearmente independentes, mas néo sio ortogonais,

M

d(n) =) a(n —i+ w;_(n)

i=1

= minimo. (2.9)

néo ¢ possivel calcular wy(n) diretamente através de projecées na base formada
pelas colunas a(n — ¢ 4+ 1) da matriz Ap(n) [16]. Para fazer um célculo deste tipo,
pode-se lancar mio de uma transformacdo que ortonormalize as colunas da matriz
Apr(n). Esta transformacio pode ser obtida através da matriz de autocorrelagéio

(2.6). Como ®,,(n) é simétrica e positiva definida, é possivel decompé-la no produto

@pr(n) = Ly (n)La(n), (2.10)

onde Ly(n) é uma matriz ndo singular. A matriz Lu(n) pode assumir por exemplo,

a forma
1/2

ou considerando a representacio de ® am(n) através dos autovalores e dos autovetores

como

Ly(n) = YT (n)E2(n)Y (n),
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onde Y (n) é a matriz unitdria dos autovetores e E(n) é uma matriz diagonal positiva
definida dos autovalores. Ou ainda, considerando a decomposi¢ao de Cholesky de
®,/(n), em uma matriz Lps(n) triangular inferior ou superior, casos em que Ljs(n) é

chamada fator de Cholesky. Igualando (2.6) com (2.10) obtemos
I= Ly (n)A}(n)Am(n)Li} (n),
o que demonstra que as colunas da matriz
Al (n) = Ap(n)Ly (n) (2.11)

sao ortonormais. Com esta transformacio conclui-se facilmente que os vetores 6timos

devem satisfazer

d(n)— Am(n)Ly/(n) Las(n)wy(n)| = minimo, (2.12)

"

Al () Wi (n)

Neste caso, o vetor
A(n) = Ay (m)why(n) (2.13)
¢ dado por uma combinagio linear das colunas ortonormais da matriz Ajy(n). Geome-
tricamente é ba,_sta,nte simples concluir que o vetor d(n) étimo é a projecao do vetor
d(n) no espaco gerado pelas colunas da matriz A’s(n) sendo o erro de estimacio
otimo e, (n) ortogonal ao vetor de estimado d(n). O vetor de coeficientes wiy(n) é

a representacao de El(n) na base ortonormal formada pelas colunas da matriz Al (n)

sendo os seus elementos iguais ao produto escalar do vetor d(n) pelos vetores da base:
wis(n) = AL (n)d(n). (2.14)

Consequentemente, o vetor de estimacio 6tima d(n) e o vetor do erro da estimacio

6tima e,,(n) podem ser calculados por

d(n) = A (n)Why(n) =Al,(n) AT (n)d(n) (2.15)
(1)
) (an
en(n) = d(n) ~ d(n) = (I- Ay (n)AF(n)) d(n). (2.16)
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Na expressao (2.15) estdo explicitadas as operagdes envolvidas: em (I) calcula-se as
projegoes de d(n) nas direcdes dos vetores da base ortonormal e em (IT) contrée-se o
vetor d(n) dentro do espago gerado pelas colunas da matriz A},(n). Cabe observar

que a partir de (2.15) e (2.16) é possivel confirmar que d(n) e epm(n) sio realmente

ortogonais:

dT(n)em(n) = d"(n)(Ah (n)AT (n) — Ajs(n) A% (n)AL;(n) AL(n))d(n) = 0.
=Tpruns

O operador
Pu(n) = Al (n)AL(n) (2.17)

de ordem (n 4 1) x (n + 1) que aparece em (2.15) é responsdvel pela projegio de d(n)
no espago gerado pelas colunas da matriz Ajs(n), espago que é ortogonal ao erro de
estimacgdo 6timo ep(n). Por esse motivo ele é chamado de operador de projecao.
O termo I — Pp(n) em (2.16) projeta d(n) ortogonalmente ao espaco gerado pelas

colunas da matriz A}, (n), razio pela qual é chamado de operador complementar.

" Lembrando que

Ay (n) = An(n)Lif (n)

Wit (n) = Lar(n)wy(n),

pode-se obter de (2.14) e (2.7), a expresséo (2.5) para o vetor de coeficientes 6timo:

Wi (n) = Lif (n)L3f (n) A% (n)d(n) = &3} (n) AT (n)d(n)

= &y (n)Q(n).
Além disso, resulta ainda a seguinte expressao para o operador de projecéo
Pu(n) = Au(n)Lys (n)Laf (n)AY(n) = Ar(n) @3} (n)AL (), (2.18)

que pode ser utilizada para o cdlculo de

d(n) = Pp(n)d(n) (2.19)

epm(n) = (I - Py(n))d(n), (2.20)
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sem recorrer a ortogonalizagio das colunas da matriz Ap(n).

Finalmente, a norma ao quadrado do vetor de erro étimo epm(n), que é a

energia da seqiiéncia de erro de estimacao étima, pode ser calculada por:
Em(n) = el (n)ep(n) = dT(n)ey(n) = dT(n) (1 - Pu(n))d(n). (2.21)
Utilizando (2:18), (2.5) e (2.7), a equacio (2.21) pode entdo ser reescrita como
Em(n) = Go(n) — Qi (n)wa(n), (2.22)
onde &(n) = ||d(n)||? representa a, energia do erro da estimacio de ordem zero que é

a propria energia do sinal de entrada.

A seguir, os casos de predigao progressiva e regressiva sao considerados como

casos de estimagdo para uma resposta desejada particular.

Predigao regressiva

- Com a predigdo linear regressiva procura-se prever um valor passado de um
processo a partir de observagdes subsequentes. No caso da predi¢do regressiva de

ordem M — 1 procura-se prever o valor u(¢{ — M +1), para £ > M — 1, a partir do

conjunto de M — 1 amostras subsequentes

={u(t - M +2),u(l - M+3),...,u(0)}.

Define-se o erro de predicio regressiva, no instante ¢ como

ba-1(€) = u(f ~ M +1) — il - M + 1|U,). (2.23)

As amostras estimadas @(€ — M + 1|U,), sio obtidas como

M-1

W€~ M+ 1) = 3 u(l —k + 1)wb_,(€) = ul,_, (O)wh,_, (o),
k=1

onde wh,_,({) é o vetor de coeficientes da predigdo regressiva. Considerando a ex-
pressao (2.23), porém com as amostras estimadas obtidas com o vetor de coeficientes
do instante n. isto é

M-
Z ((—k+wp_,(n) = u%‘/l—l(e)w?v[—l(n)a para 0 <{<n, (2.24)
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resulta em notagao vetorial
eh-1(n) = a(n — M + 1) — Apr_y(n)wh,_,(n) (2.25)

T
onde e4,_,(n) = A/?(n) [ ehr_1(0) €y (1) ... ehr_i(n) ] é o vetor do erro de
predicdo regressiva ponderado de ordem M — 1. O vetor e};_.(n) é a diferenca entre
o vetor de respostas desejadas ponderado, que neste caso é representado pela dltima

coluna da matriz A s(n), definida na equagao (A.7) do apéndice A como a(n—M+1).

e o vetor estimado destas respostas

d*(n) = Ap—i(n)w,_ (n). (2.26)
Desta forma, o problema de predicio regressiva, no tempo n e na ordem M — 1,

consiste em determinar o vetor de coeficientes w4,_1(n) que minimiza a funcio

Ehri(n) = by (n)[ (2.27)

Trata-se portanto, de um problema de estimag8o em que o vetor do sinal desejado é
a(n — M + 1) e o vetor estimado é dado por uma combinagdo linear dos elementos
de U,. Sendo assim, os resultados ji apresentados para o problema de estimac3o,
bem como a interpretacio geométrica, sio vélidos, desde que sejam feitas as devidas

adaptagdes. Consequentemente, a fungdo (2.27) é minimizada quando o vetor de
coeficientes satisfaz

W?\l—l(”) = 'I’X}_l(n)ﬂ?w_l(n), (2.28)

onde £25,_,(n) é o vetor de correlagdo cruzada de dimensio (M — 1) x 1, conforme
1

definido em (;x 3). Neste caso, o operador de projecao
Pru-1(n) = Ap-i(n) @3/ (n)AT,_ (), (2.29)

projeta o vetor a(n — M + 1) no subespaco gerado pelas colunas da matriz A, (n),

isto é, pelos vetores | a(n) a(n—1) ... aln-M + 2) |, que dependem das amos-
tras passadas u({— M +3), com 0 < £ < n—1. Observa-se que o operador de projecao

da predicdo regressiva coincide com o operador de projecio do problema de estimagao
de ordem M — 1, pois M

— 1 vetores no instante n que geram o espaco onde ocorre
a projegao coincidem nos dois casos. Os vetores da, predicdo regressiva e do erro da

predi¢do regressiva étimos satisfazem

d’(n) = Py_i(n)a(n — M + 1) (2.30)
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ehri(n) = (I—Py_i(n))a(n — M +1). (2.31)
Considerando (2.31), a energia minima do erro da predicdo regressiva a posteriori

pode ser expressa como

Ev-1(n) = €5l y(m)a(n—M+1) = al(n— M+1) (1 - Pp_y(n)) a(n—M+1). (2.32)
Utilizando (A.12), (2.30), (2.26) e

como

(A.13), a equagdo (2.32) pode entio ser reescrita

Ev-1(n) = B (n) — QY (n)wh_, (n). (2.33)
Com isso, é estabelecida uma interpretagio as grandezas das igualdades (A.12) e
(A.13): @5,_,(n) é o vetor de correlagdo cruzada entre a resposta desejada e a matriz
de dados de um problema de predi¢do de ordem M — 1 e Eb(n) éa energia do vetor
de resposta desejada a(n — M + 1) de um problema de predigio regressiva de ordem

zero, que ¢ a prépria energia do sinal de entrada ponderado no instante n — M + 1.
Predigio progressiva

Com a predigao linear progressiva, procura-se prever um valor futuro de um
processo a partir de observacdes passadas. No caso da predicdo progressiva de ordem

M — 1 e no tempo ¢, procura-se prever o valor u(f) para £ > M — 1, a partir do

conjunto de M — 1 amostras passadas
Uy ={u(¢ - M +1),...,u(f —2),u(l - 1)}.
Define-se o erro de predicio progressiva, no instante ¢ como

Fr-1(8) = w(€) — a(€|Uey). (2.34)

As amostras estimadas 4(€|U,_;) sdo obtidas cormno

w({|Ue-1) Z wk 1 ( u(f — k) = uM (= l)wlfv{—l(g),

onde w]fv,_l(f) € o vetor de coeficientes da predicio progressiva. Considerando a

expressao (2.34), porém com as amostras estimadas obtidas com o vetor de coeficientes

no instante n, isto é

Zw“ u(l—k) =up_ (£~ 1)wh,_,(n) para 0<‘<n, (2.35)



( C (

C

ccCcocCccCcCccCcCcCccecCcccccccccccccccrcccccccocd

14

resulta a seguinte expressiao vetorial

OT
/ / .
ey (n) =a(n)— ] Wy, (n), (2.36)
' Apoi(n —1)
T
onde, e},_,(n) = AY?(q) [ elfw_l(O) et (1) ... e{,,_l(n) } ¢é o vetor do erro de

predicao progressiva ponderado de ordem M —1. O vetor el (n)éa diferenca entre
o vetor de respostas desejadas ponderado, que neste caso é representado pela primeira

coluna da matriz Ap(n), definida na equacio (A.8) do apéndice A como a(n), e o

vetor estimado destas respostas

&(n) AN LT (237
n)= W nj. I
Apy_i(n—1) | M

Desta forma, o problema de predicio progressiva, no tempo n e na ordem M — 1,

consiste em determinar o vetor de coeficientes wi, _,(n) que minimiza a funcdo

1 2

Er-1(n) = [ed (0] (2.38)
Trata-se portanto, de um problema de estimagdo em que o vetor do sinal desejado é
a(n) e o vetor estimado é dado por uma combinacdo linear dos elementos de Ue_;.
Desde que sejam feitas as devidas adaptagdes, os resultados j& apresentados para o
problema de estimagdo sdo também validos para o caso da predi¢do progressiva. A

fungao (2.38) é minimizada quando o vetor de coeficientes satisfaz

i W1{4—1(n) =@y _1(n - 1)9/{/1~1(”)» (2.39)

onde Q,_,(n) é o vetor da correlagdo cruzada de dimensdo (M — 1) x 1 conforme

definido na equagdo (A.16) do apéndice A. Neste caso, o operador de projegao

0 o ] : (2.40)
0 PM_I('I?. - 1)

P{w—l(”) =

projeta a resposta desejada a(n), que consiste das amostras futuras u(f), 0 <€ <n,
no subespago gerado pelos vetores { a(n—1) a(n—-2) ... aln—M +1) }. Cabe
observar que no problema de predicio progressiva a projecio do vetor desejado é feita
no espago gerado pelas ultimas M — 1 colunas da matriz Apr(n) (equagdo (A.4)).

Como estas colunas podem ser representadas como em (2.37), envolvendo somente
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amostras de sinais anteriores ao instante n, é bastante razodvel que P{W_l(n) esteja

diretamente relacionado com Pps_;(n — 1). Os vetores da predicao progressiva e de

erro da predi¢do progressiva 6timos satisfazem

d/(n) = P},_,(n)a(n) (2.41)

elri(n) = (I- Pl (n)) a(n). (2.42)

F4

Considerando (2.42) a energia minima do erro da predicdo progressiva pode ser ex-
pressa como

&u-1(n) = eff_i(n)a(n) = a”(n) (1 - Pf,_, (n)) a(n). (2.43)

Considerando (A.15), (2.41), (2.37) e (A.16), a equacdo (2.43) pode entdo ser reescrita
como

61{4—1(”) = f({(n) - ij\}‘—l(”)wj{/l—d”)- (2.44)

Deste modo, neste item foi dada uma interpretagio s grandezas das igualdades (A.15)
e (A.16), onde Q4,_,(n) é o vetor de correlagdo cruzada entre a resposta desejada e a
matriz de dados de um problema de predigéo progressiva de ordem M — 1 e ¢{(n) é a
energia do vetor de respostas desejadas a(n) de um problema. de predicao progressiva

de ordem zero. que é a prépria energia do sinal de entrada, ponderado no instante n.

Conseqiiéncias do principio da ortogonalidade

A seguir, sdo apresentadas as relacdes em que os vetores dos erros das pre-

digdes regressiva e progressiva satisfazem como consequéncia do principio da ortogo-
nalidade.

1) Como o problema da predicio regressiva ¢ um problema de estimacéo para um
vetor de resposta desejada particular, o vetor do erro da predicdo regressiva

efs_1(n) é ortogonal ao espago das colunas da matriz Ap_1(n). Desta forma,

vale
e 1(n)Ap_1(n) =0 (2.45)
e 1(n)Puy_i(n) =0 (2.46)
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Reescrevendo a equagéo (2.20) para ordem M — 1 e usando (2.46), resulta a

seguinte igualdade de produto interno de vetores

eg_l(n)eM_l(n) = e?v?—l(")d(n)- (2.47)
Reescrevendo a equagdo (2.46) para o instante de tempo n — 1 e usando (2.42)

e (2.40), resulta na seguinte igualdade de produto interno de vetores:

[ 0 e (n-1) ]e,{,,_l(n) = [ 0 e ,(n—-1) ] a(n). (2.48)

Conclui-se portanto, que as componentes do sinal desejado e do erro de es-
timagdo na diregio do erro de predigio regressivo sao iguais. Resultado que

se aplica tanto no caso do problema da estimagdo, (2.47), como no caso da

predicdo progressiva, (2.48).

2) Como o problema da predigio progressiva também é um problema de estimacao

para um vetor de resposta desejada particular, o vetor do erro da predicio

progressiva e,fw_l(n) € ortogonal ao espago das colunas da matriz Ay_1(n—1).
Desta forma vale

/T or _
ey _1(n) Ava(n—1) 0. (2.49)
M-\ —

A equagéo' (2.31) pode ser reescrita para o instante de tempo n — 1 e para ordem

M — 2, como

[ 0 ~| ! of a(n — M +1) (2.50)
ehan=1) ] [0 1-Py ymn-1) | " | |

Esta equagdo é vélida para M > 2, situacdo em que o primeiro elemento do
vetor a(n — M + 1) é nulo devido ao pré-janelamento. Cabe observar que
a(n — M + 1) é o vetor dos dados ponderados no instante n — M + 1 e tem

n + 1 elementos. Usando (2.50) e (2.49) para ordem M — 2 resulta na seguinte

igualdade de produto interno de vetores:

el . (n) { , 0 } =ell ,(n)a(n - M + 1). (2.51)
ey—a(n —1) ,
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As equagdes (2.45), (2.47), (2.48), (2.49) e (2.51) sido vélidas para qualquer
ordemi—1com 1 < {< M. Lembrando que os dados sao reais entdo vale a, seguinte

relagao

0

e?—l(n —1)

T o =
Ai-i(n) = efZ)(n) [ J =[0 eT(n-1) | el i(n) (2.52)
para 1 <1 < M. Cabe observar ainda que A;_1(n) representa a correlagio cruzada
entre os vetores de erro da predigdao progressiva e regressiva, quando as estimacées
das respostas desejadas a(n) e a(n — 1) so feitas no mesmo subespaco, isto é. no

subespaco definido pelas colunas da matriz [O AT (n- 1) ]

2.2  Algoritmo RLS convencional

A solugio exata do problema dos minimos quadrados pode ser obtida re-
solvendo-se a equagdo (2.5) de forma recorrente no tempo. Um exemplo é o algo-
ritmo RLS (Recursive Least Squares) convencional, que calcula o vetor de coeficientes
étimos do instante de tempo n a partir do vetor de coeficientes do instante de tempo
n—1 e da observacio no instante n. Conforme [38, cap. 13] a operacio de adaptacao
deste algoritmo é obtida substituindo-se na expressdo do vetor de coeficientes wy(n)
6timos definido em (2.5), as expresses de atualizacio no tempo da inversa da matriz

de autocorrelagio (A.17) e do vetor de correlagio cruzada (A.33), resultando em
wWa(n) = war(n ~ 1) + gar(n)an(n). (2.53)

Em (2.53), aar(n) é o erro de estimagao a priori , que é obtido através da operagao
de filtragem

am(n) = d(n) - uly(n)war(n ~ 1), (2.54)
onde up(n) = [u(n) u(n — 1) ... u(n — M + 1)]T é o vetor dos dados de entrada no

instante n para ordem M. O vetor gm(n), conforme demonstrado no apéndice A,

equagoes (A.20) e (A.21), pode ser obtido como
gum(n) = 3/ (n)up(n) = A () @31 (n — upr(n). (2.55)

Por sua vez, o fator de conversio Ym(n), definido como o quociente entre os erros de

estimacao a posteriori e a priori [38, 15], equagdes (A.19) e (A.22) do apéndice A,
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satisfaz

A
A+ uf(n)@5/ (n — Dup(n)

ym(n)=1-— uﬁ(n)@;}(n)uM(n) (2.56)

Por conveniéncia, a operagdo de filtragem serd representada aqui, através do
erro normalizado em dngulo. Usando a relagio entre os erros de estimacdo a priorie

a posteriori (A.40 ), define-se o erro normalizado em dngulo como [38, 20]

em(n) = 131 (o (n) = 73" (n)ers(n). (2.57)

Reunindo (2.53) e (2.57), resulta no seguinte conjunto de equagdes recursivas no

tempo, as quais caracterizam as operacdes de adaptagio e de filtragem do algoritmo

=8¢ (n , 2.58
[ enr(n) ] e )[ d(n) ] (2.58)

sendo S§,(n) a matriz de sistema, com dimensao (M +1) x (M + 1), definida como

RLS convencional:

 (n) [I—gmn)u,@(m gu(n) ] 259

—ne'(m)ufyn)  7f(n)
A equagio (2.58) resolve o problema de estimacio definido no item 2.1. Entretanto, o
algoritmo RLS convencional é susceptivel ao ruido numeérico em aritmética de precisio
finita [38, cap. 19]. O maior problema dos erros ocorrem na atualizacdo da inversa da
matriz de autocorrelagio [21). Uma forma de amenizar este problema é efetuar uma
triangularizacio ortogonal conveniente na matriz de dados, o que significa efetuar uma
troca de coordenadas em (2.58). Na verdade, o sistema (2.58) pode ser transformado
em um ndmero ilimitado de sistemas com o mesmo comportamento entrada-saida,
e resolvendo o mesmo problema dos minimos quadrados. Apesar dos sistemas re-
sultantes serem teoricamente equivalentes, o comportamento numérico pode variar
conforme o sistema de coordenadas usado. A equivaléncia entre eles é exata somente
no caso de aritmética de precisio infinita [39]. Além dos problemas numéricos, o al-
goritmo RLS convencional apresenta uma complexidade computacional proporcional
a M?. Entretanto, utilizando as predigbes progressiva e regressiva para resolver o
problema de estimagao, é possivel obter algoritmos com complexidade computacional
proporcional a M. As versdes com complexidade computacional proporcional a M

sao conhecidas como algoritmos RLS rapidos.
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Os problemas de predigio regressiva e progressiva sao casos particulares do
problema de estimag¢do em que se considera sinais desejados bem especificos. No caso
da predicdo regressiva de ordem M — 1, o sinal desejado no instante n é u(n— M +1).
Sendo que a matriz de sistema, por nio depender do sinal desejado é idéntica ao
problema de estimagdo de ordem M — 1 no instante n. O conjunto de equagdes que

caracterizam as operag¢des de adaptacio e de filtragem sao:

Wii_i(n) Wh_i(n—1)
=Sy _(n . 2.
[ CII’W_I(n) :[ m-1(m) [ u(n — M + 1) ] (2.60)

Neste caso, o erro de predigio regressiva normalizado em angulo €,_,(n), é definido

a partir do erro de predigéo regressiva a priori

Ym-1(n) :=u(n — M +1) - up,_ (n)wh,_ (n— 1), (2.61)
ou do erro de predicio regressiva a posteriori (A.41)

bru-i(n) =u(n - M+1) - u%f—l(n)w?w—l(n)’

como sendo

eh-1(n) == Tr2 1 (M) ar—1(n) = 73 2 (n)bas_s(n). (2.62)

Cabe notar queA'yM_l(n), quociente entre os erros de estimacio a priorie a posteriori,
nao depende do particular sinal desejado do problema de estimacao.

Na predicdo progressiva do instante de tempo n, o sinal desejado é u(n) e a
projecao do vetor de resposta desejada para ordem M — 1 é feita no espaco definido
pela matriz de dados Aps_;(n — 1). Neste caso, a matriz de sistema € a mesma que
no caso de estimagio para a ordem M — 1 e instante n — 1. O conjunto de equagdes

que caracterizam as operagdes de adaptacio e de filtragem sao:
f f
-1
l Wis-1(n) ] S, (1) [ Whsi(n—1) ] | (2.6
f
err—1(n) u(n)

O erro de predigao progressiva normalizado em angulo qfw_l(n) € definido a partir do

erro de predicdo progressiva a priori

ma-1(n) = u(n) —ul_i(n — wi,_,(n - 1) (2.64)
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e do erro de predigdo progressiva a posteriori (A.44)

fu-1(n) = w(n) —ufy_ (n — D)wi;_ (n),
como sendo

ehi-1(n) = Mr2i(n = Dmara(n) = 15220 = 1) fag-r(n). (2.65)

2.3 'Triangularizagio ortogonal

Conforme mencionado na introducio a triangularizacio ortogonal da matriz
de dados pode ser utilizada com vantagens para resolver o problema dos minimos
quadrados [19, 21, 38]. Genericamente, fala-se em aplicar a decomposi¢io QR na ma-
triz de dados, onde Q representa uma matriz ortogonal e R uma matriz triangular. Tal
decomposi¢do da matriz de dados pode ser efetuada usando-se por exemplo, o proce-
dimento de ortogonalizacio de Gram-Schmidt ou o procedimento de ortogonalizacio
baseado em rotagdes de Givens. Como consequéncia da aplicagdo da decomposicio
QR ser efetuada diretamente na matriz de dados obtém-se um melhor comporta-
mento numérico dos algoritmos [21, 38]. Apresenta-se a seguir o procedimento de
ortogonalizagao baseado em rotacdes de Givens e o procedimento de ortogonalizacio

de Gram—Schmi_dt.

A triangularizacio da matriz de dados pode ser convenientemente descrita
por

R (n)
O
onde Qu(n) é uma matriz unitria de dimensio (n+1) x (n+1), Ry(n) é uma

matriz triangular superior de dimensio M x M e O é uma matriz de zeros de ordem

L Qu(n) A (n) = [ , , (2.66)

(n—M+1)x M. Como Ap(n) é uma matriz de dimensio (n+1) x M, é interessante
considerar a particao da matriz Qa(n) em duas matrizes, uma de dimensio M x (n+1)

representada por Q1,,(n), e outra de dimensio (n =M +1) x (n + 1) representada

por Q2,,(n), isto é
Qui(n) = [ Q1,,(n) ] .
Q2y(n)

Decorrente do fato da matriz Qps(n) ser uma matriz unitaria, ou seja

Qi (n)Qu(n) = Qu(n)QY = Tini1yx(nsa), (2.67)
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onde I é a matriz identidade, tem-se

QlM(”)QIL(") = Ipxm, (2.68)

Q2 (7)Q27;(n) = Lnt1-Myx (n+1-1) (2.69)

e da equagio (2.66), obtém-se a igualdade

Aw(n) = Q1L (n)Ras(n). (2.70)
Esta iltima equagdo representa a matriz de dados através do produto da matriz
ortogonal Q131,(n) e da matriz triangular superior Rys(n).

A fungio custo do problema dos minimos quadrados, equagdo (2.1), fica

inalterada se incluirmos nos cilculos a matriz unitaria Qum(n) , isto é,

1Qum(n)em(n)|* = ||Qar(n)d(n) — Qu(n)Ap(n)war(n)|)?. (2.71)

Introduzindo a notacio

[ QLy(n)d(n) J _ [ dql(n) }

=dq(n 2.72
Q2y(md(n) | | daz(n) | - 29 272)

obtém-se com (2.66) a seguinte expressao para o vetor dos erro da estimacéo a pos-

terior: rotacionado

dql(n) Ras(n)
Qum(n)epy(n) = — war(n). 2.73
T e -

De (2.73) conclui-se que a norma Euclidiana do vetor dos erros da estimagdo a pos-

teriori € minimizada quando a seguinte equagao ¢ satisfeita

dql(n) = Ry (n)wa(n), (2.74)

condi¢do em que
& (n) = llear(n)||* = ||[dq2(n)|*. (2.75)
Como Rjs(n) é uma matriz triangular superior, o vetor de coeficientes étimos pode

ser obtido de (2.74) pelo método de substituigdes sucessivas.

Com (2.70), (2.74) e (2.72), conclui-se que o vetor estimado Stimo satisfaz

d(n) = Ay(n)wa(n) = Q1},(n)Q1,,(n)d(n). (2.76)
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De (2.73), (2.74) e (2.72) resulta que o erro de estimag¢do minino satisfaz

0
Qum(n)ey(n) = 2.77)
m(n)en(n) [QzM(n)d(n)J (
de modo que
em(n) = Q23,(n)Q2,(n)d(n). (2.78)

Desta forma, obtém-se uma nova expressio para o operador de projegdo, definido por

(2.29), agora em funcio da matriz Q1,(n):

Pa(n) = Q1y(n)Q1p(n). (2.79)

A expressio (2.78) mostra por sua vez, o operador de projecio complementar como

fungdo da matriz Q2,,(n),

I— Pas(n) = Q2%(n)Q2p(n). (2.80)

A partir de (2.70) e (2.72) resulta que o vetor de correlagdo cruzada da equagio

normal é dado por

Qum(n) = AL (n)d(n) = RT,(n)dql(n). (2.81)

Finalmente, a matriz de autocorrelacao satisfaz

B1s(n) = RY (n)Ras (), (2.82)

0 que decorre das relagdes (2.70) e (2.68). A matriz Rar(n) é uma das representacoes
possiveis para a matriz Lys(n), apresentada em (2.10), e Q13,(n) é uma das repre-
sentacées possiveis para A’,(n), apresentada em (2.11).

A matriz Qp(n) pode ser interpretada como uma rotagio do subespago
gerado pelas colunas da matriz Ap(n) e pelo erro de estimacio étimo ep(n), o qual
é ortogonal as colunas da matriz Ap(n). No caso, a matriz Qum(n) faz coincidir o
subespago gerado pelas colunas da matriz Ap(n), de dimensdo M, com o subespaco
correspondente aos M primeiros vetores da base do espaco euclidiano, de dimensdo
(n +1) x (n + 1), utilizado na representacio. O subespago de dimensdon +1 — M,

que contém o erro de estimagao 6timo ep(n) e é ortogonal ao espago das colunas de

A (), coincide entdo com o subespaco gerado pelos demais n41— M vetores da base
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euclidiana. A figura 2.1 exemplifica estas interpretagoes. Tal transformacio afeta o
sinal de entrada, o sinal desejado e o operador de projecao, sem alterar a matriz de
autocorrelagao, o vetor de correlacio cruzada e o vetor de coeficientes étimos. A
relagdo entre os algoritmos RLS convencional e o QR-RLS esta apresentada na tabela
2.1, nas dltimas trés linhas estd indicado como as grandezas que nao se alteram
com a transformacdo podem ser calculadas a partir de grandezas convencionais ou
rotacionadas. Cabe destacar que no dominio dos sinajs rotacionados pela matriz

Qum(n), o operador de projecio e o seu complementar assumem uma forma muito

simples.

a) b)
Al o Ao
0 I 0
ey (1)
d(n)
Ay
a(n) dql (n)
1 o 0 1 o
0 0‘ _umA W o o
—> & >

Figura 2.1: a) Estimativa de d(n) projetada no subespaco definido pelas colunas de

Ap(n); b) estimativa de dq(n) projetada na diregdo do subespaco da base euclidiana.



(

cceCccececcccecceeccrcccccccccccc oo

24

Tabela 2.1
Relagdes entre o algoritmo RLS convencional e o baseado em rotacdes
Algoritmo RLS convencional QR-RLS
Matriz de dados An(n) [R"g(”)] = Qum(n)Ap(n)
Resp. desejada d(n) [ggégzg} = Qum(n)d(n)
Resp. estimada Ps(n)d(n) dq(l)(")} = [ng(”)] d(n)
Erro de estimacgio | (Ix, — P (n))d(n) l: 0 l = [ 0 ]d(n)
i R da2(n)| ~ [Q2u(n)
Op. de projecio Au(n)®;/ (n)AL(n) [IMXM g]
Op. proj. compl. Lixn — Pp(n) [3 I 0 J
(n+1-M)x(n+1-M)
Matriz de autocor. Pr(n) = AL (n)Apy(n) = RY;(n)Ras(n)
Correl. cruzada Qup(n) = A (n)d(n) = RI (n)dql(n)
Coef. 6timos wM(n) =&,/ (n)Qum(n) = R/ (n)dql(n)

Atualizagées no tempo através de rotagoes de Givens

Neste item é apresentado um procedimento para calcular a matriz Ry (n) e
o vetor dql(n)

AM(TL— 1)
QR, isto é

de forma recorrente no tempo. Considere que no instante n a matriz

ja tenha sofrido uma triangularizacio ortogonal através da decomposicao

Qu(n —DAy(n—-1)= [ RM((T;_ g ] ) (2.83)

onde Rys(n —1) é uma matriz triangular superior de ordem M x M e () é uma matriz
de zeros de ordem (n — M) x M. Para calcular a decomposicio QR de Ar(n), supde-

se que o valor atualizado da matriz unitiria Qar(n) esta relaciondo com Qum(n—1)



(

C (

(

ccceccecccccccecceccccccccccCc oo

25

pela seguinte expressio

Qum(n) = T(n) (2.84)

QM(n - 1) 0
o” 1]

onde T(n) é necessariamente uma matriz unitaria, ji que as matrizes da expressao

(2.84) também o sio. Representando a matriz de dados conforme (A.6), a matriz

unitaria conforme (2.84) e a triangularizacio ortogonal da matriz de dados A (n—1)
conforme (2.83), tem-se

/\1/2R1\,[(’n - 1) RM(n)
Qu(n)Au(n) = T(n) O = O . (2.85)
u?(n) oT

Desta dltima expressio, é possivel concluir que a matriz T(n) deve anular os elementos
do vetor ul (n). Isto pode ser feito, como é mostrado a seguir, através de M rotagoes
de Givens de modo que T(n) ser4 formada, pelo produto de M rotagdes de Givens.

Considere que no instante n o vetor de respostas desejada d(n — 1) j4 tenha

sofrido uma rotacio

Qu(n - 1)d(n —1) = [ ::;EZ : 3 } .

Representando o vetor de respostas ‘desejadas como
PRILT:
d(n) = (n—1)
d(n)
e usando (2.84) é possivel obter a seguinte expressao para atualizagio no tempo do
vetor de respostas desejadas rotacionado

Adqi(n - 1)
] =T(n) | AY2dq2(n —1)
d(n)

Assim, as atualizagdes no tempo da matriz de dados triangularizada Rp(n) e do

dql(n)
dq2(n)

vetor de respostas desejadas rotacionado, podem ser convenientemente descritas por

Qu(n)- | Am(n) d(n) |=

=T(n) O AMldg2(n-1)|=| O /\1/2dq2(n 1) -
ujs(n) d(n) 07 em(n)
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De acordo com (2.86) fica claro que a matriz T(n) é formada por M rotacdes de

Givens, isto é
M
T(n) =H Ti(n)v
i=1

onde T;(n) tem a seguinte forma

B 0 0 0 -0 0]
0 1 0 0 0 0
0 0 ¢ 0 -0 s — 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 —s 0 0 ¢
T

O indice 7,1 < ¢ < M, indica a coluna do elemento de u?;(n) a ser anulado. Destas
operagdes decorre que o elemento nio nulo da dltima linha da matriz resultante em
(2.86) ¢ o erro de estimacio a posteriori normalizado em angulo epr(n) definido em
(2.57), conforme pode ser verificado na demonstracio que se encontra no apéndice B.
Eliminando-se da matriz T(n) as linhas e colunas de {ndices M + 1 até n, obtém-se
uma matriz unitria de dimensdo (M + 1) x (M + 1), aqui denominada de Si(n).

Com o auxilic"desta matriz, pode-se reescrever parte da equacio (2.86) como sendo

MPRp(n —1) Mdql(n — 1) Ra(n) dql(n)
S (n) =

ul,(n) d(n) o” em(n)

} . (287)

Esta igualdade mostra que a matriz ortogonal S%,(n), além de atualizar a matriz
Rar(n) no tempo, também faz o papel de matriz de sistema, que descreve as operagoes
de adaptagdo e filtragem do algoritmo QR-RLS. Cabe observar que em (2.87) o vetor

dql(n) tem o mesmo papel que wum(n) em (2.58). A transformacio similar que rela-

ciona ambos os sistemas é dada na expressio (2.74), aqui repetida por conveniéncia:

dql(n) = Rar(n)was(n).
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A equagdo (2.87) descreve o algoritmo QR-RLS. Em [17] é demonstrado
que o algoritmo QRD-RLS é est4vel em precisio finita no sentido BIBO (’bounded
input bounded output’), isto é, entradas com magnitudes limitadas garantem saidas
também com magnitudes limitadas. Porém, estabilidade no sentido BIBO nio garante
que os valores obtidos tenham significado, se comparados com o resultado esperado.
Além disso, estes algoritmos apresentam uma complexidade computacional propor-
cional a M?2. Entretanto, utilizando as predigdes progressiva e regressiva para resolver
o problema de estimagao, é possivel obter versdes com uma, complexidade computa-
cional proporcional a M. As versdes com complexidade computacional proporcional
a M, sdo conhecidas como algoritmo QR-RLS répidos. Uma analise detalhada da es-
tabilidade nos algoritmos QR-RLS ripidos ser apresentada no capitulo 4. A seguir,

aplica-se a decomposicio QR para os casos de predigdo progressiva e regressiva.

Predicdo regressiva

A funcdo custo do problema da predi¢ao regressiva na ordem M — 1 e no

tempo n L fica inalterada se incluirmos nos célculos a matriz unitéria Qum-1(n), isto é

|[Qu-1(m)es(m) = [Qu-s(m)a(n—M41) - Qurcs(m) Anr-(m)why_, ()]
(2.88)
Introduzindo a hota(;é,o
Q1y_4(n) _ | dq1’(n)
[ Q2y,_,(n) ] MM = k dq2’(n) ] ’ s

o vetor do erro da predigio regressiva na ordem M — 1 e no tempo n, rotacionado

por Qur—1(n) pode entio ser expresso como
dq1® R-
QM—I( )eM 1( ) [dzz E:; } _ [ M()l('n) ] w?w_l(n). (290)

De (2.90), conclui-se que a norma euclidiana do vetor dos erros de predicdo regressiva
€ minimizada quando
dq1’(n) = Ras—i(n)wl,_, () (2.91)

condi¢do em que

-1(m) = [ebsu(n)]* = |daz’ ()" (2.92)
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De forma andloga a forma como foi obtida a expressio (2.87) para o problema de

estimagdo, resulta para as atualizacdes no tempo da matriz Ry_1(n) e do vetor

dq1®(n) a seguinte expressao:

[RM_I(n) dql"(n)J s ) [AlﬂRM_l(n—l) Mial'n -1 o o)

O daln) uis_y(n) u(n — M +1)
Predigao progressiva

Na predigdo progressiva de ordem M — 1 e no instante de tempo n, a
projecao do vetor de resposta desejada é feita no espago definido pela matriz de

dados Aps_;(n —1). Como a matriz a ser triangularizada é Apr_;(n — 1), inclui-se a

matriz unitiria
[ 1 o7
0 QM_l(n — 1)

na funcdo custo do problema da predigdo progressiva de ordem M — 1 e no tempo n,

isto é
1 oT
[ ] e%/l—l(n)

0 QM_l(n it ].)
(2.94)
1 oT 1 OT oT p P
[0 QM—I(n_l)J ") [0 QM—1(n—1)} lAM—l(n_l)j| M=)
Introduzindo a notaco

1 o7 A 2u(0)

0 Qly_(n—1) |a(n)=| dql’(n) |, (2.95)

0 Q2y_,(n—1) dq2’(n)

o vetor de erro de predigio progressiva de M — 1 e no tempo n, rotacionado por

Qum-1(n — 1), pode entio ser expresso como

1 OT ,\”/zu(o) OT
0 Qlyi(n~1)|eli(n)=|dql/(n) | ~ |Ryos(n—1)| wh_i(n).  (2.96)
0 Q2 (n—1) dq2! (n) 0
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De (2.96), conclui-se que a norma euclidiana dos erros de predi¢do progressiva é

minimizada quando

dq1/(n) = Ra—i(n — 1)wi,_, (n), (2.97)
condigdo em que
2 2
Ea-1(n) = edr ()] = A" [w(0)]* + |dq2” (n)| (2.95)
Anélogamente & forma como foi obtida a expressao (2.87) para o problema de es-

timagdo, resulta para as atualizacdes no tempo da matriz Ry—i(n — 1) e do vetor

dql/(n) a seguinte expressio:
dql/(n) Ras_i(n—1) A2 dq1!(n—1) MRy (n—2)
f T } =S84_1(n-1) [ T
€rr-1(n) 0 u(n) up_y(n—1)
(2.99)
Os elementos da matriz de sistema que descrevem as operagdes de adaptagio
e filtragem no algoritmo RLS convencional, equagao (2.59), estdo bem definidos em
termos do vetor de entrada u,,(n), do vetor de ganho de Kalman gp(n) e do fa-
tor de conversio v,,(n). Entretanto, nio existe uma, interpretagdo semelhante para
os elementos da matriz de sistema que descreve as operagdes de adaptagio e fil-
tragem do algoritmo QR-RLS baseado em rotacées de Givens. Uma interpretacio
deste tipo facilitaria a equivaléncia entre os métodos de resolugio do problema dos
minimos quadrados, além de permitir uma visio geral das vérias versdes de algo-
ritmos disponiveis. Visando interpretar os elementos da matriz de sistema S$,(n)
relaciona-se na segao 2.5, o método QR baseado em rotagées de Givens com o proce-

dimento de ortogonalizacio de Gram-Schmidt para resolver o problema de estimacéo

dos minimos quadrados. Antes porém, faz-se uma breve revisio do procedimento de

ortogonalizagio de Gram-Schmidt aplicado a resolucio dos problemas de estimagao

e de predigao.

2.4 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Na ortogonalizagio de Gram-Schmidt determina-se uma base de M vetores
mutuamente ortogonais a partir de um conjunto de M vetores linearmente indepen-

dentes [21]. No caso de dados seqiiénciais esse conjunto é formado pelas colunas

a(n —1+41) = AY*(n)[u(1 - 1) cu(n—1)u(n—i+1))7,
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1 <4< M, damatriz de dados A ,,(n), equagio (A.4) do apéndice A. O procedimento
basico é formar vetores e?_, (n), de dimenséo (n+1)x1 a partir das colunas a(n—i+1)

subtraindo de cada coluna a(n — i 4 1) as suas componentes no espaco gerado pelo

vetores e?_l(n), 1<j5<1i-1,istoé,

el (n)=an—i+1)—&(n—i+1), para 2<i<M (2.100)

es(n) = a(n), para i=1.

O vetor 4(n —14 1) representa a projecio da coluna a(n—¢+41) no subespaco descrito

pelos vetores e?—_l (n):

i—1

dn—i+1)=) kj(n)el_i(n), parai=2, 3, ..., M, (2.101)

71=1
com o _
si(n) = e;_;(n)a(n — 22+ 1)
lle-1(n)
Combinando as equagdes (2.100) e (2.101), obtém-se

, j<i. (2.102)

i-1
an —i+1) =el_ (n)+ > kii(n)el_i(n), para2<i< M;

i=1

ou ainda, definindo ks(n) =1,1<i < M

Y

a(n—i+1) = ij,-(n)e?_l(n), paral <:i < M. (2.103)
7=1

<

Considerando as M colunas da matriz A M(n), chega-se a seguinte expressio matricial:

[a(n) ... a(n - M + 1)])2[:38(n) ... €3r_1(n)]) Kag(n), (2.104)

o~

—

A;(n) Gp(n)

onde Kps(n) uma matriz triangular superior, de dimensdo M x M, com os elementos
da diagonal principal unitérios, kji(n) = 1 para i = j. Os elementos da coluna i de
Kyr(n) parai > j, sdo os coeficientes k;i(n) obtidos das projegdes sucessivas da coluna
a(n—i+1) sobre os vetores e’_1(n),1 <j < M-1. As M colunas ortogonais da matriz
Ga(n) ndo sio normalizadas. Desta forma, o produto G1;(n)Gp(n) = Dy(n) é
uma matriz diagonal, cujos elementos representam a norma ao quadrado dos vetores

b

ortogonals e;_;(n), para 1 <i < M, obtidos no procedimento de Gram-Schmidt,
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A estimagdo de a(n—i+1), obtida em (2.101), estd por construcio no espago
gerado pelas ¢ — 1 primeiras colunas da matriz A (n), que formam a matriz A;_;(n).

Como o vetor estimado é também ortogonal ao erro de estimagcio e’ (n), conclui-se

que e?_,(n) representa o mesmo vetor de erros a posteriori da predigdo regressiva,

conforme (2.25), porém para uma ordem 7 — 1. Fazendo 1 <i < M a matriz Gar(n)

pode ser reescrita como

Gu(n) = [ed(n) ... &, _,(n)] = [b'(0) ... b'(n)]T, (2.105)

sendo b)_;(¢) = €_,(£). Os elementos A=8/2p._1(¢) do vetor coluna b'(¢), para
1 <2< Me0<{¢<n,sioerros de predigio regressiva definidos para uma ordem

i — 1, onde a amostra estimada é obtida conforme equagio (2.24) para um vetor de

coeficientes de ordem ¢ — 1 no tempo n, isto é

e 1(6) = By(0) = w(l — M + 1) —uk,_, (Owb_, (n). (2.106)

para 0 < £ < n. A partir da equacio (2.104), obtém-se
[b'(0) ... b'(n)] = K3 (n)[uar(0) ... ups(n)]AY%(n). (2.107)

Para o instante £ = n o erro b._,(n) é o mesmo erro b;_,(n), conforme definido em
(2.23), porém para ordem i — 1. Sendo assim, considera-se a seguir b’(n) = b(n). Da

equagdo (2.107) cabe observar que

b(r) = K;7 (n)up(n), (2.108)

0 que permite interpretar a matriz triangular inferior K3/ (n) como uma pilha de

filtros de erro da predigdo regressiva [38, 21], conforme figura 2.2. A partir dos

resultados obtidos, é possivel fazer as seguintes interpretacdes:

© os elementos nao nulos da linha i da matriz K37 (n) sio os coeficientes do filtro

de erro de predigdo regressiva de ordem i — 1;

¢ acoluna i de Gy(n), 1 <i < M, é a seqiiéncia de erros de predigao regressiva,
correspondente ao filtro da 7™ linha de K3/ (n);

o os elementos da matriz diagonal Dps(n) correspondem a energia de erro de
predicdo regressiva,

Du(n) = diag{&(n), &(n), ... ,&,_1(n)}, (2.109)
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ba(n) —
b(n) «
b_,(n) —
e uy, ()

b (n) «

Figura 2.2: Conexao de uma pilha de filtros de erro da predigao regressiva de ordem
0 aordem M — 1.

sendo que a energia de erro da predicio regressiva £_ (n), estd associada ao
filtro de erro de predicio da %™ [inha de K;7 (n). Desta forma, tem-se entao.

ia(n) = llet_ ()]

A seguir considera-se a aplicagio do procedimento de ortogonalizacio de
Gram-Schmidt aos problemas de estimacdo, predi¢io regressiva e predi¢io progres-

siva, onde os vetores a serem ortogonalizados sio respectivamente d(n), a(n—M+1)
e a(n). -
1) Estimac3o:

Aplicando o procedimento de ortogonalizagio de Gram-Schmidt & matriz
resulta a matriz ortogonal
- [Ga(n) en(n)],

sendo ep(n) = d(n) — d(n). O vetor de respostas desejadas estimado d(n),

pode ser obtido a partir dos vetores ortogonais e?_,(n), 1 <1< M:

d(n) = 3 Ki(n)el_y(n) = Gaa(m)kis(n), (2.110)
onde & ()d(n)
ki (n) = ————’"}_1(n) (2.111)
kf(n)
kd,(n) = : = D3/ ()G (n)d(n). (2.112)
ki (n)
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Neste caso, o vetor ey(n), que é ortogonal a d(n), é o vetor dos erros de

estimagao a posteriori que minimiza a func¢io custo definida em (2.1). O vetor

de estimagao 6timo é dado por

~

d(n) = Gu(n)Dy} (n)GL(n)d(n). (2.113)
Consequentemente, para o operador de projecio resulta a seguinte expressao

Py(n) = (Gar(n)Dy;"(n))(D3/ ()G y(n)) = ia&umaﬁﬂmx (2.114)

=1

sendo

& _ e?-l(n)
o &’ (n)

o vetor dos erros das predigdes regressivas a posteriori normalizados. A es-

; (2.115)

timagéo do vetor d(n), obtida utilizando os erros de predigio regressiva €°_,(n),
1 <1 < M, é conhecida como estimacio do processo conjunto, além da es-
timacgao de El(n), efetua-se implicitamente a estimacio de a(n — M + 1). O
vetor ki;(n) representa o vetor de coeficientes do processo de estimacao con-

junta, também chamados de coeficientes de regressio [21]. Como

d(n) = Anr(n)wa(n) = Gr(n)ks(n), (2.116)

o vetor de coeficientes 6timos wys(n) satisfaz

Ky (n)wam(n) = ki (n), (2.117)

pois conforme (2.104), Ay (n) = Gp(n)Kp(n). Usando (2.47) para ordem i —1

com 1 <7 < M, o vetor k§;_,(n), definido em (2.112), pode ser ainda expresso

como

ey’ (n)eo(n)

T
ki (n)=Dyi(n)| LWl (2.118)

| eh-1(n)en—i(n) |
Para finalizar este item, cabe observar que com o procedimento de Gram-
Schmidt é efetuada a triangularizacio de dados através de uma matriz Gum(n)

com colunas ortogonais, mas nio ortonormais. Entretanto, como

G4(n)Gar(n) = Dp(n)
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a matriz GM(n)D;,}ﬂ(n) tem colunas ortogonais. Sendo assim de (2.104) re-

sulta a seguinte representacdo para a matriz de dados:

Ap(n) = (Gu(n)D3*(n)) (DA (K (n)) . (2.119)

Consequentemente a matriz D]lv/fz(n)KM(n) é uma das representagoes possive-
is para a matriz Ly(n), apresentada em (2.10), e GM(n)D;,,l/z(n) é uma das
representagSes possiveis para Aj (n), apresentada em (2.11). Além disso, a
comparagao de (2.119) com (2.70) mostra que o procedimento de Gram-Schmidt

pode ser utilizado para efetuar a decomposicio QR. Neste caso,

Q1y(n) = Dy ! ()G (n) (2.120)
Ru(n) = D} (n)Ka(n). (2.121)

2) Predicdo regressiva:

Aplicando o procedimento de ortogonalizacio de Gram-Schmidt & matriz
[Apm—i(n) a(n — M +1)],
resulta a matriz ortogonal
(Grr-1(n) ejy_y(n)],

onde e}, _ (n) =a(n—M +1) — d(n—M+1). O vetor &(n — M + 1) pode ser

obtido a partir dos vetores ortogonais e?_ (n), 1 <i < M — 1:

an—M+1) = A_H ki(n)el_i(n) = Gu_i(n)ky,_,(n), (2.122)
onde e (n)a(n — M + 1)
ki(n) = =3 O (2.123)
ki (n)
kyr_1(n) = 5 = D_1(n)Giy_i(n)a(n — M + 1). (2.124)
kpr_a(n)

Os k;(n) sdo os elementos da linha 7 e da coluna M da matriz Ka(n). Neste

caso, o vetor e};_,(n), que é ortogonal a a(n — M + 1), é o vetor dos erros da
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predicao regressiva que minimiza a fungo custo definida em (2.27). O vetor de

estimagao 6timo é dado por
a(n—M+1) = Gpy_i(n)D3/_ ()G, _ (n)a(n — M +1). (2.125)

Consequentemente, para o operador de projecio resulta a seguinte expressao

Pira(n) = (Gar—i (D3 2 (m) (D3 ()G, () = 3 &, (me?, (n),

(2.126)
a qual corresponde a expressao (2.114) para uma ordem inferior. Como
A — M +1) = Aoi(n)Why_(n) = Gra(n)kyy(n),  (2127)

o vetor de coeficientes 6timos wb,_,(n) satisfaz

KM—I(n)W?w—l(n) = kpr_y(n). (2.128)

3) Predicao progressiva:

Aplicando o procedimento de ortogonalizacio de Gram-Schmidt & matriz

oT
),

resulta a matriz ortogonal
OT
/
eM—l(n) ’
|: GM._l(TL — 1) ]

onde e{,_l(n) = a(n) —d(n). O vetor a(n) pode ser obtido a partir dos vetores

ortogonais ef_;(n — 1), 1 <i< M —1:

a(n) = Mfk.f(n) 0 = o ki;_.(n), (2.129)
= e?_i(n—1) Gp-1(n—1) Mo
onde [ ]

() — 0 efi(n—1) ja(n)

ki(n) = & (n 1) (2.130)
K (n)
kyr_i(n) = : =Diyiu(n—-1)[ 0 GL_ (n—1) |a(n). (2131)
krr-(n)
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Neste caso, o vetor e};_,(n), que é ortogonal a a(n), é o vetor dos erros da

predi¢do progressiva que minimiza a fun¢ao custo definida em (2.38). O vetor

de estimacdo 6timo é dado por

OT

a(n) - [ GM_l(n - 1)

] Difi(n—1)[ 0 GL_(n—1) |a(n). (2132)

Consequentemente, para o operador de proje¢io resulta a seguinte expressao

o puin]
OPM_l(n—l)

Pyi(n—1) = e_i(n— 1) (n - 1). (2.133)

sendo

Como

a(n) = o ]wf (n) = A Y AT
T Apa(n—1y | MWW E Guoi(n—1) | M =

o vetor de coeficientes 6timos wi,_, (n) satisfaz

Ku_i(n — 1)wi;_ (n) = ki;_(n). (2.135)

Usando (2.48), para ordem i — 1 com 1 <1 < M —1, o vetor klfw_l(n) pode ser
€XPresso como

o=

[0 ef(n—1)]ef(n)

f . [0 e =1) Jeftm)
ky_1(n) = Dy i (n — 1) . . (2.136)

[0 e yin—1) |elys(n)

Por fim, nas préximas segdes sio feitas interpretacoes dos vetores de estados
e da matriz de sistema, os quais descrevem as operagdes de adaptacio e filtragem dos

algoritmos que utilizam triangularizagdo ortogonal.
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2.5 Consideracoes sobre os vetores de estados

Utilizando os resultados apresentados até agora, verifica-se ser possivel rela-
cionar os vetores de estados dos sistemas variantes no tempo, que descrevem as
operacoes de adaptagdo e filtragem do método RLS convencional e dos métodos
que utilizam a decomposi¢io QR. Como observado em (2.121), as matrizes Rps(n)
e D}\f(n)KM(n) sao iguais. Este fato pode também ser justificado observando que
ambas sdo fator de Cholesky da matriz de autocorrelagio AY(n)Au(n). Isto re-
sulta das equagdes (2.70) e (2.104) e das propriedades das matrizes envolvidas. Para
estabelecer as interpretagdes desejadas é necessirio estabelecer convenientemente a.

estrutura da matriz Q1,,(n). Da equagio (2.120), tem-se

Qi (n) = [ eb(n) ... e}_,(n) | D3"*(n) = [&h(n) ... e,y (n) ]. (2.137)

Ou seja, as colunas de Q1% (n) sio os vetores dos erros da. predicao regressiva a
posteriori normalizados, conforme equacio (2.115). E interessante observar que a

matriz Q1%,(n) pode também ser representada em termos dos vetores b’(¢) para
0< €< n,isto é

Q1f;(n) = [ b'(0) b(1) ... B(n—1) b(n) ]TD;;”(n). (2.138)

Apresenta-se a seguir, interpretacdes para os vetores de estados, os quais descrevem as

operagoes de adaptacido do algoritmo QR-RLS nos casos de estimacao e das predigoes

progressiva e regressiva.

a) Usando Ry(n) = D,l‘,f(n)KM(n) em (2.74) e reconhecendo (2.117), conclui-se
que os vetores k*(n) e dql(n), resultantes dos procedimentos de ortogonalizagdo
de Gram-Schmidt e de Givens da matriz A (n), estao relacionados pela matriz
diagonal Djl\f(n):

dql(n) = DA (n)k%(n) . (2.139)

Consequentemente dq1(n) tem uma interpretacdo equivalente ao vetor dos co-
eficientes de regressdo de estimacio conjunta apresentado na equagio (2.112).
Como dql(n) = Q1,,(n)d(n), os elementos de dql(n) sdo os coeficientes das

projegoes do vetor de respostas desejadas sobre os vetores de erro da predicéo

regressiva a posteriori normalizados.
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b) Considerando que as linhas da matriz unitaria Q1,,_,(n) representam os vetores
€T (n) para 1 <i < M, entdo o vetor dq1°(n), definido em (2.89), pode ser
eXpresso como

dq1’(n) = Qly_(n)a(n — M + 1)
&' (n)

T
dq1®(n) = °l (n) a(n — M+ 1). (2.140)

1 él]’v?—z(n) J

Os elementos de dq1°(n) sio expressos como

dqli(n) = e?ZI(n);‘(/Z(;)M ub el (n)a(n — M +1)

com 1 <i < M —1. Comparando com a equagio (2.102), tem-se
dg1i(n) = kiar(n)&3(n),

isto é, os dgl?(n) sdo os elementos da linha i e da coluna M da matriz Kas(n)

ponderados por {fﬁ (n). Comparando com (2.89) e (2.124), tem-se

dq1®(n) = D} (n)k,,_,(n). (2.141)

A interpretagio dos elementos do vetor dq1®(n) é completamente analoga aos
dos elementos de dql(n): sdo coeficientes das projecdes do vetor de resposta

desejadd a(n ~ M + 1) sobre os vetores de erro de predicio regressiva normali-

zados.

c) Considerando que as linhas da matriz unitéria Q1,,_,(n — 1) representam os
vetores €:7,(n — 1) para 1 < i < M, entdo o vetor dql/(n) definido em (2.95)

pode ser expresso como

dql/(n) = [0 Q1y_,(n—1) |a(n) =
K etT(n—1) |

T 9.142
=Difin-n | D ), (219

| 0 efi—a(n — 1)
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Com base em (2.48), para ordem i — 1 com 2 < i < M, o vetor dql/(n) pode

ser reescrito como

F [0 etl(n —1) ]e

T
dat/(n) =Dy —1y| [0 eT(n=1)Jeltm) | (2.143)

| [ 0 e?\}'—l(" —1) ]e{w_l(n) |

Comparando com (2.136), tem-se

dql’/(n) = D}/, (n — 1)ki,_,(n) (2.144)

Os elementos de dql/(n) representam entio, as correlagbes cruzadas entre os
vetores dos erros das predigdes regressivas e?7,(n — 1) com os vetores dos erros

das predigées progressivas e/, (n) ponderados por £ bl?(n —1),com 1 <7<
M —1.

" Os vetores que descrevem as operagoes de adaptagdo nos algoritmos RLS
convencional, QR-RLS baseado em rotacées de Givens e os baseados no procedimento
de ortogonalizacio de Gram-Schmidt, respectivamente w(n), dql(n) e k%(n), sio
interpretados como vetores de estados em sistemas de coordenadas distintos. Das
equagdes (2.74), (2.117) e (2.139) é possivel interpretar as matrizes Rar(n), Ky(n) e

D;\f(n) como transformagdes similares. A figura 2.3 ilustra estas transformacdes. Do

Figura 2.3: Relagdes entre os vetores de estados do algoritmos RLS convencional e

dos algoritmos que utilizam triangularizacio ortogonal.

mesmo modo, das equagdes (2.91), (2.128) e (2.141) é possivel interpretar as matrizes

Ruy-1(n), Kyo1(n) e D}#’_l(n) como transformagdes similares sobre os vetores de
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estado wi,(n), dql1®(n) e k(n), e das equagdes (2.97), (2.135) e (2.144) é possivel
interpretar as matrizes Ry _1(n—1), Kp_j(n—1) e D}#_l(n—l) como transformacoes

similares sobre os vetores de estado wi,(n), dql/(n) e k/(n).

2.6 Consideracoes sobre a matriz de sistema

A equagdo (2.87) mostra que as operages de adaptacio e de filtragem dos

algoritmos QR-RLS podem ser descritas pelo seguinte sistema variante no tempo:

dql(n) g AM2dql(n —1) }
= Sy(n . 2.145
D R R (2145

Neste caso a matriz unitdria S§,(n) é a matriz de sistema. O sistema (2.145) pode
também ser obtido através de uma tranformacio similar no sistema (2.58). Para isto,
substitui-se em (2.58) a equagao (2.74) reescrita como wps(n) = Rj/ (n)dql(n) e
(A.17) reescrita como I—g(n)uj;(n) = A®3} (n)®,,(n—1) e considera-se ®r(n) com
em (2.82), isto é ®pr(n) = R (n)Ruy(n). Apés algumas manipulagdes algébricas,
o sistemna resultante é (2.145) sendo que agora é possivel explicitar os elementos da

matriz S},(n) como

2 (m) = A3y | M R (MIRE (n~ 1) 7 (R3] (m)um ()
—A 2l (n)R} (n — 1) 1
(2.146)
Para facilitar a manipulagdo dos blocos da matriz S%s(n), adota-se intencionalmente

a seguinte notagao

L(n) = AY?R;T (n)RI (n — 1), (2.147)
bp(n) = Ryf (n)up(n), (2.148)
Pun) = ATVRI T (n - Dup(n). (2.149)

Substituindo Ras(n) = D1/2( JKa(n) em (2.148) e (2.149), obtém-se

bar(n) = Diy"*(n) K57 (n)up(n) (2.150)
b (n)
Pu(n) =2"Dy " (n - 1) Ky (n—l) (1) (2.151)
e
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A partir das observagdes sobre as matrizes K;dT(n), Dar e Gp(n), efetuadas na secao

2.4, é possivel interpretar adequadamente as equagdes (2.150) e (2.151) da seguinte

forma:

o Na equagao (2.150) o vetor bas(n) representa as saidas no tempo n dos fil-
tros definidos por K3/ (n), isto &, o vetor dos erros de predigdo regressivos a

posteriort no tempo n. Consequentemente os elementos do vetor
BM(TL) = [Bo(n), I_)l(n), ey BM_I(n)]T

sao os erros de predicio regressivos a posteriori normalizados

b,‘_l(n)

51‘-1 n)= —5——0,
") &' (n)

(2.152)

paral <:< M,

o Da equagdo (2.151), conclui-se que os elementos do vetor Pr(n) sdo saidas no
tempo n dos filtros de erro de predigio regressiva, definidos por K;F(n — 1),
isto €, dos filtros de erro de predigdo regressiva com os coeficientes no tempo

n — 1. Portanto, 1,,(n) é o vetor dos erros de predicio regressiva a priori no

tempo n. Os elementos de

¢M(n) = [Jo(n)vwl(n)a sty ¢M—1(n)]T
sao os erros de predigdo regressiva a priori normalizados pela energia do erro
de predigdo regressiva a posteriori no tempon — 1 e ponderados por Al/2

- _ ¥i-1(n)
P gy

(2.153)

paral <:< M.

Como a matriz 83,(n) é o resultado do produto de uma seqiiéncia de rotagoes de

Givens, tem-se S%7(1n)S%,(n) = I e S9,(n)S%; (n) = I. Destas igualdades resultam as

seguintes propriedades:

D a (I = 73 (n) — 1, (2.154)
Iba(n)|> = 1 — yar(n), (2.155)
Pur(n) = [vad (W) TT(n)] bar(n) (2.156)
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bar(n) = T(n) Pyy(n) (2.157)
B (WP (n) = 73 (n)[I = TT ()T ()] , (2.158)
bpr(n)bly(n) = I —'(n)IT(n). (2.159)

As equagdes (2.154) e (2.155) mostram-se iiteis tanto para o desenvolvimento de
novos algoritmos QR-RLS (que serdo tratados no capitulo 3), como para a anilise de
propriedades de estabilidade (que serao tratadas no capitulo 4). As equagoes (2.156)
e (2.157) mostram que 9 ,,(n) pode ser obtido a partir de bas(n) e vice-versa. Assim,
é possivel interpretar a matriz I'(n) como uma matriz de conversio entre o vetor
do erro da predigao regressiva a priori e o vetor do erro da predigo regressiva «

posteriort. Uma outra interpretagéo para I'(n) pode ser obtida considerando equagio

(2.147) reescrita como
R/ (n) = AV ()R (n — 1),

a qual pode ser interpretada como uma matriz que atualiza os coeficientes do banco
de filtros de predigao regressiva.

Complementando as relagdes entre as véarias formas de resolver o problema
dos minimos quadrados, considere-se as expressdes que definem o vetor do ganho de
Kalman g (n), equagdo (2.55). Representando nesta equacio a matriz de autocor-

relagdo em termos da matriz triangular superior R,,(n), isto é
gum(n) ="Riy (n)Ryf (n)ups(n) = A ym(n) Ry} (n — DRET (n — upy(n)

e reconhecendo os vetores bas(n) e 3y (n) conforme definidos em (2.148) e (2.149),

resulta em
gm(n) = Ry (n)bar(n) = A 2yp(n)R3} (n — 1) Bpy(n).

Desta tltima expressao, é possivel concluir que a matriz Rj/ (n) transforma o vetor
dos erros da predigdo regressiva bps(n) no vetor de ganho de Kalman. Da mesma
forma, a matriz A=Y2yy(n)R;} (n — 1) transforma o vetor dos erros da predigao
regressiva  1,,(n) no vetor de ganho de Kalman. A transformacao similar Ry, (n)
transforma o ganho de Kalman no vetor dos erros da predicio regressiva bu(n), o

qual no dominio transformado, faz entdo o papel do ganho de Kalman.
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Equagdes de atualizagio dos coeficientes de regressio k?(n)

Substituindo (2.139) em (2.145), apds algumas manipulagdes algébricas.

obtém-se como resultado a seguinte equacio recorrente no tempo para os coeficientes

{ (n) ] = Sk(n) l M = 1) } , (2.160)

de regressao

em(n) d(n)
onde e )
Sky(n) = {DMOT(TL) ?]S%(n)[DM 0’;_1) (1'] (2.161)

sendo S§,(n) a matriz de sistema no procedimento de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt.

Existem vdrias versdes de algoritmos RLS que utilizam o procedimento de or-
togonalizagdo de Gram-Schmidt, como por exemplo (12, 14, 13, 21]. Estes algoritmos
nao fazem restri¢des quanto a natureza seqiiencial dos dados de entrada, apresentando
uma complexidade computacional elevada. Cabe observar entretanto, que apesar dos
elementos da matriz de sistema S%,(n) nio representarem mais os erros de predicdo
regressiva, continuam a representar os erros a posteriori e a priori de algum proble-
ma de estimagdo. Quando os dados de entrada sio sequenciais, as interpretagoes da

matriz S§;(n) permanecem, sendo possivel entdo, obter os filtros em trelica [14, 21].

2.7 Comentarios

Neste capitulo, fez-se uma equivaléncia entre as operagoes de adaptagio e
filtragem do algoritmo RLS convencional e o algoritmo RLS que usa decomposicio
QR baseada em rotagdes de Givens em termos de representagao no espago de estados.
Tal equivaléncia pode ser resumida conforme a tabela 2.2. Nesta tabela, A representa
a matriz de transicdo de estados (realimentagéo); B é a matriz de entrada, que é o
vetor de ganho de Kalman representado por gas(n) ou entdo, por bys(n) no dominio
transformado; C' é a matriz de observagio representada por —’yﬂ—,,l/ *(n)ul (n) ou por

~1/2

—T , . , . -y ET
—Im ' (n)Yp(n) no dominio transformado e D é a matriz de transmissio direta,

representada por 'y}éz(n) nos dois dominios.



I GGGl G G Gn Gf G Gk G G G G Gh Gk G U Si Gh

44

Tabela 2.2
Representacao no espaco de estados
Algoritmo RLS convencional QR-RLS
Estados war(n) dql(n) = Ry(n)wpr(n)
A I_gM(n)u’IA‘l(n) =

L(n) = MR/ (n)RY;(n — 1)
A0 (n)By(n — 1)

B gu(n) bar(n) = Ryy(n)gar(n)
C —if¥(m)uly(n) —if” ()P aa(m) =

— 1 (n)ul (n) Ryt (n — 1)

D ' (n) i (n)

. Os elementos da matriz de sistema S$,(n) que descrevem o algoritmo RLS
convencional tem uma interpretacio bem conhecida em termos da inversa da matriz de
autocorrelagdo, do vetor de ganho de Kalman e do vetor de entrada. A interpretacio
dos elementos da matriz de sistema S%,(n), que descrevem as operagoes de adaptagao
e filiragem dos algoritmos QR-RLS em termos de ba(n), 9,,(n), I'(n) e 71{,{2(n),
pretende ser uma contribuigio original deste trabalho.

A interpretagio das varidveis envolvidas nos métodos de triangularizagao
ortogonal da fhatriz de dados para resolver o problema dos minimos quadrados de
ordem M, confirma que as solucdes dos problemas de ordem 0 a ordem M — 1 sio
obtidas como sub-produto. Sendo assim, chega-se a conclusdo bem conhecida que é
possivel resolver o problema dos minimos quadrados de forma recorrente na ordem,
o que pode ser feito tanto em fungio dos erros a priori, como dos erros posteriorie
dos erros normalizados em angulo.

Os algoritmos RLS convencional e o QR-RLS apresentam uma complexi-
dade computacional de M?. As versdes répidas utilizam as predigdes progressivas e
regressivas para obter o erro de estimacdo de forma conveniente. Apresenta-se no
capitulo seguinte as equagbes de atualizagio no tempo e na ordem comuns is varias

versoes dos algoritmos rapidos existentes recorrentes na ordem.
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Capitulo 3

Sobre algoritmos recorrentes no tempo e na ordem

As diferentes versées de algoritmos RLS rapidos recorrentes na ordem exis-
tentes na literatura sdo decorrentes dos métodos de triangularizacio ortogonal (e. g.
(7, 14, 19, 33]). Tais versdes se caracterizam, a primeira vista, ndo sé por utilizar
diferentes variaveis mas também diferentes formas de atualizar estas varidveis tanto
no tempo como na ordem.

Neste capitulo sdo apresentadas varias equagdes que podem ser usadas para
resolver o problema dos minimos quadrados de forma recorrente na ordem e no tempo
e também como estas varias equagdes estio relacionadas entre si. Nas secoes 3.1 e 3.2
sao apresentadas respectivamente as equacdes de atualizacdo na ordem e no tempo
do operador de projecido, utilizadas para obter as expressdes de atualizacdo na ordem
e no tempo de diversas varidveis envolvidas na resolucio do problemas dos minimos
quadrados. Dessa maneira, as formas para se atualizar diferentes varigveis de inte-
resse podem ser entendidas como conseqiiéncia da atualizacio no tempo e na ordem
do operador de projecio. Na secio 3.3 sio apresentadas as vérias representagoes
para a estrutura em treliga e como os erros de predigio destas representacdes estdo
relacionados. Nesta se¢io é introduzida uma nova estrutura em trelica, obtida a partir
de uma normalizagdo dos erros de predicio a priori. Esta normalizagao é sugerida
pelas interpretacées dos elementos da matriz de sistema efetuada no capitulo 2. A
atualizagao no tempo para os coeficientes das estruturas em trelicas sdo apresentadas
na se¢ao 3.4. Com as equagdes de atualizagdo no tempo dos coeficientes das estruturas
em trelica (vetores de estado), complementam-se na segao 3.5, as interpretagdes para
os elementos da matriz de transicdo de estados dos algoritmos QR-RLS.

Dado um vetor de dois elementos, é possivel calcular a sua norma e o seu

angulo através de uma redugio de Givens (‘Givens annihilation’). Este fato é usado



(

(

C

ccccceccccccccccccccccccCco g

46

na secao 3.6 para calcular as energias de predigio e o fator de conversio através de
rotagées. Os angulos obtidos nestes cilculos sdo usados nas estruturas em trelica
normalizadas e nas estruturas de McWhirter que aparecem nos algoritmos QR-RLS.
Na segdo 3.7 apresenta-se trés algoritmos recorrentes no tempo e na ordem [14, 38,

33]. Finalmente, na secéo 3.8 apresenta-se o novo algoritmo QR-LSL, que utiliza a

estrutura em trelica introduzida na secio 3.3.

3.1 Atualizacoes na ordem

Sdo apresentadas a seguir as equagdes de atualizagio na ordem do operador

de projegdo e suas conseqiiéncias para as demais variaveis envolvidas na resolucao do

problema dos minimos quadrados.

Atualizacao na ordem do operador de projecio

~ Incluindo uma coluna na matriz de dados aumenta-se de uma dimensao o
subespago associado, resultando em um novo operador de projecio. No caso de dados
sequenciais, o operador de proje¢ao Py (n) definido em (2.18), pode ser atualizado na
ordem através dos vetores dos erros das predicdes regressivas ou através dos vetores

dos erros das predigdes progressivas, como demonstrado a seguir.

a) Considerando a matriz de dados, conforme (A.7), e a inversa da matriz de au-

tocorrelagdo, conforme (A.24), o operador de projecio (2.18) pode ser expresso

Pu(n) = Py_i(n) + ébM—l(n)Ebl\?!‘—l(n)a (3.1)
onde
Proi(n) = Ay-i(n)@p_1(n)AR;_s(n)

ATM~1(”)

(n—M+1) (3:2)

ftr) = [ v 1],

€ o vetor do erro da predi¢do regressiva, conforme definido em (2.25), sendo

€47_1(n) o vetor do erro da predigio regressiva normalizado de forma a assegu-
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2
rar Hé‘l’u_l(n)” =1, isto é

&h-a(n) = w (3.3)

a-1(n)
A equacdo (3.1) mostra que a atualizacio na ordem do operador de projecio
pode ser feita a partir do conjunto de vetores ortonormais €_,(n), para 1 <
i < M. Este resultado pode ser obtido também diretamente de (2.114), como

uma conseqiiéncia da aplicagdo do procedimento de ortogonalizacdo de Gram-

Schmidt nas colunas da matriz de dados.

b) Considerando a matriz de dados conforme (A.8) e a inversa da matriz de au-

tocorrelagio conforme (A.26), o operador de proje¢io (2.18) pode ser expresso

como
Put)=| 0 O | sl el (3.4)
n)= ers_\n)ers (N .
M 0 PM_I(n—l) M-1 M-1
opde
Py_i(n—1)=Ay_i(n -1)®;} (n-1)AL_(n-1)
e
JT T a’(n)

epr-1(n) = { L =wia(n) ] 0 AL _(n—-1)

€ o vetor do erro da predigdo progressiva conforme definido em (2.38), sendo
elf\l—l(n)

éﬁ/l—l(n) = ]{,I/El(n)

, (3.5)

o vetor do erro da predigdo progressiva normalizado de forma a assegurar
2

l‘é{,,_l(n)" = 1. A equagao (3.4) mostra que a atualizagdo na ordem do opera-

dor de projegao pode também ser feita através dos vetores dos erros da predigio

progressiva.

As equagoes (3.1) e (3.4) serdo usadas para obter os erros de estimacéo € os

das predigdes progressiva e regressiva de forma recorrente na ordem.
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Atualizagdo na ordem do erro de estimagio e da estimativa da resposta

desejada

O vetor do erro de estimagdo ep(n) e a estimativa da resposta desejada
a(n) podem ser obtidos de forma recorrente na ordem a partir do conjunto de vetores

ortonormais 8_,(n) com 1 < i < M, como demonstrado a seguir.

a) Atualizacio na ordem do erro de estimacio:

Considerando (3.1) o vetor do erro de estimagao (2.16) pode ser reescrito como

em(n) = ep—1(n) — &,_,(n)err_,(n)d(n). (3.6)

O termo &7 _,(n)d(n) representa o coeficiente de projecio do vetor de respostas

desejadas d(n) no vetor do erro da predigio regressiva €,_1(n). Desta forma,
a equagao (3.6) mostra que o vetor do erro da estimacao epm(n) € atualizado na
ordem subtraindo-se de epr_;(n) a projegdo do vetor da resposta desejada d(n)

na diregdo do erro de predigao regressivo &,_,(n). Usando (2.47), a equacao

(3‘.6) pode ser rescrita como

em(n) = (I _,(n)eT_,(n)) enr-i(n). (3.7)

A matriz €,_,(n)e47_,(n) atua como operador de projecio ortogonal na atua-

lizagdo na ordem de ep(n).

b) Atualizagio na ordem do vetor estimado:

Considerando (3.1), o vetor de estimagio da resposta desejada (2.19) pode ser

reescrito como

sendo aM_l(n) = Puy-1(n)d(n). Usando novamente (2.47) resulta
dps(n) = dar-1(n) + Byy_y (W) (n)ers—i (n). (3.9)

A estimativa 6tima do vetor do sinal desejado é atualizada na ordem adicionando
a estimativa de ordem M —1 a projecio do vetor do erro de estimagio epr_; (n) na
diregdo do erro de predigio regressivo €,_,(n). Cabe observar que é exatamente

o mesmo fator subtraido na atualizagio do erro de estimacio.
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As expressdes (3.7) e (3.9) sdo iteis em aplicagdes onde desejamos expressar a
resposta desejada d(n) como uma combinacio linear de ordem finita de uma seqiiéncia
de observagao { u(0) u(l) ... u(n) } Estas equagées sdo vélidas para qualquer

ordem ¢, com 1 < ¢ < M, podendo ser reescritas como
ei(n) = e;_y(n) - ef_l(n)kfi(n) (3.10)
di(n) = di_s(n) + e!_, (n)k¥(n), (3.11)

onde kf(n) é o coeficiente de regressao do processo de estimagio conjunta definido
em (2.111), isto é

ki(n) = é,,di(n—) (3.12)
i-1(n)
sendo
AL i(n)= e, (n)d(n)= e!T\(n)ei_y(n). (3.13)

Atualizagdo na ordem do erro da predigo regressiva e sua energia

Utilizando a equagdo de atualizagdo do operador de projecao em fungao dos

vetores dos erros das predigbes progressivas (3.4), é possivel representar o vetor do

erro da predigao regressiva (2.31) como sendo

ep_1(n) = [ e?w_z(on ~1) ] —EQ*Z(n)éﬁ_z(n)a(n - M +1). (3.14)

Com base em (2.51), a atualizagio na ordem do vetor do erro da predicdo regressiva

pode ser assim reescrita

&hys(n) = [ ) ] — L (n)ell 4 (n) [ o0 } NERT)
epr—a(n — 1) ep—a(n —1)

A equacdo (3.15) mostra que o vetor de erro da predicdo regressiva ¢ atualizado na

ordem e no tempo subtraindo a projegio do erro de estimacdo regressivo da ordem

imediatamente inferior e no instante de tempo anterior sobre o vetor de erro da

predigdo progressiva da ordem imediatamente inferior e no mesmo instante de tempo.

A matriz E{,_Q(n)é{‘f_z(n) atua como operador de projegao ortogonal na atualizacio
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na ordem e no tempo do vetor e}, ,(n). A equagio (3.15) é valida para qualquer
M-1

ordem 7 com 1 < ¢ < M, podendo ser expressa como

blr) — g _ ol (m)Eb 3.16
ez(n) [ e?—l(n _ 1) ] ez—l( ) 1 (Tl), ( )
onde k%(n) é definido como
A;_4(n) .
kb(n) = == 3.17
] (n) f{_l(n) ( )
sendo
0 .
Ai_i(n) = elli(n) [ ¢ (no) ] . (3.18)

Para i = 0, e}(n) = a(n).
Usando (3.16), (3.17) e (3.18), é possivel apés algumas manipulacdes algé-

bricas, expressar a atualizagio na ordem e no tempo da energia do erro da predigao

regressiva £2(n) = "ef(n)ll2 como
E(n) =&i(n—1) — L () |Rm)|", paral<i<m. (3.19)

Atualizag@o na ordem do erro da predigéio progressiva e da sua energia

Utilizando a equagio de atualizagdo do operador de projecio em fungio
dos vetores dos erros das predicdes regressivas (3.1), o vetor do erro de predigdo

progressiva (2.42) pode ser expresso como

sendo

l

ef n)= 1 OT an
f1a(n) [0 1_pM_2(n_1)} (n).

Usando (2.48), a atualizagio na ordem do vetor do erro da predigio progressiva pode

s€r expressa como

er_1(n) = ey _5(n) — [_b ? 1)] [0 6%_2(n—1)]e£,,_2(n). (3.21)
€rr_oln—
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A equagdo (3.21) mostra que o vetor de erro de predicio progressiva € atualizado na
ordem, subtraindo-se a projecio do erro de predicao progressivo da ordem imediata-
mente inferior sobre o vetor de erro da predicéo regressiva da ordem imediatamente

inferior e instante de tempo anterior. Esta é a situacdo dual de (3.15). A matriz

0 . B oT
L%_z(n—m] [0 #tn-)] - {0 é&_z(n—l)éﬁ_z(n—l)]

atua como operador de projegao ortogonal na atualizacio na ordem do vetor elfw_l(n).

A equagdo (3.21) é vélida para qualquer ordem i com 1 < 3 < M, podendo ser expressa

como

0
?—-1(” -1)

onde k{(n) é o mesmo coeficiente definido em (2.130), isto é

dfor=ctim-|, 0 Lo 522

A;_4(n)
ERCE) (3.23)

i—1

H(m) =

sendo que A;_,(n) é a mesma correlacio cruzada definida em (3.18). Para i = 0,

el(n) = a(n).

Usando (3.22) e (3.23), apds algumas manipulacdes algébricas é possivel

expressar a atualizagdo na ordem da energia do erro da predicio progressiva &/ (n) =

”e,f(n)”2 como

) =¢i(n) - (n-1)

ls:{(n)[2 para 1 <i < M. (3.24)
Estrutura em trelica

Utilizando o fato de que para atualizar na ordem o erro de predicdo regressiva,
€ necessario conhecer o erro de predigio progressiva do mesmo instante de tempo e
que para atualizar o erro de predigdo progressiva é necessario conhecer o erro de
predigdo regressiva do instante anterior, é possivel estabelecer um procedimento para
atualizar essas grandezas, utilizando-se somente os correspondentes valores na ordem
inferior. Esse procedimento define o filtro em trelica.

A partir do ultimo elemento do vetor de erro da estimacdo definido em

(3.10), e dos tltimos elementos dos vetores dos erros da predicdo regressiva (3.16) e



ccoceccoeccccceccct e

52

da predicdo progressiva (3.22) representados respectivamente como bi(n) e fi(n) para

ordem 1, tem-se o seguinte conjunto de equacées

ei(n) = e;_1(n) — bi_y(n)ki(n), (3.25)
bi(n) = bi_1(n — 1) — fi_(n)k}(n) (3.26)
filn) = fioi(n) = by (n — 1)K/ (n) (3.27)

para 1 <: < M. As equagdes (3.26) e (3.27) definem a estrutura em trelica baseada

no erro da predigdo a posteriori

{f;(n)]:l 1 —k{(n)” fi-1(m) ] (3.28)
bi(n) —kb(n) 1 bi-1(n —1)

Através de (3.28) e (3.25) o problema, de estimacio dos minimos quadrados de ordem
M foi transformado em dois problemas de predigio progressiva e regressiva de ordem
1 em vérios estagios. Os pardmetros kf(n) e os k%(n) definem respectivamente os
coeficientes de reflexdo da predigio progressiva e regressiva e os parametros kf(n)
definem os coeficientes de regressio do processo da estimacdo conjunta.

Os coeficientes kf(n) apresentados em (3.12) definem o mesmo vetor dos
coeficientes de regressio da equagao (2.118). Considerando 1 <i < M — 1, os coefi-
cientes kf (n) apresentados em (3.23) definem o mesmo vetor apresentado em (2.136).
A equagdo (2.144) relaciona o vetor rotacionado da resposta desejada no caso da
predigdo prog{"ressiva dql/(n) com o vetor dos coeficientes de reflexdo k};_,(n) da
predigdo progressiva, através da matriz diagonal D,_Wlf i(n — 1). Entao, da mesma
forma que o vetor dq1/(n), o vetor ki;_,(n) pode ser interpretado com uma es-
timagdo de estados do sistema que resolve o problema dos minimos quadrados de
forma recorrente na ordem. Dividindo as equagdes (3.17) e (3.23) é possivel rela-

cionar os coeficientes de reflexdo k?(n) e kf (n) através da seguinte expressio
kf’(n) . ?—1(” —1)
f -_— -
kl(n)  &i(n)
As energias da predicdo regressiva e progressiva podem ser relacionadas di-

vidindo ambos os lados da equagéo (3.19) e (3.24) respectivamente por & (n—1)e

(3.29)
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¢/_,(n) resultando na seguinte expressao

&(n) ¢l (n) - _ |
P gy = B pemi<i<M @30
O termo A
Aii(n Y = n— el (n), )
Ai-i(n) = (e (1) [0 &@T(n—1) |el(n) (3.31)

representa a correlagdo cruzada entre os erros de predicio progressiva e regressiva

normalizados. respectivamente

e (n) = {/;(”) (3.32)
HAD)
) & (n—1) = ei’ 1(” —1)

De (3.30) conclui-se que as energias dos erros da predigéo regressiva e progressiva po-

dem ser atualizadas usando a correlagio cruzada entre os erros da predicdo progressiva,

e regressiva normalizados, isto é

En) =& —1)(1 - [Bii(m)]) (3.34)

€ (n) = €L, (n) (1~ [Becs (). (3.35)
Para finalizar este item, relaciona-se as representagoes para as correlagoes cruzadas
obtidas com os métodos recorrentes na ordem apresentados que resolvem o problema
dos minimos quadrados. As representacdes para as correlagdes cruzadas no caso de
estimacdo podem ser relacionadas através de (2.139) e (3.12)

dql 572 (1 )kd =é?;1(i). 3.36
gli(n) = 75 (n)kd(n) &2 () (3.36)

No caso da predigio progressiva, as representagoes para a correlagio cruzada podem

ser relacionadas através de (2.144), (3.23) e (3.31)

dtf(m) = K ()&l (n — 1) = oL _glyR ) aan)
§li(n — 1)
e no caso da predicdo regressiva, através de (3.17) e (3.31)
rrf’(n) = kf(n){lf_/f(n) - ?;/21(( )) Eb/2 (n — 1)Z,-_1(n). (3.38)

Cabe observar que o termo dql¥(n) ndo tem uma relacio direta com k%(n) como ocorre
com dql{(n) e L,f(n)
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3.2 Atﬁalizagﬁes no tempo

Sdo apresentadas a seguir as equagdes de atualizagio do operador de projegéo
no tempo e suas conseqiiéncias nas demais variaveis envolvidas na resolucdo do pro-

blema dos minimos quadrados.

Considerando a matriz de dados conforme (A.6) o operador de projecio

definido na equagéo (2.18) pode ser expresso como

Poy(n) — l Maur(n = 1)@ ()AL (n — 1) M/2Ap(n — 1)B5 (r)up(n) }
M20T (1) @3} (n) ALy(n — 1) uL(n)®5 (nup(n) |

ou ainda, considerando as equagdes (A.21) e (A.22), como

P ( ) /\AM(TL - 1)(1);,,1(n)A£,(n — 1) /\I/ZAM(TL - l)gj\,[(n)
M) = 5

A2l (n)Afy(n - 1) 1 —m(n)
Representando a inversa da matriz de autocorrelagdo conforme (A.23) apds algumas

manipulagées algébricas obtém-se a seguinte expressao recorrente no tempo para atua-

lizar o 6perador de projecgao

_[Putn=1) 0]  Xu(n)XZ(n)
Pum = T T () —
onde
Xi(n) = [ -N2gh ()AL (n—1) () |-

A equagdo (3.39) serd utilizada em seguida, para obter as atualizages no tempo do

erro de estimagao, dos erros das predigdes progressiva e regressiva e suas respectivas

energias e das correlagdes cruzadas.

a) Atualizagio no tempo do vetor dos erros de estimacgao:

Substituindo (3.39) na equacio do vetor do erro da estimacdo (2.16) resulta

ap6s algumas manipulagdes algébricas

ers(n) = |:/\1/2eM(n— 1) l s ! —A2A 0 (n — Dgpr(n) ] (), (340)
Ym(n)

onde

(3.41)

1/2d(n —
a(m)ane(n) =X&(n)[’\ al ”].

d(n)
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Usando (A.20), é possivel mostrar que ap(n) é o mesmo erro de estimagio a
priori definido na equacio (2.54). Segundo (3.40), o dltimo elemento do vetor

eyp(n) pode ser representado como em(n) = ym(n)an(n), resultado que foi

obtido no apéndice A, (A.40), de outra forma.

b) Atualizacdo no tempo do vetor dos erros de predigio regressiva:

Considerando (3.39) para ordem M — 1, o vetor do erro de predigio regressivo
(2.31) pode ser atualizado no tempo como

broaln) = [*‘”e%-l(n—l)] i [*A"zAM—l(n—l)gM_l(n)

€rr—1 0 Yar-1(n), (3.42)

m-1(n)
onde Par—1(n) = a7, (n) X% _ (n)a(n— M +1). De (3.42) decorre que bps_,(n),

o ultimo elemento do vetor e4,_,(n) satisfaz:

bm-1(n) = ym-1(n)pum-1(n) = X3, (n)a(n — M +1). (3.43)

Usando (A.20) para ordem M — 1, é possivel mostrar que Pm-1(n) é o mesmo
erro de estimagao regressiva a priori de ordem M — 1 no instante n definido

em (2.61). A relagio by—1(n) = yar—1(n)¥ar—1(n), foi obtida de outra forma no
Apéndice A, equagio (A.43).

c) Atualizagdo no tempo do vetor dos erros de predicio progressiva:

Considerando (3.39) para ordem M — 1, o vetor do erro de predigdo progressiva

(2.42), pode ser atualizado no tempo como

0
+ | =A2A 0 1(n — 2)gp_1(n—1) | mm-1(n)
Ym-1(n—1)

A2el, (n—1)

3{1-1(71) . [ 0

(3.44)
onde mr_1(n) = y7_1(n — 1) [ 0 XL _(n— 1)] a(n). De (3.44) segue-se que

far—1(n), o tltimo elemento do vetor e{W_l(n) satisfaz:
far1(n) =y (n = Vs (n) = [ 0 X5y_i(n ~ 1)] a(n). (3.45)

Usando (A.20) para ordem M —1 e tempo n — 1, é possivel mostrar que a1 (n)
€ 0 mesmo erro de estimagao progressiva a priori de ordem M — 1 no instante
n definido em (2.64). A relagio far—1(n) = yapr_1(n — 1)ar-1(n), foi obtida de

outra forma no Apéndice A, equagdo (A.46).
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d) Atualizacdo no tempo da energia de erro da predigio regressiva:

Considerando (3.39) para ordem M — 1 e o ltimo elemento do vetor e4,_,(n)
como em (3.43), obtém-se a partir da equagdo (2.32) a seguinte equacio recor-

rente no tempo para atualizagao da energia do erro de predigao regressivo

|bar—1(n)|?

b _ b .
Eroi(n) = Ay (n—1) + aret (1) ,

(3.46)

e) Atualizagdo no tempo da energia de erro da predicio progressiva:

Considerando (3.39) para ordem M — 1 e tempo n — 1 e o 1ltimo elemento do
vetor e},_,(n) como em (3.45), obtém-se a partir da equagio (2.43) a seguinte
equagao recursiva no tempo e na ordem para atualizacio da energia do erro da

predigdo progressiva:

Eroa(n) = A& _ (n —1) + sl (3.47)
m-1(n —1)

f) Atualizagio no tempo da.correlagéo cruzada entre o sinal desejado e o

erro da predigao regressiva:
Considerando a representacdo do vetor do erro da predico regressiva conforme

(2.31), a equagdo da correlagio cruzada (3.13) para i = M pode ser reescrita

Ajra(n) = aT(n — M +1)(I - Par_y(n))d(n).

Utilizando a expressdo de atualizagio no tempo do operador de projecao (3.39)

para ordem M — 1, resulta

ALy _i(n) = My _y(n 1)+ "M‘;(A’;ffgj;)‘(”) (3.48)

onde

I-Py_y(n—1)

)\A‘fw_l(n -1) = aT(n -M+1) of

] A2d(n — 1),

sendo epr—1(n) € bar—1(n) respectivamente, os 1ltimos elementos do vetor epr_y(n)
definido em (3.41) e do vetor e};_;(n) definido em (3.43).
Considerando a representagio do vetor do erro da predi¢io regressiva con-

forme (2.31) e da predigéo progressiva conforme (2.42), a equacio de correlagio
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cruzada (3.18) para : = M, pode ser reescrita como

T 1 o7
Ap-1(n) = a'(n) a(n — M +1).
0 I—PM_I(TL~ 1)
Utilizando a expressao de atualizagio no tempo do operador de projecao (3.39)

para ordem M — 1 e tempo n — 1 resulta

_ br-1(n — 1) fu—1(n)
Apr-1(n) = MAp_y(n — 1) + T (3.49)
onde
1 oT
Ap—1(n — 1) = aT(n) 0 I-Py_1i(n—-2) 0 a(n—M+1),
oT 0

ba—1(n — 1) e fm—1(n) sio respectivamente os dltimos elementos do vetor

e}s_1(n — 1) definido na (3.43) e do vetor e{w_l(n), definido na equagao (3.45).

g) Atualizacdo do fator de conversio:

Dividindo ambos os lados das equagdes (3.46) e (A.52), respectivamente por

Ey_1(n) e Ym-1(n) é possivel obter a seguinte igualdade:

M(n) &ha_s(n—1) loar—1(n)|*
—— = =] — . 3.50
) Gl e O
Dividindo ambos os lados das equagdes (3.47) e (A.53), respectivamente por

¢f;_,(n) e por Ym-1(n — 1) é possivel obter a seguinte igualdade:

w(n) f{l_l(n—l)_ _ [ frroi(n)]?
YIS R A I v - A M

As relagdes (3.50) e (3.51), bem como as equagoes de atualizagio no tempo
das energias do erro da predigio (3.46) e (3.47) e das correlagdes cruzadas (3.48)
e (3.49), sdo validas para qualquer ordem i com 1 <11 < M. As atualizagdes no
tempo das energias £&_,(n) e f,f_l(n) e das correlagbes cruzadas A? (n) e A;_(n)
aqui apresentadas, sdo usadas implicita ou explicitamente em todas as versoes dos
algoritmos RLS recursivos na ordem répidos com realimentagao de erro. As vdrias
formas possiveis de obter estas atualizagdes sao apresentadas nas proximas segoes, e na

medida do possivel, relacionadas as atualizaces dos vetores de estados apresentados

no capitulo 2.
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3.3 Representagoes para a estrutura em trelica

Os algoritmos rdpidos exploram a natureza sequencial dos dados de entra-
da, utilizando a predicio progressiva e regressiva para calcular os erros de estimacéo
de forma conveniente. A se¢io de predicio dos algoritmos RLS rapidos recursivos
na ordem pode ser representada através da estrutura em trelica baseada nos erros
de predi¢do a posteriori, conforme apresentado na equagio (3.28). Entretanto, a
representagao da se¢do de predicio através da estrutura em trelica, pode ser efetuada
de vérias outras formas, como por exemplo a baseada nos erros da predicado a posterior:
normalizados, a dos erros da predigio a priori, normalizados ou nao, e a dos erros
da predigdo normalizados em angulo. Essas quatro representagoes sdo apresentadas

a seguir, sendo que inicialmente para facilitar comparagoes e consultas é repetida a

estrutura em trelica baseada nos erros a posteriori.

1) Estrutura em trelica com erros de predicdo a posteriori:
Conforme ja apresentado em (3.28), os iltimos elementos dos vetores dos erros
de predicao progressiva (3.22) e regressiva (3.16) a posteriori, respectivamente

fi(n) e bi(n), podem ser calculados da seguinte forma:

[ﬁ(n)]:[ 1 —k:’@)” fi-(n) } (3:52)
bi(n) ~k}(n) 1 bi_i(n —1)

Os coeficientes de reflexdo kf (n) e k2(n) podem ser calculados através de (3.23)

e (3.17),7ou seja

f(n) = A;(n) e kb(n) = Ai1(n)
kt( ) 65,_1(”_1) ki( ) E;f_l(n),

com

Bia(n) = eff(n) { . ] ,

2 2
=1 =[et (n -1 e elim) = el
2) Estrutura em trelica com erros de predicio a posteriori normalizados:

Os 1ltimos elementos dos vetores dos erros da predicio progressiva e regressiva, a

posteriori normalizados, definidos respectivamente nas equagdes (3.32) e (3.33),
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sao representados para ordem i como

+ fi(n) I bi(n)
fi(n) = e bin)= : (3.53)

" ) = g
Considerando entao os valores normalizados de fi(n) e b;i(n), apés algumas
manipulagdes algébricas, a equagdo (3.52) pode ser transformada na seguinte

estrutura em treliga, baseada nos erros normalizados da predi¢do a posteriori,

[Tt(n)]: 1 1 _Ki—l(”) [ 7{-1(”)
bi(n) ai(n) | _R&;_ (n) 1 bii(n —1)

] . (3.54)

onde

_ 2
ai(n) = \/1 - ‘A;_l(n)’ .
A equagdo (3.54) tem o efeito indesejivel de amplificar os erros numéricos. Uma

forma numericamente mais bem comportada é apresentada em [2], sendo dada
por

(3.55)

b,-_l(n — 1)

fioi(n) ] | a(n) Aia(n) { F.(n) ]
E,(n) —Ki—l(n) a.-(n)
O termo A;_i(n) para 1 < i < M, definido em (3.31), representa o coeficiente

de reflexdo da estrutura em trelica normalizada, isto €,

Bia(n)=[0 @ (n-1) |el,(n)

com

g a(n—1)=el (n-1)/&i(n—1) e &, (n)=-el(n)/e/2n).

Cabe observar que na equacio (3.54), os calculos sio efetuados a partir da

ordem 0, sendo necessario conhecer apenas A;_j(n) paral <:i< M e

F —1/2
To(n) = u(n)&s""*(n),

além dos erros de predigao regressivos normalizados do instante anterior. Entre-
tanto, em (3.55) os calculos sio efetuados a partir da ordem M, sendo necessério

conhecer ndo s6 A;_;(n) para 1 < i < M e erros de predicdo regressivos nor-

malizados do instante anterior, mas conhecer também Fa(n).
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3) Estrutura em treliga com erros de predigéio a priori:

Considerando os erros a priori da predicio progressiva e regressiva conforme
definidos em (A.46) e (A.43) e as equagdes de atualizacio da secio 3.2, apos
algumas manipulagdes algébricas a equacio (3.52) pode ser transformada na

seguinte estrutura em trelica baseada nos erros da predicio q priori:

[m(n)}:l ! —k!(n—m” Ti-1(n) } (3.56)
AON NSO . bia(n—1)

Considerando a relagdo ey (n) = ya(n)an(n), a atualizagio na ordem do erro
da estimagdo a posteriori (3.25) e as equacdes de atualizacdo da segdo 3.2, apds
algumas manipulagdes algébricas o erro da estimago a priori, pode ser expresso

do seguinte modo:

ai(n) = aia(n) — iy (n)kf (n - 1). (3.57)

Observa-se que os coeficientes de reflexdo e de regressio sao os mesmo de (3.52),

(3.28) e (3.25) porém, estio no instante de tempo n — 1.

4) Estrutura em trelica com erros de predigio a priori normalizados:

Por analogia a normalizagio do erro da predicio regressiva a priori definido em
(2.1583), isto é '
- v_ __ %in)

1/)1' nj= ) 3.58
)= e (499
define-se a normalizagio do erro da predigao progressiva a Priort como
- B (n
i) = (3.59)

- wnglPn -1y
Substituindo (3.58) e (3.59) em (3.56), e reconhecendo (3.30) e (3.31), resulta

apds algumas manipulagdes algébricas:
Tian) | _ 1 1 ~Aii(n —1) 7:(n)
$i(n) ai(n —1) —Ai_1(n —1) 1 P _y(n—1)

Sendo que esta tltima equagio, com em (3.54), tem o efeito indesejdvel de

amplificar os erros numéricos. A forma estabilizada é dada por

{ 7;-1(n) ] ai(n — 1) Biy(n - 1) { 7:(n)
Pi(n) -Ai_1(n—1) ai(n —1) Pis(n—1)

} . (3.60)
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Neste caso, os coeficientes de reflexdo da estrutura em trelica normalizada ba-
seada no erro a priori, estdo no instante de tempo n — 1. Cabe observar que em
(3.60) os célculos sdo efetuados a partir da ordem M. Entdo além de conhecer

Aii(n—1)e Y;_1(n—1) paral <i < M, é necessirio conhecer também Ta(n).

5) Estrutura em trelica com erros de predicio normalizados em angulo:
Considerando os erros das predigdes progressiva e regressiva normalizados em
angulo, conforme definidos respectivamente nas equacoes (2.65) e (2.62), apds

algumas manipulagoes algébricas, é possivel transformar a equacio (3.52) em

1Wie—1) K- 1) ]
{e{(m]: 7i(n—1) - -1 ! el i(n) ]
i(n) ~ki(n = 1)3"(n) 7" (n) da(n—1) |
L -1 wim-1

Considerando (3.37), (3.38), (3.50) e (3.51), resulta:
[ &l(n-2)  dgf(n—1) ]
[ e/ (n) ] _ &hn—-1) Ll —1) [ el ,(n)

m(n)  fhm-1) | l&ar-1)
L By R

As diferentes versdes dos algoritmos RLS rapidos recorrentes na ordem uti-

] . (3.61)

.

lizam diferentes representagdes para a estrutura em trelica. As representagdes apre-
sentadas em (3.28) e (3.56) sio as mais usuais e os algoritmos baseados nestas re-
presentacoes podem ser encontrados por exemplo em [38, cap. 17]. A representacio
baseada no e:ro normalizado da predigdo a posteriors (3.55) foi usada em [33] para
desenvolver um algoritmo hibrido QR-LSL. A representacio baseada no erro norma-
lizado da predi¢io a priori (3.60), que pretende ser uma contribuigdo original deste
trabalho, serd usada na préxima segéio para desenvolver um outro algoritmo hibrido
QR-LSL. A representacio da estrutura em trelica baseada nos erros das predigoes

normalizados em angulo da equagio (3.61) é usada de forma implicita no algoritmo
QR-RLS apresentado em (38, cap. 18].

Relagoes entre os erros de prediciio normalizados

As relagGes entre os erros a posteriorie a priori nos casos de estimagao, de

predicao regressiva e de predigdo progressiva nao normalizados estio relacionados de
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forma simples pelo fator de conversio, conforme as equagoes (A.40), (A.43) e (A.46)
respectivamente. Como é de se esperar no caso dos erros de predicao regressiva e
progressiva normalizados, a relacio entre os erros a posteriorie a prioriainda depende
diretamente de fatores de conversiao. Como todos esses erros aparecem nas estruturas
em trelica apresentadas é conveniente encerrar esta secao apresentando as diferentes
relagées entre os erros de predicio normalizados a priort, a posteriori e normalizados

em angulo.

A equagdo (2.62) relaciona os erros de predicdo regressiva a priori, a poste-
riori e o normalizado em angulo, isto é
b;_,(n
¢ y(m) = 2=t )y, (3.62)
Yi- l(n’)
Usando (3.62), (3.53) e (3.58) é possivel relacionar os trés tipos de erros de predicao

regressiva normalizados pela expressdo

&m) -
ef_1(n) = bi- l(n)71,2 ) = Pl I (n = 173 (). (3.63)

Desta ultima equagao, juntamente com (3.50) para ordem i — 1, resulta em

bio1(n) = % (a2 (n) iy (n). (3.64)

A equagdo (2.65) por sua vez relaciona os erros de predicdao progressiva a priori, a

posteriori e normalizado em angulo, isto é

el n=——1—(n—)—= i1 Y20 1), 3.65
i-1(n) 7,1_/2(71—1) mi—1(n) %21 ( ) ( )

Usando (3.65), (3.53) e (3.59), é possivel relacionar os trés tipos de erros de predigao

progressiva normalizado da seguinte forma:

f . F gf/'l( ) . 1/241/2 1/2 .
haln) = Toal) o s = T = )00 - 1. (366)
’Yz l(n—]‘)

Desta ultima equagio juntamente com (3.51), para ordem ¢ — 1, resulta que

Fiein) = 73 — Dy 27, (). (3.67)
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3.4 Atualizacao no tempo dos coeficientes da es-

trutura em trelica

Os coeficientes de reflexdo e de regressio para cada uma das estruturas em
trelica consideradas podem ser calculados de diferentes formas. Uma das formas, que

apresenta vantagens do ponto de vista numeérico, é a atualizagdo no tempo a partir

do valor anterior [14]. A seguir, sdo apresentadas expressdes para a atualizacio no

tempo dos coeficientes das estruturas em trelica ndo normalizadas e a normalizadas

em angulo.

Atualizagdo dos coeficientes dos filtros em trelica ndo normalizados

Usando (3.48) para ordem 7 — 1, o coeficiente de regressdo (3.12) pode ser
€XPresso como
Ad (n—1) bi_1(n)e;~1(n)
ki(n) = A\ ==t " ! .
W TEm o)

Esta iltima equagdo pode ser reescrita como

k,d(n) — kd(n . 1)/\ ?—l (n - 1) + bi—l(n)ei-l(n)

' ga(n) & i(n)vica(n)
A partir de (3.50) para ordem ¢ — 1 tem-se

(3.68)

Ean=1) )P
SIS By o gy s (3.69)

Assim (3.68) pode ser reescrita como

dn) = ki(n - bi-1(n) —bi_1(n)k%(n — ei_1(n
M) = K= 1) 4 s s (hmbn = ) b eam). (370

Com (3.57), o termo entre parénteses no lado direito de (3.70), pode ser expresso

~bi-1(n)k{(n — 1) + eis(n) = vy (n)ou(n)

e finalmente k¢(n), pode ser €Xpresso como

ki(n) = kin — 1) + Ibihl(zzz’;-)l(n)ai(n). (3.71)
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Esta é a equacio que atualiza o coeficiente de regressao de forma recorrente no tempo.
De forma andloga, considerando porém ( 3.49), é possivel obter as seguintes expressdes

de atualizagio no tempo para o coeficiente de reflexao definido em (3.23)

klf(n) — k{(n . 1) + 1/)1'—1(" — 1)'71'—1(” - 1) ;(n)

3.72
Pi(n—1) ( )
e para o coeficiente de reflexdo definido em (3.17)

En) = Ko — 1) 4 Br(@yimn =) o) (3.73)

¢L1(n)
Na implementacio dos algoritmos em treliga ndo normalizados, os coeficientes podem

ser atualizados de duas formas. Por exemplo, no caso dos coeficientes de regressio

ki(n), pode-se calculd-los através da correlacdo cruzada entre os erros de predicao

regressiva e os erros de estimacio, como em (3.12) e (3.13) ou através da expressio

(3.71). Quando implementados em precisao infinita estes dois métodos sio equiva-

lentes. Porém, como observado em [38, pag. 711] e em [14], quando implementados

em precisdo finita, podem existir grandes diferengas. A atualizagdo direta dos coefi-
cientes segundo (3.71), (3.73) e (3.72), apresenta vantagens do ponto de vista numérico
sobre o célculo dos coeficientes através do produtos internos de vetores de erro. A
explicagdo para esse comportamento superior da atualizagdo direta dos coeficientes,

é a existéncia de um mecanismo de realimentacio de erro que reduz a magnitude dos

erros numeéricos. A figura 3.1 ilustra o mecanismo de realimentacido de erro para o

caso da estimagio conjunta, obtida a partir das equagdes (3.57) e (3.71). Deve-se

kém ke
' I W
Vi (0 Yia ()
_\]J,_’(n) _Lé 5?.l(n)l 1
]
A ——
Qy ;)

Figura 3.1: Mecanismo de realimentacéo do erro no calculo do coeficiente de regressio.

observar que uma realimentacio ‘negativa’ reduz o efeito das variac¢des do pardmetro

ki(n), pois o erro estd sendo realimentado com sinal negativo. Para maiores deta-

lhes ver 38, pig. 632 e pag. 708] e .[14, 13]. Os mecanismos de realimentacio no
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calculo dos coeficientes de reflexio da predigio regressiva e progressiva sao obtidos
de forma andloga a partir das equacdes (3.73), (3.72) e (3.56). Devido a esta pro-
priedade, fala-se de versdes de algoritmos RLS rapidos com realimentacao de erro.
Estas versées utilizam as representagdes das estruturas em trelica baseadas nos erros
a postertori, NOS €rros a Priori e nos erros normalizados; sendo caracterizadas pelo

uso das expressdes (3.71), (3.73) e (3.72) para atualizar os coeficientes.

Atualizagao dos coeficientes dos filtros em trelica com erros normalizados
em angulo

De (3.48) para ordem i — 1 e da equacio (3.36), é possivel obter a seguinte

expressao de atualizagdo no tempo para o coeficiente dql;(n):

0/2 ) ol
dql;(n) = (’\1/26_1;—},‘5?;)1—))’\1/251‘?11'(" -1)+ ('I)):l—ﬂin; Jei—1(n). (3.74)

Considerando a equacio (3.50) para ordem 7 — 1 reescrita como
E1(n)%(n) = Ay (n)€_ (n — 1)

e (3.57), resulta para a atualizagio na ordem do erro de estimagdo normalizado em

angulo ¢;(n) = 771-1/2(n)a,-(n) a seguinte expressao:

&(n) = — 5,-_1(71) Mgl (n -1 73/2(71) €-1(n). 3.75
( ) (%1_/3(71)) qly( )+(’)’,-l_/f(n)) i— ( ) ( )

Da mesma forrﬁa, de (3.49) reescrita para ordem i — 1 e da equagao (3.37), é possivel

obter a seguinte expressio para atualizagdo no tempo do coeficiente dql/(n):

e (n -2 bi_i(n — 1
dgtf(w) = S =B gt o1y By e
i-1{n—1) Yim1(n — 1

Considerando o erro da predicio progressiva normalizado em angulo

el (n) = 4"*(n = 1)n,(n)

e 7;(n) atualizado como em (3.56) resulta

bisi(n 1), 7 (n - 1)
el(n) = —(m)/\ dglf(n - 1) + (m)ﬁzq(n)- (3.77)
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Analogamente, de (3.49) para ordem i — 1 e da equagio (3.38), é possivel obter a

seguinte expressao para atualizagao no tempo do coeficiente 7¥(n):

(n 1/25: 1( 1) 1/2,b0 _ fiza(n) el-’ .
i(n) = (A ————,/2(n) )A 5w ( 1)+(%1,2(n_1)) i(n—1) (3.78)

Considerando o erro da predigao regressiva normalizado em angulo
&f(n) = % (n)i(n)

e ¥;(n) atualizado como em (3.56), resulta que

bin) = — _Ll_(i V22600 _ 711/2( ) b (y — 7
A = =t N ) 4 (P e e

As equagoes (3.74) a (3.79) parecem a primeira vista um tanto complicadas. Entre-
tanto, na secao 3.6 elas serdo interpretadas como resultantes da aplicacdo de rotagdes
sobre vetores de dois elementos, o que permitird uma formula¢do muito mais com-

pacta. Antes porém, é interessante completar as interpretagdes da secao 2.6 sobre as

matrizes de sistema S§,(n) e S%,(n).

3.5 Sobre as matrizes de sistema Sk (n) e S%,(n)

Nesta segao, as equagdes de atualizacio no tempo sao usadas para completar
as interpretagbes dos elementos das matrizes de sistema Ski(n) e S§,(n). A matriz
S%/(n) descreve as operacdes de adaptacio e filtragem do algoritmo RLS que utilizam
o procedimento de ortogonalizagio de Gram-Schmidt e S%(n) tem o mesmo papel no

caso do algoritmo QR-RLS baseado em rotacdes de Givens.

Como ag(n) = d(n) a equagdo (3.57) pode ser expressa em termos de d(n),

isto é
= d(n) - Zz/)J )k (n - 1). (3.80)
Consequentemente, para o erro nonna.hzado em angulo resulta que
&i(n) = %" (n)(d(n) - 2 $i-1(n)kf(n - 1)). (3:81)
Substituindo (3.80) na equagio (3.71), obtém-se a seguinte expressio:
d o k d k d bi—1(n)
ki(n) = 21 Sij(n)kj (n—1)+ su(n)ki(n —1) + 5 1(n)d(n), (3.82)
j= -
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sendo s%(n) e sfi(n) definidos como

kln) =1 - bi—1(n)i—i(n) — ti(n—1)

. Lo e )
) koy_  bici(n)
si(n) = —m—)wj_l(n). (3.84)

Assim € possivel expressar o vetor k¢,(n) e o erro de estimacio normalizado em angulo
P M ¢

ear(n) através da seguinte equacio de atualiza¢do no tempo

[ kd(n) ] [ ki(n—1) |
kg(n) kg(n -1)
ki (n) kir(n —1)
em(n) | | d(n)
onde
s11(n) 0 0 bo(n)&5 " (n)
s31(n) 3%2(”) 0 bl(n)fl_b(")
—b
S'fw(n): 3’51'(”) 31:;1.(71) 0 bl(n)é..l (n)
sin(n) shrz(n) e shem(n) b (n)€xf (n)
[~ (o(n) —nfA(n)i(n) - A ara(n) 1)

sendo S%;(n) a mesma matriz de sistema apresentada na equagdo (2.161). Cabe
observar qua a matriz de transicao de estados resulta triangular inferior, devido aos
limites da somatéria da equagdo (3.82).

Considerando (3.82), apés algumas manipula,géés algébricas, conclui-se que

o coeficiente dql;(n) = kf’(n)ffﬁ(n) pode ser expresso como

i—1

dgli{n) = 3 o (m)N2dgl,(n — 1) + s ()N 2dglifm — 1) + Bis(m)d(n),  (385)
sendo _ i p
T - bi-i(n), bi-1(n)  %/1(n)
ii(n) = =biy -1\ = —\—p 1/2 1/2 3.86
0 = s = -G (o

__ &)
Mg (n — 1)

@

Al

—~
=3

j

- Ei—l(n)ﬂ-_l(n)-
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Considerando (3.50) para ordem i — 1, a varidvel s%(n) pode ser expressa como

2 (n) = aabii(n=1)

(3.87)
&L (n)
De (3.81), o erro de estimagao normalizado em angulo ei(n) = 7,1/2( )ai(n) pode ser
eXpresso como
ci(n) = 7" (n) Z Pim(m)A2dg1(n ~ 1)), (3.88)

sendo JJ-_

1(n) o erro normalizado da predigio regressiva a priori, conforme definido
em (2.153). De (3.85) e de (3.88), o vetor dql(n) e o erro de estimacdo normalizado

em angulo ep(n) podem ser atualizados no tempo através da seguinte equagao

[ dgl,(n) ] [ M2dg1 (n—1) ]
dql,(n) A/2dgl,(n — 1)
dql e (n) AV2dgla(n—1)
em(n) | i d(n)
onde
[ shi(n) 0 0 bo(n) |
s521(n) s32(n El(")
3g1 n chn n 0 52 1]
. (v 0 ®
sir(n) sara(n) stm(n) bu(n)
| =t (Bo(n) i m(r) ) Bai(n) 1) |

sendo 57,(n) a mesma matriz de sistema apresentada na equagao (2.146). De forma

mais compacta pode-se escrever

Diag (410} i BBhm)) Bt
$4(n) = Mg 1) " "

~af ()P (n) 137 (n)

a qual apresenta estrutura muito semelhante & da matriz de sistema do algoritmo

)

RLS convencional descrita na equacio (2.59), isto é

Sh(n)z[ I-gu(muf(n)  gu(n) }

—mi(muk(n) ¥ (n)
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Por Triang(.) indica-se uma matriz triangular inferior cujos elementos nio nulos sio
idénticos aos da matriz argumento. Cabe lembrar que na tabela 2.2 é chamado a
atencdo que no dominio transformado, isto é, no dominio das varigveis do algoritmo
QR-RLS, o papel do ganho de Kalman gy (n) é exercido pelo vetor bas(n) dos erros
de predigao regressiva a posteriori normalizados e o papel do vetor do sinal de en-

trada u,,(n) é exercido pelo vetor ,,(n) dos erros de predigdo regressiva a priori

normalizados.

Como 7no(n) = u(n), a equagdo (3.56) que calcula o erro a priori da predigao

progressiva 7;(n) pode ser expressa em termos de u(n), isto é
ni(n) = u(n) — ilzbj_l(n - 1)ka(n -1).
i=
Consequentemente, o erro normalizado em angulo da predigao progressiva
el (n) = %" (n = L(n)
pode SET eXPresso como

el(n) = 7/"(n - 1)( zz/)] 1(n = 1)k (n - 1)). (3.89)

=1
Substituindo (3.89) em (3.72), resulta que

b; 1
K (n) =Y skn— 1k (n— 1)+ sk(n— Dk{(n — 1) + gb—lgn——;u(n), (3.90)
i=1 -
sendo que sk(n — 1) e st(n — 1) sdo os mesmos definidos em (3.83) e (3.84), porém
para o instante de tempo n — 1. Assim, é possivel concluir que a matriz que atualiza

o vetor ki,_,(n) e o erro efs_1(n) é a mesma matriz Sk,_1(n — 1) que atualizou no

tempo o vetor k3;_,(n — 1) e o erro err-1(n —1).

Considerando (3.90), apés algumas manipulagdes algébricas conclui-se que

o coeficiente dql{( )= kf( )E,_ (n — 1) pode ser expresso como
dq1{(n) Zs,](n Al/qulf(n - 1)+

+sfi(n — YA 2dg1f(n — 1) + Bi_y(n — L)u(n). (3.91)

De acordo com (3.89), o erro da predigao progressiva normalizado em angulo

e (n) =" (n—1)ni(n)
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pode ser expresso como

l(n) =0 = D(u(n) = L Fpa(n - DNt (n— 1), (3.92)

-1

Cabe observar que si(n — 1) e s{;(n — 1) sio os mesmos elementos definidos em
(3.87) e (3.86) porém para o instante de tempo n — 1. Consequentemente, a matriz
de sistema que atualiza no tempo o vetor dq1/(n) e o erro e{w_l(n) € a mesma
matriz de sistema S, ;(n — 1) que atualizou no tempo o vetor dql;, ;(n—-1)eo
erro €yr_y(n — 1). O conjunto de equagdes (3.83) e (3.84) e o conjunto de equacdes
(3.87) e (3.86) complementam respectivamente, as interpretagdes dos elementos das
matrizes de sistema S%/(n) e S4,(n) efetuadas no capitulo 2. A interpretacio dos
elementos da matriz de transicio de estados em funcéo dos erros de predigio regressiva
¢ aparentemente inédita. O usual é interpretar os elementos de S%7(n) em termos dos
angulos das rotagoes de Givens que definem a matriz unitaria Qum(n) da secao 2.6 do
capitulo 2. Cabe lembrar que os 4ngulos das rotagoes de Givens definem a estrutura
de McWhirter apresentada no apéndice B. Na préxima se¢io serd demonstrado como

cada um dos elementos s%(n) e s3;(n) estdo relacionados com os 4ngulos das rotacdes

de Givens.

3.6 Atualizag(‘ies com rotacgoes de Givens

Dado um vetor de dois elementos, é possivel calcular a sua representacéo
polar, isto é, a sua norma e o ingulo correspondente através de uma reducio de
Givens (‘Givens annihilation’). Este fato é usado a seguir, considerando os vetores
de dois elementos e norma unitéria, definidos a partir das equagdes (3.30), (3.50) e
(3.51). No caso da equacio (3.30), é possivel obter a'energia, do erro de predigo e
o dngulo associado a corrrelacio cruzada A;_1(.). Os angulos obtidos sio usados nas
estruturas em treliga normalizadas. No caso das equagdes (3.50) e (3.51), é possivel
obter a energia do erro de predicio ou o fator de conversio e o angulo associado
ao erro da predigio normalizado. Os angulos obtidos sdo usados nas estruturas de

McWhirter que aparecem nos algoritmos QR-RLS.
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1) Coeficientes de reflexdo da estrutura em trelica normalizada:

A correlagio cruzada Aiy() representa o coeficiente de reflexio das estru-
turas em trelica com erros de predicio normalizados definidas erq (3.55) e (3.60).

Associa-se a seguir A;_;(.) ao angulo de rotagao e a norma do vetor que representa a

atualizagao na ordem da energia de predicio. A equacao (3.30), reescrita como

& (n)

L 2
+ IA,-_I(n)l =1, (3.93)
define o vetor [5{/2(71) ;fl/z(n) _A—i_l(n)] de norma, unitéria e angulo

/12 =
cos ¢;(n) = %72—(-?—) =14/1 - 'A,'_l(n)! (3.94)

De (3.37) tem-se

sin ¢;(n) = dql{(n) 3.95
= iy o
Assim, de (3.93) a (3.95) resulta
2, cos ¢;(n sin ¢;(n 2(n,
{5._1()}4 #i(n) ¢,(>H¢, ()J, (3.96)
0 —sin@;(n) cos di(n) dqlif(n)

onde §f_/12(n)i_representa, a norma do vetor [f,f/z(n) dqlf(n)]. Usando as repre-

sentacées para i-1(n) em funcio de Pi(n), as equacoes (3.55) e (3.60) podem ser

reescritas como

[ ?i_l(n) J _ ( cos pi(n)  sin ¢i(n) ' [_ fi(n) J (3.97)
bi(n) —sing;(n) cos ¢i(n) | | biy(n - 1)

[ ﬁi—l(n) J _ [ cos ¢i(n — 1) sin ¢;(n — 1) ' [& ﬁi‘(n) J . (3.98)
¥i(n) —sin¢;(n — 1) cos $i(n —1) | Yii(n—1)

Conhecendo entio dql{(n) Para l <7 < M e Q{f(n) e usando (3.96), é possivel
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De (3.30) tem-se ainda

b/2 . - 2
cos i(n) = _b/i_(_)_) _ \/1 — [Eei(n)| (3.99)

e considerando (3.38)

mi(n)

= e

De (3.99) e (3.100) resulta a seguinte expressio

[ &li(n-1) ] _ E cospifn) sin gi(n) J !sﬁ’“(m }

= Aii(n). (3.100)

3.101
0 —sin¢i(n) cos¢d;(n) 4 ( )

i (n)

a qual representa uma outra forma de obter os angulos ¢;(n). Entretanto, esta ex-

pressao nao é conveniente devido ao deslocamento de tempo envolvido na atualizagao

da energia do erro da predigio regressiva.

2) Coeficientes da estrutura de McWhirter para os casos de estimacao e

predicao progressiva:

A equagio (3.50) reescrita para a ordem i como

%) | Jbea(n)P

=1,
Yi—1(n) ’7:‘—1(")6?—1(”)
define o vetor
1/2
7%(n)  bia(n)
73 m) AR (n)
de norma unitéria e angulo 8(n) especificado por
1/2
cos B(n) = & /2(”) (3.102)
’)’i—l(n)
e
b,-_l(n)

sin®%(n) = ,
RO = e )

De (3.50) observa-se que cos §¥(n) pode também ser obtido através das energias de

erro da predi¢io regressiva, isto é

N2 (n - 1)
&l (n)

cos 02(n) =

(3.103)
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Usando as relagdes de erros da predigio regressiva conforme (3.63) e lembrando que

bi_1(n) = Ei_l(n)f?ﬁ(n), € possivel representar sin #?(n) como

sin 82(n) = b—l‘/;—(”—) (3.104)
Y:L3(n)
ou
sin0}(n) = 7% (n)P,_, (n) (3.105)
ou ainda, como ,
sin 0%(n) = %’:‘—; (3.106)
i—1

Comparando (3.102) e (B.15) conclui-se que os angulos 6%(n), para 1 <i < M, sio
exatamente os angulos que atualizam a matriz triangular Rps(n) de forma recorrente

no tempo, sendo também os angulos que definem a matriz de sistema S3/(n). De

fato, comparando (3.87) e (3.103) conclui-se que

s¥i(n) = cos 8%(n). (3.107)

Usando b;_1(n) = sin Hf(n)'y,l_/f(n) e 1;_(n) = sin ﬁg(n)'yj-l/z(n) em (3.86), resulta

172
s3;(n) = —sin 6%(n) sin 9?(n)7’17;(n). (3.108)
7' (n)

Usando (3.104), (3.103) e (3.102), as equagdes (3.74) e (3.75) podem ser

expressas em termos dos angulos #%(n) como

! dgl;(n) J B { cos 8%(n) sin 8%(n) } .

&(n) B —sin62(n) cos62(n)

Esta equagdo é a mesma apresentada no apéndice B, equagio (B.13) e define a estru-

(3.109)

6,'_1(17,)

A2dgli(n — 1) }

tura de McWhirter no caso da estimagio. De forma analoga, usando (3.104), (3.103)

e (3.102), porém para o instante n—1, as equagoes (3.76) e (3.77) podem ser expressas

em termos dos angulos 62(n — 1) como
dql{(n) _ | cosf(n—1) sin6i(n—1) M2dq1l(n-1)
el (n) —-sin6}(n—1) cos®(n—1) . el ,(n)

caracterizando a estrutura de McWhirter no caso da predigéo progressiva. Cabe notar

] : (3.110)

que esta equacio calcula os dgl( n) e que estes podem ser usados em (3.96) para obter

os coeficientes de reflexdo da estrutura em trelica normalizada.
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As equagoes (3.104) a (3.106) representam trés formas diferentes de calcular

os sin #2(n). Assim, os angulos §°(n) podem ser obtidos reescrevendo (3.104) e (3.102)
como
vlin) ] [ cos@¥(n) sindt(n) | [ +*(n)
0 —sinf(n) cosf(n) | bi_i(n) |

onde 7}_/?(11) representa a norma do vetor [7,-1/2(11) b;_1(n)]. Conhecendo entio

(3.111)

biy(n) paral < i< M, e 711\42(71), é possivel calcular os paridmetros 71-1_/3(71) e 0s
angulos 0%(n), para 1 <i < M em ordem decrescente, isto é,dei=Maté:=1.

De (3.105) € (3.102) resulta

[75”2(71) ] _ l cos 0f(n)  sin6}(n) ] | {v,:‘l”(n) } e
0 —sin®(n) cosf!(n) P, ,(n) ,
-1/2

onde 7,-—1/2(n) representa a norma do vetor [y,_{“(n) ;_,(n)]. Conhecendo %;_,(n)
paral <:< Me 70_1/2(71) =1, é possivel calcular '7,._1/2(71) e os angulos 0%(n) para
1 <1 < M, em ordem crescente, isto é, de i = 1 até 1 = M. Neste caso porém, é

conveniente usar as expressoes

gy _ Tt () (3.113)
cos@;(n) = '7,-—1/2(71) )
e .
sin 82(n) = Pii(n) (3.114)

—1/2,_~"
v (n)
A terceira forma de obter o angulo 6%(n), resulta de (3.106) e (3.103),

reecritas como

lffﬁm)]:{ cos 0%(n) sineﬁ(n)] [Alﬂc‘i’f‘;(n—n]

0 —sin62(n) cos 8(n) 1

3.115
€;_1(n) ( )

onde £%(n) representa a norma do vetor [AY2¢2(n — 1) e2_,(n)]. Conhecendo

os erros da predicao regressiva normalizados em angulo ¢_,(n) e {f{ *(n - 1) para
1 <1 < M, é possivel atualizar no tempo £f£21(n) e calcular os ingulos 62(n), para

1< <M.

3) Coeficientes da estrutura de McWhirter no caso da predicgiio regressiva:

De forma andloga, assim como foram obtidos os 4ngulos da estrutura de

McWhirter para os casos de estimagdo e predigio progressiva, é possivel obter os
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angulos da estrutura de McWhirter para o caso da predicio regressiva. A equagio

(3.51) reescrita como

wn) P
Vet = 1) Ty (n - 1)L, (n)
define o vetor
Yi'(n) fi-1(n)
73 =1) %l n - 1))

de norma unitaria e Angulo 0{ (n) especificado por

g.f( ) ’7{1/2(71) (3.116)
cosb;{n)= Y VN .
7:‘—{?(” - 1)
sin0f (n) = fizi(n)

1/2 2,
11— el ()
De (3.51) observa-se que cos 8f(n) pode também ser obtido através das energias de
erro da predi¢do progressiva, isto é
A2 — 1)
HHO)

Usando as relagées de erros da predigao progressiva conforme (3.66), e lembrando que

cos 8 (n) = (3.117)

fizi(n) = T,-_l(n)f,-f_/f(n), é possivel representar sin 8/ (n) como

sin 0{(n) = fizam)

—= s (3.118)
%Ll (n 1)
ou
sin 0 (n) = 1i=1(1)_ (3.119)
Y / (n)
ou ainda, como
sin 0/ (n) = i1 (n) (3.120)
) |
Reconhecendo (3.116), (3.117) e (3.118) em (3.78) e (3.79) resulta
mb(n) _ | cos 0/(n) sin6!(n) | A2rb(n — 1) , (3.121)
et (n) —sin#/(n) cos 0! (n) e_(n—1)

isto ¢, os angulos 8/ (n) fazem a atualizagdo no tempo de 7(n) e a atualiza¢io no
tempo e na ordem de €’(n). Estas equagbes caracterizam uma estrutura muito seme-

lhante a estrutura de McWhirter (ver figura B.2) para o caso da predicio regressiva.
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A diferenga consiste simplesmente na existéncia de um atraso extra entre cada estagio
da estrutura de McWhirter.
As equagoes (3.118) a (3.120) representam trés formas diferentes de calcular

sin 0/ (n). Assim, uma forma possivel para obter o ingulo 8/ (n) resulta de (3.117) e

(3.120) reescritas como

f12 f ol 1/2¢f/2
0 ] [ costlln) simol) | [neel-n]
0 —sin 8/ (n) cos 01 (n) el (n)
onde ¢/ l(n) representa a norma do vetor [A\/2¢//%(p —1) el ,(n)]. Conhecendo os

erros normalizados em &ngulo da predicdo progressiva e/ (n)e /\l/zé"f/l(n — 1), para

1 <2< M, é possivel obter E,-_l(n) e os angulos Hf(n) em ordem crescente.
De (3.116) e (3.119) resulta

7?”2(72)]:[ cos 0] (n) sin(?{(n)]'[% ‘%—1)]

3.123
0 —sin 0{(72) cos 0 (n) 7;-1(n) ( )

onde 7171/2(11) representa a norma do vetor ['y,-__ll/z(n — 1) 7%;_4(n)]. Neste caso é
conveniente calcular i
Yi—1 (n _ 1)

'7,_1/2(71)

cos 0f(n) =

- Mi1(n)
sin 0{(71) = m

Conhecendo entao 'yo_lﬂ(n —1) e 7;_,(n), é possivel calcular os parametros 'y,-—l/z(n)

e os angulos 6/ (n) em ordem crescente para 1 <i < M.

Uma terceira forma de obter os angulos 6/ (n) resulta de (3.116) e (3.118),

que podem ser reescritas como
7,1/2(n -1 | cos Hf(n) sin Hf(n) 711/2( )
0 ~sin 8/ (n) cos 6/ (n) . fii(n) .

Entretanto, esta forma ndo ¢ muito conveniente devido ao deslocamento de tempo

(3.124)

envolvido para atualizar a raiz quadrada do fator de conversio.
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3.7 Algoritmos recorrentes no tempo e na ordem

Nos algoritmos RLS rapidos recursivos na ordem nio normalizados, os erros

de estimagdo sdo atualizados através da equacao (3.25), isto é

ei(n) = ei_1(n) — bi_(n)k}(n),

ou entdo através de (3.57), isto é

ai(n) = ai_i(n) = iy (n)k (n — 1).

Em ambos os casos, além de conhecer o erro de estimagao da ordem inferior, é
necessario conhecer o coeficiente de regressio k¢(.) e o erro da predicao regressiva. Os
coeficientes de regressdo k¢(.), sdo obtidos a partir das correlagbes cruzadas dos erros
da predigdo regressiva e estimagéo e das energias da predi¢ao regressiva. Por sua vez,
os erros de predigdo regressiva sdo obtidos através de uma estrutura em trelica. Os

coeficientes da estrutura em trelica &/ (-) e k2(.), sdo obtidos a partir das correlacdes

cruzadas dos erros da predigio e das energias da predicao.

Algoritmo RLS rdpido recursivo na ordem com erros a priori

Um exemplo de algoritmo RLS répido recursivo na ordem nio normalizado, é
a versao apresentada por Ling em [12], que é baseada nos erros de estimacdo e predigao
a priori. Neste algoritmo, apresentado na tabela 3.1, o erro de estimacgao a priori é
obtido de (3.57), e os coeficientes de regressae sio calculados segundo (3.71). Os erros
de predigdo regressiva, necessirios para este calculo, sdo obtidos com auxilio do filtro
em treliga definido pela equacdo (3.56), sendo que os correspondentes coeficientes da
estrutura em trelica sdo calculados segundo (3.72) e (3.73). As energias dos erros
de predicdo progressiva e regressiva, necessirias para o célculo dos coeficientes de
regressao e de reflexdo, sdo obtidas de (3.46) e (3.47) reescritas para ordem i — 1 e em
termos dos erros da predigdo a priori. Finalmente, o fator de conversio, necesséario
para o calculo das energias de erro de predicio, dos coeficientes do filtro em trelica
e dos coeficientes de regressio, é obtido de (A.52). Como no calculo dos coeficientes
de regressao e reflexdao existe um o mecanismo de realimentacao de erro, esta versio
€ conhecida como algoritmo LSL (’Least Square Lattice’) com realimentacio de erro.

Consideracdes sobre a inicializacio deste algoritmo, assim como trés outras versdes
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de algoritmos LSL, podem ser encontradas em [14] e em [38, cap. 17]. De qualquer
forma, dentre todas as versdes de algoritmos LSL, o da tabela 3.1 parece ser o mais

favordvel do ponto de vista numérico, razdo pela qual ele foi aqui apresentado.

Tabela 3.1
Algoritmo LSL com erros a priors

Segao de predicao: (vo(n) = no(n) = u(n))
Forz=1, 2, ..., M do
Estrutura em trelica:
[ 7):‘(”)] _ [ 1 ~k{(n - 1)} [ ni-1(n) ]

bi(n)] [ —ki(n—1) 1 bii(n —1)
Energias de erro de predicéo
ELu(n) = 26L1 (= 1) +yia(n = 1) i ()

?—1(”) = )‘E?—1(n — 1) +7io1(n) |"/’i—1(n)|2

Coeficientes de reflexao
i i-1(n =1
B(n) = Ki(n— 1) 4 22201 =1) o)
fi—l(n)

K (n) = K (n — 1) 4 2217 ;tl%_-ll()n =Y )

Fator de conversio

7(n) = 71 (n) — 42y (n) Lz ()]

t-1(n)
Estimagao conjunta (ao(n) = d(n))
For:=1,2, .., Mdo
i(n) = ae-1(n) — i1 (m)k¢(n — 1)
d(n) = ki(n — Yisa(n)yica(n)
kt( ) kl( 1)+ 6?_1(77‘) 1( )

Erro de estimacédo a posteriori
em(n) = ym(n)an(n)

Nos algoritmos QR-RLS rapidos recursivos na ordem baseados em rotacoes,

os erros de estimagio e os coeficientes de regressio normalizados sio atualizados na

ordem através da equagdo (3.109), isto é
dqli(n) | | cosbi(n) sinf(n) M2dqli(n - 1)
€(n) —sin6%(n) cos 8(n) €i—1(n) .

Neste caso, além de conhecer os erros de estimacio normalizados em angulo das ordens

inferiores e os coeficientes de regressio normalizados do tempo anterior, € necessario
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conhecer também os angulos 6?(.). A atualizagdo dos angulos 6%(.) é feita através dos
erros de predi¢do regressiva normalizados. As trés diferentes versdes de algoritmos

QR-RLS répidos apresentados a seguir, se diferenciam pela forma de obter os erros

da predigdo regressiva normalizados.

Algoritmo QR-RLS répido recursivo na ordem com erros normalizados em

angulo

O algoritmo QR-RLS répido com erro normalizado em angulo é apresentado
em [7] e (38, cap. 18]. Esta versdo est4 representada através dos passos 1 a 7 na tabela
3.2. No passo 6 a equagdo (3.109) faz a atualizagio na ordem do erro de estimacgao

normalizado em angulo. Os angulos 6%(n) sio calculados no passo 4 usando (3.115).

Tabela 3.2
Algoritmo QR-RSL com erros normalizados em angulo
Predicao progressiva (e (n) = u(n))
Fori=1, 2, .. Mdo

ra s [0 20 ]

el2m)] [ cos8!(n) sin 8] (n) /\1/251/2( -1)
Pauto 2 |- l—sine,-f(n) ot o) L1 (n)
Predicdo regressiva (eg(n) = u(n))
Fori=1, 2, ..., M do
Passo 3 [Trf’(n)l_l cos 6 (n) sinO{(n)l [A‘“ ¥ (n 1)]
)

!(n) —sinf{(n) cosbf(n ii(n—1)

b/2n _ | cos(n) sin8(n)] [N1/2 b/zn—l
Passo 4: l ()] l—sinﬂf?(n) cosﬂ?(n)l[ if_lﬁ) )]

Fator de conversao

Passo 5: 4;/%(n) = 7}/3(n) cos 8%(n)

Estimacao conjunta (eo(n) = d(n))
Fort=1,2, .., Mdo

. |dali(n)| _| cos8(n) sin(n)]| [A/%dgli(n—1)
Passo 6: [e,-(n) ]_ [—sin 0%(n) cos6b(n) €i-1(n)
Erro de estimagdo a posteriors

Passo 7: epm(n) = 7%2(71)61\4(11)
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No passo 3 os erros da predigéo regressiva normalizados em angulo necessdrios para
obter §2(n) sdo calculados a partir os ingulos 6/(.) usando (3.121); tais angulos sao
calculados no passo 2 usando (3.122). No passo 1 os erros da predi¢do progressiva
normalizados em angulo necessirios para obter os angulos 6/(.), sdo calculados a
partir de 62(n — 1) usando (3.110). A estrutura em trelica é obtida indiretamente
através dos erros de predigio normalizados em angulo calculados nos passos 1 e 3.
Nos passos 1, 3 e 6 é utilizada a estrutura de McWhirter respectivamente, para os
casos da predigdo progressiva e regressiva e estimagio. Nos passos 2 e 4 ¢é utilizada
a reducao de Givens (‘Givens anninhilation’), processo que é chamado de redugio

circular no caso de processamento utilizando CORDIC.

Algoritmo QR-LSL com erros a posteriori

O algoritmo QR-LSL a posteriori foi introduzido por Regalia em [33]. Esta
versao estd representada através dos passos 1 a 7 na tabela 3.3. No passo 6 a equagao
(3.109) faz a atualizacio na ordem do erro de estimagao normalizado em angulo como
no algo'ritmo da tabela 3.2. Neste caso, porém o angulo 82(n) é obtido no passo 5b
usando a equagdo (3.111), e 7%2(71) € calculado no passo 5a usando (2.155). Por sua
vez, os erros da predigdo regressiva sio obtidos no passo 4b através da estrutura em
trelica definida pela equagdo (3.97), sendo que fa(n) é calculada no passo 4a usando
(3.118) para ordem M. Os coeficientes de reflexdo normalizados sio calculados no
passo 3 usando (3.96), sendo que §1{,,/2(n) € obtida no passo 2 usando (3.122) para
ordem M. Os dqlf (n) necessdrios para calcular os angulos #i(n) no passo 3 e o erro
da predigdo progressiva normalizado em angulo de ordem M, sio obtidos no passo
1 usando (3.110). Cabe observar, que nos passos 1 e 6 é utilizada a estrutura de
McWhirter, respectivamente para os casos de predicdo progressiva e de estimagéo.
No passo 4b é utilizada a estrutura em trelica com erros a posteriori normalizados.
Nos passos 2, 3 e 5b é utilizada a reducio de Givens para o calculo de angulos.
Consideragoes sobre a estabilidade numérica e a inicializagdo deste algoritmo sao

apresentadas na segdo 4.2 do préximo capitulo.
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Tabela 3.3

Algoritmo QR-LSL com erros a posteriori

Passo 1: Predigéo progressiva (&) (n) = u(n))
Fori=1,2, ..., Mdo

| el(n) ~sinf?(n—1) cosf(n—1) /

€;_

"dqlif(n)} _ [ cos %(n—1) sinaf(n—l)l l)\lﬂdql{(n—l)

1(n)

|

Passo 2: Energia da predicio progressiva

0 —sin 0,{,,_,_1(72) cos 01{,,_,_1(71)

en(n)

| ]fwﬂ(n)] _ l cosal{“l(n) sin01fw+l(n) } [)\1/251{4/2(72_1)

|

Passo 3: Coeficiente de reflexao normalizado
Fori=M, M—1, .., 1do

{f,f_/f(n) l _ { cos ¢i(n)  sin ¢;(n) ] ]: fif/2(n) ]
0 —singi(n) cos ¢i(n) dq1{(n)

Passo 4: Filtro em trelica normalizado

a) Jar(n) = sin0f, , (n)yas’(n — 1)

blForz'=M,M-1, ..., 1 do B

[fi_l(n)] _ [ cosgi(n)  sin ¢,-(n)] [ fi(n) l

: bi(n) —singi(n) cos¢i(n)| |bi_i(n—1)
com by(n) = fo(n).

Passo 5: Angulos para a estimacio conjunta

— 2
2) %(n) = /1 - £, [bes(m)
b) Fori=M, M -1, ..., 1 do

[7.‘1_/3(70- _ l cos 6% (n) Sinﬁ?(n;: m}ﬂgzgl

0 ~sinf2(n) cosf(n

1
Passo 6: Estimacio conjunta (go(n) = d(n))
Fori=1,2, ..., M do

ei(n) | [—sin62(n) cosf(n) I

[dql,.(n)' _[ cos §4(n) sinaf(n)] ',\I/qu1,.(n—1)l

Passo 7: Erro de estimacio a posterior:
1/2
em(n) = em(n)vy (n)

3.8 Um novo algoritmo QR-LSL

81

Uma outra verso de algoritmo QR-LSL pode ser obtida calculando o angulo

82(n) através dos erros da predigéo regressiva a priori normalizados %;_,(n), sendo

que neste caso, € conveniente calcular 9;_,(n) através da estrutura em trelica definida

pelos erros da predigio a priori normalizados. O algoritmo resultante esta represen-
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tado através dos passos 1 a 7 na tabela 3.4. Os passos 1, 2, 3 e 6 desta tabela sio
idénticos aos passos 1, 2, 3 e 6 da tabela 3.3. No passo 5 o angulo 0°(n) é obtido em
ordem crescente usando (3.112). No passo 4b os erros da predicdo regressiva a priori

normalizados sdo calculados usando (3.98), sendo que 7p(n) é calculada no passo 4a

usando (3.119) para ordem M.

Tabela 3.4

Algoritmo QR-LSL com erros a prior:

| &l (n)

Passo 1: Predigio progressiva (e5(n) = u(n))
Fori=1,2, .. Mdo

*dqlf(n)] _ l cos §%(n—1) sinﬂf-’(n—l)l [z\‘ﬂdql{(n-l)l

—sin62(n—1) cosf(n—1) el ,(n)

0

Passo 2: Energia do erro da predicio progressiva,
1{,,/2(73) l _ { cos@,fwﬂ(n) sinGI{,,H(n) l [,\1/251{4/2(,1_1)]

—sin 01{,,“(71) cos 01{,[+1(n) ehe(n)

0

Passo 3: Coeficiente de reflexio normalizado
Fori=M, M—1, .., 1do

[5{_’3(71) ] _ l cos ¢i(n)  sin ¢y(n) ] { £11%(n) ]

—singi(n) cosgi(n) | | dglf(n)

pi(n)

Passo 4: Filtro em trelica normalizado
a) Tm(n) = vy
b)Fori=M, M—1, ... 1do

[ﬁ,-__l(n)] _ [ cos ¢;(n—1) sind),-(n—l)] l_ 7i(n) ]

com o(n) = 7o(n).

- sin 4, (n
120, 1) 1}4+1( )
cos Py, 1(n)

—singi(n—1) cos¢i(n—1)| |Pi_1(n—1)

0

Passo 5: Angulos para a estimacdo conjunta ('y(]—l'm(n) =1)
Fori=1, 2, ..., M do

lv:‘“(n) ] _ [ cosf¥(n)  sin(n) ] l v (n) ]

1/1):'—1(”)

—sin62(n) cos8?(n)

Passo 6: Estimagio conjunta (eo(n) = d(n))
For:=1,2, .., Mdo

[dgil(}%l)l : [

cos 82(n) sineg(n)] l,\l/qul,.(n—nl
—sinf¥(n) cosi(n) gi—1(n)

Passo 7: Erro de estimacio a posteriori
~1/2
em(n) = em(n)/var'"(n)

Cabe observar que vy

1

1

/2

(n), isto é, o inverso da raiz quadrada do fator de conversao, é

atualizado e nao 'y,-l_/ f(n) como acontece no algoritmo da tabela 3.3. A atualizacio de



(

(

(

@ ICRC Gl C PC RCpC I RO BC G O RCEC (il 1C PCRC € o€ BCRCC 10 R0 B BC § 0 G

83

7,-"_11/2(11) € feita simultaneamente com o célculo do angulo 82(n), o que é feito em ordem

ascendente e nao em ordem descendente como o algoritmo da tabela 3.3. No algoritmo
da tabela 3.3 o fator 'yll_/f(n) é obtido com uma expressio extra. Consideracdes sobre
a estabilidade numérica e a inicializagdo deste algoritmo sio apresentadas na segao
4.3 do préximo capitulo.

A tabela 3.5 mostra a complexidade computacional dos algoritmos apresen-
tados nas tabelas 3.1 a 3.4. A versio da tabela 3.1 tem o menor nimero de operacoes,
entretanto, a versao da tabela 3.4 tem um paralelismo inerente, que pode ser explo-
rado em implementagdes rdpidas, como sera mostrado a seguir. Cabe ainda observar
que o algoritmo da tabela 3.1 é o tnico dos quatro algoritmos considerados que nao
necessita da operagio raiz quadrada, o que do ponto de vista de implementa¢io em
computador de uso geral, é sem divida uma grande vantagem. Entretanto, como

sera visto no capitulo 4, os dois algoritmos QR-LSL, tabelas 3.3 e 3.4, apresentam

vantagem quanto a estabilidade numérica.

Tabela 3.5
Complexidade computacional
Tabela X -+ N +e-
3.1 17TM +1 4M - IM
3.2 | 22M +1 4M 2M 8M
3.3 1IOM +5 |4M +2 | 2M +2 | OM +2
3.4 18M +4 [AM +4 | 2M +1 | 8M +1

Consideragdes sobre implementagio do novo algoritmo

Para finalizar este capitulo mostra-se que ¢ possivel implementar o algoritmo
da tabela 3.4 de forma paralela. No passo 4b os erros de predi¢do @ priori no instante
n usam os angulos ¢; do instante n — 1. Assim, os passos 2 e 3 podem ser executados
em paralelo como os passos 4, 5, 6 e 7. Da mesma forma, o passo 1 do instante n pode
ser calculado em paralelo com os passos 6 e 7 do instante n— 1. Reordenando-se entio
os passos do algoritmo, chega-se a figura 3.2, que mostra o diagrama do algoritmo
com os niveis de precedéncia e o paralelismo inerente.

Todos os passos do novo algoritmo, exceto os passos 4a e 7, podem ser im-
plementados usando unidades CORDIC operando em modo circular de rotacdo (‘cir-

cular vector rotation mode’) para executar as rotacdes planares e operando no modo
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Figura 3.2: Fluxograma da implementacio paralela. Os passos da tabela 3.4 estdo

indicados pelos nimeros correspondentes.

de reducdo circular (‘circular Y-reduction mode’) para calcular os Angulos de rotacio
[41]. As tabelas 3.6 € 3.7 resumem a complexidade aritmética, considerando respecti-
vamente, um processador de propésito geral e um processador CORDIC. Estas tabelas
mostram a complexidade aritmética dos conjuntos de passos {4,5,6,7} e {2,3,1}, os
quais de acordo com a figura 3.2, podem ser executados em paralelo. Comparando
na tabela 3.6 a complexidade aritmética, observa-se que existem 4 M multiplicagdes a
mais para o primeiro conjunto de passos. As operacdes de divisio e norma estio equi-
libradas. Comparando na tabela 3.7 a complexidade aritmética dos dois conjuntos de
passos, observa-se que existem M rotacdes circulares a mais no primeiro conjunto de
passos. As rotagdes circulares sdo efetuadas nos passos 4b, 6 e 1, sendo que 0s passos
6 e 1 definem repectivamente estruturas de McWhirter para o caso da estimacio e da

predicdo progressiva. Cada conjunto contém M redugdes circulares (‘Givens annihi-
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lations’) que sdo feitas nos passos 3 e 5, e M multiplicagdes por A2 nos passos 1 e
6. Com esse desequilibrio, surge naturalmente o desejo de equilibrar a complexidade
dos dois conjuntos de passos que sao executados em paralelo. Entretanto, devido
a precedéncia entre diferentes passos e devido ao fato que as operacoes aritméticas
aparecem em blocos, o equilibrio entre os conjuntos de operagoes nao parece possivel.
Uma modificagdo simples da implementacio paralela da figura 3.2, consiste em retirar
o passo 4 do lado direito da caixa pontilhada e colocg-lo no lado esquerdo de modo
a executar o passo 4 depois do passo 1 e nio antes do passo 5 (isto muda a posicgao
do passo 4 da primeira para a segunda coluna na figura 3.2). Nas tabelas 3.6 ¢ 3.7

1sso corresponde a uma troca de lugar do passo 4, e das correspondentes operagdes,

da primeira para a segunda coluna.

C CCCCe ¢ C(

cccoeccecccoccececececccccecececot

Tabela 3.6
Complexidade computacional para um
processador de propdsito geral
Passos 4,5,6,7] 2,3,1 Total
X OIM+1 |5M+1|14M +2
+ M +2 |2M 42| 4M +4
Normas (vetor 2 x 1) M M+1 | 2M +1
Tabela 3.7
. Complexidade computacional
para CORDIC
Passos 4,5,6,7] 2,3, 1 Total
X M+1 | M+1 |2M 42
+ 2 - 2
Redugéo circular M M+1 |2M +1
Rotagdo circular 2M M 3M
Total AM +3 |3M +2 | TM +5
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3.9 Comentarios

Neste capitulo mostrou-se varios conjuntos de equagdes que resolvem o pro-
blema dos minimos quadrados de forma recorrente na ordem e no tempo. Utilizando
as interpretacdes efetuadas no capitulo 2, mostrou-se que tais equagdes podem ser
obtidas de forma comum, tanto no método de ortogonalizagio baseado no procedi-
mento de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, quanto no método baseado em rotagoes
de Givens. Deste modo chegou-se a uma interpretacio, em termos dos erros de
predigdo a priori e a posteriori, e fator de conversio, para cada um dos elementos
da matriz de sistema que descreve as operacdes de adaptacio e filtragem dos algo-
ritmos QR-RLS. Tal interpretagdo para todos os elementos da matriz de sistema é
aparentemente inédita. Com isto complementa-se as relacoes entre os métodos de
resolugao do problema dos minimos quadrados de forma recorrente na ordem e no
tempo apresentadas no capitulo 2. Usando a defini¢io de erro da predigdo regressiva
a priori normalizado, introduzida no capitulo 2, apresentou-se uma nova estrutura em
treliga, baseada nos erros de predicio a priori normalizados. A partir desta estrutura
em trelica foi desenvolvido um novo algoritmo QR-LSL. Uma das vantagens deste
novo algoritmo sobre os demais é que apresenta um paralelismo inerente que pode
ser explorado em implementagdes rapidas. Apesar de necessitar no total de 7TM + 5
ciclos de CORDIC, tal paralelismo torna possivel a implementagio em um intervalo
de tempo correspondente a 4M + 3 ciclos de CORDIC.

Outros algoritmos podem ser obtidos combinando de forma conveniente as
equagoes apresentadas. Entretanto, mais importante que o desenvolvimento de ou-
tros algoritmos é obter um entendimento dos mecanismos de propagagao de erro,
que levam muitas vezes estes algoritmos a operarem de forma pouco adequada. No

préximo capitulo sdo apresentadas condigdes para garantir propagacio estdvel de

erros numéricos nos algoritmos QR-LSL.
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Capitulo 4

Estabilidade numérica dos algoritmos QR-LSL

Neste capitulo é analisado o comportamento numérico dos algoritmos QR-
LSL apresentados no capitulo 3. Para isto, consideram-se os conceitos de sistema
minimo, consisténcia retrégrada (‘backward consistency’) e estabilidade retrégrada
(‘backward stability’). A aplicagio dos conceitos de consisténcia e estabilidade retrd-
gradas, origindrios da drea de andlise numérica, na investigacio da estabilidade de
algoritmos RLS répidos leva a uma andlise conceitual muito clara que nio necessita
de hipdteses sobre a estacionaridade dos sinais. A introducdo destes conceitos na
andlise de filtros adaptativos se deve a Slock [10], Slock e Kailath [11] e Regalia
[31, 32]. Os trabalhos dos dois primeiros autores sdo voltados para investigagao
de filtros adaptativos transversais rapidos, enquanto que Regalia se concentra nos
algoritmos QR-RLS recorrentes na ordem. Nas referéncias [31, 32] foram estabelecidas
as condigdes para que o algoritmo QR-LSL « posteriori apresente a propriedade de es-
tabilidade retrégrada. Uma das condigdes fundamentais para manter esta propriedade
¢ a minimalidade, no sentido da teoria de sistemas. Até entao, este algoritmo era o
unico RLS rdpido com a propriedade de estabilidade retrégrada. Um dos objetivos
deste capitulo é mostrar que o algoritmo QR-LSL a priori, introduzido no capitulo 3,
também possue esta propridade.

A utilizagao dos conceitos de minimalidade, consisténcia e estabilidade re-
trégradas na analise da estabilidade de algoritmos adaptativos é recente e pouco
difundida na literatura. Por este motivo, na segdo 4.1 do texto a seguir, é feita
uma revisdo destes conceitos e dos resultados mais importantes de [32]. Na secio
4.2 é apresentada uma andlise da estabilidade do algoritmo QR-LSL a posteriori. O
objetivo é facilitar a anélise do algoritmo QR-LSL a priori, que ¢ assunto da secio

4.3. Na secdo 4.4 sio feitas algumas consideragdes sobre a representacio finita das
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variaveis internas dos algoritmos QR-LSL analisados. Finalmente, na se¢ao 4.5 sao

apresentados resultados de simulagdo para verificar o desempenho do novo algoritmo

QR-LSL.

4.1 Propagacao de erro e consisténcia retrégrada

A seao de estimagao conjunta dos algoritmos RLS rapidos estd subordinada

a secdo de predicdo, que é a parte critica na andlise de estabilidade numérica [32].

Esta secao pode ser descrita por um sistema dinimico de tempo discreto e nao linear
do tipo

¢(n+1) = T{ ¢(n),uln + 1)}, (4.1)

onde {(n) € o vetor de estados que contém todas as varidveis necessarias para propagar
a solugdo do instante n para o instante n + 1. Elas sio tais que, todas as outras
variaveis do algoritmo podem ser obtidas a partir delas. Quando a informagdo u(n+1)
esta disponivel, a funcdo T'{.} informa como é feita a atualizagido do vetor de estados
¢(n). Tanto a fun¢io T{.} como o vetor de estados ¢(n) variam de um algoritmo
para outro. Por exemplo, as secdes de‘predigéo dos algoritmos das tabelas 3.1 e

3.2 propagam 5M variaveis, definindo vetores ¢(n) formados respectivamente pelas

seguintes varidveis

{"»bi—l(n)a&f—l(n)a ?—-1(”’)1]‘:?(”)1]‘:{(”)’ 1 S i S M} (42)
{dal] (n), 3 (n), 7t (n), & (n), &2 (n),  1<i< M} (4.3)

Para facilitar a identificacio das varidveis do vetor de estados dos algoritmos das
tabelas 3.3 e 3.4, estes foram reescritos respectivamente nas tabelas 4.1 e 4.2. Da
tabela 4.1 é imediato que a se¢io de predicdo para o algoritmo QR-LSL a priori

propaga 2M + 1 varidveis, que podem ser agrupadas no seguinte vetor de estados:

¢(n) = [dqi{(n),...,dq1(n), 72 0), (), . By (m)] (4.4)
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Tabela 4.1

Algoritmo QR-LSL com erros a posterior:

Passo 5: Angulos para a estimagdo conjunta

N \/1 - g*gl |Et-_1(n)|2

b) For 1= IVI M — , 1 do
711_/2( )| _ | cos 9” sin 6%(n 7 (n
0 " | —sin Ob cos 0" b;_ (
Passo 1: Predlgao progressiva (ep(n + 1) = u(n + 1))

Fori=1, 2, .., M do
dql{(n+ 1)} _ [ cos 6(n) sin@?(n)l IV/\I/quI{(n)l

eln+1) —sinf¥(n) cos6?(n) el (n+1)
Passo 2: Energia da predi¢ao progressiva '
”2( n+1) l [ cosH{,,+1(n+l) sm9M+1( n+

0 —sinﬂ,{“_l(n-i—l) cos(9M+1( +1)

1) l [Al/%{f(n)

er(n+1)

|

Passo 3: Coeficiente de reflexdo normalizado
Fori=M, M-1, .., 1do

[.5{1?(n+ 1) ] _ [ cosgi(n+1) singyi(n+1) ] l &’(n+1)
0 | —singi(n+1) cosgi(n +1) dgl{(n +1)

|

Passo 4: Filtro em trelica normalizado
a) fy(n+1) = sin04;,,(n + 1)/ (n)
b) Fori=M, M -1, ... 1do
lfi_l(n + 1)} _ l cos¢i(n +1) singi(n + 1)] [Tl(n + 1)]

b(n+1) |~ [—sing(n+1) cosgi(n+1)|| bi_y(n)
com bg(n + 1) = fo(n + 1).

Passo 6: Estimacio conjunta (go(n) = d(n))
Fort=1, 2, ..., M do
[dqli(n)} _ [ cos 62(n) sinﬁf(n)Hz\lﬂdqli(n—l)l

ei(n) —sin6?(n) cos8?(n) gi—1(n)

Passo 7: Erro de estimacio a posterior:
~ 1/2
em(n) = em(n)vpr (n)

89

Da mesma forma, da tabela 4.2 verifica-se facilmente que o vetor de estados do algo-

ritmo QR-LSL a priori tem também dimensao 2M + 1 e é dado por:

((n) = [dg1{(n), ..., dq1hs(n), E1f*(n), Boln), ., Bpgs(m)]

(4.5)

Cabe notar que, estritamente falando, os algoritmos das tabelas 3.3 e 3.4 propagam

mais que 2M + 1 varidveis no tempo, ou seja os vetores de estados tem a rigor

dimensdo maior que 2M + 1. Entretanto, como as tabelas 4.1 e 4.2 mostram, uma
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simples reordenagao dos passos deixa claro que somente é necessario propagar 2M +1
variaveis no tempo. Além disso, como nas tabelas 3.3 e 4.1 sio realizadas exatamente

os mesmos calculos esses ‘dois’ algoritmos sdo numericamente equivalentes. A mesma

observagao se aplica aos algoritmos das tabelas 3.4 e 4.9.

Tabela 4.2
Algoritmo QR-LSL com erros a prior:

Passo 5: Angulos para a estimacdo conjunta (7, 1’(2( )=1)
Fori=1,2, .., Mdo

[ 1_1/2(71) ] _ [ cosf¥(n) sinfi(n) | [ —1/2(n) ]
0 | —sin@(n) cos 82(n) | ioi(n)
Passo 1: Predicéo progressiva (¢} (n + 1) =u(n +1))
Fori:=1, 2, ..., M do

[dq1f(n + 1) _ | cos8i(n) sin6¥(n)] [AY2dgl!(n)
)| = | Sty et | s

Passo 2: Energia do erro da predicio progresswa,

120 + 1) ] l cos()M+1(n+ 1) sm0M+1(n-|~ 1) ] [ /\1/251{,,/2(n) ]
0 —sm¢9M+l(n+1) cosHM+1(n+ 1) ebe(n +1)

Passo 3: Coeficiente de reflexao normalizado
Fori=M, M—-1, ..,1do

le”l(m ] _ l cos ¢i(n)  sin ¢i(n) ] l &% (n) ]
0 —sinqﬁ;(n) COs ¢,(TL) dql{('n)

Passo 4: Filtro em trelica normalizado

N in @/ 1
) fiaa(n +1) = /() 2 (n 1)

M cosOM+1(n+ 1)
b) Fori=M, M -1, ..., 1 do

[ﬁi_—l(n+ f')] _ [ cos ¢;(n) Sin¢i(n)] lﬁi(n+1)] —

Yi(n +1) —singi(n) cosi(n)| | ¥i_i(n)
com Po(n 4+ 1) = 7ip(n + 1).
Passo 6: Estimagdo conjunta (eo(n) = d(n))
For:=1,2, .., M do
dqli(n)| _ | cos(n) sin6(n) AY2dql,(n—1)
&i(n) | | —sinbi(n) cos?(n) [ gi-1(n) ]
Passo 7: Erro de estimacdo a posteriori

en(n) = enr(n) /vy (n)

Analisar a estabilidade numérica diretamente a partir de (4.1) para um dado
algoritmo é a principio dificil, devido & caracteristica nio linear da funcao T{.}.

Metodologias de anélise tradicionais associam uma fungdo de Lyapunov a (4.1) [39]
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ou usam linearizagao local mais a teoria de médias para descrever o sistema (4.1) por
meio de um sistema linear variante no tempo [11]. Os resultados apresentados em [32]
por sua vez, enfatizam a relagao entre propagacio de erro e consisténcia retrégrada,
que € um conceito origindrio da andlise numérica. Esta relacio permite investigar a
questao da estabilidade sem fazer consideragdes sobre a estacionaridade dos sinais e.
apesar de utilizar também resultados cldssicos da teoria de sistemas adaptativos ro-
bustos (exponencialmente estiveis), evita o uso explicito de métodos de linearizacao.
Tal metodologia parte do fato de que os algoritmos RLS convergem exponencial-
mente rapido em aritmética exata e estabelece condigdes para que esta propriedade,
se traduza em estabilidade exponencial. O conceito de consisténcia retrégrada é usado
como um elo de ligacdo entre convergéncia e estabilidade exponenciais. Além disso,
utilizando o conceito de minimalidade, originario da teoria de sistemas, sio estabe-
lecidas as condigdes para que a atualizagdo (no tempo) do vetor de estados tenha a
propriedade de estabilidade retrégrada, o que garante uma propagacio estavel dos
erros numéricos (em preciso finita).

O texto a seguir esta organizado da seguinte forma: inicialmente sio apresen-
tadas as defini¢oes necessarias, em seguida sio relacionados dois resultados cldssicos
sobre robustez numérica de algoritmos RLS e para finalizar, sio apresentados resul-

tados que usam os conceitos e defini¢es apresentados.

Definigao 1: Conjunto de estados alcan¢dveis

Supondo a existéncia de um completo controle sobre a sequéncia de ob-
servagdo {u(f), 0< €< n} e supondo também uma variagio da sequéncia de ob-
servagdo sobre todas as possiveis realizacdes; entio, por construcio, o vetor de es-
tados (4.1) pode alcancar somente aqueles estados consistentes com a solucdo exata
de algum problema de predigio pré-janelado. Representa-se por Se(n) o conjunto de
todos os estados alcancdveis {(n) no instante n usando aritmética de precisao exata
e por S¢(n) o conjunto de todos os estados alcangiveis ¢(n) no instante n usando
aritmética de precisdo finita. Este tltimo conjunto, S f(n), vai depender fortemente

das convengdes de programacio, tamanho da palavra biniria e outras consideragdes

numéricas.
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Regioes de S.(.):

a-interior de Se(.): um estado {(n) pertence a um a-interior de S,(.) se

para todo d(n) satisfazendo ||d(n)|| < a vale
¢(n) +4(n) € Se(n),

sendo o uma constante positiva. No caso de conjuntos que sio delimitados por uma
hiperesfera de raio finito, um a-interior pode ser entendido como um interior fechado e
limitado de S,(n). Convém observar que, dado um a-interior, sempre existern estados
interiores a S.(n) que nio pertencem ao a-interior.

Borda de S,(n): um estado {(n) € S.(n) pertence a borda de S.(n) se para

Ve > 0, existe uma perturbagio d(n), satisfazendo ||§(n)| < € tal que
C(n) +6(n) ¢ Sc(n).

O conjunto de todos os pontos de borda é representado por 0Se(n).

Definigao 2: Consisténcia retrégrada ("backward consistency’)

A secdo de predi¢do de um algoritmo apresenta a propriedade de con-

sisténcia retrégrada quando a condi¢io

Sy(n) C Se(n), (4.6)

para todo n, pode ser estruturalmente induzida. Em outras palavras, a solucao cal-
culada, portanto afetada de erros numéricos, deve corresponder em cada instante de
tempo a uma solugdo exata de um problema de predigio linear em que se considera
um sinal pré-janelado perturbado.

Um exemplo envolvendo a alcangabilidade da solugio exata e alcancabilida-
de da solugdo calculada usa o fator de conversio vi(n). A varidvel v;(n), apresenta
em aritmética exata uma faixa de alcangabilidade 0 <+y;(n) < 1 (ver equagio (A.19) e
(A.54) do apéndice A). Supondo que esta variavel tenha sido calculada através da ex-
pressdo (A.22) e que @3/ (n) apresente um autovalor negativo em precisdo finita, entdao
a faixa de alcancabilidade de v;(n) excede o limite superior de 1, podendo levar a uma
divergéncia numérica. Entretanto, se a variavel y;(n) for calculada através de (B.14),
e considerando que a condigao |cos Of(n)| < 1 possa ser assegurada numericamente, a

faixa de alcancabilidade em precisao finita de (B.14) vai garantir v;(n) € [0, 1.
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Definigao 3: FEstabilidade retrégrada

Um algoritmo apresenta a propriedade de estabilidade retrégrada, se
além de apresentar a propriedade da consisténcia retrograda, isto é satisfazer (4.6), a
solucao calculada permanece com uma variancia limitada em torno da solugao exata.
Em outras palavras, uma perturbacio uniforme em qualquer ponto do algoritmo im-
plica em uma saida equivalente a uma outra entrada, sendo que a resposta perturbada

na saida tem variancia limitada em torno da resposta nao perturbada.

Definicdo 4: Sistema minimo

Um algoritmo é considerado minimo, no sentido de teoria de sistemnas,
quando ndo é possivel descrever o sistema (4.1) utilizando um vetor de estados ¢(n)
de dimenséio menor e todas as outras grandezas podem ser calculadas a partir de
¢(n) e u(n+1). Um algoritmo é considerado n&o minimo se o vetor de estados ¢(.)
pode ser representado com dimensio reduzida sem nenhuma perda de informacao,
independendo da seqiiéncia de observacio e do instante de tempo. Intuitivamente, isto
significa que os parametros propagados em questao, contém uma redundéncia; pois
pode-se propagar a mesma informacio com menos parametros. Neste caso, o vetor

de estados (4.1) apresenta uma dimensao maior do que a estritamente necessaria.

Definigao 5: Estabilidade exponencial

Seja o sistema (4.1). No instante ng é introduzida uma perturbacdo d(ng)

no vetor de estados {(no) produzindo o vetor de estados perturbado

¢(no) = ¢(r0) + 8(no).
Usando a mesma seqiiéncia de dados {u(.)}, a mesma funcio T do sistema (41) e

supondo que ndo existam erros aritméticos subsequentes, observa-se a evolucio do

sistema perturbado
{(n+1) = T{¢(n), u(n + 1)}, (4.7)

para n 2> ng. Utilizando-se o sistema (4.1) como uma referéncia, idealmente apos a

perturbacdo o sistema (4.7) deve retornar a trajetéria de (4.1), isto é,

lim_[¢(n) —¢(n)| = 0. (4.8)

n-— oo
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O sistema ¢ dito exponencialmente estdvel em relacio & perturbagao d(ng), se
apés a perturbagio a trajetéria do sistema (4.7) retorna a trajetéria do sistema (4.1)
de forma exponencialmente rapida [6, 5]. Isto é equivalente a considerar que o sistema

variante no tempo que atualiza a diferenca dos estados

A¢(n) = {(n) — ¢(n),
ou seja,
A¢(n + 1) = Fa[n,u(n + 1)]A¢(n), n > ng, (4.9)

€ exponencialmente estivel. Observando que podem existir perturbagdes para as
quais o sistema (4.1) ndo é exponencialmente estavel, denomina-se de C a classe das

perturbacdes d(n) para as quais pode-se garantir que (4.1) é exponencialmente estdvel.

Resultado Cléssico 1: Estabilidade exponencial e robustez numérica

Considerando que a pertubacdo permanece na classe C e que ela permanece

‘suficientemente pequena’, entdo a seqiiéncia de estados perturbados
Cn+1) = T{E(n), u(n + 1)} + 8(n + 1) (4.10)

para todo n, permanece com uma variancia limitada em torno do sistema de
referéncia (4.1). Este fato é usado em [31] invocando resultados de robustez para
sistemas exponencialmente estiveis [5]. Sem pretender apresentar uma demonstracéo
rigorosa deste resultado, mas somente procurando esclarecer esta afirmagdo e suas

possiveis interpretagdes, cabe fazer as seguintes observagdes:

a) A metodologia cldssica para a anglise da estabilidade de sistemas perturbados esta,
baseada na linearizacio do sistema (4.10) em torno da trajetéria seguida pelo
sistema néo perturbado (4.1). Pressupde-se que a perturbagdo é suficientemente
pequena para que o sistema linearizado represente bem a dinamica do sistema
em torno da trajetéria original. Deste procedimento de linearizagao, resulta um
sistema que, como o sistema (4.9), descreve a evolucgio no tempo da diferenga

entre os estados dos sistemas perturbado e nio perturbado:

A¢(n +1) = T{¢(n) + A¢(n),u(n + 1)} = ¢(n+ 1) + d(n+1)

~ Fln +1JA¢(n) + 8(n + 1), (4.11)
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com F[n + 1] = 9T/0¢ para { = ((n). Para perturbagdes suficientemente
pequenas a hipétese feita de que o sistema (4.1) é exponencialmente estavel

para perturbagdes na classe C pode ser aplicada ao sistema “livre’
A¢(n+1) = Fln+1]A¢(n),

o qual deve ser exponencialmente estavel [5]. Com isso, a conclusiao de que
a sequencia de estados do sistema perturbado permanece com uma varidncia
limitada em torno da seqiiéncia dos estados do sistema nao perturbado decorre

imediatamente do Teorema da Estabilidade Total para Tempo Discreto [5, pag.
26].

b) No contexto, a pertubagdo §(n+1) representa a diferenca entre o vetor de estados
T{C(n), u(n+1)}e E(n—i—l). A perturbagdo &(.) vai variar com ¢(.), modificando
a estrutura de realimentacio do sistema. Resultados de robustez numérica para
sistemas exponencialmente estdveis, como os invocados no item a, permitem
a-dependéncia entre vetor de estados e perturbagao, desde que a perturbacio
permanega suficientemente pequena. Isto requer uma resolugdo numeérica sufi-
cientemente fina para estabilidade permanecer intacta, dependendo da caracte-

ristica da realimentagao induzida pela perturbacio & (.)-

c) Se o sistema (4.1) ndo é exponencialmente estivel sob a perturbagdo (o que pode
acontecer se 4(.) sair da classe C), a influéncia composta da perturbagao 4(.)

em (4.10) pode forgar ¢(.) a desviar-se arbitrariamente longe de ¢(.), o que no

contexto considerado significa divergéncia numérica.

Quando a seqiiéncia de estados perturbados ¢( .) permanece com uma variancia li-
mitada em torno do sistema de referéncia (4.1), a atualizacdo do vetor de estados
apresenta robustez em relagio s imprecisdes aritméticas. Cabe observar ainda, que
a perturbacdo &(.) representa o erro numérico o qual ests tipicamente limitado em
fun¢do do tamanho da palavra binaria usada na representacao.
AN

O resultado cldssico 1 é fundamental para garantir a estabilidade retrégrada
dos algoritmos RLS, sendo utilizado na demonstragio das propriedades 3 e 4 do texto

a seguir. Porém, para abordar o problema de estabilidade retrograda é necessério
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u(O),...,u(n,,)Eu(na+1),...,u(n) - T n-1),u(n) 1 )

seqiiéncias +  seqiiéncias 2-1

diferentes iguais

u(0),...,u(n,) Eu(no +1),...,um) —

mT[f(n-u,u(n) 1 Cin)

=

Figura 4.1: Modelo conceitual para estabelecer a estabilidade do sistema (4.1) em

relagio as perturbagdes de estado que nio violam a propriedade de consisténcia

retrégrada.

ainda um outro resultado que sera utilizado para caracterizar o conjunto de estados

alcancaveis S,(n).

Resultado cldssico 2: A convergéncia ezponencial dos algoritmos RLS em pre-
cisdo ezata e com excita¢do persistente implica em estabilidade exponencial para per-

turbagdes isoladas que ndo retirem o estado ¢(n) do conjunto Se(n).

Prova [31]: Dado um estado ¢(n,) ele representa a solucio exata obtida em (4.1) para

uma sequéncia de observagio {u(€),0 < ¢ < ng}. Seja ¢(.) qualquer estado pertur-

bado, tal que

~

¢(no) € Se(no)

de forma arbitraria. Pela defini¢do de S.(n), o estado E(no) pode ser entendido como a
solugdo exata de alguma outra seqiiéncia de entrada {©(€),0 < £ < ng}. As caracteris-
ticas exatas de {u({)} e {%(¢)} ndo sio relevantes. A partir do instante de tempo ng+1
aplica-se a mesma seqiiéncia futura {u(ng + 1), u(ne + 2),.. ., u(n)} nos sistemas (4.1)
e (4.10), conforme apresentado na figura 4.1. O que mantém as trajetorias ¢(.) e E()
separadas sdo as seqiiéncias de entrada diferentes para £ <ny. Resultados de robustez
numeérica para os algoritmos dos minimos quadrados, e.g. [38, 6], mostram que a

observagao passada tem influéncia exponencialmente decrescente na solugio futura,
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quando a seqiiéncia de observacao {u(.)} é ponderada por A < 1 e satisfaz a uma
condigdo de excitagdo persistente. Consequentemente, com A < 1, sabe-se que as
seqiiéncias de observagdes passadas {u(¢)} e {@(¢)} serdo excluidas exponencialmente
rapido com o avango do tempo, o que mostra que o sistema perturbado converge
exponencialmente para a solucdo obtida com aritmética de precisio exata.
AA

Do resultado cldssico 2 segue de imediato que, para excitacées persistentes.
pode-se caracterizar a classe C como constituindo de todas as perturbagdes que nao

colocam o estado ({(.) fora de S¢(n). Além disso, o conjunto Se(n) pode ser entendido

como um dominio de estabilidade do algoritmo. Desta forma. chegou-se a:

Propriedade 1: O conjunto S,(.) de estados alcangdveis representa um dominio de

estabilidade do algoritmo.

Apés ter identificado o conjunto S,.(.) como um dominio de estabilidade
do algoritmo RLS é conveniente detalhar um pouco melhor a possivel evolugio dos

estados no conjunto S,(.) em funcio das caracteristicas do algoritmo e do sinal de

entrada.

Propriedade 2: Caracteristicas decorrentes da minimalidade.

a) Supondo que o sistema (4.1) é minimo e que a seqiiéncia de observacgao {u(.)} é
limitada, entao vale:

a.i) a evolucio do vetor de estados estd restrita a borda 0S.(n) se, e somente se,
{u(.)} é perfeitamente preditivel;

a.ii) a evolugéo do vetor de estados est4 restrita a um a-interior de Se(n) se, € somente
se, {u(.)} é uma excitacio persistente;

b) Se o sistema, (4.1) ndo é minimo, todos os pontos do conjunto de estados alcancaveis

Se(n) sdo pontos da borda deste conjunto.

Prova [31]: A demonstragdo da parte a é dependente do particular algoritmo e serd
demonstrado nas segdes 4.2 e 4.3 para os algoritmos QR-LSL a posteriorie a priori. De
qualquer forma, vale a pena adiantar que de forma geral, a constante o, caracteristica
do o-interior, depende diretamente da persisténcia da excitagdo; isto €, quanto ‘menos

persistente’ for o sinal u(n), menor sera a constante o e mais préximo da borda o
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algoritmo ira operar.
A demonstragao da parte b é uma conseqiiéncia quase direta da definicao de sistemas
minimos. Se o algoritmo é ndo minimo pode-se expressar um subconjunto de variaveis
de estado como fungbes implicitas ou explicitas das restantes, levando a restrigoes do
tipo

fl¢t) =o, (4.12)

na especificagdo do conjunto S.(n), sendo essas restrigoes validas para todo n, para
todas seqiiéncias de observagdes {u(.)} e para qualquer elemento de Se(n). Em [10] e
em [32] sdo apresentadas as restrigdes para os algoritmos baseados no filtro transversal
e para os algoritmos baseados nos filtros em trelica. Como existem mais varidveis em
¢(n) que graus de liberdade no conjunto solugio Se(n), entdo vai sempre existir uma
perturbagdo local que coloca ((n) fora do conjunto de solugGes estabelecidos por
(4.12), e portanto, fora do conjunto Se(n). Desta forma, sempre poderio existir erros
numéricos que ‘jogam’ os estados para fora do conjunto S,(n).

AA

Da propriedade 2 observa-se que, satisfazer o critério da consisténcia retro-

grada, isto é
Sy(n) C Se(n),

para todo n, € pouco viavel para um algoritmo ndo minimo, o que leva a identificar
a nao minimalidade como a propriedade chave para explicar a instabilidade de algo-
ritmos rdpidos nio minimos [32]. Em [10] mostra-se que para a se¢ao de predigio
de algoritmos RLS rapidos, a dimensio minima de ¢(n) é de 2M + 1, para todo
n 2 2M, onde M é a ordem do problema, de predicio. Isto se deve ao fato que toda a
informagéo necessiria para atualizar a matriz de autocorrelacio ou a sua inversa est3
contida nos vetores dos coeficientes dos filtros da predicéo progressiva e regressiva e
do vetor do ganho de Kalman, conforme equagio (A.29) do apéndice A. Como os trés
vetores estao intimamente relacionados, bastam dois deles mais um escalar (devido a
normalizagdo de dois dos vetores) para fazer a atualizacio. Este assunto serd tratado

em maior detalhe no lema 1 da secio 4.2.

Do item a.ii da propriedade 2, e dos resultados classicos 1 e 2 conclui-se a

seguinte propriedade [32]:
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Propriedade 3: O a-interior de S.(n) ¢ wm dominio de estabilidade exponencial
para um algoritmo RLS que satisfaz a propriedade 2a.ii. Caso as perturbagées sejam
suficientemente pequenas, isto €, a quantizagcdo numérica seja suficientemente fina, a
diferenca entre as saidas dos sistemas implementados em precisdo exata e em precisdo

finita tem varidincia limitada.

Prova [31]: Se os estados evoluem em um o-interior entdo a seqiiéncia de entrada
é necessariamente persistente. Além disso, se as perturbagdes sio suficientemente
pequenas elas néo retiram o vetor de estados do conjunto S,(n). Consequentemente,
pela propriedade cldssica 2 a convergéncia exponencial para perturbacdes isoladas é
garantida. Desta forma, da propriedade cldssica 1 conclui-se que, se as perturbagdes
sao suficientemente pequenas, entio a diferenca entre sequéncias de estados uniforme-

mente perturbados e a solugio exata tem variancia limitada.

AA

Finalmente da propriedade 3 e das defini¢ées apresentadas decorre a seguinte

propriedade:

Propriedade 4: Caso um algoritmo RLS seja minimo e tenha consisténcia retrd-
grada, entdo no caso de ezcitacdo persistente, ele apresenta estabilidade retrégrada

para uma quantizagdo numérica suficientemente fina.

Prova [31]: A consisténcia retrégrada implica que a solugdo calculada é sempre a
solugdo exata de algum problema de predicio pré-janelado (nas secoes 4.2 e 4.3
demonstra-se esta afirmagdo para os algoritmos das tabelas 4.1 e 4.2), sendo necessario
mostrar apenas que a solu¢dao calculada tem uma variancia limitada em torno da
solugdo exata. Da propriedade 2a.ii, o valor exato est4 restrito a um o-interior de
Se(n), 0 qual é dominio de estabilidade exponencial. Para um outro valor de o apro-
priado e para perturbagdes suficientemente pequenas, qualquer estado perturbado
estd também contido neste outro a-interior, de forma que o sistema uniformemente
perturbado (4.10) estd também limitado em um dominio de estabilidade exponencial.
Isso porque a estabilidade exponencial, como mencionado na propriedade 3, implica
em erro acumulado limitado, desde que §(n) permaneca uniformemente pequeno.
Além disso, os estados do sistema de precisio finita (4.10) apresentam uma variincia

limitada em torno dos estados do sistema exato (4.1). Convém observar que, a es-
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colha da constante « para representar o a-interior de Se(n), estd relacionada com o
condicionamento da matriz de dados Ajr(n) (nas segoes 4.2 e 4.3 demonstra-se esta
afirmacdo para os algoritmos das tabelas 4.1 e 4.2).
AN

Sao poucos os algoritmos dos minimos quadrados rapidos que apresentam
a propriedade de estabilidade retrégrada. Até o presente momento sio conhecidos
apenas dois algoritmos. O primeiro algoritmo, que é o da tabela 4.1, foi apresentado
por Regalia e Bellanger em [33]. O segundo estd apresentado na tabela 4.2, sendo
uma contribuigdo deste trabalho. Na secio 4.3 faz-se uma andlise do comportamento
numeérico do algoritmo QR-LSL a prior: da tabela 4.2. Os resultados sio obtidos
por analogia com os apresentados em [32]. Por este motivo, apresenta-se na préxima

se¢ao a analise do algoritmo QR-LSL a posteriori.

4.2 Algoritmo QR-LSL com erros a posteriori

* Nesta se¢io é considerado o algoritmo QR-LSL a posteriori apresentado na
tabela 4.1. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados na referéncia [31].
S@o reproduzidos com o objetivo de possibilitar uma melhor compreensao dos con-
ceitos envolvidos e esclarecer eventuais diividas que podem surgir durante a leitura de
[31]. Por um lado, sio demonstradas as afirmacdes apresentadas em [31] sem demon-
stragao, por outro lado, algumas demonstracdes apresentadas em detalhe em [31] sao
apenas delineadas, chamando-se somente a atencio aos aspectos de maior interesse.
Os correspondentes resultados para o algoritmo QR-LSL @ priori podem ser obtidos
em grande parte estabelecendo-se relagdes entre as varigveis dos dois algoritmos QR-
LSL considerados. Daf o interesse nas demonstracdes apresentadas nesta segdo. No
texto a seguir, mostra-se inicialmente que o algoritmo é minimo e é estabelecido qual
o conjunto dos estados alcangiveis Se(n) associado. Em seguida, mostra-se que o
algoritmo satisfaz a propriedade 2a, isto é, que com excitagdo persistente o algoritmo
opera em um a-interior do dominio de estabilidade Se(n) e no caso de excitagdes
preditiveis o algoritmo opera na borda 6Se(n) do dominio de estabilidade. Depois
sao consideradas as convencdes numeéricas necessirias para garantir a consisténcia
retrégrada e consequentemente a estabilidade retrograda do algoritmo. Finalmente,

para encerrar, sao feitos alguns comentarios a respeito da inicializagio do algoritmo.
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4.2.1 Minimalidade

Na secdo 4.1 foi mostrado que o vetor de estados do algoritmo QR-LSL a

posteriori é dado por
dqly,(n)
Cn)=| &lPm) |. (4.13)
by(n)
Como a dimenséo de {(n) é de 2M + 1, sendo M a ordem do problema de predigio, o
algoritmo é minimo, conforme resultados descritos na secao 4.1. Estritamente falando,
o algoritmo da tabela 4.1 é minimo, sendo que o da tabela 3.3 nio o é. Entretanto,

como os célculos realizados em ambos sio exatamente os mesmos eles Sa0 numerica-

mente equivalentes.

4.2.2 Caracterizagao do dominio de estabilidade S,(n)

Propriedade 5: Caracteristicas do dominio de estabilidade Se(n)
5a) Considerando u(0) # 0 e passado o periodo de inicializacdo !, isto é, n > 2M,

o conjunto de estados alcangdveis S,(n) consiste de todos os estados ¢(n) que satis-

fazem:
fﬂz(n) >0 e “EM(n)" < 1. (4.14)
5b) As condigoes (4.14) sio equivalentes a

ldi(n)] <m/2 e lﬁf(n)| <mf2, para 1<i<M. (4.15)

5¢) Um co-interior de S,(n) é o conjunto de todos os estados que, além de satisfazer
(4.14) e (4.15), ainda satisfazem

lpi(n)| < ey < 7/2 e |9f(n)‘ <o <7/2 (4.16)
paral <t < Me
W) 2 ey >0, (4.17)

sendo o e ap constantes positivas.

5d) A borda do conjunto de estados alcanciveis 0S.(n) é formada pelos estados que

'Para o intervalo de tempo 0 < n < 2M, a seqiiéncia de entrada fornece menos do que 2M + 1
graus de liberdade para controlar a evolugio do vetor de estados.
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satisfazem
Pm)=0 efou "EM(TL)" =1.

A demonstragio completa das propriedades 5a a 5d pode ser encontrada em (31).
Como estas propriedades serdo utilizadas na segio 4.3 para mostrar resultados equi-
valentes para o algoritmo QR-LSL a priori, serao reproduzidas aqui, com algumas

modificacoes e adaptagdes, aquelas partes que se mostram importantes para um me-

lhor entendimento do assunto.

Demonstragao de 5a
A prova desta propriedade consiste na demonstragdo dos seguintes itens:
5a.1) Qualquer solugdo dos minimos quadrados satisfaz (4.14);

5a.ii) Qualquer estado satisfazendo (4.14) pode ser de fato alcancdvel para uma

seqiiéncia de entrada apropriada.

Demonstracgao de 5a.i

Na demonstragio de 5a.i, considera-se a restricio u(0) # 0. De (2.98),

tem-se para a ordem M
Ehr(n) = X" (O + [dq2f,,, (m)[*
Como &4,(n) eité, representada como a soma de dois elementos positivos entio
" (n) 2 0.

Entretanto como u(0) # 0 a possibilidade de fﬂz(n) = 0 fica excluida.
A restricdo u(0) # 0 assegura teoricamente que a matriz de autocorrela¢do é nao
singular. Desta forma, a partir de (A.19) é possivel estabelecer a seguinte faixa de

valores para o fator de conversdo: 0 < yp(n) < 1. Assim, de (2.155) conclui-se que
0 < [Butrn)] < 1.

Demonstracao de 5a.ii

A demonstracio de 5a.ii sera apenas delineada. Ela pode ser feita em duas

partes. Inicialmente, considera-se os vetores normalizados dos coeficientes dos filtros
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transversais da predigdo progressiva Fy(n), da predicdo regressiva Bps(n) e do ganho
de Kalman Gy(n), definidos respectivamente em (A.27), (A.25) e (A.30). Mostra-
se entao que, dados os vetores Fps(n), Bas(n) e G (n), necessariamente existe uma
inversa da matriz de autocorrelagio ®3;_, (n) positiva definida e com posto do desloca-
mento trés. Desta forma, necessariamente existe uma matriz de dados A M—1{n) com
estrutura de Toeplitz e pré-janelada satisfazendo b5 (n) = (AT (n) Ay_i(n)L.
Como existe tal matriz de dados, existe uma seqiiéncia de entrada {u(®), 0<¢<n}
que no instante n faz os vetores de coeficientes dos filtros transversais da predicao
progressiva, da predigdo regressiva e do ganho de Kalman assumirem os valores pre-

viamente especificados. Em seguida, mostra-se que a partir dos elementos de um

vetor de estados
dq1,(n)
)= &’ |,
BM(n)
satisfazendo (4.14) é possivel determinar os correspondentes vetores de coeficientes
dos filtros transversais de predigio progressiva, de predi¢do regressiva e do ganho de
Kalman; existindo entdo uma seqiiéncia de entrada que faz com que o vetor de estados

pré-fixado seja realmente alcancado.

A primeira parte é conclusdo imediata do seguinte lema [10, 31]:

Lema 1:

Existe uma matriz ®3;_, (n) = &35 ,(n) > O satisfazendo

$/_.(n) O ) 0 oT _
of 0 0 &1 ,(n) |
= Gu(n)Gly(n)+Far(n)F(n) — By(n)BL(n) (4.18)

se, e somente se, as trés condi¢des seguintes forem satisfeitas:

[.1)0 < 'yM_l(n) <1

12) Bu(5im) Bu (55i77) = Fralsim) Fu( b)) + G (55 Gna (52)

1.3) Bu(5iz) é um polindmio de fase minima.

Os polinémios em z satisfazem

Fru(5im) = 24 Fu(n), (4.19)
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Bu(5i7) = Z5Bu(n), (4.20)
Gm(5im) = 23 Gu(n), (4.21)
sendo
z 22 zM—l T
Zu =1 5t 5 e

Por simplicidade a dependéncia no tempo dos polinémios foi omitida. Embora este

lema néo seja demonstrado aqui, vale a pena fazer algumas observacdes a respeito:

o A condigdo [.2) é equivalente a existéncia de 3} ,(n) e se satisfeita, as condigdes

[.1) e 1.3) sdo equivalentes a matriz ®3} ,(n) ser positiva definida, conforme

apresentado em [10] e [31].

o A igualdade (4.18) é equivalente a afirmar que o posto de deslocamento da

matriz de autocorrelacio é trés. Tal fato estd mostrado no apéndice A, equacao

(A.31).

¢ A igualdade de polindmios da condigio 1.2) é facilmente obtida a partir de (4.18)

multiplicando esta igualdade pela esquerda por Z{, e pela direita por Wy

T
w:[lw W wMel
M Mz 2z R )

resultando em
(1 —zw) 2y @3 (n)War_y =

= Zy(Ga(n)G(n)+F um(n)Fly(n) — Ba(n)BL(n) YWy

<

Para obter /.2 basta escolher zw = 1.

¢ Pode-se dizer também que as condicdes [.1, 1.2 e 1.3 garantem simplesmente
que os coeficientes dos filtros transversais da predigdo progressiva, da predicio
regressiva e do ganho de Kalman tem propriedades que os caracterizam como

solugao de um problema dos minimos quadrados com pré-janelamento.

Se o lema 1 é satisfeito, entio é possivel obter de (4.18) uma matriz ®3;_, (n) que per-
mite a fatoragio na forma ®3;_,(n) = (A%/_1(n)A,,_ (n))~. Obtendo-se assim, uma
matriz de dados sequenciais pré-janelada para todo n > 2M. Nestas condigoes pode-

se associar ao conjunto de parametros a solugio exata de um problema de predicio

pré-janelado.
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Feito isso, é necessario mostrar que com os elementos do vetor de estados
dq1i,(n)
C) =1 &f’(n)
bas(n)
é possivel obter vetores candidatos aos vetores de coeficientes dos filtros das predicoes
progressiva e regressiva e ao vetor do ganho de Kalman para todas as ordens satis-
fazendo o lema 1. Isto pode ser mostrado considerando a equagao (C.23) do apéndice

C para a atualizagao na ordem dos polinémios Fi(5xtr), Bi(xz) e Gi(5i):

Fini(5i) Fi(572)
Bin(53m) | = Si(n,2) | Bi(i) (4.22)
Giri(557) Gi(x7z)
onde
B, 1 _sin ¢i(n) 0 1 T 1 0 0 -
cos ¢;(n) cos ¢;(n) » sin 6%(n)
Bi(n,2) = | _sndin) - 0 |- cos 9,b£n) cos 82(n)
' cosbi(n)  cos pi(n) zsin 6;(n) 1
L 0 0 1] | 0 cos02(n) cosf?(n) |

Como observado no apéndice C, embora estes polinémios dependam de n, tal fato é

omitido em (4.22) para facilitar a notagio. Além disso, como também observado no

apéndice C, para ordem zero vale

Fi(5ir) =Bi(sir) =6 e Gi(s) =0,

e no instante zero o polinémio Gi(3z) é nulo para 1 <i < M. Dados dqli(n) e

1{,,/2(71), a expressao (3.96), permite calcular os coeficientes de reflexio da estrutura em
trelica normalizada, isto é, os coeficientes sin ¢i(n). Como |¢;(n)| < 7/2 os dngulos
¢i(n) ficam especificados. Analogamente os angulos 02(n) sdo obtidos a partir do vetor
bar(n) através de (3.111). Desta forma, especificados ¢;(n) e 6%(n) a expressao (4.22)
permite calcular os correspondentes polinémios Fu(5iz), Bu(siz) e Gum(5iz). Em
[31] esta demonstrado formalmente que a partir de um vetor de estados {(n) qualquer,
pertencente a S.(n), é possivel calcular os polinémios Fu(5iz), Bu(5s) e Gu(5r)
satisfazendo o lema 1. Estes estfo portanto associados a uma solu¢ao exata de um

problema de predigdo. Levando a concluir que qualquer estado ¢(n) que satisfaz

(4.14) estd associado a uma solucio exata de um problema de predigao, sendo entio

alcangavel.
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Demonstragao de 5b

A seguir, demonstra-se a equivaléncia entre (4.14) e (4.15). A equagio (3.94)

pode ser reescrita como
2 2
§/7(n) = €l (n) cos ¢i(m),

o que permite relacionar convenientemente a energia da predigio progressiva de ordem

M e a energia de ordem zero através da seguinte expressio:
f12 f/2 o
& (n) = €52 (n) T cos du(n). (4.23)
=]

As energias de erro de predicio satisfazem f,-jﬂ(n) 20,0<2< M. Como u(0) # 0,
entdo £J(n) :i A" u(€)]* > 0. Desta forma, como {1{4/2(11) > 0, necessariamente
5{_/3(71) > 0 e cos¢i(n) > 0 para todo 1 < i < M. Por outro lado, se cos ¢i(n) > 0

para todo 1 <1 < M e u(n) # 0 é imediato de (4.23) que 5,{,,/2(12) > 0. Desta forma

conclui-se que

() >08 |g(n)| <7/2, para 1<i< M.

De (3.102) obtém-se
7:(n) = 4/} (n) cos 6%(n).

Como 0 < 7;1/2(71) < 1 para todo 0 < 7 < M, entédo

62(n)| < m/2 para 1 <i < M.
Lembrando que 73/2(n) = 1 pode-se relacionar '7%2(71) com os angulos 0%(n) através

da seguinte expressio
M
'y]lvfz(n) = J] cos 62(n). (4.24)
i=1

Usando (4.24) a equagdo (2.155) pode ser reescrita como

"BM(n)H2 =1- ﬁ cos 82(n);

i=1

de onde conclui-se que

"BM(”)||<1@|9?(H)|<W/2, para 1<i< M,
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Demonstracao de 5c¢

Da definigao, um a-interior de S.(n) é constituido pelos estados ¢(n) que

satisfazem
W za>0 e [bum)|<1-a<t,

para 0 < o < 1. De (4.23) resulta que

£f/2 f/2 HCOS¢1 > q,

de onde é possivel concluir que

(04

cos ¢i(n) > f/2( .

Portanto |¢:(n)| < o < /2, onde o = arccos(a {5”2(71)).
De (2.155) resulta que

ou ainda,
Hcosﬂb )21l-(1-a)=0a(2-0a).
Desta forma resulta que
cosfi(n)>a(2—a), para 1<i< M.

Portanto |0£’(n)‘ <o <7/2, onde o = arccos (« (2 — a)).

Escolhendo a; = max{c/,a"} e a3 = o tem-se as condicdes (4.16) e (4.17),

isto é
|¢i(n)| a1 < w/2 e ‘Gf(n)| <oy <72 (4.25)
e
12(n) > az > 0. (4.26)

Estas condigdes também definem um interior do conjunto Se(n).

A propriedade 5d é conseqiiéncia direta da defini¢io de borda de Se(n) e da
propriedade 5a.

AN

Estabelecidos a minimalidade do algoritmo e o dominio de estabilidade é
necessario demonstrar a propriedade 2 que relaciona propriedades da excitagao com

propriedades do conjunto dos estados alcancdveis.
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4.2.3 Demonstragao da Propriedade 2

2a.i) A evolugdo do vetor de estados estd restrita a borda 6S.(n) se, € somente se, a

excitagdo {u(.)} for perfeitamente preditivel.

Demonstragio: Para demonstrar 2a.i associa-se 61{1/2(71) = 0 e/ou “EM(n)H =1la
sinais perfeitamente preditiveis.

Como {1{,{2(n) € a energia do erro da predigdo progressiva, entdo 61{{2(72) = 0 se,
e somente se, a sequéncia de entrada é perfeitamente preditivel. Cabe notar que,
assumindo uma seqiiéncia de observagdo {u(.)} ndo nula, segue da equacio (4.23)
que {ﬂz(n) = 0 se, e somente se, |¢;(n)| = 7/2 para algum i < M.

Falta entdo associar "EM(n)" = 1 a sinais perfeitamente preditiveis. Inicialmente,
€ necessario observar que se for considerado M = n + 1, entao vale "EM(n)" =1
para qualquer que seja o sinal de observacio. Para se chegar a esta conclusao basta

considerar a decomposigdo QR da matriz de dados Aps(n) que, neste caso se reduz a
Qm(n)An(n) =Ry(n)

com Q1,/(n) = Qu(n) (ver equacdes (2.66) a (2.70)), pois M = n+1. Como Q1% (n)
€ uma matriz unitdria e sua dltima linha é exatamente o vetor E;‘\r,,(n) (ver secdo 2.5,
equagao (2.138)), entdo vale [lBM(n)” =1, para M = n + 1. No caso de um sinal

perfeitamente preditivel existe iy tal que B,-(n) = 0, para 1 > 1. Resulta entéo, para

qualquer M > iy que

”En+1(")l|2
[Bas(n)|’ = biaa(n)|’ =§ Bia(n)| + jfj; Bia(n)| = [Ba(n)| = 1.
Tl v

De (2.155) segue que para qualquer M > i,

B[ =1 =) = By ()| = 1 =y (m) = 1,
ou se€ja,
Yi(n) = vi,(n) =0, para > 1.

Consequentemente, para um sinal perfeitamente preditivel, considerando um proble-

ma de ordem M, vale

HEM(TI)" =1 e qm(n)=0.
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Para completar, é necessario demonstrar que se HbM " = 1, entdo o sinal é preditivel.
Da equagdo (2.155) segue que “bM " = 1 se, e somente se, yp(n) = 0, o que por
sua vez acontece se, e somente se, lﬂf’(n)l = m/2 para algum 1 < M. Considerando i,

o indice para o qual isto acontece, entio cos 62 (n) = 0. Como

- 2 e M
Bt = [putof'+ $5 Pt -
e )
0
HB,-O(n)H2 =1 —7i,(n) = 1— [] cos 6(n)=1,
i=1
0
entio ‘b, i |2 = 0 para VM > 5. Desta forma, como o erro de predigao é
nulo, c;_sllon+al,l é perfeitamente preditivel.
AN

Cabe notar que devido ao pré-janelamento as colunas da matriz de dados
sao sempre linearmente independentes para qualquer seqiiéncia de entrada {u(.)} ndo
nula, excluindo assim teoricamente a existéncia de sinais perfeitamente preditiveis.
Entretanto, pode-se escolher seqiiéncias de entrada de tal forma que a matriz de dados
fique, com o passar do tempo, arbitrariamente préoxima de uma situagdo de posto
deficiente. Isto faz com que o algoritmo passe a operar arbitrariamente préximo da
borda do dominio de estabilidade S.(.).

A ‘distancia’ da matriz A (n) de uma situagio de posto deficiente pode ser
medida utilizando-se a dispersdo x(n) dos seus valores singulares definida como

Smax(n)
x(n) = ———,
Smin(n)
onde Smax(n) € Smin(n) sdo respectivamente os valores singulares méximo e minimo
de Ap(n). Antes de demonstrar a propriedade 2a.ii serd demonstrada a seguinte

propriedade para um sinal de energia & (n) finita:

Propriedade 6: {(n) pertence a um a-interior de Se(n) & eziste uma constante

ro > 0 tal que x(n) < ry < oo.

(«=) Considerando que {(n) ndo evolui em um a-interior 2, entio ¢(n) se aproxima

arbitrariamente préximo da borda. Ora, da propriedade 2a.i, em que se mostrou que

*Prova-se que A < B, provando que (ndo A) =(ndo B).
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uma evolugao na borda do conjunto de estabilidade acontece se, e somente se, o sinal
é perfeitamente preditivel, conclui-se que o sinal deve se aproximar arbitrariamente
de uma situagdo em que se torna perfeitamente preditivel. Isto significa por sua vez
que, Y(n) cresce indefinidamente e nio pode ser limitada.

(=) Basta demonstrar que s2_ (n) e Spaa(n) sdo limitados superiormente.

O limite superior para s2_ (n) pode ser obtido considerando as relagoes:

M-1

max <Z —tlago(q)M Z Gf TL—Z = /\M 1‘£f( )

Para obter o limite superior de s72 (n), considera-se

Smin <Z = trago(®3/ (n)) = trago(Ry/ (n)Ryf (n)) =

- [Re @} =5 1B

onde B, (n) sio os vetores de coeficientes normalizados do filtro de erro de predicao re-

gressiva, conforme definidos em (A.25) e .|| indica a norma de Frobenius. Considere-

e (C.16)

[ FL,y(n) | [F7(n) 0] |

BL.(n) |=Z(n) | [0 BI(n)]
GL(n) | | [6Tm) o]
M, = ?/1'4 J

com a matriz 3;(n) representada como em (C.19), isto é,

1
Ziln) = cos ¢;(n) cos §4(n)’
1 —sin¢i(n) 0 1 0 0
— sin ¢;(n) 1 0(.]10 AL/2 sin 0% (n)
0 0 1 0 AYZsin%(n) 1
& - , — ;
Verifica-se facilmente que se |[B,(n)][, |F;(n)]| e |G;(n)|| sio limitadas entdo, com

[$i(n)] < a1 < /2 e

1(n)| < a1 < 7/2, as normas de HB

Fi+1(n)” €
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HGi+1(n)” também sio limitadas. Para isto, basta considerar a norma de Frobenius
das matrizes M, e M3 e as colunas das matrizes M, e M,. Representando as colunas

de M; e My por my; e my;, com j =1,2,..., M, obtém-se

2
Jmy4)|* <

M, ||% ||M;]|2 12
COS?(ﬁ,‘(n)coszG?(n) I 2”F” 3”F“m4,1”

Somando para todos os valores de j resulta

IBisi(m)|* + IFisa(n)]* + |Gipa(n)]? <

M:||; v
™ cos 2¢;(n) cos 26 (n) IM: [z [ M

(IBAn)® + IF:(m) 17 + 1 Ga(m)]1?)
Como
IM|[7 = 3 + 2sin *¢y(n),

||M3”; =24+ X+ (14 N)sin 20:"(71)

1 1
cos 2¢;(n) cos 208 (n) = cos 2a;
entdo as normas de ||Biyi(n)|], [|Fiz1(n)| e ||Gig1(n)|| sio limitadas superiormente
caso as normas de ||B;(n)||, |Fi(n)| e ||G:(n)|| também o sejam. Como Bi(n) =1,
Fi(n) = 1 e Gy(n) = 0, entdo por inducio as normas de IB:(n)|], [|Fi(n)]] e ||Gi(n)]|

também sdo limitadas para todo  entre 1 e M. Desta forma existe necessariamente

< oo,

.. . - 2 ;
uma constante a3 que limita superiormente "RMl(n)“F Com isso

Smin(7) < a3;

resultando, portanto

Smax(n)

x(n) = () \/ Aff_ rastl(n).

Consequentemente para um sinal de poténcia finita, se o vetor de estados evolui em um

a-interior de S¢(n), entdo necessariamente a matriz de dados tem um espalhamento

de valores singulares limitado.

AN
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2a.ii) A evolugdo do vetor de estados estd restrita a win a-interior de Se(n) se, e

somente se, {u(.)} € uma ezcitacdo persistente.

Demonstragao [31]: Uma excitacio é dita persistente quando existem duas cons-

tantes positivas b, e b, tais que

O <bI <AL (n)Apn(n) < byl < . (4.27)

No apéndice D esta demonstrado que a excitagao € persistente se, e somente se, a
energia do sinal pré-janelado é uniformemente limitada superiormente e inferiormente
e o espalhamento dos valores singulares é uniformemente limitado superiormente. Isto
€ equivalente a afirmar que, se existem as constantes positivas b; e by que satisfazem

(4.27) entdo, existem constantes positivas B, B2 e 1o tais que

0< B <E”n)< B, <0

x(n) < ry < 00.

Como ja foi visto pela propriedade 6 estas tltimas condigdes sdo equivalentes a garan-

tir que o estado {(n) pertence a um o-interior de Se(n).

AA

4.2.4 Consisténcia retrégrada

Para gssegurar que o algoritmo da tabela 3.3 possue a propriedade de con-
sisténcia retrégrada, isto é Sy(n) C S.(n), é necessirio garantir que (4.14) e (4.15)
sejam satisfeitas mesmo na presenca de erros numéricos. Quanto a HBM(n)H < 1,
mostrou-se em [31] que é possivel garantir tal condi¢io quando as rotacoes {¢;(n)}
que propagam as variaveis b;_;(n) sdo implementadas de forma passiva. Isto significa
que a norma do vetor rotacionado dever ser menor ou igual a norma do vetor antes da
rotagao, o que pode ser assegurado tanto em uma implementacio em CORDIC [31],
como em um computador de uso geral ou processador de sinais. Nesses dois dltimos
casos € necessario utilizar o truncamento do médulo como regra de quantizagao, o
que no caso de aritmética de ponto flutuante corresponde normalmente ao simples

truncamento da mantissa. Cabe observar que este tipo de rotacao nao fornece média
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zero para as perturbagdes levando a um vicio (acimulo de ‘bias’), particularmente

quando se usa poucos bits.

A outra condigdo a ser assegurada é £1,(n) > 0. Como a varidvel é calculada

como a norma do vetor
[ M2 —1) yn) ],

a condigdo &];(n) > 0 pode ser facilmente satisfeita por qualquer método de célculo

de norma que néao forneca resultados inconsistentes.

Seqiiéncias de dados mal condicionadas

Se o sinal de entrada for tal que, apesar do pré-janelamento, com o passar do
tempo ele se aproxime arbitrariamente préximo da situagao de sinal preditivel entao

pode-se chegar a situagio em que f{,(n) = 0. Supondo é claro, que o método de

calculo da norma permite obter um resultado nulo para vetores

| N (n 1) ey(n) ]

muitos pequenos. Nessa situagio, para a precisao numérica utilizada, o sinal é prediti-
vel e o algoritmo passa a operar na borda 48, (n) do conjunto de estados alcangiveis e
ndo mais em um a-interior. Ou ainda, para a precisio numérica utilizada, a excitacao
nao é per31stente Nestas condigbes, uma outra conven¢io numérica é importante para
asssegurar o bom comportamento do algoritmo.

Nos passos 2, 3 e 5 do algoritmo da tabela 4.1 é possivel acontecer que os
dois elementos a serem apresentados para calcular o dngulo sejam nulos. Neste caso
considera-se a convengdo numérica sugerida em [31], a qual consiste em escolher os
angulos de rotagio igual a zero quando o vetor do lado direito das equagodes (3.122),
(3.96) e (3.111) sdo vetores nulos. Esta convengao assegura que os angulos de rotacio
seJam funcdes continuas do elemento a ser eliminado, sendo além disto, facilmente im-
plementada tanto em CORDIC como em um computador de uso geral ou processador
de sinais.

A partir da expressio (4.23), conclui-se que se &{y(n) = 0 entdo existe um

indice ig < M para o qual vale |¢;,(n)| = m/2, 0 que por sua vez implica em

5{’;( )= €zo+l( )= = fM(”) = 0.
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Como necessariamente

e(n) =€ (n) = =, (n) =0,

entao com a convengao numeérica adotada resulta

Pig+1(n) = Big2(n) = -+ = gps(n) = 0.

Desta forma, como |¢;(n)| < 7/2, para 1 < i < iy e |#i(n)| = m/2, somente um
dos angulos ¢;(n) atinge a borda do hipercubo |¢i(n)] < 7/2, 1 < i < M. Nesta
situagdo, o filtro em trelica degenera. A figura 4.2 ilustra, neste caso, a configuragao

da estrutura em trelica para uma ordem M = 3 e 1o = 2. A parte correspondente aos

indices inferiores a iy formam um circuito marginalmente estivel. A parte corres-

73(71) Tz(n) 171(") . /_é(n)
s —> —
RO G (n) by (m)
A A = - ]

b3(n) b,(n) b, (m) by (m)
b) cosd, (n)
—> > e
¢, = sing; (m) ¥ A sing,(n)
< < _
cosd; (n)
c) T e
R R N AL ]
y Aﬂ ¢1(")
a FU a —1J
< - - - .o z - - - 2z
by (n) i b,(n) J/ b, (n) bo ()
di(m=0 O2(m)= £ 2

Figura 4.2: a) Filtro em trelica com erro « posteriori normalizado com M = 3; b)

Detalhe de cada bloco; c) Situacio em que o posto da matriz de dados é deficiente

com ig = 2.

pondente aos indices superiores a %y degeneram para uma linha de atrasos, de modo

que os erros de predicdo regressivos b;(n) sdo nulos, j& que sdo versdes atrasadas do
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erro de predigdo progressiva fy(n) que também é nulo. Como bi(n) =0ey(n) =0
para ¢ > 19 resulta do passo 5 da tabela 4.1 e da convencao numeérica adotada, que
os angulos 8%(n) sio nulos para iy < i < M, sendo lﬂfo(n)l = m/2. Desta forma, as
correspondentes segdes da estrutura de McWhirter (passos | e 6) desaparecem e a

ordem efetiva do algoritmo se reduz ao posto da matriz Ap(n).
Inicializagao

Consideragdes mais detalhadas sobre o algoritmo da tabela 4.1 sio apre-
sentadas em [31]. Cabe entretanto, chamar a atencio que o algoritmo permite a
utilizagdo de uma inicializagao exata. Esta é feita quando se supoe uma seqliéncia de
observagdo nula anterior ao instante n = 0, a qual leva o vetor de estados para zero. A
sequéncia de observagdo nula é perfeitamente preditivel e nestas circunstincias o ve-
tor de estados {(n) permanece na borda do conjunto de estados alcangdveis. Segundo
[31] esta forma de inicializagéio é conhecida por apresentar problemas numeéricos. Isto
pode ser explicado no caso do algoritmo em questdo, pelo fato de que no periodo de
inicializagdo os estados evoluem na borda da regido de estabilidade 3Se(n) ou arbi-
trariamente préxima a ela [31]. Como estes estados n#o estio em um o-interior de
Se(n), a estabilidade exponencial n4o é garantida. Desta forma, os erros numéricos
podem se acumular de forma significativa neste periodo. Além disso, caso nio sejam
respeitadas as convengdes numéricas jd mencionadas, pequenas perturbagées podem
fazer com que os estados saiam do dominio de estabilidade resultando em estados
inconsistentes com um problema dos minimos quadrados. Caso isto ocorra, tais erros
podem levar a instabilidade do algoritmo. No caso do algoritmo QR-LSL a posteriori
€ necessario utilizar as convengdes numeéricas mencionadas anteriormente para que os
problemas numéricos associados a uma inicializacio exata nio instabilizem o algo-
ritmo. Por outro lado, inicializagdes ndo exatas equivalem a uma escolha do vetor de
estados (0) # 0, pertencentes a um a-interior do dominio de estabilidade Se(n), o

que explica o melhor comportamento numérico de tal tipo de inicializagao.
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4.3 Algoritmo QR-LSL com erros a priori

Nesta secdo é considerado o algoritmo QR-LSL a priori apresentado nas
tabelas 3.4 e 4.2. Mostra-se inicialmente que este algoritmo é minimo e é estabelecido
o conjunto dos estados alcancgiveis Se(n) associado. Por analogia, ao apresentado
na segdo anterior, mostra-se que com excitagio persistente o algoritmo opera em
um a-interior do dominio de estabilidade S,(n) e no caso de excitagoes preditiveis,
opera em uma borda generalizada do dominio de estabilidade. Sio também conside-
radas as convengdes numéricas necessérias para garantir a consisténcia retrégrada e

consequentemente, a estabilidade retrégrada do algoritmo. Para encerrar sio feitos

comentarios sobre a inicializagdo do algoritmo.

4.3.1 Minimalidade

Na segdo 4.1 foi mostrado que o vetor de estados usado para descrever o

algoritmo QR-LSL a priori é dado por

dqif(n)
(=1 &fm) | (4.28)
Yu(n)

Como a dimensio deste vetor é 2M + 1 este algoritmo também é minimo. Analoga-
mente a0 que acontece no algoritmo QR-LSL a posteriori, arigor o algoritmo da tabela
3.4, ndo é minimo, sendo que somente o da tabela 4.2 o é. Entretanto, com os célculos

realizados em “ambas as versdes sio exatamente os mesmos, eles sio numericamente

equivalentes.

4.3.2 Caracterizagdo do dominio de estabilidade

Propriedade 5’: Caracteristicas do dominio de estabilidade Se(n)

5’a) Considerando u(0) # 0 e n > 2M, o conjunto de estados alcanciveis S,(n)

consiste de todos os estados ¢(n) que satisfazem:

1{4/2(71) >0 e ”EM(n)“ < oo. (4.29)

5’b) As condigdes (4.29) sao equivalentes a

[i(n)| <m/2 e

Hf’(n)| <m/2, para 1<i<M. (4.30)
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5’c) Um a-interior de S.(n) é o conjunto de estados que, além de satisfazer (4.29) e

(4.30), ainda satisfazem

|pi(n)| <oy <m/2, para 1<i< M. (4.31)

&% (n) > ay > 0, (4.32)
sendo «a; e a3 constantes positivas.
5’d ) A borda do conjunto de estados alcangaveis §S,(n) é formada pelos estados que

satisfazem

Pm)y=0. (4.33)
Demonstracdo da Propriedade 5’

Comparando (4.28) e (4.13) observa-se que a diferenca entre os vetores de
estados consiste apenas na forma como o erro de predigao regressiva esta representado,
em um. vetor de estados se usa o erro de predigio regressiva a posteriori buy(n) e

no outro o erro de predigao regressiva a priori ,,(n). De (3.64) tem-se a seguinte

relacdo entre os elementos destes vetores

bioi(n) =7 (n)yli (n)Piy(n), 1<i< M. (4.34)

Esta expressio mostra que existe uma correspondéncia biunivoca entre bi_1(n) e

E,-_l(n), 1<¢< M, quando 0 < %(n) < 1,0 <i< M. Como vale
7 (0) = 7fim) cos (), 1<i <

(ver (3.102)) basta a condigdo 0 < yar(n) < 1, o que é equivalente a |0f(n)| < m/2,
1 <@ < M, para garantir a correspondéncia biunivoca entre b;-1(n) e ¥;_,(n). Desta
forma, a cada vetor de estados (4.13) do algoritmo QR-LSL a posteriori corresponde

um unico vetor de estados (4.28) do algoritmo QR-LSL a priori, quando o fator de

conversdo yp(n) associado satisfaz 0 < ypr(n) < 1.

Demonstracao de 5’a

A prova da propriedade 5’a é andloga a demonstracio de 5a e consiste na

demonstracio dos seguintes itens:
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5’a.i) Qualquer solugdo dos minimos quadrados satisfaz (4.29).

5’a.ii) Qualquer solugio satisfazendo (4.29) pode ser de fato alcangavel para uma

sequéncia de entrada apropriada.

Demonstracao de 5’a.i

Os argumentos para mostrar que f,{,ﬁ(n) > 0 para u(0) # 0 sdo os mesmos
usados para o algoritmo QR-LSL « posteriori. Desta forma. basta mostrar apenas
que qualquer solugdo dos minimos quadrados satisfaz HEM(n)“ < o0o. A equagio
(2.154) implica que 0 < "@M(n)” < oo se, e somente se, 1 < 3/ (n) < oo, 0 que
€ equivalente a 0 < v,(n) < 1, condigio que é obtida em qualquer problema dos

minimos quadrados, desde que a restrigio u(0) # 0 seja satisfeita.

Demonstragao de 5’a.ii

Neste item basta mostrar que com os elementos do vetor de estados (4.28),
constroe-se vetores candidatos aos vetores dos coeficientes dos filtros de predigao pro-
gressiva e regressiva e ao vetor do ganho de Kalman para todas as ordens satisfazendo
o lema 1. Os coeficientes de reflexio da estrutura em trelica normalizada, isto é os
angulos ¢;(n) sdo obtidos de forma recorrente a partir de dql1/(n) e 1{,{2(71) através da
equacdo (3.96).  Os dngulos 62(n), que definem a estrutura de McWhirter, sio obtidos
através da equagdo (3.112) a partir do vetor ¥a:(n). Desta forma, utilizando (4.22)
pode-se sempre obter os vetores de coeficientes dos filtros da, predi¢do progressiva e
regressiva e o"vetor do ganho de Kalman satisfazendo o lema 1 da secao 4.2. Conse-

quentemente, qualquer estado ¢(n) que satisfaz (4.29) estd associado a uma solugéo

exata do problema de predicio sendo entio alcangavel.

Demonstragio de 5’b
Da demonstra¢io 5b da se¢io 4.2 sabe-se que
f/2 . 9
M (n) >0 |di(n)] <m/

e que

HBM(n)“ <1& [o¥(n)| < /2,
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para 1 <1< M. Usando (2.154) e (2.155), isto é

[Fa)]* = wit )~ 1 e [Barw)]” =1 = yaa(n),
observa-se que

[Pum] <1 & 1<y <00 & [Fun)] <.

Desta forma conclui-se que
”;/’-M(n)" <o & |95’(n)’ <m/2, paral <i< M.
Demonstragao de 5’c
No caso do algoritmo QR-LSL a priori um a-interior é caracterizado por
2(n) > a > 0.

Néo existe uma restrigdo deste tipo sobre ¥(n) pois a dnica restricao com relagao
V() é ”EM(TL)“ < 0. Esta restrigio é atendida por qualquer vetor ¥ s(n) afetado
por uma perturbacido d(n) finita. De acordo com a demonstragdo de 5c, secio 4.2, a

condicdo 61{1/2(11) > a é equivalente a

[$i(n)| < < 7/2, (4.35)

onde

« rcco !

1 = arccos ————.
772
of(n)

A demonstragio de 5'd é conseqiiéncia direta da definicdo de borda e da

propriedade 5'a.
AN
Estabelecidos a minimalidade e o dominio de estabilidade do algoritmo é

necessario demonstrar que o algoritmo satisfaz a propriedade 2.

4.3.3 Propriedade 2 para o algoritmo QR-LSL a priori

No caso do algoritmo QR-LSL a priori é conveniente reformular a, pro-

priedade 2a.1 da seguinte forma:
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2a.i) A evolu¢do do vetor de estados estd restrita a borda generalizada do conjunto

Se(n) se, e somente se, {u(.)} € perfeitamente preditivel. Por borda generalizada

entende-se aqui como o conjunto

{¢(m) 1677 (n) = 0} U {¢(n) | [B(n)] = oo}

Prova: Da demonstragao da propriedade 2a.i para o algoritmo QR-LSL a posteriori

sabe-se que
M m=0 e [Byin)=1

se, e somente se, {u(.)} é perfeitamente preditivel. Como

B = 1= mi(n) e [Baatm)]” = yitm) -1
vale

[Bu(m)| =1 & vt =0 © | @) = 0.
AN

Como no caso da propriedade 2a.i é conveniente reformular a proposigao da

propriedade 2a.ii:
2a.ii A evolugdo do vetor de estados estd restrita a um a-interior de Se(n), fechado e
limitado no que concerne as varidveis 61{,,/2(77,) e Yi_1, para 1 <1 < M, se, e somente
se, {u(.)} € uma ezcita¢io persistente.
Prova: Considerando a propriedade 2a.ii para o algoritmo QR-LSL a posteriori, basta
provar que o a-interior associado ao algoritmo QR-LSL a posteriori corresponde a
um co-interior, com as propriedades do enunciado, associado ao algoritmo QR-LSL

a priori. Uma das caracteristicas do a-interior associado ao algoritmo QR-LSL a

posteriori é
Futl=1-a

onde 0 < a < 1. Como

resulta,
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Consequentemente, como em um o-interior existe uma relagdo biunivoca entre b (n)
e P (n) (ver propriedade 5°, secio 4.3.2), entio existe uma relacdo biunivoca entre
os elementos dos conjuntos

(G ] Byn)| <1-a, e2(n) > o} = 5% (n)

(Caln) | [Bastn)] < \/1_1(‘1\:0 €7 (n) > a} = S3(n),

onde: 1 > a > 0; ¢,(n) é definido conforme (4.13); ¢,(n) é definido conforme (4.28);
Sa

c1(n) é um o-interior associado ao algoritmo QR-LSL a posteriori; S%(n) é um a-

interior, fechado e limitado no que tange as variaveis 1 ,,(n) e §M (n), associado ao
algoritmo QR-LSL a priori.

AN

Para finalizar, cabe ainda mencionar que conforme a demonstracio de 5¢ um

a-interior associado ao algoritmo QR-LSL a posterior: pode ser caracterizado pelas

condigées
| () <o < /2, [0¥(m)| < o < x/2
e
() > a

onde o, o” e ar sdo constantes positivas. Desta forma, também um a-interior, limitado

e fechado no que tange as varigveis &% (n ) e Pps(n), associado ao algoritmo QR-LSL

a priort pode ser caracterizado pelas mesmas condigdes. Consequentemente, no caso
de excitagdo persistente, também no algoritmo QR-LSL a priori os angulos ¢;(n)

e 62(n), para 1 < i < M, devem satisfazer a propriedade 5b para uma constante
@ = max {c/, a"}.

4.3.4 Consisténcia retrégrada

Para assegurar que o algoritmo da tabela 4.2 possue a propriedade da con-

sisténcia retrograda é necessario garantir que (4.29) e (4.30) sejam satisfeitas mesmo

’, 2
na presenca de erros numéricos. Uma, condigdo a ser assegurada é fﬂ (n) > 0. Como

o calculo é feito da mesma forma que no algoritmos QR-LSL « posteriori, as mes-

mas observagoes da secio 4.2 se aplicam, sendo possivel utilizar qualquer método de

calculo de norma que nao fornega resultados inconsistentes.
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Como nenhuma restricio é imposta aos vetores dqlf,(n) e Pa(n), nio é

possivel que os erros numéricos ‘puxem’ o vetor t,,(n) para fora do conjunto de

estabilidade exponencial. Desta forma as rotagdes 0%(n) e ¢;(n) que propagam estas

varidveis nao precisam ser passivas em Precisao finita. Sendo assim, é possivel garantir

a consisténcia retrégrada e usar arredondamento em todas as operagoes do algoritmo

proposto o que nao ¢ o caso do algoritmo QR-LSL a posteriori. Este fato simplifica

a implementagio e é bastante conveniente quando usa-se palavra biniria de tamanho

reduzido como é mostrado na proxima secdo. Existem, entretanto, alguns cuidados

que devem ser tomados. Em situagdes em que ”EM(n)" e 731 (n) assumem valores

muito elevados, podem surgir problemas, caso estes valores nio forem limitados no

maior valor representével ou em outro limite pré-fixado. Por exemplo, no caso do

pacote de ‘software’ MatLab, pode acontecer de varigveis internas assumirem valores

elevados, fazendo com que cilculos posteriores fornecam como resultado Inf (‘Infin-

ity’). Com um resultado intermedizrio deste tipo o algoritmo fornecera resultados

sem significado. Uma solugio simples para este problema é a introdugio de um limite
superior para a variavel i ().

Seqiiéncias de dados mal condicionadas

A seguir é examinado o comportamento do algoritmo QR-LSL a priori

quando {(n) estd na borda de Se(n). Quando ((

n) se aproxima da borda o mapea-

mento de um para um entre os vetores de estados (4.28) e (4.13), usado anteriormente

para obter os resultados de estabilidade do algoritmo proposto, se aproxima da sin-
gularidade. Consequentemente, os resultados de estabilidade de [31] ndo podem ser

transpostos diretamente para garantir a propagacio estavel do erro.

Supondo que o método de clculo da norma permita obter um resultado
nulo para vetores

[ X2 - 1) y(n) ]

com valores muitos pequenos, entio para uma determinado sin

al de entrada é possivel
obter {1{4/ 2(n)

= 0. Nestas condigdes é necessario utilizar a mesma convengao numeérica
considerada na secdo anterior para este caso. Tal convengao deve ser considerada nos
passos 2, 3 e 5 do algoritmo da tabela 4.2, onde existe a possibilidade de que os

vetores de dois elementos usados para cilculo do angulo tenham elementos nulos.
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Neste caso escolhe-se o valor zero para o angulo de rotagio. Cabe lembrar que esta
convengao assegura que os angulos de rotacio sejam fungées continuas do elemento a

ser eliminado e. além disso. ¢ facilmente implementada em processador CORDIC,

A partir da expressao (4.23) conclui-se que se f,{,/z(n) = 0 entdo existe um

indice /g < )/ para o qual vale ¢;,(n

) =7/2. 0 que por sua vez implica em
o) =gl = = el =0
Como necessariamente
eﬁ)(n) = 5£:+1(n) == (n) = 0,

entao da conven¢io numérica, usada resulta que 6/

Mm+1(n) = 0 e ¢i(n) = 0, para
0 <i< M. Como consequéncia obtém-se para ¢ = i,

Yi(n) = F,,(n) e Tig—1{n) = ia{g—l(n -1)

eparaig<i< M

77-:'—1(”) = ﬁi(”) =0 e $,(n) = %‘—1(” —-1)=0.
Como 352 (n) = 1 & 472(n) > 474/2(n)
0, para ig < i < M. No caso limite as seg

» DO passo 5 da tabela 4.2 obtém-se 0%(n) =

Oes correspondentes a 88(n), ip < i < M, da
estrutura de McWhirter do Passo 1 efetivamente desaparecem. Como |$i(n)] < 7/2,

1<i<igelg, (n)| = 7/2, somente um dos angulos ¢;(n) atinge a borda do hibercubo
|$i(n)| < 7/2, 1 <t < M: Desta forma, os estdgios inferiores do filtro em trelica do

passo 4b sio conectadas em malha, fechada na secio correspondente de ¢;,(n) = T/2e

m para uma linha de atrasos.

gual a 1. Esta situagio é analoga
LSL a posteriori.

- Para ambos os algoritmos QR-
condicio

aquela descrita para o algoritmo QR-

LSL pode ser conveniente usar a seguinte

[

—, (4.36)

o

—a < o,(n) <

N
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ﬁJ(n) ﬁz(n) ﬁl(n) ﬁo(n)
d3n-1) Oy =1y Oy (n-1) v
< z”! = 27! —
\33()1) ‘172(”) () Y o(n)
b) cos;(n —1)
— hadl
§;(n~1) = sing,(n-1) 4 sing,(n—1)
< -
cosdp;(n-1)
)
M3(n) M2 () M () Mo ()
—_ - - o - . L, ..
! ¢1(ﬂ-1)
DL . e B L
Vs | Yo (m) ! V() Woln)

d;(n-1)=0 d,(n—-1)= s2

Figura 4.3: a) Filtro em treliga com erro @ priori normalizado com M = 3; b) detalhe

de cada bloco; c) situagio em que o posto da matriz de dados é deficiente com 70 = 2.

com um «a apropriadamente pequeno, para identificar 1o e interpretar corretamente as
varidveis internas. Esta condigio pode ser usada para reduzir a ordemn do algoritmo
fazendo todos os angulos com indices maiores que 7o assumirem o valor zero ou entio

diminuir a ordem de M para 7. Tais resultados mostram que estes algoritmos também

revelam que o posto do sinal de entrada é lo € que bastaria utilizar M = i,

Na verdade, o comportamento das varidveis do algoritmo QR-LSL « priori

que acaba de ser descrito, nio leva em conta erros de quantizagio. Na pratica é

utilizado o arredondamento das varidveis do algoritmo e as rotac¢es nio sio passivas.

Isto faz com que, para i > to, a situagdo que leva a indeterminacio do célculo dos

angulos ¢y(n), io < i < M, normalmente nao chegue rigorosamente a ocorrer. Isto

porque normalmente os valores assumidos por f,-fn(n) e dql{(n), 0 <t < M, sio

pequenos, nao exatamente nulos, e determinados pelos erros de quantiza¢do. Nesse

caso deve-se utilizar a condigdo (4.36) com « suficientemente pequeno, para nao

interpretar erroneamente os angulos ¢;(n), ip <1 < M, pois estes nao representam

mais nenhuma caracteristica significativa do sinal de entrada.



¢ ¢

(

ccCcecececceccceccccccccccccccc oo

125

Inicializacao

No algoritmo QR-LSL a priori nio é possivel supor uma seqiiéncia de ob-

servagao nula para n < 0. Isto é decorréncia do fato de que, por exemplo, para o

instante 7 = 0 o célculo do passo 4a da tabela 4.2 pode ser reescrito como

i} sin0f,,,(1)  v;%(0)
(1) = 3 72(0) M) Tm el (1).
W astl) = gl M

Entdo deve-se inicializar 61{4/2(0) com um valor positivo ‘pequenc’. Isto corresponte a

uma inicializa¢do nao exata, que corresponde a escolher um vetor de estados ¢(0)

per-
tencente a uma a-interior de S,(n)

- Uma inicializagio conveniente para o algoritmo
em questdo, com a seqiiéncia de passos conforme tabela 4.2, é a seguinte:

¥i1(0) = dql{(0) =0 para 1<i< M,
(1) = u(0) #0 e £%(0) # 0.

Para uma seqiiéncia de passos conforme tabela 3.4, é conveniente inicializar da seguinte
forma: .

it (=1) = dg1f (1) = 0(—1) = §(=1) = 0 para 1<i< M,

(0) =u(0) 0, &f/(~1)#0 e 43/%(<1) = 1.

No caso de se implementar o algoritmo executando primeiramente os passos 4 ¢ 2 (

ver
figura 3.2) a varidvel e7(0)

deve também ser inicializada. Neste caso é conveniente
usar e},(0) = u(0), escolha que ¢ coerente com 02(n) =0, para 1 <i < M.

Para finalizar esta se¢io convém observar que os demais algoritmos que uti-

lizam estruturas em treliga nio sio minimos. O vetor de estados pode ser decomposto

ém uma componente minima e outra redundante que na situa

[32].

¢ao ideal é sempre nula
No caso destes algoritmos a componente minima sozinha é a principio estivel

nao saindo do dominio de estabilidade. Porém, a propagacio da componente re-
dundante pode apresentar problemas. Qs erros de quantizagdo fazem com que esta

componente redundante nio seja nula, de modo que o vetor de estados sal do dominio

de estabilidade S,(n)

associado ao algoritmo. Além disso no caso de seqiéncias mal

condicionadas, mesmo a componente minima pode sair do dominio de estabilidade

[32].
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4.4 Consideracoes sobre representacao finita

A seguir sdo determinados valores médios quadraticos de algumas varigve-

is de interesse, usadas nos algoritmos QR-LSL. Para isso é suposto que a seqiiéncia

de observacio é estacionaria. Os objetivos sio: obter uma orientacao sobre a pre-
cisao com que se deve representar os erros de predicio regressiva e outras variaveis
relacionadas; e, explicar teoricamente o comportamento, observado por meio de si-
mulagées de algumas variaveis dos algoritmos QR-LSL.
Inicialmente serdo considerados os erros de predigao regressiva a posteriori.
No caso de seqiiéncias estacionarias bem condicionadas os erros de predicdo regressiva
a posteriori normalizados se aproximam estocasticamente da ortogonalidade. De fato,
como sera mostrado a seguir, a aplicagao do operador esperanga em EM(n)l—)L(n)
resulta em
E [BM(n)BATd(n)] % diag {N1(1 - N} (4.37)
onde 1 <i < M. Em [31] é usado (I=2X)

em vez de A*"!(1 — )), contudo resultados
de simulagdes confirmam que (4.37)

€ uma aproximagio melhor, A aproximagcdo para
os elementos da diagonal é obtida a partir da equagio (A.52)

reescrita para ordem
t — 1 como

Bt (n)] = 7ims(n) = i), (4.38)

Aplicando o operador esperanca em (4.38) e expressando o fator de conversio em

funcio das energias de predi¢do progressiva e regressiva conforme (A.51)

] xea[] o[ ]

resulta:

(4.39)

Considerando a ordem k (com k = § oy k = i—1) e é(n) =i an=¢ |ei(€)|2, cada um
{=0
dos termos do lado direito da equagao anterior pode ser expresso como
n 2
b 2 A" ek () n e
§x(n) € (n) £=0 €k (n)

Aplicando o principio das médias 9]

» que neste caso € vilido paran — co e ) proximo
de 1, tem-se

EHR: “e;;(aﬂ

E R
) | 7 E[e(n)]
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Desta forma obtém-se

g 3 B leel]
[fi(n) ~2) E [l (n)]

ou ainda. considerando ¢{(n) =i Ant Iei(t)‘z,
t=0

2
] oo 2[0f]
*ldo S

No caso de seqiiéncias estacionirias bem condicionadas pode se fazer a seguinte apro-
ximagao

4Hmﬂ“ﬂHmﬂ:&

obtendo-se assim

)Y L L S 4.41)
[fk( ] eZ:o Z,\"“P (

Usando (4.41) a equagao (4.39),

matriz F [EM(n)BTA}(n)], pode ser expressa como

e[p

bi_l(n)f] ~ AT 1-14), para 1 <:i< M. (4.42)

que representa os elementos da diagonal principal da

Cabe observar ainda que para A préximo de 1 existe um risco de ‘underflow’ a me-

dida que a norma de ba(n) contrai. Neste caso o uso de rotagdes passivas torna

esta arriscade- ocorréncia ainda majs provavel. Entretanto, caso nio se use rotagoes

passivas a propriedade de consisténcia retrégrada nio fica assegurada podendo levar
a instabilidade.

De forma andloga ao caso onde se usa os erros da predicio regressiva q

posteriori normalizados, no caso onde sio usados os erros de predigdo regressiva a

priori normalizados a matriz 3 u(n)p M(n) também se aproxima estocasticamente da

ortogonalidade. De fato, a aplicagéo do operador esperanca em ¢M(n)¢M(n)
em

resulta

E [$aa(n) Frs(m)] ~ diag {A~(1 = 1)}

A aproximagdo para os elementos da, diagonal principal é obtida a partir de (3.112)

[Bics ()] = 97 (m) = 42 (). (4.43)
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Aplicando o operador esperanca em (4.43) e expressando o fator de conversio em

funcdo das energias de predicio progressiva e regressiva conforme (A.51)
f /
" 2 —ip | € (n) i §ioi(n)
E‘[zlvi_ n ] - E[——J ~ A '“E[—— .

De forma completamente analoga ao calculo de (4.41) pode-se mostrar que

d(n)J N
& [ﬁz(n) ~1

resulta

de modo que
L 2 :
E “1,05_1(71)1 ] ~ATH(1-)), para 1 <i < M. (4.44)
Neste caso também existe um risco de "underflow’ a medida que a norma de  1),,(n)
se contral e A se aproxima de 1. Entretanto a possibilidade de usar arredondamento

para representar 1;_,(n) torna menos provavel a ocorréncia de 'underflow’.

Uma expressio aproximada para a variancia assintética dos angulos { Hf(n)}
pode ser obtida a partir de (3.103)

E [cos 29:’(71)] = \F [%;)—UJ , (4.45)
sendo que
Ey(n—1) ] &Y ko] e | 40O
o [ ff—l(n) ok :b—l(n) _?:; 4 b f:b—l(n) .

Aplicando novamente o principio das médias [9], que é valido para n — oo e A

proximo de 1, e considerando o caso

de seqiiéncias estacionirias bem condicionadas
2
onde E “eﬁ()‘ J ~ Py, tem-se

2 b 2

el el |

b . n T = & .

§i-1(n) E [E An—t [ei(t)r] S An—t

t=0 t=0
Desta tltima expressio decorre que
fl?—l(n - I)J = —1-e 1 1—A"
Bl ¥ )\» - ~ 1 4.46

[ 2 (n) Z(:, i An-t 1 —Artl ( )

t=0
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e assim
E [cos29$(-n)] XA e E[sin®!(n)] ~1- A (4.47)

Estas expressées confirmam resultados apresentados em [31, 36]. Quando se usa repre-

sentag¢ao em ponto fixo a equacao (4.47) é itil para estimar a precisao dos registros que

armazenam sin #2(n). Como A a1 a primeira equagdo de (4.47) serve também para

estimar um limite inferior para o comprimento da mantissa em uma, representacao
em ponto flutuante. Considerando sin 8%(n) ~ 92(n) para 6%(n) pequeno tem-se
E [(0?(n))2] ~1- A (4.48)

Esta expressio ¢ iitil quando os algoritmos sdo implementados em CORDIC onde os
angulos 6%(n) sao armazenados diretamente.

Cabe observar que o fator de conversio ¥,(n)

e o seu inverso v, ! (n) assumem
valores em torno de Af e A~V

Para 0 << XA < 1 estes valores sio préximos de 1.
Entao, considerando uma representacao em ponto flutuante a precisao com que v;(n)

~1 , 4. , ‘rio d
e 7% (n) devem ser armazenados d4 uma, indicagdo sobre o mimero necessirio de

bits da mantissa. Como as equagdes (4.38) e (4.43) representam a diferenca entre

dois nimeros préximos de 1, elas podem fornecer uma orientacdo de como ocorre
© compromisso entre o nimero de bits usado para a representacdo conveniente das

varidveis e o fator de esquecimento nos algoritmos QR-LSL. Para obter esta orientagao

no algoritmo QR-LSL com ¢ posteriori, que usa os erros bi-1(n), considera-se que o
menor valor de (4.42) obedece a relagio

onde a é uma constante positiva proporcional a precisao que se deseja obter no al-

goritmo e b é o nimero de bits em que se representa a mantissa. Aplicando log,
resulta

Abits b :=b— log 2(a) = —=Mlog,()) — log 2(A7 = 1). (4.49)

Para obter a orientacio de como ocorre 0 compromisso entre o nimero de bits usado
para a representagao conveniente das varidveis e o fator de esquecimento no al

goritmo
QR-LSL a priori, que usa os erros ¥;_,(n)

, considera-se que o menor valor de (4.44)
obedece a relagio

=\ -1),

(\é)_IQ
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Aplicando log , resulta

Abits b = b — log y(a) = —log (A7t —1). (4.50)
A diferenca entre as relacses (4.49) e (4.50) é do fator — M loga(A) e que significa um

incremento do nimero de bits para representar as variaveis com a mesma precisao

no algoritmo que usa os erros de predigao a posterior: normalizados,

A figura 4.da
mostra o efeito do fator —\ log 2( )

em termos de mimero de bits quando o fator
de esquecimento estd na faixa de 0.9 < A <0.999 e para as ordens M de 2

L1022,
35 e 48. Observa-se nitidamente a import

ancia deste fator em termos de numero de

bits quando a ordem M ¢ elevada e o fator de esquecimento pequeno. Por outro

lado, para valores de A proximos de um este termo & insignificante. Na figura 4.4b

a)

[o2]

[¢))

Incremento de bits
H

0.9 . 0.92 0.94 0.96 0.98
Fator de esquecimento

Numero de bits

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98
Fator de esquecimento

Figura 4.4: a) Incremento do nimero de bits devido ao fator —M log, (A); b) Abits

X fator de esquecimento para ordem M = 11, linha cheia refere-se ao QR-LSL «

priori e linha pontilhada refere-se ao QR-LSL a posteriors.
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estao representadas as curvas de Abitsb em linha pontilhada e Abits_v em linha

cheia quando o fator de esquecimento esta na faixa de 0.9 < A <0.999 e a ordem
M = 11.Verifica-se que para 0.9 < A < 0.98 existe d
as curvas \bits b e Abits_y.

iferenca em torno de um bit entre

Na préxima segio apresenta-se um exemplo de simulagdo para verificar a
utilidade das curvas da figura 4.4b. Cabe observar ainda que para sequéncias n
estacionarias as aproximacées efetuadas nesta secao (

(4.42), (4.44) e (4.47)) sio bastante grosseiras.

ao

que resultaram nas expressoes

4.5 Resultados de simulacao

Para testar o algoritmo QR-LSL a prior: foram efetuados varios experimen-

tos. Por exemplo. as simulacdes apresentadas em [7, 12, 19, 33, 38] foram realizadas

tendo sido obtido os mesmos resultados. Apresenta-se a seguir resultados obtidos

usando o algoritmo em uma configura¢do de equalizador adaptativo e em uma con-

figuracio de identificagdo de parAmetros. também apresentado o desempenho na

presenca de seqiiéncias mal condicionadas. As simulag¢des foram feitas supondo um

processador dotado de um multiplicador-acumulador, como os processadores digitais

de sinais comerciais. Foi usada aritmética de ponto flutuante com 8 bits no expoente

(incluindo o bit de sinal) e variando o nimero de bits da mantissa.

Conﬁguragéq equalizador adaptativo

O diagrama de blocos da figura 4.5 representa o caso usado nas referéncias

(12, 19, 38]. O bloco canal é usado para modelar a interferéncia intersimbolos no

canal de comunicagao digital. Adotou-se a resposta impulsiva do canal como

hy = { S Feos(Fn =), n=123
0, n>3

O parametro W controla a dispersdo da amplitude do canal, isto é o espalhamento

dos autovalores do sinal de entrada do filtro adaptativo. O sinal {v(n)} representa

uma sequéncia de ruido branco gaussiano de média nula. A mensagem digital, aqui

representada como {a(n)}, é uma seqiiéncia randémica bindria, a(n) = +1. Os sinais

a(n) e v(n) sdo nio correlacionados. O filtro adaptativo faz uma estimacgdo linear
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de cada simbolo d(n). Usou-se como sinal de referéncia a seqliéncia binaria {a(n)}

atrasada de 7 amostras e um filtro adaptativo com 11 coeficientes. Considerou-se

{v(n)} de forma a ter-se na entrada do filtro adaptativo uma relacio sinal ruido de
30dB. O desempenho do algoritmo QR-LSL « priort foi avaliado através de médias

de conjunto do erro quadratico de estimagdo a priori (média em 30 realizacoes).

v(n) Vs
am)
‘ —=> u(r) Filtro adaptativo

e(n)

’
—— | Atrasos ,\-1)

Figura 4.5: Equalizador adaptativo

dA n)

Para o nimero de bits da mantissa, entre 16 e 24 com um fator de esqueci-

mento igual a 0.99, as médias de conjunto do erro quadratico de estimacgao a priori

(EMQ) sdo praticamente as mesmas. A figura 4.6 mostra o EMQ em funcio do

-
20 'W W=3.5 -
-2s{ WWVWJ\WWWWWMW

W=2.9

i 1 s s N L M L
Q 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

(n)

Figura 4.6: Erro médio quadratico de estimagao a a priori do algoritmo QR-LSL com

erro a priori mudando o espalhamento dos autovalores com W = 29 e W = 3.5.

Fator de esquecimento A = 0.99 e 16 bits de mantissa.

numero de iteracoes (n) para W =29e W = 3.5. Os valores de W usados represen-

tam respectivamente um espalhamento dos autovalores de 4 e 49. Depois de atingir a
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conv

ergencia a média de conjunto do erro quadratico de estimacio a priori resultou

aproximadamente em —29dB para W = 2.9 e —244RB para W = 3.5. Cabe notar
que o aumento do erro quadritico com o aumento do espalhamento dos autovalores é

uma caracteristica dos filtros de Wiener [38]. Como esperado a taxa de convergéncia

independe do espalhamento dos autovalores da matriz de autocorrelagao, sendo assim

a convergencia acontece em torno de 2M iteragdes. Realizando este mesmo experi-

mento com os demais algoritmos considerados no capitulo 3, secdo 3.7. observou-se

que para um numero de bits de mantissa entre 16 e 24 os resultados obtidos com o
quatro algoritmos sao praticamente idéntijcos.

O algoritmo LSL a prior (tabela 3.1)
mente robusto (21, 38],

€ conhecido como sendo numerica-
apresentando um bom comportamento com um numero re-
duzido de bits. Entretanto, este algoritmo nao satisfaz a propriedade da estabilidade

retrégrada, podendo divergir na presenca de sinais mal condicionados. Por exemplo,

na presenga de perturbagdes abruptas no sinal de entrada ele pode ter dificuldades

para voltar a funcionar corretamente. Para llustrar este comportamento mudou-se

bruscamente no instante n = 500 a relagdo sinal ruido (SNR) na entrada do filtro

adaptativo durante um intervalo de 25 amostras. A figura 4.7 mostra o EMQ em
fungdo do nimero de iteragoes para o algoritmo QR-
algoritmo LSL a prior: (linha pontilhada)

tada com 9 bits. Verifica-

LSL a priori (linha cheia) e o
para A = 0.90 e para mantissa represen-

S¢ um comportamento robusto do algoritmo QR-LSL «

priori em relagio as perturbacdes. Quando a mantissa é representada com 23 bits os

dois algoritmos_apresentam o mesmo comportamento, isto é, o efeito da perturbacéao
desaparece em torno de 400 iteragdes.

Comparacéo entre os algoritmos QR-LSL

Para um mimero de bits da mantissa inferior a 16, com A = 0.99 o EMQ
nao assume mais os valores esperados.

Porém, diminuindo o valor de A é possivel
obter ainda um EMQ esperado.

A figura 4.8 mostra as médias temporais do erro

quadrdtico de estimagdo a priors (EMQ) em fungio do nimero de bits da mantissa

para A =0.92 e W = 2.9. As médias temporais foram efetuadas em 103

passadas 10* iteragdes. A curva cheia é do EMQ do algoritmo QR-
curva pontilhada é do algoritmo QR-LSL ¢ posteriori. Verifica-

pontos apds
LSL a priorie a

S€ que para garantir
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a)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

(n)
b)
300 . .

200+

100

EMQ (dB)

-100

o

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
(n)

Figura 4.7: Erro médio quadratico dos algoritmos LSL a priori (

linha pontilhada) e
QR-LSL a priori (

linha cheia). a) SNR = —154dB; b) SNR = —143dB.

uma diferenca de.até 0.5dB entre o valor do EMQ representado com precisio finita e

o valor do EMQ esperado, deve-se usar pelo menos 10 bits para o algoritmo QR-LSL

@ posteriori e pelo menos 9 bits para o algoritmo QR-LSL a priori.

Foram calculadas também as médias temporais do erro quadritico de es-
timacdo a priori em fungdo do nimero de bits da mantissa para valores de ) entre
0.9 € 0.999. Para cada valor de A considerado selecionou-se o nimero de bjts em que
o EMQ ¢é representado com uma diferenca de até 0.5dB entre o valor obtido com
precisdo finita e o valor esperado. A figura 4.9 mostra a curva do nimero de bits da

mantissa em fungao do A. Verifica-se que para valores de A menores do que 0.97 existe

uma vantagem em torno de 1 bit para o algoritmo QR-LSL a priori. Esta vantagem

desaparece para A major que 0.97. Quanto menor o valor de A, menor é o nimero de
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bits que é possivel utilizar. A figura 4.9 fornece uma indicacdo aproximada do incre-

mento do nimero de bits com o aumento do fator de esquecimento. Esta curva segue

de forma aproximada a mesma ‘lej’ que determinou a curva da figura 4.46, mantendo

inclusive a vantagem em torno de 1 bjt para o algoritmo QR-LSL a prior.

o

<10}

' " . L
) 10 15 20 25
Numero de bits da mantissa

Figura 4.8: Erro quadratico médio em fungio do nmimero de bits da mantissa com

A=0.92. Algoritmos QR-LSI ¢ priori (linha cheia) e a posteriors (linha pontilha).

15 T

14

-
2]
i

-
K
T

-
-
]

No. de bits da mantissa

-t
[+}
T

8.9 0.91 0.92 0.93

\ L . N i
0.94 0.95 0.96 0.97 o.98 0.99
Fator de esquecimento

Figura 4.9: Nimero de bits da mantissa em funcio do fator de es

quecimento. Algo-
ritmos QR-LSL a priori (linha cheia)

€ a posteriori (linha pontilha).
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Configuragdo para identificagdo de parametros

No experimento de identificagao de parimetros considerou-se o diagrama de

blocos da figura 4.10. O sinal de entrada do filtro adaptativo u(n) caracteriza um

processo estacionario do tipo autoregressivo de ordem 3, i1sto €

u(n) =Z hi(i)u(n — i) + vi(n).

O sinal de referéncia foi gerado supondo

5

d(n) =Z h2(i)u(n — i) + vy(n),

i=1

sendo vy(n) um ruido branco aditivo. Os ruidos vy(n) e v1(n) sao ndo correlaciona-

dos. O sistema a ser identificado A2 & um filtro FIR com 5 coeficientes e para isso

considerou-se um filtro adaptativo com M = 6. As varidncias de u(n) e vy(n) sio re-

spectivamente —4dB e —80dB. A figura 4.11a mostra a trajetéria dos coeficientes de

reflexdo — sin ¢;(n) e a figura 4.11b mostra, os coeficientes escalonados dql,-(n)/fg/z(n).

As linhas pontilhadas indicam os valores tedricos (coeficientes 6timos). Fez-se média

de conjunto em 30 pontos e o fator de esquecimento usado foi A = 0.995. Os valores

simulados convergem em média para os valores tedricos.

. um)
H2 ( +}——-a, o

win}
T L @
H1
- d)
4 Filtro adaptativo }&n
en)

Figura 4.10: Diagrama de blocos para identificacio de sistemas.
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s(2)

- S s(4)
0.5

....... —15(5)
1s(1)
s(3)

a)

f

s

- —— )
N

-

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
(n x 1000)
b)

k(2)
1k(0)

k(4)
k(1)
k(3)

4 k(5)

1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

(n x 1000)
Figura 4.11: Convergéncia dos coeficientes s(i) = —sin ¢i(n) (a) e dos coeficientes

escalonados k(7)) = dql,-(n)/ﬁgn(n) (b). Fator de esquecimento 0.995, 8 bits de ex-

poente e 16 de mantissa. Algoritmo QR-LSL a priori, valores tedricos estao indicados

pelas linhas pontilhadas.
Seqliéncias mal condicionadas

Para observar o comportamento do algoritmo préximo da borda do dominio

de estabilidade S,(n) utilizou-se como entrada seqiiéncias periédicas simples. Seqiién-

cias deste tipo chegam arbitrariamente Proximo (dentro da precisio utilizada) de uma

situagdo de sinal perfeitamente preditivel e podem ser consideradas como casos limi-

tes de seqiiéncias mal condicionadas. Usou-se uma ordem M maior que a ordem i,

necessaria (a partir da qual o filtro em trelica degenera para linhas de atrasos, ver

secao 4.3.4). A seguir sio feitas algumas observagdes sobre og resultados de indmeros

experimentos em que, além de se considerar tais situaces, foram variados o nimero
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de bits da mantissa e o fator de esquecimento.

o Em todos os experimentos com sinais periédicos o algoritmo QR-LSL a priori
se mostrou estavel, mesmo com um nimero de bits de mantissa muito pequeno.

por exemplo 4 bits de mantissa. Esse compromisso é também apresentado pelo

algoritmo QR-LSL a posteriors, desde que programado utilizando-se rotacges

passivas. Tipicamente foram realizadas experimentos até 150000 iteracces.

o Para i < iy as varidveis do algoritmo QR-LSL a prior: convergem em toclos

os exemplos simulados para os valores esperados apds 2M iteracoes com uma

precisao que depende do tamanho da palavra bindria e do fator de esquecimento.
Em particular a condicio |55 (n)| = 7/2 é satisfeita para o indice iy esperado
com boa precisio.

¢ Depois de ocorrer o desacoplamento aproximado, para i > 10, passadas algumas

iteracdes n >> 2M, as varidveis do algoritmo se acomodam em valores que sao

funcéo de M, do A e do nimero de bits usado na representacao destas varidveis.

Sendo que o ndmero de iteragdes necessarias para as variaveis se acomodarem
depende essencialmente do valor de A

Como exemplo considera-se a seguinte sequéncia de observagao

{u()}={0 -1010 1010 ~101..}.

A figura 4.12 mostra o comportamento das variiveis 6{/2(11), — sin ¢;(n), Mysi(n) e
= 0.92, 16 bits de mantissa e 8 bits de expoente.
Esse comportamento pode ser resumidamente descrito da seguinte formas:

%1/2(”) para uma ordem M =7, )

o A medida que a ordem auments os valores de 20*10910(.{,-!/2(71)) (figura 4.124) se

acomodam em valores menores, sendo limitado pelo menor valor represent

avel
com 8 bits de expoente (—854dB)

)

o A figura 4.12b mostra a envoltéria da curva do erro da predigao progressiva a

priori normalizado #,(n). Quanto majs préximo de 1 for o valor de A, menor é

o valor em que [7(n)| se acomoda. No caso [72(n)|

se acomodou em 0.5470. Q
nimero de *bumps’ depende da ordem do filtro:
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a) c)
‘ x{0) e x(1) 1
0
\ (2) e x(3) .
X e X
-100
3 0 6
-200} x(4) e x(5)
050 |4
-300 X(6) e x(7)
; . 42 ; . .
05 1 15 2 25 3 05 1 15 2 25 3
(n x 1000) (n x 1000)
b) d)
0.6 14—
0.4
13 9(6)
0.2}

0 1.2 J 9(4)
oy 1 i 92

0.4
1 9(0)
05 1 15 2 25 3 0:5 1 15 2 25 3
(n x 1000) {n x 1000)

Figura 4.12: a) Energia do erro da predicdo progressiva z(i) = 20 log,o f,-f/z(n); b)
envoltéria do erro da predicio regressiva a priori normalizado 77(n); ) coeficiente de
reflexdo — sin ¢;(n), a correspondente curva estd indicada pelo indice 7; d) fator de

conversao g(z) = 'y,-—llz(n).

© A varidvel — sin ¢;(n) converge para 0 ou —1 alternando entre estes valores com

o incremento de 7. A figura 4.12¢ mostra, — sin ¢;(

n) para i = 2,4 e 6. Para
©=1,3,5 e 7 os coeficientes — sip éi(n)

assumem o valor Z€ro;

o A varidvel v7/*(n) converge para \~/2

Ou para uma situagdo em que varia
entre A=(=1)/2 o \-(i+1)/2

. Com o incremento de ; os valores se alternam entre

estas duas situacdes. A figura 4.12d mostra o comportamento de 'y,-—l/z(n) para

1 =0,2,4 e 6, sendo que estes valores convergem para 1.0000, 1.0870, 1.1815 e

1.2843 o que, como esperado sdo aproximadamente |

guais a A~0/2 \-2/2 )\-4/2 ¢
A7%2 As varidveis %—1/2(11), 1 =1,3,5e7, se alteram entre os valores 7,-_11/2(72)
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!

€ %it1 (n) assumindo em um instante de tempo um valor e no seguinte o outro.

. . -1/2
Para um sinal DC o comportamento das variaveis é semelhante sendo que 7, / (n)

nao oscila assumindo os valores )\~/2 para toda ordem 1.

E importante notar que quando se reduz o nimero de bits da mantissa

dev

e-se tomar o cuidado de utilizar valores de )\ que ainda possam ser representados

corretamente. Por exemplo, caso nio se tome este cuidado o comportamento das

varidveis nao mais assume a forma descrita na figura 4.12.

P

ara finalizar. cabe observar que para ¢ > i3 0 comportamento descrito se
deve aparentemente aos erros numeéricos, que no caso de um sinal periddico simples

como o utilizado. podem ter forte correlagdo com o sinal de entrada.

4.6 Comentdrios

Neste capitulo enfatizou-se que é possivel obter algoritmos RLS ripidos com

a propriedade da estabilidade retrograda. Obter algoritmos RLS rapidos com tal

propriedade, é de fato bastante importante, pois mostra que estes algoritmos nio

necessariamente sio instiveis quando implementados em precisao finita, como era
considerado até recentemente na literatura.

A maibr'parte das definicoes e propriedades utilizadas neste capitulo foram
introduzidas em [31] para mostrar que o algoritmo QR-
lidade retrégrada. Utilizando as mesmas defini¢des e
algoritmo QR-

LSL a posteriori tem estabi-

propriedades mostrou-se que o

LSL a priori, introduzido no capitulo 3, apresenta as seguintes caracte-
risticas: é minimo, isto é, o vetor de estados é formado por apenas 2M + 1 varidveis,

e além disso, satisfaz as propriedades de consisténcia e estabilidade retrogradas. Em

comparagao com o algoritmo QR-LSL ¢ posteriori, o algoritmo proposto nio necessita

de rotacdes passivas para garantir a estabilidade retrégrada. Tal fato decorre de que o

dominio de estabilidade do algoritmo QR-LSL ¢ priori é aberto. Isto é, nio existe um

limite superior para varidveis que definem o vetor de estados. No caso do algoritmo
QR-LSL a posteriori o dominio de estabilidade é fechado no que concerne aos erros de
predicdo. Por este motivo hi necessidade de rotacdes passivas para garantir a, atuacao

do algoritmo dentro do dominio de estabilidade.

Da mesma forma que o algoritmo QR-LSL ¢ postertori, o algoritmo QR-LSL
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@ priori é estavel mesmo para sequéncias mal condicionadas, como sinais preditiveis.
Nestas circunstancias outros algoritmos RLS rapidos, que nao possuem a propriedade
da estabilidade retrograda, apresentam problemas de instabilidade.

Considerando sinais estacionarios, foi feito uma analise dos valores médios
quadraticos que algumas variiveis dos algoritmos QR-LSL podem assumir. Tal anilise
permitiu obter informacées sobre a faixa dinamica, e consequentemente sobre a pre-
cisao necessaria para armazenamento das varidveis consideradas. No caso do valor
médio quadratico dos erros normalizados da predicio regressiva, relacionou-se precisio
necessaria para armazenamento da varidvel, com o fator de conversio \ e a ordem

M do problema de predicdo. Observou-se que existe um incremento do nimero de

bits, dado por —M logs A, para representar o erro normalizado de predicio regressiva

a posteriori, com a mesma predi¢do do erro normalizado da predi¢do regressiva a

priori. Entretanto, este incremento tem importancia significativa, apenas para or-

dens elevadas e fator de esquecimento pequeno. Convém notar que se as varidveis

dos algoritmos QR-LSL nio forem representadas com a precisio necessiria, apesar

da consisténcia retrograda ser mantida devido as convengées numeéricas adotadas, a

resposta fornecida pode nao ter significado.

Existem outras versdes de algoritmos QR-RLS rapidos, além das trés apre-

se citar 1, 19, 22, 34, 40]. Em par-
34], publicada em novembro de. 1995
que é semelhante ao QR-

sentadas neste trabalho. Como exemplo pode-

ticular, a referéncia ( » apresenta um algoritmo

LSL a priori, utilizando também a atualizacio do inverso do

fator de conversio e erros de predicdo a priori normalizados. Entretanto este algo-

ritmo foi obtido de forma totalmente diferente da apresentada neste trabalho. Além

disso, ndo foram feitas considerages sobre a estabilidade retrograda. A existéncia de

outros algoritmos que apresentam a estabilidade retrégrada, com uma, complexidade

computacional reduzida, é uma questao em aberto.
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Apéndice A

Propriedades estruturais resultantes da utilizacio

de dados seqiiénciais

Sao apresentadas neste apéndice as vérias representagoes da matriz de dados.

da matriz de autocorrelacio e da sua inversa, das correlagGes cruzadas e do fator de

conversao, considerando que a sequiéncia de observagio é formada, por dados sequen-

ciais deslocados no tempo (série temporal). Muitas das equagoes aqui apresentadas

sa0 bem conhecidas na literatura especializada, porém para facilitar a apresentagao

dos capitulos 2 e 3 e tornar a notagao mais familiar elas serio reapresentadas. Além

disso, demonstra-se as relagdes entre as vérias formas de representacao da inversa da

matriz de autocorrelagio, das correlagoes cruzadas e do fator de conversio.

A.l Repfesentagées Para a matriz de dados

A matriz de dados Apr(n) de dimensio (n+1)x M, com {u(t)

} representando
uma seqliéncia pré

-janelada de dados para 0 <{ < n, apresenta a seguinte forma

u(0) 0 0
u(1) u(0) 0
Am(n) = A’ (n) | wm - 1) u(M-2) u(0) : (A.1)
u(n —1) u(n—2) ... u(n — M)
u(n) u(n —1) ... u(n — M +1)

onde A(n) = diag{/\“,/\"‘l,...,l} € uma matriz de ponderagdo sendo A o fator de

esquecimento satisfazendo 0 << )\ < 1. A matriz A'%(n) pondera cada linha de
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indice £ + 1 da matriz de dados por Pl Aproveitando o fato da matriz Ay(n)
ser formada por dados sequenciais deslocados no tempo. sao apresentadas a seguir
algumas formas de represents-la.

a) Representagio em termos das n + 1 linhas,

T
Ani(n) = A(n) [ up(0) wp(1) ... upr(n) | (A.2)
onde
w0 = u(¢) we-1y ... u(l~ M +1) ] (A.3)

€ o vetor dos dados, de ordem M X 1, no instante (,0<t<n.

b) Representacio em termos das M colunas,

Am(n)=[a(m) am-1) ... a(n—M+1) |, (A.4)

onde

. 1/2 . . . T
a(n—i+4+1)= A (n) | uw( — ) u(2 — 1) uln—i+1) ]|, (AS5)
para 1 <i < M, sdo vetores de ordem (n+1)

%1, linearmentente independentes
entre si.

c) No caso de atualizagdo no tempo, a matriz de dados pode ser representada em
termos dos seguintes blocos:

M2Ap(n -1
Aum(n) = [ ;’( ) } : (A.6)
uj(n)
A matriz Ap(n — 1) de ordem n x M, representa a janela de dados no instante

n — 1. No instante n um novo dado deve ser considerado u(n). A inclusio do

novo dado aumenta o nimero de linhas da matriz de dados, sendo ul,(n) o
vetor de entrada definido em (A.3) para £ = n.

d) No caso da atualiza¢do na ordem do vetor passado a(n — M + 1)

» a representacao
pode ser feita como

An(n) = [ Ap_i(n) a(n— M + 1) ]. (A.7)
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e) No caso da atualizagdo na ordem do vetor futuro a(n) a representacio pode ser

feita como
OT
Aryoi(n—1)

Ap(n) = | a(n) (A.3)

A.2 Representacoes para matriz de autocorrelacio

A matriz de autocorrelacao dos dados de entrada, de ordem M x M. definida
como

Prr(n) = AR (n)Ap(n) = Z,\"‘-’ (O)uf, (0), (A.9)

£=0
pode ser atualizada no tempo e/ou na ordem, conforme se apresenta a seguir.

a) A atualizacio no tempo de ®,s(n) pode ser obtida representando-se A ps(n) con-

forme definida em (A.6), resultando em

Pr(n) = ABpr(n — 1) + up(n)ui,(n) (A.10)

b) A atualizacdo na ordem de Prr(n) pode ser obtida, representando-se A ps(n),

conforme definida em (A.7), resultando em

Do) = | BH-1(n) Dby (m)

,n>M>2 (A.11)
Q_i(n)  En)
onde 4 )
Eg(n) = lla(n — M + 1)|2 = 3° 4 ju(e — 41 4 12 (A.12)
=0

n

Qyoi(n) = AL (n)a(n — M + D) =23 2 up_(Ou(t - M +1). (A.13)

£=0

c) A atualizacio na ordem e no tempo de ®)/(n) pode ser obtida representando-se

Axr(n), conforme definida em (A.8), resultando em

f T n
tI)M(n)z o(n) 274 ( )

(A.14)
Qy_1(n) Bp_y(n—1)
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onde .
&(n) == la(n)|’ = oA (o) (A.15)
=0
e n
() =[0 AL (n-1) | atm) = 3" A tup i = 1yu(o). (A.16)
=0

Os elementos da diagonal principal de ®,/(n) sdo definidos como

al(n—i+1l)a(n—i+1)= i,\“-“ lu(¢ - 3))?
=0

para 1 < < M. Devido ao pré-janelamento tem-se g, seguinte igualdade

3t = )P = St g = gl

=0 £=0

assim € possivel expressar os elementos da diagonal principal de & m(n) como

a’(n—i+a(n —i+1) =&(n - )

para 1 <: < M. Cabe observar que Ef(n) = ¢J(n — M).

A.3 Representacoes para a inversa da matriz de

autocorrelacao

A seguir sdo apresentadas trés formas de atualizar no tempo e/ou na ordem
a inversa da matriz de autocorrelacao:

a) Aplicando o lema da inversio matricial na equagio (A.10) [38, cap. 13], tem-se

s (n) = A7 I - g(n)u;(n)] ®34(n - 1) (A.17)
onde _
gu(n) = ,\I—\l—uz}(wn()g;} Eiuiwgll)lM(n)' (A.18)
Definindo
mn) =7 u}f,(n)@;;‘\(n ~“Dup(n) ’ (A.19)

o vetor gas(n) pode ser expresso como (38, 27]

gm(n) = A" ym(n) @3 (n = )uy(n), (A.20)
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0 que € equivalente a

gu(n) = @3/ (n)up(n). (A.21)
Isolando vys(n) em (A.20), e utilizando (A.17), tem-se que
i(n) =1—gh(n)up(n)=1 - upy () @3} (n)up(n). (A.22)

Com auxilio das equacées (A.17) e (A.20), pode-se estabelecer a seguinte ex-

pressao para atualizacio no tempo da inversa da matriz de autocorrelacao
-1 . .
Py (n):

T
&5 (n) = A1 (n — 1) — EM(n)Ei(n)

.23
Tm(n) (A.23)

b) Considerando o caso da predigdo regressiva, com auxilio das equacgoes (A.11) e

(2.33), resulta a seguinte equacio de atualizagdo recursiva na ordem:
®. (n) 0
B3/ (n) = MoT‘( ) + Bur(n) B (n), (A.24)
onde
Bi(n) = [ —wil_,(n) 1]&2(n). (A.25)

c) Considerando o caso da predigdo progressiva, com auxilio das equagdes (A.l4) e

(2.44), resulta a seguinte equacio de atualizagdo recursiva no tempo e na ordem:
o =) % | R (A.26)
n) = Mn n), .
- " 0 ‘I)X;—l(n - 1) Y
onde
Fum)=[1 —wil_(n) | &/ (n). (A.27)

As equagdes (A.23), (A.24) e (A.26) representam trés formas equivalentes

de obter a inversa da matriz de autocorrelagdo. Em aritmética de precisao infinita, a

diferenca entre as equacdes (A.24) e (A.26) ¢ nula, resultando em
0 o7

0 ‘I’X;—l(n —1)

(I)X/Il—l(n) 0
OT

+Fu(n)Fi(n) — By (n)BT(n) = 0, (A.28)
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Utilizando a equacao (A.23),

na ordem M — 1 para representar ®y/ _,(n—1) em
(A.28), tem-se

(I';;Il—l(n) 0 Y
of 0

0 of J _
0 q);}—l(n) (A.29)
= GM(n)GL(n)—l—FM(n)F‘{,(n) — BM(h)BAT_I(n)

onde

Gum=N 3l [0 gL, (n) | (A.30)

A diferenga (A.29) pode ser reescrita como

Gi(n)
P(n) =ALP(n) LT = [ Gy(n) By(n) Fu(n) | J | BL(n) |, (A.31)
Fii(n)
| B! o 1 0 0 To
onde P(n) = M-1(n) },J: 0 -1 0 eLz[ ]
oT 0 I o
0 0 1

A equagdo (A.31) relaciona as trés formas de representar a inversa da matriz de

autocorrelagio e revela que o 'residuo do deslocamento’ tem posto 3 [10]

A.4 Correlacoes cruzadas

1) O vetor de correlagdo cruzada entre as sequéncias de observacdes definidas pela

matriz Ap(n) e o vetor de respostas desejadas d(n), definido na equagao (2.7)

u(n) = Ay (n)d(n) = 3" A~tups(0)d(e),

pode ser representado como

Ad(p —1
Qup(n) = [ AMPAT (0~ 1) up(n) ] (n—1) . (A.32)
d(n)
A equagdo (A.32) torna evidente a seguinte atualizacio no tempo:
Qur(n) = AQu(n —1) + upr(n)d(n). (A.33)
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Da mesma forma, os vetores Q5 (n) e Qf;_,(n), definidos respectivamente
em (A.13) e (A.16)

, podem ser obtidos de forma recorrente no tempo como

Q5 (n) = QY (n—-1)+ upr—i(n)u(n — M + 1)

Q{u_l(n) = /\Qﬁ,_l(n — 1)+ upr_i(n — 1)u(n).

2) Considerando a representacao da matriz de dados conforme (A7)

, 0 vetor do erro
da predi¢do regressiva definido em (2.25)

, pode ser expresso como

el (n) = Ap(n) [ _w?”’l“(") ] . (A.34)

A correlagdo cruzada entre o vetor do erro da predicio regressiva eb,_(

n)eo
vetor da resposta desejada d(n)

Ayi(n) = e§f_, (n)d(n),

pode ser expressa como

Abr-a(r) = [ —wiT_(n) 1] AL (n)d(n).
Usando (2.7) tem-se

Aya(n) = [ —wt_ (n) 1 | Qu(n). (A.35)

3) Considerands a representacao da matriz de dados conforme (A.8)

, 0 vetor do erro
da predicio progressiva definido em (

2.36) pode ser reescrito como

e{w-z(n) = Apr-1(n) [ Wfl () ] )
W2

A correlagdo cruzada entre o vetor do erro da predigio progressiva e{vf_z(n) e o

vetor de respostas desejadas no caso da, predicdo progressiva a(n — M + 1)

An—z(n) = ef_,(n)a(n — M + 1),

pode ser reescrita como

A2 = [ 1 ~wi ,(n) | AT, (n)a(n - M + 1).
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Usando (A.13) tem-se

Asa(n) =1 —wil (n) | Q8 (n). (A.36)

4) Considerando o vetor do erro da predicdo regressiva conforme apresentado em

(A.34), porém para M —2 e 5, — 1, a correlagdo cruzada entre o vetor do erro

da predigdo regressiva ehr—a(n —1) e o vetor de respostas desejadas no caso da

predicdo progressiva a(n)

7

Apog(n) = [ 0 eff_,(n—1) ]a(n)

pode ser reescrita como

Apoaln) = [ —wil_,(n—1) 1 [0 AL (e —1) |a(n).

Usando (A.16) tem-se

Au-aln) = [ Wi~ 1) 1] 0, (n). (A.37)

Como (A.37) e (A.36)

a0 iguals resulta na, sequinte igualdade de produto
interno de vetores:

[0 i) | Bm) = [l =) 1] 2y (A.38)

A.5 TFator de conversao

A seguir sdo apresentadas as interpretacdes usuais para o fator de conversio:

a) Utilizando a equacao (2.3), resulta a seguinte expressio para o erro de estimagao

a posteriors:

en(n) = d(n) — ujy(n)wa(n). (A.39)
Representando a operagao de atualizagio da, filtragem conforme (2.53) em (A.39),
e reconhecendo na expressio resultante o erro de estimacgdo a priori conforme
definido em (2.54), tem-se que

em(n) = (} — Uiy (n)gar(n))an (n).
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Com auxilio de (A.21) é possivel reconhecer var(n) conforme definido em (A.22)

resultando em

ear(n) = ay(n)yar(n). (A.40)
Da iltima linha da equagao (2.25), tem-se a seguinte expressao para o erro da
predicdo regressiva a posteriors:

(A.41)

b
br-i(n) = uln— M + 1) - u?\"l—l(")w?l'l—l(n) = uj,(n) [ e

e de (2.60), (2.59) e (2.61) tem-se que a operagao de adaptacio do filtro de erro
da predigao regressiva é definida como

Wh_i(n) = Whr(n —1) + gum-1(n)ar—1(n). (A.42)

Substituindo (A.42) em (A.41) resulta

bM_l('n) = ¢M_1(n)'yM_1(n). (A43)
Da dltima linha da equacio (2.36), tem-se a seguinte €Xpressao para o erro da
predicdo progressiva a posteriori

T

fu-1(n) = u(n) —ufy_(n = 1)wi,_,(n) = uI (n) l :

(A.44)
“Wﬁl—l(n)

e de (2.63), (2.59) e (2.64) tem-se que a operagao de adaptagao do filtro de erro
da predi¢do-progressiva é definida como

Wir—i(n) = Wi, (n — 1) + gy (n — D)na—1(n). (A.45)

Substituindo (A.45) em (A.44) resulta

fu-a(n) = M-1(n)ym-i1(n — 1). (A.46)

Desta forma, yp(n) pode ser interpretado como fator de conversao, transfor-

mando 0s erros a priori nos erro a posteriori, isto ocorre tanto no caso da
estimacdo, como nos casos das predigoes progressiva e regressiva. O que j4 era

esperado, porque os casos de predi¢do sdo problemas de estimacdo para um sinal
desejado particular.
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b) A equacio (A.23) pode ser reescrita como

T
A (n = 1B (n) = T - AB,,(n — 1)84(1)EM()

A AT
Yar(n) { )

usando gas(n) como definido em (A.20) tem-se
A (n— 1)®,,(n) =1 — upr(n)gl, (n).
Aplicando o determinante em ambos os lados da equagao anterior tem-se
det(A D/ (n — 1)@,,(n)) = det(I - ups(n)gar(n)).

Como det(I — up(n)gr(n)) = det(

1 — ug(n)gy(n)), com auxilio de (A.22)
resulta a seguinte expressao:

det(q)M(n — 1)) . _
& det(@pr(m)) = 4t = up(n)gpr(n) = yu(n). (A.48)

Desta forma, fica demonstrado que yp(n) é proporcional & relagao entre os

determinantes da matriz de autocorrelagio dos dados de entrada em instantes

de tempo sucessivos.

¢) Aplicando a seguinte regra de determinante [35]

a b
det =det({d ~ca! b) det(a

C

nas equagdes (A.11) e (A.14), e reconhecendo respectivamente (2.33) e (2.44),

resulta Bas(r)|
det |®ps(n
Ehr—1(n) = ERAT et (A.49)
) s ___ det[®p(n)| _
Em-i(n) = T S —s (A.50)

Destas duas dltimas expresses conclui-se que

1 8yoy(n)
ha-i(n) = A

é proporcional também relacdo entre as energias de predicio
progressiva e regressiva.

(A.51)

A varidvel v(.)
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A partir da representagdo (A.22) para (.), e considerando as equagdes de
atualizagao da inversa da matriz de autocorrelagio (A.24) e (A.26), é possivel obter

expressoes de atualizagdes no tempo efou na ordem para ¥(.) como demonstrado a

seguir.

a) Considerando (A.24) é possivel reescrever ( A.22) em termos do erro da predicio

regressiva a posteriori

lbar—1(n)|?

7M(n) = m-1(n) — 6?\4—1(”) .

(A.52)

b) Considerando (A.26) é possivel reescrever (A.22) em termos do erro de predicio

progressiva a posteriori

7M(n):fWW_¢n-1)-Uﬁtﬂﬂ@lﬁ (A.53)

f
€p—1(n)
_ Para finalizar esta se¢do, cabe observar que

0 <m(n) <1, (A.54)

o que decorre diretamente de (A.19), pois o termo uls(n)®3/ (n — 1)upy(n) é sempre

maior ou igual a zero, podendo ser infinito quando ®(n — 1) é singular [38].
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Apéndice B

Erro normalizado em angulo e estrutura de

McWhirter

Neste apéndice é demonstrado que o tiltimo elemento do vetor de respostas
desejadas d(n) rotacionado por Qar(n) é o erro de estimagio normalizado em angulo
em(n), resultado que pode ser encontrado na referéncia [20]. Decorrente desta de-
monstracdo faz-se uma interpretacio geométrica para a atualizacio no tempo dos
vetores dql(n) e dq2(n). E apresentada também a estrutura de McWhirter, a qual

permite o calculo do erro de estimagao sem efetuar o cdlculo dos coeficientes do filtro

transversal.

B.1 Erro normalizado em angulo

Na se¢do 2.3 do capitulo 2, definiu-se Qps(n) como a matriz que ortogonaliza
a matriz de dados e rotaciona o vetor de respostas desejadas, resultando na matriz

triangular supgrior R (n) e no vetor dq(n):
Ru(n) dql(n)
Qu(n) | Ay(n) d(n) | = . B.1)
[ Au(n) d(n) ] 0 dgz(n (
Considerando a atualizagio no tempo da matriz unitiria Qum(n) conforme equacio

(2.84), a equagdo (B.1) pode ser reescrita como

Tos(n) Qu(n—1) 0| | M2Ap(n—1) A/2d(n-1) _
M o7 1 uZ(n) d(n) B
AM2Rp(n —1) AY2dql(n — 1)
= Ty (n) 0 Adq2(n —1) | . (B2)
uzs(n) d(n)
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A matriz Ta(n) é o produto de M rotacoes de Givens, utilizadas para anular os

elementos do vetor uj;(n) na equagio (B.2). Consequentemente, Tps(n) apresenta a

seguinte estrutura:

Ta(n) = 0

O elemento ¢(n) representa
M
c(n) =[] cos 62 (n), (B.4)
=1
sendo que os angulos 0?(n) sio calculados de forma a eliminar os elementos do vetor
upy(n) em (B.2).

A equagdo (B.2) pode ser reescrita como

V(r) 0 y(n) AR pr(n —1) AMdql(n —1)
I o 0 A2dq2(n—1) | =

—xT(n) 0T ¢(n) | u?(n) d(n)

[ Rur(n) dqi(n)
0 dq2(n)

Desta tltima equagdo matricial é possivel obter as seguintes expressbes de recorréncia

no tempo:

Ru(n) = M2V (n)Ru(n — 1) + y(n)uly(n), (B.5)
dql(n) = A/*V(n)dql(n — 1) + y(n)d(n), (B.6)

M2dq2(n — 1
dq2(n) = q2(n — 1)

(B.7)
c(n)d(n) — AT (n)dql(n — 1)
=N2xT(n)Ryy(n — 1) + c(n)ul(n) = 0. (B.8)
A equacio (B.8) pode ser reescrita como
AT () Rpr(n— 1) = ul;(n)e(n). (B.9)
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Define-se o 1iltimo elemeno do vetor dq2(n), equagio (B.7), como

v(n) = ¢(n)d(n) — \*xT(n)dql(n — 1).
Considerando (2.74) para n — 1 e a equacio (B.9), tem-se que

A/ (m)dql(n — 1) = e(n)ul (n)war(n — 1),

assim v(n) pode ser reescrito como

o(n) = e(n)(d(n) — ul (m)war(n — 1)).
Reconhecendo o erro de predicio a priori, conforme definido na equagdo (2.54), tem-se
v(n) = ¢(n)ap(n).

Da equacdo (2.78), conclui-se que o dltimo elemento do vetor
em(n) = Q27(n)Q2(n)d(n)

é o erro de estimagio a posteriori de ordem M no instante n. Com auxilio das

equagdes (2.84) e (B.3) é possivel obter a seguinte equagio recorrente no tempo para

atualizagdo da matriz Q2(n):

RO =) o || 20D 0

0* 1 (B.10)
=[ Q2(n - 1) 0 ]
—xT(n)QL(n—1) ¢(n) |

Desta ultima. équagé,o é possivel expressar (2.78) como

Q27 (n)dq2(n) = l Q2'(n 1) —Q17(n - 1)x(n) ] { A2dg2(n — 1) } |

o7 e(n) c(n)an(n)

{ 0 . 0] Ql(n—1) 0

De onde conclui-se que o ltimo elemento do vetor Q27(n)Q2(n)d(n) pode ser ex-

presso como
2
em(n) = c*(n)ay(n).
Entdo, c?(n) é a variavel que transforma o erro de estimacao a priori no erro de
) C P

estimagio a posteriori, representando o fator de conversio vm(n), conforme definido

em (A.40). Assim, o dltimo elemento do vetor dq2(n)

v(n) = 11" (n)an(n) = ep(n),
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dq2()

Figura B.1: Atualizagio no tempo do vetor da resposta desejada rotacionado.

representa o erro normalizado em angulo definido em (2.57) e este vetor pode ser

€XPresso como

dq2(n) = [ (B.11)

A2dq2(n — 1) ]
em(n) .

Cabe observar que a matriz V(n) é a mesma matriz I'(n) na secao 2.6 do capitulo 2

e os vetores y(n) e X(n) sdo respectivamente os vetores b(n) e 'y,l\,;z(n)a(n)

Interpretagio geométrica

Da equagao (B.6) é possivel observar que o vetor dql(n) fica no mesmo
espago M dimensional de dq1(n—1), isto é, a sua dimenso nio aumenta. Da equagao
(B.11) é possivel observar e o vetor dq2(n) tem duas componentes ortogonais, o vetor
dq2(n — 1) e uma nova componente na direcdo que foi acrescido o avango do tempo

em(n) que é o erro de estimacgio normalizado em angulo. A figura B.1 ilustra esta

interpretacio.

B.2 Estrutura de McWhirter

A equagdo (2.87) mostra que as operacoes de adaptagdo e de filtragem dos

algoritmos QR-RLS podem ser descritas pelo seguinte sistema variante no tempo

dql(n) . A2dql(n — 1) }
=83 (n s B.12
[ em(n) ] ) { d(n) (512
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1\))"1/2 A dqly(n) [}J” ~ dql,(n) l;)"” p dql,(n)
8y 0, 8 —
b £ W Yi'm) >
£5(n) = dn) & 2 s e,

cos0 f’ ")

- —>
H 5inB ()" sin@P (1)
—> — >

cosa f’ n)

Figura B.2: Estrutura de McWhirter para M = 3.

onde a matriz unitdria S},(n) é a matriz de sistema. Os erros de estimagio a pos-
teriori podem ser obtidos diretamente, a partir de (B.12), sem efetuar a operagio
de substituigdes sucessivas necessérias no cilculo do vetor de coeficientes do filtro
transversal way(n) [20]. A equagdo (B.12) caracteriza um sistema ortogonal variante
no tempo devido as caracteristicas da prépria matriz S%1(n), a qual representa o pro-
duto de M rotagdes de Givens. Este sistema pode ser representado como uma cascata
de sistemas ortogonais de primeira ordem, conhecida como estrutura de McWhirter
[33], conforme representado na figura B.2 para ordem M = 3. Nesta estrutura cada
bloco € caracterizado por uma rotagio de Givens definida por 6%(n) na seguinte forma:
[ dqi;(n) ] B [ cos 02(n) sin 62(n) ] [ M2dqlin —1) }

ei(n) sin0?(n) cos6%(n) €i~1(n)

Cabe observar que neste caso a raiz quadrada de 7]1‘,{2(11) pode ser calculada através

(B.13)

da seguinte expressio [38]:

1/2 M
7]\,{ (n) = ]_:[cos Gf(n) . (B.14)

A equagédo (B.14) pode ser reescrita como
% (n) = 7Li(n) cos B2 (n) (B.15)

para qualquer ordem 7, com 1 < 1 < M. Esta tiltima, expressio permite realizar a

atualizacdo na ordem do fator de convers3o.
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Apéndice C

Sobre a atualizacao na ordem dos coeficientes do

filtro de erro de predicao

Neste apéndice sdo apresentadas as equagdes de atualiza¢do na ordem dos
coeficicientes dos filtros de erro de predicio da estrutura transversal. Demonstra-se
que a atualizagdo na ordem destes coeficientes normalizados e do vetor normalizado
do ganho de Kalman pode ser feita a partir dos angulos que definem a estrutura em

trelica normalizada ¢;(n) e dos angulos que definem a estrutura de McWhirter 0¥(n).

C.1 Atualizagao dos coeficientes do filtro transver-

sal

Considerando a representacio da matriz de autocorrelagao conforme (A.14)

para ordem M — 1, as equagdes (2.44) e (2.39) reescritas para ordem M — 1, podem

ser agrupadas como

_WM_2 0

f n

Usando a representagio de ®p(n), conforme (A.11), e reconhecendo (A.36) e (C.1)

tem-se que:

1 f]fvl—z(n)
Dp(n) | —wi,_,(n) | = 0 . (C.2)
0 AM-2('R)

Considerando a representagio da matriz de autocorrelagio, conforme (A.11)

para odem M — 1, as equagdes (2.33) e (2.28) reescritas para odem M — 1 podem
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ser agrupadas como
—Wir_a(n) 0
Do = C.3
M-1(n) [ ] [fﬁl_z(n) ] (C.3)

Usando a representacio de ®p(n), conforme (A.14), e reconhecendo (A.37) e (C.3),

tem-se que:

0 Ap_a(n)
Bp(n) | —wh_,(n—1) | = 0 : (C.4)
1 Ehr—a(n —1)

Subtraindo (C.2) da equagio (C.4) multiplicada em ambos os lados por K, (n),

resulta em

1 0
Pu(n) || —wipa(n) | —kao(n) | —wh_,(n—1) | | =
0 1
(C.5)
Eb—s(n) Ap—2(n)
= 0 - kl{l—l(n) 0
Apr_a(n) Ehr_a(n — 1)
De (3.23) tem-se que
Apr—a(n) = &_5(n = Dk, _, (n)
e de (3.24), é possivel concluir que
61{4—1(71) = 51{,,_2(n) - kI{II—I(n)AM—2(n)’
assim, a equagdo (C.5) pode ser reescrita como
1 S
2y (n) [ , ] - [ () } - (©5)
—War—y(n) 0

Subtraindo (C.4) da equagdo (C.2) multiplicada em ambos os lados por k8 (n)
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resulta em
0 1
Prr(n) ~Wh_a(n — 1) | = kjyoa(n) | =wi,_5(n) =
1 0
(C.7)
AM_g(n) 5{4—2(”)
= 0 — k3 y(n) 0
Ehr_a(n — 1) Apr-a(n)

De (3.17) tem-se que
Ap—2(n) = k?\l—l(n)éi{/[—2(n)
e de (3.19) é possivel concluir que
Evor(n) = Epr—a(n — 1) - k;’w_l(n)AM_g(n),
assim (C.7) pode ser reescrita como:
—wb,_,(n 0
‘I’M(n)[ M‘”]:[ . w (C.8)
1 Eh-1(n)

De (C.5) e (C.6) decorre a seguinte equagio recorrente na ordem para calculo do vetor

de coeficientes do filtro de predigdo progressiva:

L 0
{ —wfl » ] = —w}(,l_z(n) - k1{4—1(n) —wi ,(n—1) |. (C.9)
M-1 0 ;

De (C.7) e (C.8) decorre a seguinte equacio recorrente na ordem e no tempo para

calculo do vetor de coeficientes do filtro de predigao regressiva:

0 1
[ _Wg\l—l(n) ]

1 = | =Wh_a(n—1) | —ky_y(n) —W£/I~2(") : (C.10)
1 ' 0
As equagdes (C.9) e (C.10) sdo validas para qualquer ordem i com 1 < i < M, sendo

usadas para atualizagdo na ordem dos coeficientes dos filtros de predicdo progressiva

e regressiva a partir dos coeficientes de reflexdo da predigio progressiva e regressiva.
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As equagoes (C.9) e (C.10) sdo recorrentes na ordem e no tempo, entretanto

€ possivel eliminar a recorréncia no tempo destas equagdes. Considere-se a equagao

(A.42) para ordem i — 1 reescrita como

—W?—l(n —1)= _W?—l(”) + gi-1(n)Yi_1(n). (C.11)

Substituindo (C.11) nas equagdes (C.9) e (C.10) reescritas para ordem t, resulta em

0
(C.12)
0 0
—k{(n) | —w_(n) | =K (n)pic(n) | g,_,(n)
1 0
€
b 1
[—w,(n)]__k?(n) —wl ) |+
: 0
(C.13)
0 0
+| —whii(n) | +%i-1(n) | gioi(n)
1 0

Com isto foi introduzido na atualizagdo dos coeficientes do filtro transversal de erro
de predi¢do o vetor do ganho do Kalman g;_,(n). A atualizagdo na ordem do vetor

8i(n) pode ser obtida substituindo (A.24) em (A.21) e reconhecendo a equagio (A.41)
para ordem 7 — 1 resultando em

(r) = 8i_1(n)
gi(n) = [ 0

+

(C.14)

1 ?-1(”).

A atualizacdo na ordem do vetor g;(n) pode também ser obtida substituindo (A.26)

em (A.21) e reconhecendo a equagio (A.44) para ordem i — 1 resultando em

(n) = 0 ! fiza(n) C.15
i) [g,-_1<n—1)]+[—w{_1<n>]éf_1<n> (€49

~wb_,(n) ] bi_y(n)
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Com (C.15) a atualizagio do vetor g;(n) é feita de forma recorrente na ordem e no

tempo. Usando (C.14) a atualizagio do vetor g;(n) é feita de forma recorrente apenas

na ordem.

C.2 Atualizacao dos coeficientes do filtro transver-
sal normalizado
As equagdes (C.12) e (C.13) juntamente com (C.14) podem ser reescritas

em funcdo dos vetores normalizados Fit1(n), Biy1(n) e Giyi(n) (definidos para uma

ordem M em (A.25), (A.27) e (A.30) respectivamente), resultando em

[ ¥, (n) | [ [FTm) 0] |
BLi(n) | =) | [0 B(n) ] |, paral<i<M, (C.16)
Gli(n) | I G:"‘(n) 0] I

onde 3;(n) é definida como a seguinte matriz:

i Esz() k’(,)ﬁ””() ~7 3 )k (n)pi_a(n) |
I PR (TR U
&% (n) V()i ()
3i(n) = C.17
(=) 5?/2( ) &% (n) X728 (n) (C17)
0 A/2b;_y (n) 73 (n)
i 74 (n)e% (n) 7% (n)

Utilizando as equagdes (3.37) e (3.38) juntamente com as equacdes do item 3.6 a

matriz 3;(n) pode ser expressa em funcio dos angulos ¢;(n) e 62(n), isto é

1 —AY2%sin ¢, _ sing;sin 6? ]
cos¢;  cos ¢, ;:os 0 cos ¢; cos 6?
. 1/2 b
Bi(n) = smqb A sin 0; . (C.18)
cos¢; cosg;cosf?  cos ¢, cos 6?
6
31725067 sin
0 Cos 9” cos §°

Os indices (n) dos angulos ¢;(rn) e 62(n) foram suprimidos para, simplificar a notagao.

A matriz ¥;(n) pode ser representada como o produto de duas matrizes uma em
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fungdo dos dngulos ¢;(n) e outra em funcio dos angulos Hf(n)
L sing 11 o 0
cos ¢; cos ¢; A\/2 sin §°
Ti(n) = | 0% ! 0 cos 6" cos §? (C.19)
cos¢; cos ¢, AL/2 sir; gb 1 :
L 0 0 L J | cos §° cos §?

As equagdes (C.16) fazem a atualizacio na ordem dos vetores de coeficientes de
predi¢éo normalizados F;, (n) e B,,,(n) e do vetor do ganho de Kalman normal-
izado G;y,(n) a partir dos angulos que definem a estrutura em trelica normalizada

¢i(n) e dos angulos que definem a estrutura de McWhirter 0%(n). Esta atualizacio

pode também ser representada através de polinémios em z. Considere-se o vetor

z 22 zt T
Zn =1 & i 7 |
e os polinébmios em z
zZT 1
Fli 122) = rl b 020)
A7) = —w{(n)] (
2%, [ -win)
Biy1(~5p) = —atl ' C.21
+(57) 7 (n) X (C.21)
e
zr 0
Gipi(557) = 22 ] (C.22)
YT | gin)

As equagdes de atualizagio na ordem dos vetores dos coeficientes (C.16) podem ser

expressas em termos de atualizagdo na ordem dos polinémios em z

Fin(557) Fi(5m)
Biyi(5fz) | = %i(n,2) | Bi(x&) |» paral <i< M, (C.23)
Givi(xim) Gi(xm)
onde i =
1 _ sin d’i 1 0 0
cos ¢; Cos @; z sin §°
Bi(n,z) = | _Sno 0 cos 8! cos 02-’
cos i cos ¢ zsin bf 1
L 0 0 1 0 cos !  cosf |

Cabe observar que nas expressdes (C.20) a (C.22) a de

omitida para facilitar a notagio. Além disso, para ordem 0 vale Fi(ym) = fo_fﬂ(n)

2 -b/2
Bl(,W?) = <o /

pendéncia com o tempo n foi

)

(n), Gi(55z) = 0 e no instante zero Gi(xi7z) =0 para 1 <i < M.
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Apéndice D

Condicao de excitagao persistente e

condicionamento da matriz de dados

Para sinais perfeitamente preditiveis e A < 1 a matriz de dados com o passar
do tempo se aproxima arbitrariamente de uma situacdo de posto nulo. Para sinais
nao perfeitamente preditiveis a matriz de dados Ap(n) pode nao estar préxima de
tal situagdo. A ‘distdncia’ de Ap(n) da ‘deficiéncia do posto’ pode ser expressa
utilizando-se a dispersido dos seus valores singulares, definida como

Smax (1)

x(n) = Smin()

onde Smax(n) e smin(n) sao respectivamente o maior e o menor entre os M valores
singulares si(n), com 1 <7 < M, de Ap(n). Quando x(n) = oo, isto é, quando

existe uma grande dispersio de valores singulares, a matriz Ap(n) se aproxima da

b

‘deficiéncia do posto’, e vice-versa. E interessante notar que os valores singulares
de Ap(n), e consequentemente x(n), estio diretamente relacionados & condigdo de

persisténcia da excitagdo que exige, para que a excitacdo seja persistente, a existéncia
de duas constantes positivas b; e b, tais que !
0 < b1 <AL (n)Au(n) < byl < co. (D.1)

Para se chegar a esta conclusao basta considerar a decomposi¢io em valores singulares

de Ap(n):

Au(n) = Up(n)Sa(n)Va(n), (D.2)
onde Sy(n) = Diag{si(n), 1 < i < M} e Upy(n) e V,,(n) sio matrizes unitarias,
respectivamente de dimenséo (n 4+ 1) x M e M x M. Com (D.2) resulta de imediato

@u(n) = Ajs(n)Am(n) = Vig(n)Shy(n)Var(n) (D.3)

1A notagio B < C indica que a matriz C — B é positiva definida, e B < C indica que a matriz
C — B ¢ positiva semidefinida.
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e consequentemente

ng - AL(TI)AM(?’Z) Z 0& ng - S%,[(TL) Z 0 bg 2 sfnax(n) (D4)
c
Af(n)Am(n) = bI>0 o Si(n) —bI>0e b < s (n). (D.5)

Conclui-se portanto que se existem constantes 0 < b; < by <oo tais que para qualquer

n2M-—12072vale0 < b <sZ(n)<s?, (n)< by, entdo o espalhamento dos

valores singulares x(n) € limitado superiormente, isto &,

x(n) < \/% (D.6)

e a condigdo de persisténcia de excitacio

0 <bI<skin(m)I< AL (n)Ay(n) < 52, (n)I < by < oo (D.7)

¢ atendida. As relagdes (D.4) e (D.5) mostram que se a condicio (D.7) de per-
sisténcia de excitacdo é atendida entfo o espalhamento dos valores singulares x(n)
€ limitado superiormente, pois s_. (1) é limitado inferiormente e Smax(™) € limitado
superiormente. Por outro lado, como x(n) pode ser limitado mesmo em situagoes
em que S,y (1) € s;0(n) sdo arbitrariamente grandes ou arbitrariamente pequenos
é necessdrio introduzir uma condigdo a mais para fazer com que (D.1) seja equiva-
lente a existéncia de um limite superior para X(n). Uma possibilidade é exigir que a
poténcia do sinal ¢{(n) =ezn:o A"~ |u(£)|* seja limitada inferiormente e superiormente

para Vn > 0 por duas constantes positivas 3; e B;:
0 < 61 < &f(n) < Ba < oo. (D.8)
Supondo entdo que x(n) é limitado superiormente, isto é,
x(n) <r,, ¥n2>0,
é relativamente simples obter um limite inferior para s

min(n) € superior para s2, (n):

2Com u(0) # 0, deve-se considerar n tal que n > M —1 > 0, pois caso contrério A y (n) terd pelo
menos uma coluna nula e portanto smi,(n) serd necessariamente nulo.
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a) Limite inferior para s2, (n):

A norma de Frobenius de ®,,(n) satisfaz

Z 12:5()[*)'? = [ @um(n)llp =

t,j=1

= \/traco (8%, (1)@ (n)) = \/trago (VI (n)S4;(n) Vs () =

— \Jtrago (S3,(n)) = ,lg si(n) < VM s, (n)

Desta forma

£(n) < VMs2, (n). (D.9)
Como (
?nax n) 2
S?rlin(n) ST (B-10)

resulta entdo que

()<\/—7‘2.s2 (n)

0°min

e portanto

531 fo( ) _ 2

< s

\/_T2 —= \/_7‘2 min (Tl)

b) Limite superior para s2_ (n):.

max

Considerando que

M=

) s(n) = trago(®u(n) = Y &(n— 1)

i=1 =0

e que £{(n) > Al (n — ¢), resultam as seguintes desigualdades:

n ‘f'n,
s2.( E Z eln—i) < Z _Mfo( )

M-1
i=0 /\

Desta forma

e (D.11)
Utilizando (D.10) resulta entio

32 (n) < ‘250( )

max o)\M 1°

Considerando (D.8) obtém-se o resultado desejado

2
2 702
Smax(n) < AAOJ—I.
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Com isto a persisténcia da excitacdo é garantida pois

B rof
0< _\/erz'l Smin(m) < AT (n)Ap(n) < 52, (n)I < AM= l<oo

Finalmente, cabe notar que no caso de excitagio persistente a poténcia, {é (n) do
sinal necessariamente é limitada inferiormente e superiormente por duas constantes

positivas. Esta é uma conclusdo direta das expressoes (D.11), (D.9), (D.4) e (D.5):

MMy < AMIST (n) < € (n) < VMt (n) < V/Mb,.

Estes resultados podem ser resumidos no seguinte lema:

Lema: As seguintes afirmagdes sio equivalentes

1) Para qualquer instante n a energia do sinal pré-janelado é uniformemente limitada
superiormente e inferiormente, e o espalhamento dos valores singulares da matriz de
dados Ap(n) é uniformemente limitado superiormente, isto é, existem constantes

positivas By, B2 e r, tais que

0<Bi<E (n)<Pr<oo

x(n) < r, < co.

2) A excitagio é persistente, isto &, existem constantes positivas b, e b; de tal forma

que
0< bll < A (n)AM(n) < ng < 0.

Além disso, dadas as condigdes de 1, valem:

a)

b — B e b — 7‘3,52
l—rgx/ﬁ 2T M1

b) e para qualquer instante n > M — 1 > 0,

€o( )

\/__r —1 < 2 m( )I S Aﬂ(n)AM(n) S S?nax(n)l - 2A£1?4 (1 )I < 0,

onde s2; (n) e s, (n) s3o respectivamente o menor e o maior valor singular da matriz

de dados As(n).
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Apéndice E

Lista dos principais simbolos

an—i+1) = [z\gu(O—i+1),/\E;_lu(1—i+1),...,/\%u(n—l—i+1),u(n—i+1)]T
- vetor de dados com n + 1 linhas, sendo o elemento da linha ¢ + 1 igual a

/\"T_lu(ﬁ—i+1)para0§£7§ne1SiSM;

Ap(n) = [A(4,))] = ,\";2'+_l[u(z ~ 7)] - matriz de dados pré-janelada de dimenséo
(n+1) x M;

bi—1(£) - resposta de um filtro de erro da predigdo regressiva de ordem i — 1 no

instante ¢ com coeficientes 6timos do instante ¢
bi(€) = [bo(£),b1(€),...,b;1(€)]T - vetor de erro de predigdo regressiva com ¢ linhas;

b;_1(€) - resposta de um filtro de erro da predicio regressiva de ordem i — 1 no

instante £ com coeficientes 6timos do instante n;

b;(£) = [66(£),b,(¢),...,'_,(0)]T - vetor de erro de predicdo regressiva com i linhas;

d(n) - resposta desejada no instante n;

d(n) = [A2d(0), A" T d(1),..., 7d(n — 1),d(n)]T - vetor de resposta desejada com
n + 1 linhas, sendo o elemento da linha £ + 1 igual a /\nT_ld(E), para 0 </ < n;

Dy (n) = diag{€i(n),...,&,_,(n)} - matriz diagonal de dimensdo M x M, com o
i-ésimo elemento da diagonal definido pela energia da resposta de um filtro de

erro da predigdo regressiva de ordem i — 1 com 1 <1< M;

ei-1({) - erro de estimagdo de ordem i — 1 no instante ¢ obtido com coeficientes

6timos do instante n;
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e;,_1(n) = [/\ge,'_l(O),/\%;le;_l(l),...,/\%ei_l(n — 1), ei-1(n)]T - vetor com n + 1
elementos, com o elemento da linha ¢ + 1 definido como /\"T—[e,-_l(f) para 0 <
¢ < m;

el_1(n) = AFbL_1(0), A" bi_y(1),...,A%b_,(n — 1),5_,(n)]” - vetor com n + 1 Ii-

nhas, com o elemento da linha ¢ 4+ 1 definido como /\Lz_‘lbf_l((’) para 0 < { < n;

eli(n) = IS0, N3 FLy(1), .. A Ly (n = 1), fL ()] - vetor com n + 1

linhas, com o elemento da linha ¢+ 1 definido como A%~ i—1(0) para 0 < ¢ < m;

fi—1(£) - resposta de um filtro de erro da predigdo progressiva de ordem 7 — 1 no

instante £ com coeficientes étimos do instante ¢,

fi-1(€) - resposta de um filtro de erro da predicio progressiva de ordem 7 — 1 no

instante £ com coeficientes étimos do instante n;
gi(n) - vetor com ¢ elementos definido como ®; ' (n)u;(n);

K;(n) - matriz triangular superior de dimenséo 7 x ¢ cujos elementos da diagonal

principal sdo unitérios.
k?(n) - coeficiente de reflexdo da predigao regressiva com 1 < i < M;

ki (n) = [K}(n),..., k. (n)] - vetor com M linhas, com os elementos definidos pelos

coeficientes de reflexdo da predigdo regressiva kb (n)

k{(n) - coeficiente de regressio com 1 < i < M,

ks (n) = [k4(n),..., k& (n)] - vetor com M linhas, com os elementos definidos pelos

coeficientes regressao kf(n);
k{(n) - coeficiente de reflexio da predigdo progressiva com 1 < i < M;

kis(n) = [kl (n),... ,k{f(n)] - vetor com M linhas, com os elementos definidos pelos
coeficientes de reflexdo da predicao progressiva klf (n);
Pay(n) = AM(n)(Afd(n)AM(n))‘lAa(n) - matriz de dimensdo (n+1) x (n+1) que

representa o operador de proje¢do no espago definido pelas colunas da matriz

An(n);
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Qi(n) - matriz unitaria de dimensdo (n +1) x (n + 1) que triangulariza uma matriz

de dados com ¢ colunas e n + 1 linhas;
R;(n) - matriz triangular superior de dimenséo i x i;

S{(n) - matriz de dimenséo (i +1) X (i + 1), que descreve as operagdes de adaptacao

e filtragem do algoritmo RLS convencionaf;

S(n) - matriz de dimensao (i +1) x (i + 1), que descreve as operagoes de adaptacao

e filiragem dos algoritmos QR-RLS que usam rotagdes de Givens;

S#(n) - matriz de dimensdo (i +1) x (s + 1), que descreve as operagoes de adaptacio
e filtragem dos algoritmos que utilizam o procedimento de ortogonalizagio de
Gram-Schmidt;

u(n) - dado de entrada no instante n;

ui(n—t) = [u(n —t),u(n —t—1),...u(n —t — i+ 1]7 - vetor de dados com 7 linhas
e0<t< l;

w;_;(n) - coeficiente do filtro transversal de um problema de estimacao de ordem M

no tempon com 1 <: < M;

wa(n) = [wo(n),...,wp—1(n)]T - vetor com M linhas, com elementos definidos

pelos coeficientes do filtro transversal de estimacio no tempo n;

w?_,(n) - coeficiente do filtro transversal de um problema de predigio regressiva de

ordem M no tempon com 1 < i < M:

wh(n) = [wh(n), ..., wh_,(n)]T - vetor com M linhas, com elementos definidos

pelos coeficientes do filtro transversal de predicao regressiva no tempo n;

wl | (n) - coeficiente do filtro transversal de um problema de predigio progressiva de

ordem M no tempon com1 < i < M:

wi(n) = [wa(n),...,w]{J_l(n)]T - vetor com M linhas, com elementos definidos

pelos coeficientes do filtro transversal de predigdo progressiva no tempo n;

@;-1(n) - erro de estimagio a priori de ordem 7 — 1 no instante n;
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vi-1(n) - fator de conversao;
€i—1(n) - erro de estimacao normalizado em angulo de ordem 7 — 1 no instante n:

€?_,(n) - erro da predicio regressiva normalizado em angulo de ordem :—1 no instante

n,

el (n) - erro da predigdo progressiva normalizado em angulo de ordem i — 1 no

instante n;

ni-1(n) - erro de predicio progressiva de ordem i — 1 no instante n;

f(n) - angulos que definem a estrutura de McWhirter nos casos de estimagdo e

predicdo regressiva de ordem M com 1 <:1< M;

6! (n) - 4ngulos que definem a estrutura de McWhirter no caso de predi¢dao progres-

siva de ordem M com 1 <1 < M;

A - fator de esquecimento;

A(n) = diag(A",A*~1,..., A", 1) - matriz diagonal de dimensio (n+1) x (n+1),

com o elemento da linha £ + 1 igual a A*~¢, para 0 < ¢ < n;
§ici(n) = eﬁl(n)e;_l(n) - energia do erro de estimacao;
*1(n) = e (n)et_ (n) - energia do erro da predicio regressiva;

f,-f_l(n) = e;-'&_Tl(n)e{_l(n) - energia do erro de predigao progressiva;

$i(n) - dngulos que definem os coeficientes de reflexio de uma estrutura em trelica

normalizada para um problema de predi¢io de ordem M com 1 <1< M,
®r(n) = AN (n)Ap(n) - matriz de autocorrelagio;
Pi—1(n) - erro de predigio regressiva de ordem i — 1 no instante n;

Qup(n) = AL (n)dp(n) - vetor de correlacdo cruzada,;



