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RESUMO

Neste trabalho faz-se um estudo sobre filtros IIR adaptativos e é apresentada uma estru-
tura polifdsica para filtragem IIR adaptativa, que, em troca de um aumento de complexidade
computacional, pode apresentar caracteristicas mais favordveis do que a estrutura direta co-
mumente usada. O aumento da complexidade computacional, relativamente a um algoritmo
do tipo Newton, por exemplo, é pequeno.

Apresenta-se uma andlise dos efeitos da proximidade ao circulo unitédrio dos polos do
sistema sendo modelado. Um dos efeitos considerados é o comportamento limite do condi-
cionamento da matriz de estados associada ao algoritmo de adaptacao. Sao considerados
algoritmos de adaptacio de passo constante de uso comum para filtros IIR adaptativos. O
método utilizado é particularmente ttil para a verificacao do efeito da posigao dos polos do
sistema sendo modelado e também para a introdugao de certas restrigoes ao mesmo, como
por exemplo, norma L, fixa e resposta em frequéncia passa-tudo. Um resultado interessante
¢ que a vnica situacao, entre as testadas, em que o condicionamento da matriz mencionada
néio tende a infinito quando um nimero qualquer de polos do sistema sendo modelado H(z)
se aproxima da circunferéncia unitéria, é quando H(z) é passa-tudo e emprega-se o algoritmo
PLR.

S30 analisadas também a superficie de erro e a superficie de erro reduzida para filtros
IIR adaptativos. Mostra-se que, quando o sistema sendo modelado possui polos préximos
a circunferéncia unitdria, a superficie de erro reduzida apresenta regices planas com erro
quadrético médio elevado. A existéncia destas regioes resulta em uma baixa velocidade de
convergéncia global de algoritmos de passo constante.

A partir da decomposicao em valores singulares (SVD) da forma de Hankel do sistema
sendo modelado, é apresentada também uma decomposicdo da superficie de erro reduzida,
a partir da qual pode-se obter uma separacgao parcial dos efeitos do sistema sendo modelado
e da forma de realizagao do filtro adaptativo.

Uma estrutura polifdsica para filtragem IIR adaptativa ¢ apresentada e seu desempenho
é comparado com o de filtros IIR adaptativos na forma direta. Mostra-se o possivel ganho

da estrutura polifdsica quanto a velocidade de convergéncia local e quanto s caracteristicas



da superficie de erro reduzida e & velocidade de convergéncia global. Demonstra-se, para
a estrutura polifdsica, que, com entrada branca e modelamento suficiente, todos os pontos
estaciondrios da superficie de erro sao minimos globais da mesma. Este resultado nao decorre
diretamente de propriedades andlogas relativas a estrutura direta, ja conhecidas.

Tanto para a estrutura direta quanto para a estrutura polifdsica, sao apresentados os

resultados de véarias simulagoes dos algoritmos de adaptagao considerados.



ABSTRACT

A study on IIR adaptive filters and a polyphase structure for IIR adaptive filtering
are presented. In exchange for an increase in computational complexity, which is small if
compared to Newton algorithms, the polyphase structure may exhibit a better performance
than direct structures.

An analysis of the effects of the proximity to the unit circle of the modelled system’s poles
is presented. One of the considered points is the limiting behaviour of the condition of the
state matrix related to the adaptive algorithm. Commonly used constant gain algorithms
are considered. The method of analysis is specially usefull for verifying the effects of the
position of the system’s poles and also for introducing certain restrictions to the system,
as fixed L, norm and all-pass frequency response. An interesting result is that, among the
situations that were tested, the only one in which the condition of the aforementioned matrix
does not tend to infinity as the poles of the modelled system H(z) tend to the unit circle is
when H(z) ¢é is all-pass and the PLR algorithm is employed.

The error surface and the reduced error surface for IIR adaptive filters are also analysed.
It is shown that when the modelled system has poles close to the unit circle the reduced
error surface presents flat regions with high mean square error. The presence of these flat
regions results in low global convergence speed for constant gain adaptive algorithms.

Based on the singular value decomposition (SVD) of the modelled system’s Hankel form,
a decomposition of the reduced error surface is also presented. In it there exists a partial
separation of the effects of the system and the adaptive filter’s structure.

A polyphase structure for IIR adaptive filtering is presented and its performance is com-
pared to the performance of the direct structure. The gain in local convergence and global
convergence speed, as well as the better behaviour of the reduced error surface which may be
attained, are shown. It is demonstrated, for the polyphase structure, that, with white input
and sufficient modelling, all the stationary points of the error surface are global minima.
This result does not follow directly from similar well known results for the direct structure.

Simulation results for the considered algoritmhs are also presented.
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Capitulo 1

Introducao

Técnicas de processamento digital de sinais tem sido crescentemente utilizadas em diversos
campos de atividade, tais como telecomunicacoes, automagao e controle de processos indus-
triais, radar e sonar, engenharia biomédica e sismologia[l2]. Em todas estas aplicagoes &
comum nao se dispor de um conhecimento prévio das caracterfsticas dos sinais envolvidos,
o que exige o emprego de técnicas adaptativas de processamento.

A utilizagdo de filtros FIR (resposta ao pulso unitdrio de duracéo finita) adaptativos j&
é uma técnica bastante evoluida [12], [15], [2]. Tem o inconveniente, porém, de modelar o
sistema real envolvido na aplicagdo como um sistema cuja fun¢ao de transferéncia sé pos-
sul zeros e nao polos. Consequentemente, se o sistema real tiver polos pouco amortecidos
serd necessario um grande nimero de coeficientes para o filtro FIR adaptativo, o que re-
duz a eficiéncia geral da solugdo. Nestes casos, filtros IIR (resposta ao pulso unitdrio de
duragéo infinita) adaptativos sdo potencialmente mais eficientes, por possuirem funcao de
transferéncia com polos e zeros. Por outro lado, aprésentam aspectos probleméticos como
o da velocidade de convergéncia ¢ o controle de estabilidade. Além disso, o seu tratamento
analitico é consideravelmente mais dificil do que o de filtros FIR adaptativos, existindo as-
pectos importantes relativamente pouco explorados, como o das propriedades da superficie
de erro. Devido a este fatores, o uso de filtros IIR adaptativos é ainda relativamente restrito.

Neste trabalho faz-se um estudo sobre filtros IIR adaptativos e é apresentada uma es-
trutura polifdsica para filtragem IIR adaptativa, que, em troca de um aumento de com-
plexidade computacional, apresenta caracteristicas mais favordveis do que a estrutura direta
comumente usada. Nos dois itens a seguir é feito um resumo dos capitulos do trabalho e

sao destacadas as contribuigoes apresentadas (No inicio de cada capitulo hd um resumo mais



detalhado do mesmo). Nos itens subsequentes algumas aplicagoes praticas importantes de
filtros IIR adaptativos sdo enquadradas em um mesmo problema genérico, o qual servird
entao de ponto de partida para as andlises realizadas nos demais capitulos da tese. Sao

introduzidas também certas defini¢des e propriedades a serem utilizadas.

1.1 Resumo dos capitulos

No Capitulo 2 sao descritos algoritmos de adaptagao comumente usados para filtros IIR adap-
tativos implementados na forma direta e seu comportamento é analisado. Sao considerados:
o algoritmo do gradiente recursivo (RG), o algoritmo baseado no método de identificagao
Steiglitz-McBride (SMM), o algoritmo baseado na regresséo pseudo-linear (PLR) e o algo-
ritmo SHARF. Apresenta-se uma andlise do efeito da proximidade ao circulo unitério dos
polos do sistema sendo modelado. Sao apresentadas vérias simulacoes da execucao dos algo-
ritmos de adaptacdo em questdo, onde sdo exemplificados os aspectos analisados do ponto
de visto tedrico nos itens precedentes.

No Capitulo 3 sao analisadas a superficie de erro ¢ a superficie de erro reduzida para
filtros IIR adaptativos. Para algoritmos de adaptagao do tipo gradiente, como o algoritmo
RG as propriedades destas superficies tem relacoes diretas tanto com a sua convergéncia
global (ponto inicial distante do étimo) quanto com a sua convergéncia local (nas imediagoes
do ponto étimo). Para outros tipos de algoritmos estas relagoes nao sao tao diretas, porém,
pode-se observar, na prédtica, que sao importantes: por exemplo, em regioes onde a superficie
de erro é excessivamente plana a convergéncia de todos os algoritmos considerados é lenta.
No Item 3.4, a partir da decomposigéo em valores singulares (SVD) da forma de Hankel do
sistema sendo modelado, é apresentada uma decomposigao da superficie de erro reduzida. A
partir desta decomposicao outros resultados sao obtidos. No Item 3.6, mostra-se que, quando
o sistema sendo identificado possui polos préximos & circunferéncia unitéria, a superficie de
erro reduzida apresenta regides planas com erro quadritico médio elevado. A existéncia
destas regioces resulta em uma baixa velocidade de convergéncia global de algoritmos de
passo constante, como exemplificado pelos resultados de simulacoes apresentados no Item
4.5.

No Capitulo 4 apresenta-se uma estrutura polifdsica para filtragem IIR adaptativa e seu

desempenho é comparado com o de filtros IIR adaptativos na forma direta. No Item 4.1



a expansdo polifdsica de uma funcao racional é formulada e ¢ analisada a questao de sua
unicidade. No Item 4.3 a andlise da convergéncia local de algoritmos de passo constante
para filtros IIR adaptativos na forma direta, realizada nos Itens 2.2 a 2.6, é extendida para
filtros IIR adaptativos na forma polifésica. Mostra-se como as condigoes de positividade rela-
clonadas & convergéncia dos algoritmos podem ser menos restritivas no caso polifdsico. A
anslise permite também uma compreensao do possivel ganho da estrutura polifdsica quanto a
velocidade de convergéncia local. Em seguida passa-se a analisar a superficie de erro reduzida
para o caso da estrutura polifisica. No Item 4.4 demonstra-se, para a estrutura polifédsica,
que, com entrada branca e modelamento suficiente, todos os pontos estaciondrios da super-
ficie de erro sao minimos globais da mesma. Deve-se notar que esta propriedade nao decorre
diretamente de propriedades andlogas relativas & estrutura direta, jé bastante conhecidas, e
trata-se portanto de um resultado novo. No Item 4.5, a partir da expressao para a superficie
de erro reduzida obtida no item anterior, mostra-se a possivel melhoria da mesma em relacao
ao caso da estrutura direta. Para um dado sistema sendo modelado H(z), a planicidade da.
superficie de erro reduzida em regides distantes do minimo global, resultante da existéncia de
polos de H(z) préximos & circunferéncia unitéria, tende a ser menos pronunciada do que no
caso da estrutura direta, o que resulta em uma maior velocidade de convergéncia global de
algoritmos de passo constante. Finalmente, no Item 4.6 sao mostrados exemplos préaticos da

aplicacao da estrutura polifdsica, e seu desempenho é comparado com o da estrutura direta.

1.2 Contribuicoes apresentadas

As contribuicdes apresentadas neste trabalho, na ordem em que aparecem no mesmo, estao

relacionadas a seguir:

e No Item 2.2, considerando o caso genérico em que a matriz de estados do sistema
associado ao algoritmo (matriz de estados da ODE) nao é simétrica, sao obtidas relagoes
entre os valores singulares extremos desta matriz, o passo de adaptacao mdximo e a

velocidade de convergéncia local do algoritmo de adaptagao.

e No Item 2.2 mostra-se que a simetria desta matriz de estados favorece a validade da
aproximacao da convergéncia local do algoritmo de adaptacao pelo decaimento dos

modos normais de um sistema linear livre associado ao mesmo.



e No Item 2.3, mostra-se com exemplos, como, para o algoritmo RG, a proximidade a
circunferéncia unitdria dos polos do sistema sendo modelado pode reduzir a parcela

que pode ser garantida do dominio de atragao do minimo global.

e No Item 2.4 é apresentada uma interpretagéo simples da passagem da forma off-line

do algoritmo SMM para a sua forma recursiva.

e No Item 2.6 apresenta-se um método de anélise do efeito da proximidade ao circulo
unitédrio dos polos do sistema sendo modelado no condicionamento da matriz de es-
tados da ODE. O método de andlise apresentado é baseado em uma transposicao ao
dominio da frequéncia de certas formas quadréticas cujos limites superior e inferior cor-
respondem aos valores singulares extremos da matriz em questao. Fsta transposicao
ao dominio da frequéncia é bastante conveniente para a verificagao do efeito da posicao
dos polos do sistema sendo modelado. E conveniente também para a introducio de
certas restricdes ao mesmo, como por exemplo, norma L, fixa e resposta em frequéncia

passa-tudo.

e A anilise apresentada no Item 2.6 permite verificar que, das situagoes testadas, a tinica
situacao em que o espalhamento dos valores singulares da matriz de estados da ODE
nao tende a infinito quando um nimero qualquer de polos do sistema sendo modelado
H(z) se aproxima da circunferéncia unitdria, é quando H (z) é passa-tudo e emprega-se

o algoritmo PLR.

e Também segue da mesma andlise, que, para o algoritmo SHARF, o aparente ideal em
termos do atendimento de uma condi¢ao de positividade necessdria para convergéncia,
nao &, necessariamente, o ideal em termos da velocidade de convergéncia local do

algoritmo.

e Ainda em referéncia ao Item 2.6, as relagoes obtidas entre as velocidades de crescimento
ou decaimento dos valores singulares extremos da matriz de estados da ODE para os
diferentes algoritmos permitem estabelecer relagoes entre os valores limites para estas

mesmas grandezas, mesmo sem especificar completamente H(z).

o No Item 3.4, a partir da decomposicao em valores singulares (SVD) da forma de Han-

kel do sistema sendo modelado, é apresentada uma decomposigao da superticie de erro



reduzida. A partir deste resultado, obtém-se entdo uma expressao para a matriz Hes-
siana no minimo global da superficie de erro reduzida, sendo que nesta expressao existe

uma separacao parcial dos efeitos do sistema sendo modelado e da forma de realizagao

do filtro adaptativo.

e No Item 3.6, mostra-se que quando o sistema sendo identificado possui polos préximos
a circunferéncia unitdria a superficie de erro reduzida apresenta regioes planas com erro
quadritico médio elevado. A existéncia destas regioes resulta em uma baixa velocidade
de convergéncia global de algoritmos de passo constante, como exemplificado pelos

resultados de simulagoes apresentados no Item 2.7.

e No Ttem 4.1, os polinémios da expansdo polifdsica de uma fungao racional sao obtidos

a partir de uma descri¢ao no espago de estados da mesma.

e No Item 4.1 é analisada a questao da unicidade da expansao polifdsica e é introduzido

o conceito de expansao polifasica principal.

e No Item 4.3.4 é analisado o possivel ganho da estrutura polifdsica quanto ao condi-

cionamento da matriz de estados associada a cada algoritmo.

e No Item 4.4 demonstra-se, para a estrutura polifdsica, que, com entrada branca e
modelamento suficiente, todos os pontos estaciondrios da superficie de erro sao minimos
globais da mesma. Esta propriedade nao decorre diretamente de propriedades andlogas

relativas & estrutura direta, jé conhecidas.

e No Item 4.5, mostra-se a possivel melhoria da superficie de erro reduzida para a estru-

tura polifdsica em relagao & da estrutura direta.

1.3 Formulacgao genérica do problema de filtragem adap-
tativa

Diferentes aplicacoes de filtros adaptativos podem ser formuladas em termos do seguinte

problema genérico [1]: sdo dadas duas sequéncias u(n) e y(n), relacionadas por

y(n) = H(z)u(n) + ((n), (1.1)



onde u(n) e ((n) sdo sequéncias aleatérias estaciondrias, possivelmente estatisticamente in-
dependentes entre si, e H(z) é uma fungéo de transferéncia estédvel e causall. Deseja-se, a
partir de u(n) e y(n), obter uma aproximacao racional H(z) de H(z), de modo a minimizar
uma determinada funcao custo que depende da aplicagao especifica.

Nos demais capitulos desta tese, a funcao de transferéncia H(z) que resulta da formulacao
do problema especifico na forma geral dada por (1.1), é referida como a funcao de trans-
feréncia do ”sistema sendo modelado”. O significado fisico de H(z) dependerd da aplicagao
especifica, como serd visto a seguir.

Nos itens subsequentes, para maior simplicidade, o fato de, na prética, H (2) ser variante
no tempo (devido & natureza recursiva do processo de adaptacdo) nao ¢ ainda explicitado
na notacao. A indicagdo da dependéncia de H (2) em relagao ao tempo n é introduzida no

Capitulo 2.

1.4 Aplicacoes de filtros IIR adaptativos

1.4.1 Identificagao de sistemas

Consideremos inicialmente uma formulacao genérica do problema de identificagao de sis-
temas. Como representado na Figura 1-1, u(n) é a entrada do sistema S e ((n) é uma
perturbacao que leva em conta a existéncia de entradas nao conhecidas do sistema ou de

ruido de medida. O sinal medido na saida é dado por

y(n) = S{u(n),¢(n)}), (1.2)

onde o conjunto {u(n),{(n)} é formado por valores de u ¢ { em n e em instantes anteriores
an [16], [L7], [18].

Formulado desta maneira genérica, o problema de identificagao consiste em obter um
modelo § (pertencente a uma determinada classe de modelos admitidos) de tal modo que a

estimativa

9(n) = 5({u(n), y(n)}) (1.3)

aproxime y(n) de maneira étima segundo um determinado critério, por exemplo, a mini-

L H(z), quando multiplica uma sequéncia em n, é interpretado como um operador que consiste na combi-
nagdo de retardos. Notar que zu(n) = u(n — 1).
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¢(n)

Figura 1-1: representagao entrada/saida de sistema

mizagdo do erro quadrdtico médio de estimacdo Ele®(n)], com e(n) = y(n) — §(n). Notar
que, a principio, o modelo S leva em conta toda a informagao disponivel, isto é, o conjunto
dos valores de entrada e saida do sistema.

No caso em que a classe de modelos admitidos for a dos sistemas lineares, a expressao

(1.3) pode ser escrita como
J(n) = Hu(z)u(n) + H,(2)y(n). (14)

Com imposi¢oes adicionais 4 classe de modelos podemos associar o problema. de identificacao

aos seguintes problemas de filtros adaptativos:

e filtro FIR de uma entrada:

e filtro FIR de duas entradas:

Hu(2) = B(2),
Hy(z) =1— A(z);

e filtro IIR de uma entrada:

=
I

]
—

ﬁucz) = Alz)’
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e filtro IIR de duas entradas:

5y Blz)
U(z) - A(Z)’
ﬁy(z) . ZEZ

Os polinémios A(z) empregados nestas expressoes tem a forma
Alz) =14+ a1z 4+ +ap2",
e os demals tem a mesma forma que
B(z) = by + b1z + - - - + bpr2™.

Muitas vezes dispde-se de mais informagoes sobre a estrutura do problema do que a
indicada por (1.2). Por exemplo, pode-se saber que sistema ¢é linear e a perturbaggo {(n)
¢ apenas ruido de medida (ndo conhecido), estatisticamente independente de u(n), ou seja,
que y(n) é dado por

y(n) = H(z)u(n) + ((n). (1.5)

O problema se enquadra agora na formulagao genérica dada por (1.1).

Neste caso é razodvel que se queira usar como critério de identificagao nao mais o erro de

estimagdo e(n) = y(n) — §(n), como acima, mas o erro de aprozimagdo definido aqui como
e(n) =y(n) —g(n), ((n) =0, (1.6)

o que equivale a dizer que, no caso geral ((n) # 0, deseja-se aproximar em y(n) apenas a
parcela devida ao sistema propriamente dito e nao a parcela devida ao ruido de medida. O
erro de aproximagao, porém, ao contrdrio do erro de estimagao, nao é diretamente acessivel
para efeitos de adaptagao, pois o ruido de medida {(n) néo é conhecido. Vejamos como isto
se reflete para as diferentes classes de filtros adaptativos consideradas acima.

No caso de se usar um filtro IIR de uma entrada, fazendo H (2) = ﬁu(z), temos y(n) =

12



f[(z)u(n) e portanto
e(n) = y(n) = §(n) = [H(2) = H@)u(n) +((n). (L7)

Com u(n) e ((n) estatisticamente independentes, a funcao H (z) que minimiza o erro médio
quadrético de aproximacao F[e2(n)] é a mesma que que minimiza o erro quadrdtico médio
de estimacao E[e?(n)]. Portanto, o fato de €(n) ser inacessivel nao impede a obtencao de
um H (2) que minimize seu valor quadréitico médio.

Por outro lado, no caso de um filtro FIR de duas entradas, terfamos y(n) = B(z)u(n) +

[1 — A(2)]y(n) e o erro de estimagao seria

e(n) = y(n) —¥(n) = Al2)y(n) — B(z)u(n)
= [A(2)H(z) = B(z)Ju(n) + A(z)¢(n), (1.8)

ao passo que o erro de aproximagao seria
(n) = [A()H(z) — B()u(n). (19)

As funcdes B(z) e A(z) que minimizam E[e%(n)], portanto, ndo sdo as mesmas que mini-
mizam E[e(n)], o que constitui uma desvantagem do filtro FIR de duas entradas em relacao

ao filtro ITR, neste caso.

1.4.2 Cancelamento de eco

Nesta categoria de aplicagoes podemos encontrar o problema de cancelamento de eco em
conexoes telefénicas, representado na Figura 1-2, onde, na terminologia do item anterior,
j4 & suposto que H (2) & um filtro adaptativo de uma entrada. Nesta figura, u(n) é o sinal
recebido da outra extremidade da conexao, a saida da hibrida é y(n) = H(z)u(n)+ {(n), onde
H(z) ¢ a funcao de transferéncia de eco da hibrida e {(n) & o sinal gerado localmente, e e(n)
é o sinal enviado & outra extremidade. Esta formulagao, portanto, se enquadra diretamente
em (1.1).

O objetivo aqui é que y(n) = H(z)u(n) cancele a parcela H(z)u(n) refletida na hibrida,
o que equivale a minimizar E[e?(n)] onde e(n) é o erro de aproximagio definido em (1.6).

Como j4 esté-se considerando um filtro adaptativo de uma entrada, €(n) também pode ser

13



H(z) Hibrida

e(n) ﬂ(n)/L— JONE N
@

Figura 1-2: cancelamento de eco em telefonia

escrito como

e(n) = [H(2) — H(2)Ju(n). (1.10)

Com isso, e(n) deve corresponder, idealmente, apenas ao sinal local {(n). Como no item
anterior, com u(n) e ((n) independentes e de média nula, a minimizagdo de Ele*(n)] é

obtida com a minimizagao de E[e*(n)].

B(z) H(z)
C(n
(n) >— "
o L—A(z) v
9(n)

Figura 1-3: cancelamento com filtro FIR de duas entradas

Notar que, para esta aplicacao, ao contrério do que foi visto no item anterior, nao poderia
ser usado para o cdlculo de e(n), ao invés de um filtro IIR, um filtro FIR de duas entradas,
como representado na figura 1-3. Isto porque o sinal e(n) que passaria a ser mandado para

a outra extremidade nao conteria o sinal local ((n) mas uma versao distorcida do mesmo,
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A(2)¢(n). Por outro lado, ao introduzir-se o processo de adaptagao dos coeficientes do filtro,
estas classes de filtros adaptativos podem ser de certa forma misturadas: por exemplo, pode-
se usar um filtro IIR de uma entrada para calcular o sinal e(n) enviado & outra extremidade,

e um filtro FIR de duas entradas para obter
ee(n) = A(2)y(n) — B(z)u(n), (1.11)

que seria usado apenas no processo de adaptagao dos coeficientes, que teria como objetivo
entdo minimizar F[e?(n)]. Como a adaptagao ¢é feita para um filtro FIR, alguns problemas
importantes encontrados na adaptacao de filtros IIR nao ocorrem neste caso. Na literatura
de filtros adaptativos este método é denominado "método do erro de equagdo ” [3]. H4 uma

contrapartida, porém: escrevendo
ee(n) = [A(z)H(z) — B(2)]u(n) + A(2)¢(n), (1.12)

podemos ver que a minimizacao de Ele%(n)] realizada no método do erro de equagao nao

implica na desejada minimizacao do erro de aproximacao (ver (1.10)).

1.4.3 Equalizagao adaptativa de canal em transmissao digital

Como representado na Figura 1-4, y(n) agora ¢ a sequéncia de simbolos transmitidos, G(z)
é a funcdo de transferéncia do canal de transmissdo, u(n) é a entrada do receptor, 7n(n) é
o ruido de entrada do receptor e H (2) é o equalizador adaptativo [20],{21]. Restringindo a
andlise aos casos em que G(z) ¢ de fase minima, podemos colocar o problema na forma de

(1.1), escrevendo:

= H(2)u(n) +¢{(n), (1.13)

onde agora u(n) e ((n) ndo sdo estatisticamente independentes. O objetivo da equalizagao é
produzir um sinal §(n) a partir do qual o simbolo transmitido y(n) possa ser detectado com

uma baixa taxa de erro. Para tanto deve-se minimizar o erro quadrédtico médio de estimagao
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j(n)

y(n) i”(”’ [ e

G(2) + H(z) - (JIB‘ -

u(n)

Figura 1-4: equalizagao adaptativa em transmissao digital

E[eX(n)], com e(n) = y(n) — §(n) = y(n) — H(2)u(n).

A Figura 1-4 representa a fase de treinamento do equalizador, na qual a sequéncia y(n) é
conhecida. Nesta situacao, um filtro FIR de duas entradas poderia ser usado como alternativa
ao filtro IIR. Durante a fase de operacao, porém, no lugar do sinal y(n) tem que usar-sec uma
estimativa, recaindo-se de qualquer modo em uma estrutura recursiva: se a estimativa usada
for y(n) tem-se exatamente o caso IIR; se a estimativa usada for o simbolo detectado a partir

de 7(n) tem-se a estrutura chamada Decision Feedback Equalizer [21].

1.4.4 Cancelamento de ruido sonoro

Outra aplicacdo ainda de filtros IIR adaptativos é no cancelamento de ruido sonoro [24],
representado na Figura 1-5. Neste caso o objetivo é cancelar o efeito da fonte de ruido no
sensor primdrio, utilizando para tanto uma fonte de ruido secundéria gerada a partir da
filtragem H (z) do ruido obtido de um sensor de referéncia. Sobre o sensor primério incidem
ainda outros sinais sonoros que nao devem prejudicar a adaptagao de H (2).

Em diagrama de blocos, o problema de cancelamento de ruido sonoro esté representado
na Figura 1-6, onde r(n) é o sinal produzido pela fonte de ruido, G1(z) é a funcéo de
transferéncia entre a fonte de ruido e o sensor primdrio, Go(2) é a fungao de transferéncia
entre a fonte de ruido e o sensor de referéncia, G3(z) é a fungéo de transferéncia entre a
fonte de ruido secundéria e o sensor primdrio e 7(n) é a soma dos demais sons do ambiente
no sensor primério. Foi considerado que hd um alto desacoplamento entre a fonte de ruido
secundéria e o sensor de referéncia.

Conceitualmente, podemos separar o problema em dois outros, j& vistos acima: 1) iden-

tificagao de G3(z) (Figura 1-7) e 2) cancelamento de [G1(2)/Ga(2)Ju(n), supondo Gy(z) de
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fonte de ruido
bom ambiente

sensor de osenaor primdrio €L

referéncia

L

E)
i3

ﬂy T

fonte de ruido
secundéria

Figura 1-5: cancelamento de ruido sonoro

fase minima (Figura 1-8). Na prética, a solu¢ao conjunta destes dois problemas dependerd
das particularidades da aplicagio, por exemplo, da mobilidade da fonte de ruido e do sensor
primério, da viabilidade de usar um sinal internamente gerado para realizar a identificacao

de G3(z), etc.

1.5 Algumas definicoes e propriedades
Neste item sao apresentadas definigoes e propriedades que serao utilizadas no restante do

trabalho.

1.5.1 Espagos e propriedades de fungoes em =z
Consideremos inicialmente o espago Ly das fungdes f(z) que tem norma L, finita:

1/2

17(2) /|fe""|dw/27r £,
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Gl(z)

G3(2) ® -

Gz(Z)

)
&

Figura 1-6: diagrama de blocos do cancelamento de ruido sonoro

Gi(n) = n(n) + G1(2)r(n)

u(n) 9(n) ‘

'L Gs3(2) D
= 71(n
Hl (Z) /)‘\

wy(n) i 0 n(n)

e1(n)

Figura 1-7: identificacao da funcao de transferéncia entre a fonte secundéria e o sensor
primério

Uma funcio que pertence a Ly pode ser expandida em uma série de Fourier Y > Fik,
|z| =1, de modo que

=0, |z|]=1

lim
N—oo

N
f(z) — Z fr2®
k=—N
Esta convergéncia em norma L, é sub-entendida ao se escrever simplesmente
oo
f(z) = Z fi2®, 2l =1
k=—o00

Notar que, de modo geral, a regiao de convergéncia de expansoes como a acima nao se limita
ao circulo unitdrio |z| = 1. Na maloria dos casos, porém, nao serd necessério considerar

explicitamente as regides de convergéncia das expansoes utilizadas, sendo suficiente que a
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uln) 1 1/Gy(2) Gi(2)
?}(n) CZ(”) b 77(”)
= Hy(2) 1/Gs(z) Gs(z) ——D—
U (T2 / ?}Q(n)

ey(n)

Figura 1-8: cancelamento de ruido apds identificacao de G3(z)

circunferéncia unitéria faga parte destas regioes.
Serd, conveniente em certos casos separar uma fungao qualquer f(z) = > oo _ fiz" em

suas projegdes estritamente causal [f(2)], = > oo, fr2* € anti-causal [f(z)]_ D T

f&) =Y fid =[f@) +[f(2),
k=—o00
Empregaremos ainda a notagao [f (z)]( 1 £ 5% » [x2" para representar a projecéo causal de
f(z)elf (z)](_) = Z;:l;oo fr2* para a sua projegéo estritamente anti-causal.
Um sub-espaco das funcoes Ly em 2z particularmente importante é o sub-espago de Hardy
H,, definido como o conjunto das fungdes f(z) de norma L, finita e que admitem uma

expansao em somatdria causal:
Ha={f(2) |f(z) € Lo, f(z) =) _fud", el =1} (1.14)
k=0

(em outros termos, f(z2) é estével e causal). Se f(z) for uma funcao racional

—A2) S l4a1z4...+ayM’

entdao f(z) € Hy se os polos de A(z) estiverem fora do circulo unitdrio. Notar que

B(z7Y)/A(z™') = f(271) tem os polos dentro do circulo unitério e sua expansao ¢ dada
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por

B(z™! = 2 k
Agz_li =Y get= Y S (1.15)

k=—co0
ou seja, se B(z)/A(z) € Hy entao B(z')/A(z ') é uma fungdo estdvel (tem norma L, finita)
e anti-causal. Analogamente se B(z)/A(z) € Hy e for estritamente causal (by = 0) entdo
B(z71)/A(27!) é uma funcdo estdvel e estritamente anti-causal.

Dadas duas funcoes f(z) e g (2) de Ly define-se o seu produto interno como

a 1
27Tj |z|=1

(/(2),9(2) @ ZE = Y fuge (1.16)

k=—o00

(subentende-se que a integral de linha & feita no sentido anti-hordrio). Pode-se verificar
diretamente que para quaisquer f(z), h(2) € g(z) de Ly o produto interno possui as seguintes

propriedades:

(f(2)(2), 9(2)) = (f(2), h(z"")g(2)) e (f(2),9(2)) = (9(2), f(2)),  (L.17)

e que a norma Ly também pode ser expressa como

oo 1/2
1£(2)Il = (f(2), F(2))/* = (Z f) : (1.18)

k=-o00

O produto interno pode ser usado para exprimir a correlagdo entre dois sinais v(n) =
F(2)u(n) e v(n) = G(2)u(n) obtidos pela passagem de um mesmo sinal de entrada u(n) por

dois sistemas diferentes:

I
—~
o)
—
N
~—
Q
—
N
~—
A%
—~
N
~—
~

Elu(n)y(n)]
= (F(2)5u(2),G(2)) (1.19)

onde S,(z) = Su(27!) é a transformada z da autocorrelacao da entrada u(n):
o0

Su(z) = Y Elu(n)u(n + k)]2". (1.20)

k=—00

Uma outra operacao de interesse é a derivada de um produto interno em relagao a um

determinado pardmetro w, que pode ser escrita como:
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D)9l = %kgjwfw > (e ) oo 5 ()

k=—o00

= (L rteo@) + (Fe) gm0t (121)

Por fim, a seguinte definicao serd utilizada no restante deste trabalho:

Definicao 1.1 O grau deg[H(2)] de uma fun¢do H(z) qualquer é o menor nimero de re-

tardos necessdrios para implementar H(z).

1.5.2 Propriedades de autovalores e valores singulares

Indiquemos os autovalores de uma matriz H por {X\;(H)}. Em algumas situacdes serd

necessdrio caracterizar os autovalores médximo e minimo de uma matriz simétrica positiva

semi-definida. A seguinte propriedade serd entao ttil:

Propriedade 1.1 O maior e o menor autovalores de uma matriz H simétrica positiva semi-

definida sdo dados por

x T Hx
NH) = >0 1.22
e\ (1)) =g X > 0.2
e
x ' Hx
in{\;(H)} =mi >0. 185
min{);(H)} min —=— >0 (1.23)

Prova: Uma vez que H é simétrica, H é também uma matriz normal, isto &, HH' =

H'"H. Sendo uma matriz normal, segue que sempre pode ser escrita como
H=UDU', (1.24)

onde D & a matriz diagonal dos autovalores de H e U & ortogonal, isto ¢ U'U =1 e as
colunas de U formam uma base ortonormal ([31], p. 175). Notar que, devido & normalidade
de H, isto é valido mesmo que existam autovalores repetidos.

Qualquer vetor x pode agora ser escrito em funcao das colunas de U como x =z1u; +

Touy + ... + Tyuy, €, portanto, usando ainda a hipStese de que H é positiva semi-definida,
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podemos escrever, usando (1.24)

x'Hx 23\ +z3d+... + 3 AN

>0, 1.25
x'x r}+zi+ ..+ 2k - (1.25)
onde A\; > Ay > ... > Ay sdo os autovalores de H. Temos portanto que
TH 2 2 2
OSXTX_:E;—i_ngr— +:L'g,/\l:)\1 (1.26)
X'X " zritxyt+... .+ Ty
e
3 2 2 2
xHx z{+z;+...+2
2 XAy = Ay > 0. (1.27)

x'x T xital+.. . +a%
Como os valores méximo e minimo sao assumidos, respectivamente, para X =z;u; € X =zZyuy,

a propriedade fica demonstrada.ll

Ao lidar com matrizes nao necessariamente simétricas ou positivas semi-definidas, serd
mais conveniente as vezes obter propriedades relacionadas com seus valores singulares, ao
invés de relacionadas com seus autovalores (os quadrados dos valores singulares de H sao
os autovalores de H'H). A propriedade apresentada a seguir estabelece uma relagao entre

estas grandezas.

Propriedade 1.2 Sejam {\(H)} os autovalores (possivelmente complezos) de H e sejam

{o:(H)} seus valores singulares. As sequintes relagdes sdo vdlidas:
min{|);(H)| } > min{o;(H)}, (1.28)

max{|\;(H)| } < max{c;(H)}. (1.29)

Prova: Se )\; é um autovalor de H e u; o autovetor, de norma unitédria, associado a
y 2
u;, entdao Hu; = \;u; e, portanto, u H ' Hu; = |\;|°. Separando u; em suas partes real e

imagindria, e usando a propriedade 1.1 temos

N? = ul H Huyp +u H Hu,; (1.30)
> minu] ;H Hu,z + minu H Hu, (1.31)
- min{af(H)}[uiT’Rui,R + u;r[u“] (1.32)
= min{c?(H)}, (1.33)
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e, portanto min{|\(H)|} > min{o;(H)}, e, procedendo analogamente, max{|A:(H)|} <
max{c;(H)}. H

1.5.3 Excitagao persistente
Usaremos no trabalho a seguinte defini¢ao para uma excitagao persistente:

Definicao 1.2 Um sinal u(n) é denominado de uma excitacao persistente de ordem N se

sua densidade espectral de poténcia
Su(e) = Y Blu(n)u(n — k)] () (1.34)

for nao nula para ao menos N valores de w.
Para maiores detalhes sobre o conceito de excitagao persistente ver, por exemplo, [17] ou

[1].

1.5.4 Ortogonalidade a um vetor de regressao

Consideremos os polinédmios C(z) e D(z), com D(z) de fase minima e

max{deg[C(z)], deg[D(2)]} = M (1.35)
e o sinal gerado como
v(m) = 5 bute). (1.36)
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onde u(n) é uma excitacio persistente de ordem 2M +-1 ou maior. Definimos aqui um vetor

de regressio r(n) associado a C(z) € D(z) como:

—y(n —1)
—y(n —2)
r(n) = —y(n(_)M) . (1.37)
u(n — 1)
I u(n — M) J

Repartindo os elementos de um vetor e como

-
e=[T0 rT o Tm-1 o g1 QM] ; (1-38)

o produto interno e’ r(n) pode ser escrito como

e"(n) = [Q(2) ~ 2R(2) F ulr) (1.39)

onde R(z) = ro+r12+...+ry_12% e Q(2) = qo+q12+. . . +quz™. A seguinte propriedade

€ valida:

Propriedade 1.3 Com r(n) dado por (1.87) e (1.36), existe um vetor e tal que e 'r(n) =0

se, e somente se, C(z) e D(z) tem alguma raiz comum.

Prova: Em (1.39), Q(z) — 2R(2)C(z)/D(z) tem, no méximo, 2M zeros. Uma vez que
u(n) é uma excitacio persistente de ordem 2M + 1 ou maior, resulta que e'r(n) = 0 se, e

somente se, Q(z) — zR(2)C(z)/D(z) =0, ou

Q) _ o) »

zR(z) D(2)

Por hipétese, D(z) é de fase minima e portanto nao pode ter z = 0 como raiz. Para valer a

igualdade acima o termo z do denominador tem que ser cancelado entdo por Q(z) = 2Q'(2)
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resultando em

Qz) _ Cle) (1.41)

Agora, uma vez que deg[Q'(z)] < M — 1, deg[R(z)] < M — 1 e por hipétese
max{deg[C(z)], deg[D(2)]} = M, resulta que esta igualdade ¢ vélida se, e somente se, C(z)

e D(z) tiverem alguma raiz comum, o que conclui a prova. B
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Capitulo 2

Caracteristicas de algoritmos de
adaptacao para filtros IIR na forma

direta

Neste capitulo sao descritos algoritmos de adaptacdo comumente usados para filtros IIR
adaptativos implementados na forma direta e seu comportamento é analisado.

No Item 2.1 ¢é definida a notagao referente a variagao no tempo de um filtro adaptativo. No
Item 2.2, inicialmente, descreve-se a forma genérica de algoritmos de passo constante € o
método ODE (ordinary diferential equation) de andlise de convergéncia, no qual, para o
caso de modelamento suficiente, a matriz de estados de um sistema de equagdes diferenciais
assume um papel importante. Considerando o caso genérico em que esta matriz nao é
simétrica sdo obtidas entao relagoes entre os seus valores singulares extremos, o passo de
adaptacgdo maximo e a velocidade de convergéncia local do algoritmo. Mostra-se também
que a simetria desta matriz favorece a validade da aproximacao da convergéncia local do
algoritmo de adaptagdo pelo decaimento dos modos normais de um sistema linear livre
associado ao mesmo.

Nos Itens 2.3 a 2.5 a forma genérica dos algoritmos de passo constante é particularizada
para os seguintes algoritmos, comumente usados para filtragem ITR adaptativa: algoritmo do
gradiente recursivo (RG), algoritmo baseado no método de identificagdo Steiglitz-McBride
(SMM), regressao pseudo-linear (PLR) e o algoritmo SHARF. Em relagao ao algoritmo SMM
apresenta-se uma interpretacdo simples da passagem de sua forma off-line para a forma

recursiva. A andlise descrita no Item 2.2 também é particularizada para cada algoritmo,
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o que conduz a condi¢oes especificas para a convergéncia ao valor correto dos parémetros.
Para o algoritmo RG mostra-se como a proximidade a circunferéncia unitdria dos polos do
sistema sendo modelado reduz a parcela que pode ser garantida do dominio de atracao deste

ponto.

No Item 2.6 apresenta-se uma anéglise do efeito da proximidade ao circulo unitdrio dos
polos do sistema sendo modelado no condicionamento da matriz de estados da ODE. A mo-
tivagao desta andlise é dada, por um lado, pelo interesse de se usar filtros IIR adaptativos em
situagdes onde o sistema sendo modelado tem polos préximos ao circulo unitério, discutido
no Capitulo 1; e, por outro lado, pela relagao mostrada no Item 2.2 entre o condiciona-
mento da matriz de estados da ODE e a velocidade de convergéncia local do algoritmo de
adaptacao. O método de analise apresentado é baseado em uma transposicao ao dominio
da frequéncia de certas formas quadréticas cujos limites superior e inferior correspondem
aos valores singulares extremos da matriz em questao. Esta transposicao ao dominio da fre-
quéncia é bastante conveniente para a verificagao do efeito da posi¢ao dos polos do sistema
sendo modelado. E conveniente também para a introducio de certas restrigdes ao mesmo,
como por exemplo, norma Ly fixa e resposta em frequéncia passa-tudo. Alguns resultados

da anélise apresentada no Item 2.6 podem ser destacados:

e A tnica situa¢ao em que o espathamento dos valores singulares da matriz de estados
da ODE néao tende a infinito quando um niimero qualquer de polos do sistema sendo
modelado H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria, ¢ quando H(z) é passa-tudo e

emprega-se o algoritmo PLR.

e Para o algoritmo SHARF, o aparente ideal em termos do atendimento de uma condigao
de positividade necessdria para convergéncia, nao €, necessariamente, o ideal em termos

da velocidade de convergéncia local do algoritmo.

o As relagoes obtidas entre as velocidades de crescimento ou decaimento dos valores sin-
gulares extremos da matriz de estados da ODE para os diferentes algoritmos permitem
estabelecer relagoes entre os valores limites para estas mesmas grandezas, mesmo sem

especificar completamente H(z).

Por fim, no Item 2.7 s@o apresentadas vdrias simulagoes da execugao dos algoritmos de
adaptacao em questao, onde sdao exemplificados os aspectos analisados do ponto de visto

tedrico nos itens precedentes.
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2.1 Notacgao para filtros com pardmetros variantes no
tempo

Para introduzirmos a dependéncia em relacao ao tempo na expressao da safda do filtro

adaptativo escrevemos

7(n) = H(z,n)u(n), (2.1)

que deve ser entendido como representando uma equacao de diferengas com coeficientes
variantes no tempo:
M M
g(n) = Z b;(n)u(n — i) — Zai(n)ﬂ(n —1), n=0,1,... . (2.2)
i=0 ;

=1

A expressao (2.1) corresponde entdo & operagao real de um filtro IIR adaptativo, com a
saida a cada instante n sendo calculada com coeficientes diferentes dos usados nos instantes
anteriores.

E conveniente introduzir aqui uma diferenciagdo na terminologia: o termo ”coeficiente”
serd aplicado aos elementos dos conjuntos {a;}Me {b;}4! que definem a forma racional de
H(z) = B(z)/A(z), independentemente da estrutura de implementagdo. O termo
"pardmetro” serd aplicado as grandezas que sao efetivamente adaptadas na estrutura de
implementacdo de H(z), e usaremos o vetor w para designar o conjunto de parmetros
adaptados. Em uma estrutura de implementagao direta, os pardmetros adaptados sao os
préprios coeficientes de H(z).

Passando a usar entéo 7(n) para indicar a saida do filtro adaptativo cujos pardmetros
estao variando no tempo, introduzimos a notagéo 3(n, w ) para indicar o caso em que estes

pardmetros estao fixos em w:

7(n,w) = H(z)u(n) (2.3)

A mesma notagao vale para o erro de saida: com a saida do sistema sendo modelado

dada por
y(n) = H(z)u(n) +¢{(n), (2.4)

o erro de saida, no caso de pardmetros variantes no tempo, é dado por



= [H(z) — H(z,n)]u(n) + {(n), (2.5)
e no caso de pardmetros fixados em w, por

e(n,w) = [H(z) — H(2)lu(n) + {(n). (2.6)

2.2 Convergéncia local de algoritmos de passo constante

2.2.1 Formulacao genérica de algoritmos de adaptacao e equagao
diferencial associada

Vérios algoritmos utilizados para filtros IIR adaptativos podem ser enquadrados na seguinte

formulagao genérica:

w(n+1) = w(n) + utp(n) e(n), (2.7)

onde w(n) é o vetor de parimetros, €(n) = P(z)e(n)é o erro de saida filtrado, P(z) e o
vetor ¥(n) dependem do algoritmo especifico e p é o passo de adaptacao.

Se u(n),y(n), ¥ (n) e €(n) obedecerem as seguintes condigbes pouco restritivas ([1]):

1. as sequéncias u (n) e y (n) sao conjuntamente estaciondrias,

2. as sequéncias Y(n)e €(n) sdo geradas por filtros que sdo exponencialmente estdveis

para w(n) € W,

pode-se demonstrar ([13], e também [14] para a aplicagdo em filtros IIR adaptativos)
que, para valores do passo de adaptacgao p suficientemente pequenos, o processo de adaptacao
descrito por (2.7) pode ser aproximado pela solugdo da seguinte equacao diferencial ordindria,
(ODE):
dw(?)

— = Ep(n,w(®) e(n,w(t)], w(t) €W, (2.8)

com t = nu. O sub-conjunto do espa¢o de pardmetros W, é tomado como o dominio de
estabilidade dos filtros fixos que gerariam ¥(n, w) e e(n, w).

Na expressao acima w(t) é um sinal deterministico, razao pela qual foi adotado um tipo
diferente (sans-serif) do tipo de w(n) (roman negrito). Por outro lado, simbolos em negrito

sem o argumento de tempo, como w, denotam sempre um vetor constante, nao aleatdrio.
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A notagao ¥ (n,w(t)) e e(n,w(t)) indica, como convencionado no Item 2.1, que ¥(n) e €(n)
sao calculados com o valor dos parAmetros fixado em w =w(t). A operacao de esperanca,
portanto, é efetuada apenas sobre o conjunto de realizagdes de u(n) e €(n).

Em relagao & natureza da aproximacao de (2.7) realizada por (2.8), tem-se que para
suficientemente pequeno existem duas constantes positivas e finitas C e C' e uma fungao

positiva §(1) tendendo a zero com p tais que ([13], [14] )
m{wﬂwmwwmmww%wﬁ<cwm, 29)

onde, genericamente, Pr{A} indica a probabilidade do evento A. Segue que quando u tende
a zero a média de w(n) tende a w(nu) e a varidncia de w(n) tende a zero. Além disso,
quando (2.8) tende a algum limite w*, (2.9) garante que para qualquer € > 0 pode-se achar

um passo de adaptagdo p suficientemente pequeno tal que
Ellw(n) - wll<e, n>niw), (2.10)

para um certo n.(p) que cresce conforme g diminui.

Por fim, é importante notar que na formulacao genérica feita acima, nao hd mencao
da existéncia, no algoritmo de adaptacao, de um mecanismo para evitar que os pardmetros
w(n) saiam do domfnio de estabilidade. Como serd visto a seguir, a validade da aproximacao
do algoritmo pela equagdo diferencial (2.8) permite estabelecer condigoes suficientes para a
convergéncia do mesmo, e, portanto, tal mecanismo nao seria, a rigor, necessério. Porém,
quando vidvel (para filtros de ordem superior a 2, por exemplo, a complexidade computa-
cional de um controle de estabilidade pode ser proibitiva), a sua utilizacdo ¢ vantajosa pois
permite a utilizacao de um passo de adaptagdo p maior. Na prédtica, portanto, a questao
do controle de estabilidade ¢ um dos aspectos importantes de filtros IIR adaptativos. Neste

trabalho porém, a sua andlise nao serd mais aprofundada.

2.2.2 Condigao suficiente para convergéncia local

Consideremos que existe um ponto w = w* do espago de pardmetros onde H(z) = H(z2), e,

portanto, onde o erro de saida é dado apenas pelo erro de medida:

e(n,w*) = ¢(n). (2.11)



Em outros termos, considerando a mesma parametrizagao que a de H (2), w* & o vetor de
pardmetros de H(z). Em razdo disto, o ponto w* do espago de parémetros serd também
referido, como "o valor correto dos pardmetros”. As caracteristicas locais da convergéncia
de algoritmos expressos genericamente por (2.7), em torno deste ponto w*, sao analisadas a
seguir.

Do que foi visto no item anterior resulta que, para valores suficientemente pequenos do
passo de adaptagao u, a convergéncia do algoritmo pode ser caracterizada através da equagao

diferencial associada ao mesmo. Passamos a analisar, entéo, esta equagao diferencial. Usando

(2.11) temos, de inicio, que E[(n, w*)e(n, w*)] = E[p(n, w*) P(z){(n)]. Portanto se
Bltp(n, w") P(2)¢(n)] = 0 (2.12)

entdo o ponto w* é um ponto estaciondrio da equacao diferencial (2.8). Para obter-se uma
condigéo para que w* seja, adicionalmente, um ponto estaciondrio estdvel da equagao difer-
encial ordindria, escrevemos o erro de saida e(n, w) como funcdo do erro em relagao a w* dos

pardmetros de uma implementagao direta de H (2): inicialmente, com

ﬁ(z) - A(z) 14 ayz+...+ayzM (2:13)
_C(z) c+az+...+eye™
H(z) = D(z)  1+diz+...+dyz™’ (2.14)
onde deg[H (2)] = M, temos
'(n) =y(n) — ¢(n) = C(Z)u n
y'(n) =y(n) - {(n) D(2) (n) (2.15)
e portanto
¥ (n)D(z) = C(2)u(n). (2.18)
Resulta das expressdes acima a seguinte identidade [14] que nos serd ttil:
(0:) - B 42 - D) - AR G = GEutn) =9l — 2 () + ¥ (o)
= y(n) = (n)
= e(n,w)—((n) (2.17)
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Portanto, o erro de saida filtrado pode ser escrito em forma matricial como
¢(n,w) = P(z)e(n,w) = ¢, (n, w)W + P(2)¢(n), (2.18)

onde . -
=y (n — 1)P(2)/A(2)
—y'(n — 2)P(2)/A(2)

—y'(n — M)P(2)/A(2)
by(n,w) = 2.19
cah u(n) P(z)/A(2) 9

u(n — 1)P(z)[A(z)

| uln— M)P()/A(2)

dy — ay

dy — ag

dre —
W (2.20)
Co—b{)

.4
It

¢y — by

CM—bM

Da. mesma maneira, uma vez que
7(n)A(z) = B(z)u(n), (2.21)

podemos escrever [14]

(Cle) = Ba)) s = [Dle) = AN 5% = =G Eutn) +/ () + 5530 - )
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e, portanto, o erro de saida filtrado também pode ser escrito como
e(n, w) = P(2)e(n,w) = ¢y (n, W)W + P(2)¢(n), (2.23)

onde

—y(n — M)P(z)/D(z)
o(n, W) = . (2.24)
i w(n)P(z)/D(2)

u(n — 1)P(2)/D(z)

| u(n = M)P(2)/D(z) |

Definindo agora W(t) = w* — w(t) e notando que dw(t)/dt = —dw(t)/dt, (2.18) pode ser

introduzido em (2.8) para obter

WO B [, w)] (nw(O)F0)] — B [, () P
— B [l w(®) o] (m w(t))] t) — B [1p(m w(t) P)C ()]
RO — Ep(n,w(t) PE)CR)], (2.25)
onde
R(w(t)) = E [t(m, w(t) ] (n,w(t))] (2.26)

Uma vez que estamos assumindo que (2.12) ¢ védlida, esta equacio diferencial é ainda sim-

plificada resultando em

—— = —R(w(t))w(t). (2.27)
A soluggo de (2.27), devido a (2.18) e (2.23), é igual & solucdo de

W) _ _pow(e)wee), (2.28)

onde

R'(w(t)) = E [9(n,w(t))$y (n,w(t))] . (2.29)
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Denominamos ento a matriz R (ou a matriz R’) de matriz de estados do método ODE.
Devido & dependéncia de R em relacao a w(t), (2.27) é uma equagao diferencial nao-

linear. Uma maneira de estudar-se a estabilidade de seus pontos estaciondrios é pelo método

de Lyapunov. Para determinar em que condigoes o ponto estaciondrio w(t) = 0 (o que

corresponde a w(t) = w*) é estdvel, uma funcdo de Lyapunov conveniente [19] ¢
1 1=
L@ (1) = 5 |W@))* = 5 D _ W (). (2.30)
i=0

Se dL(W(t))/dt < 0 em alguma vizinhanga da origem (com a igualdade s6 podendo valer na

origem), entdo a origem é um ponto estaciondrio estével [32]. Usando (2.30) e (2.27), temos

dL(W (1)) M dw(t)

= —G(t)T()R(w())W(L). (2.31)

Portanto, uma condigao suficiente para que a origem seja um ponto estacionério estdvel da
equacdo diferencial (2.27) é que a matriz R(w) seja positiva definida em alguma vizinhanca
de w*.

A anédlise acima pode ser sintetizada na seguinte propriedade:

Propriedade 2.1 Suponha um algoritmo de adapta¢do da forma (2.7), a saida do sistema
H(z) sendo modelado dada por (2.4) e que em w = w* (2.11) seja vélido. Sob as condi¢des
1) e 2) do item 2.2.1 e para valores suficientemente pequenos de u, se as sequintes condi¢des
forem verdadeiras: 1) ¥(n) e {(n) obedecem & expressio (2.12) e 2) a matriz de estados da
ODE R(w) € positiva definida em uma vizinhanga de W* ou a matriz de estados da ODE
R'(w) ¢ positiva definida em uma vizinhanga de w* | entdo w* é um ponto de convergéncia

local do algoritmo, no sentido dado por (2.9).

Notar que a estabilidade de (2.8) nao depende de u, mas que a convergéncia de (2.7)
segundo (2.9) depende de p ser suficientemente pequeno.

A propriedade acima estipula uma condicao suficiente para a convergéncia do algoritmo.
Uma condigao necesséria para a convergéncia € obtida como segue. Assumindo que a origem

seja um ponto estaciondrio estdvel da equacao diferencial (2.27) podemos aproximar, local-
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mente, a solucao desta equacao pela solugdo da equagao diferencial linear
— = —-R(w")O(1). (2.32)

Notar que basta considerarmos R(w*) pois de (2.19) e (2.24) resulta que
R(w*) = R'(w"). (2.33)

Da, teoria de sistemas lineares temos que a origem é um ponto estaciondrio estével de (2.32)
se, € somente se, os autovalores de R(w*) tiverem parte real negativa. Se a origem é um ponto
estaciondrio estdvel da equacao diferencial (2.27), necessariamente é um ponto estaciondrio
estdvel da equagao diferencial (2.32), uma vez que a solugdo desta aproxima localmente a de
(2.27). Portanto, necessariamente, a parte real dos autovalores de R(w*) é positiva. Disto

resulta a propriedade:

Propriedade 2.2 Nas condigées da propriedade 2.1, uma condi¢do necessdria para que w*
seja um ponto de convergéncia do algoritmo é que a parte real dos autovalores de R(w*) seja

positiva.

Observagao: Se R(w*) é simétrica, entao tem autovalores reais e serd positiva definida
se os seus autovalores forem positivos. Supondo que R(w) é continua em w*, haverd entdo
uma vizinhanga de w* na qual R(w) é positiva definida. Portanto, se (2.12) é verdadeira,
a positividade de R(w*) passa a ser, neste caso, uma condi¢do necessédria e suficiente para
a convergéncia. Se R(w*) néo for simétrica isto nao pode, a principio, ser afirmado. Como
serd visto no Item 2.5, porém, para os algoritmos especificos que serao considerados, mesmo
com R(w*) néo-simétrica resulta que sua positividade & necesséria para que w* seja um

ponto de convergéncia do algoritmo para qualquer sinal u(n) persistente de ordem 2M + 1.

Dominio de atragao

Voltando agora & equagao diferencial (2.27), o fato de a mesma ter w(t) = w* como ponto
estaciondrio estdvel significa que existe alguma vizinhanga W de w* tal que se w(0) € W
entdo limy o, w(t) = w*. Denomina-se de o dominio de atragdo Wy de w* a unido de todas
as vizinhancas de w* para a qual o limite anterior é valido. Da discussao anterior relativa

ao método ODE segue que, para valores suficientemente pequenos de p, Wy também é o
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dominio de atracao para a adaptagdo dos pardmetros dada por (2.7), isto ¢ se w(0) € Wq
entdo w(n) tende a w* conforme (2.10).

No ambito da andlise das caracteristicas de filtros adaptativos pode ser de interesse
determinar o dominio de atragio de w* para ter-se uma idéia de quao boa precisa ser a
estimativa inicial w(0) de w* para ocorrer a convergéncia desejada. A vizinhanca W, de w*
na qual a matriz R ou a matriz R’ sio positivas pode ser empregada para esta caracterizagao.
Notar, de inicio, que néo é possivel afirmar que W, C Wy, pois nao é possivel afirmar que
se w(0) € W, entao w(t) € W,, para qualquer t. Consideremos agora uma bola de raio p:

Bp = {w | ||W] £ p}e o maior raio r tal que a bola B, esteja contida em W), isto é
r =max{p | Bp C W,}. (2.34)

Temos entao que B, estd contida no dominio de atragao Wy de w*, pois agora a prépria
funcéo de Lyapunov escolhida (expressao (2.30)) garante que se w(0) € B, entdo w(t) € W,
para qualquer t (uma prova formal de um resultado que implica em que B, C W, é dada em

[32], p. 196). A seguinte propriedade, portanto, pode ser enunciada:

Propriedade 2.3 Nas condicées da propriedade 2.1, o dominio de atragdo W, de w* € dado,

ao menos, pela maior bola B, contida no conjunto W, onde R ou R’ sdo positivas definidas.

2.2.3 Limites para o passo de adaptagao

Em aplicacoes praticas de filtros adaptativos, deseja-se que o tempo decorrido do inicio da
adaptagao até o instante em que uma vizinhanca satisfatéria do ponto w* é atingida seja
o menor possivel. O pardmetro sob controle do usudrio que determina diretamente esta
velocidade de convergéncia (juntamente com outros fatores que nao estao sob controle do
usuério, como o condicionamento de R(w*)) é o passo de adaptacgo p. Notar que apesar da
equagao diferencial (2.8) usada no método ODE néao depender de u, para retornar ao algo-
ritmo de adaptacao deve-se empregar a relagdo t = nu. Ou seja, fixando as demais varidveis,
se é atendida a condicao de u ser ”suficientemente pequeno” estipulada na Propriedade 2.1,
a velocidade de convergéncia é diretamente proporcional a p. Isto conduz, portanto, a se
querer usar o maior valor possivel para u. E de interesse pritico, entdo, poder relacionar

este maior valor possivel de u com caracteristicas de H(z) que possam eventualmente ser
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estimadas a priori (como por exemplo, a proximidade dos seus polos ao circulo unitdrio),
pois assim encurta-se a etapa de tentativa e erro para a escolha de p.

Para fins praticos, porém, o método de andlise ODE, néo indica diretamente quao ”sufi-
cientemente pequeno ” p deve ser. Limites superiores para p podem ser obtidos a partir da

aproximacao local dada por (2.32), como visto a seguir.

Utilizacao da aproximacao local

Inicialmente, recapitulemos o caminho percorrido para chegar na expressao (2.32): para valo-
res suficientemente pequenos de i, os pardmetros determinados pelo algoritmo de adaptacao
(2.7) sdo aproximados pela solucio da equagao diferencial (2.8), segundo (2.9); reformulando
(2.8) em termos do erro de pardmetros foi obtida a equacgéo diferencial (2.27); finalmente,
uma linearizagio em torno de w* resultou em (2.32).

Se, pelos motivos que ficarao claros a seguir, quiser-se retornar agora de (2.32) a uma
expressao de tempo discreto, podemos simplesmente usar a aproximagao de uma equagao

diferencial linear por uma equagao de diferencas. Por exemplo, para o caso de primeira

ordem:
i) _ f((n+ )AL — f(nAt)
—r = af(t) = Ar =~ af(nAt)
= f((n41)At) — f(nAt) ~ Ataf(nAt), At ~0, (2.35)

e, portanto, a sequéncia g(n) obtida recursivamente como
g(n+1) = g(n) = pag(n) = g(n +1) = (1 — pa)g(n), (2.36)

para y = At suficientemente pequeno aproxima f(t) com t = nAt = nu. A equagdo

diferencial (2.32), para p suficientemente pequeno, é aproximada, portanto, por

O(n+1) = O(n)— pR(W")O(n)
= [I-pR(W*)]0(n). (2.37)

Reunindo (2.27), (2.32) e (2.37), consideremos entao que para 4 suficientemente pequeno

(0 que podemos denotar por p < g1 para algum ), tenhamos, localmente em torno da
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origem,

[W(nu) = 0m)|| < Ci61(n), p < pu, (2.38)

onde C) é uma constante positiva limitada e 6;(p) é positiva e tende a zero com p. Notar
que, neste caso, se (2.27) é estdvel, a condigdo p < py equivale simplesmente a impor que

(2.37) seja estavel. Usando (2.38) podemos escrever agora

IW(n) —0@)]| = [W(n)—W(np) +W(np) = O(n)]

< [W(n) — W(np)|| + [[w(ng) - (n)|

< |[[W(n) = W(np)|| + Créu(p), p <, (2.39)
e, portanto,
sup [|W(n) ~6(n)|| < eup |%(n) —W(np)l| + Créilu), w<pm. (2.40)
Por outro lado, com
Iw(n) —wmu)| = [|w* —w(n) —w" +w(nu)|
= [|W(n) —W(nu)l, (2.41)

(2.9) pode ser reescrita em termos do erro de pardmetros como
Pr {sup [¥(n) — Wm0 > O5(1) ) < C8(, 1< s, (2.42)

para algum g9, onde niao necessariamente pg é igual a gy em (2.40). Reunindo esta expressao

e (2.40) temos entao

C'su) > P {sup () ()] > O

> Pr {s%p [W(n) — 8(n)|| — G161 () > Cr?(u)}
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= x{sup () - @] > C8(u) + citi(u) ), (2.43)

p < min(pn, pg) < pa. (2.44)

Portanto, para p suficientemente pequeno, a adaptacdo dos pardmetros dada por (2.7) é
aproximada localmente por (2.37), segundo (2.43), ou seja, no mesmo sentido em que (2.7)
é aproximada por (2.8). Consequentemente, se para um certo x4 < min(uy, 42) o vetor w(n)
em (2.7) convergir para w* (no sentido sendo utilizado aqui) entao, necessariamente (2.37)
¢ estdvel, ou seja u < uy. E, chegando ao aspecto que motivou esta discussao, uma condigao
{4 < p1 que seja necesséria para a estabilidade de (2.37) serd necesséria para a convergéncia

de (2.7). Isto pode ser formalizado na seguinte propriedade:

Propriedade 2.4 Se a equagdo diferencial linear (2.27) é estdvel, uma condi¢io relativa
a i que seja necessdria para a estabilidade da equagdo de diferengas linear (2.87) é uma
condi¢do necessdria para a convergéncia local (no sentido dado por (2.9)) do algoritmo de

adaptagdo dado por (2.7).

No sentido oposto, porém, o mesmo nao pode ser afirmado: uma condigao relativa a o que
seja necessdria para a convergéncia de (2.7) pode néo ser, devido as aproximagoes realizadas,
uma condigéo necesséria para a estabilidade de (2.37). Para obter uma condigdo relativa a p
necesséria e suficiente para a convergéncia do algoritmo, seria preciso levar em conta a nao-
linearidade em (2.27) ou diretamente em (2.7), que dependem do algoritmo de adaptagéo
particular sendo considerado. Por exemplo, podem-se obter tais condigoes, usando o conceito
de hiper-estabilidade, para o algoritmo denominado HARF [28], do qual o algoritmo SHARF
(que é um dos algoritmos considerados neste trabalho) é uma simplificagao (a condigdo
obtida para o algoritmo HARF, porém, nao se mantém para o algoritmo SHARF'). Para os
outros algoritmos considerados neste trabalho, condigdes para convergéncia resultantes de
um tratamento exato da nao-linearidade envolvida nao sao conhecidas.

A seguir, a partir de (2.37) s@o obtidos limites superiores para p, necessdrios para a sua

estabilidade.
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Limites superiores para p

Inicialmente nota-se que se R(w*) for positiva definida e simétrica, a equacao de diferencas
(2.37) tem a mesma forma que a equagéo obtida na anélise da convergéncia de filtros FIR
adaptativos [12]. Os resultados ai obtidos podem entao ser aproveitados, localmente, para
o caso IIR: deve-se ter 0 < g < 2/Agax, Onde Apax é 0 maior autovalor de R(w*); e se
o espalhamento dos autovalores Amax/Amin (0nde Api é o menor autovalor de R(w*)) for
elevado, a velocidade de convergéncia local, partindo de um ponto inicial qualquer, serd, em
geral, baixa.

Como serd visto no itens a seguir, nem todos os algoritmos de adaptagao resultam em
uma matriz R(w*) simétrica. Devido a isso, a andlise feita para filtros FIR é generalizada a
seguir, obtendo-se condicoes relacionadas aos valores singulares de R(w*), a parte real e ao
valor absoluto dos seus autovalores.

No que segue, para malor simplicidade de notagao, abandonamos momentaneamente
o argumento de R(w*). Da teoria de sistemas lineares de tempo discreto temos que a
equagao de diferengas (2.37) & estédvel se, e somente se, os autovalores de (I-uR) tiverem
valor absoluto menor do que 1. Estes, por sua vez, sao relacionados com os autovalores
de R: para os autovetores u; de (I-uR) vale a expressdo (I—uR)u; = Au;, que pode ser
re-arranjada como

1- X

Rui = u;
M

= )\,;u,;, (245)

ou seja, u; também é um autovetor de R, associado ao autovalor A; = (1 — A})/u. Para que
todos os autovetores A, = 1 — uX; obedegam a |X;| < 1 é necessdrio, portanto, que todos os
autovetores \; de R obedecam a |1 — )| < 1, o que equivale a 1 — p(X; + A2) +p? | \|* < 1.
Ou seja, assumindo que (2.32) é estdvel e portanto Re[\;] > 0, a condigdo a ser atendida
pelo passo de adaptacao u, necesséria e suficiente para que (2.37) seja estdvel, e, portanto,

conforme a Propriedade 2.4, necessdria para a convergéncia de (2.7), é

2Re[\]
N

D<u< =1,2,...,2M + 1. (2.46)

Esta expressio pode ser 1itil para obter um valor maximo de p para um dado sistema H ().
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Porém, ao analisar o comportamento do valor méximo de p com caracteristicas mais genéricas
de H(z), como feito no Item 2.6, ¢ de interesse utilizar os valores singulares de R ao invés
de seus autovalores.

Para obter uma relacao com os valores singulares de R, consideremos inicialmente um
critério mais rigoroso de convergéncia: deseja-se uma condigao necessdria para que a norma
da aproximacao do erro dos coeficientes decresga a cada iteragao. Isto €, deseja-se uma

condigao para que

16(n + 1) < 0(n)], (2.47)

critério anslogo ao determinado pela funcao de Lyapunov (2.30) escolhida para analisar

a estabilidade da equacao diferencial (2.27). Reunindo (2.37) e (2.47), e abandonando o

argumento n temos que para qualquer 8 deve valer

0760 — 20RO + 20 'R RO <676, (2.48)
o que leva a
p(u@"R'TROT —20"ROT) < 0. (2.49)
Impondo ¢ > 0, temos entao
3 20"RO" 5o
<< gTRTRE (2:50)

A primeira condicdo necessdria para que esta expressio seja vdlida é que R(w*) seja posi-
tiva definida. Mas, como visto no item anterior, a andlise nao local da convergéncia pelo
método da equagao diferencial associada ja conduz a necessidade desta condi¢ao. Podemos
consideré-la atendida, portanto. Temos entdo, usando a desigualdade de Schwarz, 0RO =

0TROT| < ||6] | ROT||,

20"ROT 20| |RE|| 26|
O<p<—= = < —= = = ——. (2.51)
0'RTRO 6'RTRO VO'RTRO'
Uma vez que esta expressdo tem que ser vilida para qualquer 8, podemos escrever
: 2]0] }
0 < 4 < min {4—— . (2.52)
VO'RTRE'
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Usando a Propriedade 1.1, temos finalmente que para (2.47) ser vilida, é necessédrio que

(2.53)

O<pu<

Umax

onde Tmax = y/max{\;(RT(w*)R(w*))} ¢ o maior valor singular de R(w*). Temos portanto
que quando o valor singular méximo de R(w*) tende a infinito, para que (2.47) seja vélida
v deve tender a zero. Notar que quando R(w*) é simétrica e positiva definida opax = Amax
e esta condic@o recai na condi¢ao obtida para filtros FIR, mencionada anteriormente.

Para obter uma condicao envolvendo omax que seja necessdria para a estabilidade de
(2.37), nao impondo, porém, a condigao (2.47), poderfamos, lembrando que Re[\;] > 0,

escrever (2.46) como

2Re[M] _ 2\ _ 2

Ci=1,2,...,2M +1. 9.54
NS M (254

O<pu<

Se uma relagdo max{|A;|} > k(M )0max, 0 < k(M) < 1, fosse disponivel, onde k(M) depende
da ordem M de H(z),uma condi¢ao necesséria para a convergéncia do algoritmo seria p <
2/k(M)0max. Porém, apesar de uma condigao do tipo max{|X;|} > k(M)omax parecer ser

verdadeira quando R(w™*) é positiva definida, néo foi possivel demonstré-la.

2.2.4 Velocidade de convergéncia local

Passamos agora a analisar a questao da velocidade de convergéncia local dos algoritmos de
adaptagao de passo constante. Consideremos, inicialmente, a questao da velocidade de con-
vergéncia de (2.37). Assumindo que R(w*) é diagonalizdvel, podemos escrever esta expresséo

como

O(n+1) = [I-uPAP '] 6(n), (2.55)

onde as colunas de P sdo os autovetores de norma unitdria de R(w*) e a matriz diagonal
A contém os seus autovalores. Definindo ¢(n) = P710(n) ¢ ¢; sendo os elementos de ¢, a

férmula recursiva dos modos normais de (2.37) é entdo

pi(n +1) = (1—p)ps(n). (2.56)
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A velocidade de convergéncia de (2.37) pode ser caracterizada em termos do decaimento,

por iteracdo, da energia dos elementos de ¢, que, usando (2.56) é dado por

lps(n +1)|7

= |(1—pX)|?. 2.57
paroed (D) (2.57)

Desta maneira, quando algum |(1—,u)\i)|2 se aproxima de 1 considera-se que a velocidade de

convergéncia local se aproxima de zero.

Utilizagao dos modos normais: efeito da simetria de R(w*)

Pela expresséo (2.43) podemos ver que, diminuindo u, pode-se fazer, localmente, o erro de
parémetros W(n) ser tado préximo quanto se queira de 8(n), e, portanto, para um valor su-
ficientemente pequeno de u, o comportamento local de (2.7) pode ser descrito por (2.56),
com W(n) ~ P¢p(n). Podemos ver isto de uma outra maneira, que permite destacar difer-
encas entre os algoritmos especificos: re-escrevendo inicialmente (2.7) em termos do erro de

pardmetros W(n) = w* — w(n), temos

W(n+1) = [I- py(n)p] (n)] W(n), (2.58)

onde foi usado (2.18) e foi assumido, para maior simplicidade, ruido de medida nulo. Definindo

agora

Ry(n) = ¥(n)o](n) = Elh(n, w*); (n,w")]
= Y(n)¢; (n) — R(w") (2.59)

(ver (2.26)), temos
w(n+1) =[I — uR(w")]w(n) — pRa(n)w(n). (2.60)

E, como acima, escrevendo R(w*) = PAP ™!, e definindo v(r) = P~'W(n), podemos escre-

ver para os elementos v; de v

vi(n+1) = (1 — ph)vi(n) — pq] Re(n)w(n), (2.61)

43



onde q; & i-ésima linha de P~!. Comparando a expressao acima com a expressdo (2.56)
podemos ver que passou-se de um sistema linear livre para um sistema linear for¢ado, e que,
para u suficientemente pequeno, a solugao da expressao acima pode ser aproximada local-
mente pela de (2.56). E importante notar, porém, que este valor suficientemente pequeno de
1 pode ser menor do que o valor de p para o qual a convergéncia local de (2.7) é garantida
pela Propriedade 2.1. Isto &, para um dado valor de p, o algoritmo pode convergir localmente
mas nao conforme o sistema livre dado por (2.56).

A expresséo (2.61) ¢ ttil para obter uma relagao qualitativa entre o tipo do algoritmo em
questdo e o quao pequeno precisa ser i para poder-se descrever o comportamento local deste
algoritmo por (2.56). Para tanto, pode-se notar inicialmente que se R(w*) é simétrica e tem
autovalores distintos, entdo os seus autovetores sao ortogonais e portanto P! = PT. As
linhas q; de P~! em (2.61) sao ento os préprios autovetores transpostos de R(w*) e ||q;|| =
1. Por outro lado, se R(w*) nao é simétrica entao os seus autovetores nao sao necessariamente
ortogonais. Consideremos o que ocorre quando estes autovetores pi, P2, . - - Pam+1 S80 quase

linearmente dependentes obedecendo a

B1P1 + Bap2 + . - . Pem+1Pam+1 =2 0, (2.62)

para algum conjunto {f;} de nimeros reais nao todos nulos, com §; = f; se p; = pj. Se

fizermos

Z=[51 B ﬂ2M+1]T= (2.63)

entao teremos Pz =~ 0, e, portanto o menor autovalor de PT P, conforme a Propriedade 1.1,

obedece a
x"P'Px z PPz
< ~()

(2.64)

min{);(P"P)} = min =

x'x
O maior autovalor de P7!P~" vale 1/ min{\;(P"P)} e §é, portanto, grande. Segue que o
traco de P"'P~T, que é igual & soma dos autovalores de P~'P, também é grande. Uma
vez que o trago de P~'P~T também ¢ igual a soma das normas das linhas de P71, segue
que alguma linha q; de P~! tem norma grande. Portanto, em (2.61) a norma do termo
q; R4(n)W(n) pode ser bem maior do que no caso de R(w*) simétrica, quando q; tem

norma unitéria. Consequentemente, para algoritmos em que R(w*) néo é simétrica, o valor

méximo de u para valer a aproximacao de (2.61) por (2.56) pode ser bem menor do que



quando R(w*) é simétrica. Este fato serd constatado nos exemplos apresentados no Item

2.7.

Efeito do espalhamento dos valores singulares

Assumindo que o passo de adaptagao u seja suficientemente pequeno para poder-se aproxi-
mar a solugdo de (2.61) pela de (2.56), verifica-se agora como o espalhamento dos valores

singulares de R(w*) afeta o decaimento dos modos normais de (2.37). Inicialmente, desen-

volvemos (2.57) como

(1 + 1 i
%l-ﬁl — | (1—pA) = 1= 2uReln] + 2 | (2.65)

Consideremos agora que um limite superior para u mais restritivo do que (2.46) é obedecido:

i=12...,2M+1. (2.66)

O<pu<

Usando em (2.65): o limite acima, a Propriedade 1.2, € o fato de que Re[A;] > 0 (pois w* é

um ponto de convergéncia local), temos

lps(n + 1)[°
|<.0i(n)|2

onde Omin € 0 menor valor singular de R(w*). Ou seja, a condigéo (2.66) determina que a

<1—p? NP <1—pl?, <1, (2.67)

energia em cada modo normal é sempre decrescente.

Escrevendo agora p como

a
para um certo & > 0, temos entao
i 1 ¥ min 2 .
0+l o (om0 oMt (2.69)
[i(n)|* Omax

Para um determinado «, portanto, 4 medida em que aumenta o espalhamento dos valores
singulares de R(w*), o limite superior para o decaimento dos modos normais de (2.37) se
aproxima de 1. Assim, uma condi¢do suficiente para que a velocidade de convergéncia local
de (2.37) ndo se aproxime de zero é que @ € Omin/Omax (0 inverso do espalhamento dos

valores singulares de R(w*)) néo se aproximem de zero. No Item 2.6 é analisado, para
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alguns algoritmos de passo constante comumente usados, como o espalhamento dos valores
singulares de R(w*) se comporta quando H(z) tem polos préximos & circunferéncia unitéria.
Em relagio a «, como j4 discutido acima, para obter condigoes mais restritivas do que (2.46)
e (2.53) é necessdrio ir além da aproximacao local dada por (2.37). Apesar de tratar-se de
um problema de interesse a ser investigado, esta questao nao serd abordada teoricamente
neste trabalho, mas apenas em termos de resultados obtidos da prética.

Notar, por fim, que sem especificar mais a forma de R(w"), ndo pode-se afirmar que
um alto espalhamento dos seus valores singulares é suficiente para que a velocidade de
convergéncia se aproxime de zero. Isto pode ser visto notando que ¢ possivel construir
uma matriz a partir de autovetores quase linearmente dependentes (o que, analogamente ao
discutido para a expressao (2.64) resulta em que para seu valor singular minimo vale Oy 2 0)
e autovalores quaisquer. Nos casos observados na prética, porém, como os apresentados no
Item 2.7, um alto espalhamento dos valores singulares de R(w*) sempre resultou em uma

baixa velocidade de convergéncia.

Decaimento do modo normal mais lento

No caso em que é usado um valor de g muito menor do que o limite superior dado por (2.46)
(o que, na prética, & necessdrio na maior parte dos casos observados), e denotando por ,, o
componente (ou par de componentes conjugados) de ¢ associado ao autovalor A, de R(w*)

de menor parte real, aproximamos (2.65) com ¢ = m como

min +1 2
%)—'Z)—l— ~1-—2u Re[/\m], u <L W (2.70)

Passando (2.70) para a escala logaritmica e usando a aproximacao In(l + z) ~ z, z < 1,

temos

2 Re[An]

[em(n+ 1P _
Pl

lgom(n)|2

Esta expressao fornece entao o decaimento em dB/iteragao da energia do modo normal mais

(2.71)

101log ~ —20log(e)uRe[Mm]|, p <K

lento do sistema associado ao algoritmo de adaptagdo em (2.37). Se p é suficientemente
pequeno para valer a aproximacao de (2.61) por (2.56), entéo, para um ¢(0) genérico, este

modo normal mais lento dominars os demais apds um certo nimero de iteragoes ¢ o erro de

46



pardmetros serd dado, no caso de Ap, ser real por
F(n) = Pv(n) = Pe(n) = orm(n)prm, (2.72)
onde pm, € o autovetor de R(w*) associado a Am, caso em que
W ()| = llem()pml = lom ()| (2.73)
No caso de A, ser complexo temos
W(n) 2 ©m(n)Pm + m(n)Pn, (2.74)
de onde resulta que cada elemento @; de W(n) é dado por

@i = |om(n)| [pm,i| cos{arg[om(n)] + arg[pm,]}, (2.75)

e, portanto,

2M-+1 1/2
[w(n)|| = Isom(n)l{ > Ipm,ilzcos2{arg[som(n)]+arg[pm,z-]}}

=1

2M+1 1/2
2
< pm(n)] { > Pmal }

=1

= [om(m)] [pm
= lpm(m)]- &g

Portanto, a norma ||w(n)|| do erro de pardmetros, ou o limite superior para o envelope desta
norma no caso complexo, sdo dados por |¢m(n)|. Usando aqui, para maior simplicidade, |. |

para denotar tanto a norma quanto o envelope da norma temos entdo, usando (2.71):

2 Re[Am]

IW(n+ 1)) _
A ?

e ~ —20log(e)uRe[An], p < (2.77)

10log

O erro quadratico médio de aproximacao relaciona-se localmente com o erro de pardmet-
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ros, conforme visto adiante no Item 3.4.2, por

E[e*(n)] = %VVT(n)va(n), (2.78)
onde H é a matriz Hessiana do erro. Temos entéo, no caso real,

Ele*(n)] = lom(n)|” PpHPp. (2.79)

No caso complexo, um limite superior do envelope do erro, ¢ dado por |pm(n)|? P | H [Pm)-
Valendo entéo a aproximacao de (2.61) por (2.56), o decaimento local do erro quadrético de
aproximacao (ou do limite superior de seu envelope) é igual ao do erro de parametros:

E(n+1)] _ W+ DI _ len(n+D[*

_ 2.80
BEm] W@l lem()l (280)

Para empregar uma terminologia mais usual, este decaimento local do erro quadratico de
aproximagao serd referido, daqui por diante, por ”"velocidade de convergéncia local”. Esta
grandeza, além de poder ser determinante no tempo de convergéncia do algoritmo quando o
ponto inicial da adaptagao estiver préximo do valor correto dos coeficientes, pode também
ser determinante para a capacidade de rastreio do mesmo, isto é, a capacidade do algoritmo
de adaptagao em, uma vez tendo convergido, acompanhar variagdes temporais do sistema
sendo modelado.

No Item 2.7 a velocidade de convergéncia local (em dB/iteragao) é comparada para alguns

casos praticos com o valor obtido de (2.71).

2.3 Algoritmo do gradiente recursivo

Neste item apresenta-se inicialmente a obtengao do algoritmo do gradiente recursivo (RG) a
partir de um algoritmo ideal de gradiente, para o caso da estrutura direta de implementagao.
A anélise genérica da convergéncia para o caso de modelamento suficiente, feita no Item 2.2, é
entao aplicada ao algoritmo RG. Disto resulta que se a entrada é uma excitacao persistente o
valor correto dos pardmetros é um ponto de convergéncia local do algoritmo. Esta conclusao
segue da validade local de um determinado critério de positividade. Além disso, a regiao de

validade deste mesmo critério permite determinar uma regiao que estd contida no dominio
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de atracdo do ponto de convergéncia. Verifica-se que quando os polos do sistema sendo

modelado estdo préximos do circulo unitdrio e do eixo real o tamanho desta regiao tende a

diminuir.

2.3.1 Obtencao do algoritmo

Consideremos inicialmente um algoritmo de gradiente ideal que utilizasse, para a adaptagao,
o gradiente do erro quadrético médio de aproximacao F[e?(n, w)], onde £(n) definido em (1.6)
é dado aqui por e(n,w) = [H(z) — H (2)]u(n) (como estabelecido no Item 2.1, a inclusao de
W no argumento de ¢ indica que os pardmetros de H (2) séo considerados fixos). Isto ¢, para
cada pardmetro w; do filtro a adaptacao seria dada por

p OEe?(n, w(n)]

Para obter as derivadas na expresséo acima escreve-se inicialmente, usando (1.19),
Ble*(n, w)] = (H(2) — H(2), Su(2)[H(2) - H(2)]), (2.82)

onde S,(z) é a Transformada z da autocorrelagao da entrada u(n):
[o o]

Su(z) = Z Efu(n)u(n + k)]~ (2.83)

k=—o00

Usando (1.21) e notando que Sy(2) = Su(27!) temos entao

OBl (n,w)] _ 9 5 7
PR~ 2 (h) - A, su(a)lE () - B

» <‘9H1f) Su(2)[H(z) — Er(z)]> | (2.80)

Para colocar esta expressao em uma forma que conduza a uma aproximacao prética,

consideremos a expressao do erro de saida

e(n,w) = [H(z) — H(2)ju(n) +{(n), (2.85)
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e também sua derivada em relagao a w;

Ve (n,w) = aeg:;:”) - —8gu()j)u(n). (2.86)

Notar que V;,i(n, w) ¢ a safda no instante n de um filtro invariante no tempo com fungao
de transferéncia —gwa—,f[ (2) e entrada u(n). Usando (2.85) e (2.86) e aplicando uma operagao

de média temos entao

I
|
&=

E [me(n, w)e(n, w)]

(2.87)

Considerando agora u(n) e ¢ (n) estatisticamente independentes e de média nula, temos que

O0H (z)
a’w.,;

E| u(n) {(n)] = 0. (2.88)

Portanto, usando (2.84) e (2.87), temos

19E[e?(n, w)]

e (2.89)

B [Vi,i(”,w)e(n,w)] =

Agrupando elementos em vetores, terfamos entao que a adaptacao dos pardmetros por um

algoritmo de gradiente seria dada, idealmente, por
win +1) = w(n) — uE [V (n, w(n)) e(n, w(n))] . (2.90)

Como primeiro passo para uma aproximagao pratica de (2.90), abandona-se a operagéo

de média obtendo

w(n+1) = w(n) — uVe (n,w(n)) e(n,w(n)). (2.91)

Esta forma ainda nao seria vidvel em termos praticos, uma vez que o célculo de Vi, (n, w(n)) e

e(n, w(n)) envolveria, a cada w(n), uma nova recursdo desde n = 0. Emprega-se entédo uma
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aproximagéo, assumindo que w(n) varia lentamente no tempo e, portanto,
e(n, w(n)) = [H(z) = H(z,m)]u(n) +((n) = e(n), (2.92)
¢ que ¢ disponivel um filtro variante no tempo D, ;(2,n) tal que:
Vei(n,w(n)) =~ Dy :(2,n)u(n) = Voi(n). (2.93)
Chegamos entao na seguinte expressao para o algoritmo do gradiente recursivo (RG):
w(n+ 1) = w(n) — u V5, (n) e(n). (2.94)

Esta expressao é genérica no que diz respeito 4 implementacgao, faltando definir as expressoes
exatas dos elementos D, ;(z,n)u(n) que compde V7, (n). Para a estrutura de implementagao
direta, com a introdugéo de mais uma aproximagdo baseada na variacdo lenta de w(n),
estes elementos tem uma expressao simples, como visto a seguir. Para outras estruturas de
implementagao estas expressoes podem ser bastante complexas, sendo necessério recorrer a

mais aproximagoes. Para estruturas do tipo lattice hd uma extensa anélise deste aspecto em

[1l.

2.3.2 Aplicagao a estrutura direta de implementacao

No caso da estrutura direta os pardmetros w; sdo os préprios coeficientes do numerador e do

denominador de H (2), que, para manter a coeréncia com (2.20), sao agrupados como:

w = [w1 wy . Woam41 ]T (2'95)

.
- [ai B e (T D o P bM} (2.96)

As derivadas relativas aos coeficientes {a;} sdo dadas por

8H(z) 8 B(2)
aai - aai A(Z)
B(z) 0

= ()8



Usando (2.93), teriamos entdo

VE

w

(n)

H(z) _ 0B
ob;  Ob Az
Al

A(z,n)

u(n)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

-

Se, a partir da expressao acima, forem escritas explicitamente as equagoes de diferencas

para cada elemento de V¢ (n), pode-se ver que é necessério, a rigor, um filtro variante

no tempo para cada um dos 2M + 1 elementos. Para pardmetros variando lentamente no

¢, 1(n—1), parai =2,3,...,M ou

tempo, porém, pode-se ver também que V5, ;(n) ~

w,i—1

i1=M+2,M+3,...,2M + 1, e, portanto, pode-se usar apenas um filtro variante no tempo

para obter as aproximacoes das derivadas relativas aos coeficientes do numerador e outro
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para as derivadas relativas aos coeficientes do denominador, resultando em

M Va(n —1) |
Va(n —2)
Ve (n) ~ V"_(g_(n];/j) = —1(n), (2.100)
—Vb(n == 1)
| —Vb(n s M) i
onde
Va(n) = AT”EZLL) e Vi(n)= A?S?Zz). (2.101)

As aproximagdes em (2.93), (2.92) e (2.100) serdo tdo melhores quanto mais lenta for a
variagdo dos parmetros em relacio & memdria de H (z,n). Ou seja, se o sistema H (2) tiver
polos préximos 4 circunferéncia unitdria serd necessario um valor pequeno de i se quisermos
garantir uma adaptagao dada de fato pelo gradiente do erro quadrético.

Chegamos entdo a uma expressao de adaptagao na forma de (2.7), isto é w(n + 1) =
w(n) + pp(n) (n), onde €(n) = e(n) e ¥(n) é dado por (2.100). Explicitando a adaptagio

dos coeficientes do numerador e do denominador temos:

ai(n+1) = ai(n) —uVa(n—1ie(n), i=1,2,...,M,

bi(n+1) = b(n)+pVe(n—1ieln), i=0,1,...,M. (2.102)

2.3.3 Condigao suficiente para convergéncia

Vejamos agora uma condicao suficiente para a convergéncia local do algoritmo RG aos
pardmetros w* do sistema sendo modelado H(z), onde estamos considerando que H(z) é
racional e deg[H(z)] = M.

Se as sequéncias de entrada {u(n)} e do ruido de medida {{(n)} forem estatisticamente
independentes, entdo os elementos de ¥ (n,w) dados por (2.100) (fixando os pardmetros

em w) também sao estatisticamente independentes da sequéncia {{(n)}. Supondo {(n) de

53



média nula temos entao:

Ep(n,w*){(n)] = E[(n,w")] E[((n)]
= 0,

e a primeira condi¢ao da Propriedade 2.1 & atendida.

Para verificarmos a segunda condicao da propriedade 2.1, consideremos a matriz R’ dada

por (2.29). Queremos entdo que, para qualquer vetor e,
e R/(w)e = Ele"(n,w)p, (n, w)e] >0, (2.103)

onde ¢, (n, w) é dado por (2.24) com P(z) = 1. Escrevendo, de maneira semelhante & usada
no Item 1.5.4,

-
e:[?‘u T ottt TM-1 Qo @1 ot QM] ] (2.104)
R(z)=ro+rz+...+rm12M1, Q)= +qz+... +quz¥, e

oln) = Q(2) - 2R(2) g (o), (2.105)

e usando (1.19), podemos escrever

e'Ri(wle = Ele"9(n, w)e; (n,w)e]

S, (e7)dw. (2.106)

L 7 il 1
2w J A(e??) D(e—w)
0

Escrevendo agora

2r
1 1 1 : 1 [ Ale ) i |2 )
i Juw = Ju
2?1"[ Aoy Dleo) & M = o / D(e-i) | A(e™) Sule” )
¢ 0
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S, (e)dw, (2.107)

segue a propriedade:

Propriedade 2.5 Uma condigdo suficiente para que, no algoritmo RG, R'(w) seja positiva

definida € que

jw
Re [A(e. )] >0, —T<w<m, (2.108)

e também que

Sy(e™) > 0. (2.109)

Notar que se existirem w;e wy tais que

Re B((‘Z:ﬂ 0] 2, < 0] o, (2.110)
poderd existir S,(e?) tal que R'(w) nao seja positiva definida. Neste sentido, a condigao
(2.108) néo é conservadora em relacio a condicao R'(w) > 0.

Com a propriedade acima podemos entéo verificar o atendimento da segunda condi¢do de
(2.1). Uma vez que, quando w = w* temos A(2) = D(z), sempre existird uma vizinhanca de
w* em que a condicao (2.108) é obedecida. Consideremos agora a condigdo (2.109), que sé
néo sers, atendida se v(n) = 0. Notar que em (2.105) v(n) tem a mesma forma que e'r(n) em
(1.39). Pela Propriedade 1.3, portanto, se u(n) é uma excitacao persistente de ordem 2M + 1
ou maior e B(z) e A(z) ndo tiverem alguma raiz comum entao v(n) nao é identicamente nulo.
Mas, como foi assumido que deg[H(z)] = M, sempre existird uma vizinhanca de w* na qual
B(z) e A(z) ndo tem uma raiz comum.

Em funcao da andlise precedente, concluimos entdo que a seguinte propriedade é vélida:

Propriedade 2.6 Para o algoritmo RG, dado por (2.102), se as sequéncias de entrada
{u(n)} e do ruido de medida {{(n)} forem estatisticamente independentes, u(n) for uma
excitagdo persistente de ordem 2M+1 ou maior, {(n) tiver média nula e o passo de adaptagio
p for suficientemente pequeno, entdo o vetor de pardmetros w* do sistema sendo modelado

H(z), onde deg[H(2)] = M, é um ponto de convergéncia local.
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2.3.4 Sobremodelamento

No caso em que, diferentemente do que foi assumido acima, tivéssemos deg[H (2)] < M, o
filtro adaptativo teria mais pardmetros do que os necessdrios para modelar H(z), situacéo
que recebe a denominacao de sobremodelamento. Neste caso, conforme pode ser visto acima,
no ponto w = w*, isto ¢, quando B(z) = C(z) e A(z) = D(z), é possivel tornar v(n)
identicamente nulo. Consequentemente, a matriz R(w*) = R'(w*) é singular, nio existindo,
conforme exigido pela Propriedade 2.1, uma vizinhan¢a de w* onde R’(w) seja positiva
definida. Porém, esta situagao nao implica, necessariamente, em problemas de convergéncia
para o algoritmo de adaptacgao. Existem, neste caso, infinitos pontos no espago de pardmetros
onde H (2) = H(z) e o algoritmo pode convergir de maneira répida para algum deles. Uma
situagao mais problemética ocorre quando hd um " quase-sobremodelamento ”, isto é, quando
H(z) tem algum polo muito préximo de um zero. Neste caso, R(w*) nao é singular mas
¢ mal condicionada, ¢, mesmo que, como na situacao de sobremodelamento, o algoritmo
convirja rapidamente para as proximidades de w*, a partir de um determinado momento a
convergéncila serd lenta, com o erro de saida permanecendo um longo tempo em um valor
possivelmente insatisfatdrio.

Uma andlise mais detalhada do condicionamento de R(w*) nestas situagdes de ”quase-
sobremodelamento ” nao serd realizada neste trabalho. Trata-se de uma questao importante,
mas preferiu-se abordar o aspecto do efeito da proximidade & circunferéncia unitdria dos
polos de H(z) no condicionamento de R(w*) (analisado no Item 2.6), que é mais crucial na
determinagao do interesse prético por filtros IIR adaptativos, conforme discutido no Capitulo
1.

Por fim, estas consideragbes a respeito de sobremodelamento se aplicam também aos

outros algoritmos considerados adiante.

2.3.5 Influéncia da posi¢ao dos polos sobre a regiao de positividade

e o dominio de atracao
Vejamos agora como a andlise anterior permite caracterizar parcialmente o dominio de
atracao de w*. Notar inicialmente que, reunindo (2.100), (2.89) e valendo a aproximagéo

da adaptagédo dos parametros pela equagdo diferencial (2.8), resulta que o algoritmo RG

também poderd convergir para um eventual ponto de minimo local da superficie de erro. Na
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situacdo de modelamento suficiente sendo considerada aqui, isto é, deg[H (z)] = M, conforme
ser4 visto no Item 3.2, uma condigao necessdria para que existam pontos de minimo local é
que a entrada u(n) nao seja branca.

O fato de poder convergir para minimos locals e ndo para o minimo global w* da superficie
de erro é uma deficiéncia importante do algoritmo RG. E de interesse entdo analisar condi¢des
que garantam a convergéncia ao minimo global mesmo na existéncia de minimos locais. Para
tanto, temos, inicialmente, que para garantir o atendimento de (2.109) é necessério que B(z)
e A(2) néo tenham rafzes comuns. Como visto no item anterior, se isto nao for atendido, nédo
é possivel, com a funcdo de Lyapunov escolhida, garantir a convergéncia a w* da equagao
diferencial (2.8). Ao passar para o algoritmo de adaptacao, porém, esta condigao perde
sua importincia: uma pequena variagao dos pardmetros, resultado da prépria natureza
estocdstica do algoritmo, é suficiente para que B(z) e A(z) voltem a nao ter raizes comuns e
que portanto a convergéncia em direcio a w* prossiga [1]. Com base nisto e nas Propriedades

2.3 e 2.1, a seguinte propriedade é entao vélida:

Propriedade 2.7 Seja B, a bola de maior raio contida no conjunto Wpyes para o qual (2.108)
é vdlida. Para o algoritmo RG, entdo, nas condi¢oes da propriedade 2.6, B, estd contido no

dominio de atragao de w*.

Em aplicagoes praticas de filtros IIR adaptativos, frequentemente dispde-se de alguma
estimativa a priori sobre o sistema sendo modelado. Se esta estimativa for tal que o valor
inicial w(0) da adaptacao esteja contido em B,, entao, para o algoritmo RG, a convergéncia
a W* estard garantida, a despeito da existéncia de eventuais minimos locais. Em razao disto
é de interesse verificar como B, varia com a posi¢ao dos polos de H(z). Este aspecto é
abordado a seguir.

Para maior facilidade de representacao grafica, os polindmios serao considerados aqui em

poténcias de 27!, Se D(2) =1+dy2+ ...+ dpy2M tem zeros fora do circulo unitério, entdo

D(z™) = 14diz7 ' +.. . +dyz™

ZM+dIZM_1+...+dM

. (2.111)
¥4

tem zeros dentro do circulo unitdrio e M polos em 2z = 0.
Consideremos quatro polinémios D(z™!) de segunda ordem, com raizes dadas por 0,7/

60°, 0,94 £60°, 0,74 £ 15°, 0,94 £ 15°. Na Figura 2-1 estd indicada, para cada um destes

57



casos, a regifio das raizes conjugadas de A(z!) para a qual a condiggo (2.108) é obedecida
e a regiao das raizes conjugadas de A(z7!) para a qual w € B,. Podemos observar que se
os polos do sistema sendo modelado estdo préximos ao circulo unitdrio é necessdrio uma

estimativa inicial de D(z) muito boa para poder-se garantir a convergéncia ao valor correto

dos pardmetros.

2.4 Algoritmo Steiglitz-McBride

Neste item apresenta-se, inicialmente, uma interpretacao simples da relagao entre a versao
recursiva do método Steiglitz-McBride (SMM) e sua formulacdo off-line, considerando a
estrutura direta de implementacao. Aplica-se entao ao algoritmo SMM a andlise genérica
da convergéncia para o caso de modelamento suficiente, feita no Item 2.2. Disto resulta que
se o ruido de medida é branco e a entrada é uma excitacao persistente, o valor correto dos
pardmetros é um ponto de convergéncia global do algoritmo. Se, por um lado, a restrigao
ao ruido de medida pode representar uma limitagao importante, a garantia de convergéncia

local pode representar uma grande vantagem.

2.4.1 Obtencgao do algoritmo recursivo

No método Steiglitz-McBride de identificagao off-line de sistemas [9] tem-se uma sequéncia
de problemas de otimizacao lineares. Neste método, conforme representado na figura 2-2, na
iteragdo de indice 7, determinam-se as funcoes A;;1(z) e B;;1(2) que minimizam E[e?(n)],

com e;(n) dado por Bos(2)
67;(7’2,) . A,L(Z) y(n) - A,(Z) u(n)a

(2.112)

onde A;(z) é a funcio obtida da minimizacao de E[e? ;(n)]. Se a sequéncia de fungoes A;(z)

convergir para um ponto estaciondrio A (z) o erro resultante serd

e (n) = y(n) — Aoo(z)u(n), (2.113)

o que corresponde ao erro de safda e(n) = [H(z)—ﬁ(z)]u(n)—l—g(n), com H(z) = Boo(2)/Aco(2).
Coloca-se entao um problema de convergéncia: naturalmente, deseja-se que exista um ponto
estaciondrio da iteragao e que, além disso, o mesmo corresponda ao H (z) que minimiza o erro

quadrético médio de saida E[e*(n)]. A convergéncia do algoritmo Steiglitz-McBride off-line

58



Im[v]

Re[v] Re[v]

N

Re[v]

AAYAN
an
/!

, Figura 2-1: Algoritmo RG, sistemas de segunda ordem (polos de H(z7!) indicados ¢om x):
regido das rafzes de A(z7!) na qual a condigdo de positividade é obedecida e a imagem da
maior bola no espago de pardmetros contida nesta regiao; a circunferéncia representada é a
circunferéncia de raio unitério.
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é analisada em [10] e [1]. Nos limitaremos aqui a apresentar uma andlise de convergéncia

para a versao recursiva deste algoritmo, obtida a seguir.

H(z
i y(n)
1/A4:(2) 1/4;(2)
: :
Bia(2) Aina(2)

+>l

1
]
O
<
—_
3
~

Figura 2-2: método Steiglitz-McBride de identificacao de sistemas

Para obtermos uma versao recursiva do algoritmo off-line, consideremos inicialmente que,
ao invés de, a cada iteragao i, escolher A;1(2) e Bi1(2) tal que Ele?(n)] seja minimizado,
escolhemos A;11(2) e B;y1(2) a partir de A;(z) e B;(z) e do gradiente de €?(n) no instante
n = 4. A principio, ndo hd nada que impeca a convergéncia a solugao desejada deste proce-
dimento, ¢ podemos, de fato, como visto a seguir, interpretar a passagem da versao off-line
do algoritmo para a versdo recursiva como uma mudanga no método de escolha de A;;1(2)

e B;;1(z). Terfamos entdo, supondo a forma direta de implementagao, e usando (2.112),

0 A;
Qjit1 = aj’i—“{aaj,¢+l AJ;ES)JZI(")%‘(”)

0 B;
bjiv1 = bj’i+u[8bj,i+1 Atéﬂ u(n)e;(n)
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od
b;; u(n)e;(n), 7=0,1,...,. M, n=71, 2.115
Jﬂ'+qu1‘(z) ()'L() J ( )
onde para maior clareza na discussao a seguir, os simbolos n e % sao usados apesar de n = 1.
Notar que, nestas expressdes, o célculo de e;(n), [27/A;(2)]y(n) e [27 /Ai(2)]u(n), n = i, exige,
a cada iteracdo 7, novas recursdes de n = 0 até n = i. No entanto, supondo que A;(z) estd
variando lentamente a cada iteracao, pode-se dispensar esta recursao desde n = 0, e escrever

2J

Ai(z)y(n) ~ Voi(n —7), (2.116)

onde Vg ;(n) = y(n)/4;(z) = y(n) — Elﬂil a1;Va,i(n — 1), e, da mesma maneira,

mu(n) o2 Vi(n — 7), (2.117)

onde V,;(n) = u(n)/Ai(z) = u(n) — Zlﬂil a;;Vyi(n —1). Para o sinal de erro também

podemos fazer a aproximacao

u(n). (2.118)

2
=N
P

|
>
&

Com estas aproximagdes e substituindo agora i por n, as expressdes (2.114) e (2.115)

podem ser re-escritas como

ai(n+1) = aj(n) - uVa(n—jle(n), j=1,2,...,M,

biln+1) = bin)+uViln—jle(n), F=0,1,...,M, (2.119)
onde agora, usando a notagao para filtros variantes no tempo definida no Item 2.1, temos

(2.120)

Va(n) = y(n) e Vu(n)=
As expressGes acima sao as expressoes finais do algoritmo Steiglitz-McBride para filtros IIR
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adaptativos implementados na forma direta. Notar que a unica diferenga em relagao ao
algoritmo RG (expressdes (2.102)) é a utilizagao de y(n) no lugar de (n). Isto porém terd

consequéncias importantes no comportamento do algoritmo, como visto a seguir.

2.4.2 Condicao para convergéncia

Consideremos novamente as condi¢oes para que os parAmetros w* do sistema H(z), onde
deg[H(z)] = M, sejam um ponto de convergéncia de um algoritmo de passo constante,
expressas na Propriedade 2.1. Para o algoritmo SMM colocado na forma genérica (2.7) com

P(z) =1, a primeira condicao da Propriedade 2.1 é
Bltp(n, w*) ()] = 0. (2.121)

onde, pelas expressdes (2.119)

P(n,w) = : (2.122)

u(n — M)/A(z)

Separando (2.121) quanto aos dois tipos de elemento de ¥ (n, w*), temos:

E [%;)i)g(n)] =0, i=1,2,...,M, (2.123)

e, usando y(n) = H(2)u(n) + {(n) = ¢'(n) + {(n),

=0, i=1,2,...,M. (2.124)



Se as sequéncias de entrada {u(n)} e do rufdo de medida {((n)} forem estatisticamente
independentes e ((n) for branco ¢ de média nula, as duas equagoes acima sao atendidas.
Porém, se o ruido de medida nao for branco, o valor correto dos pardmetros w* poderd nao
ser um ponto de convergéncia do algoritmo SMM. Esta é uma restricao importante, que
pode impedir a utilizagao deste algoritmo em diversas aplicagoes praticas. H4é, no entanto,
uma questao de compromisso: o algoritmo RG, por exemplo, nao coloca esta restrigao ao
rufido de medida; por outro lado, se a restri¢ao for obedecida, o algoritmo SMM apresenta
melhores caracteristicas de convergéncia globais do que o algoritmo RG, como serd visto a
Seguir.

Consideremos agora a segunda condi¢ao da Propriedade 2.1, analisando a forma da matriz

R(w) dada por (2.26). Os elementos de R(w) tem a forma

yn—i)y(n—34)] _ L[Y(r=9y(n—J)] ((n=9)y'(n—J)
Tam am | TP Tam Aaw 1A am |
y(n =) u(n — j) Y(n—d)u(n—j)] ¢(n — 1) u(n — j)
Uam aw | T PTam am 1T A Ae
- E —ylg"(z_)i) ”(Z(;)j) |, (2.126)

onde os termos nulos resultam do pressuposto de que {u(n)} e {{(n)} sdo estatisticamente
independentes € {(n) tem média nula. Temos portanto que o ruido de medida nao afeta a

matriz R(w) que pode ser escrita neste caso como
R(w) =By (n, w)o] (n, )], (227
com ¢, (n,w) dado por (2.19) com P(z) = 1. Podemos escrever, portanto,
e'R(w)e = Ele'¢,(n,w)¢p| (n,w)e]

(2.128)
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= E [”(") “(”)] , (2.129)
onde, analogamente a (2.105),
v(n) = [Q(2) — zR(2)H (2)]u(n). (2.130)

Se a entrada u(n) for uma excitacio persistente de ordem 2M 41 ou maior e deg[H (2)] = M,
entdo, pela Propriedade 1.3, E[v?(n)] > 0 e R(w) é positiva definida. Notar que neste caso,
para valer a positividade de R(w), ndo h4 nenhuma restri¢éo aos valores de w, como a dada
pela expressdo (2.108) para o caso do algoritmo RG. O dominio de atragdo de w* consiste
portanto em todo o dominio de estabilidade, ou seja, hd convergéncia global para w*. Esta

andlise permite enunciar a seguinte propriedade:

Propriedade 2.8 Para o algoritmo SMM, dado por (2.119), se as sequéncias de entrada
{u(n)} e do ruido de medida {{(n)} forem estatisticamente independentes, u(n) for uma
excitacdo persistente de ordem 2M + 1 ou maior, {(n) for branco e de média nula e o passo
de adaptagdo p for suficientemente pequeno, entdo o vetor de pardmetros w* do sistema

sendo modelado H(z), onde deg[H(z)] = M, é um ponto de convergéncia global.

A propriedade de convergéncia global do algoritmo SMM pode representar uma grande
vantagem em relacdo ao algoritmo RG, uma vez que a existéncia de minimos locais da

superficie de erro passa a ser irrelevante.

2.5 Algoritmos PLR e SHARF

2.5.1 Expressoes de adaptacao e condigao para convergéncia do
algoritmo PLR

Consideremos o vetor usado como uma aproximagao do gradiente no algoritmo RG, dado

por (2.102) e (2.101). Uma aproximacao adicional do gradiente pode ser feita eliminando a

filtragem por 1/A(z,n), obtendo entdo as expressdes de adaptagéo do algoritmo denominado

regressdo pseudo-linear (PLR):

a(n+1) = ai(n)—pyn—ie(n), i=1,2,..., M,



bi(n+1) = bin)+ pu(n—ile(n), i=0,1,...,M. (2.131)

Para o algoritmo PLR, o vetor t(n) na forma genérica (2.7) assume, portanto, a forma

—y(n—1)
—f(n—2)
wimy = | T (2.132)
u(n)
u(n —1)
| u(n—M) |

De imediato pode-se dizer que a eliminacao da filtragem por 1/A(z,n) produzird um erro
de ¥(n) em relacao ao gradiente que serd, de modo geral, tanto pior quanto mais préximos
estiverem do circulo unitdrio os polos de 1/A(2z,n). Uma formulagdo mais precisa deste
aspecto resulta da andlise de convergéncia a seguir.

Consideremos a convergéncia do algoritmo PLR aos parémetros w* do sistema H(z),
onde deg[H(z)] = M. Temos, inicialmente, que, da mesma maneira que para o algoritmo
RG, a primeira condicdo da Propriedade 2.1 é satisfeita se as sequéncias de entrada {u(n)}
e do ruido de medida {{(n)} forem estatisticamente independentes e {(n) tiver média nula.

Quanto & segunda condigdo, podemos escrever

e'R(w)e = Ele'$(n,w)e] (n,wel

o 51; 7Re [D (ijw)] S, (67)duw (2.133)
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onde, analogamente a (2.105),

v(n) = [Q(2) — zR(z)A(z)]u(n) (2.134)

Por uma argumentaciao andloga & utilizada no caso do algoritmo RG temos entao que uma
condicdo suficiente para que R'(w) seja positiva definida é que u(n) seja uma excitagao

persistente de ordem 2M + 1 ou malor, que B(z)/A(z) nao tenham rafzes comuns e que

1

e[

} >0, —7<w<m. (2.135)

Notar que, assim como para o algoritmo SMM, esta expressao nao coloca nenhuma restrigao
aos valores de w. Por outro lado, notando que em w* temos J(n) = y(n), os elementos da
diagonal principal de R'(w*), séo dados por

E [y(n—z')w] = E {H(z)u(n—i)———H(zg((:)_i)]

- %71{.3 [D (ijw)} |H(e)|* Su(e™)dw,  (2.136)

2T

E {u(n—i)w} L / Re [f} Su(e7)dw, (2.137)

~ o eiv)

e, portanto, existirdo densidades espectrais S,(e™) e |H(e?)|* para as quais, se (2.135)
nao for atendida, o trago de R/(w*) serd negativo, ou seja, R/(w*) terd auto-valores com
parte real negativa, e, consequentemente, pela Propriedade 2.2, w* nao serd um ponto de
convergéncia do algoritmo. Portanto, para que w* seja um ponto de convergéncia para
quaisquer S,(e?) e |H(e?)|? a condigio de positividade (2.135) néo s6 é suficiente como &
necesséria.

Segue desta andlise e da discussao do efeito de rafzes comuns a B(z) e A(z) feita para o

algoritmo RG, a seguinte propriedade:

Propriedade 2.9 Para o algoritmo PLR, dado por (2.131), se as sequéncias de entrada
{u(n)} e do ruido de medida {¢(n)} forem estatisticamente independentes, ((n) tiver média

nula e o passo de adaptagdo p for suficientemente pequeno, entdo (2.135) é uma condigdo
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necessdria e suficiente para que o vetor de pardmetros w* de um sistema H(z) qualquer com
deg[H(z)] = M seja um ponto de convergéncia global para qualquer entrada u(n) que seja

uma ezcitagdo persistente de ordem 2M 4 1 ou maior.

No enunciado acima, o termo convergéncia global, assim como também usado para o
algoritmo SMM, corresponde a dizer que o dominio de atragao de w* é todo o dominio de
estabilidade.

Em aplicagdes onde a condigdo (2.135) pudesse ser garantida, o algoritmo PLR seria
preferivel ao algoritmo RG, por w* ser um ponto de convergéncia global e nao apenas local,
e preferivel também ao algoritmo SMM, por ndo colocar restrigoes ao ruido de medida. Além
disso, como seré visto nos Itens 2.6 e 2.7, o comportamento da velocidade de convergéncia
do algoritmo PLR quando os polos de H(z) tendem ao circulo unitdrio é mais favordvel do

que o dos algoritmos RG € SMM.
Em contrapartida a estas vantagens, porém, h4 o fato de que a condigéo (2.135) representa

uma restri¢gdo importante ao sistema sendo modelado H(z), como visto a seguir.

2.5.2 Influéncia da posicao dos polos sobre a regiao de positividade

Na Figura 2-3 est4 indicada a regiao na qual devem estar os polos conjugados de um sistema
H(27!) de segunda ordem para atender a (2.135). Na Figura 2-4 estd indicada a regiao na
qual deve estar um par de polos conjugados de um sistema de quarta ordem que tem outro
par em 0,7/ & 30° ou 0,92 =+ 30° para atender a (2.135). Como pode ser visto, sistemas

com polos préximos ao circulo unitdrio tendem a néo satisfazer a condigéo (2.135).

2.5.3 Expressoes de adaptacao e condigao para convergéncia do

algoritmo SHARF

Para tentar atenuar a restricao que o algoritmo PLR coloca ao sistema sendo modelado,
vista acima, podemos usar um filtro fixo P(z) para filtrar o erro de saida e(n), obtendo as

expressoes de adaptacao do algoritmo SHARF:

a;(n+1) = ai(n)—py(n—1iln), i=12,..., M,
biln+1) = bi(n)+pu(n—i)(n), i=0,1,..., M,
e(n) = P(2)e(n). (2.138)
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Figura 2-3: Algoritmo PLR, sistema de segunda ordem: regiao dos polos de H(z™!) onde
a condigao de positividade é obedecida; a circunferéncia representada é a circunferéncia de
raio unitério.

O vetor 1p(n) na forma genérica (2.7) tem a mesma forma que no algoritmo PLR, sendo

que agora temos que
e'R/(wle = EleTt(n, w)py(n, we]

- B [v(n)%v(n)]

2w J D(e/v)
2 ;
1 Pe)] o /s
) — 11 85,(e)dw. .139
27r0/Re [D(ejw)] Sy(e™)duw (2.139)
Estipulando, portanto, a condicao
P(e¥)
——t - < 2.140
Re[D(eJ‘”) >0, TS w<T, ( )

e seguindo a mesma argumentacio que para o algoritmo PLR, obtemos a propriedade:



/ * [/

\ ) Re[v] \ Re[v]

\ ,/ o
~1 <,,,/’/

Figura 2-4: Algoritmo PLR, sistemas de quarta ordem (um par de polos de H(z ') indicado
com X): regiao do outro par de polos na qual a condi¢io de positividade é obedecida; a
circunferéncia representada € a circunferéncia de raio unitdrio.

Propriedade 2.10 Para o algoritmo SHARF, dado por (2.138), se as sequéncias de entrada
{u(n)} e do ruido de medida {{(n)} forem estatisticamente independentes, ((n) tiver média
nula e o passo de adaptacdo p for suficientemente pequeno, entdo (2.140) é uma condigdo
necessdria e suficiente para que o vetor de pardmetros w* de um sistema H(z) qualquer com
deg[H (z)] = M seja wm ponto de convergéncia global para qualquer entrada u(n) que seja

uma excitacao persistente de ordem 2M + 1 ou maior.

Notar que a condigao de positividade (2.140) tem a mesma forma que a condigéo (2.108)
referente ao algoritmo RG, sendo que a validade de ambas est4 vinculada a existéncia de uma
boa estimativa inicial dos polos de H(z). O efeito da posigao destes polos para o algoritmo
SHARF ¢é portanto o mesmo exemplificado na Figuras 2-1. As implica¢des da validade das
duas condigoes, porém, nao sao as mesmas. No caso do algoritmo RG, a condigao depende
dos pardmetros w do filtro adaptativo, e é sempre atendida localmente. A sua validade em
outras regioes do dominio de estabilidade permite, como visto, caracterizar parcialmente o
comportamento global do algoritmo. No caso do algoritmo SHARF, a condi¢ao nao depende
dos parAmetros w do filtro adaptativo. Porém, se for atendida, entao o algoritmo converge

globalmente.
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2.6 Efeito da posicao dos polos de H(z) no condiciona-
mento da matriz de estados da ODE

Neste item analisa-se o efeito da posicdo dos polos do sistema sendo modelado H(z) no
condicionamente, isto &, no espalhamento dos valores singulares da matriz de estados dos al-
goritmos de adaptacao de passo constante apresentados nos itens anteriores. Como discutido
no Capitulo 1, o maior interesse na aplicacao de filtros IIR adaptativos ocorre para casos em
que H(z) tem polos pouco amortecidos, isto é, préximos & circunferéncia unitéria. Sistemas
com esta caracteristica sao considerados neste item, e é analisado, para cada algoritmo, se
o espalhamento dos valores singulares da matriz de estados, no ponto correspondente aos
pardmetros de H(z), tende a infinito quando o raio de algum polo de H(z) tende a 1. A
importéncia do espalhamento dos valores singulares desta matriz, como visto no Item 2.2.4,
é que um alto espalhamento dos mesmos pode levar a uma baixa velocidade de convergéncia
local do algoritmo.

Conforme (2.26), R(w*) é a matriz de estados da equagao diferencial associada ao al-
goritmo sendo analisado, calculada no vetor de pardmetros w* de H(z). Dada uma fungéo
H(z), R(w*) é obtida diretamente das expressdes particulares de cada algoritmo e os valores
singulares de R(w*) sao computados. Os diferentes algoritmos apresentados podem entéo
ser comparados quanto ao critério do espalhamento destes valores singulares, para a funcao
H (z) especifica que foi considerada.

Por estarmos tratando de filtros adaptativos, porém, é de interesse analisar a dependéncia
do espalhamento dos valores singulares de R(w*) em relacéo a caracteristicas mais genéricas
de H(z), como por exemplo, a proximidade & circunferéncia unitdria de seus polos. Uma
andlise deste tipo nao fornece, em geral, uma comparagao direta entre o espalhamento para
cada algoritmo, como no caso do célculo para um determinado H(z), mas, por outro lado,

permite uma caracterizagao mais ampla dos diferentes algoritmos.

2.6.1 Expressoes para a andlise dos valores singulares

Os valores singulares de uma matriz qualquer A sdo definidos como a raiz quadrada dos
autovalores de ATA [31]. Uma vez que ATA é simétrica e positiva semi-definida, segue

diretamente da Propriedade 1.1, que os valores singulares méximo e minimo de R(w*) séo
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dados por:

=  [maxeRT(w*)R(w*)e, Omin = , [ min eTRT(w*)R(w*)e. (2.141)

Omax
llell=1 lell=1

Se A & uma matriz simétrica e positiva semi-definida qualquer, seus valores singulares sao

seus préprios autovalores, o que pode ser visto por:
Au =)u= ATAu =) A"Tu=)\Au =)\u. (2.142)

Portanto, se R(w*) é simétrica e positiva semi-definida, segue diretamente da Propriedade

1.1 que seus valores singulares méximo e minimo sao dados por

Omax = max e R(w")e, Gt = ||nhi511 e R(w*)e. (2.143)

No que segue, sao obtidas, para os algoritmos de adaptacao considerados nos itens anteri-
ores, expressdes para a forma quadritica e R(w*)e utilizando produtos internos de fungdes
racionais em z. Com estas expressoes, o efeito da posi¢do dos polos de H(z) no condiciona-
mento de R(w*) serd entdo analisado.

Consideremos os algoritmos RG e SMM, analisados nos Itens 2.3 € 2.4. De (2.33), (2.106)
e (2.129) temos que, para os dois algoritmos, R(w*) & simétrica e, escrevendo, como em
(138), e=[rg 71 -+ Tare1 qo @1 -+ qu s R(2) =ro+mz+ ... +ry 12" le

Q(2) =go+q1z + ... + guz", e notando que em w* vale A(z) = D(z), temos

TRw)e — &[]

_ <F z) ¥ (z)sﬂ(z)> , (2.144)

D(z)’ D(z)
onde
v(n) = F(z)u(n), (2.145)
F(z) = Q(2) — zR(2)H(2). (2.146)



Notar, pela definicio de e, que a restrigio ||e| = 1 em (2.141) e (2.143) significa que ao
variar Q(z) e R(z) em (2.146) devemos manter [|Q(2)]|* + |R(2)|* = 1.

Consideremos agora o caso dos algoritmos PLR e SHARF, analisados no Item 2.5. No
algoritmo SHARF, P(z) é uma estimativa (fixa) de D(z). Podemos considerar entao os dois
casos extremos: 1) o caso ideal (em termos do atendimento da condigao de positividade
(2.140)), P(z) = D(z) e 2) P(z) = 1, que recai no algoritmo PLR. Para o caso P(z) = D(z),
de (2.33) e (2.139) temos

e R(w')e = Elv(n)%v(n)]

= Efp(n(n)]
= (F(2), F(2)Su(2)), (2.147)

com F(z) dado ainda por (2.146).
No caso em que P(z) = 1, temos de (2.33) e (2.133) que R(w") nao é simétrica. Para

poder usar a Propriedade 1.1 escrevemos entao
e R"(w")R(w")e = egeg,
onde

ep = E[’(ﬁ(n,w*)qb;r(n,w‘)e]
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com F'(z) dado por (2.146). Resulta, portanto,

'R (W)R(w)e = <% Z;(’Zij)s,s(z» +y <F (2) ,zisu(z)> L (2148)

2.6.2 Efeito do sinal de entrada

Como pode ser visto nas expressoes (2.141), (2.143), (2.144), (2.147) e (2.148), para todos
os algoritmos considerados as caracteristicas espectrais do sinal de entrada u(n) afetam
os valores singulares de R(w*). E importante notar que esta influéncia pode ser tanto no
sentido de reduzir quanto no de aumentar o espalhamento dos valores singulares, dependendo
da relagao entre Sy(z) e os polinémios C(z)e D(z) que compde H(z). Se considerarmos
u(n) branco, o que tem a vantagem de simplificar a anélise, nao estaremos portanto nos
restringindo a uma situacdo particularmente favordvel ou desfavordvel no que diz respeito
ao espalhamento dos valores singulares de R(w*).

Considerando entao u(n) branco e de poténcia unitdria, temos para o algoritmos RG e

SMM,

e R(w*)e = <F z) Fz) > (2.149)
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e' R(w)e = (F(2), F(2)), (2.150)

e para o algoritmo PLR,

e R (w)R(w*)e = f: <g§2 ZDC;S) >2 + i <g§’3 : zi>2 . (2.151)

=0

2.6.3 Restrigoes a H(z)

Com as expressces (2.149), (2.150) e (2.151), pode ser verificado qual o comportamento dos
valores singulares de R(w*) quando algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia
unitdria. Notar que esta variagao da posi¢do dos polos de H(z) néo visa representar uma
eventual variacao no tempo do sistema sendo modelado, mas sim representar diferentes
fun¢des de transferéncia H(z) que este sistema (que, em uma aplicagdo prética de filtros
adaptativos, é desconhecido para o usudrio) pode assumir. Neste sentido, ao variar os polos
de H(z), diferentes restrigoes aos seus demais pardmetros podem ser assumidas, relacionadas
com os mecanismos ffsicos envolvidos na aplicagao pratica em questao. Serao considerados

aqui trés casos "ideais ”:

1. C(z) é fixo para diferentes posigoes das rafzes de D(z), e, em nenhum caso cancela

alguma destas raizes;

2. Os zeros de H(z) séo fixos para diferentes posi¢des das rafzes de D(z), em nenhum
caso cancelando alguma destas raizes, porém | H(z)| é fixo para diferentes posigoes

das raizes de D(z).

3. H(z) & passa-tudo.

No caso da Restri¢do 1 temos que se algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia
unitdria sua norma L, tende a infinito, o que ndo ocorre no caso da Restrigdo 2. Parece
razodvel que, em algumas aplicagoes préticas, a despeito da posi¢ao dos polos do sistema, a
norma Ly do mesmo possa ndo exibir grandes variacoes. Os casos 1 e 2 constituem, neste
sentido, dois possiveis extremos entre os quals situagdes reais estariam localizadas. Por sua

vez, a Restrigdo 3 pode representar, de fato, uma caracteristica do sistema sendo modelado.
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O interesse em considerar este caso, no entanto, advém também da possibilidade, pouco
investigada até o momento, de que a utilizagdo de blocos passa-tudo em filtros adaptativos
possa ter vantagens em relacao a outras estruturas.

A seguir, para cada uma das restrigbes acima, analisa-se como variam os valores singulares
de R(w*) para cada algoritmo de adaptacéo, quando H(z) tem polos que se aproximam da
circunferéncia unitdria. O principal objetivo da andlise a seguir é determinar os casos em
que o espalhamento dos valores singulares de R(w*) tende a infinito. Para tanto ¢ suficiente
obter, para o valor singular méximo, um limite inferior que tende a infinito quando algum
polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitdria e, para o valor singular minimo, um
limite superior finito; ou equivalentemente, obter, para o valor singular méximo, um limite
inferior finito, e mostrar que o valor singular minimo tende a zero quando algum polo de
H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria.

Além deste aspecto, a andlise a seguir também estabelece relagdes entre as velocidades
com que os valores singulares extremos de R(w*) tendem a infinito ou a zero quando algum

polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria.

2.6.4 Valores singulares extremos de R(w*) considerando a Res-
trigao 1
Valor singular mdximo de R(w*)

Fazendo R(2) = 1 ¢ Q(z) = 0 em (2.146), ou seja, e=[1 0 _ 0]', temos F(z) =
—2H(z) = —2C(2)/D(z), e, portanto, para os algoritmos RG e SMM, de (2.143) e (2.149),

oo = (505 50)) 2 gy 22 = (D6 B 2o @150

para o algoritmo SHARF, de (2.150),

Omax,SHARF = ﬁglnajg (F(z), F(z))
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e para o algoritmo PLR, de (2.151), notando que a segunda somatdria & direita nesta ex-

pressao € sempre limitada,

e - [

& 5. (2.154)

(5 5617

Os limites inferiores para o valor singular méximo de R(w*) para cada algoritmo, dados
pelas expressdes acima, sao também aproximagoes razodveis dos mesmos quando algum polo
de H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria, pois, quando isto acontece, de modo a
maximizar os produtos internos em (2.149), (2.150) e (2.151), o residuo deste mesmo polo
em F(z) néo pode ser baixo, o que, lembrando que deve-se manter ||Q(2)||*> + | R(2)||” = 1,
conduz a valores de | R(2)|| préximos a 1.

As expressoes (2.152) e (2.153) sio as normas L, de C(z)/D?(z) e C(z)/D(z) , respec-
tivamente. Portanto, uma vez que C(z) é fixo e ndo cancela nenhuma raiz de D(z), o valor
singular méximo de R(w*) para os algoritmos RG, SMM e SHARF tende a infinito quando
algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitdria.

Para o caso do algoritmo PLR a andlise nao é tao imediata, pois a expressao a direita em
(2.154) ndo é a norma Ly de uma funcao. Para analisar este caso, pode-se notar, de inicio,
que se for assumido que deg[C(z)] < deg[D(z)] ndo hé perda de generalidade em relagéo ao
aspecto que deseja-se investigar. Isto resulta do fato de que uma funcdo H(z) = C'(2)/D(z)
sempre pode ser escrita como C(z)/D(z) + k(z) onde deg[C(z)] < deg[D(z)] e k(z) € um
polinémio com norma finita, e, consequentemente, o produto interno com a forma de (2.154)

pode ser escrito como

(563-50) - (58 5+ (56553 + (0 )+ (.58

Os dois ttimos termos da expressdo acima nao tendem a infinito se algum polo de H(z) se
aproximar da circunferéncia unitdria, mas para os dois primeiros termos isto pode ocorrer,

sendo que, como serd visto, o primeiro termo da expressao acima poderd determinar um
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crescimento mais répido do produto interno do que o segundo termo. No Item A.l do
Apéndice A demonstra-se que se o raio r de algum polo de H(z) se aproxima de 1, o termo
|(C(2)/D?(z),C(2)/D(z))| é bem aproximado pelo produto de um termo ||, que tende a
infinito quando r tende a 1, e [{C(2)/D(z), C(2)/D(z))| (que também tende a infinito quando

r tende a 1). Para indicar esta propriedade escreve-se entao
) Ola)\| oy ) (O) O - et (2.156)
D?(z)’ D(z)

D(z)’ D(z)
Portanto, no caso Restricao 1, o valor singular mdximo de R(w*) para o algoritmo PLR

também tende a infinito quando algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitdria.

Velocidade de crescimento de o,

Consideremos agora que quando H(z) tem algum polo que se aproxima da circunferéncia
unitéria o valor singular mdximo de R(w*), para todos os algoritmos considerados, seja bem

aproximado por uma lei do tipo

108 [0rmax] — lo — vlog(r — 1), (2.157)
ou equivalentemente,
r—1 Jo
max VR 21
Omax — o1 (2.158)

onde 0y e v dependem do algoritmo especifico, sendo que v corresponde a velocidade com
que Omax tende a infinito quando r tende a 1. Consideremos que uma lei deste tipo, € com
o mesmo valor de v, vale também para os limites inferiores de opay, dados pelas expressoes
(2.152), (2.153) e (2.154). Ou scja, respectivamente para os algoritmos RG/SMM, PLR e
SHARF,

r—1 J1,0 r—1 02,0 r—1 J3,0
0] — ————, 09— ————, 03 — ——. (2.159)
(r—1)n (r —1)» (r—1)vs
A validade desta suposicao serd verificada em alguns exemplos numeéricos apresentados pos-
teriormente.

Para os algoritmos considerados, podemos entao comparar a velocidade v com que os li-

mites inferiores para g,, tendem a infinito quando 7 tende a 1. Para comparar os algoritmos
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PLR e SHARF, com as expressoes (2.153), (2.154) e (2.156) temos que

0 < lim =2 = lim || = 0. (2.160)

r—1 ) r—1

Segue que se 03 e 0y tem a forma dada por (2.159), a velocidade v, é maior do que a
velocidade vs.
Para comparar agora os algoritmos RG/SMM e PLR, com 0, e 0y definidos, respectiva-

mente, em (2.152) e (2.154), demonstra-se no Item A.2 do Apéndice A que

1
lim 22 < lim ———— = 0, (2.161)
r—=10q r—1 1
D(1/p;)

onde p; é algum dos polos de raio r de H(z). Portanto, se oy € 01 tem a forma dada por
(2.159), a velocidade v; é maior do que a velocidade vy.

Chegamos, portanto, na seguinte relagao de velocidades para os algoritmos considerados:

rEre| 2162

A comparagéo entre os algoritmos realizada acima, como mencionado na introdugao deste
item, nao ¢ feita diretamente em termos do valor singular méximo de R(w*) em cada caso.
E importante notar, porém, que, uma vez que 01, 03 € 03 tendem para infinito quando r
tende a 1, a relagdo acima permite afirmar que, (2.159) sendo vélido, existe um valor de 7

acima do qual 0y > 09, 03 e outro valor de r acima do qual g9 > 03.

Valor singular minimo de R(w*)

Podemos passar a analisar agora o valor singular minimo de R(w*) para cada algoritmo.
Consideremos, inicialmente, que deg[H(z)] = M e H(z) tem m = M polos com raio .

De (2.143) e (2.149) temos, para os algoritmos RG e SMM,

Omin,RG = oy <D(z)’ D(z)> " ell=1

F(z)
D(z)

(2.163)
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Com F(z) dado por (2.146) temos

C(z)
D*(z)

F(z) _ Q2)

56’ D (2.164)

— 2R(2)

A menos que R(z) = 0 temos que ||R(2)C(z)/D?*(z)|| tende a infinito quando r tende a 1, pois
deg[R(z)] < M e, portanto, R(z) ndo pode cancelar todas as raizes de D?(z). Se R(z) # 0,
entdo para que ||[F(z)/D(z)| nao tenda também a infinito & necessério que Q(z)D(z) =
zR(2)C(2), o que exigiria que R(z) tivesse as raizes de D(z). Isto, porém, também nao é
possivel, novamente devido ao fato de que deg[R(z)] < M. Segue que, para obter Omin re
deve-se fazer R(z) = 0. Quanto a Q(z), deve-se ter Q(z) = D(2)/ || D(2)| (o que é possivel
pois deg[@(z)] = M) do contrério |Q(z)/D(z)| tenderia a infinito. Temos portanto que

hn% Omin,RG = k‘l, m = M, (2165)

onde

ki =1lim 1/ D(2)]? (2.166)

Para o algoritmo SHARF, de (2.143) e (2.150) temos,

Omin,SHARF = ||I:|1|1=nl (F(2), F(2)). (2.167)

Com F'(z) = Q(z) — zR(z)H(z) pode-se ver que, uma vez que deg[R(z)] < M, devemos ter
R(z) =0, e portanto ||Q(2)|| = 1, do contrério ||F(z)|| tenderd a infinito quando r tender a
1. Resulta entao,

Iirr% Omin,SHARF = 1, m = M. (2.168)

Se, por outro lado, deg[H(2)] = M e H(z) tem m < M polos com raio 7, escrevendo
D(z) = D1(2)D4(z), onde D;(z) retine as m raizes de raio r de D(z), podemos fazer R(z) =

kD1(z) o que resulta em
C(2)

Do) (2.169)

F(z) =Q(z) — 2k

sendo que agora, mesmo com & # 0, |F(z)| nédo tende a infinito se r tender a 1. Temos

entao

OminSHARF <1, m < M. (2.170)
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Nesta mesma situacfo, para os algoritmos RG e SMM, para que || F(2)/D(z2)| néo tenda a
infinito, as rafzes de D;(z) devem ser raizes de Q(z)Dy(2) — 26C(2), o que é sempre possivel
uma vez que D;(z) e Dy(2) ndo tem raizes comuns. Portanto,

hn} Omin,RG < kl, m < M. (2171)
T

Para o algoritmo PLR, independentemente do valor de m, fazendo em (2.146)
Q(z) = D(2)/ ID(2)[|, R(z) =0, (2.172)

e usando (2.151) temos
RN (L 20N S5 el
2*C(z .
Omin,PLR < V/ K1 {Z <1, W> + Z <1,z’>2} = 1/ki, (2.173)
i=1 i=0

onde o termo entre colchetes é igual a 1 devido & causalidade de H(z).
2.6.5 Valores singulares extremos de R(w*) considerando a Res-
tricao 2

Notando que se ||H(2)|| = 1 entdo H(z) sempre pode ser escrito como

Q
—_
N
~—
—
Q
—~
N
~—

H(z) = = (2.174)

S
oS
NN
S| Q
O
S| Q
Sl
~_—
S
St

onde C'(z) tem as raizes de C(z) mas é fixo, temos que a expressao (2.152) para o algoritmo

RG pode ser escrita, quando ||H(2)|| = 1, como

< C'(z) C'(z) >

a/C2) Clz)\ _\D*z) D*z)
Omax,RG 2 04 = <D2(Z), D2(Z)> L <C,((Z) C’((Z))> ‘ (2175)
D(2)’ D(z

Comparando agora esta expressao com as expressoes (2.152), (2.1563) e (2.159) temos que se
algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitdria entdo o4 tende a infinito com

velocidade vy — vs.
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Para o algoritmo SHARF segue diretamente de (2.153) que Omax,sgarr 2 1, €, apds
algumas manipulagOes simples que Opax,sHARF < (1+ \/5)2 Ou seja, neste caso, Tmax,SHARF
néo tende a infinito quando algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria.

Para o algoritmo PLR, temos de (2.154) e (2.156), que
C(z) C(2)\|rm C(z) Clz)\ _
<D2(z)’D(z)> — Il <—— > =, (2.176)

D(z)’ D(z)
e, portanto, se algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria o5 tende a infinito

A
Omax,PLR = 05 =

com velocidade vy — v3. Notar que, em (A.7), escrevendo H(z) como em (2.174), percebe-se
que todos os residuos ¢; tendem a zero quando 7 tende a 1, e portanto a Condigao 1 para a
validade de (A.9) é atendida.

Consideremos agora os valores singulares minimos, inicialmente com m = M.

Para os algoritmos RG ¢ SMM temos a mesma situacao que para a Restrigdo 1 (ver
andlise anterior): a menos que R(z) = 0, ainda temos que ||R(z)C(z)/D?*(z)| tende a in-
finito quando r tende a 1, uma vez que C(z) mantém apenas ||C(z)/D(z)| = 1, e néo
|C(2)/(D1(2)D(2))|| = 1, onde as raizes de D;(z) séo as raizes de D(z) néo canceladas por
R(z). Portanto vale ainda lim, .1 Omin rg = k1, m= M.

Para o algoritmo SHARF, como no caso da Restrigao 1, se ||Q(2)|| = 1 entéo || F(2)| = 1,
onde, como j& visto, F(z) = Q(z) — zR(z)H(z). Porém, temos que agora nao é necessério
que R(z) =0 ¢ ||Q(z)|| = 1 para que | F(z)| nédo tenda a infinito quando r tende a 1. Temos
entao que Ominsyarr < 1, m = M. Neste caso, é de interesse saber, adicionalmente, se
pode-se garantir que Omin srArF N80 tende a zero, pois, COMO OTmax, s arF Nao tende a infinito,
isto significaria que o espalhamento dos valores singulares nao tenderia a infinito. Pode-se
verificar que se H(z) s6 tem polos simples entdo, quando os polos de H(z) se aproximam
da circunferéncia unitdria, Omin szarr tende a um valor nao nulo. Este valor é tanto menor
quanto mais préximos forem os polos de H(z), se anulando no caso limite em que H(z) tem

polos miltiplos. Temos entao
0 < Ominsmarr <1, m=M, H(z)s6tem polos simples, (2.177)
lin} OminsaArr =0, m =M, H(z) tem algum polo miltiplo. (2.178)

Para o algoritmo PLR vale a mesma anélise feita para a Restrigao 1.
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Consideremos agora o caso m < M. A partir da andlise feita no caso da Restri¢ao 1 para
os algoritmos RG/SMM e SHARF (ver (2.169)), temos agora que, com & = 1, | F'(2)|| tende a
zero quando algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria, pois ||C(z)| tende a
zero (ver (2.174)) e Ds(z) nédo tem nenhuma raiz que se aproxima da circunferéncia unitéria.
Neste caso, entdo, para todos os algoritmos, os valores singulares minimos tendem a zero.
Para os algoritmos RG e SHARF, em particular, a velocidade com que oy,;, tende a zero é

a velocidade com que ||C(2)| tende a zero, a qual, de (2.174), (2.153) e (2.159) é igual a v;.

2.6.6 Valores singulares extremos de R(w*) considerando a Res-
tricao 3

Com H (z) passa-tudo temos H(z)H(z7!) = 1, o que resulta, para o algoritmo RG, em

-1
rene 2062 (53 33) = {5 D)) = (o o) 417
e, portanto, g tende para infinito com velocidade v3 quando algum polo de H(z) se aproxima
da circunferéncia unitéria.
Para o algoritmo SHARF vale a mesma anélise relativa ao valor singular méximo feita
para a Restricao 2. Para o algoritmo PLR podemos considerar diretamente a expressao

(2.154). Nesta expressao, a segunda somatdria tem sempre um valor finito. Para os termos

da primeira somatéria temos, usando H(z)H(z7 ') = 1,

<D—2Z—)[Q(z) - zR(z)H(z)],ziH(z)> = <%,ziH(z)> - <z gg;z> : (2.180)

O segundo termo da expressao acima tem sempre um valor finito, ao passo que para o

primeiro termo, escrevendo H(z) = 2™ D(271)/D(z) temos

(B670) = {557 )

_ <Q(z),%>
= 0, (2.181)
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pois deg Q(z) < M e i > 0. Portanto, neste caso Omax,pLr ndo tende a infinito se algum polo
de H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria.

Em relacao aos valores singulares minimos, para o algoritmo RG vale a mesma anilise
feita para a Restricao 1. Temos entdao para m = M, lim, 1 Omin,re = k1 € para m < M,
Omin,RG < k1.

Para o algoritmo SHARF, porém, o mesmo néo ocorre: com F'(z) = Q(z) — zR(2)H(z),
se m = M entdo H(z) tende a 1 quando seus polos se aproximam da circunferéncia unitdria
¢ portanto ||F(z)| tende a zero se Q(z) = —zR(z). Se m < M entdo H(z) tende a uma
fungao H;(z) com grau menor do que M, e pode-se escolher R(z) de modo a cancelar os
polos de Hi(z) e Q(z) de modo a cancelar o numerador de 2H;(2) e fazer ||F(z)| tender a
zero. Portanto,

].ln% Omin,SHARF = 0. (2182)

Para o algoritmo PLR, temos, como visto acima, que o primeiro termo & direita em (2.180)
é nulo e que o segundo termo em (2.180) s6 & nulo se R(z) = 0, ao passo que em (2.154), os

elementos da segunda somatdria sao dados por

<gE2 ‘ zi) B <Diz) [Q(2) - zR(2)H ()], Zi> : (2.183)

e nao sao nulos se R(z) = 0. Portanto owin pLr, Neste caso, nao tende a 0 quando algum

polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitéria .

2.6.7 Resumo dos resultados da andlise de valores singulares

Os resultados da andlise feita acima estdo reunidos na Tabela 2.1. Repetindo o que estd

comentado na introdugao deste capitulo, trés aspectos importantes podem ser destacados:

e A tnica situagao em que o espalhamento dos valores singulares de R(w*) néo tende a
infinito quando um nimero m qualquer de polos de H(z) se aproxima da circunferéncia

unitdria, € quando H(z) é passa-tudo e emprega-se o algoritmo PLR.

o Para o algoritmo SHARF, apesar de P(z) = D(z) ser o ideal em termos do atendimento
da condi¢go de positividade (2.140), néo é, necessariamente, o ideal em termos do
condicionamento da matriz de estados ( o que se reflete na velocidade de convergéncia

local): quando H(z) é passa-tudo o condicionamento desta matriz tende a infinito
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quando algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia unitdria, o que nao ocorre

para o algoritmo PLR (que corresponde a fazer-se P(z) = 1).

o As relacoes obtidas entre as velocidades de crescimento ou decaimento dos valores sin-
gulares extremos da matriz de estados da ODE para os diferentes algoritmos permitem
estabelecer relacoes entre os valores limites para estas mesmas grandezas mesmo sem

especificar completamente H(z).

O primeiro aspecto acima pode servir como uma motivagao adicional para, como ji
comentado no inicio deste item, investigar as eventuais vantagens de utilizarem-se blocos
passa-tudo em filtros ITR adaptativos. E importante lembrar, porém, que, como discutido
no Item 2.2.4, um baixo espalhamento dos valores singulares de R(w*) s6 indica boas pro-
priedades locais de convergéncia se w* for, de fato, um ponto de convergéncia do algoritmo.
No caso do agoritmo PLR, uma condigao suficiente para tanto, como visto no Item 2.5, é
a condigao de positividade (2.135). Nas situagdes sendo consideradas aqui, onde H(z) tem
polos préximos & circunferéncia unitdria, de modo geral esta condi¢ao nao é atendida, o que
pode ser visto nas Figuras 2-4 e 2-3. No Item 2.7 serd visto um exemplo dos problemas
de convergéncia que podem ocorrer quando (2.135) nédo ¢é atendida. Isto, porém, néo torna
indtil o melhor condicionamento de R(w*) para o algoritmo PLR quando H(z) é passa-tudo:
o resultado obtido sugere que se for empregado o algoritmo SHARF, ndo com P(z) = D(z)
(ou P(z) ~ D(z), em termos praticos), mas com um P(z) o mais préximo possivel de 1
que ainda atenda a condigdo de positividade (2.140), entdo a velocidade de convergéncia
local serd maior do que se for usado o algoritmo SHARF com P(z) = D(z). Isto ¢ de fato

verificado na pratica, como mostrado no item seguinte.

2.6.8 Exemplos numéricos do comportamento dos valores singu-

lares
Para exemplificar o comportamento dos valores singulares de R(w*) quando algum polo
de H(z) se aproxima da circunferéncia unitdria, foram consideradas as fun¢ées H(z) rela-

cionadas na Tabela 2.2, onde, por questdo de espago, ndo foi indicado o argumento z das

mesmas. Para maior facilidade de representacao numérica sao indicados na tabela os polos
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Restrigao

C(z) fixo |H(2)|| =1 H(z)H(z"') =1
Omax > 01 —— 00 Omax > 04 = 00 Omax > 06 —= 00
RG/SMM || oy — k1, m=M Omin — k1, m=M Omin = k1, m=M
Omin < ki, m< M Jmm&O,m<M Omin < ki, m< M
Omax > Tg — 00 Omax > 05 =% Omax < 00
PLR Omin < \/k_l Omin < kl, m=M Omin = 0

Omin = 0, m< M
Omax > 03 =500 | 1< 0ma € (1+v2)? | 1< 0 < (1+V2)?

SHARF Omin =1, m=M | 0< Opin <1, m=M (x) Omin — 0
Omin — 0 (})
Omin <1, m< M Omin —> 0, m < M

Tabela 2.1: Comportamento dos valores singulares extremos de R(w*) quando m polos de
H(z) se aproximam da circunferéncia unitéria; o simbolo — indica comportamento dado
por (2.158) com velocidade v (quando tendendo para infinito) ou —v (quando tendendo para
zero); (*): H(z) sé tem polos simples; (1): H(z) tem polos miiltiplos.

Funcoes Caracteristica | Polos(r = 0,9; 0,99; 0,999); Zeros; K
H,, H,, Hs C(z) fixoom=M rZ +30° 0,84+110° K =1,50 x 107!
H\,Hy, Hs | |H(2)|=1,m=M rZ +30°; 0,84 +110°
K =(1,50 x 107%;5,02 x 107%;1,60 x 1072)
Hg, Hy, Hg passa-tudo r£+30°% 1/r/ £ 30°
Hy,Hyp,Hyy | C(z) fixo, m< M (r; 0,3); 0,84 £110° K = 1,48 x 107!
Hg,le,H13 ”H(Z)” = 1, m<M (T‘; 0,3), 0,84:*:1100
K =(1,48x1071;4,54 x 107%;1,43 x 1072)
Hyy, Hy5, Hig passa-tudo (r; 0,3); (1/r; 1/0,3)

Tabela 2.2: Descrigao das fungdes H(z) usadas para exemplificar comportamento dos valores
singulares de R(w*); K é o fator multiplicativo da funcao de transferéncia: quando na forma
(K1; K»; K3),corresponde, respectivamente, aos valores 0.9, 0.99 e 0.999 de .

e zeros de H(271), que para os casos C(z) fixo e |H(2)|| = 1 tem entdo a forma

Ty = m (1 —meet) . (127
Hild™) = K(l ~ vz (1 -z ) ... (1 — vy 1)’ (2.184)

€ para os casos passa-tudo tem a forma

dy +dpr_1z7 ... +27M
14 dlz_l + d22_2 +...+ dMZ_M

H(z™)

(zl=wnm)zt—wm)... (27 —vy)
T Aoz Yl-me ). (I—vmz ) ()

Como motivacao para considerar as fun¢oes de transferéncia acima, apresenta-se na
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(A [ Hy | Hy | Ha | s | He | Hr | Hs |
nao || 34 | 454 | 5686 | 345 | 3453 | 30 [ 186 | 695
ngo || 65 | 796 | 7952 | 683 | 6851 | 62 | 529 | 4135
HQ H10 Hll H12 H13 H14 H15 H16
ns0 || 35 | 464 | 5786 | 346 | 3454 | 28 | 152 | 349
ngo | 68 | 808 | 7961 | 690 | 6854 | 61 | 496 | 3758

Tabela 2.3: Nimero necessirio de coeficientes de um filtro FIR para aproximar fungdes H(z)
com erros ||H(z) — Hprr(z)| de —30 dB ¢ de —60 dB

Tabela 2.3 o nimero necessdrio de coeficientes de um filtro FIR para aproximar, com er-
ros |H(z) — Hrrr(z)|| de —30 dB e de —60 dB, cada fungéo de transferéncia. .
As funges Hi(z) a Hg(z) tem polos com os mesmos adngulos. Se fizermos as raizes de

D(z) ter estes dngulos e o seu raio tender a 1, obtemos k; definido por (2.166):

ki =lim1/ | D(2)||* = 0,2000, Hi(z)a Hg(z). (2.186)
Da mesma maneira, para as fungbes Hg(z) a Hig(2),

k1 =lim1/ | D(2)||> = 0,3597, Hy(z) a Hig(2). (2.187)

Os valores singulares méximo e minimo de R(w*) para as fun¢des H(z) relacionadas na
Tabela 2.2 foram computados para os algoritmos em questdo. Para o caso do algoritmo
PLR foi registrada também a menor parte real dos autovalores de R(w*), fator que serd
usado no item seguinte. Os resultados estdo apresentados nas Tabelas 2.4 e 2.5, onde pode
ser observado na pritica o comportamento descrito na Tabela 2.1. Em relagdo aos casos
nos quais, na andalise tedrica, fol obtido apenas um limite superior ou inferior para o valor
singular minimo, alguns comentdrios podem ser feitos: 1) para casos nos quais m = M
(todos os polos de H(z) préximos & circunferéncia unitdria), que siao os casos da Tabela
2.4, o valor de 0, quando os polos de H(z) se aproximam da circunferéncia unitdria é
relativamente grande, nao sendo responsdvel por uma contribui¢cdo muito grande ao possivel
mau condicionamento de R(w*); 2) para os casos nos quais m < M, que sdo os casos da
Tabela 2.5, hd duas situagdes distintas: para a Restrigio 1 (funcoes Hy(z) a Hii(2)) os
valores de o, estao consideravelmente abaixo dos limites superiores obtidos, ao passo que
para a Restrigao 3 (fungdes H14(z) a Hig(2)), no caso do algoritmo RG, Omin € relativamente

préximo do limite superior, €, no caso do algoritmo PLR, 0., € relativamente grande. Se por
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Algoritmo
RG/SMM PLR SHARF

| Fungao — O min Omax | Omin | RePmin) | Omax | Omin
Hi(z) [1,2x10%[0,20[1,1x10'[0,29| 0,53 2,0 0,09
Hy(z) [8,4x10%[0,20]5,3x10%|0,34| 0,96 17 0,9
Hs(z) |8,2x107[0,20|4,9%x10*{0,34| 1,00 170 1,0
Hy(2) |9,5x10°0,20(6,1x10'|0,34| 0,96 1,9 0,13
Hs(z) ]9,3x10°|0,205,5%x 102|034 | 1,00 1,9 0,13
Hq(2) 28 0,22 3,5 0,20 | 1,00 2,0 2,9 %102
H,(z) |2,5x10%]0,20 4,2 0,26 | 1,00 2,0 [2,7%x1073
Hg(z) [2,5x10°[0,20 4,3 0,26 | 1,00 2,0 |2,7%x 1071

Tabela 2.4: Valores singulares extremos de R(w™*).

Algoritmo
RG/SMM PLR SHARF

Funcao Tmax Omin Omax | Omin Re[Auin) | Omax Omin
Ho(z) |2,4x102[1,6x1072|1,8x10'|1,2x107%2|1,2x10°%| 2,1 |8,3x10°°
Hyp(z) [2,2x10°[2,1x1072[1,5x10%]1,4x 1072 |1,4x107%| 21 |9,4x10~°
Hp(z) [2,2x105[2,1x1072[1,5x10°[1,4x107%|1,5x107%| 210 | 9,5x 10~°
Hpp(z) [2,0x10°[2,1x103[1,4x10%]1,4x10°[1,4x10°| 2,0 |8,9x 10~*
Hiz(z) |2,0x10°[2,2x107%[1,4x10%[1,4x107%|1,4x107*| 2,0 [8,9x107°
Hig(z) | 2,9 x 10° 0,28 2,5 0,39 1,00 1,0 | 4,8 x 1072
His(z) | 3,0 x 102 0,26 2,7 0,37 1,00 2,0 |4,5x%x 1073
Hyg(2) | 3,1 x 103 0,26 2,7 0,37 1,00 2,0 | 4,5x%x 1074

Tabela 2.5: Valores singulares extremos de R(w*).

um lado a anédlise tedrica realizada sobre o comportamento dos valores singulares de R(w*) foi
suficiente para estabelecer os casos em que o espalhamento dos mesmos tende a infinito, uma
andlise mais aprofundada poderia, eventualmente, permitir uma melhor compreensao destes
aspectos adicionais comentados.

Para verificar a lei de crescimento dos valores singulares dada por (2.157), foram feitas
regressoes lineares sobre os logaritmos dos valores singulares calculados, obtendo, para cada
caso, valores da velocidade Vs, de crescimento do valor singular méximo de R(w*). Os
valores obtidos estdo na Tabela 2.6. Pode-se observar uma boa concordéncia das relagoes
verificadas entre a velocidade de crescimento em cada caso com as relagoes previstas pelo
modelamento utilizado, apresentadas na Tabela 2.1.

Finalmente, para facilitar andlises adicionais sobre os resultados, o espalhamento dos

valores singulares de R(w*) para cada caso, Omax/Omin, j estd computado nas Tabelas 2.7 e

2.8.
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Umax
Algoritmo
| Fungoes RG/SMM | PLR | SHARF

H,(z), Hy(2), Hs(2) 2,9 1,8 | 0,9
Hl( ), Ha(2), Hs(2) L9 08| -

He(z), Hy(z), Hs(2) 0,98 = -
Hg(Z) Hl()(Z) Hll( ) 3,0 2,0 1,0
HQ(Z) le( ) H13(2’) 2,0 0,95 -
H14(Z) H15(Z) Hm(z) 1 = =

Tabela 2.6: Velocidade de crescimento de 0pq5.

Tabela 2.7: Espalhamento dos valores singulares de R(w*).

Omax/Omin

Algoritmo
| Fungao | RG/SMM PLR SHARF
Hy(2) | 6,0x10%|3,8x10![2,2x 10?
Hy(z) | 4,2x10° [ 1,6 x 103 | 1,9 x 10!
Hi(z) | 4,1x10% [1,4x10°|1,7x 10%
Hy(z) | 4,8x10* [ 1,8x10%| 1,5 x 10*
Hs(z) | 4,7x10° | 1,6 x 10° | 1,5 x 10!
He(z) | 1,3x10% [ 1,2x 101 | 6,9 x 10!
H;(z) | 1,3x10° | 1,6 x 10" | 7,4 x 10*
Hg(z) | 1,3x10* | 1,6 x 10* | 7,4 x 10°

Jmax/amin

Algoritmo
| Fungao | RG/SMM | PLR | SHARF
Ho(z) | 1,65 x10* [1,5x 10% | 2,5 x 10?
Hiy(z) | 1,1x107 [ 1,1 x 10° | 2,2 x 10°
Hy(z) [1,1x10°]1,1x107]2,2x 10*
His(z) | 9,5 x10% [ 1,0 x 10° [ 2,2 x 10
His(z) | 9,1x10° | 1,0x 107 | 2,2 x 10*
Hi(z) | 1,0 x 102 6,4 4,2 x 10°
Hys(z) | 1,2 x 10° 7,3 4,4 x 10%
Hig(z) | 1,2 x 10 7,3 4,4 x 10°

Tabela 2.8: Espalhamento dos valores singulares de R(w
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2.7 Exemplos da simulacao dos algoritmos de adap-
tacao

Neste item sao verificados na prética aspectos analisados nos itens anteriores deste capitulo,
relativos ao comportamento local dos algoritmos para filtros IIR adaptativos. Estes aspectos

sa0:

e relagio entre o espalhamento dos valores singulares de R(w”), a velocidade de con-

vergéncia local e o tempo de convergéncia (ver (2.69));

e variagao do valor méximo de @ = pomax (ver (2.68)) conforme o sistema H(z) e o

algoritmo de adaptagao;

e validade da utilizagao de modos normais para caracterizar a convergéncia do algoritmo

(ver (2.61));

e efeitos do ndo atendimento das condigoes de positividade (2.135) e (2.140) e da nao

positividade de R(w").

Os algoritmos RG, SMM, PLR e SHARF para filtros ITR adaptativos, analisados neste
capitulo, foram implementados em MatLab, ¢ em seguida convertidos para a linguagem
C usando o pacote C Compiler da MathWorks, Inc. A transposi¢ao para C & bastante
conveniente no caso geral da implementacao de algoritmos adaptativos no MatLab, pois a
estrutura de malha destes programas é um dos casos tipicos nos quais o MatLab é pouco
eficiente. O ganho em velocidade de execucao com a conversao dos programas para C foi da
ordem de 15 vezes.

Os algoritmos de adaptagdo foram testados na identificacdo das fungdes Hy(2), Hy(z),
Heg(z), H7(2), Ho(2), Hi2(2), H14(2), H15(2) definidas na Tabela 2.2 do item anterior, para
o caso de ruido de medida nulo. Uma vez que estao sendo analisados os aspectos locais da
convergéncia, foram escolhidos como pontos iniciais da adaptagao fungoes H (z) relativamente
préximas de H(z), apresentadas na Tabela 2.9.

Quando néo indicado o contririo, usou-se uma entrada u(n) branca de poténcia unitéria,
sendo que todos os casos foram testados com a mesma realizaggo de u(n). Por uma questao
de tempo de computacao, os resultados levantados referem-se a uma nica realizagéo de u(n),

obtida com os comandos randn(’seed’,0) e randn(1,N) do MatLab. Isto é suficiente no
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Fungio | H(z) inicial |
Hy(2), Hy(z) | polos: 0,97 4 10°; zeros: 0,752 £ 95°%; |H(2)|| =1
Hg(z), H7(z) | polos: 0,94 + 10°; zeros: 1/0,9/ F 10° (passa-tudo)
Hy(2), Hy2(2) polos: 0,8; 0,4; zeros: 0,752 +95°% |[H(2)|| =1
Hyy(2), Hi5(z) | polos: 0,8; 0,4; zeros: 1/0,8; 1/0,4 (passa-tudo)

Tabela 2.9: Valores iniciais de H(z)

caso das ordens de grandeza das variagoes das caracteristicas que estdo em questao aqui. Se
fosse desejada uma maior precisao na medi¢do destas caracteristicas seria necessédrio fazer
uma média de mais realiza¢des de u(n).

Os resultados do algoritmo SMM, como esperado devido & proximidade do ponto inicial
ao valor correto dos parAmetros, foram semelhantes aos do algoritmo RG, portanto apenas
estes 1ltimos sdo apresentados. O algoritmo SHARF, quando nao indicado o contrério,
foi testado com P(z) = D(z). Esta escolha de P(z) é uma idealizacdo do que ¢ feito na
prética, uma vez que D(z) nao é conhecido, mas serve como indicagéo do que ocorre quando
P(z) ~ D(z).

Foi usado, em todos os algoritmos, um controle para assegurar que os polos estivessem
sempre dentro do dominio de estabilidade, o que no caso de sistemas de até segunda ordem
é feito de maneira simples.

Para cada caso de H(z) e de algoritmo de adaptagéo o passo de adaptagéo u foi pro-
gressivamente incrementado até se obter um valor além do qual um pequeno incremento
adicional ou levava o algoritmo a se tornar instdvel, isto €, a nao convergir mais para algum
valor qualquer de pardmetros, ou o levava de tal modo perto da instabilidade que o tempo
de convergéncia aumentava ao invés de diminuir. Os valores de p assim obtidos e o nimero
necessério de iteragdes, em cada caso, para obter um erro quadrético de saida (y(n) — 7(n))?
60 dB abaixo da poténcia de saida E[y%(n)], denotado ngo, estdo apresentados na Tabela
2.10. Para maior conveniéncia, ngg serd referido doravante como ”tempo de convergéncia .
Em relagao as fungoes H(2) que constam desta tabela, como pode ser visto na Tabela 2.2, as
funges Hy(271) e Hy(2™!) tem norma L, unitdria, e um par de polos complexos de 4ngulo
30° e raio 0,9 e 0,99, respectivamente; as fungoes Hg(271) e H(27!) sao passa-tudo e tem
os mesmos polos de Hy(z71) e Hy(271), respectivamente; as fungdes Ho(2!) e Hia(271) tem
norma L unitéria e dois polos reais, um em 0, 3 e o outro em 0,9 e 0, 99, respectivamente; as

fungdes Hi4(27 ') e Hy5(27?) sao passa-tudo e tem os mesmos polos de Hg(z71) e Hia(271),
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Algoritmo

RG PLR SHARF

N Funcao M | 60 H I "0 2 60
Hi(z) |1,6x10°[1,5x10°[1,5x107*|1,8x 10°] 4x107% [1,5x 10°
Ha(z) | 1,5x107°|1,5x10°| 3x10°% [8,3x10* [ 1,5x 1072 [ 4,5 x 10°
He(z) | 8x10° |3,0x10°] 3x107% [1,6x10°| 3X 1072 | 7,0x 10°
H.(z) | 1,6x10%[1,9x10°| 2x10™* [6,9x10°| 8X 1073 | 3x10°
Holz) | 1,5x107°|1,8x10°[5,0x107*[8,5x10°| 4X 1072 [ 1,2x 10*
le(Z) (*) (*) (*) (*) 1,5 X 10_2 3 X 105
Hha(z) |7,0x103]2,2x10° | 3x 1072 |3,6x10*| 5x 1072 | 2,0 x 10°
Ms(z) [1,0x10 7] 1,9x10°] 8x 107 | 1,8x10°][1,5X 1072 [ 1,8 x 10°

Tabela 2.10: Resultados da execugao dos algoritmos RG, PLR e SHARF; p: passo de adap-
tagao maximo; ngy: nimero de iteragdes para erro quadrdtico de saida ficar 60 dB abaixo
da poténcia de safda; (*): execugao ndo completada devido ao longo tempo de convergéncia

(> 10°%;

Niimero da figura
[ Fungéo | RG | PLR | SHARF
Hi(z) [25] 27| 210
Hy(z) | 26 | 28 [ 211
He(z) |2-12] 214 | 217
Hy(z) |2-13]|2-15,| 2-18
2-16
Ho(z) [2-19]2-20] 221
= - 2-22
Hu(z) | 2-23] 225 | 227
His(z) | 2-24] 226 | 2-28

Tabela 2.11: Ntmero da figura com gréficos da execugao dos algoritmos para cada caso de

H(z)

respectivamente.
S&o apresentados também os gréficos com a adaptagao dos parémetros e a evolugao do
erro quadrético (y(n) — F(n))2. O nimero da figura para cada caso estd na Tabela 2.11.
Observagao: para poder-se extrair mais informagao dos gréficos com a adaptagao dos
parametros foi adotado um fator de escala especifico para cada caso, cujo valor € indicado no
préprio grafico. Para obter-se o valor correto do erro de cada pardmetro em um dado instante
deve-se subtrair o valor lido naquele instante do valor correto do pardmetro, indicado por

um traco mais claro, e dividir o resultado pelo fator de escala.
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Figura 2-5: Algoritmo RG, sistema H;(z) (pardmetros em tracos claros)
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2.7.1 Verificacao da andlise local

Antes de proceder a comentérios sobre os resultados das simulagoes dos algoritmos apresenta-
dos na Tabela 2.10, & de interesse relacionar estes resultados com a anélise sobre convergéncia
local feita no Item 2.2.4. Para tanto, duas grandezas foram computadas para cada caso da
Tabela 2.10, como descrito a seguir.

Para verificar a relagao entre 0.y, 0 valor singular méaximo de R(w") (a matriz de estados
da equagdo diferencial associada ao algoritmo), e o valor méximo do passo de adaptag¢go, foi
computado o produto pomax = @ . O papel de & na velocidade de convergéncia local pode
ser visto em (2.69).

Para verificar a relacao entre p, a menor parte real dos autovalores de R(w”) (denotada

Re[Am]) e a velocidade de convergéncia local foi computado o produto
§ £ 201og(e)p Re[Am] (2.188)

( para os algoritmos RG e SHARF com P(z) = D(z) temos que Ap, ¢ real e igual ao menor
valor singular de R(wW"), 0mn). Conforme (2.71), quando, para p suficientemente pequeno,
valer a aproximagao de (2.61) por (2.56), & fornece a velocidade de convergéncia local. Esta
velocidade foi também medida a partir dos resultados obtidos em cada execugao: para tanto
foi feita uma regressao linear de 10log[e?(n)] com n, tomando como ponto inicial o valor de
n a partir do qual o decaimento do erro ndo mudava mais de inclinagéo e (se necessério),
como ponto final, o valor de n a partir do qual o limite de precisdao numérica do MatLab era
atingido.

Nas Tabelas 2.12 e 2.13 estao os valores de [t max, 6 € 6. Podemos ver que, tomando todos
0s casos apresentados, (om., estd entre 238 e 2,2 vezes abaixo do limite superior poma, = 2
dado por (2.53). Dada esta grande faixa de variacao, vemos que, como comentado em seguida
a expressao (2.69), hd interesse em uma anglise tedrica mais aprofundada sobre este aspecto.
Em relagio a 6 e 6, podemos ver que para os algoritmos RG e SHARF hé uma concordéncia
satisfatéria entre ambas. Isto indica que o valor de i que, em cada caso, permitiu o menor
tempo de convergéncia era pequeno o suficiente para valer a aproximagao por modos normais
feita no Item 2.2.4. Para o algoritmo PLR, porém, isto ndo é verdade, o que exemplifica
o efeito da nao-simetria da matriz R(w"), também discutido no Item 2.2.4. Esta questao

serd analisada ainda a seguir, juntamente com comentérios especificos sobre cada caso dos
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Algoritmo
RG SHARF
[ Funcao | pomax | ) ) [T max ) )
Hi(z) [ 0,18 [2,6x1073[2,7x102[0,080 [3,1x107°|29x10"*
Hy(z) | 0,14 | 2,6 x 107° (*%) 0,029 [1,7x1072] 2,0 x 1072
Hg(z) | 0,22 [1,5x10°%[1,6x10"2[0,060 | 7,6 x 107 | 7,3 x 107*
H;(z) 0,038 [2,6x10°%[2,7%x10°%]0,016|1,9x10""]|1,5%x10~"
Ho(z) | 0,36 [2,1x107%[2,0x10°%]0,084 [ 2,9x107%]2,7x107"
Hip(z) | (%) (%) (%) 0,03 [1,2x10%|1,1x10°*
Hyy(z) | 0,20 [ 1,7x1072[1,9x1072] 0,10 |[2,1x 107%| 2,0 x 102
His(z) [ 0,030 [2,3x107%[2,4x107*[ 0,030 [ 5,9%x 107* | 5,6 x 107*

Tabela 2.12: Valores de p10max , 8 e 6 obtidos das execugoes dos algoritmos RG e SHARF (6 e
& em db/iteracio); (*): execugao nao completada devido ao longo tempo de convergéncia
(> 108); (**): dados insuficientes

Algoritmo
PLR

| Fungao | [t0max ) [ )
Hi(z) | 0,17 |6,9x107%|3,6x 107"
Hy(z) | 0,018 [ 2,5x10°%|8,8x10°*
He(2) 0,11 [2,6x10°1[5,4%x 107
H,(z) [0,0084[1,7x1072[4,6x 1073
Hy(z) 0,9 [52x107%[4,2x10°°
Hia(2) | (%) (%) (%)
Hyy(2) | 0,075 [ 2,6 x 1071 [ 9,6 x 102
His(2) | 0,022 [6,9%x1072[9,2%x 107°

Tabela 2.13: Valores de o,y , 6 € 6 obtidos das execugdes do algoritmo PLR (6 e gm em
db/iteragio); (*): execugdo nio completada devido ao longo tempo de convergéncia (> 10°)

resultados apresentados.
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Figura 2-17: Algoritmo SHARF, sistema Hg(z) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-19: Algoritmo RG, sistema Hy(z) (parimetros em tragos claros)
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Figura 2-20: Algoritmo PLR; sistema Hy(z) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-21: Algoritmo SHARF, sistema Hy(z) (pardmetros em tracos claros)
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Figura 2-22: Algoritmo SHARF, sistema Hyy(2) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-23: Algoritmo RG, sistema Hi4(2) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-24: Algoritmo RG, sistema H;5(z) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-25: Algoritmo PLR, sistema Hi4(2) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-26: Algoritmo PLR, sistema Hi5(z) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-27: Algoritmo SHARF, sistema Hi4(z) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-28: Algoritmo SHARF, sistema H5(2) (pardmetros em tragos claros)
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Figura 2-29: Algoritmo RG, sistema H;(z): verificagao da aproximacgao por modos normais;
cada trago corresponde a um elemento de v(n) = P~*W(n), para diferentes valores do passo
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2.7.2 Discussao dos resultados
Fungoes H;(2) e Hy(z)

Estes casos serao analisados em maior detalhe, de modo a exemplificar cada aspecto men-
cionado no inicio deste item. Este procedimento néo serd repetido, porém, para os demais
casos.

As funcoes Hi(27') e Hy(z ') tem norma L, unitéria, e um par de polos complexos de
angulo 30° e raio 0,9 e 0,99, respectivamente (Tabela 2.2). Na Tabela 2.10 podemos ver
que o algoritmo RG apresentou um tempo de convergéncia bem maior do que o algoritmo
SHARF, diferenga que aumentou ao aproximar o polo de H (z) da circunferéncia unitéria (nos
graficos do algoritmo RG para a funcao Hy(z) é apresentada a adaptagdo até 10° iteracdes
apenas, sendo que o mimero de iteragoes necessdrias para um erro de —60 dB, conforme
apresentado na Tabela 2.12, é de 1,5 x 105). Isto j4 era sugerido, conforme a anilise feita.
no Item 2.2.4, pelo maior espalhamento dos valores singulares de R(w") para o algoritmo
RG e pelo maior aumento deste espalhamento ao passar de H;(z) para Hy(z) (Tabela 2.4).
Notar, porém, que o efeito deste maior espalhamento é um pouco atenuado pelo maior valor
de pomax para o algoritmo RG (Tabela 2.13).

Para exemplificar o efeito do passo de adaptacao p na validade da utilizagao da expressao
recursiva dos modos normais (2.56) para descrever a convergéncia local dos pardmetros dada
por (2.61), a execugao do algoritmo RG para H;(z) foi repetida para trés valores de p, e o
vetor v(n) = P7'w(n) em (2.61) foi calculado para cada caso. Os gréficos com o médulo
dos elementos de v(n) estdo na Figura 2-29. Podemos ver que, conforme discutido no Item
2.2.4, quanto menor o valor de y maior é a amplitude do valor do elemento de v(n) associado
ao modo normal mais lento de (2.37) em relagdo a dos demais elementos.

Consideremos agora o caso do algoritmo PLR. Podemos ver que ao passar de H;(z) para
Hs(z) h4d um aumento de 4,7 vezes no espalhamento dos valores singulares (Tabela 2.4),
uma diminuicdo de 9,4 vezes no valor de @ = poma, (Tabela 2.13) € um aumento de 46 vezes
no tempo de convergéncia. A instabilidade do algoritmo ao usar-se um valor maior de p
(0,0005) é mostrada na Figura 2-9. Constatou-se que, neste 1iltimo caso, a divergéncia dos
pardmetros que ocorre por volta das iteragoes 10000 e 70000 estd associada a tentativas de
saida do dominio de estabilidade. A diminuicdo de a ao passar de H;(z) para Hy(z) parece

estar relacionada a este fato e & positividade de R(w"). Pode-se verificar que para H;(z)

119



Algoritmo PLR, Fungao H,(z)

| p 1077 [ 5x10° | 2x10™® [ 1x10°% [ 5x107*
614,6x1072[2,3x107%2]9,2x107%[4,6x107%|2,3x107°
612,9x102[1,9x107%[8,3x10°[4,7x10°]2,3x107"°

Tabela 2.14: Valores de 6 e 6, em dB/iteracao, para o algoritmo PLR e H;(z)

Algoritmo PLR, Funcao H,(z)

1074 5% 107° 2x10°°
83x10%|42x10%|1L,7x102
46x107%12,8x107*[9,6x107°

> =

Tabela 2.15: Valores de 6 e §, em dB/iteracgdo, para o algoritmo PLR e Hy(z)

e Hy(z) a condicdo (2.135), suficiente para a positividade de R(w") no caso do algoritmo
PLR, nao é atendida (a positividade de uma matriz pode ser verificada pela positividade dos
autovalores de sua parte simétrica (R(w*)+R ' (w"))/2). Apesar de (2.135) néo ser, dado um
sinal de entrada u(n), uma condigao sempre necessdria para a positividade de R(w"), neste
caso resulta que mesmo com u(n) branco, R(w") ndo é positiva definida (seus autovalores,
no entanto, tem ainda a parte real positiva, o que é necessdrio para w* ser um ponto de
convergéncia). Como visto na expresséo (2.48) do Item 2.2.3, isto significa que a norma do
erro de pardmetros nao é necessariamente sempre decrescente em uma vizinhanga de w*.
Mais especificamente, se em uma dada iteragdo o erro de pardmetros estd em uma diregao
associada a um autovalor negativo de R(w*)+R"(w"), entéo, naquela iteracio, a norma do
erro de pardmetros aumenta. Pode-se constatar que para Hy(z) a matriz R(w")+R" (w")
tem um autovalor negativo de valor —0,030 e para H4(z), um autovalor negativo de valor
—0,81. Pode-se conjecturar entdo que é necessdrio um valor de 4 menor no segundo caso
para evitar que, caindo o erro de pardmetros na dire¢ao associada aquele autovalor, ocorra
uma tentativa de saida do dominio de estabilidade.

Para o algoritmo PLR ainda, em relacio aos valores de § e 6, como resultado da néo-
simetria da matriz R(w") temos que o valor de p que, em cada caso, propicia o menor
tempo de convergéncia nao é pequeno o suficiente para valer a aproximacao feita na anélise
da velocidade de convergéncia local no Item 2.2.4. Conforme pode ser visto nas Tabelas 2.14
e 2.15, 4 medida em que p ¢ diminuido (o que, evidentemente, ndo seria feito na pratica,

uma vez que o tempo de convergéncia aumentaria) os valores de § € § se aproximam.
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Figura 2-30: Algoritmo SHARF, P(z) = 1 — 0,4z, sistema Hg(z) (pardmetros em tracos
claros).
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Figura 2-31: Algoritmo SHARF, P(z) = 1 — 0,75z, sistema H7(z) (pardmetros em tragos
claros).
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Fungoes Hg(2) e Hq(2)

As fungoes Hg(z71) e H;(271) sdo passa-tudo, e tem um par de polos complexos de 4ngulo
30° e raio 0,9 € 0,99, respectivamente (Tabela 2.2). Nestes casos, o algoritmo RG apresentou
um tempo de convergéncia em torno de duas vezes menor do que o algoritmo SHARFE (Tabela
2.10). Podemos ver que os tempos de convergéncia seguiram aproximadamente as variagoes
do espalhamento dos valores singulares de R(w*) (Tabela 2.4) e do valor de @@ = LT max
(Tabela 2.13).

No caso do algoritmo PLR, podemos ver (Tabela 2.10) que o tempo de convergéncia
apresentou um aumento muito grande ao passar de Hg(z) para H7(z) e o ganho no tempo de
convergéncia que poderia se esperar pelo melhor condicionamento de R(w") para o algoritmo
PLR (Tabela 2.4) nao se concretizou. Através das Figuras 2-15 e 2-16 podemos ver que
a razao disto é que os parAmetros permanecem um longo tempo em uma regiao onde a
convergéncla tem caracteristicas diferentes das que assume localmente em torno de w*. Este
comportamento, assim como o visto para os casos Hy(z) e Hy(z), parece estar relacionado
com a positividade de R(w"), como discutido a seguir.

Para as funcdes Hg(z) ¢ H7(z) a condi¢do de positividade (2.135) nao é obedecida e
mesmo para u(n) branco R(w”) nao é positiva definida. Para tentar tirar proveito do melhor
condicionamento de R(w") para o algoritmo PLR, foi empregado entao, conforme discutido
no Item 2.6.7, o algoritmo SHARF néo com P(z) = D(z), mas com P(z) de primeira ordem
€ 0 mais préximo possivel de 1 para o qual a condigéo de positividade (2.140) fosse obedecida
(com P(z) = 1 recai-se no algoritmo PLR). Este procedimento alcangou bons resultados,
conforme podemos ver pelo resultados apresentados na Tabela 2.16. Podemos ver que para
o caso Hg(z) o tempo de convergéncia é 3,6 vezes menor e 8,3 vezes menor do que com
os algoritmos RG e SHARF com P(z) = D(z) (Tabela 2.10), respectivamente, € que no
caso H7(z) o tempo de convergéncia é 5,6 vezes menor e 9,1 vezes menor do que com os
algoritmos RG e SHARF com P(z) = D(z), respectivamente. Os graficos estdo nas Figuras
2-30 e 2-31.

A partir dos efeitos negativos que resultaram da nao positividade de R(w”), para este
caso e o anterior do algoritmo PLR, parece razodvel conjecturar que, apesar da positividade
de R(w") poder nao ser, para uma dada densidade espectral de poténcia de u(n), uma
condigao necessaria para w* ser um ponto de convergéncia local do algoritmo, é uma condigao

necessdria para que o mesmo seja ”bem-comportado ” localmente.
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Algoritmo
SHARF, P(z) # D(z)
| Fungao P(z) |[Rel\n]| Omin | Omax | L | 1Omax | 760
H¢(z) | 1-0,42 ] 0,18 | 0,16 | 2,8 [4x107?] 0,11 840
H.(z) [1-0,752| 0,077 [0,075] 2,7 [5x10~°| 0,014 | 2,5 x 10*

Tabela 2.16: Algoritmo SHARF com P(z) # A(z)

A questao do efeito da densidade espectral de poténcia do sinal de entrada u(n) quando
nao hd o atendimento das condigdes de positividade (2.135) e (2.140), discutido anteriormente
nos Itens 2.5 e 2.5.3, também pode ser exemplificada aqui. Se para a funcdo H7(z), ao invés
de tomar-se P(z) = 1 — 0,75z como acima, tomar-se P(z) = 1 — 0,3z, entdo R(w") serd
positiva para u(n) branco mas (2.140) nao serd obedecida. Ou seja, pode-se obter u(n) tal
que R(w") nao seja positiva definida, e, ainda pior, tenha algum autovalor com parte real
negativa. Por exemplo, se for usado u(n) gerado passando ruido branco de poténcia unitéria
por um filtro com polos em 0,852 £ 35°, zeros em 0,94 + 20° e norma unitéria, pode-se ver
na Figura 2-32 que a densidade espectral de poténcia u(n) estd concentrada na regido onde
Re[P(e’)/D(e’)] < 0. Isto faz com que tenha R(w") autovalores com parte real negativa,
e, consequentemente, w* nao seja um ponto de convergéncia do algoritmo (ver Propriedade
2.2). Podemos comprovar isto na pratica pelos gréficos da Figura 2-33, onde foi usada a
entrada u(n) mencionada, e, para mostrar bem a instabilidade do algoritmo, iniciou-se a
adaptagao com B(z) = 0,9999C(z) e A(z) = 0,9999D(z), e usou-se u = 0,0005 ao invés de
w=0,005.

Funcoes Hy(z) e Hyy(2)

As funcbes Ho(27!) e Hyp(27!) tem norma L, unitéria e tem um polo real em 0,9 e 0,99,
respectivamente, e um polo real em 0,3. Podemos ver que para Hy(z) o espalhamento
dos valores singulares de R(w") (Tabela 2.4) para o algoritmo PLR é 5,9 vezes maior do
que para o algoritmo SHARF, e o valor de «, por outro lado é 10,7 vezes maior, o que
contribul para que o tempo de convergéncia seja 1,4 vezes menor. Para Hip(2) a velocidade
de convergéncia para os algorimos RG e PLR era muito baixa, conforme poderia-se esperar
do espalhamento dos valores singulares de R(w*) (Tabela 2.4), e as execugdes dos algoritmos

nao foram levadas até a convergéncia.
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Fungoes Hi4(z) e His(z)

As fungoes Hyy(271) e Hys(271) sao passa-tudo e tem um polo real em 0,9 e 0,99, respec-
tivamente, e um polo real em 0,3. Nestes casos a condigdo de positividade (2.135) para o
algoritmo PLR ¢é atendida e nao ocorrem os problemas vistos nos casos anteriores quando
R(w") nao era positiva definida. A expectativa de uma maior velocidade do algoritmo PLR,
sugerida pelo melhor condicionamento de sua matriz R(w”) (Tabela 2.4), neste caso é confir-
mada: podemos ver na Tabela 2.10 que, para Hy4(2), o tempo de convergéncia do algoritmo
PLR foi 6,1 e 5,6 vezes menor do que o dos algoritmos RG e SHARF, respectivamente,
e para Hys(z) foi 10,6 ¢ 10 vezes menor do que o dos algoritmos RG e SHARY, respecti-
vamente. Para Hi5(2), no entanto, o ganho em tempo de convergéncia nao foi tao grande
quanto poderia se imaginar a partir do condicionamento de R(w") para cada algoritmo. A
razao disto, como pode ser visto pela grande diferenca entre 6 e § para este caso (ver Tabela
2.13), € que o valor de u que propiciou a maior velocidade de convergéncia local estd longe
do valor para o qual ¢ vilida a caracterizacao da convergéncia por meio de modos normais

(ver Ttem 2.2.4).

P(e®)
5 Rel 52y /10
4}
3L
2 ’ S.(ei®)

Figura 2-32: Sistema H7(z), P(z) =1 — 0,3z, u(n) ndo-branco
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Algoritmo SHARF, sistema H;(z), P(z) = 1 — 0,3z, u(n) nao-branco.
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Capitulo 3

Analise da superficie de erro reduzida

para filtros IIR adaptativos

Neste capitulo sao analisadas a superficie de erro e a superficie de erro reduzida para filtros
ITIR adaptativos. Para algoritmos de adaptacao do tipo gradiente, como o algoritmo RG,
visto no Item 2.3, as propriedades destas superficies tem relacoes diretas tanto com a sua
convergéncia global (ponto inicial distante do 6timo) quanto com a sua convergéncia local
(nas imediagdes do ponto étimo). Para outros tipos de algoritmos, como os algoritmos SMM,
PLR e SHARF, vistos nos Itens 2.4 a 2.5.3, estas relacoes nao sio tao diretas, porém, pode-se
observar, na prética, que sdo importantes: como apresentado no Item 3.7, por exemplo, em
regioes onde a superficie de erro é excessivamente plana a convergéncia de todos os algoritmos
considerados ¢ lenta.

Nos Itens 3.1 e 3.2 séo introduzidas definigbes e propriedades necessérias nos itens
seguintes. A exposi¢do nestes dois itens é baseada em [1].

No Item 3.3 aborda-se a questao da extensao de propriedades da superficie de erro para
o caso de uma implementagao direta do filtro adaptativo a outras formas de implementacao.

No Item 3.4, a partir da decomposigio em valores singulares (SVD) da forma de Hankel
do sistema sendo modelado, é apresentada uma decomposicao da superficie de erro reduzida.
A partir deste resultado, obtém-se entao uma expressao para a matriz Hessiana no minimo
global da superficie de erro reduzida, sendo que nesta expressao existe uma separacao parcial
dos efeitos do sistema sendo modelado e da forma de realizacao do filtro adaptativo. Com
base neste resultado, discute-se no Item 3.5 a possibilidade de eliminar a contribuigdo dada

pela forma de realizacao do filtro adaptativo ao espalhamento dos autovalores da matriz
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Hessiana no minimo global da superficie de erro reduzida.

Neste trabalho, os resultados apresentados nos Itens 3.4 ¢ 3.5 nao puderam ser explorados
quanto as suas possivels implicacdes para a analise tedrica e aplicagao pratica de filtros IIR
adaptativos. Apesar disto, considerou-se apropriado inclui-los no trabalho, por parecerem
resultados de interesse € que podem eventualmente servir de ponto de partida para outras
invetigagoes.

No item 3.6, é analisada uma caracteristica global da superficie de erro reduzida: mostra-
se que quando o sistema sendo identificado possui polos préximos a circunferéncia unitéria
a superficie de erro reduzida apresenta regides planas com erro quadrético médio elevado. A
existéncia destas regioes resulta em uma baixa velocidade de convergéncia global de algorit-
mos de passo constante, como exemplificado pelos resultados de simulagoes apresentados no

Ttem 3.7.

3.1 Tobpicos de sistemas lineares

3.1.1 Matriz e gramiano de controlabilidade

Consideremos a descrigdo em espago de estados de um sistema linear com entrada u(n) e

salda g(n) = ﬁl(z)u(n)

x(n+1) = Ax(n)+ bu(n)
y(n) = c'x(n)+ du(n), (3.1)

onde o vetor de estados x(n) tem M elementos. A matriz de controlabilidade do sistema é

definida por:
C=2b Ab A%b .., (3.2)

e o par (A,b) é dito completamente controldvel se C tiver posto M, ou seja, se tiver M
colunas linearmente independentes.
Consideremos que A tem todos os autovalores dentro do circulo unitério. O gramiano

de controlabilidade formado a partir de C segundo K =CC" pode entéo ser escrito comoll]:

K = > A*b(A*b)’

k=0
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= Y A*b(A*b)' +bb'
k=1

= AKA" +bb'. (3.3)

Se um par (A,b) é completamente controldvel segue diretamente que o seu gramiano de
controlabilidade K é uma matriz positiva definida.
Tomando agora uma raiz quadrada simétrica de K—!, temos que ela é uma transformagao
de similaridade T que leva (A, b,K)a (A =TAT ' b=Tb,K=TKT' )talqueK = L.
Considerando que A tem todos os autovalores dentro do circulo unitério e usando (3.3) temos
entao que
AA +bb =L (3.4)
Desta igualdade decorre diretamente que [K B] tem M linha ortonormais. Portanto, existem,

um vetor u e um escalar vy tnicos de tal modo que a matriz

A b

uT Vo

seja ortogonal [1]. Além disso, pode-se mostrar que a fungao de transferéncia V'(z) do sistema

(A, b,u,v), dada por

V(z) =vo+ Z ul A bt =g+ 2u’ (I-zA) " 'b, (3.5)

k=1

¢ uma fungéo passa-tudo, ou seja, V(2)V(271) = 1, para todo z.

3.1.2 Vetor de controlabilidade e complemento passa-tudo

Cada linha da matriz de controlabilidade C contém os termos da expansao em série de potén-

cias da fungao de transferéncia da entrada u(n) para um dos elementos do estado x(n + 1):

x(n + 1) = C(2)u(n), (3.6)
com C(z) dado por
C(z) £ A*b 2* = (I-zA)"'b. (3.7)
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Como veremos a seguir, C(z) e V(z) definido no item anterior tem uma relagao de ortogo-

nalidade importante. Antes porém, definimos a nomenclatura utilizada:

Definicao 3.1 Dado um par (A,b) completamente controldvel, o vetor C(z) de fungdes de
transferéncia dado por (3.7) é denominado de vetor de controlabilidade de (A, b), € a fungdo

de transferéncia V(2) dada por (3.5) é denominada de complemento passa-tudo de C(z).

Pode-se ver que, como A e A tem os mesmos autovalores, cada linha de C(z) tem os
mesmos polos que V(z). Por outro lado, para ser uma funcao passa-tudo, os zeros de
V(z) devem ser reciprocos de seus polos [8]. Portanto, se cada fungio de C(z) é da forma

cx(2)/A(2), com A(z) =1+ a1z +... +ay 2™, entao V(z) é dado por

Viz) = MA(zY) Mt aM 4 tay (3.8)
O A(2) 14aRt4 . ayM e

O vetor de controlabilidade de um sistema linear, por sua vez, depende da realizagdo
especifica. No caso em que o par (A,b) tem a forma de uma realizagdo direta (canédnica

controldvel), temos b=[100 ...0]" e o vetor de controlabilidade ¢ dado por
C(2) = (1/A() 2/A(z) - M AR (39

Conforme mostrado em [1] uma fungio f(z) € Hs é ortogonal a um vetor de controlabili-
dade C(z) se, e somente se, f(z) for causalmente divisivel pelo complemento passa-tudo de

C(z) :

Propriedade 3.1 Se C(z) é um vetor de controlabilidade e f(z) € Hy entdo
(C(2), f(2)) = 0 = f(2) = 9(2)V(2), g(2) € Ha,

onde V' (z) é o complemento passa-tudo de C(z).

Usando (1.16), (3.3) e (3.7) o gramiano de controlabilidade pode ser escrito agora como

K=CC" = (C(2),C(2)).
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Portanto, quando K =I=A AT 4+ bb' as M fungdes de C(z) sao ortonormais. Se obser-

varmos ainda que

1, k=1,

(ZFV(2),2'V(2)) = (2F, 2 V() V(2™Y)) = (2F, 7)) =
0, k#1,

decorre desta igualdade e da propriedade anterior a seguinte propriedade:

Propriedade 3.2 Dado um par (A,b) completamente controldvel tal que AAT+bb' =1,
as M fungdes do seu vetor de controlabilidade C(z) mais o conjunto {2*V (2)}2, , onde V(2)

€ o complemento passa-tudo de C(z), formam uma base ortonormal completa para o espago

Ho.

3.2 Analise da superficie de erro com entrada branca

3.2.1 Forma do erro de aproximacgao

Consideremos que a safda do sistema a ser identificado é dada por y(n) = H(z)u(n) + ((n),
e a saida do filtro adaptativo por §(n) = H(z)u(n). Para uma entrada u(n) branca de média
nula e poténcia unitdria e um ruido de medida ¢(n) independente de u(n), o erro quadrético

médio de saida é dado por

E{ly(n) - 9(n))%} = | H() - A + B ). (3.10)

Uma vez que a poténcia de ruido de medida E{¢*(n)} nao é afetada pelo filtro adaptativo
H (2), podemos considerar apenas a minimizacao do erro quadritico médio de aproximacao

HH(z) - I:T(z)

2
(no que segue, esta grandeza poderd ser referida, para maior concisao, sim-

plesmente como "erro de aproximagao”).

Um ponto estaciondrio do erro de aproximacao é definido como segue:

. ~ 2
Definigao 3.2 H(z) é um ponto estaciondrio de HH(z) - H(z)‘l se para qualquer w; do
conjunto {w;} de pardmetros a serem adaptados de I:T(z) valer

2

- = 0. (3.11)

awi

H(z) - H(z)




Notar que uma condigao necessdria para que o (2) seja um ponto de minimo do erro de
aproximacao é que seja um ponto estaciondrio do mesmo. Pontos de méximo e pontos de
sela, porém, também sdo pontos estaciondrios.

Para prosseguir na andlise do erro de aproximacao, consideremos que o filtro adaptativo

H (2) & implementado na forma direta:

Definicao 3.3 A fungdo de transferéncia ﬁ(z) ¢ implementada na forma direta com 2M +1
coeficientes a serem adaptados dados por {ax}¥, e {by}M,:

B(z) B bo+biz+ ...+ byzM

= . 3.12
A(z) 14az+...+ayzM (3.12)

Apesar desta restricao a H (z), como serd visto, certas propriedades deduzidas para a
forma direta podem ser extendidas a outras formas de implementacao.
Com H (2) dado pela Definicao 3.3 e utilizando a Propriedade 3.1 e a Definicao 1.1, as

seguintes propriedades do erro de aproximagao podem ser deduzidas [1]:

Propriedade 3.3 Quando os polos de fI(z) dada pela Definicao 3.8 sdo fizados € 0s seus
~ 12 ~
zeros sao escolhidos de modo a minimizar HH(z) — H(z)” , o erro H(z) — H(z) tem a

seguinte forma:

H(z) =~ H(z) = V(2)9(2), 2 'g(2) € Ha, (3.13)
para algum g (z), com V(z) dado por (3.8).
Notar que 27 'g(z) € H, significa que g(z) é estritamente causal.

Propriedade 3.4 (Teorema de Walsh) Se deg[ﬁ(z)] = M entdo H(z) dada pela Definigdo

~ 2
3.8 &€ um ponto estaciondrio de HH(z) - H(z)H se e somente se
H(z) - H(z) = 2|V (2)]"Q(2), (3.14)

para algum Q(z) € H,.

Notar que com /] (2) dado por (3.12) a condigéo deg[H(z)] = M significa que nenhum
zero de A(z) é cancelado por algum zero de B(z).
Um aspecto de interesse para algoritmos de adaptacao, em especial para aqueles baseados

no gradiente do erro de saida, é o da existéncia de pontos estaciondrios da superficie de
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erro. A forma do erro de aproximacao estipulada pelo teorema acima permite relacionar a
existéncia destes pontos estacionérios com o grau do sistema H(z) e o do filtro adaptativo
H(z), como visto a seguir.

Uma solugao, "trivial”, por assim dizer, de (3.14) ¢ o caso em que Q)(z) = 0 e portanto
Hz) = H (2). Para determinar a existéncia de pontos estaciondrios com H(z) # H(z)

notamos inicialmente que o grau do lado esquerdo de (3.14) obedece a
deg[H(2) — H(2)] < deg[H(2)] + deg|H (2)] = deg[H (2)] + M (3.15)

No lado direito de (3.14) podemos ver de (3.8) que se H(z) é estével entdo V(z) tem ex-
atamente M zeros dentro do circulo unitédrio e até M finitos polos fora do circulo unitério.
Notar ainda que nenhum dos 2M + 1 zeros de 2{V(z)]? pode ser cancelado por um polo de

Q(z) pois Q(z) € Hy. Devemos ter entao
deg[H(z) — H(z)] > 2M +1, Q(z) € Hy, Q(z) £0 (3.16)

Portanto, para que (3.15) e (3.16) sejam atendidas simultaneamente é necessério que deg[H(z)] >

M. Esta anilise pode ser sintetizada na seguinte propriedade:

Propriedade 3.5 Se ﬁ(z) ¢ dada pela Definigao 3.3 ¢ deg[H(z)] = deg[H(2)] = M, entdo
~ 2 ’
o tnico ponto estaciondrio de ”H(z) — H(z)H é o seu minimo global H(z) = H(z),; néo

~ 2 s
existem pontos estaciondrios de HH(z) - H(z)“ com deg[H(2)] = M > deg[H (2)].

E possivel, ainda, extendendo a anélise do erro de aproximagao dado por (3.14), eliminar

a exigéncia, deg[ﬁ (2)] = M da propriedade acima e concluir que, com H (2) dado por (3.12),
~ 2 Py

H(z) — H(z)H vale H(z) =

se deg[H (z)] < M entdo para todos os pontos estaciondrios de

H(z), ou seja todos sao minimos globais do erro de aproximacao. Fste resultado é conhecido
h4 bastante tempo (ver [6] e [5]), porém o procedimento geral usado aqui para obté-lo é
diferente do procedimento seguido nestas referéncias. A demonstracido deste resultado nao
serd incluida aqui pois pode ser considerada como um caso particular do resultado obtido

para o filtro adaptativo polifdsico, a ser visto no capitulo 4.
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3.2.2 Modelamento suficiente

A forma de H(z) dada por (3.12) néo & a forma usualmente considerada na literatura sobre

filtros IIR adaptativos (por exemplo, [6], [4] € [7]) pois se impoe aqui que o nimero de

coeficientes do seu numerador seja igual ao nimero de coeficientes do seu denominador mais

um. A forma usualmente considerada é mais genérica, sendo dada por

B(Z) N bo + blz + ...+ beZMb

H(2) = = . 3.17
(2) A(z)  l4aiz+...+apzMe (3.17)
Neste contexto, se o sistema sendo identificado é dado por
M,
H(z) = Clz) cotciz+...+cy2 (3.18)

D(2)  1+diz+...+dp,zMe’

define-se em [4] uma situacao na qual M, > M, e M, > M, como uma situagéo de "mod-
elamento suficiente”. Em [4] se conjecturava ainda que em uma condi¢do de modelamento

2 B
H(z) — H(z)‘ corresponderiam a H(z) = H(z).

suficiente todos os pontos estaciondrios de
Do resultado obtido em [5] pode-se concluir, porém, [7] que para tanto é necesséria uma re-

stricao adicional, ¢ que uma restricao suficiente (porém nao necessdria) é
My, > M; — 1. (3.19)

Como uma justificativa para a adogao da forma de /(z) dada por (3.12) notamos que
a restrigao acima €, no caso de "modelamento suficiente ”, sempre obedecida. Além disto,
outras propriedades tteis da superficie de erro decorrem de se considerar H (2) dado por

(3.12), conforme ser4 visto posteriormente.

3.2.3 Superficie de erro reduzida

Uma forma 1til de exprimir a fungio g (z) em (3.13) ¢ obtida [1] re-escrevendo inicialmente

esta expressao como

V(e H(2) = V(z )H(2) = V(z )V (2)g(2) = 9(2), 2 'g(2) € H, (3.20)
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onde V(271)V(z) =1 pois V(z) é passa-tudo. Consideremos a parcela

2MA(z)B(z)  zMB(2) by+by 1z '+ Fboz M

A(zY) Alz) A1) Az D) (3.21)

V(z YH(z) =

Como discutido em relacio a (1.15), se H(z) ¢ estével 1/A(z"') & estdvel ¢ anti-causal.
Portanto a parcela V(z‘l)ﬁ(z) = 2 MB(z)/A(z") também é anti-causal pois 2~ B(z)
néo tem poténcias positivas de z. Agora, como g(z) é estritamente causal, segue que g(z) é

dado apenas pela projecao estritamente causal de V(271)H(z) [1]:

Propriedade 3.6 A fungdo g(z) na Propriedade 3.3 pode ser escrita como
g9(2) = [V(z ) H(2)], (3.22)

Da Propriedade 3.3 decorre que quando os zeros de i (2) sdo otimizados em fungao dos

seus polos temos

N 2
@) - A = IvEe@I1 = eI, (3.23)
pois V(z) é passa-tudo. De onde segue a definicao:

Definicao 3.4 A superficie de erro reduzida de H(z)—ﬁ(z) ¢ dada por ||g(2)||” como fungio
dos pardmetros de A(z), com g(z) dado pela Propriedade 3.6.

Uma outra forma 1til de exprimir g(2)[1] pode ser obtida notando que com g(z) =

Yoy i, V(27 = Y0 qukz P e H(z) = Y oo hi2® temos:
ngzk = I:Z Z’Uzhkzk_l:l = I:Z Z ’Ulh,]H_le}
k=1 + +
= Z Z Vg 2* = Z Z Uty 412", (3.24)

Portanto os coeficientes gy de g(z) séo dados por

Ge=) vhky, k=12, (3.25)

=0

135



o que pode ser expresso matricialmente por

‘gl‘ -hl he hs hs "'- F’Uo
g2 he hs ha ... U1
g3 | = | hs ha - vy | - (3.26)
g4 ha # U3

Na expressao acima, a forma matricial dos hy ¢ a forma de Hankel do sistema H(z), denotada

por 'y, ¢ portanto uma expressao equivalente a (3.22) &
g =l'yv, (3.27)
e uma expressao para a superficie de erro reduzida, equivalente a (3.23), é

HH(z) — I/{T(z)H2 =g'g=vT%v. (3.28)

3.3 Outras formas de implementacao

Neste item, propriedades do erro quadritico médio de aproximagao apresentadas nos itens

anteriores sao extendidas para outras formas de implementacao.

3.3.1 Gradiente e Hessiana apés mudanga de varidveis

Na literatura referente a filtros IIR adaptativos as propriedades a seguir estao formuladas
em [25] e [30]. Porém, a apresentacao aqui é mais detalhada.

Seja w um vetor de N elementos reais,
.
W = [ wl w2 e wN :l ) (329)

e uma fungao f,,(w) de RY em R. O vetor gradiente V.,,(w) de f,, é definido por

.
Ofw Ofw 3fWJ (3.30)

811)1 8’!1)2 8’(1) N

Vo) - |
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e a matriz Hessiana H,,(w) de f,, € definida por

T T
ow? O, Ows Ow Owy
9%, . ;
Hw = e : . (3.31
(W) 6‘”)26‘”)1 ( )
Pla 0fa
|l &UN&ul BwNé?wN |

Consideremos agora que w & dado por

w=9(p) 2[ 0:(p) 2:(0) on(p) | - (332

onde p também é um vetor de N elementos reais e as fun¢oes ¢(p), I = 1,2,... N, sao de

RN em R e possuem todas as derivadas parciais Ag;/0w;. Consideremos ainda uma fungao

fo(P) tal que
fo(P) =fulg(p)). (3.33)

Queremos agora exprimir o vetor gradiente V,(p) de f, em funcio de V,(g(p)). Devido

a igualdade acima podemos escrever

01,(p) _ 0fulo(p)
o oy el

Cada elemento do vetor gradiente V,(p) pode entdo ser calculado pela regra da cadeia como

Ofi <= 8fi dg1 . .
g _ "y Bl = i=1,2,...N, (3.35)
Op; ; Ow, w=g(p) OPj
o que em forma matricial resulta:
(0] [O9 O | w7 .
Opy opr Oy Op1 Ofw
Bwl
af, d =
P(p) 8}92 ap2
: : O
Ofy o9 . %n | | Buy | w=d(p)
| dpy 1 L Opw dpn | '
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Ou seja, temos a seguinte relagao entre os vetores gradiente:
Vi(p) =3 Vu(g(p)), (3.36)

onde J é a matriz Jacobiana de g(p), para a qual, por simplicidade, nao indicamos a de-
pendéncia em relacao a p.
Queremos também exprimir a matriz Hessiana H,(p) de f, em fun¢do de H,(g9(p)) e

Vu(9(p)). Para tanto, usando (3.35), cada elemento de Hy(p) pode ser escrito como

fy _ 0 0w

dgi .
= — —— j,k=1,2,...N. 3.37
Op;Ops  Op; < Ow 7 (3:37)

w=g(p) Opk

Aplicando agora a regra da cadeia e a do produto temos:

2 N N 2 N 9
fp _ 3 [ O fu %} o9 0w aa 9 (3.38)
Op; Opx | 0w Ow, w=g(p) Op; | Op = ow, w=g(p) D; Ok
o que resulta, em forma matricial:
B -
op? Op10p2 Op10pN
0% f
H.(o)=| -2/ _
p(p) 8p28p1
& 5,
. OpnOp1 opy
Of  fu Ofw ]
- RRR. A A"
. % N Qg_N = 3'w1 611)1(9’(1)2 awlawN ~ % N —ai _
Opy Op: 9 Op1 Opn
~| || ke s s | +R,
o Ogw || T dov  Oow
. Opn pn | 82‘fw . L Opy Opn
R 8@0]\{8'[1)1 awNawN _
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onde os elementos r; ; de R sao dados por

5%,
Op;Opx
[ O . O] | O
e (911)1 8’(1)2 B'LUN 8p]8pk
g1
| 9p;0p |
—_——
gag(iyj)
V., (9(p))8, (%, 4).
Portanto, a relacao entre as Hessianas é
H,(p) = J'Hy(9(p))J +R. (3.39)

A partir das relacoes obtidas acima seguem as seguintes propriedades:

Propriedade 3.7 Sejam duas fungdes fp(p) € fu(w) com p e w pertencendo a certos
dominios Dy e D,,, respectivamente, e tais que f,(p) =fu(g(p)), onde a matriz jacobiana J
de g(p) emiste e € ndo-singular para todo p €D,. Entdo, em um ponto po€D,, temos que

Vo(po) = 0 se, e somente se, V., (g(po)) = 0.

Prova: Se fp(p) =fu(g9(p)) entao conforme (3.36) temos V,(p) = J'V,(g(p)). Se J ¢

nao-singular segue diretamente a propriedade desejada. Wl

Propriedade 3.8 Nas condigdes da propriedade anterior, para um ponto pe no qual V,(pe) = 0
temos que Hy,(po) € positiva(negativa) definida se, e somente se, Hy,(9(po)) for positiva(negativa)

definida.

Prova: Se H,(po) é positiva definida entdo para qualquer vetor x # 0 temos x' H,(pg)x >
0. Da propriedade anterior temos que se V,(po) = 0 entdo VI (9(po)) = 0 e, consequente-

mente, usando (3.39) temos H,(po) = J H,(g(po))J. Portanto

0 < x"Hy(po)x = x' JTH, (g(po))Jx = y ' Hy (9(po))y,
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e como y = Jx # 0 para qualquer X # 0,pois J é nio-singular, temos que Hy(g(po)) é pos-
itiva definida. As provas para H,(po) negativa definida e para os sentidos inversos seguem

analogamente.ll

3.3.2 Aproximacao local da superficie de erro

Consideremos agora que w é o vetor de pardmetros do filtro adaptativo H (2) e que a fun¢éo

fuw (W) considerada acima é o erro de aproximacao

2

fu(w) = || E(2) - ()

Consideremos ainda que que em torno de um ponto qualquer wo do espago de pardmetros a

superficie de erro possa ser aproximada por uma superficie quadratica em Aw = w — wq como
1
f(w) = f(wo) + Aw' V,(wo) + EAWTHU,(WO)AW, (3.40)

ondeV,,(w) e H,,(w) sdo o vetor gradiente e a matriz Hessiana definidos em (3.30) e (3.31).

Se wy ¢ um ponto estaciondrio da superficie de erro (Definigao 3.2) temos V,,(wo) =0e
as caracteristicas locais da superficie de erro sao determinadas pela matriz Hessiana H,,(wy):
se H,,(w) & positiva definida entdo wg é um ponto de minimo; se for negativa definida entao
Wp € um ponto de maximo e se nao for definida wy é um ponto de sela, isto é, um ponto de
méximo em relacao a alguns pardmetros e um ponto de minimo em relagao aos demais.

A mesma aproximacao de segunda ordem pode ser feita para a superficie de erro reduzida
(Definigao 3.4), devendo-se notar que os pontos estaciondrios da mesma nio podem ser pontos
de mdximo, sé pontos de minimo ou pontos de sela, uma vez que por definigao os pardmetros

que definem os zeros de H(z) estdo em um ponto de minimo.

3.3.3 Extensao de propriedades do erro de aproximacao

Vejamos agora como as defini¢des e propriedades relativas ao erro de aproximacao, deduzi-
das anteriormente para a realizacdo na forma direta, sdo extendidas para outras formas de
realizacao.

Na terminologia do item anterior, w sao os pardmetros de uma realizagao na forma direta

do filtro adaptativo H (2); p séo os pardmetros de uma outra forma de realizagao relacionada
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com w por w =g(p), com g tal que a matriz jacobiana J de g(p) existe e é nao-singular; f

2
em cada realizacao, ¢ é evidente que, sendo

e f, séo o erro de aproximagao HH(z) — H(z)
realizagoes equivalentes, temos f,(p) =/, (9(P))-

Deve ser ressaltado que nem toda realizagio equivalente a uma realizagao na forma direta
possui pardmetros relacionados com os da forma direta por uma fungao com as caracteristicas
exigidas acima para a fungao g(p). De imediato vemos que para realizacoes nao-minimas,
isto &, realizagGes com um nimero maior de pardmetros do que a realizagao direta, a matriz
J nao é quadrada e portanto é singular. Porém, mesmo realizagdes minimas podem nao
se enquadrar nas condigdes para a funcdo g(p). Para as realizagoes nas formas paralela e
cascata, por exemplo, o jacobiano J nao existe em todos os pontos do dominio de estabilidade
do espago de pardmetros, devido & nao-unicidade da transformagao entre estas formas e a
realizacdo direta [25].

Feitas estas ressalvas, e usando as Propriedades 3.7 e 3.8 podemos constatar que: 1) H (2)
& um ponto estaciondrio (Definigdo 3.2) do erro de aproximacgao na realizagao equivalente
se, e somente se, for um ponto estaciondrio do erro de aproximacao na realizagao na forma
direta; 2) as Propriedades do erro de aproximacao 3.3, 3.4 e 3.5 valem para a realizagio

equivalente; 3) Um ponto estaciondrio tem a mesma natureza (ponto de minimo, de méximo

ou de sela) na realizacao direta e na realizacao equivalente.

3.4 Analise SVD da superficie de erro reduzida

3.4.1 Decomposi¢ao SVD de |[g(2)]|

De (3.27) temos que a superficie de erro reduzida pode ser escrita como

lg2)|> = g'g=v'TiTyv

= v Tyl },v, (3.41)

onde I'y ¢ a forma de Hankel de H(z) ¢ v é o vetor formado pelos coeficientes da série de

poténcia de V(z). Se deg[H(z)] = M entao I'y pode ser escrita em fungdo dos seus valores
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singulares o} e pares de Schmidt ({,7;) como [29]

M
Ty=3 Gownl, (3.42)

k=1

onde oy > 0 e {n,} e {¢;} sdo ortonormais ( M n, = €1 ¢, = 6.). Resulta portanto que

lg@@)I* = ZVTCJ;U& nem, 0 v
~—

=1 P

= TMx

= v o2l . (3.43)
1

=
Il

A partir da expressao acima podemos agora voltar a representacao em 2z, a superficie de erro
reduzida sendo escrita entdao como

M

lg()1* = ok (€u(2), V(2))*. (3.44)

k:l

Notar que, como (i(z) e V(2) tem norma unitdria, entéo (¢x(2), V(2)) < 1. As fungoes (x(2)
sao dadas por
C(2) = 07 Per(I—2A)""by, k=1,2,..., M, (3.45)

onde e; ¢ um vetor linha de zeros com excecao de um 1 na coluna k:

e 20 ...0 T1 0:. . 0], (3.46)

coluna k

e by, ¢ obtido de uma realizagao balanceada de H(z) [29]. Comparando a expressao acima

com (3.7) resulta que podemos escrever ainda
G(2) =0, PCop(z), k=1,2,..., M, (3.47)

onde

Cox(2) 2 ex(I-2A) 'by (3.48)

¥
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¢ a k-ésima linha do vetor de func¢des de controlabilidade de uma realizacao balanceada de

H(z). De (3.45) decorre que, com H(z) dado por

O(z)  cotciz+...+cyz”

H(z) = = : 3.49
(2) D(z) do+diz+...+dyzM (3.49)
onde C(2) e D(2) nao tem rafzes comuns, (;(z) é da forma
oo + Graz -+ G2
= = : ’ ; 3.50

A expansio de ||g(z)||* dada por (3.44) ser4 utilizada a seguir, assim como a propriedade:

Propriedade 3.9 Se F'(2) e q(z) sdo fungdes racionais estdveis e causais com F(z) dada

por
B(Z) b0+blz+ +bM_1ZM71
G - 3.51
(2) A(2) l+az+...+ayzM (3:51)
e V(z) uma fungio passa-tudo obtida de F(2):
ZMA(z7Y)
V(z) = ———= 3.52
entdo o produto interno (F(z),q(z)V(2)) é nulo.
Prova: Conforme (1.16) e (1.17) o produto interno (F(z),q(2)V(z)) é dado por
1 dz
(F(2),9(2)V(2)) = — 2)\V()F(z"1)=
DAVED = g f aAVEFES
. o MA(z") B(z 1) dz
T fun T AR AT 2
_ i Zq(z b()ZM_1+...+bM_1‘d_2’_
27rj lz]=1 A(Z) z
1 boZM_1+...+bM_1
= — 2 dz = 0. 3.53
275 Jizj=1 i A(2) (3.53)

A itima igualdade decorre do fato de que F(z) e q(z) s@o estdveis e causais e portanto os
zeros de A(z) e.0s polos de ¢(z) estao fora do circulo unitério (ver item 1.5.1) e o residuo do

integrando é nulo.
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Com a propriedade acima, podemos ver que, como seria de se esperar, com o sistema
sendo identificado dado por (3.49), quando V(z), dado por (3.52), & tal que A(z) = D(z), o

que corresponde ao minimo global H(z) = H(z), o erro dado por (3.44) é nulo.

3.4.2 Forma da Hessiana no minimo global

Consideremos que na superficie de erro reduzida o erro de aproximacao é fungao de um vetor
de parmetros w = [w; wy ...wp]' associado ao tipo de realizagdo empregado para o filtro

adaptativo. Indicamos explicitamente esta dependéncia usando a expressao
= 2 3.54
gu(w) 2 lg(z,w)| (3.54)

para o erro. Analogamente ao que foi visto no Item 3.3, consideramos que em torno de um
ponto qualquer wg do espaco de pardmetros a superficie de erro reduzida pode ser aproximada

por uma superficie quadrdtica em AwW = W — wg como

1
Guw(W) ~ gy (Wo) + Aw ' Vo, (wo) + 5AwTHw(wo)Aw, (3.55)
onde V,,(wp) = -g—gti % = (,i‘j;]T é o gradiente de g,, em wg €
wo
3*gu
H,,(wo) = { . T } (3.56)
P wo )y

¢ a matriz Hesslana de g, em wy. A seguir analisaremos a forma assumida pela matriz
Hessiana H,, no minimo global.

As derivadas dos termos da decomposicao SVD do erro dada por (3.44) sdo

0

0 (Ge(2), V(2))* = 2(Gu(2), V (2)) <Ck(Z), a—in(Z)> , Lk=1,2...M, (3.57)

Bwi

e as derivadas segundas sao dadas por

0 0

8wi 5’(1)—3

WL VEN = -2 (G V@) Glo) g
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£2(G(2), V() <ck(z>, 8%52,;@ . (35)

Lembramos que, com a funcao de transferéncia do filtro adaptativo sendo H (2) = B(2)/A(2),
o complemento passa tudo V(z) é dado por V(z) = 2™ A(z7')/A(z). No minimo global
H(z) = H(z) decorre de (3.50) e do lema 3.9 que o termo ((x(2), V(2)) da expressao acima,

><Ck(z):8iij(Z) > (3.59)

i T A _ R .
Escrevendo V(z) na forma racional com A(z) £ 2™ A(27'), os produtos internos acima

)=(cerm i)

é nulo. Temos portanto:

9 9 (), V(2))?

3wi awj

=2 <ck<z>, 5V (2

onde 7, e k variam de 1 a M.

sao dados por

~—

<<k(z>, V()

%

N

8Az) A(7) — 24,
<Ck(z); = (jlz(z)awi )

B AA(z) ) Ow; OA(z)/0w;
= <Ck(z)) A(Z) ws - A(z) V(Z) wo>

= <Ck(z), % > — <Ck(z), %%@EV(@ > (3.60)
3A(Z)/3mv

Novamente temos um termo, <§k (2), =45 (z)>, que devido ao lema (3.9) se anula no

)<l B ).

Reunindo (3.44), (3.54), (3.56), (3.59) e (3.61) temos que a Hessiana no minimo global

minimo global. Chegamos entao a

<ck<z>, V(2
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wq é dada por

611 512 61M
5
Hy(wo)= | s (3.62)
| O omm |

onde

M
by = 3ot % 1(2),V(2))”

1

a-

Wwo

)t

M
/ )/ Ow;
= Ce(2

Definindo agora

a2 (oo, Ziton

> : (3.63)

OA(z) By >] , (3.64)

D2[d, dy ...du), (3.65)
e a matriz diagonal i
’- 20 0 0
0 22 0
Ta § , (3.66)
. Y 0
0 0 20%

podemos estabelecer a seguinte identidade:

Identidade 3.1 No ponto de minimo global H (z) = H(z) = C(2)/D(z) a matriz Hessiana

da superficie de erro reduzida é dada por
H,(wy) =DIDT, (3.67)

onde D ¢ dada por (3.64) e (3.65) e 3 ¢ formada a partir dos valores singulares de H(z),
conforme (3.66).

Podemos ver que nesta forma de escrever a matriz Hessiana hd uma separagao parcial dos

efeitos do sistema sendo identificado e do tipo de realizacao do filtro adaptativo: a matriz 2
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s6 depende do sistema sendo identificado; nos termos dy da matriz D as fungdes (i(2) sdo
obtidas de uma realizacao balanceada de H(z) e portanto s6 dependem do sistema sendo

i . dw; , . . "

identificado, ao passo que os termos g‘ﬂfg)—w dependem também do tipo de realizagao
wo

do filtro adaptativo. Como serd visto no Item a seguir esta forma de escrever a matriz

Hessiana sugere uma maneira de eliminar a parcela do espalhamento dos autovalores da

mesma associada & forma de implementacao do filtro adaptativo.

3.5 Diagonalizagao da Hessiana

3.5.1 Realizagao direta

Consideremos inicialmente o caso de uma realizagao direta do filtro adaptativo H(z), de
modo que os pardmetros w considerados no item anterior sao os prdprios coeficientes de

A(z). No célculo dos vetores dy, em (3.64) as derivadas utilizadas sdo entdo

0 M M-1
OA(z)/ow|  0AR)/0a;|  Ba P tMF Fotam)
Alz) |y, AR ., A(2)
zM—z wo
= D(z)’ 7:=1,2,...M. (368)

Por outro lado, no minimo global, o vetor de controlabilidade da implementacao direta (ver
(3.9)) ¢
(3.69)

C(z, wo) = [D%z) D?z) Zﬂz;;r

Se definirmos C(2) como o vetor obtido invertendo a ordem das linhas de C(z), temos

_ SM-1 ,M-2 1 1"

Clama) = {D(a D) D<z>} (870
8;4(2)/8(% =
W—" o = C,;(Z,W()), (371)

onde C;(z) = ,C(2) ¢é a i-ésima linha de C(2) (e; tem a forma dada por (3.46)). Reunindo a

expressao acima com (3.47), resulta em que os produtos internos que compoe os vetores dg

147



em (3.64) podem entdo ser escritos como

< Ck (Z) ) BAI(:()Z/)aaZ

> _ o2 (Cyu(2),Eil 2 W) (3.72)

A expressao acima pode ser usada para o cdlculo numérico da matriz D. Além disso
ela é 1til no sentido de sugerir procedimentos para a diagonalizacao da matriz Hessiana da

superficie de erro reduzida, como visto a seguir.

3.5.2 Uma realizacao hipotética ideal

O fato das derivadas % serem as préprias linhas do vetor de controlabilidade da

realizagdo sendo empregada ( conforme (3.71)) é uma particularidade da realizagao direta que
nao necessariamente ocorre para outras realizagdes. Suponhamos porém que fosse possivel
parametrizar uma realizacao balanceada de tal modo que isto ocorresse. No minimo global

wy terfamos entao,

@(z, Wo) = 6},,1'(2), (373)

onde Eb,i(z) ¢ o vetor obtido invertendo a ordem das linhas do vetor de controlabilidade
Cyi(2) de uma realizagao balanceada do sistema H(z) sendo identificado dado por (3.48).

Devido & ortonormalidade das fun¢Ses de Cy(2) terfamos

~1/2 :
. - o , k=M-—i+1
> =0, 2 (Con(2), Coi(2)) = ¢ . (3.714)

<Ck(z) m
’ 0, kAM-—itl

A(2)

wo

A matriz D seria entao anti-diagonal:

[ —1/2
0 0 O’M/
0 :
D2 . T3 . . (3.75)
: T,
01_1/2 0 0
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¢ a Hessiana seria diagonal, determinada apenas pelos valores singulares de H(2):

2o 0 0
0 20m.1 O
H, =DZD' = e (3.76)
0
L 0 0 20’1 i

Ou seja, para esta realizacao hipotética o espalhamento dos autovalores da matriz IHessiana
no minimo global dependeria apenas do espalhamento dos valores singulares do sistema sendo
identificado. A parametrizacdo de uma realizacao balanceada de um filtro, porém, nao é um
problema resolvido na teoria de sintese de redes [1], e, portanto, a existéncia da realizagao
hipotética considerada aqui nao pode ser aqui afirmada. Mesmo assim, ela é 1til para fins
de comparacao, isto é, como uma forma de realizagao ideal em relagao & qual outras formas

de realizagao se aproximam mais ou menos.

3.6 Sistemas com polos préximos ao circulo unitario

Neste item mostra-se que quando o sistema sendo identificado possui polos préximos ao cir-
culo unitdrio a superficie de erro reduzida é fortemente nao quadritica: longe do minimo
global apresenta regices planas porém de erro elevado, €, em consequéncia, em torno do min-
imo global, hd uma decréscimo brusco do erro. Esta caracteristica ¢ bastante desfavorsvel
para algoritmos de passo constante, pois o limite para o valor do passo de adaptagao im-
posto pelo comportamento da superficie de erro préximo ao minimo global implica em uma
convergéncia muito lenta nas regioes planas.

Se o sistema sendo identificado e o filtro adaptativo sao dados por

H(z)= H(z) = = :
(2) D(z) ‘ (2) Alz) 14amz+...+ayz"’ (3.77)
quando os zeros de [ (z) sao otimizados, temos, conforme (3.22),
H(z) - H(z) = g(2)V(2), (3.78)
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com

9(z) = [V(z")H(2)l;, (3.79)
onde V(z) é o passa-tudo dado por

ZMA(z71)

e (3.80)

Vi(z) =

Consideremos para maior simplicidade o caso em que H(z) nao tem polos com multiplicidade
maior que 1 e que deg[C(2)] < deg[D(z)] = M. Nestas condi¢bes H(z) sempre pode ser

expandido em residuos como

2=y

H(z) =Ko+ Y — (3.81)

Usando esta expressao e notando que V(z~') é anti-causal temos que g(z) pode ser escrita

como

i

glz) = KQV(z‘]')+V(z'1)Z ]

zZ— U
i=1 '

= v ] ] , (3.82)

; Z —

i=1

pois o termo KoV (27') ndo tem poténcias positivas de z.

Por sua vez, V(27!) pode ser escrito como

1y ZMAR) . A(2) ,
V) =y = amagy (3:89)

o que mostra que possui exatamente M polos dentro do circulo unitédrio. O termo

M

T
V(z! - 3.84
Y (384
pode entao ser expandido em residuos como
o 2 b V(v Yy
Viz! = —— 4 —= 5 4, 3.85

onde g; sdo os polos de V(z7!). Uma vez que os mesmos estao dentro do circulo unitdrio, o
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termo

(3.86)

83
.ZZ—%‘

=1

& anti-causal. Introduzindo a expressao acima em (3.82) temos

g9(2)

M M

L 1=1
[ M

(3.87)

z_

V(v;l)n-]

| i=1

Para eliminar agora o operador projegao causal da expressao acima fazemos

9(2)

com

Il

M

v Ui_i ; M 1% U{l ?"i-
et
. |

i=1 i=1

(3.88)

(3.89)

Esta expressao para g(z) pode agora ser usada para calcular || g(2)||>. Escrevendo explicita-

mente o produto interno envolvido temos:

llg(2)1I*

62906 = 57 j‘{ o()o(z )2
|z|=1
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1 i —R;/v;
= o f g: - _l/ud (3.90)

S6 os polos 1/v; estdo dentro do circulo unitdrio, e, portanto, pelo teorema dos residuos

temos

el = -3y R B
g\z o . — l/VJ'—*Vz' I/J'

ZM ZM R:R;
J= 1=

Podemos ainda agrupar os termos R; = R} conjugados e escrever

M

lgIF =) —7— v

i=1

IRI
] +ZZ 1/11/]—1

Vi j=1 i=1

R+ R

J

A suposicao de polos préximos & circunferéncia unitdria pode agora ser introduzida.
Suponhamos que existam m polos com |v;| ~ 1 e |R;| % 0, de modo que a expressao acima

seja dominada pelos m termos relativos a este polos:

o2~ S (3.92)

i=1 |1/1;|2 -1

onde o termo |R;|, conforme (3.89), ¢ dado por

|R:| = [V )| | = (3.93)

T
v; .

Agora, conforme (3.83) os polos de ﬁ(z) sao zeros de V(z7!). Portanto se os polos de IC-\I(z)
estiverem suficientemente longe dos polos v; de H(z), entdo ’V(Vi_ 1)’ nao serd préximo de
zero, €, mais do que isso, uma vez que V (z) é passa-tudo e, por suposigao lI/Z-_ 1' ~ 1, temos,
nestas condigoes, ‘V(I/i_l)| ~ 1, para quaisquer variacoes dos coeficientes de H (2). Ou seja,
quando o sistema sendo identificado tem polos préximos a circunferéncia unitdria e os polos
do filtro adaptativo estdo longe destes polos do sistema, o erro na superficie reduzida varia
pouco com variacoes dos coeficientes de H (2).

Para exemplificar este comportamento a superficie de erro reduzida foi computada para
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o caso das funces H,(z), Hy(2), Ho(2) e Hiz(2), definidas na Tabela 2.2 do Item 2.6.8. Os
grificos obtidos estdo nas Figuras 3-1 e 3-2, onde pode ser bem observado o aumento da
extensdo das regides planas da superficie de erro reduzida quando algum polo de H(z) se

aproxima da circunferéncia unitdria.

3.7 Exemplos da simulagao de algoritmos de adaptacao

Neste item sao apresentados resultados praticos relativos & convergéncia global dos algorit-
mos de adaptacio RG, SMM e PLR considerados no Capitulo 2. O algoritmo SHARF ideal,
isto é, com P(z) = D(z), considerado no Capitulo 2, nao foi testado, uma vez que nao ha
sentido pratico em supor P(z) = D(2) e iniciar a adaptagdo com A(z) afastado de D(z).

Assim como foi feito no Item 2.7 os algoritmos foram testados na identificacao das fungoes
Hy(z), Hy(z), He(2), H7(z), Ho(2), H1a(2), His(2) definidas no Item 2.6 (a fun¢io Hiz(2)
nao foi testada pois, j4 no caso local, os tempos de convergéncia eram excessivamente lon-
gos). Todos os procedimentos relativos & execucao dos algoritmos mencionados no Item 2.7
permanecem vélidos, com a excecao de que foi tomado como ponto inicial da adaptagao a
origem, isto &, w(0) = 0.

Como estd sendo considerada agora a convergéncia global dos algoritmos de adaptacao,
sao apresentados também os resultados do algoritmo SMM, que, ao contrédrio do que ocorre
localmente em torno do minimo global, ndo sdo necessariamente similares aos do algoritmo
RG.

Os valores de p utilizados e o tempo de convergéncia ngy obtidos (ver Item 2.6 para a
metodologia envolvendo estas grandezas), estao apresentados na Tabela 3.1. Sao apresen-
tados também gréficos com a adaptacao dos coeficientes e a evolugao do erro quadrético
(y(n) —7(n))?%. O nimero da figura para cada caso estd na Tabela 3.2.

Pode-se verificar pelos resultados, que em regides (afastadas do minimo global) onde,
devido ao fato do sistema H(z) ter polos préximos & circunferéncia unitdria, a superficie
de erro reduzida é excessivamente plana, a convergéncia dos algoritmos de passo constante
testados é lenta, o que vale mesmo para os algoritmos SMM e PLR. que nao sao, a rigor,

baseados no gradiente da superficie de erro.
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Algoritmo
RG PLR SMM

[ Fungao Y 60 K 60 © I 60
Hi(z) [1,5x107°[2,6x10%[1,5x10°2[7,2x10%] 2x10~° |[1,4x 10*
Hy(z) [1,5x10°° () 3x 107 (%) 1,5x 107° (%)
He(z) | 8x107% [1,0x 10| 3x1072 [1,2x10* | 1x107% [4,1x10°
H.(z) |1,5x107% (%) 2 x 1073 (%) 1,5 x 10°% (%)
Ho(z) |1,5x1073 (%) 5,0x 1072 [4,2x10* [ 1,5 x107% | 2,4 x 10°
His(2) [ 7,0x107°[1,8%x10* | 3x 1072 [8,2x10°| 8x 107* | 4,4 x 103
His(z) | 1,0 x 107 (%) 8 x 107° (%) 1,0 x 1074 (%)

Tabela 3.1: Resultados da execugao dos algoritmos RG, PLR e SMM com inicio na origem;
p: passo de adaptagdo méximo; ngg: nimero de iteragoes para erro quadrético de saida ficar
60 dB abaixo da poténcia de saida; (*): execucdo nao completada devido ao longo tempo de
convergéncia (> 10°);

Niimero da figura
| Fungao | RG | PLR | SMM

Hi(z) [33] 34 35
Hy(2) | 3-6 | 37 | 3-8
Hg(z) | 3-9 | 3-10 [ 3-11
H:(2) [3-12| 3-13 | 3-14
Ho(z) [3-15] 3-16 | 3-17
Hyy(z) | 3-18 ] 3-19 | 3-20
His(z) | 3-21]3-22 | 3-23

Tabela 3.2: Nimero da figura com graficos da execucao dos algoritmos para cada caso de
H(z)
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Figura 3-1: Superficie de erro reduzida para H,(z) (em cima) e Hy(z) (em baixo)
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Capitulo 4

Um filtro IIR polifasico adaptativo

Neste capitulo apresenta-se uma estrutura polifdsica para filtragem IIR adaptativa e seu
desempenho é comparado com o de filtros IIR adaptativos na forma direta [27].

No Item 4.1 a expansao polifdsica de uma funcao racional ¢ formulada e ¢ analisada a
questao de sua umnicidade. A motivagdo para a utilizagdo de uma estrutura polifdsica em
filtragem ITR adaptativa serd evidenciada a partir do Item 4.3.

No Item 4.2 discute-se inicialmente duas abordagens possiveis para filtragem IIR po-
lifdsica adaptativa e sua relagao com a questao da unicidade da expansao polifasica. Considera-
se, a seguir, a aplicagao & estrutura polifdsica dos algoritmos de adaptacao de passo constante
vistos anteriormente para a estrutura direta. Por fim, é calculada a complexidade computa-
cional de filtros polifdsicos adaptativos com algoritmos de passo constante, comparando-a
com a de filtros adaptativos na forma direta com algoritmos de passo constante e algoritmos
do tipo Newton.

No Item 4.3 a anédlise da convergéncia local de algoritmos de passo constante para. filtros
IIR adaptativos na forma direta, realizada nos Itens 2.2 a 2.6, é extendida para filtros IIR
adaptativos na forma polifdsica. Mostra-se como as condi¢des de positividade relacionadas
a convergéncia dos algoritmos podem ser menos restritivas no caso polifdsico. A andlise
permite também uma compreensdao do possivel ganho da estrutura polifdsica quanto ao
condicionamento da matriz de estados associada a cada algoritmo, o que, como visto, tem
um efeito importante na velocidade de convergéncia local.

Em seguida passa-se a analisar a superficie de erro reduzida para o caso da estrutura
polifdsica. No Item 4.4 demonstra-se, para a estrutura polifdsica, que, com entrada branca

e modelamento suficiente, todos os pontos estaciondrios da superficie de erro sdo minimos
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globais da mesma. Deve-se notar que esta propriedade nao decorre diretamente de pro-
priedades analogas relativas & estrutura direta, j4 bastante conhecidas, e trata-se portanto
de um resultado novo. No Item 4.5, a partir da expressdo para a superficie de erro reduzida
obtida no item anterior, mostra-se a possivel melhoria da mesma em relacao ao caso da
estrutura direta. Para um dado sistema sendo modelado H(z), a planicidade da superficie
de erro reduzida em regices distantes do minimo global, resultante da existéncia de polos de
H(z) préximos a circunferéncia unitdria, tende a ser menos pronunciada do que no caso da
estrutura direta, o que resulta em uma maior velocidade de convergéncia global de algoritmos
de passo constante.

Finalmente, no Item 4.6 sao mostrados exemplos praticos da aplicagao da estrutura

polifdsica, € seu desempenho é comparado com o da estrutura direta.

4.1 Expansao polifdsica de uma funcgao racional

Neste item ¢ introduzida a expansao polifdsica de uma fungao racional e é analisada a questéao
da sua unicidade. A motivacao para a utilizacio de uma estrutura polifdsica em filtragem

IIR adaptativa serd evidenciada a partir do Item 4.3.4.

4.1.1 Determinagao da expansao polifdsica pela descrigao no es-

paco de estados

Consideremos a fung¢éo racional H(z)dada por

Hiz = S _atazt . +oy, 2" (4.1)
" D(2)  l4diz+...+dy, 2Ma’ '

onde C(z) =cg+crz+...+enm 2™, e, #0,e D(2) =1+ dyz+ ... +dp, 22, dpy, #0,
nao tem rafzes comuns. Considerando M = deg[H(z)] como o menor nimero de retardos
necessédrios para implementar H(z), temos entdo que M = deg[H (z)] = max(M., My).

A expansao polifdsica de ordem p de H(z) é obtida agrupando em p blocos os termos da

resposta ao pulso unitdrio de H (z):

oo -1 -1 0 -1
H(z) = Z hez® = Z thpk+lZpk+l = pz:zl Z gy 2°F = pz:lel(zp), (4.2)
1=0 =0

k=—o0 k=—o00 [=0 k=—o00
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onde Hy(z) = Y oo . hpkyt2*. Determinamos a seguir polindmios Ci(z) e Di(z) tais que
Cy\(2)/D(z) = Hy(z) (a0 que consta para o autor, a dedugdo a seguir nao existe na literatura
sobre filtros polifdsicos).

A partir de uma descricao minima (A, b, ¢,d) de H(z) no espaco de estados, sua resposta

ao pulso unitdrio pode ser expressa como

d, k=0,
e = (43)
c'AF-1p, k > 0.

Definindo agora

b, = AP'p, 1=0,1...p—1,
Ap = AP, (4.4)

termos

CTApk-i-l—Ib = CT(Ap)ic— I(Ap+l—fb) = CTAI;J—Ibh (45)

e, portanto, podemos exprimir as respostas ao pulso unitdrio h;x = hpry de cada fase da

expansao polifdsica como

dh k=0:
by =
chiﬁ"b;, k>0,
l=0,1...p=1,
onde
d, l=0,
&y = (4.6)

c'Al-1Tp, 1=1,2,...p—1.

Portanto, (Ap,by,¢,d;) ¢ uma descrigdo no espago de estados de Hi(z) = Ci(z)/Di(z), de
onde segue que

Hy(2) =d)+ 2¢"(I-2Ap) by, 1=0,1,...,p—1. (4.7)

Podemos tomar portanto Cy(z) = di+zc" adj(I—2zAp)b; e Di(z) = det(I-2Ap). Os denomi-

nadores D)(z) das funges H;(z) sdo idénticos e para explicitar este fato é usado um mesmo
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Dp(z) para representé-los, obtendo entao:

3 2Cy(2P
p—1 Z ( ) CP(Z)

H(z) = lZO:ZZHz(z”) = l:(})p(zl’) = Dp(2p) (4.8)

Escrevendo (4.7) como H(z) = d; + ¢’ (271 — Ap)~'b, vemos que as raizes de Dp(2)
correspondem ao inverso dos auto-valores de Ap que, por sua vez, sao os auto-valores de
A elevados & p-ésima poténcia (ver (4.4)). Os polos de H,(z), portanto, sao os polos de
H(z) elevados & p-ésima poténcia. Cada polo v; de H(z) resulta entéo, em H;(z?), nos polos
lv;| Z[arg(v;) + 2nl/p], 1 = 0,1,...,p — 1. Os polos correspondentes a | = 1,2,...,p — 1
nesta expressao, que perfazem um total de (p — 1) M, polos, devem ser cancelados por zeros

de Cp(z) que também deve conter os M, zeros de H(z). Pode-se destacar entao:

e Dp(2”) tem as Mg raizes v; de D(z) mais as (p— 1) M, raizes adicionais |v;| Z[arg(v;) +

2rl/p), 1=1,2,...,p—1
e Cp(2) tem as M, rafzes de C(z) mais as mesmas (p — 1) M raizes adicionais de Dp(zP)
Pode ser visto ainda que deg[Cp(2)] < pM :

deg[Cp(2)] = (p—1)Mz+ M,
< (p—1)max(Mqa, M;) + max(My, M.) = pM,

e, consequentemente, as fungoes Cy(2)/Dp(z) = H,(z) tem a forma geral

C()(Z) . Co,0 + €012 +...+ Co,M ZM
Dp(z)  1+dpiz+...+dppy 2™

= Ho(2) (4.9)

CZ(Z) . CLo + Ci1% +...+ Ci,M-1 2,’1\/[_:l
Dp(Z) 1+dp,1Z+...+dp,M M

=H(2), 1=1,2,...,p—1, (4.10)

onde deg[Ci(2)] < M para | > 0 é necessério para que deg[Cp(z)] < pM. Notar que para
todos os [ temos deg[H,(z)] < deg[H(z)]. Mais explicitamente, nas expressdes (4.9) e (4.10)
coeficientes correspondentes as poténcias mais elevadas no numerador (respectivamente, no

denominador) poderdo ser nulos se My > M, (respectivamente, se M, > My).
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4.1.2 Possivel nao-unicidade da expansao polifisica

Inicialmente, consideremos a definigdo de uma nomenclatura apropriada para a discussao

posterior:

Definicao 4.1 Seja uma fungdo racional H(z) com deg[H(z)] = M. Uma fungao racional

CP(Z) - Cpo + Cp1% + ... prpMZpM (4 ll)

Dp(Zp) 1+dp,1z7’+...+dp,MzPM .
tal que Cp(2)/Dp(2P) = H(z) serd denominada uma expansao polifisica de ordem p de
H(z). Se, adicionalmente, Cp(z) e Dp(z) forem determinados segundo (4.8), (4.7), (4.6) e
(4.4), entéo Cp(z)/Dp(2P) serd denominada a expanséo polifssica principal de ordem p de

H(z).
Em relacido & expanséo polifdsica principal, a seguinte propriedade é valida:

Propriedade 4.1 Seja H(z) comdeg[H(z)] = M e termo direto d. Uma expansdo polifdsica
de H(z) dada por

H(z) =Y 2'Hi(2F) = g:((j), (4.12)
Fl(z) = El -+ ZET (I—ZXP)_lg[, (413)

onde dim[Ap] = (M, M), é a expansdo polifdsica principal de H(2) se, e somente se, valer,

para um certo b,

b, = A", 1=0,1...p—1,

A = A",

_ d, =0,

d = (4.14)

cA D, =12 .p-1.

Prova: Consideremos (A, b,c,d) uma representacdao no espaco de estados minima de
H(z), e sejam H,(z) as fungdes da expansdo polifésica principal de H(z). De (4.8) e (4.12)

temos que, necessariamente, Fl(z) = Hi(z), Il =0,1...p — 1. Podemos escrever, entao,
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usando (4.13) e (4.14),

c A b, = e A)MI@A D)

_T—Pk+i-1—
c'A b

= c'APMlp k>0, 1=0,1,...p—1, (4.15)

c A b =c"AY b, [=1,2,...p—1. (4.16)

Temos entao que (A,b,e",d) e (A,b,c" d) tem a mesma resposta ao pulso unitério e tem
a mesma ordem M. Uma vez que, por hipdtese, (A, Db, cT,d) ¢ uma representagao minima
de H(z) segue que (A,b,c',d) também o &, e, portanto, ambas séo relacionadas por uma
transformagéo de similaridade. As raizes de A e A, consequentemente, sio iguais, de onde
resulta que Dp(z) = Dp(z) o que, por sua vez, implica em que Cp(z) = Cp(z), onde
Cp(2z)/Dp(2*) é a expansdo polifésica principal de H(z).

No sentido contrdrio, temos que se Up(z) /Ep (2P) & a expansao polifdsica principal de
H(z) entdo pela Definicao 4.1 as condigdes (4.14) sdo atendidas. M

Uma situagao onde existem outras expansoes polifdsicas de ordem p além da principal
ocorre quando, para dois autovalores v; ¢ v; de A (polos, portanto, de H(z)), com v; # v;,
valer

vE = 0P, (4.17)

2

Isto pode ser visto como segue. Supondo A diagonalizdvel e escrevendo A = QAQ ™, onde
Q ¢é a matriz dos autovetores de A e A é a matriz diagonal dos seus autovalores, temos que
a resposta ao pulso unitdrio de cada fase da expansao polifésica principal pode ser escrita

como

hlk = CTAllc;_lbl
. CTQ(Ap)k_lQ_lbl

. flgl,luf(k—l) Ny fzgt,zl/g(k—l) + o F fMgl.MVﬁk_l); (4-18)

1=0,1...p—1,k>0,
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onde

[ £ o oo fag|=F'=¢"Q (4.19)

(g 2 . o] =8=Q by, (4.20)

Consideremos agora que os polos V-1 € vy sejam complexos conjugados e vy, | = 1.

Podemos entao escrever

o . k—
hg = flgt.lf’f(k 1)+f291.21’§(k I)+"'+(fM—l.l?{,M—I+fMQJ.M)Vﬁ-11)
= £/ (AD" g1, (4.21)

com

fi =01 1 w:2]5 (4.22)
gar = | fign fagie oo Fm-19um-1 + fugum ]‘r, (4.23)
w0 ... 0
F 0 :
: & 0
0 0 Vi,

Temos entao que (A%, g4, 1, di) é uma descrigao no espago de estados de uma fungao Hyy(2),

com deg[Hg,(z)] < M, para a qual vale
Hg)(z) = Hi(z), 1=0,1,...p—1, (4.25)

e para a qual nao valem, em geral, relagoes como (4.14). Da igualdade acima segue direta-

mente que, no caso considerado,

deg[H|(z)] < M, 1=0,1,...p—1, (f =), (4.26)
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e, também que, no caso considerado, existern infinitas func¢des H;(z) com 2M +1 coeficientes

e com a forma
R(z)

R~ @) =01 p, (4.27)

H(2) = Hyy(2)

onde R(z) é qualquer polinémio de fase minima e de primeira ordem. Portanto, neste caso
considerado, existemn infinitas expansoes polifdsicas de ordem p de H(z).

Uma outra maneira de visualizar este exemplo é em termos de polos e zeros: os polos Vas_1
e vy de H(z) resultam, em Dp(z), em duas raizes iguais 14, ;| e V4, e, portanto, resultam,
em Dp(2P), no mesmo conjunto de raizes |vy_1| Llarg(vay 1) + 27l/p], 1 =0,1,...,p— 1.
Portanto, Dp(2?) tem uma raiz dupla em cada uma destas posicdes, sendo que ao menos
uma delas deve ser cancelada por uma raiz de Cp(z). Podemos entéo construir Dy(2?) de
ordem p(M — 1) a partir de Dp(z?), transformando estas raizes duplas de Dp(2P) em raizes
simples, e construir Cy(z) de ordem p(M — 1) a partir de Cp(z), eliminando as rafzes de

Cp(z) que cancelariam as raizes eliminadas de Dp(2P).

4.2 Filtro polifasico adaptativo

Neste item discute-se inicialmente a questao da utilizacao da forma polifésica vista no item
anterior como um filtro IIR adaptativo. Em seguida, é considerada a aplicacao a este filtro
polifésico adaptativo dos algoritmos de passo constante j4 vistos para a forma direta. Por

fim, considera-se a questao da complexidade computacional de filtros polifésicos adaptativos.

4.2.1 Abordagens para filtragem IIR polifisica adaptativa

Para realizar um filtro polifdsico adaptativo H (2) poderfamos, em uma primeira abordagem,
partir de uma implementagéo (A p, by, ¢,d;) na forma direta transposta (para ter uma menor
complexidade computacional do que em uma implementagao genérica no espaco de estados)

de cada f[l(z), com deg[ﬁ 1(2)] < M, onde fossem vélidas as relacoes

b, = A1p [=0/1...p—1,
AP = AP’
d, 1=0,

d = (4.28)
cTAl-1p, 1=1,2,...p— 1,
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para algum b = [ G ... Bu ]T. Os (2M + 1) parAmetros a serem adaptados seriam os M
coeficientes de Dp(z), que correspondem ao negativo da primeira coluna de A p, mais os M
coeficientes de b, mais o termo direto d. Uma vez que as condi¢des dadas por (4.14) seriam
desta maneira sempre atendidas, terfamos que, pela Propriedade 4.1, H (2) seria sempre a
expansao polifdsica principal de alguma fungao racional de ordem menor ou igual a M. Esta
abordagem, no entanto, tem algumas dificuldades, como por exemplo, a obtencao de A a
partir de Ap, em cada instante.

Uma outra abordagem, que néao incorre nestas dificuldades, é simplesmente adaptar sem

restrigoes os pg + m + 1 coeficientes da funcao racional

_ bP,O + bP,lz 2= . bP,pquq _ BP(Z) (429)
l+ap12P+ ...+ apmzP™  Ap(zP)

H(z)
Como serd visto no item a seguir e no Item 4.3, nesta abordagem os algoritmos de adaptacao
para a estrutura direta vistos anteriormente podem ser prontamente extendidos para a estru-
tura polifdsica, assim como a andlise de convergéncia dos mesmos. Por outro lado, como serd
visto no Item 4.3, se a condigéo (4.17) for vdlida entdo as matrizes de estados associadas aos
algoritmos de adaptagdo considerados poderdo ser singulares. Em termos praticos, resulta
que para fungoes H(z) que estejam suficientemente préximas de atender & condigdo (4.17)
o condicionamento da matriz de estados serd ruim e a velocidade local de convergéncia sers,
baixa.

Consideremos a limitagdo que isto introduz para a aplicacio desta segunda abordagem.
Para sistemas com todos os polos reais basta utilizar p fmpar para garantir que (4.17) nunca
seja vélida. Por outro lado, para sistemas com polos complexos cujos 4ngulos absolutos estéo
no conjunto {#;}, 0 < #; < 7, uma condigio necessdria para que (4.17) néo seja nunca valida
é que

p7é01, i=1,2,... , (4.30)
e uma condigao suficiente para que (4.17) nao seja nunca valida é que

w

A imposicdo desta dltima condigao, em termos préticos, implica em limitar a utilizacéo da

segunda abordagem da filtragem polifdsica adaptativa a casos nos quais o sisterma sendo
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modelado tem apenas polos de baixa frequéncia. Para um dado p que representasse um
compromisso adequado entre o ganho de velocidade de convergéncia e o aumento da complex-
idade computacional, deverfamos ter entdo max {6;} < 7/p. Esta limitagdo néo eliminaria,
no entanto, o interesse préatico pela segunda abordagem. F comum em aplicacdes préticas
que os polos do sistema de tempo discreto sendo modelados sejam de baixa frequéncia [26],
o que ocorre quando o periodo de amostragem é muito mais curto do que as constantes
de tempo do sistema de tempo continuo envolvido. Por exemplo, em cancelamento de eco
actstico, para um padrao CD de qualidade de dudio teriamos um periodo de amostragem de
aproximadamente 22 us ao passo que as constantes de tempo do eco acistico sdo da ordem
de dezenas de milissegundos ou ainda maiores.

Com base nestas consideragoes e em sua maior simplicidade, adotaremos entao esta se-
gunda abordagem 4 filtragem adaptativa polifdsica no restante deste trabalho. Uma inves-

tigagao da primeira abordagem é deixada para um trabalho futuro.

4.2.2 Forma de H(z)

Consideremos agora a questdo da escolha dos valores de ¢ e m em (4.29). Para tanto
¢ necessdrio, antes, extender a andlise realizada no Item 1.5.4 para o caso da estrutura
polifdsica. Consideremos entdo os polinémios C(z) e D(z), com D(z) de fase minima e

deg[D(z)] = M, e deg[C(z)] = M,, e o sinal gerado como

y(n) = u(n), (4.32)
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onde u(n) é uma excitagdo persistente de ordem max(pMy + M, + 1,pM. + My + 1) ou

maior.Um vetor polifdsico de regressao rp(n) associado a C(z) e D(z) é&:

—y(n —p)
—y(n — 2p)

ep(n) = | ¥ TPM) | (4.33)

u(n — 1)

u(n — pM,)

Repartindo os elementos de um vetor ep como

-
SR [ Tpo TPl ' TPMg—1 49P0 49pP1 ' 4PpM. ] ) (4-34)
o produto interno e;r p(n) pode ser escrito como
C(z
eFee(n) = Qr(z) = 2 Rn(e?) 5 2 ulr), (4.35)
onde
Rp(Z) =Tpo + Tp12 +...+ rp,Md_led_l (436)
e
Qp(z) =gpotq9p1z+ ...+ qP,pMchM” (437)

. A seguinte propriedade ¢ vilida:

Propriedade 4.2 Comrp(n) dado por (4.83) e (4.92), exziste um vetor ep tal que eprp(n) =

0 somente se C(z) e D(z) tem uma outra expansdo polifasica além da principal.

Prova: Em (4.35), Qp(2) — 2°Rp(2?)C(z)/D(z) tem, no méximo, max(pM, + M,, pM, +
Mg) zeros. Uma vez que u(n) tem excitagio persistente de ordem maior que este nimero
méximo de zeros, temos que e rp(n) = 0 se, ¢ somente se, Qp(z) — 22 Rp(2*)C(2)/D(z) =0,

ou seja,

Qp(z) _ C(2)
#Rp(z?)  D(z)’ (4.38)

188



Por hipétese, D(z) é de fase minima e, portanto, ndo pode ter z = 0 como raiz. O termo 2?

do denominador tem que ser cancelado entdo por Qp(2) = 2PQ's(z) resultando em

Qp(2) C(2) (4.39)

Rp(zp) B D(Z) ’

onde deg{Qp(2z)] = p(M.—1) e deg[Rp(2P)] = p(My—1). A fungao Q'»(2)/Rp(zP) é uma ex-
pansao polifdsica de H(z) mas néo ¢ a sua expansao polifésica principal Cp(z)/Dp(2F), pois,
como visto no Item 4.1, deg[Cp(z)] = pM. e deg[Dp(2P)] = pM,. Portanto se efrp(n) =0
existe uma expansao polifdsica de H(z) além da principal. B

Analogamente ao que foi visto para o caso da estrutura direta, serd visto adiante que
o fato de v(n) = eLrp(n) ndo poder ser identicamente nulo é necessério para que o valor
correto dos pardmetros seja um ponto de convergéncia dos algoritmos de adaptacao. Pela
propriedade acima, se H(z) sé admitir a expansao polifisica principal de ordem p, entao
v(n) ndo poderd ser identicamente nulo. Portanto, a mesma discusséo relativa as restricdes
necessdrias para impedir a existéncia de outras expansoes polifdsicas, feita no item anterior,
é aplicdvel aqui.

Além disso, como no caso da estrutura direta (ver Item 2.3.4), a possivel nulidade de
v(n) estd relacionada com a questdo do sobremodelamento, o que nos traz a questio inicial
da escolha dos valores de ¢ € m em (4.29). A forma de rp(n) em (4.33) implica em que,
para aplicar a Propriedade 1.3 na andlise da convergéncia dos algoritmos de adaptagéo,
tenhamos ¢ = M. e m = M. Se, diferentemente, valer m > My, ou seja, se houver um
sobremodelamento do nimero de polos de H(z) entdo a Propriedade 1.3 néo serd aplicavel,
€ mesmo que a expansao polifdsica principal seja tnica poderd ocorrer que v(n) = ejrp(n)
seja identicamente nulo.

Como para a estrutura direta, a questdo do sobremodelamento néo serd abordada na
andlise da estrutura polifdsica, tendo sido dado prioridade & questdo do efeito da proximi-
dade dos polos & circunferéncia unitéria. Considera-se entdo, no que segue, que m = My,

e, também, para malor simplicidade, ¢ = m ¢ M, < My, o que resulta em ¢ = m =

max(M., M) = M, e na seguinte forma para. f{(z)

ﬁ(z) _ bpotbpizt ... bppuzPM _ Bp(2)
1+ap11zp+...+ap,Mz1’M AP(ZP)'

(4.40)
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4.2.3 Algoritmos de passo constante

A seguir apresenta-se a aplicacao a estrutura polifésica dos algoritmos de passo constante
RG, SMM, PLR ¢ SHARF, vistos nos Itens 2.3, 2.4, 2.5 e 2.5.3, respectivamente, destinados
originalmente & estrutura direta de implementacao. Os algoritmos para a estrutura polifdsica
sao entao enquadrados em uma formulagdo genérica como (2.7), que servird para a andlise

de sua convergéncia.

Algoritmo do gradiente recursivo (RG)

Segue diretamente da obtengao do algoritmo RG para a forma direta, apresentada no Item
2.3, que, no caso do filtro polifisico com fator de expansao p, considerando a forma de H (2)

dada por (4.40), o vetor de adaptacdo 1p(n) é dado por

| —Vean—p) |
_vPa(n . 2p)
Wp(n) = _vp’v“(n(_)pM) , (4.41)
Vp'b(’n, - 1)
i Vp,b(n . pM) |
Vp’a('n,) e % S vab(’n,) = % (442)

A adaptagao dos coeficientes do numerador e do denominador é dada entéo por

api(n+1) = a;(n) — uVp(n—pile(n), i=1,2,..., M,

bpi(n+1) = bi(n)+uVpes(n—ile(n), i=0,1,2,... pM, (4.43)

onde e(n) é o erro de saida

e(n) = y(n) — H(2)u(n). (4.44)
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Algoritmo Steiglitz-McBride (SMM)
Como visto no Item 2.4, as férmulas de adaptacao dos coeficientes segundo o algoritmo SMM
resultam de aproximagoes das derivadas

0 Apa(z) 0  Biyi(2)

S 4.45
3ai,k+1 Ak(z) . 3bi,k+1 Ak(z) ( )

onde o indice £ indica a iteragdo na identificacdo off-line do sistema. Se for assumido agora
que 'os polinémios acima tem a forma polifésica, resulta em um vetor de adaptagéo 1p(n)
com a mesma, forma de (4.41) e expressoes de adaptacao dos coeficientes com a mesma forma

de (4.43), mas agora com

Vp,a(n) — A—};y((z’r;)_n) e Vp,b(n) = T (446)

Algoritmos PLR ¢ SHARF

Da mesma maneira como feito no Item 2.5 para a forma direta, uma aproximacao adicional do
gradiente do erro quadritico de saida pode ser obtida eliminando a filtragem por 1/Ap(z,7n)
no algoritmo RG e obtendo, para o algoritmo PLR,
)
~¥(n — 2p)

oty = | TR PM) | (4.47)

u(n — 1)

u(n — pM)

api(n+1) = api(n)— pjn —pide(n), i=1,2..., M,
bpi(n+1) = bps(n) + pu(n —ile(n), i=0,1,2,...,pM. (4.48)

Para o algoritmo SHARF as expressdes de adaptacao sao obtidas das expressoes acima,
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apenas trocando o erro de saida e(n) pelo erro de safda filtrado
ep(n) = Pp(2P)e(n), (4.49)
onde a razao para adotar-se um filtro de saida com a forma Pp(2?) ficard mais clara adiante.

Forma genérica dos algoritmos de adaptacao

Pelo exposto acima podemos ver que os algoritmos de passo constante aplicados & estrutura

polifésica podem ser colocados na seguinte formulacao comum:
wp(n+ 1) = wp(n) + ppp(n) p(n), (4.50)

onde o vetor de pardmetros wp agora tem dimensio (p+ 1)M + 1 e é dado por

ap1

apa

e (4.51)
bpp

bp1

bP,pM

ep(n) = Pp(2P)e(n) é o erro de saida filtrado, Pp(2?) e o vetor ¥ p(n) dependem do algoritmo

especifico e u é o passo de adaptacao.

4.2.4 Complexidade computacional de filtros adaptativos polifasi-

COSs

Neste Item sdo comparadas as complexidades computacionais do algoritmo RG aplicado &
estrutura polifdsica e & estrutura direta e da versio Newton do algoritmo RG aplicado a
estrutura direta. Quando séo considerados os demais algoritmos (SMM, PLR e SHARF) os
resultados desta comparagao séo essencialmente os mesmos do que os relativos ao algoritmo

RG.
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I Passo | + %
Ve(n) = u(n) — ¥ a(n)Ve(n—3) | M M
§(n) = 3520 bi(n) Ve(n — 4) M | M+1
Va(n) =9(n) = 3" a(n)Va(n—4) | M M
pe(n) = ply(n) — y(n)] 1 1
bi(n+1) = b;(n) + pe(n)Vy(n — 1) M+1 | M+1
i=01....M
ai(n+1) = a;(n) — pe(n)Va(n — 1) M M
1=1,2,....M
Total S5SM+2|5M+3

Tabela 4.1: Somas e multiplica¢des necessérias para algoritmo RG aplicado & estrutura
direta; M: ordem do filtro adaptativo.

[ Passo + | X
Viy(n) =u(n) — Z —, api(n)Vy(n — ip) M M
yln) = 3% obPz( )Vi(n — i) pM pM +1
va(n) = gl TL) — E: 1 aPz(n)va(n - ’Lp) M
we(n) = aly(n) — 7n)] 1 1
bpi(n+1) =bp;(n) + pe(n)Vy(n — i) pM +1 pM +1
1=0,1,...,pM
api(n+1) =ap;(n) — pe(n)Va(n — ip) M M
1=1,2,....M
Total (2p+3)M +2 | (2p+3)M +3

Tabela 4.2: Somas e multiplicagdes necessérias para algoritmo RG aplicado a estrutura
polifésica; M: ordem do filtro adaptativo; p: fator de expansio polifdsica.

Na Tabela 4.1 temos, para um filtro IIR adaptativo de ordem M, o ndmero necessdrio
de somas e de multiplicagdes para cada passo do algoritmo RG aplicado & estrutura direta,
e na Tabela 4.2, & estrutura polifdsica com fator de expansio p.

Para o caso do algoritmo do tipo Newton, temos, inicialmente, a forma genérica de

adaptagao dada por

w(n + 1) = w(n) + uP(n + 1) (n)e(n) (4.52)
1 [pg . POWOY @)
) = P = S Py | i
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Passo | o X W

Vo(n) = u(n) - 327, ai(n)Ve(n — i) M M 0

g(n) = 3 im0 b:(n)Vs(n — i) M M+1 0

Va(n) = 5(n) = >0 ai(n)Va(n — 1) M M 0

e(n) = y(n) —9(n) 1 0 0

q = Py N(N —1) N? 0

s=Mp+v'q N N 0
k=(1/s)q N T A 1|

w(n + 1) = w(n) + ke(n) N N 0

M= (1/s)qq’ (%) 0 N%+ N 0

[P —M](1/)) (N? +N)/2 (N*+ N)/2 0

Total g(N2+N)+N+M g(N2+N)+3N+M 1

Tabela 4.3: Somas e multiplicagSes necessérias para algoritmo Newton/RG aplicado & es-
trutura direta; M: ordem do filtro adaptativo, N = 2M + 1; (*): este passo é necessdrio ao
invés de M = LQ' devido a questoes de estabilidade numeérica.

M=2| M=3 M=4
Algoritmo/Estrutura | + | x [ + | x | + [ x
RG/direta 12 (13 (17| 18 | 22 | 23
RG/polifdsica (p=4) |24 [ 25|35 | 36 | 46 | 47
Newton RG/direta 52192 (94| 164 | 148 | 256

Tabela 4.4: Somas e multiplica¢des necessérias para os algoritmos indicados; M: ordem do
filtro adaptativo.

onde A =1 — p é o fator de esquecimento e

M+ (n)P(n)yp(n)

uP(n + 13 (n)e(n)

Os passos do algoritmo e o nimero necessério de somas, multiplicacdes e divisdes estdo na
Tabela 4.3, onde para maior conveniéncia usou-se N = 2M + 1. Nao foram consideradas
versoes rapidas do algoritmo pois para os baixos valores de M utilizados sua complexidade
computacional é, na realidade, maior.

Com as expressdes obtidas acima, foi calculado o nimero de operacdes necessirias para
cada caso, considerando M = 2,3,4 e p = 4. Os resultados estao na Tabela 4.4.

Como pode ser visto, a utilizacido da estrutura polifdsica, para valores ndo muito ele-
vados de p, resulta em uma complexidade computacional bastante menor do que a de um

algoritmo do tipo Newton. Ao mesmo tempo, como serd visto nos itens a seguir, pode
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proporcionar um grande aumento na velocidade de convergéncia em relagao & estrutura di-
reta. O compromisso entre velocidade de convergéncia e complexidade computacional da
estrutura polifdsica, pode, portanto, ser bastante vantajoso em relacao ao das outras duas

alternativas.

4.3 Anadlise da convergéncia e do condicionamento da
matriz de estados

Neste item, a andlise da convergéncia de algoritmos de passo constante para filtros IIR
adaptativos na forma direta, apresentada no Item 2.2, é extendida para filtros IIR polifésicos
adaptativos. Analisa-se, em seguida, de que modo séo afetadas as condi¢des de convergéncia
de cada algoritmo de adaptagéo, vistas nos Itens 2.3 a 2.5.3. Finalmente, é extendida para o
caso polifdsico a andlise, feita no Item 2.6, do efeito da proximidade & circunferéncia unitéria
dos polos do sistema sendo modelado sobre o condicionamento das matrizes de estados dos

algoritmos de adaptacao.

4.3.1 Matrizes de estado da ODE no caso polifisico

Assim como foi visto para a estrutura direta, o processo de adaptacgao dado por (4.50)
também pode ser aproximado pela solu¢io de uma equacéo diferencial como (2.8). Para
reformular agora esta nova equacao diferencial em termos do erro de pardmetros, assim

como feito para a estrutura direta, escrevemos inicialmente H (2) em sua forma polifésica:

Cp(z) cpp+ceprz+...+cppuz®M
H(z) = = = . ’ 4.55
(Z) Dp(Zp) 1+ dp,lzi" +...+ dp,MZpM ’ ( )

com deg[H (z)] = M. Temos ento, para a saida do sistema antes da adicao do rufdo de
medida ¢(n),
CP(Z)
"(n) = — = 4.56
V) = y(m) =) = £t (456)
e portanto
Y (n)Dp(2P) = Cp(2)u(n). (4.57)
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Resulta a seguinte identidade:

u(n) I IR,
Ap(z?’) N [DP(z) AP( )] Ap(z?’)

) [Cr(2) — Br(2)]

— () = n) ~ ZEER ) + v ()

= y(n) - (n)

= e(n,wp) —((n).
Portanto, o erro de saida filtrado pode ser escrito em forma matricial como
Ep(n, Wp) = Pp(z”)e(n,w;;-) = (f);ll(n,Wp)Wp + PP(ZP){(??-),

onde

—/(n — p)Po(z") [ Ap(2F)
—(n— 29) Pp(2") /Ap(2")

—y(n— pM)Pp(2")/Ap(2")
u(n)Pp(2")/Ap(2")
u(n —1)Pp(2")/Ap(27)

¢P,1 (n,wp) =

u(n — pM)Pp(z")/Ap(2") |

dp1— apy

dps — apo

~ | dpm—apm
cpo — bpo

cpy — bP,l

CppM — EJ'P,pM
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Podemos perceber que a razao de ter sido adotado em (4.49) a forma Pp(2P) para P(z) é
fazer com que P(z) possa, idealmente, cancelar o termo Ap(2”) em (4.60), analogamente ao
que ocorre no caso da estrutura direta.

Assim como visto para a forma direta, o erro de saida também pode ser escrito como
e(n,w) = Pp(2P)e(n, wp) = ¢py(n, wp)Wp + Pp(2F){(n), (4.62)

onde
—y(n — p)Pp(2F)/Dp(2F)
—y(n — 2p) Pp(2P)/Dp(2P)

Ppy(n, wp) = ~ln = pM)Pp () De () ; (4.63)
u(n) Po () /Dp(7)

u(n — 1) Pp(2P)/Dp(2P)

| u(n — pM)Po(2%) /Do) |

Para a estrutura polifdsica temos entdo que as matrizes

Rp(wp) = E [$p(n,wp)dp,(n, wp)] (4.64)

Rp(wp)=F ["PP(”: WP)¢;,2(7%WP)} (4.65)

desempenham, respectivamente, o mesmo papel que as matrizes R(w) e R/(w) no caso da,
estrutura direta. Portanto, toda a anilise feita no Item 2.2 (que, especificamente, abordou
os aspectos: condi¢ao para convergéncia local; dominio de atracdo; limites para o passo
de adaptagao; aproximagio local; velocidade de convergéncia local) & vélida para o caso
polifdsico, apenas devendo-se trocar w por wp, ¥ por ¥p, R(w) por Rp(wp), R/(w) por
R'p(Wp), e proceder analogamente para os demais vetores e matrizes utilizados na analise.
No préximo item isto é feito para analisar a questdo das condi¢des de convergéncia e do
dominio de atragao para o filtro polifésico adaptativo, e, no item subsequente, para analisar

o espalhamento dos valores singulares de Rp(w}).
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4.3.2 Condicoes para convergéncia e dominio de atragao
Algoritmo RG

Com base na discussao do item anterior sobre o papel de Rp(wp), deseja-se que, analoga-
mente ao caso da estrutura direta, Rp(wp) seja positiva definida. Usando as definigdes

(4.34), (4.36) e (4.37) ¢ a forma de H(z) dada por (4.40), devemos ter entéo
TR/ . T T
epRp(Wple, = Elepyp(n, wp)dp,(n, wp)ep]

vp(n) vp(n)

- r {Apup) Dp<zp>]

1 1 l :
= — . —- S, p(e’)d
T Ap(ef‘*’p) Dp(e_J“’p) ,P(e ) w
0

>0 (4.66)
onde
BP(Z)
P P
(n) = Qp(2) = #Re(eF) % S lulr) (467)
Escrevendo agora
3 ) 1 2T A ( i p) T B
6 i plE w .
d = — i 5 Jw d
/AP elv) DP (e~3vr) . 27T/Re [Dp(ejwl’)} Ap(eivp) e
0
. 27p " (jw) . :
=— 22 jolp
2p | ¢ {Dp<ejw>} Ap(ermy| Surle ) (4.68)

0

segue a propriedade:

Propriedade 4.3 Uma condigdo suficiente para que, no caso do algoritmo RG aplicado a

estrutura polifdsica, R's(wp) seja positiva definida é que

Ap(e’)
Re [Dp(ej"’)] >0, —7mT<w<m, (4.69)
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e também que

S,p(e) > 0. (4.70)

Pode-se notar que (4.67) tem a mesma forma que (4.35). Portanto, pela Propriedade
4.2 e pela discussao que segue esta propriedade no Item 4.2.2, temos que se H(z) s6 tem a
expansao polifdsica principal, com pardmetros dados por wp, entao, analogamente ao caso
da estrutura direta, sempre existird uma vizinhanca de w} na qual (4.69) e (4.70) serao
atendidas para qualquer sinal u(n) que seja uma excitagao persistente de ordem 2pM 41 ou
maior.

Analogamente ao discutido no Item 2.3, a condicao de positividade 4.69, como a condi¢ao
(2.108) para o caso da estrutura direta, pode ser usada para caracterizar parcialmente o
dominio de atragdo de w} para o filtro polifdsico. Também foi visto no Item 2.3 que quando
H(z) tinha polos préximos & circunferéncia unitéria a extensio do dominio de atracao garan-
tida pelo atendimento & condigao de positividade (2.108) era pequena. Temos, quanto a este
aspecto, entao, uma possivel melhora devido ao uso da estrutura polifdsica: as raizes de
Dp(z) em (4.69), conforme visto no Item 4.1, sio os polos de H(z) elevados & p-ésima potén-
cia, e, portanto, estao mais afastadas da circunferéncia unitédria. Sendo assim, para um dado
sistema H (z), para poder-se garantir a convergéncia ao valor correto dos pardmetros, o erro
tolerado na posicao inicial dos polos de [ (z) poderd ser maior no caso da estrutura polifésica
do que no caso da estrutura direta.

Este ganho pode ser exemplificado para os mesmos casos de D(z™!) com raizes em 0,74+
15° € 0,94 £ 15° usados no caso da estrutura direta. Para estes casos e um fator p = 4,
a regiao para as raizes de Ap(2P) (considerando raizes conjugadas e, das pM raizes de
Ap(zP), apenas aquelas que deveriam corresponder as rafzes de D(z)) na qual a condicao
de positividade (4.69) é atendida e a parcela que pode ser garantida do dominio de atracao
de wp estao representados na Figura 4-1 (comparar com a Figura 2-1) . Notar que, com 6
denotando o 4ngulo dos polos de H (), fol considerada apenas a regidao < 7/p, uma vez
que, conforme discutido no Item 4.1, a aplicagao desta restricao aos polos de H(z) é uma

condigao suficiente para a existéncia apenas da expansio polifésica principal.

Algoritmo SMM

Como no caso da estrutura direta, seguindo um procedimento anélogo ao acima, pode-se ver

que, para valer a positividade de Rp(wp), (4.70) deve ser obedecida e que nenhuma restrigao
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Figura 4-1: Algoritmo RG, p = 4, sistemas de segunda ordem (polos de H(z™!) indicados
com X): regido das raizes de A(z7!) na qual a condi¢io de positividade é obedecida e a
imagem da maior bola no espaco de pardmetros contida nesta regiao

aos valores de wp é colocada.

Algoritmos PLR e SHARF

Seguindo um procedimento andlogo ao usado para o algoritmo RG, temos que, para que
R’ (wp) seja positiva definida, (4.70) deve ser obedecida e a condi¢do de positividade a

]{e e () —7 W < . 4_;

Assim como no caso do algoritmo RG, hd entdo uma possivel melhora quanto & restrigéo
imposta por esta condicéo de positividade, isto &, a regido para os polos de H(z) para a qual
pode-se garantir a convergéncia do filtro adaptativo pode ser menos restritiva no caso da
estrutura polifdsica do que no caso da estrutura direta.

Para H(z) de segunda ordem, isto estd exemplificado na Figura 4-2, onde est4 indicada
a regiao para os polos de H(z) (considerando polos conjugados) na qual a condigao acima é
atendida, para fatores p = 2 e p = 4 (comparar com a Figura 2-3). Notar, como discutido
para o algoritmo RG, que foi considerada apenas a regiao # < 7/p. Para H(z) de quarta

ordem, na Figura 4-3 temos a regido na qual deve estar um dos pares de polos conjugados
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[
l\ Re[v] N Re[v]

Figura 4-2: Algoritmo PLR, sistema de segunda ordem: regido dos polos de H(z7!) onde a
condicao de positividade é obedecida; & esquerda: p = 2, a direita: p = 4

de H(z) dado que o outro par estd em 0,7/ 4 30° ou em 0,95/ 4 30°, para p = 4 (comparar
com a Figura 2-4).
Para o algoritmo SHARF, a expressao (4.71) se transforma em

Re l:il;i((eTj:’))} >0, —-m<w<m. (4.72)

Como no caso da estrutura direta, o atendimento desta condicdo estd relacionada, no caso
do algoritmo SHARF, com a convergéncia global do algoritmo, e, analogamente ao que foi
visto acima, pode ser menos restritiva do que no caso da estrutura direta.

Isto pode ser visto tomando os mesmos exemplos adotados para o caso RG. Como a
expressao acima tem a mesma forma que (4.69), temos que a regido para as raizes de Pp(2?)
(considerando rafzes conjugadas e, das pM raizes de Pp(2P), apenas aquelas que deveriam
corresponder s raizes de D(z) ) na qual a condigao acima é atendida é dada também pelos

graficos da Figura (4-1).

4.3.4 Expressoes para a andlise dos valores singulares de Rp(w?)

Como visto nos Itens 2.2, 2.6 € 2.7, o espalhamento dos valores singulares da matriz de estados

R(w*) tem um efeito importante na convergéncia local dos algoritmos de adaptacio. Para
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Figura 4-3: Algoritmo PLR, p = 4, sistemas de quarta ordem (um par de polos de H(z™')
indicado com X): regiao do outro par de polos na qual a condicao de positividade é obedecida

o caso polifdsico pode-se extender a andlise feita no Item 2.6 definindo, inicialmente,
ep=[ry 7 v Tarq Qo @ o QoM I (4.73)

Rp(2P) =ro+r122 + ... + 1y 2P, (4.74)

Qe(2) = qo+qz+...+ guz™

r—1

= Zz‘QI(zP)I (475)
1=0
onde
deg[Qo(2)] < M, deg[@Qi(z)]< M, 1=1,2,...,p—1. (4.76)

Podemos entao definir Fp(z) como

Fp(z) = Qp(z) = 2"Rp(2")H(z)

Il

p-1 p-1

= z 2'Qu(z") — 2P Rp(2F) 3 2 Hy(2")
1=0

p—1
= Y 2 [Qu(") — 2 Rp(2") Hi(2)]

=0
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p-1

= Y 2 [Qu) — 2P Rp(P) Hi( "))

=0
p—1
- S RE) (@77
1=0
onde
Fi(z) = Qu(z) — 2Rp(z) Hi(2). (4.78)
Além das definicoes acima, a seguinte propriedade serd utilizada:

Propriedade 4.4 Sejam duas func¢des f(z) e g(z) e respectivas expansoes polifésicas

Ei:,; 2fi(2P) e Zf;{: 2'gi(2P). A sequinte igualdade é vdlida

=1

(f(2),9(2)) = ) (fi(2),9:(2))- (4.79)

!

ke~

Il
=}

Prova: Passando o produto interno para o dominio do tempo e usando (4.2) temos:

(f(29@) = 3 ho

p—1 oo

= Z Z fpk+lgpk+l

=0 k=—o0

-1

- {(filz),qu(2)). M (4.80)

!

-]

Il
=]

Podemos agora obter expressdes convenientes para as formas quadrdticas usadas na
andlise dos valores singulares extremos de Rp(w}), onde w} sio os pardmetros de uma
expansao polifdsica de H(z). De (4-23), (4-25), (4.64), usando a Propriedade 4.4 e con-
siderando, com base nos mesmos motivos discutidos no Item 2.6, u(n) branco de poténcia

unitdria, temos, para os algoritmos RG e SMM

epRp(Wh)ep

(e o)
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p-1 < F(2) F(2) > (4.81)

enquanto que para o algoritmo SHARF,

epRp(Whlep, = (Fp(2), Fp(2)) (4.82)
(4.83)
= (Fi(2), Fi(2)) - (4.84)

Il
o

Para o algoritmo PLR temos, de maneira andloga ao caso da estrutura direta (ver obtencao

de (2.148)),

e;R;<w;>R<w;>ep=é< T PG >+Z< e ST

Pela Propriedade 1.1, os valores singulares extremos de Rp(w}) sdo dados pelos valores
méximo é minimo das formas quadréticas em (4.81), (4.82) e (4.85), com a restricao |ep|| =

1. Notar que no caso polifdsico a restrigdo ||ep| = 1 significa, usando a Propriedade 4.4, que

|Qp(2)I* + || Re(2) Z Q) + IR-(2)]* = 1. (4.86)

Nos itens a seguir é analisado o comportamento dos valores singulares extremos de
R p(wW}) quando o sistema sendo modelado H (z) tem polos préximos & circunferéncia unitéria.
Sao considerados os mesmos algoritmos e restrigdes & fungao H(z) que na andlise feita no
Item 2.6 para a estrutura direta. Na andlise apresentada a seguir, o aspecto de interesse
investigado é se a estrutura polifdsica, em cada caso considerado, resulta, em relacdo a es-
trutura direta, em uma matriz de estados com menor valor singular méximo e/ou um maior
valor singular minimo.

Antes de proceder a esta andlise, porém, é necessdrio considerar o efeito da possivel néo

unicidade da representagao polifésica de H(2) no condicionamento de Rp(w}).
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Efeito da nao unicidade da representacgao polifdsica

Como visto no Item 4.1, considerando deg[H (z)] = M, se v; e v;, com v; # V;, sao polos
de H(z) e valer 1j = 1/, entdo na expansdo polifdsica de ordem p de H(z) temos que

deg[H,(2)] < M,1=0,1,...,p— 1. Deste fato e de (4.76) podemos escrever

Ho(z) = g"P((Z)) _ gi((i)), deg[Ch(2)] < M (4.87)
Hz) = G2 _ G o < M- 1. (4.88)

" Dp(z)  Dp(z)’

Das expressoes acima e de (4.76) resulta que sempre podemos escolher Q;(z) em (4.78) de

modo que
Qi(z) =2C(2), 1=0,1,...,p— 1. (4.89)
Se fizermos entdo
Rp(2) = kDp(2), Qi(z) = 26Ci(2) (4.90)
onde ¢ tal que |lep| = 1 (ver (4.86)), teremos
F(z)=0, 1=0,1,...,p—1. (4.91)

De (4.78), (4.81), (4.82), (4.85), (2.141) e (2.143) resulta portanto que, nesta situagéo, para
todos os algoritmos considerados, o valor singular minimo de Rp(w}) é zero. Em termos
préticos, se U} ~ I/f resulta que o valor singular minimo de Rp(w}) é préximo de zero.

Com base na discussao do Item 4.2.1, a andlise a seguir restringe-se, quando néo indicado

o contrdrio, aos casos em que a situagdo acima nao ocorre, e nos quais vale, portanto,

deg(H;(z)] =M,1=0,1,...,p— 1.

4.3.4 Valores singulares extremos de Rp(w})para os algoritmos

RG e SMIM

Observacgao: Para nao sobrecarregar a notacao com fndices adicionais serd usado o simbolo
p para indicar os valores singulares no caso polifdsico. Assim, por exemplo, o valor singular

méximo no caso do algoritmo RG ¢ denotado por Pmax,RG -
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Fazendo Rp(z) = 1 e Qp(z) = 0 em (4.77), temos Fp(z) = —H(z) e de (4.81) resulta
para os algoritmos RG ¢ SMM

H(z) H(2) A
Pmax,RG = <Dp(z1’)’ Dp(zp)> = p1. (4.92)

O limite inferior dado por p;, pelos mesmos motivos que no caso da estrutura direta (ver
Item 2.6.4), é uma boa aproximagido da ordem de grandeza de pmax,ra, €, portanto, pode-se
comparar os valores singulares maximos das matrizes de estados para as estruturas direta e

polifdsica por meio da comparagao destes limites inferiores.

Valor singular maximo de Rp(w}) para as Restrigoes 1 e 2

Considerando as restri¢des a H(z) definidas no Item 2.6, para manter uma notagdo andloga
a utilizada para a estrutura direta, o limite inferior para pmax rc definido como p; seria dado
pelo produto interno em (4.92) para o caso da Restricao 1, e o limite definido com p4 seria
dado pela mesma expressdo, mas para o caso da Restricao 2. Como na andlise a seguir nao
hé distincao entre estas duas restrigdes, para maior simplicidade faz-se referéncia apenas ao
limite p;.

Comparando as expressées (4.92) e (2.152), podemos ver que a diferenca entre as duas
estd na troca do fator D(z) pelo fator Dp(2P). O efeito desta troca ¢ melhor visualizado
no dominio da frequéncia, como segue. Notando que para quaisquer F(z) e G(z) temos

(F(2),G(2)) = (F(271),G(271)), podemos escrever inicialmente

M
T z (4.93)

D(z71) (2 —rief) ... (z — ryeim)’

e, lembrando que as raizes de Dp(277) sao dadas por |r;| Z(6; + 2nl/p), L =0,1...p — 1,
i=1,2,... M (ver Item 4.1),

1 2PM
Dp(277) (z —rieff) ... (2 — rlejwl””p;—l)) oo (2 —ryetfu) (2 — rMej(eMH’r%l))-
(4.94)
Escrevendo agora o produto interno em (4.92) como
H(z) H(EZ)\ 1 /2” H(ew) |? (4.95)
Dp(zP)’ Dp(2%)/ 21 Jo | Dp(eiwr) ' '
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e analogamente para (2.152), vemos que, para o caso das Restrigoes 1 e 2, se H(z™!) tem
polos em r;e?%, j = 1,2,...m, préximos & circunferéncia unitdria, isto é, com 7; = r > 1,
entdo, devido & seletividade de H(z), os produtos internos em (4.92) e (2.152) dependem

essencialmente dos valores absolutos em €% | j = 1,2,...m, das fungdes envolvidas, isto é&,

<DHP((?) Di((z))> - i e 9/ %Zﬁ 2 (4.96)
(s =5t | B

onde £ > 0 tem um valor pequeno. Nestes pontos, como pode ser visto em (4.93) e (4.94),
D(z7') e Dp(27P) tem em comum os termos (€% — re/®) i =1,2,... M, porém Dp(zP)
tem ainda todos os termos adicionais (€% — riej(a"HTr%)), i=12,..M,1=1,2,...p—1,
resultantes da expansao polifdsica. Estes termos adicionais, como visto a seguir, podem
fazer com que, em €% | j = 1,2,...m, os valores absolutos de Dp(z?) seja maiores do
que os de D(2 ') e, consequentemente, p; < ;. Como um exemplo disto, consideremos a
funcao Hs(z) definida no Item 2.6.8: na Figura 4-4 temos, para trés valores de p, os valores
absolutos de H(e’), 1/D(e’) e 1/Dp(eP).

O valor exato da relagdo oy/p; depende do niimero de polos de H(z), dos seus Angulos
e do fator de expansdo polifdsica, sendo que, em geral, nao é possivel obter uma expressao
simples para o1/p;. Porém, no caso limite em que H(z) tem M polos em 1, ou seja, nas
expressoes acima, r; = 1l e f; = 0,4 = 1,2,..., M, a relacdo 01/p; tem uma expressio
simples, como visto a seguir.

De inicio, temos que a seguinte identidade & vélida

p—1

H(l — eIy — (4.98)

=1

Podemos ver que a produtéria acima corresponde, no caso especifico sendo considerado, ao
p ) )
produto dos valores absolutos, em €% | j = 1,2,... M, dos termos adicionais de Dp(2"?)

em relagao a D(z 1), referentes a um polo de H(z). Como H(z) tem M polos, e, ainda, a
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HQ(Z), Omax,RG = 5,0 x 10° Hb(z), Omax.RG = ]., 1 x 1010 HC(Z), Omax,RG — 8,4 X 104
Omax,
D Prmax.RG ;max,RG pQM Pmax, RG ;?naﬂ p2M Pmax, RG p 1;2 p2‘M
max, AG max,RG max,
211,3x10°| 3,994 4 6,8 x 108 | 15,82 16 5,4 % 10° [ 15,54 16
3(56x10°| 8973 | 9 |L4x10°| 79,17 | 8L |L,1x10°| 7502 | 81
43,1x10*| 15,93 16 4,4 x 107 | 247,4 256 | 3,7 x10%| 229,7 256
52,0 10%| 24,85 | 25 |1,8x107| 597,2 | 625 |1,6x102| 532,5 | 625
611,4x10*] 35,73 36 8,8 x 10° 1224 1296 | 8,1 x 101 1038 1296
711,0x10%| 48,56 49 4,8 x 10° 2243 2401 | 4,7 x 10! 1798 2401
817,9%x10°| 63,33 64 2,9 x 10° 3783 4096 | 3,0 x 10! 2836 4096

Tabela 4.5: Valor singular méximo da matriz de estados para as estruturas direta e polifdsica,
algoritmo RG.

relacdo entre [D(z ')| e |Dp(27P)| aparece ao quadrado na relagédo o1/p1, resulta que

gL _ pm (4.99)
P1

Para exemplificar como comparam-se esta relagdo e a relagao efetivamente de interesse,
Omax,RG | Pmax, kG, foram considerados os seguintes exemplos: H, (2) com um polo em 0,999 e
zero em 0, 3; Hy(2) com polos em 0,999 e 0,99 e zeros em 0,34 +110°; H,(z) com polos em
0,994 £ 10° e zeros em 0,94 4 110°. Os resultados estio na Tabela 4.5, para p variando de
2 a 8. Podemos ver que & medida em que H(z) se afasta da situagao considerada acima (M
polos em 1), a rela¢io Tmax,rc/Pmax,re tende a ser menor do que a dada por (4.99), sendo
que a diferenca aumenta com p.

Quando H(z) tem polos complexos, & medida em que p aumenta hd uma aproximacao
entre as raizes de Dp(27?), podendo haver o aparecimento de raizes duplas, o que ocorre
quando para dois polos v; e v; de H(z) valer v} = v} (isto decorre do fato de que, como
visto no Item 4.1, os polos de Dp(z) séo os polos de D(z) elevados a p-ésima poténcia), que
é a mesma, situagao na qual Rp(w}) torna-se singular, conforme discutido no item anterior.
Nesta situacao, os valores absolutos de Dp(27P) nos pontos de interesse podem ser maiores
do que os de D(z™!) e, consequentemente, a relacao Omax,RG/ Pmax,rc POde se tornar menor do
que 1. Para a mesma fungéo Hs(z) da Figura 4-4 isto ocorre para o caso p = 6, exemplificado
na Figura 4-5. Em termos prdticos, portanto, deve-se esperar que se para dois polos v; e
vj de H(z) valer v} =~ v entdo puax,re poderd ser até maior do que Omax,re , Caso em que
nao haveria ganho da estrutura polifdsica em relacao a direta quanto ao espalhamento dos

valores singulares da matriz de estados.
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Figura 4-4: Fungdes que determinam p; para H;(z2), comp=2,p=4ep=8.
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Figura 4-5: Funcdes que determinam p; para Hs(z),comp=5p=6ep=7.
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Valor singular méximo de Rp(w}) para a Restricao 3
Para o caso em que H(z) é passa-tudo, isto é, H(2)H(z7') =1, de (4.92) temos

1

Pmax,RG = < Do)’ Dpl(zp)> £ pe, (4.100)

onde o simbolo pg fol usado para manter uma notagao andloga & empregada para a estrutura
direta. Exprimindo o produto interno acima como em (4.95), vemos que, como neste caso
H(z) nao ¢é seletivo em frequéncia, ndo basta considerar, como em (4.96), apenas os trechos

ao redor de /% da integral em w, onde 6; sdo os 4ngulos dos polos de H(z) de préximos &

; N Dt i (042t .
circunferéncia unitdria, mas sim os trechos em torno de todos os pontos €% *#3) relativos
aos polos acrescentados pela expansao polifésica, isto é,

gj+2rite
1 = S P 1
~ — —— dw 4.101)
(o) 22w | | (
=0 j=1 . 1
9_7-{-27[';—5

(Para visualizar este fato pode-se tomar os grificos da Figura 4-4 e assumir |H (e/*)| = 1).
Consequentemente, quando o raio de algum polo de H(2) tende a 1 a relagdo og/pg é menor do
que a relagdo 01/p;. Novamente assumindo que estes limites fornecem uma boa aproximacao
da ordem de grandeza dos valores singulares méximos das matrizes de estados R(w?*) e
Rp(w}), resulta que no caso em que H(z) é passa-tudo a relacdo Omax rG/Pmax,rc SET4

menor do que no caso das outras duas restri¢oes.

Valor singular minimo de Rp(w})

De (4.81) e da Propriedade 1.1 temos

pain, e = M, S 1< l2), F’(Z) > (4.102)

lel=1 <= \ Dp(2)" Dp(2)

Podemos aplicar a cada termo da somatdria acima os mesmos argumentos utilizados no caso
da estrutura direta. Resulta entdo que se H(z) tem m = M polos de raio r, quando r tende a
1 pmin,re € obtido com Rp(z) =0, Qo(2) = Dp(2)/(|Dp(2)|) e Qi(z) =0,1=1,2,...,p—1.
Temos, portanto,

hn} Pmin,RG = kp’l, m = M, (4103)
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onde kp; = lim,_,; 1/ ||Dp(z)||2. No caso em que m < M, temos, para as restricoes 1 e 3,

como em (2.171),

Pmin, RG &4 k'pyl, m < M. (4104)

Em comparagiao com o caso da estrutura direta, temos que quando os polos de H(z) estéo
préximos & circunferéncia unitéria, kp; ¢ da mesma ordem de grandeza que k;. Neste
caso, portanto, o possivel ganho da estrutura polifdsica quanto ao espalhamento dos valores
singulares da matriz de estados resulta, essencialmente, da possivel reducao dos valores
singulares maximos, vista acima. Para caracterizar de maneira mais precisa este ganho seria
necessério analisar em maior detalhe a relagdo kpj/ki. Nos casos préticos investigados,
porém, isto nao se mostrou necessdrio, e esta andlise nao sera feita aqui.

Para a Restri¢ao 2, também como no caso da estrutura direta, pmin rg tende a zero
quando os polos de H(z) se aproximam da circunferéncia unitdria. Quanto a este aspecto,
entao, nao hé ganho da estrutura polifédsica, uma vez que o que determina que os valores
singulares minimos de R(w) tendam a zero neste caso, como visto no Item 2.6.5, é o termo
(C'(2)/D(z),C"'(2)/D(2)) em (2.174), cujo valor nao muda ao se passar para a estrutura

polifdsica.

4.3.5 Valores singulares extremos de Rp(w?},) para o algoritmo PLR

Valor singular m#ximo de Rp(w}) para as Restrigoes 1 e 2

Fazendo Rp(2) =1 e Qp(z) = 0 em (4.85), temos, analogamente a (2.154),

pmax,PLR Z

T

Assim como no caso da estrutura direta, quando o raio r de algum polo de H(z) tende a 1,

temos

oo o)

onde vp resulta da aplicagdo de (A.8) em 1/Dp(2P). No mesmo caso limite considerado

(S e

para o algoritmo RG, em que H(z) tem M polos em 1, os termos 1/Dp(1/p}) que aparecem
em (A.8) sao reais. Temos entdo Re[l/Dp(1/pF)] = |1/Dp(1/p?)| €, notando que 1/p; estd

préximo & circunferéncia unitédria, podemos aplicar a mesma argumentacao que no caso RG
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Ha(z)a Tmax,PLR = 5)0 X 102 Hb(z)) Omax,PLR — 1,0 X 105 Hc(z)a Omax,PLR = 171 X 102
Umax,PLR M Umax,PLR M Umax,PLR M
P| Pmax,PLR | —————— | P Pmax,PLR | — | P Pmax,PLR | —— | P
Pmax,PLR Pmax,PLR Pmax,PLR
212,5x 102] 1,99 2 [2,5x10%| 3,071 4 [4,1x101] 2,705 4
311,7 x 10? 2,988 3 1,1 x 10% 8,869 9 2,4 x 10! 4,755 9
41,3 x 102 3,976 4 6,4 x 10° 15,65 16 1,6 x 101 7,165 16
511,0x 10% 4,961 5 4,1 x10° 24, 28 25 1,1 x 10! 10,03 25
6|8,4x 10! 5,941 6 2,9 x 10° 34,71 36 8,3 13,51 36
77,2 x 10* 6,918 7 2,1 % 10° 46,91 49 6,3 17,82 49
86,3 x 10| 7,891 8 |1,6x10°| 60,82 | 64 4,8 23,19 | 64

Tabela 4.6: Valor singular méximo da matriz de estados para as estruturas direta e polifésica,
algoritmo PLR.

para obter

22 M

— M 4.107
s =7 ( )

onde agora temos p™ ao invés de p*M pois a relagao D(1/p;)/Dp(1/pf) ndo aparece ao
quadrado em 05/p,. Para exemplificar esta propriedade foram considerados os mesmos

exemplos que para o caso RG, os resultados sendo apresentados na Tabela 4.6.

Valor singular méximo de Rp(w}) para Restricao 3

Para o algoritmo PLR, analogamente ao que foi feito para o caso da estrutura direta, podemos
considerar diretamente a expresséo (4.85). Nesta expressao a segunda somatdria tem sempre
um valor finito. Para os termos da primeira somatdria, usando o pressuposto H(z)H(z ') =

1 e, como dado por (4.77), Fp(z) = [Qp(2) — 2PRp(2P)H(z)], temos:

(Betey ™) (-

O segundo termo desta expressao é sempre finito, sendo que para o primeiro termo, usando

(4.108)

p%,zm‘>.

o fato de que H(z) = 1/H(271), temos

(&) i) - (822 el

(4.109)



O polindémio Cp(z) pode ser escrito como Cp(z) = C(2)Cp(z), onde C(z) é de fase nao-
minima, pois H(z) é passa-tudo, e as (p — 1) M raizes de Cx(2) sdo as raizes de Dp(2P) que
devem ser canceladas na expansao polifdsica. Portanto, o produto interno acima pode ser

escrito como o produto interno de duas fungoes estdveis e causais:
<QP(Z) Zpi> _ < Qrp(2) sz'>
Crlz)’ CCHE)’
_ Qp(z) 27
Cp(z) C(z71)

(&8 ) 110

l

com C(z) = z2MC(2!). Como H(z) ¢ passa-tudo, se os polos de H(z) se aproximam da
circunferéncia unitdria o mesmo ocorre com as rafzes de C(2) € C(z). Em relagéo a estas

rafzes temos que, se for assumido, como anteriormente, que para nenhum par de polos v; e

v; de H(2), v; # v;, vale v = %

%, entdo as rafzes de C(z) sao sempre diferentes das raizes
de C(z). Neste caso, entdo, assim como no caso da estrutura direta, para o algoritmo PLR
e a Restrigao 3, o produto interno acima, e, consequentemente, o valor singular méximo de
R(w}), ndo tendem a infinito quando algum polo de H(z) se aproxima da circunferéncia

unitéria.

Valor singular minimo de Rp(w})

Para o caso das Restrigoes 1 e 3, com Fp(z) = [Qp(2) — 2PRp(2P) H(z)] temos que fazendo

Rp(2) =0 e Qp(2) = Dp(2P)/ | Dp(2)|| em (4.85) obtém-se

M

pM
Pmin,PLR < v/ kp1 Z <1,z*”i1‘[(z)>2 + Z <1, zi>2 = /kp1, (4.111)
i=0

i=1

2 . ,
|“. Para a Restricao 3, porém,

onde como ji definido no caso RG, kp; = lim,,; 1/ ||Dp(2)
nao é possivel aplicar o mesmo argumento que no caso da estrutura direta, o qual levava &
conclusado que mesmo quando algum polo de H(z) se aproximava da circunferéncia unitdria,
Pmin, LR Nao tendia a zero.

Para o caso da Restricdo 2 e quando H(z) tem m < M polos que se aproximam da

circunferéncia unitéria, pode-se aplicar o mesmo argumento que para o caso da estrutura
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direta, chegando-se & conclusao que pmin pLr tende a zero.

4.3.6 Valores singulares extremos de Rp(w})para o algoritmo

SHARF

Para a Restrigao 1, o limite inferior para Omax sparr dado por (2.153) ndo muda quando
se passa para a estrutura polifdsica, e, portanto, novamente assumindo que estes limites
inferiores também sejam boas aproximacoes para os valores singulares méximos em questao,
pode-se esperar qUe Pmax,SHARF S€ja PréXimo de Omaxsmarr. Quanto ao valor singular
minimo de Rp(w%), por uma argumentacao andloga & usada acima para o caso RG, chega-se
as mesmas propriedades que no caso da estrutura direta. O mesmo vale para as propriedades
dos valores singulares extremos de Rp(w},) para as outras restriges.

Temos entao, que quanto ao aspecto do espalhamento dos valores singulares da matriz de
estados, nao héd para o algoritmo SHARF situagoes nas quais exista um ganho importante
da estrutura polifdsica em relacio a direta. Deve-se notar, por outro lado, que estd sendo
considerado o algoritmo SHARF idealizado, isto é, com P(z) = D(z). Em situagdes préticas
em que P(2) estivesse consideravelmente afastado de D(z) as propriedades da convergéncia
local seriam diferentes das do caso idealizado e a utilizacao do filtro polifdsico poderia even-
tualmente ter entdo algum atrativo. Esta possibilidade, porém, nao serd investigada neste

trabalho.

4.3.7 Exemplos numeéricos do comportamento dos valores singu-

lares

Para exemplificar o comportamento dos valores singulares de Rp(w}) quando H(z) tem
polos préximos & circunferéncia unitédria, foram consideradas as mesmas funcdes H(z) que

no Item 2.6.8 € um fator p = 4. Nestas condigdes a constante kpjassume os valores

kpy =lim1/ ID(2)||* = 0,3333, Hi(z) a Hg(z), (4.112)

ki =lim1/ ID(2)||> = 0,4960, Hy(z) a Hyg(z). (4.113)
Os valores singulares extremos para cada caso estdo apresentados nas Tabelas 4.7 e 4.8.
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Em relacdo aos casos nos quails, na analise tedrica, assim como para o caso da estrutura
direta, fol obtido apenas um limite superior ou inferior para o valor singular minimo, temos:
1) para casos nos quais m = M (todos os polos de H(z) préximos & circunferéncia unitéria),
que sao os casos da Tabela 4.7, o valor de pmin quando os polos de H(z) se aproximam da
circunferéncia unitdria, assim como no caso da estrutura direta, é relativamente grande, com
excecdo do caso da Restricao 3 com algoritmo PLR; 2) para os casos nos quais m < M,
que sao os casos da Tabela 4.8, hd, assim como no caso da estrutura direta, duas situagoes
distintas: para a Restrigao 1 (fungbes Ho(2) a Hi1(2)) os valores de pmia estao consideravel-
mente abaixo dos limites superiores obtidos, ao passo que para a Restricao 3 (fungoes Hy4(2)
a Hig(z)), no caso do algoritmo RG, o, é relativamente préximo do limite superior, e, no
caso do algoritmo PLR, o, € relativamente grande.

Uma vez que, como visto nos itens anteriores, o possivel ganho sistemético da estrutura
polifdsica em relagao a estrutura direta é sempre advindo de um menor valor singular méximo
da matriz de estados, para facilitar a interpretacido dos resultados, a relagao Omax/Pmax jé
estd computada na Tabela 4.9 para os casos relevantes. Pode-se ver nesta tabela que para as
Restri¢oes 1 e 2, com m = M (func¢des H,(z) a Hs(2)), quando os polos de H(z) se aproximam
da circunferéncia unitdria a rela¢do 0max/Pmax tende a um valor de aproximadamente 58,
enquanto que para a situagao limite considerada acima, na qual os M polos de H(z) estdo
em 1, este valor seria de p* = 4* = 256. Para o caso do algoritmo PLR esta relacao tende
a um valor de aproximadamente 5,5 ao passo que na mesma situacao limite este valor seria
de p™ = 4% = 16. Como observado acima, para o algoritmo RG, esta relagio é menor no
caso da Restri¢do 3 (fungdes Hy(z) a Hi1(2)), tendendo a um valor de aproximadamente 11.

O espalhamento dos valores singulares de Rp(w}), isto €, a relagdo pmax/Pmin, €St4
computada para cada caso nas Tabelas 4.10 e 4.11, assim como a variacao deste espalhamento

relativa ao caso da estrutura direta, dada pela relacdo (Pmax/Pmin)/(Tmax/Tmin)-

4.4 Andlise dos pontos estacionarios da superficie de
erro (entrada branca)

Neste item é analisada a existéncia de pontos estaciondrios da superficie de erro do filtro

adaptativo polifdsico. A necessidade de fazer-se esta andlise pode ser entendida considerando
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Algoritmo
RG/SMM PLR SHARF

I Elngéo Pmax ‘ Pmin Pmax Pmin l Re[)‘min] Pmax [ Pmin
H,(z) 4,4 0,23 2,5 0,18 0,19 1,8 0,13
Hy(z) [1,5x10°] 0,34 [9,9 x 107 0,45 0,84 13 0,83
Hi(z) [1,4x10°] 0,33 [ 9,0 x 10° 0,45 0,96 | 130 0,98
Hy(z) |1,7x10%| 0,34 | 1,2 x 10! 0,45 0,83 1,6 0,42
Hs(z) [1,6x10%| 0,33 [ 1,0 x 10? 0,45 0,96 1,5 0,49
Hg(2) 4,0 0,099 2,5 7,7%x 1072 0,082 [ 1,9 [5,7x 1072
H;(z) |2,4x10'| 0,29 3,1 7.9%x107?| 0,11 2,0 [9,5x 1073
Hg(z) [2,3x10%] 0,33 3,1 7,9x107%| 0,13 2,0 [1,0x 1073

Tabela 4.7: Valores singulares extremos de Rp(w}), p = 4.

Algoritmo
RG/SMM PLR SHARF

Elng;io Pmax Pmin Pmax Pmin Re[/\min] Pmax J Pmin
Ho(z) | 1,1x10'[9,0x 1073 4,3 9,4x102[9,4x107%*| 2,0 [ 9,8 x 1073
Hy(2z) [7,1x10%]1,4x1072(2,8x10%|1,4x107%[1,4x1072| 21 |1,5x 1072
Hy(2) [6,9%x10°|1,4x1072[2,7x10*[1,5x102[1,5x 1072 210 | 1,5 x 1072
Hip(z) [6,8x10%[1,7x 103 [2,7x107[1,7x103[1,7x10%| 2,0 [1,7x 10°
Hy(z) |6,4x10%|1,8%x107%|2,5x10%[1,8x1074[1,8x107%[ 2,0 [1,8x 10~*
Hyy(2) 5,6 0,20 2,5 0,11 0,12 1,9 [6,0x 1072
His(z) | 5,4 x 10! 0,30 3,1 0,13 0,15 2,0 [9,4x 1073
Hig(2) | 5,4 x 102 0,29 3,2 0,14 0,15 2,0 {9,8x 10"

Tabela 4.8: Valores singulares extremos de Rp(w}), p = 4.

Omax / Pmax Omax ,/ Pmax
Algoritmo Algoritmo
| Funcao | RG/SMM [ PLR |[ Fungao | RG/SMM | PLR
H(z) 27,3 4,40 || Hy(2) 21,8 4,19
Hy(z) 56,0 5,35 || Hio(2) 31,0 5,36
Hs(2) 58,6 5,44 || Hi(z) 31,9 5,56
Hy(z) 55,9 5,08 || Hia(2) 29,4 5,19
Hy(z2) 58,3 5,50 || Hiyz(2) Bils 5,60
Hﬁ( ) 7,00 - H14(Z) 5,18 ==
H(z) 10,4 - Hiy5(2) 5,56 —
Hg(2) 10,9 - Hig(z) 5,74 -

Tabela 4.9: Relagéo entre o valor singular méximo da matrizes de estado para a estrutura
direta e o para a estrutura polifdsica, p = 4.
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pmax/pmin (Umax/guﬁn)/(pmax/pmin)
Algoritmo Algoritmo

| Fungao | RG/SMM | PLR | SHARF | RG/SMM | PLR | SHARF
H, 1,9x10T [1,4x 10" [1,4x10' [ 3,1x 10" | 2,7 1,6
H, 44%x10° [2,2x10%2[1,6x101| 9,5x 10! | 7,1 2
H, 42x10% [2,0x10*[1,3x10% | 9,7x 10! | 7,2 1,3
Hy 5,0 x 102 | 2,7 x 101 3,8 9,5x 10' | 6,7 3,8
Hs 4,8 x10* | 2,2 x 102 3,1 9,6 x 10t | 7,3 4,8
Hg 4,0 x 10! | 3,2 x 10! | 3,3 x 10! 3 2 0,37 | 2,1
H; 8,3x101 [3,9x 107 [2,1x10%| 1,5x 10" [ 0,42 | 3,5
Hyg 7,0x10% [3,9x101[2,0x10° | 1,8x 10! | 0,42 3,7

Tabela 4.10: Espalhamento dos valores singulares extremos de Rp(w},) e relagdo com espa-
lhamento para a estrutura direta, p = 4.

Pisa] Prmin (Twsas] Temin )}/ ( P/ Prmin)
Algoritmo Algoritmo
[Fungéo RG/SMM PLR ] SHARF | RG/SMM | PLR | SHARF

Ho(z) [1,2x10% [4,6x10%2[2,0x10%] 1,2x 10" | 3,3 1,2
Hio(z) | 5,1x10° [2,0x10%[1,4x10°| 2,1x 10! | 5,4 1,6
Hiy(z) | 4,9x10% [1,8x 105 1,4x10%| 2,1x 10 | 6,0 1,6
Hip(z) | 4,0x10° |1,6x10*[1,2x10%| 2,4x 10' | 6,3 1,9
Hi(z) [ 3,6x10% [1,4x10%[1,1x10*| 2,6x 10" | 7,2 2,0
Hi(2) | 2,8 % 107 2,3 3,2 x 107 3,7 2,8 1,3
His(z) | 1,8 x10% | 2,4 x 101 | 2,1 x 107 6,4 0,31 2,1
Hig(z) | 1,9%x10% [2,3x 107 | 2,0 x 10° 6,4 0,32 | 2,2

Tabela 4.11: Espalhamento dos valores singulares extremos de Rp(w}) e relagdo com espa-
lhamento para a estrutura direta, p = 4.
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um filtro adaptativo hipotético da forma

T e A . i (4.114)
L+ arz+ ...+ apy 2PM

ou seja, um filtro que diferisse do filtro polifdsico definido em (4.40) (Item 4.2.2) por ter
todos os coeficientes do denominador, de cy a appy. Se este filtro adaptativo hipotético fosse
utilizado para identificar um sistema H(z) de ordem M, ent@o a andlise feita no Capitulo 3
garantiria que para todos os pontos estaciondrios da superficie de erro terfamos H (2) = H(2).
Poderia-se pensar que o filtro polifédsico é apenas um caso particular deste filtro hipotético e
que esta propriedade dos pontos estaciondrios é vilida, de imediato, para o filtro polifdsico.
Isto, porém nao é correto: para o filtro polifdsico, um ponto estaciondrio sé precisa ter

2r . 2PM o denominador

derivadas nulas em relagao aos coeficientes a; a aps dos termos 27, 2
(além, € claro, de derivadas nulas em relagao aos coeficientes do numerador), enquanto que
para o filtro acima é necessério que as derivadas em relacao aos coeficientes a; a appr de todas

2

as poténcias z,2?%,... 2P do denominador sejam nulas. A principio, portanto, nada garante

que para o filtro polifdsico todos os pontos estaciondrios sejam da forma H (2) = H(z).

Demonstra-se, no entanto, o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Se ﬁ(z) tem a forma dada (4.40) e se M > deg[H(z)], entao [:T(z) é um
~ 2 x
ponto estaciondrio de HH(z) - H(z)H se, e somente, se H(z) = H(z).

Prova: A demonstracao deste teorema é dada a seguir. Como trata-se de uma demon-

stragao longa foi continuada a divisao do texto em itens e sub-itens.

4.4.1 Forma polifdsica do erro de aproximacao

Usando (4.40) e as formas (4.9) e (4.10) das fungdes H,(z) da expanséo polifésica de H(z),

pode-se escrever também para H (2),

fo) — brotbrazt. brpus
1+ (Lp,lzp +...+ ap,MZpM

B = By(2)
= g/lp(zp), (4.115)
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onde
Bo(Z) - bo’() + bo,lz +...+ bO,M ZM

B = Hy(z 4116
Ap(2) l+apiz+...+dpy 2M o(2) ( )

BZ(Z) _ bl,O + blllz + ...+ bl,M—l ZM_l

zﬁz} l=1,2,-..’ _1. 4.117
Ap(z) l+dpiz+... +dpy 2M i(2) p ( )

-~

2
Utilizando agora a Propriedade 4.4, o erro de aproximacao HH (2)— H (z)H pode ser

~ 2
escrito em fungdo do erro de aproximagao ‘ H\(z) — H(2) \ de cada fase como:

) - ﬁ(z)Hz = (H(z) - A(:), H(z) - A(z))

p—1 9
-3 H Hy(z) — Hy(2) (4.118)
1=
4.4.2 Otimizacao dos zeros com os polos fixados
Uma condicao necessdria para a otimizacao dos zeros de H (2) &€ que
o 2 2 l=0; =0, 1,5 M,
H(z) - H(z)H —0, (4.119)
Oby 1=1,2,...p—1, k=0,1,...M—1.

O procedimento seguido em [1] pode agora ser generalizado para o caso de um filtro polifésico.

Temos, inicialmente, usando (4.118) e (1.21) que:

2

o LORED)

_ (%ilk (i) - Bi(z), Hi(2) ~ i(2))

e 2<i[Hl<z> ~ B(2)), Bu(2) —ﬁl<z>>. (4.120)

abl,k
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Coeficientes da fase 0

Consideremos primeiro o caso [ = 0. Reunindo (4.119) e (4.120) obtemos o seguinte sistema

de equacoes:

1 z M7 .
< [Apu) A A )T H°<Z)> = Ouy, (4.121)

Notar que nesta notagdo sintética temos na realidade M + 1 produtos internos no lado

esquerdo da igualdade. Em consequéncia da Propriedade 3.3 a expressao acima implica em

que Hy(z) — Hy(z) é dado por
Ho(Z) - ﬁo(Z) = g()(Z)Vp(Z), Z—lg()(Z) € H2, (4122)

onde Vp(2) é dado por
M Ap(z71)

Vi = 4.123
Notar que 27 'gg(2) € H, significa que go(z) é estritamente causal.
A expressdo (4.122) pode ser escrita como
V(2 1) Ho(2) — V(2" 1) Ho(2) = go(2), (4.124)
pois Vp(2) & passa-tudo e portanto Vp(2)Vp(271) = 1. Além disso temos que
N MB (z—l)
Ve(2)Ho(sl) = 22250
P(z) 0(.2 ) AP(Z)
1 M
_ bO,M+bO,M—lz +...+b0’02 EHz, (4125)

Ap(2)

e portanto Vp (z_l)ﬁo(z) é anti-causal. Usando este fato em (4.124) resulta que go(z) é dada

apenas pela projecéo estritamente causal (ver definicdo no Item 1.5.1) de Vp(2™1)Ho(2):

go(Z) =S [Vp(z_l)Ho(Z):l+ ; (4126)
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Coeficientes das demais fases

Consideremos agora as demais fases. Reunindo (4.119) e (4.120) obtemos os p — 1 sistemas

de equagoes a seguir:

1 P SM-1 T .
<bﬂdm@f“m@>’ﬁ@‘m“OZWmZ=LZ~W—L (4.127)

o que, em consequéncia da propriedade 3.3 implica em que H;(z) — ﬁ[l(z) ¢é dado por

-~

Hi(z) — H(z) = qi(2)Ve(2), a(z) €H,, 1=1,2,...p—1 (4.128)
Analogamente ao que foi feito para I = 0, a expressao acima pode ser escrita como

Ve(z DH)(2) — Vp(z VH\(2) = gi(2). (4.129)

Neste caso, porém, Vp(z)ﬁl(z_l) = 2MB(271)/Ap(2) é estritamente causal pois by = 0

paral=1,2,...,p—1:

Z_leBl(z‘l)

T We(2)H(z ) = A0(2)

b _Zl++b z
1YI,M-1 1,0

! ! l 12--- 1- 4.130
< A () 6;12; ) 4y b ( )

Portanto, Vp(271)H,(z) & estritamente anti-causal e de (4.128) e (4.129) resulta que g,(z) é

dada apenas pela projegéo causal de Vp(271) Hy(2):
g1(z) = [Vp(z_l)Hl(z)]H), [=1,2,...,p— 1. (4.131)

De (4.118),(4.122) e (4.128) resulta ainda que, quando os zeros s&o otimizados com os

polos fixados, o erro de aproximacao é dado por

|r@ - B = X (a6 - Bie), Hite) - Aia))
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= Y (a(2).a(2)). (4.132)

4.4.3 Otimizagao dos zeros e polos

Uma condigao necesséria para a otimizacido dos polos de H (2) & que

||H(z) —f:?(z)”2 =0, k=1,2,...M. (4.133)

Assim como no caso da otimizagao dos zeros, o procedimento seguido em [1] pode ser

generalizado para o caso de um filtro polifdsico. Temos entéo, usando (4.118) e (1.21):

e - A = z () - B, Hile) - Bta))

e~ ]

I L (Hi(z) - Fi(e), Hi(e) ~ Fi(z)

BGP,k

....
Il
o

- z§< J {H;(z)—-ﬁ;(z)},H;(z)—ﬁ;(z)>. (4.134)

da Pk

Agora, as derivadas acima sao dadas por

0 = . o BI(Z)
BGP,A: H;(Z) -

8ap‘k AP(Z)

Bi(z) 8Ap(z)
./1%; (2) aﬂp,k

zk

1 8Ap(2)

= —H(2) Ao) Bane " —H(z) yWER (4.135)
Reunindo entao (4.134) e (4.135) obtemos o seguinte sistema de equacoes:
p-1 p—1
Y <zC(z)ﬁ;(z),H;(z) = ﬁ,(z)> = <C(z),z,z'lﬁ}(z“1) [H,(z) - fﬁ(z)]> = O,
- . (4.136)
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onde, como j4 visto anteriormente, C(z) = [1/Ap(2) 2/Ap(z) -+ 2M71/Ap(2)]".

Quando os zeros séo otimizados, como visto no item anterior, temos H,(z) — H)(z) =

9:(2)Vp(2) e, portanto, a otimizagao conjunta de polos e zeros resulta em:
p—1
<C(z), Y 2 H (27 Ve(2)a(2) > =0y (4.137)
1=0

Definindo o polinémio reciproco, relativo a 2™, de um polinémio P(z) qualquer como P(z) =

2ZMP(271), temos:

Bl(z_l) ZMAP(Z_I)
Ap(z7')  Ap(z)

H(zWp(2) =

= (4.138)

e usando isto em (4.137) temos

ol

<c<z),iz‘l ) > = Oy (4139)

p

Para aplicar agora (3.3) devemos mostrar que o segundo termo no produto interno acima

¢ uma fungdo que pertence a Hsy. De fato, temos:

o 1 =0:Bo(2)/Ap(2z) € Ha; e, conforme (4.122), 2 'go(2) € H,

e l=1,2,...p—1:27"By(2)/Ap(2) é causal pois, com b, 3 = 0, B(z) = 2MB,(z7?)
Mbo+bi1z7 4. 4 by a1 27 M) & estritamente causal; e, conforme (4.128), gi(z) €

Hs.

Aplicando entéo (3.3) em (4.139), e substituindo Vp(z) por Ap(2)/Ap(z) obtemos uma
condigao necessdria para a otimizacdo conjunta dos polos e zeros do filtro adaptativo po-

lif4sico:

B

-1

Bi(2)z gi(2) = Ap(2)Q(2),  Q(2) € Ho. (4.140)

I
=
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A seguir serd analisada a forma das fungdes g;(z), o que serd necessario para a andlise

dos pontos estacionérios da superficie de erro.

4.4.4 Forma das fungoes g(z)
Funcao g,(z) para a fase 0

Como expresso em (4.126), go(z) = [Vp(2~!)Ho(2)],. Escrevendo Hy(z) como

Nc,O
Ho(z) = So2) _ ConFConzt .+ lonee 270 (4.141)
DP(Z) 1+dp,12+...+dp,Nd N4

com ¢y, , # 0 e dpn, # 0, e notando que Vp(27!) = Ap(z)/Ap(2), temos que

deg[Ap(2)Co(2)] < M + Ny, (4.142)

Fazendo uma expansdo em fragdes parciais de Vp(271)Ho(z) € reagrupando os termos con-

venientemente podemos escrever

R R,
. 40(2) + = o(2) + 700+ 7012+ ... + TO,Nr,OzNT'O' (4.144)

 Dp(z) ' Ap(2)

Vp(2™') Ho(2)

onde

N’V‘,O S max(O, M + Nc,o - M — Nd) = max(O, NC,O . Nd) (4145)

deg[R40(2)] < max(0, Ny — 1). (4.146)

Agora, para uma fungéo racional F'(z) como abaixo (onde com gy # 0), sempre podemos

escrever
P(2) _botpmz+... +py_12N1

Flg) = Q(2) 14+ qz+...+qu2N

P(z) — poQ(2)
Q(z)

= Po+
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P'(z)

ok (4.147)

= p0+

onde P'(z) resulta estritamente causal e deg[P'(z)] = N. Podemos escrever portanto

Rd'g(Z)
DP(Z)

fo(2) (4.148)

.
—— T‘OIO + DP(_Z) ]

onde deg[ Ry(z)] = Na e Ry(z) é estritamente causal.

Além disso, uma vez que deg[R,0(2)] < M — 1, temos que

Roo(z) 2 MR, 0(2)

Ap(z)  Ap(z7Y) (e1e8)

é estritamente anti-causal e, portanto,

[(Ve(z ') Ho(2)], = [’"B,o-l- Ry (2) L 2 [}iﬂ-,n(ZJL + [roo+ 7012 + - . + Tomue2™9]

Dp(z) Ap(z)
_ Ry(z) Neo
= Dp(2) + 7012 + ... + To,N, 02
Ro(2)
- } 4.150
DP(Z) ( )
onde
deg[Ro(z)] = Ng+ Ny
= Ng+ max(O, Nc,ﬂ - Nd)
= ma.x(Nd,Nc,g)
< deg[Ho(2)]. (4.151)

Fungao ¢(z) para as demais fases

Procedendo analogamente ao que foi feito acima, para g;(z) dado por 4.131 chegamos a

[Ve(z")Hi(2)] [Rd,l(z)] T [RQ,I(z)

]m otz e,

Dp(z) _A(z)
R,;‘((Z)
Dol 0wz T 2
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= I=1,2...p—1. (4.152)

onde

deg[Ri(2)] = Ng+ max(0,N., — Ng)

= max(Nd,Nc,l)
Genericamente temos entao
. RZ(Z) N .
a(z) = , com deg[R;(2)] < deg[Hi(2)], !=0,1...p—1. (4.153)
DP(Z)

4.4.5 Pontos estaciondrios da superficie de erro
Condicgao suficiente para ponto estaciondrio

Inicialmente obtemos uma condi¢do suficiente para que Vil (2) seja um ponto estaciondrio da
superficie de erro. Consideremos o caso hipotético de um filtro adaptativo i n(z) com pM

coeficientes no numerador e no denominador, isto &,

ﬁ (z)=ﬁ0+ﬁlz++ﬂpM 2PM
" l+aiz+...+apy 2PM°

(4.154)

Qualquer I;Th(z) tal que ﬁh(z) = H(z) atende & condigao (3.14) com Q(z2) = g(z) = 0 e §,
portanto, um ponto estaciondrio da superficie de erro. Segue que, para H (2) polifdsico, isto

€,
—~ pM
H(Z) _ bp,o + bp,lz 4 ...+ bp,pM zZ (4155)

1+ap,1zp—+-.. . +ap’M 2PM ’

qualquer [ (z) tal que H (2) = H(2) é um ponto estaciondrio da superficie de erro, uma vez
que H (2) faz parte do conjunto de fun¢des da forma definida em (4.154). Portanto H(z) =
H(2) ¢ uma condi¢io suficiente para que H (2) seja um ponto estaciondrio da superficie de
erro. A seguir obtemos uma condicdo necessiria para que H (2) seja um ponto estaciondrio

da superficie de erro.
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Condigao necessdria para ponto estaciondrio

Reunindo (4.122),(4.128) e (4.153) podemos escrever

Hi(z)— Hi(z) = q(2)V(2)

R[(Z) ZP(Z) ~
= . 1=0,1 -1, 4.156
Dp(z) Ap(2) F (L.18)
e, portanto, usando (4.116) e (4.117) temos
Glz)  Biz) _ Ri(2) Ap(2) 1=01...p—1 (4.157)

Dp(z) Ap(z) Dp(2) Ap(2)’

o que resulta em

_ Ci(2)Ap(2) — Ri(2)Ap(2)

Bi(z) = Dr(2) , (4.158)
ou, equivalentemente,
Mp -1y 220z 1)2MAp(z7) — 2MRy)(27 1)z Ap(27?)
2V By ) = 2 Dp(zT) . (4.159)
ou ainda L o
Bi(z) = Cile)Arle) — Rile)Ap(e) | _ 5 p—1. (4.160)

ﬁp(z)
Utilizando as expressdes acima para By(z) e gi(z) em (4.140), que descreve a condigéo a

ser obedecida nos pontos estaciondrios, temos

p_lz—lai(z)zfj(z)“R_l(Z)AP(Z) R(z) — —
; o] Dai = Ar(2)Q0) (4.161)

Nos zeros {2;}}, de Ap(z) a expressio acima se reduz a
p—1
> Ri(z)Ri(z) =0, j=1,2...M, (4.162)

L=0

pois Ap(z) e 2 'Ap(z) ndo tem nenhum zero em comum. Consequentemente, nos zeros
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{z;1}M, de Ap(z) temos:

—1(ZJI)R1(ZJ-_1) = Z-_2M Z Rl(Zj)F[(Zj) = 0, j = 1, 2...M. (4163)

iRl(z)Rl(z) = zMz_:Rl(z_l)Rl(z)

= 3(2)s(2), (4.164)

para algum s(z). E de (4.162) e (4.163) decorre que 3(z2)s(z) é divisivel por Ap(z) e Ap(2),
isto €, tem a forma,

5(2)s(2) = Ar(2)An(2)a(z " )al2), (4.165)

para algum ¢(z) = chvio 2™ € Ho.

Sempre & possivel escolher 3(z) e s(2) tais que todos seus zeros estejam, respectivamente,
dentro e fora da circunferéncia unitdria, o mesmo valendo para q(z) e g(z7!). Desta maneira,
de (4.165) resulta que

5(2) = Ap(2)a(z), al2) € Mo, (4.166)

e também s(z2) = Ap(2z)q(z~!). Notar ainda que, devido a (4.164) e (4.153) temos que

degf5(2)] < max {deg[Hi(2)]}
< deglH(2)]. (4.167)

Usando agora (4.164) em (4.161) obtemos

= C2)R(2)Ap(2)|  3(2)s(2)Ap(z)  —
; Dr(2)Dole) |~ Dre)Dn(s) - r(2)Q) (4.168)
o que, com (4.166) resulta em
< Cu2)Ri(2)Ap(2) | Ap(2)a(2)a(z Ar(2) _
{; Do) Drl2) B () Dols) 2Ap(2)Q(2), (4.169)




ou

~ g(2)a(z"")[Ar(2)]? = 2Q(z)Dr(2) Do (2), (4.170)

r
1=0
isto €, o lado esquerdo da igualdade acima deve ser uma fungao estritamente causal.

Consideremos agora que M = N = deg[H(z)]. De (4.166) e (4.167) resulta que deg[q(2)] =

0, ou seja, q(z) = go. Portanto, (4.170) pode ser escrito como

[Z — 9[Ar(2)]* = 2Q(2)Dp(2) Dp(2). (4.171)

=0

Verifiquemos como pode ser atendida a condigao de causalidade estrita. De sua parte, a
fungdo 3P~ C,(2)R)(2) ¢ estritamente causal, como pode ser visto considerando as suas

parcelas:
e 1 =0: Co(2) é causal; e segundo (4.153) e (4.126) Ry(z) é estritamente causal;

el =12...,p—1: R(z) é causal; e, uma vez que, conforme (4.117), ¢,y = 0 neste
caso,

= .M -1 —N+1
Ciz) =2"(qpo+ciz ' +...+ CLN—1% )
¢é estritamente causal.

Por outro lado, [Ap(2)]? nao ¢ estritamente causal, e portanto, para atender (4.171) é
necessério que go = 0. Portanto, 3(z) = 0 e S.7) Ri(2)Ri(z) = 3(2)s(z) = 0. Usando este
resultado com (4.132) e (4.153) temos

HH(z) —}/\I(z)Hz = pz_f(gz(z) 9:1(2))

(Sotamte2)
_ <E o Ru(z)Ri(z e ):1>
(5

IJP(Z)DP

2 M5(2)s iz ),1>

P(Z P
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e consequentemente H(z) = i (z). Ou seja, quando N = M, uma condigio necessdria para
H(z) ser um ponto estaciondrio da superficie de erro é ﬁ(z) = H(=z).

Consideremos agora que M > N = deg[H(z)]. De (4.166) e (4.167) resulta que ¢(z) = 0,
o que, como acima, implica em [ (2) = H(z), isto é, hd um cancelamento de polos e zeros
em H (2).

Com isso estd completa a demonstragdo do Teorema 4.1.

4.5 Efeito da posicao dos polos na superficie de erro
reduzida

Neste item mostra-se que quando H(z) tem polos préximos a circunferéncia unitédria a su-
perficie de erro reduzida para a estrutura polifdsica nao conterd regioes tao planas quanto a

superficie de erro reduzida para a estrutura direta.

4.5.1 Expressao para superficie de erro reduzida

Inicialmente, conforme (4.122 e (4.128), quando os zeros das fungdes H(z) sio otimizados

em funcao de seus polos temos:

—~

Hi(2) — Hi(z) = i(2)Vp(2), 2z 7'go(2) € Ha, qi(z) €EHy, 1=1,2,...p—1. (4172)

Neste caso podemos escrever entao:

p—1
H(z) - H(z) = ) ZH() — B ("))
1=0
p—1
= 2 g (2P)Vp(2P)
1=0
= V() (4.173)
onde gp(z) = f;& 2'gi(2P) & estritamente causal, pois go(z) é estritamente causal. Analoga-

mente ao caso da estrutura direta (Item 3.2.3), uma expressio conveniente para gp(2) pode
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ser obtida re-escrevendo inicialmente (4.173) como
Ve(2 P)H(2) — Vp(2 P)H(2) = Vp(2 P)Vi(2P)gp(z) = gp(z), 2 'gp(2) € Ha. (4.174)

Usando (4.40), consideremos agora a parcela

2 PMAp(2") Bp(z)  2P"Bp(z)

VR = T R T A

bppr + bp,p(M_l)z_l +...+ bp,oz‘pM

R , (4.175)

que analogamente ao caso da estrutura direta é anti-causal pois 2 P Bp(z) nao tem poténcias
positivas de z. Como gp(z) é estritamente causal, segue que gp(z) é dado apenas pela

projecao estritamente causal de Vp(27?)H(2). Segue entdo a propriedade:

Propriedade 4.5 A fungdo gp(2) em 4.178 pode ser escrita como
gp(Z) = [Vp(z_p)H(z)]+ (4176)

De (4.173) temos que quando os zeros de H (2) na forma polifgsica sdo otimizados em

funcao dos seus polos temos
N 2
|7 - 8| = 1Ve2)ge I = lan (I, (1177)

pois Vp(zP) é passa-tudo. De onde segue a definigao:

Definigao 4.2 A superficie de erro reduzida de H(z) — H (z) quando H (2) é implementada
na forma polifdsica (4.40) é dada por ||gp(2)||* como fungdo dos pardmetros de Ap(z), com

gp(2) dado por 4.176.

4.5.2 Efeito da posi¢ao dos polos de H(z)

Podemos agora, analogamente ao feito no Item 3.6 para a estrutura direta, verificar o efeito da
existéncia de polos de H(z) préximos & circunferéncia unitdria na superficie de erro reduzida

para a estrutura polifdsica. Seguindo um procedimento andlogo ao que leva a (3.92), resulta
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que, quando existem m polos v; de H(z) préximos & circunferéncia unitdria, temos

™ R i2
lor(IP e S A2ml (4.178)

2
i—1 |I/i| —1
onde o termo |Rp;| é dado por

|Rpsl = [Ve(v;7)| i (4.179)

Vi '

Agora, uma vez que U} estd mais longe da circunferéncia unitéria do que v;, resulta que, na
situacéo em que os polos de ff (2) estao distantes dos polos de H (z), [Vp(l/i_ )| néo serd téo
constante quanto ‘V(I/; 1)‘ Portanto, em regices afastadas do minimo global, a superficie
de erro reduzida para a estrutura polifdsica néo serd tao plana quanto a superficie de erro
reduzida para a estrutura direta, o que como exemplificado no Item 4.6 resulta, para os
algoritmos de passo constante testados, em uma convergéncia global mais rdpida.

Para exemplificar a andlise acima, foram consideradas, como no Item 3.6, as fungdes
Hiy(2), Hy(z), Ho(2) e Hya(z), definidas na Tabela 2.2 do Item 2.6.8. As superficies de erro
reduzidas dadas por (4.177) foram computadas para serem comparadas com as do caso da
estrutura direta.Os resultados estdo nas Figuras 4-6 a 4-9, onde, para maior facilidade de
comparagao, foram repetidas os grificos das superficies de erro para o caso da estrutura
direta. Nas figuras pode ser visto o efeito da reducao da planicidade da supericie de erro em

regioes afastadas do minimo global.

4.6 Exemplos da simulacao dos algoritmos de adap-
tacao para a estrutura polifédsica

Neste item sao apresentados resultados préticos referentes ao filtro polifdsico adaptativo
proposto. Partindo, em cada caso, de um valor inicial de i (z) dado pela expansao polifdsica
do ponto inicial de H (2) adotado no caso correspondente para a estrutura direta (ver Tabela
2.9), foram testados os algoritmos RG e PLR. Partindo da origem do espaco de pardmetros
foram testados os algoritmos RG, PLR ¢ SMM. O algoritmo SHARF nao foi testado uma
vez que, pela andlise do Item 4.3.4, nao seriam esperados, em termos de velocidade de

convergéncia local, grandes ganhos de desempenho, e, como discutido no Item 3.7, também
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Algoritmo
RG PLR
| Fungao Hp | 60,P Hp I T60,P
Hi(z) [4,0x102]1,0x10%] 6x10"2 |7,0x 10°
Hy(z) [6,5x107%[6,4x10*|1,5x1072]2,6 x 10°
Hg(z) | 6x107% [ 1,6 x10°| 6x 1072 | 1,6 x 10°
Hy(z2)
Hy(z)

1x107% [1,3x10°| 2x107% |6,3 x 10
1,bx 1072 | 2,7x10*| 7x10"% |8,6 x 10°
Hu(z) | 4x107% |1,1x10°| 8x 1072 [1,1x 10°
Hys(z) | 4x107% [3,1x10%[1,5x107% (3,0 x 10%

Tabela 4.12: Resultados da execugao dos algoritmos RG e PLR para a estrutura polifésica,
p = 4, com inicio fora da origem; u: passo de adaptagao maximo; ngy: nimero de iteragoes
para erro quadrdtico de saida ficar 60 dB abaixo da poténcia de saida.

nao haveria sentido em testar a sua convergéncia global, em face & idealizagdo P(z) = D(z)
adotada.

Os algoritmos foram testados na identificagdo das fungoes Hi(z), Ha(z), He(z), H7(2),
Hy(z), H14(2) € Hy5(z) definidas na Tabela 2.2 do Item 2.6. Todos os procedimentos relativos
a execugao dos algoritmos mencionados no Item 2.7 permanecem védlidos. Os valores de
pp utilizados e o tempo de convergéncia ngyp obtidos (ver Item 2.6 para a metodologia
envolvendo estas grandezas) para o caso do ponto inicial da adaptagao fora da origem, estao
apresentados na Tabela 4.12. Foram computados também, assim como feito no caso da
estrutura direta e descrito no Item 2.7.1, os valores do produto pppmax € da velocidade de
convergéncia local do erro de safda, §p (em dB/iteragao). A discuss@o sobre o papel destas
grandezas estd no Item 2.2.4. Conforme visto, a velocidade de convergéncia local além de
poder ser determinante para o tempo de convergéncia do algoritmo de adaptacao reflete sua
capacidade em rastrear variagoes temporais do sistema sendo modelado. Os resultados estao
na Tabela 4.13.

Para o caso do ponto inicial da adaptagdo na origem os resultados de pp e ngop estéo
apresentados na Tabela 4.14. Para este caso sdo apresentados também graficos com a adap-
tagao dos coeficientes e a evolugao do erro quadrdtico (y(n) — §(n))?. O ndmero da figura

para cada caso estd na Tabela 4.15.
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Algoritmo

RG PLR

l Fungao | {ippmax ‘ op M pPPmax [ op
Hy(2) 0,18 [7,6x107%] 0,15 [7,7x 1072
Hy(2) 0,11 |1,7x1072| 0,18 [3,3x 10 *
Hg(2) 0,24 |59x10"2] 0,15 |3,8%x 107
H(2) 0,24 |[1,7x1072] 0,062 |[1,0x 10?2
Ho(2) 0,17 |[1,5x10%*| 0,3 |57x1073
Hu(z) | 0,22 |6,9x107*| 0,2 |7,3x10°°
Hys(z) | 0,22 [1,0x1072] 0,047 [ 1,5 x 1072

Tabela 4.13: Valores de pppmax € 6 (decaimento medido do erro de saida, em db/iteragao)
obtidos das execugoes dos algoritmos RG e PLR

Algoritmo
RG PLR SMM
‘ Funcao up | 760,P up 160, P Up | 60, P
Hi(z) | 4x1072 [8,8x10%| 6x107? [8,3x10%|4x1072]8,8 x 102
Hy(z) |5,5x1074[4,9%x10*|1,5x107%|2,4x10°|8x107*| 1,9 x 10
) | 5x107% |1,1x10°| 6x107% [1,6x10°[6x1072]1,2x 10°
Hq(2) 8x107° [4,5x10%| 2x107% [4,2x10°|8x107°|1,5x10*
) | 2x1072 [2,9x10*] 7x10°% [9,4x10°[2x 102 2,6 x 104
Hi(z) | 4x107% | 1,7x10°| 8x107% [1,7x10%|[4x1072%|1,4x 10°
) | 4x107° [1,6x10°[1,5x1072]1,2x10°|4x107°|2,3x 10*

Tabela 4.14: Resultados da execucgao dos algoritmos RG, PLR e SMM para a estrutura
polifdsica, p = 4, com inicio na origem; u: passo de adaptacao méaximo; mgy: nimero de
iteracoes para erro quadrético de saida ficar 60 dB abaixo da poténcia de saida.

Nimero da figura
| Funcao | RG [ PLR | SMM
Hi(z) [410] 411 ] 4-12
Hy(z) | 413 | 414 | 4-15
Hg(z) | 416 | 4-17 | 4-18
H:(2) | 419] 420 | 4-21
Ho(z) | 422|423 4-24
Hyy(z) | 4-25] 4-26 | 4-27
Hys(z) | 428 429 | 4-30

Tabela 4.15: Numero da figura com gréficos da execucao dos algoritmos para cada caso de

H(z)
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Figura 4-7: Superficie de erro reduzida para Hy(z): estruturas direta (em cima) e polifésica,
p =4 (em baixo).
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Comparemos, inicialmente, os resultados obtidos para o filtro polifdsico adaptativo com
o ponto inicial da adaptacio (2,0) na origem do espago de pardmetros (w = 0) e com
o ponto inicial fora da origem. Pode-se ver nas Tabelas acima que em 6 dos 14 casos
considerados o inicio da adaptagao na origem resultou em um tempo de adaptacao menor
do que com o ponto inicial fora da origem. Computando as fun¢des H(z) ¢ H (2,0) em
cada caso pode-se constatar que a razao disto é que nestes casos mencionados, os pontos
iniciais utilizados (que, como comentado acima, sao resultantes da expansao polifdsica do
ponto inicial H (2,0) adotado para o caso da estrutura direta) estao mais distantes do valor
correto dos pardmetros da expansdo polifdsica de H(z) do que a origem. Isto resulta da
menor sensibilidade da posigao dos polos de H (z) em relagiao aos pardmetros da estrutura
polifdsica do que em relagdo aos pardmetros da estrutura direta. Em termos préticos, como
consequéncia, temos que na escolha do ponto inicial da adaptacao para a estrutura polifésica
é importante levar em conta o grau de incerteza sobre H(z) e seu possivel efeito na distancia
aos parametros corretos da expansao polifdsica. Em func¢ao desta andlise poderia-se chegar
a conclusao, que, para o caso especifico em questdo, seria mais seguro comecar a adaptacao,

por exemplo, na origem.

4.6.1 Comparagao com estrutura direta: ponto inicial fora da
origem

Pode-se comparar, agora, os resultados obtidos para a estrutura polifdsica com os obtidos
para a estrutura direta (ver Tabelas 2.10 e 2.12), no caso do ponto inicial da adaptacao fora

da origem. Para facilitar a andlise, as relacoes

fm ka0 (4.180)
60, P

entre os valores do tempo de convergéncia para cada estrutura,
bp
6, = —é_ (4.181)

entre as velocidades de convergéncia local (em dB/iteragao), e

(uo), = LR max (4.182)

r =

/‘L Umax
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Algoritmo
RG PLR

| Funcao | n. [ 6 [ x [ (o), | ne [ 6 [ xo [ (po)s
Hi(z) | 16| 28 |31 ] 1,0 |26 21 27] 0 88
Hi(z) | 23| — |97 | 0,79 | 32 | 38 | 6,7 | 10

He(z) |1,9]3,7(3,2] 1,1 | 1,0 |0,71]0,37| 1,4
H/(z) |1,6] 63| 15| 6,3 | 11 | 2,2 | 0,42 7.4
Ho(z) |6,7|7,5| 12 | 0,47 |0,99| 1,4 | 3,3 | 0,33

Hu(z) [2,2]36](3,7] 1,1 |0,33[0,76| 2,8 | 2,7
His(z) | 6,1| 43 [6,4| 7,3 | 0,6 | 1,7 [0,31| 2,1

Tabela 4.16: relacoes entre grandezas obtidas para a estrutura direta e para a estrutura
polifasica (p = 4), com inicio da adaptagao fora da origem.

(ver discussdo sobre papel de p0may 10 Item 2.7.1) estdo apresentados na Tabela 4.16. Para
maior conveniéncia a relaggo entre o espalhamento dos valores singulares da matriz de estados

da ODE,
(Umax/amm) (
_ 4.183)
(pmax /,Dmin)

jé apresentada nas Tabelas 4.10 e 4.11 est4 repetida na Tabela 4.16.

A seguir faz-se se uma andlise caso a caso dos resultados.

Algoritmo RG

Para H;(z), Hg(2) e H1a(z) obteve-se (uo), préximo de 1 o que resultou em 6, dado, aproxi-
madamente, pela melhoria do espalhamento x,. Para Hy(z) h4 uma certa redugio em (o),
O fato dos valores de n, serem menores do que &, reflete a contribuigio da parcela do
tempo em que a convergéncia dos algoritmos nao ocorre conforme suas caracteristicas locais
(comparar as Figuras 2-5, 2-6, 2-12, 4-10, 4-13 e 4-16).

Para H7(z) e Hy5(2) o valor de (uo), é consideravelmente maior do que 1, o que resulta
em um valor de 6, também consideravelmente maior do que a melhoria do espalhamento
X-- Este € um comportamento interessante, mostrando, em certos casos (notar que Hr(z) e
Hy5(z) sdo passa-tudo), outra origem para o ganho na velocidade de convergéncia local do
polifésico. Isto refor¢a o comentério feito no Item 2.2.4 sobre o interesse em uma andlise
tedrica referente ao comportamento de p0max. Quanto aos valores de n, para Hy(z2) e Hys(2),
pode-se ver que sao menores do que §,, o que resulta, como pode ser visto nas Figuras 2-13,
2-23, 4-19 4-28, das caracteristicas nio locais da convergéncia em cada caso.

Para Hy(2), em contraposicao ao que ocorre para Hy(z) e Hys(z), (uo), € menor do que
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min w Re[l/Dp(e?”)] | min{\;[Rp(Wp)+Rp(wp)|}
|F11ng50 p=1‘ p=4 p=1 p=4
Hi(z) | -1 2 0,48 ~0,030 0,34
Hi(z) | —24 0,38 20,81 0,63
Helz) | =12 0,48 0,017 0,13
Hi(z) | —24 | —0,38 0,60 0,087

Tabela 4.17: Grandezas relacionadas com a positividade da matriz de estados da ODE

1 o que resulta em 6, menor do que x,. O valor de n, é semelhante a é,, o que reflete o fato
da natureza da convergéncia em ambos os casos ser essencialmente local (comparar Figuras

2-19 ¢ 4-22).

Algoritmo PLR

Para o algoritmo PLR torna-se importante a questao da positividade da matriz de estados
da ODE, Rp(w}). No Item 4.3.2 mostrou-se que uma condi¢io suficiente para a positivi-
dade de Rp(w}) ¢ dada por (4.71). Além disso, conforme a discussdo relativa ao caso da,
estrutura direta no Item 2.7.2, a nao-positividade desta matriz para o algoritmo PLR parece
estar relacionada com o fato de o desempenho deste algoritmo, em termos de velocidade de
convergéncia, em especial nos casos das funges Hy(z) e Hy(z), estar aquém do que seria
sugerido pelo espalhamento dos valores singulares da mesma matriz. Conforme também dis-
cutido em 2.7.2, a importancia da néo-positividade de Rp(w}) pode ser medida pelo menor
autovalor de Rp(w})+Rp(w}).

Para comparar a estrutura direta e a polifsica em termos deste aspecto, foram rela-
cionados na Tabela 4.17 o menor valor assumido pela fungao Re[1/Dp(e?*)] que aparece na
condi¢ao (4.71) e o menor autovalor de Rp(wh)+Rp(W}) no caso de u(n) branco, para os
casos p = 1 (que corresponde & estrutura direta) e p = 4. Podemos ver que a utilizagdo
da estrutura polifdsica, ao contrério da estrutura direta, garante a positividade de Rp(w})
para qualquer u(n) no caso da fungao H1(z) (e Hg(z), pois tem os mesmos polos que Hi(z))
e, para u(n) branco, resulta em Rp(w},) positiva definida nos quatro casos. Isto tem conse-
quéncias importantes para a velocidade de convergéncia local do algoritmo, conforme visto
a seguir.

Levando em conta esta discussdo podemos retornar agora aos resultados da Tabela 4.16.
Vemos que para H,y(z), pode-se usar para a estrutura polifisica um valor de p que resulta

em (po), = 10, o que, em conjunto com uma melhoria de 6,7 vezes no espalhamento .,
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resultou em uma melhoria de 32 vezes e 38 vezes, respectivamente, no tempo de convergéncia
e na velocidade de convergéncia local. Analogamente ao discutido para o caso da estrutura
direta, pode-se entdo fazer a conjectura de que este ganho de (uc), resulta justamente do
fato de que a matriz de estados da ODE passa a ser positiva definida ao se empregar a
estrutura polifasica.

Como visto nos Itens 2.6 ¢ 4.3, para H(z) passa-tudo (fun¢des Hg(z), H7(z), Hi4(2) €
Hi5(2)) o condicionamento da matriz de estados j& é favordvel no caso da estrutura direta,
nao havendo vantagens, quanto a este aspecto, em utilizar a estrutura polifdsica. No entanto,
a questao do efeito da positividade da matriz de estados também precisa ser levada em
conta: podemos ver que para Hy(2) o valor de (10), também & apreciavelmente maior que
1, o que, apesar de X, ser menor do que um ainda resultou em 6, de 2,2. Além disso, a
melhoria do tempo de convergéncia, n,, foi de 11 vezes, o que resulta do fato de, no caso da
estrutura polifdsica, ao contrdrio do que ocorre para a estrutura direta (ver Figura 2-15), os
pardmetros nao ficam um longo tempo em uma regiao onde a convergéncia do algoritmo nao
tem caracteristicas locais. O fato de que para a estrutura polifdsica isto nao ocorre, reforca
a conjectura feita no Item 2.7.2 sobre a possibilidade de também este efeito ter relacao com

a positividade da matriz de estados da ODE.

4.6.2 Comparagao com estrutura direta: ponto inicial na origem

Na Tabela 4.18 temos a relacao

Ny =

la60 (4.184)
Neo,p

para o caso do ponto inicial da adaptagao sendo a origem do espaco de pardmetros. Os
valores de ngo foram retirados da Tabela 3.1 e os de ngy p foram retirados da Tabela 4.14.
Notar que em vérios casos a convergéncia global dos algoritmos de passo constante aplicados
a estrutura direta é tao lenta que nao foi possivel calcular o valor de n,. Nestes caso, para
se ter uma 1déia dos valores de n, pode-se comparar diretamente as figuras relacionadas na
Tabela 3.2 com as relacionadas na Tabela 4.15.

Os resultados para o caso de o ponto inicial da adaptagdo ser a origem do espaco de
pardmetros exemplificam os efeitos da melhoria das caracteristicas da superficie de erro
reduzida que pode resultar da utilizacao da estrutura polifdsica, o que havia sido analisado

teoricamente no Item 4.5.
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Algoritmo
RG | PLR | SMM
| Funcao | n, Ny Ny
H,y(z) 28 | 8,7 16
H(z) [ (9 [ (9]
Hg(z) |116,8| 7,4 | 3,4
He(z) | (¢) | (%) | (%)
Hy(z) | (%) | 4,4 | 9,2
Hyu(z) [10,5] 4,8 | 3,1
His(z) | (¢) | () | (%)

Tabela 4.18: n,: melhoria do tempo de convergéncia da estrutura polifdsica, p = 4, em
relagao & estrutura direta; (*): convergéncia global excessivamente lenta da estrutura direta
impede cédleculo de n,.
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Apéndice A

Expressoes usadas na andlise local de

algoritmos de adaptacao

A.1 Deducao de (2.156)

Escrevendo o produto interno em (2.154) como uma integral no plano z temos

. H(zY)H(2)

1 dz
2107 Jiz)=1

D(z) z°

(A1)

Consideremos para maior simplicidade que D(z) ndo tem raizes mitliplas (uma vez que

problemas numéricos nao estao em questéo aqui, podemos sempre considerar o caso de rafzes

multiplas como o limite de um caso de rafzes simples). A expanséo de H(z) em residuos,

assumindo deg[C(z)] < deg[D(z)] como discutido no Item 2.6.4, tem, portanto, a forma

de onde resulta que

(A.2)



_ _Zzzri 75/Pj _ (A.3)

Cada termo da somatdria acima, por sua vez, pode ser expandido em residuos, resultando

€m

M

“H(EH() = DLtz [ - : }

~ G-l l2=1/p; 2-p

_ ii rir { 1 1 } (Ad)

g ppi—1llz=1/p; z-pi
que também pode ser escrito como
M

%H(z*)H(z)=Z§f - [ : 1 } e

=1 j=1 PiPi — Llz—1/p; 2—p;

Os termos da somatdria dupla podem ainda ser separados considerando os casos r; = r; €

ri # 7. Usando a forma (A.4) quando 7; = r} e a forma (A.5) quando r; # 7 temos

M

“HEYHE) = Y Ll [ . . }

“pl?-1l2—1/p z—p

+§:§: rirs { 1 1 J (A6)

o ppi—1llz-1/p z-p

n-;ér;

Supondo H () causal e estével, resulta que no operando da integral em (A.1) os polos dentro

do percurso de integragéo sao os polos 1/p; na expressao acima. Temos entdo,

1 () (2) 1 dz i 72 N i rr; 1 (A7)
e ) = —— ! c
275 Jizj=1 D(z) z &S |IpfP -1 % ppj—1| D(1/pi)

rﬁér;.
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Consideremos agora que H(z) tem m polos com raio r e que 7 se aproxima de 1. Definindo

ZIM Re[577—]
o (/ ) (A8)

m
> Iril”

=1

temos que, se as seguintes condigoes forem atendidas:

1. arelagao entre os residuos r; dos m polos de raio r e os residuos dos demais polos nao

tende a zero quando 7 tende a 1,

2. ¥ nao tende a zero quando r tende a um,

entao
= |"‘"'|2 L T [r
P - =y (A.9)
; Ipil2_1 Z plpj—l D ]./p; ZT‘2~1

ry"r

pois para os demais termos das somatdrias em (A.7) | pz-|2 ou p;p; nao tendem a 1 quando r
tende a um. Se eliminarmos o termo 1/D(z) em (A.1) teremos v = 1, de onde segue que

podemos escrever

(56 50)

A validade desta expressio pode ser facilmente verificada para exemplos numéricos. A

o C(z) C(z) :
= {55 @) = mbiro A

!

condigao lim,_,; [y| # 0, em termos préticos, resulta em pouca perda de generalidade: pela
expressao em (A.8) podemos ver que os termos Re[l1/D(1/p;)] tendem a infinito quando r
tende a um; para m = 1 e m = 2, portanto, sempre teremos |v| I3 oo; para m > 2,
mesmo que exista um conjunto de parametros wy tal que lim,,; |y| = 0, qualquer variagao
em relacao a este valor fard com que || 2} 50, pois (A.8) é uma soma de termos cujo
médulo tende a infinito. Com base nisto, a ressalva lim,_,; |y| # 0 ndo é explicitada ao

utilizar (A.10).

A.2 Deducao de (2.161)

Considerando que H(z) tem m polos com raio = e angulo +6;, ¢ = 1,2,...,m, 6; > 0,

podemos escrever inicialmente
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2r

(), HE) = 5 [ |HE)

0
7 Oiteg
-y / | ()| dw + O(H), (A.11)
s fi—ey

para quaisquer g; tal que 0 < &; < 0;, onde n; = 1 se 0; = 0 (polo real) e n; = 2 se §; > 0 (par
de polos complexos conjugados), e O(H) retine os demais trechos da integral. Da mesma

maneira podemos escrever

H(z) H(z)\ _ i% |2 ?
(56 50/ 2wof|H( I | pte |
" 5 0i+eg | s 1 2 f | ‘
-y f ) | | w+OUD).  (A12)

i=1
l_ei

Quando r tende a 1 apenas os termos das somatérias em (A.11) e (A.12) tendem a infinito,

e, com (2.152), (2.154) e (A.10) temos

0i+eq

3o / [H(e) ] dw

. 09 . =1 —&;
lim— = lim -
r—1 a1 r—1 m Biteq 2

$o oo

=1 D(C’.Jw)

dw

B,’ &4
0+

|»y|z / |H () duw

0

lim
r=1 m

IN

HT |H ()" duw

9“"51'

Ty 2

D(e?)

—  mn
= T |w—0;|<e;

Oi+e;

Ty
|~r|2 / |H (&) duw

gl !.

(A

lim
r—1 2 m i+e;

min min Z%ﬁ / |H (e7%)|? dw

¢ jw—0;l<eg =1

- .

D(e)

0i—e;
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, el

min min -
i !w—m[(e( D(GJU)

Da expressio (A.8), agora, temos que

1
m 2
. |ri|” |Re|l—=———
I,},I = Zt—ll .tl [D(]./p;)]
— m 2
D imy Imil
< max Re[;]
o D(1/p;)
1
= |Re[———
D(1/p;)
74 L (A.14)
= DA/’ '
para algum j, 1 < j <m. Com esta expressao e (A.13) podemos escrever
‘ 1
fim 22 < lim D(1/p;) 5 (A.15)
r—1 gy r—1 . . 1
miln |u£%:f2.ai D(Cj""')

Para qualquer valor de £;, onde j é o mesmo de (A.14), uma vez que, para qualquer 4,
|1/D(e?)| tende a infinito quando r tende a 1, sempre podemos escolher os demais &; (isto

&1 # j) de tal modo menores que &; que

2 2

1 1

i : : _ _ . A.16
rl_IE(} miln |w~r—1£.?1:]?:£¢ D(BJM) |W‘B.:|I‘ICEJ' D(cjw) ’ ( )
de onde segue
I 1
i 72 2 T D(1/p;) , (A.17)
r1 gy r—1 . 1
min |———
lw—05]<e; | D(e3«)

para qualquer ¢; tal que 0 < g; < ;. Agora, uma vez que as raizes de D(z) estao fora do

circulo unitdrio ¢ 1/p; estd dentro do circulo unitério, para qualquer r podemos escolher um
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€; suficientemente pequeno de modo que

‘ 1
lim D(l/p")l <1, (A.18)
|w301;|126j D(ejw)
e, portanto,
} 1
lim 22 = lirn-u————D(l/pj)2
r—1 gy r—1 1
D(1/p;)
i 1
= dmr
D(1/p;)
= 0, (A.19)
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Apéndice B

Lista dos principais simbolos

empregados

A seguir estd uma relagio dos principais sfmbolos usados no trabalho. Estdo indicados

também o item e a pdgina do trabalho no qual cada simbolo é definido.

A(z)=14+a1z+... +ayz™ : polinémio usado como denominador de ﬁ[(z), Item 2.2.2, p.

31;

A(2) = 2M A(27") : polinémio obtido invertendo a ordem dos coeficientes de A(z), Item 3.4.2,

p. 145;

Ap(2P) =1+ ap12” + ... + apyz”™ : polinémio usado como denominador de H(z) na forma,

polifdsica, Item 4.2.2, p. 189;
Ap : matriz de estados da descrigdo no espaco de estados de H;(z), Item 4.1.1, p. 180;
b, : vetor da descri¢ao no espago de estados de Hj(z), Item 4.1.1, p. 180;

B(z) =bg+biz+ ...+ byz™ : polinédmio usado como numerador de f[(z), Item 2.2.2, p.

31;

Bp(z) = bpo+bpiz + ...+ bppu2P™ : polindmio usado como numerador de H(z) na forma

polifdsica, Item 4.2.2, p. 189;

C(z) =co+c1z+4 ...+ cy,2™ : polinémio usado como numerador de H(z), Item 4.1.1, p.

179;
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Ci(z) : numerador de H;(z), Item 4.1.1, p. 181;

Cp(z) = cpo+cpiz+ ...+ cppm,2PMe : polindmio usado como numerador de H(z) na forma

polifdsica, Item 4.1.1, p. 181;
C : matriz de controlabilidade, Item 3.1.1, p. 128;
C(z) : vetor de fun¢des de controlabilidade, Item 2.2.2, p. 31;

D(z) =1+diz+... +dpy,z" : Polinémio usado como denominador de H(z), Item 4.1.1,

p. 179;

Dp(2P) =1+4dp12° + ... +dpp,2PMe . Polindmio usado como denominador de ﬁ(z) na

forma polifgsica, Item 4.1.1, p. 181;

8, 6 : valores medido € estimado da velocidade de convergéncia local (em db/iteracao), Item

2.7.1, p. 104;
e(n) =y(n) — g(n) : erro de saida, Item 1.4.1, p. 13;

(n), {(n) =0: erro de aproximacao, Item 1.4.1, p. 12;

B,
S
I
td\
E
I
=
S
Il
2y
)
I
<)

€(n) = P(2)e(n) : erro de saida filtrado, Item 2.2.1, p. 29 ;

¢, (n), @y(n) : vetores usados na definicio de R(w), Item 2.2.1, p. 32 e p. 33, respectiva-

mente;

®p,1(n), @py(n) : vetores usados na definicio de Rp(w), Item 4.3.1, p. 196 e p. 197,

respectivamente;

®(n) : vetor dos modos normais da aproximagao local do algoritmo de adaptagcéo, Item 2.2.4,

D. 42:
¢m : elemento de @(n) associado a A, Ttem 2.2.4, p. 46
F(z) = Q(z) — 2R(2)H(z) : funcéo auxiliar, Item 2.6.1, p. 71;
Fp(2) = Qp(2) — 2°PRp(2*)H(z) : fungdo auxiliar, Item 4.3.4, p. 202;

lg(2)||” : superficie de erro reduzida, Item 3.2.3, p. 135;
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hy : k-ésimo termo da resposta ao pulso unitério da [-ésima fase da expansao polifdsica de

H(z), Item 4.1.1, p. 180;
H(z) : funcdo de transferéncia do sistema sendo modelado, Item 1.3, p. 9;
f[(z) : funcao de transferéncia do filtro adaptativo, Item 1.4.1, p. 13;
Hi(z) : funcdo de transferéncia da fase ! da expansao polifésica de H(z), Item 4.1.1, p. 179;
H, H,, : matriz Hessiana do erro de saida, Item 3.2.1, p. 137;
k1 =lim,_,; 1/ ||D(z)||2 : limite superior para o, Item 2.6.4, p. 78;
A; ¢ autovalor de R(w?), Item 2.2.3, p. 40;
Am : autovalor de R(w") com menor parte real, Item 2.2.4, p. 46;
A : matriz dos autovalores de R(w"), Item 2.2.4, p. 42;
@ passo de adaptagao do algoritmo, Item 2.2.1, p. 29;
m : nimero de polos de H(z) préximos & circunferéncia unitéria, Item 2.6.4 p. 78:
v; : ralz de D(z), Ttem 4.1.1, p. 181;

Va.i(n, w) = de(n, w) /0w, : derivada em relacio ao parmetro w; do erro de saida, con-

siderando os pardmetros de I:j(z) fixados em w, Item 2.3.1, p. 50;

Va(n) : sinal usado para compor ¥(n); Va(n) = §(n)/A(z,n) no caso do algoritmo RG, Item
2.3.2, p. 53; Vq(n) = y(n)/A(z,n) no caso do algoritmo SMM, Item 2.4.1, p. 61;

Vpa(n) : sinal usado para compor ¥p(n); Vpu(n) = §(n)/Ap(z?,n) no caso do algoritmo
RG, Item 4.2.3, p. 190; Vpa(n) = y(n)/Ap(z*,n) no caso do algoritmo SMM, Item
4.2.3, p. 191;

Vy(n) = u(n)/A(z,n) : sinal usado para compor 1(n), Item 2.3.2, p. 53;
Vrp(n) = u(n)/Ap(2P,n) : sinal usado para compor ¥ p(n), Item 4.2.3, p. 190;
Pm, |Pm|: vetor de P associado a Ap, ; 0 vetor dado pelo médulo dos elementos de py,, Item

2.2.4, p. 47 e p. 48, respectivamente;
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P(z) : filtro do erro de saida, Item 2.2.1, p. 29;

P : matriz dos autovetores de R(w"), Item 2.2.4, p. 42;

Q(z) : func¢do auxiliar, Item 2.6.1, p. T1;

Qp(z) : fungao auxiliar, Item 4.3.4, p. 202;

R(z) : fungéo auxiliar, Item 2.6.1, p. 71;

Rp(z) : fungao auxiliar, Item 4.3.4, p. 202;

R(w), R'(w) : matriz de estados da ODE, Item 2.2.1, p. 33;
Rp(w), R, (w) : matriz de estados da ODE, Item 4.3.1, p. 197;
7 : raio de polo de H(z), Item 2.6.4, p. 77;

P(n) : vetor de adaptagao do algoritmo, Item 2.2.1, p. 29;
Pp(n) : vetor de adaptagio do algoritmo para estrutura polifdsica, Item 4.2.3, p. 192;

Su(z) = Y52 oo Elu(n)u(n + k)]z* : densidade espectral de poténcia de u(n), Item 1.5.1, p.
20;

Omax, Omin © Valores singulares maximo e minimo de R(w"), Item 2.6.1, p. 71;
01, 03 : limites inferiores para .y, Item 2.6.4, p. 75;

gy : limite inferior para op.y, Item 2.6.4, p. 76;

04 : limite inferior para gy,,, Item 2.6.5, p. 80;

0 : limite inferior para omayx, Item 2.6.5, p. 81;

06 : limite inferior para omay, Item 2.6.5, p. 82;

8(n) : vetor de parametros da aproximagao local do algoritmo de adaptacio, Item 2.2.3, p.

37,

u(n) : sinal de entrada do sistema sendo modelado H(z) e do filtro adaptativo [ (2), Item

1.3, p. 9;
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v(n) = F(z)u(n) : sinal auxiliar, Item 2.6.1, p. 71;

v1, Vg, vz : velocidades de crescimento dos limites inferiores de oyax, Item 2.6.4, p. 77;
V(z) : complemento passa-tudo de C(z), Item 3.1.2, p. 130;

w(n) : vetor de pardmetros de f(z) Item 2.2.1, p. 29;

wp(n) : vetor de pardmetros de I?(z) na forma polifdsica, Item 4.2.3, p. 192;

w" : vetor de pardmetros de H(z), Item 2.2.1, p. 30;

wp 1 vetor de pardmetros da expansao polifdsica de H(z), Item 4.3.4, p. 203;

=t

(n) =w* —w(n) : erro de pardmetros, Item 2.2.1, p. 32;

w(t) : vetor de pardmetros deterministico da ODE usado para aproximar w(n), Item 2.2.1,

p. 29;

y(n) = H(z)u(n) + {(n) : sinal de saida do sistema modelado acrescido de ruido de medida

¢(n), Item 1.3, p. 9;

Y'(n) = H(z)u(n) : sinal de saida do sistema modelado néo acrescido de ruido de medida,

Item 2.2.2, p. 31;

jn)=H (z)u(n) : sinal de saida do filtro adaptativo, Item 1.4.1, p. 13;

¢(n) : ruido de medida que é acrescido & saida y'(n) = H(z)u(n) do sistema sendo modelado,

Item 1.3, p. 9;

Ck(2) : fungdo usada na andlise SVD de [g(2)||?, Ttem 3.4.1, p. 142;
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