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RESUMO

Superficies dicréicas (ou seletoras de freqii€ncia) sdo estruturas formadas por elementos
metélicos, ou aberturas numa superficie metélica, distribufdos periodicamente sobre
uma superficie, exibindo um comportamento reflexivo numa faixa de freqiiéncia e
transmissivo em outra. Devido a esse comportamento, essas estruturas possuem
inimeras aplicagGes, numa ampla faixa do espectro eletromagnético, tais como
sub-refletores de antenas "dual-band", radomes, polarizadores e espelhos para laser.

Analisaram-se neste trabalho métodos computacionais utilizados atualmente na
determinagdo da resposta em freqiiéncia dessas superficies e, além disso,
implementou-se um programa computacional que permite a anilise de uma classe
variada de estruturas. Utilizou-se nessa implementagio o método de Galerkin aplicado
no dominio espectral, com fungdes de base de dominio completo e de subdominios.

Investigaram-se também diversos aspectos relevantes nessa formulagdo, como a
convergéncia da somatéria dos modos de Floquet e o fendmeno da convergéncia
relativa. Por fim s@o apresentados diversos resultados que demonstram a eficiéncia do
programa implementado e que, além disso, evidenciam algumas das aplicagGes para
essas superficies.



ABSTRACT

Dichroic surfaces or frequency selective surfaces (FSSs) are structures that comprise
periodically arranged metallic patch elements, or aperture elements within a metallic
screen, and that exhibit a reflexive or transmissive behavior depending on the frequency
of the incident electromagnetic wave. Due to that behavior, those structures find several
applications, ranging over much of the electromagnetic spectrum, such as subreflectors
of dual-band antennas, radomes, polarizers and mirrors for lasers.

In the work presented here, numerical methods presently used in the determination of
the frequency response of those surfaces were analyzed, and a computational program
for analyzing a wide range of structures was implemented. In this implementation the
Galerkin method was applied in the spectral domain, using entire domain and
subdomain basis functions.

Some important aspects of this formulation were also investigated, such as the
convergence of the Floquet modes summation and the relative convergence
phenomenon. Some results are also presented, showing not only the efficiency of the
implemented program but also some possible applications.



1 INTRODUCAO

Superficies seletoras de freqiiéncia (FSS em inglés), ou superficies dicréicas, sdo
estruturas formadas por elementos metélicos (ou aberturas numa superficie metilica),
arranjados periodicamente sobre uma superficie, que exibem um comportamento
altamente reflexivo numa faixa de freqiiéncia e altamente transmissivo em outra,
funcionando portanto como um filtro para ondas eletromagnéticas que sobre ela
incidam. Geometrias tfpicas desse tipo de estrutura estio mostradas na figura 1.1. Essas
estruturas metdlicas podem ter ainda um substrato ou superstrato dielétrico para sua
sustentagdo, e podem também ser cascateadas, formando estruturas multicamadas, A
determinagdo das bandas de reflexdo e transmissdo dessas estruturas € feita através da
aplicagdo de algoritmos computacionais, que devem ser eficientes e versiteis,
permitindo assim a anélise de uma classe ampla de estruturas.

Historicamente, o entendimento dos principios envolvidos no comportamento
dessas superficies evoluiu da investigagio do fendmeno optico da difragdo por
reticulados peri6dicos, usados para a decomposicio de um feixe de luz nio
monocromdtica em suas componentes espectrais. A descoberta desse fendmeno &
relatada por RITTENHOUSE apud MITTRA et al.@®

De uma forma qualitativa, o comportamento dessas estruturas depende tanto da
configuragio de cada elemento como do espagamento entre eles. No caso das estruturas
formadas por tiras metélicas, estas serdo predominantemente reflexivas em freqii€ncias
préximas das ressondncias de seus elementos, ou seja, aproximadamente quando o
tamanho destes for um miltiplo inteiro de meio comprimento de onda, sendo a
periodicidade da estrutura responsdvel por modificagbes na resposta espectral do

elemento isolado.
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figura 1.1 - algumas células tipicas de FSS’s



Para comprimentos de onda maiores que o maior perfodo da estrutura®’, uma
resposta espectral diretamente associada & geometria do elemento pode ser observada.
Para comprimentos de onda menores, comegam a aparecer ondas eletromagnéticas
difratadas em um nimero discreto de diregdes, sendo esse niimero cada vez maior para
comprimentos de onda cada vez menores. Finalmente, quando o comprimento de onda
tende a zero, a fragdo de poténcia transmitida pela estrutura aproxima-se da relagdo
entre a 4rea ndo metalizada e a drea metalizada da superficie.

As aplicagdes das superficies dicréicas sdo inimeras, cobrindo uma ampla faixa
do espectro eletromagnético. Na faixa de microondas, as propriedades dessas superficies
podem ser usadas para fazer uso mais eficiente de antenas com refletores, como
mostrado na figura 1.2. Nessa aplicagdo, uma superficie seletora de freqiiéncia é
utilizada como sub-refletor da antena, sendo altamente reflexiva na freqiiéncia de
operagdo do alimentador Cassegrain. Um segundo alimentador, operando numa faixa de
freqiiéncia diferente, é colocado no foco primério da antena, sendo o sub-refletor
transparente nessa faixa. Dessa forma uma mesma antena consegue operar em duas
faixas distintas de freqiiéncia, diminuindo-se assim os custos de um sistema desse tipo.
AGRAWAL; IMBRIALE® descrevem o projeto e implementagdo de um sistema desse
tipo, operando nas faixas de 13-15 GHz (banda Ku) e 2.0-2.3 GHz (banda S).

Um outro exemplo do uso dessas estruturas na faixa de microondas, € no projeto
de radomes, como sugerido por LEE®». Superficies dielétricas sdo muito utilizadas
nesses casos, mas elas apresentam o inconveniente de n3o serem eletricamente
transparentes, podendo as vezes diminuir drasticamente a poténcia transmitida. Com a
utilizagdo de uma superficie dicréica colocada entre duas camadas de dielétrico, a
estrutura pode ser sintonizada na freqii€ncia de operagdo da antena, aumentando muito a

sua eficiéncia de transmissao, e além disso aumentando sua resisténcia mecinica.

*Apenas para o caso de incidéncia normal. Para incidéncia obliqua comecam a aparecer ondas difratadas em comprimentos de ondas matores,
iguais ao dobro do maior periodo da estrutura no caso de incidéncia rasante.
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Na faixa do infravermelho estruturas dicréicas sdo utilizadas como polarizadores,
espelhos para aumentar a eficiéncia de lasers e sensores infravermelhos, dentre outras
aplicagdes, como as relatadas por ULRICH e DURSCHLAG; DETEMPLE apud
MITTRA et al.®®, Também na faixa da luz visfvel e inicio do infravermelho superficies
seletoras de freqii€ncia foram propostas por HORWITZ¢# para aumentar a eficiéncia de
células solares.

Além das aplicagdes citadas anteriormente, muitas outras podem ser encontradas
na literatura (por exemplo os artigos de CAHILL; PARKER®, FRANCHI;
MAILLOUX®, JOHANSSONt¢, JOHANSSON et al.0n, SCHENNUM®» ¢ YOUNG et
al.®”), tornando clara a grande importincia do estudo de tais estruturas, de forma a
obterem-se¢ métodos eficientes de andlise ¢ de sintese dessas superficies. Por esse
motivo, o objetivo deste trabalho foi o estudo dos métodos utilizados na anilise
computacional de superficies seletoras de freqii€éncia, bem como a implementagio de
uma rotina que permitisse a determinagio das caracteristicas de reflexdo e transmisso
de uma dada classe de estruturas, especificamente as que possam ser decompostas em
tiras metalicas retangulares.

Diversos autores tém, nos ultimos anos, apresentado métodos computacionais para
a andlise de superficies dicréicas, utilizando-se ou do método dos momentos ou do
método iterativo do gradiente conjugado. CHEN® analisou o caso de tiras condutoras
retangulares através do método dos momentos, utilizando fung¢bes de base senoidais
(que ndo obedeciam a condi¢do de gume), com a estrutura imersa no vicuo. Também
MONTGOMERY® em 1975 utilizou uma formulagio semelhante para estudar o
problema de tiras retangulares sustentadas apenas por um substrato dielétrico.

LEE® estudou o caso de estruturas formadas por tiras metélicas, formando uma
grade, e considerando-a sustentada por um substrato e/ou superstrato dielétrico e seus
resultados mostraram-se bastante interessantes para o projeto de radomes. Tratando o

problema no domfnio espectral ele, como proposto por MITTRA®, adotou o critério da



convergéncia relativa para determinar a relagdo entre o niimero de modos a ser utilizado
na expansio do campo espalhado ¢ o nimero de fungdes de base. A validade desse
critério, entretanto, permaneceu um pouco obscura durante algum tempo.

Em 1972, MEIXNER® descreveu em seu artigo o comportamento assintético que
os campos elétrico € magnético devem apresentar préximo a gumes (bordas da tiras
condutoras, por exemplo). Com base nesse estudo BUTLER® em 1985 apresentou uma
solugdo para o problema de fendas e tiras metélicas, excitadas por ondas TE ¢ TM, em
termos de polindmios de Chebyshev multiplicados por uma fungdo que apresentava a
condigdo de gume apropriada. Dessa forma, essas mesmas fung¢des, ou formas similares,
puderam ser utilizadas na expansdo da distribuigdo de corrente em tiras retangulares,
como feito por exemplo por UCHIDA et al.®”, se bem que apenas para o problema
bidimensional. MITTRA et al.*® também apresentam fungdes similares para problemas
tridimensionais.

Para geometrias mais complexas outras fungdes tém sido propostas, como € o caso
de estruturas formadas por dipolos cruzados ou cruzes de Jerusalém, para as quais
TSAO; MITTRA®® propuseram a inclusdo de certas fung¢bes que levassem em conta a
descontinuidade da corrente na jungdo das tiras. Essas fungdes, no entanto, apresentam
certos problemas quanto a convergéncia, como serd mostrado no capitulo 4.

Também para estruturas formadas por anéis circulares finos PARKER;
VARDAXOGLOU®, em um artigo de 1985, propuseram fungdes com variagdo
senoidal em fungdo da posigdo angular e constantes na diregiio radial. Essas fungdes
também ndo satisfazem a condigdo de gume.

No caso de estruturas mais genéricas, no entanto, torna-se necessiria a
decomposi¢do da distribui¢do de corrente em um grande nimero de fungdes, definidas
cada uma em uma pequena regido de cada elemento. S3o as chamadas "subdomain basis
functions”, introduzidas no estudo de superficies dicréicas por CWIK; MITTRA®, que,

devido 2 ordem elevada do sistema obtido, utilizaram o método do gradiente conjugado



a0 invés do método de Galerkin. Além disso, como forma de acelerar as somatérias que
aparecem ao se tratar o problema no domfnio espectral, eles propuseram a utilizagdo do
algoritmo da FFT, dada a forma que essas somatérias assumem neste caso.

Apesar dessa grande variedade de fungdes propostas e utilizadas, o problema de
quantos modos utilizar para um certo nimero de fungdes de base s6 foi um pouco mais
esclarecido em 1987 por JOHANSSON¢® ¢ depois por WEBB et al.®® em 1990, que
acabaram com o mito da convergéncia relativa. Mesmo assim,. esses autores nio
esclareceram totalmente por que certos problemas parecem apresentar esse fendmeno,
como no caso das fungdes apresentadas por TSAOQ; MITTRA®® para o problema dos
dipolos cruzados.

Dessa forma tomou-se como uma segunda meta para este trabalho, estudar sob que
condigdes as somatérias obtidas pela aplicagio do método de Galerkin 2 anilise de
superficies dicréicas apresentam convergéncia, e porque em alguns casos parece ocorrer
a chamada convergéncia relativa.

Assim no trabalho a seguir, € apresentada e deduzida no capftulo 2 uma
formulagdo que permite a andlise de estruturas dicréicas infinitas, formadas por
elementos condutores perfeitos, distribufdos periodicamente sobre um plano, podendo
essa estrutura estar sustentada por um substrato e/ou superstrato dielétrico. Com essa
andlise podem ser obtidos os campos espalhados por essa estrutura quando da
incidéncia de uma onda eletromagnética plana, bem como a distribui¢do de corrente em
seus elementos.

No capitulo 3 € apresentado o método dos momentos, que foi utilizado para a
solugdo da equagio obtida. E discutido entdo o problema da escolha das fungdes de base
adequadas, bem como € apresentado o conjunto de fungdes escolhido para o problema

especifico de tiras retangulares.



No capftulo 4 € discutido o problema da convergéncia das somatérias obtidas com
a aplicagdo do método dos momentos, bem como sfio apresentados alguns métodos que
permitem acelerar essas somatérias. Alguns resultados evidenciando esse problema sio
entdio apresentados ¢ analisados.

No capftulo 5 sio entdo apresentados alguns resultados obtidos com o programa
implementado, comparando-os com resultados relatados por outros autores e com
alguns resultados experimentais. A implementagdo, em linguagem de programagio
FORTRAN, foi feita numa estagdo de trabalho PROCEDA 53‘70 e também num
computador VAX 8800.

Finalmente no capftulo 6, € apresentada a conclusdo do trabalho, discutindo-se
entdo a eficiéncia do método, e possiveis formas de melhor4-lo. Sdo discutidas também
as alteraghes necessdrias para tratar outras classes de superficies dicréicas, como por
exemplo com tiras circulares, com perdas nos condutores e dielétricos, estruturas

multicamada, estruturas n3o planas e superficies finitas.



2 EQUACIONAMENTO

A estrutura a ser considerada nesta anélise, e mostrada na figura 2.1, é formada
por elementos condutores, de espessura infinitesimal, arranjados periodicamente
segundo duas diregdes (s, € s,), que formam um #ngulo Q entre si, sobre um plano
infinito correspondente ao plano z=0 do sistema de coordenadas adotado, e repetindo-se
com periodo a na diregdo s, (que coincide com o eixo x) e b na diregio s,

Esses elementos condutores poderfo estar soltos no espago ou sustentados por um
substrato e/ou superstrato dielétrico, de espessuras e permissividades relativas
arbitrdrias. A figura 2.2 mostra essa situagdo, onde temos o espago dividido em 4
regides:

_regido 1 (de z=0 a z=d,), que corresponde ao superstrato, com permissividade
relativa .

-regido 2 (de z=-d, a z=0), que corresponde ao substrato, com permissividade
relativa € ,.

_regido 3 (de z=d, a z=c), onde se propagam a onda incidente e as ondas
refletidas, com permissividade relativa igual a 1.

_regido 4 (de z=--0 a z=-d,), onde se propagam as ondas transmitidas, com
permissividade relativa também igual a 1.

No tratamento utilizado serd suposta a incidéncia de uma onda eletromagnética
plana, transversal elétrica (TE) ou magnética (TM) em relagio ao plano de incidéncia,
segundo um angulo 6 em relagdo & normal (eixo z) € um dngulo ¢ em relagdo ao eixo x,

conforme mostra a figura 2.3.



figura 2.1 - Geometria de uma FSS
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Esse campo incidente pode portanto ser escrito como”:

E'(x,y,z) =E,- expljK,(send cos ¢x + senOsendy + cos 6z)] (2.1a)

onde:

~sen¢f + cos ¢y TE

cosOcos¢f +cosBsendy —sen0f TM (2.1b)

2n 2nf f=freq. da onda
L VO ¢ =vel. de propag. no vacuo

Pretende-se, através da andlise apresentada a seguir, determinar uma equagio
relacionando a densidade de corrente nos condutores com o campo elétrico por ela
espalhado. Impondo-se entdo as condigdes de contorno adequadas chegaremos a uma
equagio cuja dnica incégnita serd essa densidade de corrente. O método utilizado para a
solugdo dessa equagdo serd apresentado no capitulo 3. Resolvida essa equagdo, o campo
espalhado, e portanto os coeficientes de reflex@o e transmissio, podem ser determinados

a partir das expressdes obtidas.

2.1 Estrutura Periédica no Vacuo

Vamos inicialmente considerar a estrutura, formada pelos elementos condutores,
imersa no vécuo, deixando a andlise dos casos com substrato ou superstrato dielétrico
para a se¢do 2.2. A incidéncia de uma onda plana sobre essa estrutura provoca o

aparecimento de uma distribuigdo de corrente J(x,y) que por sua vez gera um campo

*As grandezas J, E, A, efc. s8o todas fasoriais, com o termo e=suprimido por convengso.
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eletromagnético denominado campo espalhado. Note-se que essa distribuigdo existe
somente no plano z=0 nas diregdes dos eixos x efou y e apenas sobre os elementos
condutores.

O potencial vetor magnético, (3*) * € dado entdo, de acordo com MARIOTTO®=,

por:
- M J‘ J‘T(E Y) =ik
Bya)=y | | =377
S = plano(z = 0) r=N@-XV+(y-y)+z’
K, =permeabilidade magnética do vicuo
ou

A(x,y,2) =y G(x,y,2)*T(x,y) (2.2)

sendo "*" o operador convolugdo nas varidveis x ey, €
e—jKoqxz‘f yz+zz
G(x,y,2)=41f\JT_ﬁ (2.3)
X' +y'+z

Lembrando agora que no vécuo, conforme apresentado por KRAUS; CARVER®,

temos:

S
]

—VxA

VxH = joeE

*O superscrito " indica campo espalhado @ 0 * campo incidente.
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onde w=2nf e €,= permissividade do v4cuo, temos que:

Vx(VxA*) = joeuE* (2.4)

Nesta andlise trabalharemos no domfnio espectral, adotando-se o seguinte par

transformado de Fourier:

Fap= [ [TFayee iy (2.5a)

L ("(z jlox+By)
Fay)=, KZL LF(a,B)e dodp (2.5b)

Dessa forma, aplicando-se o teorema da convolugio, apresentado por LATHI®®,

em (2.2):

A*(@,B,2) = o G (@B) T(t,B) eV +F Rl (2.6)

( ) 2 Q(XZ-FBZ—KO ( )

Aplicando-se a transformada de Fourier (2.5a) 4 expressdo (2.4), e substituindo-se

nela a expressdo (2.6) obtém-se (ver ANEXO A):

E¥(0B,z) = G,,(0.B) T(0B) €™ N B Kl | (2.8)

*0 superscrito ~ indica fungéio transformada segundo Fourier,
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onde

G, G

o x
GSJ(avB) = G)'X GD'
G, G,
com
Ki-of . KB .
G, =— G(a, G, =— G(a,
== s (o) "= ey (0uB)
-aff -
ny = ny = Ec(avﬂ)
Fjaol+ B2 —K2 . FipVol + 2 -KZ .
G.= : G(0,B) G,= . G(a,B)
JWEy J &
sinais superiores para 2>0.

Temos, assim, uma expressio que relaciona diretamente a distribuigdo de corrente
na superficie com o campo espalhado.

Sendo a superficie composta por "células” que se repetem periodicamente, e
supondo-se a incidéncia de uma onda plana, temos que as distribuigSes de corrente de
todas as c€lulas devem ser idénticas, a menos de uma diferenga de fase que depende do
angulo de incidéncia. Ou seja, supondo-se uma das células com distribui¢do de corrente

T(x,y) temos que:

Tix,y)= Y 3 {To(x ~ma —nbcosQ,y —nbsen)

m=—opn =—oc

JKsen®[(ma + nb cosQ)cos § + (nbsenfd)send)
4

}

0uon

*8(.) = fungio impulso de Dirac.
*Serdo omilidos o6 indices das somatdrias de - & +eo por simplicidade de nolago.
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T(x,y) =T o(x,y)* T{8(x —ma —nb cosQ)

&y — nbsenS)e” "R ey (2.9)

e portanto (ver ANEXO B):
4
J(o,B) = To(a,B) - — m% Sa-a,) &B-P,.) (2.10)

onde

o, =2—Zm—+Kosenecos¢

2

B = bs::Q 2% cot2 +K,senBsen¢

Dessa forma, substituindo-se (2.10) em (2.8):

S Gy Tty B e Vo PRl

absenQ ma

E(a.B,z)= a-o ,B-B,) 2.1la)

e antitransformando-se;

) G3.2(am’ﬁ,,,,.) To(am,ﬁ,,,,,) ej(u'"H ,,y)—m 2l

absenQ mn

E'(x,y,z) = (2.11b)

A cada valor de m e n nessa expressio corresponde uma onda plana. Para os casos
em que K22o =B 2 (2.11b) corresponde a uma onda plana propagando-se com um
angulo 6’ em relagdo ao eixo z e um dngulo ¢’ com o eixo x, afastando-se do plano z=0,

onde :
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2 2 .

mn ’ o, ’ 'mn
VI VR 2.11c)
K K o? + B2, ol + B

cos®' =4\ [1-

Para m=n=0 6’=6 e ¢’=¢, e portanto (2.11b) corresponde a uma onda plana na
mesma diregdo da onda incidente para z<0, € a uma onda refletida com um angulo igual
ao de incidéncia para z>0.

Para K <o, 2+B_2, teremos termos da forma: exp(-v/o@ +pL -~ k212 b, ou seja uma onda
evanescente que decai exponencialmente com |z].

A expressio (2.11) nos permite entio determinar o campo espalhado pela
estrutura, conhecida a densidade de corrente em uma de suas células. Esta densidade
serd, portanto, a nossa incégnita, cuja determinagdo serd feita impondo-se as condigdes
de contorno adequadas no plano z=0.

Tomando-se entdo apenas a componente do campo elétrico espathado tangencial

ao plano z=0, temos:

N OB T B Mo B-B)  (212)

absenQmn

Ej(p) =

onde G,, (o) € a matriz quadrada de ordem 2 formada pelas primeiras duas linhas da
matriz G,,(a.,3).

Devemos entdo determinar J,(o.f) tal que o campo tangencial espalhado (£%) mais o
campo incidente () seja nulo sobre os condutores, e de tal forma que essa distribuigdo
de corrente restrinja-se apenas as dreas com condutor € obedega a condigdo de gume
adequada. Para isso vamos tomar a transformada de Fourier da expressio da

componente tangencial ao plano z=0 do campo incidente (2.1a):

E(a,p)=E,,, - 4n°8(a — K,sen0 cos 9,8 — K ,senBsend) (2.13)
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onde E,,, refere-se épcnas as componentes x e y de E,,.

Vamos definir, entdo, uma fungdo T(x,y) que tenha valor unitdrio para pontos (x,y)
sobre o material condutor da c€lula centrada na origem, ¢ que seja nula em todos os
outros pontos. Impor-se, entdo, que o0 campo tangencial total sobre os condutores € nulo,

equivale a:

E\x,y)-T(x,y)=-Ej(x,y)-T(x.y) (2.14a)

ou seja:

E(oB)*T (o, B) = —E (e, B)*T(cr,B) (2.14b)

Esta € entdio a equagdo, que juntamente com as condigdes impostas a distribuigdo

de corrente, serd resolvida pelo método dos momentos apresentado no capitulo 3.

2.2 Estrutura Periddica com Substrato e Superstrato Dielétrico

Iremos agora analisar o caso de estruturas com substrato ou superstrato dielétrico.
Vamos determinar a fung@o que relaciona a distribuigdo de corrente induzida na
superficie z=0, com o campo por ela espalhado. Para isso consideremos a seguinte

distribuigio de corrente no plano z=0:

T(x,y)=e" P (2.15)



z=d,

z=0

z=-d,

E;

regido 3 -g =1

regiaol -g=¢,

J = e Kaaepy)

regido 2-€= &,

regidio4-¢g=1

figura 2.4 - Campo espathado

(as setas indicam os sentidos de propagagao das ondas)
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Referindo-nos a figura 2.4, chamaremos de E; o campo elétrico na regido i e
analogamente para o campo magnético H..
A aplicagdo das equagdes de Maxwell, na forma fasorial, como apresentadas por

KRAUS: CARVER®®, conduz s seguintes equagdes, para meios homogéneos:

V.E=0 V-H=0
VE, =—jOUH ; VxH, = jogE,

Calculando-se o rotacional das duas tltimas equagdes e substituindo-se os

respectivos divergentes chega-se a:

VE,=—KE;, e VH=-KH, (2.16)

onde

K.':m‘j@

Como as propriedades do meio ndo variam com x ou y, a dnica dependéncia com
relagdo a essas varidveis € uma defasagem do tipo expresso em (2.15), de forma que

para qualquer grandeza M, temos:

M M

o IM =jBM
M 2 M,
T o™ =M
ox? e dy? g

Portanto, a aplicagdo de (2.16) leva, para cada uma das componentes dos campos

elétrico e magnético, a equagdes do tipo:

o'M
57 (o +B* - KM



cuja solugdo € dada por:

M=

(M+e_ fu’+ﬂ‘-K,?z + M_e‘\’a2+ﬁz—Kizz) . ej(o.r +By)

Vemos que a expressdo acima € a soma de duas ondas planas propagando-se na
dire¢do (8, ¢) em coordenadas esféricas, a primeira indo no sentido positivo de z, € a

segunda no negativo; com:

Q B
Cosh = ———= senp =———=
."a2+B2 4((12_‘_[32
2.17)
K?—o?—?
cos 6, =———B K2 o+
K;
o + 2 K2
cos(-),-=—j——KB— K}<o?+p

Deveremos ter, entiio, para os meios 1 e 2, as seguintes expressdes para 0 campo

elétrico:

N JK|sen8, cos dx +5enO,sendy —c089;z
E,=(E;2+E,y+E;f)-e ( )
+(E;‘f + E;‘y + E;z" ] eJK;(-f‘"e,CN‘X +5en8;sendy +cosel.z)
(2.184)
i=12

*No caso de at+ K2, comesponde a duas ondas evanescenios, dacaindo ou crascando axponencialmenta com |z|, @ a expressdo para *cos 8
toma-8@ imagindria pura; sendo ainda vélidos lodos os resultados apresentados.
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e para os meios 3 e 4, obedecendo-se a condigdo de radiagdo, j4 que o plano z=0 ¢é a

tinica fonte do campo espalhado, teremos:

jKl-(.unel. cOS §x +senB sendy —cos 9..1)

E,=(ElR+Ey+Ef) e (2.18b)

jK'-(senB.. cos gx +sen, sendy +cosBiz)

E,=(Ef+EJ+Eyf) e (2.18¢)

Podemos escrever expressdes andlogas para 0s campos magnéticos, em fungdo de

coeficientes H;.
A solugdo do problema de determinagio do campo espalhado pela distribuigdo de
corrente 7, recai, portanto, na determinag@o dos coeficientes E;.

A aplicagio das equagdes de Maxwell as expressoes acima nos fornece entio:

V-E =0 (2.19a)
V.H =0 (2.19b)
VxH =joegE] (2.19¢)
VXET = —jouH,; (2.19d)

As equagdes anteriores ndo sdo linearmente independentes, conforme assinalado
por ORSINI; CAMARGO®, de modo que satisfazendo-se as equagdes (2.193) e
(2.19d), por exemplo, as equagdes (2.19b) e (2.19¢) estardo automaticamente satisfeitas.
As expressdes para os campos elétrico e magnético nos quatro meios deve

satisfazer também 2s condigdes de contorno nas interfaces entre dois meios":

*| ] indicam os indicas de maios adjacanies



E,=E,; E.=E; H, =H,;
_J X, .=1’ '=2
H.-H, ={ x.) I.J
oy 0 outras interfaces
gE, =gk, H,=H;

Como essas relagdes devem valer para todos os valores de x e y, devemos ter:

Ksen®, =K senb;

sen®; B ,e,-
senej_ €;

E facilmente demonstrével, também, que satisfazendo-se apenas s condigBes de

ou seja:

contorno das componentes X e ¥y, € 3s equagdes (2.19a) e (2.19d), as outras condigdes
de contorno estardo satisfeitas.
Definindo-se, entdo, as seguintes constantes:
Y: = jK;cos6;
Y. = jK;sen0,cos ¢
Y, = jK;sen0;send
temos de (2.19a) que:

_ Yt E,
%

E:

(2.20)



e de (2.19d):
HE = +[(Y] - Y!)sen¢ cos OEZ + (Y] cos’ § + ¥/ sen’))E,;]
H;; = +H[(Y* - Y)send cos OES — (Y 'sen o+ Y} cos’ O)E=]
onde:
€ :
Y: = '—'j(,l)—" ‘h = —-_i-
Yi JWHo

Das condigdes de contorno em z=0 temos:
+ - + -
E +E, =E,+E,
+ - + -
E +E, =E,+E,

H:l +H, = H:z +H,

H'\+H; —H},~Hy=-1

¢ substituindo-se (2.21) e (2.22) em (2.25) ¢ (2.26):

(V: = Y*)sendcos §(E], — E;) + (¥; cos’ ¢ + Ysen’0) (Ey, ~ E},) -
(Y] - YH)send cos Q(E;, — Epy) — (Y3 cos” ¢+ Yysen’§) (Ey, — E ) =0

(¥! = Y")sendcos§(E], — E;) + (Y!sen + Y} cos’ §) (E;, — E) -
~(¥; = Y} )sengcos §(E}, - Eyp) — (Yysen”p+ Y3 cos 0) (Ep - E) =1

(2:21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)



Analogamente para z=d,:

E+ 14, E— ndy E+ e"Yodl

xl x0

+ N S T
E, +E e =E}e

X

(Y;-Y )senq)cosq)( :leﬁ‘d' E.e" ‘)+

+ “I

HY " cos’ o+ senzq))( e —Ee neh )

= (Y —Y})send cos OE e ™+ (Yg cos’ 9+ Yysen’$)Ey e

(Y{ -Y})sendcos ¢( ;ledr‘ - E;,eY‘d‘) +

HY!sen’p+ Y} cos® ¢)( ;’le_"‘ -Ee 1 )

= (Y - Yg)sendcos OE e oh (Y2 sen’o + Y cos’ O)E,

e para z=-d,:

Ete™ + ELe ™ = B ™

E;zey’d2 + E'ze_'f’i’ = E;(,e-'{"d2

(Y;-Y )sembcosq)( " _E e *241)4.

HY! cos* ¢ + Yisen’) (E;zeyzd’ - E;zeﬂzd’) =

(Y2 — YPysencosOE e "~ (Y! cos b + Yysen 9)E e

24

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)



(Yf - Y})sencos ¢(E;2eyzd‘ - E;zeﬁzd’) +
+(Y,sen’p +Y; cos 4))( :287242 E;2e_7142) =

od'z

=—(Y, - -Y, )sen¢cos¢E,0e —(Yisen®¢p+Y; cos > O)E, (2.36)

Temos, entio, um sistema de 12 equagdes e 12 incégnitas, cuja solugéo fornece os
valores desejados (ver ANEXO C). Teremos entdo para 0 campo elétrico no plano z=0

as seguintes expressoes:

E(z=0)=(E,+Ee™ "™ = (Z° cos’ ¢+ Z"sen’p)e™

E,(z =0) = (E}, +E;)e™ ™ = (z° - Z")sen¢ cos oe™=

onde:
¢ =___1_ A =_1__
Y*+Y™ Y*+y*
Sy Yet +Ye cothyd,

YYe* + Yi* cothyd,

Y+ Y¢" cothy,d,

Y=y
Y + Y2 cothv,d,

Procedendo-se de maneira an4loga para uma distribuigio de corrente na diregéo y,
chegaremos a expressdes andlogas as anteriores, que relacionam a distribuigdo de
corrente com o campo, tangencial ao plano z=0, por ela espalhado, de forma que

pode-se escrever para uma densidade de corrente do tipo:



a j(ox +Py)
VX +J,y)e’ Y

a seguinte expressdo para o campo elétrico no plano z=0:

E(z=0)] _ Jel jaespy
[ B = 0)] = Gm(a,B)[ Jy]e 2.37)
sendo
G. G,
G, (0,B) =[G G } (2.38)
com

G_=2Z°cos’¢+2Z"sen’d
G,, =Z*sen’p+2Z"cos’ ¢

G,=G,=@Z° —Z")sendcosd

lembrando que:

o

__ B
W semp—\/&z—*_—ﬁ—2

cosh =

Como iremos trabalhar no domfnio espectral, uma distribuigdo de corrente

qualquer, J(x,y), pode ser escrita como:

7(:-)) = :‘%E; J:: f_:j(avﬁ)ej(m ﬂh)dadﬁ



onde J(a.p) é a transformada de Fourier da fungo distribuigdo de corrente. Ou seja
qualquer distribui¢io de corrente pode ser escrita como a integral de componentes

espectrais da forma apresentada em (2.15).
Como os meios sdo lineares, o campo espalhado, no plano z=0, serd dado pela

integral de suas componentes espectrais, obtidas de (2.37):

'S 1 (= 4 Jjlox +By
Eiwy) =53] | CasaPT@Be’™ P dadp

Ou seja

E: (avB) = G 2,2(a’ B) ) :7((1, B)

¢ a transformada de Fourier do campo espalhado tangencial ao plano z=0.
Sendo a distribuigdo de corrente periédica, temos, como em (2.12), a seguinte

expressdo para o campo espalhado, tangencial ao plano z=0, em fungio da distribuiggo

de corrente em uma célula, Jo(x,y):

Ei(ap)=

41t2 2 G-Z.Z(am’ﬁmn) ) 70((1'»1'[3»1.1) . 8((1 - am’B - an) (239)

absenQlma

O equacionamento torna-se, portanto, o mesmo apresentado na segdo 2.1,
logicamente com uma expressdo mais complexa para a matriz G,,. Deve-se notar que
também o campo incidente sobre o plano z=0 deve ser modificado, para levar em conta

a presenga dos dielétricos.



regido 3 - g =1

regido 1 -¢,=¢,

E; regido2-¢g= €,

2=-d,

regido 4 - g = |

figura 2.5 - Campo incidente

(as setas indicam os sentidos de propaga¢io das ondas)



A incidéncia de uma onda plana plana sobre a estrutura anteriormente descrita,
provoca o aparecimento de um campo elétrico incidente no plano z=0°. Esse campo
incidente é o resultado de miiltiplas reflexdes nas interfaces entre os diversos meios,
como mostrado na figura 2.5.

Consideremos, entdo, a incidéncia de uma onda plana, com campo elétrico de
amplitude unitdria dado pela expressdo (2.1). Vamos considerar inicialmente incidéncia
TE, com o campo elétrico na diregéo y.

Dessa forma a expressdo para a onda incidente fica:

E(x.y,2) =E;(x,y,z))? (2.40a)

com

TX Yy 1

E(x,yz)=e (z>d) (2.40b)

Como anteriormente, aparecerdo ondas nos diversos meios na forma:
TN -%E | o YEEHNY N2
E,=E5-e” W WiE, . e" "

i=12

TE+Y,Y - Yt

- - NIy

com expressdes andlogas para o campo magnético, que terd entdo componentes nas

diregdes y e z, valendo a seguinte relagdo, conforme demonstrou MARIOTTO®2:

E; E;
H.". =——-—-y‘ H", = _—-y‘
" Z o Z;

*Além, § claro, do campo espalhado pela estrutura metdlica, antariormenta cakculado em fungio da corrente induzida.



onde

Chamando-se de Z(z) a relagdo entre a componente y do campo elétrico ¢ a

componente x do campo magnético para um dado valor de z, temos que:

Z(—d)) =-Z,

pois na regido 4 h4 apenas uma onda se propagando, que satisfaz a essa relagdo. Como
deve haver continuidade das componentes tangenciais dos campos, Z(z) deve ser uma
fungdo continua de z. Dessa forma utilizando-se as relagdes acima, pode-se obter

facilmente o valor de Z(0), conforme feito por MARIOTTO®:

_ Z(d)~Zyanh(ydy)
A= e ZCay ann(ny) M

e também de Z({d,):

Z(0) - Z, tanh(y,d,)

Zd)=-2Z (2.41b)
‘ '~Z, +Z(0)tanh(y,d,)
definindo-se o coeficiente de reflexio na interface z=0 como:
E+
== (2.42a)
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e o coeficiente de transmissdo na interface z=d, como:

_ Eyl(dl)

T, =—
Ey(dl)

(2.42b)

¢ fé4cil mostrar, impondo-se a continuidade das componentes tangenciais dos campos,

como feito também por MARIOTTO®?, que:

Z(0)+2, 2-Z(d,)
) = T, = (2.43)
2(0)-2, Z(d)) -2,
Dessa forma, substituindo-se (2.40b) ¢ (2.42a) em (2.42b) temos:
T, "™ =E, () = Ene™ + T Eqe ™
e entdo
T,e Yodl
E‘ —
o1 7|dl+l-‘oe‘hdl
e de (2.42a):
Eq =Ty Eq
Substituindo-se (2.43) nas relagdes anteriores chega-se a:
,Yoe'lodl .
0 [V + %%+ (o + Ty coth Y, - (244a)

o
%D . senhy,d,



. ™

Ey = D - senhvd, [ = Yo% + (o — Y)Y coth Yod] (2.44D)
sendo D, dado por:

D = ('fo + 'ﬁ)'Yz cothy,d, + (’Y(z) + ’fl)’Yl cothy,d, +

‘*’(’Y‘: + 'fz)'Yo + 27, Y, cothy,d, cothy,d,

e, entdo, o campo elétrico incidente em z=0 ¢ dado por:

Ei(z=0)=(Eg+Ep)e”

E fécil mostrar, por simples rotagdo de eixos, que no caso do campo elétrico,

modo TE, incidir segundo um angulo ¢ em relagdo ao ¢ixo x, o campo incidente em z=0

sera:

El(z =0)=(E}+E;)e™ " - (~sen¢z +cos ¢y) (2.45)

Aplicando-se raciocinio andlogo para incidéncia no modo TM, chega-se a:

E. e cose, 2+, + (¥ + Y)Y, coth v,d,) (2.46a)
= CO 5
o=y \/;::-senh'yl 4, A (S Ml el 941 Y2

Yoy
R Y€ ' 'cosB . .
Eq= “— [ — oY, + (Yo — V¥, Coth 1, (2.46b)

D - \/t?, -senhv,d,



sendo D, dado por:
D= (’Y(z) + ﬁﬁz cothy,d, + ('Yzo +-Y;)'—Y1 cothyd, +
+(?1l + ?2)70 +2Y,Y, Yo cothv,d, cothy,d,

e com

v =2

Y; e,
tendo-se entdo:

Ei(z=0)=(Es+Eq)e™ " - (cos o2 +sendy) (2.47)

Transformando-se segundo Fourier a expressao (2.45) ou (2.47) obtém-se:

E(op) = F'wy 4r*5(0. — K sen® cos ) (P — K senOsend) (2.48)

Essa expressdo € similar 3 expressdo (2.13) obtida em 2.1, apenas com uma maior
complexidade na expressdo do vetor E,. No ANEXO C sdo apresentadas, também, as
expressdes das ondas nas regides de vdcuo, que serdo utilizadas na préxima se¢do.

Assim, para determinar-se a distribui¢do de corrente na estrutura basta impor-se a
condigdo de contorno do campo ¢létrico total no plano z=0 (que deve ser nulo sobre os
condutores) exatamente como feito na segdo 2.1 com a equagio (2.14), e com as

mesmas restrigdes sobre a distribui¢do de corrente.

2.3 Coeficientes de Reflexido e Transmissao

Conhecida, entdo, a densidade de corrente em uma das células da estrutura,

quando da incidéncia da onda plana especificada, deseja-se determinar 0s seus



coeficientes de reflexdo e transmissdo. Utilizando a expressdo (2.11b) ou (C.16)
podemos determinar a amplitude de cada uma das ondas planas radiadas* pela estrutura
nos semi-espagos z>0 e z<0 (ou z>d, e z<-d, para o caso com dielétricos). Nessas
expressdes temos somatérias de ondas planas propagantes, cada uma numa diregdo
diferente especificada pelos indices m e n, ou evanescentes.

Chamaremos entdo de E%, a onda propagante na regido de z positivo na diregdo
especificada pelos indices m e n, e de £, a onda propagante na regido de z negativo.

Para m=n=0 deve-se somar a onda incidente 4 onda gerada pela distribui¢do de
corrente na estrutura para a determinagdo dos coeficientes de reflexdo e transmissdo,
pois elas propagam-se na mesma dire¢do € no mesmo sentido, conforme ilustra a figura
2.6. Deve-se notar que, na auséncia de dielétrico, deve-se somar a contribui¢do da onda
incidente apenas no semi-espago z<0 (onda transmitida), pois nesse caso as (nicas
ondas refletidas de volta ao semi-espago z>0 sdo as ondas geradas pela distribuigio de
corrente na estrutura. J4 para o caso com dielétrico, hd, de forma geral, uma onda
refletida (para a regido de z positivo) e uma onda transmitida (para a regido de z
negativo) produzidas apenas pela incidéncia da onda no dielétrico, na forma explicitada
na expressdo (C.28).

Dessa forma temos, para (m,n)#(0,0):
_ i+ JK(sen cos¢'’x +sen@send’y —cos&'z)
E: =Ee

F_ E’ — JKy(sen® cos§'x +sen@sen’y +coaliz)
ma — Cmn€

*Portanto estamos considarando apenas as ondas n3o evanescentes: K>a, 4f 2



E
E+

regifo3-¢=1 Aﬂ»

regido 1 - € =¢,

regiﬁo 2- E‘,'_- E,z

regidfo4-¢g=1

figura 2.6 - Ondas refletidas e transmitidas

(as setas indicam os sentidos de propagagio das ondas)
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sendo os co-scnoé ¢ senos fungdes de m e n dadas por (2.11¢c). Aqui, o superscrito §
refere-se ao campo espalhado produzido pela corrente em z=0, ¢ o subscrito mn 2
parcela da somat6ria em (2.11b) ou (C.16).

E para (m,n)=(0,0):

E” _ —E': + + F’ +)ejKo(:¢necosQ'x +sensend’y ~cos 0'1)
00~ 00

F- _ (E,_‘. -4+ E,,‘ _)ejKo(sene’cost +senl@send’y + cos@'z)
00~ 00

O superscrito i refere-se ao campo refletido ou transmitido devido apenas a onda
incidente. Dessa forma, no caso da estrutura estar imersa no vicuo, E'* serd nulo, € E'-
serd dado por (2.1b). No caso de haver um substrato e/ou superstrato dielétrico, as
componentes de E** t€m a forma apresentada em (C.27).

Dessa forma, o coeficiente de reflexdo de poténcia’, na dire¢gdo dada por (m,n)

genérico (correspondente a uma onda propagante), serd dado por:

9’
IIr,,,,,IF=IIF;MII’°:)SSe (2.49a)
e o coeficiente de transmissao:
el
IIT,,,,|F=II1‘5’;,"II"::)Sse (2.49b)

*Pois foi suposto um campo elétrico incidente de amplitude unitéria, incidindo segundo um &ngulo 6 em relacho & normal ao plano 2=0..



sendo cos6’ dado por (2.11c), e:

WEIF=IE P+ E F+IEF

Portanto o coeficiente de reflexdo de poténcia total seria dado por

|I1“H’=.)":njlr,‘,ll2

e o de transmissio:

IITHQ:mE"JIT,,,,II2

Logicamente para o caso sem perdas deve-se obter:

| TP+|TP=1

7

(2.50a)

(2.50b)



3 METODO DOS MOMENTOS

Vamos considerar um operador linear L que, operando sobre fungdes de um

domtinio D, gera outras fungdes pertencentes a uma imagem I, ou seja:

L(f)=¢g feD , gel 3.1

Seja entdio dado o seguinte problema: determinar a fungdo f pertencente ao
domfnio D tal que o operador L, aplicado a essa fungdo, seja igual a uma dada fungio g
pertencente 3 imagem de L. Se esse operador L for tal que associe a cada diferente
fungdo de seu dominio uma fungdo diferente de sua imagem, podemos definir um outro
operador, L+, que operando sobre fungdes pertencentes a I, gere fungdes em D, e tal

que:

LL=f

Esse operador € denominado operador inverso de L. Dessa forma a solugo da equagio

(3.1) pode ser dada por:

f=L7"@) (3.2)

O problema que aparece na grande maioria dos casos em que temos que resolver
uma equacgdo do tipo (3.1) € que o operador inverso ndo pode ser analiticamente
determinado, e portanto a solugdo (3.2) ndo pode ser diretamente obtida.

Vamos, entdo, supor que uma fungio qualquer do dominio D possa ser escrita

como uma somatéria de certas fungdes conhecidas, desse mesmo dominio,



multiplicadas por determinados coeficientes. Isso serd possivel se essas fungbes
formarem uma base completa em D. Dessa forma a nossa fungfo f pode ser escrita

como:

f=Xaf (3.3)

sendo as fungbes f,conhecidas, e os coeficientes a,incégnitas a serem determinadas.

Como o operador L € linear temos, substituindo (3.3) em (3.1), que:

Yal(f)=g (3.4)

Definindo-se um produto escalar entre duas fungoes de I, g, € g,, com a notagdo
<g,.g,>, € escolhendo-se entdo um outro conjunto de fungdes pertencentes 4 imagem 1,
denominadas de funges peso, w, (para j=1,2,...), vamos agora efetuar o produto escalar

de cada uma dessas fungdes pela equagdo (3.4), obtendo-se entio:

),-:a" <L(f)w; >=<g,w; > (3.5)

Para cada j temos entdo uma equagdo nas varidveis a, formando-se assim um
sistema de equagdes lineares, que pode agora ser resolvido para a obtengdo desses
coeficientes e, portanto, da nossa fungéo incégnita f.

Vemos pois que o método apresentado acima permite a solugdo de qualquer
equacdo integral ou diferencial, por serem esses operadores lineares, bastando para isso
que se escolham um conjunto de fungdes de base, um conjunto de fungdes peso € um

produto escalar adequados ao problema.



A escolha das fungdes de base deve ser feita de maneira que elas formem uma
base completa sobre o domfnio, de modo que qualquer fungdo do domfnio possa ser
representada adequadamente por essas fungdes. Além disso elas devem ser linearmente
independentes, para que o sistema de equagdes obtido nio seja indeterminado. E
aconselhdvel também que essas fungdes sejam escolhidas de maneira que a fungdo
inc6gnita possa ser adequadamente aproximada com um ntmero finito (¢ 0 menor
possivel) de termos, pois, como pode-se perceber, para aplicagdes priticas a somatéria
(3.3) deve ser truncada em um nimero finito de termos, levando, de forma geral, a um
erro que deve diminuir com aumento do niimero de fungdes de base utilizadas. Portanto
a utilizagdo de fungdes que j4 possuam certas caracteristicas conhecidas da fungio
incégnita pode levar a um nimero menor de incéginitas no sistema a ser resolvido, para
uma dada precisio, tendo entdo como conseqiiéncia a necessidade de menos meméria,
um menor tempo de processamento € menos erros de arredondamento.

A escolha das fungdes peso segue em geral duas linhas bésicas: a utilizagdo de
fungdes do tipo delta de Dirac ou a utilizag@o das préprias fungdes de base. A primeira,
que corresponde a impor-se a validade da equagdo (3.4) sobre um conjunto discreto de
pontos da imagem, leva em geral a uma formulagdo mais simples e garante a exata
igualdade dessa equagdo sobre os pontos utilizados, mas pode, € isso acontece em
diversos problemas, levar a erros muito grandes fora desses pontos.

A segunda escolha implica na ponderagido do erro segundo a prépria fungio de
base, e dessa forma, quando a imagem coincide com o dominio, garante em geral erros
menores do que no caso anterior, a custa de uma maior complexidade na formulag3o.
Além disso, com a escolha de um produto escalar adequado, ela produz em diversos
casos equagdes que estdo intimamente ligadas a energia do sistema, dando uma
interpretagdo fisica s equagdes obtidas. O método que utiliza as préprias fungdes de

base como fungdes peso é denominado método de Galerkin.
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Maiores detalhes sobre o método dos momentos sio apresentados por
HARRINGTON®», ¢ também nas préximas segdes, que exemplificam a escolha de
fungdes de base adequadas, a utilizagdo do método de Galerkin ¢ a sua relagdo com a

conservagio da poténcia.

3.1 Aplicagao ao Problema

A fungdo J,(x.y) a ser determinada pode ser escrita como uma somatéria de

fungdes de base:

Jo&x.y) =X T i(x.y) (3.6)

onde 7;(x,y) € uma fung¢do nula para (x,y) fora das tiras condutoras. Outra alternativa
seria utilizar-se fungdes de base com suporte ilimitado” € impor-se que a série obtida
tenha suporte finito, entretanto essa opgdo pareceu um tanto complexa para o problema
em questio.

Esse conjunto de fungdes a ser utilizado deve formar uma base completa sobre
cada tira, e € necessirio que a solug@o obtida satisfaga as condi¢des de gume aplicdveis,
que serdo apresentadas mais adiante.

Assim, cada diferente conjunto de valores ¢, define uma fungio diferente, mas
sempre nula para (x,y) fora das tiras, e todas as fungdes nulas para (x,y) fora das tiras,

podem ser representadas por um conjunto de valores c,".

*Funciio da suporig finito ou limitado & aquela que tem valor néo nulo apenas sobre uma regiao finita (ou limitada) do dominio, ao contrério das
de supone ilimitado.

*Isto decorre da propria definigho de base completa sobre um dominio.
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Dcssa forma, substituindo-se (3.6) em (2.12) ou (2.39), o campo espalhado pode

SEr escrito como:

an’

Ej(e.p)= absenQ

Ei:ci E’l G.Z,‘z(am’an) 7i(am’an) ' S(a - am’B - an) (37)

sendo 7, a transformada de Fourier de 7.

Definiremos o produto escalar de duas fungdes f(x,y) e g(x,y) como sendo™:

<fg> = fsf-gdS

Utilizaremos em nossa formulagdo o método de Galerkin, ou seja, as fungdes peso
serdo as préprias fungdes de base. Dessa forma, efetuando-se o produto escalar de cada
uma das fungGes de base escolhidas, com o campo espalhado, dado por (3.7), e com o
campo incidente, dado por (2.13) ou (2.48), e somando-se os resultados, texﬁos que essa
soma deve ser nula, pois o campo elétrico total tangente ao plano z=0 deve ser nulo
sobre os condutores, € no procedimento descrito estamos justamente multiplicando o
campo total pefas fungdes de base, que sdo ndo nulas apenas sobre os condutores, e

integrando o resultado. Teremos, portanto, um conjunto de equagdes lineares da forma:

<T e )E;(x.y) >=<T;(x,y),-Ej(x,y) >

*No caso de vetores @ matrizes, o superscrito * indica transposto conjugado



ou seja: ‘

fs Tcy) Eixy)ds == [ T36x.) - Eix.yds . (38a)

Transformada por Fourier, a equag@o acima passa a ser escrita como:

[T, (o, = B)*E; (0. B)] =T (-, — B)*E ()]

a=0f=0 -

(3.8b)

a=08=0

Substituindo-se (3.7) e (2.13) ou (2.48) em (3.8b) obtemos:

1
_—; Ci ”E z(am’ﬁmn) Gu(am’an) 7i(‘x‘m’Bmm) = _7;((10’1300) Fo_xy (39)

absen

que ¢, para cada j, uma equagio linear nas incégnitas ¢. Temos assim um sistema de
infinitas equagdes e infinitas incégnitas, cuja solugdo nos fornece os coeficientes c, que,
substituidos em (3.6), nos fornecem a solug@o exata para a distribui¢do de corrente no
plano z=0".

Para a solugdo prética (’io problema, no entanto, torna-se necessdrio utilizar-se um
nimero finito de fungdes de base, o que nos leva a uma solugdo aproximada para o
problema proposto, porém tdo mais precisa quanto maior for o nimero de fungdes
utilizadas. Dessa forma obtemos uma equagio matricial na forma Ax=Db, onde o vetor x
€ o vetor das incégnitas ¢. O nimero de incégnitas serd igual ao nimero N de fungdes
de base utilizadas, € o nimero de equagdes serd dado pelo mimero M de fungGes peso,

onde M deve ser maior ou igual a N.

*Obviamente serd a solucio exata apenas sa as fungdes da base formarem uma base ortonormal completa sobre o dominio analisado.



Para o caso em que se escolhe M=N a solug#o de (3.9) € dada por:

x=A"-b (3.10)

obtendo-se assim os valores de ¢, desejados.
Pode-se optar porém por M>N, e, nesse caso, o sistema pode ndo ter solugdo
exata. Entdo o vetor x pode ser escolhido de forma a minimizar-se o erro quadratico

médio, onde o erro e € dado por:

e=b-A-x

Dessa forma x serd obtido por:

x=(A"-A)"A"b (3.11)

Essa escolha de se sobredimensionar o sistema a ser resolvido pode ser
interessante principalmente no caso da utilizagdo da técnica de "point-matching",
apresentada por HARRINGTON®?, onde muitas vezes a solugdo obtida apresenta erros
bem elevados na regido entre os pontos escolhidos para o "casamento". Ela torna-se
assim uma maneira de "integrarmos” o erro total, de forma a minimiz4d-lo. Na
implementagdo feita neste trabalho, como optou-se pela utilizagdio do método de
Galerkin, decidiu-se ndo efetuar nenhum sobredimensionamento, pois esse método em
si j4 efetua uma integragio ponderada do erro total. Porém uma investigagao dos efeitos

do sobredimensionamento, mesme nesse caso, devera ser realizada futuramente.



3.2 Escolha das Fungoes de Base

O problema da determinag@o de um conjunto de fungdes de base adequado €, de
forma geral, muito complexo, pois nio h4 nenhuma regra especifica a ser seguida. E
indispensivel que as fungdes escolhidas sejam linearmente independentes no domfnio
analisado pois, caso contrdrio, o sistema de equagdes obtido tornar-se-4 indeterminado,
J4 que nesse caso pelo menos uma das fungdes pode ser escrita como uma combinagéo
linear das demais. Além disso esse conjunto deve ser completo, de forma que qualquer
fungdo desse dominio possa ser representada pela somatéria de um nimero, mesmo que
infinito, dessas fungdes.

H4 duas grandes classes de fungdes de base utilizadas, as que sdo definidas em
todo o dominio da fung@o inc6gnita (entire domain basis functions - EBF) e as que sdo
definidas, cada uma, em uma pequena regido do dominio (subdomain basis functions -
SBF), definidas por HARRINGTON®2, A principal vantagem das fun¢des definidas em
todo o dominio € que o tamanho da matriz obtida pela aplicagdo do método dos
momentos € usualmente muito menor do que com as do outro tipo. Isso implica em
menor tempo de processamento € utilizagdo de menos meméria de computador.
Entretanto para elementos condutores de formato arbitrdrio, ou com condutividade finita
e ndo uniforme, a utilizago de fungdes definidas sobre pequenas regides pode se tornar

a unica escolha.
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Como serd apresentado nas préximas segécs, optou-se (para a utilizagdo como
EBF’s ou SBF’s) por fungdes de base cujo suporte sejam retangulos, que podem ser
aplicadas diretamente ao problema de estruturas decomponiveis em tiras metélicas
retangulares, ¢ que também permitem a aproximagdo de outros tipos de estruturas,
desde que os elementos retangulares sejam suficientemente pequenos. Além disso, essa
opg¢do pareceu ser a mais simples para a implementagfo de uma rotina para a andlise de
FSS’s. Cabe ressaltar, no entanto, que pretende-se futuramente estudar outras classes de
fungdes que possam ser mais adequadas a determinadas estruturas, como as formadas
por anéis circulares, por exemplo.

Para o tipo de estrutura que serd abordado em 3.2.2, que consiste de células
formadas por tiras retangulares condutoras perfeitas e isoladas, a utilizagdo de fungGes
definidas em todo o dominio apresenta-se como a melhor escolha. Dentro dessa classe
deve-se adotar um conjunto de fungdes de base que, primeiramente, sejam
analiticamente transforméveis por Fourier, pois, caso contrdrio, seria necessdrio
calcular-se numericamente as suas transformadas (integrais duplas), o que seria
tremendamente dispendioso computacionalmente.

Além disso € altamente desejdvel que as fungdes escolhidas obedegam as
condi¢des de gume adequadas (que serdo apresentadas na se¢do 3.2.1), pois, dessa
forma, o nimero de fungdes de base necessdrio para representar adequadamente a
distribuigdo de corrente obtida torna-se bem menor, pois as fungdes ja4 incorporam o
comportamento da solugdo préximo as bordas. Note-se que isso ndo implica que a
solugdo final, dada por uma somatéria de infinitas fungdes de base, ird necessariamente
satisfazer as condi¢des de gume.

J4 no caso de tiras ndo isoladas a utilizagdo de SBF’s pode ser mais adequada,
devido a grande diversidade de estruturas desse tipo, se bem que alguns casos

especificos podem ser tratados com maior facilidade através de EBF’s.
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3.2.1 Condicao de Gume

Na solugdo de problemas de difragdo, € sabido que préximo a gumes o campo
eletromagnético pode se tornar infinito, sendo a ordem dessa singularidade sujeita &
chamada condigdo de gume (edge condition). A condigdo de gume implica em que a
densidade de energia eletromagnética deve ser integrdvel sobre um volume finito,
mesmo que esse volume contenha singularidades, ou seja, em qualquer volume finito, a
energia eletromagnética armazenada deve ser também finita.

MEIXNER®, estudou 0 comportamento dessas singularidades pr6ximo a gumes
dielétricos e condutores perfeitos, para os casos onde hd uma tangente bem definida ao
longo do gume, considerado localmente reto. Interessa-nos no momento apenas o
comportamento do campo eletromagnético para gumes de condutor perfeito com
abertura de 360° (borda de um semi-plano condutor perfeito), colocado entre dois meios
com constantes dielétricas eventualmente diferentes.

Pelo que foi entio demonstrado, temos que, para 0 caso em questdo, as
componentes dos campos elétrico e magnético paralelas ao gume sio finitas, enquanto
que as componentes ortogonais a ele tendem a infinito com uma singularidade do tipo
r-lfl

Estamos interessados, porém, no comportamento da corrente superficial préximo
as bordas de tiras condutoras. Para obté-lo vamos primeiramente considerar uma espira
circular de raio r com eixo coincidente com a borda de uma tira. Aplicando-se a

segunda equagio de Maxwell a essa espira obtemos:

};FXE:L(7+%?—.)XE



Adotando-se um sistema de coordenadas cilfndricas com eixo coincidente com a borda,

obtemos:

£H, dl = J;(J, +%}L&‘

sendo S o circulo de borda I
Como a componente D, € finita®, fazendo-se r tender a zero temos que a segunda
parcela da segunda integral tende a zero. Sabendo-se, também, pelo que foi descrito por

MEIXNER®, que préximo a borda H, € dado por:

H¢=f’0'r-2

onde 3, s6 depende de ¢ € z e lembrando que s6 existe corrente sobre a tira () temos

que:

2x r
H,rdq):J. Jgdr’
0

]

ou seja:

1 p2x r
7 [ puo= [ uar
0 0
O que, derivando-se em relag@o a r nos leva a:

Jo=f@)r’ (3.12)

*J4 que ela é paralela & borda, @ D' = ¢F, que de acordo com MEIXNER tem componente paralela & borda finita.



Ou seja, a componente de corrente superficial paralela a borda das tiras condutoras
tem um comportamento assint6tico do tipo r,

Para determinar-se a componente de J; perpendicular 3 borda, vamos tomar um
cilindro, de eixo colinear com a borda, de altura Ah e raio r. Nesse volume vamos

aplicar a equagio da continuidade:

{7as-- D I
X s Ot

Fazendo-se o raio desse cilindro tender a zero, temos que as parcelas da integral
do segundo membro sobre as bases do cilindro podem ser desprezadas, pois E, tende a
zero quando r tende a zero. Dessa forma a equagdo pode ser escrita na forma fasorial

como:
Ah r A 2x
f Js,dz +f sz =Ah)—Js (z =0))dr = —j(s)j f D, -rd¢dz
0 0 0 0

De (3.12) e do que foi demonstrado por MEIXNER®), temos para r tendendo a

Zero:

Jg, = g(Nh() Jo, =f@)r * D, =ga,(z.0)r *

que substituidos nas integrais levam a:

1

kg +kri=kr’
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figura 3.1 - Distribuig@o da comrente préximo a um gume (x=0)
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¢ portanto:

1
Jo,=h(z)r (3.13)
ou seja, a componente da corrente superficial ortogonal 2 borda da tira condutora tem
um comportamento assintético do tipo r”? para pontos préximos da borda.

A figura 3.1 mostra graficamente o comportamento que as componentes da
distribugdo de corrente, a paralela (curva tracejada) e a ortogonal (curva continua) as
bordas das tiras condutoras, devem apresentar.

Dessa forma, € desejdvel que as fungbes de base escolhidas para representar a
distribuigdo de corrente nas tiras obedegam as condigdes obtidas anteriormente, € é o
que se propde com as fung¢des apresentadas na préxima se¢do. Note-se também que
seria necessdrio impor-se de alguma forma que a condicdo de gume seja realmente
satisfeita, mesmo quando o nimero de fungdes de base utilizadas seja infinito. Porém
ndo foi encontrada na literatura nenhuma forma de se impor essa condig¢do, ou de
verificar-se se ela serd realmente atendida, e nenhum dos exemplos tratados em todos os
artigos pesquisados preocupou-se com essa condigdo, razio pela qual neste trabalho
também ndo foi estudado esse aspecto. Esse assunto precisard, no entanto, ser

profundamente analisado em trabalhos futuros.

3.2.2 Tiras Retangulares Isoladas

Com base na anflise feita por BUTLER,, para a determinagdo da distribuigdo de
corrente em tiras estreitas, o conjunto de fungdes de base escolhido para representar a
distribui¢do de corrente numa tira retangular isolada, condutora perfeita, centrada na
origem, € com os lados paralelos aos eixos x e y de dimensdes a, e b, respectivamente, €

o0 equacionado a seguir:



fungao de menor ordem

ﬂﬂﬂﬂ

I

figura 3.2 - Fungfio de base para tiras retangulares
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J,,._T,,(GOJ U,,( bo) —\’ = 2 u[aoj n(bo] (3.14b)

onde T, e U, sdo os polindmios de Chebyshev de ordem n, do primeiro e segundo tipo,
respectivamente, e Il(.) € a fungdo porta, valendo 1 para argumentos com médulo menor
ou igual a 0.5 e zero caso contrdrio. A fungdo de menor ordem est4 ilustrada na figura
3.2.

E facilmente demonstrével que as funges acima obedecem as condigdes de gume
desejadas, e que além disso formam uma base ortonormal completa sobre o quadrildtero
da tira considerada (ver por exemplo GRADSHTEYN; RYZHIK( p.833 e 1024).

No caso da tira considerada estar centrada nas coordenadas (x,y,) € apresentar-se

inclinada de um angulo €2, basta efetuar-se algumas substitui¢des nas expressdes acima,

como scguc:
2v 2u 1-Qula)} _(u v
=T |2 . =1 —— I — |-TI| — 1
T "(boJ U"{aoJ N 1= 2vibyy H{ ao) [bJ (3.15a)
2u 2v /1—(2‘»/1;0)2 u v
=T|=|U|=|A]——=20—|1— .1
% TM[GOJ Un(bo) 1 - Qulay) H(GOJ (bo] (.155)
sendo

Uu=x-x) cos+(y—-y) sen&,

v=(y-y) cosQ, - (x—x,) sen€;



passando a ndo serem mais as componentes x € y da distribuigio de corrente, mas as

componentes 1 € 2 que formam um angulo €2, com as componentes X € y.

Como estamos trabalhando no dominio transformado, devemos determinar as

transformadas de Fourier das expressGes em (3.14), que podem ser entdo facilmente

deduzidas (a partir de GRADSHTEYN; RYZHIK* p.836, expr. 7.355 e p.1032 expr.

8.941,4)"

b

" Ims1 b,
in(avﬁ) = (_j)m+” g ag z n(B2 )

2

By
_ n+l o
Ji(oB)= =) ? ™ z . Jm(g)

2

E para as expressoes em (3.15):

= bo —jlag+By;
=iy T —(—) [C J )

i

JoouBy= (i) ? 4(—) : (ﬁ"f’J (o)

2

*As fungdes J,{.) apresentadas sdo as kungbes de Bessel do primeiro tipo de ordem n.

(3.16a)

(3.16b)

(3.17a)

(3.17b)



com

E=o-cos;+P-sen),

{=PB cosQ;~a-senfd;

3.2.3 Tiras Retangulares nao Isoladas

No caso de tiras retangulares n3o isoladas, como por exemplo um par de dipolos
cruzados, nio se conseguiu encontrar fungdes de base que respeitassem exatamente as
condigbes de gume aplicdveis. Na regido onde ocorre a jungdo de duas tiras a corrente,
que deve ter um comportamento assintético proporcional a 1/r? - sendo r a distancia 2
borda - antes de atravessar essa regido, passa a ndo mais apresentar esse
comportamento, pois a borda foi descontinuada. Além disso o valor da corrente nessa
regido sofre uma variagdo muito grande, principalmente para tiras finas.

Para esse tipo de problema duas alternativas podem ser utilizadas: a utilizagdo das
mesmas fungbes (3.14) somada a uma funglo que apresente uma grande
descontinuidade ao passar pela jung@o (pelo menos para os casos de dipolos cruzados e
estruturas afins), ou a utiliza¢do de SBF’s.

TSAQ; MITTRA®® propuseram a utilizagdo de certas fun¢des descontinuas na
regido da jungdo de duas tiras, que denominaram "junction basis functions". Essas
fungbes seriam utilizadas, no caso da intersecgdo de dipolos finos, para introduzir uma
descontinuidade na distribuigido de corrente ao longo de cada dipolo. Assim as fungdes
de base utilizadas por exemplo no caso de dipolos cruzados de comprimento L e largura

W, alinhados com o0s versores X € y, seriam as seguintes:



pr( L Xiel Y .
fsen(L (x+2))11(L)ﬂ(W) p=12,...
5 qn L P—l‘é’_;n‘i =
ysen(L[y+2) 7 W) g=12,...

¢ mais a fung@o de jungdo:

Xsign(x) co{%x) I'I(%) H(%)

N n y X
—ysign(y) cos(z y) H(Z] H(W)

como mostrado na figura 3.3.

Apesar dos resultados apresentados por eles mostrarem boa concorddncia com
outros obtidos anteriormente por PELTON; MUNK®"» e, segundo eles, diminuir
drasticamente o nimero de fungdes de base necessdrias, deve-se notar que a fungio
proposta, por apresentar uma derivada de primeira ordem infinita, leva ao aparecimento
de duas linhas de campo elétrico infinito, em (x=0, -W/2<y<W/2) e em (-W/2<x<W/2,
y=0), que ndo satisfazem 2 condi¢do de energia finita numa regido de volume finito,

Ppois 0 campo cresce com ripréximo a essas linhas.



q=1 >
oo

q:

figura 3.3 - Fungdes de base propostas por TSAO; MITTRA® para dipolos cruzados
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Tal fato ndo aparece nos resultados obtidos devido ao truncamento da sométéria
das ondas planas originadas por essa distribuigio (modos de Floquet). Infelizmente o
artigo ndo deixa claro como foi feito esse truncamento, mas deve ter sido seguido o
critério da convergéncia relativa, estudado anteriormente por MITTRA et al.®. Esse
aspecto serd tratado no préximo capitulo. De qualquer forma pode-se constatar que os
resultados foram obtidos de forma precisa e eficiente, se bem que o campo préximo 2
estrutura certamente ndo apresenta uma boa concordancia com o comportamento real.

Uma alternativa para resolver esse problema seria a utilizagdo de uma fungio que
tenha uma grande descontinuidade, mas ndo infinita, no lugar da fungo proposta. Uma
idéia analisada foi a utilizagdo da mesma fungdo proposta por TSAO; MITTRA®, s6

que utilizando-se uma interpolagao linear na regido de intersecgao:

frre ) LA )
ool WO e

como mostrado na figura 3.4.

| Re——

Os resultados obtidos com essa fungdo juntamente com as fungdes propostas em
(3.14) estdo mostrados na figura 3.5, comparados com os dados obtidos por TSAO;
MITTRA®® para a geometria mostrada. Como pode ser observado, os dados apresentam
uma concordancia muito boa, mostrando que as fungdes escolhidas foram adequadas 2

geometria proposta. Foram usadas 11 fungGes de base em cada tira.
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figura 3.4 - Fungdo de base para jung@o (sem descontinuidade)
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figura 3.5 - Resposta em freqii€ncia de FSS composta por dipolos cruzados
(incidéncia TM - 0=60°, $=0°)
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Ainda se nota um pcqﬁéno erro que pode ser diminufdo aumentando-se um pouco
mais o nimero de fungdes e de modos utilizados. O ponto importante a ser ressaltado é
que aumentando-se o nimero de modos utilizado os dados variam muito pouco,
mostrando que as somatérias dos termos da matriz obtida realmente convergem (foram
utilizados 6561 modos).

A outra possibilidade para o estudo de estruturas com tiras cruzadas, que € a
utilizagdo das SBF’s, apresenta uma grande vantagem do ponto de vista de
flexibilidade, pois permite o estudo de geometrias bem diversas, ¢ até com
condutividade finita € ndo uniforme.

A idéia bésica € subdividir cada elemento em pequenos quadrados, formando um
reticulado. Sobre cada célula metdlica desse reticulado coloca-se uma das fungGes de
base, que serdo iguais para todas as c€lulas, diferindo apenas nas amplitudes, que serdo
as nossas incégnitas. Assim procedendo, estaremos aproximando a distribuigio de
corrente no elemento, sendo essa aproximagdo tanto melhor quanto menor o tamanho
das c€lulas.

Uma possivel escolha para as fungdes de base a serem utilizadas nesse caso sdo as
denominadas "rooftop basis functions", utilizadas por CWIK; MITTRA®, que iremos
denominar de fungdes telhado. A figura 3.6 mostra um diagrama dessas fungdes. A

expressdo no dominio espacial dessas fungdes € a que se segue:

I, e x y
R,(x,y) —[1 —E [EJH(—A—)’) (3180)

Iy v Mo
Ry(x,y)—[l—E (EA—)’)D(XX—) (3.18b)

sendo a célula de dimensdo Ax x Ay.



figura 3.6 - Diagrama das fungdes telhado



Repare que a distribuigdo de corrente definida estende-se além das dimensdes da
célula na diregdo da corrente. Isto € feito para garantir a continuidade da distribuigdo de
corrente ao longo do seu percurso, que dessa forma serd interpolada por segmentos de
reta. No entanto, colocando-se essas fungdes exatamente no centro das células ocorrerd
nas bordas das tiras metdlicas transbordamento de corrente além da regido condutora.
Para evitar esse problema as fungdes foram alteradas, efetuando-se um deslocamento de
A/2 na diregdo da corrente, e dessa formala corrente ird a zero exatamente na borda da
tira, como deve ocorrer.

Tomando-se a transformada de Fourier de (3.18), j4 levando em conta o

deslocamento, obtemos:

R (oB)= AxAysincZ(a%}rinc(B-A?y}"j oaxlz (3.19q)

R (aB)= AxAysinc’[ﬁ%y}inc(a%}'f“’” (3.19b)

Assim para cada célula condutora situada nas coordenadas (p.Ax, q.Ay) -

p=-P,-P+1,....P-1 € q=-Q,-Q+1,...,,Q-1, teremos:

T e (0,B) =R (0, B)eExapa7b0) (3.20a)

J pa(0.B) =R (a,B)e 7@ or+irP0 (3.20b)

A substitui¢@o de (3.20) em (3.9) leva, entdo, & equagdo matricial a ser resolvida,

onde os termos da matriz obtida serdao da forma:



5 R (@) @B R (0t o) Aerolor)rorsafuca) (3.21)

absenS) ma

No caso em que £2=90°, a expressio acima se simplifica, podendo ser escrita na

forma de uma DFT:

1 cnfmt ul)

———n e o =42
R MTN
absena =& (@,uB,) Goo(@,.B) R (@, B,) e (3.22)
onde:
k=p;=p l=q,—q;
a b
M=— -
Ax N Ay

Essa dltima forma € extremamente Wtil, pois permite o cdlculo dos termos da
matriz de uma forma muito mais rédpida, através da utilizagdo do algoritmo da FFT.
Deve-se notar que a grande maioria das estruturas encontradas na prética podem ser

tratadas dessa forma.



Com essa tltima formulagdo chega-se, na maioria das estruturas, a sistemas de
equagdes de dimensdo relativamente elevada. Em todos os problemas apresentados
neste trabalho® o sistema obtido foi resolvido utilizando-se o método de eliminagio de
Gauss que apresentou resultados bem precisos. No caso de matrizes muito maiores que
as obtidas, deve-se optar por outros métodos de solugdo do sistema, ndo somente devido
a problemas com a precisio mas também por limita¢des de meméria RAM disponfvel.
Entre esses métodos podemos citar o método do gradiente conjugado, apresentado por
HESTENES; STIEFEL®», que ¢ um método iterativo para a solugdo de sistemas de
equacdes lineares, e que tem sido muito utilizado na solugdo de sistemas de ordem

elevada, obtidos pela aplicagdo do método dos momentos.

3.3 Conservacao da Poténcia

Vamos demonstrar nesta se¢do que a formulagdo anteriormente apresentada
satisfaz, quaisquer que sejam as fungdes de base utilizadas, & conservagio de poténcia,
ou seja, que a poténcia total refletida pela estrutura somada 2 poténcia total transmitida
ao outro semi-espago € igual a poténcia total incidente - logicamente para o caso sem
perdas - €, portanto, ndo serve como um pardmetro para determinar-se a precisdo dos
resultados, a ndo ser, € claro, do ponto de vista de precisio numérica.

Partindo-se, entdo, da solugdo do sistema de equagdes (3.9), logicamente para um
nimero finito de equacdes e incdgnitas, obtemos o conjunto de coeficiente ¢, que
determina, entio, uma distribuigéo de corrente sobre o plano z=0. Ainda que ndo seja a
distribuigéo correta fisicamente, as expressdes utilizadas fomecem exatamente 0 campo

espalhado por essa corrente, pois foram deduzidas pela aplicagdo das equagtes de

*Foram obtidas matrizes de até 184 x 184 elementos complexos.
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Maxwell, sem qualquer aproximagfo. Assim o campo espalhado satisfaz exatamente 2
seguinte equagdo, obtida multiplicando-se (3.9) pelos coeficientes ¢, ¢ somando-se em

seguida:
f"f"(z" + By xT dxdy =0 (3.23)

pois o que foi imposto em cada uma das equagdes (3.9) € que o campo total, incidente
mais espalhado, multiplicado escalarmente pelo complexo conjugado de cada uma das
fungbes de base e integrado em todo o plano deve ser nulo.

Aplicando-se, entio, o teorema de Poynting (dado por ORSINI; CAMARGO®) ao
volume T compreendido entre dois planos paralelos ao plano z=0, situados acima e

abaixo deste, e tomando-se o seu valor médio no tempo, teremos:

fﬁmﬁoxaswf_ m[TxE]ds+f<ﬁ[ideF+jwmﬁF]dfc=o (3.24)

onde N € o vetor de Poynting,
Notando-se que a terceira integral € a parte real de um valor imaginério puro, e

que a segunda integral foi imposta nula na nossa formulagdo por (3.23), temos que:

f N .., X35 =0 (3.25)

e, portanto, o fluxo de poténcia total que sai do volume considerado é nulo, implicando,
assim, que a conservagio de poténcia jd4 estd implicitamente imposta em nossa

formulagdo.



€7

Note que no equacionamento proposfo as somatérias correspondentes as ondas
planas espalhadas pela estrutura terdo que ser truncadas, mas isso ndo invalida o
raciocfnio anterior, pois esse truncamento implica apenas que as fungdes de base
utilizadas foram modificadas, passando a ter um espectro finito (ndo sendo, portanto,
limitadas espacialmente como desejado), sendo o célculo do campo exato para essas

fungdes, e, portanto, garantindo a conservagio da poténcia.



4 O PROBLEMA DA CONVERGENCIA

Um problema que aparece na solugdo de (3.9) € que cada um dos termos da matriz
€ obtido na forma de uma somatéria de infinitas parcelas, cada uma correspondente a
uma raia do espectro da distribui¢do de corrente, que € espacialmente periédica. Dessa
forma, para a precisa determinagio desses termos, € necessério, em princfpio, que essa
somatdria resulte convergente, de forma razoavelmente répida, e que se determine um
nimero minimo de termos que j4 garantam a precisdo desejada.

Assim na préxima se¢do serdo analisadas as condigdes a que devem satisfazer as
fungbes de base escolhidas para que a somatéria seja convergente, € serdo apresentados
métodos para determinar o menor niimero de parcelas a ser utilizado para a obtencdo de
uma dada precisdo. Na se¢do seguinte serdo mostrados alguns métodos que permitem a
aceleragdo dessa somatéria em alguns casos; e na segio 4.3 o critério de convergéncia
relativa serd apresentado, sendo analisado através de alguns dos resultados obtidos, e

também de resultados obtidos por outros autores.

4.1 Convergéncia Absoluta

Da andlise da expressao (3.9) vemos que cada elemento da matriz € obtido através

de uma somatéria de termos do tipo:

Gsl(a’m’an)fv:'(am’an)f;i(am ’an) (4 1)

onde os indices s e t representam as diregdes x ou y. Para st=xx temos que G apresenta

um comportamento assintético do tipo:

(1.2
oc

G oo —7——=



€ para st=yy e st=xy:

como mostrado no ANEXO D.

Como as varidveis o ¢ B serdo calculadas em pontos discretos dependentes
linearmente de m e n,temos que, conforme demonstrado no ANEXO D, para que as
somatérias sejam absolutamente convergentes, a expressio (4.1) deve ter um

comportamento assintético com um decaimento com a e 3 do tipo:

PR

W p>0,49>0p+g>1

Além disso, se considerarmos que no caso dos elementos da diagonal principal da
matriz teremos i=j, concluimos que a expressdo (4.1) terd sempre a mesma fase, e daf,
para a convergéncia da somatdria torna-se necessirio garantir-se a sua convergéncia

absoluta.

Dessa forma o comportamento assintético das fungdes de base deve ser no mfnimo

do tipo:

1
o’pe

f(0,B)e< g>0p>1¢e p+g>15
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valendo expressdo andloga para f,, ¢ de forma geral para qualquer diregio em qué haja
corrente.

Vemos, assim, que as expresses apresentadas para as fungées de base em (3.17) e
em (3.20), e que foram utilizadas em todo o trabalho realizado, satisfazem ao critério
acima, produzindo, portanto, somatérias convergentes para os elementos da matriz, o
que significa que quanto mais termos utilizarmos na somatéria mais preciso serf o
resultado.

Um problema que ocorre, entdo, € o da determinagdo de um ndmero minimo de
termos para obtermos uma dada precisdo no célculo da somatéria. Esse € um problema
de dificil solugdo e para o qual se sugere, como primeira alternativa, aumentar-se
gradativamente o nimero de termos até que a solugdo do sistema obtido apresente
variagSes menores do que a precisdo desejada.

JOHANSSONY propds uma maneira de determinar-se um niémero mfnimo de
termos a serem utilizados no cdlculo da somatéria. Como o truncamento da somatéria é
equivalente ao truncamento do espectro das fungdes de base utilizadas, ele apresentou,
como regra geral, que solugdes satisfatérias podem ser obtidas se as fungdes de base
com espectro truncado tiverem boa correspondéncia com as fungGes originais, no
dominio espacial. Dessa forma foi proposto o truncamento no primeiro zero apés o
maior 16bulo principal do espectro das fungdes de base, pelo menos no caso de fungGes

do tipo:

B 1 cos|(nm ) paranimpar
f’(x’y)_wl]_(p_x/wy sen (L y) para n par

usadas por ele para tiras retangulares, € cujo espectro tem um comportamento

assintético do tipo:



n

1
ao,s Bz

Para outras fungdes, como em (3.17), essa regra pode ndo ser a mais adequada,
pois elas t€ém um decaimento mais lento, necessitando de mais alguns termos para a
mesma precisio. Procurou-se adotar, entdo, como regra, que € de certa forma
equivalente 2 proposta, truncar o espectro das fungdes de base de forma que a energia da
fungdo truncada seja pelo menos 99% da energia da fungfo original. Isso corresponde
aproximadamente a truncar-se a somatéria de (3.17) ap6s o quarto zero das fungdes de
base (fungdes de Bessel do primeiro tipo divididas pelo argumento).

Embora seja uma regra bastante empfirica, pareceu apresentar bons resultados,
como pode ser percebido na figura 4.1, que mostra o coeficiente de reflexdo da
geometria, sem suporte dielétrico, ilustrada na mesma figura, para incidéncia normal,
com o campo elétrico paralelo as tiras. No gréfico sdo apresentados os dados obtidos
com 3 fungbes de base, sendo o niimero de modos utilizado na diregdo y (diregdo da
tira) igual a (2xXNMAX+1), com NMAX=5, 10 e 20; e na diregdo x igual a
(2xMMAX+1), sendo MMAX=5.

Vemos, entdo, que aumentando-se NMAX de 10 para 20 os resultados variam
muito pouco, j4 de 5 para 10 a variagio € maior. Pelo critério estabelecido acima, a
somatéria deveria ser truncada em NMAX=8, vemos assim que seguindo-se esse
critério o resultado obtido € satisfatério. Logicamente que pode-se adotar condiges
mais restritivas para a obtengdo de resultados ainda mais precisos, a custa € claro de um

maior tempo de processamento.
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figura 4.1 - Coeficiente de reflexdo de estrutura formada por dipolos simples, calculado
para diferentes nimeros de modos na diregdo longitudinal
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figura 4.2 - Coeficiente de reflexdo de estrutura formada por dipolos simples, calculado
para diferentes nimeros de modos na diregdo transversal
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Outro fator observado, inclusive por JOHANSSON®®, é que no caso de tiras
estreitas o resultado € pouco sensfvel ao comportamento transversal das fungdes de
base, assim ndo € necessdrio ser tdo restritivo quanto ao niimero de modos mfnimo
nessa diregiio. Na figura 4.2 vemos que aumentando-se MMAX de 5 para 10 (com
NMAX=10), o resultado muda muito pouco, sendo que se utilizdssemos o critério
acima, deverfamos tomar MMAX pelo menos igual a 50.

E importante também ressaltar que, caso seja de interesse determinar-se a
distribuigdo de corrente ou o campo préximo 2 estrutura, o niimero de modos a ser
utilizado deve ser bem maior, como foi utilizado por exemplo por TRINTINALIA;
PANICALI®.

4.2 Técnicas de Aceleracao da Convergéncia

No caso da utilizagdo das SBF’s proposta em 3.2.3, a prépria utlizagdo do
algoritmo de FFT para o célculo das somatérias envolvidas torna-se uma técnica muito
eficiente para esses casos. Porém quando se utilizam EBF’s essa técnica ndo pode mais
ser utilizada eficientemente.

SINGH et al.®, propuseram um método para acelerar a convergéncia de séries que
representam a fungdo de Green duplamente periédica do espaco livre, aplicando a ela
sucessivamente trés transformagdes: transformagdio de Kummer (dada em
ABRAMOWITZ; STEGUN®), de Poisson e de SHANKS®». A primeira utiliza o
artificio de separar a somatéria original em duas outras, uma delas de convergéncia bem
mais rdpida, e outra de convergéncia lenta. Em geral esta dltima € escolhida como sendo
uma somatéria que possua uma representagdo numa forma fechada conhecida. No caso
em questdo, optou-se por transformar-se essa somatéria lentamente convergente em
outra de convergéncia mais rdpida, através da transformagio de Poisson, que consiste

em efetuar-se a soma em questio no dominio transformado de Fourier.
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As duas somat6rias resultantes apresentam entdo convergéncia bem mais rdpida
que a somatdria original. A elas foi ainda aplicada a transformagfio de Shanks, que é
uma transformagfio n@o linear. Dessa forma, SINGH et al.®¢ observaram redugdes
drésticas no niimero de termos necess4rios para obter-se uma dada precisdo no cédlculo
da fungdo de Green, principalmente com a aplicagdo da transformagdo de Shanks a
somatéria no domfnio espectral.

Cogitou-se, entdio, aplicar-se as mesmas transformagdes anteriores 3 formulagio
anteriormente apresentada. Verificou-se, no entanto, que como uma das somas teria de
ser efetuada no dominio espacial, isso implicaria que seus termos, ao invés de serem
simplesmente algébricos como ocorre no dominio espectral, seriam obtidos através de
integrais, que teriam de ser numericamente determinadas. Dessa forma, dado o aparente
célculo adicional necessdrio para cada termo da somatéria, ndo chegou-se a
implementar tal formulagdo.

Decidiu-se, entdo, pela aplicagdo direta da transformada de Shanks 3 somatéria
(3.9). Essa € uma transformagao nio linear que aplicada a um transiente matemético da

forma:

K
S, =S+ 2 aq;
k=1

consegue extrair a sua base S. Dessa forma se a somatéria obtida somada até o indice n
comportar-se aproximadamente como a expressao anterior, tendendo a S quando n tende
a infinito, a transformagdo acima pode ser aplicada com sucesso, obtendo-se uma
seqiiéncia de convergéncia mais rdpida que a original, levando a aplicagdo sucessiva
dessa transformagdo a seqiiéncias de convergéncia cada vez mais rdpida.

Assim, sendo S, a somatdria acumulada de 0 até n, transformamos a seqiiéncia

desses S, em uma outra, obtida como segue:



=8, at 1
" e 1/(Sn+2_sn+l)—ll(Sn+l_Sn)

B 4.2)

Se a seqiiéncia original tinha N termos, a nova segiiéncia tem (N-2) termos.
Satisfeitas as condi¢Bes acima, essa nova seqiiéncia converge para o mesmo valor da
somatdria original, s6 que mais rapidamente. A aplicagdo sucessiva da transformagio
acima leva entdo a seqii€ncias de convergéncia cada vez mais rdpida, necessitando-se
assim de um menor nimero de termos para obter-se o resultado desejado com uma dada
precisio.

A figura 4.3 mostra o erro cometido ao truncar-se a somatéria de termos do tipo
encontrado em (3.9), efetuada diretamente ¢ através da transformada de Shanks, em

fungdo do mimero de termos utilizado. A expressdo somada foi a seguinte:

Ki—op [J(a,a2)
o, dy/2

a=b=178m a,=1,27cm K0=(c—° ©=2nx 11GHz
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Vcriﬁcamo; que a utilizagio dessa transformada acelera bastante a convergéncia,
embora ela seja um pouco ruidosa. Vemos, por exemplo, que para obter-se um erro
inferior a 0,5% seriam necessdrios aproximadamente 180 termos, enquanto que
utilizando-se a transformada de Shanks o niimero necessdrio cai a cerca de 50. Para
eliminar-se os valores ruidosos pode-se efetuar-se uma filtragem pela mediana (de cada
3 pontos elimina-se 0 maior € 0 menor), e a curva fica entdo bem mais comportada,
mantendo ainda o seu comportamento de convergéncia rdpida (figura 4.4).

Infelizmente ndo foi ainda implementada a utilizagdo dessa transformada no
programa final, de forma que dados mais positivos quanto a eficiéncia dessa

transformagdo ndo puderam ser obtidos, mas serdo futuramente investigados.

4.3 Convergéncia Relativa

O conceito de convergéncia relativa foi introduzido por MITTRA® para o caso
particular de bifurcagdo em guias de onda, resolvido pela técnica de "mode-matching”.
Nesse trabatho foi mostrado que, a menos que seja escolhida a relagdo correta entre o
niimero de modos utilizados nas duas regides da porgéo bifurcada do guia, uma solugio
correta ndo serd obtida quando o niimero de modos tender a infinito.

MITTRA et al.?? analisaram o problema de uma iris em um guia de onda’,
concluindo que na resolugdo através do método de Galerkin deve haver uma relagdo

entre o nimero de fun¢des de base M e o niimero de modos P na seguinte forma:

oo

4.3)

RS

onde a € a dimensdo do guia e b a da fris.

*Esse masmo problema pode ser tratado com a formulagio proposta para FSS neste trabalho, omando-se infinitas imagens da iris no guia.



A partir dos dados apresentados, no entanto, ficou claro que dado um nimero de
modos P a ser utilizado, o nimero de fungdes de base M nio pode ser maior que o
calculado por (4.3), porém, dado um nimero de fungdes de base M, um nimero de
modos maior que o determinado por (4.3) ndo altera significativamente o resultado,
mostrando que a somatéria dos modos converge absolutamente.

Vemos dessa forma, como foi conclufdo também por WEBB et al.®®, que no hd a
presenga do fendmeno de convergéncia relativa na solugdo de problemas de FSS pelo
método de Galerkin, desde que fungSes de base adequadas, como as apresentadas em
(3.14) e (3.18), sejam utilizadas. E verificamos ainda que resultados ainda mais precisos
podem ser obtidos utilizando-se um nimero cada vez maior de modos, como mostrado
na segdo 4.2, e também por WEBB et al.®® e JOHANSSON¢,

Em alguns problemas, como os resolvidos por TSAOQ; MITTRA®9, nota-se no
entanto a nitida presenga de um fendmeno de convergéncia relativa, como podemos
notar na figura 4.5 onde, para a geometria mostrada (com a utilizagdo das "junction
basis functions" apresentadas na figura 3.3), vemos que para 4 fungdes de base ao
somar-se 0s modos de -6 a 6 obtemos uma curva em boa concorddncia com a esperada.
Porém, aumentando-se o nimero de modos a curva comega a se distanciar cada vez
mais da correta.

Tal fendmeno aparece porque as fungdes de jungdo utilizadas por TSAO;
MITTRA®® apresentam uma descontinuidade, caracterizando entio (conforme

LATHI"?) um comportamento assint6tico no dominio espectral do tipo:

Rl
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Dessa forma, como visto na segdo 4.1, a somatéria obtida, pelo menos para os
termos da diagonal correspondente a essa fung@o descontfnua, € uma somatdria
divergente, o que obriga entdo o truncamento do nimero de modos num ponto tal que
os 16bulos principais das outras fungdes de base sejam inclufdos, mas ndo muito além
disso. E o que acontece quando somamos o nimero de modos até 6 apenas, no exemplo
mostrado.

Seguindo-se esse critério, os resultados obtidos apresentam-se muito bons, como
pode ser verificado pelos resultados apresentados por TSAO; MITTRA®9, apesar deles
nio deixarem explicito qual o critério utilizado no truncamento do mimero de modos.
Deve-se notar, no entanto, que a utilizagdo de fungdes ndo convergentes como essas
deve ser evitada, ou pelo menos um extremo cuidado deve ser tomado na sua utilizagéo,
procurando-se perceber que ao se truncar o seu espectro estamos na realidade
modificando sensivelmente essas fungdes, eliminando assim componentes de alta

freqii€ncia espacial, que definem o comportamento nas bordas da estrutura.



S RESULTADOS OBTIDOS

Com a formulagdo apresentada anteriormente, foram implementados dois
programas para o célculo dos coeficientes de reflexdo e transmissdo de diversas
estruturas. O primeiro deles utilizou EBF’s do tipo descrito pela expressio (3.14), para
tiras isoladas, com ou sem substrato e superstrato dielétrico. No segundo foram
utilizadas as SBF’s descritas por (3.20), também com ou sem dielétrico, podendo-se
com este programa analisar-se uma gama maior de estruturas.

Em ambos os casos os programas foram implementados em linguagem de
programagdo FORTRAN-77, tendo sido compilados e executados numa estagio de
trabalho PROCEDA-5370 (baseada no microprocessador MC68020 com
co-processador aritmético MC68881 - 20 MHz). A capacidade de meméria RAM total
da mdquina (4 Megabytes) foi explorada nessas implementagdes, bem como suas
facilidades de saida gréfica (processador grifico INTEL 82786 + 2 Megabytes de
memoéria RAM prépria + monitor colorido de alta resolugio NEC-Multisync/plus) que
possibilitaram a exibigdo dos grdficos das varreduras executadas, bem como a
visualizagfo das estruturas estudadas.

As figuras 5.1 a 5.3 mostram enfdo a utilizagdo do programa 1 para a estrutura
mostrada, que inclui um substrato dielétrico de constante dielétrica 2,5 e espessura
1,575 mm. Os resultados, obtidos com a utilizagdo de 3 fungdes de base e 861 modos de
Floquet, ¢ com a estrutura excitada em guia de onda® WR-229 (58,17 x 29,08 mm?),
mostram excelente concordincia com resultados experimentais obtidos no laboratério
de micro-ondas do CPqD-TELEBRAS". Cada ponto do grifico levou em média 35
segundos para ser calculado. Temos na figura 5.1 a curva do coeficiente de transmissio

de poténcia e na figura 5.2 a do coeficiente de reflexdo.

*Com a aplicagio do método das imagens.

*A estrutura ensaiada era composta de duas tiras de cobre sobre uma placa de circuilo imprasso, com as caracterislicas citadas, @ as medidas
foram realizadas com o *Network Analyzer* HP-8510B.
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é apresentada também a curva da resposta em fase, figura 5.3, da estrutura, que
também estd bem pr6xima da obtida experimentalmente. As pequenos diferengas
obtidas devem-se em parte & imprecisdes do modelo ensaiado em laboratério (o valor da
constante dielétrica, por exemplo,tem uma imprecisio de 1,6%) e também a erros
devido aos truncamentos (nimero de fungdes de base e de modos de Floquet)
realizados.

Os erros provocados pelos truncamentos aparentemente contribuiram com um
desvio no méximo de mesma grandeza do provocado pela imprecisio da constante
dielétrica, como pode ser observado ainda nas figuras 5.1 a 5.3, onde o célculo
computacional repetido para um valor de constante dielétrica igual a 2,46 € apresentado
na curva pontilhada, tendo-se a ressonincia calculada praticamente coincidindo com a
medida.

Na figura 5.4 temos, para uma outra estrutura composta por tiras retangulares,
desta vez sem dielétrico, a curva obtida para o coeficiente de reflexdo quando da
incidéncia normal de uma onda eletromagnética, com o campo E paralelo as tiras
condutoras. Foram utilizadas 3 fungdes de base e 1681 modos de Floquet. Os dados
obtidos estdo tragados juntamente com os obtidos por CHEN®, que utilizou uma
formulagdo semelhante mas com fungdes de base senoidais. Pode-se observar uma boa
concordincia entre as curvas, sendo as diferengas observadas causadas provavelmente
pelos truncamentos e por imprecisdes grdficas da curva mostrada por esse autor.
Deve-se notar também que ele utilizou 10 fungdes de base.

A figura 5.5 mostra outro exemplo de tiras retangulares, também extraido do
artigo de CHEN®, com incidéncia normal e campo elétrico paralelo as tiras condutoras.
Valem, neste caso, os mesmos comentdrios anteriores. Cabe ressaltar que para as
freqii€ncias acima de 11,8 GHz passamos a ter, além do modo fundamental (normal ao

plano da estrutura), outros 4 modos propagantes.
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Para verificar-se a precisdo dos resultados oﬁtidos, agora com o segundo programa
(SBF’s), inicialmente foi analisada a mesma estrutura da figura 5.5, dividindo-se a
célula bdsica em um reticulado de 32 x 32 elementos. O nimero de células condutoras
foi de 2 x 17 = 34, resultando em dipolos de dimensdes 0,16 cm x 1,35 cm, sendo
portanto um pouco mais largos do que os analisados anteriormente. O ntimero de modos
de Floquet utilizado foi de 4096, somados atrav€s da FFT. Vemos assim, na figura 5.6,
uma concordincia quase perfeita entre os dados de CHEN® e os obtidos com esse
programa. O tempo para a obtengdo de cada ponto foi de aproximadamente 35
segundos.

Outro exemplo analisado foi o dos dipolos cruzados. Referindo-nos 2 geometria
mostrada na figura 5.7 (sem suporte dielétrico), dividiu-se a célula bésica em um
reticulado de 16 x 16, e considerou-se a incidéncia de uma onda plana TM numa diregdo
inclinada 30° em relagdo & normal, com o campo magnético paralelo a uma das tiras.
Temos tragada entdo a curva obtida computacionalmente para o coeficiente de reflexdo,
comparada com resultados obtidos por CWIK; MITTRA®. Observamos, mais uma vez,
resultados bem coerentes, mostrando a anti-ressondncia da estrutura préximo 2
freqiiéncia de 9,9 GHz.

Analisamos, também com esse segundo programa, uma estrutura do tipo grade
condutora, com substrato e superstrato dielétricos. As dimensdes da estrutura estio
mostradas na figura 5.8, sendo o substrato ¢ o superstrato de mesma constante
dielétrica, (£=2,5), e mesma espessura (0,1 A,))". Excitando-se entdo a estrutura com
ondas planas TE e TM, com os campos paralelos as tiras condutoras, vemos nas figuras
5.8 € 5.9 as curvas da poténcia transmitida em fung@o do angulo de incidéncia, para a
relagdo entre a largura das tiras e o perfodo da estrutura de 0% (sem tiras condutoras)

19% e 25%.

*Neste exemplo a estrutura foi excitada por uma freqiéncia fixa, variando-se apenas o &ngulo de inciddncia.
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Podem ser observadas melhoras considerdveis na transmissividade da estrutura
devido a presenga da grade condutora, principalmente para A/a=25%, mostrando-se,
entio, uma atraente opgdo para uso em radomes, como uma forma de melhorar sua
eficiéncia. A curva pontilhada no gréfico 5.9 foi obtida para o caso de incidéncia TM
com o campo magnético formando um &ngulo de 45° com as tiras condutoras, e mostra
que nesse angulo a transmissividade € um pouco pior do que nos outros casos. E bom
observar que nio foi feito nenhum tipo de otimizagio para a obtengdo dos parimetros da
estrutura para méxima transmissividade, o que poderia levar a resultados ainda
melhores.

Um outro exemplo interessante € o dos quadrados concéntricos, sendo mostrados
nas figuras 5.10 a 5.12 as curvas de transmissividade da estrutura em fungdo da
freqii€ncia, para o caso sem dielétrico, com incidéncia normal € a 45° (TE e TM) . A
célula bésica foi dividida num reticulado de 32 x 32 quadrados, e foram utilizados 4096
modos de Floquet. A diménséio do sistema obtido foi 176, e o tempo de processamento
médio para cada ponto do gréfico foi de 6 minutos e 50 segundos.

Os resultados calculados foram tragados juntamente com os dados obtidos através
de uma formulagdo que aproxima o comportamento da estrutura por um modelo a
pardmetros concentrados, dada por LEE; LANGLEY®. Vemos, pelas curvas
apresentadas, que o cdlculo realizado apresenta boa concordéncia com os obtidos com
esse outro modelamento, especialmente para incidéncia normal. Para as outras
incidéncias as discrepincias ocorrem devido as limitagdes do modelo apresentado por
esses autores, como pode ser visto nos dados experimentais apresentados por eles, onde
vemos que realmente hd uma ressonancia espiria mais préxima de 30 GHz, como foi

verificado pelo modelo computacional.
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Como um outro exemplo temos tragado no grdfico 5.13 a résposta em freqii€ncia
de uma estrutura do tipo cruz de Jerusalém, com as dimensdes mostradas. A estrutura
estd imersa no vécuo, € as ondas utilizadas como excitagdo incidiam normalmente
(curva continua), € nos modos TE-45° (curva tracejada) e TM-45° (curva pontilhada),
com os campos paralelos as tiras. Vemos que para esse tipo de estrutura ndo hd uma
variagdo muito grande da ressonéncia com o dngulo de incidéncia, como acontecia por
exemplo com os dipolos cruzados.

Esses resultados aqui apresentados servem apenas para que se possa vislumbrar a
grande gama de aplicagdes que esses tipos de estruturas podem ter, como as citadas no
capitulo 1, e também para que se perceba a utilidade da ferramenta obtida com a
formulagdo apresentada. Apenas para uma comparagdo qualitativa, a figura 5.14,
copiada de ARNAUD; PELLOW® mostra uma representagdo esquemdtica de estruturas
dicréicas simples e duplas, com sua resposta em freqii€ncia e seu modelo equivalente de
pardmetros concentrados, a partir dos quais pode-se escolher a estrutura mais adequada
para uma dada aplicag@o e, entdo, analis4-la com os programas aqui apresentados.

Como os programas implementados permitem a obtengdo do médulo e da fase dos
coeficientes de reflexdo e transmissdo’, pode-se facilmente obter os pardmetros de
espalhamento de uma determinada estrutura e utilizd-los para o seu cascateamento,
desde que a distincia entre as estruturas seja grande o suficiente para que se possa
desprezar o efeito das ondas evanescentes de uma sobre a outra.

Considerando, por exemplo, a estrutura da figura 5.1, com substrato dielétrico, e
cascateando no mesmo guia de onda a uma distincia de 10 cm outra estrutura idéntica,
teremos a resposta em freqiiéncia do gréfico 5.15, onde a curva continua mostra a
transmissividade da estrutura simples, e a tracejada a da estrutura dupla, podendo-se

notar, entdo, um alargamento da banda de rejei¢ao no segundo caso.

*A versio implementada computacionalmente fomece como salda apenas o médulo e fase do primeiro medo propagante, mas seria bastante
simples obler-se os modulos e fases de quaisquer outros modos.
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figura 5.16 - Resposta em freqii€ncia de estrutura dupla formada por cruzes de
Jerusalém
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Finalizando, mostramos no gréfico 5.16 o cascateamento de duaé superficies,
tendo como elemento bésico a cruz de Jerusalém do gréfico 5.13 e distantes entre si 1,2
cm, para o caso de incidéncia normal.

Pode-se ver, entdo, que hd um alargamento da banda de reflexdo em 8,2 GHz, e
que passamos agora a ter uma banda de transmissio em 4,5 GHz, permitindo assim o
seu uso, por exemplo, como sub-refletor de uma antena do tipo da figura 2. Note-se que
o célculo da resposta desse cascateamento foi feito desprezando-se as ondas
evanescentes, pois, mesmo para a maior freqii€ncia, a atenuagdo sofrida pela onda

evanescente nessa distincia de 1,2 cm € de cerca de 36 dB.
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6 CONCLUSOES

Como pode ser observado pelos dados mostrados no capftulo anterior,
conseguiu-se implementar, através da formulagdo apresentada, rotinas eficientes para o
cdlculo das caracteristicas de refletividade e transmissividade de estruturas dicréicas
infinitas e sem perdas, com substrato e/ou superstrato dielétricos.

Um dos programas € especifico para a andlise de estruturas formadas por tiras
retangulares, de quaisquer dimensdes, sendo sua precisdo limitada pelo niimero de
fungbes de base e de modos de Floquet utilizados. No caso de dipolos finos ela
mostrou-se bastante eficiente, pois conseguiu-se obter resultados muito bons com um
nimero bem pequeno de fungbes € modos. No caso de retingulos de dimensdes
relativamente grandes, comparadas com o comprimento de onda da excitagdo, deverd
ser necessdrio aumentar bem mais o nimero de fungdes utilizadas, porém esse nio € o
caso da maior parte das aplicagdes praticas encontradas para essas estruturas.

O nimero de modos minimo a ser utilizado estd diretamente relacionado com o
nimero de fungdes consideradas na anélise, conforme detalhado na segio 4.1.
Eventualmente essa formulagdo poderd se tornar mais eficiente com a aplicagdo de
técnicas de aceleragdo como a descrita em 4.2.

O segundo programa implementado permite a andlise de estruturas bem mais
complexas, como as apresentadas no capitulo anterior, s6 que, de forma geral, & custa de
um nimero bem elevado de fungdes de base, e portanto de capacidade computacional.
Nos exemplos apresentados pode-se notar que uma condigdo bésica para a utilizagdo
desse programa € que a estrutura metédlica possa ser decomposta em pequenos
quadrados, e que esse ndo € o caso, por exemplo, de estruturas formadas por anéis
metélicos circulares ou por furos circulares num plano condutor. Porém, até essas
estruturas podem ser razoavelmentg bem aproximadas por pequenos quadrados, como

feito por CWIK; MITTRA®™, sendo a precisdo cada vez melhor quanto maior for essa
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discretizagdo. Dcvé-sc notar, porém, que, no caso especffico de anéis circulares, podem
ser encontradas fungdes de base mais adequadas que permitam o seu estudo de forma
mais eficiente, como por exemplo as apresentadas por PARKER; VARDAXOGLOU®,
¢ que deverdo ser analisadas futuramente.

A formulagdo apresentada precisa ainda ser modificada para permitir o estudo de
estruturas com perdas, tanto nos condutores como nos dielétricos. No primeiro caso
basta proceder-se como feito por CWIK; MITTRA®, subtraindo-se uma parcela
constante da fungdo de Green apresentada. Para o segundo caso a formulagdo
apresentada na segdo 2.2 precisa ser um pouco modificada para levar em conta uma
possivel constante dielétrica complexa.

A andlise de estruturas multicamada, se bem que de uma forma um pouco restrita,
pode também ser encontrada na literatura, como a feita por HALL et al.*», que fizeram
uso da matriz de espalhamento generalizada de uma camada isolada para determinar a
resposta de um nmimero maior de camadas. Pretende-se ainda implementar tal
formulagdo e verificar sua eficiéncia, expandindo-a, se eventualmente for necessério.

Também os efeitos provocados por estruturas finitas e nio planas precisam ser
investigados. Alguns resultados j4& foram obtidos por CWIK; MITTRA®, que
analisaram o problema bidimensional de forma bem precisa, comparando com algumas
aproximagdes (distribui¢do de corrente localmente plana, e distribui¢@o de corrente dos
elementos fora das bordas essencialmente a mesma de uma estrutura infinita). Pode ser
observado que a aproximagdo localmente planar levou a resultados bem precisos,
enquanto que a suposigdo de distribui¢@io de corrente nos elementos mais internos igual
2 de uma estrutura infinita pode, em alguns casos (dependendo do comprimento de
onda), levar a resultados imprecisos. Esses dados podem ser muito importante no

projeto de FSS’s para serem utilizadas em sub-refletores de antenas “dual-band".
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Assim apesar de haver ainda muito a ser estudado e modificado nas rotinas
propostas para anflise de superficies seletoras de fregiiéncia, pode-se observar que os
resultados até agora obtidos j4 permitem, com uma boa precisdo, determinar-se as
caracterfsticas de refletividade e transmissividade de uma grande parte das geometrias
atualmente utilizadas. Esses resultados podem ser, portanto, extremamente teis no
projeto de estruturas para serem usadas em guia de onda retangular, ¢ também em
sub-refletores e radomes de antenas. A continuagio desse trabalho dever4, entdo, trazer
uma contribuigdo muito significativa para o projeto de sistemas de comunicagdo ainda

mais eficientes, atendendo, entfo, as necessidades cada vez mais restritivas nessa drea.
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ANEXO A - Deducao da funcao de Green para estrutura sem

dielétrico
Temos, de (2.2), que:
A'(x,y,2) = ly- G(x,y,2)*T (x,y)

sendo "*" o operador convolugdo nas varidveisx ey, e

e-jKoqx2+y2+z2

ATNx? + y? + 22

G(x,y,z)=

A distribuigdo de corrente pode, de acordo com (2.5b), ser escrita como:
1 o0 o0 o+
Te)=s [ [ Tape P daap @a.1)
n o0 o/ —00
que, substituida em (2.2), leva a:

K‘(x,y,2)=4£';;£f_:7(a,l3) [G(x.y. 2y ™*™dadp A.2)

resolvendo-se o termo entre colchetes:

-k, O‘Jf + y_z +2°

G (x,y.2 e/ ™8 = “(T_e L L N S
i ) 2, 2, .2 =
4TNx“+y“+z




_e-jxdg’u’n’-j(aym
(o 4 By)

metertn [ e
—ee o/ —90 4 £2+12+zz

dxdy =

a=pcostd B=psend  x=rcosb y =rsen®

JKo P42t

e!(ﬂ-' +By) J'

por GRADSHTEYN; RYZHIK®?, p.482, expr. 3.915-2

]Ko r? +z

eJ(w+I3y)
f 21Llo(pr)dr =

wi=r¥zr+1

PLUCAL

2 |fme—jKthJo(d 2 Nu? ~ 1)du =

por GRADSHTEYN; RYZHIK®9, p.721, expr. 6.645-2

, eJ(wr'rBy)‘,ﬂ |
= _— K ‘\H 2 4 l =
2n \N(x +B*-K2 2( w P =

por GRADSHTEYN; RYZHIK®, p.967, expr. 8.469-3

[ J‘ = e'j‘”““""’de]dr -
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e—‘\jaz-o- BI-Kaﬂ
2\ol + B -k

= ei(ux+By)

Substituindo-se agora em (A.2) temos:

Ay = [ [ mG@pT@pe™ F e maaip 43
4n°Je Jee

sendo G(a,B) dado por (2.7). E assim:

—_ - -\}azﬂlz—l(zlzl
A'(a,B,z) = py G (a,B) T(,B) e ° (A.4)
que € a expressdo (2.6) utilizada no capitulo 2.
Utilizando-se agora a expressdo (2.4) para a obtengdo do campo elétrico:
VX (V xA*) = joeE"
vamos expandi-la e transformd-la por Fourier, de acordo com (2.5a):
2p _oox A
BA,-GBA,——B;THO)E‘)HOE, (A.5a)
0 oo 9A,
A, —0BA, —— = joeE] (A.5b)

oz



oA,

11

, R0A, .,
jort+ jBY = jeegE; (4.5¢)
Substituindo-se entdo (A.4), temos as seguintes equagdes:
~ 1 = = - —'\J +p2-K1:
E;=Ec(a,ﬂ)[(1(§-a’)/,(a,l3)—all’,(a,B)]e oKl (A.6a)
E;= jmﬁ%é(a,ﬁ) 0B (@.B) + (K2 — B (e pyle N *F ! (A.6b)
) T [ey2 2_g2 ) ) Ny
£t “;2 L6 @B () + B (e pyie T (4.6¢)

sinal superior (-) para z>0

que correspondem 2 expressdo (2.8)
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ANEXO B - Célculo da transformada da distribuicao periédica de

corrente

A distribui¢io de corrente na estrutura €, de acordo com (2.9), dada por:

Te,y) =T, y)* T{8(x —ma — nb cos Q)
85(y — nbsenQ)e” " x4 ey (B.1)

Vamos, entdo, inicialmente calcular a transformada da somat6ria para 6=0:

Y. {8(x —ma —nb cos Q) &y —nbsenQ) =3y —nbsenQ) Y. 8(xx —ma — nb cos{B.2)

por LATHI"®, fazendo-se primeiramente a transformada (B.2) em x:

38(x —ma-nbcosQ) & 2—:—2 a—zTnm}"j""‘b“‘n (B.3)

A somatoéria (B.2) torna-se entdo:

.2om
21tm ="y cot Q2

25( —T) T8y ~nbsenQ)e  ° (B.4)

2n
a

m

Transformando-se, agora, (B.4) em y obtemos:

2% 2x%n
}nlﬁ(y—nbsenQ) . bsenQ?B(B_bsenQ) 8.5)
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}_‘,S(y—nbsenﬂ)e-j?wny « B- 2nn +——cotQ (B.6)
» bsenQ bsenQ a '

E, assim, a transformada da somatéria (B.2) fica:

4 21m
absen() m,..é( Hﬁ—bsenﬂ a COtQ) B.7)

Considerando agora 8 # 0 teremos um deslocamento no dominio espectral, ¢ a

transformada da somatéria em (B.1) fica entdo:

4n?
e 2 Y00, )8(B B, (8.8)
com o ¢ 3 dados por
21tm
a, =T+K(,senecos¢ (B.9a)
2rn 2mmcot{)
B, = beenS + KysenBsend (B.9b)

e, assim, aplicando-se a propriedade da transformada da convolugdo, dada por

LATHI"®, a transformada de (B.1) obtida sera:
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4n?

J(0.B)=Jy(ap)- {absen Q 3;' &a-a,) 5B~ Bm)} (8.10)

como em (2.10).
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ANEXO C - Calculo dos campos espalhado e incidente - estrutura com

dielétrico

Resolvendo-se as equagdes (2.23) a (2.34), para o campo gerado por uma
distribuigio de corrente na diregdo x dada por (2.15), chegamos 2s seguintes expressoes
para as ondas no meio 1:

(Y (¥} +Y*)

* = Z°cos’ o+ Z'sen? C.1
Y¢ _ Y+¢ Y’l _ Y+h
E,= gz‘ cos” ¢+ #Z"sen %0 (C.2)
2Y; 2Y;

RS SO TN 45D )
n= e Z - h
2Y¢ 2Y!

Z"]Jenq)cos () (C.3)

RN G B O 6 4
- e Z - h
2Y; 3%

Z"]wntbcosd) (C.4)

e portanto o campo em z=0 serd dado por:

E(z =0)=(E,+ER)e™ ™ = (Z° cos* ¢+ Z"sen’p)e™ ™
x x1 x

E,(z =0)=(E,+ E;)e™ "™ =(z°~Z")sen¢cos pe™



como utilizado na se¢do 2.2.

As expressdes das ondas nos outros meios sdo as seguintes:

Y;-Y~
E+2 = ( 2 )
2Y;

X

x2

_(Yi+Y7)
)7

Z* cos

Z°co

;-1

Z*sen’
21! 9

2¢+

(Y;+7™)

2 h 2
sSO+————2Z sen
O+ ¢

2

¥; -Y™")

Y;-Y™"
E;z = ( 2 )Z¢
27;

Z* [send cos
27 } deos?

Y;+Y™")

_ Y;+Y™)_,
’Zz{ 2 A

2Y;

Z" lsendcos
o }n¢o¢

x0=

. [ Z°Y{cos’ ¢

+
Y;coth(y,d,) +Ys

Z"Y* sin® ¢ o'
sinh(y,d,)

Y? coth(y,d))+Y;

y0

i _[ Z°Y!

Y coth(yd,) +Y:  Y*coth(y,d,)+Y!

'Yy " send cos
senh(y,d,)
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(C.5)

(C.6)

(c.mn

(C.3)

(C.9)

(C.10)
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_ [ Z¥cos’¢ : Z*Y!send e Tt
7| Y coth(ydy) +Y§ Y3 coth(ydy) + Y2 |senh(ydy) '
- Z'Y; 3 z'y; e sen¢ cos ¢
| Yzcoth(yudy) +Y¢ Y coth(ydy) + Y2 | senh(v,d,)

(C.12)

Essas quatro dltimas expressdes representam as componentes do campo espalhado

fora das camadas de dielétrico, e a partir delas os coeficientes de reflexao e transmissao

podem ser calculados. Como elas foram obtidas a partir de uma densidade de corrente

apenas com componente na diregdo x, dada por (2.15), deveremos ter para uma corrente

da forma:

T =/ 2417 %)

as seguintes expressoes para as ondas na regido z>d,, obtidas de forma aniloga as

anteriores (da mesma forma que feito na segfio 2.2 para o campo no plano z=0), €

utilizando, também, a expressio (2.20) para obter-se as componentes na diregéo z:

ou seja

E} =G {(0B), + G(ouBY,

E;o= Gy (aB), + Gy(auB),

E:o = Gs+1 (0B, + G::z(a'B)J y



J
Ey= G*(a,B)[ ,‘]

y

sendo;
|z cos* ¢ . Z"Y}sen’ s
1 yecoth(y,d,) +Ye  Y!coth(y,d,)+Y4 |senk(y,d,)
. | ZYisen s Z"Y} cos? ¢ e
27| yecoth(y,dy) + Y. Y!coth(yd,)+Y? |senh(y,d,)
Gt =G = ZY; _ z'y! e’°d'sen¢ cos ¢
27U yecoth(yd) + Y Y coth(yd)+YeE | senh(y,d,)
. YGh +'YyG1+2 . YGan +'YyG;2
n=" . Gp=—"""""

Yo Yo

e para a regifo z<-d,:

sendo

118

(C.13)

(C.14a)

(C.14d)

(C.14c)

(C.14d)

(C.15)
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_ [ zvicos’s . Z'Y}sen?d e T
"= | Vi coth(ydy) + Y5 Y2 coth(udy) + 4 [senh () —
: Z°Yisend Z'Y? cos? ¢ 2
Yl P s ; (C.15b)
Y3 coth(y.d,)+Ys Y7 coth(yd,) + Yy |senh(Y,dy)
- G- zZY, _ z'y? e"’d’senQ)cosq) (C.15¢)
27707 yecoth(yd,) + Ye  Yhcoth(ydy)+Ye | senh(y,dy) '
.G +7,Gr: _ 1 Gy + G:
G:;_1=_Y 1unt%hin , G32=-—Y n+%0n (C.15d)
Yo Yo
e, portanto, como feito na seg¢do 2.1:
i (e, xB —\/ +pL,-K2z|
EGys)=——"o3 GO Tt e (€16)
ma

vélida para z>=d, (superscrito +) ou z<=-d, (superscrito -), € utilizada na segéo 2.3.

Para as ondas resultantes apenas da onda incidente, vamos inicialmente definir as

seguintes impedancias caracteristicas para os meios, considerando a incidéncia de uma

onda plana TE ou TM, incidindo com ¢=0:
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E} E; ]
z‘.=—!':=-wl_=-'\/&scc9,-=-&uo TE (C.17a)
Hxi Hxi g 'Y‘
E; E_ ’ ;
Zi=—=—"—= &cose,-=,L ™ (C.17b)
Hy" Hy,' [ JOE;

Vamos definir também a impedéancia de onda num plano z qualquer (j4 que ela

independe de x ou y) como:

E(2) ™
H,(z)
2(z) = {E(z)

Assim as impedédncias nos seguintes planos serio dadas, de acordo com

MARIOTTO®, por:

Z(-d) =2, (C.184)

| ZCd)-Zytanhiydy)
=z anh hi

2(d) =z, 2O Ztanhvd)

=2, +Z(0) anh () (€180

Definindo-se entdo os seguintes coeficientes para as componentes x ou y do

campo elétrico (para incidéncia TM ou TE respectivamente):



_E}z=0)
°" Ef(z =0)

_ Es(z =d)

o=
: E,(z=d)

[ B =-d)
P Ey(z=—dy)

(C.192) _EE=0 g
. a o_El_(z =0) ( . )
(€.19 WL Al VT
19¢) l_E.'nc(z=dl) | )
_Efz=—d)
(C.19) Ly (€19

sendo E__ a respectiva componente (x ou y) do campo incidente, e:

E(2)=E()+E (2)

Temos, de novo de acordo com MARIOTTO®, as seguintes relagoes:

_Z(0)+2Z,
°7 Z(0)-2,

_Z(d)+Z,
" z) -2,

Z(@)+Z,

1“2‘2«12)—74

Lembrando que:

_2Z(0)

(C.21a) °—Z(O)—Zl (C.21b)
2y

(C.21c) =z -7, (C.21d)
_22(d)

(C.21e) Z—Z——(dz)_zz (C.21f)

Ef(2)=EOe "
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(C.20)



temos, utilizando as expressdes (C.19d), (C.20) e (C.19a), que:

T,E, (z =0)e™ =E(z =0) (e""‘ + roe”""')

122

(C.22)

Substituindo-se, entdo, as equagdes (C.21), (C.18) e (C.17), e lembrando que o campo

incidente € dado por (2.1), temos:

_ Yo

B = Dsenhindy 20t * 1 cothhds) + %, +¥Ix

'YUe’odl

E =F———
Dsenh(y,d,)

[V2(Yo = Y1) coth(1,dy) — ¥o¥, + ?22]‘(

sinal superior (-) para modo TE, e inferior (+) para modo TM. Sendo:

D= (% + ?;)'_Yz cothy,d,+ ('Yzo + ?2)?1 cothy,d, +

*’(—Y’; + ?2)70 + 270?1?2 cothy,d, cothy,d,

e
1 TE
x = { cos 0, ™
£rl
Y TE
= oy
€

que sdo as expressoes (2.44) e (2.46) apresentadas no capftulo 2.

(C23)

(C.24)
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Para obter-se as expressdes das ondas refletida (E) e transmitida (E;)

utilizaremos as expressdes (C.19b,c,e.f) e (C.20), obtendo entdo:

214,
Ey =+ (3,0 =) coth(d) + 7,0, ~ ¥ coth(rd) + ¥, (% ~ VIR (€25)

_ YN Y.e Ya(d‘dz) —
KX

© = Dsenh(ydy)senh(ids) (C-26)

_ 1 TE
l(_{coseo ™

As expressdes anteriores representam, entfio, as componentes x ou y do campo

incidente, sendo a incidéncia feita em ¢=0. Para o caso genérico teremos:

, —Esen¢ TE
Eo=1{ . (C.27a)
Ejcosd ™

EXcos TE
Eft={" ¢ (C.27b)

7 “Eseny  TM

e no caso de incidéncia TM, as componentes na diregéo z serdo dadas, a partir de (2.20),

por:

EX +v,E2
E% =¢1‘—°#’ (C.27¢)
0



Sendo, assim, o campo produzido apenas pela onda incidente dado por:

+
E, z>d,
Tty -1zl i+ LEHY,Y-1)z]
Ei =|EL|- e " S { ou

E% z<—d,

124

(C.28)
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ANEXO D - Condicao para convergéncia das somatérias

Vamos inicialmente determinar o comportamento assint6tico da expressdo geral

de G_ dada por (2.38):

G, =2°cos’o+2Z"sen’d

xx

com
o p
cos$ = sen¢ =
1’a2+B2 1’a2+B2
e
e =—1_ Zh =_17
Y*+Y~™ Y +y™
P Ye* +Y¢* cothyd,
Y oyer + Y cothyd,
gt peh Yt 4+ Ye* cothy,d,
— 42 eh ek
Ys" +Y," cothy,d,
g A
Y =—jo— —_
Yi J WU
K} —o?-p?
Y, = jK,cos®, cos9i='4K—

Para a+32>>K 2teremos:
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y,s\fa’ﬂi’ (D.1)
e‘_ 2 2
Y!=—jo yh=-4 | 2P D .2)
Vo2 + p? JOHo
e para a+f3»>>1/d?
coth(y.d,) = 1 (D.3)
Assim:
y** =y y**=v;* (D .4)
e
e a2 + BZ h -_](Duo
A Ll e (D.5)
—j (€, +&;) 2ol + B
€ portanto:
, o 0P
Gu=Jj — (D.6)
m(e,+el)\/a +B 2(\1(1 +B%)
sendo, entdo, a parcela de (D.6) com decaimento mais lento da forma:
2
G, ~ —=— @7
o+ B?

Analogamente:
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2
G. -~ DB G =G. ~ M—B (D.8)

e 1’(12-1— Bz x > o2+ Bz

Os termos da diagonal da matriz obtida, serfio, entdo, da forma:

D?.:n Gxx(am’Bm) I f:ri |2 (D ‘9)

Supondo-se que o comportamento assintético da fung¢io de base f seja do tipo:

fo ~ o'p” (D.10)
entdo as parcelas da somatdria (D.9) serdo da seguinte forma:

2

Ay, 1 1

Voi+Bh, onBm  ofpLol+Bl

(D.11)

E, assim, para |m| e |n| suficientemente grandes, as parcelas da somatéria terdo o

seguinte comportamento:

(D.12)

M
| m Pl n BFNm?+cn?
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Dessa forma, se a somatéria

- = 1
§=%Y Y—F—
m=1n=1mPpiNm? + n’

(D.13)

for absolutamente convergente, entio a somatéria (D.9) também o serd, pois ambas tém
0 mesmo comportamento assintético.

A somatéria (D.13) pode entdo ser escrita como:

“ m 1 o n-1 1
S = — — D.
mglnglm!’nﬂ'\’mz_*,nz ,.g‘,,,.g,mpnqw/mz_l_nz ( 14)
onde, obviamente, se a primeira parcela for convergente, a segunda também ser4.
Mas
s L 33— L 531 (D.15)
m=1ln=1 2ml+an m=ln=lml’n‘1-\’m2+n2 m=ln=lml+pnq
Assim se a somatéria
.o m l
z X (D .16)

m=1az1mi*Pn?

convergir (divergir), (D.13) também convergird (divergird).

Sendo, entio, a parcela de indice m dada por:



12

1 n1
ay == L 0.17)

temos que:

n=l nxl

(m+1)l+p(in_q miln_v)_ml-ﬁp
—1‘= (D.18)

mP

Vamos, entiio, calcular o limite de (D.18) para m tendendo a infinito nos seguintes

Ccasos:
a) g1
am ) 1+p 1 _ 1+p
1im_[m —1H=lim(m+1) 1-m ™" _
m— Apy 41 m oo m?
P14 Um)'*P -1

- lim L :") ) lim m[1+ (1 +pYm+p(+pY@mD)+...— 1] =
m = oo m m—»

= l+4p (D.19)

b) g=1 (por GRADSHTEYN; RYZHIK"* p.2, expr. 0.133):

Y nt=C+In(m)+c/n+nin’+... (D .20)
n=1

entio:

‘d;a acordo com GRADSHTEYN; RYZHIK, p. 7, expr. 0.233, & somatbra em n da expressio (D.18) lende a um nimero finito quando m tende a
infinito
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l+p + — 1+p
G —1H=lim(m+1) In(m)/In(m +1)—m'*? _

lim.[m

Ap 41 L Aad m?

=}iﬂm{%%[l+(l+p)/m+...]—1}=1+p (D 21)
¢) 0<g<1:
;‘;‘,ln"'=m""/(1—q)+clm"’+czm""l+... (D.22)
assim
ol
m- [/ I m e m*

=limm{1+1+p)Ym+..Jm'" Um+1)""-m =

m — e

- lim m i +m' 1+ p)-mm+ 1)
m—se (m+1)¢

im m*i4m' A+ p)-mP 1+ (1-q)m+...]
1
morer m 1 +(1-q)m+...]

=p+q (D.23)
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De acordo com GRADSHTEYN; RYZHIK"9, p.5, expr. 0.223, a somatéria (D.16)
convergird absolutamente se o limite de (D.18), para m tendendo a infinito, for maior

que 1, e divergird se for menor que 1. Assim, temos que, para que haja convergéncia,

devemos ter:

p >0, qg>0 e p+g>1 (D .24)

e portanto:

s>0, r>1 e r+s>15 (D.25)

como utilizado no capitulo 4.
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