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Aplica-se a Teoria Qualitativa de Equagdes Diferenciais
aos problemas de sincronismo de fase, associando as
diversas regides do espago de pardmetros os tipos de
atratores esperados.

Trés casos basicos sd3o estudados:

i) Malha de Sincronismo de Fase Autdnoma de 228 Ordem

ii) Modulacdio em Frequéncia Acidental em Malha de
Sincronismo de Fase de 22 Ordem

iii) Malha de Sincronismo de Fase AutSnoma de 32 Ordem

No caso (i), usando resultados classicos da teoria de
sistemas dindmicos, discutem-se os pontos de equilibrio e
os ciclos limite.

No caso (ii), usando o método de Melnikov propSem-se
critérios para previsdo de aparecimento de atratores
caoticos.

No caso (iii), usando o teorema de bifurcagGes de Hopf, a
estabilidade dos pontos de equilibrio e a formagdo dos
ciclos limite sdo analisadas.

RESUMO



The Qualitative Theory of Differential Equations
is applied to the phaselock problems, and the
several parameters space regions are associated
to the expected attractors.

Three basic cases are studied:

i)  Autonomous Second Order Phaselock Loop

ii) Accidental Frequency Modulation on Second
Order Phaselock Loop

iii) Autonomous Third Order Phaselock Loop
In case i), using classical results of dynamical

systems theory, the equilibrium points and limit
cycles are analysed.

In case ii), the Melnikov technique gives some criteria
for chaotic attractors.

In case iii), Hopf bifurcation theorem provides
propositions about equilibrium points and limit cycles.
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“Experiment is the sole source of truth. It alone
can teach us something new; it alone can give us
certainty. These are two points that cannot be
questioned. But then, if experiment is everything,
what place is left for mathematical physics?

What can experimental physics do with such an
auxiliary — an auxiliary, moreover, which seems
useless, and even may be dangerous?

However, mathematical physics exists. It has rendered
undeniable service, and that is a fact which has to
be explained. It is not sufficient merely to observe;
we must use our observations, and for that purpose
we must generalise. This is what has always been
done, only as the recollection of past errors has
made man more and more circumspect, he has
observed more and more and generalised less

-and less. Every age has scoffed at its predecessor,
accusing it of having generalised too boldly and

too naively'.

H. Poincaré

wScience and Hypothesis". Part. IV, Chapter IX.
| Dover Publications, Inc., New York, 1952, p. 140




LISTA DE SIMBOLOS E ABREVIATURAS
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R, conjunto dos nameros reais positivos
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INTRODUCAO

A questdo do sincronismo de fase constitui um problema pertinente
aos mais diversos ramos da ciéncia [C-1 e C-9]. Um problema dessa clas-
se & aquele relativo as Malhas de Sincronismo de Fase (PLL), que aparecem
em sistemas de controle e telecomunicagdes, quando sub-sistemas de filtra
gem com fregiiéncia central varidvel, de acordo com o sinal de entrada, sao
necessdrios [C-6].

Essencialmente, a Malha de Sincronismo de Fase € fechada e consti-
tuida por trés elementos: um detetor de fase, um filtro e um oscilador
controlado por tensdo. O filtro utilizado na malha é, em geral, linear de
12 ou 22 ordem [C-6], implicando que a dinamica da malha seja descrita
por uma equagdo diferencial ndo linear de 22 ou 32 ordem, respectivamen-
te [C-1, C-2 e C-6].

Virias ferramentas podem ser empregadas na solugdo do problema, mas
todas elas esbarram na dificuldade imposta pela ndo linearidade do sis-
tema. Opta-se, em geral, por uma linearizagdo e posterior andlise no do-
minio da freqiéncia, complementada por trabalhos de laboratério [C-2, C-4
e C-5].

Uma ferramenta de grande utilidade e forga tem sido, entretanto, es
quecida no trato deste problema: A Teoria Qualitativa de Equagdes Dife-
renciais, que permite a identificagdo dos diversos tipos de comportamen-
to das solugdes de uma Equagdo Diferencial, em fungao de seus parametros
[B-4, B-5 e B-6].

Assim, obtém-se informagbes importantes a respeito dos sistemas mo-
delados pelas equagbes diferenciais através da observagdo de seus atra-
tores, que podem ser: pontos de equilibrio, ciclos limite e atratores



estranhas ou cabticos. Diagramas de bifurcagbes associando recites do es
paco de parametros a cada tipo de atrator podem ser tragados, tento por
via numérica como analitica [C-8 e C-9].

Ligar os problemas de sincronismo de fase & Teoria Qualitativa de
Equacdes Diferenciais foi o objetivo primeiro deste trabalho procurando,
pela via analitica, resultados de interesse prdtico na engenharia, ainda
n3o obtidos pelas vias usuais de estudo do problema.

Os primeiros passos importantes na aplicacdo da Teoria Qualitativa
de Equacdes Diferenciais a problemas fisicos foram dados por Poincaré
[B-25], no estudo de problemas de Mecénica Celeste, desenvolvendo oS cha-
mados Teoremas de Indice, para identificacdo de solugbes periddicas. Os
resultados obtidos por Poincaré foram complementados por Andronov, estan-
do bastante discutidos em [B-15 e B-18].

Posteriormente, o estudo das equagdes de Van der Pol de 22 ordem
com termo forcante mostrou a existéncia, de acordo com 0s parametros da
equagdo, de comportamentos cadticos.

Em primeira instancia, afirma-se que 0 comportamento de um dado
<istema dinamico € cadtico quando seu atrator é semelhante a ruido, isto
¢, tem densidade espectral de poténcia constante em toda a gama de fre-
guéricias, sem que haja no sistema nenhuma fonte convencional de ruido.

Existem, do ponto de vista tedrico, vdrias maneiras de se encarar
essa estocasticidade natural de alguns sistemas dinamicos ndo lineares
[Capitulo 2, Parte 1), D-2].

Por exemplo, a partir do trabalho de Melnikov [D-6], Chow, Hale e
Mallet [D-70], Chirikov [D-9], Holmes e Marsden [D-8, D-10 e D-11] desen-




ve .eran uma ferramenta analitica pzra a detecgdo de comportamentos cabti-
coc em Sistemas Hamiltonianos de 2& Ordem, excitados com singis periodi-

CcoSs.

Essa ferramenta analitica se constrdi a partir da medida da separa-
¢3o0 entre as variedades estdvel e instdvel do Mapeamento de Poincaré, as-
sociado a pontos de trajetdrias homoclinicas, que ligam pontos de sela de
sistemas Hamiltonianos.

Paralelamente, Landau e Lifshitz [B-27] conjecturaram, & partir dos
trabalhos de Hopf [D-19, D-20, D-21, D-22, D-23 e D-24], a possibilidade
de aparecimento de caos em sistemas ndo lineares autdonomos de ordem maior
que dois, devido a variagdo de parametros. Essas conjecturas se origina-
ram da observagdo de regimes turbulentos em campos de velocidade em es-
coamentos de fluidos.

Ruelle e Takens [D-21] formalizaram as conjecturas de Landau e
Lifshitz, utilizando os auto-valores do Mapeamento de Poincaré [D-23 e
D-24], apresentando as condigdes de duplicagdo de perfodo e caos em Sis-
temas autdnomos de ordem n > 3.

Outra linha de trabalho, utilizada mais recentemente, prevé a carac
te~izacdo dos atratores cadticos através de mudangas des chamados expoen-
tec de Liapunov do atrator [D-1 e Capitulo 8, (Parte 1), D-2].

No Capitulo I deste trabalho apresenta-se a Teoria Qualitativa de
Equagﬁgs Diferenciais, voltada para a resolugdo de trés tipos de proble-
mas:

— Sistemas Autdnomos de 22 Ordem (Poincaré e Andronov)
— %istemas nio Autdnomos de 22 Ordem (Holmes e Marsden)
— Problemas Autdnomos de Ordem n » 3 (Hopf)




£ seguir, o Capitulc 1I procura estabelecer a formulagés dos seguin

tec problemas de sincrenismo de fase:

— Malha de Sincronismo de 22 Ordem com filtro "Lag"
— Malha de Sincronismo de 22 Ordem com filtro "Lag-Lead"

— Malha de Sincronismo de 32 Ordem com filtro de Sallen e Key

Além disso, apresentam-se as condigdes de existéncia e unicidade de
solucdes para os trés problemas e a solugdo dos problemas de 22 ordem pe-
la via Hamiltoniana, que auxiliard o trabalho analitico do Capitulo IV.

0 Capftulo IIl é dedicado aos problemas da Malha de Sincronismo de
Fase Autdnoma de 22 Ordem, utilizando as idéias de Poincaré e Andronov.
Virios resultados de importéncia relativos a pontos de equilibrio e ci-
clos limite sdo obtidos, servindo de apoio ao engenheiro de sistemas que
jdentificard regides do espago de parametros permitidas ou proibidas, em
seus projetos particulares.

0 Capftulo IV enfoca o problema de modulagao em frequéncia aciden-
tal ("jitter" de fase) em malhas de sincronismo de 28 ordem, comum em de-
modulacdo de sinais em presenga de ruidos, distor¢des e comportamentos in
desejsveis [C-13]. 0 caso em questdo € de um problema de 228 ordem ndo au
ténomo e o método de Melnikov, na versdo proposta por Holmes e Marsden,
produz resultados originais, Uteis para a orientagdo do trabalho de pro-
jeto.

A Malha de Sincronismo de Fase Autdnoma de 32 Ordem € analisada no
Capftulo V, & luz do Teorema de Hopf, caracterizando-se as faixas de re-
tencdo e captura desse tipo de malha. Além disso, proporciona-se abertura
para que os trabalhos de Ruelle e Takens sejam utilizados nesta classe de
problemas de engenharia.




0 Capitulo VI apresenta um resumo das proposigbes € uTa série de su
gestdes de problemas, que permitirao a continuidade deste trabalho e a
extensao das idéias aqui apresentadas.

Todos os resultados obtidos neste trabalho sdo apresentados sob a
forma de Proposigdes, com suas respectivas provas.

A contribuigdo apresentada é de natureza tedrica, obtida pelo racio
cinio analftico. A verificacdo de algumas proposigbes aqui logradas, usan
do simulagdo numérica, foi feita pelo autor e orientador, sendo apresenta
da em [C-9].

A via numérica foi preterida, pois nos sistemas tratados, pequenas
variagdes dos parametros produzem grandes variagdes nas respostas.  Como
consequéncia, quando aparece um dado comportamento notdvel na resposta do
sistema, fica a divida se ele apareceu por variagdo dos pardmetros da equa
¢30 ou por ajuste inadequado do método numérico [B-22, D-16, D-17 e D-18].

Trabalhos experimentais de montagens de circuitos e verificagao dos
resultados teéricos devem ser feitos, podendo ser objeto de pesquisas futu
ras.

Por se tratar de um estudo de natureza interdisciplinar, a bibliogra
fia € apresentada por assunto, visando facilitar novas pesquisas no mesmo
campo.
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Neste capitulo apresentam-se as bases da Teoria
Qualitativa de Equagdes Diferenciais, que procura
obter conclusdes a respeito de solugdes
através da analise de determinados conjuntos de-
nominados atratores.

Assim, a teoria em questdo proporcionara
ferramentas para que se possa, no espago de pa-
rdmetros, deliminar regides com pontos de equi-
librio, solugdes periddicas, atratores estranhos e
comportamentos caodticos, para um dado sistema
dindmico,

Na secgdo 1, tém-se definicSes gerais de sistemas
dindmicos e pontos de equilibrio, discutindo-se, na
secgdo 2, condigdes de existéncia e unicidade para
solugcdes de equagdes diferenciais ordinarias.

A secgdo 3 versa sobre estabilidade de pontos de
equilibrio e, na secgio 4 definese o conceito de

atrator e estabelece-se o Teorema das Variedades
Invariantes.

A secgdo 5 é dedicada a discuss3o do conceito de
equivaléncia topologica e das definigSes basicas
de Teoria de Bifurcagdes.

Seguem-se asecgdo 6 sobre sistemas autdnomos de
238 ordem, abordados classicamente e a secgdo 7,
onde as técnicas de medida de caos em sistemas
Hamiltonianos perturbados s3o estabelecidas.

Na secgdo 8 discutem-se os sistemas auténomos de
ordem n > 3, sob a dptica do Teorema de Bifur-
cagdo de Hopf e do trabalho de Ruelle e Takens.

Nada do que esta apresentado neste capitulo é
original, excessdo feita a definicdo de atrator
caotico, procurando-se apenas fazer um apanhado
organizado da teoria matemdtica necessaria no
decurso do trabalho.




1. SISTEMAS DINAMICOS !

DefinicBlo 1 — Seja f: uc R"5 R" uma aplicagdo definida no aberto
m
U de R.

Diz-se que f € diferencidvel em p€ u se existe uma transforma-
¢do linear T : R"+ R" ta) que:

f(p+v) = f(p)+ T(v) + R(v) com yim R0
Iv[FO ||v]]

Definigdo 2 — Relativamente 3 definigdo 1, diz-se que T é a derivada
de f em p e indica-se por df (p) ou Df (p).

Definigo 3 — Se f € diferencidvel para Y pE€u, define-se a apli-
cagio df: ucR". L(Rm, R") que, a cada p€Eu,
associa a derivada de f em p.

Tendo definido df em 3 pode-se, utilizando a definigdo 1, definir

d2f, d3f, ..

[B-1, B-2, B-3, B-4, B-6, B-7, B-8, B-9, B-15, B~17, B-18, B-19 e B-22)
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Definico 4 — f € de classe Ck se dkf é continua.

Definigio 5 — Um sistema dindmico € dito de ordem n (n €Z), quando
for descrito por n equagdes diferenciais ordinirias de
12 ordem, da forma:

Xp = fy(xy, xg, » Xo» t)
X, = f,(xys x,, s Xos t)
>'<n = fn(x,, X, » X t)

n
Chamando x = (x,, =, oE5 3 xn) um vetor de R’ e

(ﬂ(-); Fale)s wun s fn(-)>

uma fungdo vetorial de R" xR em Rn, simplifica-se a notac3o pa-
ra:

£(-)

x = f(x,t) com x€ER'; teR e f: R xR+R

Definicio 6 — Um conjunto de n fungdes de classe C!,

{x.,(t), X (t)s www xn(t)}

€ uma solugdo para um sistema de ordem - n, se satisfaz
as n equagdes diferenciais ordindrias de 12 ordem da de-
finigdo 5.
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DefinicBo 7 — Um sistema dindmico é dito autdnomo de ordem n (nEZ+),
quando puder ser descrito por n equagbes diferenciais
ordindrias de 12 ordem, da forma:

xe

g = Folxes X5 oon X,

e
L]

fo(Xqs Xay ooty xn)

Xy = fn(x1, Yo, - = § xn)

\

Chamando x = (xq, X,y ... , xn) um vetor de R" e
f(e) = (n(-); A C R f,,(-))
uma fun¢do vetorial de R" em Rn, simplifica-se a notagdo para:
n

X = f(x) com x €R e f:R"+R"

Definicio 8 — Um conjunto de n fungdes de classe C1,

{x,(t),.xz(t), xn(t)}

€ uma solugdo para um sistema aut8nomo de ordem n, se
satisfaz as n equagdes diferenciais ordindrias de 12
ordem da definigdo 7.
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Definicio 9 — Um ponto x = (xys Xps o0, xn) € R & dito um pon
de equilibrio do sistema din&mico da definigdo 5, no
instante t,€ R se:

fi (t,x) = 0 , v t >-to para i =1,2, ... ,n

Deve-se notar na definigdio 9 que, se x € R" ¢ ponto de equilibrio
de um sistema dindmico no instante to’ entdo x também serd ponto de
equilibrio do sistema dindmico para todos os instantes t > to‘

Definigdio 10 — Um ponto x = (xi, Xps coes xn)E R" ¢ dito ponto
de equilfbrio do sistema din&mico aut6nomo da defini-
¢do 7 se fi(x) =0 para i=1,2,...n.

Se x =c € umponto de equilibrio do sistema autBnomo da defi-
nigdo 7, as fungdes xi(t) = Ci definem uma solJugdo trivial_do sistema
de n equagdes diferenciais ordindrias de 12 ordem, conforme a definic3o
8.




2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES
PARA EQUACOES DIFERENCIAIS*

As definigbes e propriedades das normas em R" a serem utilizadas
constam em textos conhecidos de Andlise Funcional [A-3, A-4 e A-5] e ndo
serdo apresentadas durante a exposigdo.

Considerando um sistema dindmico de acordo com a definigdo 5 e re
estabelecendo a notagdo vetorial:

®

X4 X4

Xy ] X,

XA XA .
Xn *n

com f(x,t): R" xR, -+ R" definida por:

Fo(Xys Xo5 onn s xn,t)

falXes Xz «ov s xn,t)
f(x,t) ;

>

fn(x,, Xos mxs i3 xn,t)

1 [A-3, A-4, A-5, B-1, B-2, B-3, B-4, B-6, B-7, B-8, B-15, B-16 € B-17)




21

As equagdes da definigdo 5 podem ser reescritas na forma vetorial,
como:

x = f(x, t)

Teorema 1 — (Existéncia e Unicidade Global)

Seja a equagdo diferencial que descreve o sistema da definigdo 5

x = f(x,t) e seja X, um vetor de R",

Se para cada T € [0,») 3 kT >0 e hT >0 tais que:

i) [ fean - £ < kllxeyll L ¥ o) €RTxRY | v e fom)

i) || f(t,xo)‘ < h. Y te[o,r]

Entdo, a equagdo X = f (x,t) tem uma e sé uma solucdo em

[0,T] , Vv T€[0,®) tal que x(0) = X,

Prova: Pdginas 82, 83, 84 e 85 de [B-15].

A condigdo (i) do Teorema 1 é chamada "Condigdo de Lipschitz".

\




Teorema 2 — (Equivaléncia de Normas)

Sejam |-, e [-]l, duas dadas normas de R". Para cada T
finito, as condigdes i) e 1ii) abaixo sdo equivalentes.

i) 3k, >0 finito ’ ”f(t,x) - f(t,y) ”a < kap lIx-ll, s

v (x,y) € R" x R" ; vt efo,T]

i) 3 kyp > 0 finito l llf(t,x) - f(t,y) Hb‘ kpp I1x-yllp

v (x,y) € R"xR" ; v te€[0,T]

Prova: Para se provar o Teorema 2 utiliza-se o resultado abaixo, que se
encontra na pdgina 58 de [B-15].

"Dadas [|-f| e ”'”B normas de R", existem constantes posi-
tivas k, e k, tais que:

n H
K el € Idlg < ko lixl, » v xeR

Usando esse resultado prova-se que i) » ii) ea prova-que i) = i)
se faz "mutatis mutandis".

Do resultado enunciado, 3 constantes positivas k
tais que:

1’
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k,” £(t,x) - f(t.y)

b < | ften - e, < | e - e,

i lxyllys eyl < ksl (11

Combinando-se (I) e (I1) com 1)

ke IF(tx) = Fltlly < kop ki lIx-yll,

K- = kaT k;

Chamando bT = k1

[| F(t,x) -f(t,y)||b < ka I x-_yllb , ¥ (x,y) € R"xR" » Y te€[0,T], oque

completa a prova que i) = ii).

0 Teorema 2 mostra, em outras palavras, que se uma certa fungdo ve-
torial satisfaz a condigdo de Lipschitz para uma dada norma de R", satis
faz para qualquer norma de R".

Teorema 3 — Seja f: R+ xR"+ R" continua e continuamente diferen-
cidvel no segundo argumento.

Para cada T € [0,0), as condigdes i) e ii) abaixo sdo equiva-
lentes:
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i) f satisfaz a condigdo de Lipschitz.

af -

ax

ii) 3 kT >0 finito tal que
J

<kp 5 YxeR"; v tel0,T],

para

Prova
ii) 21)

A prova desta parte do Teorema 3 utilizard a ”-"1, definida como
segue:

X = X + X + oo + X
I =l g |

e, devido ao Teorema 2, serd desnecessdrio discutir o caso de outras nor-
mas.

Do Teorema do Valor Médio, a todo x* € R" correspondem y € R"

e z €ER" tais que:

S .

f; () - f;(2) = z x5 - 2g) para i={1,2, ..., n}
=1

af .

BXJ-

sendo que

deve ser calculada em x = x*.

Aplicando-se a desigualdade triangular:
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L afs
1
500 - @l < ) ] 1y -
=1
n n N af.
:
> ) KW -fn@ <) Y 5| 1ys - 2
i=1 i=1 j=1  J

Como

n

IFy) = f(2)] 1£5(y) = fi(2)]

n
i=

1

n
ly=zll = ) ly; -zl
J=1

e supondo a condigdo ii) verdadeira:

n
If = f@0 < ) K v -z,
i=1
> I - f@I < nkplly -2

portanto, f satisfaz a condigdo de Lipshitz com constante n kT'

i) »ii)

Durante esta parte da prova do Teorema 3, serd utilizada a -1l
definida como segue:
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Ixlle = sup [x;]

i=1{1,2, ..., n}

e, devido ao Teorema 2, serd desnecessdrio discutir o caso de outras nor-
mas.

Considere-se y € R" e z€cR" tal que apenas a coordenada
J de y seja diferente de z.

Assim 'y -z = (0,0, ..., ¥j - 255 0 ... 0). Escolhendo x = x*
convenientemente, pode-se, pelo Teorema do Valor Médio, escrever:

af .
_ i .
fi(y) = fi(Z) = axj (yj - Zj) Vie {1,2, ... 5 N}
af ;
sendo que T deve ser calculada em x = x*.
J
, _ i .
> [fi(y) - fi(2)] = W lyJ- -zl vi€e{n2, ..., n}
Bfi
> snim Ifi(y) - f.(2)] = IyJ- - zjl s:_:p W
Mas: sup [f.(y) - fi(2)| = |If (y) - f (2)]|
i
by =25 =y - 2l
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Levando em conta esses fatos e a condigdo i), segue que:

f af .
j .
ly-2ll, sup [g5=| « kg lly-zll, = sup | Sk . Vi€ {1,2,...,n
i J 1 J
Variando a coordenada j no conjunto  {1,2, ... , n} e repetin-
do o raciocinio:
8f1
W £ kT S U1€{1,2, cee ,n} e VJ€{1,2, SHeIG ,n}
J
Teorema & — (Existéncia e Unicidade Local)

Seja a equagdo diferencial que descreve o sistema da Definigdo 5,

X = f(x,t) e seja X, o um vetor de RM, Se para cada
T € [0,») 3 kT’ hT e r;
tais que:

i) If(t,x) - f(t,y)| < kT Ix-yll » ¥ (x,y) €B x B , ¥ tel[0,T]
ii) ||f(t,xo)|| < hy , v telo,T]
onde B & uma bola de R" da forma:

_ n
B = {x €R |||x—x0|| < rqy}
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Entdo, a equagdc X = f(x,t) tem uma e uma s6 solugdo num inter-
valo [0,8] onde:

=
: T
hy § exp (ki8) < r e 6 € min (} , =, )
T T T kT hT+kTrT
para alguma constante 0 < p < 1

Prova: Pdginas 80 e 81 de [B-15].

A condigdo (i) do Teorema 4 é chamada "Condigdo.de.Lipschitz Local"
e sua verificagdo corresponde & verificagdo da condigdo de limitag3o em
norma das derivadas parciais

af;

5% vie{1,2, ..., n} e vie {1,2, ... , n} em B
J

fato que pode ser provado com pequenas modificagbes na demonstragdo do
Teorema 3.




3. ESTABILIDADE DE PONTOS
DE EQUILIBRIO*

DefinicBio 11 — Seja Xo eR" um ponto de equilibrio no instante to
para o sistema dindmico descrito por X = f(x,t),

n . .
com f: R x R.,+ R e f satisfazendo as condigbes

do Teorema 1.

0 equilibrio de Xg» MO instante to’ é dito estdvel se, dado
€ >0, existe G(to, €) >0 tal que:

”x(to)- xo” < G(to,e) > |Ix(t) - xo" <E , ¥t t,

Além disso, o mesmo equilfbrio serd dito uniformemente estavel no
intervalo [to,m) se, dado € >0, existe &(€) >0 tal que:

Ix(ty) - x l <6(e) , t4 > t, > [x(t) - Xl <€, vt>t,
Definicio 12 — Nas condigdes da definigdo M1, o equilfbrio de L
no instante to, € dito instdvel se n3o for est§-

vel,

! (B-1, B-2, B-3, B-4, B-6, B-7, B-8, B-15, B-18, B-19, B-20 e D-3]




DefinicBo 13 — Nas condigles da definigdo 11, o equilfbrio de x_, no

o’
instante to’ é dito assintoticamente estdvel se:

i) for estével

ii) existir um ndmero &, (t ) > 0 tal que:

o

[x(tg) - x,ll < 61 () = [x(t) - Xl =0 quando t- <

Definigio 14 — Seja um sistema dinamico descrito pela equagdo
X = f(x,t), com f:R"x R +R, de classe C' rela
tivamente ao primeiro argumento e Xo e Rr".

Define-se matriz Jacobiana associada ao sistema din@mi

co e ao ponto x0 por:
il o1 ’ .......... o
9X ax ax
1
x0 2 x0 n x0
afz afz llllllllll afz
9X, ax, ax,
%o %o %o
J(f,x,) A
afn afn __________ afn
9X4 ax, ax
n
x0 Xo xo




3

Nao é dificil demonstrar que J (f,xo) €L (R", Rn) sendo, de acor
do com as definigdes 1, 2 e 3, a derivada de f relativamente a x, cal-
culada em x = X, Para cada instante t.

Definigio 15 — Seja A uma matriz n x n que define uma transforma-
¢do em L(R", R"). Define-se espectro de A a0 con-
junto o(A)c €C dos autovalores de A.

Isto €, o (A) ©C € definido por:

det (A-AI) = 0« XE€ o (A)

Teorema 5 - -(Estabilidade Linearizada de Liapunov)

Sejam as seguintes hipéteses:

H-1) x = f{x,u) com f:R" xRo R" descreve um sistema dindmico au
tonomo parametrizado em

H-2) f é continuamente diferencijvel relativamente ao primeiro argumen-
to

H-3) X ER" ¢ ponto de equilibrio para o sistema dinsmico autdnomo

quando yu = M,
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H-4) Jo = J(f,xo,uo) € a matriz Jacobiana do sistema, calculada em

X=X para u =y

0 0

Sob as hipéteses H-1, H-2, H-3 e H-4 sd3o vilidas as seguintes a-
firmativas:

T-1) {\1 AGU(JO) =>Re [A] < 0}::)(0

é assintoticamente estdvel.

T-2) {axec(Jo) Ry [A] > o} = g

0

é instével.

Prova

Seja a solugdo de X = f(x,u) escrita como x(t) = u(t) + Xgs
onde u(t) € uma perturbagdo a partir do ponto de equilibrio.

De x = f(x,uo) tem-se:
u = x = f(u+ Xgo Mg) = f (xgs ) + J, U+0(]ul?)
> U = Jou + O(|ul?)

Desprezando-se o termo O(|u|2), obtém-se a equagdo linear

fal )

n
(<
| o
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cuja solugdo é

Essa solugdo tende a zero quando o espectro de Jo estd totalmen-
mente contido no semi-plano esquerdo de C, crescendo exponencialmente se
algum elemento do espectro de Jo tiver parte real positiva. Ficando as-
sim provado o Teorema 5.

Conforme se pdde observar, o Teorema da Estabilidade de Liapunov,
embora seja de grande utilidade, ndo resolve o caso em que algum elemento
de o(JO) tenha parte real nula. Nesse caso, deve-se olhar o efeito dos
termos n3o lineares para determinar o comportamento do sistema, conforme
discutir-se-4 nas préximas secgBes.

Definigio 16 — Para um sistema dinamico autdnomo, como o da Definigao
7, um ponto de equilfbrio Xy € R" & dito hiperb6li-
co se:

AE O(Jo) > Re[A] +0

onde
Jo = J(f, Xy)

Teorema 6 — Todo ponto de equilibrio hiperb6lico de um sistema di-
namico autdnomo ou € instdvel ou é assistoticamente es
tavel.

Prova — Resulta de maneira imediata do Teorema 5 e da Definigdo 16.

S




k. ATRATORES E VARIEDADES
INVARIANTES'

Definigdio 17 — Dado um conjunto X, uma familia de sub-conjuntos de
X, T={Gjc X | i€z} é uma topologia, se s3o
verificados os seguintes axiomas:

i) geT e Xe€T

i) vdcz, , Jsg ’<ng GJ')ET

i) vi , jez, , 6, N6 €T

Definicio 18 — Nas condigdes da Definigdao 17, o par (X,T) recebe
0 nome de espago topolégico e os elementos de T de
nominam-se abertos do espago topolégico (X,T).

Definigdio 19 — Uma aplicagdo f:X c R" & v R", sendo X e Y
espagos topoldgicos, & denominada campo vetor se f
forde classe C' no dominio X c R,

v [A-3, A4, A5, A-7, A8, A-9, B-2, B-4, B-5, B-6, B-7, B-8, B-9, B-15, B-16, B-17, B-18

e D-4]




Definicio 20 —

Definicdo 21 —

Definicio 22 —

Definicio 23 —

Definigcdo 24 —
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Sejam (X,T) e (X',T') dois espagos  topolégicos.
f:X+ X' € um homeomorfismo de (X,T) em (X',T")
se:

i) f & bijetora

i) £(T) = T

Uma bijegcdo f:X +Y onde XeY sio abertos de
R" & um difeomorfismo de classe CK de ¥ sobre Y
se f e f~' sdo de classe cK, k 1.

Um grupo de transformacdes a um parametro { gt} deno-
mina-se grupo de difeomorfismos ou fluxo liso, se a
transformagdo gt for um difeomorfismo, continuamen-
te diferencidvel em t.

Denomina-se mapeamento de um espago topolégico M qual
quer homeomorfismo ®:W + X de um aberto W de M
sobre um aberto X de RN,

Os mapeamentos ?; :wi - Xi ) wj :wj -+ Xj dizem-se

ck compativeis, se w]. n wJ. =g ou se winwj +d e
as aplicagdes ¢1j e wji sdo difeomorfismos de clas
se Ck, k> 1.
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Definicio 25 — Denomina-se atlas Ck do espago topolégico M, a todo

conjunto de mapeamentos de M, ck compativeis dois a
dois, k » 1.

Definicdlo 26 — Denomina-se variedade diferencidvel de classe cK a to

do espago topoldégico M, munido de uma classe de equi-
valéncia de atlas Ck, k > 1.

Teorema 7

x -

com

X € R"

H-1)

H-2)

Sejam as hipéteses relativas a um sistema dinamico descrito por

f(x,t)

n n
, f:R"xR_ -+ R

f:(XcR") x R .+ Xc R" & um campo vetor no espago topolégico X,

para cada t € R+, satisfazendo as hip6teses do Teorema 4.

gt (xo): Rx X -+ X €& um mapeamento que associa a cada ponto
Xo € X, em cada instante t, o ponto x (t), solugdo do sistema de

finfdo em 6, a partir da condigio inicial x (0) = X

Sob as hipéteses H-1 e H-2 pode-se afirmar que:
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T-1) gt (xo) é um fluxo liso.

T2) 9% (x,) = x,

1-3) Qs(gt(xc,))'—' 9°"* (x,)

Prova

As provas de T-1 e T-2 sdo simples e podem ser obtidas a partir
da Definigdo 22 e do fato do sistema admitir solugdo (nica em X.

A propriedade de semi-grupo T-3 é uma condigdo de consistédncia e
diz que, comegcar em Xo seguindo o fluxo durante um intervalo de tempo
t e depois durante um intervalo de tempo s, conduz ao mesmo resultado
que comegar em X, e seguir o fluxo durante o intervalo t + s.

Definicio 27 — Nas condig¢des do Teorema 7, o conjunto de pontos
_ .t
{xEX | x=9"(x) 3 tE[O,w)}

€ denominado trajetéria do sistema dindmico, a partir
da condigdo jnicial g

Definigdo 28 — Nas condigbes do Teorema 7, 0 conjunto

olg) = {xex T3ttt Mg+ x)

€ denominado conjunto 1imite associado a condi¢do ini-
ial x_.
cial K
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DefinigBio 29 — Nas condig¢des do Teorema 7, denomina-se atrator a todo
conjunto compacto A < X tal gue:

e xEV(A) » w(x) = A

A expressdo ¢ x € V(A) significa: quase todo x pertencente 3
vizinhanga de A, isto é, a vizinhanca de A menos uma reunido enumera-
vel de pontos.

Os conjuntos atratores definidos em 29, sdo muito importantes no es
tudo do comportamento global de um sistema dinamico. Sdo exemplos de
atratores os pontos de equilibrio e as curvas fechadas, correspondentes

a solugdes peridédicas isoladas, que serdo chamadas neste trabalho de ci-
clos limite.

Teorema B8 — (Variedades Invariantes)

Seja A wuma matriz n x n, que define uma transformagdo em

L(R", R™)

Dada uma partigdo o(A) = g, Vo, do espectro de A, compativel

com a conjugagdo (isto é, A € 0, & A* € oi) existe uma decomposigdo

do R" como a soma direta de dois sub-espagos E, e E,.

P

tal que Ei € invariante por A e o espectro A |E1 € o;.
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Prova — Pégina 96 de [B-7].
]
Definicio 30 — Dado um campo vetor f, que representa um distema di-
, namico, diz-se que ele é hiperbélico em torno de Xo

se 0 espectro de J(f,xo) ndo contém pontos com par-
te real nula.

Dado um campo hiperbélico em torno de um certo ponto X g2 existe uma
partigao natural em

o[a(f,xo)] : o[J (f,xo)] = o' [J(f,xo)J uo® [J(f,xo)]

onde

n

o! rJ(f,xo) { A€o [fx))] | Re A >0 }

.

o b(f,xo)

{ A €0 [IF,x)] | Re A <0 }

R" = gY ® E°
Definicdo 31 — Nas condigdes da Definigado 30, EY e E> sdo chama-
das variedades invariantes. EY € a instdvel e ES é
a estdvel.




Definicio 32 — (Transformag#@o de Poincaré)

Seja x = f(x,t) com x eR" , teER, e f:Ran+->R"a
a equagdo que representa um sistema dindmico, com f € C* . Seja T uma
trajetéria periddica do sistema e Xo €T. Se H € um hiperplano por
Xo» transversal ao campo nesse ponto, chamamos transformagdo de Poincaré
de T (relativa a Xy € H) a aplicagdo P que a cada x numa vizinha-
ca de Xo €m H associa o primeiro ponto P(x) em que a trajetéria
por x volta a bater em H perto de Xor (Figura 1).

Fig. 1 — Ilustraglo da Transformag3o de
Poincaré
Definicdo 33 — Se um atrator nio é um conjunto finito de pontos e n3o

€ seccionalmente diferencidvel [A-4 e B-9], é dito atra
tor estranho [D-4].
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Definicio 34 — (Proposta de Definig8o para Atrator Caético)

Um atrator A de um campo vetor hiperbélico é dito cabtico, se as
seguintes condigdes forem satisfeitas:

i) A ndo é finito

1) 3A'c A, A' ndo finito [ ¥ x€A' = {P(x); P%(x); P’(x),._}
é tal que ¥ n >1 o subconjunto

{P”m, P (%), ... P“*’"(x)}

contém pontos em EY e Es, para algum m > 1,




5. EQUIVALENCIA TOPOLOGICA E
BIFURCAGOES *

Definigdo 35 — Dois sistemas dindmicos descritos pelos campos veto-

res fo:M M e f,:M, > M,onde M, e M,

sdo variedades compactas de R", s3o ditos topologi-
camente equivalentes se existe um homeomorfismo de
M, sobre M,, incluindo a troca do primeiro pelo se-

gundo.

Isto é, chamando gf e gz os fluxos associados a

f, e f,, respectivamente, o diagrama:

t
gl
M, — M,
h | h
t
9,
M2 ? M?
é comutativo.
Definigdo, 36 — Dado um sistema dinamico descrito por X = f (x,t,n)

com x€R" , teR, ,u€Re f:R"xR xR+R"
um campo vetor em X € R", parametrizado por W,

Y [A-3, A-4, A-5, A-7, A-B, A-9, B-5, B-9, B-16, B-17, B-18, D-1, D-2 e D-5]




Definigao 37
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diz-se que, u_ é um valor ordindrio do parametro y,

0
relativo a f, se

Y oueV(n,)) = fix,t,u)) e f(x,t,u)

sdo topologicamente equivalentes.

Dado um sistema dindmico descrito por X = f (x,t,u)
com x€R" , teR,_, peR e f:R"xR _xR-R"
un catpo vetor em X c R, parametrizado por yu, diz-
se que g é um valor de bifurcagdo do parametro yu,
relativo a f, se My ndo for um valor ordinério do
parametro u, relativo a f.




6. SISTEMAS AUTONOMOS DE
22 ORDEM*

Nesta secgdo discutem-se alguns resultados cldssicos relativos a
. -~ B - 2
sistemas autdnomos de 22 ordem, descritos por X = f(x) com x € R® sen
2 2 2 -
do f:R-+R um campo vetor em R .

Para esse tipo de sistema ndo se constata a presenga de atratores

estranhos ou cadticos [D-19] e, por isso, somente resultados sobre pontos
de equilibrio e ciclos limite serdo tratados.

6.1 Estabilidade dos Pontos de Equillbrio

Considerando-se um sistema dinamico autdnomo de 22 ordem, descrito
por

X = f(x) com X = (x,, X5) € R

2 2 2
sendo f: R >R um campo vetor em R dado por

fx,, X3) = (f,(x,,xz) 3 fz(x.,,xz)) e

2
= 1 5
X, (xo, xo) €ER

um ponto de equilibrio do sistema, aplica-se o Teorema 5 na discussdo da
estabilidade X0

' [A-1, A-2, A-6, A-10, B-1, B-2, B-3, B-8, B-10, B-12, B-13, B-14, B-18, B~19, B-20, B-22,
B-23, B-24 e B-26]
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A1ém disso, consultando-se [B-1, B-2, B-15 e B- 18] e chamando J
= J(f,x ), contréi-se a Tabela 1, com critérios para classificagdo do pon
to de equilibrio Xo

Autovalores de J, ﬁ‘:’:: Sisl‘_t:&’“
A, & A, reais, )\' <0,A, <0 NG Estével NG Estédvel
A, e A, reais, A, >0, A, >0 NG Instdvel N6 Instével
l. e A, reais, )\. . A, <0 Sela Sela

A, e A, complexos conjugados,

Re [>\4] >0 Foco Instdvel Foco Instdvel

l' e A, complexos conjugados,

Re [\,1< 0 Foco Estdvel Foco Estdvel
l’ e Az imagindrios Centro Indeterminado
Tabela 1 — Tipos de Equilibrioc - Sistema de 22 Ordem

6.2 Pesquisa de Ciclos Limite |

Teorema 9 — (Green)

Seja f: DcR’>R® um campo vetor em D de componentes f, (x,,x,)
e f,(xq, x,) e D um domfnio simplesmente conexo [A-1 e A-2].




Entéo:

of,  of,
SE(f,dx2 - f,dx,) = St ) dx dx,
c

S

onde C € uma curva suave por trechos [A-1 e A-2] em D e S a super-
ficie por ela delimitada.

Prova — Pdaginas 21, 22 e 23 de [A-10].

Teorema 10 — (Bendixon)

Seja o sistema autdnomo descrito por

'3
-
I

folxy, X;)

)

A fz(x1’ xz)

com f, e f, declasse C' e D um dominio simplesmente conexo de R-.
Uma condigdo necessdria para que D contenha um ciclo limite do sistema
€ que Vf(x,, x,), ndo identicamente nulo, definido por:

VF(xe, x2) A 5%1— fo(xe, X2) + aiz falxy, Xz)

assuma tanto valores positivos como negativos nesse dominio.




Prova
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Seja C <D umciclo 1imite do sistema e S a regido por ele de-

limitada.

Do Teorema 10 (Green), segue que:

af of,
§ (fydx, - fdx,) = X, + T dx, dx,
. S

mas,

dx, dx, dx, dx,
f‘ = d—t e fa = d_t > § F dxz - d_t. dx,
C

se 0 ciclo limite C é percorrido uma vez.

Logo

of of 2 of of
| a—x' + a—xz dX.l dx, = 0 = 'E + 3%,
S

0

ndo sendo identicamente nulo, deve assumir tanto valores positivos como

negativos em S c D,




Teorema 11 — (Dulac)

Um sistema dindmico de 22 ordem descrito por:

Xy = f,(x,, x,)

e
"

2 fz(x1, xz)

2
com f, e f, de classe C' em uma regido anular Dc R, n3o apresen-
ta mais do que um ciclo 1limite em D, se a expressio:

d(x,, x,) 4 =0 (gf,) + 3 (gf.), ndo identicamente nula,
3X4 axg

ndo mudar de sinal em D, sendo g(x1,x2) uma fungdo de classe C'em D.

Prova

Serd feita por absurdo, considerando-se dois ciclos 1limite (cami-
nhos fechados): abca e a, by ¢, a, em D (Figura 2).

Para o contorno abcaa c b a a tem-se:

$glf, dx, - £, dx) = 0
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Fig. 2 — Trajetérias fechadas em
regides anulares

De acordo com o Teorema 9 (Green):

§g(f1dx2 - fdx ) = H[& (gf,) + Wi (gf;z )]dx1dx2
z

sendo I a regido entre as curvas abca e abc a,.
» =2 (gf,) + =~ (3f,) | dxdy = 0
0X, 1 ax, 2
z

0 que contradiz a hipétese que o integrando, ndo sendo identicamente nulo,
tem sinal constante na regido (Z), que é parte da regido D.

» A regido D ndo apresenta mais do que uma trajetéria fechada.




6.3 Formulaglio Hamiltoniana para Sistemas de 28 Ordem

Para um sistema dindmico qualquer, o tragado geométrico das traje-
térias em R" x R,, de acordo com a Definigdo 27, denomina-se superficie
de estado.

No caso particular de um sistema de 22 ordem, a denominag3o super-
ficie de estado é, muitas vezes, substituida por superficie de fase. Uma

secgdo transversal da superficie de fase para t constante, denomina-se
plano de fase.

Uma ferramenta bastante Gtil na pesquisa de comportamentos de sis-
temas dindmicos de ordem par, lineares ou ndo, € a formulagdo Hamiltonia-
na. Tendo como base as idéias de conservagio de energia, fornece um méto
do que trabalha com grandezas escalares e permite tirar conclusBes a res-
peito de caracteristicas geométricas do campo vetor, no plano de fase.

6.3.1 Formulagdo Hamiltoniana para Sistemas Conservativos

Definicdio 38 — Um sistema dindmico autnomo de 22 ordem ser§ dito
Hamiltoniano se puder ser descrito por:

xe
n
x

>0
]

f(x.)

sendo f de classe C' para x, € R.
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Teorema 12

Para um sistema Hamiltoniano, curvas do tipo:

.1 ]
HOx, %) = == = [f(x) dx, = K

sdo trajetérias, sendo Ho uma constante que depende apenas das condi-
¢oes iniciais.

Prova

Nos pontos onde f(x,) + 0 pode-se escrever:

dx1 X, . X
ax. f_(x1) =J dexz J f(x,) dx,

2
0 XO

Sendo o estado inicial X

(x? . xg) e 0 estado num instante

0
arbitrdrio (t) dado por
Kt =[x, %)
pode-se escrever:
L Jf(x)dx = L(x) - Jf(x)dx
2 2 1 1 2 2 1 1
(0 %
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Chamando
1 0,2 _
—2—(x2) - J"r’(x1)dx1 = Ho
Xy
obtém-se
1 2 £ -
X, - J (x1)dx1 = H0
sendo Ho constante dependente apenas de
Xg = (x1° i xzo) para v t>0
DefinicBo 39 — Nas condigBes da Definig3o 38 e do Teorema 12, defi-
ne-se:
i) Energia Cinética do Sistema:
1 2
T A sz
ii) Energia Potencial do Sistema:

sendo X

y @ coordenada de uma situagdo arbitréria de referéncia.




i1i)  Fungd@o Hamiltoniana do Sistema:

Teorema 13
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0 sistema de equagbes da Definigdo 38 pode ser reescrito como:

X, = g—f e % - 'S_E,

da Definigcdo 39 e do Teorema 12.
Prova — Como

H = %x: - J’f(x1)dx1
tem-se

Mo e B

e o teorema fica, portanto, demonstrado.

com H(x, X,)

= -f(x)

1

As Definigdes 38 e 39 e os Teoremas 12 e 13 permitem a construgdo
de trajetdrias no plano de fase para sistemas conservativos, isto é, pa-
ra sistemas em que a fungdo Hamiltoniana H permaneca constante.
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A formulagdo Hamiltoniana, para sistemas de 22 ordem acima apresen-
tada, poderia ser obtida, de uma maneira mais geral, a partir da formula-
¢do Lagrangeana.

Do principio da agdo mfnima, a fungio Lagrangeana L(q, §), onde q
€ uma coordenada generalizada, satisfaz as equagbes de Lagrange, que s3o
do tipo:

mas

d _ oL . oL -
gt L - 7;; 9+ 55 9 (2)

d aL d - - [ d aL d
L = — q + q - > I, =
dt 33 <at > <dt 3q> dt
d aL - d aL e
= dr () (B a-) = o
t<8q > ' (aq >

Logo, o termo

€ uma constante.
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Como LAT-V:

1 o2
L = T X1 + If(x1) dX1
Logo:
- L J .2
rrafC IR S
aq aX,
T aL
Substituindo L e — 4 em (3)
3q
[ ] 1 .2
H(a, @) = — X, - Jf(x,) dx, = H

e, portanto, a formulagdo das Definigbes 38 e 39 e dos Teoremas 12 e 13,
€ equivalente a formulagdo obtida a partir das equagbes de Lagrange.

6.3.2 Formulagiio Hamiltoniana para Sistemas nfic Comservativos

Este caso difere do anterior por levar em conta forgas que ndo
admitem um potencial associado. Introduzindo as forgas generalizadas (f)
nas equagdes de Lagrange, tem-se:

d oL oL -
+(1) o

sendo a forga generalizada f uma fungdo de q e 4.




Multiplicando (4) por q:

(#5) (@)oo

Mas:
QL' dL 8!_ .o
3 9 ° ENa—— (6)
0q dt 3%
pois
dL _ oL . al -
T T 7 g 9
q
Substituindo (6) em (5), segue:
d oL oL .. dL
_..;.__q+ = - -fq:O
< t 34 ) 33 dt
d BL' dL . _
k()
aq
d L e .
> —q-L) - fq = 0
# (%)
Como

oL - - dH =
«gq-l_ = H > ?t— - fq = 0 (7)

que € a equagdo que representa a formulagdo Hamiltoniana para sistemas

ndo conservativos, isto é, sistemas em que a fungdo Hamiltoniana H

nao
é constante.




7. CAOS EM SISTEMAS HAMILTONIANOS
PERTURBADOS —
O METODO DE MELNIKOV'

~

Caos se refere a obtengdo de trajetérias aparentemente aleatérias
em sistemas dindmicos ndo lineares, descritos por equagles diferenciais.

Em [D-16, D-17 e D-18], trabalhos experimentais foram desenvolvidos
no sentido de mostrar a exist&ncia de comportamentos cadticos em péndulos
e jungdes de Josephson, excitados com sinais do tipo A+ B senwt, com
A, B e w constantes. Em [D-6, D-7, D-8, D-9, D-10, D-11, D-12, D-13, D-
14 e D-15] foram desenvolvidas ferramentas analiticas, que permitem a com
provagdo dos resultados experimentais, podendo-se, através delas, anali-

sar sistemas Hamiltonianos perturbados, construindo a chamada Medida de
Melnikov.

Nesta secgdo colocam-se os fundamentos teéricos gerais dessas téc-
nicas, apresentando-se o conceito de estabilidade estrutural seguido da
discussdo do mapeamento em ferradura de Smale.

Finalizando, trata-se o método de Melnikov para sistemas Hamiltonia
nos de 22 ordem, excitados por sinais periddicos no tempo.

! [B-4, B-5, B-21, D-2, D-6, D-7, D-8, D-9, D-10, D-11, D-12, D-13, D-14, D-15, D-16, D-17
e D-18]




7.1 Caos, Mapeamento em Ferradura e DifusBo de Arnold

Os comportamentos caéticos em sistemas dindmicos determinfsticos
nao lineares foram observados pela primeira vez em equagbes de Van der
Pol de 22 ordem, com termo forgante. Posteriormente, Smale obteve um ma-
peamento chamado mapeamento em ferradura que, geometricamente, exibe a di
namica complicada de um movimento aleatoério.

Ulteriormente, ficou estabelecido que uma ferradura se encontra den
samente embebida em certos sistemas din@micos que apresentam comportamen
to caético e, sendo a ferradura estruturalmente estédvel, pode-se concluir

nesses casos que 0 caos sobrevive a perturbagdes suficientemente peguenas,

£ certo que o aparecimento de caos é um fendmeno mais geral do que
0 aparecimento das ferraduras de Smale; entretanto, estas est3o envolvi-
das na formagdo de atratores caéticos. E nisso que se fundamenta o Méto-
do de Melnikov que é uma técnica Para medir a presenga de caos em certos
sistemas dindmicos de 22 ordem, com termos forgantes periddicos.

Em 1964, Arnold anunciou que em certos sistemas de ordem par e
maior que dois, havia transferéncia de energia de uma parte para a outra
de modo caético gerando, como consequéncia, outro tipo de movimento com-

plicado. A esse fendmeno deu-se, posteriormente, o nome de Difusdo de
Arnold. :

Caos e Difusdo de Arnold sdo resultado de certas caracterfisticas
qua11tat1vas dos retratos de fase do sistema, que podem aparecer sob cer-
tas perturbagdes ou mudangas de parametros, pertencendo portanto ao cam-
po da Teoria das Bifurcagdes.
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7.2 Estabilidade Estrutural

A idéia de estabilidade estrutural de um sistema estd ligada a n3o
variagdo da estrutura topolégica de seu espago de fase, quando o sistema
€ submetido a pequenas perturbagdes.

Definigdo 40

Definicio 41

Definigdo 42

Un sistema é estruturalmente estdve] se permanece to-
pologicamente equivalente a si préprio quando se pro-

duzem pequenas varia¢des no campo vetor que descreve
sua dinamica.

Seja M uma variedade compacta e f um campo vetor
que pertence ao espago de difeomorfismos de M so-
bre M. Entdo, p €M €& um ponto errante de f se e
xiste uma vizinhanga ¥ de p em M, tal que:

Caso contrdrio, p é dito n3o errante.

Seja M uma variedade compacta e gt um fluxo 1i-

so. Umponto q €M ¢é um ponto errante para o flu

X0 gt se existe uma vizinhanga ¥ de q em M, tal
que:

gt (V)nv = #  para algum t, >0

Caso contrdrio, q € dito n3o errante.




Teorema 148" — (Peixoto)

Seja f:M -+ M um campo vetor na variedade bidimensional M de clas
se Ck, k >1, e seja 2 o conjunto de seus pontos n3o errantes.

Nesse caso, f serd estruturalmente estdvel se e somente se as se-
guintes condigdes forem satisfeitas:

(1) o nimero de pontos fixos e érbitas periédicas é finito e cada um de
les é hiperb6lico;

(2) ndo hd trajetérias unindo pontos de sela; e

(3) Q & constituido somente por pontos fixos e érbitas periddicas.

Smale tentou estender esse teorema para dimensdes maiores do que
dois, considerando um difeomorfismo de classe (:k, k > 1, sobre a varie-

dade compacta M, substituindo sua condigdo (2), pela condigdo de trans-
versalidade.

Definigio 43 — Um sistema descrito por um campo vetor f € diffk (M)
sobre uma varidvel compacta M, é um sistema Morse-
Smale (MS) se satisfaz as seguintes condigdes:

(1) os pontos periédicos de f sio hiperbdélicos;

(2) o conjunto Q dos pontos nio errantes de f & fi
nito;

' Ver dados sobre a prova do Teorema na pigina 98 de [B-5].
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(3) condigdo de transversalidade: V PER e QqEQ
a variedade estédvel ES (p) e a variedade inst4-
vel EY(q) se interceptam transversalmente.

Pensava-se inicialmente que os sistemas M-S eram uma extensio 16gi-
Ca ao Teorema de Peixoto e, desta forma, as seguintes conjecturas
anunciadas:

foram

— Conjectura 1

Um sistema é estruturalmente estdvel ¢ é um sistema M-S.

— Conjectura 2

Os sistemas M-S constituem um conjunto denso em diffk(M).(k >1).

— Conjectura 3

Os sistemas estruturalmente estdveis constituem um conjunto denso em

diffk(M).(k = 1).

rd

A Conjectura (1) é parcialmente verdadeira. Palis provou que Sis-
temas M-S constituem um conjunto aberto em diff'(M). Palis e Smale pro

varam que um sistema M-S é estruturalmente estdvel, n3o sendo verdadeira
a afirmagdo reciproca.

As Conjecturas (2) e (3) também se mostraram incorretas.

As falhas das Conjecturas (1) e (2) sugeriram a existéncia de compor
tamentos mais complicados dos até entdo conhecidos que, além disso, podiam
ser estruturalmente estdveis. Um exemplo cldssico para mostrar que as

Conjecturas (1) e (2) sdo falsas é o do Mapeamento em Ferradura de Smale,
descrito a seguir.
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7.3 Mapeamento em Ferradura de Smale

Seja Q o quadrado [-1,1] x [-1,1] em R®. Considerando a vizi-
nhanga aberta (-1-g, 1 +€) x (-1-¢, 1+€) ,e>0 e adaptando semi-
circulos em ambos os extremos, como mostra a Figura 3, denomina-se o do-
minio aberto resultante de QF.

N a :

-

Fig. 3 — Dominio do Mapeamento em
Ferradura

D

Definindo um mapeamento T pelas seguintes operagdes geométricas:

a) compressdo horizontal de Q+ — Figura 4, (a)
b) dobra ao meio, obtendo a forma de ferradura — Figura 4, (b)

c) superposigdo da ferradura resultante com o dominio Q+ — Figura 4,

(c)
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(a) (

(c)

Fig. 4 — 0O mapeamento T

Demonstra-se que as operagdes geométricas descritas anteriormente
podem ser realizadas através de um mapeamento T, biunivoco, mas ndo so-
brejetor.

Deve-se notar que existe um ponto-atrator fixo q° (figura 4, (c))
e que a imagem das.tiras verticais Ao e A, sdo as tiras horizontais

Ko = T(AO) e A, = T(4)

conforme mostra a Figura 5.




B T(A)
Sl N [ | N
/, (:'- L!IE ! i -\\\\\
1 N
II 1) | A ‘\l
) )
\ : 4 < Ji
\ sy ey | —_—
\ L by \ il e’
\\--_ r| \ | [] -_-‘I
)

[~
—
[~4

)

12 T(a,)

Fig. 5 — Imagens das Tiras Verticais
num Mapeamento em Ferradura

Assim, no quadrado Q, pode-se considerar o efeito de T como o
mesmo dos seqguintes mapas linearizados:

i)

X+y

0 mapeamento T;) € o mapeamento T, restrito ao dominio Ao. Isto
€, x €A sendo @ e B constantes, taisque o >1>8>0 e 10
é um vetor constante.

T = _y+y1
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0 mapeamento T. € o mapeamento T, restrito ao dominio A,. Isto é,

y €4, sendo o e B constantes, tais que a>1>8> 0 e Y é um ve-
tor constante,

Um candidato a dominio de atragdo do ponto fixo q0 é o domfnio Q+
menos as duas tiras verticais Ao e A. (Regido hachurada da Figura 6).

S AN ANNN
2L ENT AN N NN

N\

SSSSSSS L

C&Z%

. .5/2/4

0 A1

Fig. 6 — Dominio de Atrac@io do Ponto

Fixo q, do Mapeamento em
Ferradura

. 2 + .
Considerando o mapeamento T = T.T em Q com sua imagem super-
posta a Q*, conforme a Figura 7 e a seguinte intersecgdo:

QnT@Q) nTTE)) nTTEEH) N ...

que é igual a

en T nT (@) nT (") n

........




h

Fig. 7 — 1Imagemde T.T em Q'
superposta com Q*

Pode ser demonstrado que a intersecgdo em questdo, € o conjunto
I xC onde C €é um homeomorfismo do conjunto de Cantor e I éo inter

valo [-1,1]. (Figura 8).

Fig. 8
QN 1@ n 12"y N 12(Q*) N

e il= . -1
Similarmente, para o mapeamento inverso T » pode ser demonstrado
que:

QnT'@Q) n TN ... .. = % T

e, portanto, o conjunto ndo errante de T que serd denotado por R, é da
do por:
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Q@ = (IxCn(CxI) =

o
>
o

sendo homeomérfico a um conjunto de Cantor.

Assim, como o conjunto de Cantor é fechado e contém um nimero infi-
nito de pontos, o conjunto ndo errante 2 de T também o &, sendo, além
disso, hiperb§lico (basta examinar T:) e T!) e os pontos periédicos

Y
sdao densos em .

Assim, T ndo representa um sistema Morse-Smale, embora represente
um sistema estruturalmente estével.

O mapeamento em ferradura assim descrito, exibe uma dinamica de com
portamento estatistico e serd Gtil para a compreens3o das trajetérias de
sistemas que apresentam esse tipo de comportamento complicado.

7.4 Caos e suas Técnicas de Medida

No item anterior, apresentou-se um exemplo de comportamento compli-
cado, estruturalmente estdvel, em sistemas dindmicos. £ de interesse, to
davia, determinar as condigdes para que um sistema dinamico, possua tal
comportamento complicado.

Toda a discussdo estard voltada a problemas de caos homoclinico,
cujo significado fisico demonstrar-se-4 a seguir.




7.4.1 Significado Flsico

Para sistemas dinamicos com 6rbitas caéticas deve existir uma re-
gido X no espago de fase tal que, ao longo do tempo, a separagdo entre os
pontos de X aumente exponencialmente. Isto quer dizer que existem pontos
em X que tém destinos totalmente diferentes, nao importando que X seja
pequeno.

As intersecgdes transversais das variedades estdivel e instdvel de
um ponto de sela, apontam a presencga de tais comportamentos. Isto é, a
presenga de pontos homoclinicos na intersecgdo transversal das variedades

do mapeamento induzido de Poincaré, que é responsavel pelo caos, conforme
a Definigdo 34.

A existéncia de pontos homoclinicos nas intersecgbes supra-citadas
implica em uma estrutura em ferradura embebida em volta de tais pontos.
Como o mapeamento em ferradura é estruturalmente estavel, conlui-se que
0 caos pode sobreviver a pequenas perturbagdes.

7.4.2 Técnica de Melnikov

Existem vdrias maneiras ligeiramente diferentes de se testar a pre
senca de caos em um dado sistema dindmico. O método bdsico & devido a
Melnikov [D-6], Holmes e Marsden [D-8, D-10 e D-11] e Chow [D-7].

Holmes e Marsden [D-11], desenvolveram uma versio do método de
Melnikov para sistemas Hamiltonianos de 22 ordem, compostos por um siste-
ma que possui uma 6rbita homoclinica (trajetéria que conecta um ponto de
sela a si préprio), e um oscilador ndo linear. £ essa versdo que serd u-
tilizada neste trabalho e que serd discutida a seguir.
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Teorema 15 — (Krylov e Bogoliubov)

Seja um sistema dinamico descrito pela equagdo

>e
]

€f(t,x,e) (8)

onde x € R" , EE R+ , f:R x R" x R+-+ R" ¢ de classe c e perid-
dica relativamente ao argumento t, com um certo perfodo T>0 e r ik

Seja e equagdo autdnoma associada definida como:

x = ef (x) (9)

Entdo, por uma mudanga regular de coordenadas, (8) pode ser escrita
como:

X = efy(x) + Ef (t,x,€) (10)

onde f (t,x,e) >0 para €-+0 e f:RxR"x R, - R" ¢ pe-

1
riédica em t. |

Além disso, se X, eR" & um ponto fixo hiperbélico de (9), en-
tdo existe €, >0 tal que, ¥ €€ (0, eo), (8) possui uma érbita hi-
perbdlica periddica Xe (t) que é dnica em alguma vizinhanga de Xg de-
pendendo continuamente de € e tendo o mesmo tipo de estabilidade que

Xo.
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Em (9) e (10)

.
fo(x) = +J £(t,x,0) dt
0

Prova

Pdginas 66 e 67 de [D-8] ou, mais detalhadamente, nas pédginas 187 a
192 de [B-2].

Em vista do Teorema 15, para sistemas de 22 ordem, trabalha-se com
as equacgdes:

(5 - €p, (u,v) + €p (u,v,6,¢)
JV = eq, (uv) + eq (u,v,8,€) (11)
. 2
& = -
\
ou:
X = € fo(x) + ‘€ f (x,t,€) (12)

onde p, e q, sd O(|e]) para € pequeno.

Correspondentemente ao sistema dado por (11) ou (12), tem-se o sis-
tema autdnomo:




ou:

7
(.
u = ep; (u,v)
IV = eq, (u,v) (13)
. _ 2n
S
ko= ef (x) (14)

e, (11)e-(12) podem ser encarados como uma pequena perturbagdo de (13) e
(14), considerando € < < < 1.

(H-1)

Sejam as seguintes hipdteses:

as equagdes (13) e (14) possuem dois pontos hiperbélicos de sela
2

XS (ué, vo) e X, (ug, Vo ) em alguma vizinhanga Dc R da o-

rigem, que sdo conectados por uma trajetéria I'o, isto é, se X EI‘O

entdo:

]

lim x(t) = x6 e Tim x(t) x"

to>w to+-o g

Deve-se observar que a utilizagdo do Teorema 8 a este caso, permite
escrever que:

To = E'(x)) nES(x})




(H-2)
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as fungbes Po » 9 » P, » 4, sdo de classe c' s T >21,¢e p,e

q, sd 27 periédicas em © e da ordem de ¢ para € pequeno.

2

solugdes de (13) e (14) existem e s3o definidas em alguma regido
compacta D < R’ contendo xé R xg e Po. Em particular, a tra-

jetoria PO é dada por

Lema 1 — Sob as hip6teses (H-1), (H-2) e (H-3), pode-se afirmar que

i) solugdes de (11) e (12) existem e sdo Gnicas em uma re-
gido

DecDx[0, 2/T)cR xS para  O<ce<<<]

i) (1) e (12) possuem duas 6rbitas hiperb6licas fechadas

de sela y' e y" cujas variedades estdvel e instj-
vel

E(v) L BNy ), ES(v) e EY(y)

com secgdo transversal
2 1
I, - {(u,v,e) ERxS |- to}

= u,. , S/on
sdo € fechadas a E (xo) e E (xo ) em zto no sen
tido que
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P(p) para peEYx) ou pEES(x")
pode ser tomado arbitrariamente préximo de

- u (] S n
Po = E (xo) nE (xo)

para € >0 pequeno e |n| < o
Prova — Pé&gina 69 de [D-8].

Levando em conta o Lema 1 e o fato de Po © O, P, € g, serem
de classe C" em D, Melnikov provou em [D-6] que a solugo de (12) pode
ser expandida em série de poténcia de €, para € << < 1, como segue:

()= a0 ¢z ek ) (15)

Assim, as solugBes que aparecem nas variedades estdvel e instédvel
ES(Y") i Eu(Y') em D podem ser expressas por:

xS (t) xo(t) + €x¥(t) + o(€) (16)

xe () %(t) + exl(t) + off) (17)

onde xo(t) € a 6rbita n3do perturbada ro.

Deve-se notar que xo(t) é uma 6rbita hiperbSlica homoclinica e

xz(t) e xg(t) correspondem, respectivamente, a uma 6rbita estével per-
turbada e a uma drbita instdvel perturbada. (Figura 9).
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f(Xo (to))

Fig. 9 — Perturbaglo ds Orbita
Homoclinica

0 método de Melnikov, fundamentalmente, avalia a distdncia entre
§;‘(t, to) e )%f(t, to) pois, se elas se interceptam uma vez, se in-
terceptam uma infinidade de vezes (Figura 10), formando a chamada Ferra-
dura de Smale na dinamica da transformag3o de Poincaré, com um conjunto
enumerdvel de 6rbitas instdveis de diferentes perfodos, como se fossem
6rbitas ndo periédicas recorrentes.

SA = Sela
ST = Estavel

Fig. 10 — Transformagdo de Poincaré de uma
Orbita Homoclinica Perturbada
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Isto significa que este tipo de comportamento aparecerd, caso a me-
dida da separagdo entre xé’(t, to) e xss(t, to), que serd chamada de

d. (to) = AM (to) — Figura 9 —, tenha zeros transversais, isto &,
3 %o tal que:

7.4.3 Construgdo da Integral de Melnikov

Escolhendo um ponto xo(O) = (uo(O), vo(O)) € Po e lembrando que
ro = Es(xg) n Eu(xé) é a curva invariante de Pa conectando os pontos

de sela x6 e xo" de Pa’ definida em alguma secgdo

2 1
By {(x,e)ER xS | o= tOE[O,T)}
escreve-se a fungdo do tempo:
- S u
A (t,to) = f, <}0 (t - toi) A <} (t,to) - X (t,toi> (18)
Ao se definir a quantidade:

A(t) & A(tg,t) = f <x0(0)> A <x5 (t,) - x (to)> (19)

percebe-se que A (to) depende somente de to, que € o instante (ou @n
gulo de fase), selecionado para a secg¢do de Poincaré.
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Para fo = (po, qo) e x = (u, v), define-se

fo A X po vV - q0 u

e, portanto, A (to) mede a drea de um paralelogramo de lados fo (xo(o))

“(t) - xV(t)).

(x

Aqui, xo(t-to) = (uo(t-to) R vo(t-to)) é a solugdo do sistema nio
perturbado dado em (13) ou (14), com a condigdo inicial xo(O) €T,. As
érbitas xs(t,to) e xu(t,to) sdo solugbes do sistema perturbado dado em
(11) ou (12), situadas em ES(y") e Eu(y'), a partir de xs(to) e f%to)
na secgao zto'

Como xs(to) e x“(to) pertencem a uma €- vizinhanga de xo(to)
e como as variedades Eu(x6) e Es(xg) sio C" fechadas relativamente
a Eu(xg) e Es(xJ'), a quantidade A(to) caracteriza corretamente a
distdncia entre EY(y') e ES(Y“) na secgdo I:to' Em particular,
para € suficientemente pequeno, fo A (xS - xu) s6é serd zero se Eu(Y')
e ES(Y") interceptarem-se em Zto’ proximo a Xye UMa vez que ambas as

variedades sdao € fechadas, relativamente a Po.

Para prosseguir com seguranga, deve-se observar que o Lema 1 garan-
te que A(t,to) e A(to) sdo bem definidas para xY e x° € B.

Caso' t0 seja varidvel, a seccio I onde Pb é definida varia

to
1 N

em S°, det  a t, + T. Mantendo x,(0) e, portanto f (x,(0)), fixa-

dos em zto’ esse procedimento de variagdo de t & equivalente a fazer

a fase do termo forgante f (x,t) variar de 0 a 2m.
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Em geral, as intersecgdes de EY(y') e Es(y") com I movem-se

| relativamente a xo(O) e entdo ALto) varia. Se A(to) assE;e um valor
nulo em t0 = 1, entdo Es(x") e EY(x") interceptam-se préximos de
Xg» NoO plano ZT e, uma vez que Es(x") e E”(x') sdo invariantes pe-
la transformagdo Pb’ observa-se que a existéncia de uma intersecgdo im-

plica na existéncia de uma infinidade de outras.

, Lema 2 — Se A1) =0 e e $

entdo, as intersecgbes de E5 e EY sd@o transversais.

dA tto)
Prova — Como —— + 0,

A(to) muda de sinal em T e escreve-se A(to) =-C(to-'rl...
C#0.

Logo, xs(to) - xu(to) devem também mudar de sinal fazendo com que

EY(x') e Es(x“) se interceptem em XS(T) = xu(T)‘Q pP.

Mas p pertence a uma érbita da equacdo diferencial e, pela conti-
nuidade das solugdes, E“(x') e Es(x") interceptam-se em todas as sec-
gbes I, t, € [0,T], em uma érbita passando por p.

I
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Do exposto até aqui observa-se Que pode-se pesquisar sobre a exis-
téncia de atratores cadticos em sistemas dindmicos utilizando a fungdo

A(to). 0 que ocorre, na prética, é que A(to) € dificil de construir.

Por isso, sdo utilizados métodos aproximados, desenvolvidos a seguir,

Em vista de (16), (17), (18) e (19), segue-se:

2

Aty t) = A (L, t) + O(c) (20)

onde
A, (t,t) = f, <xo(t-t0)) A [xf(t,to) - x,“(t,to)] A 85(t,t ) -

-8y (t,t) (21)

Considerando, primeiramente, Af que serd obtida através do cdlcu-
lo de x1s(t, to), como segue.

Substituindo (16) em (11) ou (12), removendo o fator comum € % di-
reita pela mudanca de escala de tempo t - et. Igualando os termos de

ordem um em € e lembrando que i = (p1, q1) é Ofe):
Xo = Tolx,) (22)
s I x) xS+ = (xgst) (23)

Retomando (21), derivando em relagdo a t, com to fixo e deixan
do de explicitar o argumento (t,to), tem-se:




Usando (22) e (23) em (24):

[~
]

p S 3 1
.](1’0,x0)f0 A x]o- fo A [J(fo,xo) X + = f,]

U
=
n

*s S 1 .
. (}rago J(fo,x0€> A7 - e fo(xo) nf (xo,t)

0 0
to 6,

AS (=, tg) = f, <x0(°°)> AXS (=,t) = 0

) tem-se:

=]
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(24)

(26)

Integrando (26) e usando o fato que x_-+ x" quando t -+ o, is-

| 8 (t,,t,) = 85(ty) = - % J {fo <xo(t - t0)> A f, (xo(t-to_);t>.

to

t-15
. exp | - J tragco J (fo’ xo(s)) ds] dt

0

{ Um cdlculo similar, substituindo (17) em (12) leva & expressdo

AJ‘(to) e, usando (20) e (21), segue que:

.

(27)

de



A(to) - . J{ fo (xo(t-to)> AT <xo(t-t°) R t) A

-0 )

t- /
. ep [_J’ totrago J<fo, xo(s)> ds }} dt + o(ez) (28)
0

Caso o sistema ndo perturbado de (13) ou (14) seja Hamiltoniano:

€, portanto, o expoente em (28)se anula, fazendo com que (28) se reduza a:

A(ty) = -J(fohf,)dt = -J{poq,-p,qo}dt+0(€2) (29)

=0 -

que serd a expressdo de A(to) utilizada em cdlculos de condigBes de
existéncia de comportamentos caéticos, que serdo efetuades no Capftulo 1v.




8. SISTEMAS AUTONOMOS DE
ORDEM n 3 3'

Nesta secgdo serdo discutidos os mecanismos de turbul@éncia para sis
temas dinamicos auténomos de ordem n > 3, origindrios de bifurcagdes su
cessivas de uma solugdo de equilibrio.

Os sistemas estudados serdo aqueles descritos por X = f(x,u) com
x €R" (n 23) e f: R" xR-R" um campo vetor ndo linear, parame-

trizado por u € R.

0 0

SupGem-se que x_ = (x] Xos eve s x;U € uma solugdo de equilfbrio

0
do sistema, cuja estabilidade pode ser discutida através do Teorema 5,

quando o espectro de J (f, xo) ndo contém elementos com parte real nu-

la.

Caso o espectro de J (f,xo) contenha nimeros imagindrios puros, em

bora a equagdo linearizada tenha solugdo periddica, ndo se pode, em prin-
cipio, nada afirmar a respeito da solugdo da equagdo ndo linear.

Inicia-se com o Teorema de Hopf, que oferece condigdes suficientes
para existéncia de solugdes periddicas; segue-se a discussdo do trabalho
de Ruelle e Takens, relativo as bifurcagdes sucessivas da solugdo periddi
ca obtida no Teorema de Hopf.

' [B-2, B-6, B-8, B-16, B-18, B-21, B-25, B-27, D-1, D-2, D-5, D-19, D-20, D-21, D-22,
D-23 e D-24]
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8.1 Teorema de Hopf

Teorema 16 — (Bifurcag@io de Hopf)'

Seja f(x,u) um campo vetor de R" (n »2) parametrizado por
HER e de classe cX (k»4) em xeR" e peR, Suponha

que  f(u, X (1)) = 0 para um ponto isolado X (1), e serd chamado JH
o Jacobiano J(f, Q(u), u).

A respeito do campo vetor descrito, sejam as hipéteses:
K1) oM possui um par de autovalores complexos conjugados

A(u) e A(u)

para os quais Re[A(n)]1 =0 em SuEH, e

d—‘:JRe[A(u)J>0 e {210 para w=y

H-2)  Todo autovalor v (u) de J* exceto A(u) e A(p) satisfaz:

Re [v (uo) ] % 0.

‘o Teorema de Bifurcac®io de Hopf, conforme aqui exposto, foi enunciado e provado por
Marsden e McCracken em 1976,
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H-3) Re [V], dada por (30) abaixo é diferente de zero.

Entdo, pode-se afirmar que:

T-1)

T-2)

Hé uma faixa de valores, tanto positivos como negativos de
by =y - Hys onde a cada valor de u corresponde um (Gnico
ciclo Timite a uma distancia O |Au|% ) de Q(u), com pe

riodo

2T

+ O (Ay).
Im X (u,) ]

Se Re[Vv] <O e Re[v(uo)] <0 Vv v, o ciclo li-
mite é estdvel enquanto que, se

Re[v] > 0 e Re[v(uo)] >0 v v,

0 ciclo limite é instdvel.

0 coeficiente de curvatura é Re[¥] onde WV (Poore, 1975) 6

dado por:
_ Iy P P s .q P . w1 .q
V= apbjbkbl{fjkl - 2 et e (J'zw)mquk} (30)

onde J = J“O, aT e b sdo respectivamente os autoveto-

res esquerdo e direito de J, pertencentes a A(uo), norma-

lizados de tal maneira que alb = 1.




Os indices repetidos implicam em somatérias de 1 a n e

P e
Gk significa

2
et

A
, calculada em x = X .
axJ. Bxk (uo)

Prova — Capftulo 6 de [B-17]

Deve-se observar que as hip6teses H-1 e H-2 do teorema 16 s3o rela-
tivamente simples de serem verificadas, para um sistema dinamico prove-
niente da modelagem de algum sistema fisico. Entretanto, a hip6tese H-3
causa uma grande dificuldade, pois é necessdrio calcular n’ terceiras
derivadas e n’ segundas derivadas para se calcular V.

Isso é realmente inevitdvel, uma vez que o Teorema de Hopf é desti-
nado aos casos em que o comportamento do sistema ndo fica determinado pe-
1o conhecimento das primeiras derivadas.

Adicionalmente observa-se que, para verificar a hipétese H-1 do teo
rema 16 em modelos de sistemas fisicos de ordem superior a dois, o teore-
ma da fungdo implicita se constitui em uma ferramenta de grande utilidade
e, por isso, apresenta-se seu enunciado a sequir,

Jeorema 17 — (Fung&@o Implicita)

Sejam as hipdteses:
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B F(ue): R R |F(u,e ) =0

H-2) F € continuamente diferencidvel em alguma regido aberta con

tendo o ponto (uo,eo) do plano (u,e)

H-3) oF

Entdo existem a >0 e B >0 tais que:

T-1) F (u,e) =0 tem uma dnica solugdo ¢ = ¢ (u) quando

- + | - :
Bp-a<u<y +a tail que € B < €<€0+8-

T-2) A fungdo e (-) é continuamente diferencijvel quando

H. - <u< u0+a.

0

oF (u, e(n))

T-3)  d e(p) . 3u
o€

Prova — Pdginas 225 a 230 do volume 2, de [A-1].




8.2 Bifurcagdes de SolugBes Peri6dicas em Toros Invariantes

As solugBes periédicas provenientes da bifurcagdo de Hopf podem ge-
rar novas bifurcacdes, a medida que o pardmetro de bifurcacdo varia além
da fronteira entre as regides de estabilidade e instabilidade.

Essas novas bifurcagbes podem gerar duplicacbes de periodo e que-
bras de simetria, ficando assim estabelecido um caminho para o surgimento
de atratores estranhos e cadticos.

As primeiras conjecturas tedricas a respeito deste tipo de problema
foram feitas por Landau e Lifshitz (capitulo 3, [B-27]) ao tratar de com
portamentos turbulentos em flufdos. Em seguida, Ruelle e Takens [D-21] pro
puseram um tratamento tedrico mais rigoroso do problema, estendendo os
trabalhos de Hopf.

0 trabalho de Ruelle e Takens foi completado por Lanford [D-24],
permitindo generalizagdes interessantes, vdlidas para sistemas autBnomos
de ordem maior ou igual a trés.

Neste item procura-se apresentar os resultados desses trés traba-
Thos, escrevendo-os de uma forma mais geral, sem limitid-los aos problemas
de mecdnica dos flufdos.

8.2.1 O Mecanismo da Turbuléncia em Sistemas Autdnomos

Considere-se inicialmente um sistema dindmico autnomo descrito pe-
la equagdo:




87

x=f(x), sendo x €ER" e f:R"> R" uma fungdo de classe C:k, com
uma solugdo periédica, dada no espago de fase pela curva fechada T. Seja
Z uma superficie de dimensdo n-1, transversal a T em um certo ponto
p € T. Nessas condigBes, o mapeamento de Poincaré P :Z -+ I de acordo
com a Definigdo 32, nas vizinhangas de p, pode fornecer informagdes a res

peito das solugBes da equagdo original, em vizinhangas do ponto p.

Interessa, em particular, a utilizagdo do Mapeamento de Poincaré pa
ra verificar a persisténcia de solugdes periddicas provenientes da bifur-
cagao de Hopf, quando perturbadas por variagdes dos parametros da equacao

diferencial original.

Para tanto, escreve-se a equagdo diferencial do sistema original co

mo:

X=f(x,u) com x€ER", UER e f:R"xR>R" um campo vetor, pa

rametrizado por u.

Considera-se inicialmente que todos os autovalores da matriz Jaco-
biana J, para um certo Moo tenham parte real estritamente negativa pa
ra x = x, e, como consequéncia, Xo seja hiperbélico e assintoticamen-
te estdvel.

Como o determinante da matriz Jacobiana J(xo) é diferente de ze-
ro existe, pelo Teorema 17 (Fungdo Implicita), € () dependendo conti-

nuamente de u, tal que:

f(u,e(u)) =0




€ () € chamado de estado estaciondrio e discute-se, a seguir, o

que acontece com € (u), a medida que aumenta, a partir de Mo

Assumindo que quando p aumenta, a partir de Ho» Pares sucessivos
de autovalores complexos conjugados de J(f,xo) cruzam o eixo imaging-
rio para py = Moo Moo Hys eunen > quando u >y, e(p) ndo serd mais

hiperbélico e assintoticamente estével.

0 Teorema 16 (Hopf) garante que, quando um par de autovalores com-
plexos conjugados cruza o eixo imagindrio para u =y, existe uma fami-
lia parametrizada de solugdes periddicas da equagdo diferencial,em uma vi

zinhanga de ( e(ui), “i)'

Quando u passa pelo valor M ndo se fala mais em pontos fixos a-
tratores mas em 6rbitas fechadas atratoras, que podem ser interpretadas

como movimentos periddicos, com amplitude crescente em u.

A andlise de condigbes para que tais casos aparegam pode ser feita
através da pesquisa das caracteristicas do mapeamento de Poincaré Pp as-

sociado ao campo vetor f (x,u) conforme discussido a seguir.

8.2.2 Bifurcagdes de uma Orbita Fechada

Sabe-se como um ponto fixo atrator de fu pode ser substitufdo por
uma 6rbita fechada 1‘u quando o parametro cruza o valor H, (Bifurcagdo

de Hopf). Considere-se agora, em detalhes, a préxima bifurcagdo, assumin-

. -
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do que ela ocorra para o valor u' do pardmetro e que 1lim

é uma 6r
H-+U -
bita fechada Fu. de f

lr]_]
u.

Caso o mapeamento de Poincaré P:% + I admita alguma vizinhanga ¥
de um ponto p da érbita fechada, tal que, todo g€ V¥, Tim Pn(q) =p tem-
se, como consequéncia, que p & um ponto fixo assintzz?;amente estdvel
de P. Isto resultard na estabilidade orbital assintética da trajetéria

que contém p.

Uma maneira de verificar se p ¢é estdvel é tomar o mapeamento dP,
que € a derivada de P no ponto fixo P e consiste numa transformagdo

Tinear do espago tangente a I por p, sobre si mesmo.

Interessa, neste trabalho, somente o caso em que a solugdo periédi-
ca proveniente da bifurcagdo de Hopf é estdvel e, nesse caso, 0 raijo es-
pectral de dP € 1, isto é, todos os autovalores de dP té&m médulo me-

nor do que 1.

Teorema 18 (Ruelle e Takens)
Sejam as hipdteses:

H-1) x = f(x,u) € a equagdo diferencial de um sistema dindmico,

parametrizada em u.

H-2) Xy € R" & um ponto de equilibrio estdvel para u<u' e ins

tavel para u > yu'.




H-3) Pu. € a curva fechada, correspondente ¥ solugdo peribdica

devida a Bifurcagdo de Hopf em u = ',

H-5) Pu. € estdvel, isto é, o raio espectral de dP € 1, em vol

ta do ponto Pu,.

Nessas condig¢des tém-se trés casos a considerar relativamen-
te ao conjunto E dos autovalores de dP.

T-1) E = {-1} > A atrator de f (x,u) préximo de ru..
T-2) E= {1} » 3 6rbita fechada de f (x,u) préxima de
Pu. mas com periodo duplicado.

T-3) E={a,a} » para u >yu' aparece um atrator cafti-
co, implicando na existéncia de um toro atrator e inva

2
riante T, para f (x,u).

Prova — [D-21], [D-23] e [D-24].




CAPITULO

MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE

Modelo Matematico

Malhas de Sincronismo de Fase de 228 Ordem
com Filtros "Lag"

Malhas de Sincronismo de Fase de 28 QOrdem
com Filtros "Lag-Lead"

Malhas de Sincronismo de Fase de 32 QOrdem
com Filtros de Sallen e Key

Sistemas com Superficies de Fases Cilindricas




Neste capitulo formulam-se os problemas relativos as
malhas de sincronismo de fase (PLL), que serdo
tratados nos Capitulos III, IV e V, tendo como base
a teoria matemdtica desenvolvida no Capitulo I.

A secgdo | apresenta o modelo matematico geral de
uma malha de sincronismo de fase, bem como as
defini¢des de faixa de retengdo e de faixa de captura,
paré@metros essenciais para a discussdo de aspectos
prdticos de engenharia.

Em seguida, na secgdo 2, o modelo matematico geral
é particularizado para malhas de 28 ordem, com fil-
tros lineares do tipo "lag". Aspectos relativos a exis-
téncia e unicidade de solugBes e a formulag3o de
problemas autdnomos também s3o abordados.

Prossegue-se estudando a formulagdo Hamiltoniana
dos problemas e a proposicdo do problema de modu-
lagdo em frequéncia acidental ("jitter" de fase), para
as malhas em apreco.

Na secgdo 3 repete-se o trabalho realizado na secgdo
2, mas enfocando as malhas de 28 ordem, com f{iltros
lineares do tipo '"lag-lead".

A secg83o 4 é dedicada ao modelo matematico das
malhas de sincronismo de fase de 32 ordem, com fil-
tros de Sallen e Key, discutindo-se a existéncia e
unicidade de solu¢Bes e analisando-se s casos autdno-
mos.

Na secgdo 5 define-se deslisamento de ciclo e observa-
se a natureza cilindrica das superficies de fase, para
as malhas de sincronismo aqui estudadas.




1. MODELO MATEMATICO'

Essencialmente, uma "Malha de Sincronismo de Fase" (PLL) é formada
por trés elementos bdsicos: um detetor de fase, um filtro e um oscila-
dor controlado por tensdo (VCO), interligados conforme mostra a Figura 1.

DETETOR
— DE FILTRO
FASE

A

vVeco

Fig. 1 — Diagrama em blocos simplificado das PLL

A configuragdo bdsica dada na Figura 1 pode ser utilizada para di-
versas fungdes, tais como: sincronizagdo, demodulacdo linear e demodu-
lacdo de fase, ou freqliéncia para sinais analdgicos ou digitais.

A Figura 2 mostra o diagrama em blocos representativo 'do modelo ma
temdtico para as PLL.

' [c-1, C-2, C-4 e C-5]
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vV
F(s) AL

Fig. 2 — Modelo Matem4tico para as PLL

Considera-se o detetor de fase como sendo um multiplicador com duas

entradas: Vi(t) e vo(t), sendo F(s) a transformada de Laplace
da resposta ao impulso (F(t)) do filtro.

A entrada da PLL é dada pela expressdo:

v(t) = v cos [wot+60(t)] (2)
W, .
Deve-se observar que fo = _5%_ € a freqliéncia constante do si-

nal de safda do VCO, quando o sinal de controle vc(t) é nulo.




A fase Bo(t) € a estimativa da malha para a fase Bi(t)’
que éo(t) é a estimativa da malha para a freqiéncia éi(t)‘ Dessa for-

enquanto

ma, pode-se definir em cada jnstante, o erro de fase ¢(t) e o erro de

fregiiéncia 9(t), como segue:
o(t)A 04(t) - 0 (t) (3)

(t) 4 6,(t) -6 (t) (4)

Chamando Km o fator de multiplicagdo do detetor de fase (medido
em volts™'):

Vglt) = Ky v5(8) v(6) = Ky vy U, [sen (ot + 0;(1) cos ut+o,®) | (6)

Desenvolvendo o termo entre colchetes da equagdo (5):
sen (wit + ei) cos (wit + OO) = (sen w;tcos @, + cos w,tsen ei).

) H - . = ! . 0. cos ©_ -
(cos w;tcos O, - sen m1tsen @0) (sen w;t cos w]tcos 0, 4

2 2
. W. . + ¢ ) . -
sen1 m1tcos 91 sen @0 cos w1t sen e1cos eo

6os w;tsen w,tsen O, sen eo) = 4 (sen 2wt cos ©; Cos B, -

S | 9. . ~ - . + 2 w.tcos 6.sen ©_ +
sen 2 m1tsen e1sen eo cosS O]sen eo cos § ¢ o

+

cos 2 wjt sen (—)1. cos @0 + sen ©; cos eo) =3 [sen 2 ‘*’it (cos 61. cos eo -
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|

seneiseneo) + cosZwit(coseisenCB + seneicoseo) -

= 1
cos 61. sen @0 + sen G)]. cos OO} = 3 [sen 2w1.t cos (91. + G)O) +

+

cosZwitsen(ei + eo) + sen(@i -0)

= 1
: } 3 [sen (2w1t 0+ eo) '

+ sen (0, - eo)} (5.a)

Substituindo (5.a) em (5) e considerando que os termos de frequén-
cia dupla sejam eliminados:

vg (t) = 4K V. () V_ sen [91. (t) - o (t)] (6)

Convém observar que, no Capitulo 6 de [C-2], as técnicas para elimi
nagdo dos termos de frequéncia dupla sdo discutidas.

Usando (3) e definindo K, A 2K _V :

d m o’

vy (1) = Ky V. (t) seno(t) (7)

0 sinal vd(t), chamado na prética de erro de fase dinamico, ali-
menta o filtro produzindo em sua saida o erro de fase estdtico Ve (t),

que controla a fase do sinal de saida do VCO.

Os erros de fase estdtico e dindmico estdo relacionados por:
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t
v m)=_[ f(t-A)VdQ)dx: %Jt)=de f(t-x)viu)sen@(x)dk (8)

A taxa de variagdo da fase Oo(t) é proporcional ao sinal de con-

trole vc(t). Isto é:

8, (t) - (t) = Kokdj f(t -1)V; (A) sen@(r) dr
. t
5 §(t) = 6. (1) - KOde F(£-1) Vi() sen g (1) dA (10)

A resolugdo da equagdo (10) para entradas deterministicas ou n3o,
constitui o problema central do estudo das PLL e a sua resolucdo permite
responder questdes do tipo:

— que filtros utilizar para cada uma das aplicagdes das PLL (Ver [C-6]);

— como otimizar a performance de uma PLL (Ver, por exemplo, [C-4, C-5 e
C-121);

— as oscilagdes do VCO entrardo ou ndo em sincronismo com as oscilagdes
da entrada? Isto é, ¢ tenderd ou ndo a zero? (Ver, por exemplo,
[C-7 e C-9]);
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— no caso da resposta a questdo anterior ser afirmativa, quanto tempo Tle
' vard para que o sincronismo seja obtido?

Observando-se (10) percebe-se que, de acordo com a resposta ao im-
pulso f (t) do filtro, tém-se um tipo de equagdo diferencial para as ma-
; lhas de sincronismo de fase.

Neste trabalho analisa-se o caso de trés tipos de filtro:

i) Passa-baixa do tipo "lag" de 12 ordem [C-6]
ii) Passa-baixa do tipo "lag-lead" de 12 ordem [C-6]
iii) Passa-baixa de Sallen e Key de 22 ordem [C-6 e E-4].

Nos dois primeiros casos obtém-se, para as PLL, equagdes diferen-
ciajs de 22 ordem e no terceiro caso, equagdes de 32 ordem, descrevendo a
dindmica da malha através de seu erro de fase o (t).

Em todos os casos citados, dois parametros importantes, definidos
a seguir, serdo analisados.

Definigo 1 — Uma PLL estd em estado de retengdo se estd operando em
seu ponto de equilibrio que deve ser assintoticamente
estdvel.

Definiggo 2 — Faixa de retengdo de uma PLL é o conjunto de valores de

de parametros da excitagdo e da equagdo diferencial, que
rege seu comportamento dindmico, que faz com que ela te
nha um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.




Definigdo 3 — Faixa de captura de uma PLL é o conjunto de valores de
parametros e condi¢des iniciais da equagdo diferencial,
que rege seu comportamento dinamico, tal que a trajetd-
ria tenda ao ponto de equilfbrio assintoticamente esté-
vel.




2. MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE
DE 238 ORDEM COM FILTROS "LAG"

Nesta secgdo formulam-se problemas a respeito do comportamento
das PLLs, tomando como ponto de partida a equa¢do 10 e trabalhando com um
filtro de 12 ordem, do tipo "lag".

21 O Filtro e a Equagdo Diferencial da PLL

Em [C-6] as PLLs de diversas ordens sdo analisadas, em fun¢do da or
dem do filtro.

Considera-se aqui, somente PLLs de segunda ordem e supdem-se o fil-
tro de primeira ordem, do tipo mostrado na Figura 3, que serd chamado de
filtro "Lag".

c ve(t)

fFig. 3 — Filtro "Lag" para PLL

Bibilotsca da Escola Politecnica
Sio Paule

'[B-10, B-12, B-13, B-14, C-6, C-7, C-9, C-10, C-11 e C-12].
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0 filtro da Figura 3 é um sistema linear com entrada V4 (t) e saf-
da igual ao estado vc(t) podendo, portanto, ser descrito pela forma ca
nonica:

Az + Bu

Ne
"

(1)

Cz + Du

<
n

Como u = Vq (t) e z=y=v, (t) tém-se C=1 e D=0. 0s
valores de A e B podem ser determinados analisando-se o circuito da

Figura 3, pois:

z=u - Ri e z=lJidt
C

) ; 1 1

5> z=U=RCz » z=-—2z+—U

RC: T RC
1 1
A=____ B=_
2 RC € RC

Assim, a resposta ao impulso do filtro pode ser escrita como sendo:

£(t) = ePtp (12)

s

com A= - 1 e B =
RC RC

Para obter-se a equagdo diferencial da PLL, retoma-se a e?uagﬁo (9)
levando em conta (8) e (12):
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¢
B, (t) = K, Ky J_’m AN By (a) seng (1) dr

considerando V1. (A) constante, segue:

t
_ At -AX o _
8, (1) = K Ky "BV, Le seng (A) dh = G (1) =

t
) At _a\ At -At
= KKgAe'tBY, Le sen g (A) dx + K Ky P BV, e seng (t)

> 6, (t) = AG () + K KyBV, seno(t) (13)

Retomando a equagdo (10), derivando-a em relagdo ao tempo, Tlevando
(13) em conta e retirando da notagdo, por comodidade, a depend€ncia do tem

po:

<P=91. 'Aeo'KoKdBvi sen @ (14)

Somando e subtraindo Aéi no segundo membro de (14):

¢ - Acp+KoKdBV1. senQ = e]. - Aei

Chamando p, A%, u,A KoKdVi e g(é.

a equagdo (15) fica:
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¢+u b +u u seng =g(0,, 6,) (16)

A equagdo (16) € um dos pontos centrais deste trabalho, tendo a mes
ma forma das equagdes de péndulo e jungdes de Josephson estudadas em [D-10,
D-12, D-13, D-14, D-15, D-16, D-17 e D-18].

Escolhendo como varidveis de estado x, ¢ e x, = 6, a equacgao

(16) pode ser reescrita como:

= X
T (17)

g (0., ©;) - u p_senx -y X
1 1 1 2 1 1 2

e
n

xe
[}

2.2 Condigdes de Existéncia e Unicidade de SolugGes

Proposi¢cdo 1

——  Uma condig3o suficiente para que a equagdo (17) admita solugd3o Unica

para VY xd = x(0) € R® ¢ que ¢ (@i R 1-) seja limitada.

Prova
i) Verificacdo da condigdo ii) do Teorema (I.1)
Chamando
)
X1
Xy = x (0) = 0 tem-se: ;
2




]|f(t,x0)|t= - u1p25enx? - u‘xg + g(éi, 0. + |x2|< M, M, |senx
o, |XS| i |9(91’91)|+ IXSI

Como g(6;,6;) & limitada, 3 MER, |g((.91.,.9.1.)|

/N

M.

Como X, € bem determinado, escolhendo:

he=uw, + O] (1 +u) +M s hy >0

e IFt )l <

ii) Verificagdo da condigdo i (Lipschitz) do Teorema I.1
af1 = 0 i =
X, sz

of of,

— = - COS X = -

3x, it h X H

af .
> Escolhendo kT =sup {1, u,u uwl = 5;%- < kT’ v.ie{1,2} e
v § € {1,2} )

> A condigdo de Lipschitz estd satisfeita, o que completa a prova da
Prdposigao 1.

0
1

104
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2.3 Casos Autdnomos

0 modelo das PLL representado pelas equagBes (16) e (17) admite duas
versbes autdonomas de interesse, possiveis de serem investigadas analitica
mente.

Uma delas é aquela relativa a processos de modulagdo FSK e PSK, on-

de a taxa ei assume valores elevados apenas em intervalos de tempo mui-
to curtos, anulando-se, em contrapartida, no restante da escala temporal.
E importante, assim, conhecer-se o comportamento das equagdes (16) e (17)

no caso em que 61 = éi = 0.

Outra é a relativa a sinais modulados em FSK, onde ocorre uma dife-
renga de frequéncia entre o oscilador de transmissdio e o VCO. Essa assin-
cronia equivale a considerar a fase do sinal de entrada na PLL variando
segundo a lei:

0. =Qt + ¢ (18)

onde Q representa a frequéncia correspondente ao digito bindrio transmi
tido [C-3, C-9 e C-11].

2.3.1 Caso @1. = constante
Nesse caso a equagdo (16) se reduz a:

$+u1(.p+’u1uzsencp =0 (19)




e as equagdes (17) se reduzem a:

>xe
"

1 xz
. (20)
X, = - W M, Sen x, - u x,
2.3.2 Caso @1' =Qt + 9
Nesse caso a equagdo (16) se reduz a:
PHU QU U, sene = p R (21)
e as equagdes (17) se reduzem a:
X, = x,
. (22)
X, =~ MW U, senx -4 x + u1Q

Estudar as equagdes de estado (20) e (22), utilizando as idéias de-
senvolvidas por Poincaré e Andronov, serd um dos trabalhos a serem execu-
tados no Capitulo III.

2.4 Formulacg@io Hamiltoniana dos Casos Autfnomos

2.4.1 Caso 61- = constante

Para as PLL modeladas pelas equagdes (20), constréi-se a fungdo

Hamiltoniana, como se segue:!
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Da primeira equagdao de estado: |

Da segunda equagdo de estado:

oH _ -
B M, M, sen x> H=-wnppcosx + g,(x,) (2a) \

i |

Comparando (23) e (24) e considerando como nula a energia potencial na

posigdo de referéncia:
H(x1,xa) = %xz - W, W, CoS X, (25)

Fazendo uso da equagdo (I.7) de (I1.6.3.2) e da equagdo (25) acima,

obtém-se a equagdo:

dH ® e

— 4y =0 26

L (26)
pois, a forga generalizada, neste caso, é dada por f = - u1¢

Proposigdo 2

— As trajetdrias no plano de fase para as PLLs de 22 ordem com filtros
do tipo "lag" excitadas com sinais tais que O, = constante, sdo dadas
pelas equagdes:

'2 (P(t) »
%cpr - M, W, COSP + U j pde = constante
¢
0




Prova

108

ou
- 2 taa
19 - u p, COSQ+ u j @ dt = constante
t
Reescrevendo a equagdo (26)
H t £
(L1 T A dH=-pu [ 9%dt = H-H =-u | & dt
dt 1 H 1 t 0 1 t
0 0 0
Retomando (25) e lembrando que x =¢ e X, = o:
"2 .2 t -2
3¢ - w u,co80 --écpo+u1uecoscpo=-u,f ¢ dt
t
t
-2 .2 -2
19 - u1u2c05¢+u,J ¢ dt = 39, - M, U, COSQ, (27)
t
ou
190 - cos @ + J‘t 99 99 4¢ = 3 &2 - cos
3¢ - wu, p,Cco59 + . dt dt 39, - M, M, COSQ,
0
.2 ‘i (P(t)- 2
19" - W, u,Cco89 + U J’(p Pde = $¢, - W, U, COSQ, (28)
0
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0 segundo membro das equagdes (27) e (28) é uma constante que depen
de exclusivamente das condig¢des iniciais e de pardmetros que caracterizam
a PLL, ficando assim provada a Proposigdo 2.

2.4.2 Caso E}_i =0t + ¢

No caso das PLLs modeladas pelas equagdes (22), a funcdo Hamiltonia
na também é dada pela equagcdo (25).

Fazendo uso da equagdo (I.7)de (1.6.3.2) e da equagdo (25) obtém-se a
equacao:

dH . .
=+ -2)9 =0 29
T (¢ -2)o (29)

pois a forga generalizada, neste caso, é dada por: f = - M, +u Q.

Proposicdo 3

—_ As trajetdrias no plano de fase para as PLLs de 22 ordem com filtros
do tipo "lag", excitadas com sinais tais que ©; = @t + ¢, com § =
constante & = constante, sd3o dadas pelas equagdes:

. o(t) |

%cpa- U, H,CO50 - u Qo+ u J odge = constante

%o
ou

|i .2 t o2
$1¢ - W p,Cco5¢-pu R+, I @ dt = constante
t
0
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Prova

Reescrevendo a equagao (29):

dH o o dH .2 °
_—_— = - _Q - = . + Q
o (e -2)e = o M, @ tu Qo

H t ., t,
->J. dH=—u1j cpdt+u1QJ. ¢ dt
HO tO tO

t
o2 .2 2 .
> 40 - U /U, COSp -2 U W COSP = - |, Jt ¢ dt + u Qo-u Qg

0
l_'z t o2
> 29 - UM, €080 - p e oy J' o dt: =
tO
o2
- %qb- W, B, COS 9y - WR @, ()
ou

dt dt
0

t
.2 do d _ o, =2
3107 - W W, COSQ - p ¢+ p, ft 7 =% dt = 1, - uucos o1 Rq,
o(t) |
—u1u2c05cp—u1§2cp +u1J’ @ dop =
%o

1 %2
-‘->§(p

B %&)C?_ Ll1112C05 q)0 - 1119 q’o

P

0 segundo membro das equagdes (30) e (31) é uma constante que depen
fde exclusivamente das condigdes iniciais, dos.pardmetros que caracterizam
a PLL e da excitagdo, estando assim provada a Proposigdo 3.




2.5 Modulagdo em Frequéncia Acidental

Em muitas situagdes praticas de transmissdo de sinais digitais, o
sinal de entrada na PLL é submetido a uma modulagdo em frequéncia aciden-
tal. A esse fendmeno da-se o nome de "jitter", sendo que sua manifestagao
aparece como uma oscilagdo da fase do sinal de entrada na PLL, lenta rela
tivamente a taxa de transmissdo de informagao [C-13].

Considera-se neste trabalho que, nas situagbdes de demodulagdo FSK
em presenga de "jitter", a fase do sinal de entrada vi(t) dado na equa-
¢do (1) é composta de dois termos, um linear relativo a modulagdo FSK e
outro senoidal, com frequéncia pequena em relagdo a taxa de transmissao
de informagdo. Assim, escreve-se:

0; (t) = Qt + ¢ + Asenwt (32)

A substituicdo de (32) em (17) produz as equagBes de estado:

>
I

X
1 2

(33)
X, = - Uy, senx -y x, + u1Q + p10)Ac05u¢- w?A sen wt

Produz-se, portanto, um sistema ndo linear, excitado por um sinal
periédico e, de acordo com o exposto no item (I.7) escolhasde 2, A e w
em (32) podem, dependendo dos parametros da PLL, produzir comportamentos
indesejaveis de vdrios tipos, obtendo-se inclusive caos.

Aplicar a técnica de Melnikov desenvolvida em (I.7) para obter as con
digBes para o aparecimento de atratores cadticos no sistema descrito por
(33), é um dos objetivos do Capitulo IV deste trabailho.




3. MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE
DE 22 ORDEM COM FILTROS "LAG-
LEAD"'

Nas malhas de sincronismo de fase existentes na prdatica utilizam-
se, muitas vezes, filtros "lag-lead" [C-2 e C-6].

Nesta secgdo formulam-se problemas a respeito do comportamento das
PLLs, tomando como ponto de partida a equagdo (10) e trabalhando com um
filtro de primeira ordem, do tipo "lag-lead".

3.1 O Filtro e a Equac@io Diferencial da PLL

Considerando o modelo matemdtico desenvolvido em 1, retomando suas
equacdes (7) e (9) e supondo que o filtro seja implementado conforme mos
tra a figura 4, para obter-se a equagdo diferencial da PLL, adota-se o
procedimento que se segue:

vd(t) ve(t)

Fig. 4 — Filtro para a PLL, do "Lag-Lead"

1
[B-10, B-12, B-13, B-14, C-6, C-7, C-9, C-10, C-11 e C-12].
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. 1 _p 5]
vC-RaerEJ,ydt > vC—R2y+—Cy (34)
Mas
v,=R y+v > y=lv =1y (35)
d 1Y c R1d R, C
Substituindo (34) em (35):
R R
® = 2 o 2 e 1 ‘I
'eTR, Y4TR e TReYd TRe Ve
1 1 1 1
R R
. 2 1 1 2 . ‘
+ — =T -V +t—v,+t—y 36
‘e (1 R1> RC c RC'd R, d (%)

1 [0} 1 1

1 2 .
— Kdvisencp+—KdV1.cp cos @ - —

(Y
R.C R, R,C K 1

‘I Rz e
- L1+ 2 (37)
K‘,J R,
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(38)

(39)
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Comparando-se a equagdo (39) com a equagdo (16), observam-se vd-
rios pontos em comum:

— 0s segundos membros das duas equagdes sdo idénticos uma vez que, em am
bos os casas, o termo 0; estda multiplicado pela constante de tempo

do filtro.

— 0 termo sen¢ em ambos os casos, estd multiplicado pela constante de

tempo do filtro e por U, -

— E no termo em ¢ que reside a diferenca entre (39) e (16) pois,
em (39) o termo (u1u215 cos ¢) é somado a constante de tempo do cir

cuito e essa soma multiplica .

Estudar o comportamento das solugdes da equagdo (39) para os di-

versos tipos de g (ei, Oi), usuais em transmissdo de sinais em redes de

comunicagdo, é um dos objetivos deste trabalho.

Conforme se pode observar, a equagdo (39) € equivalente a equagdo
que descreve uma oscilagdo ndo linear, ndo conservativa. Entretanto, como
o termo (W, + M, U, U, cos @) pode mudar de sinal, de acordo com o valor
de ¢ pode-se ter um sistema que dissipa ou acumula energia [B-19 e

B-20].

Escolhendo como varidveis de estado x, = ¢ e X, = ¢, a equa-

¢do (39) pode ser reescrita como:
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X
1]
[{a]
—
(O]

0.) - MW, senx - (u1 + U, u, W, cos x1) X,

3.2 Condigdes de Existéncia e Unicidade de Solugtes
Proposicdo 4

— Uma condigdo suficiente para que a equagdo (40) admita solugdo Unica

0.) se-

num certo intervalo [0,8] , V¥ Xg = x{0) € R® ¢ que ¢ (éi » ©;

ja limitada.

Prova

i) Verificagdo da condigdo ii) do Teorema (I.4).

X
Chamando Xq = x(0) = tem-se:
0
2
_ 0 0y O
| f(t, xo)|L = |- u,u,senx, - (u1 + W W, W, CoS X)) X, +

. : 0y (,0
+ 9(0;,0;)] + |xg| < u, W, |sen x?|+—u1|xg| + W, |cos x| [x,] +

0
2|

+ g (85,8 + |x




Como xg é bem determinado, escolhendo:
0
hT=u1u2+(1+u1u2u3+ 1"1)|x2| L M

> he >0 e |kf(t,x0)|L< hy

T

ii) Verificag&o da condigdo i (Lipschitz Local) do Teorema (I.4).

i = 0 af1 = 1
3)(1 aX2

of

37 = o 111]-12 cos x1 + p1 ua us sen X1X2

af
X

- {u, +u m, p cosx )

Observa-se, portanto, que

of ,  of, of,

ax axa X

sdo limitadas para ¥ x € R®.
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Por outro Tado:

af
2
X

1

= |- MW, COS X + W M, W, Senx, x2| < M, H, [cosx | +

oo g fsenx [ x| < ou, (T+u |x,|)

Logo, a cada bola do tipo: -{x ER® | |x - Xo Il < rT}- corresponde
um intervalo [0, §] onde a equagdo tem solugdo Gnica. O aumento progres-
sivo do raio rr da bola, sem que ela alcance o valor infinito, permite
o prolongamento da solugdo Unica para intervalos de tempo cada vez maio-

res [B-4, item 7.7, pdginas 53, 54, 55 e 56].

33 Casos Autdnomos

Pelas razdes expostas em 2.3, o modelo matemdtico das PLLs dado pe-
las equagbes (39) e (40), admite dois casos autdnomos de interesse a, sa-
ber:

i) @1 = constante

i) ©; dado por (18).




3.3.1 Caso @1. = constante
Neste caso, a equacdo (39) se reduz a:
G+ (W, * U1, C080) 0+ p u seng = 0 (41)

e as equagbes (40) se reduzem a:

X, = X,
, | (42)
X, = = W, M, senx, - (B, + M, u M, COSX )X,
3.3.2 Caso @1. =Qt+ 90
Neste caso, a equagdo (39) se reduz a:
G (M, tu U, H, COs0) @t seng = w0 (43)
e as equagdes (40) se reduzem a:
o= x
i (44)
Xy T l';1'Q = Wy Hy SEMX, = (“1 L p2u3COSX1)X2

Estudar as equagbes de estado (42) e (44), utilizando as idéias de-
senvolvidas por Poincaré e Andronov, serd um dos trabalhos ? serem execu-
tados no Capitulo III.




120

3.4 Formulagdo Hamiltoniana dos Casos Aut8nomos

3.4.1 Caso @1. = constante

Para as PLLs modeladas pelas equagdes (42) pode-se construir o Ha-
miltoniano como se segue:

Da primeira equagdo de estado:

oH _ e .
e x, » H=41x + gi(x1) (45)
2

Da segunda equagdo de estado:

oH _ .
-5;1— M, M, Senx H=-u u cosx + gz(xa) (46)

Comparando (45) e (46) e assumindo como nula a energia potencial na
posicdo de referéncia:

2
H(x,,X,) = X, - W, 4, COS X, (47)
Fazendo uso da equagdo (I.7)de (I.6.3.2) e da equagdo (47) acima:

2. Ffg=Q e como f=-(u1+u,u2u3c05¢)59
I




> gﬁt+u1¢¢+u‘ W, M, C0s99Q = 0 (48)

Proposicao 5

——  As trajetdrias no plano de fase para PLLs de 28 ordem com filtros "lag-
lead", excitadas por sinais tais que 0; = constante, sdo dadas pelas

equagdes:

o(t)
.2 : . z = i
197 - p p,cos9 + p ‘[cp (1 + M, M, COS 9).9¢do = constante
0

ou

-

t :

%q',z - W, U, COSQ + | J’ (1 + u, u, cosg) ¢°dt = constante
E
0

Prova

Da equagdo (48):

- -2
~ = (Pz = l-l1llal.13<:05tpcp2 > dH = (- M, cpa- M, U, W, COSQQ )dt

H t .
5 J' dH=-u1J (1 + u, u, cos g) §°dt
H, t
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_ t -zdt = i.rz 1.2
H- Hy = - w, jt (1 + u,u,c050)09 2@ T M MU C080 30, +
0
t e 2
M, W, COSQ, = - W, J’t (1 + uauacoscp)cp dt
0
- t 2
1¢? - u,c08 0+, f (1 +u, ucos ) ¢° dt =
t
392 ~ 1, W,c08 ¢, (49)
ou
o2 t gg _di
1o - u u,cosq+ u1_[ (1 + u2u3c05¢) ) . dt =
t dt dt
)
o2
1¢, - U, U, COSQ,
-2 (p(t) ° ®2
1o -u1u2cosq)+u1j (1+UZU3C05<P)<Pd(P=%<PO'
%
M, W, COS @ (50)

2

0 segundo membro das equagdes (49) e (50) é uma constante que depen

de exclusivamente das condigdes iniciais e de parametros que caracterizam

a PLL, estando assim provada a Proposigdo 5.

!




3.4.2 Caso E)]. =0t + @

Para as PLLs modeladas pelas equagles (44) constréi-se a fungdo Ha-
miltoniana da mesma maneira que em (3.4.1), obtendo:

H{,®) = 4¢° - u, 1 cosg (51)

Fazendo uso da equagdo (I.7) de (I1.6.3.2) e da equagdo (51), obtém-se
a equacao:

H . . °
%+u1cpz+u1u?u3coscpcpz- M e =0 (52)

pois a forga generalizada, neste caso, é dada por:

f=- (U, +u U, COS0)0+u R

Proposigdo 6

— As trajetorias no plano de fase para PLLs de 28 ordem com filtros
"lag-lead", excitadas por sinais tais que 61- =Qt + ¢, com Q =
constante e @ = constante, sdo dadas pelas equagdes:

t
167 - M M, COS¢ - U, Q¢+ u, J’t (1 + u, u, cosg) @°dt = constante
0

ou
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. o(t) .
%<Pz - B, M, C050 - u Re t o, J’ (1 + w,u, cosg)pde = constante
%

Prova
Tomando a equagdo (52) tem-se:
dH L ] [ ]
oM (1w c0s0) 97+ u, 20
> dH = [- u, (1 + n, u, coso) % +'u,959]dt
H t °2 t L)
I dH=-u1J‘ (’l+u2u3c05cp)<p dt+J u1§2<pdt
H t t
0 0 0
t ®.2
> H-H0=—u‘J’t (1+u2u3coscp)cp dt+u19cp-u‘ﬂcp0
0

t
> %@2"U1UZCOS¢-U,Q¢ tu, J (1 +u2u3cos¢)¢2dt -
t

0

= 495 - W, 1, COS @y W R0 (53)
';
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ou

o(t)
307 - w coscp—u,ﬂcp+u1J (1 + W ucose)e dp =
CPO
- %cbg ~ M, 1,059 — W ¢ (54)

-

0 segundo membro das equagdes (53) e (54) é uma constante que depen
de exclusivamente das condigdes iniciais, dos parametros que caracterizam
a PLL e da excitagdo, estando provada a Proposigdo 6.

3.5 Modulagiio em Frequéncia Acidental

Pelas razdes expostas em (2.5) interessa, do ponto de vista prdtico,
estudar as PLLs descritas pelas equagBes de estado (40), excitadas por si
nais onde Oi seja dado por (32).

A substituicdo de (32) em (40) produz as equagdes de estado:

>
]

1 xz (55)
cos X, ) x, * U+ p wA coswt - wA senwt

>
il

-, senx - (wtu oy
i
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Produz-se, portanto, um sistema ndao linear, excitado por um sinal
periédico e, de acordo com o exposto em (I.7), escolhas de, A e w em
(32) podem, dependendo dos parametros da PLL, produzir comportamentos in-
desejdveis de vdrios tipos, obtendo-se inclusive caos.

Aplicar a técnica de Melnikov desenvolvida em (I.7) para obter as con-
digdes para o aparecimento de atratores cadticos no sistema descrito por
(55), € um dos objetivos do Capitulo IVdeste trabalho.




4. MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE DE
38 ORDEM COM FILTROS DE SALLEN E

1

KEY

Em sistemas de comunicagdo, existe a necessidade de utilizar fil-
tros para separagao do espectro relativo ao sinal modulado, do espectro
dos sinais interferentes, para detectar sinais modulados em 3angulo. A-
1ém disso, é interessante que, na transmissdo, o espectro seja limitado
entre valores muito bem determinados.

Assim, a frequéncia central dos filtros em aprego deve ser varid-
vel, para que o espectro global possa ser deslocado, como resultado de
mudangas de sintonia, fazendo-se com que o espectro interferente perma-
nega 0 mesmo.

As PLLs sdo uma solugdo natural para esse tipo de quest3o, sendo
que a 228 ordem é normalmente escolhida por sua estabilidade inerente e
pela sua faixa de retencdo e captura, conforme serd discutido nos CapTtu
los III1 e IV. Entretanto, em algumas ocasides, necessita-se de uma ate-
nuagdo maior na faixa de corte ou caracteristicas transitérias mais ri-

gidas, obrigando a escolha de PLLs de ordem superior.

Escolhendo PLLs de 32 ordem, apesar das vantagens supra-citadas,
podem surgir sérios problemas de instabilidade, ciclos-Timite indeseja-
veis e caos, mesmo no caso autdnomo.

1
r[B-1o, B-12, B-13, B-14, C-6, C-7, C-9, C-10, C-11, C-12 e E-4].




Nesta seccdo formulam-se os problemas relativos a PlLLs de 32 or
dem, com filtros de Sallen e Key [E-4], dando-se @&nfase aos casos autdno

mos em que ei é constante ou evolui linearmente no tempo.

4.1 O Filtro e a Equagdo Diferencial da PLL

Considerando modelo matemdtico desenvolvido em 1, retomando as
equacdes (7) e (9) e supondo que o filtro seja implementado conforme
mostra a Figura 5, conhecido como circuito de Sallen e Key, obtém-se a se
guinte fungdo de transferéncia:

Cr
Il
"
Ry R2
o—r [ J}— +
——0
VIt Ca — Ve(t)
Rs
[ERA
=2 2 < —0

Fig. 5 — Filtro de 22 Ordem para PLL

s tw
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sendo:

R
A1 | kb4 B e ol :
R C,R+R)+R C(1-K)

Para facilitar o raciocinio analftico trabalha-se, neste caso, com
a frequéncia de corte normalizada, isto €, escolhendo R =R, =1 e
C1 = C2 = 1 e obtendo, portanto:
V (s)
£ . £ > KVy(s) = [s* + (3 - K)s + 1)LV (s)
V. (s) 2 ¢
d s+ (3 -K)s+1
v (57)

> Kvy =V, + (3-K) VC v,

Substituindo (7) e (9) em (57):

K KoKdvi seng = OO + (3 - K)O0 + 90
H___/
uZ
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Ku,seng - 6. - (3-K8 -8 =-F-(3-K¢-%
> @+ (3-K)'q3+c'p+Kuzsencp=.é'1.+(3_K)'é1.+é1 (58)
Chamando
9(0.,0.,8.) A0 + (3 -K)8; +0;
e escolhendo como varidveis de estado x =9, X, = ) e X, = &g
escreve-se:
X =X
1 2
X2 T %5 (59)
X, = 9(91’91’91) - Ky, senx - x, - (3 - K)x3

Estudar a resolucdo da equagdo (59) para os diversos tipos de @1. (t),
usuais em transmissdo de sinais em redes de comunicagdo, € um dos objeti-

vos deste trabalho.

-

Conforme observa-se, a equagido (59) é equivalente a equagdo que des

creve uma oscilagdo ndo linear, forgada de um sistema dissipativo.
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4.2 Condigdes para Existéncia e Unicidade de Solugtes

Proposigdo 7

— Uma condigdo suficiente para que a equagdo

X, = x,
iz = X, (59)
X, ='é'1, + (3 - K).éi +0, - Kuysenx, - x, - (3-K)x, .

8.) =

_ 3 ”, [ ] -
xo—x(O) € R” é que g(@i,ei, ;

=6, + (3 - K)8; + 8, seja limitada.

admita solugdo uUnica para Y

Prova

i) Verificacdo da condigdo ii) do Teorema I.1

o

Chamando x = x(0) = X tem-se:

N O

w O
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||f(t,x0)||1 :|‘KU259"1X?'XS-(3-K)x2+g(@,
0 0 0 o] 0 o
1L+ 1] < K, fsen @]+ [x3] 13- K] 6]+ Ja (B,

0 0
S B

Como 9(91’91’91) é limitada, 3MER+| |g(e1.,e1.,a.)|,< M e,

como X é bem determinado, escolhendo:

he = Ku, + 2 [x2] + (|3 - K| +1) [x3] +M

T

tém-se:

>0 e |]f(t,xo)||1’< hs

ii) Verificagao da condigdo i (Lipschitz) do Teorema (I.1).

of, af f

) 5 0 —_— 'I P —] 0
X - X, X
af af of
_i = 0 2 = 0 2 = 1
X oX 3X:a
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afa afs af3

— = - Ky, cosx —— = ] — = - (3-K
3X, He b ax, X ( )
Escolhendo

<k

kT = sup {1, KU2,|3 B Kl} = T

i
ij

v i € {1,2,3} e vije {1,2,3}

Logo, a condigdo de Lipschitz estd satisfeita, o que completa a pro
va da Proposigdo 7.

4.3 Casos Autbnomos

Pelas razBes expostas em (2.3), o modelo matemdtico das PLLs dado
pela equagdo (59), admite duas versOes autdnomas de interesse. A saber:

i) 91 = constante

i) 0, dado por (18)
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4.3.1 Caso 91- = rconstante

Neste caso, as equagdes (59) se reduzem a:

X, &K
X, = X, (60)
x, = -Ku,senx - x, - (3 - K) X,

4,3.2 Caso 91. =9t + 0

Neste caso, as equacgdes (59) se reduzem a:

X =X

1 2
X, = X, (61)
X, =9 - Ky, senx - x, - (3-K)x,

A finalidade do Capftulo V deste trabalho é estudar as equagdes (60)
e (61), catalogando os diversos tipos de comportamento do sistema, bem co
mo verificando as condigSes para aparecimento de comportamentos indesejd-
veis.




5. SISTEMAS COM SUPERFICIES DE
FASE CILINDRICAS'

Antes de iniciar o estudo dos problemas propostos neste capitulo de
ve-se observar que, em todos os casos, pontos cujas abscissas diferem de
miltiplos inteiros de 2m representam o mesmo estado e, portanto, ao uti
lizar-se o sistema cartesiano como superficie de fase tem-se uma corres-
pondéncia entre um estado e uma infinidade de pontos do plano.

Em casos como este costuma-se utilizar uma superficie cilindrica co
mo superficie de fase e restringir o estudo do problema para ¢ € [-mw, ).
0 problema é semelhante ao do movimento de um péndulo, cujo estado pode
ser determinado por um angulo de desvio em relagdo a posigdo de equili-
brio e uma velocidade, existindo portanto dois tipos de movimentos quali-
tativamente diferentes: as oscilagdes em torno do estado de equilibrio e
os movimentos envolvendo revolugdes em torno do eixo.

No caso das PLLs de segunda ordem com filtros "lag" ou "lag-lead" a
situacdo é idéntica, pois existem trajetdrias em torno do ponto de equili
brio estdvel (0,0) e trajetérias que tendem a se estabilizar em torno
dos pontos de equilibrio estdvel da forma (nm,0), com n par.

A Figura 6 ilustra esse fato, a partir de um diagrama de fase apre-
sentado em [B-3], que mostra as separatrizes grifadas.

Uma condigdo inicial com ¢ € [-m, ), com ¢ "dentro" da separa-
triz, levard a movimentos em torno do ponto de equilibrio estével (0, 0).
Caso ¢ fique "fora" da separatriz tém-se trajetérias que tenderdo a se
estabilizar em torno de pontos da forma (nmw,0), com n par.

f

' [B-3, B-18, C-2 e C-10]
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Fig. 6

Definigcéo 4

Definigdo 5
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)

o

Wirad)

N

3T

L

— Diagrama de fase de uma PLL auténoma de 22 ordem

Para um sistema dindmico da Definicdo (I.5) separatrizes
sdo as trajetdrias que passam pelos pontos de sela.

Diz-se que uma PLL sofre um deslizamento de ciclo de or
dem -% , Se as suas trajetérias tendem a se estabilizar
forma

em torno dos pontos de equilibrio estdvel da

(nm, 0), com n par.




CAPIiTULO 111

MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE AUTONOMAS DE 22 ORDEM

constante
Qt + &

1. Malhas com Filtros "Lag" e 61.

2. Malhas com Filtros "Lag" e 91.

3. Malhas com Filtros "Lag-Lead" e

61 = constante

&. Malhas com Filtros "Lag-Lead" e

6-1.=Qt+0




Neste capitulo analisam-se as malhas de
sincronismo de fase de 22 ordem, com filtros
"lag", excitadas com sinais dados pela equagdo
(I.1) com ©; = constante e com

61-=Qt+¢.

Conforme foi discutido na secgdo (11.2.3), a en-
trada ©; = constante produz, neste caso, um
sistema descrito pelas equagdes de estado (I1.20)
e a entrada 6; = Qt + & produz um sistema

descrito pelas equagdes de estado (I1.22).

Além disso, analisam-se as malhas de sincronismo
de fase de 22 ordem, com filtros "lag-lead", ex-
citadas com sinais dados pela equacgdo (II.1) com

91- = constante com 61. = Qt + 6.

Conforme foi discutido na secgdo (11.3.3), a en-
trada ©j = constante produz, neste caso, um
sistema descrito pelas equagles de estado
(IL42) e a entrada ©f = Qt + & produz um sis-
tema descrito pelas equagBes de estado (IL.44),

As equagdes (I1.20), (11.22), (1.42) e (IL.44) s3o
autdnomas de 22 ordem, n3o havendo, portanto,

a possibilidade da obtengdo de atratores estranhos
ou caoticos [D-1, D-2 e D-19].

Assim, para as equagles em quest3o, estudam-se
’ - . . ’ - .
somente dois tipos de atratores: ciclos limite e

pontos de equilibrio.

Nas secgles 1 e 2 estudam-se os ciclos limite e
pontos de equilibrio para as PLLs ‘descritas por
(11.20) e (11.22), respectivamente, estabelecendo
suas faixas de retengdo e captura.-

Nas secc8es 3 e 4 repete-se o trabalho das secgdes
(1) e (2) para PLLs descritas por (IL.42) e (IL44),
respectivamente. -

Em todos os casos estudados neste capitulo a su-
perficie de fase € cilindrica [ver secgdo (11.5)] e,

portanto, o erro de fase ¢ sera discutido restrito
ao intervalo -m,T),




1. MALHAS COM FILTROS "LAG"
E ei = constante

Estuda-se, nesta secgdo, o sistema descrito pelas equagbes de esta-
do (I11.20), que representa uma PLL de 22 ordem com filtro "Jag" excitada
por sinais dados pela equagdo (II1.1), com ©, = constante.

1.1 Pontos de Equillbrio

Proposicdo 1

— As PLLs de 228 ordem com filtros do tipo "lag", excitadas com sinais
tais que 61- = constante e V]- > 0, apresentam dois pontos de e-

{ quilibrio para ¢ € [-m,T):

i) (x1,Y2) = (¢,9) = (0,0) que é né ou foco estavel
i) (x,x,) = (¢ ,5) (-m,0) que é de sela

Prova

-

Como Vi >0 » u,>0, fato que serd utilizado nesta prova.
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— Obtengdo dos Pontos de Equilibrio

Aplicando a definigdo (I1.10) as equagdes de estado (11.20):

-+
Lo
p
x
L
"
o
Y
>
"
o

fo(x,,x,) =0 e x, =0 = -y senx =0 com u >0 e

u, >0 .°. senx, =0 e x1€[-11,1r)=x1=-1r ou x =0

Logo, no intervalo ¢ € [-7,m) os pontos de equilibrio de (11.20), sdo:
i) (0,0) e
-H) (" m, 0)

— Classificagao dos Pontos de Equilibrio

Sera feita pelos critérios estabelecidos na secgdo (I1.6.1), com a cons
trugdo de J(f,x), de acordo com a Definigdo I.14.

af af |
il et 0 1
9X, 3)(2
J(f,x) 4 =
of af )
L ax BT “H, M, CoS X, U,
1 2 L -




i) x=(x,x,) = (0,0), chamando J(f,X) = Jo

J = > JO-AI =

> det(Jo-kI) =>\2+u1}\+u1u2

Os autovalores de Jo se determinam resolvendo-se:

z -
A +u1)\+u1u2—0

cujas raizes sdao:

a et
-yt y// My = 4w,
A 3
2

\ AT ,/'uf - by,
2

Como M >0 e u, >0, os autovalores A e A,

e (2) sao:

141

(1)

(2)

dados em (1)
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— reais e negativos se M, »>4p, > (0,0) € né estével.

— complexos conjugados, com parte real negativa se M, < 4p, > (0,0)
é foco estdvel.

i) x = (x x,) = (-7,0), chamando J(f, X) = J

0 1 ] -2 1
J1T = > J1r -l =

MM, - U, H, M, “H - A

> det (JTT -al) 22+ RPN TR T

Os autovalores de JTT se determinam resolvendo-se:
2
At - M, M, = 0

cujas raizes sdo:

_H +/ TN STRY
>‘1 = 1 21 172 (3)
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Como M, >0 e U, >0, os autovalores A e A, dados em

(3) e (4) sdo reais, e de sinais opostos = (-m,0) € ponto de sela.

Proposicdo 2

— De acordo com as Definigdes (I.36) e (I.37), constroi-se o diagrama de
bifurcagdes da Figura 1, para o ponto de equilibrio (0, 0), tendo co-

mo base a Proposi¢do 1.

{ﬂl PI=4I-‘2

N2

Fig. 1 — Diagrama de bifurcagBes para o ponto
de equilibrio (0,0), de acordo com a
Proposigdo 1.
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Para os pontos da regido I, (0,0) €é um foco estdvel. Para os pon
tos da reta u =4y e da regido II, (0,0) € um né estédvel.

Proposicdo 3

- Para PLLs de 22 ordem com filtros "lag", excitadas com sinais, tais
que 91 = constante e V1. >0, oponto (0,0) é assintoti-
camente estavel.

Prova

Da prova da Proposi¢do 1, os autovalores da matriz Jacobiana calcu-
lada no ponto (0, 0), sdo reais negativos ou complexos conjugados, com
parte real negativa.

Definigao Teorema
———— (0, 0) ¢é ponto hiperbélico ————— (0, 0) € assintotica-
1.16 1.6

mente estdvel.

Proposigao &

— Para PLLs de 228 ordem, com filtros "lag", excitadas por sinais tais que

8, = constante e Vi >0, a faixa de retengdo € dada por

u2>0.
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Prova — Resulta de maneira imediata da Proposicdo 3 e da Defini
¢do (II1.2).
Proposigdo 5
— Para PLLs de 28 ordem com filtros "lag", se V1- =0 o equilibrio se
ra do tipo degenerado ( pagina 125 de [B-3] ).
Prova
Vi =0 = M, = 0 = as equagles de estado se reduzem a:
).(1 = XZ
. (5)
xz - - u1 XZ
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e, portanto, as trajetérias sdo conforme a Figura 2, o que completa a pro
va.

Lt

D
NN\

Fig. 2 — Trajet6rias no plano de fase para v, = 0

i
1.2 Pesquisas de Ciclos Limite

Proposi¢cdo 6

— As PLLs de 22 ordem com filtros "lag", excitadas com sinais, tais que

61. = constante e Vi > 0, ndo apresentam ciclos limite.

Prova

Tomando as equagbes de estado (11.20):
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f‘(x1,xz) = X, e fz(x1,x2) = - W M Senx. - X,
Construindo V f(x ., x.) A 2 (x_,x ) + 2 fo(x.,x.)
12 a2 = 3x 1 12 72 ax 2 12 72

> Vfx,x,) %(xz) + -~ (- W, u,senx -y x)
1

2

> Vf(x, x,)

n"
]
=
-

Como u, >0 = V f(x,, xz) <0, Vv (x, xz) ER® . Logo, pelo
Teorema (I1.10) (Bendixon), as PLLs de 22 ordem com filtros "lag", excita-
das com sinaijs, tais que 61. = constante e Vi >0, ndo apresentam ci

clos limite.

Proposicdo 7

—_ Para PLLs de 22 ordem com filtros "lag", excitadas por, sinais tais

que (-)1. = constante, a faixa de captura é dada por:

i) u, >0

i) ¢(0) #+ (2n+1)m, com n€Z

Prova — Resulta de maneira imediatadas Proposi¢bes 1 e 6 e da Definigao
(I11.3).




2. MALHAS COM FILTROS "LAG"
E 91. =0t + ¢

Estuda-se, nesta secgdo, o sistema descrito pelas equagdes de es-
tado (II1.22), que representa uma PLL de 238 ordem, com filtro "lag", ex-
citada por sinais dados pela equagdo (II.1), com 91 = Qt + ¢,

21 Pontos de Equilibrio

Neste item, limita-se o estudo ao caso em que u, > 0, pois o e-
xame das equagdes de estado (II.22) mostra que, caso u, =0, a existén-
cia de pontos de equilibrio implica em Q = 0, recaindo-se no caso ana-

lisado na Proposigdo 5.

Proposicdo 8

— Relativamente aos pontos de equilibrio para as PLLs de 22  ordem com
filtros do tipo "lag", excitadas com sinais do tipo 91. =0t + 6 com Q

e ¢ constantes e 2 €ER + » consideram-se trés casos:

. Caso 1

Q>p = A pontos de equilibrio

2




Prova

>
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=y =3 3 um unico ponto de equilibrio: (m/2, 0)

<y, » 3 dois pontos de equilibrio, dados por: (¢ ,0) e (,,0)

sendo @ + ¢, =T e

sen¢

2
cosg, = - 1-(3-)
“2

Aplicando a Definigdo (I.10) as equagbes de estado (11.22):

1:(x1,x2)=0 > x, =0
fz(x1,x2)=0 e x,=0 > -p usenx +u Q=0
x,=arcsenﬁ

u

2

e, portanto, trés casos devem ser considerados com x, € [- m,m):
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Caso 1

Q>u, = 2 15 Z pontos de equilibrio
uz

Caso 2

Q=yu, = LU 1
uz

3 um dnico ponto de equilibrio, dado por: (7/2,0), no intervalo

x € [-m,m).

Q IRY
Q<cu, > — <1 > senx == e cosx, =t 1-(—
uZ

e, portanto, para x, € [- 7, 7) existem dois pontos de equilfbrio da
dos por:

(9.,0) e (9,,0) sendo ¢, to, =T e

sen (])1

"
= |

O

(@]

wn

e

n

—

]
N
- o
\"—"'/N

~

wn

[¢)]

=

<
n

]
= |0

(2]

cos @,

"
]
I
TN
=l
N
[ ]




151

Proposigdo 9

—_ Para PLLs de 22 ordem com f{iltros do tipo "lag", excitadas com sinais,
tais que 6, = it +¢ com Q e ¢ constantes e Q€ R, , se

@ < y,, os seguintes fatos sdo vélidos para os pontos de equilibrio:

i) O ponto da forma (cp1 ,0) com

€ no ou foco estavel.

ii) O ponto da forma (9,, 0) com

seng, = ;Q— e
2

€ de sela.

Prova

Inicialmente constréi-se a matriz Jacobiana de acordo com a Defini-
¢do (I.14), cujos autovalores permitirdo a classificagdo dos pontos de e-
quilibrio, conforme critérios estabelecidos na secgdo (I1.6.1).




Examinando as equagBes de estado (II.22), com x € Rz,

das (x1, xa):

J(f,x) A

i) x=(9,0).

of

ax
i

af
ax

of
X

of
ax

-}, W, COS X,

Chamando Jy = J (f, x):
1

a5 det(JcP -AxI) =

1

1]
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de coordena
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E, portanto, seqgue a equa¢do caracteristica:

cujas rafzes sdo:

2
-u, + T B T TS

2
Q
Myt uf-flu‘pa T- <_>
H,
A, =

(7)

Como u, >0, u, > 0, 9>0 e Q< M,, OS autovalores 11
e A, dados em (6) e (7) sé&o:

— vreais e negativos se




=
9]
1-11 > 41-12 / 1 -(Uz )

> (e, 0) é né estdvel

complexos conjugados com parte real negativa se

2
u < 4y 1 -(}él_)
2

=Y (q)1, 0) é foco estével

ii) X = (cpz,O). Chamando Jcp = J(f,x):

P,

154
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<A 1
e (I - I =
(q,2 )
Hy Hy A=y,
E, portanto, segue a equagdo caracterfstica:
2
2
X+u1>\-u1u2 1-(—Q—> = 0
I'|2
=
“u, 1'1;2+4u1}“(z 1"(119)
A, = - (8)
2
=
W= Uf+4u1 H, 1'(%)
A, = ? (9)
2

Com u >0 , u,>0 , >0 e f<u,, os autovalores A,
e A dados em (8) e (9) sdo reais e de sinais opostos »(g,,0) € ponto
de sela.
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Proposigdo 10

De acordo com as Defini¢g8es (1.36) e (1.37), tendo como base a Pro
posicdo 9, constroi-se o diagrama de bifurcagdes da Figura 3, relativa-

mente aos pontos de equilibrio do tipo ((p1 ,0), sendo

seng = £ e
1 ‘uz
com — < 1

Para os pontos da regido I do diagrama da Figura 3, os pontos de equi-
librio do tipo (cp1 » 0) sd3o focos estdveis. Para os pontos da curva ae
da regido Il do diagrama da Figura 3, os pontos de equilibrio do tipo
(cp1 » 0) sdo nds estdveis sendo que, na regido IIl o sistema ndo apre-
senta pontos de equilibrio. Os pontos da curva (a) satisfazem 3 equa-

cdo

Proposigdo 11

Para PLLs de 22 ordem com filtros do tipo "lag", excitadas com sinais

tais que ©; =it + $ com-2 e & constantes e S ER, , se Q=

o ponto de equilibrio (m/2; 0) é n3o hiperbdlico.

2
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L7

M/ pg (

i : + + f + + - § d & (L
0,1 0,2 03 04 05 06 0,7 08 09 10 /}Ja

Fig. 3 — Diagrama de bifurcagBes dos pontos de equilibrio
da forma (¢, 0)




Prova

Escrevendo a matriz Jacobiana do sistema no ponto

chamando JW2 = J(f, x):
af, af
o 0
ax, axz
JW2 A =
L 90X, ax2 L
-A 1
g det(.]w2 - xI) = det
0 -A -y,

E, portanto, segue a equagdo caracteristica:

>
n
o

158

x = (n/2,0) e
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0 que permite a conclusdo que o ponto de equilibrio (n/2,0) quando

Q/u, =

Prova

1 ndo é hiperbélico.

Proposicdo 12

Para PLLs de 22 ordem com filtros "lag", excitadas com sinais tais que

G)]-=Qt+¢ com § e & constantes e RER+, se $2<u2 o pon-

to de equilibrio da forma (cp1 , 0) com

seng = =, e
uZ

€ assintoticamente estavel.

Da prova da Proposigdo 9, os autovalores da matriz Jacobiana calcu

lada no ponto (% » 0) sdo reais negativos ou complexos conjugados com

parte

real negativa.

Def‘i n‘icﬁo Teorema ] .

——-——'_——"(Q‘,O) € ponto hiperb6lico ——— (¢ ,0) € assintotica-
1.16 I.6

mente estdvel.
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Proposigdo 13

Com base nas Definigdes (1.36) e (1.37) e nas Proposigdes (8), (9) e (11),
constroi-se o diagrama de bifurca¢des da Figura 4, para as solugGes de
f(x) = 0 (solugdes de equilibrio) relativas as equagSes de  estado

(I1.22). Representa-se X em fungdo de Q/u, e observa-se que:
para Q/u, >1, Z x, I f(x,,x,) =0.

- para Q/u, =1, f(x,x,) =0 tem uma Unica solugdio que resul-

ta num ponto de equilibrio n3o hiperbdlico.

. para Q/u, <1, f (x,» xz) = 0 tem duas solugdes, uma que resul
ta num ponto de equilibrio assintoticamente estavel (linha cheia) e ou

tra que resulta num ponto de equilibrio de sela (linha tracejada).

= N uy

Fig. & — Diagrama de bifurcagBes de f (x , x") =0
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Proposicdo 14

-— Para PLLs de 28 ordem com f{iltros "lag", excitadas com sinais tais

que E),i =ft + ¢, com @ e ¢ constantes, a faixa de retencio é

dada por:
i) u, >0 e 2>0

ii) .Q/uz <1

Prova — Resulta de maneira imediata das Proposigdes (8), (9) e (11)eda
Definigdo (I11.2).

2.2 Pesquisa de Ciclos Limite

Proposicdo 15

— As PLLs de 22 ordem com filtros do tipo "lag", excitadas com sinais
tais que 61- =Qt+9%, com Q e ® constantes e Vi > 0, n3o a-

presentam ciclos limite,

Prova

Tomando as equagdes de estado (11.22):
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f1(X,,>(z)=xz e fo(xs X)) = - u u senx, -

u,x2+ l‘119

Construindo

Como p, >0 = Vf(x, x )<0 Vv (x,x)€E R Logo, pelo Teo
1 1 2 1 e _—

(I.10) (Bendixon), as PLLs de 22 ordem com filtros “lag”, excitadas

com sinais tais que 61. =Qt+¢®, com @ e & constantes e. V. >0,

.i

nao apresentam ciclos limite.

Proposigdo 16

Para PLLs de 22 ordem, excitadas por sinais tais que 8; = Qt + ¢ com

e ® constantes, a faixa de captura é dada por:




Prova

i)

ii)

iii)
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. >0 e >0

p(0) € [-n,m) e @(0) # arccos -

Q/u2 <1

Resulta de maneira imediata das proposigdes (8), (9), (11)e (15)
da Definigdo (II.3).




3. MALHAS COM FILTROS "LAG-LEAD"
E 61- = CONSTANTE

Estuda-se, nesta secgdo, o sistema descrito pelas equagdes de es-
tado (II.42), que representa uma PLL de 22 ordem, com filtro "lag-lead",
excitada por sinais dados pela equagdo (II.1), com ei = constante.

3.1 Pontos de Equillbrio

Proposi¢cdo 17

— As PLLs de 22 ordem com f{iltro do tipo "lag-lead", excitadas com si-

nais tais que e1. = constante e Vi > 0, apresentam dois pontos de
equilibrio para ¢ € [-m, m):

i) (x, ,;z) = (9, 9) = (0,0) que é nd ou foco estavel

(9,9) = (-m,0) que é de sela.

S
n

Prova

Como Vi >0 = u, >0, fato que serd utilizado nesta prova.
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Obtengdo dos Pontos de Equilibrio

Aplicando a Definigdo (1.10) as equagdes de estado (I11.42):

f1(x1, xz) =0 .. x,=0 f1(x’, xz) =0 e x,= 0

Te - W, W, senx, = 0 com u >0 e p. >0

» senx, =0 e x, € [-m,m) e X, = =T ou X, =0

Logo, no intervalo ¢ € [-7, ) os pontos de equilibrio s&o:

i) (X,%,) = (0,0)

(' m, O)

—r
—
g
——
x|
M
x|
n
p
n

Classificagdao dos Pontos de Equilibrio

Serd feita pelos critérios estabelecidos na secgdo (1.6.1), coma cons
trugdo de J(f, x), de acordo com a Definigdo (I.14).

of, of,

9X, X,
J(f,x) A =

3f , af

3X, ax,




. _ .2
Teodet (I - AI) =T 4 (upt )t

(-u, u,cosx + u W, u, x, sen X, )

-2l

1

- (uy + W m,u, cosx,)

x=(x,x.)=(0,0). Chamando J(f,Xx) = Jo:

2

1
W, W, - (uy +uu,m,)
.
- 1
| -uu, -t tunn) |

2

0Os autovalores de Jo se determinam resolvendo-se:

A2+ (b, + o, u)a u, W, = 0, cujas rafzes sdo:

166
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—

2
el ) 4 ‘/(u1 U HH)T - Ay,
2

(10)

- = (uy * ) - ,/(u, LRTRTURTIS LECAY STRRTY
2

Como pu >0, M, > 0 e u, > 0, os autovalores A, € XA, dados em

(10) e (11) sdo:

— reais e negativos se u, (1 + M, us)az 4p, = (0, 0) é né estédvel.

— complexos conjugados, com parte real negativa se u,('l +u2u3)2< 4 M,

> (0,0) é foco estédvel.

ji) x = (x,,x,) = (-7, 0). Chamando J(f,X) = Jo

u‘l u2 -u1 + u1 uz uS
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- 1
> J1T -2l =
H, U, L VO LTI
2
det (3, - AT) = A"+ (u, - w wyu)A-uu,
Os autovalores de J‘rr se determinam resolvendo-se:
2 - . . =,
AT+ (u1 - W, ”z“a))‘ - u,u, =0, cujas raizes sdo:
ol USREIR U THR 1O B /(u1 SR TRRTIRTID LEESY STRRTY (12)
A, = 5
2
. - (W, - mu,u) - / (, =) +4u (13)
2 2

Como u, > 0, M, > 0 e M, > 0, os autovalores )\1' e A, dados

em (12) e (13) s&o reais e de sinais opostos = (-m,0) & ponto de se-

la.
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Proposigdao 18

De acordo com as Definigdes (1.36) e (1.37), constroi-se o diagrama de
bifurcacdes da Figura 5, para o ponto de equilibrio (0, 0), tendo como

base a Proposi¢g3o 17 e supondo U, fixo.

Para os pontos da regido I, (0, 0) é um foco estavel. Para os pontos
da curva W, = 4y, (1 + 1.l$)-2 e da regiZo II, (0,0) €& um né

estavel.

Indica-se, a seguir, o procedimento utilizado para a construgdo da

curva u = 4y, (1+u, pa)_?, com u, - fixo.

h \ l | WH s Ral 4pa(len, ﬂ;).t
LI _ e

Fig. 5 — Diagrama de bifurcaghes para o ponto de equilibrio
(0, 0), de acordo com a Proposicdo 17.

4112
h(y,) = -, para |, >0
(1 +u,u,)

Sendo u, > 0 e constante, para U 3 0:



170

Mreo
4 h () 401+ wu )1 - w,u,) i)

N (u ) = , u
du, * (T +u,u) 2

terd extremo para
H H

1
2 ]"ls

e o ponto serd de mdximo pois:
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Proposicio 19

—_ Para PLLs de 228 ordem com filtros "lag-lead", excitadas com sinais tais
que 9]. = constante e V_i> 0, o ponto (0,0) é assintoticamente es-
tavel.

Prova

Da prova da Proposigdo 17, os autovalores da matriz Jacobiana calcu
lada no ponto (0, 0), sdo reais negativos ou complexos conjugados, :com
parte real negativa.

Definigdo Teorema

~————— (0,0) ¢é ponto hiperbélico — (0, 0) & assintoticamente
1.16 1.6 ’

estédvel.

Proposi¢cao 20 .

— Para PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead" excitadas com sinais tais

que O, = constante, a faixa de retengdo é dada por u, > 0.
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Prova — Resulta de maneira imediata da Proposigdo 19 e da Definigdo
I1.2.
Proposigdo 21
—  Para PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead", se Vi =0 o equilibrio
sera do tipo degenerado (pagina 125, de [B-3]).
Prova
V]. =0 = W, = 0 .°. as equagbes de estado (II1.42) se reduzem a:
X = x
. ' (14)
xa = —u'l xa
As trajetdrias no plano de fase podem ser obtidas como se segue:
dx
O W X 7o X, * C
1
e, portanto, as trajetdérias sdo conforme a Figura 6, o que completa
a prova.




3.2

Prova
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) X2
Fig. 6 — TrajetSrias no plano de fase para Vi =0
Pesquisa de Ciclos Limite
Proposicao 22

Se 0« W, M, < 1, as PLLs de 22 ordem com filtros do tipo "lag-lead",
excitadas com sinais tais que 91. = constante e V1. > 0, ndo apresen-
tam ciclos limite. '

Tomando as equagles de estado (11.42):

ﬁ(x1,x2) = X e fz(x1,x2) = - W, W, senx, -
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= (b +u i, uycosx ) x,

Construindo

1
1 2

Vf(x1,x2)éa%f (x s x,) +ai £, (x5 x,)

vV fix,,x,) = a%(xz) +

3
S LMo Hasenx, - (w4 ucos x )x, ]
1 2

ST V(X x,) = -uy - u o, u cos x,
> \71°(x1,x2)=-u1 (1+u2u3cosx,) (15)

Se 0« M, Hy € 1, o termo entre parénteses de (15) ndo é identica
mente nulo e ndo muda de sinal para VY (xi, xz) € R, Logo, pelo Teorema
I.10 (Bendixon), as PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead",excitadas com

sinais tais que @1. = constante e Vi > 0, ndo apresentam ciclos limite

se 0<u2u3< 1.

Proposigdo 23

= Se W,u, >1 as PLLs de 22 ordem com filtros do tipo "lag-lead", ex-
citadas com sinais tais que 9_i = constante e Vi > 0, ndo apresentam



175

ciclo limite para

@ € | - arccos |- L , arccos |- ]
uzua uzua

Prova

Retomando a equagdo (15) como u, >0, e analisando o comportamen-

to do termo w, mp, cosx :

MM COsx >-1 = cosx > - 1 > Vf (x1, xa) <0
u2u3
. u_COSX, = -1 = cosx, = - 1 > VFf(x,,x.)=0
2 "3 1 1 TR 1 2
2" 3
B u_Cosx < =1 = cosx, < - 1 > VFf{x,,x)>0
23 1 1 TN 1 2
2 3

A Figura 7 ilustra o procedimento descrito, levando & prova da Pro-
posigao.

Logo, para

@ € |- arccos (- 1 ,arccos |- L > W, u cos X >-1
M H, W, H, 2
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$ COS Y

Fig. 7 — Gréfico de cos ¢ indicando os pontos de mudanga
de sinal de V Fix,x,)

> Vf(x,x,)< 0 = Pelo Teorema (I.10) (Bendixon), as PLLs de 22
ordem com filtros "lag-lead", excitadas com sinais tais que 61. = constan

te e V1. > 0, ndo apresentam ciclos limite para

@ € |- arccos | - L , arccos | - L "
uzua ua”a

caso p,u, > 1.

Proposigdo 24

— Se M, M, >1, as PLLs de 28 ordem com filtros do tipo "lag-lead",

excitadas com sinais tais que ©; = constante e V; >0, ndo apresen

tam mais que um ciclo limite.
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Caso o ciclo limite exista, estara compreendido na regido anular defini-

da pelos intervalos

-7, -arccos (- —! e arc cos (- —1 . T
u2u3 u2u3

Prova

i) da Proposigdo 23 conclui-se a ndo existéncia de ciclos limite
para

p € [-arccos |- 1 , arccos (- 1
uzus uaua

ii) escolhendo g(x1, xz) = 1, constrdi-se

d(x,,x,) = 53—(f,) + a%(1‘2) > d(x,x,) =

1
=V f(x1,x2) = = (1 * uzuscosx1)

Como d (x_, xz) >0 para
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€| -m,~arccos (- 1 U arccos |- ! s T
H,oH, H H,

utilizando o Teorema (1.11) (Dulac), conclui-se que, nessa regido, n3o e-
xiste mais do que um ciclo limite.

De i) e 1ii) segue que, caso M, U, >1, as PLLs de 22 ordem com
filtros "lag-lead", excitadas com sinais tais que 61. = constante e
Vi > 0, ndo apresentam mais do que um ciclo 1imite. Caso o ciclo limite e

xista, estard compreendido na regido definida por:

.

¢ €< | -m, - arccos (- 1 u arc cos (- L s T
uaua uzua

Proposigdo 25

— Para PLLs de 22 ordem, com filtros "lag-lead", excitadas com sinais tais

que 61. = constante, consideram-se dois casos para a faixa de captura.

Caso 1) 0<u2u3<1

Neste caso, a faixa de captura € dada por:

i) u, >0

ii) ¢(0) € (-m,m)
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Caso 2) MMy > 1

Neste caso, a faixa de captura € dada por:

i) u, >0

i) ¢(0) € [-7,7)

iii) ¢(0) € |-arccos (- ] , arccos | - W

UEHS uapa

Prova — Segue de maneira imediata das Proposigdes (22), (23) e (24) e

da Definigdo (II.3).




4. MALHAS COM FILTROS "LAG-LEAD" E

91=Qt+¢

Estuda-se, nesta secgdo, o sistema descrito pelas equagbes de esta-
do (I1.44), que representa uma PLL de 22 ordem, com filtro "lag-lead", ex
citada por sinais dados pela equagdo (II.1), com 61 = Qt + 6.

4.1 Pontos de Equillbrio

Neste item Timita-se o estudo ao caso em que M, > 0, pois o exame
das equag¢des de estado (II.44) mostra que, caso u, = 0, a existéncia de
pontos de equilibrio implica em @ = 0, recaindo-se no caso analisado na

Proposigdo 21.

Proposicao 26

— Relativamente aos pontos de equilibrio para PLLs de 228-ordem com fil-
tros do tipo "lag-lead", excitadas com sinais do tipo E)]. =Qt +¢® com

2e ® constantes e Q €R +» consideram-se trés casos:

Caso 1)

Q >y, > 7 pontos de equilibrio.

2




Prova
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8=wu, = 3 um Unico ponto de equilibrio: (m/2,0)

< wu, » 3 dois pontos de equilibrios, dados por (¢1,0) e (¢,,0)

sendo
+ =T e sen - 2 cos = P 1 \
?, ?, P, W 5 ?, n >
2
Q 9]
sen = — ; cos = - 1-|—

Aplicando a Definigdo (I.10) 3 equagBes de estado (I1.44):

f1(x1, xa) =0 > x, =0

_
fz(X1,X2) =0 e X, =0 > 1119-],1‘1125en)(1 =0 > senx, = b

e, portanto, trés casos devem ser considerados com x, € [-m,m):
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Caso 1)

>y, = uﬂ >1 = A pontos de equilibrio.
2

Caso 2)

Q= M, uﬂ =1 = 3 um dnico ponto de equilibrio, dado por:
2

(n/2,0), no intervalo x, € [-m,m).

2
9<u2:———<1=>senx1=u£ e cosx =% 1-(£>
2

e, portanto, para x, € [-m,w) existem dois pontos de equilibrio

dados por: ((p1,0) e (¢,,0) sendo o, to, =T e

seng,

]
|
[p]
(@]
(7]
e
]
—

1
S
& |
N— %
w
(¢>]

- §
<
[ M

n
Rl o
(1]

cos g,

n

]

T
N
s
4
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Proposicdo 27

— Para PLLs de 22 ordem com filtros do tipo "lag-lead", excitadas com si
nais tais que ©; = Nt + @ com Q e ¢ constantes e Q € R,, se

Q< M, os seguintes fatos sdo validos para os pontos de equilibrio:

i) o ponto da forma (cp1, 0) com

2
seng = 1Y e Cos¢ = 1 - LIk
1 M, 1 H,

€ no ou foco estavel.

i) o ponto da forma (cpz, 0) com

2

Q 2

sengp, = — e cosg, = - 1-(—
2 W, 2 <u2>

Prova

Inicialmente constréi-se a matriz Jacobiana de acordo com a Defini-
¢do (I.14), cujos autovalores permitirdo a classificacdo dos pontos de e-
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quilibrio, conforme critérios estabelecidos na secgdo (1.6.1).

Examinando as equagdes de estado (II.44), com x € R® de coordena

das (x1,xz):

o,
9X, ax,
J(f,x) A 5
i e
9X, 3x,
0 1
(-w, wycosx, +u u u x, senx,) - (u, +u u,u, cosx,)

i) x = (¢1,0). Chamando J¢1 = J(f, x)




Logo, os autovalores de Jcp

1

?,
2 2
Q Q
- H K 1'<u—2> =lw, fou e, 1<U_a>
L
-
d =l =
(cp1 )
2
Q Q
-y, /- ol (TR TRV 1-f&
172 <u2> 1 17273 (uz
L
B -
2
det (3 - AI) =x|[u +u u,u, (&Y Jea | o+
Cp1 1 1 uz
L ]

se determinam resolvendo-se:

185
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2 2
NMorul a1 (R yruw /1o (R) - g
M, 1 W,

cujas raizes sao:

€omo uw, >0, u, > 0, B, > 0, 98>0 e Q< u,, 0s autovalores
A, e A, dados em (16) e (17) s&o:

1

reais e negativos se:

3 (¢i’ 0) é né estével.

complexos conjugados com parte real negativa se:
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2
f Q
“1 1 + ]Jz us 1 - <E> < 41.[2 1 - (Il:)

> (qa1, 0) é foco estdvel.

ii) x = (‘sto)' Chamando J(p = J(f, x):

2
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) _ 9]
.det(J(p - Al) = Moo= M, M, Hy 1—(—) + | -

Logo, os autovalores de J (wz, 0) se determinam resolvendo-se:

cujas rafzes sdo:

Como w >0, wu, >0, M, >0,2>0 e Q<y,, os autovalores

dados em (18) e (19) sdo reais e de sinais opostos.
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> ((pz,O) € ponto de sela.

Proposicdo 28

— De acordo com as Definigdes (1.36) e (1.37), tendo como base a Proposi-
¢8o 27, constroem-se os diagramas de bifurcacdes das Figuras 8a, 8b e

&8c, relativamente aos pontos de equilibrio do tipo (cp1 ,0) sendo
seng = o] e cose, = 1 - s
! uz l“lz

com — < 1

Para a construgdo dos diagramas em aprego utilizam-se os pardmetros

Para os pontos da regido I dos diagramas das Figuras 8a, 8b e 8c, os
pontos de equilibrio sdo focos estdveis. Para os pontos da curva (a) e da
regido II dos diagramas das Figuras 8a, 8b e 8c, os pontos de equilibrio
do tipo (9 ,0) s¥o nds estiveis, sendo que, na regido Il o sistema
ndo apresenta pontos de equilibrio.




=
:
]
]
®
_

®

M (IB)
|
|
|
]
|

;

Vg oy )
8b. - N2 Ny > ]

Fig. 8 — Diagramas de bifurcagBes dos pontos de equilibrio da forma ((p1, 0)

A curva (a), nos trés casos, satisfaz a equagdo:

4u2a

. =
(4 pa)

que apresenta um maximo para
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e, nesse ponto

= ek
M, © u
3
Proposicdo 29

— Para PLLs de 22 ordem com filtros do tipo "lag-lead", excitadas com si
nais tais que ©, = Qt + & com Q e & constantes e Q€ R, ,se

=y, o ponto de equilibrio (w/2;0) ¢é ndo hiperbdlico.

Prova

Escrevendo a matriz Jacobiana do sistema no ponto x = (n/2,0) e

chamando JW2 = J(f, x):

af of , [
— 0 1
ax1 sz
dy & =
af2 of
=% 0 'y
ax1 ax2
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EY det(JTT - Al) = det

~

0 -)\-u1j

E, portanto, tem-se a equagdo caracteristica:

e, conclui-se, portanto, que o ponto de equilfbrio (n/2,0), quando

Q/u2 = 1 é nao hiperbélico.

Proposicdao 30

— Para PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead", excitadas com sinais tais
que 61- =it +¢ com © e ® constantes e Q€ R,, se Q<y,
o ponto de equilibrio da forma (cp1 , 0) com

2
Q Q
sen = = e cos = 1-(—

é assintoticamente estavel.
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Prova

Da prova da Proposigdo 27, os autovalores da matriz Jacobiana cal-

culada no ponto (¢1,0) sdo reais negativos ou complexos conjugados com
parte real negativa.

Definigao Teorema
——— ((91, 0) € ponto hiperbélico —-—>(cp1, 0) € assintotica-
1.16 1.6

mente estével.

Proposicdo 31

- — Com base nas Defini¢des (1.36) e (1.37) e nas Proposi¢Bes 26, 27 e 29,
constrdi-se o diagrama de bifurcacBes da Figura 9, para as solu¢Bes de

f(x) = 0 (solugBes de equilibrio), relativas as equagdes de estado

(I.44). Representa-se X, em fungdo de Q/}Jz e observa-se que:
- para Qfu, > 1 Z X | f(x1,x2) =0

- para Q/u, =1, f{x ,x,) =0 tem uma Unica solucdo que resulta

num ponto de equilibrio n3o hiperbdlico.

- Para Q/u, <1, f(x, x,) = 0 tem duas solugBes, uma que resulta
num ponto de equilibrio assintoticamente estivel (linha cheia) e outra

que resulta num ponto de equilibrio de sela (linha tracejada).
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X1
ﬂ“- - .
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N\
\
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M s e e i
2
|
|
; N
1 = e
Fig. 9 — Diagrama de bifurca¢Bes de f‘(x1, xz) =0
Proposigcdo 32

Para PLLs de 228 ordem com filtros "lag-lead" excitadas com sinais tais
que ©, =Qt +&,com Q e ¢ constantes, a faixa de retencio & da-

da por:

i) u >0 e Q>0

ii) Q/u, < 1

— Resulta de maneira imediata das Proposigdes 26, 27 e 29 e da De
finigdo (11.2).
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4.2 Pesquisa de Ciclos Limite

Proposicdo 33

— Se 0« M, M, € 1, as PLLs de 228 ordem com filtros do tipo "lag-lead",
excitadas com sinais tais que @1. =@t +9% com Q e ¢ constantes,

Q€ R+ , € V1- >0, n3o apresentam ciclos limite.

Prova

Tomando as equagBes de estado (11.44):

=+
—
>
-
"
>
n
~—
"
b

f(x,, x,)

2 u19 el HE Seix, = (111 * U, u, H, cos x1),xz

Construindo

d d
Vf(x,,x,) 4 o (%)t —ax—z[u,ﬂ Su u senx - (u +u wu cosx )x]
1

> V1"(x1,x2)=-u1 (1+u2u3cosx1) (20)
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Se O0<y, u, € 1, o termo entre parénteses de (20) ndo é identica
mente nulo e ndo muda de sinal para V (x1, xz) € R®, Logo, pelo Teorema
(I.10) (Bendixon), as PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead", excitadas
com sinais tais que 61. =Nt +d, com & e ¢ constantes, Q € R;, e

V1. > 0, ndo apresentam ciclos limite se 0 < M, U, € 1.

Proposigdo 3%

-— Se M, M, > 1, as PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead", excitadas
com sinais tais que 61. =Qt + ¢, com & = constante e ¢ = constan

te, Q€ R+ , € Vi > 0, n8o apresentam ciclos limite para

¢ € |- arccos| - L s, arccos|- 1
uzua U2 ua

Prova

Retomando a equagdo (20), como u, >0, e analisando o comportamen

to do termo M, B, COS X _:

_— U, H,c08x, >-1 = cosx, >- > Vf(x1,vx2)<0

23
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_ - 1 -
— M ¥, C0sx =-1 3 cosx = - N > Vf(x,x,)=0
1
— M, U, COSX < -1 3 cosx, < - T > Vf (x1, x,) >0

A Figura 7 novamente ilustra o procedimento descrito, Tlevando a
prova do resultado, pois, para:

¢ € |- arccos | - L ,» arccos{- L £
U, H, H, H,

> M, Uy COS X -1 >

> Vf (x,,x,) <0 >

> Pelo Teorema (I1.10) (Bendixon), as PLLs de 22 ordem com filtros
“lag-lead", excitadas com sinais tais que 61 =Qt+®, com Q e ®
constantes, Q € R+, e Vi > 0, ndo apresentam ciclos limite para

@ € [- arccos | - ! s arccos |- L
ua ua ; uz us

caso u, U, > 1.
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Proposicio 35

— Se u, u, > 1, as PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead", excitadas
com sinais tais que 91- =0t + ¢, com Q = constante, ¢ = constante

S R+, e V'i >0, ndo apresentam mais que um ciclo limite.

Caso o ciclo limite exista, estara compreendido na regido anular defini-

da pelos intervalos

-m, - arccos| - 1 e arc cos | - ! s T
UE Hy H, 1-l3

Prova

i) Da Proposigdo (34) conclui-se a ndo existéncia de ciclos limite para

¢ € |-arccos |- 1 , arccosf- L
uz ua pa ua

ii) Escolhendo g (x1, xz) = 1, constrdi-se

) =

d(x,0%,) = 5= (F,) + 22 (F,) = d(x,,x,) =V f(x,,x
1 2
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-1 (1 + p u cosx )

Como d(x1,x ) 30 para

2

¢ € |-m, -arccos (- ! U arc cos ( - _— s T
uz u3 IJZ UJ

utilizando o Teorema (I.11) (Dulac), conclui-se que, nessa regido nio

existe mais do que um ciclo limite.

De i) e 1ii) segue que, caso u,u, > 1, as PLLs de 22 ordem com
filtros "lag-lead", excitadas com sinais tais que 61. =Qt+9d com Q =
constante, ¢ = constante, Q € R+, e V1. > 0, ndo apresentam mais do que
um ciclo limite. Caso o ciclo limite exista, estara compreendido na re-

gido definida por:

|'

cpEﬁ -n,-arccos(— u1u> U arccos(— u1u ), L r
2°3 2" 5

Proposi¢dao 36

- Para PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead", excitadas com sinais tais

que @1. = Qt + ¢, consideram-se dois casos para a faixa de captura:




Caso 1) 0<u2p3\<1

Neste caso, a faixa de captura é dada por:

i) w, >0, 2>0
ii) Q/u2 < 1
i) o(0) € [-m,m) e o(0) # arccos |- 1 - <

Caso 2) u,u, > 1

Neste caso, a faixa de captura é dada por:

D u >0, >0

2
ii) Q/uz <1

iii) o(0) € [-7w, )

iv) ¢(0) € |-arccos (- L , arccos|-
H o, H

1
m

3

)

200
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2
/ Q
v)  9(0) #+ arccos | - 1 -<}{>
u 2
Prova — Resulta de maneira imediata das Proposig¢des (26), {(27), (32),

(33), (34) e (35) e da Definigdo (I11.3).




CAPIiTULO 1V

MODULACAO EM FREQUENCIA ACIDENTAL EM MALHAS DE
SINCRONISMO DE FASE DE 22 ORDEM

Modulagdo em Frequéncia Acidental em
Malhas de Sincronismo de Fase de 22
Ordem com Filtros "Lag"

Modulagdo em Frequéncia Acidental em

Malhas de Sincronismo de Fase de 228
Ordem com Filtros "Lag-Lead"




O fendmeno da modulagdo em freqiéncia acidental,
descrito na secgdo (I1.2.5), em malhas de sincronis-
mo de fase de 22 ordem com filtros "lag", produz
um sistema dindmico descrito pelas equacdes de
estado (I1.33). Caso os filtros sejam do tipo "lag-
lead", o sistema dindmico obtido serd descrito
pelas equagdes de estado (I1.55).

Tanto as equagdes (I1.33) como (IL.55) representam
sistemas dissipativos de 22 ordem, excitados por
sinais periodicos no tempo e, conforme jd foi ex-
posto anteriormente, escolhas de 2, A e w em
(I.33) e (IL55) podem, de acordo com os pardmetros
das malhas, gerar comportamentos indesejaveis, for-
mando-se atratores caoticos [secges (11.2.5) e (I1.3.5)].

A formagdo de atratores cadticos, neste caso, estd
ligada a perdas de sincronismo nas malhas sendo,
portanto, de grande utilidade para engenheiros de
projeto, a delimitag@io de regides nos espacos de
parametros onde tais comportamentos podem
ocorrer.

E com esse intuito que o trabalho deste capitulo
foi desenvolvido. A pesquisa de [D-6, D-7, D-8,
D-9, D-10, D-11, D-12, D-13, D-14 e D-15] indicou
que as equagdes (I1.33) e (I1.55) poderiam ser trata-
das com sucesso pela técnica de Melnikov [secgdo
(1.7.4.2)], por representarem sistemas dindmicos
semelhantes aos das referéncias em quest3o.

Na secgdo 1 deste capitulo aplica-se a técnica de
Melnikov ao sistema descrito pelas equagSes de
estado (I1.33), apresentando condicSes suficientes

para o aparecimento de caos homoclinico [sec¢do
(1.7.4)]. :

A secgdo 2 sera uma repetigdo da secgdo 1, anali-
sando-se as equagBes de estado (I1.55).




1. MODULAGAO EM FREQUENCIA ACIDENTAL EM
MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE DE
22 ORDEM COM FILTROS "LAG"

Nesta secgdo aplica-se a técnica de Melnikov [secgdo (I1.7.4.2)] a
pesquisa de caos homoc1inico [secgdo (I.7.4)] em PLLs de 22 ordem, com
filtros "lag", sujeitos a modulagdo em freqiéncia acidental.

0 caso em questdo € o da andlise das equagBes de estado (II.33), fei
ta a sequir.

11 EquagGes de Estado e Preparag#io para o
Método de Melnikov

As equagbes de estado (II.33) se identificam com as equagdes (I.10)
e (I.11) e pode-se, portanto, construir as fungdes:

po(X1,X2) = Xz (1)
P, (xx,) = 0 (2)
qo(xpxz) = -y, U, sen x, (3)
q, (xpx,) = ~w x, +n 2 +u, o Acoswt -w Asenowt (4)

Assim, seguindo o modelo apresentado nas equagdes (I.13) e (I.14),
constroem-se as equagdes de estado de um sistema Hamiltoniano ndo pertur-
bado, extrafdo de (II.33), como segue:
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SE (5)

X, = -WM,sen x,

1.2  Verificag@io das CondigBes de Aplicabilidade do
Método de Melnikov

Para que o Método de Melnikov possa ser aplicado ao sistema din&mi-
co descrito pelas equagBes (II1.33), € necessdrio verificar se as hip6te-
ses do Lema (I.1) estdo satisfeitas:

i) verificagdo da condigdo (I.H-1)

0 sistema descrito pelas equagBes (5) apresenta situagbes de equi-
1ibrio para todo (x,, x,) € Rz, tal que, (x,, x,) = (nm,0) com
n € 7.

Escrevendo a matriz Jacobiana relativa ao sistema em discussdo, isto
€, ao sistema Hamiltoniano ndo perturbado:

9P, 9P, 0 1
9X, 0X,
Jo (Xpx) = -
34, 84,
ax, 9X, WU cos x 0

Considerando Jo calculada nos pontos de equilibrio, escreve-se:




- U, U, COS (nm) 0 (-1)"’1'41111z 0

- - L -

0 polinbmio caracterfstico P(X), relativo a Jo dado por

P(A) = det (J0 -Al1)
ficard:
P(A) = A+ (-1)" TIT (6)

com n€E1Z,

A observagdo da equagdo (6) revela que:

se n€Z € par » P(A) =0 tem duas rafzes imagindrias pu
ras, dadas por:

se neZ ¢é fmpar » P(A) = 0 tem duas rafzes reais, de si-
nais opostos, dadas por:
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Logo, todos os pontos de equilfbrio da forma (nm, 0) com n fm-

par, serdo de sela, relativamente ao sistema descrito pelas equagdes (5).

Considerando-se, por exemplo, uma vizinhanga D de (0,0) de raio

maior que T, D contém os pontos de sela (-m, 0) e (m, 0) e a traje-
téria homoclfnica ro que os une, serd determinada em 1.3.

ii1)

Verificagdo da Condigdo (I.H-2)

E imediata, pois Po> 95> P, € 4 sdo de classe C?’, sendo que

p, € identicamente nula e q, € uma soma de uma fungdo senoidal com

uma cossenoidal, ambas de mesma frequéncia.

Verificagdo da Condigdo (I.H-3)

Aplica-se para isso o Teorema (I.1), verificando inicialmente sua

condigdo 1ii), como segue: 4
Chamando
K
X, =%(0) =
2 0
X
2
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tem-se, para o sistema dado em (5):

0 0 0
||f(t,xo)|L = [-w o, senx’| 4+ |x; | < w ow|senx "] + |xg|
Como [xg[ € bem determinado, escolhendo:

0
hp =g, L 2 >0 e [IF (x| < by

A verificagdo da condigdo 1) do Teorema (I.1) (Condigdo de Lips-
chitz) serd feita através da condicdo equivalente, dada no Teorema
(1.3).

De fato, calculando-se as derivadas parciais:

of af af , af

=0 — =1 —_— - CoS X e 2=0
3x 3x 3X, Hy Hp COS X,

observa-se que todas elas sdo limitadas, V (x1, xz) € R?

Logo, de acordo com o Teorema (I.1), as equagdes (5) tém solug3@o dni
caen [0,T], ¥ TE€[0,=), tal que x(0) =x,, Y x, € R
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1.3 Obtenglio das Orbitas Homocllnicas do Sistema
Hamiltoniano n#o Perturbado

Para a aplicagdo do método de Melnikov é necessério obter-se, ini-
cialmente, as trajetérias homoclinicas I'0 ligando os pontos de sela
(- m,0) e (m0).

Para isso utiliza-se a expressdo (II.28), obtidana Proposigdo (II.2)
colocando a condigd de que o sistema é ndo perturbado, isto é:

()
[ T hde =0 )
?

0

Substituindo (7) em (II.28) obtém-se, para o sistema descrito pelas
equagdes (5), a equagdo das trajetérias no plano de fase:

e2 2
X" S M M, COS59 = 2o - u i, cosq (8)

Como a equagdo (8) representa um sistema conservativo, e como a tra-
Jetéria homoclinica deve passar pelo ponto (m, 0), pode-se particulari-
zar (8) para:

%c‘p2 = M, 4, COSQ =} (9)

2
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Logo, a equagdo das trajetérias homoclinicas no plano de fase, para
0 sistema ndo perturbado, fica:

=t /2uu, (1+cosg) (10)

0 sinal positivo no segundo membro de (10) representa a trajetéria
homoclinica Pg enquanto que o sinal negativo representa a trajetéria ho
moclinica P;, unindo os pontos de sela (-m,0) e 'tn,O), conforme mos

tra a Figura 1.

)
g
_11'\ T =y
GI

Fig. 1 - Esbogo das TrajetSrias Homoclinicas
do Sistema n8o Perturbado

A integragdo da equagdo (10) permite explicitar ¢ e ¢ em fungdo
do tempo e, para isso, parte-se da condigdo inicial:
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o(t) =0 e o(t)) =2 /uu,

uma vez que, para as trajetérias em estudo, a fungdo Hamiltoniana deve ser

constante e igual a M, H, -

Assim, retomando (10):

o.l o
s
1"

“+

J2uu, (1 +cosg) » ¢ dg
//2u1u2(1 + cos

dt (11)

s
P

)

Integrando (11) entre o instante inicial to e um instante genéri-

co t:
ot - tg) t
+ J' ° do = 'f dt
a t
P(tg) /2 o, (1 + cos CP) 0
ot -tp)
s I e | (t -t,)
2111112 0 ' 1+ ces (p'
Consultando a tabela de integrais da p&gina 576 de [E-1], escreve-
se:




212

Pt -tg)
+ _..__1____-./2|{]n tan(M) =t -t
/2u 4 g
HoH, i

can {cp(t - ) + ﬂ} IR AN

> ot - to) + 7 = % 4arctan [e'“1“a (t't°)]

> ot - t)) = t4arctan <e“‘r“z ‘t't°)>- m (12)

Derivando (12) em relagdo ao tempo:

e, v t-t )
(p(t - tO) = d_ci =% 4 1 e HiH, ( 0 . r—lu1“2
1+ e2vu1u2 (t-tg)
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YU, u, (t-tg)
4 Vunp, .e 12 °

s ot -t) = 4
(1 +e 2VH 1, (t-to))

(13)

As equagbes (12) e (13) sdo as equagbes de ¢ e ¢ em fungdo do
tempo, para o sistema Hamiltoniano ndo perturbado, permitindo a constru-

¢do da integral de Melnikov para o problema em estudo.

A expressdo de ¢ dada em (13) serd muito utilizada no trabalho a

ser realizado em seguida e, por isso, serd simplificada como segue.

ADBTE e 73
] 2.2 /T pVH AT

p(t - t)) =2
vV U =tp) (e-‘;/u1u2 (t-to) + eVlJ1u2 (t—tOD
> ¢(t - t)) =+ 2 /U, sech {VfTﬁWI; (t - to)} (14)

1.4 Construgdio da Integral de Melnikov

Para o sistema representado pelas equagdes de estado (I1.33) e le-
vando em conta as equagdes (1), (2), (3) e (4), constréi-se a fungdo inte
gral de Melnikov, conforme indicado na equagdo (I.29).
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Assim, A(to) pode, neste caso, ser escrito como:

-]

2
Alt,) = - J X (=1, %, + w2+ u wAcoswt - w Asenwt)dt +

-

+0(e”) (15)

Desprezando os termos O(ez) e substituindo X, = ¢ pela expres-

sdo dada em (14):

©0

A(t)) = - J ¢(-1, 9+ u 2 +p wAcoswt - w'Asenwt) dt
- 0

donde:

© [+ ]

u1c'pzdt - J c'pu1wAcoswtdt +
[+ o]

=00 -

A(t,) = - J.Zu,gcbdt+j

o0
+ '[ o w Asenwt dt (16.a)

Mas
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© hali)
f cpdt=J' do=t2m
- m
s 2
> A(to) = 3 u1921r +u J I:.t 2|/u1 0, sech(/ruz‘ (t - to)):| dt +
-y wA [12 VAR h</u_1u—z‘(t - to)> cos wt dt +
+ WA [:2 VAN sech<|/'_u1 T (t - to)ﬂ sen wt dt
<] 2
> A(to) = 7y f2m+ 411,2112 [sec h(,/_u, T (t - to)>] dt =
7 2y, /i wA sech(i/p':u_'2 (t - to)>cosmt dt -+

t 2 ,/1_11 ua‘sz J sech <|/u, uz' (t - to)> sen wt dt
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Utilizando a mudanga de varidvel t' =1t - to, escreve-se:

0 2

- 2 ] 1 -
A(t)) = suQ2m+ 4y, [SECh('/“1U2 t)] dt' =

- Q0

|~ e
——

©)

F2u, /U u, wA sech(l/ T t') cosw(t'+ to)dt' +

- O
, I —_—

(OX

sec h ( U, t) senw(t'+ to) dt' (16)

) A

®

De acordo com o Lema (I.2), pesquisar condigdes para-:existéncia de
comportamentos cadticos para o sistema descrito pelas equagbes de estado

(II.33), é procurar zeros transversais na fung3o A(to), dada em (16).

Para isso, deve-se calcular, inicialmente, os termos indicados nas

chaves @,@ e @ da equagdo (16).
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— Célculo da integral indicada na chave @
da equagdo (16)

-+ 2 o 2

{sech ML H, i } dt' = - [sech(u)}du,
| u1u2
chamando u = /u u, t'. Como sech (u) ¢é uma funcdo par, a in

tegral da chave @ de (16) se reduz a:

> @D - 2 (16.b)

— Calculo da integral indicada na chave @
da equagdo (16)

[+ 2]

J

- 00

sech<|/p1u2 t)cosm(t' + to) dt' =
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e

{sec h(,/umg t')[coswt' coswt, - senwt' senwto]} dt'

- O

o
> @ = coswtOJ sech( T t')coswt' dt' -

oo

= senw‘tOJ sec h < TURT t’) sen wt ' dt'
[~ <]

Como sech U7 t') senwt' & uma fungdo impar, sua inte-
gral entre -w e +w € nula. Como sech (/u u, t')cos wt'

é uma fungdo par, a integral da chave @ de (16) fica:

@ - 2coswt0J sech( TIT t'>coswt‘ dt'
0

e, portanto:

@ = Zcosut, —L— sech — 4T >
H, K, 2 My K,
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cos{wt_).m
@ - ~—(—°)——sech — (16.c)

AN 2/ M,

— Cdlculo da integral indicada na chave @
da equacgdo (16)

<o

J sech<l/u1u2 t'>senw(t'+ to) dt' =

[o<]

= J {sec h <|/ UM, t'> [sen wt' cos wt, + senwt coswt']} dt'

- 0O

©

@ = coswtoJ' sech( TIRTH t'>senmt' dt' +

<o

+ senwtOJ sech( TR t')coswt'dt'
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Como

sec h <|/ MM, t') sen wt'

€ uma fungdo impar, sua integral entre -o e +w 6 nula. Co-

mo

sec h <,/ TIRTH t') coswt'
é uma fungdo par, a integral da chave @ de (16) fica:

oo

@ = 25enwt0J

0

sec h (I/ TIRTH t') cos wt'dt’

e, portanto:

sech —4 _ o

R | S
°Z/un, 2 /un,

®

7 senwt

sen (wt ).m
® - U cech 0T __ (16.d)
U M, 2 /uu,
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Pode-se agora, substituindo as expressdes (16.b), (16.c) e (16.d)
m (16), obter a expressdo da fungdo integral de Melnikov para

. P . u
a 6rbita homoclinica superior (Po), como se segue.

Au(t)=u92n+4u2u 2

0 172
1 Vi,
cos (wt
///76// sech ~—L -
Igﬁz AT

(wt )1r
!é§;§F w A . sen__0 sech s
2V 1-11112

W

2 l'11 ]'[2

Chamando R(w,u1,uz) = sech

reescreve-se Au(to) como:

AMt)) = 2w Qm+du /uow+ u wATR (W, ,u, ) cos (ut ) -
0 1 1 172 1 1 2 0}
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- wﬂAnR(w,u1,uz) sen(wto)] (17)

De maneira andloga, substituindo as expressdes (16.b), (16.c) e
(16.d) em (16), pode-se obter a expressdo da fungdo integral de

Melnikov, para a 6rbita homoclinica inferior (I';), dada por:

ﬁ](to) =2 l:—uﬁn tau JSum, - uiwAnR(w,u”uz)cos(wto) +

4 wﬁAﬂR(w,ui,uz) Sen‘(wto)} (18)

1.5 Condigiies para Aparecimento de Comportamentos Caéticos

Proposi¢ao 1

— Uma condig8o suficiente para que o sistema descrito pelas equagdes
(I1.33) apresente comportamento cadtico nas proximidades da trajetdria
homoclinica I'l, dada pela equagdo (10), relativa ao sistema ndo per-

turbado descrito-pelas equagdes (5) é que:
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/. .2 2 A
I-Q‘n’+4 u1u <LI1—+(DR

(wyu,5m,) (19)

2

sendo

R'(w, uys 1,) = wATR(w, 1y, u,)

Prova

Considerando a fungdo de Melnikov inferior dada pela equacdo (18),
substituindo

R' (w, u,» 1,) = wAnR (w, u,, u,),

examine-se a condigdo para que

1
At (t) =0 e da (t) £ 0
S0 dt

0 conteddo entre colchetes da equag3o (18) pode ser reescrito como:
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onde

P(ty) = -1 R (w,u,m,) cos(wty) + wR' (w, u,n,) sen (wt )

Assim, se

'-“191T + 4“1“ H,

< Mmax
t

l‘(to)‘

pode-se ter A](to) = 0, para algum to.

Mas

- 2 2 !
max ll‘(to)| 5 My 0t Ri(w, )
Logo, se
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“u Tt Ay Sunie /oul 4 o® R, )
entédo:
A(to) = 0, para algum to.
Entretanto:
Jui e dal(q)
'9""'4,/ MY, =_'“'“—‘u—‘ R(w,u,,ua):T = 0
1 =t0
J/ ul + w? 1
|-91r+4 oy, | < wu'———-—R'(w,u,u):dA—(I)— + 0
1 M, 1 Fa dt L3
0

Assim, utilizando o Lema (I.2) constrdi-se o seguinte raciocinio:

ATINITL
+ W
e LB T D

Uy

|-Q1T +4 Juu,

R'w, 1,5 m,) » 3ty | 8'(t) =0
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da](T) +0 = As variedades EY e E° relativas a r;

se interceptam transversalmente = 0 sistema descrito por (II.33)
apresenta comportamento cadtico nas proximidades da trajetéria homoclini-
ca I';, dada pela equagdo (10), relativa ao sistema ndo perturbado des-
crito pelas equagdes (5).

Proposicdo 2

— Uma condigdo suficiente para que o sistema descrito pelas equagOes
(I.33) apresente comportamento cadtico nas proximidades das trajetorias
homoclinicas I'g e I‘l ,
ma ndo perturbado descrito pelas equagdes (5) é que:

dadas pela equagdo (10), relativas ao siste-

Ju2 4wt
an+ 4 /uu, < ——— R, 1, u,) (20)

H,

sendo

R'(w, w5 1,) = wATR(w, u , 1)
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Prova

W, M, H,) @ A”(to)

/o +w?
Qm+ 4 Sun, < » R'(
1

dado por (17), se anula para algum to’ pois o termo componente da parce-

la entre colchetes de (17), dado por
u R (W, ,m,) coswt ) - wR'(w, 1y, u,)
tem seu mdximo médulo dado por

o+ w R'(w, u,s u,)

Entretanto:

2 2
— Ju? 4w
Q'ﬂ’+4 u1~u2 e

T Rlwuan,) 2 altg) = 0
1




nio:
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Assim, utilizando o Lema (I.2) pode-se construir o seguinte racioci

an+a i < Lirel

R'(w, uppm,) = A%t = 0
u1

da’(T) $+0>
dt
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as variedades EY e ES relativas a rg se interceptam transversalmen-
te = o sistema descrito por (I11.33) apresenta comportamento cadtico nas
proximidades da trajet6ria homoclinica Pg, dada pela equag3o (10), rela

tiva ao sistema ndo perturbado descrito pelas equagdes (5).

Além disso, caso a desigualdade (20) se verifique, a desigualdade

(19) também se verificard e, portanto, o sistema descrito por (I11.33) a-

presenta comportamento caético nas proximidades da trajetéria homoclinica
r1

0’
pelas equagdes (5).

dada pela equagdo (10), relativa ao sistema n3o perturbado descrito

As Proposicdes (1) e (2) indicam que quando a desigualdade (19) &
satisfeita e a (20) n3o é satisfeita, o Mapeamento de Poincaré do sistema
descrito por (II.33) fica como se mostra na Figura 2.a. Caso a desigual-
dade (20) seja satisfeita, o Mapeamento de Poincaré do sistema descrito
por (II.33), fica como se mostra na Figura 2.b.
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_-,,é/‘

" 2.a - Desigualdade (19)

2.b - Desigualdade (20 )

Fig. 2 — Mapeamento de Poincaré para o sistema
descrito por (II.33).




2. MODULAGAO EM FREQUENCIA ACIDENTAL EM
MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE DE 22 OR
DEM COM FILTROS "LAG-LEAD"

Nesta secgdo aplica-se a técnica de Melnikov [secgio (I.7.4.2)] 3a
pesquisa de caos homoclinico [sec¢do (I1.7.4)] em PLLs de 22 ordem, com
filtros "lag-lead", sujeitos a modulagdo em frequéncia acidental.

0 caso em questdo € o da andlise das equacBes de estado (I1.55),
feita a segquir.

21 Equagtes de Estado e Preparacdo para o Método de Melnikov

As equagdes de estado (II.55) se identificam com as equagdes (1.10)
e (I.11) e pode-se, portanto, construir as fungdes:

Po (X5 %,) = X, (21)
P, (x,,x,) =0 (22)
q, ‘xi, X,) = -u u,sen x (23)
q, (x5 %) = - (u, +u,pu cosx )x, +u @+ p wAcosut -

- w A senuwt (24)
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Assim, seguindo o modelo apresentado nas equagdes (I.13) e (I.14),

constroem-se as equagdes de estado de um sistema Hamiltoniano n3o pertur-
bado, extraido de (II.55), idénticas as dadas em (5).

2.2

Verificag@io das Condigtes de Aplicabilidade do
Método de Melnikov

Para que o método de Melnikov possa ser aplicado ao sistema dinami-

co descrito pelas equagdes (II.55), é necessdrio verificar se as hip6te-
ses do Lema (I.1) estdo satisfeitas.

ii)

Verificagdo da Condigdo (I.H-1)

£ imediata, uma vez que o sistema Hamiltoniano ndo perturbado extrai-
do de (I1.55) é idéntico ao dado em (5), cuja adequagdo foi verifica-
da em (1.2).

Verificagdo da Condigao (I.H-2)

£ imediata pois Pos» 9o» P, € g, sdo de classe C®, sendo que :3
é identicamente nula e q, € uma soma de uma fungdo senoidal com uma

cossenoidal, ambas de mesma frequéncia.
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i11) Verificagio da Condigdo (I.H-3)

E imediata, uma vez que o sistema Hamiltoniano nio perturbado extraf
do de (II.55) € idéntico ao dado em (5), cuja adequagdo foi verifica
da em (1.2).

2.3 Obtengdo das Orbitas Homoclinicas do Sistema

Hamiltoniano n3@o Perturbado

As trajetérias homoclinicas Fg e rl ligando os pontos de sela

(-m,0) e (m,0) s3o as mesmas dadas pela equacdo (10), sendo expli-
citadas em fungdo do tempo segundo as equagdes (12) e (14), uma vez que
o sistema Hamiltoniano ndo perturbado, retirado de (I1I1.55), & também ex-

presso pelas equagbes de estado (5).

2.4 Construgdo da Integral de Melnikov

Para o sistema representado pelas equagbes de estado (II.55) e le-
vando em conta as equagdes (21), (22), (23) e (24), constrdi-se a Inte-
gral de Melnikov, conforme indicado (I.29).

A(t,) = - J X, [— (W, + w,upu, cOsXx )X, + 1 2+ uwAcosut -
- ®
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- w Asenwt)]dt+ O(e?) (25)

Desprezando os termos O(ea) e substituindo X, =9 e x =9

pelas expresses dadas em (12) e (14):

A(to) = - c'p[(- M, —u1uzu3coscp)c}+u19+u1wAcoswt-

w A sen wt:l dt

donde:
B [ ] .2 [+ o) - o .
A(to) = J:mu1cp dt + '[mu1u2ua cosgodt - J:mu19 ¢ dt -
o] 0 2
J’ ¢ u,wA cos wt dt +J’ ¢uw Asenwt dt (26)
- 0D = 00
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Analisando a expressdo da Integral de Melnikov para PLLs de 22 or-
dem com filtros "lag" dada em (16.a) e para PLLs de 22 ordem com fil
tros "lag-lead" dada em (26), observa-se que diferem somente pelo termo

que contém a integral de (cos¢®), que aparece em (26) e que é calcula-
do abaixo:

oo oo

m
I M, W, M, COS podt = LPRTHR TS J’ cosggdt = B, M, M I cos gdo

- - 00 -T

(=]

> Jm M, W, H, cosq;c'pdt

n
o

(27)

A expressdo (27) permite, portanto, concluir que todos os resulta-
dos desenvolvidos na secgdo 1, vdlidos para PLLs de 22 ordem com filtros
"lag", sdo também vdlidos para PLLs de 22 ordem com filtros "lag-lead".
Isso se deve ao fato da igualdade dos sistemas Hamiltonianos nao perturba
dos e da fungdo integral de Melnikov, em ambos os casos.

2.5 CondigBes para Aparecimento de Comportamentos Ca6ticos

Proposigdo 3

— Uma condig8o suficiente para que o sistema descrito pelas equagSes
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(I.55) apresente comportamento cadtico nas proximidades da trajetdria
homoclinica I';, dada pela equag3o (10), relativa ao sistema n3o per-
turbado descrito pelas equagdes (5) é que:

/ .2 2
+ W
< Vo My

R (@, 1,0 m,) (19)
Hy

|-§2n + 4|/ Mo,

sendo

R'(w, 1,5 u,) = ATR(w, u,,u,)

Segue de maneira imediata da Proposicdo 1 e do arrazoado apresenta-

do em (2.4).

Proposigao &

Uma condi¢8o suficiente para que o sistema descrito pelas equagBes
(I1.55) apresente comportamento caético nas proximidades das trajetdrias
homoclinicas I‘g e I‘;, dadas pela equag3o (10), relativas ao sistema

ndo perturbado descrito pelas equagdes (5) é que:
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/ 2 2
Qn + 4 Wyt 0

}.l11.l <—'R|(wsu‘,uz) (20)
H,

Prova — Segue de maneira imediata da Proposigdo 2 e do arrazoado apresen-
do em 2.4.

»

As Proposicdes (3) e (4) indicam que, quando a desigualdade (19) é
satisfeita e a (20) ndo é satisfeita, o Mapeamento de Poincaré do sistema
descrito por (II.55) fica como se mostra na Figura 2.a. Caso a desigual-
dade (20) seja satisfeita, o Mapeamento de Poincaré do sistema descrito
por (I1I1.55) fica como se mostra na Figura 2.b.




CAPITULO vV

MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE AUTONOMAS DE 32 ORDEM

1. Malhas com Filtros de Sallen e Key e
@i = constante

2. Malhas com Filtros de Sallen e Key e

61-=Qt+¢




Neste capitulo estudam-se as malhas de sincro-
nismo de fase de 32 ordem, que apresentam
caracteristicas transitérias mais rigidas que as
de 22 ordem. Entretanto, ciclos limite e
comportamentos cadticos aparecem com mais
facilidade.

A andlise estard limitada aos casos auténomos
e, ainda assim, situagOes indesejdveis aparecer3o.

Na seccdo 1 o sistema descrito pelas equagSes de
estado (I1.60) sera analisado, tratando-se de uma
malha de sincronismo de fase de 32 ordem, com
tiltro de Sallen e Key excitada por sinais dados
pela equagdo (II.1), com ©. = constante. A esta-
bilidade dos pontos de equflibrio e a existéncia de
ciclos limite serdo analisadas, estabelecendo-se

as faixas de retengdo e captura.

Na secgdo 2, o trabalho da secgdo 1 serd repeti-
do para o sistema descrito pelas equa¢Bes de es-
tado (I1.61), tratando-se de uma malha de sincro-
nismo de fase de 328 ordem, com filtro de Sallen
e Key, excitada por sinais dados pela equag3o
(I1.1), com 0; = Qt + 0.

Tanto para o sistema descrito em (I1.60) como para
o descrito em (II.61), a superficie de fase é cilin-
drica (secgdo [I1.5]) e, por isso, o erro de fase @
serd considerado no intervalo [-m, 7).




1. MALHAS COM FILTROS DE SALLEN-KEY
E @1 = constante

Estuda-se, nesta secgdo, o sistema descrito pelas equagdes de esta-
do (I1.60), relativo a uma malha de sincronismo de fase de 32 ordem, com
filtro de Sallen e Key, excitada com 91 = constante.

11 Pontos de Equillbrio

Proposicao 1

—_— As PLLs de 32 ordem, com filtro de Sallen e Key, excitadas com sinais
tais que ©; = constante e Vi > 0 , apresentam dois pontos de e-
quilibrio para ¢ € [-m, 7):

i) (X,%,%) = (3,99) = (0,0,0)

(E,?p-sfp;) (-'",0, O)

i) (5, X,, %)

Prova

Analisando as equagdes de estado (I1.60):
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f1(x1'xz-x3) = 0 = X, = 0
f2(x1'x2'x3) = 0 » xs = 0
fa(x1,xrx3) =0 |, x,= 0 e x, = 0 = sen x, = 0
Logo, para @ € [-m,m) os pontos de equilfbrio sdo:
i) (X%, 7%,) = (0,0,0)
“) (Y1s "x'*z’ ;3) = ('“a 0: 0)

Proposigdo 2

As PLLs de 32 ordem, com filtro de Sallen e Key, excitadas com sinais

tais que ei = constante e V1. > 0, apresentam os seguintes compor-

tamentos possiveis para o ponto de equilibrio (0,0,0).

ii)

se 1<K<3 e K « —3 > (0,0,0) € hi-
’I+u2
perb6lico e assintoticamente estdvel

se 1gK<3 e K = 3 > (0,0,0) € ndo
1+ p,

hiperbélico
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i) se 1gK<3 e K > =—>— » (0,0,0) €& hiper-
14y,

b61ico e instével

iv) se K >»3 = (0,0,0) € hiperb6lico e instével

Prova

Inicialmente, constréi-se a matriz Jacobiana, cujos autovalores per
mitirdo a classificagdo do ponto de equilfbrio (0,0,0), de acordo com o
critério dado no Teorema (I.5).

Como Vi >0 > u, > 0 e tem-se, como conseqliéncia, para as equa
¢des de estado (II.60) com x = (x,, x,, x,) € R’

aﬁ of af1 0 1 0

X, X X,

afz 3f2 afZ -

Bfg af; afs _ G-K)
v v -Ku, cos x -1 -3-

5?: x, X, 2 1
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Chamando Jo = J(0,0,0) escreve-se:

0 1 0
Jy = 0 0 1
- K, 2 - (3-K)
- A 1 0
JO -Al = 0 - A 1
- Ky, -1 - I:A+(3-K)]

Assim, a estabilidade do ponto de equilfbrio (0,0,03 fica determi-
nada pela resolugdo da equagdo caracterfstica:

det (J, - A1) = 0 = A + (3K) )\2+>\+Ku2 -0 (1)

As rafzes da equagdo (1) serdo analisadas, do ponto de vista da es-
tabilidade do equilfbrio do ponto (0,0,0), utilizando o critério de Routh
e Hurwitz, conforme descrito em [B-11].
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Construindo a matriz Ro para a aplicagdo do critério em questdo:

1 1
3-K Ku
2
R =
© 3-K-K u,
3-K )

A andlise das eventuais mudangas de sinal nos elementos da primeira
coluna de R0 permitird conclusdes a respeito das rafzes de (1). Assim,

consideram-se tr&s casos:

_ Caso 1) 1< K<3

Neste caso, a estabilidade do ponto de equilibrio (0,0,0) serd go-
vernada pelo sinal do numerador do termo R0(3 3 1), a saber:

. Sub-caso 1.1)

Se

1¢K<3 e K < > 3-K-Kyp, >0
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—

2
P ) = A + (3K + A+ K 1-( 2 (10)

? M, M, _Ru—z
i) Verificag3o da hip6tese (I.H-1) do Teorema (1.16)
— Fazendo u2== u: em (10) e procurando suas rafzes:
3 2

A+ (3-K)A + X+ (3-K) = 0 (11)

Por inspegdo verifica-se que (+i) e (-i) sdo raizes da equagdo (11).

— Além disso, usando o Teorema (I1.17) (Fungdo Implicita):

_9 K
u = - = -
du, 2 3P, 32 + 2(3 - K)A + 1
T
(3 - K)
d u
5 Alu,) ] - - 2
d [ 2 -3+ 2(3 -K)i+1
uz ua =ug 2( ).l
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e, portanto:

-L ) (3 _ K) [1 + (3 - K)'I]
du, [l(uz)]u =y 2y [1+(3-K)°
Logo:

,di_{Re [A(uz)}} e 2ug[1(3,~-(3K3K)z] a
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ii) Verificagdo da hip6tese (I.H-2) do Teorema (I.16)

Igual a 1ii) da Proposig&o 6, pois a equagdo (4) & idéntica 3 equa-
¢do (11).

iii) Verificagdo da hipétese (I.H-3) do Teorema (1.16)

Igual a iii) da Proposigdo 6, pois

I(u':coscp1 = (3 - K)

Assim, como as hipéteses (I.H-1), (I.H-2) e (I.H-3) do Teorema (I.16)
estdo satisfeitas e como Re [Aa] <0 e Re[¥] <0, a Proposigio
(15) fica demonstrada.

Proposicdo 16

- Para PLLs de 32 ordem com filtros de Sallen e Key, excitadas com si-

nais tals que 61. =Qt + &, a faixa de captura é dada .por:
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i) (R, u,,K) € R_x R_x[1,3) e p,# 0O
1) Q< Ky,
|
2
ii1) (3 -K) > Ku, 1 -
K1,|2
1'V) (P(O) € [' L -")
1
2
v) (0) +# arccos - 1- < L >
Kuz
Prova — Resulta de maneira imediata das Proposi¢des (8), (9) e (15) e

da Definigdo (II.3).




CAPITULO vV

MALHAS DE SINCRONISMO DE FASE AUTONOMAS DE 32 ORDEM

1. Malhas com Filtros de Sallen e Key e

61. = constante
2. Malhas com Filtros de Sallen e Key e

61-=$2t+4>




Neste capitulo estudam-se as malhas de sincro-
nismo de fase de 32 ordem, que apresentam
caracteristicas transitorias mais rigidas que as
de 28 ordem. Entretanto, ciclos limite e
comportamentos cadticos aparecem com mais
facilidade.

A andlise estard limitada aos casos aut8nomos
e, ainda assim, situagSes indesejaveis aparecer3o.

Na secg@o 1 o sistema descrito pelas equagdes de
estado (I1.60) sera analisado, tratando-se de uma
malha de sincronismo de fase de 32 ordem, com
filtro de Sallen e Key excitada por sinais dados
pela equagdo (II.1), com ©. = constante. A esta-
bilidade dos pontos de equi]lfbrio e a existéncia de
ciclos limite ser3o analisadas, estabelecendo-se

as faixas de retengdo e captura.

Na secgdo 2, o trabalho da secg¢do 1 serd repeti-
do para o sistema descrito pelas equagSes de es-
tado (II.61), tratando-se de uma malha de sincro-
nismo de fase de 32 ordem, com filtro de Sallen
e Key, excitada por sinais dados pela equag3o
(I1.1), com 0, = Qt + o,

Tanto para o sistema descrito em (I1.60) como para
o descrito em (11.61), a superficie de fase é cilin-
drica (secg3o [I1.5)) e, por isso, o erro de fase @
serd considerado no intervalo [- 7, 7).




1. MALHAS COM FILTROS DE SALLEN-KEY
E ei = constante

Estuda-se, nesta secgdo, o sistema descrito pelas equagdes de esta-
do (II.60), relativo a uma malha de sincronismo de fase de 32 ordem, com
filtro de Sallen e Key, excitada com ei = constante.

] 1.1 Pontos de Equillbrio

Proposicio 1

— As PLLs de 32 ordem, com filtro de Sallen e Key, excitadas com sinais

tais que ©; = constante e V]. > 0 , apresentam dois pontos de e-

quilibrio para ¢ € [-m, 7):

(6’ ¢s¢9) = (0,0,0)

-
~—
—

x|

-

»
x

N

-
x

[~

~—
I

- ("“’09 0)

-
-
~—
—
>
-
-
>
n
-
»
w
S
n
—
S
-
Sl
-
S
~—
|

Prova

Analisando as equagBes de estado (II1.60):

-~
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f,(xvxz,xs) = 0 = x, = 0

fz(x1x2,x3)= 0 = x,=0

fa(x1,xrxa) =0 |, x,= 0 e x,= 0 = senx = 0
Logo, para ¢ € [-m,m) os pontos de equilfbrio s3o:

i) (X, x,5 x;) = (0,0,0)

11) (;.ﬂ Y29 Ya) = (""’ 09 0)

Proposigdo 2

As PLLs de 32 ordem, com filtro de Sallen e Key, excitadas com sinais

tais que 91. = constante e Vi > 0, apresentam os seguintes compor-

tamentos possiveis para o ponto de equilibrio (0,0,0).

i) se 1g<K<3 e K < 3 > (0,0,0) € hi-
T+yu

perb61lico e assintoticamente estével

2

i) se 1<K<3 e K = 3 _ 5 (0,0,0) € nio
'I+u2

hiperbélico
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iii) se 1gK<3 e K > 3 » (0,0,0) €é hiper-
1+,

b6lico e instédvel

iv) se K3 3 (0,0,0) € hiperb6lico e instével

Prova

Inicialmente, constréi-se a matriz Jacobiana, cujos autovalores per
mitirdo a classificagdo do ponto de equilfbrio (0,0,0), de acordo com o
critério dado no Teorema (I.5).

Como Vi >0 >, > 0 e tem-se, como conseqiéncia, para as equa
¢0es de estado (II.60) com «x = (x,» X, xs) e R’:

8ﬂ of af1 0 1 0
X o, X,
afz afz afz e
J(f’x) é -ax—1 aTz m = 0 0 1
af3 af; afs (3-K
= — -Ku, cos x -1 -(3-
™ X, X, 2 1
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Chamando Jo = J(0,0,0) escreve-se:

0 1 0
3 = | o 0 1
- K, -1 - (3 - K)
- -
5 A 1 0
3, -A1 = | o 22 1
- K, S - [x+(3-|<)]

Assim, a estabilidade do ponto de equilibrio (0,0,0) fica determi-
nada pela resolugdo da equagdo caracterfstica:

3 2
det (3, ~AI) = 0 = X +(3-K) A +r+Ky, = 0 (1)

As rafzes da equagdo (1) ser3o analisadas, do ponto de vista da es-
tabilidade do equilfbrio do ponto (0,0,0), utilizando o critério de Routh
e Hurwitz, conforme descrito em [B-11].
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Construindo a matriz Ro para a aplicagdo do critério em questdo:

1 1
3-K K M,
R =
= 3-K-K y,
3-K L
L. Kuz 0 -

A anédlise das eventuais mudangas de sinal nos elementos da primeira
coluna de Ry permitird conclusdes a respeito das rafzes de (1). Assim,

consideram-se trés casos:

— Caso 1) 1< K<3

Neste caso, a estabilidade do ponto de equilfibrio (0,0,0) serd go-
vernada pelo sinal do numerador do termo R0(3 ; 1), a saber:

. Sub-caso 1.1)

Se

1¢K<3 2 B&gihe » 3-K=-Kn, >0
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e, nessas condigBes, ndo haverd nenhuma mudanga de sinal nos ele-
mentos da primeira coluna de Ro'

Assim, a equagdo (1) ndo terd nenhuma raiz com parte real positi-
va ou nula, e o ponto (0,0,0) serd hiperbélico e assintoticamen
te estdvel, ficando provada a parte (i) da Proposigdo 2.

Sub-caso 1.2)

Se

1<K<3 e K>3 5 3-K-Ky <0
1 +u2 2

e, nessas condigdes, haverd duas mudangas de sinal nos elementos
da primeira coluna de Ro'

Assim, a equagdo (1) terd duas rafzes com parte real positiva e o
ponto (0,0,0) serd hiperb6lico e instdvel, ficando provada a
parte (iii) da Proposigdo 2.

Sub-caso 1.3)

Se

1< K<«3 e K = 3 :3-K-Ku2=0

implicando que a equag3o (1) tenha duas rafzes imagindrias puras,
conjugadas e o ponto (0,0,0) ser& n3o hiperbélico, ficando pro-
vada a parte (ii) da Proposigdo 2.
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Caso 2) K>3

Neste caso R0 (1,1) é positivo, R0 (2,1) € negativo e Ro (4,1) 6
positivo. Assim, para qualquer B, > 0 tém-se duas mudangas de
sinal nos termos da primeira coluna de Ro e, portanto, a equagdo
(1) tem duas rafzes com parte real positiva.

Os fatos expostos levam a conclus@o, neste caso, que (0,0,0) é hi-
perbélico e instédvel.

Caso 3)

~
"
w

A andlise deste caso é problemdtica, pois o termo Ro(2,1) se re-
duz a zero. Entretanto, seguindo procedimento sugerido em [B-11],

escolhe-se € >0 e escreve-se R0 como segue:

[ 1
€ Ku
Ro ) e- K
- Ku
= 0
€
. KuZ 0 -
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Como € € positivo e arbitrariamente pequeno, ocorrem duas mudan-
¢as de sinal nos elementos da primeira coluna de §6 e, portanto,

a equagdo (1) possui duas rafzes com parte real positiva.

Do exposto conclui-se que, neste caso, (0,0,0) é hiperb6lico e
instdvel.

A andlise dos Casos 2 e 3 acima exposta demonstra a parte (iv) da
Proposigdo 2 completando, assim, a prova.

Proposicio 3

- = As PLLs de 32 ordem, com filtro de Sallen e Key, excitadas com sinais
tais que Gi = constante e Vi >0, apresentem um ponto de equi-
librio (-7, 0,0) que é sempre instdvel para qualquer K » 1.

Prova

Aproveitando a matriz Jacobiana determinada na prova da Proposigdo
2 e especializando-a para o ponto (-m, 0,0), verifica-se a estabilida-

de do ponto em questdo, através de seus autovalores, segundo o critério
dado no Teorema (I.5).

Como V. >0 = M, >0, chamando J . = J(-m, 0,0):
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0 1 0
J = 0 0 1
il
Kuz -1 - (3-K)
A 1 0
I -A1 = 0 " 1
Kn 1 _ [u (3-|<)]

Assim, a estabilidade do ponto de equilfbrio (-7, 0,0) fica de-
terminada pela resolugdo da equagdo caracterfistica:

det (3 - 1) =0 :x’+(3-|<)xz+x-|<u2=o (2)

Analisam-se as rafzes da equagdo (2), do ponto de vista da estabili
dade do equilibrio do ponto (-m, 0,0), utilizando o critério de Routh e
Hurwitz, conforme descrito em [B-11].

Construindo a matriz Rn para aplicac3o do critério em questdo:
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1 1
3-K - Ku2
RTI = 3-K+ Ku2 0
3-K
- Ky 0
(. 2 -

Como R"(1,1) =1 e, dentro das hip6teses, R“(4,1) < 0, os ter-
mos da primeira coluna de R; tém pelo menos uma mudanga de sinal e, por
tanto, (2) tem pelo menos uma raiz com parte real positiva.

Assim, o ponto de equilibrio (-w,0,0) € instdvel, o que demons-
tra a Proposigdo 3.

Proposigcdo &

Para PLLs de 32 ordem, com f{iltros de Sallen e Key, excitadas com si-

nais, tais que 0; = constante, a faixa de reteng3o é dada por:
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Prova

Resulta, de maneira imediata, da Proposigdo 2 e da Definigdo (I1.2).

Proposigdo 5

— De acordo com as Definigdes (1.36) e (I.37), controi-se o diagrama de

bifurcagdes da Figura 1, para o ponto de equilibrio (0,0,0), com base
na Proposi¢do 2.

Fig. 1 — Diagrama de bifurcagBes
para o ponto de equili-
brio (0,0,0), de acordo
com a Proposigso 2

Para os pontos da regido (:) do diagrama da Figura 1, o ponto de
equilibrio (0,0,0) é hiperb6lico e assintoticamente estdvel. Para os pon-

tos da curva (@), a excegdo do ponto (3,0),0 ponto de equilfbrio (0,0,0)
¢ ndo hiperbd6lico.
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Para os pontos da regido (::) e para o ponto (3,0), o equilfbrio de
(0,0,0) € hiperb6lico e instdvel. Os pontos da curva (a) satisfazem 3
equagdo:

1.2 Pesquisa de Ciclos Limite

Neste item, pesquisa-se o eventual aparecimento de ciclos limite pa
ra PLLs de 32 ordem, com filtros de Sallen-Key. Para isso, combinam-se

as ProposigBes 2 e 5 com a versdo do Teorema de Hopf, enunciada neste tra-
balho como Teorema (I.16).

Proposicdo 6

— Sejam as seguintes hipdteses, a respeito de uma PLL de 32 ordem, com
filtros de Sallen-Key:

H-1) O sistema é descrito pelas equagSes de estado (II.59)

H-2) A fase do sinal de entrada 0, (t) ¢é constante e igual a um cer-

to valor ¢

H-3) O sistema autdnomo resultante é descrito pelas equag¢Bes de esta-
do (11.60)
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H-4) O par&@metro K é mantido constante no intervalo [1,3)

Nestas condigBes, pode-se concluir que:

T-1) Para u:=3;—K, Je >0, tal que, quando uz satisfaz

- 10 =
|, —u? | | du | <€

a PLL de 32 ordem com filtro de Sallen-Key apresenta um ciclo

limite a uma distancia O(|An |%) do ponto de equilibrio (0,0,0)

T-2) O ciclo limite supra referido é estdvel e tem periodo

21 + O (Ay)

Prova

A prova desta proposigdo consiste na verificagdo das hipteses do
Teorema (I.16) — Teorema de Bifurcagdo de Hopf —, que & feita em
seguida.

.. = . . H
Para tanto, escreve-se inicialmente a matriz Jacobiana Jo 2 e seu

polindmio caracteristico g (A,uz), para o sistema descrito pelas equa-
¢Oes de estado (I11.60), com

(x s x5 x.) = (0,0,0)

e K constante:
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0 1 0
H _
Jg = 0 0 1
- Ku2 -1 - (3-K)
3 2
Po () = X%+ (3-K0AT + a4 Ky (3)
i) Verificagdo da hip6tese (I.H-1) do Teorema (1.16)
— Se = u: em (3), suas rafzes se determinam por:
3 2
A+ (3-K)A + A+ (3-K) = 0 (4)

Por inspegdo verifica-se que (+i) e (-i) sd3o rafzes da e-
quagdo (4).

— Além disso, usando o Teorema (I1.17) — Fung3o Implfcita:

8P0
d Ez— K
Mu) = s =2 =
W, Py 327 + 2(3-K)A + 1
oA




d K K
A = - =
du [ (“2)] -3+2(3-K)i+1
0

~n

d [;\( )} . K [1+ (3-01]

du uz T B

; 5 [1 + (3-K) ]
u2= uZ

Logo

dﬂ {Re [l(uz)}} = £ >0
2 L0 2 [1+(3-K)2]

e

. [1- (3-K)1’]
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ii) Verificactio da hip6tese (I.H-2) do Teorema (1.16)

— Célculo da terceira raiz de (4)

2+ (KR A+ (3K) |-

- A%+ At X+ (3-K+i)A + (3-K)i IA + i

(3-K+i)A2 + A + (3-K) - E- i A+ (3-K)

-(3-K+i)22 + [F1+(3-K)i] A (3-K)A + (3-K) i
(3-K)ix + (3-K) - (3-K)x - (3-K) i
- (3-K)ix - (3-K) 0
0

LOgOa (4)

5 (A +i) (- 1) [x+(3-|<)] = 0

e, portanto, a terceira raiz de (4) € A_ = - (3-K) que, dentro

3
das hip6teses da Proposigdo 6, € um ndmero real negativo.

iii) VerificagBio da hip6tese (I.H-3) do Teorema (1.16)

3
) fP
— Cdlculo de

Bxi ij axk
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A andlise das equagdes de estado (II.60) leva as conclusdes:

a’fp
= 0,vpe{1,2 ,vi,j e k€1{1,2,3}
9X. 9X: OX
i 773 Tk
93 fa
= 0,vie{1,2,3} ,vje{2,3} , ¥ k€123
9X. 9X. OX
i "% 7k
33f3 a“f3
= Kuy cos x, = = (3-K
ax, 9x, 89X, 2 ! ax, Ix, 9x, (3-K)
X =
W= Wy
3 fp
— Cdlculo de _——
axi axj
azfp
= 0 ’ v E ’ ] v .9' e sl
— p € {1,2} i,j € {1,2,3}
1 J
3 f,
= 0,vie{2,3 ,vj € {1,2,3}
9X: OX.
1 J
2
3" f, 3 f,
= Kuy sen x, = = 0
ax, 8X, 2 ) ax, 3x,
x=0
_ .0
u2 1‘12
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Portanto, a expressdao de ¢ dada em (I1.30), se reduz a:

e 3 3 - <] 3 . -
¥ = a% b* b¥ b’ { foaa = 2 Fn g i, = f, (9 - 2iw)” f:} (5)

(3-K) "

— Cdlculo dos autovetores de J, correspondentes ao
autovalor X = + i

. Autovetor & direita:

[0 1 o | [, ] [ b, |
0 0 1 b, | = | b,
- (3K) -1 - (3K) | | b, ib,
s[ b, = ib, b, | [ 1]
4 b, = ib, s b=|b |=c, | i
- (3-K)b,- b~ (3-K)b, = ib, o, | -1 |

. Autovetor a esquerda:
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[0 1 0
[a, 3, a,] 0 0 1 = [ia, ia, i a,]
-(3-K) -1 -(3-K)
,
-(3-K) a, =ia

Condigcdo de normalizagdo (a.b = 1)
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[ Cu
c - 2 _ =
‘ (3-K) 2 2
s o= [e0" ] /e 1]
P
e G g c"-[(3|<)]/(3|<)2+1
2 (3K) : i [ i ]
\
Chamando vy = 3-K > 0, dentro das hip6teses da Pro-
(3-K)® + 1
posigdo 6:
¢, = v |60 -]
Logo:
* . -1 Y
= 3_ - L4 = - ——
a, Y [ (3-K) - i ] [ &) ] 3K) Y i
* L1
b, 5

Substituindo a: e bf em (5), segue que:

b = o [ (3-K) vi] 00

s b= vy ]

> Revy = --—54<0
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Assim, como as hip6teses (I.H-1), (I.H-2) e (I1.H-3) do Teorema
(I.16) estdo satisfeitas e como

Re [A3] < O . e Re [¥] < 0

a Proposigdo 6 fica demonstrada.

Proposigdo 7

— Para PLLs de 32 ordem, com filtros de Sallen e Key, excitadas por si-

nais, tais que 61- = constante, a faixa de captura € dada por:

Prova

Resulta de maneira imediata das Proposicbes 2 e 6 e da Definigdo
(11.3).




2. MALHAS COM FILTROS DE SALLEN-KEY
E E)]- =0t + ¢

Estuda-se, nesta secgdo, o sistema descrito pelas equagdes de esta-
do (I1.61), relativo a uma malha de sincronismo de fase de 32 ordem, com
filtro de Sallen e Key, excitada com ei =0t + 0.

2.1 Pontos de Equillbrio

Proposicdo 8

— Relativamente aos pontos de equilibrio para PLLs de 32 ordem, com f{il-
tros de Sallen e Key, exicitadas com sinais do tipo Oi =Qt + &, com
N e & conétantes, QER +o consideram-se os seguintes casos:

— Caso 1) @ >Ku2 > A pontos de equilfbrio

— Caso 2) Q= Ku2 > 3 um unico ponto de equilibrio:
(m2 , 0, 0)

— Caso 3) &< Ku2 > 3 dois pontos de equilfbrio, dados por
(¢, 0, 0) e (CPz, 0, 0) sendo P B2 I, = e

|
2
sen ¢ = Kﬁ ;cosw,=/1-(K§L) ;
2 2




Prova
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|
. £ . & Q2
sen = . cos £ - 1 - (=
9, e ?, / S

Aplicando a Definigdo (I1.10) as equagdes de estado (I1.61):

fi(x1, X, xs) = 0 2 x, = 0

f(xsx,x) =0 2 x =0
2 1 2 3

fo(x,s x5 x.)

n
o
(4
b
I
>
n
o
Y

Q—Kuzsen X, = 0 >

§
sen x, = —

Ku2

e, portanto, trés casos devem ser considerados se x, € [-m,m):

— Caso 1) Q> sz S =t >1> A pontos de equilfbrio

— Caso 2) Q =|<u2 > 2 -1 3 um dnico ponto de equilfbrio,
dado por: B

(m/2 ,0,0) , para x, €[-m,m)
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—Caso3) Q<Ku = LD I senx1=i e
2 Ku Ku
2 2
Pl
cos x, = % /1 - [
Kuz
e, portanto, 3 dois pontos de equilfbrio dados por:
(¢, 0, 0) e (9,5 0, 0)
sendo e, t9,= ® e
sen @ ; sen ¢, = & : cos¢, = -Cos@p, = i = Y
1 2 KUZ 1 2 an

Proposicio 9

- Para uma PLL de 32 ordem, com f{iltro de Sallen e Key, excitada com si

nais, tais que 61- =0t + ¢, com @ e & constantes,. f € R, , e

v, > 0, os seguintes comportamentos sdo possiveis para o ponto de e-

quilibrio (9,5 0,0), objeto do Caso 3 da Proposicdo 8, com £ < Kuz.

i)  Se 1¢<K<3 e

2 1
3-K - Ku2 / 1 - <%> >0 > (9,,0,0)
2

é hiperb6lico e assintoticamente estével.
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i)  Se 1€ K<3 e

7
3 - K - Kuz / 1- (&) = 0 = ((P«n 0,0)

é ndo hiperbélico.

iii) Se 1€ K<3 e

2"
9}
3-K - Kuz / 1- (K_}J2> < 0 > ((P*lso,o)

é hiperb6lico e instdvel.

iv) Se K>3 = (¢, 0,00 & hiperb6lico e instével.

Prova

Inicialmente, contréi-se a matriz Jacobiana, cujos autovalores per-
mitirdo a classificagdo do ponto de equilibrio (¢, , 0,0), de acordo com
o critério apresentado no Teorema (I.5). :

Como Vi >0 = u2> 0 e tem-se, como consegliéncia, para as e-
quagdes de estado (II.61)




J
¢

of | of,
X, ax,
JA of , of,
X, ax,
of , af ,
3x, X,

Chamando J¢, = J(¢,, 0,0):

0

Jo, = 0
Q
-Kuz 1_(1r

- A

-Al = 0

-Ku cos x
2 1

-1

- (3-K)
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- (3-K)
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Assim, a estabilidade do ponto de equilibrio (¢,, 0,0) fica deter-
minada pela resolugdo da equagdo caracterfstica:

2
3 2 Q
det (JCP‘l-)\ I) =0=>2A + (3'K)>\ + A+ K]Jz 1-<W> =0 (6)

As rafzes da equagdo (6) serdo analisadas, do ponto de vista da es-
tabilidade do equilfibrio do ponto (¢,, 0,0), utilizando o critério de
Routh e Hurwitz, conforme descrito em [B-11].

Construindo amatriz Re, para a aplicacdo do critério em questdo:

P . 2
3-K—K1.l2 1-<RT)
2 0
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A andlise das eventuais mudangas de sinal nos elementos da primeira
coluna de Ro, permitird conclusBes a respeito das rafzes de (6). Assim,
consideram-se tré&s casos:

— Caso 1) 1¢K<3

Neste caso, a estabilidade do ponto de equilfbrio (¢,, 0,0) serd
governada pelo sinal do numerador do termo Re,(3;1), a saber:

. Sub-caso 1.1)

Se 1<K<3 e

2‘.
Q
3-K-Ku2/1-<}¢2> > 0

o termo Re,(3;1) >0 e, nessas condigdes, ndo haverd nenhuma
mudanga de sinal nos elementos da primeira coluna de Re,

Assim, a equagdo (6) ndo terd nenhuma raiz com parte real positi-
va ou nula e o ponto (¢,, 0,0) serd hiperb6lico e assintotica-
mente estdvel, ficando provada a parte (i) da Proposigdo 9.

. Sub-caso 1.2)
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o termo Re,(3;1) < 0 e, nessas condigBes, haverd duas mudangas
de sinal nos elementos da primeira coluna de Ro,.

Assim, a equagdo (6) terd duas rafzes com parte real positiva e o
ponto  (¢,, 0,0) serd hiperb6lico e instdvel, ficando provada a
parte (iii) da Proposigdo 9.

. Sub-caso 1.3)

Se 1< K< 3 e

2‘
3-|<-Ku2/1-(R9_> = 0
2

o termo  Re,(3;1) = 0, implicando que a equacdo (6) tenha duas
raizes imagindrias puras, conjugadas e o ponto (¢,, 0,0) seréd
ndo hiperbélico, ficando provada a parte (ii) da Proposigdo 9.

Caso 2) K>3
Neste caso,

Rp,(131) > 0 ; Re,(2;1) < O e Rp,(4;1) > 0

Assim,

v (uz, Q, K) €ER_ x R, x (3,»)
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implica em duas mudangas de sinal nos termos da primeira coluna de
Rp, e, portanto, a equagdo (6) tem duas rafzes com parte real posi-
tiva.

Os fatos expostos levam & conclusdo, neste caso, que (¢,, 0,0) é hi
perb6lico e instdvel.

"
w

Caso 3) K

A andlise deste caso é problemdtica, pois o termo Re,(2;1) se reduz
a zero. Entretanto, seguindo procedimento sugerido em [B-11], esco
lThendo € >0 e escrevendo Rgp, como segue:
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Como € € positivo e arbitrariamente pequeno, ocorrerdo duas mudan
¢as de sinal nos elementos da primeira coluna de ﬁ¢, e, portan-
to, a equagdo (6) possui duas rafzes com parte real positiva.

Do exposto conclui-se que, neste caso, (9,, 0,0) é hiperbélico e
instédvel.

A andlise dos Casos 2 e 3 feita acima, demonstra a parte (iv) da
Proposicdo 9, completando a prova.

Proposiciio 10

- Para uma PLL de 32 ordem, com filtro de Sallen e Key, excitada com
sinais, tais que 9]- =Qt +9 com 8 e ® constantes e Vi > 0,
2 € R_, o ponto de equilibrio ((pa, 0,0) objeto do Caso 3 da Pro-

posigdo 8, é instdvel para qualquer

(uz,Q,K) ER+XR+X[1,°°) SZ<K112

Prova

Aproveitando a matriz Jacobiana determinada na Prova da Proposigdo 9
e especializando para o ponto (9,, 0,0), verifica-se a estabilidade do
ponto em questdo através de seus autovalores, segundo o critério estabele
cido no Teorema (I.5).
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Chamando  Jp_ = J(g,, 0,0):

[«
S
n

o
o
Y

2
93
Ku2 1 - (K_liz) -1 - (3-K)

Jq)z‘— )\I

[}
o
1
>
—

Assim, a estabilidade do ponto de equilfbrio (g, 0,0) fica deter-
minada pela resolugdo da equagdo caracteristica:
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3
det (3, = A1) =0 = A + (3-K)A~ + A - Ku,

2

As rafzes da equagdo (7) serdo analisadas, do ponto de vista da es-
tabilidade do equilfbrio do ponto (¢,, 0,0), utilizando o critério de
Routh e Hurwitz, conforme o descrito em [B-11].

Construindo a matriz sz para a aplicagdo do critério em questdo:

Re

2
f
-Kuz 1-<—K-F;> 0

Como Ry, (1;1) = 1 e, dentro das hip6teses, Rp, (4;1) < 0, os ter
mos da primeira coluna de R¢2 tém, pelo menos, uma mudanga de sinal &,

portanto, (7) tem pelo menos uma raiz com parte real positiva.

Assim, o ponto de equilfbrio (¢,,0,0) é instdvel, o que demonstra
a Proposigdo 10.
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Proposigéio 11

—— Para uma PLL de 32 ordem, com filtro de Sallen e Key, excitada com
sinais, tais que 9; = Qt + ¢ com @ e & constantes, Q € R, ,e Vi > 0,
o ponto de equilibrio (12, 0,0), objeto do Caso 2 da Proposic3o 8, é
n3o hiperbdlico

V(.0 K) ER, xR x [1=) | @ = Ku

Prova

Aproveitando a matriz Jacobiana determinada na prova da Proposicdo 9
e especializando para o ponto (7/2, 0, 0), verifica-se a natureza do pon
to em questdo, através de seus autovalores, segundo critério estabelecido
no Teorema (I.5).

Chamando JEQ = J(m/2, 0, 0):

0 -1 - (3-K)
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- 1 0
JTT/z-AI= 0 - A 1
0 - ) [x+(3-|<)]
L J

Assim, o ponto de equilibrio (m/,; 0; 0) fica determinado pela re-
solugdo da equagdo caracterfstica:

det (J1/, - A1) = 0 » A + (3-K)A" + A = 0 (8)

Como A = 0 € raiz de (8), o ponto (7/, ; 0; 0) é ndo hiperbd1i
co, 0 que demonstra a Proposigdo 11.

Proposigdo 12

— Para PLLs de 38 ordem, com filtros de Sallen e Key, excitadas com si-

nais, tais que ©; = Qt + &, com e ¢ constantes, a faixa de reten-

¢do é dada por:
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i) (@u . K) ER xR x[13) e o+ 0

ii) Q@ < Ky
2

Prova

Resulta de maneira imediata das Proposigdes 8 e 9 e da Definigdo
(I1.2).

Proposigcdo 13

— Com base nas Defini¢Ses (1.36) e (1.37) e nas Proposi¢Bes-8, 9, 10 e 11
constrdi-se o diagrama de bifurcagdes da Figura 2, para os pontos de e-
quilibrio de uma PLL de 32 ordem, com filtros de Sallen e Key, exci-

tada com um sinal do tipo 61- =t + &, com Q e ¢ constantes.

| X1

|
|
% __A/Kﬂz

Fig. 2 — Diagrama de bifurcagdes para os pontos de
equilibrio de uma PLL de 3 ordem
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— para RQT > 1 , Z pontos de equilfbrio
2

= 1 , 3 um dnico ponto de equilfibrio

Ze
N
I

(m/2; 0 ; 0), ndo hiperb6lico.

— para K%T <1 , 3 duas solugbes de equilfbrio, uma insté-

tével (¢2; 0; 0) (linha tracejada), e outra (9,; 0; 0), estd-

vel ou instdvel, de acordo com a Proposigdo 9 (1inha cheia).

Proposicdo 14

De acordo com as Definig8es (I.36) e (I.37), constrdi-se o diagrama de
bifurcagdes da Figura 3, para o ponto de equilibrio (¢,; 0; 0), relati-

vo ao Caso 3 da Proposigdo 9, para cada K € [1,3):

2
) M2

@ o)
®

_.n

Fig. 3 — Diagrama oe bifurcagBes para o ponto
de equilibrio ( @,; 0; 0), de acordo
com a Proposigsio 9
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— para os pontos da regiso (1) do diagrama da Figura 3, o ponto
(¢1; 0; 0) ¢é hiperb6lico e assintoticamente estdvel.

— para os pontos da reta (a), o ponto (¢,; O ; O) é ndo hiperb6-
lico.

— para os pontos da regido (::) » 0 ponto (¢,; 0 ; 0) é hiperb61i-
co e instédvel

Observagoes

i) os pontos da reta (a) satisfazem 3 equagdo:

ii) A equagdo (9) provém do item (ii) da Proposigédo 9.

2,2 Pesquisa de Ciclos Limite

Neste item, pesquisa-se o eventual aparecimento de ciclos limite pa
ra PLLs de 32 ordem, com filtros de Sallen e Key, excitadas por sinais,
tais que ei =0t +®. Para isso, combinam-se as Proposigdes 9 e 14, com
a versdo do Teorema de Hopf, enunciada neste trabalho como Teorema (I.16).
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Proposicdo 15

Sejam as seguintes hipdteses a respeito de uma PLL de 32 ordem, com

filtros de Sallen e Key:

H-1) o sistema é descrito pelas equagBes de estado (II.59)

H-2) a fase do sinal de entrada é dada por:

91. =Qt+ ¢ com (2,9) ER_xR

H-3) o sistema auténomo resultante é descrito pelas equagSes de esta-
do (IL61)

H-4) o pardmetro K é mantido constante no intervalo [1,3) e

W<1

2

Nessas condigdes, pode-se afirmar que:

T-1) Para ug e Qo tais que
]
Q 2
. 0 N
3-K = K uz 1 (K_Ug)
com Qo fixo, 3J e >0 tal .que, quando uz satisfaz
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luz - ug | = |du]| < e, aPLL de 32 ordem com filtro de Sallen
e Key apresenta um ciclo limite a uma disténcia de O( |Au|%) do

ponto de equilibrio (¢,,0, 0).

T-2) o ciclo limite supra referido é estdvel e tem periodo 27 + O(Ay).

Prova

A prova desta proposigdo consiste na verificagdo das hip6teses do
Teorema (I1.16) — Teorema de Bifurcagdo de Hopf —, que é feita em se-
guida.

Para tanto, escreve-se inicialmente a matriz Jacobiana JH2e seu

1
polindmio caracterfstico Rp (A,uz), para o sistemadescrito pelas equa-

¢bes de estado (I1.61), com 1(x,, Xp5 X;) = (9,5 0; 0).
0 1 0
Ha _
Yo, 0 0 1

-1 - (3-K)
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|
A+ (3-K)A 4 Y (10)
= + - + + -
P(p‘ (A,Uz) ( A Ku2 1 -KEZ
i) Verificagdo da hip6tese (I.H-1) do Teorema (I1.16)
~ Fazendo u2="u: em (10) e procurando suas rafzes:
3 2
A+ (3-K)A + A+ (3-K) = 0 (11)

Por inspegdo verifica-se que (+i) e (-i) sdo rafzes da equagdo (11).

— Além disso, usando o Teorema (I.17) (Fungdo Implicita):

o

— u - - = -

du, °° P, 3% +2(3- KN+ 1
a

(3 - K)
A
u, .
-3+2(3-K)i+1

Y
2|
| |
>
=
N
-
| I— |
(o]
1]




e, portanto:

d - (3 -K) [1+ (3-K)i]
k =]

du, [ (Ua)]u - 2u2 [1+ (3-K)*]

Logo:

diz {Re [MU?JJ }u .0 ) 2,2 [1(?; -(3KE K)? ] Zad

Im [A(uz)] =1>0
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ii) Verificagdo da hip6tese (I.H-2) do Teorema (I.16)

Igual a ii) da Proposigdo 6, pois a equag3io (4) é idéntica 3 equa-
¢ao (11).

iii) Verificagdo da hipétese (I.H-3) do Teorema (I.16)

Igual a iii) da Proposigdo 6, pois

Ku(:COScp1 = (3 - K)

Assim, como as hipéteses (I.H-1), (I.H-2) e (I.H-3) do Teorema (I.16)
estdo satisfeitas e como Re [).s] <0 e Re[v] <0, a Proposigdo

(15) fica demonstrada.

Proposicdo 16

— Para PLLs de 32 ordem com filtros de Sallen e Key, excitadas com si-

nais tais que 91. = Qt + &, a faixa de captura é dada .por:




i) (,u,,K) € R_ x R_x[1,3) e u,# 0

ii) < Ku2

2
1i1) (3 - K) > Ky, 1 - <%>
2

iv) ¢(0) € [-m,m)

2
V) o(0) # arccos - 1 - <—£L->

Prova — Resulta de maneira imediata das Proposigdes (8), (9) e
da Definigdo (II.3).
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CAPIiTULO VI

CONCLUSOES

1. Resumo dos Resultados

2. Propostas de Trabalhos Futuros




A Teoria Qualitativa de Equag¢des Diferenciais
foi aplicada aos problemas de sincronismo de
fase, produzindo alguns resultados originais, de
interesse para a engenharia de controle e
comunicagdes.

Na secgdo 1, tais resultados sdo catalogados e
na secgdo 2, uma série de trabalhos s3o propos-
tos a respeito do mesmo tema, visando a con-
tinuidade e possiveis extensdes das idéias tra-
balhadas.




1.  RESUMO DOS RESULTADOS

A Tabela 1 apresenta os resultados de maior interesse obtidos ao
Tongo do trabalho, catalogados por ordem das PLL, tipo de filtro, fase
do sinal de entrada e natureza da proposigdo.

2, PROPOSTAS DE TRABALHOS
FUTUROS

Propdem-se, como extensdo deste trabalho, alguns problemas de in-
teresse prdtico, a saber:

i) verificagdo experimental das proposicdes obtidas no Capitulo
ITI, relativas a pontos de equilibrio e ciclos Timite das ma
lhas de sincronismo de fase de 22 ordem;

ii)  complementagdo, por via analitica, numérica ou experimental
das Proposigbes (III.24) e (III.35), relativas aos ciclos 1i
mite em malhas de sincronismo de fase de 22 ordem, com fil-
tros "lag-lead";

iii)  verificacdo numérica e experimental das Proposigdes (IV.1),
(Iv.2), (IV.3) e (IV.4), relativos a modugdo em frequéncia a

cidental em malhas de sincronismo de fase de 22 ordem.
f




iv)

vi)

vii)

utilizacdo dos expoentes de Liapunov [D-2, Capitulo 8, (Par-
te 1)], para a caracterizagao dos atratores cadticos discuti
dos no Capitulo IV;

utilizagdo do Teorema de Ruelle e Takens [Teorema (I.18) da
secgdo (I1.8.2)] para, a partir das bifurcagbes de Hopf trata
tadas no Capftulo V, estudar a formagdo de atratores estra-
nhos e caéticos em malhas de sincronismo de fase autdnomas de
32 ordem;

trabalho experimental ou por simulagdo numérica do efeito da
variagdo do par (uz, K), constatando a eventual formagdo de
atratores estranhos e cadticos, em malhas de sincronismo de
fase autdnomas de 32 ordem;

modelagem do sistema constituido por dois osciladores remo-
tos, ligados por uma linha de transmissdo [C-14] e, wusando
as ferramentas aqui desenvolvidas, discutir os atratores pos
sfveis, delimitando as diversas regides dos espagos de parad-
tros.
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Ordes de Tipo Fase do Natureza Relaclo
PLL de Filtro Sinsl de Entreda da ProposligBo de Proposlicgbes
22 nLAG" el = constante Pontos de Equilibrioe (111.1), (111.3)
(111.%)
22 "LAG" q « constante Bifurceglo do (111.2)
Equilibrio
28 "LAG" Bl = constante Ciclos Limite (111.6)
28 "LAG" 91 «fit + ® Pontos de Equllibrio (111.8), (111.9),
(111.11),(111.12)
20 "LAG" 61 o fit & @ Bifurcaglo do (111.10), (I111.13)
Equilibrio
20 "LAG" el a it + @ Ciclos Limlte (I11.15)
21 "LAG" 6l a Rt +@¢+ A sen wt Ceos devido eo "Jitter” (1v.1), (1v.2)
de fase
20 "LAG-LEAD" Gl = constante Pontos de (111.17), (11x.19),
Equilfbrio (111.21)
20 ®"LAC-LEAD" 9l = constante Blfurcaglio do (111.18)
Equilibrio
28 "LAG-LEAD" ©, = constante Ciclos Limite (111.22), (111.23),
i
(111.24)
28 "LAG-LEAD" 9l s fit + & Pontos de (11r.26), (111.27),
Equilibrio (111.29), (111.30)
28 "LAG-LEAD" Bl « It + & Bifurcaglic do (111.28), (111.3)
Equilibrio
20 ®"LAG-LEAD" 91 aflt + @ Ciclos Limite (111.33), (111.34),
(111.35)
2 "LAG-LEAD" 91 » fit +¢+ A senuwt Ceos devido eo “jitter™ (1v.3), (1v.4)
de Fase
b1 SLAG" e‘ = constante Felxas de Retenglio (111.4), (111.7)
e Captura
s "LAG" e1 «flt + & Feixes de Retenclo (111.14), (1v.16)
e Ceptura
28 "LAG-LEAD" 9‘l = constante Felxas de RetengBo (111,20), (I111.25)
e Capturs
20 "LAG-LEAD" e1 a0t + @ Faixas de RetenglBo (111.32), (111.36)
e Captura
3 SALLEN E KEY 91 = constante Pontos de (v.1), (v.2), (v.3)
Equilibrio
38 SALLEN E KEY 91 = constente 8ifurcaglo do (v.5)
Equilibrio
3 SALLEN E KEY 6‘ = constante Ciclos Limite (v.6)
38 SALLEN E KEY 91 =t « & Pontos de (v.8), (v,9), (v.10),
Equilfbrio (v.11)
30 SALLEN E KEY 6, ~fit L} Bifurcegho do (v.13), (v.14)
Equilibrio
38 SALLEN E KEY e‘ « It + Clclos Limite (v.15)
3 SALLEN E KEY ©, = constente Feixes de Retenglio (v.a), (v.7)
e Capturs
) SALLEN E KEY e, = it + 0 Fsixes de Retenglo (v.12), (v.16)
® Cepturs
i
TABELA 1 — Catalogeglio dos Resultados do Trabalho



289

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

A — Calculo, Andlise e Topologia

[ 1]

[ 2]

[ 3]

[ 4]

[ 5]

[ 6]

[ 7]

[ 8]

COURANT, R. and JOHN, F. ‘Introduction to Calculus and Analysis".
John Wiley and Sons, 1974.

PISKOUNOV, N. "Calcul Différentiel et Intégral." Editions MIR -
Moscou, 1969.

ALIPRANTIS, C. D. and BURKINSHAW, O. "Principles of Real Analysis".
Edward Arnold, 1981.

HOFFMAN, K. "Analysis in Euclidian Space". Prentice-Hall, INC.,
1975.

KOLMOGOROV, A.N. & FOMIN, S.V. "Elementos da Teoria das Fung3es
e de Andlise Funcional". MIR, 1982.

GOLDSTEIN, A. A. "Constructive Real Analysis". Harper and Row,
1967.

DIXMIER, J. "General Topology". Springer-Verlag, 1984.

HORVATH, J. "Introducion a la Topologia General". Secretaria Geral
da OEA, 1969.




[ 9]

[10]

MARRERO, M.G. & ROIG, J.M.
1975.

290

"Topologia". Editora Alhambra S.A.,

BUTKOV, E. "Fisica Matematica". Guanabara Dois, 1978.




B —

1]

[ 2]

[ 3]

[ 4]

[ 5]

[ 6]

[ 7]

[ 8]

[ 9]

[10]

291

EquagBes Diferenciais, Sistemas Dindmicos e Mecanica

PONTRIAGUINE, L. "Equations Différentieles Ordinaires". MIR-Moscou,
1969.

HALE, J.K. "Ordinary Differential Equations".  Wiley-Interscience,1969.

BIRKHOFF, G. & ROTA, Gian-Carlo. "Ordinary Differential Equations".
John Wiley and Sons, 1978.

ARNOLD, V.I. "Ordinary Differential Equations". MIT Press, 1973.

ARNOLD, V.I. "Chapitres Supplémentaires de la Théorie des Equations
Différentielles Ordinaires". Editions MIR - Moscou, 1980.

SOTOMAYOR, J. "Ligdes de Equag¢des Diferenciais Ordindrias". IMPA,
1979.

MELO, A.A.H. & BARONE JR., M. "Equagdes Diferenciais - Uma In-
trodugdo aos Sistemas Dindmicos". IME-USP, 1979.

HIRSCH, M.W. and SMALE, S. "Differential Equations, Dynamical
Systems, and Linear Algebra". Academic Press, New York, 1974.

PALIS JR., J. & MELO, W. de. "Introdug¢3o aos Sistemas Dinimicos".
- Editora Edgar Blucher Ltda., 1978.

ORSINI, L.Q. "Introduc3o aos Sistemas Dindmicos". EPUSP, 1984,




[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

292

OGATA, K. "Engenharia de Controle Moderno". Prentice-Hall do Bra-
sil. Rio de Janeiro, 1982.

PADULO, L. and ARBIB, M.A. "System Theory". W.B. Saunders
Company, 1974.

CHEN, Chi-Tsong. "Linear System Theory and Design". Holt - Saunders
International Editions, 1984.

KAILATH, T. "Linear Systems". Prentice-Hall, INC, 1980.

VIDYASAGAR, M. "Nonlinear Systems Analysis". Prentice-Hall, INC.,
1978.

GUCKENHEIMER, J. "Toolkit for Nonlinear Dynamics". IEEE

Transactions on Circuits and Systems, Vol. CAS-30, n? 8, August,
1983,

MEES, A.I. "Dynamics of Feedback Systems". John Wiley & Sons,
1981,

ANDRONOV, A.A.; VITT, A.A. and KHAIKIN, S.E. "Theory of
Oscillators”". Addisson-Wesley, 1966.

MIGULIN, V.; MEDVEDEYV, V.; MUSTEL, E. and PARYGIN, V. "Basic
Theory of Oscillations". Mir Publishers, Moscou, 1983.

HAGEDORN, P. "Oscilagdes n¥o Lineares". Editora Edgard Blucher
Ltda., 1984.




[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

293.

BOGOLIUBOV, N.N. and MITROPOLSKY, Y.A. "Asymptotic Methods
in the Theory of Non-Linear Oscillations". Hindustan Publishing
Corpn. (India) Delhi, 6-1961.

GOLDSTEIN, H. "Classical Mechanics". Addison-Wesley Publishing
Company, 1980.

LANDAU, L. & LIFSHITZ, E. "Mecénica". Hemus Livraria Editora
Ltda., 1972.

LEECH, J.W. "Mecénica Analitica". EDUSP, 1971.

POINCARE, H. "Les Méthodes Nouvelles de La Mécanique Céleste".
Dover, 1957.

ARNOLD, V.I. "Méthodes Mathématiques de La Mécanique Classique".
Editions Mir - Moscou, 1976.

LANDAU, L.D. and LIFSHITZ, E.M. "Fluid Mechanics". Course of

of Theorical Physics. Vol. 6. Pergamon International Library,
1984,




C

[ 1]

[ 2]

[ 3]

[ 4]

[ 5]

[ 6]

[ 7]

[ 8]

[ 9]

294

— Sincronismo de Fase

LINDSEY, W.C. "Syncronization Systems in Communication and Control".
Prentice-Hall, INC., Englewood Clifs, New Jersey, 1972.

GARDNER, F.M. "Phaselock Techniques". John Wiley and Sons, INC.,
1979.

VAN TREES, H.L. '"Detection, Estimation, and Modulation Theory -
Part II - Nonlinear Modulation Theory". John Wiley and Sons,
INC., 1971.

STOLFI, G. "Malha de Sincronismo de Fase". Apostila EPUSP de PEL
429, 1985.

FERIS, E.B.R. "Phaselock Loop - Teoria e Aplicacdes". CPgD -
Telebras, 1985.

BLINCHIKOFF, H.J. and VAUGHAN, G.R. "All-Pole Phase-Locked
Tracking Filters". IEEE Transactions on Communications. Vol. COM-
30, n? 10, October, 1982.

GREEN, D.N. "Lock-In, Tracking and Acquisition of AGC - Aided Phase-
Locked Loops". IEEE Transactions on Circuits and Systems, Vol.
CAS-32, n? 6, June, 1985.

JING, Zhu-Jun. "Application of Qualitative Methods of Differential
Equations to Study Phase-Locked Loops". SIAM J. Appl. Math., Vol.
43, n® 6, December, 1983.

BENNATON, 1.F.; PIQUEIRA, J.R.C. ¢ GONGALVES NETO, Luis. "Mé-
todos Numéricos Aplicados a Resolugdio de Problemas de Sincronis-
mo de Fase". Semindrio Latino-Americano de Métodos Computacio-
nais em Engenharia. EESC-USP, 1986.




[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

295

ASCHEID, G. and MEYR, H. "Cycle Slips in Phase Locked Loops:
A Tutorial Survey". IEEE Transactions on Communications, Vol.
COM-30, n® 10, October, 1982.

OSBORNE, H.C. "A Generalized 'Polarity Type' Costas Loop for
Tracking MPSK Signals". IEEE Transactions on Communications.
Vol. COM-30, n? 10, October, 1982.

HEIMAN, A. and BAR-NESS, Y. "Optimal Design of PLL with Two
Separate Phase Detectors". IEEE Transactions on Communications,
Vol. COM-29, February, 1981.

LUCKY, R.W.; SALZ, J. and WELDON JR., E.J. "Principles of Data
Communication". McGraw-Hill Book Company, 1968.

LINDSEY, W.C. and DESSOUKY, Khaled. "Phase and Frequency Transfer
Between Mutualy Syncronized Oscillators". IEEE Transactions on
Communication, Vol. COM-32, n? 2, February, 1984.




296

D — Bifurcagdes, Turbuléncia e Caos

[ 1]

[ 2]

[ 3]

[ 4]

[ 5]

[ 6]

[ 7]

[ 8]

[ 9]

IO0SS, G. and JOSEPH, D.D. "Elementary Stability and Bifurcation
Theory". Springer-Verlag, New York, INC., 1980.

BAI-LIN, H. "Chaos". World Scientific Press, 1984.

SATTINGER, D.H. "Six Lectures on the Transition to Instability".
Lecture Notes in Mathematics - 322 - Springer - Verlag - Seatle,

1972.

GREBOGI, C.; OTT, E.; PELIKAN, S. and YORK, J.A. "Strange
Attractors that are Not Chaotic". Physica 13D, 1984, 261-268.

MEES, A.l. "A Plain Man's Guide to Bifurcations". IEEE Transactions
on Circuits and Systems. Vol. CAS-30, n® 8, August, 1983.

MEL'NIKOV, V.K. "On the Stability of the Center for Time-Periodic
Perturbations". Trans. Mosc. Math. Soc. 12:1-57, 1963.

CHOW, Shui-Nee.; HALE, J.K. and MALLET-PARET, J. "An Example
of Bifurcation to Homoclinic Orbits". Journal of Differential
Equations 37:351-373, 1980.

HOLMES, P.J. "Averaging and Chaotic Motions in Forced Oscillations".
SIAM - J.Appl.Math., Vol. 38, n® 1, February, 1980.

CHIRIKOV, B.V. "A Universal Instability of Many-Dimensional Oscillator
Systems". Physics Reports  52:(5):263-379, 1979.




[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

297

HOLMES, P.J. and MARSDEN, J.E. "Melnikov's method and Arnold
diffusion for pertubations of integrable Hamiltonian systems".

J. Math. Phys., April, 1982.

HOLMES, P.J. and MARSDEN, J.E. "Horseshoes in Pertubations of
Hamiltionian Systems with Two Degrees of Freedom". Commun.
Math. Phys. 82:523-544, 1982.

ODYNIEC, M. "Josephson -Junction Circuit Analysis Via Integral
Manifolds". IEEE Transactions on Circuits and Systems, Vol. CAS-
30, n® 5, May, 1983.

SALAM, F.M.A.; MARSDEN, J.E. and VARAYA, P.P. "Chaos and
Arnold Diffusion in Dynamical Systems". IEEE Transactions on
Circuits and Systems. Vol. CAS-30, n? 9, September, 1983.

SALAM, F.M.A. and SASTRY, S.S. "Dynamics of the Forced Josephson
Junctions Circuit: The Regions of Chaos". IEEE Transactions on
Circuits and Systems. Vol. CAS-32, n® 8, August, 1985.

GENCHEYV, Z.D.; ZDRAVKO, IVANOV: G. and TODOROV, B.N. "Effect
of Periodic Perturbation on Radio Frequency Model of Josephson
Junction". IEEE Transactions on Circuits and Systems. Vol. CAS-30,

n® 9, September, 1983.

HUBERMAN, B.A.; CRUTCHFIELD, J.P. and PACKARD, N.H. "Noise
phenomena in Josephson junctions". Appl. Phys. Lett. 37(8):15,
October, 1980.

PEDERSEN, N.F. and DAVIDSON, A. "Chaos and Noise in Josephson
junctions". Appl. Phys. Lett. 39(10), 15th November, 1981.

D'HUMIERS, D.; BEASLEY, M.R.; HUBERMAN, B.A. and LIBCHABER,
A. "Chaotics States and routes to chaos in the forced pendulum".
Physical Review A. Vol. 26, Number 6, December, 1982.




[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

298

FREIRE, E.; FRANQUELO, L.G. and ARACIL, J. "Periodicity and
Chaos in an Autonomous Eletronic System". IEEE Transactions
on Circuits and Systems. Vol. CAS-31, n® 3. March, 1984.

SINAY, L. "Introdug30 a Teoria das BifurcagBes". 72 Escola de Mate-
matica Aplicada. LCC-CNPq. Rio de Janeiro, Julho, 1985.

RUELE, D. and TAKENS, F. "On the Nature of Turbulence". Commun.
Math. Phys.  20:167-192, 1971.

BERNFELD, S.R. "A Neighborhood of the Hopf Singularity". Trends
in Theory and Practice of Nonlinear Differential Equations, edited
by V. Lakshmikanthan - Marcel Dekker, INC., 1984.

BRUNOVSKY, P. "One - parameter families of diffeomorphisms."
Symposium on Differential Equations and Dynamical Systems.
Warwick, 1968-69.

LANFORD, O.E. "Bifurcation of Periodic Solutions into Invariant Tori:
The Work of Ruelle e Takens". Lecture Notes in Mathematics -
322 - Springer - Verlag. Seatle, 1972.




E

(1]

(2]

[3]

[4]

299

— Manuais e Formuldrios

"Handbook of Tables of Mathematics". CRC Press, Inc. Fourth Edition,
1975.

"The CCITT Red Book - Recommendation V. 23" VII™ Plenary
Assembly. Malaga - Torremolinos, 8-19. October, 1984,

"Manual de Descrigdo e Manutengdo". Modem Elebra DA 1201/1". S3o
Paulo, Setembro, 1985.

VAN VALKENBURG, M.E. "Analog Filter Design". Holt, Rinehart
and Wiston, 1982.




