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SUMARIO

Esta pesquisa trata do desenvolvimento de um modelo de Programa
cido Dinamica para a analise de projetos interdependentes. As in
terdependéncias sao causadas pela ocorréncia de fluxo de mate
rial entre projetos integrados, fisicamente, em série. Sinergis
mos entre projetos consecutivos sao também considerados. Tal mo

delo é chamado Basico.

Trés fases sequenciais sdo necessarias para gerar os dados e ob
ter a solucdo Otima para o modelo Basico: analise do sistema fi
sico, determinagéo de retornos e gastos de capital, e solugao
do problema de alocacdo de capital. Para esta uUltima fase & de
senvolvido um algoritmo de Programagdao Dinamica baseado no en
foque de "espacos de estado embutidos". Para cada uma das treés

fases & elaborado um programa de computador em FORTRAN IV.

S3ao, também, desenvolvidas variantes de decomposigao do proble
ma de alocacgao de capital, equivalentes ao modelo Basico no sen
tido de conduzirem a mesma solugao Otima obtida com este  mode
lo. A otimizacao das variantes emprega, fundamentalmente, O mes
mo algoritmo do modelo Basico. Uma certa classe de variantes u

tiliza, adicionalmente, resultados da Programac¢ao Dinamica Nao-

Serial.

Um exemplo numérico é apresentado para ilustrar a utilizacdo do

modelo Basico bem como de suas variantes.

Finalmente, é feita uma extensdao ao modelo Basico referente ao

desenvolvimento de um modelo de Programa¢ao Dinamica que consi

dera interdependéncias entre quaiquer pares de projetos, e nao

sO entre projetos consecutivos.



ABSTRACT

This research deals with the development of a Dynamic Program
ming model for the analysis of interdependent projects. The in
terdependences are caused by the occurrence of material flow
between serial projects. Consideration is given also to syner

gisms between consecutive projects. Such a model is called Ba

sic.
Three sequential steps are needed for data generation and to
acquire the optimal solution of the Basic model: analysis of

the physical system, evaluation of returns and capital outlays,
and solution of the capital allocation problem. For this last
step a Dynamic Programming algorithm is developed based on the
"imbedded state space” approach. For each step a FORTRAN IV com

puter routine is written.

Decomposition variants for the capital allocation problem are
also analysed. They are equivalent to the Basic model, in the
_sense that both lead to the same optimal solution. The optimi
zation of these variants use, in essence, the same algorithm as
the Basic model. A particular class of variants uses, in addi

tion, results from the Non-Serial Dynamic Programming.

A numerical example is presented in order to show the applica

tion of the Basic model as well as of its variants.

Finally, an extension of the Basic model is elaborated, refer
ring to the development of a Dynamic Programming model which
considers the interdependence between any pair of prdjects, not

only between consecutive ones.
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NOTACAO E NOMENCLATURA *

CAPITULO 1
-~ n : indice de um particular projeto (ou estagio).
~ K ¢ numero de versoes nao nulas do projeto n.

- N : numero total de projetos (ou estagios).

CAPITULO 2

- I, " valor presente liquido do projeto n.

- t : um particular pefiodo de tempo.

- an(t) : gasto de capital do projeto n no periodo de tempo t.
S - ks variavel de decisao referente ao projeto n.
- XN(t) : disponibilidade de capital, no periodo de tempo t, pa

ra aplicacao em N projetos.
- C : conjunto de projetos mutuamente exclusivos.

- RN : matriz triangular de retornos de N projetos.

- oot interacao nos retornos devido a aceitagao dos projetos
n e m.
-k = (k,,...,k,) : vetor de variaveis de decisao (ou de ativi

1 N

(*) Variaveis com mesmo significado nos diversos capitulos sao definidas uma
unica vez. '



U(z)

X

£
n

\'%

nm

dades) de N projetos.
multiplicador de Lagrange.

vetor de caracteristicas, definido para cada particular

atividade.

vetor que define, de forma univoca, uma particular ativi
dade.

. N . .
matriz N x 27, cujas colunas formam todas as possiveis

combinacoes de zeros e uns em N componentes.

vetor de N compohentes, cada uma representando o gasto de

capital necessario a aceitagéo do projeto correspondente.
: utilidade do vetor de caracteristicas z.
vetor de 2N componentes, todos iguals a um.
vetor éujos T componentes fornecem a disponibilidade de
capital para aplicagao em N projetos, em cada periodo de

tempo {ou estado inicial).

vetor cujos T componentes fornecem o capital restante pa

ra aplicagdao em n projetos, em cada periodo de tempo.

vetor cujos T componentes representam os gastos de capi
tal necessarios a aceitacdo do projeto n, em cada perio

do de tempo.

(Xn) : retorno 6timo dos projetos de indices 1 a n, para o

capital restante Xn'

: vetor de interdependéncias nos gastos de capital dos

projetos n e m, em cada periodo de tempo.



Hn(Xn) : vetor de n éomponentes, cada uma representada por

uma variavel bivalente 0/1.

ré+1 valor presente liquido do projeto n+1 mais as intera
goes deste com 0s projetos selecionados dentre os de
indice 1,...,n. -

$+1 vetor de gastos de capital do projeto n+1 mais as inte

racoes deste com os projetos selecionados dentre os de
indice 1,...,n.

fn+1(xn+1’Hn+1(Xn+1)) : retorno Ootimo para n projetos.

Qg : capacidade existente da fabrica n.

Pk ¢ projetos de expansao para a fabrica n.

WO variavel bivalente (0/1) de decisdo para cada fabrica n

e cada possibilidade de projeto k.

9ok ° adicao de capacidade proporcionada pelo projeto Pnk'

Q : capacidade da fabrica n apdés a expansao.

anj : coeficiente técnico de transformacao de uma unidade de
produto da fabrica j em produto da fabrica n.

Hn : prego de venda do produto n.

As : lucro incremental apds as expansoes.

Jg ¢ receita antes da expansio.

O, § custo total anual de operagéo associado com a adigao de

capaéidade Ak



CAPITULO 3

P projeto de indice n.
T : horizonte de planejamento, em anos.

Pn(kn) : projeto de indice n, na particular versao kn'

an(kn,t) : coeficiente técnico de transformacao de uma unida
de de matéria-prima empregada por Pn(kn) em produ

to gerado por Pn(kn).

tr

qn_l(kn,kn_l,t) : quantidade de produto de Pn(kn), transferi
da a Pn—l(kn—l)’ no periodo de tempo t.
c . - .
qn(kn+1’ n,t) : quantidade de materia-prima de Pn(kn) compra

da no mercado, no periodo de tempo t.

g (k_,k ,t) : quantidade de produto de P_(k ) vendida no
n ' n n-1" n ' n
mercado, no periodo de tempo t.
qi(kn,t) : produgao total de Pn(kn), no periodo de tempo t.

qn(kn,t) : quantidade total planejada de matéria-prima a ser

processada por Pn(kn), no periodo de tempo t.

rn(kn,O) : valor presente incremental liquido de Pn(kn) se
P foi rejeitado.
n+1

I%(kn,t)-: precgo uhitério de venda do produto do projeto

Pn(kn), no periodo de tempo t.

Hﬁ(kn,t) : prego unitario de compra da matéria-prima utiliza

da por Pn(kn), no periodo de tempo t.

cn(k ,t) : demais custos operacionais de Pn(kn), no periodo
n .

de tempo t.



dn(kn,t) : depreciacao legal de Pn(kn), no periodo de tempo t.
an(kn,t) : gastos de capital de Pn(kn), no periodo de tempo t.

an(kn,T) : valor residual de Pn(kn)’ ao final do horizonte de

planejamento.
u : taxa de imposto de renda para a firma.

rn(kn,O,t) : fluxo de caixa de Pn(kn), no periodo de tempo t,

se Pn+1 foi rejeitado.

i : taxa de .desconto para calculo de valores presentes.
rn(kn’kn+1) valor presente incremental liquido de Pn(kn) se
P foi aceito na versao k £ 0.
n+1 n+1
Hﬁ(kn,kn+1,t) : preco unitario de compra da matéria-prima uti

lizada por P_(k_), se P foi aceito na ver
n n n+1 -

séowkr”1 # 0, no periodo de tempo t.

\% P .
Hn+1(kn' n+1,t) : prego unitario de venda do produto do proje
to P_ . (k ) se P foi aceito na versao
n+1 " n+1 n
k. £ 0, no periodo de tempo t.
r (k_,k t) : fluxo de caixa de Pn(kn); no periodo de tempo

n "n’ n+t1’
t, se P , foi aceito na versao LS £ 0.

pn(kn’k valor liquido atualizado das interacgoes entre

n+1)

Pn+1(kn+1) € Pn(kn)'

pnﬂﬂﬂknyht):.interagéo de Pn+1(kn+1) e Pn(kn), no periodo de
tempo t.

BN : funcao de retorno de N projetos (ou estagios).

X _ : vetor cujos T componentes representam o cabital'restante

n



l

para aplicacao em n projetos, em cada periodo de tempo

(ou variavel de estado para o estagio n).
D, variavel de controle do estagio n.

rn(xn’Dﬁ'Dn+1) : retorno do estagio n, funcao do estado de en
trada (Xn’Dn+1) e da decisdo tomada no esta

gio n (Dn).
tn(Xn’Dﬁ) : funcao de transicao no estagio n.

) : retorno o6timo de n estagios, fungao do estado

fn(xn’Dn+1-

de entrada.
fN(XN) : retorno otimo para N estagios (ou projetos).
Fn : conjunto dos possiveis valores de Dn’

An(kn)': vetor cujos T componentes sao os dispéndibs de capi

tal, em caQa periodo de tempo, de Pn(kn).

fn(xn’kn+1) : retorno 6timo de n projetos, funcao do capital
restante e da decisao no projeto n+1.

Hir(kn,kn+1,t) : preco unitario de transporte da materia-pri
ma utilizada em Pn(kn) e transférida de

Pn+1(kn+1),.em cada periodo de tempo.
p(2)(k k ,t) : interacao entre P_(k_) e P (k ) nos de
n n+1’ "n’ . n''n n+1 " "n+1 =
mais custos operacionais, em cada periodo

de tempo.

p(3)(k k _,t) : interacao entre P_(k_) e P (k. .) na de
n n+1’ " n’" 7" ° n''n n+1 '""n+1 =

preciagdao, em cada periodo de tempo.
—-vn(kn+1,kn,t) : interacao entre Pn(kn) e Pn+1(kn+1) nos gas

tos de capital (t=0,...,T-1) e nos valores re



n

An(kn'kn+1) : vetor cujos T componentes sao os dispéndios de
capital, em cada periodo de tempo, de Pn(kn) se
Pn+1 foi aceito na versao kn+1'
Vn(kn’kn+1) : vetor de T componentes que valem, para cada pe
riodo de tempo (t=0,...,T-1) Vn(kn+1'kn’t)'
in : decisao Otima no projeto n.
in : estado Otimo para o projeto n (ou para o estagio n).
6n decisao otima no estagio n.
Fn(kn+1) : pontos de descontinuidade de fn(Xn’kn+1)'
:}n—1(kn) : conjunto de pontos eficientes de fn—1(xn—1'kn)'
(3) . o o .
Bn—1(kn) : ponto de indice j, pertencente a Fn—1(kn)’
(3) [ o(3) ) ] =y — .
£ (B (k_);k ) : retorno otimo no estagio n-1, para o capi
n-1""n-1"n n (4) ‘ =
tal B3} (x ).
n-1"n
£ : indice de :;Iﬂ que leva ao retorno maximo, para o capital
inicial XN.
Tn(kn+1) : conjunto auxiliar, no estagio n, para a deciséao
kn+1 no estagio anterior, que permite tracar a po -

siduais (t=T).

p(1)(k k_,t) : custo total de transporte da materia-prima

n+1’"n
transferida de Pn+1(kn+1).para Pn(kn), em

cada periodo de tempo.

litica o6tima de decisao.



CAPITULO 4

) : valor presente incremental liquido de Pn(kn) se

n-1
Pn—1 foi aceito na versao kn—1'
- An(kn’kn—1) : vetor cujos T componentes sao o0s éispéndios de
capital, em cada periodo de tempo, de Pn(kn) se
P foi aceito na versao k .
n-1 : n-1
- Y1 : vetor cujos T componentes representam a disponibilidade

de capital para aplicacao nos N projetos, em cada perio

do de tempo.

- Y _ : vetor cujos T componentes representam o capital restante
para aplicagao em (N-n+1) projetos, em cada periodo de

tempo.

- gn(Yn’kn—1) : retorno otimo de (N-n+1) projetos, funcado do ca

pital restante e da decisao no projeto n-1,.

- g1(Y1) : retorno Otimo para N projetos.

- Y : estado Ootimo para o projeto n.

- G_(k

n n—1) : pontos de descontinuidade de gn(Yn'kn—1)'

) : conjunto auxiliar, no estagio n, para a decisao

kn—1 no estagio seguinte, que permite tracar a po

litica Otima de decisao.
~ Xpq t variavel de estado para o estagio £1.

= Dpq s varidvel de controle do estagio 4£1.

= tn(Xn’Dn'Dn+1) : funcao de #ran51gao no estagio n.

- t£1(xz1,D£1,D(£+1)1) : funcao de transicao no estagio £1.



Te1 = T2

1

(X

£1,D£1,D(£+1)1) : retorno do estagio £1.

fq(Xy) @ retorno otimo para N+L1 estagios.

A : indice de pseudo-estagio.

fh(Xh) :

CAPITULO 5

retorno Ootimo para N projetos.

Wn: conjunto de todas as variaveis de decisao de projetos com

indice superior a n.

n

rn(kn’wn

pn(kn’kn

A (k_,W
n' n’''n

Vn(kn’kn

tn(xn’Dn’wn)

rn(Xn,Dn,Wn)

1
fn(xn'wn

)

+V

)

+Vv

)

)

)

W_ : conjunto de interacgdes de Pn'

valor presente incremental liquido de Pn(kn), con
siderando as interacgoes deste projeto com aqueles

de indice superior a n.

: valor liquido atualizado das interacgdes de

).

P (k) com P_._(k_.

n 'n n+v ' n+v
vetor cujos T componentes sao os dispendios de ca
pital, em cada periodo de tempo, de Pn(kn), mais
as interagOes deste projeto com aqueles de indice

superior a n.

: interagoes nos gastos de capital, em cada perio
do de tempo, de Pn(kn) com Pn+v(kn+v)'

: funcao de transigao no estagio n.

: retorno do éstégio n, funcao do estado de en

trada’(xn,wn) e da decisao no estagio n (Dn)’

retorno 6timo de n estagios (ou projetos), funcéo

. e



(3) [ (3) ;50 )
- fn—1(8n—1(wn—1)’w

do estado de entrada.

. [} . : : ] .
Fn(wn) : pontos de descontlnqldade de fn(Xn,Wn).
' . . -
:}I}_1(Wn_1) : conjunto de pontos eficientes de fn—1(xn—
(3) (g0 ) 3 . '
Bn—1(wn—1) : ponto de indice j, pertencente a Fn_1(wn_1

retorno 6timo para o capital

)
n-1 .
(3) [y
%b4(wn—1)'

Tn(WA) : conjunto auxiliar, no estagio n, que permite

a politica otima de decisao.

00 GO0O0OOCaONN0O0N000 00

1'Wn—1

).

tragar

)



INDICE DE TABELAS

numero

3.1 - Coeficientes técnicos (an(kn,t)) e quantidade de
matéria~prima a processar (qn(kn,t)) e e e .

3.2 - Precgos de venda (HX(kn,t)), ' precos de compra

(A) - Pregos de compra (Hg(kn,k

(Hg(kn,t)), custos operacionais (Cn(kn’t))’ depre
ciacao (dn(kn’t)) e gastos de capital e valor resi
dual (an(kn’t)) 5 o 8 b 6 8o 56 a a9 o aaoc

n+1,t)), pregos de

transporte (Hﬁr(k ’kn+1't))' interagoes nos custos

(2}

operacionais (pn (kn+1’kn’t))’ interagoes na de
= (3) . -
preciacgao (pn (kn+1'kn’t)) e interacg¢oes nos gas
tos de capital e valores residuais (v_(k ko ,t))
n n+l1’"n
(B) - Pregos de compra (Hg(kn,kn+1,t)) e pregos de
tr
transporte (Hrl (kn’kn+1ft)) s M oooQ 3> o o c
Precos de venda (HX+1(kn,kn+1,t)) N

Determinacao de fluxos de caixa - r4(2,0,t)
Determinagéo de fluxos de caixa - p4(2,4,t)

Vetores de gastos de capital e retornos - exemplo

NUMELIiCO . v v v v v v v v e e e e e e e e e e

Pontos eficientes no pseudo-estagio (A), com deci

sao "0" no estagio 2 . . . . . . . . . . . .

Pontos eficientes no pseudo-estagio (4), com deci

sao "1" no estagio 2 . . . . . . . . . . .

Pontos eficientes no pseudo-estagio (4), com deci

sao "2" no estagio 2 . . . . . . . o .0 el
Pontos eficientes no estagio de divergéncia (2). .

Retornos e gastos de capital de projetos - exemplo

NUIMETiCO . v v v v v v v v e e e e e e e e e

pagina

93

- 97

98

99-100
101-104
106

107-109

125-127

147-148

149

150

152-153

172



INDICE DE FIGURAS

‘Estagios de produc¢ao ligados por fluxo de material

Complexo de mineracao e processamento . . . . . .
Projetos integrados em serie . . . . . . . . . . .

Diagrama funcional para N estagios em série, varia

vel. de estado ampliada . . . . . . .« ¢ . « < o . .
Diagrama funcional representativo do modelo Basico

Diagrama funcional representativo da primeira va

riante ao modelo Basico . . . . . . . . .« . . .

Diagrama funcional representativo das variantes ao
modelo Basico que empregam a Programagao Dinamica

Nao-Serial I T T

Diagrama funcional para. (N+L1) estagios, com ra

mos divergentes e variavel de estado ampliada . .
Diagrama funcional com pseudo-estagio . . . . . .

Diagrama funcional tipico para N estagios, varia

vel de estado ampliada e fluxo de informagdes en

tre pares de estagios . . . ¢+ ¢ 4 4 e e e e 4.

Representagao grafica das interdependéncias entre

os projetos do exemplo . . . . ¢ . . ¢ 0 e e o .

pagina

02

27

36

52

131

132

132

134

141

161

171



INDICE DE QUADROS

numero

2.1 - Caracteristicas gerais

daqueles desenvolvidos

2.2 — Caracteristicas gerais

daqueles desenvolvidos

pagina
dos modelos da classe A e
na pesquisa . . . . . . . 30
dos modelos da classe B e
na pesquisa . . . . . . . 31



h

CAPITULO 1

INTRODUCAO, OBJETIVOS E ESCOPO DA PESQUISA

Um projeto, no sentido econOmico, pode ser definido como uma
oportunidade de investimento que envolve desembolsos monetarios

e beneficios futuros {(retornos) esperados.

As firmas industriais, que constituem o objeto desta pesquisa,
possuemn recursos monetarios (capital) limitados, sendo que exis
tem, em geral, numerosos e variados projetos que demandam e dis

putam tais recursos.

A Analise Econdomica de Projetos Industriais, ou, simplesmente,
a Analise de Projetos, tem como finalidade determinar como os
recursos da firma serao alocados aos projetos que se lhe apre

sentam, de forma que os objetivos da mesma sejam atingidos.

- Os projetos que concorrem pelo capital da firma guardam, entre

si, alguma relagdao do ponto de vista economico. Dado um par de
projetos, eles pcderao ser economicamente independentes ou in
terdependentes (interagentes). Serao independentes se os desem
bolsos e beneficios esperados de um deles forem sempre Os mes
mos, quer o outro projeto seja aceito, quer seja rejeitado,e vi
ce-versa. Serao interdependentes no caso oposto, ou seja, se 0s
desembolsos e retornos esperados de um dos projetos forem afe
tados pela decisao de aceitar ou rejeitar o outro,e vice-versa.
Esta classificacdo tem utilidade na medida em que sao diferen
tes as formas segundo as quais sao analisados conjuntos que ape
nas contenham projetos independentes daqueles que contém proje

tos interdependentes.

A motivacao basica para esta pesquisa surgiu quando da partici

pagao do autor em trabalhos profissionais de analise de  proje
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tos em que, por divefsas vezes, se se deparava com a seqguinte
situagao: uma determinada matéria-prima era transformada em pro
duto através de certo processo de produgao. Este produto - pode
ria ser comercializado e/Qu servir como matiria-prima para ou
tro processo de produgao que, pOr sua vez, gerava um novo produ
to que também poderia ser comercializado e/ou ser processado
adicionalmente, e assim por diante, durante um certo nimero de
estagios de producgao. Cada estagio de produgao poderia receber
matéria-prima do estagio anterior e/ou do mercado (através de
compras). Na figura 1.1 & esquematizada a situagao acima. Os re
tdngulos representam os estagios de produgao e as flechas repre
sentam fluxos de materiais. As flechas horizontais represehtam
trans fenencias entre os estagios. As flechas verticais superio
res dizem respeito a compras de matéria-prima e, as inferiores,
a vendas de produto. Na figura 1l.1. foram representados cinco

estagios de produgao, apenas a titulo de exemplo.

FIGURA 1.1 ESTAGIOS DE PRODUCAO LIGADOS POR FLUXO DE MATERIAL

Fonte: Elaborado pelo autor.

Algumas das perguntas que se colocaram acerca desta situacgao,
foram: quais produtos deveriam ser produzidos e vendidos e/ou
processados adicionalmente, quais as quantidades de produgao pa

ra cada um dos produtos e qual processo de produgao deveria ser
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adotado em cada estagio, considerando um certo critério de pre

feréncia para avaliar as alternativas.

No problema acima descrito, observa-se que cada um dos estagios
de produgao pode ser considerado um projeto, de acordo com a de
finigao apresentada anteriormente. Mais especificamente, tais
projetos podem ser classificados como economicamente interdepen
dentes, pois os beneficios esperados, relativos a um dado proje
to, sao afetadcs conforme o projeto anterior seja ou nao  acei
to, e vice-versa, sendo que a ocorréncia de transferencias de
material, de um projeto para outro, & a responsavel por esta in
terdependéncia. Deve—se‘observar que o problema nao consiste Sl
mente na aceitagao ou rejeigao de cada projeto, mas na sua re
jeicao ou na aceitacao de uma das versoes segundo as quais ele
pode se apresentar, variando-se a quantidade produzida, o pro

cesso de fabricacao, etc.

A integragao fisica entre estagios de produgao, através de flu
xo de material, & encontrada, com maior freqiiéncia, dentro da

chamada indastria de processamento. Abaixo sao dados alguns

o)

xemplos:

(a) a partir da cana-de-aglcar e de sua moagem, obtém-se um cal
do rico em sacarose que,apos ser tratado com nutrientes, &
fermentado, obtendo-se um material intermediadrio denominado
vinho. Este vinho, apds sofrer destilagao e retificacgao, re
sulta no alcool etilico hidratado que & um produto comercia
lizavel. O alcool hidratado pode sofrer uma desidratagéo,

obtendo-se o etanol anidro que também & comercializavel;

(b) a partir do amendoim e tendo este sofrido operagoes de 1lim
peza, trituragao, laminagéo, cozimento e prensagém, obtém-
se o Oleo bruto, .um produto que pode ser vendido para ser
utilizado na fabricagao de saboes, por exemplo. O d6leo bru
to pode ser, também, submetido a operagoes de  decantacgao,
filtragcao, neutralizagao, branqueamento e desodorizagao,pro

duzindo-se o 0leo refinado comestivel;
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(c) em uma aciaria, utilizando o minério dé ferro como matéria-
prima, produz-se lingotes de ago que podem sofrer laminagao,
obtendo-se o ago laminado que, por sua vez, pode ser trefi
lado, produzindo-se ag¢o trefilado. Este altimo, através de
forjamento, da origem a pecgas forjadas que, finalmente, po
dem ser usinadas. Apds cada estagio de produgao, obtém-se
um produto que pode ser comercializado e/ou processado adi

cionalmente;

(d) uma tecelagem, a partir de fios de algodao, por exemplo, pro
duzira tecidos. Estes, por sua vez, poderao ser vendidos
e/ou processados adicionalmente para se obterem pecas de

vestuario.

Em todos os exemplos citados, os estidgios de produgao se apre
sentam integrados em 4endie; no entanto, esta nao & a unica for
ma possivel de integracao fisica. Esta pesquisa analisa o caso
em série, sendo que outras possibilidades serao citadas no Capil
tulo 6.

Um aspecto que desperta o interesse na busca de um meio para se

resolver eficientemente o problema proposto & o nimero de alter
nativas resultantes do mesmo. Considerando que cada projeto n
possa ser aceito em uma dentre K versoes ou que possa ser re
jeitado, e sendo N o numero de projetos, havera um total de
ngl (L + K,) alternativas a serem avaliadas. Por exemplo, para
N = 10 e K;= K= ...= K;,= 4, o total de alternativas & de 5!'°?,
ou, aproximadamente, 10 milhoes, um nimero que torna praticamen
te impossivel a busca exaustiva da melhor alternativa, se isto
tiver que ser feito manualmente. Em problemas com maior niumero
de projetos e de versoes para cada projeto, a busca exaustiva
da solucgao otima pode se tornar muito demorada e custosa, mesmo
para um moderno computador digital. Se o objetivo for a obten
¢ao da solugao o6tima para o problema, deve-se procurar um meio
para tal, no qual apenas uma pequena parcela das alternativas

tenha que ser avaliada e que dela resulte a solugéo do problema.
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A literatufa de Anélisé Econdmica de Projetos Industriais esta
voltada, principalmente, para o caso de projetos independentes.
Apenas poucos trabalhos se dedicam a formulagao e solugao de
problemas envolvendo projetos interdependentes, sendo que | al
guns deles moaelam, através da Programac¢do Dindmica, situagoes

que se assemelham aquela abordada nesta pesquisa. Retomando a

figura 1.1, observa-se que ela lembra o tradicional "esquema
das caixas" utilizado, entre outros, por Nemhauser (21), para
representar,graficamente,um problema de decisoes seqienciais.

Verifica-se que na figura 1.1 comparecem fluxos de materiais e
estagios de produgéo, caracterizando um sistema fisico, enquan
to no "esquema das caixas" representam-se fluxos de informagao
e estagios de decisao. Esta pesquisa tem como objetivo thansgor
mar o sistema fisico da figurna 1.1 num sistema de  informagoes
associado e, utilizando a fecnica da Programagdo Dinamica, de
terminan a decisdo a toman com nelacao a cada um dos estagios
(projetos), de forma a se obter a alternativa otima para o pro
blema de alocag¢ao de capital.

Neste trabalho, a analise econdmica da estrutura em série da fi
gura 1.1 & feita considerando gue cada projeto pode ser rejeita
do ou aceito em uma dentre um conjunto d.iscreto (finito e nao-
vazio) de versoes. Além disso, assume-se a nac-aleatoriedade
das diversas variaveis envolvidas no problema, tais como os re
tornos dos projetos, os investimentos que tais projetos necessi
tam, etc. Algumas outras hipdteses assumidas para a solugcao do
problema siao apresentadas no decorrer dos demais capitulos do

trabalho.

Esta pésquiSa’esté apresentada em dois volumes. Este volume (I)

esta organizado da seguinte forma:

~ O capitulo 2 apresenta uma revisao da literatura sobre Anali
se Econdmica de Projetos Industriais. Pelo proprio objetivo
do trabalho, deu-se especial destaque aos modelos empregados

para a analise de projetos interdependentes.
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No capitulo 3 é desenvolvido o modelo Basico de Programacao
Dinamica e o algoritmo de solugao que permitem resolver o pro
blema de analise de projetos integrados, fisicamente, em sé
rie. Um exemplo numérico, hipotético, é apresentado para ilus

trar a utilizagao do algoritmo.

No capitulo 4 sio desenvolvidos modelos de Programacdo Dinami
ca equivalentes (variantes) aquele do capitulo 3, no sentido
de levarem a mesma solucao obtida com o modelo Basico. O mes
mo exemplo do capitulo 3 & resolvido atraves das variantes de

senvolvidas.

O capitulo 5 estende o modelo desenvolvido no capitulo 3 para
incluir interacOes entre quaisquer pares de projetos e nao
apenas entre projetos consecutivos, como era admitido inicial

mente.

Do capitulo 6 constam o sumario do trabalho, as conclusdes ge
rais do mésmo e alguns tdépicos que poderao constituir alvo de

pesquisas futuras.

Finalmente, sao listadas as referéncias bibliograficas cita

das no texto.

No Volume II foram incluidas as listagens de computador relati

vas aos programas desenvolvidos para a solucao do modelo Basico

do capitulo 3, bem como ac exemplo numérico daquele mesmo capi

tulo e do capitulo 4.

[soliesvoeocesoscossosareies]



caPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

Trés importantes caracteristicas do problema analisado neste
trabalho constituem o referencial basico para a definigao da 1i
teratura relevante para a pesquisa, discutida neste capitulo.

Sao elas:

(a) a Otica, segundo a qual os projetos sao analisados, € a da

empresa privada;

(b) admite-se a nao-aleatoriedade das diversas variaveis envol

vidas no problema;

(c) os projetos a serem considerados nao sao todos independen
tes entre si, havendo, necessariamente, interdependéncias

entre alguns deles.

De acordo com essas caracteristicas, foram identificados alguns
trabalhos relevantes para a pesquisa. Tais trabalhos foram clas
sificados, para fins de apresentacao e discussao. Um  primeiro
critério, utilizado na classificagéo, diz respeito ao tipo de
interdependéncia considerada. Como o principal interesse desta
pesquisa se relaciona a interdependéncias causadas por fluxos
de materiais entre os projetos, duas grandes classes de traba
lhos foram obtidas, conforme a interdependéncia considerada es
tivesse diretamente ligada a fluxos de materiais ou nao. Um se
gundo critério foi aplicado a cada uma das duas classes e diz
respeito ao tipo de modelo formulado para representar o proble
ma. As classes de interdependéncias consideradas, bem como as
categorias de modelos, dentro de cada classe, sao apresentadas

abaixo:
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- Classe A: Interdependéncias nao diretamente relacionadas a

fluxos de materiais entre os projetos em analise
categoria A.l1 - Modelos de Programagao Inteira
~ Modelos de Programagao Quadratica

A
. categoria A.
. categoria A

A

2
.3 - Modelo de Analise de Atividades
. categoria 4 - Modelos de Programagao Dinamica

- Classe B: Interdependéncias diretamente relacionadas a fluxos

de materiais entre os projetos em analise

. categoria B.l1 - Modelo de Programacao Inteira

. categoria B.2 ~ Modelo de Programacao Inteira - Mista

A discussao sobre a literatura & feita segundo cada uma das

classes acima, nos itens 2.1 e 2.2.

No item 2.3 & feito um confronto entre os modelos apresentados

na literatura e aqueles desenvolvidos na pesquisa.

2.1 MODELOS DA CLASSE A - INTERDEPENDENCIAS NAO DIRETAMENTE RE-
LACIONADAS A FLUXOS DE MATERIAIS ENTRE OS PROJETOS EM ANA-
LISE

Neste item sao abordados os modelos que consideram interdepen
déncias entre os projetos em analise, sendo que éstas interde
pendéncias nao sao diretamente ligadas a fluxos de materiais en
tre os mesmos. Sao as seguintes as categorias de modelos, anali
sadas a seguir: Programagao Inteira, Programégao Quadrética, A

nalise de Atividades e Programacao Dindmica.
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2.1.1 Modelos da categoria A.l - Programagao Inteira

Dois dos mais importantes trabalhos desta categorié sao os de
Weingartner "(31 e 32). O ponto‘de partida da analise de Wein
gartner & o classico problema de Lorie e Savage (14): seja rnp
o valor presente liquido do projeto n, sendo a atualizagao fei
ta segundo uma taxa de juros conveniente; seja a,(t) o gasto de
capital demandado pelo projeto n no periodo de tempo t; seja
Xy(t) a disponibilidade de capital no periodo de tempo t. Defi
ne-se ky como sendo a variavel de decisao referente ao projeto
n, com kp = 1 se o projeto n for aceito e kp = 0 caso o projeto
n seja rejeitado. O problema de Lorie e Savage (14) é o seguin

te:

N
Maximizar I ry ky , sujeita a (2.1)
n=1
N
L an(t)ky < Xy(t) t=0,...,T-1 (2.2)
n=1
kn = 0,1 , n=1,...,N (2.3)

Como pode ser observado, o modelo acima apenas inclui projetos

independentes. A consideracao de interdependéncias entre os pro

jetos, no modelo acima, & feita por Weingartner (31 e 32), PO
rém, sdo tratados apenas dois tipos: (1) Projetos Mutuamente Ex
clusivos - dois projetos sao mutuamente exclusivos se a aceita

¢io de um deles inviabilizar a aceitagao do outro; (2) Projetos
Dependentes - um projeto & dependente com relagao a outro se
sua aceitacao estiver condicionada a aceitagao daquele. E inte
ressante acrescentar que as definigoes de projetos mutuamente
exclusivos e de projetos dependentes podem ser estendidas a
mais que dois projetos, o que & visto a seguir, de acordo com

Weingartner (32):
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(1) Projétos Mutuamente Exclusivos - considere-se um conjunto C
de projetos mutuamente exclusivos, do qual no maximo um pro-

jeto sera selecionado. Esta restricao pode ser expressa por:

X k., <1 (2.4)

(2) Projetos Dependentes - seja o projeto ﬁl dependente do pro
jeto n2, sendo este dependente do projeto n3, etc., forman
do uma cadeia de projetos dependentes até o projeto ne, con
siderado como independente com relagao aos demais que estéo
sendo analisados. Tem-se as seguintes restrigoes represen

tando esta situagao:

knl < kn2
kKna £ kg3 (2.5)
kn,e—l h kne

Diversos exemplos de situagoes envolvendo projetos mutuamente

exclusivos e dependentes, sao dados por Weingartner (31 e 32).

HA vaArios outros autores que, analogamente a Weingartner (31 e
32), no que se refere a interdependéncias entre projetos, em mo
delos de programacao inteira, apenas tratam de projetos mutua
mente exclusivos e dependentes. Como exemplos, pode-se citar

Bierman e Smidt (¢ ), Bussey (8), Mao (15), Wilkes (36),Baumol
( 3), Sengupta e Fox (27) e Woiler (37, 38 e 39).

Deve-se notar que os dois tipos de interdependéncia citados sao
casos particulares da definigao mais geral de interdependéncia

entre projetos,.apresentada no capitulo 1. A consideragao, no
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modelo, de interdependéncias segundo a definigao geral, levaria
3 obtencdo de uma fungdo objetivo e de restrigoes de capital
nas quais cada um dos termos envolvidos - retornos e gastos de
capital dos projetos, respectivamente, depende da decisao toma
da com relagdo ao projeto em qﬁestéo e de outras decisoes refe
rentes a projetos com os quais aquele anterior interage. No

item 2.1.2 & discutido um modelo que considera tais interagdes.

Finalmente, o tratamento de projetos que podem ser aceitos em
uma dentre varias versoes pode ser feito se se considerar que
as versoes sao mutuamente exclusivas e, entdo, para cada versao

se definir um novo projeto (ver, por exemplo, Woiler (38)).

2.1.2. Modelos da categoria A.2 - Programacao Quadratica

A consideracao de interdependéncias, segundo a definigao  apre
sentada no capitulo 1, & feita através de um modelo desenvolvi
do inicialmente por Reiter e Sherman (26) e, também, apresenta
do por Reiter (25), Weingartner (32), Sengupta e Fox (27) e
Ullmann (30). '

" 0 modelo de Reiter e Sherman (26) & construido sem a considera
cido de restrigdes de capital e leva em conta a interagao  exis

tente entre pares de projetos. A matriz triangular de retornos

’ \
11 Fi2 F13 - TiN
r22 r23 . B 3 r2N
Ry~ T3z ---- 3N (2.6)
O
C TN
™ » /

& definida para .o conjunto de N projetos de tal modo que o vé
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lor presente liquido do projeto n € rpn € o0 valor presente adi
cional, devido 4 aceitacdo dos projetos n e m é rpy, , aléem do
valor presente devido a n, rpp , € devido a m, rp,. O problema
consiste em se determinar uma partigdo Stima do conjunto de in
dices de projetos em dois subconjuntos tal que o retorno total

de um deles {(chamado subconjunto 6timo) seja maximo.

Projetos mutuamente exclusivos e projetos dependentes sao trata
dos como casos particulares de interacoes entre projetos. Se
dois projetos forem mutuamente exclusivos, basta estabelecer -«
como sendo sua interacao. Se o projeto 1 for dependente do pro
jeto 2, faz-se rjj representar o valor presente dos desembolsos
do projeto 1, enquanto rj) é fixado como sendo o valor presente
dos beneficios de 1, adicionalmente a 2; rps & definido como
- sendo o valor presente liquido do projeto 2 considerado isolada
mente. Da mesma forma que no item 2.1.1, aqui também & possivel
estender as definigoes de projetos mutuamente exclusivos e de

projetos dependentes a mais que dois projetos.

O problema, tal como definido acima, & um de programagao quadra

tica inteira. Sua formulacgao também pode ser dada por:

N N
. 3 - .
Maximizar k RN k' = z z L kn km ; Sujeita a (2.7)
n=1 m=1
kn =0,1, n=1, ..., N, ‘ (2.8)
sendo r_ _ dado por (2.6), k = (ki kopsrenos ky) e k' & a trans
posta de k.

A possibilidade de alterar o modelo visto, para incluir restri
coes de capital, foi discutida por Weingartner (32), Ullmann
(30) e também apresentada por Sengupta e Fox (27). A forma de
fazé-lo emprega a técnica de multiplicadores de Lagrange gene

. —
- ¢
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ralizados. Apenas para ilustrar a técnica, se existir uma Gnica

restricao de capital utiliza-se um @nico multiplicador. Os ter

mos a, da restrigao
N
z a, k< X (2.9)

sao introduzidos na matriz Ry de (2.6), com o multiplicador A&,

da seguinte forma:

s \
rll—kal o Ly  eeeees iy
r22—>\a2 Loy eeeees YoN
r33—;\a3 ...... L3y
RN = - . (2.10)
A 9 - - -
TN Aa
N ‘ -~
e o procedimento de otimizagao é repetido para valores varia

veis de A(nao-negativos), até que a restrigao (2.9) seja = satis
feita. Pode-se mostrar, entretanto, que para deterﬁinados ca
sos, embora o problema original tenha solugao 6tima, nao existe
A que leve a mesma e, portanto, o método falha (ver, por exem .

plo, Dreyfus e Law (9) e Ullmann (30)).

Weingartner (32) discute, também, a possibilidade de alterar a
matriz Ry de (2.10) para incluir interacoes entre os projetos

no que se refere a gastos de capital.

Embora nao tenha sido explicitamente discutido por nenhum dos
trabalhos citados, o tratamento de projetos que podem ser acei

tos em mais do que uma versao pode ser feito, dentro do contex
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to aprescntado, considerando-se que as versoes de um mesmo pro

jeto sdao mutuamente exclusivas.

2.1.3. Modelo da catégoria A.3 - Analise de Atividades

Dentro desta categoria, um unico trabalho - Goldwerger e Pa
roush (11), foi identificado na literatura pesquisada. Segundo
aqueles autores, o enfoque de Analise de Atividades, para a se
legao de projetos interdependentes, tem as seguintes caracterig
ticas: (a) as variadveis de decisao nao sao os projetos, mas com
binagoes de projetos, chamadas de atividades; (b) a fungao de
utilidade do tomador de decisoces nao & definida sobre ativida

des, mas sobre caracteristicas de atividades.

Resumidamente, a partir da definicao dos projetos, sao formadas
as suas possiveis combinagoes (atividades). Paralelamente, sao
definidas as caracteristicas a serem consideradas para selegao
de atividades, por exemplo, valor presente, liquidez financei
ra, mao-de-obra empregada, etc. A cada atividade, entao, sao

atribuidos valores numéricos, um para cada caracteristica, sen

~do um particular valor, atribuido a uma dada caracteristica,tan

to maior quanto mais a atividade satisfizer a caracteristica.
Adicionalmente, como para cada projeto & definido o gasto de
capital necessario para a sua aceitacao, é possivel determinar

o gasto de capital exigido para a aceitagao de cada uma das ati

vidades, fazendo-se a soma dos gastos dos projetos que as com
poem (1) 4 seguir sao determinadas, para cada nivel de capital
disponivel, o conjunto de atividades viaveis e eficientes, ou
seja, atividades que satisfazendo a restricao de capital, nao

guardam entre si nenhuma relacdo de domindncia, sendo que aque

las nao pertencentes aquele conjunto sao dominadas por ao menos

(1) E interessante notar que o trabalho discutido, embora considere interde
pendencias entre os projetos, quando da atribuicao de valores as carac
teristicas das atividades, deixa de faze—lo no que diz respeito ao gas
to de capital de cada atividade. N
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uma das pertencentes ao'mesmo. Finalmente, para se decidir so
bre a atividade Otima, para cada nivel de capital disponivel, o
tomador de decisoes devera associar, para cada atividade, um
Gnico valor numérico - a utilidade do conjunto de valores atri

buidos as suas caracteristicas.
A descrigao formal do modelo & apresentada a seguir. Sejam:

- k: vetor de atividades (combinagoes de projetos), com N compo
nentes, sendo N o numero de projetos; cada componente pode
assumir o valor zero ou o valor um, representando, respec
tivamente, a rejeicao ou aceitacgao do projeto corresponden
te.

- z: vetor de caracteristicas, com r componentes, sendo defini

do para cada atividade.

- y: vetor definido de tal forma que, para cada atividade k (ha
um total de 2N atividades), um Unico y correspondera. Tais
vetores possuem 2N componentes, sendo que apenas uma delas
assume o valor u&, as demais sendo iguais a zero. O compo
nente que assume o valor um corresponde a atividade em

questao. Cada componente de y &€ designada por Ym-

Tem—-se:

k = Ey (2.11)

onde E & uma matriz N x 2N, cujas colunas formam todas as possi
p 1

veis combinagOes de zeros e uns em N componentes.
A seguir, sao definidos:

- Xy disponibilidade de capital (um escalar) para aplicagao

em N projetos.

- a: vetor de N componentes, cada uma representando o gasto
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de capital necessario a aceitacgao do projeto correspon

dente.
—~ U(z): utilidade do vetor de caracteristicas z.

O modelo, usando as definicoes acima, &€ o seguinte:

maximizar U(z), sujeita a

z =Gy

by < Xy (2.12)
Ym = 0,1 m=1, ..., oN

Xy =vl

onde G & uma matriz r x 2N , b =aE e x @ um vetor linha de 2N

componentes, todos iggais a um.

A possibilidade de inclusao, no modelo, de maior numero de res
trigcoes de capital, assim como de projetos que podem ser acei
tos em mais do que uma versao, & relativamente simples. A  pri
meira extensdo & feita através da redefinigao da ~desigualdade
by < Xy , obtendo-se tantas desigualdades deste tipo quantas fo
rem as restri¢gdes de capital. A segunda extensao é feita consi
derando a definicao de projetos mutuamente exclusivos, como no

item 2.1.2.

0O modelo formado por (2.12) & um de programagao inteira; entre
tanto, suas caracteristicas sao bastante distintas do que se

viu no item 2.1.1, dal a sua apresentacao em item a parte.

Deve-se atentar para o fato de que o modelo de (2.12) por tra

tar com variaveis de decisao relativas a atividades, ao inves
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de projetos, deve requerer maior trabalho computacional do que
‘modelos do tipo visto em 2.1.1, com mesmo namero de projetos.
Esta &, em consequéncia, a contrapartida para se obter um mode
1o mais refinado no que tange a medida do mérito da decisao to

mada.

2.1.4 Modelos da categoria A.4 - Programagao Dinamica

Tem-se trés trabalhos dentro desta categoria: Weingartner (32),
Ullmann (30), e Nemhauser e Ullmann (23). De forma a apresentar
e discutir tais trabalhos, retomar-se-a, inicialmente, o modelo
representativo do problema de Lorie e Savage (14), dado por
(2.1), (2.2) e (2.3):

N .
maximizar z r k_ , sujeita a (2.1)
n 'n
n=1
N
X an(t) kn < XN(t){ t=0, ..., T-1 (2.2)
n=1
kn = 0,1 , n=1, ... , N (2.3)
A decomposicao do modelo acima, por Programagao Dinamica, re

quer as seguintes definig¢oes adicionais:

- X vetor cujos T componentes fornecem a disponibilidade
de capital para aplicagao em N projetos, em cada pe

riodo de tempo.

- X_ vetor cujos T componentes..fornecem o capital restante
para aplicacao em n projetos, em cada periodo de tem

po, n =0, ... , N-1.
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- A_ vetor cujos T componentes representam os gastos de ca

pital necessarios & aceitagao do projeto n, em cada

periodo de tempo, n =1, ... , N. Evidentemente
A= (an(O), an(l), e an(T—l)).
- fn(Xn): retorno otimo dos projetos de indices 1 a n, dado o

capital restante Xn'

Das defini¢des acima depreende-se a fungdo de transigao

n n+l - “n+l kn+l ,n =0, ..., N-1 (2.13)

As equagaes recursivas para a solugao do problema, sao:

F (X)) =0, VX, 2> 3 (2.14)
£ (X)) = max [fn_l(xn), r, o+ fn_l(Xn—An)] , paran =1, ...,N
(2.15)
sendo f__, (Xn—An) = —o ~ (2.16)
se algum componente de (Xn—An) for negativo, n =1, ... , N.

Em (2.14) a desigualdade vetorial & tomada elemento a elemento.

A equagao (2.15) pode ser reescrita como

£ (X)) = max  [r k + £

« To x -ak)] ,n=1, ..., N

n-1
(2.15)

A condigdo (2.16) tem como finalidade tornar inviavel a aceita
cao de determinado projeto, caso nao haja capital suficiente pa

ra tal.
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Como se disse no item 2.1.1, o modelo representativo do proble
ma de Lorie e Savage (14) apenas inclui projetoé independenteé.
Em coﬁseqﬁéncia, também o faz o modelo formado por (2.13), (2.14),
(2.15) e (2.16).

Weingartner (32) discute a possibilidade de consideragao de pro
jetos mutuamente exclusivos e projetos dependentes no modelo de
Programagéo Dinamica formado por (2.13), (2.14),(2.15) e (2.16).

Abaixo & sumarizada tal discussao.

(1) Projetos Mutuamente Exclusivos - Retomando (2.4):
r k<1 (2.4)
n —
neC

A restricdo (2.4) deve ser considerada para o caso de um
conjunto C de projetos mutuamente exclusivos, do qual no mé
ximo um projeto serad selecionado. Note-se que tal restrigao
& semelhante aquelas relativas ao capital disponivel, dadas
~-por (2.2), sugeriﬁdo que se use o mesmo tratamento dado a
estas Gltimas. Assim, para cada conjunto de projetos mutua
mente exclusivos, obtém-se uma restrigao do tipo (2.4) que

& tratada da mesma maneira que as restrigoes de capital (2.2).

(2) Projetos Dependentes - Estes podem ser tratados como conjun
tos de alternativas compostas e mutuamente exclusivas. Dado
um conjunto qualquer de projetos, uma alternativa composta
é obtida ao se atribuir um particular valor para a variavel
de decisao relativa-a cada um dos projetos. Entretanto, es
ta maneira de tratar projetos dependentes nao & muito inte
ressante pois o nimero.de alternativas compostas pode se
tornar muito grande, tornando muito trabalhosa a obtengao
da solugao do problema. A dificuldade no tratamento de pro
jetos dependentes reside na forma de (2.5), da qual se to

mou apenas uma desigualdade:
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k.1 < Koo (2.5)
ou
koy = kyp <O (2.5)

Como pode.ser visto em (2.5), o sinal negativo que antecede
kﬁz impede que se trate (2.5) como as restrigoes de capital
(2.2). Segundo Weingartner (32), a condigao de nao—negativi
dade dos coeficientes das variaveis de decisao, deriva do
requisito de que a fungao de gastos de capital deve ser mo
notonicamente nao-decrescente com cada variavel de decisao.
Com esta condigao imposta, nao & possivel aceitar o projeto
dependente, num estagio, apds sua rejeicao devido a (2.5).
A forma, proposta por Weingartner (32), de contornar a difi
culdade, & pré-ordenar os projetos a analisar, de maneira
que os membros independentes de um conjunto (com os coefici

entes negativos), ;sempre precedam Os dependentes.(z)

O trabalho de Weingartner (32) apenas discute os dois casos aci

ma, que sdo casos particulares da definigao mais geral de inter

dependéncia entre projetos, apresentada no capitulo 1. Ja os

trabalhos de Nemhauser e Ullmann (23) e de Ullmann (30),que tam

bém apresentam o modelo formado por (2.13), (2.14), (2.15) e

(2.16), vao mais além e formulam um modelo que considera aquela

definic3do, de inicio como um de programagao quadratica inteira:

(2) Uma forma alternativa de obter o mesmo resultado consiste em tratar

(2.5) na sua forma original, ou seja, kpj < kyy . Analisa-se, ini
cialmente, o projeto dependente (e nao o independente, conforme pro
posto por Weingartner (32)), tendo-se, neste estagio, uma variavel de
estado a mais referente a decisao acerca do projeto independente.No
estagio que corresponder ao projeto independente, escolhe-se o valor
daquela variavel.
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"Maximizar

N _N _ N N-1 - N K k (3)
kR k' = X X r kk = % r k + )X L r '
n n=1 m=1 nm n m -1 nn n=1 m=n+l nmvn m

(2.17)
sujeita a
N N-1 N :
% A ko o+ X )X V__k k < X . (2.18)
n=1 nn n=]1 m=n+l nmnom. - N
kn =0,1 N n=1 , ... , N (2.19)

No modelo acima, o vetor V,, expressa interdependéncias no gas
to de capital dos projetos n e m, caso ambos sejam aceitos, em
cada perilodo de tempo.

-

A desigualdade vetorial de (2.18) e tomada elemento a elemento.

°

Deve-se notar que a funcao objetivo & exatamente a mesma de
(2.7).

A construgao do modelo formado por (2.17), (2.18) e (2.19) é

apenas uma fase intermediaria para a obtencao de um equivalente

de Programagao Dinamica.

No modelo, o tratamento dado a projetos mutuamente exclusivos e

a projetos dependentes & o seguinte:

(1) Projetos Mutuamente Exclusivos - se os projetos n e m sao

mutuamente exclusivos, estabelece-se:

Vnm =M com M >> XN (2.20)7

 (3) Esta-se designando r oo Porr simplesmente.
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(2) Projetos Dependentes - se o projeto n for dependente do pro

jeto m, faz-se:

\Y =A - M (2.21)

A sequir & apresentada a construgao do modelo de Programagao
Dindmica, a partir do modelo formado por (2.17),(2.18) e (2.19):
ignorando, momentaneamente, as interacoes do projeto
n+l com os demais projetos de indice maior que n+l, o problema

pode ser resolvido pelas equagoes recursivas:

F(X_,H) =0 \,lxo >0 (2.22)
—_ [}
fn+l(Xn+l’ Hn+1(xn+l)) D [fn(xn+l’ Hn(xn+l))’ T+l +
AT —n1!
+ fn(xn+l A n+l’ Hn(xn+l A n+l))]
(2.23)
onde
Hn(xn) e (hon(xn) 2 TR hnn(Xn)) e hjn(Xn) =1 se o proje
to i for selecionado dentre os projetos de indices 1,...,n, da
do o capital Xn , € igual a zero caso contrario, e '
n
L —_— — ' =
el T Tnar I (55 /Py Kpgg T ATp) 5 D) (2.24)

1
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(v /h. (X - A )

j,n+1l" " jn n+l n+l 1) (2.25)

o
!
>
+
i)

1

Deve-se notar que A'[ & o gasto de capital do projeto n+l

mais as interagBes deste projeto com os projetos selecionados

dentre os de indice 1, ... , n , dada a disponibilidade de capi
_ ]

tal (X41 — Alpiq)s

jeto n+l mais as interacoes deste com os projetos selecionados

e r'ny] € o valor presente liquido do pro

dentre os de indice 1, ... , n , dada a disponibilidade de capi
- ]

e (Xn+l 53 n+l)'

0 modelo de Nemhauser e Ullmann (23), e de Ullmann (30) e, a se

guir, completado para incluir as interagaes envolvendo os proje

tos de indice n+2, ... , N com os de indice 1, ... , n+l.

Por parecer pouco produtivo, a esta altura, postergou-se para o
capitulo 5 a apresentacao desta fase do modelo, bem como uma
discussio sobre o mesmo e a indicagao de algumas diferengas en
tre os importantes trabalhos de Nemhauser e Ullmann (23), e
Ullmann (30).

Finalmente, deve-se observar que a consideracao de projetos in
terdependentes que podem ser aceitos em mais do que uma versao
& assunto tratado de forma superficial em Ullmann (30). Este ca

So sera discutido no capitulo 5.

2.2 MODELOS DA CLASSE B - INTERDEPENDENCIAS DIRETAMENTE RELA-
CTIONADAS A FLUXOS DE MATERIAIS ENTRE OS PROJETOS EM ANA-
LISE ’

Neste item sao_discutidos os modelos que consideram interdepen
déncias entre os projetos em analise, sendo que estas interde

pendéncias sao diretamente ligadas a fluxos de materiais entre
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os mesmos. Sao as seguintes as categorias de modelos, analisa

das a segquir: Programagao Inteira e Programagao Inteira - Mista.

2.2.1 Modelo da categoria B.l - Programacao Inteira

O unico modelo identificado dentro desta categoria € o de
Hanssmann (12), a seguir descrito. Uma empresa fabrica N dife
rentes produtos em fabricas separadas n=l1, ... , N. O produto
acabado de cada fabrica nao sd é& vendido no mercado, mas também
utilizado como matéria-prima por outras fabricas do conjunto.
Admite—-se que o mercado possa absorver quantidades adicionais
de todos os produtos, sem dificuldades. Suponha-se que ha va
rios projetos para expandir cada fabrica, nao sendo os projetos
mutuamente exclusivos. O problema consiste em: dada a disponibi
lidade de capital XN’
versos projetos, de_forma a se maximizar o retorno.

como deve a mesma ser alocada entre os di

Seja Qg a capacidade existente da fabrica n. Esta fabrica pode

ser expandida por um Qu mais projetos Py, , k=1 , ... , Ky . A
cada projeto, associa-se a variavel de decisao Whk = 0,1 , para
n=1 , ... , Ne k=1, ... , K,. Cada projeto proporciona uma a

dicao de capacidade qp) . Entao, a capacidade da fabrica n, apOs

a expansao, sera:

;, n=1 , ... , N (2.26)

De forma a garantir a viabilidade fisica do complexo, Qn(n=l,
... , N) deve ser suficiente para suprir, ao menos, os requisi
tos de matéria-prima de todas as outras fabricas j. Assume-se
que .todas as fabricas operem no nivel de sua capacidade. Supo
nha-se que o requisito de matéria-prima da fabrica n para a fé

brica J seja a Q. , onde 0 - & uma constante. Tem-se, entao,

nj <3’ j
as- seguintes restricgoes:
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Q, > .E %5 Qj ' =1, ..., N (2.27)
J=1 . o
Substituindo (2.26) em (2.27), vem:
“n N ot |
o- + I o > h) o . (g + ¢ gq.,w..) , n=1, ... , N
k=1 nk nk =1 nj J k=1 jk ik _ » :
) (2.28)
Outra restrigao, diz respeito ao capital disponivel:
N Kn
) T oa, w., <X (2.29)
n=1 k=1 nk “nk N

onde a & o gasto de capital associado ao projeto Pnk‘

Deve-se notar que a diferenca entre o 19 e 29 membros de (2.27),
representa uma quantidade de produto n que pode ser vendida no
mercado. Sendo I, o prego de venda do produto n, o lucro incre

mental, apds as expansoes sera:

N _Kn

N
AS = L n (g - I a_.0.) - J_ - I b} 0

N A (2.30)
1 3] n=1 k=1

nkwnk

onde J_ € a receita antes da expansao e 6 ) representa o custo

total anual de operacgao (incluindo depreciagao), associado com

a adi@éo de capacidade d,x- O problema consiste em maximizar
(2.30) sujeita ds restrigoes (2.28), (2.29) e a wy = 0,1 ,para
'n=1, ... , Ne k=1, ... ,'Kn.

Para a construgao do modelo acima, Hanssmann (12) assumiu uma
série de hipoteses simplificadoras, como por exemplo a de que
os pregos dos produtos nao variam com a quantidade colocada no

mercado, a de que ha uma Unica restricao de capital, etc..  No
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item 2.3, quando da comparagao entre os trabalhos levantados na
literatura e os modelos desenvolvidos nesta pesquisa, serao ex
plicitadas e analisadas tais hipoteses, relativamente aquelas

adotadas neste trabalho.

2.2.2 Modelo da categoria B.2 - Programacao Inteira-Mista

Também nesta categoria, um Unico modelo foi identificado na 1i
teratura - Blau e Klimpel (7 ). Este modelo & desenvolvido para
um caso numérico particular e, aqui, apenas as hipoteses e rela
‘cdes mais gerais serdo apresentadas. Tal modelo & desenvolvido

para a situagao apresentada na figura 2.1.

A figura 2.1 mostra, de forma esquematica, um complexo de mine
ragao e processamento. Os retangulos representam unidades de

processamento e, as linhas, fluxos de materiais.

Inicialmente, sao formuladas equagoes de balango material, as

sim como sao estabelecidas restrigoes de mercado para os produ

tos.

A seguir s3o estabelecidas algumas hipdteses: as fabricas serao
implantadas simultaneamente e no nivel de sua capacidade de pro
ducdo, sendo que operarao nesse mesmo nivel. Assume-se um certo
horizonte de planejamento, ao final do qual estima-se que os

processos de produgao terao se tornado obsoletos.

De forma a permitir a determinagéo da funcgao objétivo, sao esta
belecidas, para cada uma das unidades de processamento, expres
soes que fornecem o gaéto de capital e o custo operacional anu
al, ambos como fungdo da capacidade de produgao da unidade, sen
do que estas funcgoes sdo nao-lineares. Além disso, a receita as -
sociada a cada produto & assumida como fun¢io linear da quanti
dade vendida, exceto no caso de um produto que apresenta uma
forte elasticidade na sua curva de demanda. E obtida, entao, a

funcao de retorno (valor presente liquido) do complexo. Além
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das restrigoes acima apontadas, esta fuhgéo esta sujeita a og
' tras de nao-negatividade de algumas variaveis. E necessario, da
das as caracteristicas do problema, o uso de variaveis "boolea
nas", para representar a construgido ou nio das diversas unida

des de processamento.

O modelo permite que se responda as. seguintes questoes: deve
ser implantado o complexo ?  em caso positivo, quanto de recur
so natural deve ser processado por unidade de tempo ? quais uni
dades de processamento devem ser construidas e quais deverao

ser suas capacidades ?
Da mesma forma que no item anterior, o trabalho de Blau e

Klimpel (7) assume certas hipbteses que serdo apreciadas, rela

tivamente aquelas adotadas nesta pesquisa, no item a seguir.

2.3 A PESQUISA E A LITERATURA

Embora o trabalho sb se desenvolva efetivamente a partir do ca
pitulo 3, & possivel adiantar as suas principais caractefisti
cas que, colocadas perante aquelas dos modelos apresentédos nos
itens 2.1 e 2.2, permitem que se verifiquem as suas diferencgas

e possiveis vantagens e desvantagens relativas.

Como sera visto no capitulo 3, o problema definido no capitulo

1 & tratado em tré&s fases seqiienciais, abaixo descritas:

(a) Analise do sistema fisico - tem como finalidade a determina
cao de fluxos de materiais entre projetos consecutivos e en

tre projetos e mercados;

(b} Determinacao de retornos e gastos de capital - como o pro

prio nome diz, a partir da fase anterior sao calculados o

retorno e os gastos de capital de cada versao de cada um
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dos projetos, como funcao da versao escolhida no projeto an

texrior;

(c) solucac do problema de alocacao de capital - utilizando as

informacoes geradas na fase anterior; esta fase fornece @ a
solucao 6tima do problema de alocacao de capital, expressa
em termos de quais versoOes dos N projetos devem ser escolhi
das de forma a se obter o maximo retorno, considerada a 1i
mitacao de capital existente. Nesta fase & utilizado um nmo
delo de Programacao Dindmica, com variavel de estado amplia
da que inclui, a cada estagio, o capital restante e a deci

sao tomada no estagio anterior.

'No capitulo 4 sao desenvolvidas variantes equivalentes ao mode
lo do capitulo 3, no sentido de levarem a mesma solugao obtida

com aquele modelo.

No capitulo 5 é feita uma extensao ao modelo do capitulo 3, na
qual sdo consideradas interdependencias entre quaisquer pares

de projetos.

Considerando as tres fases acima, comuns a todos os modelos de
senvolvidos na pesquisa, eles se enquadram na classe B. Entre
tanto, como sera visto posteriormente, ha a possibilidade de se
considerar apenas a ultima das tres fases e, neste caso, 0os mo
delos desenvolvidos passam a se enquadrar na classe A. Por isto
e pélo fato das duas classes apresentarem aspectos diferentes a
analisar, foram elaborados os quadros 2.1 e 2.2, o primeiro pa
ra a classe A e o segundo para a classe B, sendo que em ambos
comparecem OS modelos delineados na pésquisa. Nestes  quadros
sao apresehtados as prinéipais caracteristicas dos modelos de
cada classe, bem como sio feitos alguns comentarios acerca dos

modelos.

Dos quadros 2.1 e 2.2 extraem-se algumas conclusbes, abaixo lis
tadas. ' o ' '
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CARACTERISTICAS

CATEGORIA A.1l
PROGRAMAGAO INTEIRA

CATEGORIA A.2
PROGRAMAGAOQ QUADRATICA

CATEGORIA A.3
_ANALISE DE ATIVIDADES

. CATEGORIA A.4
PROGRAMAGAO DINAMICA

MODELOS DE PROGRAMAGAO
DINAMICA DESENVOLVIDOS
NOS CAPITULOS 3 E 4

MODELO DE PROGRAMAGRO
DINAMICA DESENVOLVIDO
NO CAPITULO 5

FINALIDADE E FUNGAO OBJETIVO

VARIAVEIS DE DECISAO

INTERDEPENDENCIAS CONSIDERADAS

OUTRAS RESTRIGOES

OBSERVACOES

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Determinar quais proje
tos, dentro de um conjun
to, deverao ser aceitos
de forma a se obter a ma
xima soma de valores pre
sentes. -

Aceitar ou rejeitar pro
jetos sendo cada um de
les representado por uma
variavel bivalente (0/1)

Apenas sao considerados
projetos mutuamente ex
clusivos e projetos de
pendentes. ’

Sao consideradas restri
¢oes de capital, sendo u
ma para cada periodo de
tempo dentro do horizon
te de planejamento.

Relativamente simples a
consideragdao de projetos
que podem ser aceitos em
mais do que uma versao.

Weingartner (31,32) ,Biexr
man e Smidt (6 ), Bussey
(8), Mao (15), Wilkes
(36), Baumol (3), Sen
gupta e Fox (27) e Woi
ler (37,38 e 39)

Identico a categoria A.1l

Idéntico 3 categoria A.l

Sao consideradas quais
quer interdependéncias
nos retornos entre pares
de projetos, incluindo
projetos mutuamente ex
clusivos e projeto de
pendentes. :

Nenhuma

1. A inclusao de restri
¢oes de capital & fei
ta através da utiliza
gdo de multiplicado
res de Lagrange gene
ralizados. Em ccrtos
casos, o método pode
falhar:

2. B possivel considerar
interagdes no gue se
refere a gastos de ca
pital;

3. £ relativamente sim
ples estender o mode
lo para incorporar pro
jetos gue possam ser
aceitos em mais do
que uma versao.

Reiter e Sherman (26),
Reiter (25), Weingartner
(32), Sengupta e Fox
-(27) e Ullmann (30).

‘res as

Determinar qual ativida
de{*), dentre as que po
dem ser formadas com oS
projetos em analise, de
ve ser escolhida de for
ma a maximizar a utili=
dade definida a partir
de caracteristicas de
atividades.

Atividades que guardam
entre_si, duas a dgas, a
relagao de disjungao.

Sio consideradas intera
¢des entre projetos,quan
do da atribuigao de valo
caracteristicas
das atividades.

E considerada uma unica
restrigao de capital. A
1ém desta, sao definidas
outras restrigoes cuja
necessidade provém do fa
to de nao se trabalhar
com projetos diretamente,
mas com atividades.

1. 0 modelo nao leva em
conta interdependén
cias entrc os proje
tos no que diz respei

to a gastos de capi
tal;

2. @ relativamente sim
ples considerar maior
nimero de restrigoes
de capital, bem como
projetos que podem

ser aceitos em mais
do que uma versao.

Goldwerger e Paroush (11)

Idéntico a categoria A.1l

Idéntico & categoria A.1l

sao consideradas quais
quer interdependéncias
nos retornos e gastos de
capital entre pares de
projetos, incluindo pro
jetos mutuamente exclusi
vos e projetos dependen-
tes.

Idéntico a categoria A.l

E possivel a  considera
cdo de projetos que  po
dem ser aceitos em mais
do que uma versao. O mO
delo desenvolvido no ca
pitulo 5 da pesquisa. le
va em conta essa possibi
lidade, bem como o fez
Ullmann (30), porém de
modo diferente e sem de
talhar o modelo. -

Weingartner (32}, Nembau
ser e Ullmann (23), e
Ullmann (30) -

Idéntico & categoria A.l

Aceitar ou rejeitar pro
jetos, sendo que a acei
tagdo pode se dar em uma
dentre um conjunto dis
creto (finito e ndao = va
zio) de versoes.

Sdo consideradas intera
¢bes nos retornos e gas
tos de capital entre pro
jetos consecutivos, po
dendo incluir projetos
mutuamente esclusivos e
projetos dependentes.

Idéntico a categoria A.l

. Idéntico 3 categoria A.1l

Idéntico & coluna
rior.

ante

Idéntico 4 categoria A.4.

Idéntico a categoria A.l

FONTE: Elaborado pelo autor.

(4) Atividade & uma particular cémbina¢50>de projetos.
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CARACTERISTICAS

CATEGORIA B.l *
PROGRAMAGAC INTEIRA

CATEGORIA B.2
PROGRAMAGAO INTEIRA-MISTA

MODELOS DE PROGRAMAGAC DINAMICA
DESENVOLVIDOS NOS CAPITULOS 3, 4 E 5

FINALIDADE E FUNGAO OBJETIVO

VARIAVEIS DE DECISAO

INTERDEPENDENCIAS CONSIDERADAS

TIPO DE FLUXO DE MATERIAL

OUTRAS RESTRIGOES

PRINCIPAIS HIPOTESES E OBSERVAGOES

1. Aquisigdo de Matérias-Primas

2. Quantidades Produzidas

3. Coeficientes Técnicos

4. Transferéncias e Vendas

5. Pregos dos Produtos

6. Outras

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Determinar quais projetes, dentro de um
conjunto, deverao ser aceitos de forma a
se maximizar o lucro incremental anual,an
tes dos impostos. Os projetos aceitos de
terminario como serd expandida a capacida
de de cada estagio de produgao.

Aceitar ou rejeitar projetos, sendo cada
um deles representado por uma variavel bi
valente (0/1). Cada estagio de producac
pode ser expandido por um ou mais proje
tos.

S3o consideradas interdependéncias causa
das por fluxos de materiais entre os cstd
gios de produgao.

Cada estagio de produgao gera um Unico pro
duto, mas pode utilizar varias materias-
primas.

E considerada uma nica restr.gao de capi
tal.

Nao sao permitidas compras externas de
produtos que, sendo oriundos de algum cs
taqu de produgado, sao utilizados como ma
térias-primas em outros cshvnua(k,nnthao

Assume-se que todos os estagios operem no
nivel de sua capacidade de produgao.

Sao admitidos como constantes.

E imposta a segulnte condlqao. a capacida
de de cada estagio de produgao deve ser
suficiente para suprir, ao menos, Os re
quisitos de matéria-prima de todos os ou
tros estidgios que utilizem a salda daque
le. As vendas, de cada estaglo, sao defi
nidas como a capacidade de produgdo menos
as transferéncias.

Pregos dos produtos sao admitidos como
constantes, independendo, por exemplo, da
quantidade vendida.

- 0 modelo pode ser utilizado para se to
mar decisoes de integragao vertical.

- O fator tempo nao & considerado pelo mo
delo.

- Embora explicitamente citada, a conside
ragao de diferentes localizagles para
os projetos referentes a um mesmo esta
gio de produqao parece ser remota, pois
nao sao incluidos, na funqao objetivo,
custos de transporte que diferenciem al
ternativas de expansdo do complexo no
que se refere 3 localizagao.

Hanssmann (12)

Determinar quais unidades de processamen
to (projetos) devem ser construidas e
quais deverao ser suas capacidades, de

forma a se obter a maxima soma de valores
presentes.

Construir ou nao uma particular unidade
de processamento, o que & representado
por uma variavel bivalente (0/1). Cada u
nidade de processamento pode ser construl
da com gualquer capacidade superior a ze
ro.

Idéntico & categoria B.1l.

Cada unidade de processamento pode gerar
mais do que um produto, e cada um deles
pode seguir diferentes rotas de processa

mento.

Sao consideradas restrigoes de mercado.

Idéntico a categoria B.1.

Idéntico a categoria B.1.

Idéntico 3@ categoria B.1l.

Transferéncias e vendas sao definidas si
multaneamente e podem assumir qualquer va
lor, desde que satisfagam a restrigoes re
ferentes a balango material e de mercado.

Pregos dos produtos podem ser admitidos
como variaveis com a quantidade vendlda.

- N3o si@o consideradas restrigbes de capi
tal.

- Os investimentos, em cada unidade de
processamento, sao divididos em fixo e
giro, e admite-se que ocorram na data
zero.

- Sao empregadas fungoes nao-lineares da
capacidade de produgao para © calculo

dos investimentos e custos operacionais

anuais.

Blau e Klimpel (7))

FONTE: Elaborado pelo autor

Determinar quais projetos, dentro de um
conjunto, deverao ser aceitos de forma a
se obter a maxima soma de valores presen
tes. -

Aceitar ou rejeitar projetos, sendo que a
aceitagao pode se dar em uma dentre um
conjunto discreto (finito e nao vazio) de
versoes.

S3o consideradas interdependéncias causa
das por fluxo de material e devido a si
nergismos entre estdgios de produgdo con
secutivos. Adicionalmente, o modelo do ca
pitulo 5 considera possiveis sinergismos
entre estagios nao-consecutivos.

Cada estagio de produgao gera apenas um
produto, que podera ser transferido para
o estagio seguinte, e pode reccher do es

tigio anterior um Unico tipo de matéria-
prima.
Sio consideradas restrigoes de capital,

uma para cada periodo de tempo dentro do
horizgnte de planejamento.

sao vermitidas compras de matéria-prima
adicionalmente as transferéncias. Seus
pregos sesguem o quc estd dito no iten"pre
¢os dos produtos"™. -

Ndo necessariamente os projetos seleciona
dos operam a plena capacidade.

Sao admitidos como variaveis dependendo
da particular versao de projeto considera
da e do periodo de tempo.

£ imposto gue a transferéencia, entre dois
estagios consecutivos, seja o minimo en
tre a saida de material de um estagio e a
entrada de material.no seguinte. Venda e
compra de um mesmo material nao ocorrem,
em conseqiiéncia, simultaneamente.

Adnite-se que possam variar com a quanti
dade vendida, com o periodo de tempo con
siderado e com o particular mercado a que
o produto se destina. '

~ 0s projetos referentes a um mesmo esta
gio podem ter diferentes localizagbes.

- Os investimentos relativos a cada proje
to comportam gastos com capital fixo e
de giro e podem incluir reposigoes de
investimento. Valores residuais tambem
sao considerados.
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1. Com relacao aos modelos da classe A:

(a) A finalidade de todos os modelos € a mesma. Quanto ao es
tabelecimento da fungaoc objetivo, apenas o modelo de Ana
lise de Atividades difere dos demais, possibilitando a
consideragao de varios aspectos alem daquele  referente

ao valor presente;

(b) Excetuando o modelo de Analise de Atividades em que as
variaveis de decisao se referem a combinagoes de proje
tos, nos demais casos aquelas variaveis dizem respeito
a projetos, sendo que os modelos desenvolvidos nesta pes
quisa incluem, explicitamente, a possibilidade de mais
de uma versao para cada projeto, aspecto levado em conta

apenas por Ullmann (30), de forma superficial;

(c) Interdependéncias entre projetos sao consideradas por to
dos os modelos, porém em niveis de generalizagao varia
veis. O maior nivel & atingido pela categoria A.4 - Pro
gramagao Dindmica e pelo modelo desenvolvido no capitulo

5 desta pesquisa;

(a) Restrigaes adicionais, quando consideradas, dizem respei
to a capital disponivel. Novamente, a exce¢ao & o modelo
de Analise de Atividades que considera outras restricgoes

pelo fato de nao operar com projetos, mas com atividades;

(e) A parte o modelo de Analise de Atividades, o modelo do
capitulo 5 e o de Ullmann (30)(5), parecem ser os mais a
brangentes de todos. O modelo de Analise de Atividades |,

caso consideradas as observacoes a ele referentes, fei

tas no quadro 2.1, pode cobrir uma gama maior-de situa
goes, embora parega de solugdo mais trabalhosa em funcao

de operar com atividades e nao com projetos.

(5) Considerando, mais uma vez, que Ullmann (30) nio da tratamento completo
ao modelo.
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2. Com relagao aos modelos da classe B:

(a)

(c)

A finalidade de todos os modelos & a mesma. A fungdo ob
jetiﬁo da categoria B.1l - Programagao Inteira & diferen
te da dos demais pois & definida como lucro incremental
anual ao invés de valor presente de fluxos de caixa, con
siderado pelos outros modelos. Além dissoc, este modelo
admite que ja existam estagios de produgao em operagao e

gue se quer determinar como expandir suas capacidades;

As interdependéncias causadas por fluxos de materiais
sao definidas de forma mais restrita nos modelos desen
volvidos na pesquisa; entretanto, efeitos de sinergismo

apenas sao considerados nestes ultimos;

0 modelo da categoria B.l - Programacac Inteira emprega
uma Gnica restrigao de capital e os modelos desenvolvi
dos na pesquisa empregam uma para cada periodo de tempo,
dentro do horizonte de planejamento. O modelo da catego
ria B.2 - Programagao Inteira-Mista apenas emprega res
tricoes de mercado. Os modelos desenvolvidos na pesquisa
permitem gue este tipo de restricao seja levado em con

ta, atraves de prec¢os variaveis com a guantidade;

Nos modelos das categorias B.l e B.2 nao sao permitidas
compras externas de matérias-primas gque sejam geradas in
ternamente ao complexo, ocorrendo O Oposto nos modelos

desenvolvidos na pesquisa;

Nos modelos das categorias B.1l e B.2 admite-se que as
unidades de produgac operem no nivel de sua capacidade,
sendo que nos modelos desenvolvidos na pesquisa isto nao

ocorre necessariamente;

Nos modelos das categorias B.l e B.2 assume-se que oS
coeficientes técnicos sejam constantes, ao passo que na

pesquisa permite-se que eles variem com a particular ver
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sao de projeto considerada e com o periodo de tempo;

(g) Os precos dos produtos gerados pelo complexo sao admiti

dos como constantes pelos modelos das categorias B.1l e

B.2, podendo, na pesquisa, variar com a quantidade vendi

da, com o periodo de tempo e com

o particular mercado a

que o produto se destina, ocorrendo fato analogo com pre

¢os de matérias-primas;

(h) Diferentes localizagoes para projetos referentes a um

mesmo estagio de produgao podem ser consideradas nos mg'

delos desenvolvidos na pesquisa,

nao & levado em conta nos outros

Alem dos pontos acima, deve-se destacar
de modelos, nao foi identificado nenhum

que empregasse a técnica da Programacgao

sendo que este aspecto

modelos.

que, dentro da classe B
trabalho na literatura

Dinamica. Como sera vis

to em capitulos posteriores, a utilizacdo da Programagao Dinami

ca leva & obtengao da solugao do problema de alocagao de  capi

tal e a outros resultados gque as outras

técnicas nao fornecen.



.35.

CAPITULO 3

MODELO BASICO DE PROGRAMACAO DINAMICA PARA A
ANALISE DE PROJETOS INTERDEPENDENTES

Este capitulo apresenta o modelo Basico de Programagao Dinamica
e correspondente algoritmo de solucgao para o problema de anéli

se de projetos com integragao fisica em série.

Inicialmente, & definido o problema. Uma andlise do sistema fi
sico & feita, a sequir, visando estabelecer algumas conclusoes
que servem de ponto de partida para a determinagao do valor pre
sente liquido de cada projeto e da fung¢ao de retorno do conjun

to de projetos.

Para a maximizacao da fungao de retorno do conjunto de proje
tos, sujeita a restrigoes de capital disponivel, é desenvolvido

o modelo de Programagao Dinamica.

Trés casos particulares de analise de projetos sao derivados do

modelo desenvolvido, a saber:

1- Caso em que os projetos sao independentes entre si, podendo
cada projeto ser aceito em uma dentre varias versoes;

2- Caso em que os projetos sao dependentes mas cada um deles a
penas pode ser aceito em uma versao;

3- Cada projeto sd node ser aceito em uma versdo e ha indepen

déncia entre os projetos.

A sequir, os retornos dos projetos e, conseqientemente, a fun
cao de retorno do conjunto de projetos, sao redefinidos de for
ma a captar nao sO o efeito de transferéncias, mas tambémn de

sinergismos entre projetos consecutivos.

Completada a formulacao do modelo Basico, & construido o  algo
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ritmo para a obtengdo da solugao &tima do problema. Este  algo
ritmo explora as caracteristicas do problema e & baseado no con
ceito de "espacgos de estado embutidos" (1), Isto elimina, em
grande parte, os problcmas computacionais resultantes de mode
los de Programac¢ao Dinamica em que ha diversas varia

vels de estado.

Trés programas de computador, usando a linguagem FORTRAN IV, fo
ram desenvolvidos para a soluc¢ao do modelo Basico, empregando o
alqoritmo'acima citado. E apresentada a solugao de um exemplo

numerico, utilizando os programas referidos.

3.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

Considere-se a situagcao em que N projetos, P

N’ Py-1 ¢ v Pro

possam ser integrados em senie, conforme a figura 3.1.

Y

FIGURA 3.1 PROJETOS INTEGRADOS EM SERIE

Fonte: Elaborado pelo autor.

(1) Tradugao adotada para "imbedded state spaces”.
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Cada um dos retangulos representa um projeto.e as flechas repre
sentam fluxos de materiais. As flechas horizontais tém como ori
gem um projeto e como destino o projeto de indice imediatamente
inferior. Estas flecchas representam transjerencias entre proje
tos: o produto de um projeto pode ser utilizado como matéria-
prima no projeto seguinte. O projeto PN nao recebe transferég
cias e o projeto Py nao as fornece. As flechas verticais repre
sentam transacgoes entre projetos e mercados. As flechas superio
res dizem respeito a compras de materia-phima e, as inferiores,
a vendas de produto. Excetuando os projetos Py e P,, Os demais
podem receber matéria-prima do mercado e/ou do projeto-anterior,
e podem fornecer seu produto ao mercado e/ou ao projeto seguin

te, caso sejam aceitos.

Cada projeto pode ser aceito ou nao. A aceitagao de um projeto
se dara em uma dentre um conjunto discreto (finito e nao-vazio)
de versdes. Para um mesmo projeto, uma versao diferira das ou
tras pela escala de produgao, pelo processo de produgao enprega
do, pelo "timing" de implantagao, etc. A especificagao das ver
soes, para cada projeto, & feita externamente ao modelo de deci

5a0.

Tnicialmente, a andlise & feita considerando uma unica Localiza
¢ao para todos os projetos. No item 3.6 esta restrigao sera eli

minada.

Cada um dos projetos, em cada uma de suas versoes, requer a rea

lizacao de investimentos e gera um retorno anual.

O problema consiste em: considerada uma centa disponibilidade
de capital, quais projetos deverao sern selecionados, e em quails
versoes, de forma a se maximdizar o netorno total, considernado
wn honizonte de planejamento de T anos, comum a todos 08 phroje
tos.

Neste trnabalho, considera-se como rnetorno, de cada projfeto, 0

valor presente Liquido obtido com a sua acedltacdao. 0 retorno to

.
5
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tal sena obtido pela soma dos netonnos dos projetos acedltos.

3.2 ANALISE DO SISTEMA FISICO

De forma a se obter o valor presente liquido de cada projeto e,
também, a funcao de retorno do conjunto de N projetos, € anali

sado, a seguir, o sistema fisico da figura 3.1.

O projeto n, em cada uma de suas versoes, sera indicado por
Pn(kn). Sendo @gﬂwanﬁmero de versoes do projeto n, Kn > 1, kn
poderad assumir os valores 0, 1, ... , Kn ;, com kn = 0 denotando

a rejeicdo do projeto n. Os valores possiveis de n sao 1, 2, ..

, N.

Seja t um particular ano. Os valores possiveis de t sao 1, 2,
B

Considerem-se as definig¢oes abaixo:

B an(kn,t): coeficiente técnico de transformagao de uma
unidade de matéria-prima empregada por P rem
produto gerado por Pn' Como esse coeficiente
técnico pode variar dependendo da particular
versao de P considerada, e também com o tem
po, ele foi colocado como fungao de k e de
t. A variagao do coeficiente técnico com a
versao podera se dar pois, por exemplo, dife
rentes versoes ‘poderao empregar diferentes
processos de produgao com rendimentos dife
rentes. A variagao com o tempo podera ocor
rer, por exemplo, em virtude de no inicio
das operagoes da instalagao haver varios a
justes a serem feitos para que ela seja efi

ciente e, ao final do horizonte de tempo con .
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siderado, haver um menor rendimento em fun
¢ao do desgaste da instalacgao. Este coefici
ente técnico deve ser definido para n =1 ,.

.., N ; kn =1,..., Kn e para t =1,..., T.

quantidade de produto de Pn’ transferida a

P A transferéncia de P para P__; depen

n-1°-
de das particulares versoes segundo Pn e
P estao sendo considerados e, também, de
. tr
t. Assim, o termo qn—l(kn’kn—l’t) deve ser
definido para n = 2,..., N ; kn = 0,..., Kn;
kn—l =0,..., Kn—l e para t =1,..., T.
quantidade de matéria-prima de Pn comprada

no mercado. Este termo depende das particula
res versoes de Pn e Pn+l que estao sendo con

sideradas e do periodo de tempo. No caso de

PN’ que nao recebe transferéncias, o termo
acima se reduz a qg(kN,t), devendo ser defi
ni?o para kN =0,..., KN e t=1,..., T. Nos
demais casos, isto &, para n = 1,..., N-1,de

. c _
ve-~se definir qn(kn+l,kn,t) para kn+1 =0,..
. Kn+l ; kn =0,..., Kn e t=1,..., T.

quantidade de produto de P vendida no mercado.
, v

Aqui, o termo qn(kn,kn_l,t) depende das ver

soes de P e P _; que estao sendo considera

das e do periodo de tempo. No caso de Pl,que

nao fornece transferéncias, o termo acima se

reduz a.qg(kl,t), que deve ser definido para

kl = 0,..., Kl e t=1,..., T. Para n = 2,..
. v _ :

., N, deve-se definir qn(kn’kn~l’t) para

k. = Oypevvy Ko7 kK 4 = 0,..., K, _yets= 1,

O

As definicoes acima permitem que se escreva a equa¢ao de balan

co maternial para Pn(kn), para cada periodo de tempo t, admitin
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do que todo o material recebido num ano, através de compras ou
transferéncias, & transformado em produto que €, nQ mesmo ano,

vendido ou transferido.

. tr, c
a_(k t) [qn (k_ ok t) +q (e o,k 6]

tr | A _
n+l’"n +17%% qnfl(kn’kn—l’t) + qn(k Jk t) =

n’ n-1’

Sk ,8) , t=1,...,T (3.1)

= 9hYq

onde qi(kn,t) representa a producao total de P (k ), no periodo
t. A quantidade total planejada de materia-prima a ser processa

da por Pn(kn), no periodo t, & dada por:

_ _tr c —
qn(kn’t) = d, (kn+l’kn’t) + qn(kn+1'kn’t) , t=1,...,T (3.2)

As equagoes (3.1) e (3.2) sao validas para k, =0,...,K ;

n
kn—l =0,..., e k =0,..., K , para todos os Indices

Kn—l n+l’ n+1l

n=2,..., N-1. Para os projetos PN e Pl’ ha algumas alteragSes

em (3.1) e (3.2), resultando:

g Uegr B e t) = il Gy o8) + aylkk 1 t) = af (kg t), t=1,...,T
(3.3)

qN(kN,t) = q;(kN,t), t = l}..;,T (3.4)

tr c _ v _ s _
al(kllt) [ql (kZ'kl’t) + ql(kzrklrt)] - ql(kl,t) - ql(klrt)r t_ll"'lT

(3.5)

_ tr c =
ql(kl’t) _ ql (kzlkllt) + ql(kz,kl,t) 7 t'—l,...,T (3.6)



As equacoes (3.3) e (3.4) sao validas para Ky =0,..., Ky e as
equagoes (3.5) e (3.6) para kl =0,..., Ky -
Tomando {(3.1) e (3.2) para Pn+l(kn+l)’ para qualquer n = 1,...,

N-1, no periodo t, e considerando que

v
qn+l(kn+l’kn’t) LG (3.7)
obtém-se

tr S . - . — .
a, (kn+l,kn,t) < qn+l(kn+l’t) para n = 1,...,N-1 ; t 1,...,T;

(k
(k

A inequagao (3.8) significa que a transferéncia de Pn+l

n+l

n+l

n+l)’

para Pn(kn)’ nao pode superar a produgao total de P

em cada periodo.

>

Agora, tomando (3.2) e (3.6) para Pn(kn), para qualquer n = 1,.

., N-1, no periodo t, e considerando que

©(x k_,t) >0 (3.9)

N

obtém-se

tr

q, (kn+l,kn,t) < qn(kn’t) paran=1L1,..., N-1 ; £ =1,..., T ;

A . -~ 3' 0 " v . ol -~ )
inequacao (3.10) significa que a transferencia de Pn+l (kn+l)

para Pn(kn), nao pode ser maior que a entrada total de matéria-

prima em Pn(kn)' em cada periodo.



.42,

Combinando (3.8) e (3.10), vem:

Ltr ' . S . o

“n (kn+l'kn’t) < min {hn+l(kn+l’t) ! qn(kn")tI ¢+ para
n=1,...,N-1 ; t=1,...,T ; kn=0,...,Kn e kn+l=O,...,Kn+l

(3.11)

A inequagao (3.11) admite uma faixa de valores possiveis para

a transferéncia. Num caso extremo, mesmo com qi+l(kn+l,t) # 0 e
tr : - : P

qn(fn't) # 0 ,~qn (kn+l’kn’t) podera ser zero, O que significa

a nao integracaoc fisica entre os projetos Pn+l(kn+l) e Pn(kn)

e, também, que a firma, num mesmo periodo, estaria comprando e

vendendo um mesmo produto.

Nesta pesquisa, nao se admite a possibilidade da firma comprar
e vender um mesmo material, num mesmo periodo de tempo. Embora
isto possa ocorrer numa situa@éo pratica, envolveria nao sd a
analise de investimentos em projetos, mas também a de alternati
vas de comercializagao pura de produtos, o que esta fora do es

copo do estudo.

Assim, de (3.11), impondo a condigao exposta no paragrafo prece

dente, vem:

tr R S . _ o
q (K pq k) = min [qml(knﬂ,;) ; a (k)] paran=1,..., N1 ;
t=1,0.., Tik =0,..., K ek =0,.., K 5

Combinando (3.1), (3.3) e (3.12) tem-se:
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v _ s . tr )
qn+l(kn+l’kn’t) B qn+l(kn+l’t) dp (kn+l’kn’t)’ para
n=1,...,N-1 ; 1,...,T ; kn=0,...,Kn e kn+l=U""’Kn+l
(3.13)
Para Pl(kl), tem-se:
v s N
ql(kl’t) = ql(kl,t) , para t = 1,...,T e kl = 0,...,Kl (3.14)

Combinando (3.2), (3.6) e (3.12), obtém-se:

cC I . tr . _
qn(kn+lrknr '-—) qn(kn,t) qn (kn_l_llknrt)r para n ll 14 N l/
t=1, T kn =0, , K e kn+l =0, Ko (3.15)
Para PN(kN), vale o seguinte:
c _ - =
qN(kN,t) = qN(kN,t) , para t=1,...,T e ky 0,...,KN (3.16)

A discussao feita até aqui permite que, dadas as versdes dos

=4

projetos, se possam estabelecer as origens da matéria-prima

os destinos do produto, para cada um dos projetos, em cada pe
riodo de tempo, utilizando (3.12) a (3.16). No item que se se
gue, estas equagoes serao empregadas para a determinagcdo do re

torno dos projetos.
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3.3 DETERMINACEO DO VALOR PRESENTE LIQUIDO DE CADA PROJETO E DA
FUNGAO DE RETORNO DO CONJUNTO DE PROJETOS

A determinagao do valor presente liquido de cada projeto. sera
feita através da geragao do $fuxo de cadixa do mesmo, em cada pe
riodo, para cada versao, e do desconto desse fluxo de caixa, se

gundo uma taxa de juros conveniente.

Considera-se que todos os valores monetarios, envolvidos na ana
lise, estejam expressos em moeda de uma unica data e, portanto,
a taxa a ser empregada para o desconto do fluxo de caixa sera

uma faxa real,

Utiliza-se, no trabalho, a convengao do “6Lna£Ade perniodo™ para
situar os componentes do fluxo de caixa. Isto significa que as
diversas entradas e saidas de caixa que ocorrem durante um ano,
devido a operagao da firma, sao admitidas como se concentrando
ao final do mesmo, para fins de desconto. Os gastos de capital
sao assumidos como ocorrendo no inicio do periodo a que se refe

rem.

Para a determinacao do retorno de cada projeto, o que leva a
fungao de retorno do conjunto de projetos, deve-se notar quatro

aspectos importantes:

(a) Suponha-se que um determinado projeto apenas fornecga seu
produto sob a forma de transferéncias, embora este produto
possa ser vendido no mercado. Este projeto nao pode ser sim
plesmente rejeitado por nao gerar receitas pois, através
das transferéncias, permite que o projeto segquinte reduza
suas compras de matéria-prima. A analise deve levar em con
siderac¢ao que aquele projeto inicial pode vender a sua pro
dugao e que o projeto seguinte deve sofrer uma penatlizacao
por estar reduzindo as entradas de caixa do projeto ante

rior de forma a reduzir suas saidas de caixa (compras);
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(b) Suponha-se a rejeigao de determinado projeto. Entao, seu
subseqiente nao receberda transferéncias, nao tera suas com
pras reduzidas, bem como nao reduzirad receitas e, portanto,

nao devera sofrer penalizagao;

(c) Como consequencia de (a) e (b), o retforno de um dado proje
to depende da decisao tomada com relagao ao phrojeto ante
nion (2);

(d) Entre projetos nao consecutivos nao ocorrem transferéncias,
por isso, o netoano de um dado profeto independe da decdisaoc
tomada com nrelagao aos projetos que nao sdao seus antecesso
nes Amediatos. V

As fungoes de retorno, a seguir determinadas, refletem o que
foi dito acima. Eias representam o valoi presente incremental
Liquido de um dado projeto, em uma certa versao, conhecida a de
cisao tomada com relacao ao projeto anterior, sendo L a taxa de

desconto utilizada no calculo do valor presente.

R}

(a) Valon presente incremental Liquido de P R, 4e Porp 04 e
feltado: n (L ,0)
non
- componentes:
. receita com a venda do produto = (q U( ) qilﬁlt)
(3.17)

onde Hz(qi(kn,t),t) € o pre¢o unitario de venda do pro
duto do projeto Pn’ como fungao da quantidade vendida e
do periodo de tempo. Estes precos ja devem se encontrar
descontados de eventual custo de transporte em que a

firma incorra para colocar o produto no mercado.

(2) Esta dependencia tambem pode ser vista de forma inversa, ou seja, depen
dencia do retorno de um projeto com relagao a decisao tomada no prOJeto
seguinte. Esta maneira de considerar 1nteragoes entre projetos e assun
to tratado no capitulo 4 da pesquisa,
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A expressao (3.17) é valida para n = 1,...,N ; k = 0,.
.oy Kn e t=1,..., T.

De forma a tornar mais simples a notégéo empregada, o)
termo HX( S( a’ ,t),t) serad apresentado simplesmente como
Hn\k t) .

.. . _ nC
custcs com a compra de materia-prima —]Hﬁqnﬂgﬂt)ﬁjqnﬂﬂft)

(3.18)

onde Hg(qn(kn,t),t) € o preg¢o unitario de compra da ma

téria-prima utilizada por Pn’ como fungao da quantidade

comprada e do periodo de tempo(3). Analogamente ao pre
co de venda, o prego de compra deve se encontrar acres

cido de eventual custo de transporte que a firma incor

ra para adquirir a matéria-prima no mercado. A expres
sao (3.18) é valida paran =1,...,N ; kn = 0,...,Kn e
t=1,...,T. Pelo mesmo motivo exposto no item acima, o

c ) - c
termo Hn(qn(kn,t),t) sera denotado por Hn(kn,t).
demais custos operacionais = cn(kn,t), (3.19)

incluindo itens como energia, mao-de-obra, administra
cao, depreciacao legal, etc. Em particular, cn(kn,t) de
ve conter os gastos com todos os outros insumos que nao
a matéria-prima e, também, ser diminuido da receita ge

rada por todos os subprodutos que puderem ser comercia

lizados. O termo cn(kn’t) deve ser definido para n = 1,
N kn = 0,...,Kn et=1,...,T.
depreciagao legal = dn(kn’t)’ (3.20)
devendo ser definida para n = 1,...,N ; kn = 0,...,Kn e
t=1,...,T.
(3) A varla(ao dos precos dc venda ¢ dos pregos de compra, com o tempo, e

considerada uma variacao real, pois se esta trabalhando com valores mo
netarios deflacionados,
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. gastos de capital = an(kn,t), . (3.21)

incluindo investimentos em capital fixo, em capital de
giro e reposigGes‘de capital fixo. C terme an(kn,t) é
admitido como sendo nao-negativo e deve ser definido pa
ran=1,...,N; kn = O,...,Kn e t=20,..., T-1.

valor residual = an(kn'T) . (3.22)

incluindo o valor residual do capital fixo e do capital

de giro.Deve ser definido para n =1,...,N e kn = 0,...,
K _.

n

taxa do imposto de renda para a firma = u, (3.23)

que incidira sobre o lucro tributavel de cada periodo.

(4)

fLuxo de caixa num periodo t qualquern

_ _ v S _ C -
r, 0 ,0,t) = (1 - L Motk ,t) gk, t) = TGk ,t) g (kB cn(kn,t)]+

+ dn(kn’t) - an(kn,t) (3.24)

- valon presente Liquido:

.y —t )
rn(kn,O,t)(l + i) (3.25)

I ™3

r (k_,0) =
n n

(4) Tanto em (3.24) como em (3.28), o imposto de renda foi considerado como
incidindo sobre o lucro trlbutavel de cada ano, qualquer que seja o va
lor desse lucro tributavel. Isto e uma aproximagao com relagao a @QQLA
Lagao brasileina atual do imposto de renda (ver, por exemplo, Latorra.
ca (13) e Tebechrani, Machado e Campos (29)ymas capta o que ha de essen
cial no imposto, sem se prender a uma legislagao especifica. -



.48.

(b) Valon presente incremental Liquido de Pn(hn) se P 5bi

)

n+l

(. ensaoc h :
aceito na vernsao !n+7 # 0 " (kn,!zVH7

- companentfes (apenas aqueles que, adicionalmente aos ja de

finidos em (a), sao necessarios):

custos com a compra de matéria-prima =

_ n<,.C o]
. Hn(qn(kn+l'kn't)’t) qn(kn+llknlt)l ' (3-26)
C - .
onde qn(kn+l'kn't) e definido de achdo com (3.15) e
c, C ~ - . .
Hn(qn<kn+l’kn’t)’t) e analogo ao que foi definido em

(3.18). A expressao (3.26) & valida para n = 1,...,N-1;

kn = O,...,Kn ; kn+l = l,...,Kn+l e t=1,...,T.
c, c -

0O termo Hn(qn(kn+l,kn,t),t) sera denotado por:

nc(k_,k t)

n n’ n+l’ N

. penalizacgao = HXH}qi+lwh+lﬂjfU qiﬂ}knﬂft)_
v v v "
I[n+1(qn+l(kn+1’kn’t)’t) qn+1(kn+l’kn’t) (3.27)
v - .. .
onde D1, (kn+l’kn’t) e definido de acordo 'com (3.13) e
i (qS (k t),t), bem como M' . (q’ . (k k ,t),t)
n+l ‘n+l n+lf 00 n+l ‘In+1 Sn+r Cpnr T

sao definidos analogamente ao que foi feito em (3.17)

~

()}

_porém com relagao ao projeto Pn A expressao (3.27)

valida paran =1,...,N-1 ; k. =0,..., K_; k =1,.

n n n+1
"’Kn+l e t=1,..., T.

v s \ '
Os termos Hn+l(qn+l(kn+l’t)’t) e Hn+l(qn+l(kn+l’kn’t)’t)

v

n+l(k

serao denotados, respectivamente, por I t) e

n+l’
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v K
nn+l( n'kn+lft)°

- 4etuxo de caixa num pertodo t qualquen:

r (k,

c o -—
Lk k) = () [0 okt - MGk ok g t) ap koKt

v

s

B Hn+l(kn+l’t) qn+l(kn+l)'t) N

LRI t) (k ) - e (k ,t)] +

o1 K 8 G (g oy n oA

+ d (k PR o a, (k ) (3.28)

- valor presente Liquido:
T —t
rn(kn,kn+l) = uio rn(kn,kn+l,t) (1 + 1) (3.29)

Subtraindo ,membro a membro,(3.24) de (3.28), obtém-se:

r (ko koot =1 (k,0,8) + (1-u) [H (ko t) q (k_,t) -
c c
B Hn(kn’kn+l’t) qn(kn+l’kn’t) B
v S
Hn+l (kn+l’ £) In+1 (kn+l 8+
+ IV, (k ki, t) (k_.1/k ,t)] (3.30)
ntl  n’ n+l’ qn+l nt+l’"n )
Designando a segunda parcela do 29 membro de (3.30) por
Pk sk yq:8), tgm—se:
rn(kn'kn+l't) = rn(knrolt) + pn(knlkn+lrt) (3-3]-)
Em termos de valor presente liquido:
rn(kn'kn+1) = rn(kn,O) + pn(kn’kn+l)' (3.32)

onde
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t

pn(kn’kn+l) N t) (1 + i) (3.33)

A parcela pn(kn,k ) mede a vantagem/desvantagem (intera

(k

n+1l

cao) de se ter Pn(kn) e P )}, sendo iqual a Zero se

n+l" n+l
Pn+l for rejeitado. Seu valor reflete o beneficio liquido

atualizado das transferéncias de P (k

N+l ) para Pn(kn).

n+1l

A expressao (3.25) & valida paran = 1,...,N e kn = O,...,Kn .
Para n = N tem-se rN(kN,O), neste caso particular significando
a inexisténcia de projeto anterior. Para kn =0, segue que

r (0,0) = 0.

n(
A expressao (3.29) & valida paran = 1,...,N-1 ; kn =0,..., K

14
n
e kn =1,...,K . Novamente, para kn = 0, tem-se ﬂqﬂLkn+lﬁ=0.

+1 n+1

De posse de (3.24), (3.25), (3.28) e (3.29) ou, o que & equiva
lente, de (3.24), (3.25), (3.30), (3.33) e (3.32), pode-se de
terminar o retorno de um dado projeto, em uma certa versao, co

nhecida a decisao tomada com relagao ao projeto anterior.

A funcao de retorno do conjunto de N projetos que se quer maxi

- mizar, RN, sujeita a restricoes de capital, & dada por:

Ry = Rylkgrkyeyr-- k) = gl 0) + g Ueg q0 k) + oo ok sk ) +

+ ...+ rl(kl’kZ) (3.34)

ou

Ry = Ry(giky qr---,ky) = rglke,0) + % r (k k) (3.35)

De (3.34) ou (3.35), verifica-se que a funcao de retorno do con
junto de projetos & formada pot N componentes sendo que, exceto
o de Indice N, o valor de cada um deles depende da decisao toma

da com relagao ao projeto que ele representa e daquela tomada

«
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com relagao ao projeto anterior.

0 item seguinte trata do desenvolvimento de um modelo de Progra
‘magao Dinamica com variavel de estado ampliada que permite tra
tar com funcoes de retorno do tipo de (3.35). Este modelo e do
tado de um certo grau de generalizagao com relagao ao problema
especifico que se esta resolvendo, a titulo de embasamento ted
rico, podendo ser aplicado a outras situagoes semelhantes aque

la abordada.

3.4 MODELO DE PROGRAMACAO DINAMICA COM VARIAVEL DE ESTADO  AM-
PLIADA

As conclusoes a que se chegou no item anterior mostram a neces
sidade de se trabalhar com um modelo em que cada estagio recebe,
como informagao de entrada, dois tipos de variavel de estado:ca
pital disponivel para aplicagao e decisao tomada no estagio an

terior.

Neste item sera desenvolvido um modelo geral para tomada de de
cisGes sequenciais com vardiavel de estado ampliada e, no item

seqguinte, ele sera aplicado ao problema de alocacao de capital.

Seja o diagrama funcional da figura 3.2, representando um siste

ma de decisoes com maltiplos estagios ligados em série.
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FIGURA 3.2 DIAGRAMA FUNCIONAL PARA N ESTAGIOS EM SERIE, VARTIA-
VEL DE ESTADO AMPLIADA

f T—l I DI l
: : X X X X X
" N s N-lxgiz- =y _3;1) DZ\ 2 Dl‘ 1 5>
Dy N-1 n+l n 3 1
Lo ! ol
™N N1 ™ o a1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Supoe—-se que o diagrama da figura 3.2 seja representativo de um
problema do estado inicial, ou seja, XN é dado, e que se quer
maximizar a fungao objetivo, na qual comparecem os retornos dos
estagios - ro,n= 1,...,N , compostos de alguma forma.

~ Para um estagio genérico n, n # N, tem-se:

- (Xn,Dn+l): estado de entrada, sendo(Xn determinado por XN e
por transformagoes deste atraves dos estagios N,
N-1l,...,n+l, e Dn+l a decisao tomada no estagio
anterior. Xrl e Dn+l sao, em geral, vetores.

- (X ,D_): estado de saida, apd0s a decisao D_, sendo X de

n-1""n n n—-1 -

terminado por X, € por uma transformacao no esta
gio n.

= Dn: variavel de controle do estagio n, cuja fixagao le
va a uma decisao.

- r_ : retorno do estagio n (um escalar).
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Além das definigoes acima, as relagoes funcionais abaixo sdo ne

cessdrias.
X 4 =t (x,0), n=1,...,n (%) . © (3.36)
& a funcao de transigao (ou de transformacgao).

r = rn(Xh,D ,D

n n n+l) 7 n = l,---,N_l (3-37)

& a funcgao expressando o retorno do estagio n, tendo como argu

mentos o estado de entrada e a decisao tomada no estagio n.

No estagio N, o estado de entrada & X
(X

D\

N’ © estado de saida

N—l’DN) e o retorno & rN(XN,DN).

De forma a se processar a maximizagao da fungao objetivo, & ne

cessario especificar como os retornos dos estdgios serao compos

tos. Seja R, a fungao de retorno dos N estagios, definida abai

N
XO:

* ... % *¥ ¥

r, 17 (3.38)
onde o simbolo (%) & o operador composicdo que estipula a sepa
rabilidade de Ry (ver,por exemplo, Nemhauser (21)), nao necessa
riamente significando a mesma operagao entre os retornos dos va

rios estagios.

Utilizando (3.37), obtém-se:

(5) A rigor, a funcao de transigao deveria ser escrita como :
Xn = tn(Xn,Dn,Dn+1) ; no entanto, esta sendo feita a suposicao de que a

variavel Die1 nao afeta o valor de X,, o que, como sera visto, e coeren
te com o problema de alocagao de capital, dadas as hipoteses feitas ate
entao.
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Ry = Ty (X O #Fp-1 Fne1 7 Poe 7O o (X ByyprDyep) *+ - - ¥ (X5,D/D3) *

xr, (X ,D) /D)) | (3.39)

Agora, empregando (3.36), vem:

Ry = Ty (grPp) #y K7 Pprr Py ) #F o Dage Py * ) # - %5 Kygo Dyr + - - D) ¢
*rl(XN,DN,...,Dl) (3.40)

ou

R, = Ry (X Ne1s /D7) (3.41)

N /D

NPy

A interpretacao de (3.41) & que o retorno de N estagios depende
do estado inicial e das decisdes tomadas em todos os estagios.
O problema, agora, consiste em maximizar R com relacao as va

riaveis D ""Dl’ pois Xt é dado, ou seja, encontrar o retorno
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