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RESUMO

A enter'ação htdrodjnãmjca de corpos flutuantes com on-
das de superfície ê .formulada sob enfoque va7'nacional. 0 de
senvolvjmento é feito no conte-xto dos problemas lineares não-
homõgeneos que decorrem da transformação do problema - potencial
não-linear quando a este é apl icada a usual técnica das pertur-
bações. Com exceção da restrição de velocidade de avanço e ex'
citação harmónica a formulação é geral

Um novo prjnclpio yaFiâcional (PV2) é enunciado, esta-
belecendo que as for'ças hidrodinâmicas general izadas agentes se
bre o cot'po são valores estac ionãrios de funcionais bem defini-
dos. Estes funcionais guardam certa semelhança com o quociente
de Rayleigh em problemas clássicos de vibração. Como consequên
cia, estas quantidades podem ser acur'adamente determinadas a
partir de aproximações variacionais relativamente grosseiras dos

campos potenciais de radiação e difração associados

A apl icação do método variacional de Rayleigh-Ritz (ou
direto) ao PV2 é então formulada e exemplificada através do de
senvolvimento de um método especTfíco ao pt'oblema bidimensional
o Método Variacional Bidimensional (MVB). São conduzidos expert
bentos numéricos mostrando sua convem'gência e permitindo estabe
tecer um prQced ímento efic lente para a escolha das funções-tes-
te elementares que compõem as aproximações variacionais. Mos-

to'a-se que com o uso dé singularidades de or'dem superior (dipo-
los e vórtices) é possível r,ecuperar-se os resultados dos coefi
cientes hidrodinâmicos de massa adicional e amortecimento, cal-
culados por Vugts (.1960) para difer'entes seções, em toda a fa{
xa de frequências. Isto implica na construção e inversão de uma

matriz real e si.métrica de ordem quatro.
0 MVB é então aplicado em conjunto com a Teoria do Cor

po Esbelto (TCE) produzindo um eficiente procedimento computa -

cional , cujo desempenho é exempl ifjcado para um elipsõide de rg.



volução. Os resultados sÍQ campa)''idos aqueles conseguidos po.r

Sclavounos (1985), colo Q iis.o da Teoria IJnjfíca.da, e a outros de
cora'entes da apl icação do Método de Pajnêis Esferoidais (umê va
Fiação específica do usual método de dtstribu íção de s ingulari-
dades), publicados por' B)''eit(1985)



ABSTRACT

The wave interactjon probblem is reformulated under
a variational approach. This is dome for the usual potential
nonlinear boundary problem transformed, by means of standard
perturbation technjques, unto an infinite sequence of linear
non-homogeneous ones. Advancing speed is assumed to be nula

A new variattonal principie (.PV2) is enunciated,
stating that all generalized hydt'odynamjc for'ces actjng on the
body are, in fact, stationary values of well defined functio-
nals. These functionals resemble, in some sense, the Raylejgh
quotient in classical vibration problema. As a consequence,
such quantitles can be accurately determíned from relatively
crude approximations for the associated radiation and djffraction
poten tias s

Rayleigh-Rltz Variational Method(direct method) is
applied to PV2 and exemplified through the constructjon of a
specific method for the two-dimensionar case: the two-djmensjo-
nal Variational Method (MVB). Numerical experiments are conduc-

ted to show- the convergence of the method, enabling to esta-
bl ísh an efficient procedure for the choice of elementary trial
functjons that compose the var'iatjonal approxjmatlons. It is
shown that high-or'der singularities (.dipoles, vortices) ar'e

abre to recover the results obtajned by Vugts- (1968) for the
added mass and damping coefficients, calculated for severas
different section geometries, in the whole range of frequencies
Thjs impplies in handling a real symmetric matrix of ordem four

The MVB is then appl ied to Slender Body Theory (.SBT)

An efficient computational prQcedure is built up and tested for
an ell ípsojd of revolution. Compar'ison is made to Unified
Theory results, due to Sclavounous(1985), and to The Spheroidal
Painel Method (.a 3D singularity distributíon method), from
B rejt C1 985)
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l . INTRODUÇÃO

0 estudo do pr'oblema hidromecânico de interação de cor.-
pos flutuantes com ondas de superf:ícje constjtu i-se,atualmente,
em capítulo fundamental da engenharia oceânica

Injcíalmente afeito tão somente a aspectos de conforto
em navegação, hoje é det:erminante nos es'mudos de viabilidade e
segurança da quase totalidade de open'ações realizadas no mar
Anteriormente relegado ã condição de simples verificação, o i-
tem comportamento no mar passou a integrar a espjr'al de prometo
de sistemas oceânicos flutuantes jã em seus primeiros ciclos.

Multo embora investigações mais intensas tenham tido
seu {nícjo na década de 50, iniímeros aspectos do problema perna
necem em aberto. Desde questões de fundamento exclusivamente
tear'ico, como unicidade de solução(ver F.John, ]949)e que sõ
recentemente foi demonstrada(ver Aranha, 1983), até aquelas de
carãter mais prãtjco como o movimento de "Poli'' em grande ampla
tude, aguçam a imaginação dos pesquisadores

Mesmo sob hjpõtese de escoamento irr.otacional e inv:ís-
cjdo, o que pet'mate a descrição potencial do campo de velocida-
des, o problema hidromecânico õ de djfíc il tratamento. A exis-
tência da superfície livre introduz uma condição de cantor,no não-

ljnear, em fronteira desconhecida a priori. Adicionalmente, a
presença da superfície livre é responsável por um efeito de me-
mória no meio fluido, visto que ondas geradas pelo corpo em um

instante qualquer irão persistir indefinidamente. Este efeito
náo existe em escoamentos potenciais na ausência de interfaces

Como se não bastasse, a superf:ície do corpo constitui
se em fonte adicional de não-linearidade

Tais particularidades induzem a tratamentos sjmpllfica
dos do problema. 0 mais impor'tarte e usual consiste em repre-
sentar a solução potencja] em série assintõtjca, sob hipótese
de ondas de "Peqzzena" amplitude e "Pequenos'r movimentos do cor-
po. Esta técnica, sjstematízada através do método das perturba
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ções, leva a separar o problema original,que é em essência não
linear, em uma seqüêncja infin ita de problemas lineares não homo

gêneos. Estabelece-se assim uma sequência de soluções, todas sa
tisfazendo ã mesma equação linear de campo, pol"êm com condições
de contorno, na superf:ície, l ivre e do corpo, que sao funções não
lineares das soluções de ordem Inferior. Ao problema de primei-
ra-ordem corresponde condição de contorno homogénea na superf:Í -
cie livr'e. Este problema, a que usualmente se refere como li-
near, tem sido objeto de intensos estudos e investigações. Sua

solução tem permitido alcançar-se um bom grau de compreensão dos
fenómenos dinâmicos e tem sido utilizada do ponto de vista prãti
co. Mesmos fenómenos de origem sabidamente não linear, como a
deriva de corpos flutuantes em ondas, podem ser devidamente e-
quacionados a partir da solução do problema linear(ver. p.ex.,
Maruo(1960), Olgjvje(1983), Aranha & Peace(1986))

A linearidade do equacjonamento permite também quem se
lução global possa ser decomposta em diversas parcelas. A pri-
meira, associada ã difração do trem de ondas incidentes, convide
bando o(s) corpo(s) flutuante(s) sem l iberdade para oscilar. As
demais, associadas aos movimentos do(s) corpo(s) e também chama-

das potenciais de Kirchoff. Ã primeira esta associada a força
h'idrod'ínâmjca "olccÍtüHtcrr. Às intimas as forças hjdr'odinâmlcas
rrreat;7:0a8", as quais correspondem os clássicos coeficientes hl-
drodjnãmicos reativos: massa adicional e amortecimento por' ra-
dja ção

A decomposição linear permite que o problema dlnâmjco
seja tratado de forma dual no domínio do tempo ou da freqiiência
(ver, p. ex., Mei(1983) pg. 374-378). A solução no domínio da
frequência, por sua vez, é a base para a determinação da respos-
ta dinâmica do corpo em ondas aleatórias, sob representação es-
pectra l

Existe ainda um grupo de relações de reciprocidade en
tre parâmetros globais fundamentais, tais como força excitante
coeficientes hldrodinâmicos de amortecimento por radlção, ampla
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tude de onda irradiada ao longe do corpo, etc. Exemplos clássi-
cos são as relações de Haskjnd-Hanaoka, Bessho-Newman, o teorema

geral da "óí;icürr. Estas relações, além de enr'aquecerem a compreen

são do fenómeno físico, tr'azem um major grau de eficiência ã se
l u ção do p robe ema dinâmi co

Muito embora simplificado, o problema geral, linear e
harmónico, formulado para corpos de forma ar'bltrãria, é de dif:i-
cil solução numérica. 0 métododeGreen(MG), que faz uso do teo
rema e da função de Green, embor'a diretamente apl icãvel, conduz

a sistemas de equações de ordem avantajada, caracterizados por
matrizes complexas e cheias. Outros métodos mais r'ecentes, como

o método h:íbrjdo de elementos finitos(MHEF), e o método de ele-
mentos de contorno(MEC), trazem,igualmente,outras dificuldades
praticas, tais como preparação das malhas de disco'etização

Esta é a razão fundamental pela qual sõ após a década
de 60, quando computadores de gr'ande capacidade de pl"ocessamento

tornaram-se usuais, tais métodos passar'am a ser mais empregados

Pode-se afirmar', no entanto, que a solução do problema
linear sob excitação harmõnjca, consiste, em Última anãljse, em

deí;c?2'mínaz' os coe.fÍcíentes h dz'odÍnâmÍeos gZoba s; forças de ex
citação, coeficientes de massa adicional e amortecimento. Então,
para uma dada frequência resolver a r/eqaaç?ão do moodlment;o", de-
terminando a resposta d inâmica(amplitude e fase) do corpo ã a-
ção de uma onda de ampl ilude unitária e direção de incidência ar
bjtrãria, em cada um de seus seis graus de liberdade de movimen-
to

Para tanto, os problemas de radiação devem ser resolvi-
dos e os coeficientes globais obtidos da solução potencial, por'
integração ao longo da superf:ícje do corpo. Este ê o procedímen
to usual , em que pese o esforço numérico que porventura a ele es
tej a a s se ci a do

Os coefic lentes globais são, na realidade, medidas de
energia do sistema hidrodinâmico e, portanto, aparentemente, de-
pendem fracamente das particularidades do campo de escoamento.
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Com base neste argumento, per'guita-se: seria neceõs(Iria
determinar o campo de l)I'e6sões e uetoc dadas em todo o doma.nÍo
fl,uivo para se deter'minar conoen'Lentamente estas entidades glo-
bal,s ?

Caso sua determinação possa ser feita de forma direta
o uso de métodos variacionais Õ por certo apropriado, como em

outros ramos da engenharia e da f:isjca aplicada. Assim se for
possível formular um princípio variacional especifico, de tal
sorte que estas quantidades sejam valores estacionários de fun-
cionais bem definidos, uma aproximação adequada do campo poten-
cial, através de funções admissíveis, ser'ia suflcjente para a
sol ução ÜI uma do probl ema

Um exemplo bastante animador' foi obtido por Males(1967),
o qual , com o uso de apenas uma função admissível, reconstituiu
o coeficiente de reflexão para um ressalto submarino, submetido
ã ação de onda s pl a nas ha rmõn ices

Este objetivo ê persegu ido no presente trabalho,no con
texto dos problemas lineares não homogéneos decorrentes da ex-
pansão do problema harmónico em uma série asslntÕtica. A fot'mu

loção variaclonal, apresentada no capítulo 2, é geral e trid{ -
mensional, embor'a restrita ao caso de velocidade nula de avanço.

Dois princ:ópios variacionajs são enunciados. 0 primeiro(PVI)
estabelece que a estacionariedade de um funcional, que pode ser
interpretado como uma função Lagrangeana do sistema hidromecâni
co, conduz ao equacionamento fracos / do problema associado e,
equivalentemente, ã sua formulação clássica, na forma diferen-
cial. 0 segundo(PV2) estabelece que as forças ..hidrodinâmicas
gemer'alizadas agentes sobr'e o corpo sao valores estacionar'ios de
funcionais, os quais relacionam o trabalho das forças externas
sobre o meio fluido com a energia cinética e potencial deste
meio. Estes funcionais guardam certa similaridade comoquocien
te de Rayleigh em problemas clássicos de vibração

+

(*) Usualmente empregado no Metodo Híbrido de Elementos Finitos
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A aplicação do PV2 ao problema linear. tridimensional é
imediata e os tensos'es de massa adicional, amortecimento e for'
ça excitante são prontamente escritos como função do tensos de
força hidr'odinâmjca generalizada

f4ostra-se também que a busca da condição de estaciona -
piedade deste funcional pode ser feita através da solução da e-
quação fraca associada em um espaço de dimensão finitas, /varrido
po r funções admi ssívei s

+

0 cap:Ítulo 3 constitui-se em um exemplo de aplicação do
PV2. Elegeu-se para tanto o problema linear, e mais especifica-
mente, o caso bidimensional. Neste contexto mais restrito um mé

todo varjacional é elaborado em detalhes

Ressalta-se que os resultados conseguidos com o Método

Variacional Bidimensional (MVB) são amplamente satisfatórios, a-
diantando-se que os coeficientes hidrodinâmicos de seções tr.ans-
versais tTpjcas foram obtidos com bom grau de prec isco e economia
computacional, em toda a faixa de freqÉíências de interesse. As
funções admiss:íveís uti] izadas compõem-se de apenas quatro fun-
ções-teste elementares reais, o que implica na solução de umpro-
blema linear real e simétrico de or.dem 4

Cumpre notar' porém que a origem do estudo do compor'ta -
mento no mar esta na navegação. As formas esbeltas que caracte-
rizam os navios induz irem ã adoção de aproximações, hoje conheci
das como Teoria de Faixas(TF) e Teoria do Corpo Esbelto(TCE)
Ambas apr'oximam o problema tridimensional por uma sucessão de so-
luções bidimensionais correspondentes ãs diversas seções trans -
versa is do navio. A TF, contudo, não leva em consideração a in-
teração longitudinal entre estas soluções. Fot'mudadas ini -
cíalmente sob argumentos de natureza f:Ísica, ambas teorias tem
sido desenvolvidas desde o' seusurgimento, no final da década de 50,
e hoje estão bem estabelecidas tanto do ponto de vista matemãtj-
co quanto pratico. Uma excelente t'evasão pode ser apreciada em

Newman(1978), Sclavounous(1983) e Aranha(1986)

(+) Método de Rayleigh-Ritz
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0 capitulo 4 traz a Teoria do Corpo Esbelto e o Método
Variacional Bidimensional aplicados conjuntamente ã solução de
problemas t:ípjcos. 0 obj:etivo é mosto'ar como técnicas varjacio
na is e assintõticas podem se constituir em poderosa e eficiente
fer'lamenta de anãljse para o estudo do comportamento dinâmico
de cor'pos esbel tos em ondas

Inicialmente faz-se uma breve revisão da formulação da
TCE. Tanto os pr'oblemas de radiação quanto os de djfração são
abordados. A representação integral da solução em campo distan
te(solução exterior) tem como núcleo a função de Haenckel de
primeira espécie e ordem zero. A solução em campo prõxjmo(so-
lução interior) é, a menos da condição de radiação, a solução
bidimensional. A coppatjbilização das duas soluções r.esulta em

uma equação integral de Fr'edholm, de segunda espécie

Os coeficientes hidrodinâmicos globais são então facjl
mente obtidos, consjstjndo basicamente de duas parcelas: a pri
medra, advinda da solução b ídimensional; a segunda, associada ã
ínteração longitudjna] dos campos potenciais bjdimensionajs

A partir da expansão assintõtica para a ampl itude de
onda ao longe do cor'po outr'os resultados r'elevantes são deduzi-
dos no âmbito da TCE: as relações de Haskind, e o coeficiente
médio da fot'ça de deriva em ondas monocramãticas. As forças ex
citantes, calculadas pelas relações de Haskind, dependem então
apenas da solução dos problemas de radiação e, de for'ma inte-
gral, do ângulo de incidência do trem de ondas. Seguem também

impor'tartes relações de energia mosto'ando a cons istência da TCE

Os exemplos de aplicação escolhidos referem-se a um e-
lipsõide de revolução. Os valores dos coeficientes hidrodinã-
micos são comparados a resultados obtidos da literatura, prove-
nientes quer da apl icação do Método de Green Tridimensional ,quer
da Teoria Unificada de Newman & Sclavounous. Mostra-se, contras

tendo-se os r'esultados, que a TCE conduz a valores dos coefici-
entes h idrodinâmlcos com erros bastantes menores, se comparados
aos er'ros da Teoria de Faixas, como esperado
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0 capitulo 5 conclui o presente trabbalho, tecendo as úl
temas considerações sobbre os resultados alcançados, destacando os
pontos fundamentais, e apresenta algumas sugestões para sua con-
ta n u i d a de

São apr'esentadas, adíci.onalmente, 5 apêndices

0 apêndice A djlscute relações de conservação de energia
e sua correlação com o enfoque varjacional. 0 apêndice B trato
de uma formulação alternativa do MVB. 0 apêndice C apresenta,p.!
ra o caso bidimensional, o desenvolvimento analítico das funções-
teste elementares, formadas por' sistemas de polos, dipolos e võr
tices. 0 apêndice D cuida de algumas deduções, no âmbito daTCE,
e o apêndice E descreve o método numérico empregado para a solu-
ção da eq u ação ante gt'al
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2. o ENroQUE VARIAcloNAL

0 presente capítulo apresenta uma formulação variacio-
nal para o problema hidromecânico de interação de cor'pos flu-
tuantes com o meio flu ído, na presença de superf:Ícje livre, e
sob hipótese de velocidade nula de avanço(til). Considera par'a
tanto que a solução do problema harmónico(estacionário) seja
expressa na forma de série ass íntõtjca, sob a hipótese de peque
nos de sl ocamentos do s i s tema

Da presente formulação, a qual faz uso do equaciona -
mento fraco do problema, decorrem dois importantes princ:ópios
varlac zonais. A apl ilação destes princípios conduz então a um

método varjacional onde as forças hjdr'odinâmicas gemer'alizadas
agentes sobre o(s) corpo(s) são determinadas de forma direta
Isto se consegue através do calculo de valores estacjonãrlos
de funcionais bem definidos a partir de apr'oximações com fun-
ções admissíveis, ou de Rayleigh-Ritz

Mosto'a-se também que o prjnc:ípjo varjacional de Bessho
(1968) é um caso particular da aplicação dos princípios varia -
cjonais aqui desenvolv idos ao pr'oblema de primeira-or'dem, quan-
do as funções admissíveis são funções de Green do problema. Is-
to se fará na seção 2.3, onde um breve hjstõrjco bibe ioga'ãfjco
e apõe sentado

2.1. Formulação e Princípios Variacionais

Considere o problema de interação hidromecânica de um

(ou ma is) corpo(s) flutuante(s) e o meio fluido, na presença de
supe rfTci e livre

0 escoamento é suposto inv:íscido e {rrotacional,de tal
sorte que possa ser' repr'esentado por um campo potencial © de ve
mocidade. Despreza-se o efeito de tensão superficial

(*) O problema em que ha velocidade de avanço é relevante para corpos esbel
tos. Pode-se mostrar, nestes casos, que o problema interior reduz - se
ao problema clássico de velocidade nula com a freqiiencia corrigida pelo
efeito Doppler ( ver Newman, 1978)
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Considere um dom:Ínlo fluido Infinito n", limitado pe-

la superfTci.e do fundo SH', pela superfície(s) do(s) corpo(s)
Sjã e pela superfl'cie l ivre SF" (ver figura 2.1)

0 equacionamento mais geral do pr'oblema ê dado por' (ver',
p .e x. , We h a use n & L a i to ne (1 9 5 9 ))

v2o = 0 ; em n" ( a )

P/p -94 + ;(v@) + gn: P(x,y,t) em si;'(b)
( 2 . 1 )

em Slâ e SH ( c )

( d )(e'; ''' Vq'.V) (z--) o; '" SF"

Fjgur'a 2.1 DomTnjo Infinito Q"
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onde n(.x,y,t) é a cota da superflci.e livre, além de uma condição
apropr'cada no inf'in'íto tal que ®, -:t e vq' -+ 0 com r = 1/x2+ y2'-> m

Como menc ionado na introdução, o potencial © pode, sob
hipótese de pequenos deslocamentos do sistema hidromecânico, ser
representado por uma sér'ie assintõtica na forma

©
( 1)

E® +
. (2 )

e'© + ( 2 . 2 )

onde c é um parâmetro pequeno

A subsllli.tuiçãq.de(2.2) em(12.1) permite que os divet"-
sos problemas ®'', ®*. ,..., sejam separados s istematícamente,
agrupando-se os termos de mesma or'dem de magnitude. A sequência
de problemas que se estabelece ê equacionada em um domínio n",
limitado por' SB' SF" e SH" , onde SB e SF" definem a posição mg.

dja de equil íbrjo do sistema hidromecânico

Todas as soluções satisfazem ã equação de campo em Q
As condições de contorno são funções não lineares das soluções
de ordem inferior. Em particular a condição de contorno na su -
perfTc ie livre pode ser decomposta em uma condÍç?âo homogénea, da
da po r

(k) (k)

11:.! . ! .21 : o
a t2 g Dz

k 1 , 2 , (2 . 3 )

somada ã uma cond ição particular t.(x,y,t), def ín ída em Sr,e que
caracteriza os diversos pr'oblemas o \KJ

Por sjmpl icidade, a condição de contorno no fundo será
suposta homogénea, ou seja V.= 0 em Su'

Assim, os diversos termos da sêt'ie (2.2) satisfazem a

v2@(k) ; em ç2 (a)

&2.D(k) l a@(k)

-;--F- '' i ;; =fk'(x,y,t) ;emSF" (b)

Celso Pesce
Realce
Errata: ao invés de 1/g leia-se g

Celso
Realce

Celso Pesce
Realce
Errata: ao invés de 1/g leia-se g
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(k)
a©

vk (. x ,y , z , t ) ; em SB (c )

( d )

( 2 . 4 )

.'*: .
; em SH

(k) (k)
© e v© s ã o fi ní to s ; (e )

Mostra-se, ver p.ex. Miloh(1984), que é poss:ível esta
belecer-se uma :/'02'mzzZação oal'ÍacdlonaZ gel'aZ que leve ao equacio-
namento(2.1) ou, especificamente ã sequência(2.4) de equações

Por'Õm, é sob hipóteses mais restritivas de respoõt;a esí;a
cionãr :a (i ene t;anão 7zarmõn :ca no t;capo que um enfoque variacio-
nal ã equação(2.4) leva d iretamente ã solução deste problema h{
dromecãnico. E possível consta'uir um funcional, cujos valores
estacionar'elos são as prõprjas for'ças hidrodinãmjcas generaliza -
das agentes soba'e o(s) corpo(.s) e decorrentes de um determinado
campo potencial

Em outras palavras Caíste am p2'Ínez'pÍo oa2'ÍacÍonaZ pa-
ra essa classe de problemas que conduz a métodos variacionais es
pecTficos pa ra su a sol ução

Como será visto, esta formulação esta intimamente l iga
da ao equacionamento fraco do problema (2.4) sob excitação har'mõ
n i c a

Antes deoabordar'mos porém, é interessante que a formu-
lação fraca seja revisitada, sob um enfoque var'nacional, o que
se fa rã a seg ui r

2.1.1. 0 Problema Harmónico. Princ:ópio Variacional e Formulação
Fraca

Seja um subdomTnio finito de n", denotado n, delimita-
do pelas superfícies SB' SH' SF e SR' confor'me mostra a figura
2.2. A superf:ície SR é, sem perda de genes'aljdade, suposta c i -
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llndrica e distante de um ra to R do eixo coordenado vertical z,

com or agem em ST' Considere qualquer' um dos termos da série
(2.2), aqui simplesmente -indicado pela função o(x,y,z,t):o(r,o,z,t)

Apenas o caso de t'exposta estacionária ã excitação ha.L

mõnica no tempo, e de frequênc i a u, será considerado. Permlte-

se que tanto a superf:i'cie do(s) corpo(s) SB quanto a superfície
livre ST' sejam fontes de excitação. Ass ím, escreve-se

0(x,y,z,t): Ret;'F(x,y,z)e. }(2.5)
jut

e define-se o niimero a através da relação de dispersão

Pil- = Ko ta nh

o nde K ê o número de onda e h a profundidade

X

,,g,=.,@..

Figur'a 0 Dom:anjo Fi nato Q
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Considere também o doíolnio complementar de Q em o", def{

ni.do como ã. Define-se então em õ a extensão continua .P(x,y,z) de
+(x,y,z). A função +(x,y,z) ê suposta de classe Cz

0 equacíonamento mais get'al de + em Q é dado então
para funções regular'es v(x,y,z) e fCx,y), por

Vz+

L+

em Q ( a )

(b )

( c )

v ( x ,y , z ) ; em S B

; em SFf(x ,y) ( 2 . 6 )

em S R (d)

em SH (e )

onde

(2 . 7 )

A função +(x,y,z) em ã pode ser repr'esentada como a
soma de duas par'celas. A primeira, +P, solução particular, exc i
tada pela função forçante f(x,y) em SF' A segunda +n, solução
homogénea

Assim

i (x ,y , z ) iiH (x ,y,z) ( 2 .8 )

A solução particular +P pode ser escolhida de tal sor.
te que se anule na superf:ide de conta'ole SP, satisfazendo, por
tanto, ao seguinte equacjonamento



v'õP

L+ P

0

i; ( x ,j' )

Pe

0

; em Q ( a )

(b )

( c )

; e« S;

!;l! ; 'm s.+P

a+P

( 2 . 9 )

em SH ( d )

(e )4'. e v+ P finita s par'a

Por sua vez a solução homogénea aIH(x,y,z) satisfaz

L+H

a'bH

; em

; '" sl:

( a )

(b )

; '" SH (c) (2.1 0)

(d )

(e )

'b H

'> H '"

em SR

e: i(Ko r - « /4 ) f( : ) ; K r:,
0

A(o)

Se a aproximação for de prime ira ordem, por' exemplo,f=0
e a condição de contorno em SF' é homogénea. üã, para o proble-
ma de segunda ordem, v, f e a par'cela ..=..= 1.. são funções b il i -
neares de +(1)e do movimento do corpo em prjmelra ordem E(1)''Se

4,\'/ fot' harmónico com frequência o(i),,v,~f(e, portanto ;} SR. )
podem ser separados em duas parcelas: v(20),v (22) e f(20)'f(22)
r'espectivamente. A primeira, Tnd ice (20), independente do tempo,

tem frequência nula: A segunda, I'ndice (22) corresponde ao ter-
o pulsante em 2u\'/. A elas correspondem os potenciais +(20)e

+' ''respectivamente(ver Aranha e Pesce(1986))
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Considere agora a classe de funções w continuas em Q e
que tenham energia finita. 0u seja

JJf ..,«,'
Q

C2 . 1 1 )

Esta classe de funções tem gradiente quadrado- {ntegrãvel
(norma de ener'gia) e define um espaço linear
Wà '(Q) na líteratur'a espec íal izada

] denotado po r

Escolhendo UHâ função 'r GW:(.i)(.n) arbitrária, multipli-
cando-a poF (2.6.a), integrando o pr'oduto por par'tes em Q e apl i.
cando-se o teorema de Gauss e as demais condições de contorno, che
ga-se então ã seguinte equação fraca:\ J

G(+ ,1') : V(q') ( 2 . 1 2 )

onde os funcionais G(+, q') e V(.q') foram definidos como

G( @ , I' ) ÍJ/ '+.v"d. .«-; - JJ P « «:

(**)
( 2 . 1 3 )

Q
SF SR

e

v(q : IJ «"ds -- IJ f«dS * JI .l}. « dS

SB SF SR

( 2 . 1 4 )

0 prol)lema(Z.õ) pode então ser assim enunciado:(+'v'e)«deter-
m ?za /t.e W2' /(Q) d;aZ que rZ.:Z21 sela satis.feita paz'a todo
'reWzt /(n)". Note que no equacionamento fraco exige-se apenas
que + e I' tenham energia f{ feita

(+) O equacionamento fraco .é a formulação usual do Método de Elementos Fmi
tos (ver, p.ex., Mei(1983),pg. 332)

:=í: B"7. ; !'=:':;.:==F;'??.!!.;.=*;t',-' -" ' '" ;.. -."*;"'.
(+++) Âeineeroretação física de (2.12--2.14) seta deixada para o final da prese=

: D(+),
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Não é dif:ícil verá.f{.car que o funci.anal G(+,1') õ sina
tr'l co , o u se j a

G(+ ,q') ; G(!' ,+) ( 2 . 1 5 )

Para tanto,iconsi.dele duas funções +,e e +m ambas pente.g
centes ao espaço W2t /Cn) e que satisfaçam ãs seguintes equações
fracas

G ( +,ê.,'r ) : V,e (w )

G(+m''r) ; Vm ('r)
( 2 . 1 6 )

onde VZ('P) e Vm('r) são definidas por(2.14), com as funções espg.

c:ificas vZ, f,e, +eP e vm' fm''bmp

Segue en tão que

c(4'.,+,e) - G(I'.e,4'.) : Jl- 1l$U. 'b.ds - /J .;:gÜ '.eds
S R SR

(!:P i«H - !:P-i.eH) dS + ÍI(!:# j;«p ' 8r ',ep) dS

SR SR

( 2 . 1 7 )

Visto que ai,eH e 4'mH satisfazem a condições de r'adia -
çáo(2.10.e), matematicamente similares, segue, da aplicação do
teor'ema de Green a estas funções no dom:ínio n, que

SR

'bmH !-:ÇE ÍZH) dS : O ( 2. 1 8 )

Como, por outro lado, +Z. e +m. são admitidas nulas em

SR(ver(2.9c)), a expressão(2.17') é identicamente nula o que
demo n s tra ( 2 .1 5 )



2 . 1 0

De(2.15) e(2.16) decora'e ai.nda que

V,e (l+m) : Vm(l+,e) ( 2 . 1 9 )

Como ser'ã visto na prÕxjma seção, esta relação de sime-
tria (recipr'ocldade) é fundamental e permite que se estabeleça u
ma genes'alízação das relações de Haskind-Hanaoka

Con sêde re a gor'a o fu nc i o nal

J(+) : ; G(+,+)

V

v ( + ) ( 2 . 20 )

Verifica-se da simetria do func tonal G(+, v ) que a esta
cionariedade de J(#) implica na equação ft'aca(.2.12) e vice-ver-
sa

De fato, tomando a variação de( 2.20), com ó+ G W:(i)(n),
a rb itrãrio , seg ue q ue

;- [G (+,â+) + G(6+,@)] ( 6 @ )

G ( + , 6 + ) - V ( 6+) ( 2 . 2 1

Como .s.> é arbitr'brio ê {medi.ato verificar que a esta
cionariedade de J(+) impl-íca na equação fr'aca(2.12) e é impli
cada por el a

0 seguinte principio variacional pode portanto, ser e
nu nci a do

"Dentre todas as fanç?ões .b e W,(i)(n), a soZaç?ão do

problema (2.22) á aquela qae .faz o fama anal J (+) estacZoHá -
r{. ".. . (PVI )

Muito embor'a J(+) guar'de uma cer'ta semelhança com uma

função Lagrangeana clãss ica, deve--se lemb.rar' que @(x,y,z) ê uma

função complexa. Mesmo o funcional J*($) definido como

J (#) : '} G (+,+") - V (+")
+
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onde Ct) i.ndi.ca complexo conjugado, é em geral um nümer'o compl.g
xo

No entanto se, no pz'obZlema em pz'fmeíra-ordem, em que

f(1) =.b(i): 0, o potencial .}(i) for sepat'ado em duas par'celas, a

pt'lmeira que se pl"opaga ao infin íto +.~ ' e a segundas.t / eoanes
cante, ou seja

a(1) , r i/2 v+e(i)} -.- 0
ê possível mostrar-se(ver apêndice A)

i) que o fluxo médio de energia associ.ado a +,(i) ê nulo

JJ #:'.:':: : :« fl +':'.Ç'*"
SB SR SR

Im

{i) que a difer'ença entre energia cinética T. e potencial ü
em Q ê finita e, a menos de uma constante pode ser calcu
lado por uma integral na superf:ide SP

a

dS :Jlí lv..w I'dil
Q

(1 )
1+ 2a

e

sF

dS : F CÍ. - ÜP

iji) que o trabalho médio realizado pelo corpo sobre o meio flui
do é suficiente para deter'minar-se a diferença entre ener -
gía cinética e potencial em todo domínio fluido n"

::«..!:'; : ..P "''': .':'*«: í'". -.,
i v ) e que o funcional Jt(+(')) definido antes dormente ê, a

nos de uma constante, uma função Lagrangeana clássica
me

J*(+.(i)): l G(.}ü(i) V('be( ) ) t n.- UJ : ! L cp.J:))
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Outras relações de energia podem ser apreciadas no apên
di.c e A

Convém notar também, que o pr'oblema rz.J21 rica mat;ema-
ticamente bem posto com a condição fraca(' ) de compat'tbtLidade a
di c io n al

1 (+ - +) ';; dS : O

SR

( 2 . 2 2 )

ã qual poder-se-ia ter chegado var'i.ando-se o funcional
fi nado como

1]( + ,ii ) d e

lJ(+,i;) : 7 (lv+)2 dn v+dS f+ds

# -s : 'c© * ; JI
SR

ds (2.23)

2.1 .2
0 Funcional FjN e um novo princípio variacional (PV2)

0 prjnc:ópio varjacional PVI, enunciado no item anterior.
ê bastante claro do ponto de v esta fTsjco. No entanto, não con-
duz diretamente ãs grandezas de maior enter.esse na solução do pro
blema h ídromecânico: as /oz'ças /zÍd2'0dÍnâm eas genes'aZ fadas agen-
Í;c?s oobz'e o coz'po em um campo potencial .bm, o qual satisfaz a e-
quação (2.6) (ou (2.12))

0 objetivo da pr'esente seção é mostrar que enÍste umPr n
3'ópio oariac{.oral diretamente associado a estas gl.'andezas gto-

Par'a tanto, considere o potencial +. de r.adiação linear
(ou em primeir'a ordem), associado ao movimento harmónico (na fre-
quencja u) de um único corpo em seu j-ésjmo modo generalizado de

(t) Foi chamada a atflnção do autor para o fato de que esta.condição é, em es
sincia, a condição de continuidade fraca no espaço W2(i)(Q).'Esta associa
da aos teoremas de imersão de Sobolev
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oscilar. 0 :índice j será reservado para indicar apenas esta clãs
se de p robe emas

Os potenciais de radiação +j satisfazem ã equação fraca

G ( + j ;'r) : Vj ('r )

pa ra todo 'p e Wz (1 ) (n) , onde

( 2 . 2 4 )

vj ('p) : IJ vj w dS

SB

( * )
( 2 . 2 5 )

Considere também o potencial om, na frequência u , satis
fa zendo a

G ( + N 'w ) ; V N ('p) ( 2 . 1 2 . a )

/ l \

pa ra todo 'p € W2(' ) (IQ) , o nde

vNM : ll"N "dS ''' ll fN '''dS -- ll e.;p- -' dS

SB SF SR

(.2 . 1 4 . a

No problema de primeira-ordem, como exemplo, o potencial
+h. pode ser' qualquer um dos potenciais de radiação(N=j=1 ,...,6) ,
ou de espalhamento(N=j=7). No problema de segunda-or'dem, como ou
tra ilustração, +.. pode sel' a parcela pulsante +(2z), como também

a parcela +t20), em frequência nula

Tomando a pat'te l inear da equação de Bernoull i aplicada
ao potencial +hi na superflc íe do corpo, ê imediato verificar-seque,

(+) Note que nos problemas de. radiação não existe excitação na superfície livre
(f=O) e portanto, $P=0;vjs são definidos usualmente como as componentes ge-neralizadas do versos noÍmãl
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a menos de uma constante, a /or a h d2.'odinãm ca gc?nez'aZlÍzada a-
gente sobre ocorpo segundo o i-êsimo grau de liberdade, no campo

pote nc ial + N ' ê da da por

bN vj ('P N ) V N (4'j ) ( 2 . 26 )

onde a relação de slmetrja(reciprocidade) do funcional G(+,'r)
foi u ti ] { za da

Na r'eal idade a relação de reciproc idade(2.26) ê uma

generalização das relações de Haskínd-Hanaoka. De fato, se em

particular +N for o potencial de espalhamento em primeira-ordem,
(2.26) é a própria relação de Haskind-Hanaoka. Se, por' outro la
do,+N for um dos potenc tais de radiação, A..iN é a for'ça hjdrodinâ
mica "2'eat;Íoa" no problema de prjmeíra-ordem, nor'malmente decom-
posta nos coe.fiel:ení;es de masca ad c anal e amora;eeÍment;o. Estes
r'esultados serão visto com detalhes na próxima seção

r20xomo outro exemplo, se +N for o potencial de segunda -
ordem +\ /, A{N ê o "coefÍc lente de .foro?a.genes'aZizada associada
ao pote?nc aZ de 8eganda-oz'dem", no modo j(+). Neste caso (2.26)
e outra forma de expressar' as t'elações deduzidas por Llghthill
(1979) ou, de forma independente, porém no contexto do problema
bidimensional, por' Aranha & Pesce(1986).(ver também Aranha &
Pe sc e (1 98 7a ».

Considere a go ra o fu ncio nal

Fj N (4','r) :
Vj ('r) VN(+)

( 2 . 2 7 )

De(2.26) ê imed lato verificar que

FJN(4'j ; 4'N) ( 2 . 2 9 )

(t ) Si; tem sentido fjlsico se considerarmos o problema de oscilações em bai
xa freqijência.
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ou seja: o J'anel:anal F.iN aõ ame o paZoz' da foz'ç?a /zÍdz'odÍnãmíca

AJN no paz' de .funç,ães (4'j; 'tN) G W2(i)(n) x W,(i)(Q).Note que
esta relação é valida mesmo quando G(+l, +hi) = 0, caso em que

A ;hi é ide n t íc a me n te n ul a

Mais pode ser mostrado: A:.. é am oaZoz.est;ac onárdlodé?

Fj N ( 4','r ) , n o pa r' (l# j ' 4'N )

De fato, consider'e (2.27) r'eescr'íta na forma

FjN(4','P) G(l+,'p): Vj('r) VN(+)(2.27.a)

Tomando a pr'imeit'a vacilação de (2.27), com

(ó$,õ'r) e wz(i)(n) x W,(i)(n), vem que

ÕFjN(4','p) G(+,'r) + FjN(4','r) ÓG(+,v) É Vj(Õ'r)VN(+)+ Vj('P) VN(Õ+)

( 2 . 3 0 )

Se o par(+.j; +N) for substituído em(2.30) e as ident{
dades(2.26) e(2.29) for'em util izadas segue que

Aj N { 6 Fj N (4'j 'l'N) + (G(4'N' õ'i'j vN(ó+ j ) ) +

+ (C(+j' õ4'N) Vj ( ó4'N ) ) } : o

Como(õ+.j;6$N) são arbjtrãrias,(2.12.a) e(2.24) se a-
plicam para 'bKI e +l respectivamente, conduzindo ã estacionarie
da de d e F jhi, o u sej a

ÕAj N : 6 rj N (4'j ; 4'N ) ( 2 . 3 2 )

Note que(2.32) continua valida mesmo quando A:m = 0
Para demonstrar esta Ultima asser'tava, suponha um sub -

espaço W2(1)(n),CW2(i)(n) C W:(t)(n», denominado espaço das

aproximações. Considere as aproximações +; e .p.. pertencentes a
W, (i) (o) tais q ue
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'b j ' 's'P j

$ N : + N ' Õ+ N

( 2 . 3 3 )

No espaço Wz(i)(n) valem as seguintes equações fracas

G (+j 'w ) : Vj ('r) ; to do w € W2 (n )

G(+N''r) : VN(w) ; todo w € Wz (n)

Como w ê uma função arbitr'aria de W2(i)(çz)
to , d e W2 (i) (Q), val em a i nda

G(+j;'p) : Vj('p) ; todo wG W2(i)(n)

G(+N''p) ; VN('p) ; todo I' C Wz(i)(n)

e portanto, de(2.33) -(2.35) vem que

C(õ+j;'r) : G(Õ+N''r) : 0; todo q' ebl(i)(n)(2.36)

Seg ue en tão q u e

AjN : G(4'j; 'bN) : G(4'j+ õ'bj; '>N+ 'S'bN)

G(+j' 'bN) + G(4'j'ó'bN) + G('PN'6'Pj) + G(6'bj' ó'>N)

G(+j, +N) + G(6+.i, Õ+N)

porta ne

( 2 . 34 )

( 2 . 3 5 )

e, po rta nto ,

AJN: G(4'j' 4'N) : AjN - G(õd'j'Ó'bN)(2.37)

(t) Se G(+,'r) tivesse a estrutura de um produto interno, (2.36) seria a prÓ'
..=. ....1=..A J. nv nnnnA]=].]n

P
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Co nsi dele a gor'a a nor'ma

õ ; max { l õ+j ; l õ4'Nll }

então, pela desigualdade de Schwarz

( 2 . 38 )

G(6+j 'õ'bN) 1 « C õ4'j 11. 1 õq'Nll '« o (ó') ( 2 . 3 9 )

e porta nto

Aj N Aj N + 0 (62 )
( 2 . 4 0 )

o que implica em que a p2'CHeIra Dal'Íaç(ío de A.iN sela nula,
seja ÕAJN : 0, mesmo quando Ajr{ : 0

o u

A demonstração acima, no espaço das aproximações W2(';(n)
é, na r'eal idade, a aplicação do método variacional direto ou mé-
todo de Rayleigh-Rjtz. Maiores detalhes poderão ser apr'eciados
n a s eça 0 2 . 2

Pode-se, portanto, enunciar o seguinte princ:ípjo varia
c io nal

''oentpe todos os pares de funções

(4',w) €1rl2(1)(n) x W2(1) (Q), aquele que .faz o .funcional F.ÍN (4',w)

estaczlon.iria ã o paz'' (+.j'+N) de soZaç?ães dos pz'obZema8 (2'.24) e
( 2 . 1 2 . a ) " . . . . ..PV2

0 ponto fundamental a ser' r.essaltado õ que o princ:Ípjo
variaclonal enunciado permite que uma aproximação relativamente

grosseira para os potenciais (+..i' +N)' com erro da ordem 0(6bcol
duza a uma aproximação para os coefic lentes de força hídr'odinãml

ca generalizada, AjN ; FjN(4'j' 4'N), com erro da ordem 0(õ2)(+)

(+) Note que o PV2 poderia ser enunciado para qualquer par (+N'+M) . solu
ç8es de (2.12), porém o coeficiente A.iu não teria interj3re'ilação fÍsi
ca imediata.
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Em outr'as palavras, permite que estas grandezas sejam
satisfatória e di.r'etamente apr'ox i~mada.s a part ir da busca de va-
lores estacjonãríos do func-tonal Fjm em um espaço de di.mensao
finita, varrido por funções admissível.s convenientemente esco -
] h { da s .

E ainda notável a si.milat'idade do funcional Flp (Õ,w)
com o quociente de Rayleigh em pt'oblemas clássicos de vibração

Note ainda que, se o corpo for considerado f]ex]'ve] , e

vj(x,y,z) l SB representar o j-êsjmo modo de vibração, o coef.!
ciente A.iN õ na realidade a força de pressão hidrodjnâmica as
socjada ao potencial 'bKI, atuando sobre este modo

A apl icação do PV2 para o problema linear (em primei.
ra-ordem) será v isto em detalhe na subseção 2.1.3., a seguir

2 .1 .3 0 Coeficiente A.Ím e o Problema em Primeira-Ordem

Considere a decomposi.ção do potenc íal total +(i)Cx,y,z,) ,
no problema de primeira-ordem. Admite-se agora que N corpos flu
tuantes {nterajam hidrodinamicamente. Assim

( 1 )
+ (x,y,z)

t,(x,V,z) + .X. 'b/(x,y,z) ''i«.x. jÕI ' j (x,y,z)

(2.41 )

onde

'bo

m

'bj ;

e o po te nc { al d a o nd a incid e n te

e o potenci.al da onda espalhada pelo m-ésimo corpo, supor
to f'i xo

i = 1,..., 6 é o potenci.al de radiação(Kirchoff) associa
do ao movimento do m-ésimo cor'po em seu j-ésimo grau de
l í be rda d e

i = 1,..., 6 é o movimento do m-ésimo corpo segundoograu
de l iberda de jej
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Além da equação de Laplace e das condições de contorno

homogéneas em SF(-+) e SH' os pote.nc i.ais de radiação (lj=1,...,6)
e o potencial espalhado (j=7) satisfazem âs condilções de condor

na superf:i'cie SB do(s) corpo(.s)

o':ll''; ll SB

s.-s."

, 2 , . . . , 7 ( 2.42)

com
m

l 'l: : :l.;;'::::;.:;:

(2 . 4 3 )
4 , 5 ,6

V7m
a'b o

( 2 . 44 )

onde ii"' é o versos nor'mal ao m-éslmo corpo apontado para seu
interior. Além da condição de contorno no cor'po os potenciais
+.r sati.sfazem ã condição de radiação de Sommerfeld no infinl
to(ver, p.ex., Mei(1983), pg. 307)

4'j 4e' .Ó,:"
{ ( K. r. "/h)

e f(z ) ;kor-'>
j ; 1 , . . . , 7

m=1 , . . . , N

l g

(2 . 4 5 )
com

cosa K.(z+h)
f ( z )

co s h ( 2 . 4 6 )

(*) fj (x,y) 0
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Da equação de Ber'noullj lineari.zada a j-ési.ma compo -
nente da força hi.drodtnâmica genes'al ilzada,sobrem m-ês.Imo corpo
pode então ser esc ri ta

rT («) Er(.«) ,- Rg(-«)

j : 1 , . . . , 6

m = 1 , . . . , N
( 2 . 4 7 )

onde

E.f (u ) z:l
y

SBm

+{ )nT dS;
1 , . . . , 6

] , . . . , N
l PU ( 2 .48 )

corresponde ã força de excitação e

'."'«, : ' .« J. }. fJ .J «r':
j : 1 ,. . . , 6

( 2 . 5 0 )
OI = 1 , . . . , N

corresponde ã força reativa general izada
vamente , ser expressa na forma

Rjm pode, a] ternati

Rj"(«) '« !. *j ;J «l
1 ,

1 ,

6

( 2 . 5 0 )
N

onde

Kjk (") : '"p ll 'bk "j 's
j ,k : 1,..., 6 (z.51 )

' Z,m = 1,...,N

repr'esenta a j-ésima componente da força reatjva sobre o m-êsÍ
mo corpo, devido a um movimento unítãr io do Z- ésimo corpo se
gundo o grau de l iberdade k, na frequência u.
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0 coefic lente f!'c"' pode seF separado nos coeficientes

de "mansa adiei:anal e arroz,tecdlmento genes'aZÍzados" Mjem e DZm,
na forma

«{l'«) ( 2 . 5 2 )

o nd e , p or' d e fi niç ão

«:" («) p ll *'0P{) «T dS

sg

CZ . 5 3 )

e

Zm rr Z m

Djt (") : p" ll i" (4'.) "j dS

Obviamente os potenciais(+jm, +e) são soluções dos
problemas "adlantos"(2.24), o que permite aplicar o P.V.2 para
o caso de N corpos flutuantes, e defin ir

B

(2 . 5 4 )

AJZkm («) vf (4'r) v'3 oÍI) vÍ (4''3) Vmk ('P6)

( 2 . 5 5 . a )
com

«Í '.=, : ll = 'r ':
SB

j,K = 1,

)

Z ,m : l ,

, 6 ( " )
( 2 . 5 5 .b )

, N

Os coeficientes A CmJk
ces (Z,m) e (j ,k)

são simétricos em relação aos índi

(t) Lembre que -:ly.. = 0 em SB' se m /z
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Ê imediato então ver'i.ficar, de(2.51) que

Zm

Hjk(")
Zm

ip" Ajk (")

j , k : 1 , . . . , 6

( 2 . 5 6 )
Z,m = 1 ,. . . ,N

e d e ( 2 . 5 2 ) q u e

bl# C«) : p R' ujk(")) (2 . 5 7 . a )

) ' ' ' , 6

. , N

( 2 . 5 7 . b )

j ,k

Z,m

.ÍT («) p" :"UW («) )

Ainda, de(2.48), a for'ça excitante generalizada pode
ser escrita como

E'3 (") : í',« ÍV? (+.) . ; A.PI ( 2 . 5 8 )

Note que a simetria dos coefícjentes A.ÍÇlm demonstra au
tomaticamente a relação de Haskind-Hanaoka, conforme jã mencio-
nado na seção anterior, permitindo escrever

Ej ("):l'«lvTh.) '' ,; "# :'" lv." hJ -- .e: vg U.ã

( 2 . 5 9 )

Outras Implicações, tais como as relações de Bessho
Newman(ver Mei (1983), pg. 327),podem ser deduzidas de forma a
nãl oga
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2 .2 Aplicação do Método Variacional de Rayleigh-Ritz ao PV2

Conforme foi visto nas seções anteriores a determi.na -
ção dos coeficientes globo is A.im é sufic tente para a solução
do problema de interação hidromecânico de cor'pos flutuantes com

o meio fluido, na presença de superfTcle l ivre, sob hipótese de
resposta estacionãrja ã excitação harmónica, agente na superfl-
cje livre, e/ou na superf:ícje do corpo

0 prlncl pio variacional PV2 permite que A:KI seja calcu
lado com erro da ordem 0(6z) bastando pat'a isso que o potencial

'l'j ou o potencial +N sejam aproximados por "funções admZsoZueÍs"
com erro 0(6 )

Entende-se por funções,gçlmissl'vens funções que perten-
çam ao espaço de aproximações Wz '(n). É conveniente, porém

não necessário, que estas funções satisfaçam ã equação de campo

e algumas das condições de contorno do problema

Obviamente a função de Green (polo) e funções elemento
r'es de ordem superior a ela relacionadas (dépoZos, ZÍnhao dc?oóü'

tÍee) constituem-se em escolha apropriada. Tais funções satis-
fazem a todas as condições de contorno, a menos das condições
na superflcje do corpo e, eventualmente, ã condição não homogé-

nea na superfície l ivre. Estas funções são especlfjcas para ca
da problema e, em geral djfícels de serem estabelecidas e calcu
l a d a s

Seria, portanto, conveniente o uso de funções-admissí-
veis mais simples.que, embora não tão precisas quanto as fun -
ções de Green, por outro lado trouxessem um mÍnImo de informações
básicas soba'e o fenómeno fls ico modelado

Esta ê uma das grandes vantagens de um método variado
nal. Em partjculat', o PV2, além de bastante abrangente, possj-
bjllta que a escolha do espaço de aproximações não seja tão res
trata. Esta iilt íma qual idade advêm da formziZaç?ão rz'aca ut il iza
da para seu estabelecimento, além da pr'õpria estrutura dos fun-
ciona ís envolvidos que, em essência, trazem informações que per
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matem Feconsti.tuir todas as condições de contorno do problema

A escolha das funções-admissíveis depende obviamente
das particularidades de cada problema a ser resolv ído. Esta dis
cussão será deixada para a seção seguinte, onde um método varia
cional especifico, baseado na apl icação do PV2, fo i desenvolvi-
do e implementado numer'icamente pat'a o problema linear bidimen-
sional. Neste caso, por' exemplo, mostra-se que um sistema de
Polos, dipolos e l unhas de vórtice em fluido sem fronteiras po-
dem ser usados satisfatoriamente pat'a compor,conjuntamente a fun
ções de Green, funções admiss:iveis apropriadas

0 objetivo da presente seção ê discutir' de forma gené-
rica a aplicação do mát;odo ua2'ÍacÍonaZ díz'eto, ou de Rayleigh-
Ri tz , ao presente probl ema

Este método consiste basicamente em repr'esentar a soou
ç?ão aproaÍmada como uma combinação linear de um conjunto de
/'z4nç?ões-teste eZementa2'es, cujos coeficientes formam um conjun-
to de "parãmetl'08 Da2'Íac ona 8 ZÍnea2'es" (ver, p.ex., Morse &

Fe s b a c h (1 9 5 3 ) , p g .1117)

Ass im, sejam as seguintes aproxi.mações, truncadas em um

número finito M de termos

M

E

n=l+j ;j ;
n 'n ;~ : -. ;: ;«

( 2 . 6 0 )

onde 'pK G W2L(Q) são as funções-teste elementares,sendoW2(1)(n)
o empa ço das apto ximações

Seja AjN a aproximação variacional decorrente da subs
tituição de(2.60) em (2.27) tal que

Ãj N : 'j N (;j ' liN) : ( 2 . 61
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ou a ind a

Aj N : G ('Pj ' 'PN ) vj (+ N) : vN C+ j ( 2 . 6 2 )

A condição de estacionariedade de(2.61) é equivalente
ao seq u{ nte s istema de eq u a çÕes

aAj N

;'x

. ,M

,N9 (2 . 6 3 )

Com a substituição de(2.61) e o uso de(2.60) e(2.62)
mosto'a-se que(2.63) ê equivalente aos segu antes sistemas de e-
qu aço e s

aN
n yr ; m= 1,....M

( 2 . 6 3 . a )

E aJ
n

n
V m

J
; m = 1 , . . . M

onde por convenjêncía de notação definiu-se

G nm

V m
J

"r

G('Pn ''rm)

Vj ( 'Pm )

VN( 'Pm )

( 2 . 64 )

Note que(2.63.a) poderiam ter sido obtidas diretamen
equações fracas para 'bj e +bi em W2(i)(n)

De fato, seja I' e H2L';(Q) arbjtrãrio, tal que

te da s

b vm m ( 2 . 6 5 )

ou em notação matríc-íal

{ b.}T { i.} ( 2 . 6 5 . a )
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As equações fracas

G (+j ' ; ) : vj (;)
. . ( 2 . 6 6 )

G (+ N ' v ) : V N ('r)

são en tão escritas na forma

H G

('..
e , portan to ,

(...)':
(2 . 68 )

conduz i ndo fi na l mente a

AjN: {a;jliÍVn} = {a=li {Vn}(2.69)

o que completa a solução do problema no espaço das aproximações
W, '' ' (n ).

HH m
} : { v }

Jn

N m
} : { v }{ a

Nn

W

{ v }
J

m
{ v }G

Nn

N n
} ' { v }= { a

Jn
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2 .3 Breve Histórico Bibliográfico

0 enfoque varíaci.oral no problema de ondas em interfaces
fluidas tem sido objeto de muitas investigações nestas Últimas três
década s.

Um excelente apanhado pode ser' encontrado em Wh itham
(1967), Sel iger & Whitham (1968), Leech(1976), Luke(1967),Males
(1977), Mjlder(1977). Todos estes trabalhos são de cunho funda-
mentalmente teórico e bastante abrangentes. Não abordam, contudo,
o problema específico em questão: a interação hidromecânico de cor
pos flutuantes na presença de superf:ic ie livre

Poucos tem sido os autor.es a formular este Ültimoproblema
põ r tê c n í ca s v a ri a ci o n ais

Em particular os artigos publ icados recentemente por
Mjloh(1984), Athanassoul is & Loukakjs(1985) e anteriormente,por'
Bessho e seus colabot'odores(1968-1973), merecem atenção especial

0 pr'imeiro utiliza o princlpjo de mínima ação de Hamjlton

e estende o princTpjo variacional de Luke(1967),(o qual fora for
rnulado para o caso de propagação de ondas livres bidjmensionais),
incluindo a presença de corpos flutuantes. No caso analisado por
Luke a função densidade Lagrangeana ê a pressão, e a apl icação do
principio de Hamilton, sob a variação do campo potencial e da am-

pl ilude de onda, conduz ã equação de campo e respectivas conde -
ções de contorno na superfície livre

Mjloh incorpora ã função Lagrangeana pr'oposta por Luke

a energia dissipada por radiação no {nfín ito

Para provar a adequação de sua proposição, Mlloh mostra
que a função Lagrangeana somada ao trabalho de forças externas ge
neral izadas, assoc dadas ao movimento do(s) sÕI ido(s), obedece o
prínc:ipso de Hamilton, na medida em que per'mire recuperar a equa-
ção de campo e demais condições de contorno

Além disso, Mjloh mostra dois resultados de extrema Pele
va nc l a
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j ) A parcela conservativa da função Lagranqeana, ou seja, ex -
club.ndo-se os termos correspondentes ã dissipação de ener-
gia por rad cação de ondas, pode ser expressa na forma de in
tegrais ao longo da superfl'c ie l livre e da superfície do(s)
co r po (.s )

Para o caso da aproximação linear, a Lagrangeana se reduz
a integrais ao longo da superfície do(is) corpo(s) em sua
posição média de equil:ébrio e de sua projeção na l unha d'a-
gua. A pr'imelra parcela coresponde ã energia cinética trens
ferida ao fluido e a segunda par'cela ã energia potencial as
soclada ãs forças de natureza hidr'ostãtica

{ { ) Como consequência imediata deste resultado, ou seja, de que
no caso l inear o movimento do flu ido possa ser expresso co-
mo dev ído apenas aos mov imentos dos sólidos, Miloh obtém as
equações de Lagrange do movimento dos corpos e, a partir da
hipótese de pequenos deslocamentos, decompõe o potencial em

potenciais de Kirchoff. Tal decomposição permite escrever
diretamente as usuais expressões para o tensos de massa adl
cional e de restaur.ação.hidrostática

Ainda, utilizando implicitamente o fato de que o tensos
de amortecimento por radiação pode ser expresso como função do
campo potencial distante, a função de dlssjpação ê decomposta

como função quadrãtica das velocidades generalizadas dos sõljdos

Afunção de dissipação ê análoga a função de Rayleigh
em sistemas mecânicos com força de dissipação que é função linear
da vel o cidade

A hipótese de solução harmónica no tempo leva ãs expres
iões clássicas que relacionam a força hidr'odjnâmica genes'allzada
aos mov ámen to s
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Por sua vez, utilizando o Principio da Velocidade Vir-
tual (PVV), Athanassouljs & Loukakís(1985), formulam problema e

quivalente. A partir da adoção de uma função Lago'angeana clãss{
ca, isto ê, definida como excesso de energia c inÕtica sobre a e-
nergia potencial, estes autores propõem um sistema completo de
equações l inearizadas do movimento do sistema hidromecânico. Nes

ta formulação a elevação da super'f:Ícje l ivre é considerada como

um campo de coor'denadas genes'alízadas, e o tratamento matemático

exige o emprego da Teor'ia de funcionais(ver Volterra(1939))
Neste contexto, a eZeoaç?ão da 8uperrz'c e é? a funç?ão potencial a-
faz'icem como am par de coordenadas cana?zÍcas genes'alegadas de
conformidade aos resultados obtidos enter.dormente por outros au-
tores, no caso de pr'opagação de ondas livr'es(ver p.ex. Males
(1 9 7 6 ) )

Conforme apontado por estes autores, e em que pese a
conveniência de sua util ização, porquanto per'matem um aprofunda-
mento em questões de carãter teórico e qual ítativo, estas formu-
lações não levam por si sõ ã solução do problema hidromecânico

Mesmo sob aproximação l inear e har'mõnjca, métodos numé-

ricos clãss ecos teriam que ser utilizados para a determinação do
campo potencl al

Paralelamente Bessho(1968) estabeleceu um principio va
rjacional para o problema de prjmejt'a or'dem aplicado por Mizuno
(1969, 70) para os problemas de r'adiação de "soam" e "roZZ",por
Sao, Moeda & Hwang (1971) para o movimento de "Reage.''de um flu -
tuante circular, e discutido de forma ma ís ampla por lsshiki(1973)
Os resultados são bastante satisfatórios

0 princ:ópio variacional de Bessho permite que a solução
do problema linear de radiação seja aproximada por uma série de
fu nções admi s slve{ s

A aproximação decorrente ê aquela que deixa estacjonã
rio o fundo nal

J B ( + )

SB

2v) + dS ( 2 . 7 0 )
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Como pode ser' diretamente verificado a estacionariedade
de(2.70) leva ã cond i.ção de contorno no corpo

$JB(+) : O «-'' C2 . 71-)

Cabe aqu í observar, i)orém, que o pz'ÍncZp#lo de zie80ho s(5

ã apL'Lcaoel a funções admÍssioe'ts que. além de harmónicas, sat'Ls
façam 'LdentÍcamente a todas as cona'Lçê5es de contorno do probbtema,

'z menos da cona:ç?ão r2.6b) , ou seja, funções de Green

Este princípio pode ser entendido como um ca,6a pa,'t,{Zcu
Za,t da,õ p&,éncZp,Ca.ó va,tZac,cona,Có IPU:í. e Pt/ZI, enunciados nas se
çaa,s an.{e.x,éaxe.õ, qüanda apZ,écad0,6 aa p abZema cm p.t,éme.,é,ta-o,idem



3 . 1

3 O PROBLEMA HARMÓNICO BIDIMENSIONAL SOB O ENFOQUE VARIACIONAL

0 presente tem como um dos objetivos exemnl{.ficar a a.-
pl ícação do PV2. Isto se fará através do desenvolvimento de um

método variacíonal especifico ao problema bidimensional de pri -
me{ ra-ordem.

A escolha de um problema mais simples, o bidimensional,
tem como principal argumento sugerir, de forma indutiva, o cami-
nho par'a o tratamento do problema mais complexo, o tridjmensio -
nal. Por outro lado, a solução do problema bidimensional tem ca
reter pratico, v isto que se apl icada ã Teoria do Corpo Esbelto,
leva a r'esolver uma importante classe de pr'oblemas tridimensio -
na { s . Is to s e fa rã no ca p:itu l o 4

Em essência o método variaclonal aplicado ê o método di
Feto, ou de Raylejgh-Rjtz, abor'dado anterior.mente na seção 2.2,po
rêm agora partjcularizado ao pr'oblema em questão

Especificamente, mostra-se que ê pois:ível representados
problemas potenciais de difração e rad cação como a soma de uma

parcela propagante e uma parcela evanescente

Nesta representação o potencial evanescente é real, con
forme evidenciado nas relações(2.19) e(2.20), e a aplicação do
PV2 a este problema parcial permite que a solução, pelo método
direto, se processe no domln io real

Este procedimento ê posa:ível graças ao uso da formula -
ção fraca do problema e da representação do potencial +, no doma

nio complementar' õ, em série de.Fourier general izada

As expressões fjnals dos coeficientes hidr'odjnâmicas são

bastante simples, dadas na forma funcional, onde comparecem V.i(.)
e G(.,.), e permitem que as dever'sas relações de recipr'ocidade e
de energia sejam diretamente demonstradas

Um r'esultado particular, e de bastante interesse, é o
estabelecimento de uma condição para existência de massa adicio-
nal negativa, que cona êste, basicamente, em uma relação de des i-
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gualdade entre a Lagrangeana da parcela evanescente e o fluxo de
energia {rr'adiada em um dado modo de oscilação

A escolha das funções teste-elementares ê real izada no
contexto do probl ema eva nescente

0 Método Variacional Direto ê então aplicado e sua con-
vergência é verificada, utilizando-se uma sequência de polos,cujo
número é sistematicamente aumentado

São conduzidos, por fim, experimentos numéricos com se-
ções de formas tlpjcas e mostra-se que o uso de funções-teste e-
lementares de ordem superior(dipolos e linhas de võr'tices) con-
duzem a resultados bastante satisfatórios. Adianta-se que fun-
ções admlss:íveis compostas por apenas 4 funções elementares são
suficientes nos casos t:Ípjcos analisados. Isto impl ica em cons-
truir e inverter uma matriz 4 x 4, real e simétrica. 0 desempe-

nho do método pode ser melhor aval lado pela seguinte comparação
pelo método de Green um grau de prec irão equivalente seria alcan
çado através da consta'ução e inversão de uma matriz com dimensão
t:épica 30 x 30, não sjmétrjca e complexa

3 .1
+

Definições e Formulação Geral

Considere a seção de um corpo cilíndrico, simêtrjca \ /
em relação ao eixo vertical z, conforme mostra a figura 3.1. 0
corpo flutua em aguas de profundidade h, suposta constante. Os

eixos coordenados y e z tem sua origem na superf:ide livr'e não
perturbada

0 Problema Bidimensional

Definimos o dom:anjo finito S, deljmltado pelos contos -

nos do corpo i'B' da superf:ide livre rF' do fundo rH e por duas
fronteiras verticais r.,' definidas pelas coordenadas y = t b. 0

domTnjo complementar 5 é delimitado por i'F' rH' rv e I'.
0 pr'oblema considerado ê harmónico e de primeira - ordem,

e vale a relação l inear de dispersão adimensionaljzada

(''') O problema bidimensional não simétrico é de menor interesse pratico, po
rêm pode ser abordado de forma análoga.
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m 2 ; :K ta n h K h
0 0

onde o fatal' de adimensionalização de frequência ê

( 3 . 1 )

( gg.) /2=U a
B

( 3 . 2 )

com B, a boca da seção

Figura 3.1. - Defina.ções e Coordenadas no Problema Bldjmensi.onal

Tabela 3. Z. - Parâmetros de Adimensjonal ização

Relação
Par'ametro de

Ad{ meus i oral { zação Relação Aplicação

Compr i mento

Comprimento

Tempo

Massa por
unidade de
compra men to

For'ça por
unidade de
comprimento 

onda t:épica

amplitude de onda

onda típica

inércia típica

força inercial
t:épica

var'iãveis geométri cas

movimentos translacio
naus de corpo rígido'

tempo e frequência

massa

forças em geral
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Neste cap:itulo todas as varjãveis e funções são adimen

sjonais de acor'do com a tabela(3.1)(ver Pesce, 1984)

Considere a decomposição do potencial linear na forma
de potencial de djfração e r'adiação onde o poí;enc aZ de dÍfz'a-
não é a soma do potencial {,nc{,dente com o potenc'tal espalhado.

As funções potenciais consideradas são funções apenas
de posição, posto que o fatos pulsante no tempo pode ser el imi-
nado no equac íonamento. Serão designadas por' q'l(y,z), onde
i = 0,1,2,3,4 indicam respectivamente os potenciais incidente ,
de "8u:'ge" (€1), "s:oay" (€2), "#eaoe" (€3) e "raiz" (€4). 0 PO

tencial dlfratado é denotadopor'Qn e o potencial espalhado por'
üs

Assim

q'0(y,z) : @. (y,z) + @S(y,z) (3 . 3 )

onde o potencial da onda incidente ê dada por

Q.(y,z) ; alKo(y-b)fo(:)
t

(3 . 4 )

com (ve r Me{ (1 983 ) , pg . 30 5 )

f.(z) : Fb cosa K.(z+h) ( 3 . 5 )

e

-. : .É- .J-:r'.,.,. l:" ( 3 . 6 )

l
0

l f. '(z)dz
h

0 fatos' Fo õ co nve nje nte , pois fa z

Devido ã simetria da seção, o potencial espalhado @ç(y,z)

pode ser escrito como a soma de duas parcelas, funções par e
ímpar, em relação a y. Assim

q' S ( y , z ) Y'+7(y,z) + V-©8(y,z) ( 3 . 7 )

(+) A fase C'lKob foi. adotada por conveniência futura



3. 5

on de
-j K b

a ' ( 3. 8 )

Ü7 e +o são funções par e Impar, respectivamente. No

te que os Índices j = 5 e 6 são t'enervados para indicar os mo-

dos de 'rpÍtch" e "#aDrr, def'in'idos no caso tr'idimens'tonal ge -
ral

A condição de contorno no corpo(rB) para os potenciais
Q7 e ü8 ê facilmente ob ti da

De fato, como

a@S
l)n

a@o ; em rB

seg ue de (3 .4)

a+ +
' 0

E)n ; em rB ( a )

( b )

( 3 . 1 0 )
e

a+ '

=; ; .. '.
onde +. = (y,z) são definidas como

Q.''' (y , z ) co s K .y

s l n K.y0

f.(z) (a )

( b )

(c)

( 3

@.' (y,z) f.(z)

@. (y , z) v+ .P. + + ~.' .P '
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Mais, embora o modo de "sa2'ge" (j=1) não seja estrita-
mente bidimensional, seu tratamento ê indispensável ã solução
do pr'oblema tridimensional atr'avós da Teoria do Corpo Esbelto,
conforme será visto no cap:itulo 4. 0 mesmo se apl ica aos mo-

dos de "pÍtch"(j=5) e "gaze"(j=6). Para estes modos, no entan
to ê suficiente a solução dos problemas de "7zeape" (j=3) e de
"szoa#" (j=2) ,aaql quais sãos respectivamente,linearmente proporcionais, on

de a r/coHst;GHt;ê" de proporc'tonal'idade ê a coor'denada long'itudi
nal x da seção

Os potencia is +j (y,z) ; j

qu a cio nados po r

1 , , 6 ,7,8 são e ntão e

v2üj ; 0 ; emS

aiIJ = CD2@j ; em rF

(a )

( b )

a'Pj
vj ; em rB (c )

( d )

( e )

( 3 . 1 2 )

a'P j
; em i'H

q'j "' Á.j a '\,(ly l-b) .eo(z); em lvl-*m

Onde

vj : nj 1 ,2 ,3 ,4 (f)

vj : 'F'xn8-j

:.!u
J 3n

5 ,6 ( g )

7(+) , 8(-) (h)

com ni= nx, n2 : ny,n3= nz, nk ; - z ny + y nz, onde i; é o ver
sor normal a rB apontando para seu interior
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A condição(3.12.e) ê a condição de radiação apropria-
da ao presente problema. De fato, a solução mais ger'al pat'a @l,

no dom:ínio complementar S, delimitado por fF' i'H' rv e I'. pode
ser expressa como uma expansão em série de Fourier generalizada
( v e r, p . ex. Me i (1 9 8 3 ) )

õj(y,z) = A.j el IÇ(IVI - b)f.(z)+ Z:l Ane'Kn( jyj-b).Í l:)
( 3 . 1 3 )

onde K.e f.(z) foram definidos por(3.1) e(3.5) e

fn(z) : Fncos Kn(z+h) (a)

F. : ( -l 'zWl5:m-W )% ; n = 1 ,2, (b)

(c)

( 3 .1 4 )

u2 : Kn tan Kn h

A expressão(3.13) decora'e da solução do problema por'
separação de variáveis, sob condições de contorno homogéneas, na
ausência de qualquer corpo difrator. No eixo z resulta um pro -
blema de Sturm-Liouville cuja solução ê o conjunto
{kn,fn(z); n: 0,1,2,...}, de auto'valores e auto-funções. Note

queÍfn(z)} ê completo e or.tonormal( l f. E:d,: õ).J n ü z

0 primeiro ter'mo em (3.13) associado a ( (z) é dito
p2'0pagante e os termos sob o símbolo de somatõria são d ítos eua-
?zescentes, posto que decaem exponencialmente com kny

h
nm

A compatib il idade de pressão e fluxo em r.,É, entre +:
e +{ e da da po r '

@ í ( b , z ) : Õ {(b,z)

(+) No caso de profundidade infinita a somatÓría é substituída por uma i.nte.
gral (espectro contínuo) - ver, p.ex. Males (1967).
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e

.IJ.j ( b , z ) ( 3 . 1 5 )

Definem-se ainda os funcionais

Ln:('r) : J w(b,z) fn (z) dz ; rl
h

0

0 , 1 , 2 , ( 3 . 1 6 )

onde 'p(y,z) € W2(1) (S)

É então imediato verificar de(3.13) e(3.15), e da or
togonalidade das funções fn(Z) que

Anj : Ln(+j) ; n = 0 ,1 , 2 , ( 3 . 1 7 )

São definidos, ainda, os coeficientes de reflexão
transmissão associados ao problema de difraçao como

- 2jK, b

e

R Aon )

( 3.1 8)
e

-2j Kob
T = ( Ao7 + Ao8+ l)e

As expressões(3.18) podem ser' facilmente verificadas da

condição de radiação de @7 , 08 e da onda incidente @ , e ainda
das definições (3.3) e (3.7). '

Por fim os coeficientes de massa adicional
to e fo rça excl tente são defí ni dos

amortecjmen

; j ,,e
1 , 2 ,3 ,4 ( *)

( 3 . 1 9 )

(+) aPzhcavee eyaw ajJ:5.l6) nao)são considerados, visto que são proporcionais
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+

3 . 2

bjz(") '.* « :« J

rB

üz vj ds ; j ,,e 1 , 2 , 3 , 4 ( 3.2 0)

Ej (« ) Ajk
+

rB

:: Í ( q'. : "j
rB

I'k )vj d S

Ajk lu Y
+ 'Pj vk) d S (13 . 2 1 )

onde

Aj.e ; l+ (-1)j+Z ( 3 . 2 2 )

0 coeficiente Aj.C ê necessário nas expressões acima,pos
to que, devido ã simetr'ia da seção considerada,a integração se faz
a pena s em me {.o- con to rno.

Um Método Varíacíonal para o Problema Bidimensional (MVB)

0 desenvolvimento do MVB se fará atr'avós da aplicação
do PV2 ao probl ema bi dome nojo nal

Muito embora esta aplicação possa ser feita de forma d í
neta, como um caso particular do método apr'esentado na seção 2.2,
a condição de radiação dos diversos problemas impõe que a solu-
ção se processe no domínio das funções complexas. Este fato, po
de ser evitado se os potenciais I'{ forem separados em duas parca
las: a prime ira pr'opagante, associada a f.(z), e a. segunda eva -
n esc en te

Como será v isto adiante, a parcela evanescente ê a soma

de duas funções eqaac amadas tão somente no domÍnIo z,eaZ e ãs
quais o PV2 será apl icado, em um espaço mais restrito

Este procedimento exige, sem diivjda um grau adicional de
elaboração. Contudo permite, por' um lado, simpl ifjcat' o trata -
mento numérico na solução dos diversos problemas. Por outro,
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estabelecer d iretamente, e de forma algébrica, uma sér'ie de re-
lações de reciprocidade e de conservação de energia. Permite
ainda que a perturbação local (ou de campo Fria mo), ocasionada
pelo corpo sobre o me io flu ído,seja isolada da perturbação glo
bal(ou de Campo d soante), tr'azendo uma melhor compreensão dos
fenómenos físicos envolvidos

Para tanto, considere as seguintes funções auxiliares

q:':(y,z) : f.(z) l l l
[V/b]

onde o sinal (+) se apl ica aos problemas de potencial par em

y(i = 1,3,5,7) e o sinal(-) aqueles de potencial:ímpar
(j : 2 ,4 , 6 ,8 )

Notando que Lo(qz) : 1, verifica-se que qualquer fun-
ção y'(y,Z) G W2(i)(S)'pode ser expressa na for'ma

( 3 . 2 3 )

q'(y,z) : L.('r) q t(y,z) + 're(y,z)

onde I'e(y,z) e w2(i)(S) com

( 3 . 2 4 )

W2 '(S):tl'e eW,(i)(s): L.('Pe);0}(3.25)

W,(i)(S) é denominado sz4b-espaço das J'anç?'7es euanes -
Cantas, 'r', ou seja, aquelas que decaem exponencialmente com y
(ver(3.13)). Em palavras, w(y,z) ê representado como soma de
duas parcelas, propagante, proporcional a q:!:(y,z) e evanescente
Q'(y ,z )

l0

Em particular, e util izando a equação de compatibilida
de(3.15), as funções +.j(y,z) ficam

@j (y , z ) '{ j q (y,z) + 'rje(y,z) (3 . 2 6 )

Considere agora, em estrita analog ía ao problema geral
tridimensional, os funcionais G(@,'P) e rj(1') definidos, no pro
bl ema bidimensional , como '
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G(q','p) : Jlv'p.vl'ds-«' l+'r dv- l.© w l .dz
S r. -h '

l/j('r) : -l vj 'rds ; j : 1,...,8
rB

( 3 . 2 7 )

( 3 . 28 )

Os potencia is +.i são soluções das equações

C(ÜJ''r) ; t/j('r) , j : 1 ,..., 8

PV2, no contexto bidimensional, o funcional

Fj.C(q',v): ll'J::ii:i'T: 1,.. . ,8

ionãrio no par(-l'j'q'Z) c wz(i)(s) x Wz(i)(S)

Define-se então o funcional Ge(@,v) tal qu
0

0'(ü,") :CM,") * J ;} « l,:bdz

P e a parcela rfProPagante" do potencial @ em

Da expressão(3.13) apl icada a @ segue que

Ge(Ü,W) : G(+,'r)+ iK.L.(q') L.(V)

{ c { teme nte

Ge(@,'p) : ll v+.vl'dS - . J wdy

e

i'FS

fraca s

( 3 . 2 9 )

( 3. 3 0 )

( 3 . 31 )

$

( 3 . 3 2 )

L.(0)L., (1' )
( 3 . 3 3 )
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u T ra c a { J. z y ; 'ri ca e n ta o esc ri ta

Uj('p)+ 'ik. A.jl.('r), j=1,...,8(3.34)

Substituindo(3.26) em(3.34) e rearranjando termo

Ge(v'Je,ve)+ L.(V) { Á.j Ge(qt,qt) + Ge(vje, qt)}

Uj('pe)+ L.('!) { t/j(qt)+ iK.A.jl- AojGe(qt,Ve)

( 3 . 3 5 )
Como 'r ê arbjtrãrio, tomando vive , o que impl icaem

0, tem-se de (3.35)

Ge('pje,'re) : t/j('re) -A.j Ge(qt,ve)

A eq ua ça

S vem

Á) + {K j } -0 0

L .('r)

( 3 . 3 6 )

Defl n{ ndo o fu ncio

Uq ('r) : - Ge(q:t,'!)

seg ue que

J

onde + .e e

w , ( ' ) ( s'l .

a u xil la r

9 , 1 0 ( 3 . 3 7 )

"i ' "í ; l l lili' ''''*
üq satisfazem as seguintes equações

( *)
( 3.3 8 )

ft'a cas em

Ge(@j''re) : t/j('re) ; j : 1,2,...,7,8

Ge(.pe,Ve) ; t/q('Pe) ; q ; 9,10

Su bs tjtu ando (3.38 ) em (3.26 ) ve

(+) +q euaçsosuçaoydz)problema auxiliar (3.42) , que depende

m

( 3 . 3 9 )

( 3 . 4 0 )

da escolha das



1 3

Qj

+ a

P ' 'F 'P j 2 , . . . , 7 , 8 (3.41)

onde , por defi n i ção

P (y,z) ; q t (y,z) + @aq(y,z) 9 ,1 0 ( 3 . 4 2 )

No t e q u e , p a r'a j = 1 , 2 ,. ..,7,8,
tanto Ge(@e.,.pe) quanto V:(+e) serão reais
mo ocorre

@q é t'eal , posto que

par'a @' real . 0 mes-

com Qç;

Tomando ai nda , em (3.3 5)'re
trã r'io , s eg u e qu e

com Lo (y') # 0, arbi

Ge(qt , qt) + Ge(Õ j q:) l/j(qt) + jk.A.j

( 3 .4 3 )

Usando (3.38 ) em (3 .43 ) vem

A.jÍGe(q:!:,qt) + Ge(@eq' qt) - iK.} : t/j(qt) - Ge(q:!, +ej)

(3.44)

e da de finlção (3 .4 2 )

{Ge(pt ,qt) - Í Ko} t/j ( q:t ) Ge(qt ,'Pej) ( 3 .4 5 )

porém, de(3.37),(3.40) e(3.42), segue que

Ge( Pt ,+e) ; 0 , V @ e C W2(1) (S) ( 3 . 4 6 )

e então

Ge'(Pt, q:t) Ge(P t ,P:E) C3 .4 7 )

Ai nd a , de (3 .3 7 ) (3 . 3 9 ) e (3 . 4 0 )

t'.@} Ge(q:, @ j ) ç'ü'i , +:l ) t'j (@eq ) ( 3 .48 )
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Substituindo(3.47) e(3.48) em(3.45) vem, finalmente

u : (P : )

Aoj:;Zi;i:-É;-- ; j : 1,2,..., 7,8(3.49)

Note que o denominador é uma constante para cada fre
quêncja, dependendo tão somente do problema auxil iar' definido por
( 3 . 4 0 ) - ( 3 . 3 7 ) -(3.23)

0 que caracteriza a amplitude complexa Á ;, associan-
do-a ao j-ésimo problema em (3.12), ê o funcional U:(p:t)

É importante notar que para qualquer. outra função auxi-
]iar qt que satisfizesse a condição L(q) : 1, o resultado(3.49)
permaneceria inalterado. A função escolhida é porém a mais simples.

0(1) o (1)

Consi.dele agora o funcional definido em W2 '(S)xWz ' -(s)

Fâl.:(q'e,ve)
l/j(@e) t/k(Ve)

Ge(@ e,I'e)
; j ,k : 1 , 2 , 7 , 8 , 9 ,1 0

( 3 . 5 0 )

E imediato verificar (+) que vale o PV2 para Fjek (Oeye)
que assume no par'( Ü ., I'e) o valor estacionário

Xjk : G (q'je, +ke) : t/j( y'k) l/k ( 'PJ') : Xkej j,k : 1 ,2,..., 7,8,9,10

( 3 . 5 1 )

Na real idade, traz;a-se de zzm caso pari czzZar do P72, qual
do os potenciais são evanescentes e satisfazem as equações (3.39-
3. 4 0)

Como será visto na seçã0 3.2.2, os coeficientes h i-

:llil"?ll;;: :l:':=:;.:gÍ;*l!*;.:j; :' ".s::l',= :: ::: :ll;:T':

(+) A demonstração é análoga àquela apresentada no capítu]oo2, item 2.]:.2 a
gota porem restrita ao espaço de funções evanescentes W2('1) (S). ''''' :-
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3 . 2'.1 Rel ações Auxil i~ares

D a s e x p re s s ões (1 3.42 )

Uj (IP:!) : t/j(-q:t) +

e (13 . 51 )
À..e

J , 9
À

s e gue q ue

(.3 . 5 2 l

e

Outra relação interessante vem de(3.49)

A.j l/k(Pt):A.kt/j(pt) j :1,2,...,7,8(3.54)

Considere agora e por simplicidade de notação o funcjo-

G e( P:!:, Pt ) = Ge (q t ,q:!:) +
Àf',} o

À ', ,

(:3 . 5 3 )

n a l

B( 'P,'r) :.l (':l' 'r - + .;;)ds
' B

w : P. , B(@ ,@. ) pode se r í den ti fic
H('r)(ver, p. ex., Mei(1983), pg. 311)

Se gue então de ( 3.55) que

B(+j'#'.t) : l/j(+.t) + t/k(q'j): l/j(0.t)+ t/j(@k)(3.56)

j : 1 , 2 , 3 ,4

k = 7,8

condição de contorno (.3.10) e a simetria do f
for'am u ti 1 { z a das

Note também que B.(l+j 'q'k)

a da funa

u n ci o n a l

( 3 . 5 5 )

n ;n ,.{.

Ko c h i n

onde a

uj ('Pk)

0 ,Z : 1 ,2 ,. . . , 7,8
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3 . 2 . 2 Coeficientes Hidrodinâmicos Globais

Os coeficientes hidrodinâmjcos globais podem então ser
cal c ul a d o s.

Das definições dos coeficientes de massa adic tonal
amortecimento(3.19 - 3.20) e das expressões(3.41),(3.49)
(3.5]) vem, por' substituição direta

e

e

a.C (u) : Aj.e { Ge(p:t,

j ,Z ; 1 ,2,3,4 (3:57)

+ e
]1 ;P ) + À j.e

, Uj(Pt) UZ (Pü) .

Aj.C " ko { ;ZIÍk";-i:;V'j--i--li'i} ; j ,.e: 1 ,2,3,4
bj.e(u )

( 3. 58)

Note que Xej.C compareceu apenas em ajZ' visto que os
potenciais +S são reais(ver 3.20)

0 coeficiente de força excitante segundo o modo j
osc ilação vem da definição(3.21), como

de

Ej(") : Ajk'i" 'Y { t/j(q'ot) + t/j('bk)}

6jk 1" Y {Uj(+.:t) + t/k(q'j)}

( 3 . 5 9 )

e de ( 3. 5 6 )

b(.") Aj k lu y B(Üj ( 3. 6 0 )

que, no con,tex,to da .õoZuç.ãa e.xa,Ca, é equivalente a (ver Mei (1983),
P g . 3] 2 )

Ej(lu') : - 2'«F. cosh K.h Cg Aój (13.61)

A expressão (3.61) ê a própria relação de Haski.nd-Hanao
ka em caiopo distante. Cg é a velocidade do grupo, adiioensi.onalda
da po r
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cg ;(..*==;.,
Q

( 3 . 6 2 )

Por fjm, os coefic ientes de reflexão e transmi.ssão,as-
sociados ao potencilal difratado, são calculados a par'tir de
(3.1 8) como

U7(P+)

0Ge(;P+ , P+)-'i K

Uo ( P ' )
.F e,

Ge(p' , P')-j K' ' o

R :{
-2{ Kob

( 3 . 6 3 )

. V7(Pt) .U.(P') -2jK b

'MF:''Ü:'i:'r * M;:'3a--* '* ' '
(.3.64)

0 apêndice B apresenta uma for'mutação alternativa, na
qual o potencial difratado é tratado djretamente

3.2.3 Relações de Reciprocidade e Conservação de Energia

As expressões desenvolvidas na seção anterior perm{ -
tem que sejam diretamente estabelecidas uma sér'ie de relações de
reciprocidade e de conservação de energia. Algumas delas serão,
a t:i tufo de exemplo, discutidas a seguir

{ ) Rel ações de Ha s ki n d- H an a o ka

Seguem díretamente da slmetrja dos coeficientes À:. e
resultam, essencialmente, nas for'mas (3.59) e (3.60) para ex
pressas o coeficiente da força de exc itação, apenas como
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função do potencial de r'adiação associado

A for'ma (3.59) ê dita de "camPO pp5ac mo" porquanto en-

volve tão somente integrais ao longo do contorno do corpo. Jã
a forma (3.60) é chamada de "camPO dÍsta7zte", pois é dada como

função do coeficiente A..i, amplitude adimensional e complexa
da onda irradiada pelo cor'po, quando real iza um movimento osc-í-
latÕrio de amplitude unitãr.ia, no modo j

j j ) Rel ações de Bessho-Newman

Visto que U.i(.p:!:)ê real, segue de (3.49) que os coefi
cientes Aoj associados aos modos de potencial par tem, a menos

de uma parcela : nv, a mesma fase ("su:'ge"(1) "7zeaz;e"; (3),o mes

mo ocorrendo par'a os coeficientes associados aos modos de poten
cjal Tmpal" ("se.ZZ/"(2), "rozZ"(4))

Expl icitamente, a menos de uma parcela tRlr ) ,á ) . ,tem-

( *)
( 3 . 6 5 )

se:

fase (Ao:

fase (A02

fase (A0 3)

fase (A. . )

fase (A.5)

fase (A..)

Este resultado é uma consequência direta das r'elações
de Bessho-Newman, para o caso particular de uma seção simétrica
(ver , p .e x . , Me i (1 9 8 3 ) , Pg . 3 2 8 )

A mesma conclusão poderia ter sido obtida ao notar, de
(3.49) e(3.58), que é real o pr'ocluto

r + \ .. , +. .. . +

A.j ".,e:: -!j--, j,.e;i,z,3,4
bj.e

uK
0Aj,e

(3.66)
Este ultimo resultado é sobejamente conhecido

j'n) FI uxo de Energ ia Irr.adiada

0 coeficiente de amor'tecimento esta diretamente l igado
ao fluxo de energia irradiada nos modos j e Z . De fato

(+) Assumiu-se n: > 0 e -xn > 0
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bj.e : Aj.e
uK Á

0 OJ

. K iA
OJ0

Ao.c : Aj.e uK. Á.j A.z

IA.,el

l 3.õ 7)

Aj.e

corresponde, a menos de uma constante mula iplícat iva, ao "fZuno
médio de energia no {zz.fÍ?zÍto", dada, no apênd ice A, por

ej.e; Zímjlijj!. 0,e dz j,,e=1,2,...,7,a (3.68)
'L (X)

que se substituída pelas r'espectivas condições de radiação fome
ce

Ej.e : ' 'z K. A
OJ

t

AoZ Z 'j. j,' 1 , 2 , 3 ,4 ( 3 . 6 9)

{ v ) Relações entre os coeficientes hidr'odinãmicos globais

Das expressões(3.57) e(3.58) é imediato verificar que

aj.e (") :Ê! Ge(.::,.t) + Âj.e ~S,e j,z 1 , 2 , 3 , 4

l 3 . 70 )

A expr'essão(3.70) relaciona os coeficientes de

adicional e amortec imento
massa

Ai nd a , d e ( 3 . 67) e ( 3. 61 ) s e g u eque

+

zu bj.e Cgz Fo2cosh2 Koh ( 3 . 71 )

e em pa rtícul ar

za' IEjl' (3.22)

relacionando a força excitante e o amortec ímento por radiação.No
te q ue blj > 0 sempre

K
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Um resultado bastante interessante pode ser extra:ido de
(3.70), e díz respeito ã existência de massa adicional negativa

Em primeiro lugar note que 8e o corPO t De2' saa ZÍnha-

d'água (defjnjda como o traço da seção em rr) de co«ÍPr{«lento [-
gz«czZ ou superior ã sala pz'o./eç,ão e"z rF' o funcional Ge(+,+) é sem
p2'e deJ'ÍnÍdo posItIvO. De fato, como a fronteira r.., definida
por'y = b, é arbitrária, pode-se toma-la comoy = b = B/2, onde

B é a boca da seção. Assim rr = 0 e a assertiva acima ê pron-
tamente demonstrada da definição (.3.33). Esta classe geomêtri
ca de seções será denominada simplesmente W

uivos e portanto, de (3.72) e'(.3.70) é posa:i.vel afirmar que
0 para a classe W de seç?ães

Mais pode ser dito, neste caso. Da própria estruturada
expressão(3.57) segue que a mata z de mae8a ad a anal é pooitÍ-
oa definida paz'a eoz'p08 do t;Ípo W

Por outr'o lado não é possível inferir, com facilidade,
uma condição necessária e suficiente para a enÍ8tâncdla de mansa

ad'Lc'tonal nega boa

Observa-se, no entanto, que de(3.69), a expr'essã0(3.70)
pode ser' escrita, com j = .e, como

ajj (")
2 E + 2jj

0 Àj j ; j : l ,z ,3,4
l 3. 70 . a )

Da definição do coeficiente Xe, e da relação (2.20)
apl icada ao contexto bídimens tonal, é imediato verificar que

xe . : . 2 [ e
''j j ' 'j j

onde l.je é a função Lagrangeana associada ao potencial evanes
cente Ü:e
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Então a.i.i oer(i negam;íoa quando

l.e. . >-r . . gflLÊ=.z...glb.
J J J J 2 K

0

( ''' )
l 3 . 73 )

A desigualdade(13.73) ê coer'ente com a conclusão ante -
Flor, envolvendo seções do tipo W. S im, pois para este tipo de

seção Ge(pt,p:t) > 0, o mesmo ocorr'endo com x:l}, e portanto da
relação anterior' L.iq .: 0. A desigualdade (3;.73)não ê"satisfeita neste
cas o , e a : : > 0

Hã que se investigar portanto, parca coz'poo não W,em que
condições Ge(pt, pt) e Lje se combinam no sentido de satisfazer
(3.77). Esta é uma tarefa"que esta fora do escapo dopr'esentetr.a
banho, e que será deixado para ocasiões futuras

Não fo i fortuita, no entanto, a r.epresentação da desi -
gualdade(3.73) na forma de balanço de ener'gia. Tenciona-se,com
isto, sugerir que qzzando o eaceoso da energ:a c? nát;Íea pobre a
znerg'ta potencial, assoc{,ada6 à pareCI,a eoanescente do potes,c{.al,
q'j (e portanto, confinada, ou estacionária) foz' sz4Pe2'Í02' 'z am fa
toz' do .fZziao médio de energia neste modo de osc ilação, a J'oz'ça
hidrodinãmica assoc{,ada à aceleração do cora)o de'tua de sep reata,

Em outras palavras a.i.í < 0 qzzando enÍste ncapac dada do
sistema hidT'omecãnico de ''dpetmr" o excesso de energ{.a cinét{,ca
poz' a''adÍaç?ão

Estes resultados encontr.am respaldo f'Ísíco no estudo
apresentado por Newman, Sortland & V inje (j1984), no qual a odor
pênc{.a de ma sa ad{,cional negat{.oa â assoc{.ada à e='tstênc{,a de

)nda8 e8tac{,onãrias, na supepfZc'te L'Lox'e, sobre um corpo t'tgeÍra
mente sabme2'se. Neste caso é fisicamente claro que a capacidade
de radiação de energia do sistema hidromecânico é pequena em vir'

PO

(+) Note que energi.a irradiada do corpo através de uma superfilcíe de contro
le que o envolva é por defina.çao negativa. ' '
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Voltando agora para a matriz de amortecimento segue, de
(3.70), que esta é semi-defi.nada posit iva. Na realidade (b.i.p(u)J

e sempre singular polis ê seml)Fe possível combinar-se a ampl'jtude
(complexa) de oscilação de modos acoplados, de tal forma a anu-
l a r a o nd a irra dja d a to tal

Tomando-se , por' exemplo

Ê;2 / € 4 ; - V4 (P ' ) /t/z ( P ' ) ' ' ( 3 . 74 )

seg ue , de ( 3 .4 9) , q u e

'\ : eâA.: + e. Áo. 0 ( 3 . 7 5 )

Outras relações de reciprocidade e de conter'vação de e-
nergia poderiam ser estabelecidas. 0 importante a ser observado,
no entanto, ê que a demonstração das diversas relações acima de-
pende unicamente da estrutura das expressões dos coeficientes h í

drod inâm ecos globa is {aj.e ' bj,e ' EJ' Ao.j-}, a qual decor-
re exclus ivamente da simetria dos coeficientes xe...

Este fato faz com que as d iver'sas relações sejam identi
comente satisfeitas quaisquer que sejam as aproximações numéri -
cas das funções potencial.s envolvidas

J

:::;.:=. llE]:]i.]]X]Í]: ]: ]i]] ]].Í]]]]] iiiiC]Í«:;

(+) €2 e elt, ampla.tudes de "sway'' e ''roll'', tem necessariamente a mesma fa
se? a menos de uma parcela t nv. -
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3.2.4. Solução em um Espaço de Dimensão Finita

A determinação dos coeficientes x\p,no contexto do MVB,

pode ser feita através do método variacional direto ou de Rayleigh-Ritz
0 procedimento geral fo i visto na seçâo 2.2, no qual a busca da
condição de estacionariedade do funcional:Flp ê equivalente
ã solução das equações fracas associadas

Dentro do problema bidimensional, e mais espec ificamen
te no domínio das funções evanescentes, FÇp é o funcional cor
respondente e as equações(3.39-40) são as equações fr'acas osso
ci a d a s

É importante observar que neste domln ío a busca se faz
ente'e funções reais

Sejam portanto, as funções admiss:íveis @? (y,z), aproxi
mações variacjonais dos potenciais @(l (y,z), dadas na forma de
uma série de funções-teste elementares

E -l' I'g.' (y , z)
n:o ' ''

N

Õ}(y,z)

n
}

J

j : 1 , 2 , 7 ,8 , 9 ,1 0

( 3.76 )

Os sinais(+) ou(-) devem ser utilizados, respectiva
mente, nos casos de funções potencia ís pares ou Ímpares segundo
o eixo y

E desejável que além de harmónicas, as funções-teste e-
lementares satisfaçam ãs condições de contorno na superf:ície li-
vre,no fundo e é essenc aZ que seJ'am eoanescentes, ou seja tenham
l /T -L\ f\
L [ l l = IJ

n0

A solução das equações fr'ficas (3.39-40) ê dada então por

ÜC\nll'iÍujn} ; j = 1,2,..., 7,8,9,10(3+77); j = '1 , 2 , 7 .8 .9 .'1 0

(]') Para uma seção do tiPO W,(Gmnl e defina.da positiva
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onde

e

G G ' ( «Ê. :': , « Fi :': )

i/i ; t/j('rn ) 2 , . . . , 7 , 8 , 9 , 1 0(3.79)

Então

{aEn } T {t/jn } Xej ( 3 . 80 )

A matriz ÍCmal é real, s imétrica e seus elementos podem

ser calculados, atr'avós da util ização do Teorema de Gauss, por
expr'essões da forma

11 wq t ds
a n ' n "'

F

Ge
mn

as
«2 J lfm (V,o)'f#: (V,0)dy +

+ E K
í:l i Li('rem:) Li('Plt:); as ( 3 . 81 )

Note que,se as funções-teste elementares satjsfizerem a
todas as condições de contorno e tiverem L (I'an) ; 0, o cômputo de
C(hn se reduz a uma integral ao longo do contorno do corpo r.
Neste caso as funções Vn são funções de Green ou funções elemen-
tares de ordem superior, dela derivadas

Pode-se,portanto, afirmar que o 7 resaZt;a em am mát;o-

do numép'Lco que em essência e uma combinação do Método Hibbr{,do de
Elementos Finitos (Hybr id Element Method) e cío étodo de Green.

É,porém, uma combinação adequada, posto que toma partido daquilo
que hã de melhor em ambos os métodos

Do primeiro, utiliza a formulação fraca. A matriz ases.
r'esolvida é simétrica e real. Mostra-se ainda que não hã fre -
quencias irregulares(veja Aranha(1985), para demonstração)
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Do segundo, o Método de Green, herda a simplicidade to-
polõgíca: a discretjzação pode ser' feita ao longo de uma linha,
paralela a rB, mas pos icionada necessar amem;e dentro da seção

E, no entanto, superior' a ambos na medida em que os coe
ficlentes hídrodinâmicos globais são obtidos a partir de aproxi-
maçoes variacionais, demandando, por'tanto, menor esforço de pro-
cessamento

Ainda, as funções-teste elementar.es podem ter' seus cen-
tros posicionados em qualquer ponto no interior da seção. Ass im
podem ser util izados de for'ma a representar' as par'tícular,idades
do escoamento a partir de argumentos de natureza pur'amente fTsí-
cas. Isto se fará na seção 3.2.5, a seguir

Note, por fim, que um teorema de convergência demonstra
do no contexto do Método de Gr'een seria prontamente recuperável
no MVB

3

3.2.5 A Escolha das Funções-Teste Elementares

Uma função admissível satisfatoriamente construída deve
permitir recuperar, ainda que de forma aproximada, as carácter:ís
tecas do escoamento, induzidos pela presença do corpo, as quais
são distintas para cada problema.(modo) analisado

Este ê o papel fundamental das funções-teste elementa -
res: repr'esentar particularidades do escoamento

Cumpre porém observar que estas particularidades
ser d{ ta s de d uas na dureza s

podem

i ) gl o ba i s

{ i ) l o c a i s

As pr'imeíras estão relac íonadas ã existência da perturba
çao e a sua intensidade e direção. Em outras palavras ã dimensão,
forma do corpo e modo de oscilação (ou espalhamento)
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As ültjmas estão associadas aos detalhes geomêtrjcos que,
embora locais, acabam por' afetar' de forma signjficatíva todo o cam

po de escoamento. Especifi.comente, a enÍste'moía de árt:cee ozz

'quinas"

A pr'esença de um verti:ce, em um escoamento potencial, in
troduz um ponto de velocidade infinita associado ao movimento de
rotação do meio fluido em torno dele. Assim é natural que sejam
escolh'idos "Dár.t;Ícesr' ou r/sestgHü8 de oÓrtÍces", como funções-tes
te elementares que representem estas características

Jã, par'a o tratamento das características de natureza-glo
bal, tanto polos (pares de fontes, sorvedouros ou "doubZets") como

dipolos podem ser satisfatoriamente utilizados, a exemplo de ou -
tios problemas clãss'ecos da h'idrod'inâm'ica. "Vórtices/r OUrrsÍstewQS

de óptICas" podem ainda ser representativos no movimento de/boZZ"
e 'lsQaU''

A figura C.2 apresenta aspectos pictóricos dos escoamen
tos em estudo

De fato, em rrba#laa-fz'equâncÍa'r, por' exemplo, tanto aos
modos de rlsarge" quanto rr7zeaz;e", estão assoc'fadas funções poten -
dais que são essencialmente fontes pulsantes em fluido 8em nz;er

faces. D ipolos (OU"doabZets") representam o modo em "szoag", e um

vortice cor'r'esponde ao modo em frroZZ//

Em "alta-rz'eqaêncea" um dipolo constitui-se em escolha
apropr'fada aos modos de r/sz42''ge" e "/zeaoe'/ e um võrt'íce aos modos

de "soam" e "roZZ"(ver, p.ex., Newman,(1974), Pg.298 )
E portanto natural que a escolha das funções-teste ele-

mentares seja encaminhada dentro de uma classe de funções que a-
presentam tais tipos de comportamento

Respeitando-se a r'par dada'r OU r'impar düdorr dos proble-
mas a serem representados, tr'ês funções-teste elementares :foram
e s col hid a s

A primeira Tit(y,z; y..,z.), tem comportamento de polo
(fonte e sorvedouro) em região próxima ao seu centro (y.,z.). A
segunda T2'(y,z; yo'z.), de dipolo e a terceira T3Í(y,z; y.,z.) ,
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de vórtice. Na realidade Tlt(jy,z; y.,z.) são sistemas de escoa
bentos éi.ngulares elementares posicionados simétrica e/ou anti-
slmetricamente em relação a (y,z). Uma anal íse detalhada pode
s er' a p receada no apê ndi ce C

Para tanto foram utíl izadas como funções geratrizes a
função-base r(y,z; yo'zo) e as tY'ês singularidades -elementares
em fluido infinito: fonte (ou sorvedouro dipolo e vórtice

A função-base r(.y,z; y.,z.) foi tomada como a parte e-
vanescente da .funç?ão de Gz'een do problema b#ld mensÍonaZ em pro-
.fandZdade {n.finita, ascrescida de duas funções harmónicas apro-
pri a d a s

Esta escolha tem por' argumento mais for'te a simplicjda
dade computacional, visto que a parte evanescente da função de
Green pode ser expressa em termos da função exponencial iate -
grau Ei(w)(ver, p.ex., Newman,(1978), pg. 245). A função'EI(w)
tem suas propriedades extens ivamente estudadas (ver Abramowitz
& S teg un (1 964), pgs . 228-2 54 )

E interessante observar que, devido ãs suas proprieda-
des matemáticas, as singularidades elementares em fluido {nfinl
to podem ser combinadas de for'ma a satisfazer ã condição de con
torno na superfTcíe livre, característica obviamente desejável
Podem,ainda, seY' combinadas de forma a satisfazer a condição es-
s e ncia l L . ( . );0

Para efeito de continu ildade de exposição, as expr'essões

das funções-teste Tit(y,z; yo'z.), T2:!(y,z; yo'z.)e 'Ü(y,z;y.,z.)
foram transcritas do apêndice C. Os nomes a ela atribu:idos ob-
jetivam referências futut'as mais conc idas, a serem util izadas no
item 3.3

Definindo, por fácil idade de notação,

P

n

f

f

= f(.y,z; y Z
0 0

f(y,z; - y Z
00

$
y
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onde f ê uma função genérica segue(.ver apêndice CI

e s istema de "poZ08" Cfontes ou sor'vedouros)

Ti' (y,z; y.,z.) = rP+ rn ' L.(rp+ rn) q(jy,z)(3.82.a)

8 sistema de "Polos" (jy-doub.sets: fonte e sorvedour'o)

Ti(y,z; y.,z.) ; rp - rn ' L.(rp - i'n) q'(y,z)(3.82.b)

8 s i s tema de "z-dipolos "

T; (y,z; y.,z.) = 11-E + ar . L.(i'p+rn) q+(y,z)-2(dzp+dzn)
(3 . 8 2 . c )

e

8

s i s tema de "y -dipolos "

ay a.y ' ay ay

sistema de "aórt :ces em conta'a-z'otan?ão"

T; (y,z;yo'Zo):VHp-VHn+ l {Dyp-Dyn-(ar . ar)}

*d '.'v - e, ''«,:,

( 3 . 82 .e )

e s'istema de rrDó7t aes em mesma z'ot;aç?ã'o"

T3(y,z;yo'zo): {VHp+VHn-2VHo+2Vvcl+ l {Dyp+Dyn-2Dyo}

.{ .) * e - : 3 ' * Ê- 'ç, '9 * %, -:ç, 'Ç,'.. '",:,
(3.8 2.f)
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A fim p inY-- dz(.y,z; y.,z.) ê um z-dipolo em fluido infi
ni to

A função Dy(y,z; y.,z.) é um par de y-dipolos em flui-
do infinito, posicionados em (jy., =z.)

As funções VHCy,z; yo'zo) e Vv(jy,z; yo'zo) sao pares
de vórtice, com "linhas-de-corte" horizontais e vertical res -
pectivamente, posicionados em(.y.,::z.)

0 ponto (0,zc) é a referência para o movimento de "z.oZZ"

É importante observar que a dependâne a da8 /'anç?õeo T:t
em z'eZaç?(io ao número de ondas K. se .faz através da .fanç?ão-base I'
e, mais especificamente, da função especi.al: ReÍew Ei(w)}, on-
de w = - Ko lz+zol+ i Ko jy-y.(ver expressões C.l-C.4)

Pode-se mostrar, ver A['êridice C, que as funções-teste
T:': sa tisfazem

v2 Tj:!(y,z;y.,z.) L.( . ) v2q:E (.y , z ) (a )

aT .ü

ã-+ (y,0; y.,z.) K. Tj:t(y,o; yo'z.) (b ) j :1 , 2 , 3

( 3 . 83 )

(c )', 0(1/r) ; r -» m

L. (Tj t) : 0 (d )

Para o caso de profundidade inf in ita, em que K. = a, a
exor'estão (3.83.b) é a pr'Õpr'ia condição de contorno na superf:i -
cl e l i v re

Outras pt'opriedades das funções-teste elementares esco
Ihidas são discutidas no apêndice C

Um outro ponto deve ser ainda abordado ZZ/?7a 'Pe .8 . : e S eO
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Z . o t po fanç;ão-t..t Ze«-.nt':::' p':''a a runs,ão-tesa wi(y,z),
como poõeeiana2' oea centro (.y.,z.)de .foz'ma conpeníente?

Embora de cunho puramente heur'ístjco,a ar'gumentação a
baixo permite estabelecer' um pr'ocedjmento sistemático par'a a es-
colha e posicionamento das funções-teste elementar'es e que, confor'me : será

visto na seção .seguinte,conduz a resultados bastante satisfatõr'ios.

Tomando como referência a seção poligonal, mostrada na
figura 3.2, pode-se reconhecer, de imediato, três caracterlsti -
cas geomêtrjcas que deter'minam o escoamento. Duas delas são de
capitel' global: ãr'ea e distribuição de área

A terce ira é de carãter local: a existência de 'íqainas't
As primeiras podem ser pensadas como se fossem r'epresentãveis
por elipses inscritas equivalentes. A Ultima como deformações
destas for'mas regulares. Então os focos das elipses F, os pon-
tos M em seu contorno e os pontos V, próximos aos vertices cons-
tituem-se, por certo, em pos ições adequadas para os centros das
funções-teste, além do ponto central 0(ver' figura 3.2)

FI0

]&.F e

Figura 3.2 Seção Genérica e Posição de Singularidades

Por fím observa-se que seria desejável a adoção de uma

função-teste elementar que permitisse recuperar de imediato o
comportamento de onda-vivi'e. Para tanto, uma função baseada na
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componente de Fourier f.(z) pode ser convenientemente util izada
Define - se , en tão

cos K y0'

si.n Koy

T.t(y,z) f. Cz)
cos K b

0 ; (modos pares )
l 3 . 84 )

gi sjn K.b] ;(modos :ímpares)

Note que, embora não harmónicas, as funções T=(y,z) sa
tisfazem ã condição de contorno na superf:Ície.livre, para pr'ofun
didade infinita, e apresentam L.(T.) ; 0.

3 .3 Experínientos Numéricos com o MVB

Dois são os objetivos que nortearam a escolha dos expe -
Pimentos numéricos realizados com o Método Variacional Bidimens ío
n al

0 primeiro é o estudo de convergência numérica da soou -
ção. 0 segundo é o estabelecimento de um procedimento que permi-
ta escolher as funções-teste de forma a minimizar o esforço compu

tacional para uma seção de geometria arbjtrãria

No estudo de convergência o número de "polos'', posiciona
dos ao longo de uma linha paralela ao contorno da seção, foi sis-
tematicamente aumentado atê que fossem obtidos resultados satisfa
tõrios

0 segundo objetivo fo i alcançado através de uma analise
sistemática ã variação de dois parâmetros fundamentais: o tipo e
a posição geométrica do centro das funções-teste

Para realização dos experimentes numéricos for'am escolhi
das três seções t:épicas: círculo, retângulo e triângulo. A exis-
tencia de resultados bem estabelecidos na literatura, inclusive com

confirmação expef'lmental(ver, p.ex., Vugts(1968)),aliada ao fa-
to de se tratarem de formas geométricas básicas, foi de.terminante
nesta escolha, além de se const-ítuirem em fot'mas de enter'esse"'pratico.

Ainda, o retângulo e o triângulo apresentam rrz;á?tÍc98" ,
pecul caridade geométrica que deve ser convenientemente modelada na
escol ha das fu nções-teste
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Os resultados destes experlüientos, dos qua is apenas uma

parte, julgada representativa, é apresentada, permitiram estabe-
lecer um procedimento padrão. Este procedimento ê materializado
pelo programa VARSB (Dal' ac anal-8eç?ão b d mensÍo?zaZ) escr ito em

linguagem FORTRAN-77 e implementado em micro-computadores basea-
dos em processadores numéricos do tipo 8087, ou em um computador
VAX-750

Cumpre observar que a analise se restringiu ao caso de

pro fu ndid a de { nfi ni ta

3.3.1. Estudo de Convergência

Os resultados selecionados dos experimentos numéricos de

convergencía são apresentados nas tabelas de nQ 3.2 a 3.6, para
as seções circul a r , e re ta ngul a r

0 retãngulo tem razão boca/calado igual a oito (B/D=8)
Esta Última escolha se deve ã constatação de que a taxa de con -
vergencia ê menor para calados menores

Além da função-teste elementar T.:t(y,z)(ver eq.(3.88)),
foi util izada uma sequência de "polos" , dados pelas funções
Ti':(y,z; yo'zo), posic ionados, de fot"ma equidistante, ao longo
de uma l unha paralela ao contorno do corpo

Três aproximaÉlões sucess ovas foram realizadas,acuda uma

delas reduzindo-se pela metade a distância entre dois "polos. A
prjmejra, com 3 "POZ08 rr , a ült'ima com 9 "PoZosr'. A figura 3.3
ilustra a segunda aprox ímação

São apresentados os coeficientes h idrodinâmicos de mas-

sa adicional e amortecimento. A primeira coluna apresenta os va
cores de r'eferência, extraídos de Vugts(1968)

Conforme pode ser observado, a segunda aproximação (5po

los) iã ê suficientemente boa (em ter'mos práticos) para a seção
c'ircular. A r'igor, no modo de r/7ZCQDe" , em ba'ixas-frequências,a
primeira aproximação é jã satisfatória
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Pai'a a seção retangular a taxa de convergência é mais
lenta, po.dendo ser considerada efetivamente satisfatória, em to-
dos os modos de osc ilação) apenas na terceira aproximação. Note,
porém que os coef icientes de "roZZ" convergem mais lentamente, o
que, conforme será evidenciado a segu ir, se deve ã maior {nfluên
cia dos vértices neste tipo de escoamento

Uma ültilna experiênc ia, quanto ã convergência, consís -
tiu em reduzir-se ã metade a distância que separa a linha de po-
los do contorno do corpo. Util ízando-se então 9 polos construiu-
se a Última coluna das tabelas 3.2 a 3.6

Embora pequena, verifica-se uma ligeira queda de desempe
nho do método numérico

Tal resultado pode ser atribuído a um crescimento no er-
ro de integração ã medida que a l unha de singularidades se aproxl
ma do contorno do corpo

a) Círculo b) Retângulo B/D : 8

Figura 3. 3 Seções Típicas. Sequência de Aproximações Variacjonajs com Li
nhas de "Polos" (5): A : B/16.

Pode-se admitir que, de um modo geral , a terceira apro-
ximação seja Satisfatória, do ponto de v isto pratico. Em ou -
trás palavras 9 polos, ou seja, 10 funções-teste, são sufícien -
tes para alcançar-se um bom grau de proa são na deter'minação dos
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SENÃO CIRCULAR R:l.O PROFUNDIDADE. INFINITA

'.6COEFICIENTES VUGTSU
HIDRODINÂFllCOS (1 968)

APROXllíAÇÕES:VARIACIONAIS
N9 3N9 2

5 POLOS 9 POLOS
Â:O.15QB Â:O.15 0B

NQ 3A
9 POLOS
Ã:0.075B

( #) .«. ; ( 2g/B ) /2 ; (g/R ) /2
S = área submersa

Tabela 3.2 Coeficientes Hidrodinâmicos para uma Seção Circular
Modo em ''SWAY''

R : 1.0: Profundidade Infinita. Estudo de Convergência
A: Distancia dos polos ao contorno do corpo.

@

AMORTECIMENTO )

dz2

puas  
0.006
0. 1 92
0. 6 6 1
0. 747
0. 63 2
0.500
0. 38 2
0. 293

0.0060
0. 1 81 4
0. 64 90
0. 7404
0. 63 25
0. 497 6
0.3816
0.2930

0.0062
0. 13 57
0. 66 15
0. 7 457
0 . 63 22
0. 49 92
0.3809
0. 2907

0.0062
0. 1867
0. 6643
0. 7 46 7
0 . 63 1 6
0.5004
0.3855
0.3469

0.0062
0. 18 62
0. 66 2 6
0. 7458
0. 6315
0.498 9
0. 38 09
0 . 28 45

FORÇA DB EXCITAÇÃO

E

pgSkoA

0. 25
0. 50
0. 75
1.00
1 . 25
1 . 50
1. 7 5
2.0 0

2..00 0
1. 932
1.33 S
0. 682
0'. 3 5 2
0.204
0. 1 20
0.074

1. 9843
1.9267
1.3 205
0. 686 9
0. 3630
0. 2041
0. 12 14
0.07 65

2'. 00 5 9
1. 9447
].. 33 2S
0. 6887
0.3630
0.2046
0.1214
0.0761

2.0095
1. 9447
1 . 3 3 25
0. 6896
0.3630
0. 2047
0. 1224
0. 0833

2. 013 1
L. 9447
L .33 25
0. 6896
0.3 630
0. 205 3
0. 122 9
0. 07 69
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SEÇAO CIRCULAR R:l.O PROFUNDIDADE INFINITA

'.âCOEFICIENTES VUGTS
U

HIDRODINÃFllCOS (1 96 8)

APROXllíAÇÕES.VARIACIONAIS
Nq 2

5 POLOS
Â:O.150B

N9 3
9 POLOS
a:O.150B

N9 3A
9 POLOS
6:0.075B

MASSA ADICIONAL
0. 25
0. 5 0
0. 7 5
1.00
1 . 2 5
1 . 50
1 . 7 5
2 . 00

1 . 7 3 2
0. 369
0. 623

612
0. 681
0. 743
0. 807
0. 858

1 . 7 3 57
0.8620
0.6006
0.5694
0. 6 101
0.7018
0. 7809
0. 83 41

1. 7478
0. 8753
0. 6 1 91
0.5975
0. 65 76
0. 73 99
0. 8115
0. 8587

1. 7505
0. 8785
0. 6237
0. 6048
0. 6719
0. 7529
0.8181
0.8642

1.7460
0. 874 9
0. 6 19 7
0. S993
0.6620
0.743 7
0. 8106
0.857 6

(++) 0. 25
0. 50
0 . 7 5
1.00
1 . 25
1 . 5 0
1 . 7 5
2. 00

0. 482
0. 6 1 6
0. 55 3
0. 3 98
0. 2 44
0. 135
0. 072
0. 037

0.4842
0.62 61
0.5600
0.4010
0.2263
0. 127 0
0. 07 27
0.0405

0. 4836
0. 6231
0.5S43
0 . 3979
0 . 24'07
0. 13 13
0. 07 62
0. 0402

0.4835
0. 6224
0. 5528
0.3966
0. 2454
0. 1375
0.0768
0. 0413

0.4837
0. 623 2
0. 5543
0. 3981
0. 2408
0.1349
0. 075 9
0.0400

puas

FORÇA DE EXCITAÇÃO
0.25
0.50
0. 75
1.00
1 . 25
1.50
1 . 7 5
2. 0 Q

0 . 8 7 1
0. 7 00
0. 534
0. 3 9 1
'0 . 2 8 0
0. 186
0. 134
0.090

0. 87 15
0. 7 000
0.5409
0.3 967
0.2669
0.1824
0. 1 274
0.0892

0; 87 1S
0.7000
0.5409
0 . 3 935
0. 2749
0. 1 856
0. 13 11
0.0888

0.8715
0.7000
0. 53S6
0.3945
0. 2775
0. 1898
0. 1312
0.0900

0. 8733
0.70 35
0.5886
0.4016
0. 28 1 9
0.188 0
0. 123 7
0.0854

(k+) u, - (2g/B) /2 /R) /2

S = área submersa

Tabela 3.3. Coeficientes Hidrodinâmicos para uma Seção Circular
Modo em ''HEAVE''

R : 1.0: Profundidade Infinita. Estudo de Convergência

A = Distancia dos polos ao contorno do corpo
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SEÇÃO RETANGULAR B/D : 8 PROFUNDIDADE INFINITA

COEFICIENTES
HIDRODINÂFllCOS

VUGTS
(1 960)

APROXllIAÇOES vARIACIONAIS
NQ l

3 POLOS
A=B/8

N9 3A
9 POLOS
A:B/ 16

(#) ua - (2g/B) /2

Tabela 3.4. Coeficientes Hidrodin;migas para uma Seçao Retangular
Modo em ''SUAR''

B/D = 8.0: Profundidade Infinita. Estudo de Convergência

A = Distância dos polos ao contorno do corpo.

»IORTECIMENTO (+)

d 2 2

puaBD  
o.ooo
0. 026
o. ISO
0. 3 1 8
0. 428
0. 448
0.440
0.405

0.0008
0. 022 9
0 . 1 2 1 2
0. 25 95
0. 3 53 7
0. 3967
0.4026
0.3830

0.0008
0. 0247
0. 1 33 2
0. 2864
D. 3829
0.4 173
0. 413 2
0. 387 9

0.0009
0.0259
0. 1420
0.3067
0. 407 2
0.4283
0.4279
0.3960

0.0007
0. 02S4
0 . 1 3 7 9
0. 296 0
0. 3 9 3 ]
0.4 245
0. 4162
0.38 6 9

PRAÇA DE EXCITAÇÃO

Ez
pgBDkoA

0. 25
0. 50
0. 7 S
1.00
1. 25
l.se
1 . 7 5
2. 0 0

1. 3 66
L. 3 14
1 . 126
0.800
0.5 26
0. 343
0. 228
0. 160

1 . 22 18
1. 1 7 66

0.9305
0.6986
0.4684
0.3 1 49
0.2182
0. 15 4 1

1. 3 1 23
L . 2614
1 . 0635
0. 7 552
0.5000
0.3300
0. 2246
0. 1556

1. 3 287
1 . 27 28
1.0748
0. 7 693
0 . 5068
0. 3337
0 . 2246
0. 1556

1 . 23 3 0
1 . 27 28
1 . 0785
0. 76 93
0. 5068
0. 333 7
0.2246
0.1555
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SEÇÃO RETANGULÂR B/D : 8 PROFUNDIDADE INFINITA

É) ua - (2g/B) /2

Tabela 3.5. Coeficiente Hidrodinâmicos para uma Seção Retangular
Modo em ''HEAVE''

B/D = 8.0: Profundidade Infinita. Estudo de Convergência

A = Distância dos polos ao contorno do corpo.

A'

COElrlCIENTES
HIDRODINÂFílCOS «(.2.i) 'Ê

VUGTS
('1968)

APROXllIAÇOES VARIACIONAIS
N9 1

3 POLOS
Ã:B/8

NQ 2
5 POLOS
6:B/8

N9 3
9 POLOS

a:B/8

N9 3A
9 POLOS
A:B/16

MASSA ADICIONAL

pBD

0. 2 5
0.50
0. 7 5
l. oo
1 . 2 5
1. 50
1 . 7 5
2. 00

4.080
3. 045
2 . 7 3 6
2. 7 0 1
2. 8 16
3 . 046
3. 2 18

6 . 607.5
3 . 3 7 44
2 .9207
2 . 6204
2 . 6216
2 . 6926
2 .5899
2 . 1 987

6 . 7 97 8
4. 04 26
3 . 0224
2 . 65 80
2. 6140
2 . 7358
2 . 91 13
3 . 027 2

6.8948
4.0803
3. 065 5
2.7060
2. Ó720
2.8015
2. 99 15
3 . 1 759

6 . 8 6 9 6
4 . 07 9 4
3 . 0 7 6 3
2 . 7 3 5 8
2 . 7 2 3 1
2 . 870 7
3 . 06 18
3 . 2S05

(+)
AMORTECIMENTO

d33
poaBD  

1.550
2. 15 5
2. 1 95
1. 908
1.465
0. 97 5
0. 590
0. 330

1 . 5 7 13
2. 23 60
2 . 3 7 0]
2 . 15 89
1 . 68 1 6
1. 05 7 2
0. 513 1
0 . 2 1 1 1

1.5611
2 .17 30
2 . 23 99
L . 98 7 4
1 . 5 634
L. 0963
0. 68 23
0. 37 27

1.5 559
2 . 16 10
2 . 203 3
1 . 92 19
1 . 47 69
1.0120
0. 6260
0.3558

1 .5 57 8
2. 16 70
2. 2 203
1 . 9 5 4 9
1 . 5 25 7
!. 06 7 6
0. 67 62
0. 3 875

FORÇA DE EXCITAÇÃO

E

pgBA

0. 25
0. 50
0. 7 5
1.00
1 . 25
1 . se
1 . 7 5
2. 0 0

0. S86
0. 7 37
0.609
0.49 1
0. 3 8 6
0. 286
0.208
0. 147

0.8839
0.7425
0.6205
0. 51 26
0. 4172
0.3309
0. 2536
0 . 1867

0 . 88 21
0. 7 389
0 . 6098
0. 49 92
0. 3977
0.3086
0 . 23 26
0 . 17 11

0.8803
0.7354
0.6046
0.4928
0 . 3 9 24
0 . 2 9 9]
0'. 2215
0.1$98

0 . 882 1
0. 7 3 54
0 . 6098
0. 4942
0.3 907
0. 2980
D.2203
0. 1556
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SEÇÃO RETANGULAR B/D : 8 PROFUNDIDADE INFINITA

'é VUGTS«q'COEFICIENTES
(1 9 68 )HIDRODIN.ÂFllCOS

APROXllIAÇÕES VARIACIONAIS
N9 1

3 POLOS
&:O.125B

NÇ 3A
9 POLOS
A:0.0625B

('lü) Ua - (2g/B) /2

Tabela 3.6. Coeficientes Hidrodinâmicos para uma Seçao Retangular
Modo ''ROLL''

B/D = 8.0: Profundidade Infinita. Estudo de Convergencia
A = Distancia dos polos ao contorno do corpo.

MASSA ADICIONAL

m4h

pB3D  
0. 1 4]
0 . 1 4 9
0 . 1 4 3
0 . 1 1 8
o . 1 01
0. 09 7
0. 099
o. 101

0. 13 7 6
0 . 1 2 6]
0. 1 2 48
0. 1025
0. 08 7 2
0.08 49
0 . 08 7]
0. 085 1

0.1408
0. 1410
0. 13 52
0 . 1 1 06
0.D935
0. 09 23
0.0923
0.097 1

0. 1405
0. 146 6
0. 1 3 97
0 . 1 1 5 1
0.0984
0.09 39
0.0953
0.0983

0. 1 7 4 7
0. 143 7
0 . 1 3 7 1
0 . 1 1 2 2
0.. 09 4 8
0. 089 7
0.09 1 1
0.0948

~';"'"' 
o.ooo
0.006
0 . 0 2 6
0. 04 1
0. 038
0. 026
0. 014
0.008

0.0002
0.0068
0. 0304
0.05 11
0. 0497
0. 03 54
0. 020]
0. 0096

0.0002
0.0062
0. 027 4
0.0449
0.0428
0.0310
0. 0187
0.0096

0.0002
0.0061
0. 0259
0. 04 1 4
0.0382
0. 0268
0.0162
0.0087

0.0002
0.0058
0. 02 6 7
0 . 0434
0 . 04 1 2
0. 03 0]
0.0 188
0. 0103

FORÇA DE EXCITAÇÃO

0. 2S
0.50
0. 7 5
1.00
1 . 25
l.se
1. 7 5
2. 0 0

L..0 22
0. 91 4
0. 689
0. 428
0. 230
0. 1 1 5
0.060
0. 040

1 . 0691
0. 97 16
0.7495
0.4794
0.2800
0. 1584
0. 0889
0.0489

1.0436
0. 94 18
0. 7 212
0 . 45 18
0. 25 62
0 . 1428
0 . 07 91
0.044 Q

1.0352
0.9334
0 . 7 09 9
0.44 12
0. 246]
0.1332
0.07 2]
0.0388

0.8740
0. 9333
0.709 9
0.441 2
0. 2461
0 . 1335
0. 07 17
0. 038 1
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coeficientes globais. Isto significa, numericamente, ter que in
verter uma matriz real e sjmêtríca de ordem lO

Este desempenho deveria ser contrastado com o Método de
Green usual, onde, de modo geral, uma matriz complexa e cheia,
de ordem 25 deve ser construída e invertida

Deve-se observar, no entanto, que o desempenho golf'M7B
pode ser substancialmente melhorado com o uso de funções-tente e
Zé?mentores de oz'dem pape oz', como os "sÍst;chão de dipolos e DÓa'

ficas" estabelecidos na seção anterior(funções Tã(y,z; y.,zÁ) e
T3(y,z; y.,z.)). Este fato será demonstrado no item 3.3.2, a se
gul r

Por fim ressalta-se q.ue, do ponto de vista do usuãrio,o
MVB, com o uso de s'istemas de r/pOlOS rr, ê bastante semelhante ao
Método de Green. Convem.ge, porém, mu ito mais rapidamente. A ra-
zão foi jã mencionada: Pelo método variacional, uma aproÂimaêão
da função potencial com erro de ordem 0(ó), leva a valores dos
coeficientes globais com erro 0(62).. Pelo método de Greeen este
erro permanece da ordem 0(.â)

3.3.2. Analise Sistemática ã Var-cação de Parâmetros

Dois foram os parâmetros variados: o tipo e a posição
das funções-teste elementares. Os r.esultados para a seção c.ircu
lar são apresentados nas tabelas de nQ 3.8 e 3.9 e aqueles refe-
rentes ã s.eção retangular (B/D=8) podem ser apreciados nas tabe-
las de nQ 3.11 a 3.13. Os valores de referência(Vugts(1968) )
sao mostrados na primeira coluna

A escolha das funções-teste foi orientada pela argumen-
tação de natureza física apresentada na seção 3.2.4 e que levou
ao estabelecimento dos três tipos de funções elementares

po'Lo''

r'dIpoLo''

"PÓx't{,cel'

T li (v , z ; y. ,z. )
+     

Tb (y , z ; y ,z".)
+

Tã(y , z , y' , z' )

0 0

  0 0
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Para a seção circular três aproximações variacionais fo
ram testadas, conforme resumidamente descrito abaixo. As funções
TX(y,i) foram utilizadas em todas as aproximações

'R;"' F:,V; FUNÇÕES-"ES"E E-:":N"-'S

4

5

2 T.:!:(y,z)

3 T.:t(y,z)

+

Tz'(y,z;0,0) ;

+
Tz'(y,z;0,0) ; T:t(y ,z ;0 .85R ,45o )

6 4 T.:!(y,z) ; Tzt(y,z;0,0); Tit(y,z;0.85R,30o); Tit(y,z;0.85R, 60o)

Tabel a 3 .7 Aproximações Varjaclonais para uma seção circular

A aproximação 4 tem por objetivo caracterizar o efeito de
um ün ico "dipolo" na solução f mal. 0 resultado é bastante satis
fatÕT'io para o modo de /reze« é?/.',em ba'ixa frequênc.ia, e "szoag", em

alta frequência. Cumpre observar que o "z-dipolo'r é equivalente,
a menos de um fatos u2, a um polo, quando seu centro esta na su -
perfTcie l ivr'e. Esta singularidade representa de forma excita o
comportamento assintÕtico do modo de "heaoe"quando u -* 0 ( ver
Newman, 1974). Por sua vez o "g-dipolo" apresenta em alta fre -
quencia o mesmo compor'tamento assintÕtico do modo de "8zoczg/'

As aproximações segu antes, 5 e 6 buscam fornecer majores
informações sobre a distribuição de área do circulo. Conforme se
pode observar, a aproximação n9 6 é jã bastante satisfatória

0 caminho seguido para a seção retangular ê bastante se-
melhante. Foram quatro, no entanto, as aproximações variacionais
testadas. A tabela 3.10 descreve estas aproximações
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(+#) u. : (2g/B) /2 /R) /2a

Tabela 3.8 Coeficientes Hidrodinâmicos para uma Seção Circular
R = 1.0. Modo ''SWAY''. Profundidade Infinita.
Analise de Sensibilidade ã Escolha e Posição das Funções
Teste. (Ver Tabela 3.7)

SEÇÃO CIRCULAR R: LO - PROFUNDIDADE INFINITA

COEFICIENTES
HIDRODINÂlílCOS    

APROXlF[AÇOES '/ARIAC]ONAIS

0. 7 5
l . oo
1 . 25
1. 50
1 . 7 5
2 .00

0. 385
0 . 2 2 1
0. 1 7 8
0. 184
0. 224

1.0962
1. 3 069
0. 87 95
0.3 7 84
0.1003
0.1483
0. 1248
0. 0959

1.0964
1 .30S2
0 . 8 7 7 7
0 .3809
0 . 2127
0 . 1748
0 . 17 95
0. 1959

1.0965
1.3046
0. 87 7 1
0.3816
0. 2 16 6
0. 183 1
0. 193 3
0. 217 1

0 . 2 5
0. 50
0 . 7 5
1.00
1 . 2 5

0.006
0 . 1 9 2
0. 6 6 1
0. 7 4 7

0.0062
0. 18 80
0. 6684
0. 7 57 7
0. 6464

0.0062
0 . 187 4
0. 6664
0. 7 504

0.006 2
0. 187 2
0. 66 5 S
0. 7 480
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SEÇÃO CIRCULAR R : LO PROFUNDIDADE INFINITA

i.bCOEFICIENTES . (-1) VUGTS
HIDRODINÂbllCOS (1 96 8)2g

APROXllíAÇOES VARIACIONAIS

w. g/B) /2a

S = área submersa

Tabela 3.9 Coeficientes Hidrodinâmicos para uma Seçao Circular R
Modo em ''HEAVE'' . Profundidade Infiní.ta.

1.0

Analise de Sensibilidade a escolha e post.çao das Funçoes--Tes
te . (Ver Tabela 3. 7) .

( #)
AMORTECIMENTO

d3
puas  

0. 48 2
0. 61 6
0. 5 53
0. 3 98
0. 244
0. 1 35
0. 07 2
0.037

0. 4878
0. 6434
0..5 9 17
0. 4344
0. 2621
0. 1 247
0.0381
0.0258

0. 4878
0. 6426
0. 5888
0.4289
0. 25 63
0. 12 29
0.0492
0. 0323

0.4849
0. 6294
0. 5 66 7
0 . 4 1 1]
0. 252 7
0. 1 367
0.0684
0.03 7 2  

FORÇA DE EXCITAÇÃO

E

pgBA

0. 25
0. 50
0. 7 S

l . o o
1 . 25
1. se
1 . 7 5
2.'00

0. 8 7 1
0.700
0.5 34
0.3 9 1
0.280
0. 186
0. 134
0.a90

0 .87 50
0. 7 106
0. 55 68
0.4129
0. 2873
0.1803
0.0924
0.07 11

0.8750
0 . 7 10 6
0. 55 68
0'. 4 1 0 1
0. 2837
0. 1 7 9 2
0.1050
0. 07 96

0. 8 73 3
0. 7 03 6
0. S462
0 . 4016
0.2819
0. 1888
0 . 123 7
0.0854  
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FUNÇÕES-TESTE ELEMENTARESN9 deAprox
NQ F.T.'s

Modos ímpares(j=2,4,6Modos Pares(j=1 ,3;5
+

ly,z) Ti2 T
0

4

5

6

7

(y,z;0,0) T.'(y,z); T ;'(y,z;yF'zF)

Aprox. 4+Tf' (y,z;yF'zF Aprox.4 + T3'(y,z;yF'zF)

Aprox. 4+T3'(y,z;yv'zv) Apr'ox.4 + T3 (y,z;yv;zv)

Aprox. 5+ T3'(y,z;yv'zv) Aprox. 5 + T3(y,z; yv'zv)

Tabela 3.]0 Aproximações variacionais para uma seção retangular
(B/D:8) F: foco da el ípse inscrita

V: (0.45B; - 0 . 0 7 5B)
B= boca; D= calado

Além destas uma aproximação adicional foi testada, deno

minada 7a. Esta ê a própria aproximação 7 com o ponto V l ígeira
mente mais próximo da qu ína da seção(V=(0.475B;-0.10B))

Para a aproximação nQ 4 valem as mesmas observações fei-
tas anteriormente, no caso da seção circular. Jã a aproxjmaçãode
n9 5 mostra que a adição de um "rOtOr/ no foco da elipse, para os
modos de potencial par, melhor'a l ígeiramente a solução em toda. a
fa íxa de frequências. Para os modos de potenc ial impar, o "pZ5l'í;{

ee" centrado no foco da elipse inscr ita(F) introduz, através da

função 2Vv(y,z; 0,0), que compõe T3(y,z; yF'zF)(ver 3.86.f), u-
ma rotação que simula a condição de contorno associada ao movimen

to de "z'oZZrr. Esta é a razão pela qual os valores dos coef'ic'ten-
tes em rrpoZZ// sofrem uma melhor''ia

A aproximação n9 6 ê fundamental , porquanto mostra a im-
portância de se representar apropriadamente o efeito (local) das
quinas no escoamento

0 uso das funções Tã(y,z;y.,,z.,) permite então simular as
características básicas do escoamento neste entorno, introduzindo
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um comportamento de }'Dóri Ce r/, levando a uma substancial melhoria
no calculo dos coeficientes, particularmente no modo de "ZzeaPe'' ,
em al ta frequênci a

A aproximação de n9 7, por sua vez, combina as partícula
cidades das anteriores e leva a resultados pzênamente sat; sfató -
rios. Estes resultados são a inda melhorados na aproximação de n9
7a quando o ponto v é levado mais junto ãs quinas da seção, mos -
traído que de fato o efeito do vértice é equivalente a um ponto
de vórtice no escoamen to

Pode-se por fim d izer que a anal ise acima indica aue a a
proximação de n9 7 (7a) reúne o menor nÜmel'o de informações neces
sérias para uma fiel representação do escoamento, cona íderando-se,
obviamente, esta classe de funções-teste elementares

Com base nesta conclusão, a aproximação 7a foi utilizada
diretamente para uma seção retangular de maior calado(B/D=2). Os

resultados para as duas condições de calado são apresentados em

forma gráfica, na figura 3.4, comparadas ãs curvas de referência
extraídas de Vugts(1968). Observa-se concordância em toda a fai
xa de frequências, inclus íve para os valores dos coeficientes a-
coplados em "szoag-roZZ "

Para finalizar o presente estudo uma aproximação varia -
cional com 4 funções-teste foi utilizada para o caso de um triân-
gulo equilátero. Os resultados são mostrados na figura 3.6

Para os modos pares: T.+(y,z); T2+(y,z;0,0); Tlt(y,z;y ,z);
Ti (y,z;yF'zF). Para osmodos ímpares: T;(y,z) ; T2'(y,z;yF'zF) ;
T3(y,z; y2,z2); T3'(y,z;y.,,z.,)(ver figura 3.7). F é o foco da
e l i p s e c l r c u n s cr'í t a)
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SEÇÃO RETANGULAR B/D : 8 PROFUNDIDADE INFINITA

COEFICIENTES
H IDROD l Rali l CO S

VUGTS

(19 68)

APROXIMAÇÕES VARIACIONÂIS

N9 4 n9 5
2F .I' s 1 3P .T' S

N9 6 N9 7
3r.T'S l 4r .T' s

NQ 7A
4F.T' S

MASSA ADICIONAL
0.390
0.430
0. 4S 4
0.350
0. 2 15
0. 115
0. 05 7
0. 023

0. 23 13
0. 3 3 58
0 . 3 4 4'7
0. 27 18
0. 18 26
0. ll 24
0. 0627
0. 03 18

0 . 2927
0. 3 686
0. 3 7 7 5
0. 2889
0. 1843
0. 1 096
0. 0621
0.0329

0.3 43 3
0 .4041
0.3 945
0 . 2806
0 . 1829
0. 1 124
0.063 7
0.03 27

0 .3 60 1
0 .4 28 1
0 .443 3
0 .3 3 6 9
0 . 205 7
0 . 1 1 2 6
0 .0 5 65
0 .0 25 6

0 .37 7 2
0 . 446 2
0 . 46 28
0 . 35 1 5
0 . 21 3 9
0 . 1 1 6 9
0 . 05 8 9
0 .0 2 7 1

m22
pBD

0.25
0. 50
0. 7 5
1.00
1 . 2 5
1.50
1. 7 5
2.00

o.ooo
0. 026
0. 15 0
0. 3 18
0. 42 8
0.448
0.440
0. 405

0. 0007
0. 02 18
0. ll 22
0. 23 7 9
0. 3 285
0. 37 77
0.3920
0. 37 88

0.0008
0. 0234
0. 1 233
0. 2602
0. 3473
0. 3 839
0.3909
0. 37 99

0.0008
0. 0249
0 . 127 0
0.2448
0 .'3 2 8 3
0.377 1
0. 3 92 1
0.3 8 26

0 .0009
0 .0 2 60
0 . 1430
0 .30 90
0 .4 10 4
0 .442 1
0 .43 27
0 .40 2 1

0.0009
0 . 02 68
0 . 1485
0 . 32 20
0 . 4 2 7 1
0 . 45 8 7
0 . 44 7 6
0 . 415 3

d22
puaBD

FORÇA DE EXCITAÇÃO
0.25
0. 5 0
0.7 5
l. oo
1. 25
l.se
1. 7 5
2.0 Q

1 . 36 6
1. 3 1 4
1 . 126
0.800
0. 5 26
0. 343
0. 228
0. 160

1 . 1992
1 . 1822
0. 97 30
0. 6901
0. 463 9
0. 3149
0. 21 82
0. 1541

1. 2 558
1 . 2 219
1. 0182
0. 7 212
0.4774
0 . 3 187
0. 2 182
0. !5 4 1

1. 3 1 24
1 . 2615
1.033 3
0.6986
0. 463 9
0.3149
0. 218 2
0. 15 41

1 .3 318
1 .2 9 10
1 .0 97 7
0 . 7 8 6 1
0 .5 1 86
0 .3 4 1 2
0 . 2 29 6
0 . 15 85

1 .349 4
1.3104
1 . 1 1 87
0.80 25
0 . 5 290
0 . 34 76
0 . 2335
e . 16 10

Ez
pgBDkoA

(+) u. - (2g/B) /2

Tabela 3.11. Coeficientes Hidrodinâmicos para uma Seça
B/O = 8.
Modo em ''SWAY''. Profundidade Infinita.
Analise de Sensibilidade ã Escolha e posição das Funçoes
Teste
(Ver Tabela 3.10)

l

Retangular0
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SEÇÃO RETANGULAR B/D : 8 PROFUNDIDADE INFINITA

COEFICIENTES
HIDRODINÂFílCOS

APROXIMAÇÕES VARIACIONAIS
VUGTS
(1 9 6 8) N9 7A

4P.T' S

(+) u. = (2g/B) /2a

Tabela 3.12. Coeficientes Hidrodinâmicos para uma Seçao Retangular
B/D = 8.
Modo em ''HEAVE''. Profundidade Infinita.

Analise de Sensibilidade a Escolha e Posição das Funçoes
Teste
(Ver Tabela 3 . 10)

AMORmCIWNTO(+)

d3
ptoaBD

0. 25
0. 50
0 . 7 S
l. oo
1 . 2 S
1.50
1 . 7 5
2.00

1 . 550
2. !5 5
2 . 1 95
1 . 9 0 8
1. 5 65
0. 97 5
0. 5 9 0
0. 33 0

1 . 57 86
2. 2696
2 . 42 62
2 . 1 9 9 3
1. 6490
0. 9 37 7
0.3862
0. 1488

1 . 5 7 2 2

2 . 2442
2. 4017
2. 2438
1 . 85 0]
1. 293 9
0. 737 9
0. 3 766

L.5 755
2. 2644
2. 4396
2. 27 55
1.3 744
1 . 3 73 7
0.9073
0. 5709

L . 5 5 80
2 . 1 6 9 9
2 . 23 9 4
2 . 04 0 2
1 . 7 4 1 S
L . 3 1 6 S
0.8 5 20
0 . 49 3 3

1 . 5 5 8 2
2 . 1 6 99
2 . 2 3 1 3
1 . 9 9 0 3
1 . 6 0 5 1
1 . 1 5 5 4
0 . 70 87
0 .37 9 7

FORÇA DE EXCITAÇÃO

E

pgBÂ

0.25
0.50
0. 7 5
l. oo
1. 25
l.se
1 . 7 5
2. 0 0

0. 886
0. 73 7
0. 609
0. 49 1
0. 3 86
0. 28 6
0.208
0. 147

0. 8892
0. 75 3 1
0. 6364
0. 5 247
0.4057
0.2300
0. 1 6S8
0.0964

0. 8874
0. 7 495
0. C3 1 1
0. 5296
0. 4304
0. 3 238
0. 2301
0. 15 27

0.8 874
0. 753 1
0. 63 64
0. 533 1
0 .4331
0. 3 383
0. 2 549
0. 1895

0 .'8 8 2 6
0 . 7 3 6 5
0 . 6 10 9
0.50S0
0.4173
0 . 33 1 2

' 0 . 2 4 6 7
0 1.1 7 5 6

0 .8827
0 . 7 3 65
0 . 6098
0 .4 9 88
0.4006
0.3 103
0 . 2250
0 . 1540
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SEÇÃO RETANGULAR B/D - 8 PROFUNDIDADE INFINITA

(+) u. (2g/B) /2a

Tabel-a 3.13. Coeficientes Hidrodinâmicos para uma Seção Retangular
B/D = 8.
Modo em ''ROLL'' . Profundidade Infinita.

Análise de Sensibilidade a Escolha e Posição das Fun--
çoes-Teste
(Ver Tabela 3.10)

COEFICIENTES
HIDRODINÂFllCOS «('ê)

VUGTS
(1 9 6 8')

APROXIMAÇÕES VARIACIONAIS

N9 4
2F.Tt S

NQ 5
3F.T'S

N9 6
3r.Ti s

N9 7
4r.T's

N9 7A
4r .T' $

MASSA ADICIONAL

pB3D

0. 25
0. 5 0
0. 7 S
l. oo
1 . 25
1 . 50
1 . 7 5
2.00

0. 1 4]
0. 1 49
0. 143
0 . 1 1 8
o. 101
0.097
0.099
o. 101

o . ] ] o]
0. 1 13 7
0. 1 156
0. 095 1
0 . 07 9 9
0. 075 9
0.07 14
0. 053 1

0. 1 2S 7
0.1340
0. 128 7
0. 1029
0.0828
0. 07 5S
0.07 6 7
0.0826

0. 1380
0. 1379
0. 125 6
0. 096 6
0.0801
0. 07 7 4
0 . 0816
0 .087 9

0 . 1384
0 . 1 466
0 . 1 3 9 7
0 . 1 1 5 1
0 .09 84
0 .09 35
0 .0 9 42
0.0960

0 . 1 4 1]
0 . 1 4 9 ]
0 . 1 4 20
0 . 1 1 80
0 . 10 25
0. 0988
0. 1004
0. ] 0 30

WORTEC IWNTO (+)

puaB3D  
o. ooo
0.006
0.0 2 6
0. 041
0. 03 S
0. 02 6
0.01 4
0.008

0.0003
0. 0072
0. 03 3 1
0. 057 5
0. 05 83
0. 0441
0. 023 6
0. 01 95

0.0002
0.0065
0.0295
0.0508
0. 053 1
0. 0436
0. 0306
0 . 018 3

0.0002
0.0062
0. 029 6
0. 05 60
0. 0584
0. 0446
0. 0285
0. 01 56

0.0002
0.005 9
0 . 0 2 58
0 .0 4 1 3
0 .0 3 8 2
0 .0 2 7 2
0 .0 16 8
0.0094

0. 000 2
0 . 0057
0 . 0 250
0 . 0 3 9 3
0 . 03 5 2
0 . 0 240
0. 0 140
0. 00 7 2
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0 0,25 0,50 0.75 1,00 1.25 t.QO i,75 2,00
co ( B/ ag i/z

0 0,25 0.50 0,75 i,QO .1.25lé1.50 1,75 2,00u)(B/2g)'' O 0,25 qSO Q.75 .ot) Je\glke '50 i.75 2.00

OJ00

0.075

OP50

0,025

0

0.15

0.2G

0,25
0 0.50 0.75

0 0,25 0,50 0,75 1.00 1,25 . 1150 1.75 2.00
W( B/2g j'Z

o.100
d44

0,075

0.050

0,025

0 D

o 0,25 0PO 0.75 isco 1.25. 1.50 1.75 z,oo
u)( B/2g )72

0.25
0 0,25 0,50 0,75

uO(B/2q)kz

VUGTS (1968)

8 APROXIMAÇÃO VARIACIONAL(4x4)

Figura 3.4 Seção retangular B/D = ê: .Coeficientes Hidrodinâmicos.
Prolfundídade .jnfiníta.; m2; ': m22/(pBd) , m33+= m33/(PBD),
mhh*: m../(p'B;D) ; mzd' -a :lii;./(pBãb) i d2? :'d22/(éãaEàD)

d33+ = d33/(p'uaBD) , d4u+ = dü4/(1)uaB3D),d21 = d24/(PuaB2D)
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Circunscrita

Figura 3. 5 Aproximação variacional para um triângulo equjlãtero

0.25 0.50 0.75 Q25 0.50 0.75 1.00 125
co { B/ 2 g ) i/z

0 0.25 Q50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
co ( B / 2 g ) l7z

0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
CD { B / 2 g )l72

{19 6 8 )

e APROXIMAÇÁÓ VARIACIONAL (4x4)

Figura Coeficientes Hídr'odinãmicos par'a uma Seç;o Triangular Equilãtera
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4 APLicAÇõES DA TEORIA DO CORPO ESBELTO

0 objetivo do presente capa'tufo ê mostrar como a conjun
ção de duas técnicas aproximadas, de um lado o MVB(Método Varia
cjonal Bidimensional), e de outro a TCE(Teoria do Corpo Esbel-
to), pode se transformar em uma poder'osa fer'lamenta de analise
dentro de uma restrita, porém importante classe de problemas: o
comportamento dinâmico de corpos esbeltos em ondas

Para tanto faz-se, inicialmente um apanhado da formula-
ção da TCE, partindo de um breve hjstõrico bjbliogrãfico(+)e cul
minando com sua aplicação ao problema harmõnjco linear, exempli-
ficada através de resultados numéricos para um cor'po esbelto tl-
pjco: um elipgõide de rev ol uç ão

4 .1 Breve Histórico Bibe iogrãfico

A Teoria do Cor'po Esbelto tem sua origem na aerodinâmi-
ca. Especificamente, nos estudos de Munk(1924) sobre o escoa -
mento em torno de um cor'po esbelto de revolução, e formal ízàdos
matematicamente nos anos 50 através da técnica das expansões as-
sintõticas compat ib il izadas ("mcztched asoymPtot c enPansÍoms")

No campo da engenhar'ia oceânica ãtf'jbuj-se o pionejris-
mo~ ' a Korvin-Kroukowisky(1955), a quem se deve o estabeleci -
mento da Teoria de Faixas ("stz'ÍP T/ze02''Z/'r'). De formulação heu-
r:estica, a TF aproxima o problema tridimensional por uma suces -
são de problemas potencia is b idimensiona is, cor'respondentes ao
escoamento no entorno das dever'sas balizas da embarcação. Os re
multados alcançados, no entanto, são bastante satisfatórios, do
ponto de vista da engenharia ( e no que concerne ã determinação
de primeira-ordem). Este fato por cer'to determinou todo um es -

for'ço de investigação teórica visando uma formulação matemática
a prop ri ada

+

(+) Revisão hi.stÓrí.ca mais completa (até 1978) pode ser apreciada em Newman
(1978)



A presença da superf:ide livre, no entanto, introduzia
dífjculdades ã consecução deste intento, o que foi sat isfatoria
mente alcançado quatorze anos depois, em 1969, por Ogjlvie &
Tuck. Em seu trabalho, os dois pesquisadores apontaram uma

importante restrição do ponto de vista matemático: a TF á áZ
da apenso no z'exime de ondas caz'tas \ / , ou seja no regime emque
a djfra ção não pode ser desprezada

4 2

'H

Par'alelamente Newman (1964) desenvolv ia uma teoria de

corpo esbelto valida somente em ondas longas

A unificação das duas teorias, tarefa natural , foi fi-
nalmente apresentada por' Newman em 1978. A Teor a Un J:'Coada,co
mo ê conhecida, recupera a Teor,ía de Faixas e a teoria em ondas
lo nga s

A Teoria Unificada basicamente incorpora ã Teoria de
Faixas a solução de uma equação integral (.de Fr'edholm de segun
da espécie) ao longo docomprimento do corpo, permitindo com is
se considerar a interação longitudinal das diversas soluções bi
dimensionais. Esta equação resulta do processo de compatibili
dazação das soluções internas (ou de campo próximo) e da soou
ção externa(ou de campo distante), na técnica das aproxima-
ções assjntõticas compatibilizadas, e permite pr'oval a cons ís-
tência da teor'ia no que concerne ao fluxo de radiação de ener-
gi a do campo po te n cial

Este ültjmo r'esultado foi .estabelecido por' Sclavounos
(1983), a quem se deve atribuir a extensão da Teoria Unificada
ao problema de difração(ver Sclavounos(1984))

Duas l imitações de ordem pratica pers istjam. A Teoria
Unificada foi desenvolvida consider'ando unicamente o caso de ã

ma(1+0(e)), onde c ; B/L é a t'azão de esbeltez do corpo.

(+) Do ponto..de vista pratico as indeterminaç8es hi.drodinâmicas em ondas
longas sao, dentro da teoria potencial linear, irrelevantes, porquanto,
neste regime, dominam as forças hidrostãticas.

(+t) N? realidade Aranha & Sugaya (1987) mostraram que o erro é da forma
(1+0(cz))para corpos com seç8es de geometria ''quase-constante--
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Em(4.11) a condição jyl/B' " equivale a dizer-se
vl/B : O(1)

4.2.2. A Solução Exterior

Na 2'egÍão e=terioz' (jyl/L : 0(1)l o potencial no

j pode ser representado na forma integr'al como
1./ 2

modo

(0)

4'j (x,y,z) dE {' qj(e) + ll pj(e) '#IGó(*-e,y,z)
( 4 .1 2 )-L/2

onde q.i(.) e p.i(.) são funções densidade de distribuição de sin-
gularidades e G.(x-e,y,z) é uma solução arb itrãria das equações
(4.3.a,b,c,e), ou seja, sem considerar a condição de contos.no no
corpo(4.3.d). G.(.) ê obviamente uma função par em y

Note que q:(€1) estafa associado aos modos de potencial
par e pj(e) aqueles'de potencial impar(+)

Usualmente G.(.) ê tomada como a função de Greendo pro
blema. No entanto,' a solução mais geral, no problema tridimen -
sional, associado a uma perturbação harmõnjca puntual na supera:í
cie l ivre é dada na forma de série deFourjér(ver p. ex., Mei
(1 983 ) , pg . 3 07) como

#(r,o,z): à Há:)(K.r)(a.m c'smo s in mo) f.(z) +

+ E E Km(knr)(anm cos mo+b.m sin mo) fn(z)(4.13)

onde Hm.(.) são funções de Haenckel de primeira espéc íe e or'dem
m, e Km(.) são funções de Bessel de segunda espécie e ordem m. Es
tas Últimas decaem exponencialmente comk.r e são ditas evanes -
centes. As primeiras determinam, atr'avós de sua expansão assintõ
t'ica quando K.r -* m, a conde.ção de t'ad'cação (4.3.e). V'isto que

a repr'esentação (4.12) ê fe íta na reg íão exterior é natur.al que

( 1 )

mo+b
nm

('e) joder,se--ia:escreve!,vietonaem:nte.ue qj : O, j : 2,4,6 e pj(.) - 0 para
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Considerando que não são raros os casos em que barcaças,
rebocador'es ou mesmo navios de operações especiais apresentam coe
ficlentes E h 0.20, o que impl icar'ia em erros de ordem 20%,e que
são frequentes os casos em que a anal ise do comportamento no mar
deve ser feita em aguas de pr'ofundldade pequena, estas duas limi-
tações levaram ã busca de uma teoria mais geral

Esta teoria fo{ desenvolvida, com erro da forma(1+0(e2))
por AT'unha & Sugaya(1987) para aguas rasas e por Aranha & Marfins
(1987) para aguas de pr'ofundidade arbitr'ãrja

Além da introdução de uma métrica especial para medir o
erro da apr'oxjmação, desenvolvida até segunda-ordem, a Teoria do
Corpo Esbelto(TCE) desenvolvida por Aranha e seus colaboradores
difere fundamentalmente da Teoria Unificada(TU) no núcleo da e-
quação integral a ser r'esolvida. A função de Green, para aguas

de profundidade infinita, util izada na TU é substituída pela fun-
ção de Haenckel de pr'imeira espécie e ot'dem zero H.(i)(.), o que
simplifica ainda mais os procedimentos numéri.cos

A solução do problema trid imensional, no âmbito da TCE,

r'eduz-se basicamente ã solução dos pr'oblemas bidimensionais,em ca
da seção, a qual pode ser' conseguida através de qualquer. método

usual (Método de Green, Método HTbr'ido de Elementos Finitos)e, em

par'tjcular através do MVB.

4.2 Noções da Teoria do Corpo Esbelto

Não ê propósito da pr'esente seção rededuzir com mlnücjas
a TCE, mas tão somente indicar os pr'jncjpajs passos de sua formu-
lação. Neste sentido a exposição a seguir ê em essência aquela
apresentada em Aranha & Peace(1987)

Considere um corpo esbelto flutuante, estacionário. 0
sistema de referências ê indicado na figura 4.1 ,a seguir. 0 corpo
ê sujeito ã ação de ondas harmónicas



Figura 4.1 Corpo Esbel to Sistema de Refe rênci as

Sob as usuais hipóteses de pequenos deslocamentos do sjs
tema hidromecânico, considere tão somente o problema linear ou de
primeira ordem, decorrente da expansão em série de potências (ver
capitulo 2). A cond íção de contorno homogénea na superfície per-
mite que o problema ong mal seja separado nos problemas de radio
ção(i : 1,2,3,4,5,6) e de espalhamento(j=7,8), conforme apresen
todo na seção 2.2.3, de forma geral para N corpos flutuantes. 0
potencial de onda incidente é denotado por' +. e escrito na forma

+.(x,y,z)
SJRa y)

f( z ) ( 4 . 1 . a )

ou

+ . ( r ,o , z ) :y. ÍK.ecos(o-«)f(:) ( 4 . 1 . b )

onde a amplitude foi suposta unitária, f(z) ê definida pela expt'es

são(2.46)e Ko e u satisfazem a relação de dispersão linear

Util izando a notação do cap:ítulo 2, porém com o operador
v definido apenas no plano(y,z), ou seja
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reescreve-se, par'a efeito de clareza de entendimento, o equacio
namento dos potenciais de radiação e espalhamento na forma

v2.}: + ::.-.-l..g : 0 ; em n" (a)J 8xz

2

a z
' 'bj ; em S F (b ) (4 . 3 )

a'bj

âz

v'bj ' n +
j

; em ( c )

nx
vj (x,y,z); :em SB (d)

{ K r

Rj(o) g:=-- f.(z)
K F

0

+ : ( r , o , z ) '«
J

( e )

onde R.i(0) é a "a«zpZ rude co«vpZena de onda ao longe" e v: a con
dição de co ntot'no no corpo

A TCE explora a esbeltez do corpo, ou seja E: = B/L << 1,
para construí r uma solução assintÕtica em c para o problema ma-

temático dado por (4. 3)

Sob esta hipótese mostra-se que RXn 0(E) e que portan-
to ,

v l

V2

V 3

V4

V 5

V6

nx
) "suz'ge " ( a )

(b )ny

nz

itSb)Q ytt

!the a'D ct' (lc )

(d )

(e )

( f)

(4 .4 )

z ny+yn z

xn z

)

)

)

rt r0'L'L ít

''P{.tch"

líyau'lxny
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A TCE ê construída através da técnica das "enpan8ães as
sina;Jt eas como'at b ZZzadas'r. 0 problema é formulado em uma re-
gião {ntez'Íol' (ou campo pr'õximo ao corpo) e em uma região ente-
z'ioz' (ou campo di s tarte )

Na região interior( jy/B $O(1)) o problema é"Zocazmen-
t;e" bjdjmensional, e é formulado como se o fosse, a menos da con
dição de radiação, que neste caso ê"Ínacesoz'ueZ". Em outras pa-
lavras, um observador colocado nesta região /p gp#lün a soluçãoco
mo bldimensjonal , perdendo ínfor'mações a respeito da condição de
radiação e da interação long itudinal entre os escoamentos nos pla
nos das diversas seções tr'ansversal.s

Na região exterior' a escala de comprimento natural ê o
compr'jmento L do corpo. Nesta regi.ão(jyl/L 2 0(1)) a solução é
bem representada se o cor'po for considerado como uma "ZÍn7za" que

irradia (epalha) ondas. No entanto, perde-se informações sobre
as condições de contorno no cor'po(locais) e portanto, esta soou
ção não é, por seu turno, completamente determinada

A forma de resolver' ambas indeterminações ê compatibili
zar as soluções ("match ng") em uma região ínteY'medjãria
(O(B) 5 lvl 5 O(L))

Ê fundamental observar' que este é um r'p].'obZema de per'-
teia'baç?ão singuZaz'" nos modos de potencial par (j=1,3,5: "surge",
"heaz;e", "pítch").(ver, p.ex., Ogjlvie(1977».

Esta assertiva pode ser explicada do ponto de vista fí-
sico, acessando o problema original da aerodinâmica, o caso de
um cone esbelto. Neste caso os potencia is pares são bem repõe -
sentados por' fontes(polos) em fluido sem fronteiras.

Elm solução bjdjmensional o comportamento de um polo é
do tipo Zn(yz + z2 )'/z -' " , r -' ® , incompatível, portanto ,

com o comportamento de um polo ti'ldimensjonal, do tipo l/r' '» o,
r -» m. Esta incompatibilidade gera, em essên(iia, a "sÍngzzZa-
r{,dada''

A interaçâo longitud mal dos campos potencíajs transver
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sais pode ser interpretada então como a condição que remove esta
6inguLarÍdade''

Compor'tamento análogo ocos'r'e no pY'oblema em questão, na
presença de superf:icje livre e neste contexto Sclavounos( 1983 )
mostrou que a interação longitudinal ê essencial para que haja
aompat; bÍZd'dada de .fZuoco de anel'gÍa, o que é abor'dado na seção
4.4 do pies e n te tra ba l ho

üã os modos de potencial :Ímpar (j=2,4,6: "8uaZ/, 2'0ZZ e

#czzor/) são representãvei s por funções com comportamento de dipo-
los, os qua is tendem para zero com r -+ m em ambas as soluções,
bidimensional ou tridimensional. E de se esperar, por'tanto, que,
nestes modos, a TCE r'ecaia na TF, ou seja não haja interação lon
gitudinal dos campos potenciais transversais. Como será visto a
diante, esta expectativa ê confirmada de forma exala, em aproxi-
mação de primeira-ordem no parâmetro c

0 procedimento acima desce'ito é formalizado matematí:co-
mente nos subitens seguintes. Em 4.2.1 a soZuç?ão ní;criar é de-
senvolvida e tem sua sua eapanoão ent;erd:or determinada. Em4.2.2

a solução enter'Íor é discutida e tem, por' sua vez, a enpansao
nt;criar estabelec ida. A compatibilização é realizada em 4.2.3

4.2.1 . A Solução Interior

Na região interior (jyl/BS 0(1) a escala natural de
comprimento ê a boca do corpo B. As seguintes ordens de magnitu
de podem então ser estabel ecidas

v '+ h 0(+/B2)
(4 . 5 )

}:l ', O(+/L:)
a x 2 ' '

e mostra-se que,(ver Aranha & Sugava(1987)), com erro da for
ma(1+0(e2)), as equações(4.3.a, b,c) reduzem-se a
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( j )
0=

H

)

(.j. )
a'P

)

0

; no dom:Ínio fl uido ( a )

( {
a+j

a z ; na super'f:ícje livre; z:0(b)(4.6)

( {
a'Pj
a z no fundo ; z : - h ( c )

onde o.índice (il) indica se tratar de "80Zziç?ão nterz:or". Note
que +íi! .pli)(v,z;x), onde a "dependência" em x foi proposital-
mente isolada para indicar que o potencial bidimensional varia
de seção par'a seção

Pode-se mostrar também( ver Aranha & Sugaya(1987))que,
para corpos de seções transversa ís "quase-zin{/oz'«7e", nx ', 0(e)
implica em que -;{ '«0(E) na reg ião enter ior e portanto, a conde
ção de contorno no corpo fica escr ita, com erro da forma (1+0(cz)),
como

v'Pj 'n : vj ; na super'f:ície do corpo SB (4.6.d)
( j ) ->

A menos da condição de r'adiação, inacessível na região
interior, a equação (4.6) formula o próprio problema bidjmensjo-
nal. E natural que seja então tomada como 60Zzzção particular de
(4.6) a soZz4ç?ão bdldÍmens anal @j(y,z). Como soZz4ç?ão /homogénea

Newman(1978) sugeriu a função Ím(@l)

De fa to , vis to q u e v.t é real ) po r certo

v (Im( q'j ) ) n
-}

: 0 em
SB (4 . 7 )

e,portanto, a solução l.nter.flor fica representada, com erro
(1 +0(c')) , na fo rma

( j )
+l (y,z; x) : 0:(y,zU LJ (x) Im {0.i (y,z ;x) (4 .8)
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Note que no presente capitulo as grandezas são dimensão
naif e o potencial bidimensional 'P:(y,z) tem a seguinte condição
de radiação

'i K. lvl
q' j (y , z ; x ) '" Aj (x)

a f.(z) ; IVI -»0 (4 . 9 )

e, portanto, com .referência ao potenci.al adimensional definido no
capitulo 3, vale a seguinte relação

Aj(x) ; -(;) /2 Á.j(x) e '''(4.10)

+

Assilm, a menos da função CI(x), a solução interior fica
univocamente determinada pela solução do pr'oblema bidimensional
Ü j (y , z ; x )

Como será visto adiante C:(x) set'ã deter'minado através
da compatibil ização da solução interior com a solução exterior' na
região intermedjãría. C:(x) é, em essência, o agente da intera
ção entre as diversas soluções seccionais. É quem permite o flu
xo de ener'gia longitudinal na região interior

Por' fim para que a compatibilização possa ser real-ízada
Õ necessãr'io estabelecer a r'eHpüHsão ent;er or da ooZzzç?ão 'interilor

Isto se consegue diretamente da condição de radiação do poten -
cial +.i(y,z;x), dada em(4.9)

A "expansão eatez'Íoz'" pode então ser escrita na forma

jlv':;x) '-ÍIÁj(x) + Cj(x) Im (Aj(xilcosK.lyl +

+ b Aj(x) + Cj(x) Ke(Aj(x))'l sinK.lyl} f.(z)

; lv l/B '- m ( 4 . 1 1 )

(+) B é o comprimento típico de adímensionalização do problema
tomado com a boca da seçao mestra.

no caso e
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Go(.) seja baseada nas funções de Haenckel. Em pa.rti.curar a es.

colha ma is s ímples( ver Aranha &Martins(1987))õ dada por

G.(x-e,y ,z)
; ( 1 )

t H. (-K. r(x-e): + y:' ) f. (-z) (4 .1 4 )

a qual , como pode ser' verificado, satilsfaz (4.3.a,b,c,e)

A simpl íc idade na escolha de Go(.) deter'mina uma menor
dificuldade com que a "enpans.ão enter opôr da solução exter.ior po-
de ser deduzida, com erro da forma(1+0(.c2)), quando comparada ao
uso da função de Green.

Ainda assim, esta dedução não ê trivial
mento pode ser apreciado em Aranha & Sugaya(1987)
fin al é dado a baixo

Se u d e se nvol v i

0 re s.ul Lado

.b(o)(x,y,z) h {(- l L(qj) cos K.jyl + :l2Ko sín K.jyl ) f.(z) +

+ S(y) (!$r-- cos K.IVI
0

sin K. lyl ) f.(z)} (1+0(.'))

y l/L g O(1 ) ( 4 . 1 5 )

onde L(.) ê um funcional l inear definido como

l, / .
l '',2 (1)

t(qj): } Í deqj(e) H.I'(K.lx-EI)

-L/.

(4 .1 6 )

As funções q:(.), p.i(.) e C.i(.) serão a seguir deter'mí
nadas através do pt'ocesso de compatibilização na região {ntermé
di ãr{ a
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4..2 .3. Compatibil ização

A compatibilização entre as duas soluções +.i(i)(y,z;x)
e f'Í' (x,y,z) é feita através da identidade entre as suas "en
pensões enter :or e d:nterÍoz'" respectivamente

Segue então, de(4.11) e(4.15), que

8 pa ra os modos de po te ncl al p a r (j =1 , 3 , 5 ,7)

;' L(qj (x) ) Aj(x) + Cj(x) Im (Aj(x))

e

q;(x)
--2.r-- : i Áj(x) + Cj(x) Re(Aj(x))

( 4 . 1 7 )

e pa ra os modos de po tencial :ímpar (j =2 ,4 ,6 ,8)

P:(x)

'ãK. : Aj(x) + Cj(x) Im(Aj(x))

e (4.18)

l P l(x)
ü- : { Aj(x) + Cj(x) Re(Aj (x))2K

Definindo a fase de Á.i(x) como B(x), j=1 ,3,5,7, ' 'as e
quações(4.17) podem ser escritas na for'ma

t

2 L(qj) t tg B(x)
l Aj (x ) l
co s B (x)

; J 1 , 3 , 5 , 7

( 4 . 1 7 . a )

(t) Lembre que as fases são idênticas para modos de potenci.al par (ímpar)(ver
seçao 3.3.2, equação (3.69) , a menos de um fatos tnlr
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qj (x)
IB(x) IAj (x) l }

(4.1 7.b)
1 , 3 , 5 , 7

C j ( x)

As equações (4.17) constituem um par de equações ante -
graus de Fredholm de segunda espécie, cuja discussão matemática
formal ê bem estabelecida(ver, p.ex., Volterra(1929))

por outro lado, das equações(4.18) segue díretamente
que

Aj ( x )
,4 ,6 ,8 ( 4 .1 8 . a )

Este Último resultado confia'ma a expectativa de que nos

modos de potencial Impar a TCE Fecal na TF, com erro da forma
(1 +0 ( e 2 ) )

Portanto, para a completa solução do problema tridimen-
sional, no âmbito da TCE, é suf iciente que, além das soluções dos

problemas seccionajs bidímensionais, as equações integrais(4.17)
sejam resolvidas. No pr'esente trabalho esta solução ê conduzida
numericamente através do usual método das coZocaÇ?ães. 0 proce-
dimento pode ser apreciado no apêndice E
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4.3 Coeficientes Hidrodtnâioijcos e a,lgumas propriedades na TCE

4.3.1. Coeficientes de massa adicional e amortecimento por ra
dilação

Das defin lições dos coeficientes de massa adicional
amor'tecimento por radiação, dadas por

L/2 , ({)

p J d* J Re {4'j (y,z;x)} ",e ds
-L/2 rB(x)

e

Mj,e(")

L/2

L/2

j,z: l, ,6 (4.1 9)

rB (x)

e da solução interior +.i( Í)(y,z;x), dada por(4.8), segue que
L/2 L/2

l mj,e(x) dx ' l J Re(Cj(x)) dj,e(x) dx
-L/2 -L/2

({ )

]lm {'bj (y,z;x)} vZ dsoj,e (") PU dx

Mj.e(")

j ,.e : 1 , . . . , 6 ( 4 . 19.a)
L /2 L/2

l djZ(x) dx+ J Im(Cj(x)dj,e(x)dx
L /2 -L/2

oj.ê (")

m.i.C e d.ÍZ são respect ivamente os coefzle enl;é?s bÍdÍmensÍo-
nczÍs de massa adicional e amortecimento, dados em forma dÍmenséo

( *)

(it) Referindo--se ao capítulo
pbz aj.e ' dj,e : p bz bj.e
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Note que a prilmei-r'a parcela t'exulta da pt''Õpri.a Teoriza
de Faixas. A segunda parcela r'epresenta, por s.ua vez, a cor're-
ção devido ã ilnteração longitudilnal entre os campos potencjlais
b i d { me n s i o n aís

Note, também, que a segunda parcela é nula par'a os mo-

dos de potencial :impar (C.í(lk) = 0; j = 2,4,6,8). Em outr'as pa-
lavras, par'a estes modos a TF e a TCE são equivalentes com er'ro
da fo rma (1+0(cz))

Outra observação enter'essante diz respeito ã compatib i

cidade de fluxo de enet'gía ente'e a solução interior e a solução
exter'jor. E conhecido(ver, p.ex., Mei(1983), pg.321) que o
coeficiente de amortecimento de radiação é diretamente relacio-
nado ao fluxo de energia irrad cada. No caso bldjmenslonal esta
rel ação é da da por

dj.e :!.
+

pu Ko Aj AZ

No caso tridimensional existe uma relação análoga

Dj,e

que pode ser facilmente demonstrada(.ver, p.ex., Mei(1983))

Chamando de El1lJ o fluxo de energia tridimensional na
região interior, associada ao j-ésimo modo, pode-se mosto'ar que
(ve r apên di ce D)

-L/ 2

IAj lz (l+lm Cj) dx

V{ s to q ue

',: : -;
puK

--2'-- IAj lz
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conclu il-se, coMO fo t õnteríormente sugefildo, que se nâ TCE hou -
ver compattbil ildade de fluxo de energ ta entre a região interi.QJ'
e a reg irão exter'ilor, C.i ser: o agente de compatilb.tl i:zação. Scla-
vounos (1983) prova que esta compatilbbillidade existe e conduz ã
mesma equação integral. Demonstração equivalente poderia ser con

duzida no presente tr'atalho, através da identidade de E!!X) e do
fluxo de energia na região extet'ior, este ültímo deter'minado a
partir da expressão geral (A.18) com o uso da "enpan ão nterÍ02'"
(4 1 5 )

E. possível mostrar, por flm, que as aproximações assjn-
tÕticas dos coeficientes M.p e D.p, dadas pela TCE com erro da
forma(1+ 0(E:2)), satjsfazém as r'ilações de simetr ia pr'ovadas,no
caso ger'al, no capítulo 2. A demonstração no contexto da TCE po
de ser apreciada em Aranha & Peace(.1987b)

4.3.2 Amplitude de Onda irradiada

Uma gr'andeza de fundamental importância a ser determina
da no âmb ito da TCE é a amplitude de onda irradiada. Através de
la outras grandezas de natureza global tal como a força de exci-
tação hjdrodjnãmica ou a força média de deriva em ondas monocro-
mãtlcas agentes soba'e o corpo podem ser diretamente calculadas

Assim, cons adere a solução exterior do potencial (k:, dÂ
da pelas expressões(4.12) e(4.14). Deseja-se obter o campodis
tante deste potencial, ou seja sua apr'oxjmação assjntõtjca ao lon
ge do cor'po. Para tanto ê suficiente determinar as aproximações
assintõtjcas da função de Haenckel e de sua der'jvada em t'elação a
y

Sej a então

r.2 ; (x-e)2+ y2

x : r coso

y = r sino

l 4 . 20 )
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Fatorando r e fazendo E/r << 1 segue que

ro ', r(l - co s o . ç/ r) (1 + 0(.E/r)2) (14.21 )

A expan são ass in tõtíca de
po r (ve r A & S , pg , 364)

U(1') CK.r.) da da

H.(:)CK.r.) '' ( g---) /2 ej(K.r.- v/4)
n K r '

0 .0
Ú,".:'.'.''T'''

0

., « i ( 4 . 2 2 )
(1-1')''b

onde fo i definido v = .i coso

aH(1) ,H(1)
Por outro lado --i5.f-- üsino --Sf e de (4. 2 2 )

.ã} H.(:)(K.r) ~ (iÉ--F) /2 ej(K'''"/4) .'iK.rv K..

( 4 . 2 3)

Para corpos de comprimento fin ito [/r << 1, e por'tanto,
com er'ro da forma(1+0(L/r)),(.4.22) e(4.23) ficam escritos

) /2 . i ( Ko r l- lr/4) - 1 Ko rY
e : K r' ->m

0
H(:)(K.0 ~ (-.l--

0

( 4 . 2 2 . a )

e

2- (K:,r) (-g )l/2
KK r0

i(K r-«/4)0
e

-iK.r y jKoHo(1)(K.r) ; Kor --

(4.23.a)

Substituindo então(.4.22.a) e(.4.23.a) em(.4.12) a apto
xlmaçao assintõtica do potencial fica expressa como
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L/2

- .; ( 2 )ly2: e l(KQrf (/+) LI/2dç e'l ' cose inopj(.e)}

(0)

{'j(x,y,z)

1 ,. :.,8 ; Kor' -> " C4« 24)

Por fim, ídentilficando (14.24) com a conde.ção de radiação
(4.3.e) segue que a "amplitude co«?plena da onda {2'a'adiada" R:(0 )

i da da pot'

Rj ( o ) i. (-})*
-jK ecoso

e 'Íqj(e) + {sino pj(e)}
L / 2

; j ,... , 8 ; K ( 4 . 2 5 )

Note que para j
7,8 Rj ; Rj (o , a

Definam-se agora, por fácil i.dade de notação, as seguintes
fun ções

L/2

L/2
L/2

L/2

Qj ( o )

-'i K ecos o

a ' qj (e)

j : l

-'iK €1coso

a ' Pj(e)

) (J ( 4 . 2 6 )

Pj ( o )

R.i(0) fica então escrito na forma

-i3v /4

Rj(o) :('&)':e {Qj(o)+{ sinoPj(o)}

; j = 1 , . . . , 8 ( 4 . 2 5 . a )

(+) N:te que para j = 7,8 (espalhamento).q: e p: são funções do ângulo de inca
dência da onda a; ou seja q; = q:(e;ajJe p:J= p:(e;aj ' '
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Como q: (E )

se g ue , po otan to q ue

Q ; .,4 ,6 , 8 e p l (t o ; j = 1 , 3 , 5 , 7 ,

Rj(o) ; ( 1 ) '4 .''t3«/4 Q..í(o) , 7
C4.2 7)

Rj(lo) : í(lil-)i'Ç e 3"/4 s.ino Pico) ; j :
; K r
' 0

( 4 . 28 )

A simplicidade das expr'essões(14.27),(4.28) se deve ã
escolha da função G.(..) em(.4.12)

N o te ain da q ue d e ( 4.1 8. a )
L/2

Pj(o):ZK.ldee. usvj(e);j:2,4,6,8(4.26.*)
-L /2

ou seja, Pj(o) é prontamente calculãvel a partir das soluções b{
di mens ío n ai s

4.3.3 Força de Excitação através das relações de Haskind-Hanaoka

A força excitante, segundo o modo j de oscilação(j=1,...6)
pode ser' calculada dlretamente através da definição, ou seja inte-
grando-se a pressão associada ao potencial de dífração na superfí-
cie do corpo. Para tanto hã que se utilizar' a solução interior do
po t e n ci:a l e s pa l h a do

Outr'a alternativa é constituída pelas relações de Haskind
Hanaoka, em sua forma de campo distante(.ver, p.ex. Mei(1983), pg
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Exp l i. c i. t ame n te

)R"
Ej (") : ='i'u p '... ': '- .. 3 ' -: (.4 . 2 9 )

Em outras palavras calculase E.i(.u) a part ir da expansão

assintõtíca do potencial +.i quando K.r -» m

Pode-se verificar fac illmente (.vel' apêndice D) que asubs
títu íção de(4.1.b) e C4.3.e) em (4.29) leva, com o uso do mé-
todo da fase estactonax''ta, a.

Ej ( ") (8«) /2 e

{«/4

Kj (- + " ) (4 . 30 )

Esta expressão é ger'al e for'nece a força de excitação no
modo j, para uma onda harmÕnilca de ft'equênc ia u, amplitude uni -
tã r{ a e ãn g ul o de in c{ dê n c i a a .

No contexto da TCE as aproximações assjntÕticas(4.24) e
(4.28) podem ser' dir'etamente utilizadas fornecendo, com erro
da forma(1+0(ç2)), as seguintes expressões

Ej ( ")
p g

F cos h
0

Qj (a+v) ; j 1 , 3 , 5 (.4 . 3 1 )

e

E.(«,) : - ]Pg sln(a+«) P:(a+v);
J ' ' F c o s h K h ''J

0 0

onde Q.i(a+v) e P.i(a+T) são dados pot''(4.26), com
0 = a+lr

2 ,4 ,6

( 4 . 3 2 )

Note que(4.31) depende da solução da equação integr'al
e do cãl cul o de Q.i(a+« )

Por outro lado(.4.32) depende unicamente do calculo de
Pj (.cl+lr), o qual é obtido prontamente a part ir das soluções bjdi-
mens ionai s (A. (E ) )
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Note que eH profund-idade ilnfjlnita (jyer expressão (.3.6»

,Cim F. cosa K.h : (2K.) "
K h -.* m

e po rta n to ,

0

Ej (« ) üHn '. '«*«:
j : 1 , 3 , 5 ( 4 . 31.a)

Ej (« )

l Pq

i;il:;ii- sin ('+") Pj('+") ; j 2 ,4 ,6

(4 . 3 2 . a )

4.3.4 Força Média de Deriva el Ondas Harmónicas

E. bastante conhecida a importância da deter'minação da
força média de deriva em ondas monocromãticas (ver, p.ex.,Maruo
( 1 960) , Newman ( 1 967) )

Como o prõpl"io nome sugere, tal força ê responsável pe-
la deriva de um corpo flutuante sobaação de ondas. No caso de
cor'pos fundeados esta ação leva a alterar a posição de equilí -
bri o do sistema

É.,porém, no .fenómeno de osc?lZaç.les Zent;as de cor'pos flu
tuantes fundeados, sob ação de ondas aleatórias, que a determi-
nação das forças de deriva adqu ire especial importância

Em ondas aleatÕrjas as forças de deriva são lentamente
oscilantes e, embor'a de segunda-ordem, podem excitar a ressonan
cia do sistema amara'ado no plano horizontal(ver, p.ex. Newman

(1974), Faltinsen & Ldckens (1979), Peace(1984), Aranha & Peace

( 1 9 8 6 .) )

Sob hipótese de ondas aleatórias com espectro de banda
estreita, uma aproximação assintõtica em torno de sua frequên -
cia central u., perra ite mosto'ar' que as forças de dera va podem

ser expr'essas na for'ma de uma demodulação quadrãtica na amplitu
de da onda Cver Pesce(.1984) ou Aranha & Peace(1986)). Assim
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õ(t) = {oS!) iA } ja(.t) I' (l1 +0 (A«, ) ) (.4 . 33)

on de

D(t) é a força de deriva, lentamente osc-plante

D(')Cuo) ê a força média de der'íva em ondas ,monoct'omãt içar, na
frequência (central) , unicamente associado ao poten-
c i al de p ri me i r'a-o idem

D~ '(uo) é o coef íciente de for'ça de deriva associado ao poten-
c i al de s egun da-or'dem

Õ a amplitude de modulação do trem de ondas

ti d idr'unir'd (ip r)an(IR pçnaf'Ty"al

2

a ( t )

Mostra-se que, apenas em baixa-pr'ofundidade(ver Aranha
& Peace(1986)), ou no caso de corpos ligeiramente submersos

(ver' Peace & Aranha (1987)), o coeficiente D(2)(u.)(+) é relevante

Em geral o conhecimento de D{'J(u.)é suf ic lente
uma boa ap roximação de D(t)

Como será visto adiante, este coeficiente pode ser' cal-
culado prontamente, no âmb ito da TCE

Duas são as maneiras possíveis para o calculo de D(1)(u.)
A primeira, chamada de integração em vamp'o pPõsc#lmo., realiza a integr'al
das pressões de segunda-ordem no casco. A segunda, de ca?po dZ8-
tante r'elaciona a for'ça média de deriva com a amplitude de on-
da irradiada, através do princlp to de conservação de quantidade
de movimento.

para

Este segundo método, desenvolv ido por Maruo(1960), e es-
tendido por Newman (1967) para o calculo do momento de deriva em

yaw (j=6), é bastante ma ís pratico e direto e será aqui ab(arda -
do

(+) Z)2(:uo) pode ser determinado díretamente, sem Q calculo do potenci.al
de segunda-ordem, através do PV2
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Consider'e a amplitude complexa A(o),. da onda irr'adiada
associada ao potencilal em pt'{.mei.ra ordem, decorrente do movimento

de um cor'po flutuante em ondas harmÕn incas com incldênc ia a.

Segundo o método de Maruo(ver Mei(11983), pg. 367) o
qual foi estendido por Newman(j1967), chega-se ao segu iate re -
s ul todo fi n al

o( : ) («. )

2

''o 'o "

2Tr

1 - c o s ( o - «) )

0

A( o -cl) l 2 do

( 4 . 34 )

'.l-.l-/ 2 ( ". ; '' )
2 2lr

Í sín(o-a) l Á(o-a) lz do

0
( 4 . 35 )

de inc idência da onda (o:Q) e t)('+v/2 cora'esponde ã componente
perpend i c ul a r

l

Para um corpo esbelto ê conveniente que as componentes
da força de deriva correspondam aos movimentos de r/surge" e
"szoaz/ " . As s { m

oí.:)(«.;«) : o.l )(«.) cos -- o.l?,/Z(«.) sjn- ; "-«g." ( 4 . 36 )

e

oJ : ) ( «. ; " )
, l ~ ( 1 )

o. '('«.) SJRa+ p.+«/á".) Cosa; "suam"(4.37)

0 "mo.menu;o'C de derZoa/' em yaw é, pot' sua vez

06 :)(u. ;a )

2 ..

.,b ! '«'g'l.0

... l do } "y(IÜi'

(4 . 3 8)

onde A ê a amplitude da onda incidente
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É importante notar que A(o) combina tão somente radio
ção e espalhamento. As parcelas associadas ã onda incidente se
anui am (ver Newman ( 1 967) )

A s s í m

6

A(0):-lu E E-lA(o)+A7Co)+A8(o)
j:l 'J

( 4 . 3 9 )

Note que A:(o) e R.i(o) são relacionados através das
duas formas equivalentes de expressar a condição de radiação
((2.10.e) ou (4.3.e)). Esta relação é dada por(ver apêndjceD)

Aj (o) ; KKj (o) ( 4 . 40 )

com

K : :? (;) ' e j"/4F.'osh K.h : {('} alfa') /2 ( 4 . 41 )

a vel oci da de de g ru po

Segue então de(4.25.a),(4.40) e(4.41), que no âmbi

to da TCE (ve r apênd{ ce D)

'\j Co ) p(Qj(o) + i sino Pj(o)) ( 4 . 4 2 )

onde, por simplicidade de notação, definiu-se

},:'
0

( 4 . 43 )

A substituição de(4.42) e(4.39) em(4.34)(4.35),04.38)
leva ãs formas expl:ícitas apresentadas abaixo

2lr

D (i)
a

K A2
0

T '"' ';- *:. ;. ;.* J
0

do ( 1 - cos o )

( 4 . 44 a )

(QjQ,eJ' + l sino(QI'Pj-Qj PZ) + sinto PJP+)}
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(2u)4 KAzÍu2 E E eje,e I'2Tdos.ino
j:l z:l

0. (.} ) ./ 2( « . ; « )

QJQ.e + { sino (Q.e Pj-QjP.e )
'.'+

+ sin'o
PJPz l}

(4. 44 b)
+

{(coso Pj ' sino ' J )) . :. +0(1)(uo;a) : (2u)4A2 Im{ iu 8j:l

. j:. z:. ;j
.:" C. dQ.''' . *

UQj z + cosoP.'(slnoPj-jQj) +

t

+ i sino (Pj
dQ.e

sin 2 o P
J

(4 .44c )

onde, por questão de concisão def uniu-se €17 =€8 = - i/u.
que Q.i : 0, se j : 2,4,6,8 e P.i = 0 se j ; 1,3,5,7

Note ainda que seguem de(4.42) ou(4.44) as seguintes

Lembre

rel açoes

fas e (Qj ) : :tfase (Q.e)

fase ( P.i) :-::!: fase (P.e)

fase(EjQj) ' fase(e,C PZ):+x/2;

, 3 , 5 , 7

,4 ,6 , 8

, 5 , 7

2 ,4 ,6 , 8

onde foram utilizadas as propriedades de paridade ou imparidade
das soluções bidimensionais e as relações(3.65)
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4.4 Exemplos Numér'ecos de Aplicação Conjunta TCE & HVB

A pr'esente seção exemplifica a aplicação da Teoria do
Corpo Esbelto e do Método Variac tonal Bidimensional, sob 7zÍÓÓ -
tese 'le oel,oc{,dada nula de apanho, eH aguas de Traí'u.maldade 'Ln-
/ZzáÍta. Multo embora o núcleo da equação integral na TCE seja D
ma função de Haenckel , adequada ã hipótese de pr'ofundldade fina
ta, os exemplos apr'esentados tem também o objetivo de permitir
verificar, do ponto de vista numérico, sua aplicabilidade a a-
guas {n fi nitamen te profu ndas

Um elipsõide de r'evolução com razão de esbeltez 1:8
foi escolhido para processamento,o qual ê concretizado pelo pr9
grama SBW, escrito em linguagem FORTRAN-77 e que implemente a
TCE ao programa VARSB

A escolha desta forma geométrica se deye ã sua simpl i
cidade, enquanto exemplo académico, e a existência de resulta -
dos publicados, proven lentes da aplicação de métodos de distri-
buição de singularidades por painéis ("PameZ ethods") e da Te9

ria Unificada ("un r ed Theo:'Z/")

No caso doMVB o elipsõide fo{ discretizado em ll se
ções tr'ansversais(balizas), equ idistantes. As balizas de proa
e a rê, a 49% do comprimento. Cada seção foi representada por
30 pontos. No processamento do progr'ama VARSB foram utilizadas
5 fançãeo-teste eZementqz'eg, conforme descrito na tabela 4.1

FUNÇÕES-TESTE ELES ENTARES

Ti.po Coordenadas (* ) .(r. ,o .)

Pot. Imparesl r./R l o.(o)
N9

Pot. Pares

(+) (no ,o.) é o centro da função-teste em coordenadas polares
R ê o raio da seção.

Tabela 4.-z. Funções-teste elementares no MVB para um elipsõi
de de revolução 1;8.
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Os resultados numéricos são apresentados na for'ma grã
fica nas figuras 4.2 a 4.11. Correspondem aos coeficientes a-
dimensionais de massa adicional , amor'tecimento e for'ça de exci-
ta ção.

us valores ODtaaos Topam comparados a r'esultados ex -
traídos de Breit(1985), Sclavounous(1985) e Bai & Yeung(1974)

Brejo utiliza-se de um máí;odo tr d:menu anal de d str
b ç?ão de singuZaT2láades,o Método de Painéis Esferoidais ("sp/ze
roídas PaneZ et/zod"),.(SPM)no.qual os campospotenciais são rept'e -

sentados como séries bidimensionais de pol inÕmjos de Tchebycheff
em cada painel esfer'oidal. 0 método aproveita a pecul i.ar.idade
geométrica do corpo em questão possib ílitando, após uma trens
formação de coordenadas esferoidais para coordenadas cartesia
nas, uma excita r'apresentação de sua superfície. Isto conduz a
resultados numéricos bastante acusados, cuja precisão pode ser
co nt rol a(ia (ve r B reit (1 98 5) )

Sclavounous utiliza-se da Teor ia Unificada( "un f ed
Theoz'g")rUT),desenvolvi.da para aguas profundas. Ba i & Yêung, por

sua vez valem-se de um método tridimensional de distribu ição de
singularidades tradicional, o "FuzdamentaZ S ngaZaritg ethod
(FSM)"

Pat'a os coeficientes de massa adicional e amortecimento fo-

ram traçadas as curvas correspondentes ã TCE (linha cheia) e ã
TF (] i n ha tra cej a da )

Conforme pode ser observado os resultados da TCE e TF
coincidem para os modos de potencial par (j;2,6 = "soam, Z/ao"),
confirmando a expectativa

Jã para os modos de potencial impar(j=1,3,5 : "suz'ge ,
heape, pÍt'37z") a TF conduz a valores que tendem assintoticamen
te aqueles obt idos com a TCE quando u -> m , como esperado. Em

baixa frequência, to -» 0 , a TCE recupera com boa prec isco os
valores dos coeficientes de amortecimento o que não ocorr.e com

a TF, a qual apr'esenta um valor assintõtico finito, porém não
nul o , nes te l imi te
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Por outro dado o coeficiente de massa adic]ona] nos mo-

dos de potencial :impar (j=1,3,5) não é recuperado em baixa fre -
quência, seja pela TCE ou pela TF. Ambas levam assintoticamente
ao {nfjnjto, no l im ite u -.> 0

No caso da TF isto se deve ã integração direta de coefi
cientes bidimensionais que apresentam o mesmo comportamento(ver,
p.ex. , ca pltul o 3 , s eção 3 .3 )

Jã no caso da TCE, além desta, a causa esta também no com

portamento logarítmico do núcleo da equação integ.ral,a função H. (.).

0 núcleo da equação integral utilizada na Teoria Unifi-
cada(ver Sclavounous(1984)) é, ao contrario, perfeitamente ade

quado ã hjpõtese de aguas infinitamente profundas em toda a fai-
xa de frequências, conduz indo então ao comportamento assintõtico
carreto. Este núcleo é dado pela própria função de Green

Cumpre notar que a discrepância de comportamentos ass in
tÕticos apresentados por estes dois núcleos ê análoga aquela que
ocorre com a relação de dispersão quando se assume

i) que a profundidade é finita, caso em que !!LÍ- .« K h,
u -»- U ;

n) que a profundidade ê infinita, caso em que g--
pa ra todo u.

K
0

0 comportamento assintÕtíco da presente TCE não traz, no en -

tanto, maiores problemas quando se deseja, em Última instancia,
o calculo da resposta em movimento.

Para os modos de "/zeaoe" e "pita7zrr, dom'iriam as forças
de natureza hidrostática quando comparadas ãs forças inerciaís
(-u2M.{.C) ou de amortecimento (i"Oj.e), '« -' 0. Com o intuito de
uma melhor' visualização deste fato for'am traçadas as curvas da
figura 4.12. Note que ã medida em que a ordem de magnitude des-
tas Últimas for'ças va i ficando compar'ãvel ã da primeira, o que

ocorre com o cr'escjmento de u, tanto a TCE quanto a TF vão apre-
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sentando compor'lamentos ass intõticos corretos

Para o modo de "sa2''gera 'inexjste restauração hidrostãti
ca. No entanto cabe observar que o valor do coeficientedemas
sa adicional é pequeno(cerca de 10%) do valor da massa(deslo-
camento) do cor'po. 0 valor' do coeficiente de amortecimento é
também pequeno, e portanto, as forças inercjaís associadas ã
massa do próprio cor'po são dominantes. Assim, um erro relativa
mente grande nestes coeficientes introduz pequenos desvios na
r'esposta do movimento em r'sz4]''ge"

Quanto ãs forças de excitação(gr'ãficos 4.7 a 4.11) os
resultados são considerados satisfatórios, notadamente nos mo-
dos de "soczg", "heaue" e "galo". Ressalta-se a perfeita recu-
per'ação da fase em toda a fa ixa de fr'equências. Os resultados
correspondem a três d iferentes aproamentos (a = 0o, 45o e 90o),
ou seja ondas pela pr'oa, com incidência oblíqua e pelo través,
respectivamen te

Cabem aqui algumas observações relativas ao desempenho
computacional da TCE & MVB

Inicialmente observa-se que em Bai & Yeung (1974) a su-
perfície do corpo foi discretizada em 56 pontos. Isto s ígnifj-
ca construir e manipular uma matriz complexa e cheia de ordem
56, para cada frequência anal usada

Breit (1985), por sua vez, utiliza 36 painéis para re-
presentar, apr'oveitando-se da dupla simetria do corpo, um quar-
to de sua superfície molhada

Admitindo que fossem suficientes aprox ímações de "pr{
me ra ordem", o que em seu método (SPM) significa tomar-se os
campos potenciais constantes em cada painel ( polinÕmios de
Tchebycheff de grau 1), uma matriz complexa e cheia de grau 36
seria manipulada. Aproximações de or'dem superior' implicariam
em matrilzes de maior grau.

A solução pela Teoria Unificada, com método de Green
bidimensional , Implica, no presente exemplo, na construção e iB



4. 30

versão de 6 matrizes complexas e cheias de or'dem 20 e ã constou
ção e inversão de uma matriz complexa e cheia de ordem ll , par'a
cada frequência analisada. Estes números cor'respondem ã saiu -
ção bidjmensjonal em 6 seções (aproveitando-se a simetria do
cor'po) e ã solução da equação integral na TU

Jã a aplicação conjunta MVB & TCE cor'responde ã cona -
trução e inversão de 12(2x6) matrizes rea is e simétricas(pro-
blemas par e impar'), ao nível das soluções bjdjmensionais, e ã
construção e inversão de uma matriz complexa e cheia de ordem
11, na solução da equação integral

Para fixar idéias a tabela 4.2 apresenta uma avaliação
de desempenho numérico comparativo, cons iderando, par'a simplifi
car, que o esfor'ço computacional associado ã construção das ma-
ta.izes seja equivalente em todos os métodos

A pr'lmeir'a linha cons ideia o uso de um algoz'itmo direto

de solução das equações matriciais , no qual o esforço computa -
cjonal ê, gr'osso modo, proporci.onal a N , onde N ê a ordem da
mata'iz. A segunda l unha considera um alggritmo iterativo acede
Fado, o qual reduz o esforço paT'a ot"dem N . É evidente, a supe
r'ioridade do MVB & TCE

Bai &sVeung
(1974)

MVB & TCE BFéti't
(1985)

1 21 4 8

3 3
l2x6x 5 + ( 2xll ) )

3 946 48 l 209 71 5 2

(6x ( 2x 20) + (2xl1 ) )l ( 2x56 )

373248
3

(2x36)

784 1 0084 1 6 3 84 l 51 84

(2x6x5 +(2xl1))(6x(2x20) +(2xl1))(2x56)(2x36)

Tabela 4.2. Desempenho Numérico Comparativo AproXljmado (em n9 aproxima
do de operações aritméticas por frequência analisada)

GREEN & TCE
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Por fim, e apresentada a titulo ilustrativo, a figura
4.13 refere-se ã força média de deriva em "szoag" agente sôbre
um corpo prismãtico de seção retangular(B/D = 8)

As curvas mostram, para um ângulo de incidência de on
da de 90o(mar de través), a relação entre os resultados obti-

dos através da TCE (t)y3) e da TF (1)V2). 0 corpo é mantido fi-
xo, considerando-se diversas r'azões'de esbeltez(L/B = 4; 6; 8;
lO,15,20). Como esperado, quanto menor a esbeltez do corpo ma is a TF

superestima o valor' da fot'ça média de deriva

Deve-se observar que, em frequêncjasnão dimenÊ íond is
no intet'vago 1.0-1.4., os procedimentos numéricos de solução
da equação integr'al,no caso de dífração,nã'o convergem. Tal fa-
to õ evidenciado por' uma linha tracejada na figura 4.13. In -
vestigaçõ'es prel íminares, ind icam a existência de um comporta-
mento singular da equação integral quando o segundo termo se
anula. íqo caso de difr'açã:o pura a equaçã'o integral ê escrita

: l+A7 q 7(x)
-à z (q,) - l:-- --- : l

eopr'oblemaocorrequandoA7;-l, com A7 a ampl itu-
de complexa da parte par do potencial dífratado. Isto signífj.
ca, a nível bidimensional, reflexão total em antÍfase com a on
da i ncidente ( R ; - l )

Este compor"tamento é matematicamente análogo ã singu-
laridade intrl'nseca investigada por Haren & f,lei(1981),no con-
texto de difração em mar de proa e,poster'dormente, anal içada por
Aranha & Sugaya (1985). Este ponto deve ser investigado com

rigor e foi incluído, no cap'ítulo 5, como sugestão de trabalho
futuro
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5 CONCLUSÕES E SUGESTÕES' PARA TRABALHOS FUTUROS

Não ê intenção deste .Último capa'Lula fazer um apanhado

das diversas conclusões e observações específicas que podem ser
apreciadas em todo o decorrer do presente trabalho

ÉI intenção, isto s im, procurar ressaltar algumas idéias
fundamentais que nortearam seu desenvolvimento. Estas idéias
tem, em essênc i a, uma Única fonte: "a busca de zzma písão mczÍo

sÍotêm óa do renâmeno esí;usado". E é através de uma delicada
combinação entre um obser'var ora geral e distante, ora preciso
e detalhado, que se aguça a capacidade de compreensão.

Assim, um enfoque g ístêmico e clássico da mecânica, o
enfoque uaz'ÍacÍonaZ, trouxe a um problema também clássico da hi
drodinâmica , a 41nteraç?ão 7zÍd2'0mecân ca de coz'pos .fZut;dantes na
p2'esenç?a de .sapez'fz'cie ZÍure, uma for'mutação analiticamente ma:is

adequ ada

Propiciou, sob h ipõteses de excitação harmÕnjca e veloci
clade nula de avanço, o estabeZee mento de um pz'ÍncZp o paz'ÍacÍg.
n.zZ. (PV2) que tr'ata dtt'etamente. das gr'andezas físicas de maior
{ntet'esse neste problema: "czo ./'oz'ças hÍdz'od nâm cas generaliza-
das agenZ;es soba'e p eoz'po "

Este princ:ópio diz, fundamentalmente, que: "ao foa'ç?as

hidrodinâmÍcas general fadas 8ão oaLores estacionários de fun -
c{,anal,s bem def{,nados, os qual.s a'apresentam uma medida do bbaLan

;o da I'co-ene-peia:' dos campos potenciais assoc{,aços às perturbb%
iões causadas pelo corpo sobbre o meio fLuIdo''

Estes funcionais são de está'utura bilinear e seus valo
res estacionários tem, portanto, erro da forma(1+0(62)) quando

aproximações variacionais com erro da forma (1+0(õ)) são utili-
zadas para representar' os campos potenciais. É ainda notável
sua semelhança, em forma, com o clássico quociente de Rayleigh

0 enunciado do PV2 se fez com o uso da "/ormuZação fra
CQT' assoc'fada ao problema, o que, no presente contexto, s'ign'if'i
ca trata-lo em um espaço de funções menos restritivo: aquele que

exige tão somente a .fÍnÍt;ac?e de energ a do campo potencial
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A apl ícação deste princl'pio ê bastante abrangente, com

preendendo toda a classe de problemas representãvejs na forma
de uma série assintõtica, sob a h ipõtese de "pequenos desloca
HgHtOSrr do s'istema hidromecân'ico. Permite, portanto, estudar
as perturbações de ordem-superior. Em particular, a simetria
destes funcionais conduz natural e diretamente a uma generaliza
ção das Relações de Haskind-Hanaoka

Mostrou-se ainda que o principio variacional deBessho
Õ um caso particular do PV2, no contexto do problema de pr'imei-
ra-ordem, e quando se admite que as funções admissíveis, no uso
do método variacional direto, sejam funções de Green.

Foi , contudo, no problema de primeira-ordem, também dl
to "ZÍneaz'", que a aplicação deste principio foi exempl ificada
Prime ir'amente, e de for'ma analltjca no caso geral tridimens ío -
nal, atr'avós da adoção do método variacjonal djreto. Partjcu -
larmente no caso bidimensional, estendendo-se até a elaboração
de um método numérico específico, o MVB (Método Variacional Bi-
d i me n s i on a l )

Os resultados então conseguidos confirmaram o poder do

enfoque variacional. De um lado, permitindo isolar as parcelas
correspondentes ãs perturbações de campo próximo (evanescentes)
e ãs perturbações de campo d estante ( pt'opagantes). Isto con-
duz a uma melhor interpretação física do problema, e leva ao
estabelecimento das usua is relações de reciprocidade e de ener-
gia através de transformações algébricas. De outro lado, permi
te recuperar com grande pr'ecisão os coeficientes h ídrodinâml
cos globa is em toda a faixa de frequências de interesse, a par-
tir de aproximações variaciona is diretas, que contam com um nzí-
mero ba8taní;e 2''edazido de "funções-teste eZement;a2'es"

Outro exemplo radiantes / que resulta de um enfoque mais
sistémico ao presente problema é a Teoria do Corpo Esbelto. Sua

+

(*) (Em que pese a conotação especl-fica que a este qual:i.ficativo poderia
ser aqui atribu:da)
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apl icação conjunta ao Método Variacional Bidimensional pode en-
tão ser entendida natural, porq.uanto compartilham de uma mesma

linha de pensamento.

A TCE r'esulta da aplicação da técnica das expansões as
sintéticas compatibilizadas , na qual soluções em campo próximo
e distante são tornadas compat:iveis em uma região intermediária
através da solução de uma equação integral de Fredholm, de se -
g un da espêci e

Do ponto de vista teórico pet'mate visualizar como o flu
xo de energia que é, em campo prõxjmo, bidimensional , se compa-

tibjliza com o fluxo em campo distante, de natureza tridimensio
nal. Permite ainda calcular os coeficientes hjdr'odinãmicos glo-
bais de forma imediata, a pat'tir dos resultados cora'espondentes
ãs soluções dos diversos problemas bidimensionais

Do ponto de vista pratico tal conjunção trouxe uma maior
eficiência ã solução de uma importante classe de problema
comportamento de corpos esbeltos flutuantes em ondas de superfl
cie. Os exemplos numéricos apresentados confirmam plenamentees
ta afirmativa. Comparado ao desempenho computacional de um mé-

todo tridimensional usual de distribuição de singularidades, a
conjunção TCE & MVB provou sel" cerca de cem vezes mais eficien-
te

Por fim cabe r'essaltar algumas sugestões de continuada
de para trabalhos futuros. Algumas de cunho essencialmente teõ
rico, outras de carãter mais pratico ou aplicatjvo

j ) S uges tões de natu re za teórica

a) abordar sob o enfoque variacional o p2'0bZema gez'aZ trem

b) aprofundar-se em questões da presente formulação que e-
xigem um maior rigor matemático, como por exemplo,a con
dição de "cona nu dada .f2'aca", c atada no capitulo 2;
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c ) genera gizar, para o caso linear tridimensional, a çond i
ção necessária e suficiente, estabelecida no capitulo
3, no contexto b'idimens'tonal , para a ex'istênc'ia dê 'rHüs

sa adicional negam;lIDa", buscando interpretações físicas
que permitam prever esta ocorrência;

d )

e)

investigar, através do. enfoque varíacional, a possib ili
dade de estabeZecez' czs peZaçães de recÍpl'oc dada em uma

te02'Ía de grzzpos;

formular, através do enfoque variacional , outros fenÕme

nos, de natureza sabidamente não-linear, como a existên
cia de ondas confinadas em corpos submersos e ressonân-
cia n ã o -l i n e a r \ ];

+

f)

g )

estabelecer, matematicamente, um teorema de convergên
cja pari o MVBJ

investigar o comportamento singular da equação integral
na TC E , v e ria cedo n a fi g u ra 4 .1 3

{ { ) Sugestões de natureza apljcativa

general azar a presente formulação e o PV2 para o caso
de velocidade de avanço não nula; estender esta genes'a-
lização para o caso de incidência de corrente

desenvolver o MVT(Método Variacjonal Tridimensional) ,
sob a mesma ética do MVB, apl icãvel a corpos tridimen -
sionais de geometria at'bitrãría

desenvolver o MVCE (Método Varíacional para Cor'pos Es

beatos),éspec:Ífico, no qual as funções teste-elemento
res se constituiriam em funções "dons dada", distribuí-
da ao longo do comprimento do cot'po

real azar exper'imentos numéricos com o MVB (e com MVT e
MVCE), util izando-se apenas funções-teste derivadas de

singularidades elementares em flu ído sem fronteira;

)

)

9

a )

b )

c )

d )

(+) Este ti;pico jã tem sido abordado (ver Aranha (1987))
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é) estender o atual MVB par'a o caso de incidência arbitrá-
ria, cuja equação de campo é a equação de Helmholtz; e}
ta extensão é fundamental para o cômputo de grandezas
que dependem do conhecimento do potencial espalhado, co
mo por exemplo as forças médias de deriva;

f) r'coHsÍ;?uÍT" funções-teste elementares que perm'atam, no
contexto do MVB(e dos futuros MVT e MVCE), considerara
ação de superfícies de sustentação tais como hidrofõl:ios,
b ol i n a s ;

g) apl icar o PV2 a problemas da hidroelastícidade na pre -
vença de superfície l ivre, como por exemplo o estudo de
vibrações estruturais do navio, conforme sugerido no ca
P Ítul o 2 ;

h) abordar o clássico problema de "2''esÍstãne a de ondas"ao
avanço de uma embarca ção
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APÊNDICE RELAÇÕES DE CONSERVAÇÃO E rLUXO DE ENERGIA

A.l . - FI uxo de Energia

Considere inicialmente o pt'oblema potencial geral
+(x,y,z,t), equac tomado no doma'nio ç2" por'(2.1) com P(x,y,t): 0

em SF (ver capitulo 2). Suponha um volume de controle Õ defina
do pelas superfícies do cot'po SB' do fundo SH' livre SF e por uma

superf:ide de controle SR' não material, sem perda de gemer'aljdg
de suposta c il:índr'ica e a uma distância R do centro 0 de coorde-
nadas(ver figura 2.1, cap:ítulo 2)

A taxa de variação no tempo da energia total E contida
em ç2 ê da da por

n :'Ã lll ( )' .- g:) dã
Q

( A . l )

Apl icando o teorema do transpor'te, com U.. a componente
de velocidade normal ã fronteira Sn , vem

m-:pllJlz '--gz} dã+ plll P :+g4undS (A.2)
Q Sn

E n tão , v isto qu e z é va riãv el { nde pende n te e qu e

á--} nü' ( v 'P -:{) v'+: v. ( vq' 'â{) (A . 3 )

segue , do teo rema d e Gauss

n : p rl ' mm + ( ; N©)' ' gz) U. }dS

sõ

(A .4 )
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Consi.derando fi.xas as superflci.es SP e Su vem

'a ©

siãusi;

g*cP

=

; (vq')' + gz) Un dS
+

*. JJ=3 .:
SR

(A.5)

Por outro lado, da equação de Bernoull{

; (vo)' ' gz (A . 6 )

onde a pressão de referência fo i suposta nula, sem perda de gene
r'alidade. E também das condições de contorno

p : 0 em SF

aü Un em SB e SF

se gue q ue

dE

Í p U« dS ''' p ll Hg dS

SÊ SR

(A . 8)

Em outras palavr'as, a variação da energia total no vo
]ume de controle Q é 'igual ao fluxo de energia que passapor Sn
somado à potênc ia das for'ças de pressão entregue ao fluido atra
vês da superf:Ície do corpo Si; Note que não caíste fzuno de e-
rtel'gia atraoãs da supepf;teia piore.
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Vi$ to q ue SP ê arbi.t rãlri.a fa z ê ndo R -.* obtém-se

dE J - -« .; , . JJ' ü's :
SÉ SÊ

(A .8 .a )

Se + foi" eva nesc e n te , ou seja se

.:'ç(+,g, g)

a v a ría ção de e ner'g ta em

teg ral no co rpo
fica expressa apenas como uma in

u ds
n (A .8 . b )

A.2 Fluxo Médio de Energia no Problema Linear

Considere agora o problema linear' (ou em pr'omelra-or-
dem). 0 volume de controle considerado neste caso ê denotadon,

del imitado por SB' SF' SR e SH (ver figura 2.2) SB e SF definem
a pos íção de equil:ébrio hidrostãtjco do sistema hidromecânico
Sej a

+ (x,y,z , t) Re { $(x,y,z) e- l"t} (A . 9 )

segue então que

at, an 2 Im (# 2Ícot + l ( A .l O )

Defi.nindo ÊI como a média da variação de energia em Q em

um cicl o tal que
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(.A .l

T

0

+ +{ E(T) - E(o)}

lemb.Fardo que Ê = 0 para solução per'iõdíca e definindo em SB

p ; Re (po lut) (A.12 )

vem de (A.8)

; IJ
SB

K'h. Ü ) dS : !; IÍI Im (+.ãl-) dS (A.13)

'R

De fi n i nd o a i n d a

a'( x ,y,z ,t) Re {ii. (x ,y,z) ; (x,y,z) G SB

IA.1 4 )

como o vetou' deslocamento de um ponto qualquer em SP em torno de
sua posição de equilíbrio h idr'ostãtíco segue, em primeira-ordem

Ü ; - :. Ü.*. ; (x,y,z) E SB (A .1 5 )

Da equação de Ber'noull i l inearizada a ampl itude de osc{
loção da pressão dinâmica em cada ponto de Sn será dada por

P . ; ' p (j'«4' + gu . : ) ( A . 1 6 )

Com(A.15) e(A.16) substitu:Idas em(A.13) vem

coP Jllm(ç»"-8z) dS - l uPg ll Im{(u.lnl+u02 n2)uoáJdS

oB oB

'p ÍJ :«
SB

( A .1 7 )
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Note. que para um CORPO rígido a segunda integral se anu
larã, qualquer que seja sua geometria, e portanto,

l r« (+i} ) ds : ll í« (4'e'i ) dS

SB SR

(A .1 8 )

que relaci.ona os fluxos de energia atr.avos de SR e SP

A.3 Função Lagrangeana no Problema Linear

Considere o dom:ido complementar a Q em

del im{ Lado por SF, SH' SR e S R'

de notado Q!

Considere o produto(vz i) $, $ arbitrar:ío'. 0 usual pro -
cesso de integração por' par'tes e aplicação do teorema de Gauss con
du z a

t

JJ ,;,'
si? SR

l .:Ê. $ dS;O

SR"
Q

( A . 1 9 )

Em pat't{ c ul a r se
+

+ ( A .1 9 ) fic a

lli,íi' d:
Q

ilz dS

SF

« *fJ' ã*: *JJ: dS} (a)

(")
( A. 2 0 )

(b)

SR

dS = Im+

( +) ii de classe Ci

(t+) Note que se SR:$B'(A.20 b) recai em(A.18)
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0 primeiro termo de (A.20.a), ê a menos de uma constan-
te multiplicativa, a difer'ença entre energia cinética T e poten-
cial U, em Õ. Note que como Q ê infinito, T e U são grandezas
nao mens u nave 1. s

Se # for separado em duas parcelas, a.primeira propa-

gante +P e a segunda evanescente +e' tal que r'/2 (+Q'V#e)'' 0 ,
r-' m, e se apenas 'b, for' considerado, segue de(A.20) que

lll'+ .l 'dÕ
Q

llii.J:dS
sF

( a )

(A . 21 )

:« JJ ;. a.'b e'ir
SR

( b )

ou seja a diferença entre energiacinética e potencial de +. é
definida completamente por uma {ntegr.al em So, e o fluxo de ener
gia é nulo

Como SR é arbitrária pode-se tomar SR : SB e a assenti
va acima se aplica a todo o dom:frio n, com SB no lugar de SP
Expl i ci teme n te

li,..i'.. -«ll :«. ll..='*«;
Q SF SB

{ (T.- Ue) (a)

(A. 2 2 )

( b )

e
+

:« /J.. 3 «:

SB

onde Te e Ue foram definidas como a energia cinética e potencial
em to do o domínio fl uído
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Note que ta n to Te quanto Ua são finitas, neste caso

Reconhecendo

". ; .« «. ll . v ,
SB

(A . 2 3 )

como a taxa média', no tempo, do trabalho v'ealizado pelo corpo se
bre o meio fluido, pode-se defin ilr uma ".funç?ão Zlagz'angeana" par'a
'b. como

L (+e)
T

Z Ue W
e ;« -. 11. T';

SB

(A . 2 4 )

Na n otação d o ca pltul o 2

L (óe) {; G (4'e '4'.")
+

V ( + e.) }
+

p J (+e ) (A . 2 5 )
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APÊNDICE B Fo rma al teFndtívâ do MVB

Uma forma alternativa de desenvolver o MVB consiste em

formula-lo considerando não o potencial espalhado, mas sim o po-
te n ci a l difra ta do

Esta alternatilva conduz, no que concerne aos coeficí -
entes hidr'odinãmicos associados ã difração, a r.esultados que di-
ferem em sua forma e cuja estrutura permite demonstr'ar algumas
relações diretamente, relações estas vãl idas não obstante o grau
de precisão da apr'oximação varíacional adotada

Considere então os coeficientes A.7 e Á.8, agora as -
sociadgj pos potencia is difr'atados par e ímpar respectivamente ,
tal q ue

A.7 = } (T +R)e2 iKob

A.8 = ; (T -R)e2jKob

Considere também o coeficiente â: defin ido como

õj ; j , 2 , 3 , 4 , 5 , 6

6 . = :!: l ,8

Não é difícil então verificar que o compor'tamento as
sintético dos potenciais ©.Í no infjn ito é dado por

q'j(y,z) ''' {(Á.j+ ó )ejK.(lyl-b)+ õj(e'jK.(lyl-b). ejK.( VI lb)}f(:)

] , 2 , 3 , 4 , 5 , 7,8 ( B . 3 )

tom

L . (q'j 2 , 2 , 3 ,4 , 7 , 8 ( B . 4)
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É importante obus.er'var que os potenciais. difFatados
(j = 7,8) não apresentam um comportamento puramente de radiação
devido ã presença do potenci:al de onda i.ncídente. A parcela
õ.i/2 {e'iKojyl .b). e+iKo(-jyj-.b)}: f.(.z) desempenha o mesmo papel

de +&, no capitulo 2, com a res-tri.ção fN(.y):0. Assim as equa-
ções fracas podem ser escriltas

CA.j

6

-}) L.(w) + (l-lõj 1) t/j('r)
( B . 5 )

Uj ('r) J «. « ';
rB

1 , 2 , 3 , 4

0 procedimento seguido no capitulo 3, para desmembrar os
potenciais +.í em pat'te propagante e parte evanescente é absoluta-
mente análogo, conduzindo aos seguintes resultados(j=1,2,...,7,8)

"..:- 'J E': * ''- ( B . 6 )

0

U

'Pj : (A.j + -+) P: (y,z) + (l , z ) ( B . 7 )

on de , po r con c{ são

Get : Ge(pü , P:!:) ( B . 8)

Note que para j=1,2,...,5,6as expressões(B.6) e(B.7) são
idênticas ãs suas cot'respondentes desenvolvidas no capítulo 2

Note também que Q potencial difratado é, a menos de uma

constante multipl icativa, a pr'Õpria função p::(y,z)(parte par ou
:im p a r)

Observar que a parte magia(íz' a dos potenciais de 2'adÍa-
ç?ão é .o p2'(5p.z' o pot;enc3ÍaZ d{.f2.'at;ado, a menos de alma constanZ;e, um

resultado sem düvilda bastante interessante, e que foi implicita -
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mente uttl azado por Newman (.1978) no desenvolvimento dü teoria
unífi c a d a . (.ve r ca pftul o 4 )

Os resultados concernentes ã massa adicional e aporte
cimento permanecem inalterados Crer capa'tule 2). Porém os coe-
filcientes de reflexão e tr'ansmíssão ficam expressos como

1..,Ge'. ..É .i.K. .Ge+. .+ ..iK. -2j.K.b
R(«) : - 'á {ai:.]-------e-'- + l;z-- ' (B.9)

0

T(«)
Ge' + i Ko

0

Ge+ + -.i K -2i K b

Ge' - jK o
0

( B . l O )

A estrutur'a algébrica de(B.9) e(B.lO) permite demons
t ra r dure tamen te que

RJZ + IT l ( B . l l )

( B . 1 2 )

Por sua vez de(B.6) e da expressão geral para os coe
fjcientes de força de exc itação segue que

Ej (" ) (-1)j Aj .ü< t/j pb

0

(-1)j AjZ Aoj ;

1,2,3,4

demonstrando automaticamente as r.elações de. Haskind-Hanaoka

Portanto, pelo menos no contexto da presente formula
ção alternativa, as relações(.B.ll - B.13) não podem ser utili
zadas como critério de convergência de erro, posto que são sem

pre satl'afeitas, não importando o grau de precisão da aproxima
ç a o v a r'{ a cí o n a l u tí l íz a d a

7 8)
IB.1 3)



c . l
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APÊNDICE C - FUNÇÕES - TESTE ELEMENTARES NO MÉTODO VARIACIONAL

BID IME NSIONA L

0 presente apêndice desenvolve e analisa algumas fun-
ções-teste elementares apropriadas ã solução do problema bidjmen
síonal, através do MVB, sob hipótese de veloc idade de avanço nu-
l,a

Visto que a aplicação do MVB, apt'esentada no cap:itulo
3 a titulo de exemplo de funcionamento do método varjacional, se
fez no contexto de profundidade infinita, a função-base aqui ana

pisada deriva da função de Green deste problema. Cumpre lembrar,
por'em, que sua utilização não se restringe a este caso,posto que

a matriz ÍGuhn] pode ser conven'ientemente calculada, confor'me a-
presenta da na e xpressão (3 .85 )

Antes de serem elaboradas as funções-teste propriamente
ditas, as propriedades da função base e de algumas funções ele-
mentares, compostas por d ípolos e vórtices em fluido sem frontes
ra s, serão a nazi sa das

A motivação física da escolha destas funções é discuti
da no capitulo 3, seção 3.2.4, aqui cabendo detalhar alguns as
pec to s ma is téc nic o s.

C.l. - A funçãobase r(y,z; y., z.)
0 MVB fo i elaborado no espaço das funções evanescentes,

W2\ /(S), ou seja, que decaem exponencialmente com iyl

E natural, portanto, que a função-base r(y,z; y.,z.)sç
ja tomada como a parte evanescente da função de GT'een do proble-
ma bidimensional , acrescida de ranç?ãee /zal'mõnÍcas ap2'arreadas.

0 l

Sejam então

o l Z+Zo + { 'ko jy-yo ( c . l )

F(11) : eW E: (W) ( C . 2 )
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onde (yo, zo) são as coordenadas do polo (fonte ou sor'vedour'o) e
Ei(W) ê a função integral def inlda como

Ei (W) ( C . 3 )

A função F(y,z; y., z.) ê definida como

r(y,z; y.,z.) : - ; Re { F(W) } +-:-- ,Cn
l V-y.I' ... l z-z.I'
l y-y I' ;i; :

-K.lz+z.l
+e o' o' sjn Kojy-yol

+

( C .4 )

A pt"ime ir'a parcela é a parte e anescente da função de
Green bidimensional, em á.duas de profundidade {u.finita kvex', p
ex. , Newman (1978) , pg. 246)

A segunda e a terceira parcelas são funções harmónicas
apropriadas, como será visto adiante

As dera vadas da função r(y , z yo 'zo) são dadas por

$(y,z;y.,z.):su-y.){ #- z« rw) ' -l!;ia-ly-V. l:+Í z'z
2

0 y-y. I'... l z-z0

( * )

( C . 5 )+ K. e o ' o ' cos
K.Jy-yol

(+) Pode se verificar que o primeiro e o terceiro termo são descontínuos em

y - yo)porem se anulam identicamente; esta é a razão de incluir o termo

propagante e ''ol'.'olsin Koly-yol na função-base I'(y,z; y.,Z.), e o que
'a.-; .,-i-.- --permite utilizar :} (.) na composição das funções-teste elementares comoserá visto adiante:''
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g-(v,z;y,z): K. r(y,z;y.,z.)- f-
1 'lv-v +0

2v-y 0

z+z
+-!--{ '- +

2lr jy-yojZ + lz+zolZ

z-z
' }

V-V.I' ' lz-z.IZ

onde s(y) ê a função sinal
( C . 6 )

Visto que v2(Re(F(W)): 0(ver, p.ex., Newman(1978)),a
função r(y,z; y., z.) é harmónica, ou seja

v2 r (y,z; yo'z.) ( C . 7 )

Assim,

a 2 r

ayz

a ' r
a z 2

( C .8 )

e , po rta nto , de ( C . 6 )

-l:} (y,z; y.,z.) K. ': U,:; v.,:J* -z
z-z z+z '.)o o l

y-y.I'+lz-z.I' ly-y.l2+jz+z.I'l

(y-y.)z . (z-z. )'

( (y-y.)z + (y-z.)z)

(Z+Z.)22(y-y 0 0

)' 2)2y-y z+z
0 0

( C.. 9 )
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-2:1- (y,z; y. ,z.) K. U- (y,z; yo 'z.) S (y-y. ) jy-yo

... ! Í
« l. ((v-v.)'+ (z+z.)' 2(y-y.)2+(z-z.)')'j

( c . l o )

/\ expressão (C.5) pode ser verificada facilmente a partir
d a s eg ui n te i d e n tid a d e

; l-i x.(rw)l:Ji«{r(K)}*xt : z".]'

a qual segue da propriedade(ver Abramowitz & Stegun Pg 230 )

g : F(u - Ú' ( c . l l )

(C.6) pode também ser Üer'ificada de forma análoga

Note que -;; (y,0; yo 'zo) K. F (y,0; y.,z.) ( 6 . 6 . a )

e ainda que, da propriedade(A & S, pg. 228)(t)

EI(-x t {0) : - E.i(x) ; :'iv ( C . 1 2 )

(t) Â & S : Abramowitz & Stegun
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y''»yo ay
( C . 1 3 )

0 comportamento da função base em região próxima ao po
lo é logarítmico, conforme pode-se verá.ficar, a par'tir da expan

são em série para a função Ei(W), dada em A&S, pg.229, e da ex
pressão (C .4 ) . As slm ,

F(y,z; y.,z.) '« l Zn r. ; r. -.> o (C.14)

Resta por fim determinar o valor do funcional L.(r) e de
duas dera va da s

Para tanto, além das propriedades (C.ll) e(C.12), duas

outras serão utilizadas (ver' A&S, pgs. 230 e 231 )

---ã.-- eC d€1
a2+€2 '

Re
ia

Ei (-x + {a )} + c te

( C . 1 5 )

e

Z

Ei(z) -« g

Z
( C . 1 6 )

Definindo a função rl(y,z; y. ,z.) como

r] ( y , z ; y , z
' ' o ' o Ko lz+zolsin K ly-yo ' o'i'( y , z ; v , z

' ' o ' o

( C . 1 7 )
e cal c ul ando

a r i
; r i !. .« ..BzJ

4" lx-v.I'
!..E#,*
''' l z +z . f

+ --=

2v

z+z
0

jy-yo l2 + IZ+Z IZ

+

z - z
0

lv-v.I' + =Ü,]
( c .1 8 )
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segue que, para aguas de profundidade infinita

-.'-:,::.''l,:J::::'T"i li :é,-:-l J «:0
m

0

-:H,o; v.,:J 'l l.ü
0

.! ' * ' .:,

onde

2K.)i/2dz
K

y ;b 0

+ lz-z2b-y 2
Z0 0 a dz

lb-yoj2 + lz+zol

L.(FI )

«.ÍT ',';'.,:.,-a'J i'i;:B

É' .l ' ' ) ':}
1 /

UKIÍ: ,o;y.,zJ-! J .2 d2

r:H,o;v.,z.)-i-lT € .e de}

l

0

Lo(ti) )dz2'



l/2 l
{

2K W
0

C . 7

Re l rc-K.l2.l+ iK. lb-v.l))

-K.l;.l Re ( - e Kolb'y.l E:(-K.lz.l

.p iK.lb-V.l (x+la)]}
X--» oo

0

F(W) + @ Í ew E:(w).jj
H

l K
0

lb-x.l) +

rta n to ,

- K. lz+z
Lo(r) : Lo(e '' ''sín Koly-y.l )

xpl { ci temente
K z

Lo(r) = sin Ko jb-yo l
e o o

( C . 1 9 )

( C . 2 0 )

também que

Ko Zo

L.($) ; K. cos K. lb-y.le l/2 ( C . 2 1 )

Ai nd a , de (C.6 ) , ve rifa c a -se q ue

L. ({Ç) : K. L. (r)0

r'ta n to ,

L.(-2]- ) : K. L.(P-t)
' afaz ' ' ay

e PO

( C . 2 2 )

( C . 2 3 )
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-.':l' K. ' L. (r ) ( C . 2 4 )

É evidente que na construção das funções-teste elementares

no espaço WI'/(S)(L.('r) ; 0), a partir da função base r(.), os
valores(C.19 - C.21) dever'ão ser compensados

C .2 Algumas Funções Elementares em fluído sem fronteiras

Consider'e os seguintes par'es de singularidades em meio
fl u{ d o í n fl n-í to

i) Par de võr'tices com "cor'tes-- horizontais

z.+z z-z

VH(y,z; x., z.):Jl- { arctg(.i:jg-)+ arctg(.Í:5;g)}(c.2s)

{{) Par de vórtices com "corte'- vertical

VV(y,Z; yo'Zo) -L { arctg (i!:b-) + arctg (i!:b-) }
2lr Z+Z Z-Z

o a

(C.26)

{ji) Par de dipolos em y

Dy(y,z;y.,z.):-!-{ y'% .F y-% }

2"(y-y.):+(z+z.)z(y-y.)'+(z-z.)'

(C.27)

iv) Par' de d{ pol os em z

Dz (y , z ;
. z+z z--z

-.L { --------.-...g

2" (y-y.): +(z+z.)'(y-y.)2 +(z-z.):

( C «2 8 )
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Uma visão pictórica das diversas funções elementares a
cima deflnjdas ê dada na fí.gur'a C.l. Note que os cortes nas fun
ções VH e Vy são ilnd i.cados por linhas tracejadas e estedem-se ao
l nfl nato

Ob s e rva -s e q ue

a (VH(y,z; y.,z.)) : : -i}(Vv(y,z;v.,z.)) ; - Dz(y,z;y.,z.)
( C . Z 9 )

Z

l
[ yo.-ao)

T

y

l [yo,zo)
T

tyo,-zo )

y

tyo.zo)

ZKlzK

(a) VH (y ,z; y. ,z.) (b) Vv (y,z; y.,z.)

Z

t yo. -zo) t yo;'zo )

y

t yo,zo )

y

tyo,zo)

(c) Dy (y ,z; y. ,z.) (d) Dz (y,z; y. ,z.)

Figura C.l Pares de Singularidades Fundamentais
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(VH(y,z; y.,z.)) -L (Vv(y,z; y.,z.)) : Dy (y,z;y.,z.)

( C . 30 )

e que

(Z+Z.)2.(y-yo)2 . (Z-Z.)2-(y-y.)Z .

((y-y.)2+ (Z+Z.)')' ((y-y.)z+(Z-Z.):):
Dy

e

1- Dy
3z

(y-y.) (z+z.) . (y-y.) (z-z.) .

((y-y.)' +(z+z.)')'((.y-y.):+(z-z.)')'

( C . 32 )

As i d e n ti.d a d e s ( C . 29 30) impl {cam em que

VVH (y,Z; yo 'z. VVv (ly,z ; y. ,z.) ( C . 3 3 )

ou seja, os escoamentos assoc lados a VH(y,z; y.,z.)
tem //?otan?ão/' em seno-idos opostos

e Vv(y,z ;y. ,z.

Observa-se também q ue

vH(y,z; V.':.)lz;o
( C . 34 )

.!.P! (y,z; y.':.) ;:.0

As pr'opriedades e definições acima serão amplamente utl
lizadas no estabelec ímento de funções-teste elementares
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C . 3 As funções-teste elementares

Como foi visto no capa.tufo 3, seção 3.2.4, as funções ad
mlsslveís devem descrever apropriadamente as carácter':i'stlcas do
escoamento induzidos pelo corpo, além de, paralelamente, permitir
recuperar o comportamento de onda-l ívre

As funções-teste T.tCy,z), defin idas no cap:Ítulo 3, en
carregam-se da ül uma ta refa

Para o cumpr'imento da prímeir'a tarefa foi visto que as
car'acteY'lsticas do escoamento de natureza global podem ser' bem mo

delidas por funções com comportamento de polos(pares de fontes.,
sorvedouros ou "dozzbZets"), dipolos ou mesmo võrt ices(ou sistema
de vórtices)

Jã as carácter:ístilcas de natureza local, ou mais especl-
fjcamente o efeito da ex ístêínc ia de "oá2'ficas", podem ser bem si-
muladas por "uõz'tdoes" ou "sistemas de o(5l'ficas«.L'J

Estas singularidades devem ser convenientemente posicio-
nadas no nt;erÍ02' da seç?ão. A localização apropriada ê discutida
no c a p:í tul o 3

Antes porém de serem estabelecidas as funções-teste ele-
mentares, cumpre lembrar que o problema tratado no MVB refere - se
a seções simétricas. A "par dada" ou "ÍmparÍdade" que caracteri-
zam os dever'sos problemas de t''adíação (je espalhamento) serão ex -
plicitamente consideradas e denotadas, respectivamente pelos si-
nais (+) ou (-)

C.3 Tl:t (y,z) e rz t (y,z) : funções-teste elementares com com

portamento de polos e dipolos

Como foi visto no item C.l a função-base r(y,z; y. ,z.)tem
comportamento de polo(singularidade do ti.po jogar':ítmica).Suas de
eivadas em relação a y e. z tem, por'tanto, comportamento de djpo-

(t) Na realidade polos e dipolos podem ser utílí.zados, porem com muito
eficiência, conforme apresentado no capitulo 3.

menor
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los nos eixos y e z respecti.vamente. Cumpre lembr'ar que além
de hat'mõni~ca, F(.y,z; y., z.) satisfaz ã condição de contos'no na
super'fTcie livre. Ass tm a função-base F(y,z; y.,z.)(+) e suas
derivadas são escolhas apr'opr'fadas para a definição das funções-
teste b:t (y,z ) e Tz :E (y,z)

Lembre, no entanto que L.(r), Lo( ar ) e Lo( ar) são di-
ferentes de zero. Assim, para que funções-teste elementares cona

truz'das a partir de rC.) pertençam ao espaço Üz(1)(S)(L.('p) : 0
estes valores devem ser compensados

Para tornar' o texto ma ís conciso a seguinte notação se
; ii+ i 1 { 7 = d =

i' P

Dyp

Dzp

VHP

VvP

F(y,z v , z
' o ' o

y , z
' o ' o

v , z
' o ' o

y. ,z.

y. ,z. )

F n

Dyn

D zn

VHn

Vvn

r (y , z ; y.,z.
v , z
' o ' o

y. , z.

v , z
' o ' o

y. , z.)

0y(y,z

D:(y,z

VH (y , z

Vv(y,z

Dy (y , z

D: (y , z

VH (y , z

Vv(y,z

(C . 3 5 )

Para os modos de potencial pat" (j : 1,3,5) a função
Tt t(y,z; yo'z.) ê definida como um par de "p'ocos" (fontes) posa.
cionadas simetricamente em relação ao eixo z, acrescido de um

termo que faz L.(Tlt) ; 0. Assim

( C . 36 )Ti +(y,z; yo 'z.) r + rP n L.(rP +rn) q+(y,z)

e suas derivadas são calculadas a par'tir de(C.5) e(C.6) como

-® U,z; y.,z.) : ':lf' + -i7" (c.37)

(+) Note que -;. =:g- e
E : . .2L
ay ay.o " ' o

( J'+) Lembre que Lo (q+) = 1 e que

ay

+

l e : 0



a'rt+(y,z; y.,z.) : li-#' 'b 4Í;.- Lo(FP+F«). K.q't(y,z) (C.38)

A função T2+Cy,z; y ,z) fica, por sua vez, definida co

T, FCy,z; y.,z.) : :lg + -J- - K. L.(rPprn) qF(y,z)

dz(y,z; yõ'zo) + dz(y,z; -yo'z.)}

( C . 3 9 )

( *)
( C . 40 )

C . 1 3

d

de

d: (y,z; y.,z.) ; tlL' Cz-z. )2 + (y-y.)z
Zo

um z-di.polo em flu ído sem fronteira centrado em(yo 'zo )

Suas dera va das ficam

-:!- (y,z; y.,z.) : ã7ã? ' í7ã} : 2 {-ãt d:P ' av

e

Pa ra modos de p o te n ci.a l (.j 6 )o s 2 ,4lm pa r 0 pr9

Z H.J

( C . 41 )

-lÊy- (y,z; y.,z.) : --7e + ---Z-- - K.f L.(rP'Frn) q+(y,z) - 2{ -; dzP'P az dzn}

(C . 4 2 )

ocedimen
to ê anal o go

r'+\ T /,] \ . n
0 Z



Assim, o "doubZet"

Ti'(.y,z; y.,z.) ; rP - rn' L.(.I'p-rn)q (y,z)

é definido como função-teste primãrja. Seguem

a r a r ~.-

(v,z; v.,q,) : -;: - l;-n - L.(rP ' '«) ;,(y,z)

C .1 4

( C . 4 3 )

( C . a'4 )

:---g - --l - L.(r.-r.)K.q'(y,z) (c.45)
8z

u a ve z , o pa r de d{ pol o s

T; U,:; v.,:.) : {) + ;)

finado como função-teste secundaria

T '",:; «.,:., :? .F

DZ

S

Seguem

a ]'

- ]J ) q'(y,z) (*)
(C . 4 6 )

.!!.B) !g--:(y,z)
s'y 'õ'y

( C . 4 7 )

0
ay

n-) K.q (y,z)0
ay

a-!.! (,,z; y ,z ) :a- +!'rH - L (-2-1
ãz o o ay3Z ayaZ l)y

Note por fjm, que as funções Tit(y,z) e T2t(y,z) satis-
m a s se gu{ n tes propri edad es

vZTj :E : - L.(. )v2qt(y,z) em S

.1ll.}- : K.Tjt em z : 0 ; j
I'':) Veja nota ao pé da pagina C.12

fa ze

( c 49 )] 2

( C . 48 )
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L. (Tj:!) : O

Tj:E (y,z; y.,z.) t Tjt (-y,z; y.,z.)

T:x tem comportamento de polo próximo a (t yo'zo)

T2:' tem comportamento de dipolo prõxjmo a (:tyo'zo)
a T.j

-ã-2-- -* o quando l zl -> m

+

C . 3 . 2 T3= (y,z): funções-teste com comportamento de siste
mas de vórtices

Considere inicialmente a r'epr'esentação pictórica dos
escoamentos associados aos modos de "7zeaoe"(par) e "soam"(im-
par), apresentada na fjgur'a C.2. 0 uso de vórtices como singu-
laridades fundamentais fica então evidente. Par'a modos de po -
tencja] par, um sistema de vÕrt ices em contra-r'otação, para a-
queles de potencial Impar, um sistema com mesmo sentido de rota
çao

(a) escoamento tTpi cos em !tl2C(1'Dali

Figura C.2.a Escoamentos t:épicos e vórtices como singularidades fundamen
tais
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b ) escoamentos tipjcos em "soam"

Figura C.2.b Escoamentos típicos e vórtices como singularidades fundamentais

Para os modos de potencial par (j=1,3,5) cona adere en
tão a função

Vc(y,z; y.,z.) : VH(y,z; yo'z.) - VH(y,z; y.,z.)
( C . 5 0 )

É fácil perceber, da definição e da figura C.l, que

Vc(y,z; yo'z.) é um s istema de vórtices em conta'a-rotação, simé-
tr'ico em r'elação ao e'ixo z. Os /rcoPt;é?s" que para Vu se esten -
doam ao infinito, agora ficarão l imitados ao {nterjor do cor'po
Além d isso, a c irculação total em tor.no do corpo õ nula, conde -
ção necessária para que o escoamento repr'esentado tenha energia
fi ni ta . (ver f{ gu ra C. 3)

Figura C.3 Sistema de Vórtices em Conta;;ã:Rotação
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Se ã função V. (y,z y. ,z.) somar'mos o termo

11--(Dy(y,z; y.,z.) - Dy(y,z; - y.,z.)

de finindo então a função

h(y,z; y.,z.): vH. - vH« '''lL-(Dvp - Dy")(C.51)

onde a notação da seção anterior. foi utilizada õ fácil veria
ca r a s segu antes pro pri edade s

v2h(y,z; yo'z.) 0 ( C . 5 2 )

h(y,z; yo'zo) h(-y,z; yo 'z.)

e, em face de(C.34),(C.29 a C.32), que

h (y,0; y. ,z.) l(' ':lDYP ' Dy"} :;. ( C . 5 3 )

a U,0; y.,z.) D
}

yP yn Z
( C . 5 4 )

e q u e , por'ta nto ,

.!!(y,0; y.,z.) : K.h(y,z; y.,z.)

A{ nda , se g ue q ue

( C . 5 5 )

L. ( h )
ahl ) : oo 'ay ( C . 5 6 )

Próximo a s tngularidade, no entanto, a função é doma.

nada pelo comportamento de dipolo(.Dyp - Dyn), ao invés daquele
associado ao sistema de võrt i.ces. Além disso, h(y,z; y.,z.)dg
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pende fracamente de K. e ser'ia desejável que a função-teste fos
se dependente do número de onda de forma mais intrínseca

Estas duas carácter:Ísticas podem ser convenientemente

"ajustadas" se for observado que i.} (y,z; yo'zo) contém a fu!
ção Dy(y,z; yo'zo)(ver C.5), e que depende fortemente de K. a-
través da função F(W)

Lembr'ando que Lo(Tjt) = 0 deve ser satisfeita par'a
as funções-teste,T3'(y,z;yo,zo) pode então ser definida como

+

T (y,z; y Z
0 03 "«p' ""' ''' ç {o,p ' '«« ' ']#- - ]f)}

* {- -. (w q+(ly,z)

( C . 5 7 )
o nd e (C .5 6 ) foi u ti l í za da

Note que T;(y,z; y ,z) é harmónica, par em relação
a y e satisfaz a condjçâo decontornona superfTcje livre(ver
(C.30) e(C.34)). T!(y,z; y., z.) é fortemente dependente de
K. e o compor'tamento de dipolo junto ã singularidade fo i ellm{
nado, predominando portanto, o comportamento de võrtjce junto

Utilizando as identidades(C.29) a(C.32) as der'iva-
das de T;(y,z; y.,z.) são expt'essas como

, z
0

aT3 +

ã.Í (y,z; y.,z.) (D..-D {ZP' znJ+-'K- ay0

( C . 5 8 )
e

=-(y,z; y.,z.):(Oyp-Dyn),+ 'iF

a2r a2F

' o,.- (-i;{.,-;--h}

1>) q'(y,z) ( C . 5 9 )
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Por fim os modos de potencial ímpar(j=2,4,6) ser'ão co.Q
lidera do s

Neste caso é necessãr' io um sistema de vórtices com mes

mo sentido de rotação

A soma de duas funções elementares Vu centradas em

(:Ey.,z.) cumpre este papel No entanto, a função decorrente a-
presenta dois "eort;e8" que se estendem pelo meio fluido ao infi-
nito. Para manter' o cor'te confinado ao interior da seção pode -
se adicionar a função -2VH(y,z; 0,z.), e para anular. a intensjda
de(-2) introduzida soma-se a função -2V.,(y,z; 0,z.)(").( Ver
fi g u ra C. 4 )

Ainda, visto que a função-teste em construção deverãsi
mulas a cond'ição cor'r'espondente ao movimento de "poZZT', cona'ide-

ia-se adjcjonalmente a função 2Vv(y,z; yC'zc), cento'ada no pon-
to de referência para movimento (yc'zc)

. ''&-'-+..qê
(-yo ízol (».-zo) + 1 -2 +1 »

Ü

P
©

(o.-zo)

>---e. g
(o,-ze)

(o,zc)

(o.zo}
.. .+-.. ..4g &--eqê

(-yo.zo) (y0.20) t+1) (-2) (+1)

a) VH(y,z; y.,z.) +

VH(y,z; - yo'z.)

b) (a)-2VH(y,z; 0,zP) c) 2Vv(y,z; 0,z )+
0

2Vv(y,z; 0,zc)

Figura C.4 Composição de Sistemas de Vórtices

(+) Lembre que Vn e Vv tem rotações opostas
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Convide re, portanto , a função

T3(.y,z; yo'Zo'):{ VHp+yHn - 2 VHO - 2Vv0+2Vvc}

* t ''«- *'-,« ' :-,. - ').: - ::,,

(C . 6 0 )

0

notação ad-ícional foi utilizada

Vv(y,z; 0,zo) ; Dyo: Dy(y,z; 0,zo)(c.61)
Vv(y,z;0,zc) ;fc : r(y,z;o,zc.) ' '

(0,zC) ê o centro de rotação de r'eferêncla

0 segundo termo entre colchetes tem função análoga ã
na expr'estão.(C.57). Ainda, ver'ifica-se que L.(T3) = 0

Seguem então as der'ivadas(use C.29-C.30)

4#- (y,Z; y.,z.) : - {D:p+0zn - 2 Dy } + lll--ã-- + -::Íe' - 2 --iÍfÇ}

82F 32F 32F
l P n . c

< '©': * ©' - : $, ' *

''' -t { Lo (:? ''' -ã-f) - 2 Lo (:#)} 2ã- U,z) (C.62)

onde a s e g ui n te

e onde

q uel a

0
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4b- (y,z; y.,z.) ..L D + -2.
' DZ 'yP ' 3z

aD
D
yP

D

yc

a2r 3zF

aya z

''' { L. (-sJ' + -tf) q'(y,z) } ( C . 6 3 )

Cumpre pot" fjm ressaltar que as seguintes pt'opriedades
são ve rifa ca da s

-. hJ - -#)

L. (l# ''- "lf
v2T3 :!: (y,z; y., z.)

0

L.(;f) ' d

T3 :t (y,z; y.,zo) t T3' (-y,z; y.,z.)

(y,z; y.,z.) z:0 Ko T3i(y,z; y.,z.) z:0
( C . 6 4 )

T3 :!: (y,z; yo'zo) tem comportamento de vórtice em região próxima
aos pontos (t y. ,z .)

Lo ( Ti:t

aT3 Ê
ãT- -> 0 quando lzl -+0

(+) Na realidade V2qt ví.sto que
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APÊNDICE D - COMPLEMENTOS DEDUTIVOS NA TCE

D.l . - Força de Excitação e Ampl itude de Onda Irrad i

Da definição do potencial de onda Incidente

+.(r,o,z):=Jg e'K.' c's(o-«)f(z)

e que

Í# (r,o,z) ; ÍK. cos(o-a)+.

Da expansão assintõtica do potencial d
{ K r'

4'j'" Kj(0) e o f.(:) ; .Kr

segu e que

!.lj '" 'íKo '>j

Por'ta nto , da r
n

E

seg u

radie

de H a s ki nd a em

tant

(«)
J

( D . l )

( 0 . 2 )

açao

( D . 3 )

K r
0

-Ha na ok

--:2--) dS

(D . 4 )

d 'í se l a ç a o

SB

IU v
o 2v

Ej(") : K. UP J IÍ +. +j(l-cos(o-a))rdodz ; k.r

L aiiiu u

(D . 5 )

(D.6)
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e n tão , d e ( D . 1 ) e (D.3)

0

h

" {K.r(l+cos(0-a))

d: f(z) 'E(z) l {l;=;:ilt Rj(o)(l-cos(o--))rdo

IÇ.r -'' w (D. 7)

Ej(") {!K. pg0

porém (ver(2. 10.e) e (3. 5))

f ( z)
f. (z )

f cosh K h
0 0

( D. 8 )

e da relação
0

h

f.Í(z ) dz (D . 9 )

segu e que

1" Kj(o) ejK' (l+g(o)) g(.))do
0Ej(") : - 'F:::;h K h

; K r -*
' 0

( D . l O )

com

g (o ) : c o s ( o -- )

A integral em(D.lO) pode ser avaliada pelo método

J'case estacionar a (ver, p.ex., Bender' & Ozag, 1978, Pg..276)

De fato, o integrando tem fase estacionar'ia, ou seja
ãt(l+g(o)): 0, em oi : « ou oz : "+"

No primeiro ponto(ol=ct) o integrando é nulo
do ponto (o2: cl+ lr) o integrando é, aproximadamente

da

No s eg u n

i K. r ( l +g ( o ) ) iK.r
R:(o)e '(l-g(o)) '. 2R:(a+«)e ' ( D . l l )
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e a integral em(D.lO) pode ser avaliada

iKor(l+g(o)) Í" iK.r
(l-g(o))do '« 2Rj(a+«) l e

2Rj(a't")(fl)l/2 e. /4
0

(D.1 2)

Assim

Ej (« )
(8« )l/2H

l,p g
cos h K0

j. r / 4

e'' Kj ('+" ) ( D .1 3 )

Uma forma alternativa pode também ser considerada

Para tanto . l embrando que

2K h
0

l 4 Ko h 2 sinh2 Ko h

b 2Koh +sinh 2Koh : h 2Koh +
si n h 2 K h

0

2 2 Koh
h sl n h 2K h

0

U

2 KaCg

onde Cg ê a velocidade de grupo; segue

F 2 coshZ K h
0 0

2
E

2 Koh coshz Koh
2sinh K h cosh K h0 '0

U

2KoCg

Ç4Lr0 . â : } ' } 'Ú

l<o g ( D . 1 4 )

uCg
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Se for utilizada a condição de radiação deflnjda em

( 2 .1 0 .e ) , t al que

Kj ( o ) {g zi:%l.y- ( { ) /2 e j /4 l
( D . 1 5 )

ou a{ nda

Kj (o ) ÜCg 2):/2 e'l/4 Aj(o): ---k---(D.15.a)

segu e q ue

cj ( " ; '- ) l:' cg Á.j("'''")
( D .1 6 )

que coinc íde com a expressão apresentada em Me{(1983), pg 327

No te aind a qu e d e ( 4 . 38 ) e (4 . 39 )

Áj(o) : u(Qj(o)+ i sino Pj(o))(1+0(':))

1 , . . . , 8

( D .1 7

onde

(lil')/2 a'j /4 ; ( â ?):'ç
0

( D .1 8 )

D.2. - Força Média cle Deriva

As expressões das componentes da força média de deriva
são dadas pot'(4.34) -(4.37) em função deA(o), ondeA(o) ê a
o nda ir'rad i ad a to ta 1 , tal q u e

A(0)
8

j:l j Aj(o)
(D . 1 9 )



o nde €17 ee.=-j /u , po r co nci são de notação

Segu e, então, que

ó.( o ) l '
8 8

j:l z:l

+ '' t

ej [Z AjÁz l D . 2 0 )

o u aind a

IA(o) l '
u2p2j=1 .e=1 j EZt {QjQZ + isjno (QZPj - Qjp,e+) + sjrPo PJP.e }

( D . 2 0 . a )

e

Á(o)
8 8

j:l z:l
'"}

do ( D . 21

ou então

: ü'«' j:l z:l {Qj :;e' ''' "se pz*bj"opj-jQj) '''
A(0)

+isjno(Pj-ao - Qj-aa.-) + sinto Pj-aÍ }(D.21.a)

Lembre que Q.i = 0,se j = 2,4,6 e P.i = 0,se j = 1,3,5.

dP}
J-ãã-

Fluxo de Energia e Coeficiente de Amortecimento

Conforme visto no apêndice A,o fluxo médio de enet'gia
por uma superflcje de conta'ole SP, arbitrária, que envolve o cor
po õ dada por

; .« :« ll . g':
SR

; p" í" JI 'p;s dS (D.22)

SB
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Considere, em primeiro lugar, o campo distante, quando
K.r -+ m. Suponha o fluxo de "eo-anel'Fila" ente'e os potenciais

' ( o ) . . (o )
'bj e 'b.e '. Substjtujndo as apY'oximações assintõticas(D.3) e

(D.4 ) s eg ue q ue

'.Í'':
2v 2x

;.« '. KiK.e do : ' 2P"Re (QjQZ t islno(PjQZ -QjPZ ) +

+ sjn2o PjiZ ) do (D . 2 3 )

para o modo j (D.23) fica

«) . p" l IÇjl: do
0

j ; 1 , 3 , 5 ,7 (D . 24 )

P.i l 2 s i n 2 o d o ;j 2 ,4 , 6 ,8 ( D . 2 5 )

Uma expressão alternativa, tomando SP como uma superfí-
cie cilíndrica adjacente ao cor.po e utilizando a "expansão inte-
rior" da solução exterior dada por(4.15) pode ser deduzida. A
ãlgebra é imediata, porém tediosa, e por este motivo este desen-
vol v i mento será om{ t{ do

Considere agora o campo próximo. A expressão(D.22) po
de ser integrada djretamente sobre o corpo onde vale a expressão
(4.8) para +.i(j). Assim

({ )
E j.ê

l
'2

( { )pu Im +
JSB

a .> '''
-íf dS :

:. l p" í" j .l .(@j'cjím'Pj)(ll} ' c.ei«.l;á ds dx

porém Im (:;g-) : :lh(:Êl> é real )x) p..t.tt:'

;p" í" l l. I'j 3n dsd*'rmlCj(x)lím('Pj).'ll>ds dx
-L/2 rB(x) -t72 rÊ(x)

UZ im-ã"ã) as ax

$;':
(D.23)
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que pode ser escr{ ta
L/2

eo): -ll dj,e'x'7 l l"Cj(x).dj.edx(D.24)
L I'z -- \ I'}

que comparada a(4.19.a) fornece

oj.e : - 2 E .l.}' ( D. 2 5 )

(1)+ernativamente, utilizando-se a integral em SR' com

i-f dadas pot" suas expansões exteriores(ver'(4.11)) fo.L
nece , a põs al gume ãl g e br'a

1./2

e(1) : l puko Im IÍ 1(- iAjAZ + cjcz Im(Aj elkoT)ím(iA.eejkoV)+
-L/2 \

+ AJZ koyC.C Re(A,Cejkoy) - iAZ+e

1./2

Im ( Ajçjk.v)ldx
( D . 2 6 )

L/2
. (

; p"k. l IAjl2(l+lm Cj) dx

-L/2

que é em essência(D.24), se for lembrado que

dj.e : p"k. 'Aj AZ

Z redu zque se J se a

( D . 2 7 )

( D . 28)
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APÊNDICE E SOLUÇÃO NUMÉRICA DA EQUAÇÃO INTEGRAL NA TCE

0 presente apêndice apresenta, de forma sucinta, o pro
cedlmento numérico utilizado para a solução da equação integral
na TCE. Especificamente aplica o método da colocação na equa -
ção integral de Fredholm de segunda espécie

1,{( x ) l
c o s B (x)

L/2

-L/2
( 1 )

com H.(.) a função de Haenckel de primeira espécie e ordem zç
ro.

d E q (e ) H . (i ) (K . l x- el)

Considere o segmento(.-L/2, L/2) dividido em N-l ele -
mentor. Tomando, a interpolação linear' de q(e) entre os nõs
j e j +l ( x: « ( « x: .. ) , t a l que- l -b l '

q(j+l)(E-xj)+ q(j)(lxj:EI -e}g : - ' J'l' l

J '
(t)

( E . 2 )q ( € ) :

onde

com

A. . = X.. - X . .
x j ''j ''j -l

j : 1 , 2 , . . . , N

( E . 3 )

x. = xi = - L/2

xN+l : x N : L/ 2 AX
N+i

a equação integral(E.l) fica expressa, em forma discreta, como

j:ltHlj+ t B("P â j} qm {:g.%léiir ; j : ',...,N (E.4)

(+) Os índices j não devem ser confundi.dos com os modos de radiação
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onde

xj-l

K.z lxj+l (e.*j.l) Ho(:)(K. lxj- CI)deA xj+l J

xj

Definindo, agora a função auxil iar
b

F.i(a,b,c): K.z l(e-c) H.(i)(K.lxj-€1)de(E.6)
a

HÍj pode ser escrita n

( E . 7 )

H . . :
l J 4K 2 : J'':- *..., .':'''.*.-:'' .:

..L
4Kâ il Fihj.T' XI' Xj.l) - i;t- Fjhj,Xj- ,Xj+l)l

formaa

( E . 5 )

Porém,

Fj (a , b ,c ) + (x-i -c )] H . (i) (=K. l E - x ll )d E

c)) H.(i)(ltl)dt

ou a{ nda

Fj(a,b,c): K(xj-c) {s(b-xi) l.(K'lb-xjl) - s(a-xj) l.(K.ja-xj l)}+

+tll(PK' jb-x.i l)-li(K.ja-x.i:l)}(E.8)
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onde s(.) é a função sinal e 1.(.) e 11(.) foram definidas como

r ''' ( i )

l . (x ) : l H. ( t)d t ( E .9)
0

l l (x) : l xt H. (i) ( t)dt
0

( E . 1 0 )

No te porém (ver A & S , pg. 480 ) que

l o ( X ) * H.(:)(x)(l- g' Hi(x)) +;x Hi(i)(x)H.(x)(E.ll)

e , l n te gra ndo po r p at'te s ,

11 ( x ) * H:(:)(x) + Ç- ( E . 1 2 )

onde Ht(i) é a função de Haenckel de primeira espécie e ordem l,
e H.(.) e Hi(.) são as funções de Struve de ordem zero e prime.!
ra r'espectivamente, e.definidas,por exemplo, em A & S, pg. 495

As funções de Haenckel e Struve possuem aproximações ra
cionajs e pol inomiais(ver' Newman(1983)) e seu calculo exige ,
portanto, pouco esforço computacional

Uma vez escrito um núcleo de rotinas computacionais pa
ra o calculo destas funções, a função auxil iar Fi(a,b,c) ê pron
temente constou:ída, conduzindo ã matriz Hij

A solução de(E.4) é então imediata

Este foi o procedimento adotado no programa SBW, cujos
resultados numéricos são exemplificados no capitulo 4
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