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Neste trabalho & apresentado, além do modelo matema
tico, um programa computacional que caicula algumas médias es
tatisticas relacionadas com o desempenho do navio em mar irrg
gular. Adota-se para o mar um espectro direcional de energia,
admitindo-se ainda que o navio possui movimentos  com seis
graus de liberdade. Sao estudados os movimentos de avango deri
" va, caturro, balanco, arfagem e aproamento. Sao estudados tam
bém movimentos em relagao a superficie do mar, esforgos solici
tantes horizontais e verticals, ocorréncia de culapada e de em

barque de agua no conves.
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This study presents, besides the mathematical model,
a computational program which calculates some statistical means
?elated to the seakeeping performance of a ship in a irregular
seaway. A directional energy sea spectrum is employed and the

ship is also supposed to be a six degrees of freedom system.

All he ship motions: surge, sway, heave, roll, pitch and yaw
are studied. It is also studied the ship motion relative to
the free surface of the sea, vertical and horizontal loads,

slamming and deck wetness.
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CAPITULO I
INTRODUGAO -

No passado a previsao do comportamento do navio no

mar era baseada inteiramente na experiencia pessoal dos mnave

' =

gantes. Isto era possivel porque, tanto o universo navegavel,

como as embarcagoes disponiveis eram conhecidos e testados ha
anos.

Com o rapido desenvolvimento da engenharia naval
neste seculo, projetavam~se novas embaréagSes das quais se de
veria ter, a priori, conhecimento de suas qualidades marinhei
ras. Para isso langou=-se mao éo ensaio de modelo em tanques
de provas ((22), (30), (31),(38)). Devido as dificuldades de'
simulacao do mar ao qual estaria sujeito a embarcagao, esses
ensaios eram bastante simplificados e estavam longe de repro
duzir a realidade. Geralmente os modelos eram submetidos a on
das regulares senoidais que atingiam o modelo de proa ou de
banda. Muitos tanques de prova hoje, ainda seguem esse esque
ma de testes.

Ha porem tanques de provas bem elaborados qué simu
lam o mar revolto atingindo o navio, simultaneamente, em to
das as diregoes ((26), [27i).

Paralelamente a este enfoque empirico 'desenvolvg
ram-se técnicas tedricas de previsao do comportamento do na
viq ﬁo mar ({(20) a (30)).

Os primeiros modelos tedoricos datam do comego deste



seculo e eram bastante simplificados. O navio era excitado
por ondas senoidais, que o atingiam de proa a popa, desprezan
do-se a influéncia do navio sobre as ondas que nele incidiam.
A hipdtese fundamental desta teoria & de que a boca & conside
ravelmente menor do que o calado e o comprimento do navio
("Thin ship theory") (43].

Nos ﬁltimoé 20‘anos esta teoria evoluiu para a teo
ria do corpo esbelto ("Slender body theory"™) ((20) a (30)) on
de se considera os efeitos das ondas geradas ou refletidas pe
lo navio. A hipotese fundamental desta teoria & de que o caii
do e a boca sao de mesma grandeza, poréﬁ bem menores do que o
comprimento do navio.

Esta teoria inicialmente foi aplicada aos movimen
tos e esforgos que ocorriam segundo o plano longitudinal de
simetria do navio (2 graus de liberdade), (10}, (20), (23] ,
(28) quando o navio era excitado por ondas regulares senoi
dais que o atingiam na diregao proa-popa. Os resultados deter
ministicos assim obtidos sao entao utilizados como dados para
a analise estatistica dos movimentos e esforgos solicitantes
aleatdrios que o mar impoe ao navio.

Em 1970 suréiu a teoria de Salvensen, Tuck e'FaltiE
sen (25), que embora ainda considere o navio como um corpo es
belto, calcula movimentos e esforgos solicitantes consideran
do o navio como um corpo com 6 graus de liberdade, excitado
por ondas regulares senoidais que incidem sobre o navio segun
do Qma diregcao qualquer.

Baseado nesta teoria o NSRDC (Naval Ship Research



Development Center) desenvolveu um programa de computador (32)
que calcula os movimentos e esforgos solicitantes impostos ao
navio por ondas regulares senoidais que se aproximam da embar
cagao de uma diregao qualquer.

Os objetivos do trabalho, que gerou a presente dis
sertacao, eram basicamente os dois seguintes: implantar-se o
programa do NSRDC no'computador B-6700 e, paralelamente, desen
volver outro programa que, utilizando os resultados determi
nisticos do programa do NSRDC, introduzisse o calculo estatii
tico do comportamento de navio em mar aléatGrio.

Nos capItulos seguintes estEo:apresentados os funda
mentos teoricos que permitiram o desenvolvimento deste progra
ma ((1) a (19)) que visa obter resultados estatisticos rela
cionados com o comportamento do navio em mar aleatdrio.

Ambos os programas, o do NSRDC e o estatistico de
senvolvido neste trabalho, passam a constituir uma Unica uni
dade que pretende formnecer resultados tedoricos mais realistas
do que aqueles que ate entao estavam sendo obtidos.

0 programa desenvolvido acrescenta cerca de 57 ao
tempo computacional do programa do NSRDC, que e bastante al
to, podendo chegar a doze horas de processamento no 3-6700.

A import3ancia da analise do desempenho do navio no
mar, durante a fase de projeto, pode ser ilustrada com o caso
especifico de navios de guerra (36).

Existe uma tendéncia moderna de se construir navios
de éuerra de pequeno porte (menos de 1000 toneladas) equipa

das com misseis, canhoes, sensores, etc..., altamente sofisti



cados.
Devido ao pequeno porte, estes navios requerem peso
- * - [ . 3 .
estrutural proprio minimo, permitindo tramsportar os equipa
mentos bélicos deslocando pequeno volume de agua. Esta redu
¢ao de peso e limitada pelos esforgos solicitantes (de carater
aleatdorio) que o mar impoe ao casco.

Num determinado estado de mar estes navios pequenos
o sujeitos a agao do mar do que um navio grande (em
barque de agua pela proa, batidas exageradas da proa contra a
superficie do mar (culapadas), emersoes frequentes do propul
sor, aceleragoes excessivas, etc...).

Quando o comandante da embarcacao ve ameacadas as
condigoes operativas da mesma, sua. tendéncia natural & redu
zir a velocidade perdendo-se, com isso, uma das caracteristi
cas mais importantes do navio que & sua alta velocidade.

Existem outros agravantes decorrenées de um mau de
sempenho no mar. O efeito prolongado do estado de mar sobre o
organismo humano reduz a eficiéncia da tripulagao em combate.
Movimentos e aceleragoes excessivas impossibilitam a tripula
caq executar convenientemente suas tarefas. Vibragoes ou movi
mentos influem negativamente no desempenho dos sensoreé de
controle de armamento surgindo erros de medigoes e posiciona
mento das armas. Inadequado funcionamento das armas em si que,
devido aos movimentos e vibracoes transmitidos a blataforma,
podem sofrer dispersoes, inibigoes de disparo por controle au
tomatico e danos causados pelo embarque de agua pela proa.

Movimentos, aceleragSes, culapadas, vibragoes, em



barques de Egua, emersoes do propulsores, tensoes, etC...,
sao fendmenos tipicamente aleatdrios que exigem tratamento es
tatistico quando se deseja analisar o desempenho de um navio
no mar.

~“‘ ;

Outra vantagem de possuir um método tedrico de se
prever o comportamento do navio no mar surge durante o proje
to da embarcagao. Nesta fase um dos critérios que entram na a
valiagao das diversas alternativas que se apresentam ao enge
nheiro e o desempenho no mar. Dispondo-se de um programa de
computador que realize automaticamente os calculos pode-se
testar muitas alternativas num tempo bem mais curto e a um
custo bem mais reduzido do que o ensaio de modelos.

0 modelo matematico adotado € o de anzlise de siste
mas lineares no dominio da frequéncia. Parte-se de uma formu
"lacao tedrico-empirico para o espectro de elevagao da superfl
cie do mar. Utilizando—se do programa de mar regular do NSRDC
calcula-se as fungoes de resposta em frequéncia (RAO) para os
diversos processos aleatorios abordados. Combinando-se o es
pectro do mar com as fungoes de resposta em frequencia obtem-
-gse os espectros das respostas. Calculando-se diversos momen
tos dos espectros de respostas obtem-se alguns resultados es
tatisticos de interesse pratico.

0 modelo & o mesmo seguido por outros programas de
dois graus de liberdade ((20), (21)), porém surgem algumas
complicagoes adicionais quando se passa a seils graus de liber

dade, que serao gradativamente superadas nos capitulos finais.

Em seguida apresenta-se ligeira descrigao do conteil



do dos capifulos e ap€ndices_que compoem este trabalho.

0 capitulo II trata de algumas definigoes rela
cionadas 'a fungoes aleatdrias e que serao utilizadas nos ca
pitulos subsequentes.

B 0 capitulo III aborda o conceito de uma fungao den
sidade espectral, as vezes chamada de espectro de energia ou
simplesmente espectro.

0 capitulo IV mostra como o conceito dé funcgao den
sidade espectral & utilizado para descrever a elevagao da su
perficie do mar. Contem tambem o espectro tedorico-empirico do
mar que sera adotado pelo programa.

0 capitulo V mostra como, a partir do espectro da
solicitacao (elevagao da superficie do mar), pode-se chegar
ao espectro das respostas (movimentos, aceleragoes, tensoes,
"etc...) admitindo-se que o sistema excitado (navio) & um sis
tema linear.

0 capitulo VI obtem alguns resultados estatisticos
a partir da fungao espectro.

0 capitulo VII introduz modificacoes na teoria dos
capitulos anteriores para levar em conta o efeito da velocida
de e do angulo de singradura do navio na frequéncia de encon
tro das ondas contra o casco.

0 capitulo VIII aplica os resultados obtidos pelo
programa, como exemplo, ao projeto real de uma embarcagao de
guerra de pequeno porte.

0 capitulo IX contém as limitagdes, possibilidades

e ampliagoes futuras do programa desenvolvida e a comparacao



com o resultado de um programa de dois graus de liberdade.

A listagem do programa, com ligeira descrigao das
sub-rotinas, acha-se no apéndice D.

0s outros apendices visam complementar algumas pas
sagens dos capitulos anteriores.

A matéria contida até o IV capitulo nao deve apre

‘

sentar novidades para quem estd familiarizado com a.abordagem

estatistica do comportamento do navio em mar aleatdrio com

dois graus de liberdade. Pode-se omitir sua leitura sem pre

Cule

uizos a compreensao do restante do texto.
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CAPITULO 11

Processo Aleatonio

Suponha-se que exista um grande nimero, de boias es
palhadas por determinada regiao marinha, a fim de registrar
as elevagoes instataneas da superficie do mar em diversas po
sigoes. "

Denotando-se por X(l)(t), X(z) (t), <., X(h)(t)os
registros obtidos pelas boias 1, 2, ..., n respeétivamente,

obter-se-a graficos semelhantes aos da figura 2.1.

x<1’<t> | l

A ‘
\_\v// \f\/\vﬂ¢j \\/N\/“\,/ \VAU/ . \3
SN S S I e
x 2 (e) .
/V//\\/\A

«/\\c/\m(/\«/\/\/\
x %) (ep) x ) G

x®X(e)
M\ \v’\«// NG
r\d/\// "W/ \\/ﬁv”/fj . N/

X" () X" () X" (t)

FIG. 2.1. - Realizagoes de um processo aleatorio X(t).
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Note-~se que qualquer registro X(K)(t) do conjunto
X(t) = {X(l)(t), X(z)(t),..., X(n)(t)}, e meramente um exem
plo especial, ou seja, uma realiéagao especifica de um numero
infinitamente grande de registros possiveis que poderiam ter
sido observados.

Por esta razao e que caracteristicas do conjunto
X(t) = {X(l)(t), X(z)(t),..., X(n)(t)} , Sa0 expressas em ter
mos de propriedades estatisticas.

Como exemplo, considere-se um instante tys escolhi
do arbitrariamente, como mostra a figura 2.1. Amplitudes ins
tantﬁneas{ de todos os elementos do conjunto X(t1)={X(1)(t1),
X(Z)(tl),...,x(n)(tl)}, tem valores diferentes, mas pode-se
calcular o valor medio dessas amplitudes:

E (X(t,)) =
L 1

2
n

1 o~

K
Em outro instante t, # t, a média pode ser recalculéda, mas,
geralmente, os @ois valores sao diferentgs.

Esta possivel variacao temporal das propriedades es
tatisticas, adicionada 3 necessidade de um grande numero de
registros, para se obter resultados satisfatdrios, constituem
entraves praticos que podem ser eliminados se admitidas as hi
poteses da estacionaridade e ergodicidade do processo aleatd

Y10.

2.1. Definigoes

Apresenta-se a seguir algumas definigoes.
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2.1.1. Processo aleatorio

Um processo aleatdorio (ou estocastico) & uma fami
1ia de variaveis aleatorias denotadas por {X(t);t E T} as
quais podem ser descritas através de propriedades estatisti

cas. O conjunto indicador T representa o tempo de observacgao.

Se T ={0,+1, +2,,...} , o processo estocastico &
um processo temporal discreto. Se T = {~®,o}, o processo es
tocastico e.referido como processo temporal continuo de domi

nio infinito.

2.1.2. Processo estacionario

Um processo e dito estacionario no tempo se todas
as propriedades estatisticas do conjunto X(t) = {X(l)(t),
X(z)(t),..., X(n)(t)} sao constantes em relacao ao instante

considerado. Todas as fungoes estatisticas, calculadas sobre
X(t), que assumem valores particulares no instante t, assumi
rao os mesmos valores no instante (t+1) para todo T.

Assim num processo estacionario no tempo todas as
propriedades estatisticas da variavel aleatoria X(tl), sao as

mesmas que as da variavel aleatoria X(tz) (veja figura 2.1).

2.1.3. Processo quase-ergddico

Suponha-se que um processo aleatorio X(t) satisfaga
as seguintes condigoes:

(a) o processo e estacionario
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(b) cada realizaéio do processo aleatorio e estatii
ticamente equivalente a qualquer outra realizagao.

‘(¢) a média e a covarianga do processo -aleatorio
X(t), quando calculadas num instante arbitrario, sao iguais a
média e 3 covariangd . de uma unica reaiizaggo de X(t), quando

calculadas num intervalo de tempo suficientemente grande, ou

seja,
n
Jtin L7 x®ey w140 L fT x K ey ae,
. n- 2 K=1 T =00 0
(2.1.1)
(K =1, 2,... n)
L ki 2 F B e X (eryon) =
% pee B g=1
: T (
- ln é {X(K)(t)—m}{X(K)(tﬂl—T)—.m} ’
(2.1.2)
(R =1, 2,.,.. n), =o<T<w

onde m & a média do processo e R(T) a covarianga.
Nestas condigoes diz-se que X(t) & um processo qua

se-ergodico.

2.1.4. Processo ergodico

Suponha-se que um processo aleatorio X(t) satisfacga
as seguintes condigoes:

(a) o processo e estacionario

(b) cada realizacao do processo aleatorio & estatis
ticamente equivalente a qualquer outra realizagao.

(¢c) o calculo de qualquer propriedade estatistica
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de X(t) resulta num mesmo valor independentemente de ser cal
culado num instante arbitrario de X(t) ou ao longo de qual
quer uma das realizagoes de X(t), para um intervalo de tempo

suficientemente grande, ou seja,

;

n

1im —— 3 fx™e] - e - FIx®cer]at,
k=1 .0

n-+o Ui
(2.1.3).
onde F(X(l)], i pertence a K =1, 2,...n, € uma propriedade
estatistica qualquer de X(t).
Nestas condigoes diz-se que X(t) & um processo ergé

digo.

2.1.5. Processo Gaussiano

Um processo & chamado de gaussiano ou normal se, pa

t

ra todo inteiro n, e para todo conjunto {tl, IEREE tn} de

instantes de tempo, as variaveis aleatorias X1 = X(tl),X2=

= X(tz),... Xn;=X(tn), como mostra a fiéura 2.1, possuem uma

fungao densidade de probabilidade conjunta definida por:

4 e e ) ok GBS ATy '
1 20 My n (2m) [a]
e, (R BT 18l OB OgmECX))
1h 2 T4 J=1 K=1 i}

(2.1.4)
onde [Al # 0 ¢ determinante da matriz de covariancias e varian

¢as, ou seja
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2 —
(o C b I e
X4 X 4 X, Xq X,
A = CX X 0; 1 ] L] . CX X
271 2 2%n
C 2
X_X © it Wl A
| "n1 XX, ol

onde

c eT(x. - 1 =

X;x 5= [0xg E[Xi])[Xj E[Xj])]‘cxjxi R N
e IAJK} e o cofator do elemento na j-ésima linha e k-ésima co
luna.

Em particular, quando n = 3, a fungdo,densidade de

probabilidade conjunta de média zero das variaveis aleatdrias

X,Y,2Z & dada por

1
3/2 ]AI1/2

.f (x,y,z) =
A (2m)
(2.1.6)

-1 2 2 2

onde
r"; Cxy sz7
A = iCyy o§ Cy |al = deta
B S °72]
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e
crm2m2_p2 | = 3 2
Bex=9y927Cyzs B, "Cy7Cy7 Cyy07
; A =g2g2- 2 N = - 2
2 vy %972 0%z B, "CxyCyz Cxz% 7

2

A__=c20’-c2 = -
yz CXYCXZ CYZUX -

zz XY °xy?’ &
Quando n=2, a funcao densidade de probabilidade con
‘junta, de média zero, das variaveis aleatdrias X, Y & dada por

(2).

£ (x,y) _ 1 .
Xy MG G (1_02 1/2
X'y
. 2 2
. O 0x2 0xcy Gyz (2.1.8)
onde
E(X.Y)
p = ._._2<___.._
g O
Xy

2.1.6 Processo guase-estacionario

Se um processo aleatorio obedece as seguintes con-

digoes:

(a).a fung3o distribuicao de probabilidade de X({t) =

(2) {(n)

={x(1)[t),x ({01 0 O e (t)}, depende do tempo;

(b) a media de X(t) e constante, ou seja,
n

Elx(t)]= —— L x®) gy em para todo t
n K=1
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(c) a auto-covarianga de X(t) depende somente de dife
rencgas de tempo, ou seja,

cov[xtt), x(t+)]=E[IxttI-E[x )] Hxct+r)~E[XCteT)]}]=

(x % e y-md x ™ (141 -m}

ft
[4
[ e P

= R{t) para todo t,
© processo nao € estaciondrio, estritamente falando,
como em 2.1.2, mas sera aqui -designado por quase-es

tacionario.

Se um processo € quase-estacionario e, além disso &
gaussiano, entao tambem e estacionario no sentido

restrito apresentado em 2.1.2 (referéncia [3]).

A definicao de processo quase-estacionadrio pode ser
estendida a dois processos aleatorios, X(t) e Y(t) ,
quando ambos os processos, aléem das condigoes (a) ,

(b) e (¢) acima, satisfizerem

1

T
] X er-m My ey emy )
K<1

(@) Cov[x(t},Y(t+T)]

= Ryy (1) para todo t, ou seja, a covarianga cru

zada de Xe Y sO depende de diferengas de tempo T.
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CAPTTULO 111

ANALISE NO DOMINIO DA FREQUENCIA
3.1 A Serie de Fourier

Pode-se escrever a serie completa de Fourier, que
representa uma fungao g(t} no intervalo (-7/2,T/2), de duas

formas., Uma real:

gltlm A(0) /2 + g [Aln) cos ngot + B(n) senfuot]
p=kl (3.1.1)

onde |

5 1/2
Aln} = —— f glt)ecos nwct dt, para n=0,1,2,...,
T -T/2
- T/2 _
B{n) = —/— f g(t)sen nwnt dt, para n=1,2,...,
T -T/72
W = 2n/7,

e a outra na forma complexa

-}

ns-«

onde’

1/2 inw.t
f gltle o dt, para n=0,+1,2,...
T -T/2 :

]
|-

6(n)
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A passagem de uma forma a outra constitui sim
Ples manipulacgao algébrica, podendo~se relaciona-las pela ex

pressao:

G(n) = % (A(n)-iB(n)) = % /Q(n)2+s<n)§Texp(—itan'la(n)/A(n)J

1t

Aplicando-se as expressoes (3.3.1) e (3.1.2), a
titulo de exemplo, a fungdo gl(t) esquematizada na figura

3.1 tem~se

A(0) = 0
Atn) = 28 gon DT (quq)
ntT 2
B{n} = 0
G(0) = O
Bllnni = e e W e
nw 2
{; 30:-)
A
-T/2 T2

“

Fig.3.1 Fungao periodica tipica
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Colocando-se em grafico os valores das amplitu~
des, dos diversos narmonicos, em fungdo da frequéncia tem-se

O0s espectros rudimentares apresentados na figura 3.2.

b _A("). R(n,
| 4A
T
44
[=%
), 2w, | 4w, 50, 60, o) 2, 3, 40, 5ul Gy
1 A '
3%

g G(n)

It
i\

—6) 5y <o) | 2w, -l o 1w, 29} | 4w, ), 6ol

—2A
=T =4

Fig. 3.2 Espectro de frequencia da funcgaoc periddica mas

trada na figurs 3.1.

Algumas propriedades da fungao g(t), apresentada
na figura 3.1, podem ser calculadas a partir dos espectros da

figura 3.2,
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(i) media

T/2

U glt)dt=—i— A(0) = G(0) = O
T -1/2 2
(ii) média quadritica
T/2 2 o Y © )
2 J grreyae=RlB 017 aliBRi T [Biny]2
T 172 2 D= n=-e

(1iii) auto-correlacido

T/2 : ©
2 2
rin)=t [ pitagretyaned a2 (g)sd Y (An+Bnlcos nw_t=
T -1/2 4 2 n=1 e

[6(n)|? cos nw T

1
hes 8

n=—=e

Observa-se que RI(0) representa a media quadratica calculada

em (ii)

3.2 A Integral de Fourier

Se, em vez da fungao g(t) da figura 3.1, cujos
espectros de amplitude em funcao da frequencia foram apresen
tados na figura 3.2, deseja-se fazer a analise da funcdo -

aleatoria x(t) da figura 2.1 algumas modificacdes serdo ne

-

cessarias.

Admitindo-se que X(t) seja um processo estacio

nario e tomando-se uma realizagao especifica deste pProcesso,
(1)

por exemplo X (t), tem-se o grafico da figura 3.3.
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b X"y

i

~ I e e
. NS

(1)

Fig. 3.3 Uma realizagao especifica X (t) de um processo

aleatorio estacionario.

A fungao X(1][t] apresenta uma particularidade

em relacdo a g(t): x 1)

(1)

(t) nao e periodica ou, dizendo de ou

tra forma, X (t) tem periodo infinito. A representacgao de

_ x(1)[t) passa pois. a ser efetuada pela integral de Fourier.
(1) g i
13.2.1) s s il N Gy R
27 -
onde

Glw)= '—]‘" IOO X(l)(t) e"th

o1 w dt

A funcao G(w) & conhecida como a

transformada
de Fourier de X(l)(t).

0 espectro da fung@o pericdica g(t), que era
uma fungao discreta apresentada na figura 3.2, tornou-se uma
fungdo continua ao representar a fun¢do ndo periddica -

X(1)(t). (figura 3.4).
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A G(w)

e Al

Fig. 3.4 Um especiro tipico de amplitudes de uma fungao nao

pericdica

Algumas condigoes devem ser impostas sobre =
(1)

X (t) para se garantir,tanto a exist2ncia de G(w) como a
convergencia da integral da equacio (3.2.1) para a funcao
x'1 1y, Estas condigcoes sao:

(a) € suficiente que { IX(l)(t)] dt < o,

-0

(b) € suficiente que x(l)(t) seja continua e que
fee]

J lxcl)(t)!2 dt < o,

-0

Visando preencher tais condigbes convem truncar

X(1)[t) da seguinte maneira:

xt1) 4y “T/2 <t < T/2
XT(t] = .
caso contrario



Tal como se procedeu anteriormente em 3.1, pode-se

calcular as mesmas propriedades para X[1){tl, a partir

grafico da figura 3.4.

do

(1) media
lim 1 T/2 - 1lim 27
O {T/Z Xpteydey= ;0 {5 G, (0)}
(ii) media quadratica
' 1/2
lim 1 2 - (® lim i 2
Tow 1= {T/Z X2 t)de) [w Tow £ 16.(w)[?} dw
(iii) auto-correlacao
_ lim T/2
R = [T/z Xp(t)oXx (t+1) dt}
= fw 1M 2T 16 (W) %) cos wr dw
S, Taw TT IPyiWi ) cof
Como anteriormente RXXIO) representa a meédia quadratica do

processo.

3.3 A Fungdo Densidade Espectral

Observando-se (i),(ii),{(iii) de 3.2 acima

a importancia da fungao

lim
T+

S

Xx(w)

2T
{T_

nota-se

IGT(wllz} (3.3.1)
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no calculo da média, média quadratica e auto-correlagio de

T[1)(w); Esta funcao surgiu de consideragoes puramente ma

X
tematicas e nao pode ser obtida experimentalmente, jé que 0

intervalo de frequencias vai de -» a o ,

A fungao Sxxtw] recebe diversos nomes conforme o -

campo da engenharia em que € aplicada: funcio densidade espec

tral, fungao densidade espectral de energia, funcao .densidade
espectral de media quadratica ou fungdao densidade espectral -

de potencia.

Para um processo estacionario, esta fungao esta rel
lacionada com a transformada de Fourier da funcio de auto-cor
relacao RXXfT], e sua inversa, pelas equagces de Wiener -
Khintchine:

-iwT
Rxx(T]-e dzt

2n = (3.3.2)

Sxx(w]

#
|55
S~

L iwT
f SXX[w] e gw

-0

Rxx(t)

Alem disso pode-se demonstrar que (4)

27 et "
Ry (01 = E[Ix(e)|?] = | Syy (W) dw (3.3.3)

bt - 4

0 aspecto relevante desta ultima equagao e mostrar.

que x(w]éw € a contribuigcao a média quadratica das componen

Sx

tes que tem frequencia situadas entre w e w+8w, quando éw-0

Sob a hipotese de que X(t) é ergédico pode-se  re
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x(?]

presentar X(t) pox uma de suas realizagoes (t}, conjun

tamente com a fungao densidade espectral Syx{w). As informa
goes obtidas de X(t) dessa maneira s@o muito menores que as
fornecidas pelas fungoes densidade de probabilidade de todas

as ordens, as quais definiriam X(t) estritamente.

A seguir apresenta-se um resumo das propriedades da

fungdo densidade espectral SXXFW) [5].

1) A fungdo densidade espectral € uma funcao real, par, nao
negativa definida no intervalo de frequencia (-»,»). Estes

limites sao adotados por conveniencia matematica.

2) A fungao de auto-correlagao e a funcio densidade espectral
formam um par de transformadas de Fourier desde que

IRy (11| seja integravel no intervalo (-=,=).

' 3) Se a fungdo de auto-correlagdo é periddica, a fungdo den
sidade espectral é discreta e indica a distribuicao dos

i} i 5 P g -
componentes harmonicos no dominio da frequencia.

%) A area sob a curva continua da funcao densidade espectral
representa a média quadratica do processo aleatdrio e as

dimensoes de Syx(w) dependem das do processo aleatorio.

3.4 A Fungao densidade espectral cruzada

Os processos aleatérios ergodicos X(t) e Y(t) po
dem ser representados pelos processos truncados

X_(t) X({t) em -T/2<t<[/2
T 0 caso contrario
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) Y(t) em -T/2<t<T/2
YT[t) i 0 caso contrario

com transformadas de Fourier Xplw) e Y;(w} respectivamen -

te.

A fungao de correlag3ao cruzada dos processos trunca

dos € definida como

R {(t)
XTYT

= j”z Xp{t) Y (t+1)dt : (3.4.1)

-1/2

Como anteriormente a funcaode correlagao cruzada de

X{tl e Y(t) pode ser determinada

z 27 S iwT
Ryy(T) = J 1im {5+ X;%ww) Yo(wil e dw
- T
w 3
= [ s, (w) e g O (3.4.2)

onde X, *(w) € 0 conjugado complexo de Xp(w) e

27
S v(w) = 1im {== X%(w) Y_(w)} (3.4.3)
XY _ T T =7 T

e definida como funcao densidade espectral cruzada dos pPro

cessos aleatorios ergddicos X(t) e Y(t).

Da mesma forma tem-se

Syol(w) = lim 2% = 3.4.4
X L SRS CORE ST (3.4.4)
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de maneira que

‘SXY(w) = S$X(w] S SYX(-w] e
ot ; K (3.4.5)
RXY(T) = RYX('T)

A fungao densidade espectral cruzada e uma fungao
complexa que pode ser escrita em termos de suas partes: real

e imaginaria.

s Sl 3.4.6)
Syy (W) = Cyyw) = 1 0y (w) (
0 modulo do espectro cruzado, ou seja o espectro
de amplitudes é& dado por
i Aty 2
|SXY[w]I = {CXY(W)} + {QXY(w)}

e a diferenga de fase do proceséo Y(t) em relagao a X(t) e

dada por
-1
elw) = tan il
Em se tratando de fungdes de densidade espectral cru

zada € comum definir-se a fungdo real Y;Y(w).

s, (w)}]?
(w) = A < 1
Syx (W) Sy (w)

0 <

2
Yxy
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Esta fungao € chamada de fungdo de coeréncia. Quan
do Y;Y[w] = © para todas as frequencias 0s processos aleaté
rios X(t) e Y(t) sdo estatisticamente independentes , enquan
to que se Y;Yiw] = 0, numa frequencia particular, os proces

2

s0s sao chamados incoerentes naquela frequencia. Se YthwJ=1

para todas as frequencias os processos X(t) e Y(t) sao

itos completamente coerentes.

A nipStese de que um processo gaussiano & linear -
mente dependente de outro € geralmente aceita se a coerencia
entre eles e maior ou igual a 0.85 péra todas as frequencias
nas quais a fungao densidade espectral é significante para o

processo. (41)

Um conjunto completo de curvas de anilise espec -
tral dos movimentos de arfagem (pitch) e caturro (heave) de

um navio contra-torpedeiro é mostrado na figura 3.5.

3.5 Fungoes densidades espectrais uni-laterais

Como as fungdes S, (w) e S,y (%) nao sdo realiza-
veis fisicamente, porque o intervalo de frequencias onde sac
matemiticamente definidas vai de -» a «, costuma-se definir
duas outras fungoes correspondentes a estas,definidas no in
tervalo de frequéencias (0,=),

{w) = (3.5.1)

; 2 Sxx(w) em 0 & w¢ @
a XX

0 caso contrario
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Figura 3.5 - Auto-espectros (a e b), espectros cruzados (c e
d) e coerencia (e) entre os movimentos de arfg

gem e caturro,.
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2 S,.(w) - em 0§ w <»
XY
(w) - (3.5.2) .

Y n caso contrario

Como foi dito anteriormente em 3.3 a fungao Sy (W)

ar, consequentemente (w) contém as mesmas infor

¢XX
Sxx(wJ.

A fungao Syy(w) por outro lado nao possui as  mes

mas propriedades de simetria . & uma funcao complexa.e suas

partes, real e imagindria, (equagdo (3.4.6)) satisfazem as

seguintes

relagoes (4):

4 {w) = (w) (w)

A
=Xy ¢XY ¢YX

4 CXY(w)

i{¢XY(w) - ¢Yx[w1}

A fungio CXY(W) & conhecida como co-espectro e a

fungao QXY(W) como espectro de quadratura. Pode-se pois no

tar que a

funcao densidade espectral cruzada SXY(W), necessi

ta de duas outras fungOes para ser descrita completamente.
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Fungoes densidades espectrals de ondas

Pode-se generalizar os estudos feitos para a fun
¢ao uni-dimensional X (t) do capitulo II, para abranger -~

fungoes bi ou tri-dimensionais.

Definindo-se a realizacao especifica tri-dimensio-

nal truncada XT[x,y.t] como

-

X[1][x.y.t) para -Ax/2<x<Ax/2 ,
-Ay/2<y<iy/2 ,
Bt = S ~T/2 <t< T/2  (4.0.1)
O caso contrario
\

0 par de transformadas de Fourier desta realizacgao

€ agora
. = -i(k_x+k y- wWt)
- 1 [~} o ] . X y
Gy lkx,ky,w) =1 _i _f -f X;{x,y,te G A
i A (4.0.2)
. .3 ) © i(kxx+k y-wt)
. y
Xplx,y.t)= £ i_ J7 B lkx.ky,ule dk dky dw
- - -0
Da mesma forma pode-se definir a fungao densidade =
espectral de media quadratica ! ' 1

- ] 3
Syy(kx,ky,w)=1im {,EE__ [GT[kx.ky,w]lz} (4.0.3)
AXdo Ny AyT
A V4w

ATa0
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Valendo ainda as mesmas relagoes entre esta.e a fun

¢ao de auto-correlagao

ZNL TR =R ilkxpxtkypy-wt)
5 JE Syy (kx,ky,wle dkxdkydw

-0 =00 =00

Rxx(anpyoT)=

oLt i : ~i{kxpx+kypy-wt)
Syy (kx,ky,w)= —r f = Rxx(px,py,r]e dpxdpydT

8n3-w -0 ~00

A média quadritica de x'' () pode ser ‘calculada

também a partir do conhecimento da fungdo densidade espectral

de média quadratica o da fungdo de auto-correlacio

]
S
8
S——
8
Sy

E [x[1)2tx y,t)] ® 5 (kx,ky,w)ldk_ dk_  dw
] ] XX » 2 x y

g1 . 0.4
Ryx(0,9,0) (4 )

Adotando-se a fung¢ao densidade espectral fisicamen-
te realizavel, isto é, restrigindo-se o intervalo de frequén-
cias de 0 a =, e substituindo-se a letra .X por g, para indi-
car que o processo aleatdrio refere-se a elevacao das ondas

vem

Bscc(kx,ky,w) para kx>0,ky>0, w>0

¢Cc(kkay'”]= 0. caso contrario

(4.0.5)

Rcc(px.py.r)= ém ém ém ¢cc(kx.ky,w)cos(kx0x+ky0y-wt)dkxdkydw
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(ko ky, wla—2 [27[7 R

¢

{ox,py,T)lcos(kxPx+kypy-wT)dpxdpydT
Isto € possivel porque a fungao densidade espectral é uma fun

¢ao real e par.

A energia total, por unidade de comprimento de cn
da, de uma unica onda senoidal € proporcional a media quadra-
tica de sua elevagao ,6,, isto &, energia = pga?/2.Quando se
superpoe varias dessas ondas pode-se obter um perfil gualquer

z(x,y,t) cuja média quadratica sera

n
E [t2(x,y.t)] = 1 as? (4.0.6)

As ‘equacoes (4.0.4) e (4.0.5) mostram que a média

quadratica de uma realizacao g(l)(x,y,t) € igual a integral da

funcao densidade espectral, ou seja,

(132

o

el (x,y,t3] = [7f°f7 6y (%, Kx,w)dkx dky dw
A .

00
(4.0.7)

R » 0,
rr (0,0,0)

Comparando-se (4.0.7) com (4.0.6) conclui-se que a
energia total, associada a uma dada configuracao da superficie
do mar, e proporcional ao resultado da integracao da fungao den
sidade espectral, em média quadratica. Dai a razac da

denomina

¢ao de espectro de energia para esta fungao.

A fungdo tri-dimensional de densidade espectral de

média quadratica, ¢,, (kx,ky,w), & de grande interesse prati

cL
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Co pois valores medios de graus mais elevados sao inwviaveis
de se obter. Mesmo ¢Cc(kx,ky,w) e extremamente dificil de ser

levantada, por isso, algumas simplificagOes serac necessarias.

4.1 Espectro de energia tri-dimensional simplificado

Se uma fotografia em relévo & batida da superficie
do ma? pode-se, pelo menos teoricamente, levantar O espec.
tro de energia das ondas, que aparecem na regiao fotrografada,
no momento do disparo da fotografia. Este espectro nao &, po
rém, a funcao ¢cg(kx.ky,r) mencionada, §orque os calculos S8

riam realizados num instante fixo.
Aqui faz-se a primeira simplificacdo ao admitir -se
o o . . ” - .
que o processo e ergodico, ou seja estatisticamente indepen -

dente do tempo.

A quantidade ch (px,py,T) em T = 0 € dada por

>

RCC {px,py,0) = fwfmfw @CC (kx,ky,wlcos(kxpx+kypyldkx .
g, @ &
. dky. dw (4.1.1)

Usando-se a notagao

g Sl el kx,ky,w) d (4.1.2)
¢z,‘c“‘" y) é by (KXo Ky, W) dw
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resultara

{px,py.,0) = f Pkr,kylcos{kxpx+kypy) dkx.dky
0

R
44
(4.1.3)

cuja transformada inversa €

¢ {kx,ky) =Z— fw [m R__(px,py,0)cos(kxpx+kypyldox . -dpy
g 2.5 9 (8

L
(4.1.4)
Esta fungao, ¢&c(kx,kyJ, € a que seria obtida da referida fo
tografia.
Usando-se (4.1.4) a média quadratica vale
e [g20x,y,t37 = [T [7 4! (kx,ky) dkx dky (4.1.5)
o 0 4

A equacao geral d2 uma onda senoidal que se deslo-

ca numa diregao u [&] com o eixo X (figura 4,1) € dada por:
Z(x,y,t)= a8 cos(k.cos H.x+tk.,sin U.y-wt+a) . (4.1.6)

A4 velocidade de fase desta onda & dada por

Gy A e WA o Gy

4.1.7
i K 27 A ¢ )

onde d é a profundidade da lamina <d'agua. Quando d/A+0 ou
kd + 0 (dguas rasas) a velocidade da onda € independente do

seu comprimento valenco
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Por outro lado quando se trata de aguas profundas

d/A+> ou kd+= a velocidade de propagacio sera

(4.1.8)

w - ~ 3 ~
€ k = -— , que e a chamada relagao de dispersac para ondas

. B
em aguas profundas

direcao de propagagao

da onda

Fig. 4.1 Ondas senoidais deslocando-se com um angulo u em re
lagao ao eixo horizontal fixo DX, ilustrando o sig-

nificado dos numeros kx e Kye

De acordo com a figura 4.1 tem-se

2

£

kx = k cos = cos py

o

2
ky = Kk sin y = — gin p

w0 ix
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Introduzindo~se esta mudanga de variaveis na inte

gral da equagao (4.1.5) resulta

E [g2tx,y,t3] = [™/2[ b2, (w.u) dwdy (4.1.9)
: -n/2 0

-

A funcao

H g L3 .
Cc(w,u) e conhecida como espectro dire

cional de frequencias. £ uma fungao real, positiva, esquemati

zada na figura 4.2.

Ec[onJ]J

f=nﬂ ‘€< :iﬁ:ﬁw

p=—xf2

FIG. 4.2 - Espectro de frequéncias direcional

Resumindo: a partir de um espectro geral ¢__(kx,ky,

cg

w) chegou-se a um espectro simplificado - ﬂpgctw,u] usando - se

a hipotese da ergodicidade e as relagoes fundamentais forneci

das pelas equagdes da onda.
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Outra simplificagdo € introduzida neste ponto. Admi

te-se que ¢ (w,u) é de variaveis separaveis.

" = 3 R - (4.1-10)
CZ;(w.u) ¢EC (w). M(u)

A média quadratica do processo aleatdrio descrito por (4.1.10)

vale : ‘
E[;ztx,y.t)jz ]"/zfm ¢§C(w).m(u) dw du
-n/2 0O
m/2 o (4.1.11)
= f M(u)dyp f ¢* (w)dw
~n/2 g ¢t

Exigindo=-se que ¢§C[w) represente a funcgao densidade espec -
tral uni-dimensional, que seria obtida por um observador si
tuado num Unico ponto da superficie do mar, pode-se ver, pela

equagao acima que M(u) deve ser definida de maneira que

w2

I/j M(u) du = 1 ' ' (4.1.12)
-

Assim ¢§E (w) d& a contribuigdo da frequéncia w a média qua

dratica, independentemente da direg¢3o associada a esta fre

quencia.

Muitos esforgos teoricos foram dispendidos nos ulti

mos anos para se formular matematicamente as fungdes M(u) e

¢§C(WJ. Alguns resultados sao apresentados a seguir

4,2 Espectro de energia uni-diprecional
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As referencias [8] e [3] apresentam, além de
ampla bibliografia, um sumario dos estudos que tem sido rea
lizados nos ultimos anos na formulagio do espectro uni-dire-
cional ¢§c (w). Seguindo a conclusao da 132 ITTC [9] )

espectro uni-direcional, que sera utilizado nos calculos com

putacionais sera o de Bretschneider, definido como

L) = B exp (-2 (700
w® w"

ST

onde A e B sao parametros do espectro cujas dimensdes s3o
o -4 bt - -~ .
respectivamente (LT '} e (T') e w é a frequencia angular -

em rad/seg.

Em unidades métricas os valores adotados pela

ITTC para A e B sao

A=ag? , B =2E - (4.2.2)
402
onde & = 0,0081/k"; o e k sao dois parametros que deter

minam a forma particular do espectro.

= 4 = - -
O n~esimo momento espectral e definido como

e e ¢cc*(w> e (4.2.3)

Tanto ¢ como x podem ser obtidos calculando-se certos momen

tos espectrais. A area sob a curva espectral, dada pelo mo

mento de ordem zero, define o:

o= M = [ *(w) dw : (4e2.4)
0
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o & conhecido na lingua inglesa como RMS (root mean square) e

serd aqui chamado de m@&dia quadratica do processo.

Aceita-se atualmente, em engenharia naval, que o va

lor obtido por observadores treinados, quando estimam wvisual
~ ' o -

mente a elevagao da superficie do mar, corresponde aproximada

mente a media do tergo das maiores alturas gue estao ocorren

do naquele momento. Jenominando-se esta media H, 5 Pode-
se determinar ¢ pela equagao
Hi/3 (4.2.5)

A razao do numero 4.0 no denominador sera exposta

« . . —~ ’

no capitulo seguinte, mas pode-se adiantar que esta equagao
e valida sob a hipotese 4de que o mar & um processo estaciona-

rio de banda estreita.

Existem referencias que vao alem do que aqui foi

apresentado, ao procurarem relacionar a media H com as cau

1/3
<0 « . )

sas que provocam a elevagao da superficie do mar. Dentre es

sas causas,a que mals interessa ao engenheiro naval e a velo-

ci@ade do vento. (Considere-se uma area aberta do oceano, ini
cialmente em repouso, submetida a acdo de um vento constante
e que sopra em uma s6 diregdo. A taxa na qual a energia g
transferida para o mar, gerando ondas, depende da velocidade
do vento, da area do mar em contato com o vento, e provavel
mente da amplitude das ondas ja geradas. A energia total
transferida depende ainda do intervalo cde tempo durante o

~ Lad )
qual sopra o vento sobre a superficie.
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FIG. 4.3 - Relagao entre a velocidade do vento e a altura de

onda significativa.
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0 crescimento das ondas é limitado pela dissipacao,
devida, por exemplo, ao quebrar das ondas., A condigao de equi
1ibrio e alcangada quando a energia dissipada iguala a trans
ferida. Neste ponto o mar € dito completamente desenvolvido e
e neste estado que se pretende a validade das relacoes defini
doras do espectro de energia. A referencia 110} apresenta um
grafico (figura 4.3) que relaciond a velocidade do vento com

a altura de onda significativa H Baseando-se neste

1/3 °

grafico a equagdo  (4.2.5) que define o poderia ser reescri-

ta da seguinte maneira:

o = M/3 £ (4.2.6)

4.0 4.0

onde v € a velocidade do vento e f(v) e dada implicitamen

te pelo grafico da figura 4.3,

Evidentemente o fenomeno de formagdo de ondas e mui
to mais complexo do que a aparente simplicidade aqui exposta
pressupde. A especulacio fenomenologica pertenceAtodavia ao
oceanografo ([11] a [15]) interessando ao engenheiro naval a
formulagcdo espectral mais adequada do ponto de vista teorico
e pratico. £ o que se pretende conseguir ao se adotar o espec

tro da ITTC.

0 outro parametro ainda nao definido, k, pode ser

obtido atraves das seguintes equagdes equivalentes:

i / M_
k = L B onde T_, = 27 L , Ge-20)

26,85 o M
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T

k = 2. /.E onde T s 22 . (4.2.8)
31,82 o M
[a]
T e T Mg (4.2.9)
Kk = onde 1 = 271 —
24,17 o . m1'
T2 Mo
k = /& e T, =2r/ = (4.2.10)
22,25 1o} ' M,

o= . . . -
Recentes experiencias indicam que o periodo T_, po

1 =
de, em media, ser admitido como o periodo obtido por observa
dores treinados . Alternativamente os periodos médios pode

riam ser obtidos através de medicdes e analises estatisticas

da superficie do mar.

Deve-se observar que guando k=1 o espectro resul’
tante coincide com o clissico de Pierson e Moskowitz para -
mar completamente desenvolvido. Neste caso a familia de es
pectros obtidas depende de um sO parametro, a altura de onda

. . . - 3 . . -~ . *
significativa H1/3 » €liminando-se a influencia do periodo.

4,3 Espectro direcional de energia

Como foi deduzido em 4.1, além do espectro uni-di-

recional ¢%¥_(w) (chamado de S(w) pela ITTC), torna-se ne

34
cessario definir-se a fungao M(u), chamada de fungéo de dis

persao, a fim de se obter o espectro direcional de energia.

A ) = % .M ‘ 4.3.1
¢CC {w,n) ¢CC[W) (u) _ ( )
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Pode-se dizer que nenhum trabalho foi atée hoje con
clusivo a este respeito. Seguir-se-a a recomendacao da ITTC

adotando-se, nos calculos computacionais, a funcao

Mlu) = —2- cos?u (4.3.2)
i
Quando desenvolvimentos futuros lancarem mais 1luz
sobre a adogao da fungdo de dispersdo poder-se-a modificar
facilmente o programa' para a nova funcgdo porventura surgida.
Introduzindo-se a equagao (4.3.2) e (4.2.1) na ‘g

quagao (4.3.1) obtém-se:

¢;§(N,U) =2 cos?y & exp (--E}) (4.3.3)
M w® o



CAPITULO v

Respostas de Sistemas Lineares a Excitactes Aleatorias

- Ao submeter-se um sistema a uma excitacao aleatoria
a resposta obtida, em geral tambem sera aleaéSria. Neste capi
tulo procurar-se-a desenvolver a relagao existente entre a fun
cao densidade espectral da entrada e a funcao densidade espec
tral da saida. Esta relacgao € muito util quando se conhece a
Afungio densidade espectral da entrada (por exemplo a elevagEo
da superficie do mar) e se procura det;rminar a funcgao densida
de espectral da saida (por exemplo os movimentos do navio como
um corpo rigido).

As hipoteses mais importantes, adotadas neste capitu

lo, sao:
~ a excitacao & um processo aleatdorio ergddico e gaus
siano.
- 0 sistema que responderid a esta excitacao & um sis
tema linear.
As consequéncias relevantes da adogao dessas hip6t3
ses sao:

- se a excitacao & um processo aleatdrio gaussiano
e o sistema & linear entao a resposta também sera um processo
gaussiano, |

- se, tanto a excitagao como a resposta, s5ao proces
so aleatorios gaussianos, entao ambas podem ser completamente

descritas por suas médias e medias quadradicas.



5.1, Sistema linear e principio da Superposigao

Um sistema é linear se, e somente se, a seguinte con

digao for verificada:

Llou(t) + Bv(t)] = o [(u(t)] + B[v(e)] (5.1.1)
onde

(i) L & um operador, dito linear,

(ii) u(t) e v(t) sao as varidveis de entrada

(iii) oePB sao constantes arbitrarias

Quando um impulso unitario S(t—to) € aplicado a um
sistema linear no instante t = t_ o sistema ira responder com

o]

uma funcao h(t) de maneira que h(t) 0 se t<t (figura 6.1).

J(e-to)

4 I'\({‘«.{’d

sistema
linear

S T EC1 t
e NS

Fig. 5.1 - Ilustracao da saida h(t,to) de um siste-
ma linear guando solicitado por um impul-

SO é(t—tol



Expressando-se uma solicitagao qualquer Q(t) como

uma soma de fungoes impulsos obtem-se:

(5.1.2)
) (t) = {m QCe,) 8(t-t ) dt_
Aplicando-se, a ambos os lados de (5.1.2), o opera
dor linear L(.), resulta:
Lloeer] = o[ {mQ[tOJG(t-tO] dt_] ou

qlt) = {w Llectyete-t )] dt_

= ,[wQ(tJ LG Ot
= e b o T e N (5.1.3)

-

conclui-se que a resposta q(t), a solicitagdo arbitraria Q(t),
pode ser expressa como uma soma de fungoes h(t,to), que sao as

respostas aos impulsos unitarios G(t—to).

Um sistema linear & dito invariante em relagaoc ao -
tempo, quando duas solicitagoes impulsivas aplicadas com deter
minada defasagem temporal o, produzirem respostas iguais defa-
sadas da mesma quantidade o. Sob esta hipOtese tem-se

L [8Ct-t )] = hiet-t) (Gl )

Substituindo-se (5.1.4) em (5.1.3) resulta

(£) = [° QCt Jh(t-t ) dt = [° Qlt-r)h(t)dT
i [mm o 0 0 Iw e (5.1.5)



onde foi feito T = t - t-
Em relagao a esta equagao pode-se dizer que
( i ) uma condigao necessaria para o sistema ser fi
sicamente realizavel & que h(t) = 0 se 1<0. Isto significa que
a resposta do sistema nao ocorre num instante anterior a ocor
réencia da solicitacao (por isso, na figura 5.1, h (t, to) = 0
se t<t _.)
o
(ii ) uma condigao necessaria e suficiente para o
sistema linear ser estavel @ que tanto a entrada como a saida
sejam limitadas, ou seja
o
f hi{t) dt < =
- 00

Truncando-se convenientemente q(t) e §(t) a equacao

(5.1.5) formnece

a;(e) = [T 9p(t-1) h(r) 4t (5.1.6)

onde

glt) se ~T/2 < t < T/2

qT(tJ = (5.1.7).
o caso contrario

o mesmo valendo em relacao a QT(t). Calculando a -transformada

de Fourier da equacao (5.1.6) obtém-se:

® -iwt & - ~iwt
[ arttde dt = [m [{on(t—T)hu}d{]e dt

- 00

(5.1.8)



Denominando-se de ET(w) e ET(w) as transformadas de qT(t) e

QT(t) a equacgao (5.1.8) fica

. i i -iwt
~ ~ Grte) = [The) [[To (ke dt] dr
com a mudanga de variavel t-t = v na integral interna obtem-se
X -lwt e -iwv
a;lw) = [m hitle [[mmT(u)e_ duv] dt
-iug g " ~iwt
i qT(w] = [wh(w)e [QT(w)]dT = QT(w]{mh[T]e dtT
finalmente
Aplw) = Q (w). Hie) (5.1.9)
onde a fungao complexa
@ 'in
Hlw) = [ hit)e dt _ (5.1.10)

- 00

€ a transformada de Fourier de h(t), que é a resposta do siste

ma a um impulso unitario.

Pode~se agora determinar a relagdo entre a funcao de
densidade espectral da saida e a fungao de densidade espectral
da entrada. Para isso parte-se da definigao da funcao de densi

dade espectral dada no capitulo III. (equagdo 3.1.3).



'2

- 2
Syx(w) = 1lim {—;1 [ G, (w) } (5.1.11)

T >0
onde GT(w) e a transformada de Fourier da fungdo truncada
Xp(t).

Para a saida q(t) deste capitulo vem

- . 27 g — 2 :
sqq(w) lim {—?— qu[w) [© 3 (5.1.12)

T o

S itui - =y = -
ubstituindo-se qT(w) por QT(w),H(w) (equagao (5.1.9) vem

2w —
S = 1im {2Z 2 2
gq @) = lim { | 970w) | "} Hw)| (5.1.13)
T T
Por definigao, a expressao entre chaves &€ a  fungao

densidade espectral da entrada Q(t), portanto

_ B 2 . * '
Sqq(w) = SQQ(w)gH(w)! = Spg(wIH(W)H " (w) (5.1.14)

onde H*(w) € a fungao complexa conjugada de H ().

Assim chegou-se a importante conclusao de que a fun
cao densidade espectral da saida & igual a da entrada multipli
cada por ‘H(w)!z. Em engenharia naval H (W) 2 é conhecida como

RAO ("response amplitude operator'") do sistema. .
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Duas outras equacgoes, que fornecem as relagoes entre
a fungao densidade espectral da entrada e as fungoes densida
des espectrais das derivadas da saida, foram deduzidas no apEE

dice C. Estas equagoes s5ao

o

. o 2 2 2
S = =
qq(w] w SQQ(w] [H(w) ] W Sqq(m) (5.1.15)
S"'Té) =‘w4S (w) |H(w)|2 = (w) 5.1.16
o 90 = W Sqq w . (5.1.16)

onde q(t) e g(t) sao as duas primeiras derivadas de g(t) em re
lagao ao tempo.

No capitulo IV (equagoes (4.0.4), (4.0.5), (4.0.7),
.(4.1.5), (4.1.9), (4.1.11) mostrou-se que, integrando-se a fun
¢ao densidade espectral, obtem-se a média quadratica do proces

so, ou seja,

i ES)
m, = Efg(t)] = J B, (w) do , 4 (5.1.17)

— Utilizando-~se as equagoes (5.1.15), (5.1.16) e (5.1.17) deduz-

-se que

_— .2 = = 2
m, = E[x7(¢)] - fow ?,,(0) dw , (5.1.18)
D w4
m, = E[c ) w g (w) dw.
4 ] £ = | (5.1.19)



5.2. Extensao dos resultados para o caso de multiplas entradas

e multiplas saidas.

A equagao (5.1.14) pode ser estendida a um sistema
linear, invariavel no tempo, submetido a uma ou mais entradas

e respondendo com uma ou mais saidas (figura 5.2).

- Q, (8) il(t)
R SISTEMA B
Q. (t) LINEAR q,(t)

2 R ————
INVARIAVETL -
: ] N 0 TEMPO K
Q_(t) q, (t)
._._._._.Bi.....-.—g:- e - o

Fig. 5.2 - Ilustracao de um sistema linear com mGlti

plas entradas e saidas.

As referéncias (4) apresenta detalhadamente esta ex
tensao, o que nao sera feito neste trabalho.
A relagao entre a fungao densidade espectral da sal

da e a funcao densidade espectral da entrada, expressa pela )



quagao (5.1.14), ou seja,

2 2
Sqth} = SQQ(w]!H(w)I = SOQ(/»JH((A]H"((»J : (5.2.1)
tem uma correspondente, no caso de entradas e saidas malti
plas, dada por
Tl e &) T
[Squw]J = [H .w)J : [SQQ[w]] c [H[w]]

onde [:SQQ(w)_], [S.qq(w)] e [H(w)] s3o matrizes de dimensoes

‘mxm, nXpn e nxm respectivamente, ou seja

I —
S (e Tavi
QlQl(w] Slez w) SQlQm(w]
S (w) S (w) S {w)
Vo0 Bty G 08

g Ui | =

S {w? S fw) ... Sh fw)

- =|

(analogamente para [:Sqq(u)] cuja dimensdao € nxn )



[ T i (R P )
;9 Q,0, 9,9,
H (w) . H (
qul(w) “HQZQZ w q2Qm w)
[Hlw)] =
H (w) H (w) 5o I (w)
= nQI nQZ qan 3

Na equagao (5.2.1) m representa o numero de entradas
e n o numero de saidas do sistema linear (figura 5.2).
Substituindo-se as fungoes !SQQ(N)I e lSqq(w){ pelas

fungoes fisicamente realizaveis, IEQQ(w)I e ]ﬂqq(m)l, ter-se-a

[mqq(wlj = [H=(w)] [%Q:wlj : [HrwJ]T (5.2.2)

Exemplificando as afirmacoes acima, com um sistema -
de entrada Unica e saida tripla, esquematizado na figura 5.3,

vem

p——— B(¢)

Fig. 5.3 - Exemplo de um sistema de entrada simples

e saida tripla



[0 (W) 8, W) g (w)]
[mqthaj =0, ) v le) 2 ()
fox("” 2,0 ”ee(“’_]_
Fen =
xc[m]
(Htwl)] = Hzctw)
_-Hegtw) _J
[y ui] - [Bz;c[“”j

Aplicando-se a formula (5.2.2)

[ogtel] = B*twl] .« Bpotel] - (]

e isolando-se os termos da diagonal principal vem



0 1 = 4 = 2
By (0] = HE (W) GC;(N]HXCFwJ = Ucc[mllecthl

= = ‘ 1 2

Bplw) = W (W) 8 (0IH, () = g, (0)|H, ()]

- oy 2

Boow) = H"écfm) B (@IHg (w) = DCCINJIHOC[M]

que Sao as formulas ja deduzidas na segao anterior para sailda

e entrada simples.

5.3. Calculo da funcao de resposta em frequéncia de um sistema

com um grau liberdade

Considere-se um sistema linear amortecido, com um
grau de liberdade, governado pela seguinte equacao diferencial
ordinaria

e . 2

Gq(t) + 2Ko g(t) + v "a(t) = Q(t) (5.3.1)

onde K € o fator de amortecimento e w, a frequencia natural do

sistema. Ao impor-se uma excitagzo harmOnica
iwt
Q(t) = Q (t)e (5.3.2)

a resposta permanente do sistema sera do tipo

DA (At iwt
gi{t) = a, © = H(w]Qoe (5.3.3)
1
onde H(w) = (5.3.4)
woz-w2+ 2ikw w

Para se mostrar que a funcgao H(w) acima & a mesma de

finida na segao 5.1., equagao (5.1.10), como



= :
-iwT

Hlw) = -i hiT) e dt PRI I
basta considerar a resposta q(t) na forma integral (equagao
(5.“-1.5))

=] .
qftt) = [ hiT)@lt-tldT
=2 : (5.3.6)

e introduzir (5.3.2) em (5.3.5) resultando

2]

qlt) ={ J h(tie T4} 9, pl¥t

- 00

(5.3.7)
ou seja,

> (5.3.8)
ql(t) = H{w)Q Al
Comparando-se (5.3.8), (5.3.4), (5.3.3) conclui-se

que H(w), para este sistema, pode ser calculada dividindo-se a

amplitude da resposta pela amplitude da solicitagao, ou seja
o 8iwt .
0 o)
Hlw) = . eiwt = " (5.3.9)
) o

5.4. Calculo da funcao de resposta em frequéncia de um sistema

com mais de um grau de liberdade

As equacgoes do movimento de um sistema linear amorte
cido com n graus de liberdade podem ser escritas na forma ma

tricial (42).



(m) {5 ()} + (o) {g ()} + (K) {q(e)} = {Q(t)}

(5.4.1)
onde (m), (c) e (K) sao matrizes simétricas de dimensao nxn,
chamaqas de matriz de inércia, amortecimento e rigidez, respec
tivamente. O vetor {q(t)} de dimensao nxn contém as coordena
das generalizadas qi(t), enquanto que o vetor {Q(t)} contem as
forgas generalizadas associadas Qi(t) ER="TE, R NG inte
resse aqui focaliza-se nas respostas as excitagaes‘Qi(t) quan
do estas representam processos aleatorios ergdgicos.

A resposta geral de um sistema amortecido, com mais
de um grau de liberdade, a uma excitagao externa nao pode ser
obtida de imediato, nem mesmo quando a excitacao & determinis
tica. Isto ocorre porque a analise modal classica, de uma ma
neira geral, nao pode ser aplicada para desacoplar o sistema
de equagoes (5.4.1) (referencia (42) segao 11.6).

No caso particular, em que o amortecimento & peque
no, uma razoével aproximagao pode ser obtida, ignorando-se os
termos que acoplam as equagaes transformadas, e éplicando-se a

analise modal classica. Neste caso um conjunto de equagoes, a

nalogadas a equagao (5.3.4) pode ser obtido (referéncia (42)).

H(w)= 1 ’r='1’ 2,...'[1
4 2 2 :

w - w o+ 2iK w_ w

T rr

(5.4.2)

<

onde Hr(w) € a fungao de resposta em frequéncia associada com

¢ r-ésimo modo natural.
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capiTuLo VI
Caleulos estatisticos relacionados com Analise Espectral

No capitulo anterior wverificou-se que, a partir da
fungao densidade espectral da excitacao e da fungao de resposta
em frequéncia de um ;istemallinear, se pode chegar a fungao
densidade espectral da resposta.

Neste capitulo parte-se do conhecimento da funggo

densidade espectral para se calcular algumas médias estatisti

cas, de grande interesse pratico.

6.1. Numero esperado de cruzamento num determinado nivel

Considere~se um processo aleatdorio gaussiano z(t) e
um nivel arbitrario £, onde se deseja estudar o numero de
cruzamentos esperados num intervalo de tempo T=t,-t; (figura
6.1). Utilizando-se a funcao degrau de-Heaveside definida como

0 se t < O

H(t) 1 se t > 0
H(0) 2 iy (6.1.1)
pode-se construir um novo processo aleatdrio (t) dado por

0 se rz(t) <

Y

i (e PR () =R e ) -
se [(t) >

Y

o (6.1.2)

mostrado na figura 6.1 (b)
Admite-se que C(t) e Y(t) sao processos ergddicos po
dendo, serem representados por qualquer uma de suas rea

lizacoes especificas. Doravante os processos aleatorios ergodi
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cos C(t) e Y(t) passarao a ser representados por suas realiza

¢ 1
gaes especificas denominadas, respectivamente, por C( )(t) e
Y(l)(t).
)
A e /A//\“\
Co. : . =t . : 5 . . .
0 ot £
_{- = = fotes .
£4 S \—/ Lz

j .

(a)

SR S =R Y btnda e e

<)

Fig. 6.1 Realizagoes de um processo aleatdrio: (a) elevagao
da onda, (b)) o processo derivado mostrando interva

los nos quais §[1]

(t) » CO e (c) o processo deri
vadao mostrando a ocorréncia de cruzamehtos para ci

ma e para baixo no nivel Cge
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Derivando-se a realizacgao especifica Y(l)(t)obtenrse:

A TR R Pt A S l

(6.1.3)
que & mostrada na figura 6.1(¢)

i Na equacao acima 8§(t) &€ a fungao de Dirac. Como  se
sabe da teoria das distribuigoes esta fungao & a derivada da
fungao de Heaveside, ou seja

SIS o G0
dt
Devido a presenga da fungao de Dirac a ‘equacao

(6.1.3) anular-se-3 em todos os pontos' exceto onde C(l)(t) =§d
Nestes pontos existe um impulso, cuja integral sera negativa
ou positiva dependendo do sinal de C(l)(t) na equacgao (6.1.3)
(figura 6.1.c).

Partin@o-se do seguinte funcional definido por

‘Middleton (17):

‘(1)

n(g_,t)= |z (e 6 M ez ) = Iy P e (6.1.4)
pode-se calcular o numero total de cruzamentos no intervalo
(tl’ tz). Para isso basta integrar-se (6.1.4) ﬁo intervalo
(tl’ t2), ou seja,

_ t (1) (1) _ '
2 SRS { 2l el SRer NNl D e
1

A equacao (6.1.5) define um processo aleatdrio, que
fornece o numero total de cruzamentos de'g(l)(t) no intervalo
(tl, tz). Calculando~se a média (ou numero esperado) deste

processo aleatdorio vem
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n

t L]
2
[ 2 e[lztey]eloter-z Y] dt

E[N(Co'tl'tz]j .
1

]

t -
2 L . y .
{ [w [m{lC(t]IG{C(t)—CD}fCC(C,C)dcdcdt

1

Ceo-t,) = Jelf 2 (8,0 ) dg
e o (6.1.6)

A funcao densidade de probabilidade conjunta fCé po

de ser determinada a partir da equagao (2.1.8), segao 2.1.5.

£_°(0,2) = '
§C[c z)

-1 r? Zptt ;2

. exp[ { - + — ) ] (6.1.7)

2(1-p%7 Mo /momy Z

onde i
Elp(t) z(t)]
p='/ . .

MoM2 (6.1.8)
m, = E (22 (e)), (6.1.9)
m, =E (£2¢e)). (6.1.10)

Admitindo-se que o processo seja ergodico e de média

nula ter-se-3a

. 1/2 '
- 3 (1) ’
eletirzee] = 1am st e g R
Tre  "1/2 (6.1.11)
Comparando-se (6.1.11) com (6.1.8) conclui - se que

p =0, simplificando a equagao (6.1.7), que torna-se
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2 "7
0 ' 1 1.¢ 4
£_'(L,L) = — exp '7(-“*“‘*]]
1 m m
132 2mm _m, o 2 (6.1.12)

. Introduzindo-se a equacgao (6.1.12) na equagao (6.1.6)

e considerando-se somente cruzamentos para cima, por unidade

de tempo ter-se-a:

efn tz . ty0t50]

5y
S|t 0= e =
2 1
=X gls Lz, 2)de
28 & o’
Iél 2 2 .
= fm — exp[ - % R ——)J dg
o mo Mo
4wvym_m
o 2
4 N 2
N S/ 2 : ( z‘:o )
T 27 ke SR (6.1.13)
0 o

6.2. Numero total esperado de maximos ou picos, por unidade de

tempo

Um pico, ou um mdximo, ocorre, numa realizacao tipi
(L) . .
ca g (t) de um processo gaussiano g(t) se, simultaneamente,
. ) . . 4 .(1)
ocorrerem os dois fatos seguintes: a realizagao [ (t) do pro
N - 2 ~ (1)
cesso aleatorio g(t) e nula e a realizagao [ (t) do processo
aleatorio z(t) & negativa.
Procedendo-se de maneira analoga ao paragrafo ante
rior, embora com complicagdes adicionais, pode-se obter o niime
ro esperado de picos, maiores ou iguais a @o; por unidade de

tempo, de um processo gaussiano de média nula ((18) ou (16)).
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S (C.:qu;) dzg (6.2.1)

eln g, 0= - [T ax [° oo

Lo =

onde f e a fungio densidade de probabilidade conjunta pa

e

ra as tres variaveis £,f, L . Quando £ = 0 esta fungao, de acor

. e

do com o capitulo II, equagao (2.1.6), vale

LN 2 1
S8 SACELBRE ) = .
tt ¢ 2
(2w)3/2|Al1/
- St “y
. expl- —1——{m2m45 ¢2mzc 4 +m0m2 T ]] (6.2.2)
2|a| ‘
onde

m = E(z%(t)), (6.2.3)
*2

m, = E(z7(t)), (6.2.4)
'.2 :

m, = E(gT ()T, (6.2.5)

A = (m m, =- ﬁz)m (6.2.6)
o 4 27727 i

tendo sido empregada ainda a condigao

E(z(t) gte)] = E[z(t) ¢ ()]

n
Q

Substituindo-se (6.2.2) em (6.2.1) levando-se a se

guir Co a~+®o, obtém-se o numero total de picos, por unidade

de tempo. Isto feito tem-—se

1 m4
E[N (-=, 0] = —/ —
L L 2 M2

(6.2.7)
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6.3. Fungao densidade de probabilidade relacionada com a ocor

rencia de picos

Na segao anterior, equagéo (6.2.7), calculou-se o ni
mero maximo esperado de picos, por unidade de tempo, indepen
de;te das amplitudes a eles associadas, isto &, calculou-se o
numero total médio de picos, que ocorrem por unidade de tempo.

Se, em vez do niimero total medio de picos, por unida
de de tempo, calcular-se o nimero médio de picos cujas amplitu

des situam-se entre x e x + 8x3a equacao (6.2.1) continua vali

da se se alterar os limites de integragao, ou seja,

Ot;-p o o DI. ] dll
d dZ; [wb.cgc (C: :C g

E[N(x,00] = - [*F%%

O.. L 2 ) =
= - &x | Tf . th,oﬁJdc (6.3.1)

-

Dividindo-se a equagao (6.3.1) pela equagzo (6.2.1).
obtem-se

Nimero medio de picos por unidade de

tempo, no intervalo (x,x+0x)

Numero médio de picos, por unidade de

tempo independente de suas amplitudes

E N(x,OJ] /m 0.. 3 -
= ._[:...__.._——-— = -~ 27 2 8% f cf ."[X;O,l;] dtg
E[NC-=,0]] M4 ~w  BEE
(6.3.2)
= F (x) 6x



onde

i
f (x) = - 2¢ = e s
M4

[ ‘0’.. e
5 AT X ) dg

(6.3.3)
Substituindo-se fgééﬁ de acordo com a equacao (6.2.2),

a equacao (6.3.3), apds a integragao, fica:

: g,
£, (x) = exp| —— +
X Y2mTm - 2
u} 2m €
)
(1-52)1/2 —x2
B ——— X, XD J 0 g
mo 2m (6.3.4)
0
2
X 1-8
. [0.5 # erf{ — ¢ ey
€ U
onde
m2
E2 = 1 - 2
m_m,
(6.3.5)
1 =
7
erfi(x) = er dz
Y2
g (6.3.5a)

Comparando-se as equagoes (6.2.3), (6.2.4) e (6.2.5)

com as equagoes (5.1.17), (5.1.18) e (5.1.19) do capitulo ante

rior, conclui-se que os parametros da equagao (6.3.4) podem

ser obtidos se se conhece a fungao densidade espectral ¢§C(w>
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do processo aleatdrio L (t), do qual se esta calculando a fun

¢ao densidade de probabilidade fx(x) (figura 6.2).

bSee)

e AX Ao / \/\\\’j

Fig. 6.2 - Ocorréncia de picos no intervalo (x,x+5%)

A funcao densidade de probabilidade fX(X) pode ser

melhor compreendida definindo-se o evento X(t) como:

X(t) = {ocorréncia de um picol}l e

fX(x). Sx = Plx < X < x+8x) (figura 6.3)

f (x)Ysx=probabilidade de
. 8 ocorrer um pico
//qh no intervalo
(x,x+8x)

X

Fig. 6.3 - Ilustragao do significado da fungao densidade

probabilidade do processo aleatorio X(t) que descre

ve a distribuigao de picos do processo aleatorio

z(t).
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Como se verifica, pelas equagoes (6.3.4) e (6.3.5) o
parametro €, relacionado com os momentos de ordem zero, dois e
quatro da funcao densidade espectral do processo aleatorio
z(t), desempenha papel relevante na formulagao de fX(X)' Conhe
cido como largura de banda do espectro, pode-se provar que £
esta compreendido entre zero e um, para o que basta conside

rar-se a fungao

2
Bly) = fm[y +w2)2 ECC[w)dw =y m0+2ym2+m4
0

~

onde ¢§C(w) € a funcgao densidade espectral e my, M, e m, sao
seus momentos de ordem zero, dois e quatro respectivamente, e
portanto constituem=~se em grandezas positivas. Como o integrag
do nao pode ser negativo, a funcao B(y) sera sempre positiva ou
nula. Logo, a equagao B(y) = O nunca tera duas razoes reais
g : - . 2 : e
distintas, o que :implica que o determinante m- = m m, sera sem

pre negativo ou nulo. Portanto

0 < 2 <
< m, < mom,
2
ma
0< <1 ,
mom,
0> 2 > - 1 5 )
mom,
m2
151 -—% >0,
m m
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fu
1v

m
tv

logo 0.

0 caso limite de € - 0 esta ilustrado na figura 6.4.

Fig. 6.4 - A historia temporal de um processo de banda estrei

ta (¢ = 0).

Neste caso o numero esperado de picos, por unidade de tempo, e
- - % -
equivalente ao numero esperado de cruzamentos no nivel zero. A

funcao densidade de probabilidade definida na equagao (6.3.4)

fica:
2
>2 - X
'inx] # ——— 8xp ([ —— )
m 2m (6.3.6)

gque tem a forma de uma distribuigao de Rayleigh.
0 outro caso limite ocorre quando € + 1. Corresponde
a situacao na qual ondas de alta frequencia e pequenas amplitu

des sao superpostas a outra onda de baixa frequéncia (figura

o \\/\/ (’\/\/J | 1

Fig. 6.5 - Exemplo de um processo aleatorio onde € ~+ 1.
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Agora o nimero esperado de picos & muito maior do que o nimero
de cruzamentos no nivel zero. A funcao densidade de probabili

dade definida anteriormente torna-se

1 ;xz
fX[x] z ——  exp

y2wm 2m0

0

)

(6.3.7)

que & uma distribuicao normal de media zero.

Calculando-se a equacgao (6.3.4), por computador, em
funcao dos admensionais € e X/Ym_ e colocando-se os resultados

em grafico, obteve-se a figura 6.6

0,7 7

Fig. 6.6 - Fungao densidade de probabilidade de fx(x) parame

trizada em €
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0 momento de ordem zero de fx(x) definido como

F = [ £,(y)d
(x) i y (y2dy , T

esta calculado no apendice A, valendo

o=

) +

F(x) = 0.5 - erf

evm
o)
- Y ol
/1-¢ exp (—5m) {0.5 + erf ( b Ji-e2) } (6.3.9)
2m - edm_
o o
F(x) representa a probabilidade de ccorrencia de um pico com

altura maior ou igual a x.
A equacao (6.3.9), calculada por computador, em fun

¢gao de € e x//m_, resulta mo grafico da figura 6.7.

Fig. 6.7 - Probabilidade de que o maximo exceda um dado

valor.
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0 momento de primeira ordem de fx(x) definido como

Glx) = [Ty fyly) dy (6.3.10)
X

estd caldéulado no apéndice B. O resultado desta integragao po

-

de'ser desdobrado em 2 casos:

A1) [t] < tg
2! _.2,1/2 -4 2
Glt) . £ oxp e Limpion {t exp (—).
Vi e 2¢? 2 2

. [1+2 erf (at)] + Y2 [0.5-erflt) +

1/2

o)
- 2 erf (at) erf(t)]} + LLaerd) Y2m erflat ) +
2
o2
. lce ¢ (tyto) (6.3.11)
e 7
ii) lt] > to
2 e A2 n
Glt) . € exp (- g ]+[l i) {t exp (L
m vaw 2es 2 2
. [1+2 erflat)] + V2w [0.5 - erf(t) +
(1'82)1/2
- 2 erflat) erf(t)]} + — /27 erfla/|t])
2
(6.3.12)
2
onde Ry 1/2 e X
€ vm
o
t = 6.91550 (o maior argumento da fungao erf(x), im
computador

plicitamente implantada no
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B 6700, cujo resultado difere do valor

assintotico 0.5).

2.2
to -0 Z

glt,t_3 = f erf(zZ) exp ( ) dz
3 t 2

(esta funcao a calculada numericamente
‘ usando-se integracao através das f£or

mulas de quadratura gaussiana (19)}

6.4. Calculo das medias estatisticas das 1/n-&simas alturas.

Usando-se os resultados da segao anterior, pode - se
calcular o valor de x cuja probabilidade de ser excedidaé 1/n.

Denotando-se este valor por cl/n pode-se dizer que

1
2SN e e i TG e (6
: “1/n **C1/n
(6.4.1)
onde f£_,(x) e F(x) sao definidas pelas equa oes ~ (6.3.4) e
X ¢

(6.3.9). Como a incognita, na equacao anterior, & Ty deve-se

procurar o ponto onde a fungcao F(x) cruza com a reta r(x) = %
(figura 6.8). Dispondo-se tanto de F(x) como de sua derivada
fx(x) o método utilizado pelec programa computacional, para a

busca de Cl/n & o iterativo de Newton.
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4.0

_od
o o MT)'l’_-
{\\\
S - L T Y WIS v | :':‘
0 z
C;hw
Fig. 6.8 - Calculo do nimero 1 /n cuja probabilidade de ser ex
cedida e 1/n.
Para a convergencia rapida do método a estimativa inicial de
L1/ & obtida fazendo-se € = 0. Neste caso ter-se-a.
2
=7
F(x) = exp[ 4|5
: 2m : : (6.4.2)
5 .
Substituindo-se x por Cl/n vem
1/n 1
exp[ —_— J:.—
2m n
9 (6.4.3)
do que resulta C2 5 . .
l/n i mo Dgén.
A partir deste valor inicial, com tr@s ou quatro ‘iteragoes,

4

chega-se ao ;. final com precisao de 10 .

Tendo sido calculado, gl/n pode-se definir a media
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das 1/n-&simas maiores ocorrencias como sendo o centro de gra

vidade da area hachurada da figura 6.9, ou seja,

fmx fx(xldx

g
- ) 1/n 3 G(CUHL
4 = = — = n G(g )
1/n <) 1/n 1/n
[o f,(x)dx ‘ (6.4.4)
Cl/n
onde G(x) esta definido pelas equagoes (6.3.10), (6.3.11) e
(6.3.12).
)
)((z) @
X —
T
S | Z
Fig. 6.9 - Definigao da média das 1/n-&simas observagoes
Sabendo-se que a probabilidade de ocorrer um pico de
altura superior a Cl/n € igual a 1/n (equagao (6.4.1)), con

clui—~se que Cl/n representa uma média estatistica de todos os
picos cujas alturas excedem Cl/n'

Calculando-se diversos valores de E}/n em funcao da
largura de banda do espectro €, e de 1/n obteve—sé a tabela,

da figura 6.10, onde T esta representado na forma adimensio
1/n -
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nal El/n//ag.

1/n

0,33 |4,004 13,999(3,983|3,955/3,913|3,851 3,765(3,640 3,456] 3,155{2,182

0,10 |[5,081 F,087|5,075|5,053/5,021(4,975 4,909|4,814 4,669 4,418|3,510

0:01 (6,673 (5,870 8,68158,8448,820 B,5&E8,537B,48d8,354 6,161| 5,330

Tab. 6.1 - Tabela mostrando a variagao de Clln//mO em fungao

de €.

Quando se trata do comportamento do navio no mar, e
comum em engenheiro naval, simplificar ; calculo de El/n ado
tando, para isso, a hipotese de que o processo aleatdrio & de
banda estreita, ou seja € = 0 (referéncias (10), (20}, (21) e
(221).

Sob esta hipdtese a equagao (6.3.4) reduz-se a equa
cao (6.3.6), resultando numa grande simplificacao dos calculos
que geram a funcgao F(x) (equagao (6.3.9) e G(x) (equagoes
(6.3.11) e (6.3.12)).

Com a adogao da hipotese de € = 0 elimina-se a varia
c3o da tabela 6.1 em relagao a E, ou seja considera-se somen
te a coluné um da tabela, desprezando-se as outras. O erro que
esta simplificacao introduz esta na tabela 6.2, onde se calcu
lou o desvio percentual de cada elemento da tabela 6.1 em re

lagao ao elemento correspondente da coluna um desta mesma tabe

la.
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\\\\QL 0{0.1|0.20.3{0.4/0.5]0.6{0.7]0.8}0.9] 1.0
1/n

0,33 0,0/0,110,5(1,21{2,3}13,8|6,0]9,1(13,7|21,2]45,5

0,10 g,0/0,1}0,3|0,71,42,3}3,6{65,4; 8,3{13,2|31,1

0,01 6,000,0)0,2/0,44{0,8]1,3}2,0{3,1| 4,7] 7,7]20,1

Tab. 6.2 - Tabela mostrando o erro percentual de Zl/n quando

se adota a hipotese de € = 0.

Observando-se a tabela 6.2 verifica~se que, para pro
cessos de € < 0,5, esta hipotese introduz erros menores do que
5%. Como a maioria das referencias que tratam do comportamento
do navio no mar ((10), (20), (21) e (22)) afirmam que as res
postas sao de banda estreita o erro introduzido, ao adotar-se
€ =0, &€ muito pegueno.

No programa aqui desenvolvido nao & adotada tal hipd
tese pois as equagoes desenvolvidas para F(x) & G(x) introdu
zem um acréscimo.no tempo computacional, que nao alteram o cus
to global do processamento em sequer 17.

Quando n = 3, o valor correspondente de 51/3: e deno
minado de altura de onda significativa e escrito usualmente co

mo h ou H

1/3 1/3°

No capitule IV, equagao (4.2.6), adotou-se a seguin
te formulagao do parametro O, que entrava na formulagao do es

pectro da ITTC.



Por esta formula conclui-se que H

1/3/‘/m0 = 4.0. A ra

zao do numero 4.0 pode ser compreendida ao obhservar-se a tabe

la 6.1, correspondendo ao valor de 21/3//55 para €.= 0.
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CAPITULO VII

Comportamento ALeatirio Do Navio No Max

A teoria desenvolvida nos capitulos prescedentes a
plica ~se a processos aleatorios de uma maneira geral. Quando
se particulariza os resultados, visando aplicagoes no estudo
do comportamento do navio(no'mar, algumas modificacoes sao ne
cessarias.

Uma particularidade que existe, ao se enforcar )
comportamento do navio no mar, & que o navio nao & um corpo es
tacionario, pois se desloca no mar com velocidade média cons
tante. Como as respostas do navio, as sblicitagaes impostas pe
las ondas, interessam sob o ponto de vista de quem esta a box
do, deve~se considerar a influéncia da velocidade do navio nos
resultados obtido<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>