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ERRATA

Corregdes no ABSTRACT: 1° paragrafo- primeira linha:“...(CFD) has left...”; quarta linha:
“.to reduce the huge number...”; sexta linha: “..development costs...”. 2° paragrafo-
primeira linha: omitir a palavra still; quarta linha: substituir which por whose; quinta linha:
«“..still unknown...”.

Corregbes no CAPITULQ 2: pagina 6, 2° paragrafo: acrescentar a estabilidade da soluciio
como restricdo dos métodos numéricos; pagina 16, equagio (2.4): o primeiro termo € igual a

Lg—t—qbsc dQ; pagina 17, equagdes (2.10) e (2.11): o primeiro termo € igual a

L% ¢ sc dQpagina 24, quarta linha: “...conservagio de massa, energia ¢ quantidade de
movimento...”.
Correcdes no CAPITULO 3: pagina 31, equagdo (3.4): o primeiro termo do segundo

membro da equagdo € igual a —a—é—(p I g—d)); 3% paragrafo: ndo ha a necessidade de
% X

utilizar tais hipteses; pagina 32, 2° paragrafo, terceira linha: “..igual a v...’

igual a k/pCp...”; pagina 33, tabela 3: substituir u por v, k/Cp por K/pCp.

s

e “...torna-se

Corregdes no CAPITULO 4: pagina 70, 5° paragrafo, segunda linha: «...valor de flutuagio
sdo nulos...”; pagina 72, equagdo (4.31): o segundo termo do primeiro membro é igual a
0 (u. u.

—51—-12; pégina 78, 2° paragrafo: o correto ¢ BOUSSINESQ.
X

J

Corregdes no CAPITULO 5: pagina 98, 4° paragrafo, quarta linha: “...onde 4gua (nas fases
liquida e vapor) e ar...”; pagina 99, tabela 7, linha de KE: “...a primeira fase é o default”;
pagina 121: omitir o termo “na equacéo (5.18)”; pagina 132, tabela 10: o tipo de relaxagfo
aplicada as variaveis do problema (forte ou fraca) refere-se ao processo de sobrerelaxacéio
(em inglés overrelaxation) ou subrelaxaciio (em inglés underrelaxation), respectivamente.
O processo de overrelaxation é usado em conjunto com o método de Gauss-Seidel,
resultando o processo conhecido como SOR (Successive Over-Relaxation); pagina 142: a
unidade do campo de pressdes € Pa (Pascal); pagina 146, tabela 15: Numero de Reynolds =
Vic/v; pagina 179, 1° paragrafo, sexta linha: “...nfo se observou...”.
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RESUMO

Nos ultimos 30 anos, a Mecanica dos Fluidos Computacional ou CFD
(Computacional Fluid Dynamics) deixou de ser uma ciéncia de aplicagdo
meramente académica para se tornar uma importante ferramenta no projeto e
analise de equipamentos ou corpos na presenga de fluidos. O CFD pode ser usado
para reduzir o niimero de experiéncias as quais sfo necessarias para otimizar um
projeto ou mostrar determinadas caracteristicas do escoamento em estudo. Tal

analise torna-se bastante interessante pois custos de desenvolvimento de projeto
podem ser reduzidos.

Esta dissertagdo tem por objetivo mostrar e discutir a resolugdo de alguns
escoamentos bidimensionais viscosos turbulentos e incompressiveis em regime
permanente, através da utilizagdo da Mecanica dos Fluidos Computacional. Os
resultados foram obtidos via programa PHOENICS, programa que emprega o
Método dos Volumes Finitos para a discretizagdo das equagdes de conservagéo,
utilizando as equagdes completas de Navier-Stokes em todo o dominio de interesse
e o processo de Time Averaging Method para a modelagem matemética do

escoamento turbulento. Optou-se pela utilizagdo do modelo de turbuléncia K-¢ para
os casos analisados.

Este trabalho procura fornecer ainda uma revisio dos conceitos e formulagdes
basicas ligadas 3 Mecanica dos Fluidos Computacional ou CFD (Computacional
Fluid Dynamics), além dos estudos de validagdo através do programa PHOENICS
para alguns escoamentos bidimensionais, cujos resultados estdo disponiveis na

literatura, ¢ para estudos paramétricos de casos de interesse com solugdo ndo
conhecida.




ABSTRACT

In the last 30 years, the Computacional Fluid Dynamics (CFD) has heft its original
role of being a merely academic science to become an important tool for design and
analysis of equipment or bodies in the presence of fluids. The CFD can either be
used to reduce the hughe number of experiments which are necessary to optimize a
design or to show particularities of some fluid flow. Such analysis are very
interesting nowadays because the development coasts for a new design might be
strongly reduced.

This dissertation aims to show and discuss the solution of some bidimensional
viscous turbulent flow in steady state, by utilization of Computacional Fluid
Dynamics. The results were obtained via PHOENICS, a CFD code which uses the
Finite Volume Method for the discretisation of conservation equations. The Navier-
Stokes complete equations and the Time Averaging Method were employed to
make the mathematical model of the turbulent viscous flow. The turbulence model
K-¢ was chosen for the considered cases.

This work still tries to give a review of concepts and formulations related to CFD.
It will be shown some validation studies using PHOENICS code comparing its
results to the well-know values available in the literature. Finally, the PHOENICS
software was also used to make parametrical studies for special problems which
solutions are still unknow.




1. INTRODUGAO

Esta dissertagio tem por objetivo mostrar e discutir a resolugdo de alguns
escoamentos bidimensionais viscosos turbulentos e incompressiveis em regime permanente,
através da utilizagio de Mecanica dos Fluidos Computacional. Os resultados foram obtidos
via programa PHOENICS, programa que emprega o Método dos Volumes Finitos para a
discretizagdo das equagdes de conservagdo, utilizando as equagdes completas de Navier-
Stokes em todo o dominio de interesse e o processo de Time Averaging Method para a
modelagem matemitica do escoamento turbulento. Optou-se pela utilizagdo do modelo de

turbuléncia K-€ para os casos analisados.

Este trabalho procura fornecer uma revisdo dos conceitos e formulagGes
basicas ligadas & Mecanica dos Fluidos Computacional ou CFD (Computacional Fluid
Dynamics), além dos estudos de validagdo através do programa PHOENICS para alguns
escoamentos bidimensionais, cujos resultados estdo disponiveis na literatura e estudos

paramétricos para casos de interesse com solu¢fio nfio conhecida.

Dessa forma o capitulo 2 apresenta os niveis de formulagfio existentes nas
simulagdes numéricas de uma maneira geral, mostrando a estrutura e o nivel de aproximagao
dos modelos computacionais aplicados a estudos de CFD. Sio apresentadas ainda as
formulagdes usualmente empregadas em hidrodinimica em fun¢do da contabilizacio dos

efeitos viscosos.

O capitulo 3 mostra os métodos de discretizagdio utilizados em Mecénica dos
Fluidos Computacional e a estrutura dos métodos numéricos em fungéio do tipo de modelo
matematico adotado. Também sdo apresentados os conceitos basicos da discretizagdo a

nivel elementar, além de mostrar os principios de formulagdo do Método das Diferencas




Finitas e Método dos Elementos Finitos. O Método dos Volumes Finitos é descrito com

maiores detalhes por ser 0 método de resolugio adotado no desenvolvimento deste trabalho.

O capitulo 4 traz consideragGes a respeito do fenémeno da turbuléncia, sua
natureza e caracteristicas. A andlise dimensional € aplicada a uma placa plana para
escoamento laminar e turbulento, mostrando as relagdes entre o coeficiente de arraste e o
numero de Reynolds. A modelagem matematica dos escoamentos turbulentos também € aqui
apresentada, além dos modelos de turbuléncia. Ja o capitulo 5 descreve alguns programas de
simulagdo de ‘escoamentos para cada método de discretizagdo apresentado. O programa
PHOENICS ¢ descrito em detalhes por ser a ferramenta utilizada para a resolugdo dos

casos apresentados neste trabalho.

O objetivo do capitulo 6 é apresentar e discutir a resolugdo dos seguintes

problemas:

e Escoamento bidimensional viscoso turbulento em um degrau (ressalto hidraulico):
Buscou-se determinar o campo de velocidades e distribui¢do de pressdes, comparando-se
resultados com o programa FLOTRAN (Método dos Elementos Finitos) e com informagdes

provenientes de analise experimental disponiveis em literatura;

¢ Escoamento bidimensional viscoso turbulento em um perfil NACA0012 com angulo
de ataque de 9.86 graus (escoamento subsdnico): Buscou-se determinar um campo de
pressdes ao redor deste folio imerso no ar que pudesse ser validado por informagdes obtidas
através de simulagdes numéricas realizadas pelo programa FLOTRAN e resultados

experimentais disponiveis em literatura;

¢ Andlise paramétrica do escoamento bidimensional viscoso turbulento em torno de
félios com flap (aileron): Buscou-se validar a distribui¢do de pressbes de folios com flap

imersos em agua, onde o dngulo de flap variou de 5 a 25 graus. Ao contrério dos folios com




flap usuais, a parte movel destes perfis (flap) é grande quando comparada a parte fixa,

valendo 44% da corda total (parte fixa + parte movel).

Os equipamentos utilizados para a resolugdo destes problemas foram um '
microcomputador 486 DX4 100 Mhz com 32 MB de memdria RAM e uma estagdo de
trabalho (workstation) SparcStation 10 da Sun Microsystems Incorporation, modelo Gx

plus com 256 MB de meméria RAM.

'Finalmente o capitulo 7 traz as discussdes gerais e conclus3es a respeito do
trabalho desenvolvido, mostrando a restrigdo computacional enfrentada ao utilizar para a
resolugéio desses problemas os equipamentos acima descritos. Esta restri¢do é comprovada
através de comparagGes de performance com equipamentos utilizados por outras empresas

que também utilizam Mecénica dos Fluidos Computacional.

Também € mostrada a forte discretizagdo da camada limite observada em
alguns exemplos de outros cddigos de CFD na analise de escoamentos externos. O problema
da dificil obtengfio da convergéncia para os casos estudados com o programa PHOENICS

também ¢ abordado.

Consideragdes finais sdo realizadas no capitulo 7 situando a qualidade dos
resultados obtidos no tocante a sua possivel utilizagdo em projetos e sdo dadas sugestdes

para a continuidade deste trabalho.




2. NiVEIS DE FORMULAGAO DAS SIMULAGOES NUMERICAS

O advento dos computadores de alta velocidade e de grande capacidade de
armazenamento tornou vidvel o uso de técnicas numéricas para a solugdo de complexos
problemas de engenharia. Em fungdo desta disponibilidade computacional, que cresce
exponencialmente, surgiu a necessidade de desenvolvimento de algoritmos para a solugdo
dos mais variados problemas com o uso de técnicas de alta versatilidade e relativa
simplicidade de aplicagdo. O sucesso da aplicagdo de tais métodos numéricos, contudo, nido
pode estar dissociado do termo aproximagfo, pois em ultima analise um modelo matematico

tentara representar um modelo fisico.

Fundamentalmente, existem quatro ferramentas que podem ser utilizadas na
solugdo de um determinado problema fisico: métodos analiticos, experimentacdo em
laboratério (incluindo andlise dimensional e semelhanca dindmica), métodos numéricos

(experimentag¢@o numérica) e métodos analogicos.

Os métodos analiticos tém a desvantagem de serem aplicados apenas a
problemas cujas hipoteses simplificadoras o desviam demasiadamente do fenémeno fisico
real, além de serem aplicados normalmente a geometrias e condi¢des de contorno simples.
Porém as solugdes analiticas nunca devem ser descartadas na totalidade e uma das suas
importantes aplicagBes é exatamente validar os casos limites dos métodos numéricos. Uma

de suas vantagens é a obtengdo da solugdio através de tempos computacionais pequenos.

A experimentagiio em laboratério tem a grande vantagem de tratar com a
configuragdo real, com a possibilidade de observar novos fendmenos. Entretanto existe um

altissimo custo envolvido tornando em alguns casos invidvel a realizagdo do experimento.




Um outro aspecto que envolve a experimentagéo em laboratério € o fato de
que muitas vezes esta nio pode ser realizada, por exemplo, devido a questdes de seguranga,
como no caso da analise da transferéncia de calor no nicleo de reatores nucleares. Ja em
determinadas situagdes existe a dificuldade de reproducdo das condi¢des reais, como no
caso do estudo de vibragdes induzidas por emissdo de vortices em oleodutos € risers. Um

outro exemplo desta dificuldade € a anlise de escoamento supersdnico a grandes altitudes.

A analise dimensional e semelhanga dinimica fazem parte da experimentaggo
em laboratério. Em relagdo a analise dimensional, os pardmetros adimensionais tém
contribuido de modo significativo para a compreenséo dos fendmenos que ocorrem em
determinado escoamento. Eles permitem que resultados experimentais restritos sejam
aplicaveis a situagGes envolvendo dimensdes fisicas distintas e, freqiientemente, diferentes
propriedades dos fluidos. A anélise dimensional, aliada & compreensdo da mecénica do tipo
de escoamento em estudo, torna possivel a generalizagio dos dados experimentais. As
conseqiiéncias de tal generalizagdo sdo multiplas, ja que é possivel descrever o fen6meno no
seu todo e ndo ficar restrito a discussdo de uma experiéncia especifica que foi realizada.
Dessa forma é possivel realizar poucas experiéncias (bem selecionadas) para descobrir as
facetas ocultas de um problema e, conseqiientemente, obter economia de tempo e custos

associados.

A semelhanca dinimica e os estudos de modelos permitem observar
determinado escoamento e obter certos dados numéricos como, por exemplo, rendimentos e
vazdes de bombas e turbinas, distribuigdes de velocidades, pressdes e determinados
esforgos. Porém, para o obtengdo de dados quantitativos precisos a partir de um estudo em
modelo é necessério que haja semelhan¢a dinimica entre modelo e protétipo. Isto implica:
1) perfeita semelhanga geométrica entre modelo e protdtipo e 2) A relagéo entre as pressdes

dindmicas em pontos correspondentes é uma constante. Este Gltimo requisito também pode




ser expresso como uma semelhanga cinematica, isto é, as linhas de corrente devem ser

geometricamente semelhantes. -

Para haver semelhanga dindmica completa, os niimeros de Mach, Reynolds e
Froude devem assumir os mesmos valores tanto no modelo como no protétipo. Geralmente,
a observéncia rigorosa destas condigdes é impossivel, exceto em uma escala 1:1. E o caso

por exemplo dos ensaios para a determinaggo da resisténcia ao avango de embarcagdes.

‘ Os métodos numéricos praticamente nio possuem restricdes (a nfio ser
aquelas relacionadas com a capacidade computacional disponivel), podendo resolver
problemas com condigdes de contorno complicadas envolvendo geometrias arbitrarias e
apresentando resultados de forma bastante rapida. Contudo vale ressaltar que uma
metodologia numérica nfio possui validade caso ndo seja criteriosamente testada, através de
comparagSes com resultados conhecidos ou através de experiéncias realizadas em

laboratorio.

No projeto de equipamentos como avides, por exemplo, o uso de técnicas
numéricas diminui sensivelmente o trabalho de laboratorio, mas nfio o substitui totalmente.
Um exemplo marcante foi o caso do projeto do BOEING 737-300, o qual apresentava uma
nova dimensdo do reator e uma nova posigio do mesmo em relagio a asa. Na versdo
anterior do BOEING, modelo 737-200, o reator era de menor dimensdo e colocado sob a
asa. Ja no modelo 737-300 o reator é posicionado avangado em relagiio a asa. Esta nova
configuragdo somente foi possivel de ser determinada pois intimeras simulagdes foram
realizadas consumindo apenas poucos dias. No tinel de vento as experiéncias consumiriam

meses e 0 custo associado seria elevado.

Nos ultimos trinta anos, a Mecénica dos Fluidos Computacional (ou CFD -

Computacional Fluid Dynamics) deixou de ser uma ciéncia de aplicagio meramente




académica para se tornar uma importante ferramenta no projeto e analise de equipamentos
na presenga de fluidos. O CFD pode ser usado para reduzir o niimero de experiéncias as
quais sdo necessdrias para otimizar um projeto ou mostrar determinadas caracteristicas do
escoamento em estudo. Tal andlise torna-se bastante interessante pois, conforme mostrado

anteriormente, custos de desenvolvimento de projeto podem ser reduzidos.

Em contrapartida deve-se dizer que o CFD nunca substituird a realizagio das
experiéncias de laboratério, ainda que o seu processo de andlise esteja assegurado pela
rapida evolugdo dos algoritmos e pelo aumento simultdneo do poder de processamento e

diminui¢éo dos custos computacionais.

A tendéncia que se observa, portanto, é a realizagdo de experiéncias em
laboratério cada vez mais sofisticadas com o intuito de usar os resultados na valida¢do de
métodos numéricos. O laboratdrio deixaria de realizar a tarefa repetitiva, que ficara a cargo
do computador. O que se busca, entgo, € a associa¢do adequada da simulagdo numérica com
a experiéncia em laboratério selecionada. A unifio dessas técnicas resultard em um projeto

melhor e mais barato.

Finalmente tém-se uma quarta ferramenta para a solugdo de determinado
problema fisico: os métodos analégicos. Como o proprio nome sugere, esta técnica busca
resolver determinado problema através da analogia com outros estudos cuja solugdo é
conhecida, ou ainda através de resolugdo de equagdes que por analogia podem ser
empregadas em problemas distintos. E o caso por exemplo do emprego das equagbes de
Maxell para a solugo de determinado problema fisico. A solugdo para o sistema de
equagdes formado pode servir para outros problemas cuja natureza das equagbes é parecida
ou andloga. Entretanto, as varidveis dependentes das equagdes devem ser adequadas ao

novo fendmeno que se pretende resolver.




De uma forma geral pode-se estabelecer que um modelo matemético que
representa 0 comportamento de um sistema fisico, particularmente no estudo de escoamento
de fluidos, somente pode ser definido depois de se considerar um certo nivel de aproximacio
requerido, tal que se possa obter uma acuracia minima no tratamento do conjunto de
equagdes, conjunto esse que contém as varidveis bdasicas necessdrias para descrever
completamente o sistema considerado. Porém, conforme dito anteriormente, a fisica do
problema esta ligada aos niveis de aproximagio existentes, onde pode-se destacar
inicialmente o nivel de aproximagio que define o tempo do estudo de determinado

fendmeno ou nivel de constincia.

A determinagdo do nivel de constincia implica na estima de vérias
constantes de tempo do escoamento em questdo e a escolha da menor delas sera levada em
conta na modelagem do sistema fluido. Um bom exemplo deste procedimento sio as
equagdes de Navier-Stokes para um escoamento viscoso turbulento. Neste caso um calculo
médio ¢ realizado sobre as flutuagdes da velocidade originadas pela turbuléncia, uma vez
que as constantes de tempo das demais variagdes do escoamento sdo menores. Dessa forma,
para que ndo haja equivoco na escolha da constante de tempo que rege o fendmeno, termos
extras surgirdo nas equagdes de Navier-Stokes, como é o caso das tensdes de Reynolds, as

quais sdo produtos das flutuagGes de velocidade no escoamento.

Outro nivel de aproximagio é o nivel espacial, nivel que define o nimero de
varidveis de espaco usadas no modelo. Neste estagio deve-se decidir se uma descri¢do uni,
bi ou tridimensional trara informagdo suficiente sobre o estudo de determinado escoamento.
Vale notar que caso o fendmeno seja tratado de forma tridimensional, qualquer descrigdo
que envolva menos varidveis pode ser obtida desconsiderando as variagbes em relagdo a
determinada coordenada espacial que deixou de existir. Entretanto, o modelo que passara a

descrever agora uma regido uni ou bidimensional ainda conterd termos que medem a




influéncia do movimento do fluido em um espago tridimensional. Estes termos, analogos as
tensGes de Reynolds, sdo geralmente desprezados devido ao fato de ndo influenciarem na

resolugdo do problema em questdo.

Enfim, um terceiro nivel de aproximag¢do € o nivel dinimico, o qual estd
relacionado com a influéncia das varias for¢as e suas componentes no comportamento do
sistema. Essa andlise das componentes de for¢as predominantes torna-se necesséria para a
simplificagdo do modelo matematico. Um exemplo disso é que, embora as forgas
gravitacionais estejam sempre presentes no estudo de determinado escoamento, em muitos

casos a influéncia dessas forcas é desprezivel.

O estudo detalhado da influéncia da viscosidade por PRANDTL, o qual
levou ao conceito da camada limite, mostra a importéncia da analise detalhada da influéncia
relativa dessas forgas. Assim, o conceito de camada limite levou a defini¢do de regides de

validade de fluidos inviscidos, onde as forgas viscosas podem ser desprezadas.

A figura 1, de acordo com HIRSCH ', mostra um diagrama de blocos
ilustrando a interacdo entre os diferentes niveis de aproximagfio, definindo o modelo
matematico do sistema fluido e a simulagdo numérica, esta consistindo de uma combinagdo
de varias discretizagGes: discretizagdo no espaco, responsavel pela definicdo da malha
computacional e a discretizagdo do conjunto de equacgdes, a qual conduzird ao modelo

numérico.

Estes modelos devem representar bem o fendomeno fisico, sendo necessario
estabelecer a que nivel de formulagéo os balangos de conservagdo serdo realizados. Citando
os extremos, os balangos de conservagdo podem ser feitos a nivel molecular, originando uma
equagdo para cada molécula. Podem ser feitos ainda sobre volumes de controle que em

determinadas dire¢Ges coincidirdo com o dominio da solugéo.
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Os niveis de formulagdo existentes, segundo MALISKA 2 sdo mostrados na

tabela 1, onde foram usadas as seguintes defini¢des:

e t: tempo médio sobre os quais os balangos de conservagdo sdo realizados;

e L : comprimento médio sobre os quais os balangos de conservagdo sdo realizados;
® t,, : tempo entre colisGes moleculares;

e Ly, : livre caminho médio;

e t;: escala de tempo para turbuléncia;

e L.: escala de comprimento para a turbuléncia.

A solu¢do de problemas dentro dos niveis 1 e 2 € computacionalmente
impraticavel, seja pela dificuldade de discretizagdo (nivel 1) ou pela dificuldade de se
resolver equagdes diferenciais em intervalos de tempo da ordem das flutuagdes turbulentas,
embora existam atualmente tentativas de abordar os problemas de Mecénica dos Fluidos

Computacional a esse nivel.

Os modelos de interesse em engenharia que resolvem os problemas de

transferéncia de calor e massa em fluidos encontram-se dentro dos niveis 3 e 4.




SIMULAGAO NUMERICA

MUNDO REAL
Fisica TECNICAS DE DISCRETIZACAO
. — MODELO RESOLUGAO DO
NIVEIS DE APROXIMAGAQ
v - MATEMATICO SISTEMA DE
EQUAGOES
APROXIMAGAO
DINAMICA
DISCRETIZAGAO DISCRETIZAGAO DAS
NO ESPAGO EQUAGOES
APROXIMAGAO (MALHA COMPUTACIONAL) DEFINICAO DO MODELO
ESPACIAL NUMERICO
APROXIMAGAO
TEMPORAL

Fig. 1. Modelos Computacionais segundo HIRSCH !
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Nivel em que os balangos de
Tipo de equagao resultante

Informagdes necessarias
conservagio sao realizados

Massa molecular, leis de
troca de quantidade de
movimento, campos de
forgas: elétrico, magnético,

etc., condigdes de contorno.

1. Nivel molecular
Equacio para cada molécula

(Vol. célula << Lu%)

Propriedades que refletem o
2. Balangos onde:
comportamento molecular ¥ .
Y & ndh Conjunto de equagdes
como densidade, viscosidade

tm<<t<<t
cinematica, etc., condigdes diferenciais parciais
Ln<<L<<L de contorno.
Além das propriedades do
3. Balangos onde: : ;
item anterior, devem ser
t>> fornecidas as tensdes de Conjunto de equacdes
Reynolds e relagoes de diferenciais parciais
L>L transferéncia de calor e
massa turbulenta, condigées
de contorno.
Além das informacgdes
4. Balancgos onde o volume e L ]
2 e e o exigidas nos itens anteriores, Equagdes diferenciais
e controle coincide com o a . ") R
deve-se fornecer condigdes parciais, ordindrias ou
de contorno nas dire¢des algébricas

dominio da solucdo em
onde o volume de controle

alguma(s) diregio
coincide com o dominio da

solugdo

Tabela 1. Niveis de formulac¢io dos modelos segundo MALISKA 2
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2.1. AS EQUAGOES BASICAS DA DINAMICA DOS FLUIDOS

As leis da dindmica dos fluidos podem ser estabelecidas e formuladas de
varias maneiras equivalentes. Elas podem, por exemplo, ser deduzidas a partir da observagéo
de que um sistema fisico estd completamente determinado através das equagdes de
conservagdo. Isto equivale dizer que durante o escoamento qualquer de um fluido um certo
numero de propriedades, tais como massa, quantidade de movimento e energia sdo
conservadas. Entretanto, algumas informac¢Ges adicionais s3o necessdrias além das leis

dindmicas, tais como a consideragdo de fluido incompressivel, gas perfeito, viscosidade do

fluido, etc.

O escoamento de um fluido é considerado conhecido quando, em qualquer
instante de tempo, o campo de velocidades e um nimero minimo de propriedades estaticas
sdo conhecidas em qualquer ponto. Estas propriedades estiticas que deverdo ser
determinadas sdo dependentes da natureza do fluido. Para o caso de um escoamento
incompressivel, a propriedade estdtica a ser determinada € a pressdo, enquanto que para um
escoamento compressivel ou um gas perfeito deverfio ser conhecidas a pressdo e a

densidade.

O conceito de conservacio, segundo HIRSCH !, estabelece que a variagéio
de uma propriedade conservada qualquer ¢ dentro de um dado volume de controle é
influenciada pelo efeito de algumas fontes internas e & quantidade da propriedade que cruza
as fronteiras do mesmo. Esta quantidade ¢ conhecida como fluxo, e a sua expressio resulta
das propriedades mecénicas e termodinamicas do fluido. Os fluxos e as fontes séo, em geral,

dependentes do movimento do fluido em determinado escoamento.
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Os fluxos associados sfo vetores para uma propriedade conservada escalar e
tensores para uma propriedade conservada vetorial, como a quantidade de movimento. Os
fluxos sdo gerados através de duas contribuigdes: uma parcela devida ao transporte
convectivo do fluido e a outra devida a0 movimento molecular, o qual estd sempre presente

mesmo quando o fluido esta em repouso.

O efeito do movimento molecular expressa a tendéncia do fluido em direcéo
ao equilibrio e a uniformidade. A contribuigdo do fluxo total sera proporcional ao gradiente

da propriedade considerada.

Nem sempre os fluxos difusivos estdo presentes; em uma andlise das
propriedades fisicas do fluido, por exemplo, sabe-se que em escoamento monofésico em
repouso nenhuma difusdo da densidade é possivel, uma vez que qualquer variagdo da
densidade implicaria em deslocamentos das particulas fluidas. Dessa forma, nfo haveria

contribuiggo de fluxos difusivos para equagdo da conservagido da massa.

2.1.1. FORMA GERAL DE UMA LEI DE CONSERVAGAO

2.1.1.1. Lei de conservagao na forma escalar

Sera considerada uma grandeza escalar qualquer por unidade de volume ¢sc,
atuando em um volume arbitrario €2, fixado no espago e limitado por uma superficie S,
conforme mostrado na figura 2. A intensidade local de ¢sc varia através do efeito dos
fluxos, os quais expressam as contribuicdes dos pontos vizinhos para o valor local em

consideragéo e a influéncia das fontes Q.
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O vetor fluxo F contém duas componentes: a contribui¢do convectiva Fce a

contribui¢do difusiva Fd.

Fig. 2. Forma geral de uma lei de conservacio para uma grandeza escalar

A forma geral de uma lei de conservagdo € expressa através da variagdo por

unidade de tempo da grandeza ¢sc dentro do volume Q:

ait-J'Q¢SCdQ 2.1

Esta variagdo deve ser igual 4 contribuicdo dos fluxos através da face S dada

a seguir, onde o elemento de superficie dS aponta para fora:

—ciF.d§ (2.2)
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Deve-se adicionar & integral acima descrita as contribui¢des das fontes da
grandeza ¢gc. Estas fontes podem ser divididas em fontes de superficie e fontes de volume,

respectivamente Qs e Qv. Portanto a contribuigdo total sera dada por:

LQV dQ + iés.d§ (2.3)

Portanto, a forma geral da equagdo de conservagéo fica:

%L‘p scd + {F.dS = [QvdQ + { Qs.dS (2.4)

Ou, aplicando o teorema de Gauss’, para fluxos e fontes de superficie
continuos:

La—gticdg T L&Fdﬂ = LQVdQ + L ﬁés do (2.5)

Esta ultima equagdo conduzirda & forma diferencial da equagdo de

conservagdo, uma vez que ela pode ser escrita para um volume arbitrario 2 da seguinte
forma:

564’;% + V.F=Qv+V. Qs (2.6)
Ou:
66"’ts° + V. (F - Os) = Qu 2.7)

Embora os termos fonte possam ser tratados da mesma forma que os fluxos,

a disting@o entre eles serd mantida devida a interpretagéo fisica que possuem.

A grandeza ¢sc transportada com velocidade V sera dada pela seguinte
equagéo, que representa o fluxo convectivo:

O teorema de Gauss ou da divergéncia diz que: JIF dS = HL V. FdQ
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Fc = V¢ sc (2.8)

Ja o fluxo difusivo ¢ definido pela contribui¢do do fluido em repouso, devido

a agitagdo molecular e térmica. Este fluxo pode ser expresso pela lei de Fick:

Fd = - yp \7%)—52 2.9

Nesta equagio y € uma constante de difusividade.

2.1.1.2. Lei de conservagao na forma vetorial

Agora a propriedade conservada é descrita por um vetor ¢ sc, o fluxo e o
termo fonte de superficie pelos tensores F ¢ Qs respectivamente. J& o termo fonte de

volume € representado por um vetor Qv, resultando a seguinte equacgdo de conservagdo:
a - = — — - et -
E?L"’ sc dQ + iF.dS = LQV do + ciQs.ds (2.10)

Aplicando novamente o teorema de Gauss, considerando os fluxos e as

fontes de superficie continuas, tém-se:
o ¢~ = LS =
-a—t[)¢ scdQ + { V.F.dQ = [Qvdo + { V.Qs.d0 (2.11)

E, para a forma equivalente diferencial:

(9¢str

o -Qs)= Qv (2.12)

rril|

V. (

Novamente, as fontes de superficie tém o mesmo efeito que os fluxos.

Expressando a componente convectiva do tensor fluxo, chega-se a:

Fe =V ®fsc (2.13)
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Na equagdo acima ® representa o produto tensorial dos vetores Ve ¢ sc. J4
a componente difusiva do fluxo assume a seguinte forma:

0 ¢ sci

Fds = - py o

(2.14)

Nesta equagdo i, j = 1, 2, 3 (notagdo tensorial).

* 2.1.2. AEQUACAO DA CONSERVAGAO DA MASSA

A lei da conservagdo da massa € de natureza cinematica, isto €, independe da
natureza do fluido ou das forgas que atuam sobre ele. Ela expressa a informagdo empirica de

que, em um sistema fluido, a massa nfo pode desaparecer nem ser criada.

A propriedade considerada agora nas equagdes de conservagdo € a densidade
p. Conforme foi mostrado anteriormente, nenhum fluxo de difusdo existe para o transporte
de massa, o que significa que a massa somente pode ser transportada através do movimento

de convecgio.

Nio serdo consideradas para o desenvolvimento dado a seguir mudanga de

fase ou introdugio de termos fonte originarios de reagdes quimicas. Dessa forma, tém-se:
indQ +{pV.dS =0 (2.15)
ot

E, para a forma diferencial:

-a—’f + V. (pV)=0 (2.16)
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Pode-se obter para a equagdo acima uma expressdo equivalente através da

utilizagdo da derivada convectiva ou material, ou seja:
v R s @2.17)
ot

Obtendo-se dessa maneira a seguinte forma para a lei da conservagio da

massa.:

dp+

s V.V=0 (2.18)

Uma observagdo importante é que, embora a equacdes (2.16) e (2.18) sejam
equivalentes do ponto de vista matematico, somente a equagdo (2.16) sera utilizada quando
uma discretizagdo numérica for realizada. Esta equagdo corresponde a forma geral da lei de

conservagdo ¢ diz-se estar escrita na forma divergente ou conservativa.

A importincia da forma dada em (2.16) para uma discretizagio numérica
reside no fato de que, ao contrario da equagiio (2.18), todos os fluxos que atravessam a
fronteira da malha computacional cancelar-se-d0. Dessa forma o método numérico
conservara constante a massa total. LAX (1954) demonstrou a importncia desta condigéio

para as simula¢des numéricas.

2.1.3. A LEI DE CONSERVAGAO DO MOMENTUM OU EQUAGAO DO
MOVIMENTO

O momentum ou quantidade de movimento é uma grandeza vetorial, portanto
sua lei de conservagiio terd a forma dada pelas equagdes (2.10) e (2.12). A fim de

determinar os termos que irfio fazer parte dessas novas equagdes, torna-se necessario




estabelecer a influéncia dos termos fonte na varia¢do da quantidade de movimento. Sabe-se,
por intermédio das leis newtonianas, que as fontes responsiveis por tais variagSes sdo
causadas pelas forgas que atuam em determinado sistema fisico. Pode-se dividir tais forgas

em forgas de volume externas fee forgas internas fi.

As forgas internas dependem da natureza do fluido considerado e podem ser
determinadas a partir de informagdes sobre as propriedades das deformagdes e tensGes

internas do fluido.

Assumindo a hipétese de que o fluido é newtoniano, as tensdes internas G

podem ser dadas por:

Qll
il
]
B
+
«|

(2.19)

onde:

p: pressao;

T :tensor unitario;

T :tensor das tensdes viscosas.

Obtém-se a equagdo da conservagdo de momentum através de :

o - e = sy =
—a—tLdeQ + ipV(V.dS) = Lp fedQ + iE.dS
=<Lp fedQ - cipd§+ i'?.d§ (2.20)
aplicando o teorema de Gauss, tém-se:

0 > — - A = = =

L—a—tpV dQ + 4 V. (pV@®V)dQ = [p fedn + {v.5.40

(2.21)
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E, para a forma diferencial da equagéo do movimento:

—

%(p V) + V. (pV® V +pl -7) = pfe (2.22)

Para um fluido viscoso newtoniano obtém-se as equagdes de Navier-Stokes
utilizando uma forma alternativa para a expressdo de 7, escrita em notagdo tensorial dada

na referéncia [1]. Chega-se portanto a:

p%¥—= -\”7p+,l[A\7+%6(€/.V)]+pfe (2.23)

Para um fluido ideal sem tensdes de cisalhamento internas, ou seja, para um
fluido inviscido a equagdo assume a forma da equacdo de Euler do movimento, dada a

seguir:

p—=p——+p(\7.§)\7=-Vp+pf'e (2.24)

2.1.4. A EQUAGAO DA CONSERVAGAO DA ENERGIA

Em um fluido a energia total a ser considerada na equagéio de conservagéo €
a soma de sua energia interna e energia cinética por unidade de massa V %/2. A energia total

E sera dada por:
E=e+ V22 (2.25)

Na equagdio acima o termo e representa a energia interna por unidade de

massa.




A primeira lei da termodindmica estabelece que as fontes de variagéo da
energia total sdo o trabalho realizado pelas for¢as atuando no sistema mais o calor
transmitido ao sistema. Considerando a forma geral da lei de conservagdo para a grandeza E

tém-se o fluxo de energia convectivo Fc:
Fc = pV(e + V?/2) = pVE (2.26)
Ja o fluxo difusivo sera dado por:
Fd=-ypy Ve (2.27

Nota-se que ndo ha, por defini¢io, fluxo difusivo associado com o
movimento. O coeficiente ¥ € um coeficiente de difusdo térmica e deve ser definido
empiricamente, junto com a viscosidade dindmica p. O coeficiente y expressa a relag@o entre

os coeficientes de calor especifico a pressdo e a volume constantes, ou seja, ¥ = Cp/Cv.

A equagdo (2.27), que expressa a difuséio de calor devida a condug@o térmica
molecular em um sistema fluido em repouso, pode ser escrita através da lei de Fourier para

condugdo de calor:
Fd = -kVT (2.28)

Nesta equagdo T € a temperatura absoluta e k é o coeficiente de

condutibilidade térmica. Tém-se ainda a seguinte relagéo:

pCp

—~ (2.29)

k=pCpy =
O termo Pr € o nimero de Prandtl, dado por:

Pr = v/y = uCp/k (2.30)
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Sera dada a seguir a equagio da energia na forma conservativa, onde niio

serdo consideradas reagdes quimicas ou efeitos de radiagéo.

A equagdo da conservagdo da energia na forma integral € dada por:

| %LpEdQ+ipEv.d§ =

={kVT.d8 + {pf.Vda+ {G.V)dS (231)

Apds a transformacdo desses termos em integrais de volume a forma

conservativa da equagdo da energia sera dada por:
Ea?( pE) + V.(pVE) = V.(kVT) + V. 5. V) + Wf  (2.32)

Na equag@o acima Wf é o trabalho das for¢as de volume externas, dado pela

seguinte relacéo:
Wf=pfeV (2.33)

ApOs a apresentagdo das equagdes basicas que regem a dindmica dos fluidos,
sabe-se que, com exce¢do dos escoamentos laminares, os quais podem ser resolvidos através
das equagbes de Navier-Stokes adicionadas de informagSes empiricas para a viscosidade e
coeficientes de transferéncia de calor, todas as demais formulagbes sdo limitadas por
informagbes a respeito da turbuléncia, como as tensdes de Reynolds comentadas
anteriormente. Modelos sobre camada limite fina sdio validos caso nfio existam grandes
regides de separagdo e, de forma andloga, termos adicionais irdo aparecer nas equag¢des de
Navier-Stokes . Ja os modelos de fluidos inviscidos somente sdo validos em regides longe da

presenca de paredes ou quando a influéncia da camada limite pode ser desprezada.
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Em linhas gerais, a resolugdo de um escoamento tridimensional
incompressivel monofasico empregando as equagdes de Navier-Stokes resultard em um
sistema acoplado de cinco equagdes diferenciais parciais nfo lineares de segunda ordem, no
tempo € no espago, descrevendo conservacgdo de massa e energia. A presenca de viscosidade
torna o estudo do problema extremamente complexo. J& para a analise de um escoamento
tridimensional compressivel monofésico empregando as equagdes de Navier-Stokes resultard
em um sistema acoplado de seis equagdes: as cinco equagdes citadas anteriormente para o
caso incompressivel (conservag@o da massa, conservagdo da quantidade de movimento nas

trés diregGes e conservagdo de energia) e a equagdo de estado, usada para o fechamento do

problema.

Caso o fluido seja irrotacional e isoentrépico pode-se resolver o escoamento
via formulagiio potencial. Neste caso a conservagdo da quantidade de movimento néo

estara totalmente satisfeita na presenca de ondas de choque.
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3. METODOS DE DISCRETIZAGAO UTILIZADOS EM MECANICA
DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL

Apbs a escolha do nivel de aproximacfio para o problema fisico a ser
resolvido, deve-se determinar o método de discretizacdo para a formulagdo matemética e
suas duas componentes (discretizacdo do espago e das equagdes), conforme foi mostrado na
figura 1. A discretizagdo do espago consiste basicamente em se dividir o espago de interesse
em um m'lméro finito de pontos onde os valores numéricos das varidveis possam ser
calculados. De uma maneira intuitiva a precisdo da aproximagfio numérica estard diretamente
ligada ao tamanho da malha computacional, isto €, quanto maior o niimero de pontos melhor
serd o resultado numérico. Em outras palavras, o erro da simulagdo numérica tende a zero

quando o tamanho das células tende a zero, e esta variagdo sera caracterizada pela ordem de

discretizacdo das equacdes .

Em se tratando de complexas geometrias a solugdio também dependerd da
forma da malha ou grid, uma vez que para estes casos esta tenderd a se aproximar do
contorno de determinados detalhes do escoamento, como a presenga de corpos ou paredes

s6lidas, aumentando-se ou niio o nimero de células conforme a necessidade.

A méaxima existente quando o tema é tamanho da malha computacional ou
concentragio de pontos em determinadas regides de interesse é: a melhor malha é aquela
que possui 0 menor nimero de pontos ¢ que fornece bons resultados, ou seja, uma
relagfio custo/beneficio deve estar sempre presente pois uma malha com grande nimero de
células pode trazer bons resultados mas utilizar tempos computacionais excessivamente

grandes, inviabilizando seu emprego.
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Uma vez definida a malha, as equagdes podem ser discretizadas,
proporcionando a transformagéio das equagbes diferenciais ou integrais em equagdes
algébricas envolvendo operagSes com as varidveis de interesse nos pontos da maltha
computacional. Esta € a base de todos os métodos numéricos: transformar as equagdes do

problema fisico em um sistema de equagdes algébricas, lineares ou nio.

Para problemas com dependéncia no tempo um passo intermediario é obtido,
chamado de sistema de equacdes diferenciais ordindrias (EDOs) no tempo, onde a

integrag@io das equagdes levara a resolugfo das varidveis em um determinado nivel de tempo

previamente estabelecido.

Torna-se importante neste momento fazer a distingdo entre formulagdo
dependente e formulagdo independente do tempo. A primeira destas formulagGes destina-se
ao estudo de problemas associados a escoamentos de carater transiente, ou aqueles
relacionados a condigSes de contorno que variam em relagido ao tempo. Ja na segunda classe
de formulagdio encontram-se os problemas estacionarios ou com condi¢es de contorno e
caracteristicas de escoamento nfo variantes com o tempo. Para este caso existe a alternativa
de se utilizar a formulag@o independente do tempo, ou aplicar um modelo de formulagéo
dependente acompanhando-se a solu¢dio numérica (no tempo) até ser atingido o regime
permanente. Esta tltima classe de métodos é freqiientemente chamada de marcha no tempo
ou falso transiente uma vez que nfo é exigida uma grande precisdo no tempo a fim de se
alcancar o regime permanente no menor nimero possivel de iteragdes no tempo. Neste caso
a solugdo do problema vird da utilizagdo de sistemas de equagdes tipo EDOs no tempo,
enquanto no caso de problemas de formulagdo transiente deverdo ser utilizadas técnicas de

solugdo de sistemas de equagdes algébricas no espago.

Embora a discretizagdo do tempo leve a um sistema de equagdes algébricas

com determinado grupo de varidveis que em um determinado instante sfio fungdo das
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varidveis da iteragdo anterior, a estrutura desse sistema é bem mais simples daquele obtido
através da formulagio independente. Pode-se distinguir neste momento duas familias de

métodos: o método explicito e 0 método implicito.

No método explicito a matriz que contém as incognitas do novo instante é
m matriz diagonal, enquanto que o lado direito do sistema depende somente das varidveis
do escoamento do instante anterior. Consequentemente pode-se inverter a matriz
rapidamente e obtém-se a solugéio com um niimero minimo de operagdes algébricas em cada
instante de tempo. Entretanto problemas de estabilidade e convergéncia imp&em limites
neste procedimento, ainda que isto nfio represente um grande obstaculo para a resolugéio de
problemas transitérios. Neste caso um grande numero de iteragdes serd necessario para
atingir-se a condicdo de regime permanente e posterior utilizagdo da formulagfo

independente do tempo.

No método implicito a matriz a ser invertida nfo é diagonal, uma vez que
mais de um grupo de varidveis ¢ desconhecido no mesmo instante de tempo. Ocasionalmente
a estrutura da matriz podera ser mais simples, porém com numero de operagdes requerido
para resolvé-la superior ao exigido para o método explicito. Contudo muitos métodos
implicitos ndo possuem, especialmente para problemas lineares, limitagio de intervalos de

tempo e poucas iteragdes serdo necessdrias para se alcangar o regime permanente.

Existem dois tipos de métodos para a resolugdo de sistemas de equagdes
algébricas para a formulagiio independente do tempo: métodos diretos e métodos
iterativos. O método direto resume-se a resolver o sistema linear em um tnico step,
enquanto o método iterativo ira requerer muitos steps. Quando o problema de interesse for
de natureza ndo linear o enfoque devera ser iterativo. Em relagdo a este tltimo método,

técnicas de acelerag@io de convergéncia tém sido desenvolvidas para melhorar a solugio
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numérica. S3o os métodos multigrid ou pré-condicionadores. A tabela 2 ilustra o que foi

discutido até aqui em relaggo & estrutura dos métodos numeéricos.

As técnicas de resolugdo dos sistemas de equagdes algébricas podem ser
fortemente influenciadas pelo tipo de discretiza¢do escolhida bem como pelas caracteristicas
das propriedades fisicas do sistema fluido em consideragdo. Exemplo disso ocorre nas

discretizagdes dos sistemas gerados pela formulagdo Euleriana.

~ Em resumo, os seguintes passos devem ser seguidos dentro das técnicas de

discretizagdo para o processo de resolugdo numérica de problemas de CFD:

1) Escolha do método de discretizagdo das equagles. Isto implica selecionar um dos

métodos existentes: Método das Diferencas Finitas (MDF), Método dos Elementos Finitos

(MEF) ou Método dos Volumes Finitos (MVF). Determinar o nivel de precisdo espacial e

eventualmente discretizagdo do tempo.

2) Escolha do método de resolugdo para o sistema de equagSes diferenciais ordindrias no

tempo, para o sistema de equagdes algébricas e para o tratamento iterativo de eventuais nio

linearidades.

3) Anilise do algoritmo numérico escolhido. A anélise refere-se s vantagens do algoritmo

no tocante a estabilidade e convergéncia bem como a investigagdo dos erros encontrados.

Os varios métodos de discretizago e as técnicas de resolugdo associadas ndo
s0 necessariamente equivalentes, tanto em precisio como em caracteristicas de
performance. Dessa maneira um conhecimento prévio dos pardmetros convergéncia,
precisio e estabilidade é necessario para que se possa escolher um método numérico que
melhor se adapte ao estudo do escoamento em questdo. A figura 3 mostra de forma

esquematica a estrutura da simulagéo numérica.
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. Modelo Método Técnica de Limitagoes
Problema Fisico Matematico Numérico Solucgido ]
e . e Discretizagdo ® EDOs no e At e Ax para
Dependéncia no| Equagdes de do termpo e do tempo as EDOs
tempo dependéncia no ERRREO e Técnicas
Explicita e e At limitado
tempo e Exigéncia de Impllgcl)tq pela precisdo
preciséo no exijggl:npregiséo para as Técnicas
tempo no tempo Explimta €
Implicita
= Equagdes de . o Resolugédo do e Critério de
Independéncia regime Discretizacéo sistema de donnAnGii
ermanente € oes ;
no tempo i das equagdes no algglificas: dizgonal
, i e Taxas de
e Lineares espaco e Método Direto | convergéncia
* Método e Técnicas de
Iterativo acelera(‘\ﬁo
- Procedimento de | Solugédo Iterativa Taxas de
® Néo Lineares linearizacao das ndo -~ aceleracio de
linearidades convergéncia
Integracido do .
Formulagédo de tempo até Sistemas de
, alcancar o :
Falso Transiente regime EDOs:
permanente
Equacdes com Néo ha o Explicitos | e Limitagdes de
dependéncia no | exigéncia de At
tempo precisdo no )
tempo e Implicitos

e Geralmente
nao ha
limitacoes de At

Tabela 2. A estrutura dos métodos numéricos segundo HIRSCH .
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Conforme a tabela 1 mostrada anteriormente, as equagdes de conservagdo da
massa, quantidade de movimento e energia para os niveis 2 e 3 sdo respectivamente, para o

sistema cartesiano de coordenadas (i, j = 1,2,3):

op 0
T BR (puy) G.1)

0 0 oP d , oy
Z (pu) + —(puu,) = - + D+ S 3.2
S BN e () o Tl (-2)

i i bl j

o ,k 0T
——(pT) + ———(pu T) = ~—(——C =) (3.3)
X; p OX;
As equagBes acima podem ser escritas para um campo escalar geral ¢, onde ¢

pode representar a massa especifica, quantidade de movimento, concentragdo de massa,

energia ou qualquer outra propriedade conservada. Tém-se, portanto:

Z(p0) + ——(pu § = — 22 4 s (3.4)

J J

Nestas equagdes utilizou-se a hipotese de que Cp (calor especifico a pressdo

constante), k (condutibilidade térmica) e p (viscosidade dinimica) sdo termos constantes.

Pode-se manipular a equagdo (3.4) obtendo-se as diversas equagles de
conservagdo. Para escrever a equagdo da conservagio da massa basta igualar a zero o termo
Ste fazer ¢ = 1. Ja as equagBes do movimento nas trés dire¢des coordenadas sdo obtidas
fazendb-se‘ ¢ igual a u, v e w (componentes da velocidade nas diregles x, y e z

respectivamente) com o apropriado termo fonte que neste caso inclui o gradiente de
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pressdo. A equagdo de conservagdo de energia é obtida fazendo-se ¢ = T, também incluindo

neste caso o termo fonte apropriado.

O termo pI'® representa o produto da massa especifica pela difusividade da
propriedade transportada em consideragio. Para as equagdes de Navier-Stokes o termo I*é
igual a | e para a equacdo de conservagdo da energia este termo torna-se igual a k/Cp . A

tabela 3 mostra os valores de S* para as diversas varidveis no caso de um escoamento

bidimensional.

A conservagdo de outras propriedades pode ainda ser representada pela
equagdo (3.4), como por exemplo a conservagdo da energia cinética turbulenta K e a
dissipa¢do da energia cinética turbulenta (g), gerando outras duas equagdes diferenciais que
se acrescentam ao sistema quando por exemplo o modelo de turbuléncia (K-€) € utilizado

para modelar problemas de escoamentos turbulentos.

A equagdio de estado p = p(P,T), equagdo (3.5), € utilizada para o
fechamento do sistema de equagdes e no caso de um problema tridimensional compressivel
obter-se-d0 seis equagdes (continuidade, Navier-Stokes nas trés dire¢des, energia e estado)
para seis incognitas (p, u, v, w, P e T). J4 o problema incompressivel serd tratado no

capitulo 5.

Em se tratando do problema numérico, torna-se importante conhecer as
caracteristicas das equagBes para estimar o tempo computacional e armazenamento das
varidveis. Dessa maneira pode-se optar ou ndo pela resolugéio de escoamentos pelo processo
de marcha descrito anteriormente, dependendo das vantagens computacionais que esta
escolha ira proporcionar. Torna-se importante neste momento apresentar a classificagdo dos

problemas de Mecénica dos Fluidos Computacional quanto & compatibilizagdo do conceito
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fisico com o0 conceito matematico e numérico. Os problemas serdo divididos em 3 tipos:

problemas elipticos, parabélicos e hiperbélicos.

A classificagio dos problemas segundo MALISKA * ¢ essencialmente

matematica e consiste basicamente em identificar o tipo de equagdo que governa o

fendmeno utilizando uma relagdio entre os coeficientes da equagdo diferencial parcial.

Porém, como os problemas de mecénica dos fluidos e transferéncia de calor sdo resolvidos

através de sistemas de equagdes, a classificacdo € sempre mista. Assim a melhor maneira

seria ndo classificar o sistema de equagbes como um todo mas sim observar as

caracteristicas de cada equa¢io em uma dada dire¢io coordenada.

Equagdo de r s?
Conservagéio
Massa 0 0
~-0P/0x +
Conservacgao do
Momentum na M 1/3u{o/ox(0u/ox +
diregio x
ov/oy)l
~OP/ 0y +
Conservagio do
Momentum na m 1/3u[d/0y(Bu/0x +
diregioy
ov/oy)]
- 1/Cpl(0P/ ot +
Energia
k/Cp 0/0x(uP) + /0y (vP)
~ POu/0x - Pov/oy)

Tabela 3. Valores de ¢, I" e S* para as diversas equagdes de conservaciio para o caso de
um escoamento bidimensional segundo MALISKA *
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De uma forma geral pode-se dizer que os problemas parabélicos e
hiperbélicos permitem o procedimento de marcha, enquanto que os problemas elipticos nio
o permitem. Dentre os problemas de natureza parabolica e hiperbdlica identificam-se dois
tipos de procedimentos de marcha: nos problemas parabélicos a marcha se di4 ao longo de
uma coordenada enquanto que nos problemas hiperbolicos a marcha ocorre ao longo das

caracteristicas do problema. Assim, o que difere basicamente um problema parabélico e

hiperbdlico de um problema eliptico é que no primeiro grupo estd associada a necessidade
de condi¢des de contorno a montante, enquanto que nos problemas elipticos deve-se

conhecer as condigdes de contorno a montante e a jusante.

Tomando-se como exemplo as equagdes de Navier-Stokes para escoamentos
compressiveis observa-se a formagdo de um sistema de equagdes denominado misto
hiperbdlico/parabdlico se os termos transientes sio mantidos e misto eliptico/hiperbélico
caso estes termos sejam desprezados. Portanto a equagdo do movimento para escoamento
viscoso ¢ transiente é um problema cuja solugfio marchard no tempo, resolvendo-se

problemas elipticos no espago (sem marcha no espago) para cada intervalo de tempo.

Observa-se ainda que os efeitos de pressdo sdo efeitos elipticos os quais
requerem condi¢des de contorno em ambos os sentidos da coordenada em consideragéo.
Estes efeitos viajam no sentido contrario ao da velocidade, dando assim um caréter eliptico
ao escoamento. Caso o nimero de Mach do escoamento seja menor que a unidade os efeitos
de pressdo viajam no sentido contrario do escoamento até o infinito (caso eliptico),
enquanto que escoamentos com Mach maior que a unidade a informagio viaja até uma

posi¢do onde localizar-se-a a onda de choque (caso parabélico).

A figura 4 conforme MALISKA * mostra o dominio da influéncia de um
ponto P sobre o escoamento nos casos elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos. No caso

eliptico uma perturbagio no ponto P ird influenciar o dominio a montante € a jusante de P,
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apenas a montante no caso parabélico e apenas a jusante de P em uma determinada regiéo
(nfio conhecida) no caso hiperbélico. Conforme foi dito anteriormente, o primeiro caso nao
admite o procedimento de resolugdo em marcha enquanto que os outros dois casos o

permitem.

Existem casos em que do ponto de vista estritamente matemdatico ocorrem
fendmenos hiperbolicos e parabdlicos em um mesmo escoamento (por exemplo um
escoamento supersonico sobre uma placa plana). Contudo, 0 importante a ser considerado €
que do ponto de vista numérico os dois fendmenos s&o problemas com procedimento de

resolugiio em marcha, possuindo dessa forma uma importante caracteristica em comum,

P X P X
CASO ELIPTICO CASO PARABOLICO
|
Al
p A x
MW\LI
CASO HIPERBOLICO

Fig. 4. Influéncia de um ponto qualquer P do escoamento no caso eliptico, parabélico e
hiperbélico, ao longo de uma dada coordenada
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O proximo passo visando a resolugdo do escoamento via Mecénica dos
Fluidos Computacional é a obtengdo das equagdes aproximadas e a discretizagdo do
dominio de interesse. Independente do tipo de discretizagfio existem varias maneiras de

aproximar a equagdo que se deseja resolver.

A figura 5 mostra o dominio computacional D da solugdo e o ponto P onde
se deseja calcular a varidvel de interesse ¢. Apenas por simplicidade foi considerada uma

discretizagdo estruturada.

VOLUME
ELEMENTAR

DOMINIO D DA
SOLUCAO

Fig. 5. Dominio computacional D e um volume elementar qualquer onde serio
calculadas as varidaveis dependentes

Ao longo do dominio D mostrado na figura acima, a equagfo da

continuidade para uma varidvel conservada qualquer ¢ serd dada por:
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L) = Z(oh) + VoV - TVP) - & (35)

O objetivo dos métodos de discretizagio ¢ estimar os valores de ¢ em cada
né dentro do dominio D da solugdo. A equagio em cada né serd uma aproximacgo algébrica
da equagdo (3.6) envolvendo valores das fungdes nos pontos vizinhos, cujo numero de

pontos depende do tipo de discretizag@o e método empregado.

Para o caso mostrado na figura 5, a equacdo algébrica para o ponto P tem a

seguinte forma:

Apdp= A1d; + Asdo + Asdhs + Asdst Bp (3.7

Equagdes similares a equagdo (3.7) sdio formadas para cada no, formando um
sistema de equagdes a ser resolvido. Estas equagdes geralmente sdo nio lineares uma vez
que os coeficientes Ay, Ay,..., A4, Bp dependem de p, V, I e termos em S®. Como em geral
os coeficientes A; dependem da prépria fungéo incognita ¢, o sistema de equagSes deve ser
resolvido diversas vezes atualizando-se os coeficientes. A solugdo deste sistema de equagdes
ndo lineares & obtida através da resolugio de um conjunto de equagdes lineares, cada uma
com um conjunto de coeficientes que irfio convergir para a solugdo ndo linear. A questéo
central dos codigos de CFD é justamente encontrar a melhor maneira de estimar estes

coeficientes.

Muitos métodos de discretizagdio atualmente em uso podem ser obtidos do
método dos residuos ponderados aplicados a determinados subdominios em D como
mostrado na figura 5. Para fins desta discussdo, a equagio para ¢ sera considerada constante
e de formulagfio bidimensional. A fim de encontrar a equacéo para ¢p, uma distribuigdo de ¢
serd prescrita dentro do subdominio de interesse. Assim, seja ¢ a aproximagdo do valor
exato de ¢p. Introduzindo ?ﬁ no operador L(¢) da equagdo (3.6) o resultado ndo serd mais

zero, mas sim igual a um residuo R. Tém - se, portanto:
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L(§)=R (3.8)

Para determinar o melhor valor de ¢, o residuo R devera ser forgado a zero

no dominio D, ponderado com uma fungio w (fun¢do peso), ou seja:
j wRdV = 0 (3.9
D

A caracteristica principal que distingue os diversos métodos numéricos ¢ a

escolha da fungfio peso w. No Método das Diferencas Finitas (MDF) a fungéo peso w €

igual a fungdo delta centrada no ponto P, ou seja, o residuo € for¢ado a zero no ponto P. No
método cléssico de Galerkin (utilizado no Método dos Elementos Finitos) a fun¢@io peso w
é igual as fungdes tentativas e com a ajuda do método dos minimos quadrados minimiza-se 0

residuo R no ponto P. J4 no Método dos Volumes Finitos (MVF) a fungéio peso w ¢ igual a

1 no volume elementar da figura 5 (o erro € levado a zero nesta célula) e zero no restante do

dominio de integragdo D (o erro é for¢ado a zero nas demais células).

A seguir sdo apresentados os conceitos basicos de trés diferentes métodos de
discretizagfio: Método das Diferencas Finitas (MDF), Método dos Elementos Finitos (MEF)
e Método dos Volumes Finitos (MVF) , este altimo descrito com maior detalhes por ser o

método de resolugdo adotado no desenvolvimento deste trabalho.

3.1. METODO DAS DIFERENGAS FINITAS (MDF)

Fundamentalmente, o método das diferengas finitas & baseado nas
propriedades das expansdes da série de Taylor e na aplicagdo do conceito de derivada.

Dentre os trés métodos de discretizagdo a serem apresentados, talvez seja o método mais
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simples de ser aplicado, principalmente em mathas uniformes, requerendo por sua vez uma
alta regularidade na elaboragio das mesmas. Em particular, a malha deve ser colocada de

uma forma estruturada, onde os nds situar-se-30 nas intersecgdes das linhas que compdem a

malha.

A utilizagdo do MDF ¢ a forma mais antiga de se obter solugdes numéricas
de equagbes diferenciais, tendo como primeira aplicagio a ser considerada aquela
desenvolvida por EULER em 1768. A idéia das diferencas finitas é bastante simples, e
corresponde ao célculo da derivada da razio de duas diferengas de acordo com a propria

defini¢do de derivada.

Para uma fung#o u(x), a derivada no ponto x € definida por:

Ju - u(x +Ax) - u(x)
ox Ax—0 Ax

(3.10)

Caso Ax seja pequeno porém finito, a expressio do lado direito da equagdo €
uma aproximag#o para o valor exato de u,. Esta aproximacdo melhora na medida que ocorre
uma redugiio do valor de Ax, porém sempre havera um erro (erro de truncamento) que ira

para zero quando Ax tender a zero.

Desenvolvendo u(x + Ax) através das expansdes de Taylor chega-se a :

2

X () + . (3.11)

u(x + Ax) = u(x) + Ax.u(x) +

E, para ordens superiores em Ax, tem-se:

u(x + Ax) - u(x) _
Ax

u (x) + —Azluxx(x) + ... (3.12)

Esta aproximagio para u.(x) ¢ conhecida como aproximag¢do de primeira

ordem em Ax, e pode ser escrita da seguinte forma:




ux + Ax) - u(x)

Ax

= u,(x) + 0(Ax)
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(3.13)

Dessa forma o erro de truncamento 0(Ax) ir4 para zero na primeira poténcia

em Ax.

Considera-se agora um espago unidimensional onde uma discretizagdo foi

realizada de tal forma que o continuum é dividido em N pontos discretos x;, i =

1,..N

conforme mostrado na figura 6. Os valores da fungdo u(x) nos pontos x; serdo chamados de

u;, isto é, u; = u(x;), € a distancia entre os pontos discretos ser constante e igual a Ax. Pode-

se considerar ainda que x; = 1.AX.

Diferenca
N para frente
Y
Diferenca =
para tras ™ I v y = u(x)
e
L~
1
\\
Y Diferenca
Wit Central
1/
/
!
Ax Ax X
T &
i-1 i i+1

Fig. 6. Interpretaciio geométrica das formulas de diferencas para derivadas de

primeira ordem
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Define-se dessa forma as diferencas finitas para derivadas de primeira ordem

(ux)i = (OW/OX)x=xi:

(ux)iE(—a—u)in = Miey =W 0(Ax) (3.14)
Jx
_,Ou - W -ui,
(ux)i= (a—;)| ———A - + O(AX) (3.15)

Em relagdio ao ponto x = x; a formula (3.14) é chamada de diferencas para
frente, enquanto a formula (3.15) é chamada de diferengas para trds, ambas consideradas
aproximagdes de primeira ordem para (uy). Para as chamadas diferengas centrais, uma
aproximagdo de segunda ordem ¢€ realizada, chegando-se a:

()i = “i+£A' Yiir 4 g(Ax?) (3.16)
X

Para verificar este resultado deve-se aplicar duas vezes a expansdo da série

de Taylor de u;.; ao redor do ponto x;.

Um aspecto importante a ser ressaltado em relagéo as formulas de diferengas
finitas é que a formula de diferencas para frente para (uy); é considerada como diferenca
central em relagdo ao ponto X1z = (Xi + X;+1)/2, conduzindo a uma aproximacdo de segunda
ordem para a derivada (u,)i«» neste ponto. Isto significa que a mesma formula (3.14) pode
ser usada como uma aproximagdo de primeira ordem como diferengas para frente para (uy);
ou como uma aproximagio de segunda ordem como diferenga central para (Ux)i+12 porém

envolvendo os mesmos pontos da malha i e (i + 1). Tém-se ainda que:

W)i+in= (g'g)i+l/2 = Bie1 = % 4 0(Ax?) (3.17)
Jdx A x

E de forma analoga para (i - 1/2):

u. - u.
Ui-1p = ——=L

-~ + 0(Ax?) (3.18)
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Comparando as formulas (3.14) e (3.15) para (u,); observa-se que houve um
ganho de uma ordem de precisdo considerando as mesmas expressdes para as aproximagdes

para os pontos intermedidrios (i + 1/2) ou (i - 1/2), respectivamente.

Do ponto de vista de resolugdo de problemas de CFD, serdo mostradas as
formulas de diferencas finitas para malhas cartesianas ndo uniformes. O conceito de
transformagdo do plano fisico para o plano computacional, valido para qualquer método de

discretiza¢do, também é apresentado.

No desenvolvimento de modelos numéricos generalizados o uso de sistemas
coordenados ortogonais conhecidos, como o cartesiano, cilindrico e esférico apresentam
grandes limitagdes pois sio adequados apenas a geometrias cujas fronteiras coincidam com
o sistema coordenado. Nada impede, porém, que uma discretizagio como aquela mostrada
na figura 7 seja adotada, entretanto interpolagdes devem ser feitas na fronteira para que as
condigdes de contorno possam ser aplicadas, comprometendo a qualidade da solu¢go devido
principalmente & falta de precisdo.

Dominio de
interesse

/.

_7\
//’"—\ AN
‘\‘

5

Fig. 7. Discretizagdo Cartesiana (nfio recomendada neste caso)
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Dessa forma, para que a discretizagfio das equagdes possa ser realizada
transforma-se o plano fisico (x,y,z) em um plano cartesiano computacional (€, n, ) onde as
formulas mostradas anteriormente podem ser aplicadas. As relacdes entre os dois espagos
sio definidas através de formulas de transformagdo de coordenadas tal como & = §(x,y,z) €

formulas similares para n e &, considerando um mapeamento entre os dois planos, conforme

mostrado na figura 8.

PLANO FiSICO PLANO COMPUTACIONAL

Fig. 8. Transformagdo do plano fisico no plano computacional

Estas equagdes transformadas conterdo coeficientes métricos os quais

também deverdo ser discretizados.

A tinica restrigio ao Método das Diferengas Finitas aplicado a geometrias

arbitrarias é que todos os pontos da malha devem estar posicionados em familias de curvas
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que ndo se interceptam. Por exemplo, na figura 8 as linhas £ nio devem interceptar-se entre

si, pois dessa maneira existiriam dois valores diferentes para 0 mesmo ponto.’

Para uma distribuicfio arbitraria de pontos em um espago unidimensional sdo
fornecidas as seguintes formulas para as derivadas de primeira ordem, segundo a figura 9

conforme referéncia [2]:

i-1 i i+l i+2 it3

Fig. 9. Distribuicio de pontos em uma malha arbitriria unidimensional

Diferengas para frente:
= Uin - 4 AX;yy
.= Lo~ u 3.19

0y = ST S (3.19)

Diferengas para tras:
u, -y, Ax;

LT A = - -u 3.20

(u,); i 5 e (3.20)
onde: AX; = X; - X1 (3.21)
Diferenca Central:

il Ax, Ax, AxAx,,,

| = u,, -u) - —(y -u,)] - ——u,

(ux)n Axi +Axm [Axiﬂ( i+l ) Axi ( l)] 6

(3.22)
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3.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

Especialmente entre as décadas de 40 e 60 desenvolveu-se o Método dos
Elementos Finitos, cujas origens podem ser encontradas no campo da analise estrutural, em
particular no calculo de tensdes. O desenvolvimento da técnica de dividir uma estrutura em
subestruturas menores de formas diferentes utilizando “elementos” foi iniciada por
TURNER em 1956, em um estudo no qual apresentava as propriedades de um elemento
triangular para problemas de estado plano de tensdes. Posteriormente, em 1960, CLOUGH

utilizou pela primeira vez o termo elementos finitos.

Apds a consagragdo do método na resolugio de problemas mecanicos-
estruturais lineares ou ndo, ZIENKIEWICZ e CHEUNG em 1965 comegaram a emprega-lo
na anlise de problemas de meio continuo. A partir dai o método dos elementos finitos
passou a ser um método de aproximagdo para a obtengdo da solucfio numérica de problemas
fisicos descritos por equagdes de campo em meios continuos, utilizando em muitos casos 0s

conceitos do método das diferengas finitas.

Atualmente o método dos elementos finitos possui condigdes matematicas
precisas para a sua utilizagdo, como critérios de convergéncia e¢ fungdes de erro,

consolidando dessa forma seu emprego como ferramenta na resolugdo de problemas de

engenharia.

A discretizagdo do espago através do método dos elementos finitos ¢ feita
através da subdivisio do dominio em elementos de forma e tamanho arbitrarios. Uma vez
que qualquer estrutura poligonal pode ser dividida em figuras triangulares ou

quadrangulares, divide-se o continuum utilizando essas duas figuras basicas tomando-se o
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cuidado de ndo sobrepor os elementos entre si e ndo deixar de cobrir todo o dominio

computacional.

A figura 10 mostra um esquema da subdivisdo de um dominio computacional
através de elementos finitos. Dentro de cada elemento um certo nimero de pontos €
definido, os quais podem estar posicionados ao longo das linhas que definem o elemento ou
no interior do mesmo. Os noés serdo os pontos onde o valor numérico das funcdes e
eventualmente suas derivadas deverdo ser calculados. O niimero total de incognitas, valores

de funcBes e suas derivadas serdo chamados de graus de liberdade do problema numérico,

ou valores nodais.

A
A

/ i s
o s B TN >
\ i) i SN
A N8 % (e)\ SR == W
\ Sl - RN Vi
W I A
G N e o e
2\ l

Fig. 10. Subdivisio de um dominio computacional utilizando elementos finitos

Neste método as varidveis sdo aproximadas por combinagSes lineares de
fungBes bases conhecidas (também chamadas de fungdes de forma, interpolagdo ou

tentativa). Caso T seja o valor aproximado de u(X), pode-se escrever entdo expansdes de

séries da seguinte forma:

()= D uy N(X) (3.23)

(onde a somatéria estende-se por todos os nés I)
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Dessa forma uma funcéio de interpola¢do é colocada em cada valor nodal ou
grau de liberdade. Estas fungdes N, (X) podem ser gerais, variando os graus de continuidade

nas fronteiras dos elementos.

As fungBes de interpolagio podem ser fungdes trigonométricas como as
séries de Fourier, onde as fungdes N, (X)sdo definidas como polinémios ortogonais de
Legendre e Chebyshev ou tipos similares. Outra alternativa ¢ a utilizagdo de fungdes spline

onde os coeficientes u; sdo obtidos através de expansdes de séries das fungSes base.

No Método dos Elementos Finitos classico as fungdes de interpolagdo sdo
polinémios localmente definidos dentro de cada elemento, sendo iguais a zero fora dele.
Assim, os coeficientes u; da expansdo serdo os valores nodais desconhecidos das varidveis
dependentes u. Como conseqiiéncia disso as fungdes de interpolacio local deverdo satisfazer

as seguintes condigdes em cada elemento (€), sendo I um n6 de (), conforme figura 10:
N, 9® =0 (3.24)
(caso X nfo esteja no elemento (€) )
¢ uma vez que u; s3o os valores das incognitas no no I:
w(x)=u (3.25)
e para um ponto qualquer X;:
N, OF;) = 8, (3.26)

Na equagdo acima §; é o delta de kronecker, valendo 1 caso i = j ou O se i#j.

Tem-se ainda a seguinte condi¢do devido ao fato de se requerer u(X) = constante:

= N,®@®) = 1 paraqualquerX € (¢) 3.27)
I
I
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Finalmente obtém-se a funcio N através das contribuigdes Ni de todos os

elementos que possuem o nd L.

O ponto mais importante do Método dos Elementos Finitos no tocante a
discretizacdo das equagdes é a formulagdo integral do problema fisico equivalente as
equagdes de campo a serem resolvidas. Existem duas possibilidades para o tratamento deste
problema: obtém-se a formulagdo integral via principio variacional ou através da

formulagdo fraca, também chamada de método dos residuos ponderados.

Embora muitos problemas fisicos possam ser modelados através do principio
variacional (por exemplo, escoamento potencial), as equagdes de Navier-Stokes ndo podem
ser resolvidas através deste método, uma vez que as derivadas das varidveis do escoamento
que nfio sfo continuas ndo estdo definidas neste caso. Dessa forma a formulagdo fraca ou
método dos residuos ponderados torna-se a técnica mais geral para a obtengéo da

formulagio integral.

As equagdes (3.24) - (3.27) definem as propriedades das fun¢des polinomiais
de interpolagdo usadas nas aproximagdes de elementos finitos. Geralmente duas familias de
elementos sdo consideradas, de acordo com a sua relagio entre os elementos e o0s valores
nodais. Caso os valores nodais sejam definidos pelos valores das fungdes desconhecidas,
entdio a continuidade entre os elementos da fronteira é suficiente para os sistemas descritos

por niio mais que duas equagdes diferenciais parciais. Esta ¢ a formulagdo Lagrangiana.

Se por outro lado as derivadas parciais de primeira ordem das fungdes
desconhecidas sejam consideradas, passa-se para a formulaggo dos elementos Hermitianos.
Quando as condigdes de continuidade sio satisfeitas ao longo de todo o elemento da

fronteira, este elemento é chamado de elemento conforme. Esta condigdo na maior parte das
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vezes nio & obedecida, resultando em elementos com condigdo de continuidade satisfeita em

um nimero limitado de pontos. Sdo os chamados elementos ndo conformes.

3.3. METODO DOS VOLUMES FINITOS (MVF)

Os primeiros estudos de Mecénica dos Fluidos Computacional utilizando o
Meétodo dos Volumes Finitos foram realizados nos Estados Unidos (Los Alamos National
Lab) e Inglaterra (Imperial College) nas décadas de 60 e 70. PATANKAR e SPALDING

destacaram-se no desenvolvimento deste método.

McDONALD (1971), McCORMACK e PAULLAY (1972) utilizaram o
Método dos Volumes Finitos para a obtengdio da solugdo bidimensional das equagdes de
Euler com dependéncia no tempo, sendo estendida sua aplicagdo por RIZZI ¢ INOUYE

(1973) para escoamentos tridimensionais.

Neste método obtém-se a formulagio integral das leis de conservagdo através
de discretizacdes feitas de forma direta no espago fisico de interesse. Entretanto, ha quem
considere que o Método dos Volumes Finitos seja igual ao Método das Diferengas Finitas
aplicado a forma conservativa das equagdes diferenciais, escritas em coordenadas arbitrarias,
ou ainda como uma variante da formulagdio fraca do Método dos Elementos Finitos citada

anteriormente.

Este método possui grande flexibilidade em relagdo aos demais métodos ja
citados, seja pela possibilidade de modificagdo da forma e localizagdo dos volumes de
controle associados com um ponto da malha ou pela variagdo das defini¢des dos fluxos

através das superficies de controle. Em ultima analise a obtengdo das equagdes discretas no




método dos volumes finitos nada mais sio do que balangos de conservagdo sobre os
volumes elementares. Dessa maneira, independentemente do tamanho do volume elementar

os principios de conservagdo sdo absolutamente respeitados.

O primeiro passo para a obtengdo da conservagdo a nivel de volumes
elementares ¢ escrever as equagdes aproximadas partindo da forma integral das equagdes de
conservagio ou integrar a forma diferencial sobre o volume elementar. Assim as condi¢des
de contorno sdo incorporadas ao sistema de equagdes a ser resolvido resultando em

esquemas numeéricos conservativos também na fronteira.

Por simplicidade sera considerado agora um sistema cartesiano bidimensional
para aplicar o procedimento de conservagdo. A figura 11 apresenta a nomenclatura do
volume sobre o qual os balangos de conservagéo serdo realizados, sendo que a varidvel ¢
ser4 armazenada nos volumes representados por letras maiisculas enquanto que as letras

mindsculas representam as faces destes volumes.

|
|
NW N NE |
n { \'2
. i 3
| —
! W ow P- e E | ly \
y | | |
l s ' u
oW S SE I
= = -
i | V=1ui+vj]
it | Ax |

pso]
4
[ X 2

Fig. 11. Volume elementar centrado em P
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Utilizando a equagdo (3.4) sobre o volume centrado em P, no espago € no

tempo, chega-se a :
m e 3

2o avat + [[2-(putiavat + [ [Z-(pve)avat =

@ ® ®
0 140 8 40
iz 5%)‘1““ + j—a—y-(r"%)dvm + [[stdvar  (328)

~ Realizando as integrais termo a termo, conforme a equagdo (3.28),tem-se:

Termo (1):
[ [y - (o) ydxdy (3.29)
Termo (2):
[[€pub), - (pud),}dydt = (Cg, - Cg) At (330)
Termo (3):
[[pvd)a - (pvd).}dxdt = (Cgy - Cg At (331)
Termo (4):
JJae 2, -2 yayat = - ©g - DA G
Termo (5):
j j (T g-gi)n (2 %%)s bdxdt = - (Dg, - Dg)At (3.33)
Termo (6):

[[[s* dxdyar = s*AVAL (3.34)
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Nas equagdes acima, os coeficientes Cg, e Dy, representam, respectivamente,
a convecgdo e a difusdo da propriedade através da face e (leste) do volume de controle
mostrado na figura 11, o mesmo valendo para os outros termos das demais faces. Observa-

se que até o presente momento nenhuma aproximagio foi introduzida. Agrupando-se os

termos da equagéo (3.28), tem-se:
[{p$)™ - (p$)' } &V = {Cpw+Css - Ce- Cin* Do+ Dis - Dfe - Dpn + S'AV} At
(3.35)

Torna-se necessaria neste momento a introdugdo de aproximagdes para o

calculo dos fluxos nas fronteiras do elemento. Tomando-se o termo CgAt , tém-se:

CreAt= [¢.{ [pudy}dt (3.36)

Na expressio (3.36) ¢. foi considerada constante ao longo da face e (leste)
desde y, até y,. Define-se ainda que o fluxo de massa através da face leste e serd dado

por:
= j p udy (3.37)
Obtém-se portanto:
CreAt ~ Ida g, dt (3.38)

A integral da expressdo acima somente poderd ser efetuada através do
conhecimento da variagdo de ¢ no intervalo de tempo At. Neste caso adotar-se-4 uma
variagdo linear de ¢ com o tempo, ilustrada pela figura 12 e representada pelas equagdes

(3.39) e (3.40):




53
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Fig. 12. Funcio de interpolagiio para ¢. no tempo

01O = 090N + (1-0). (3.39)
6.0 = 0. + (1-0)¢c" (3.40)

Portanto a equagao (3.38) fica:
CreAt ~ [¢ting, ™ At (3.41)

Consideragdes anilogas devem ser feitas em relagdo a difusdo da propriedade
na face, isto &, o fluxo por difusdo € considerado constante sobre a face em consideragdo e

no intervalo de tempo ¢ avaliado em n+0. Tém-se portanto:
~ ] 0 4’ ntf
DyeAt = - [T+=5,™ AyAt (3.42)
X

No volume elementar considerar-se-4 que o termo fonte S € constante e

avaliado em n+0, de tal forma que:
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S AVAL= [ fis3®] dxdyde (3.43)

Em resumo fungdes de interpolagio devem ser assumidas para o célculo da
propriedade em consideragdo nos pontos nodais, uma vez que 0s valores de ¢ sdo
conhecidos no centro dos volumes elementares. Dessa forma a fungfo de interpolagdo pode

ser assumida de acordo com o problema fisico em quest&o.

Observando-se as equagdes (3.41) e (3.42) nota-se a necessidade de se
conhecer o valor de ¢ na face e (¢.) e o gradiente de ¢ na mesma face (0¢/0x). Existem
diversas maneiras de ligar os pontos P ¢ E da figura 11 para que esses valores possam ser

determinados, cujo procedimento também deve ser aplicado entre os pontos We P, P e Ne

SeP.
Adotar-se-a para ¢ um valor aproximado dado por:
de = (1/2 + at)dp + (1/2 - ote)b (3.44)

Nesta equagio d. é um coeficiente cujo valor dependera do problema fisico,
podendo variar dentro do dominio da solugdo. Observa-se que se O = 0 a aproximag@o recai

em uma interpolagéio linear entre ¢p € ¢r. Para o gradiente de ¢ na interface sera usada a

seguinte aproximacio:
rg(%ﬂ )e = Berc¢(¢_5_'f_l’) (3.45)
X Ax

De forma andloga a o., B. é um coeficiente que caso seja igual a 1
aproximara o gradiente de ¢ através de diferencas centrais em P. Vale ressaltar que os

demais coeficientes (ctw,0n,0s € Bw, Pn,Bs) também deverdo ser estimados.

Completando-se a aproximacdo da equagio diferencial, equagdes como a

(3.29) serdo aproximadas por:
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[ [ody™™ - (pg) yaxdy = [ [{(p$)™" - (p$)"}dxdy =
~ {[p0]™" - [PO1e"}AV (3.46)

Finalmente utilizando-se a equac¢do da continuidade na forma discretizada e

reunindo-se todos os termos descritos acima, tém-se:

AV a1 o+ — g n+® n+@ n+0 n+8
—A—;pquSPl +AP¢P =A°¢E +A“¢N +Aw¢w 2

n+ 6 040 n ﬂAV
A, +SAV+ p ey (3.47)
onde:
=1 a+1 AV 1 AV
IAp —Ae+Aw+An+As- pP A_t + PE (3.48)
E ainda:
n+6 1 o+
A=-(pu), G -adty+B.D" (3.49)
n+6 1 n+8
A,=+ — + Ay + 3.50
(puw), G +aby +B,D. (3.50)
nté8 1 n+0
A, =- - - Ax + 3.51
(pPV), G -a) B.D. (3.51)
n+6 1 at+o
A=+ — + Ax + 3.52
(pv) G *alix + 5D, (3.52)
onde:
n+0 -,n+9Ay
= — 3.53
De Ie Ax ( )
n+6 at8 Ay
= =l 3.54
BE° = B (3.54)
n+0 a0 AX
= —_— 3.55
= (355)
D:+B = 1_,:+9AX (3_56)

Ay
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O parametro 0 tem como valores extremos O e 1, caracterizando formulag&o
explicita para o valor 0 e implicita para 6 # 0. Basta agora substituir ¢ na equacgio (3.47)
pelas variaveis envolvidas no problema obtendo-se entdo o conjunto de sistemas de

equagdes algébricas a ser resolvido.

A seguir serd apresentado um desenvolvimento que mostrard a importancia
da conservac¢do das propriedades a nivel elementar e a adequada representag@o dos termos

das equagdes de balango. O lado esquerdo da equagéo (3.4) pode ser escrito como:

Termo A

I_L_l

0 0 ol
E(P‘l’) + 3};(9 ug) = .. (3.57)

% _

3
G UG T (3.58)

g

Termo B

Os balangos de conservagio serdo realizados considerando-se os termos
convectivos (termos A e B) das equagdes (3.57) e (3.58) nos volumes de controle

computados na figura 13.

Ay L P e E ee EE

' 3

Ax

Fig. 13. Anailise de conservacio a nivel elementar
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Considerando-se o volume de controle centrado em P de dimensdio Ax e

integrando-se o termo convectivo A da equagdo (3.57) tem-se:

[J2 o drixdy = [ioud). - (pud)}dy =g de- thg, du
(3.59)

Utilizando-se agora o volume centrado em E também de dimensdo Ax e

integrando o mesmo termo chega-se a:
‘ 2
Jl5pudixdy = [{pug. - (pud)}dy =
= Mpebec - Mp de (R:0)

Finalmente considerando-se o volume centrado na face e de dimensio 2Ax e

integrando obtém-se:

| I—j (pud)dxdy = [{(pug). - (pud),}dy =
X
= Mpee dee - g, bw (3.61)

Observa-se que a soma das equagdes (3.59) e (3.60) resulta a equagéo
(3.61), mostrando dessa forma que na fronteira dos volumes P e E ndo existe nem geragéo
nem sumidouro da propriedade ¢. Conclui-se com este desenvolvimento, conforme
mostrado por MALISKA 2, que o fluxo da propriedade que sai de P é o mesmo que entra

em E, resultando em um esquema numérico conservativo.

Considerando-se agora o volume de controle centrado em P de dimensdo Ax

e integrando-se o termo convectivo B da equagéo (3.58) tem-se:

[ fou SLaxdy = [oruno, - b2y =
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= PpUpd Ay - ppupd, Ay (3.62)

Utilizando-se agora o volume centrado em E também de dimensdo Ax e

integrando o mesmo termo chega-se a:

a
[fou E%dxdy = peugd. Ay - prugd Ay (3.63)

Finalmente considerando-se o volume centrado na face e de dimensdo 2Ax e

integrando obtém-se:

[ [pu %dxdy = pud.Ay - pugd,Ay (3.64)

Neste momento observa-se que os fluxos da propriedade que deixam um
volume de controle néio sdo os mesmos que entram no volume de controle vizinho. Conclui-
se que existem geragbes € sumidouros da propriedade nas interfaces dos volumes de
controle, podendo acarretar problemas a convergéncia da solugdo e a precisdo dos valores
da propriedade ¢. Dessa forma deve-se buscar escrever o modelo matematico com
caracteristicas conservativas a nivel de volumes elementares. Um raciocinio analogo ¢ feito

para os termos difusivos, os quais devem ser escritos na forma 0/0x(I'0¢/0x) e ndo na forma
5% op oT

I + =,
ox’ dx 0x

O anexo A segundo MALISKA * mostra os conceitos bésicos da difusdo
numérica ou falsa difusdo, cuja ocorréncia estd associada ao uso da aproximagdo de
primeira ordem dos termos convectivos, comprometendo a precisdo da solugéo. Este anexo
mostra ainda a importancia da especificagdo dos coeficientes o e  mostrados anteriormente

para que nfio ocorra divergéncia no processo de resolug@o das equagles.

A seguir sdo apresentados conceitos fundamentais sobre o fenémeno da
turbuléncia, sua natureza, caracteristicas basicas e modelagens mateméticas associadas para

aplicagfio em problemas de engenharia.
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4. 0 FENOMENO DA TURBULENCIA

4.1. ANATUREZA DA TURBULENCIA E SUAS CARACTERISTICAS

O estudo do fendmeno da turbuléncia e suas caracteristicas torna-se
importante devido ao fato de que muitos escoamentos que ocorrem na natureza € em
particular aqueles com aplica¢des no campo da engenharia sdo turbulentos. Como exemplos
pode-se citar que a camada limite da atmosfera da Terra ¢ turbulenta, a formagdo das nuvens
ocorre através de movimentos turbulentos, muitos processos de combustdo e escoamentos

de gas natural e 6leo ao longo de tubulagdes também sdo turbulentos.

A turbuléncia nfio é uma caracteristica de fluidos mas sim do escoamento de
fluidos. Uma de suas propriedades , segundo TENNEKES E LUMLEY 3 é a
irregularidade, exigindo portanto um tratamento estatistico e ndo deterministico do estudo
do problema. A difusividade da turbuléncia, a qual provoca uma mistura rapida e aumento
das taxas de momentum, calor e transferéncia de massa ¢ outra caracteristica importante dos
escoamentos turbulentos, sendo responsavel também pela separagdo da camada limite de
aerofolios com grandes angulos de ataque e aumento das taxas de transferéncia de calor em
méquinas de qualquer tipo. Também atua no aumento de transferéncia de momento entre os

ventos € as correntes oceanicas.

A dissipaciio ¢ outra caracteristica dos escoamentos turbulentos. As tensdes
de cisalhamento viscosas produzem trabalho de deformagio o qual aumenta a energia
interna do fluido para a produgdo de energia cinética turbulenta. Dessa forma a turbuléncia
necessita de um continuo fornecimento de energia para suprir essas perdas devido a
viscosidade. Caso isto ndo ocorra, a turbuléncia decaira rapidamente. Existem movimentos

randdmicos tais como determinados tipos de ondas sonoras (ruidos) que possuem perdas
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viscosas insignificantes, ndio caracterizando portanto escoamentos turbulentos. Em resumo,
a grande diferenca entre ondas randOomicas e a turbuléncia é que as primeiras sdo
essencialmente néo-dissipativas (embora fregiientemente sejam dispersivas), enquanto que a

turbuléncia € essencialmente dissipativa.

Os escoamentos turbulentos ocorrem em elevados numeros de Reynolds
onde as instabilidades geradas sdo provenientes da interag@o entre 0s termos viscosos e
termos de inércia ndo lineares das equagdes do movimento. Esta interag@o € extremamente
complexa pois as equagdes diferenciais parciais ndo lineares envolvidas no problema néo
foram desenvolvidas a um ponto onde soluges gerais possam ser dadas. O carater
randémico e a ndo linearidade torna o problema dificil de ser tratado, apesar de ser
governado por equagdes da Mecanica dos Fluidos. Vale ressaltar que a turbuléncia é um dos
principais problemas nfio resolvidos até hoje pela Fisica e Matemaitica modernas, ndo

existindo até o presente momento modelos de turbuléncia adequados.

A turbuléncia é um fendmeno tridimensional e rotacional, caracterizado por
flutuagdes de vorticidades presentes no escoamento. Os escoamentos que em esséncia sdo
bidimensionais, como o caso de ciclones na atmosfera os quais interferem nas condi¢des de
tempo, ndo sdo turbulentos, ainda que suas caracteristicas sejam fortemente influenciadas
pela turbuléncia de pequena escala (gerados pela viscosidade) que interage com o
escoamento principal de grande escala. Outro exemplo disso sdo as ondas randomicas na
superficie dos oceanos que nfo estdo em movimento turbulento por serem essencialmente
irrotacionais. Dessa maneira as flutuagdes randdmicas da vorticidade que caracterizam a

turbuléncia deixam de existir quando as flutuagdes de velocidade forem bidimensionais.

A teoria da turbuléncia , conforme TENNEKES E LUMLEY 3 & limitada da
mesma forma que a Mecanica dos Fluidos estaria se a relagfio de Stokes entre tensio e taxa

de deformagio de fluidos Newtonianos fosse desconhecida.
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Esta analogia mostra a necessidade de se elaborar para a turbuléncia uma
relagdo entre tenséio e deformagio que envolva a modelagem da viscosidade do vértice (em
inglés eddy viscosity) o qual terd um papel similar & da viscosidade molecular em
escoamentos laminares. Este enfoque é baseado na maneira como os movimentos
moleculares e as flutuagdes de velocidade turbulentas transferem momento e troca de calor.
Conceitos como viscosidade do vértice (no lugar da viscosidade molecular) e
comprimento de mistura (em analogia com o livre caminho médio das moléculas na Teoria
Cinética dos Gases) foram desenvolvidos por TAYLOR, PRANDTL e outros visando

estabelecer relagGes para o estudo da turbuléncia.

Existe uma dificuldade adicional ao se utilizar a viscosidade do vortice pois a

viscosidade molecular é uma propriedade dos fluidos enquanto que a turbuléncia é uma

caracteristica do_escoamento, conforme foi dito anteriormente. Contudo, por razdes

analiticas, pesquisas recentes indicam que em determinados escoamentos pode-se empregar
o termo fluido turbulento no lugar de escoamento turbulento. Fluidos turbulentos sdo
considerados nio-Newtonianos: possuem viscoelasticidade e sofrem de efeitos de memoria,
ou seja, somente em determinadas condigdes favoraveis pode-se estabelecer relagdes entre

tensdo média e a taxa de deformagdo média.

A analise dimensional é uma das ferramentas mais poderosas no estudo do
fendmeno da turbuléncia. Através dela pode-se estabelecer relagdes entre varidveis
dependentes e independentes, entretanto seus resultados ndo valem para calculo de

coeficientes numéricos.

Os escoamentos que sdo originalmente laminares tornam-se turbulentos
quando o nimero de Reynolds atinge valores elevados. Em escoamentos no interior de
tubos, por exemplo, o fendmeno da turbuléncia comega a surgir para um valor de Reynolds

igual a 2000 (baseado na velocidade média do escoamento e no didmetro do tubo). Caso
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ndo se tomem certos cuidados a transi¢do do regime laminar para turbulento pode ser
antecipada, principalmente devido a pequenas imperfeicGes da superficie que podem originar
rugosidades adicionais. A camada limite com gradiente de pressdo igual a zero torna-se
instavel para nimero de Reynolds igual a V&*/v = 600 , onde V é a velocidade do
escoamento ndo perturbado, 6* é a espessura de deslocamento da camada limite e v ¢é
viscosidade cinematica. Outro exemplo que mostra os estagios iniciais da transi¢éo laminar-

turbulento € a observagdo da fumaga que sai de um simples cigarro.

Do ponto de vista matematico, muitas das teorias existentes sobre as
instabilidades que surgem em escoamentos laminares empregam formulagSes lineares,
validas somente para pequenas perturbagdes, ndo podendo lidar com os grandes niveis de
flutuagdo que ocorrem nos escoamentos turbulentos. Por outro lado, quase todas as teorias
utilizam a formulacio da invaridncia assintética, ou seja, uma vez que 0s escoamentos
turbulentos possuem elevado niimero de Reynolds parece razodvel admitir que as mesmas
tenham um melhor comportamento 4 medida que este nimero tende ao infinito. Dessa forma
os escoamentos turbulentos sdo quase que independentes da viscosidade (com excec¢do de
movimentos de pequena escala). Esta formulagio conduziu a conceitos como o da

similaridade do niimero de Reynolds.

Em resumo, as teorias existentes sobre turbuléncia que se baseiam na
formulagio da invaridncia assintética sdo razoavelmente vilidas para altos mimeros de
Reynolds e incompletas ou ineficientes para ntimeros de Reynolds que ndo conseguem
tornar o fendmeno da turbuléncia auto-sustentavel. BATCHELOR em 19353 mostrou um

estudo sobre turbuléncia em tuneis de vento, construindo uma exce¢do a esta regra.

Caso os mecanismos de transferéncia de energia da turbuléncia se processem
de uma maneira suficientemente rapida, os efeitos de memoria citados anteriormente nio

mais dominario a dinimica do escoamento, sendo o fendmeno governado agora por




63

parametros locais tais como escalas de comprimento e tempo. Para escoamentos com

escalas de comprimento impostas o nimero de Reynolds é proporcional 4 razo entre as

escalas de tempo, enquanto que em escoamentos com escalas de tempo impostas o nimero

de Reynolds é proporcional 4 raiz quadrada da razfo entre as escalas de comprimento.

Exemplos destas relagdes sdo mostradas em TENNEKES E LUMLEY ? onde ¢ salientado
que o fendmeno da turbuléncia muitas vezes deve ser tratado como um problema

multidimensional de escalas de comprimento.

Sera mostrado a seguir 0 problema das escalas multiplas que surgem em
escoamentos viscosos laminares, em especial no tratamento de camada limite laminar.
Considerando escoamento incompressivel monofésico, viscosidade constante e regime

permanente, manipula-se a equagdo (3.2) chegando-se a:

2
duw, _ 10P e 0 “u; @.1)
Ix; p Ox; 0x; 0x;

u;

Para efeitos de calculo do nimero de Reynolds deve-se estimar a relagdo

entre as forcas de inércia e forgas viscosas, ou seja:

2 2
SR e (4.2)
L vU v

A relagio (4.2) mostra que os termos viscosos podem ser desprezados para
valores elevados do namero de Reynolds. Entretanto, determinadas condi¢Ses de contorno
ou condigdes iniciais nio permitirdio que isso seja feito para todo o dominio do escoamento
em questdio. Como exemplo pode-se citar que a camada limite que se desenvolve ao longo
de superficies solidas impde uma condi¢do de néo escorregamento, ou seja, na superficie do
corpo a velocidade deve ser igual a zero, mostrando que 0s efeitos viscosos devem estar
associados a escalas de comprimento pequenas. Dessa forma deve-se escolher um valor de
escala de comprimento 1 tal que os termos viscosos sejam da mesma ordem de magnitude

que os termos de inércia. Formalizando, tém-se:
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UYL ~ vU/P 4.3)

Portanto a razdo entre o comprimento viscoso 1 e a escala de comprimento L

do escoamento sera dada por:
VL ~ (v/UL)"? =Re *? (4.4)

A escala de comprimento viscoso | é uma escala de comprimento
transversal, isto é, ela representa a espessura da camada limite j4 que a mesma estd
relacionada ‘com a queda da difusdo de momento molecular ao longo do escoamento, longe
da superficie. A difusdo molecular ao longo do escoamento é desprezivel quando comparada
ao transporte de momento realizado pelo proprio escoamento. A figura 14 conforme
TENNEKES E LUMLEY * ilustra esta situagdo para a camada limite laminar de uma placa
plana.

DIFUSAO

1

———» CONVECCAO

Fig. 14. Escala de comprimentos, fendmenos de difusdo e convecgiio em uma camada

limite laminar de uma placa plana
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De forma analoga serdo mostradas as escalas de comprimento e velocidades
para uma camada limite turbulenta, esquematizadas na figura 15, segundo TENNEKES E
LUMLEY °. As flutuagdes de velocidade serio da ordem u , enquanto que a espessura da
camada limite 1 deve crescer obedecendo a relagdo dV/dt ~ u (4.5). O intervalo de tempo
transcorrido desde a origem da camada limite e uma posigéo a jusante L sera da ordem L/U,

de tal forma que :

1~ ut ~ul/U (4.6)

“DIFUSAO”

TURBULENTA
[\ "f—-——» CONVECCAO I T T

»
L

L |

Fig. 15. Escalas de comprimento e velocidade em uma camada limite turbulenta. O

tempo transcorrido para o fluido percorrer L é da ordem de L/U.

De forma analoga a anslise da camada limite laminar, chega-se neste caso as

seguintes relagdes:
VL ~u/U “.7

Vu~L/U (4.8)
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Estas relagdes servem apenas para relacionar os comprimentos e velocidades
caracteristicas, ndo devendo ser usadas para estimar a taxa de crescimento de uma camada

limite turbulenta.

Utilizando novamente como exemplo um escoamento laminar bidimensional
sobre uma placa plana de comprimento L, o drag D por unidade de largura é por defini¢éo
igual & perda total de momentum. Estimando esta perda como pU?l, onde 1 é a espessura da

camada limite no final da placa, tém-se:
D~ pU?l (4.9)

E o coeficiente de drag ou coeficiente de fricgdio C4 serd igual a:

D

= — 4.10
1/2 p UL (4.10)

Cq

Substituindo (4.9) em (4.10) e utilizando a relagdo I/L dada em (4.4) chega-

se a:
Ca~ 2{- =2Re ™" 4.11)

Por outro lado, para uma camada limite turbulenta, a perda de massa no final
da placa plana é , segundo TENNEKES E LUMLEY °, igual a pul, de tal forma que a perda

total de momentum € igual a (pul)U. Consequentemente tém-se:
D ~ puUl (4.12)
E, para o coeficiente de drag:
Ca~2

~2(—) (4.13)

cle

1
L

Cle
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Resultados experimentais mostram que o nivel de turbuléncia u/U varia muito
lentamente com o niimero de Reynolds, podendo-se inferir que o coeficiente de drag de uma
camada limite turbulenta, dado por (4.13), varia menos com o aumento do nimero de
Reynolds que o coeficiente de drag de uma camada limite laminar, dado por (4.11). A figura
16, segundo TENNEKES E LUMLEY *  ilustra este fato, ressaltando que conclusdes

analogas também sdo validas para os coeficientes de transferéncia de calor e massa.

10
Ca
laminar
102 | N e transicio
~ .-""umm\\tgrbulento
i/
N
10° ! L ! ! e
10* 10° 10° 10’ 10® 10°

Fig. 16. Coeficiente de drag para uma placa plana. Nota-se que a transicdo é bastante

sensivel a pequenas perturbagoes.

As pequenas escalas de perturbagdo ndo serdo analisadas neste trabalho, onde
maiores detalhes podem ser encontrados na referéncia [3]. A seguir serdo mostradas as
equagdes que regem OS escoamentos Viscosos turbulentos e uma descrigio de varios

modelos de turbuléncia existentes.
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4.2. MODELAGEM MATEMATICA DE ESCOAMENTOS VISCOSOS
TURBULENTOS

4.2.1. EQUAGOES QUE GOVERNAM OS ESCOAMENTOS TURBULENTOS

A resolucio do escoamento ao redor da superficie de um navio ou
submersivel tem um papel importante na metodologia moderna de projeto naval. Durante os
tltimos 20 anos um grande empenho tem sido feito para melhorar os modelos

computacionais de escoamentos turbulentos.

A dificuldade basica que ha neste campo € a incapacidade de se resolver a
contento as equacBes completas de Navier-Stokes para nimeros de Reynolds elevados com
0s recursos computacionais existes. A simplificagdo usualmente adotada para a modelagem
de escoamentos turbulentos é aproximar algumas variaveis das equa¢bes de Navier-Stokes
por um valor médio e por um valor que corresponderd a flutuagdo da grandeza em

consideragio. Este procedimento é chamado na literatura de Time Averaging Method.

As equagdes obtidas dessa forma sdo ainda incompletas para resolver o
problema (niimero de incégnitas maior que o niimero de equagdes) e modelos de turbuléncia
s30 necessarios para o fechamento do problema a fim de determinar os termos conhecidos
como tensdes de Reynolds. Ao longo dos anos uma grande variedade de modelos de
turbuléncia foram desenvolvidos com diferentes graus de complexidade, baseados na anlise

de escoamentos bidimensionais com extensdes no campo tridimensional.

A seguir serid mostrado o desenvolvimento que utiliza o processo de Time
Averaging Method nas equagdes de Navier-Stokes para um escoamento incompressivel

monofasico em regime permanente, sem considerar aceleragéo do fluido.
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Uma descrigdo de todos os pontos de determinado escoamento turbulento no
tempo e no espaco ndo é possivel. Entretanto, seguindo REYNOLDS (1895), desenvolvem-
se equagbes que governardo grandezas médias, tais como a velocidade média. Para um

fluido incompressivel monofisico em regime permanente tém-se as seguintes equagdes do

movimento:
gl +ﬁjau' lpa 5, (4.14)
ot J x; p 0 X
il
— =90 4.15
5 (4.15)

Nas equagdes acima G ;; é o tensor das tensdes; o simbolo ~ indica o valor
da varidvel em um instante qualquer (xj, t) no qual o processo de Time Averaging Method

ou decomposi¢io de Reynolds sera aplicado.

Assumindo a hipétese de que o fluido é newtoniano, rescreve-se a equagdo

(2.19) para o tensor & ;; chegando-se a:

~

G, = -P6,; *2u7, (4.16)

]

Na equagdo acima §; é conhecido como delta de Kronecker assumindo o
valor 1 caso i = j e valor 0 caso i # j, P¢é a pressdo hidrodindmica e p é a viscosidade
dinimica (assumida constante). Ja a taxa de deformagéo ;; sera definida por:

21,
0 X,

o1,
( 5 5 + ) 4.17)

N | =

A velocidade U, é decomposta em uma velocidade média (uniforme) Uj e
uma flutuagdio uj (T, = U, + u,). A velocidade Uj ¢ interpretada através de uma média no
tempo, definida por:

to+T

U = fim [u; at (4.18)

1
to
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O valor médio de uma flutuagdo de determinada grandeza & zero por
defini¢do, ou seja:

to+T
(u)) = im_ % feu, -upde =0 (4.19)

Uma das propriedades do valor médio de uma derivada espacial de uma
variével é que esta é igual a correspondente derivada espacial do valor médio dessa varidvel.

Dessa forma, tém-se:

AR T (4.20)
0 x; 0 x;
o u, 17}

BN = 3y =0 4.21
<5 xj> d x; <u‘> G2

Estas equagdes sdo validas, segundo TENNEKES E LUMLEY 3, porque o

processo ¢ aplicado considerando-se um longo intervalo de tempo de integragéo.

Ja os produtos das médias sfo computados da seguinte forma:

<ﬁi ﬁj) 5 <(Ui +u)(U; + uj))

=UU; + (ui uj> + (Ui uj> + <Uj ui>

=U, U; + (u u;) (4.22)

Os termos que consistem de um produto de um valor médio por um valor de
flutuagéo sdo desprezados. Isto se deve ao fato de que, em um processo de Time Averaging,

o valor médio atua como um coeficiente, € uma vez que a média de uma flutuagéo € zero, o

produto dessas grandezas também torna-se zero.

Caso <u,.u j> # 0, diz-se que uj e vj estdo correlacionadas; se <uiu j> =0, diz-

se que u; e uj ndo estdo correlacionadas.
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Realizando a decomposi¢io de varidveis sugerida acima na equagdo (3.2) e

de posse das propriedades apresentadas, chega-se a:

2
 +u. , . . +u.
ot ghats oX, p 0x OX;
(4.23)
E ainda:
M =0 (4.24)
ox;

Nas equagdes acima P é a pressfio normal e p a flutuagdo da pressdo, x; as

coordenadas do problema (i = 1,2,3) e v a viscosidade cinematica do fluido.

Tomando-se o valor médio das equacgdes (4.23) e (4.24) e assumindo que 0
valor médio de dUy/ot é igual a zero ((QUi/0t) = 0) devido ao fato de que o escoamento

médio é uniforme (permanente), tem-se as seguintes equagdes para o movimento médio do

fluido:
2
DAL T ARERR (B (4.25)
X, % pox; X,
A0 RO (4.26)
ox

Subtraindo as equagdes (4.25) e (4.26) das equagbes (4.23) e (4.24)

respectivamente, obtém-se as seguintes equacdes auxiliares:

(4.27)




=0 (4.28)

ou\ _ @
<uj—a—;‘—'> = (ww) (4.29)

Este termo ¢ analogo ao termo convectivo U;joUj/Ox;; ele representa o
transporte médio de momentum causado pelas flutuagdes turbulentas de velocidade. Ele
expressa portanto a troca de momentum entre a turbuléncia e o escoamento médio, ainda
que o momentum médio das flutuagdes turbulentas de velocidade seja igual a zero
(p (ui) = 0). Caso uj e uj forem ndo correlacionadas ((uiuj>=0), ndo havera

transferéncia de momentum turbulento.

Devido & decomposi¢do de Reynolds, o movimento turbulento pode ser

interpretado como sendo um agente que produz tensdes em um escoamento meédio.

Utilizando as equagSes (4.26) e (4.28) as equagdes de transporte de

momentum podem ser escritas como:

. . Jdu.
i O e WU [v ou; 95| 15 P - (uiu-)] (4.30)
' ox; ox, Ox, X, p ° !

1

A diferenca entre as equacdes de escoamentos viscosos laminares e as
equagdes (4.30) é o termo (uy;). Este termo multiplicado pela densidade, ou seja, puiuy),
representa o termo conhecido como tensdes de Reynolds. Estas tensdes expressam a taxa

média de transporte de momentum devido ao movimento turbulento do fluido.

De uma maneira alternativa, pode-se escrever esta taxa da seguinte forma:

d(u, u. 2
ou; 1 (u-“1)=_15P+V5Ua

U; 2
0x; p Ix; p Ox; ox;

(4.31)
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Esta equacdo expressa o balango da taxa de mudanca de momentum por
unidade de volume devido a advecgdo do mesmo pelo escoamento e pela agdo das tensdes

de Reynolds, termos de pressdo e viscosidade.

A contribuicio do movimento turbulento para o tensor de tensdes ¢

designado pelo termo Ttjj, dado por:
Tij = - puiwy) (4.32)

Em homenagem ao trabalho realizado por Reynolds no desenvolvimento
desta teoria, Tjj ¢ chamado de tensor das tensoes de Reynolds. As tensdes de Reynolds sdo

simétricas: Tjj = Tji -

Os componentes da diagonal principal de Tj; sdo as pressdes normais e seus
valores valem (p u ) ! ( P ui) e ( pu; ) Em muitos escoamentos estas pressdes normais sdo
desprezadas pois pouco contribuem para o transporte do momentum médio. Ja os termos
que se situam fora da diagonal principal sdo as tensdes de cisalhamento, responséveis pela

maior parte da transferéncia de momentum médio pelo escoamento turbulento.

Observando as equagdes obtidas para o escoamento médio nota-se que estas
contém as nove componentes do tensor Tjj, onde apenas seis s3o independentes uma das

outras. Estas componentes possuem incognitas relacionadas com os termos de pressdo e as

trés componentes de Uj.

Dessa forma existirdo seis incognitas adicionais a0 problema: as tensdes de
Reynolds -p{u;u;). As trés equagdes de momentum e as equagdes de continuidade néo sdo
suficientes para resolver o problema, sendo necessério portanto derivar equagdes para estas
tensdes. Este problema é conhecido como problema de fechamento e é a principal fonte de

diferenca entre os varios modelos de turbuléncia existentes.
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As equagdes para as tensdes de Reynolds podem ser obtidas diretamente a
partir das equagSes de Navier-Stokes multiplicando seus termos por uma das componentes
da flutuagdo antes de se aplicar o processo de Time Averaging. Caso isto seja feito surgirdo
produtos triplos tais como (u,. uu j>, gerados pelos termos de inércia nfio lineares das
equagdes do movimento. Entretanto, ao se utilizar para esta tltima situag@o o processo de

Time Averaging, produtos de quarta ordem irfio surgir, adicionando mais incognitas ainda

ao problema.

O problema reside no fato de como obter o fechamento das equagdes
(simplificadas) que regem determinado fendmeno através de consideragdes que respeitem a
fisica do problema, além de tentar recuperar informagdes que foram perdidas devido ao
processo de Time Averaging e a discretizagio do escoamento em consideragdo. Em resumo,
surge a necessidade de desenvolver relagBes entre as incOgnitas e as grandezas que sdo

determinadas.

A adigdo de termos apropriados resultario em equag¢Ses que ndo sdo
conservativas uma vez que as tensdes de Reynolds ndo sdo grandezas conservativas. Por
conseguinte ndo se obtém uma distribui¢do que levaria a solugio exata do escoamento
médio. A sua importancia entretanto reside no fato de restringir o processo de transporte

dessas quantidades. Obter-se-4, portanto:

0, i L(u ) ou; o) anJ L Huww)

0xj X; ox; ox;
| l | l l ] I l |
adveccio producio causada pela ganho devido ao
causada pelo interaciio entre a turbuléncia movimento de
escoamento ¢ 0 escoamento médio conveccio da

médio turbuléncia
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l l o (4.33)

acdo do gradiente de agio das forgas viscosas
pressio

A seguir sera fornecida a equagdio da energia cinética turbulenta por unidade

de volume, resultante da soma das trés equag¢des acima:

U o(a’) + 2(u; u )aU‘ + AR,
b ox P o O X,
| l ] [ l | | l
advecgio produgio de transporte dos
pelo trabalho do meio movimentos
escoamento fluide contra as convectivos da
médio tensdes de turbuléncia
Reynolds (difusio)

trabalho devido tensdes viscosas (4.34)
a turbuléncia devido s
flutuacies
turbulentas

A quantidade {(q°) = (u?) (soma ao longo de i) representa a intensidade
turbulenta total. Na equagio (4.34), que representa a conservagdo da energia cinética
turbulenta, foi utilizada a relagdo dada em (4.29) para a obteng@o do primeiro membro da

segunda equagéo.
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A energia cinética do escoamento médio pode ser obtida através de:

U2 o(u; u, 2 8 (PU, 2U.
Uji + 2Ui__(__12 = ____(__Q + 2VUi8U2'
Ox; ox, p Ox, X,

| i Iy T ] I I I ‘

adveccio produgio trabalho realizado dissipacio

pela pressio

(4.35)

A soma das equagdes (4.34) e (4.35) fornece a conservagdo da energia

cinética total:
2 2 2
g M) +U7) L oWiwu) | oy,
i 0 X, ox; O X,
A(PU, + (pu, 2y 3 %u,
_ 2060 o B0 (4.36)
P Ix; ; 0%

A seguir serfio mostrados os diferentes modelos de turbuléncia existentes e

os conceitos basicos de formulagio associados.
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4.2.2. 0S MODELOS DE TURBULENCIA

Antes de iniciar a descri¢do dos modelos de turbuléncia propriamente dita,
deve-se salientar que a turbuléncia, conforme analisada anteriormente, deve ser
caracterizada por um espectro de energia. Este espectro representa a distribui¢do de
energia cinética de vortices de diferentes tamanhos. Os vortices de grande energia serdo
responsaveis pela maior parte da transferéncia de calor, massa e momentum, relacionados
ainda com a determinacdio das tensdes de Reynolds e dos fluxos associados. E exatamente

um vortice com esta dimensdo que os modelos de turbuléncia tentam simular.

Vale ressaltar que a grande maioria dos modelos de turbuléncia utilizam
apenas um valor para a energia cinética turbulenta e para a escala de comprimento
associado, embora o espectro de energia seja uma fungio continua para o tamanho do
vortice, segundo LEMOS *. Entretanto para escoamentos de interesse em engenharia este

procedimento trard boas aproximagdes para efeitos de calculo.

O processo de transferéncia de energia para vOrtices de menor tamanho €
conhecido na literatura como cascata de emergia. As flutuagdes de baixa freqiiéncia
extraem a energia do escoamento médio, cujo movimento randémico e rotacional desses
elementos de fluido acabam alimentando as flutuacdes de alta freqiiéncia através da energia
cinética. Este processo continua até um ponto que Os menores virtices existentes
transformam esta energia em dissipagdo viscosa. Assim, para um elevado numero de
Reynolds, a fina estrutura da turbuléncia atinge um estado de Isotropia Local, uma vez que

os efeitos direcionais tém uma baixa intensidade neste caso.
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Dois conceitos basicos estritamente ligados ao tema devem ser apresentados.
O primeiro deles € a viscosidade turbulenta ou viscosidade do vértice p. (em inglés eddy

viscosity) e o segundo ¢ o comprimento de mistura l.

Em 1877 BOUSSINEQ afirmou que em um escoamento turbulento as
tensdes de Reynolds que atuam em um elemento fluido sfio proporcionais as taxas de
deformacgdio que atuam no mesmo, sendo analogas a transferéncia de momento que se da-
entre as moléculas. Esta idéia teve origem na hipotese de que os vdrtices, assim como as
moléculas, trocam momento e calor quando interagem entre si. Dessa forma foi proposto

para um fluido incompressivel a seguinte equagio, onde k ¢ a energia cinética turbulenta:

-p(uiuj> =pu, — + 3k6‘. 4.37)

-p(y,0)= ) (4.38)

Nesta equagio © € a flutuagio da grandeza ¢ e o; é conhecido como sendo o

mimero de Prandtl/Schmidt para transferéncia de calor e energia turbulenta.

Em relagio as equacgdes (4.37) e (4.38), uma perfeita analogia entre
escoamentos laminares e turbulentos ndo é possivel, segundo LEMOS * porque: a) em

oposi¢io ao que ocorre com as moléculas, os vértices que carregam a maior parte da




79

energia tém dimensdes da ordem do escoamento dentro do dominio de interesse; b) os
vortices nio podem ser considerados como sendo corpos rigidos, pois perdem sua
identidade depois de interagirem entre si; e ¢) W é um pardmetro local e que depende do

escoamento, apresentando variagGes conforme a diregfo de transporte considerada.

As equagdes (4.37) e (4.38) ndo constituem um modelo para as tensdes de
Reynolds e fluxos associados pois sdo necessdrias informagGes adicionais para a

determinagdo de ..
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