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na rede.

- tempo de viagem redonda das embarcacdes em uma

rede circular.

- expectancia do tempo de viagem redonda das
embarcag¢des em uma rede circular.

- quantidade de empurradores 1> porto i.

- expectancia da quantidade Ze empurradores no

porto i.

- tempo de permanéncia dos emrurradores no porto

i.
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= distribuigao

-~ expectancia do tempo dz permanéncia dos
empurradores no porto i.

- tempo de viagem redonda dos empurradores em uma
rede circular.

- expectancia do tempo de 7Tiagem redonda dos
empurradores em uma fede circalar.

- distribuicao

marginal da quantidade de

embarcacgdes, da carga de trabalho ou da
quantidade de barcagas no por-o i, dado que hd n
embarcac¢des na rede.
marginal da quantidade de
embarcagdes ou da quantidade de empurradores no
porto i.
- representagdo de um processo estocadstico em
tempo continuo.

- representagao de um processo estocastico

em tempo discreto.

- espacgo amostral de um processo
estocédstico.

N(t)=

(N; (t), ..., Ny(t})) - vetor-estado de uma resde de filas com M

n={(n,,...,n,

p(n, t)=P[N(t)=n]

p(n)=lim,_.p(n,t)

nés, em um dado instante t.

- vetor-estado de uma rede de filas com M
nos.

— probabilidade que o sistema se encontre em
um estado n no instante -.

- probabilidade que o sistema se encontre em
um estado n no

instazte t, em regime

estacionario.
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Q=[qy]

Q(k/n)

Q(k,j/n)

M/M/c

M/E,/1

- matriz geradora infinitesimal de probabilidades
ou das taxas de transicdo entre estados de uma
cadeia de Markov em tempo cortinuo.

- matriz das probabilidades de transicdo entre
estados de uma cadeia de Markov em tempo
discreto.

- distribuigdo estaciondria de uma cadeia de
Markov.

- matriz identidade.

- taxa de transi¢des em um processo markoviano
uniformizado.

- funcéo probabilidade da quantidade de
transi¢gbes com recompensa um, dado que houve n
transicgdes, em um processo markoviano
uniformizado.

- fung¢do probabilidade conjunta da quantidade de
transigbes com recompensa um e estado final 7,
dado que houve n transigdes, em um processo
markoviano uniformizado.

- representagao de um sistema isolado de fila com
processo de chegada Poisson, tempos de
atendimento exponenciais e ¢ servidores em
paralelo.

- representacdo de um sistema isolado de fila com
processo de chegada Poisson, tempos de
atendimento Erlang e um uUnico servidor.

- fragdo dos clientes qde partem do ndé i para o
ndé j em uma rede de filas.

- taxa proporcional da quantidade de visitas dos

clientes ao nd i em uma rede de filas.
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xi=e;/n;

£ (k)

A(N,M)

Ay (N, M)

G (N)

g, (n)

h, (k)

$: (n), ¢jk (n)
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- tempo médio proporcional de atendimento dos
clientes no né i em uma rede de filas.

- funcdo-fatorial para determinacao da
distribuigdo conjunta em umz rede com solucgao
analitica em forma de produto.

- conjunto dos vetores-estadc de uma rede com M
nés e N clientes.

- conjunto dos vetores-estado de uma rede
circular com M nés e N clienfes, agregando em um
componente 0 a quantidade de clientes Iem
trénsito.

- constante de normalizagdo ds uma rede circular
com distribuigdes exponenciais para os tempos de
servigo.

- quantidade de estados de uma cadeia de Markov
em tempo continuo.

- quantidade de transi¢des de uma cadeia de
Markov em tempo continuo.

- fungdo auxilar do método da convolucgio para
determinag¢do da constante de normalizagdo G(N).
- fungdo auxilar do método da convolucio para
determinagido das distribuicdes marginais.

- quantidade de embarcacdes em atendimento dado
que ha k embarcagdes no porto i.

- fungdo de indexacdo dos estados.

- componentes da fung¢do de indexacdo dos estados,
$(n).

- vetor contendo os elementos da diagonal

principal da matriz esparsa 2.
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Bi (k)

B (N)

Ny, 4

B* (N, Ty, ry)

- vetor contendo os elementos nao nulos fora da
diagonal principal, ordenadcs por linha e por
coluna, da matriz A.

- vetor contendo a quantidacz de elementos nio
nulos fora da diagonal princiral em cada linha da
matriz A.

- vetor contendo os indices j de cada elemento
nao nulo fora da diagonal principal, ordenados
por linha e por coluna, da matriz A.

- ordem da distribuigdo Erlang dos tempos de
atendimento no porto i em umz rede circular.

- ordem da distribuigdo Erlang dos tempos de
viagem das embarcagbées do porto i para o porto
seqguinte do roteiro em uma rede circular.

- quantidade de embarcagdes dado que h& uma carga
de k estagios de atendimento no porto i.

- conjunto dos estados do modelo ABA-~AUTOPROP com
distribuigdes Erlang de orden r; (i=1,2) para os
tempos de atendimento nos portos, distribuicdes
exponenciais para os tempos de viagem e uma frota
constituida de N embarcacdes.

- quantidade de embarcag¢des no k-ésimo estdgio da
viagem do porto i para o porto sequinte do
roteiro em uma rede circular.

- conjunto dos estados do modelo ABA-AUTOPROP com
distribuigdes Erlang de order r;, (i=1,2) para os
tempos de atendimento nos por-tos, distribuigées
Erlang de ordem r,; (i=1,2) para os tempos de

viagem e uma frota constituidz de N embarcacdes.
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int (x)

frac(x)

min (x, y)

max (x,y)

- dimensdo dos vetores-estaco do problema ABA-
AUTOPROP com distribuig¢des Erlang para os tempos
de viagem e de atendimento.

- quantidade de barcag¢as nz frota em uma rede

circular com comboios de emp:rra.

- quantidade de barcagas por comboio.

- conjunto dos vetores-estado de uma rede
circular com a frota constituida de comboios de
empurra.

- quantidade de empurradores no porto i, dado que
h4d k barcagas, em uma rede circular com a frota
constituida de comboios de eipurra.

- fungao que fornece a parte inteira do argumento

X.

- fungdo que fornece a pzrte fracionaria do

argumento x.

- funcdo que fornece o valor minimo entre os

argumentos x e y.

- funcdo que fornece o valor maximo entre os

argumentos x e y.
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RESUMO

O transporte fluvial ¢é wusuvalmente indicado para a
movimentagdo de grandes volumes de carga a longas disténcias. A
concretizagdo das vantagens potenciais do transporte fluvial
pressupbe o correto dimensionamento dos sistemas de transporte.

Neste trabalho, apresentam~-se modelos analiticos para
avaliar a capacidade de transporte de uma frota em operagao
circular entre um dado nimero de portos. Os modelos incorporam
tempos de atendimento e viagem aleatérios, que provocam a
formagcdo de filas nos portos. O efeito das filas & o aumento do
tempo de permanéncia das embarcacdes nos portos, acarretando uma
redugdo da capacidade de transporte.

Adotou-se, inicialmente, um modelo de rede circular de filas
com distribuigdes exponenciais para a andlise, em regime
estacionadrio, do desempenho de wuma frota de embarcagdes
autopropelidas. A sequir, substituem-se as distribuigées
exponenciais por distribui¢bes Erlang.

Em um segundo cendrio, admite-se que a frota seja composta
por comboios fluviais, formados por empurradores e barcacas, que
proporcionam maior flexibilidade de operacdo. Para este segundo
problema, foi desenvolvido um novo modelo de redes de filas,
admitindo-se ainda que os tempos de atendimento e viagem sejam
varidveis aleatérias exponenciais.

Ao longo do trabalho, s3o apresentados e discutidos
resultados da aplicagido dos modelos mencionados para algumas
configuragdes de sistemas de transporte fluvial de carga.
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"ABSTRACT"

Inland waterway transportation is usually recommended for
moving large amounts of low value goods over long distances. In
order to profit by all potencial advantages of the inland

waterway transportation, the transportation systems must be
suitably designed.

This dissertation presents analytical queueing models to
evaluate the transportation capacity of a vessel fleet in cyclic
operation among a given number of ports. These models assume port
and voyage times to be random variables, which causes the
occurrence of queues at the ports. The queue effect is the
increase of in-port times with the consequent reduction of fleet
transportation capacity.

At first, a cyclic queue model with exponential service
times is used to analyze the performance of a self-propelled
barge fleet under stationary conditions. Further, it is assumed

Erlang distributions in order to consider a broader range of
configurations.

Thereafter, a new cyclic model is proposed to study the
transportation capacity of a tow fleet operating among a given

numer of ports. In this case, only exponential distributions are
considered.

Computational results for all the proposed models are
presented and discussed.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é apresentar o sistema de transporte
fluvial de carga que se pretende estudar ao longo deste trabalho.
A segdo 1.1 abre o capitulo com uma discussdo a respeito da
analise de projetos de transportes. Na segdo 1.2, é feita uma
apresentagdo do transporte fluvial de carga. A seguir, na secgdo
1.3, discutem-se formas de modelagem e andlise de desempenho
destes sistemas. A sec¢do 1.4 encerra o capitulo com uma descricgio

dos objetivos da pesquisa e do conteudo dos capitulos seguintes.

1.1 Avaliagdo Econdémica de Projetos de Transportes

A existéncia de uma eficiente infra-estrutura de transporte
constitui um requisito fundamental para o desenvolvimento

econdmico dos paises.

Os produtores rurais necessitam de meios de transporte para
escoamento da produgdo e recebimento de insumos (fertilizantes,
combustiveis, equipamentos, etc). A eficiéncia do transporte
contribui para reduzir os custos e aumentar o volume de producio,
proporcionando, a longo prazo, a integragdo econdmica de novas

regides produtoras.
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A expansdo da indastria, da mesma forma, requer um
transporte eficiente das matérias-primas e dos produtos
industrializados. No comércio exterior, a disponibilidade de
instalagdes portuarias e transporte terrestre adequados pode
asseqgurar preg¢os competitivos aos produtos nacionais no mercado
exterior e reduzir os custos de 1importag¢do de produtos

estrangeiros.

O transporte de carga concentra-se em trés modalidades
principais: rodovidrio, ferrovidrio e hidroviario (interior!,
cabotagem e longo curso). No caso especifico do transporte de
granéis, deve-se acrescentar a modalidade dutoviaria como

alternativa de grande importéncia.

Estas modalidades possibilitam miltiplas configuracgdes de
sistemas de transporte,. incluindo os sistemas integrados
caracterizados pela participagdo de diferentes modalidades no

transporte de um determinado produto.

Em paises subdesenvolvidos, ha uma forte demanda por
investimentos em transportes. S0 necessdrios investimentos na
ampliacao e manuten¢do da malha viaria, renovacdo da frota,
construgao de terminais, aquisi¢do de sistemas de controle e
comunicag¢do, etc. Em geral, a maior parte destes investimentos
tem origem publica e deve estar inserida em uma politica nacional
de transportes que tenha por objetivo contribuir eficientemente

para o desenvolvimento sécio-econémico do pais.

! A navegac¢do interior compreende a navegacdo fluvial e a

navegagao lacustre.
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Em virtude da importancia estratégica e do grande volume de
recursos necessarios, torna-se indispensavel realizar criteriosa
avaliacdo econdmica dos investimentos neste setor. ADLER (1978)
apresenta metodologias para avaliagao econdmica de projetos de
transporte com aplicagdes nos setores rodoviarios, ferroviéarios,

portuarios e de aviagao.

Um aspécto fundamental na avaliacdo das alternativas de um
projeto de transporte de cargas é a necessidade de previsido do
comportamento de cada uma das alternativas possiveis. A natureza
probabilistica da demanda, dos processos de transferéncia de
carga e de movimentacdo dos veiculos impde algumas dificuldades
ao estudo deste problema. Uma alternativa é recorrer a utilizacao
de modelos que, como abstra¢des da realidade, sido elaborados para

captar os aspectos essenciais do comportamento do sistema real.

No presente trabalho, utilizam-se conceitos de processos
estocasticos na busca de modelos analiticos que permitam avaliar
o) comportamento de algumas configuragbes particulares de sistemas
de transporte fluvial de carga. Estes modelos, estritamente
operacionais, fornecem subsidios para a avaliagdo econdmica

subseqiiente de projetos de transporte fluvial.

1.2 Caracteristicas do Transporte Fluvial

A experiéncia mostra que o transporte fluvial é apropriado para

o deslocamento de cargas de baixo valor agregado em grandes
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volumes e longas distadncias. Por exigir menores investimentos e
menor consumo de combustivel, esta modalidade de transporte pode
proporcionar custos unitarios ($/tekm) inferiores aos alcancados

nos transportes ferrovidrio e rodoviario.

A utilizacao do transporte fluvial combinado com outras
modalidades (rodoviario, ferrovidrio e dutovidrio) possibilita
uma reducdao do custo final de transporte. Este conceito,
denominado intermodalidade, amplia consideravelmente a regifo de

influéncia das hidrovias.

No Brasil, apesar da extensa bacia hidrogrifica, a
utilizagdo do transporte fluvial de carga é bastante reduzida. Na
década de 80, os maiores volumes de transporte hidroviario
concentravam-se na Bacia Amazdnica e na Bacia do Sul (rios Jacui,

Taquari, Lagoa dos Patos e Lagoa Mirim).

Na Bacia Amazdnica, dadas as condigdes geograficas da
regido, a navegagdo interior representa o principal meio de

transporte, tanto de passageiros como de carga.

No Rio Grande do Sul, o transporte hidroviario, integrado ao
transporte rodoviario e ferroviario, representa uma importante
via de escoamento da produgdo de gr3dos com destino ao porto

maritimo de Rio Grande.

FIGUEIREDO (1984) apresenta dados comparativos da
participacao das diferentes modalidades de transporte de carga no

pais, que sdo reproduzidos na tabela 1.1. Nesta referéncia, o
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autor aponta a navegagdo interior como uma alternativa mais
racional de transporte para a produg¢ido agricola das regides norte
e centro-oeste do pais. Na modalidade ferroviadria, destacam-se o

transporte de minério de ferro e derivados de petrébleo.

Tabela 1.1 Participagdo das modalidades de transporte de carga no
Brasil de 1977 a 1982.

Modos de Composigdo percentual (tekm)

Transporte 1977 1978 1979 1980 1981 1982
Aerovidrio 0.25 0.27 0.28 0.29 0.30 0.34
Dutovidrio 3.08 3.71 3.47 3.36 3.23 3.17
Ferroviario 22.01 21.41 22.60 24.28 23.18 22.09
Nav. Interior 0.65 0.64 0.73 0.75 0.81 0.91
Nav. de Cabotagem 12.89 13.22 13.53 12.67 12.69 13.30
Rodoviéario 61.12 60.75 59.39 58.65 59.79 60.19
Total 100 100 100 100 100 100

A implantagdo da Hidrovia Tieté-Parani representa, em razio
do elevado nivel de atividade econémica na sua A&rea de

influéncia, um grande estimulo para o crescimento do transporte

fluvial no pais.

A viabilizacdo da navegagdo fluvial na Bacia Tieté-Parani
deve-se a construgdo de barragens providas de eclusas ao longo
dos rios para geragdo de energia hidrelétrica. A formacdo de
grandes reservatérios melhora as condigdes de navegabilidade das

embarcacdes.

Eclusas e canais artificiais constituem dois importantes

componentes da infra-estrutura de uma hidrovia interior. As
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eclusas sdo dispositivos projetados para permitir a transposicéao
das embarca¢des de um lado a outro dos reservatdédrios; os canais

sdo construidos para interligar bacias ou trechos navegaveis de

uma mesma hidrovia.

As figuras a sequir ilustram a transposi¢ido de uma eclusa
por uma embarcagdo. A figura 1.1 mostra uma embarcacido, a
montante do reservatdério, no instante de entrada na eclusa. A
figura 1.2 apresenta a embarcagdo no interior da eclusa, com
ambas as comportas fechadas. Pelo acionamento de um sistema de
valvulas, inicia-se, entdo, o esvaziamento da cdmara e a descida
da embarcagdo. A figura 1.3 mostra, apds o esvaziamento completo
e a abertura da comporta inferior, a embarcacdo no instante de

saida da eclusa.

/ /

Figura 1.1 Eclusa - entrada da embarcacdo a montante.
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Figura 1.2 Eclusa - fechamento da comporta superior e inicio da
descida da embarcacdo com o esvaziamento da camara interna.

===

/ /

Figura 1.3 Eclusa - abertura da comporta inferior e saida da
embarcacgdo a jusante.




(

(

cceccccecccececccccceccccecccccccccc e

8

Para assequrar custos reduzidos de transporte, a hidrovia
necessita de portos ou terminais eficientes. Basicamente, estes
terminais contém Dbercgos de atracacgao, equipamentos de
transferéncia de cargas, instalag¢des para armazenagem (armazéns,
silos e tanques), patio de manobras para os veiculos da interface
terrestre e instalac¢des administrativas. LIMA JR (1988) propde

metodologias para o dimensionamento deste tipo de terminal.

A frota fluvial pode ser formada por embarcagdes
autopropelidas ou por comboios de empurra. Estes sdo constituidos
de uma embarcagdo especifica para propulsdo, denominada
empurrador, e de um conjunto de embarcagdes destinadas
exclusivamente a acomodagdo das cargas, chamadas barcagas ou

chatas {(em razdo das formas do casco).

A principio, os comboios proporcionam maior flexibilidade
operacional aos sistemas de transporte que as embarcag¢des
autopropelidas. A escolha entre autopropelidas e diferentes
configuragdes de comboio deve levar em consideracdo restricgdes de
navegabilidade da hidrovia (profundidade, dimensdes de eclusas e
canais, etc) e fatores econdmicos (volume de carga, custos de

empurradores e barcacgas, etc).

Uma configurag¢do que se observa com freqiiéncia no transporte
fluvial é a operagdo circular de uma frota homogénea entre um
pequeno numero de portos, muitas vezes privativos. Para aumentar
a utilizagdao dos recursos do sistema, é desejavel que tanto a

frota quanto os terminais operem continuamente (24 h/dia).



{ C(

(

ccegceccececcecceccccccccccacc o

9

Quando a frota é constituida por comboios, h& uma forma
alternativa. de operagdo, caracterizada pela substituigdo das
barcagas de um empurrador que chega ao porto, por outro conjunto
preparado anteriormente. Neste tipo de éperacéo, os portos, nao
necessariamente todos, devem dispor de conjuntos de barcagas
adicionais. Consegue-se, desta forma, reduzir o tempo de

permanéncia dos empurradores nos portos.

BRINATI (1983) mostra que a viabilidade econdmica da
operagcao com desmembramento dos comboios depende basicamente da

relagdo entre os custos de capital do empurrador e das barcacas.

Uma questao importante que se coloca refere-se ao
dimensionamento do sistema de transporte com base em uma certa
demanda de carga predefinida. Um enfoque tradicional consiste em
calcular o tempo de ciclo ou viagem redonda das embarcagdes para,
a sequir, verificar qual a quantidade de embarca¢des necessirias

para atender a demanda fixada.

Freqglientemente, as caracteristicas probabilisticas da
operagao da frota e dos portos sdo ignoradas. As aleatoriedades
destes processos podem provocar a formagao de filas de
embarcag¢des nos portos. Neste caso, deve-se acrescentar ao tempo
de ciclo das embarcag¢des parcelas referentes ao tempo de espera
em cada porto. O aumento do tempo médio de ciclo das embarcagdes
resulta na diminuicg¢éao da quantidade de viagens e,
consequentemente, na redugao da capacidade de transporte da frota

considerada.
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1.3 Modelagem e Analise de Desempenho

A figura 1.4 representa um sistema de transporte fluvial
designado ABA-AUTOPROP. Este sistema é constituido de uma frota
de N embarcagdes autopropelidas semelhantes, em operacdo ciclica
e continua entre dois portos. Cada embarcagdo da frota navega a
uma velocidade de servigo constante, V, (km/h), e apresenta uma

capacidade de carga, DWT (t).

()
)
v
2>
G

Figura 1.4 Diagrama do problema ABA-AUTOPROP.

Seja d (km) a distédncia entre os portos A e B. No sentido de
A para B existe uma demanda anual uniforme de D (t/ano) de uma
carga C,, chamada carga principal. No sentido inverso, as
embarcagdes transportam um outro tipo de carga C, que, por

apresentar um volume de carga inferior, é denominada carga

secunddaria.
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O dimensionamento deste sistema hidrovidrio, considerado
isoladamente, consiste, no caso mais geral, em determinar a
configuragdo dos portos e da frota de forma a atender a demanda

a0 menor custo.

A configuragdo dos portos tem como varidveis principais a
quantidade de bercgos de atracag¢do (c), as taxas de transferéncia
dos equipamentos de carga/descarga e a capacidade de armazenagem.
Em relagdo a frota, as principais varidveis sdo a quantidade, N,
a velocidade de servigo, V, e a capacidade de carga das

embarcacdes, DWT.

BALAU (1976) considera um problema semelhante de
dimensionamento de uma frota de comboios fluviais para transporte
de bauxita entre uma jazida e uma usina siderurgica na regiido
amazénica. Desenvolve-se um modelo de otimizacdo que tem como
varidveis de decisdo a quantidade, as dimensdes e a velocidade
dos comboios. Neste modelo, o tempo de viagem redonda das
embarcagbdes é constante, sendo determinado, basicamente, em
fungdo da velocidade (tempos de viagem), da taxa de transferéncia
de carga e da capacidade de carga dos comboios (tempos de porto).
Desprezam-se eventuais tempos de espera das embarcacido nos portos

devido a formacdo de filas.

Em outro cendrio de transporte, CABRERA; MAHER (1973)
analisam a operagdo de um sistema formado por uma escavadeira e
uma frota de caminhdes utilizados na remogdo e transporte de
terra durante a construcdo de rodovias. Mostra-se como as

aleatoriedades presentes no carregamento dos caminhdes no local
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de escavacdo e na movimentacdo dos caminhdes influenciam a

capacidade de transporte.

Retomando o problema ABA-AUTOPROP proposto no inicio desta
segdo, considere-se que cada porto tenha um uUnico berco de
atracagao (c;=c,=1l). Admita-se que o0s tempos de atendimento e
viagem sejam fixos e, péra efeito da analise que se segue, que o
tempo de atendimento no porto A seja superior ao tempo de
atendimento no porto B. Sejam t; e t, (t;2t;,) os tempos de
atendimento das embarca¢des nos portos A e B, t; e t, os tempos
de viagem das embarca¢des de A para B e de B para A. Suponha-se
que, em um instante inicial t igual a =zero, todas as N
embarcagdes encontram-se em fila no porto A e, neste instante,

inicia-se o atendimento da primeira embarcagdo da fila.

Neste exemplo deterministico, verifica-se que, se N é menor
ou igual ao quociente (t,+t,+t,+t,)/t,, todas as embarcagdes terdo
sido atendidas em A antes que a primeira embarcagdo retorne
aquele porto. Verifica-se que, ao longo da operacido deste
sistema, as embarca¢des ndo precisam aguardar nos portos para
serem atendidas e o tempo de ciclo ou viagem redonda, t,, em

qualquer viagem, sera sempre constante e igual a soma t,+t,+t,+t,.

Por outro lado, se N & maior que (t,+t,+t.+t,)/t,, o porto A
ndao estara disponivel para a primeira embarcacgdo no instante de
seu primeiro retorno. O tempo de ciclo, neste caso, deve ser
igual ao produto Net,, que é fixo e igual para todas as

embarcagdes da frota.
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Uma importante medida de desempenho é a freqiiéncia de
chegada das embarcacgdes aos poftos, denominada vazdo. Seja A a
vazdo®, entdo A=N/t,,. As figuras 1.5 e 1.6 mostram as relacdes
entre tempo de viagem redonda e vazdo em fung¢ido da quantidade de
embarcagdes na frota, para um problema ABA-AUTOPROP, em que t, e

t, sdo iguais a um e t; e t, sdo iguais a quatro.

Figura 1.5 Tempo de viagem redonda em funcdo da
quantidade de embarca¢des para um problema ABA-
AUTOPROP, com tempos de atendimento e viagem
constantes.

! Em redes com maior numero de portos e roteiros néo

circulares define-se uma vazdo A; para cada porto i. No exemplo
dado, ambos os portos apresentam a mesma vazdo A.
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Figura 1.6 Vazdo em fungdo da quantidade de
embarcagdes para um problema ABA-AUTOPROP, com
tempos de atendimento e viagem constantes.

Outros indicadores de desempenho podem ser definidos como,
por exemplo: a) 1indice de congestionamento ou indice de
utilizag¢do dos bercos de atracagdo em cada porto, que equivalem
a fragdo do tempo em que os bergos permanecem ocupados; b)
extensdo dos periodos em que cada porto permanece ocioso (ou
ocupado); c) tempo de permanéncia das embarcagdes nos portos
(tempo de espera e atendimento); d) indice de rotatividade das
embarcagdes, medido pela razdo entre o tempo navegando (t,+t,) e

o tempo de ciclo ou viagem redonda das embarcagdes (t,,); etc.

E importante frisar que, no caso deterministico, conhecidas
as condi¢des iniciais do sistema, é possivel, com maior ou menor
grau de dificuldade, prever o comportamento futuro do sistema.

Anadlises semelhantes podem ser feitas para outras situagdes, como
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por exemplo, casos onde haja miultiplos bergos de atracagido por

portos, frota de comboios com desembramento, etc.

Na maioria das vezes, modelos estocdsticos s3o mais
adequados para representar a operacdo dos sistemas de
transportes. Em um modelo estocastico para o problema ABA-
AUTOPROP, os tempos de atendimento das embarcagdes em cada porto,
T, e T;, sdo considerados varidveis aleatérias, caracterizadas por
distribuigdes de probabilidades G, e G,. Da mesma forma, os tempos
de viagem, T, e T,, sdo varidveis aleatérias dadas por
distribuigdes de probabilidades G; e G,. Quando houver mais de um
berco de atracagdo, em um mesmo porto, admite-se, usualmente, que

todos os bergos de um mesmo porto operem conforme o mesmo padrio.

A natureza estocastica torna o problema bastante mais
complexo pois, dado o estado inicial de sistema, é possivel
determinar apenas probabilisticamente o comportamento deste ao
longo do tempo. Por exemplo, a quantidade de carga transportada
de A para B, desde o instante inicial até um instante arbitrario

t, passa a ser uma variavel aleatéria.

A simulagcdo e os modelos analiticos probabilisticos
constituem duas alternativas para abordagem do problema descrito.
A simulagdo € uma ferramenta bastante empregada devido & maior
flexibilidade e facilidade para solucdo que oferece na modelagem
dos mais complexos sistemas. Na simulacgdo, a qualidade dos
resultados ¢é comumente expressa em termos de intervalos de

confianca.
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BOTTER et al. (1988) apresentam um exemplo de emprego da
simulagao para avaliagdo do desempenho de um sistema rodo-hidro-
duto-ferrovidrio de transporte de &lcool e derivados de petréleo
na regido de influéncia da hidrovia Tieté&-Parani. No modelo
desenvolvido, destacam-se a representacio da interface da
hidrovia com as modalidades terrestres, a operagdo de
transposigdo de eclusas e a alternativa de desmembramento dos

comboios nos portos.

Uma alternativa é recorrer a teoria de filas que, a partir
de conceitos de processos estocasticos, fornece modelos
analiticos para a avaliagdo do desempenho de sistemas de

atendimento.

BRINATI (1981) wutiliza um modelo de filas com unico
servidor, representado pela notag¢do G/G/1, para avaliar o tempo
de espera dos comboios nos portos. Sdo analisados duas
configuragbes, com e sem desmembramento dos comboios. O intervalo
entre chegadas é conhecido a priori e caracterizado por
distribuigdes Erlang e os tempos de atendimento sio considerados
variaveis aleatérias normais. A partir dos resultados obtidos, é
possivel calcular os tempos médios de espera de empurradores e

barcagas nos portos.

Apesar da grande generalidade do modelo, verificou-se que a
hip6étese implicita de independéncia entre intervalos de chegadas
em cada porto ndo é justificada quando se tem um sistema fechado.
Surgem, entdo, os modelos de redes de filas que, ao contrario do

modelo anterior, prevéem a existéncia de multiplos noés
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interdependentes. Uma revisdo detalhada desta classe de modelos

¢ apresentada no capitulo 2.

KOENIGSBERG; LAM (1976) foram os pioneiros na aplicacdo de
modelos de redes circulares de filas para avaliar a operacgdo de
uma frota entre dois portos. O modelo proposto consiste de quatro
estagios em seqiiéncia, correspondentes aos portos e as viagens,
que sdo percorridos pelas embarcac¢des em um processo ciclico. Os
nés correspondentes aos portos apresentam um nimero de servidores
equivalentes a quantidade de bercgos de atracacdo, enquanto os
estagios relativos as viagens possuem uma quantidade suficiente
de servidores, tal que todas as embarca¢des possam ser atendidas
simultaneamente. As distribui¢des de probabilidades dos tempos de

atendimento em cada estdgio sdo consideradas exponenciais.

YOSHIZAKI (1989) aplica um modelo semelhante na andlise de
desemperho de um sistema rodoviario de transporte de carga. Na
implementagado computacional do modelo, empregou-se o método da
convolugdo, que torna mais eficiente a determinacgdo das

distribui¢des estaciondrias e das medidas de desempenho.

1.4 Objetivos e Delineamento do Trabalho

O objetivo deste trabalho é fornecer modelos analiticos que,
levando em consideragdo as caracteristicas estocédsticas dos
processos, permitam avaliar o desempenho de algumas configuracdes

de sistemas fechados de transporte fluvial de carga.
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2 MODELOS MARKOVIANOS DE FILAS

Neste capitulo, apresentam-se alguns tépicos referentes ao estudo
de modelos de filas que podem ser analisados a partir de cadeias
de Markov em tempo continuo, denominados modelos markovianos de

filas. A secdo 2.1 retine alguns conceitos bisicos referentes i

anadlise destes modelos. Na segdo 2.2, faz-se uma revisio dos

modelos markovianos de rede aberta de filas, enquanto, na segao
2.3, s&o considerados os modelos de rede fechada de filas. Na
segao 2.4, discutem-se métodos de solucdo de redes fechadas de
filas que apresentam solugdes analiticas em forma de produto. A

segdo 2.5 trata de métodos computacionais utilizados para a

solugdo de cadeias de Markov em tempo continuo.

2.1 Conceitos Basicos

A teoria de filas fornece modelos para o estudo de sistemas de
prestagdo de servigos que estio sujeitos & formacdo de filas.
Estes sistemas podem ser formados por um uUnico ou por maltiplos

postos de servigos. No primeiro Caso, tem-se um sistema isolado

de fila e, no segundo, uma rede de filas.

Un sistema isolado de fila pode ser especificado a partir do

processo de chegada dos clientes, do processo de atendimento e da
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quantidade de servidores. A maior parte dos modelos de filas
refere~-se aos casos em que os processos de chegada e de
atendimento sdo, pelo menos um deles, estocdsticos. Nos modelos
estocdsticos, o processo de chegada é normalmente caracterizado
por uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes com a
mesma distribuicdo de probabilidades, representando os intervalos
entre chegadas consecutivas; o processo de atendimento €& definido
por uma disciplina de atendimento, gque determina a ordem de
atendimento dos clientes presentes no sistema, e por uma
distribuicdo de probabilidades para a duragcdo dos tempos de
atendimento dos clientes. Quando h& multiplos servidores em
paralelo, admite-se, em geral, que todos sejam idénticos e que
operem de forma independente. Em alguns casos, definem-se
caracteristicas adicionais como, por exemplo, uma capacidade
maxima para a quantidade de clientes no sistema, a existéncia de

classes diferentes de clientes, =z=tc.

A partir da definigdo do sistema de fila, varios processos
podem ser estudados. Dois importantes processos freqientemente
analisados sdo: a) {N(t), t20}, onde N(t) representa a quantidade
de clientes presentes no sistema em cada instante t; b) (W,
n=1,2,...}, onde W, representa o tempo de étendimento do n-ésimo
cliente!. Estes processos podem ser analisados tanto em regime
transitério quanto em regime estaciondrio. Em geral, a analise em
regime estacionario é bastante mais simples que a analise em

regime transitério.

' 0 processo {N(t), t20} constitui um processo estocastico

em tempo continuo, enquanto {W,, n=1,2,...} constitui um processo
em tempo discreto.
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Conforme mencionado anteriormente, neste capitulo,
consideram-se os modelos markovianos de filas, isto é, modelos em
que o processo {N(t), t20} pode ser estudado por cadeias de
Markov em tempo continuo. Neste grupo, encortram-se os modelos

que sdo classificados como processos de nascimento e morte em

tempo continuo.

A figura 2.1 representa o diagrama das taxas de transicao
entre estados de um processo de nascimento e morte em tempo
continuo, com parametros {A(n) e p(nt+l), n=0,1,...}, que, em
alguns modelos de filas, é utilizado para estudar o processo
{N(t), tz20}. As transicdes de n - n+l correspondem a chegada de
um novo cliente ao sistema, enquanto as transigdes de n - n-1

(n>0) correspondem & saida de um cliente que acaba de ser

atendido.

A(0) A(l) A(n-1) A(n)

I I g g I R I s I e
0 1 n-1 | n ‘ n+l

L ] « « «J ol I S B
n(l) n(2) p(n) p(n+l)

Figura 2.1 Diagrama das taxas de transigdo entre estados de um
processo de nascimento e morte em tempo continuo.
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A dinamica do processo {N(t), t=20} pode ser determinada, do
ponto de vista probabilistico, a partir das equagbes diretas de

Chapman-Kolmogorov. Seja p(n,t)=P[N(t)=n], entdo

di’tp(o, £) ==A(0)p(0,t) +p (1) p(1, t)

d —
Ep(n, t) = (A(n)+p(n))p(n, t) (2.1)

+A(n-1)p(n-1, t) +p(n+1) p(n+1, t)

n=1,2,..

Para se resolver o sistema de equacdes diferenciais (2.1),
¢ necessdrio especificar as condi¢des iniciais, ou seja, a
distribuicdo de probabilidades dos estados no instante zero,
{p(n,0), n=0,1,...}. Este tipo de andlise, que leva em

consideragdo a varidvel tempo, ¢é chamada andlise em regime

transitério.

Seja p(n)=lim,_p(n,t) (n=0,1,...). Admitindo-se a existéncia
do regime estacionario, a distribuicio estaciondria, {p(n),

n=0,1,...}, pode ser calculada pela solugdo do seguinte sistema

de equagdes lineares:

A{0)p(0)=p (1) p(1)
(A(n)+p(n))p(n) =A (n-1) p(n-1) +p (n+1) p(n+1) (2.2)

n=1,2,..

De (2.2), obtém-se:
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n-1
p(n) =p<0)pﬁ%<)l_) n=1,2,.. (2.3)
=0

Finalmente, impondo-se que Y.p(n)=1, obtém-s=:

p(0) = 11
~ 77 _A(K) (2.4)
12;:11 B (k+1)

As equagdes (2.2) s3o denominadas equagdes de balango global
entre estados, pois, para cada estado n, igualam-se as taxas de

entrada as taxas de saida do processo deste estado?’.

KLEINROCK (1975) mostra que o processo {N(t), t=0} seri
ergédico e, portanto, apresentard uma distribuicao estacionéria,

{p(n), n=0,1,...}, desde que haja um valor n, tal que, para todo

k2n,, tenha-se A(k)/p(k+1)<1.

Diferentes modelos podem ser obtidos a partir da definiciao

dos pardmetros A(n) e n(n+l) (n=0,1,...). Dentre estes modelos,
estd o modelo de fila M/M/c, que é caracterizado por um processo
de chegada dos clientes Poisson com taxa A e pela existéncia de

C servidores idénticos em paralelo, com os tempos de atendimento

? Este sistema de equacOes pode ser apresentado na forma

matricial =nQ=0, onde = corresponde a distribuicdo estacioniria
dos estados da cadeia de Markov e

a matriz das taxas de transicdo entre estados cu matriz geradora
infinitesimal de probabilidades.

m tempo continto e Q corresponde
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dos clientes constituindo uma seqiiéncia de varidveis aleatérias

independentes com distribuicio exponencial de probabilidades e

média 1/p.

O modelo® M/M/c corresponde a um processo de nascimento e
morte com pardmetros A(n)=A e p(nt+l)=a(n+l)yu (n=0,1,...), onde
«(k)=min{c,k) e os parametros A e p s3o numeros reais
estritamente positivos!. Neste caso particular, a condicido de

existéncia do regime estaciondrio & satisfeita se (A/cp)<1l. A

distribuicgdo estacionaria, admitindo-se que (A/cp)<1, é dada por

i&ﬁ#lfp(o) n=1,..,c-1

p(n) = i (2.5)
-iélgl—p(O) n=c,c+l,..
clch~e
onde
p(0) = — 1
i (A/p)2,  (A/p)® (2.6)

= n! c! (1-A/cp)

’ Na teoria de filas, utiliza-se a notagdo A/B/c, denominada

notagao de Kendall, para representar sistemas isolados de fila,
onde A representa a distribuicio de probabilidades dos intervalos
entre chegadas sucessivas de clientes, B representa a
distribuigdo dos tempos de atendimento em cada servidor e Cc a
quantidade de servidores idénticos em paralelec.

' Os pardmetros A e p s3o denominados taxa de chegada e taxa
de atendimento, respectivamente.
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Dois casos particulares do modelo acima sio obtidos
considerando-se: a) um Unico servidor (M/M/1); b) infinitos
servidores (M/M/e«). No modelo M/M/1 a distribuicio estacionaria
da quantidade de clientes no sistema, dado que (A/p)<1, apresenta

distribuigdo geométrica expressa por

p(n) = (1-A/p) (A/w)®  n=0,1,.. (2.7)

No modelo M/M/e~, a condicio para existéncia de regime

estaciondrio é sempre satisfeita (A<w) e a distribuicédo
estacionaria é uma distribuicio de Poisson com média (A/yn), ou

seja,

pt) = DM pog,q, (2.8)

A distribuigido (2.8) também é valida para modelos com
processo de chegada Poisson, infinitos servidores e distribuic¢des

arbitrarias para os tempos de atendimento, que sio representados

por M/G/,

Conhecida a distribuic3o estacionaria, {p(n), n=0,1,...}, de
um dado sistema isolado de filas, determina-se a expectancia da

quantidade de clientes no sistema, E[L], por
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E[L] =i:np(n) (2.9)

n=0

Para calcular o tempo médio de permanéncia dos clientes no

sistema, aplica-se a férmula de Little, que fornece

E[W = E[AL] (2.10)

KLEINROCK (1975), GROSS; HARRIS (1985) e MEDHI (1991)
apresentam varios outros modelos que podem ser analisados a
partir de processos de nascimento e morte em tempo continuo.
Dentre estes modelos encontram-se casos em que © sistema

apresenta capacidade finita ou a populacgdo é finita.

Existem modelos que, embora ndo possam ser analisados como
processos de nascimento e morte, constituem cadeias de Markov em
tempo continuo. Podem-se destacar os modelos de filas com chegada
em grupos e atendimento individual (M*/M/c, onde X é uma variavel
aleatéria discreta que representa a quantidade de clientes em
cada chegada) e os modelos com chegada Poisson e atendimento em
grupo (M/M(a,b)/1, onde a e b representam a quantidade minima e

maxima, respectivamente, de clientes atendidos simultaneamente).

Outro exemplo é o modelo M/E,/1, no qual os tempos de
atendimento sdo variiveis aleatédrias com distribuigdo Erlang de
ordem r. Mesmo modelos como a fila M/G/1, onde o processo {N(t),

t20} ndo é markoviano, podem ser analisados por cadeias de Markov
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em tempo continuo. (Vide KLEINROCK (1875), GROSS; HARRIS (1985)
e MEDHI (1991).)

Os modelos que admitem processo de chegada Poisson
apresentam a importante propriedade de que, em regime
estacionario, a distribuicido da quantidade de clientes vista por
um cliente no instante de chegada, {a(n), n=0,1,...}, é igual a
distribuigdo estacionédria da quantidade de clientes no sistema,

{p(n), n=0,1,...}.

Em relagdo ao modelo M/M/c, BURKE (1956) demonstra que o
processo de saida dos clientes, em regime estacionario, também
constitui um processo de Poisson com a mesma taxa A do processo
de chegada.-Adicionalmente, mostra-se que o modelo M/M/c é o
Gnico a apresentar tal propriedade, conhecida como teorema de

Burke.

Uma generalizagdo dos modelos markovianos de filas isolados
consiste em considerar miltiplos postos de servigo, dando origem
as redes markovianas de filas. Nestas redes, cada posto de
servigo, usualmente denominado nd, apresenta uma dada quantidade
de servidores idénticos em paralelo e tempos de atendimentos com
distribuig¢do exponencial. Nas redes, o0s processos de chegada dos
clientes aos postos del servigo sao mais complexos. Deve-se
especificar um processo global de chegada dos clientes ao sistema
€ O processo de movimentagdo dos clientes no interior da rede, o
que resulta em diferentes processos de chegada de clientes em

cada posto de servico.
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As redes sdo classificadas em abertas e fechadas. Nas redes
abertas, os clientes entram e saem da rede apbs percorrerem um
dado nuimero de nés. J4 nas redes fechadas, existe uma quantidade
fixa de clientes no interior da rede, que movem-se
indefinidamente dentro dela. Nas segbes 2.2 e 2.3, estes sistemas

sdo analisados em maior detalhe.

2.2 Redes Abertas de Filas

JACKSON (1954) apresenta um modelo formado por uma seqiiéncia de
M nés e que possui as seguintes caracteristicas: os clientes
chegam ao né 1 seqgundo um processo de chegadas Poisson; apbés o
atendimento neste né, seguem para o né 2 e assim, sucessivamente,
até atingir o M-ésimo né de onde deixam o sistema. Em cada né i,
existem ¢; servidores em paralelo, que atendem os clientes pela
ordem de chegada, sendo os tempos de atendimento variaveis
aleatérias independentes com distribui¢do exponencial e média

1/p (i=1,...,M).

A titulo de ilustracido, considere-se um sistema com dois
postos de servigo (M=2), onde cada posto apresenta um Wnico
servidor (c;=c,=1) com taxa de atendimento B, (i=1,2). Seja A a
taxa do processo de chegada Poisson de cliertes ao né 1. Neste
caso, tem-se um modelo markoviano cujos estados podem ser
representados por um vetor N(t)=(N.(t),N,(t)). Seja

p(nl,nz,t)=P[N3(t)=n1,N5(t)=n2] (ny,n,=0,1,..., t20), entido a
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distribui¢cdo p(n,,n,, t) pode ser determinada resolvendo-se o

seguinte sistema de equac¢des diferenciais:

-ad—tp(nl,nz, t)=Ap(n,-1,n,, t) +u,p(n,+1,n,-1, t) +u,p(n,, n,+1, t)

- (A+u1+p2)p(n11nzl t)
n>0 n,>0

EdEp(nl’ 0,t)=Ap(n,-1,0, t) +u,p(n,,1, t) -(A+p,)p(n,,0,¢t)

n>0

th-p(o,nz, t) 4,0(1,n,-1, t) t1,0(0, n,+1, t) - {A+p,) p(n,, n,, t)

n,>0
2.p(0,0, ) 44,0(0,1, £) -4p(0, 0, ¢)

(2.11)

Neste sistema, o primeiro estigio constitui um sistema
M/M/1. Das propriedades dos modelos M/M/c, o processo de chegada
ao nd 2 serad Poisson; a taxa de chegadas ao né 2 sera igual a A,

caso A/u, seja menor que 1, e igual a K, caso contrario.

A condigdo necessdria e suficiente para que O processo
{N(t), t20} seja ergdébdico & que tanto A/n;, quanto A/p, sejam
menores que 1. Neste caso, a distribuicdo estacionaria dos
estados pode ser calculada resolvendo-se o seguinte sistema de

equagdes lineares, denominado equacdes de balan¢o global entre

estados:
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(A+p1+p2)p(nl,n2)=&p(n1-1,n2)+pr(n1+1,n2—:)+p2p(n1,n2+1)
n>0 00

(A+p,)p(ny, 0) =Ap(n,-1,0) +p,p(n,, 1)
n,>0

(A+u;)p(n,, n;) =p,p(1,n,-1) +u,p(0, n,+1)
n,>0

(2.12)

cuja solugdo é dada por

P(nunz) =(1‘11/|11) (’-1/"1) 31(1_}.2/“2) (12/""2) n; (2.13)

A expressdo anterior, mostra que, em regime estacionario, a
quantidade de clientes no né 1, em um determinado instante t, e
a quantidade de clientes no né 2, neste mesmo instante, séao
independentes. Além disso, as distribuicdes marginais de N, (t) e
N;(t), em regime estacionario, sio iguais as distribuigdes
estaciondrias da quantidade de clientes nos modelos de filas
M/M/1 com taxas de chegadas A e taxas de atendimento p;, e p,,

respectivamente.

Estes resultados podem ser generalizados para M>2,

admitindo-se que cada um dos M néds arresente taxas de
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atendimentos p; e ¢, servidores em paralelo (i=1,...,M). Neste
caso, admitindo-se que (A/c;p;)<1 (i=1,...,M), a solucido em regime

estaciondrio é dada por

M

p(n) =[] p;(ny) (2.14)

1=1

onde n=(n;,...,n,) e p;(k) (i=1,...,M; k=0,1,...) corresponde a
distribuigdo estacionaria de um modelo M/M/c, com taxas A e B
Pelo teorema de Burke, conclui-se que, nesta rede, o processo de

chegada em qualquer nbé i é Poisson com parametro 1.

Considere-se uma rede seqiiencial de filas formada por dois
postos de servigo (M=2), cada posto apresentando um unico
servidor (c;=c,=1) e tempos de atendimento aléatérios com
distribuig¢des exponenciais e média 1/p; (i=1,2). Suponha-se que
os clientes, apds o atendimento no posto 1, retornem para o fim
da fila deste mesmo posto com probabilidade P ou prossigam para

0 posto 2 com probabilidade 1-p e, a partir dai, deixem o

sistema.

Pode-se mostrar que a distribuicdo estacionaria conjunta da

quantidade de clientes em cada né é dada por

p(ny, n,)=(1-p,) py (1-p,) p7° (2.15)
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onde p,=A/(1-p)p, e p,=A/y1,. Para que o sistzma entre em regime
estaciondrio, é necessario que p, e p, sejam n=nores que 1. Neste
exemplo, apesar da distribuic¢io ser expressa =m forma de produto,
O processo de chegada ao posto 1 deixa de ser um processo de
Poisson. Deluma forma geral, quando se permize a realimentacao,
direta ou indireta, o processo de chegada em um dado né deixa de
ser Poisson. DISNEY (1987) explora as caracteristicas de

processos de trafego de clientes em diferentes redes de filas.

JACKSON (1957) apresenta um modelo, mais geral que o modelo
seqiiencial. Considere-se uma rede com M nés, cada qual contendo
C; servidores idénticos em paralelo (i=l,...,M). Clientes
procedentes do meio externo chegam ao né i conforme um processo
Poisson com taxa ¥; (cada né recebe também clientes provenientes
de outros nés da rede). Os clientes, em cada nd i, s3o atendidos
pela ordem de chegada e os tempos de atendimento sao dados por
distribuigdes exponenciais com média 1/p; (i=1,...,M). Uma vez
concluido o atendimento no né i, cada cliente dirige-se
(instantaneamente) ao nd j, com probabilidade Pi;» ou deixa o

sistema, com probabilidade 1-},p,;.

Seja A; a taxa média de chegadas ao ndé i (internas e
externas). Utilizando-se argumentos de continuidade, em regime
estacionario, estas taxas sido determinadas pela solugdo do

seguinte sistema de equacdes lineares:

M
11=¢1+2:)7Lyi i=1,..,M (2.16)
J=1
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Define-se o estado do sistema, em regime estaciondrio, como
sendo um vetor n=(n,,...,n,) onde n;, representa o numero de
clientes na fila e em atendimento no né i, em um dado instante t.
A partir destas consideragdes, Jackson formula o seguinte

teorema:

"Defina-se p; (k) (i=1,2,...,M; k=0,1,2,...) pelas seguintes
equagdes (onde os p;(0) sdo determinados pelas condigdes

Yip; (k) =1):

( k
—”ié,—“) p;(0)  (kscy)
p;(k) =1 \k (2.17)
B p0)  tecy)
c;tey !

"Entdo, uma distribuigdo estacionaria do estado da cadeia

descrita & dada pela seguinte expressdo em forma de produto:

p(-n) =p1 (nl)Pz (nz) pu(nu) (2 . 1 8)

"Observadas as condigdes A;<cyp; (i=1,...,M)."

A principal conclusdo do teorema acima, segundo JACKSON
(1957), é que, em regime estacionario, cada né desta rede
comporta-se como se fosse um sistema isolado M/M/c; com taxas de
chegada A, e taxas de atendimento p;. A existéncia da distribuicao

estacionaria depende de que seja satisfeita a condigdo A<c,),, i=1,...,M.
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JACKSON (1963) considera um sistema cde filas ainda mais
geral. Admite-se um processo de chegada de clientes externos ao
sistema que tenha intervalos entre chegadas consecutivas dados
por variaveis aleatérias independentes, com distribuicgido
exponencial e paradmetro A varidvel em fun¢io da quantidade de
clientes no sistema (A (N), N=Egh)5. Analogamente, os tempos de
atendimento em cada né i Passam a ser variiveis aleatérias com
distribuigdo exponencial e parametro yp; varidvel em funcdo do
nimero de clientes no né i (n; (n;) )®. Como resultado principal,

sdo apresentadas expressdes em forma de produto para o cdlculo da

distribuigido estacionéria.

2.3 Redes Fechadas de Filas

GORDON; NEWELL (1967) analisam um sistema fechado de filas
constituido de M ndés com atendimento exponencial e N clientes
dentro da rede. Em cada nd i, hd c; servidores em paralelo, com
taxa de atendimento p,. Ao final do atendimento no né i, cada
cliente seqgue instantineamente ao né j, com probabilidade Pyy
(1,3=1,...,M; Ypy=1, i=1,...,M). Define-se um vetor aleatério
N(t)=(N,(t),...,Ny(t)), onde a componente N,(t) representa a

quantidade de clientes no né i, com restrigdo adicional que

EiNi (t)=N.

> A(k)20, k=0,1,... .

¢ A fungao p;(k), k=0,1,... , deve apresentar as seguintes
=0; .

;1
propriedades: a) p;(0)=0; b) p, (k)>0, k=1,2,...
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Verifica-se que o processo {N(t)=(N{t),...,N,(t)), t20}
constitui uma cadeia de Markov em tempo continuo irredutivel e
com um nimero finito de estados, o que implica na existéncia de
uma distribuigdo estacionéria. A partir das equagdes de balanco
global entre estados, obtém-se a distribuic¢do das probabilidades

de estado em regime estacionario que é dada por

M
=1 An. 2.19
p(n) G(N)Hfl(nl) neA(N, M) ( )
onde
- M
A(N,M =((n,,..,n,) |neN (i=1,.,M), z:nfzv} (2.20)
=1
k
.fi k<c,
k! .
£,(k) = «k i=1,..,M; k=0,1,.,N (2.21)
_ X o,
-
M
G(N) = £, (ny) (2.22)

neA(N, M 1=1
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G(N) é& uma constante de normalizagdo, tal que a soma das
probabilidades seja igual a 1. Em (2.21), x;=ey/p;, i=1,...,M,
onde os valores de e; s3o dados por qualquer solugido n3o trivial

do seguinte sistema homogéneo de equagdes lineares’:

M
e_i = Eejp_u i=1,...,M (2'23)

Novamente, a distribuicdo estacionaria (2.19) é expressa na forma
de produto. Neste caso, no entanto, verifica-se que as

distribui¢des marginais nio sio independentes, dado que YN, (t)=N.

Uma caracteristica importante do modelo é a quantidade de

estados, J, que é dada pela expressio

_ (N+M-1
T = ("ot ) (2.24)

Pela expressdo acima, verifica-se que o0 numero de estados torna-
se muito elevado mesmo para valores relativamente pequenos de M

e N. Por exemplo, para M=5 e N=20, tem-se J=10626.

GORDON; NEWELL (1967) demonstram a equivaléncia da rede

fechada considerada com o modelo apresentado por JACKSON (1957).

" 0 conjunto {e;, i=1,...,M} fornece uma propor¢ao entre as

cccececcceccceccececccecceceecc e

quantidades médias de visitas dos clientes a cada né i, em regime
estacionéario.
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Esta equivaléncia pode ser verificada assintéticamente, a medida

que a quantidade de clientes, N, tende ao infinito.

Un caso particular importante das redes fechadas de filas,
denominadas redes circulares de filas, foi analisado por
KOENIGSBERG (1958). Nestas redes Circulares, existem M nés que
sdo percorridos seqiiencialmente pelos N clientes existentes na
rede, formando um ciclo fechado. A diferencga badsica em relacido ao
modelo anterior estd nas probabilidades de transigdo dos clientes

entre os nés da rede que, nas redes circulares, sdo dadas por

1, se (j=i+1)
biy= ou (i=M e j=1) i,5=1,.,M (2.25)
0, caso contrdrio

POSNER; BERNHOLTZ (1968) consideram uma rede fechada similar
a apresentada por GORDON; NEWELL (1967), onde os tempos de
deslocamento ("time lags") entre dois nés i e j sao varidveis
aleatérias com funcao reparticdo Gy (t) arbitraria.
Adicionalmente, permite-se que a taxa de atendimentos no né i

seja funcdo do numero de clientes, p,(k), neste né.

Seja n=(n,,n,,...,n,) um vetor de numeros inteiros nio
negativos tal que Yn;sN. cada componente n; (i=1,...,M)
representa a quantidade de clientes existentes no posto i, em um
dado instante t, em regime estacionario, e N-},n; corresponde ao
nimero de clientes em transito, dado que o sistema encontra-se no

estado n. Entdo, demonstra-se que:
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pin) = ¢ {ELH])™
no! 1=1

i

£;(k)=
1K) 741 Bi(F)

M M
E[H] =§§ e;;E [Hyy)

E[Hij]=fdGij(t) i,j=1,.~,M
0

€;3=€;D;; i,j=1,.,M
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(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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C € uma constante de normalizacdo e n, equivale & quantidade de
clientes em tradnsito no instante t (ny=N-¥};n;) . As variaveis éi
(i=1,...M) representam uma propor¢io entre as expectancias das
quantidades de visitas dos clientes aos diferentes nés.
Analogamente, os valores €4y (i, 3=1,...M) representam uma
proporgao entre as expectancias das quantidades de passagens dos
clientes pelas diferentes trilhas da rede. E[H;;] corresponde ao

tempo médio consumido pelos clientes na trilha (i,3).

Calculando-se o limite da expressdo (2.26) para E[H]
tendendo ao zero, obtém-se a distribuicdo correspondente ao caso

em que os deslocamentos entre nés s3io instantaneos.

POSNER; BERNHOLTZ (1968), mostram que a distribuicéo
estacionaria da rede de GORDON; NEWELL (1967) é equivalente a
distribuic@o estaciondria de uma rede circular com as mesmas
quantidades de clientes e de postos de servico, cada posto com
uma taxa de servigo igual a p,(k)/e;. Da mesma forma, uma rede
fechada contendo M nés e com tempos de deslocamento n3o nulos
entre ndés apresenta a mesma distribuicdo estacionéaria que uma
rede circular com M+1 nés, feitas as devidas adaptacdes nas taxas

de atendimento dos diferentes estéagios.

Segundo POSNER; BERNHOLTZ (1968), todos os tempos de
deslocamento podem ser combinados para formar um nd virtual M+l
com infinitos servidores em paralelo e taxas de atendimento
1/E[H]. Visto que nenhuma hipétese é feita a respeito do tipo de
distribuigdo para os tempos de deslocamento entre os nés da rede

original, fica demonstrado que o tempo de servico no né virtual
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da rede circular n3o precisa ser necessariamente exponencial. Na
verdade, se qualquer né ou posto de servigo de uma rede fechada
possui uma quantidade de servidores suficientes para atender a
todos os clientes da rede simultaneamente, a solucdo é

independente da forma da distribuicao do tempo de atendimento

naquele nb.

BASKETT et al. (1975) introduziram o conceito de classes de
clientes em redes fechadas de filas. Além das diferentes classes
de clientes, consideram quatro tipos de disciplinas alternativas
de filas e a possibilidade de mudanga de classe dos clientes ao
final dos atendimentos. Novamente, obtém-se uma solugdo em forma

de produto para a distribuicdo estacionaria dos estados da rede.

As redes de filas consideradas até aqui sdo usualmente
denominadas redes markovianas de filas pois constituem cadeias de
Markov em tempo continuo. Em geral, a questdo central na andlise
destas redes é a determinacdo da distribuigdo estacionidria das

probabilidades de estado.

A determinacdo da distribuicio estacioniria de uma cadeia de
Markov implica a resolu¢ido de um sistema homogéneo de equacgdes
lineares de ordem igual ao ntmero de estados da cadeia.
Freqlientemente, a quantidade de estados associada as redes de
filas ¢é t3o elevada que inviabiliza o c&lculo destas
probabilidades a partir da solugio numérica destes Sistemas de
equagdes. Assim, a existéncia de uma solugcdo analitica para a

distribuigdo estacionéaria simplifica o célculo.
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Alguns autores dedicaram-se ao estudo das condicgdes
necessarias para que uma rede apresente uma solugdo analitica
similar 3as apresentadas anteriormente, usualmente denominadas

solugdes em forma de produto. (Vide CHANDY (1977).)

Outro aspecto importante no estudo das redes fechadas de
filas, que apresentam solucdo analitica para a distribuicgéao
estaciondria das probabilidades de estados, refere-se a
determinagdo da constante de normalizacdo. HARRISON (1985)
apresenta uma expressdo para o calculo da constante de
normalizagdo para algumas configuracdes particulares de redes
fechadas. Por exemplo, para uma rede fechada composta de ndés com

um udnico servidor, em que a constante G(N) é dada por

G(N) = x! (2.32)

neEA(N, M) 1=1

HARRISON (1985) demonstra que, se os x, s3o todos distintos, é

valida a seguinte expressio:

~1 H (x;-x.) (2.33)

HARRISON (1985) apresenta também outros casos para os quais

foram obtidos resultados similares. KOENIGSBERG (1958) obteve
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resultados semelhantes para redes circulares com postos dotados

de um Unico servidor.

Devido a dificuldade para obtencido de expressdes similares
para casos mais gerais, usualmente recorre-se aos métodos
numéricos. BUZEN (1973) propés um algoritmo recursivo para o
calculo da constante de normalizacio para a rede fechada de filas
com atendimentos exponenciais. Este procedimento, conhecido como
algoritmo da convolugdo, é discutido em maior detalhe por BRUELL;
BALBO (1980). Além do calculo da constante de normalizacgdo, sio
apresentados procedimentos que permitem calcular as distribuicgdes

marginais e alguns parametros de desempenho. O algoritmo da

convolugdo é discutido na sub-secido 2.4.1.

REISER; LAVENBERG (1980) propuseram um procedimento de
solugdo de redes fechadas, denominado anilise do valor médio, que
permite calcular recursivamente o tamanho médio das filas, os
tempos médios espera e os fluxos em uma rede fechada com
mialtiplas classes, sem necessidade da obtengdo da constante G(N).
0 detalhamento deste procedimento para redes com uma unica classe

de clientes é realizado na sub-segio 2.4.2.

Nos modelos markovianos de filas que nio apresentam uma
solucdo analitica para a distribuigdo estacionaria, a solucdo do
modelo consiste na resolugdo do sistema de equagdes lineares,
®Q=0, onde & representa a distribuigdo estacionadria dos estados
e Q0 a matriz geradora infinitesimal de probebilidades ou matriz

das taxas de transicdo entre estados.
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2.4 Métodos Computacionais para Redes Fechadas de Filas com

Solugdo em Forma de Produto

Os procédimentos que sdo apresentados nesta secido referem-se as
redes fechadas com uma <tnica classe de clientes e com
distribuigdes exponenciais em cada posto de servigo. Estes
procedimentos visam aumentar a eficiénciz computacional da
determinagdo das distribuicgdes marginais da quantidade de
clientes em cada posto bem como de algumas medidas de desempenho

em regime estacionario. As sub-segdes 2.4.1 e 2.4.2 baseiam-se em

BRUEL; BALBO (1980).

2.4.1 Método da Convolugio

A maior dificuldade de aplicagdo das redes fechadas de filas esta
associada ao répido crescimento da quantidade de estados, que
dificulta a determinacdo da distribuigdo estaciondria e das

medidas de desempenho do sistema.

BUZEN (1973) desenvolveu um algoritmo computacionalmente
eficiente para a determinacdo da constante de normalizacdo de uma
rede fechada com tempos de atendimento exponenciais que, além do
cdlculo da distribuicido estacionaria conjunta, fornece as
distribui¢cdes marginais e medidas de desemrpenho como tamanho
médio das médias, tempos médios de espera, indices de utilizacio,

etc.
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Considere-se uma rede fechada com N clientes {uma Unica
classe) e M postos de servigo. O ndé i possui c¢; servidores em
paralelo com taxa de atendimento p;; as distribuicdes dos tempos
de atendimentos sdo exponenciais e o deslocamento dos clientes
entre os nés é instanténeo; Pi; representa a frag¢do das partidas
do ndé 1 que segue para o ndé j. Entdo, a distribuicdo em

equilibrio da quantidade de clientes na rede & dada por

M
= 1 (n. 2.34
p(n) T gfl (n;) neA(N,M) ( )

Para que a soma das probabilidades seja 1, é necessario que

M
G(NM = ) I £:(ny) (2.35)

1=]
neA (N, M)

Para desenvolver o algoritmo, define-se uma fungdo auxiliar

g,(n), tal que

m
(n) = £;(n,) n=0,..,N; m=1,..,M; (2.36)
I m%; II £:(n;

,m) 1=1

Note-se que gy(n)=G(n) (n=0,1,...,N), onde G(n) seria a constante
de normalizagdo para a rede fechada com n clientes. A funcgao

auxiliar g,(n) pode ser interpretada como sendo a constante de
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normalizagdo de uma rede com m ndés, n clientes e os mesmos

valores e; (i=1,...,m).

Da definigdo (2.36), tem-se: a) g.{C)=1, m=1,...,M; Db)

g,(n)=£f,(n), n=1,...,N. Para m>1, demonstra-se que

9n (1) =kz: f,(k)g,,(n-k) n=1,_,N (2.37)
=0

que € a expressido central do procedimento.

Como cada n6é é constituido de ¢, servidores em paralelo,

pode-se mostrar ainda que

ga(n) =g, , (n) +§" [g, (n-1)

(2.38)

+

c"z(c -k-1

- ]f,,,(k) ey (B-1-K) ]

=0

n=1,.,N; m=2,.,M

Esta ultima expressdo, conforme BRUEL; BALBO (1980), envolve um

menor numero de operac¢des para o calculo de g,(n).

Para os casos particulares nos quais a quantidade de
servidores em paralelo no né m, Cn, € um ou dois, a equacgio

anterior pode ainda ser reduzida, respectivamente, as seguintes

formas:
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a) se c,=1, entéo

g%(n)=gh1(n)+z%gh(n—1) n=1,2,..,N (2.39)

b) se c,=2, entao

Gn(1) =g, (1) +x,

(2.40)
G, (n) =g, (n) +-§—"’ (gn{n-1) +g, ,(n-1)] n=2,...,N

O algoritmo da convolugdo utiiiza a expressdo (2.38) para o
cdlculo recursivo de G(N). Inicializa-se o procedimento com f, (n)
(n=1,...,N). A cada passo, sdo calculados os novos valores de
gn{n) (m=2,...,M), acrescentando-se o m-ésimo nd. Apbés M-1

iteracbes, determinam-se os valores de G(n) (n=0,1,...,N),.

Un procedimento andlogo pode ser utilizado para o calculo
das distribuigdes estaciondrias marginais do numero de clientes
em cada fila. A distribuigdo marginal da quantidade de clientes

no né i, p,"(k), é dada por

M
¥k = 1 £.(n, i=1,..,¥; k=0,.,N
pitki= Y sl fitn) 4 (2.41)
neA(N, M)
ﬂxgk

A expressdo (2.41) pode ser expressa da sequinte forma:
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x

f. (k) ,
1 (n, =1,..,M; k=0,.,N
s X JI4m) (2.42)
neA(N-k, M

n1=0

pi(k)=

Seja uma fungdo auxiliar, h,(k), dada por

M
, = . . [=1,..,M; k=0,1...,
.h_l(k) E JI-‘!fJ(nJ) 1 0 N (2.43)
neA(k, M)

121’0

A partir da definigdo (2.43), a distribuicio marginal p;"(k) pode

Ser expressa por

£,(K)

N L e e ——
Dy (k) G

h;(N-k)  i=1,.,M; k=0,..,N (2.44)

Considerando-se que haja n clientes na rede (n=1,.. .N) e
impondo-se que a soma das probabilidades marginais de cada ndé i

seja igual a 1, conclui-se que

n

1 £, (k) hy(n-k)=1 i=1,.,M (2.45)
=0

G(n)

Em decorréncia da expressdo (2.45), obtém-se:
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h,(n) =G (n) —i; £,k hy(n-k)  i=1,.,M (2.46)
=1

Os valores das fungdes auxiliares h;{n) sd3o calculados
iterativamente, com a condigdo de contorno h;{0)=G(0)=1

(i=1,...,M). Desenvolvendo-se a expressdo (2.46), obtém-se:

h,(n) =G(n) - 1[G (n- 1)+;j (S22 £,U0 by (a-1-K) (2.47)

i=1,..,M; n=1,..,N

Para os casos particulares em que hd um ou dois servidores
em paralelo, esta equacgdo simplifica-se da seguinte forma:

a) se c,=1, entdo

h;(n)=G(n) -x;G(n-1) n=0,1,..,N (2.48)

b) se c;=2, entéo

By (1) =G(1) -x,

x. (2.49)
h;(n) =G(n) —?1 [G(n-1) +h;(n-1)] n=2,.., N
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O passo seguinte é a determinagdo das mecidas de desempenho,

em regime estacionario, da rede fechada de filas. A partir da
distribuigdo estaciondria marginal, p;(k), dado que hid N clientes

na rede, calculam-se, para cada n6 i (i=1,...,M), os seguintes

parametros:
a) o fluxo de clientes por unidade de tzmpo, A;, por
N
A; = Z:ai(k) B :p; (k) (2.50)
=1

(onde «; (k)=min(k,c;)).
b) a expectancia da quantidade de clientes presentes em um

dado instante, E[L;], por

N
E[L,] =;kpi(k) (2.51)
1
c) a expectdncia do tempo de permanéncia dos clientes,
E{W;], por

Elw;] = ElL] (2.52)

d) o indice de congestionamento, p;, por
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1 (2.53)

A expressdo (2.52) deriva da cléissica férmula de Little.

Adicionalmente, demonstra-se que o cé&lculo dos fluxos A

pode ser feito pela seguinte expressio:

G(n-1)

A;(n) =e 16

i=1,..,M; n=1,2,.. (2.54)

Esta expressdo tem a vantagem de fornecer as vazdes Ay (n),
admitindo-se diferentes quantidades de clientes na rede, sem a

necessidade de determinagdo das distribuicdes marginais.

2.4.2 Analise do Valor Médio

Nesta sub-segdo apresenta-se o método proposto por REISER;
LAVENBERG (1980) particularizado para uma rede fechada com uma

Unica classe de <clientes e atendimentos com distribuicgao

exponencial.

A analise do valor médio (AVM), segundo REISER; LAVENBERG

(1980), baseia-se em dois principios:
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a) no instante de sua chegada a um né gqualquer, um cliente
observa a rede com a mesma distribuicdo de probabilidade que
um observador externo quando h& um cliente a menos no
sistema;
b) aplica-se a férmula de Little para a rede como um todo e

individualmente para cada né.

Inicialmente, considere-se o caso particular de uma rede
circular formada por M ndés, sendo que cada né possui um unico ou

infinitos servidores.

Seja A(n) o fluxo na rede, que é comum para todos os nés,
considerando~-se n clientes na rede. Definam-se E[L;(n)] e
E[W;(n)], respectivamente, a expectdncia da quantidade de
clientes e a expectancia do tempo de permanéncia dos clientes

referentes ao n6é i (i=1,...,M), admitindo-se n clientes na rede

(n=0,1,...).

Neste caso particular, uma solugio para o sistema e1=2¢%pﬂ

(i=1,...,M) é obtida com e;=1 para i=1,...,M. Assim, obtém-se:

- G(n-1)
A (n) @ (2.55)
E[L;(n)] =A(n) E[W;(n)] (2.56)
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L (14 (W (n-1)1)  se c,=1
Elw;(n)] =4 B (2.57)

_}.. Se Ci=m
B

Com excegdo de A(n), (2.55), todos os demais parametros sio
independentes da constante de normalizacgdo. Uma forma alternativa
de calculo do fluxo A(n) pode ser obtida pela aplicacio do
principio (b) acima mencionado. Se o nUmero de clientes no
sistema é fixo e igual a n e o tempo médio de execucio de um

ciclo completo é §, E[W,(n)], entao:

(2.58)

Combinando-se as expressdes acima, acrescentando-se a
condigdo de contorno E(L,(0)]=0 (i=1,...,M), obtém-se um
procedimento recursivo de céalculo das principais medidas de
desempenho da rede. Este procedimento, segundo REISER; LAVENBERG
(13980), além de mais intuitivo, em geral, envolve um menor numero

de operacgdes (maior eficiéncia) e melhor estabilidade numérica se

comparado ao método da convolucio.

A generalizagao da AVM para redes fechadas com probabilidade
de transicdo entre nés Py © ¢; servidores em paralelo em cada

posto i (i,j=1,...,M) é feita pelas expressfes mostradas a

seguir: (Vide BRUELL; BALBO (1980).)
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a) tempo médio de espera

n

. =y ko [ = 2.59
E[W;(n)] ; & (k) HiPi (k-1)  i=1,.. M ( )
b) fluxo
~ L , se 1=1
A (n) = JZ;ejE[Wj(H)] (2.60)
Al (H) € se i#1

c) expectancia da quantidade de clientes no nd i

E[L;(n)]=A;(n)E[wW,(n)] (2.61)

d) distribuigdo marginal

pi(k) = A;(n)pft(k-1)  k=1,..,n

€4
a; (k) p;
n

pin(o) =1_;p1{) (k)
=

(2.62)

ccccccceccccecceccccCcceccc

A inicializagdo do procedimento é feita impendo-se p,°(0)=1 para
i=1,...,M. No cdlculo do fluxo A;(n) em (2.€0), escolhe-se o néd

1 como uma referéncia e, a partir do fluxo neste né, determinam-
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se os fluxos nos demais. Ao final do procedimento, tém-se as
medidas de desempenho e as distribuicdes marginais de cada posto

de servigo.

2.5 Métodos Computacionais para Cadeias de Markov

Nas segdes 2.2 e 2.3, foram apresentados modelos de redes de
filas que, além de constituirem cadeias de Markov em tempo
continuo, apresentam solugdes analiticas para o calculo da
distribuicdo estaciondria. Existem casos, no entanto, em que nao
€ possivel determinar uma expressio geral para a distribuicio
estacionaria conjunta. Nestes casos, deve-se resolver o sistema
de equagdes lineares xQ=0. A solugdo numérica, no entanto, fica
restrita aos casos em que a cadeia apresenta um nuimero finito de

estados®.

WALLACE; ROSEMBERG (1966) propuseram um método numérico para
solugdo de cadeias de Markov. O procedimento elaborado para
calcular as distribuigdes de probabilidade em equilibrio ¢é
similar ao método da poténcia para a resolugdo de sistemas de
equagbes lineares. Seja =" a distribuicdo estacionaria na n-ésima
iteragdo, calcula-se x"'=x"R, onde R & igual a matriz aP+(l-a)lI
ou igual a matriz BQ+I dependendo se se deseja resolver um
sistema n=nP (cadeia de Markov em tempo discreto) ou nQ=0 (cadeia

de Markov em tempo continuo). Os escalares a e B sd@o escolhidos

® Quando a cadeia apresenta uma quantidade infinita de

estados, a solugao pode ser obtida truncando-se o espago
amostral.
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de forma a assegurar uma convergéncia eficiente do método de

solugio.

SILVA; MUNTZ (1992) propdem métodos numéricos de solugado de
cadeias de Markov que sdo aplicadas a modelzgem de desempenho e
confiabilidade de sistemas de computacgdo/comunicacdo. Segundo os
autores, a evolugdo dos computadores e os avengos em técnicas de
analise numérica permitem que se resolva, atvalmente, modelos de

grande porte (modelos com numero de estados entre 10° e 109) .

SILVA; MUNTZ (1992) 1limitam-se a anilise de cadeias de
Markov em tempo discreto (n=nP), pois, conforme demonstrado, os
casos continuos podem ser analisados a partir do equivalente
discreto obtido da seguinte forma: P=Q/A+I, onde A é maior ou
igual ao maior valor absoluto da diagonal de Q. Esta forma de
andlise de cadeias de Markov em tempo continuo é denominada

método da uniformizacao. (Vide ROSS (1989).)

Em geral, apesar do elevado numero de estados, a matriz
infinitesimal de probabilidades é esparsa, no sentido em que
apenas uma pequena parte de seus elementos é diferente de zero.
Isto se deve ao nuimero restrito de transicdes possiveis a partir
de cada estado do sistema. Para se aplicar ur método equivalente
ao método da poténcia, é interessante utilizar uma forma especial

para a armazenagem da matriz Q.

Na referéncia PISSANETZKY (1984), ercontram-se algumas
formas de representacdo de matrizes esparsas, além de alguns

algoritmos de 4&lgebra linear adaptados & estas formas de
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representagdao. O procedimento de solucido das cadeias de Markov

consideradas nos capitulos 4 e 5 utilizam alguns destes conceitos

€ procedimentos.
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3 REDES CIRCULARES DE FILAS COM DISTRIBUIGOES EXPONENCIAIS EM
TRANSPORTE FLUVIAL

O objetivo deste capitulo é avaliar a capacidade de transporte de
uma frota de embarcacdes autopropelidas em operacdo circular
entre um dado numero de portos. Uma descrigdo detalhada do
sistema de transporte fluvial em consideragdo é encontrada na
segao 3.1. Na segdo 3.2, é apresentado o modelo de rede circular
de filas com distribuicdes exponenciais, que seri utilizado na
andlise de desempenho do sistema, em regime estacionirio. A segdo
3.3 é destinada aos métodos computacionais de resolucgdo do modelo
proposto. A segdo 3.4 apresenta alguns resultados obtidos pela
aplicacdo do modelo exponencial. Na segdo 3.5, aplica-se o método
da uniformizag¢do para calcular a distribuigdo da quantidade de
viagens realizadas durante um certo intervalo de tempo, para um
caso particular. A sec3o 3.6 encerra 0 capitulo com algumas

consideragdes adicionais referentes aos modelos apresentados.

3.1 Descrigdo do Problema

No capitulo 1, apresentou-se o problema ABA-AUTOPROP,
representado na figura 3.1, constituido por dois portos A e B e

uma frota homogénea com N embarcagdes autopropelidas, operando

entre eles.
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« 0—
0—0 - —0 0
T - —
A B

Figura 3.1 Diagrama do problema ABA-AUTOPROP.

Neste sistema, admite-se que os tempos de deslocamento das
embarcagdes entre os portos, em cada sentido, sejam variiveis
aleatdrias independentes com mesma distribuicdo de probabilidades

e que ndo haja restricdes em relagido a quantidade de embarcagdes

em viagem simultaneamente.

Nos portos, o atendimento das embarcag¢des, que consiste no
embarque e desembarque de cargas, é feito em um berco de
atracagdo e consome um certo tempo que apresenta, para cada

porto, uma dada distribui¢ido de probabilidades.

Pode haver, em um mesmo porto, mais de um bergo de
atracagdo. Neste caso, sup6e¥se que estes sejam iguais e que
operem de forma semelhante e independente. As embarcagdes sio
atendidas, em cada porto, pela ordem de chegada e a operacio

destes portos é considerada continua ao longo do tempo.

Em decorréncia da aleatoriedade dos processos de atendimento

e viagem das embarcacdes, a quantidade de viagens redondas
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realizadas em um dado intervalo de tempo (0,t) é também uma
varidvel aleatéria. Esta varidvel determina a quantidade de carga

transportada pela frota, durante o intervalo de tempo

considerado.

Seja N,,(t) a quantidade de viagens redondas completadas no
intervalo de tempo (0,t). A contagem das viagens redondas pode
ser feita considerando-se, arbitrariamente, uma viagem redonda

completada sempre que uma embarcagdo parte do porto B.

A principio, conhecidos o estado do sistema no instante zero
€ as distribuigbées dos tempos de viagem e dos tempos de

atendimento nos portos, é possivel determinar a distribuicgio de

N, (t).

Dada a dificuldade em calcular a distribuigdo de N, (t),
utiliza-se para avaliacido da capacidade de transporte do sistema,

em regime estaciondrio, uma vazio A definida por

N, (£)

A4 lim, (3.1)

Esta vazdo A, que mede o fluxo de embarcac¢des na rede por
unidade de tempo, pode ser obtida, conhecendo-se a distribuicio

estacionaria da quantidade de embarcagdes no porto B.

Outras medidas de desempenho, como o tempo médio de

permanéncia das embarcacdes em cada porto, o tempo médio de
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viagem redonda das embarcagdes, o comprimento médio das filas e
0 indice de congestionamento dos portos, serio também utilizadas
na analise de desempenho do sistema. Em geral, estas medidas
serdo calculadas, considerando-se o sistema em regime

estacionéario.

Quando se considera um maior nimero de portos, é importante
salientar a existéncia de diferentes modalidades de problemas
dependendo do tipo de roteiro das embarcagfes. Por exemplo, em
uma rede com trés portos, identifican-se as seguintes
alternativas:

a) ABCA - as embarcagdes da frota partem de A para B, de B

para C e, finalmente, de C para A, realizando um roteiro

circular;

b) ABCBA - similar ao anterior exceto que, no retorno de C

para A, as embarcag¢des passam novamente em B;

C) ABA-ACA - neste caso as embarcacgdes s3o dividas em dois

grupos, cada um operando entre dois portos, tendo o porto A

€m comurmn.

A diferenga badsica dos problemas (b) e {c) em relagdo ao (a)
€ a existéncia, em um dado porto, de duas classes de embarcagdes
com destinos e, eventualmente, padrdes de atendimento diferentes,

0 que dificulta a modelagem destes sistemas.

Os modelos propostos neste e nos capitulos seguintes
consideram apenas os problemas similares zo (a), denominados

redes circulares. No caso geral, considera-se a existéncia de M
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(M22) ©portos, que sao percorridos seqliencialmente pelas

embarcacbes da frota (1 - 2 - ... = M - 1).

3.2 Modelagem

A partir da definigdo do problema, apresenta-se um modelo de rede
circular de filas que permite avaliar o desempenho destes

sistemas de transporte em regime estacionério.

Esta secdo esta dividida em duas subsecdes. Na secio 3.2.1,
apresenta-se o modelo proposto, enfatizando sua caracteristica de
cadeia de Markov em tempo continuo. A secdo 3.2.2 destaca a
existéncia da solug3o analitica em forma de produto para o
calculo da distribuigdo estaciondria e a possibilidade de
agregagdo de estados da cadeia que, por simplificarem a solugdo,

ampliam as potencialidades do modelo.

3.2.1 Apresentagdo do Modelo

Considere-se uma rede circular com M portos, onde o porto i,
i=1,...,M, apresenta c¢; bercos de atracagdo semelhantes e
independentes. As embarcagdes que chegam ao porto i sao atendidas
pela ordem de chegada e os tempos de atendimento si3o variiveis
aleatdérias independentes que apresentam distribuigdo exponencial

e média 1/p; (i=1,...,M). Sejam os tempos de deslocamento entre
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dois portos consecutivos i e i+l também variiveis aleatérias
independentes com distribuicio exponencial e média 1/py,

(i=1,...,M) e considere-se a frota constituida de N embarcacdes

semelhantes.

Com as hipbteses anteriores, pode-se estudar o problema a
partir de uma cadeia de Markov em tempo continuo {X(t), t=0} com

espago amostral finito S={(1,...,J}.

Cada estado j desta cadeia estd associado biunivocamente a
um vetor neA(N,M)={ (n,,n,, ..., ny) |n;eN, i=1,...,2M; Y:n,=N}, em que
O0s componentes n; correspondem a quantidade de embarcacdes no

porto i e os componentes ny; ao nimero de embarcag¢des em transito

entre o porto i e i+l (i=1,...,M)%.

O espago amostral S apresenta uma quantidade de estados, J,

dada por

Ahzkﬁl)

Jz( 2M-1 (3.2)

Para efeito de andlise da cadeia de Markov em tempo
continuo, convencionou-se que os estados serdo ordenados como
mostra a tabela 3.1. Define-se, entdo, uma funcdo ¢(n) que, para

cada vetor neA(N,M), fornece o valor j do estado correspondente

em S (3=1,...,J).

! Em particular, o componente n,, corresponde a quantidade

de embarcac¢Ses em viagem do porto M para o porto 1.
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Tabela 3.1 Ordenacdo dos estados de uma rede
circular com M portos e N embarcacdes.

n ¢ (n)
(0,., 0, 0, N) 1
(OI'IolllN—l) 2
(OIIOIZIN_Z) 3
(0 ,., 0, N, 0) N+1
(0 ,., 1,0 ,N-1) N+2
(0 ,m 1, 1 .N-2) N+3
(0,., 1,81, 0) - IN+1
(0 vv 2.0 'N-2) ON+2
(0 ,., 2., 1 .N-3) 2N+3
(N,., 0, 0, 0) J

Considerando-se a ordenagdo apresentada na tabela 3.1, a

fungdo ¢(n) pode ser calculada pela sequinte expressio

M
(n) = ;@) +1 (3.3)
¢ Z;tb
onde
i-1 1
N-) n;+M-1 N-) n,+M-i
$;(n) = = - ?2 . i=1,..,2M (3.4)
M-1 M-1

Cada parcela ¢,(n) representa a quantidade de estados que

apresentam os primeiros (i-1) componentes iguais aos do estado n
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e 0 i-ésimo componente uma unidade inferior ao correspondente do

estado n.

As transigles entre estados ocorrem quando termina o
atendimento de uma embarcagdo em um dado porto ou quando termina
uma viagem de uma embarcacdo entre dois portos. A estes dois
eventos correspondem, respectivamente, as seguintes transicdes no
espago amostral S:

a) ¢(n) - ¢(nll"-Ini_ll"-lnMInM+1I'"InM+i+ll---anM) (n;>0) ;

b) ¢(n) nd ¢(n1,...,ni+1+1,...,DH,HHH,...,DMH—].,..., HZM) (nM*i>0) -2

A taxa de transigdo, no caso (a), é dada por ®; (n;)p,, onde
@; (k)=min(k,c;) . No segundo caso, a taxa de transig¢do é dada por
Dwili, Pois ndo had limitagdes ao nimero de embarcacdes em viagem

simultaneamente em cada trecho.

A cadeia de Markov em tempo continuo associada aos modelos
¢ sempre irredutivel e apresenta um nuimero finito de estados.
Seja Q a matriz geradora infinitesimal de probalidades da cadeia
de Markov em tempo continuo associada a um modelo com M portos e
N embarcagbes. A distribuicdo estacionidria desta cadeia é&

determinada pela solucdo do sistema de equacdes lineares

xX0=10

J : (3.5)
E:nj=1

J=1

? Quando i=M, tem-se: ¢(n) - ¢(n,+1, .., 0y, nyyy, ., nyy-1), dado

que (n,>0).
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onde w;=lim... P(X(t)=3), j=1,...,J.

A partir desta distribuigdo estaciondria conjunta, obtém-se
as distribuig¢des marginais da quantidade de embarcag¢des em cada

porto, em regime estacionéario.

Sejam p{n)=m,, a distribuigdo estacionaria conjunta e p; (k)
a distribuigdo marginal da quantidade de embarcacdes no porto i
(i=1,...,M; k=0,...,N). As distribuicdes marginais p;(k) sao

dadas por

p; (k) = E p{n) k=0,..,N; i=1,.,M

neA(N, M) | ny=k

(3.6)

Determinadas as distribuigdes marginais p, (k) (i=1,...,M;
k=0,...,N), calculam-se a vazdo, i, e a expectancia da quantidade

de embarcag¢des no porto i, E[L;], pelas sequintes expressdes:

N
A=Y a;(k)p;p; (k) (3.7)
=1
N
E[L;] =g:kpi(k) i=1,2,.,M (3.8)
_ L |
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onde a;(k)=min(k,c;) corresponde & quantidads de embarcag¢des em

atendimento no porto i.?

Conhecidas a expectédncia da quantidade de embarcag¢des em
cada porto e a vazdo, A, é possivel, aplicando-se a férmula de
Little, calcular o tempo médio de permanéncia das embarcag¢des em
cada porto i, E[W;], e o tempo médio de viagem redonda destas

embarcagdes, E[T,,], da seguinte forma:

E(w;] = E[fi] i=1,..,M (3.9)

- 1 | 3.10
E[T,] = E[w;]+ (3.10)
[ ] ;( p’){q-_i)

O indice de congestionamento do porto i, pi, pode ser

calculado pela expressdo

N
&, (K) A .
i~ (k) = 1=1,2,..,M (3.11)
P g*; Cy b Ciky

0

Em particular, se c;=1, entdo p;=(1-p;(0)) e A=pipi=n, (1-p, (0)).

* A expressdo (3.7) pode ser obtida, atribuindo-se uma

recompensa «;(k)p; por unidade de tempo para cada estado j com k
embarcagdes no porto i. Em regime estacionério, a recompensa
acumulada por unidade de tempo é equivalente & vazao A.
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Uma outra forma de calcular E[T,,] pode ser obtida aplicando-

se o seguinte raciocinio. Considere-se a rede como um sistema
isolado de fila, onde o atendimento dos clientes consiste da
viagem de B para A, do atendimento em A, da viagem de A para B e,
finalmente, do atendimento em B. Admita-se que haja N clientes
neste sistema e que cada cliente atendido em B seja substituido
automaticamente por um novo cliente. Neste sistema, a taxa de
chegada de clientes seria igual a A, o tempo médio de permanéncia
dos clientes igual a E[T,,] e a quantidade de clientes presentes
no sistema constante e igual a N. Aplicando-se a férmula de

Little para este sistema, obtém-se:

N=2A-E[T,] (3.12)

que fornece uma nova expressdo para o calculo de E[T,],

conhecidos N e A.

Exemplo 3.1 Considere-se um sistema ABA-AUTOPROP com - N=2
embarcagfes. Sejam os portos dotados de um Unico bergo de
atracagdao (c;=c,=1), os tempos médios de atendimento das
embarcagbes nos portos 1/p,=1/p,=1 e os tempos médios de viagem

1/p,=1/n,=4.

Este modelo apresenta J=10 estados, relacionados na tabela

3.2.
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Tabela 3.2 Estados da cadeia de Markov em
tempo continuo do exemplo 3.1.

n $(n)
(0 0, 0, 2) 1
(0, 0, 1, 1) 2
(0, 0, 2, 0) 3
(0,1, 0, 1) 4
(0,1, 1, 0) S
(0, 2, 0, 0) 6
(1, 0, 0, 1) 7
(1, 0, 1, 0) 8
(1,1, 0, 0) 9
(2, 0, 0, 0) 10

A matriz geradora infinitesimal de probabilidades do

processo & mostrada a seguir.

[-0.50

0.50
-0.50 0.25 0.25
-0.50 0.50
1.00 -1.25 0.25
) 1.00 -1.25 0.25
o= 1.00 -1.00
1.00 -1.25 0.25
1.00 -1.25 0.25
1.00 1.00 -2.00
1.00 -1.00]

(3.11)

Resolvendo-se o sistema de equacgdes =Q=0, com Eﬂg=l, obtém-

se a distribuicdo estaciondria de probabilidade dos estados da

cadeia de Markov em tempo continuo mostrada na tabela 3.3.
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Tabela 3.3 Distribuicido estaciondria dos estados da
cadeia de Markov em tempo continuo do exemplo 3.1.

n ¢ (n) p(n)
( 0, 0, 0, 2) 1 0.156863
(0, 0, 1, 1) 2 0.313725
(0, 0, 2, 0) 3 0.156863
(0, 1, 0, 1) 4 0.078431
(0, 1, 1, 0) 5 0.078431
(0, 2, 0, 0) 6 0.019608
(1, 0, 0, 1) 7 0.078431
(1, 0, 1, 0) 8 0.078431
(1, 1, 0, 0) 9 0.019608
(2, 0, 0, 0) 10 0.019608

As distribuicgdes estaciondrias marginais da quantidade de
embarcag¢des nos portos, neste exemplo idénticas para ambos, sio

dadas por p, (0)=0.803922, p, (1)=0.176471 e p,(2)=0.019608 (i=1,2).

Finalmente, obtém-se :
a) A = 0.196;

b) E[L,] = E[L,]

0.216;
c) E[W,] = E[W,] = 1.10;
d) E[T,,] = 10.20;

e) u, =y, = 0.196. O

No exemplo 3.1, os tempos médios podem ser considerados
adimensionais. Desta forma, os resultados obtidos podem ser
estendidos para outros casos similares que apresentem uma mesma
proporgao de 4:1 entre tempos médios de viagem e atendimento. Por
exemplo, considere-se um sistema similar ao anterior com tempos
médios de atendimento 1/m,=1/p,=2 e tempos médios de viagem
1/p,=1/y1,=8. A solucdo da cadeia de Markov em tempo continuo,

neste caso, fornece a mesma distribuicio estacionaria obtida no
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exemplo 3.1. Em decorréncia, ter-se-ia, neste novo exemplo, os
sequintes resultados: a) A = 0.098; b) E[L,] = E[L,] = 0.216; c)

E[W,] = E[W,] = 2.20; d) E[T,,] = 20.40; e) u, = u, = 0.196.

3.2.2 A Solugdo em Forma de Produto

Na realidade, o modelo apresentado na secdo anterior é um caso
particular das redes fechadas de filas com atendimento
exponencial apresentadas no capitulo 2. Uma propriedade
importante destes modelos, que constituem cadeias de Markov em
tempo continuo finitas e irredutiveis, é a existéncia de uma

expressdo analitica para o cdlculo da distribuicio estacionaria.

Nos modelos de redes circulares com tempos de atendimento e
de viagem exponenciais, a distribuigdo estaciondria das
probabilidades de estado pode ser obtida diretamente pela

seqguinte expressdo:

M 2M n
p(n) s 11 fi(ni)igl o neA (N, M) (3.14)

onde G(N) é uma constante e a funcio f;(k) é dada por
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k
(i}égil-, se k<c;
£;(k) =9 (1/1.) & (3.15)
_Tigi__' caso contrério
ci ‘ol

para i=1,...,M e k=0,...,N.

A constante G(N) é calculada de tal forma que a soma das

probabilidades seja 1. Assim

2M Di .
sm= ¥ |[Ifann I 222" (3.16)
neA(N,M) \ i=1 L T

A utilizagdo das expressdes anteriores elimina a necessidade
de resolugdo do sistema de equacdes lineares xQ=0 para obtencio
da distribuigdo estacionaria. E importante lembrar que, mesmo
para valores relativamente pequenos de M e N, a ordem J da matriz
Q poder ser bastante elevada. Por exemplo, para M=3 e N=15, ter-

se-ia J=15504 estados.

Uma segunda simplificacdo pode ser obtida a partir da
agregacdo de estados da cadeia de Markov como se segue. Seja
Ay (N,M) = {(mg,my,...,my) | meN, i=0,1,...,M; Y.m;=N} um conjunto
de estados onde m, representa a quantidade total de embarcacdes

em transito e m; (i=1,2,...,M) a quantidade de embarcac¢des no
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porto i. A quantidade de estados contidos no conjunto A,(N,M) é

dada por

=(N;1 (3.17)

Seja p(m) a distribuigdo estacionaria dos estados agregados

m (meA,(N,M)). Das equag¢des (3.12), (3.13) e (3.14) decorre que

p(m) Y b

neA(N, M) |
y=my .i-l',.«,M

Nypyy -+ 1pp=My

(3.18)
M 2M n
1 (1/py)™
G II 1474 AL n!
(N) i=1 REA(N, M) | I=M+1 1
Aoy 4=+ p=mg
Sabendo-se que
m ny .
z: i _ (X, +X,+..4X,) P V n,meN*, x,€R (3.19)
nea({n,m) 1=1 ni! nl
onde a(n,m)={(n;,n, ...,n,) |n;eN, i=1,...,m; ¥.n;=n} e definindo-se

B tal que 1/p,=1/pPu+1/ Pyt . .+1/1,, obtém-se:
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_ 1 (1/Po)m° ad 3 20
p(m) = G ;! Hlfj(mi) (3.20)
onde
l/po)”"’ ud
G(N) = £, (m; (3.21)
-ﬂz;dﬂ( ll .

A partir das expressdes (3.18) e (3.19), calculam-se as
distribui¢des marginais do nimero de embarcagdes em cada porto,

como se segue.

p; (k) = 3 p(m)  i=1,.,M; k=0,.,N
.er(N,M) |m,=k

(3.22)

Exemplo 3.2 Aplicando-se os procedimentos descritos ao problema
do exemplo 3.1, para o qual 1/p,=8, obtém-se a distribuicao

estaciondria apresentada na tabela 3.4.

As distribuigbes marginais da quantidade de embarcacdes nos
portos e, conseqiientemente, as medidas de desempenho, s&o as

mesmas anteriormente obtidas, no exemplo 3.1.
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Tabela 3.4 Estados e distribuicido estaciondria da cadeia de
Markov em tempo continuo do exemplo 3.2.

(1/p) ™ &
m b (m) —ar ] fa(md) p (m)

1i=1

.019608
.019608
.019608
.156863
.156863
. 627451

- - G(2)=51 1

NFRHFOOO
OoOrrOMNRFRO
- - - ~ - 0w
s WN -
N OO CO = = =
COCOOCOO

3.3 Implementagdo Computacional

O objetivo desta secdo é discutir os procedimentos computacionais
de resolugdo dos modelos de redes de filas examinados neste

capitulo.

A subsegdo 3.3.1 prop&e um procedimento, designado método da
cadeia de Markov, que, dados os parametros da rede, elabora a
matriz das taxas de transigdo entre estados, calcula a
distribuigdo estacionaria conjunta e, finalmente, calcula as
distribui¢des marginais. Ainda que, nos casos de redes circulares
com distribui¢des exponenciais para os tempos de atendimento e
viagem, a solugdo do sistema #Q=0 para obtencido da distribuicio
estacionaria seja desnecessaria, tal procedimento esti sendo
apresentado pois ele é a base dos procediméntos adotados nos

capitulos 4 e 5, cujos modelos ndo possuem solucdes analiticas.



(

(

cccccccccCcccccCccCcccecCcccccccccccccctccccccccc

75

Nas subsegdes 3.3.2 e 3.3.3 sdo apresentados os métodos da
convolugdo e da andlise do valor médio, que se utilizam de
propriedades particulares apresentadas pelos modelos com
distribuicéeé exponenciais. Os resultados destas duas uUltimas
subse¢des sdo obtidos a partir da forma geral destes métodos
apresentados no capitulo 2. Os apéndices I, II e III apresentam
as implementacdes computacionais dos procedimentos contidos nas

subse¢des 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3, respectivamente.

3.3.1 Método da Cadeia de Markov em Tempo Continuo

Com o intuito de facilitar a compreensio do método, este seri
apresentado com base no modelo ABA-AUTOPROP. O primeiro passo do
método consiste em construir a matriz Q das taxas de transicio
entre estados da cadeia de Markov em tempo continuo. Q é uma
matriz quadrada de ordem J com a propriedade de possuir uma
grande quantidade de elementos nulos fora da diagonal principal,

sendo, por isso, classificada como uma matriz esparsa..

As expressfes (3.21) fornecem a quantidade de estados da
cadeia, J, e a quantidade de elementos n3o nulos fora da diagonal
principalf, K. Estes pardmetros s3o necessarios para o
dimensionamento das estruturas de dados da implementacao

computacional do modelo.

! Este pardmetro ¢é igual a quantidade de transigdes

possiveis entre os estados da cadeia.
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J=(N

’)

<= L)

1=

wF

N=1,2, .. (3.21)

L

-

Na segunda expressdo, cada parcela corresponde ao produto da
quantidade de estados que apresentam i componentes nao nulos pela
quantidade de transi¢des associadas a cada um destes estados.
Devem ser considerados nulos os coeficientes binominais em que o

termo superior é menor que o inferior.

A tabela 3.5 apresenta valores de J e K para alguns exemplos

do modelo ABA-AUTOPROP, variando-se a quantidade de embarcacgdes.

Tabela 3.5 Quantidade de estados e
transigdes do modelo ABA-AUTOPROP.

N J K
1 4 4
5 56 140
10 286 880
15 816 2720
20 1771 6160

A  matriz Q serd representada por quatro vetores
denominados DQ, NQ, IQ e JQ. O vetor DQ, de ordem J, contém os
elementos da diagonal principal em valor absoluto. O vetor NQ, de
ordem K, contém os elementos ndo nulos fora da diagonal
principal, ordenados por linha e por coluna. Os vetores IQ e JQ
armazenam informagdes que permitem identificar a posigdo de cada
elemento de NQ na matriz Q. 0 vetor IQ, de ordem J+1, tem na

primeira posigdo o valor 1 e, da segunda em diante, o valor da
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posigdo anterior acrescido da quantidade de elementos n3o nulos
fora da diagonal existentes em cada linha. No vetor JQ, de ordem
K, apresentam-se as colunas a que cada componente do vetor NQ

pertence.

Esta forma de representagdo da matriz Q, quando comparada a
representacdo matricial tradicional, reduz consideravelmente a
quantidade de informagdes a serem armazenadas. Por exemplo, a
partir dos dados da tabela 3.5, verifica-se que, no caso N=10, a
matriz Q teria 286x286 componentes reais, enquanto os vetores DQ
e NQ teriam, respectivamente, 286 e 880 componéntes reais e os
vetores IQ e JQ teriam, respectivamente, 287 e 880 componentes

inteiros.

Para o modelo ABA-AUTOPROP, adotando-se a ordenacgdo de

estados ilustrada na tabela 3.1; a fun¢do ¢(n) & expressa por

oty = (V) - (V37 ("3 - (") e (3.22)

Feitas estas considerag¢des preliminares, apresenta-se, na
figura 3.2, o procedimento de elaboracio da matriz Q. Em linhas
gerais, o procedimento consiste em percorrer o espago amostral S
€, para cada estado i, determinar os estados ] acessiveis a
partir de i; calculam-se as taxas de transicido do estado i para
cada um dos estados j, armazenando-se estas takas, adequadamente,

nos vetores que representam a matriz Q.



78

Hay U3, RIVFR a
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Figura 3.2 Algoritmo para elaboracio da matriz Q do modelo ARA-
AUTOPROP.

O calculo da distribuicdo estacionaria é feito pelo método -

da uniformizagdo. Seja uma matriz P dada por



( C ¢

C CC ¢t

cccoceecececceceeccceccoccccccecaog

79

N
I
>ho

+ 7 (3.23)

onde I ¢ uma matriz identidade e A é arbitrado como sendo igual
ao maior valor absoluto entre os elementos da diagonal de Q
(Aemax; (| q;;|)). A distribuicdo estacionaria pode ser obtida,

resolvendo-se o sistema w=xP, } m,;=1 °.

A matriz P serd representada por vetores DP, NP, IP e JP, de
forma anadloga a apresentada no caso da matriz Q. Para se obter
estes vetores, referentes a matriz P do processo uniformizado,
identifica-se, inicialmente, o maior componente do vetor DQ e
atribui-se este valor a A. A seguir, cada componente de NP é
calculado pela divisdo do componente correspondente de NQ por A;
0os componentes do vetor DP sdo obtidos pela soma de 1 ao
resultado da divisio da cada componente correspondente de DQ por
-A, pois os valores da diagonal de Q estdo armazenados em valor
absoluto no vetor DQ. Os vetores IP e JP sdo idénticos aos

originais IQ e JQ.

A distribuigdo estacionéria é obtida, resolvendo-se
iterativamente o sistema n=xP, a partir de uma distribuicéo
inicial arbitréaria. Considera-se o processo iterativo concluido
quando .a maior diferenga relativa entre cada componente j

(3=1,...,J) dos vetores =#"' e n" for inferior a uma pré-

> A matriz P obtida é uma matriz estocastica, pois apresenta

apenas elementos ndo negativos e que, em cada linha, tém soma 1.
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determinada margem de erro, €. Para se calcular o produto de ="

por P, utiliza-se o algoritmo apresentado na figura 3.3.

Determinada a distribuigdo =, dentro da margem de erro

estabelecida, passa-se ao calculo das distribuig¢des marginais.

Este procedimento estd apresentado na figura 3.4.

Figura 3.4 Algoritmo para obtencdo das distribuig¢des marginais do
modelo ABA-AUTOPROP.
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A partir destas distribuicdes marginais, podem ser
calculadas medidas de desempenho do sistema como o numero médio

de embarcagdes no porto, o tempo médio de permanéncia no porto,

0 indice de congestionamento, etc.

Exemplo 3.3 Considere-se o modelo ABA-AUTOPROP do exemplo 3.1,
que apresenta os segquintes paradmetros: a) N=2; b) c,=C,=1; c)

1/m=1/p,=1 e 1/p=1/p,=4.

Para este modelo, aplicando-se as equacdes {3.21), tém-se

'J=10 e K=16. A matriz Q correspondente ao modelo, representada na

forma dos vetores DQ, NQ, JQ e IQ, é dada a seguir.

DQ = [0,50 0,50 0,50 1,25 1,25 1,00 1,25 1,25 2,00 1,00]

NQ = [0,50 0,25 0,25 0,50 1,00 0,25 1,00 0,25 1,00 1,00
0,25 1,00 0,25 1,00 1,00 1,00]

J0=1[7 48 51 9 2 6 4 2 10 3 9 5 7 8]

I0=[1 2 4 5 7 9 10 12 14 16 17 ]

Neste exemplo, A=2.0 e a matriz P é representada por

bp = {0,750 0,750 0,750 0,375 0,375 0,500 0,375 0,375
0,060 0,500]

NP = [0,250 0,125 0,125 0,250 0,500 0,125 0,500 0,125
0,500 0,500 0,125 0,500 0,125 0,500 0,500 0,500]

além dos vetores 1IP € JP que sdo idénticos a IQ e J9Q,

respectivamente.
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Finalmente, aplicando-se o algoritmo apresentado na figura

3.3, obtém-se a distribuigdo estacioniria conjunta =.

® = [0.156863 0.313725 0.156863 0.048431 0.078431 0.019608
0.078431 0.019608 0.019608 0.019608] a

3.3.2 Método da Convolucgio

O método da convolugdo permite calcular recursivamente a
constante de normalizagdo G(N), que determina a distribuicao
estacionaria de probabilidadesldos estados. Nesta sub-sec¢3o, os
procedimentos sdo apresentados com base em rédes ciréulares com
uma quantidade arbitréria de portos (M22), considerando-se os

estdgios relativos as viagens agregados.

Conforme apresentado no capitulo 2, define-se uma funcio

auxiliar, g,(n), que é dada por

gp(n) = E %::;’)_Hfi(ni) n=0,..,N; m=0,..,.M (3,24)

neA, (n, m) 1=
onde A, (n,m)={(ng,n;,...,n,) |n;eN, i=1,...,m; ¥in;=n} e £, (k) é dada
por (3.13). Da definigdo (3.24), seguem—-se as seguintes

propriedades:

a) condig¢des de contorno
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g,{0) =1 m=0,.,M
(1/py) "
g,(n) = T," (3.25)
1/
= n“"go(n—l) | n=1,.,N

b) para m,n>0

g, (n) =Z) £,(Kk) g,y (n-K) (3.26)
& _

A expressdo (3.26) pode ser simplificada, conforme visto no
capitulo 2, se o portom (m=1,...,M) possui um ou dois bercos, da
sequinte forma:

a) se ¢,=1, entao

g,(n) =g,_, (n) +pig,,,(n~1) n=1,..,N (3.27)

b) se c,=1, entao

g, (1) = g’"‘l(lhfl,,}

(3.28)
1

m

9, (n) =g,,,_1(n)+2 (g,(n-1)+g,,(n-1)] n=2,.,N
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Estas expressfes sado utilizadas no algorifmo apresentado na
figura 3.5 para o calculo de g,(n)=G(n), n=0,1,...,N. Neste
algoritmo, utiliza-se um dnico vetof G, de dimensdo N+1, para
armazenar os valores da fungdo g,(n); pressupde-se que os portos

apresentam um ou dois berg¢os de atracacio.

Determinadas as constantes G(n) (n=0,1,...,N), podem-se
obter as vazdes A(n), sem o cdlculo preliminar das distribuicgdes

estacionarias marginais, empregando-se a seguinte expressio:

_G(n-1) _ |
A(n) T(IJ—)—‘ n=1,2,..,.N (3.29)

Exemplo 3.4 Considere-se um problema ABA-AUTOPROP com os

seguintes parametros: a) c¢,;=c,=1, b) 1/p;=1/p,=1 e c) 1/p,=8.

Aplicando-se o método da convolugdo e a expressdo (3.29),
determinam-se os valores de A(n), n=1,...,N. Os tempos médios.de
viagem redonda com n clientes, E[T, (n)], sio obtidos, conforme
(3.10), pelo quociente n/A(n). Na tabela 3.6, sio mostrados os

valores de A(n) e E[T,,(n)], para n variando de 1 a 20.

E interessante observar que, para N=10, admitindo-se que os
tempos de atendimento e viagem fossem deterministicos, ter-se-ia
uma vazao A=1,0. Na tabela 3.6, verifica-se que, adotando-se a
hipbtese de distribuicgdo exponencial para estes tempos, a vazio

do sistema reduz-se cerca de 25%. a
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Figura 3.5 Algoritmo da convolucido para célculo da constante de
normalizag¢do de uma rede circular.

Prosseguindo na andlise da rede circular pelo método da
convolugédo, a distribuiCéd marginal do nimero de embarcac¢des no
porto i, (i=1,...,M), admitindo-se a existéncia de N embarcacdes
na rede, p"(k) (k=0,...,N), pode ser obtida pela segquinte

expressao:

piN(k)=—G%n—fi(k)hi(N~k) i-1,.,M; k=0,.,N  (3.30)
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Tabela 3.6 Vazdo e tempo médio de viagem
redonda em  funcgdo da quantidade de
embarca¢des do exemplo 3.4.

n A(n) E[T, (n)]
1 0.1000 ©10.00
2 0.1961 10.20
3 0.2876 10.43
4 - 0.3739 10.70
5 0.4542 11.01
6 0.5279 11.37
7 0.5944 11.78
8 0.6533 12.25
9 0.7046 12.77
10 0.7483 13.36
11 0.7850 14.01
12 0.8152 14.72
13 0.8399 15.48
14 0.8599 16.28
15 0.87061 17.12
16 0.8893 17.99
17 0.9002 18.89
18 0.9092 19.80
19 0.9167 20.73
20 0.9231 21.67

A fungdo auxiliar h;(n), definida no capitulo 2, é expressa

da seguinte forma:

(l/uO ) .
h;(n) = Z Hfj(n) i=1,..,M; n=0,.,N
nea, (k, M)
n;=0

(3.31)

Expressbes recursivas para o cdlculo da funcgio h;(n) séao
obtidas, impondo-se que a soma das probabilidades p;"(k)

(k=0,...,N) seja igual a 1. Desta forma, para i=1,...,M,obtém-se:
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h(0) =1

n (3.32)
"~ h;(n) =G(n) —E £i(k)h;(n-k) n=1,..,N
=1

Novamente, as expressdes (3.32) podem ser simplificadas, se
o porto i (i=1,..,M) possui um ou dois bercos, da seguinte forma:

a) se c;=1, entao

h;(n) =G(n) —Tla(n—l) n=1,..,N (3.33)

i

b) se c¢;=2, entio

h;(1) =6(1) -X
B

(3.34)

h,(n) =G(n) - 21 -[G(n-1) +h,(n-1)]  n=2,.,N

1

com a condigdo de contorno que h;(0)=1 (i=1,...,M).

A figura 3.6 apresenta o algoritmo para determinacgdo das
distribuig¢des marginais a partir da expressao (3.30) e das
relagdes apropriadas para o célculo de h; (n). Este algoritmo tem

como dados de entrada, além dos parametros da rede, o vetor G(n)

(n=0,...,N).
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Figura 3.6 Algoritmo da convolugdo para calculo das distribuicées

marginais de uma rede circular.

Exemplo 3.5 Prosseguindo-se com o modelo ABA-AUTOPROP do exemplo

anterior, para n variando de 1 a 10, obtém-se as distribuicgobes

estaciondrias marginais apresentadas nas tabelas 3.7 e 3.8.

Tabela 3.7 Distribuigdes marginais da quantidade de embarcagdes

nos portos do exemplo 3.5 (n=1,...,5).

k pi" (k) p;* (k) p;* (k) p;* (k) p;® (k)
0 0.9000 0.8039 0.7124 0.6261 0.5458
1 0.1000 0.1765 0.2312 0.2663 0.2844
2 0.0196 0.0508 0.0864 0.1210
3 : 0.0056 0.0190 0.0393
4 0.0021 0.0086
5 0

.0010
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Tabela 3.8 Distribuigdes marginais da quantidade de embarcacdes
nos portos do exemplo 3.5 (n=6,...,10).

k P, (k) P, (k) p.* (k) p.’ (k) P, (k)
0 0.4721 0.4056 0.3467 0.2954 0.2517
1 0.2881 0.2806 0.2650 0.2443 0.2211
2 0.1501 0.1713 0.1833 0.1867 0.1828
3 0.0639 0.0892 0.1119 0.1292 0.1397
4 0.0207 0.0380 0.0583 0.0788 0.0967
5 0.0045 0.0123 0.0248 0.0411 0.0590
6 0.0005 0.0027 0.0080 0.0175 0.0307
7 0.0003 0.0018 0.0057 0.0131
8 0.0002 0.0012 0.0042
9 0.0001 0.0009
10 0.0001

3.3.3 Analise do Valor Médio

O principio bé&sico da andlise do valor médio, conforme exposto no
capitulo 2, refere-se a propriedade de que, em uma rede fechada
com N clientes e em regime estacionadrio, a distribuicio de
probabilidades do numero de clientes observados por um cliente
qualquer, no instante de chegada ao né i, é igual a distribuicédo

estacionaria do numero de clientes no n6é i desta mesma rede com

N-1 clientes.

Este método torna-se particularmente simples quando se trata
de uma rede onde o0s ndés apresentam um uUnico ou infinitos
servidores e se deseja avaliar apenas valores médios do tempo de
espera, tamanho das filas e fluxos nos nés. A seguir,Adiscute—se

a aplicagcdo da analise do valor médio para a rede circular

estudada neste capitulo.
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Considere-se, inicialmente, uma rede circular onde cada
porto tenha um unico bergo de atracacao. Sejam A(n), E[W;(n)] e
E[L;(n)] (i=1,...,M), respectivamente, a vazao, o tempo médio de
permanéncia das embarcagdes e a expectancia da quantidade de

embarcagdes no porto i, em regime estacionario, quando ha n

embarcagdes na rede.

Em decorréncia do teorema da chegada apresentado no capitulo
2, quando hd um Unico berco de atracagcao em um dado porto i,

pode-se calcular o tempo médio de permanéncia das embarcacgdes

neste porto pela seguinte expressio:

Etwi<n)1=pi<1+E[Li(n—1)]) i

1,..,M (3.35)
1

onde E[L;(0)]=0 (i=1,...,M) 6.

Conhecendo-se o0s tempos médios de permanéncia das
embarcagdes nos portos, determinam-se a vazio e, pela aplicagédo
da férmula de Little, a expectancia da quantidade de embarcacdes

em cada porto, dadas pelas seguintes expressdes:

A(n) = 2!

1 & (3.36)
w Y ElW;(n)]

1=1

® 0 tempo médio de espera de um cliente na fila corresponde

ao tempo médio de atendimento de E[L;(n-1)] clientes.
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E[{L;(n))=A(n)E[W,(n)] i

1,.,M (3.37)

onde 1/pe=1/py,+...+1/p,,.

A combinagdo destas expressdes resulta no algoritmo da
figura 3.7, que permite calcular a vazio, o tempo médio de viagem
redonda, os tempos médios de permanéncia nos portos, os indices
de congestionamento dos portos e as expectadncias da quantidade de
embarcagdes em cada porto, para uma rede circular onde os portos
possuem um unico berco de atracacdo. A generalizacgdo do

procedimento apresentado na figura 3.7, quando hé& portos com

miltiplos bergos de atracacdo, é discutida a seguir.

Figura 3.7 Andlise do valor médio para calculo de medidas de
desempenho em redes circulares com um Unico berco de atracacao
por porto.
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Seja p;"(k) (k=0,...,n) a distribuicido do numero de
embarcagdées no porto i, quando hid n embarcacdes no sistema. A
partir da equacdo (3.30) e utilizando—ée as expressdes (3.13),

(3.29) e a definigdo a;(k), pode-se mostrar que:

(1/|11')

p;" (k) = A

A(n) p"1(k-1) k=1,..,n; 1i=1,..,M (3.38)

Como a soma das probabilidades deve ser igual a 1, obtém-se,

para o calculo de p;"(0), a éeguinte expressao:

Pi"(0)=l-z:pi"(k) i=1,..,M (3.39)
=1

Conhecida a distribuigdo marginal p;"(k) (k=0,1,...,n),
determina-se o tempo médio de permanéncia das embarcagdes no

porto i que, conforme visto no capitulo 2, é dado por

= 1/ ui -1
ElW,; k——="p™»1 (k-1 (3.40)
[wW;(n)] = K ) P (k-1)

Aplicando-se as expressbes (3.38) a (3.40) e, a sequir,
(3.36), com a condigdo de contorno p,°(0)=1 (i=1,...,M), obtém-se,

recursivamente, as distribuigdes marginais p;"(k), a vazio A(n),
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as expectancias do tempo de permanéncia, E[W,(n)], e da

quantidade de embarcagées, E[L;(n)], no porto i, para n variando

de 1 até N. Este procedimento é apresentado na figura 3.8.

s
“

-

—

\,

“

:J Figura 3.8 Algoritmo da andlise do valor médio para determinacéio
~ das distribuigdes marginais em redes circulares com um ou dois
U bergcos de atracagdo por porto.

NS

W,

v
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3.4 Anadlise de Resultados

Na secdo 3.3 foram apresentados os algoritmos para andlise em
regime estaciondrio dos modelos de redes circulares de filas com

atendimento exponencial.

No exemplo 3.4, utilizou-se o algoritmo da convolucdo para'
avaliar a vazdo e o tempo médio de viagem redonda em uma rede
circular com parémetros: a) c¢;=c¢,=1; b) 1/p=1/p,=1; c)
1/m;,=1/n,=4. Os valores de A(n) e E[T,,(n)] (n=1,...,20) obtidos,
mostrados nal tabela 3.6, sdo apresentados graficamente nas
figuras 3.9 e 3.10, respectivamente, juntamente com os resultados
correspondentes ao caso deterministico, isto é, onde os tempos de

atendimento e viagem sdo fixos.

10 -
09 {
08 1
07 {
06 |
05 ¢
04 1
03 {
02 {
014
00 rot———+—+—+—+—+—————————

(a)
(b)

z(n)

Figura 3.9 Vazdo em fungdo da quantidade de
embarcagbes do exemplo 3.4; casos deterministico
(a) e exponencial (b).
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25 .

20 {

E[Tvr(n)]

Figura 3.10 Tempo de ciclo em funcdo da quantidade
de embarcagdes do exemplo 3.4; casos deterministico
(a) e exponencial (b).

Considere-se que, no exemplo 3.4, alterem-se aé quantidades
de bergos de atracagdo nos portos, mantendo-se os demais
parametros constantes. As tabelas 3.9 e 3.10 apresentam,
respectivamente, a vazdo e o tempo médio de viagem redonda em
trés situagdes distintas: a) c,=c,=1; b) c,=1 é c,=2; c) c,=c,=2.
Nas figuras 3.11 e 3.12, apresentam-se estes resultados

graficamente.

Ainda em relagdo ao exemplo 3.4, mantidos os tempos médios
de viagem e um Unico berco de atracacdo por pQrto, foram
considerados variag¢des nos tempos médios de atendimento. A vazao
€ 0s tempos médios viagem redonda sio apresentados nas tabelas
3.11 e 3.12 e nas figuras 3.13 e 3.14, considerando-se: a)

1/m=1/1,=1; b) 1/1,=1/p,=1,25; ¢) 1/p=1 e 1/p,=1,5.



Tabela 3.9 Vazdo em fungd8o da cuantidade
embarcacdes do exemplo 3.4, consicerando-se:
C,=C,=1; b)c,;=1 e ¢,=2; c)c,=c,=2.

(

C (

(ccccccccceccCcecececcccCcceccccccccccccccocCcod

,
~

n A(n)
(a) (b) (c)
0 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.1000 0.1000 0.1000
2 0.1961 0.1980 0.2000
3 0.2876 0.2935 0.2997
4 0.3739 0.3857 0.3988
5 0.4542 0.4738 0.4970
6 0.5279 0.5572 0.5940
7 0.5944 0.6348 0.6895
8 0.6533 0.7057 0.7832
9 0.7046 0.7690 0.8746
10 0.7483 0.8241 0.9635
11 0.7850 0.8703 1.0494
12 0.8152 0.9078 1.1319
0.8399 0.9369 1.2107
0.8599 0.9585 1.2854
0.8761 0.9737 1.355¢6
0.8893 0.9840 1.4210
0.9002 0.9906 1.4813
0.9092 0.9947 1.5364
0.9167 0.9970 1.5863
20 0.9231 0.9984 1.06308
18
16 1
14 1 (c)
12 ¢+
10 (b)
5
<« 08
(a)
06
04
0.2
OIO T ¥ 1 T T L) 1 L T { { T { T T T 1
0 5 10 15 20
n

Figura 3.11 Vazdo em funcdo da quantidade de
embarcagbdes do exemplo 3.4, considerando-se: a)
c1=c,=1; b)c,=1 e c,=2; c) c¢,=c,=2.



Tabela 3.10 Tempo médio de viagem redonda em funcdo da
quantidade de embarcagdes do exemplo 3.4, considerando-
se: a) c¢;=c,=1; b)c;=1 e c,=2; c)c,=c,=2.

(

cccceccccccCcCccccccccccccccccc e

n E[T,, (n)]
(a) (b) (c)
0 - - -
1 10.00 10.00 10.00
2 10.20 10.10 10.00
3 10.43 10.22 10.01
4 10.70 10.37 10.03
5 11.01 10.55 10.06
6 11.37 10.77 10.10
7 11.78 11.03 10.15
8 12.25 11.34 10.22
9. 12.77 11.70 10.29
10 13.36 12.13 10.38
11 14.01 12.64 10.48
12 14.72 13.22 10.60
13 15.48 13.88 10.74
14 16.28 14.61 10.89
15 17.12 15.40 11.06
16 17.99 16.26 11.26
17 18.89 17.16 11.48
18 19.80 18.10 11.72
19 20.73 19.06 11.98
20 21.67 20.03 12.26
% .
2 1 (a
E 15 (b)
5
t, /
i 10 (c)
h 1l
0 T ¥ T T T T T 1 T T Ll T L L] 1 T : T 1 .
0 5 - 10 . 15 20
n

Figura 3.12 Tempo de ciclo em fungdo da quantidade
de embarcagdes do exemplo 3.4, considerando-se: a)
¢,=c,=1; b)c;=1 e c,=2; c) c,=c,=2.
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Tébela 3.11 Vazido em
embarcagbdes do exemplo

1/p,=1/p,=1; b) 1/p,=1/p,=1,25; c)

funcdo da

3.4,

quantidade
considerando-se;

1/u1=1 e 1/1—12=11 5.

de
a)

n A(n)
(a) (b) (c)
0 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.1000 0.0852 0.0952
2 0.1961 0.1852 0.1850
3 0.2876 0.2691 0.2684
4 0.3739 0.3461 0.3443
5 0.4542 0.4153 0.4118
6 0.5279 0.4763 0.4703
7 0.5944 0.5288 0.5193
8 0.6533 0.5730 0.5589
9 0.7046 0.6093 0.5898
10 - 0.7483 0.6387 0.6130
11 0.7850 0.6621 0.6299
12 0.8152 0.6807 0.6418
13 0.8399 0.69855 0.6500
14 0.8599 0.7072 0.6555
15 0.8761 0.7168 0.6593
16 0.8893 0.7246 0.6617
17 0.9002 0.7310 0.6634
18 0.9092 0.7365 0.6645
19 0.9167 0.7412 0.6652
20 0.9231 0.7452 0.6657
1,0 -
09
(a)
0,8
07 (b)
06
= 05 (c)
-~
04 -
03 |
0,2
01
00 —t — ——t—t " . —
0 5 10 15 20
n

Figura 3.13 Vazdo pela quantidade de embarcacées do
exemplo 3.4, considerando-se: a) 1/ul=1/n2=1; Db)

1/m1=1/p2=1,25; ¢) 1/ul=1 e 1/p2=1,5.

98
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Tabela 3.12 Tempo médio de viagem redonda em funcdo da
quantidade de embarcag¢des do exemplo 3.4, considerando-

se: a) 1/p;=1/p,=1; b) 1/p,=1/n,=1,25; c) 1/pm=1 e
1/p,=1,5.
n E[T, (n)]
(a) (b) (c)
0' - -
1 10.00 10.50 10.50
2 10.20 10.80 10.81
3 10.43 11.15 11.18
4 10.70 11.56 11.62
5 11.01 12.04 12.11
6 11.37 12.60 12.76
7 11.78 13.24 13.48
8 12.25 13.96 14.31
9 12.77 14.77 15.26
10 13.36 15.66 16.31
11 14.01 16.61 17.46
12 14.72 17.63 18.70
13 15.48 18.69 20.00
14 16.28 19.80 21.36
15 17.12 20.93 22.75
16 17.99 22.08 24.18
17 18.89 23.25 25.63
18 19.80 24.44 27.09
19 20.73 25.63 28.56
20 21.67 26.84 30.04
35
0 1
25 1
S|
5
E 15
10
10 1
51
0 +——— } ettt
-0 5 10 15 2
n

Figura 3.14 Tempo de ciclo pela quantidade de

embarca¢des do exemplo 3.4, para: a)
b) 1/ul=1/u2=1,25; c) 1/pl=1 e 1/n2=1,5.

1/pnl=1/p2=1;

99
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3.5 Distribuigdo da Quantidade de Viagens Redondas

Kas se¢des precedentes mostrou-se que, em uma rede circular em
regime estacionario, a expectancia da quantidade de viagens
redondas em um certo intervalo de tempo (0,t) pode ser
calculada pelo produto da vazio A pela duragdo t do intervalo.
Kesta subsecdo, mostra-se como calcular a distribuicido da
quantidade de viagens redondas concluidas durante um intervalo
cde tempo (0,t), conhecidas as condi¢bes iniciais, isto &, a

cistribuicdo de probabilidades de estado no instante 0, =(0).

Para alcancar este objetivo, utiliza-se o método da

uniformizagdo para andlise em regime transitério de cadeias de

Markov em tempo continuo.

Pelo método da uniformizacdo, uma cadeia de Markov em tempo
continuo {X(t), t=20}), com matriz geradora infinitesimal de
probabilidades Q, é analisada a partir de um segundo processo que
epresenta os mesmos estados e possui a sequinte forma de
transigdao: a) as transicdes ocorrem segundo um processo de
Poisson {Z(t), t20} com taxa Acmax,{|q;|}; b) nos instantes de
transigdo, estas se d3o conforme uma cadeia de Markov em tempo
discreto {YQ n=0,1,...} caracterizada pela matriz de

Frobabilidades de transicao dadas por P=Q/A+I. Por construcio,

: >‘(t)=YZ(t) -

Considere-se a aplicagdo deste procedimento a uma cadeia de

Markov em tempo continuo de um modelo de rede circular de filas.
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Atribuindo-se uma recompensa p.=1 a cada transicdo referente a
conclusdo de uma viagem redonda que, por convengdo, corresponde
ao fim de um atendimento no porto B; p,=0 para as demais
transigdes; calcula-se a distribuicdo da recompensa acumulada no
periodo, que é igual a quantidade de viagens redondas realizadas

no periodo, a partir da seguinte expressio:

PN, (t) =k) = i;ﬂt(—At)—nﬂ(k/n) (3.41)

n!

onde Q(k/n) corresponde a probabilidade que, dado que n
transigbes ocorreram no intervalo de tempo (0,t), observou-se k
(k<n) transicées com recompensa 1. O termo que multiplica Q(k/n)
equivale a probabilidade de haver n transigdes no periodo
considerado. Aséim, para se calcular a distribuicio desejada,

necessita-se apenas mostrar com se calcula Q(k/n).

Seja Q(k,j/n) a probabilidade condicional que, dado que
Ocorreram n transig¢des, acumulou-se uma recompensa de k unidades
€ que o estado final (apés a ultima transigdo) seja 7

(3=1,...,J3). Em decorréncia desta definicgio,

J
0(k = Q(k, § (3.42)
(k/ n) J}'_; (k, j/n)
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Pode-se calcular fQ(k,3j/n) utilizando-se as seguintes

expressdes:

Q(0,7/0) =x,(0)
Q(0,j/n)= E Q(o, i/n-l)pij

.i|f‘j'0

Q(k,j/n)= Q(k-1,1/n-1)p;;+ ;_: Q(k,i/n-1)p;;
o

if=1 i

(3.43)

j=1,.,J; k=1,.,n; n=1,2,..

onde:
a) p;; sdao os elementos da matriz P;
b) f;;=1 se a transigcdo i - j corresponde a recompensa p, €
f;;=0, em caso contrario;
c) =®;(0) corresponde a probabilidade do estado no instante

zero ser igual a j.

A distribuig¢ao da recompensa acumulada serd igual a
distribuigdo da quantidade de viagens redondas concluidas, para
a condigdo inicial e intervalo considerados. A aplicacdo deste

procedimento é ilustrada a partir do seguinte exemplo.

Exemplo 3.5 Considere-se o problema ABA-AUTOPROP com oS seguintes
parametros: a) N=2; b) c;=c,=1; c) 1/p=1/p,=1 e 1/p,=1/p,=4.
Suponha-se que se deseja calcular a distribuigdo de
probabilidades da quantidade de viagens concluidas durante um
intervalo de tempo (0,10), sabendo-se que o processo encontra-se

em regime estacionario, no instante 0.
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Conforme visto no exemplo 3.2, a matriz geradora

infinitesimal de probabilidades do processo corresponde a

[-0.50 0.50
-0.50 0.25 0.25
-0.50 0.50
1.00 -1.25 0.25
| 1.00 -1.25 0.25
Q0= 1.00 -1.00
1.00 -1.25 0.25
1.00 ~1.25 0.25
1.00 1.00 -2.00
1.00 -1.00]
(3.43)

A distribuicdo estacionaria é a apresentada na tabela 3.13.

Tabela 3.13 Estados e distribuigao
estaciondria da cadeia de Markov em tempo
continuo do exemplo 3.5.

J n T,

1 (0, 0, 0, 2) 0.156862
2 (0, 0, 1, 1) 0.313725
3 (0, 0, 2, 0) 0.156862
4 (0, 1, 0, 1) 0.078431
5 (0, 1, 1, 0) 0.078431
6 (0, 2, 0, 0) 0.0139607
7 (1, 0, 0, 1) 0.078431
8 (1, 0, 1, 0) 0.078431
9 (1, 1, 0, 0) 0.0196G7
10 (2, 0, 0, 0) 0.019607

Neste exemplo, arbitra-se A=2. A matriz P do processo

uniformizado é dada por
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[0.750

0.500

A quantidade de viagens redondas realizadas em

0.750

0.500

0.500

0.125
0.750

0.375

0.500

0.500

0.250

0.375 0.125
0.500

0.500

0.250

0.375

0.500

0.125

0.125

0.375 0.125
0.000
0.500
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0.125

0.500),

(3.44)

(0,10) ¢é

equivalente a soma da quantidade de transicdes ocorridas entre os

pares de estados (4,1), (5,2), (6,4) e (9,7) do processo

uniformizado. Admitindo-se que no instante zero o sistema esteja

em equilibrio, calculam-se as distribui¢des Q(k/n) por (3.41) e

(3.42). A sequir, a partir de (2.40), obtém-se a distribuicao

desejada. Para efeito de calculo, uma quantidade méaxima de
eventos foi fixada em N,,,=50 e dai obteve-se a distribuicdo de

probabilidades para a quantidade de viagens redondas apresentada

na tabela 3.14.

Tabela

3.14

Distribuigao

da

quantidade de viagens redondas no

intervalo de

exemplo 3.5.

tempo (0,10)

do

k

P (N, (10)=k)

e MO ERWN PO

.053308
.260789
.415236
.218166
.047684
.004588
.000216
.000005
.000000

QOO OCOCOOO0O
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Neste caso, constata-se que E [N, (t) ]=At, isto é,

E[N,, (10) ]=10A=1.96. O

3.6 Discussdes

Nesta segdo, tecem-se algumas consideragdes a respeito da
adequacdo do modelo proposto neste capitulo para andlise do

problema de transporte fluvial.

O primeiro aspecto estd relacionado a hipdétese de que ds
tempos de atendimentos das embarcagdes, em um dado porto,
constituem uma seqiiéncia de variadveis aleatérias independentes
com distribuigdo exponencial. Conforme discutido no capitulo 2,
a hipdtese de distribuicdo exponencial, apesar de pouco
representativa, confere aos modelos de redes de filas maior
facilidade de solucido. No capitulo 4, serd considerado, em lugar
da distribuigdo exponencial, distribuig¢des Erlang que podem
representar melhor os processos de atendimento das embarcagdes e

permitem que os modelos sejam analisados por cadeias de Markov em

tempo continuo.

Mesmo admitindo-se distribuicdes mais gerais para os tempos
de atendimento, & importante ressaltar que, na realidade, os
tempos de atendimentos consecutivos ndoc s3io necessariamente
independentes. As condig¢des portuarias, que sao também
influenciadas pelos subsistemas terrestres, tém, em geral, maior

influéncia no tempo de atendimento das embarcagdes que,
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especificamente, as aleatoriedades dos processos de transférencia

de carga.

No modelos apresentado neste capitulo, tratou-se sempre com
uma frota de embarcag¢des autropropelidas. Estes modelos também
podem ser utilizados para representar uma frota de comboios em
operagao circular, admitindo-se que ndo haja desmembramento dos
comboios nos portos. Neste caso, deve-se especificar a
distribuigdo de probabilidades do tempo de atendimento dos
comboios integrados. No capitulo 5, apresentam-se modelos
markovianos de redes de filas mais apropriados para 0s casos em

que se tem a operacdo com desmembramento de comboios fluviais.

E importante ressaltar, novamente, que os modelos que
apresentam solugdo analitica em forma de produto sdo bastante
mais simples de se resolver, pois dispensam a resolucdo numerica
dos sistemas de equagdes de balango global entre estados (nQ=0).
Além disto, os paradmetros temporais podem ser considerados
adimensionais, permitindo qﬁe se tirem conclusdes mais gerais dos

resultados obtidos.

No capitulo 2, foram apresentados modelos de redes de filas
com classes de clientes. A principio, a introdugdo do conceito de
classe permite decompor a frota em grupos homogéneos com roteiros
diferentes, o que daria maior flexibilidade aos modelos. Uma
restrigdo, neste caso, é que, com a hipbétese de atendimento pela
ordem de chegada, a distribuicido estaciondria seria oﬁtida na

forma de produto se, e somente se, em um dado porto, todas as
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embarcag¢des, independentemente da classe a que pertencem, tenham

uma mesma distribuig¢do exponencial de tempos de atendimento.

Por fim, destacam-se alguns pontos que ainda podem ser
explorados no modelo apresentado: a) analisar o comportamento da
variavel aleatébria N,,(t) para valores grandes de t; b) determinar
outras medidas de desempenho como a varidncia dos tempos de
viagem redonda e expectancia dos intervalos de tempo que o porto
permanece ocioso. Em relagdo ao item (a), pelo teorema central do
limite, é razoavel supor que, para valores relativamente grandes
de t, a varidvel aleatdéria N, (t) tenha uma distribuigéo
aproximadamente normal; neste caso, conhecida a média
E[N"(t)1=lt, resta determinar uma expressdo para variancia. Em
ambos o0s casos, (a) e (b), uma abordagem possivel consiste em
estudar o processo de transito dos clientes na rede, conforme
DISNEY (1987), que utiliza de processos de renovag¢do markoviano:

para a analise do fluxo em redes markovianas de filas.
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4 REDES CIRCULARES DE FILAS COM DISTRIBUICOES ERLANG EM
TRANSPORTE FLUVIAL

No capitulo anterior, foi examinada a aplicagdo de redes
circulares de filas com tempos de atendimento exponenciais para
avaliar o desempenho de sistemas fechados de transporte fluvial
de carga. Neste capitulo, pretende-se analisar a influéncia das
distribuig¢des de probabilidades dos tempos de atendimento e dos
tempos de viagem das embarcagdes no desempenho operacional de um
problema ABA-AUTOPROP. Esta anilise é feita substituindo-se as
distribuigbes exponenciais por distribui¢des da familia Erlang,
sendo o efeito desta substituicdo aferido pelo cdlculo da vazio,
dos tempos médios de permanéncia das embarcagdes nos portos e do

tempo médio de viagem redonda.

As segdes 4.1 e 4.2 apresentam conceitos basicos referentes
a familia de distribuicoes Erlang e sua aplicacido em mode;os de
filas. A segdo 4.1 é destinada a distribuicgado Erlang, apresentada
a partir do método da decomposicgido dos atendimentos em estagios.
Na secdo 4.2, apresenta-se o modelo classico de fila isolada
M/E./1, caracterizado por um processo de chegada Poisson e um
Unico servidor com distribuicao Erlang de ordem r para os tempos
de atendimento. A seqguir, na secdo 4.3, propbem-se modelos com
distribui¢bdes Erlang para redes circulares, admitindo-se que os
portos apresentem um Unico berco de atracagao. A secgao 4.4

apresenta a implementagdo computacional dos modelos e, na segao
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4.5, discutem-se resultados obtidos para algumas configuracdes
particulares analisadas. A segdo 4.6 encerra o capitulo com uma
discussdo a respeito dos modelos propostos. As implementacdes
computacionais dos algoritmos desenvolvidos neste capitulo sdo

apresentadas nos apéndices IV, V, VI e VII.

4.1 Distribuigdes Erlang

A distribuigdo exponencial é freqgiientemente adotada nos modelos
de filas devido a facilidade de solugido que esta proporciona aos
modelos. No entanto, a distribuigdo exponencial ndo reproduz bem

alguns processos de atendimento encontrados em situag¢gdes reais.

Uma variavel aleatéria continua, X, que apresenta
distribuigdo exponencial de probabilidades, tem funcdo densidade

de probabilidade, f(x), dada por

ax
£(x) = pe ™, se x20 . (4.1)
0, caso contrdrio

onde p é o parametro da distribuicdo (p>0). A varidvel aleatéria
X, com fungdo densidade de probabilidade dada por (4.1),
apresenta expectdncia E[X]=1/p e varidncia V[X]=1/p’. A
distribuicéao exponencial apresenta algumas propriedades
impeortantes, dentre elas destaca-se a propriedade conhecida como

falta de meméria, apresentada matematicamente da seguinte forma:
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P(X>t+s|X>s8) = P(XOL) t,s>0 (4.2)

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo exponencial,
que represente o tempo de atendimento de um cliente em um sistema
de filas. Pela propriedade (4.2), dado que o cliente encontra-se
em atendimento por um intervalo de tempo s, o intervalo de tempo
restante para a conclusdo do atendimento tem distribuicdo
exponencial com o mesmo parametro p, ou seja, o intervalo de
tempo transcorrido nio exerce nenhuma influéncia no intervalo de

tempo que falta para conclusdo do atendimento.

Considere-se, agora, a decomposigido de um atendimento em r
(r=1,2,...) estagios ou fases consecutivos. Admitindo-se que os
tempos de permanéncia dos clientes em cada estigio de atendimento
tenham distribuicido exponencial éom parametro ru, a funcio
densidade de probabilidade do tempo total de atendimento de um
cliente, g(x), que corresponde & soma de r varidveis aleatérias
independentes com mesma distribuicdo de probabilidades (vide ROSS

(1989)), é dada pela expressao

_ IM (IIJ.X):_]‘ e(—rpx)

g(x) (z-1) 1

x20 (4.3)

A distribuigao g(x), com paradmetros r e u, é denominada

distribuigdo Erlang de ordem r. Em particular, se r=1, tem-se uma
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distribuigdo exponencial'. As distribug¢des da familia Erlang,

representadas por (4.3), apresentam média e variédncia dadas por

vix] = -1 (4.4)

1
FE = =
[X] m e

A fiqgura 4.1 apresenta as fungdes densidade de probabilidade g (x)

de ordem r=1, 2, 4 e 8, com média 1/p=1.

r=8
1,2 -
1.0 |
r=4
08
r=
X061
= .
=]
04
02 4
00 } 4 } ; 3 ; - i
0,0 05 10 1.5 20 25 3.0 35 40
X

Figura 4.1 Distribuig¢des Erlang de ordem r=1, 2, 4
e 8 e parametro p=1.

Pelo Teorema Central do Limite, a medida que a ordem r

cresce, as distribuig¢des correspondentes aproximam-se da

! As distribuic¢ées Erlang de ordem r constituem casos

particulares de distribuic¢cbes gama com pardmetros a=r (inteiro)
e P=n.
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distribuig¢do normal. Por outro lado, das equacdes (4.4),
verifica-se que a variancia de uma dada distribuicio Erlang é
inversamente proporcional a ordem r. No limite, quando r tende ao
infinito, tem-se uma fungdo impulso no ponto 1/p, o que
corresponderia a um tempo de atendimento deterministico, ou seja,

igual a 1/p, com probabilidade 1.

KLEINROCK (1975) apresenta alternativas de decomposicio de
atendimentos em estdgios com distribuicoes exponenciais,
dispondo-os em série, em paralelo ou combinacdes entre ambos, de

tal forma a se obterem outras distribui¢des de probabilidades.

4.2 Modelo M/E./1

Nesta segdo, examina-se o modelo de filas M/E,/1. Neste modelo,
admite-se que o processo de chegada dos clientes seja Poisson com
taxa A e que o tempo de atendimento, no tnico servidor, apresente
distribuigdo Erlang de ordem r e média 1/p. Uma condigéao

necessaria e suficiente para existéncia do regime estaciondrio é

que p=A/p<1.

A analise do sistema pode ser feita por um processo em tempo
continuo (X (t), t20} com espacgo amostral S={0,1,...}, onde cada
estado j é caracterizado por apresentar, em um dado instante t,
uma carga de trabalho de j estagios de atendimento. Esta carga de
trabalho é dada pela soma da quantidade de estagios de

atendimentos que falta para concluir o atendimento do cliente em
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servigo com a quantidade de estigios associada aos clientes na
fila’. Se, em um determinado instante t, X(t)=3 (3=0,1,...),
entdo dois eventos podem ocorrer:

a) chegada de um cliente, caso em que ocorre uma transicio
J = Jtr;

b) conclusdo de um estdgio de atendimento, caso em que a
transigcao € j - j-1 (j>0). Quando j-1 é miltiplo de r, a

conclusdo do estagio corresponde a saida de um cliente.

O processo {X(t), t=20} constitui uma cadeia de Markov em
tempo continuo com matriz geradora infinitesimal de

probabilidades, Q, dada por

(1) [ -A A
(2) Ip —(A+rp) e A
(3) I -(A+rp) - A
97 - = (A+zp)
(r+1) w Ip = (A+rIp)
(r+2) : B ~(A+zp)

(4.5).

A distribuicdo estaciondria dos estados, {p(k), k=0,1,...}

[

pode ser calculada resolvendo-se o sequinte sistema de equagdes

lineares:

? Cada cliente na fila corresponde a r estagios de
atendimento.
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Ap(0) = rup(1)
(A+rp) p(k) = rpp(k+1) k=1,..,r-1
(A+rp)p(k) = rpp(k+1) +Ap(k-r1) k=r,r+1,.. (4.6)
lZ:J.o(k) =1
a

A solucdo do sistema de equacdes (4.6) é comumente expressa
na forma da transformada z da distribuicdo estacionaria (p(k),
k=0,1,...}, designada® por P(z). A partir de combina¢des lineares

das equacgdes (4.6), obtém-se a seguinte expressdo para P(z):

P(z) = ru(l-z)p(0)

4.7
ru-(A+rp) z+Az?! ( )

Utilizando-se a propriedade que P(1l)=Y,p(k)=1, obtém-se*

p(0)=(1l-p). Substituindo-se p(0) em (4.7), obtém-se:

Plz) = —(2°0)

1--2 (z+z2%2+.+z7)
I

(4.8)

* A  transformada P(z), por definigdo, é dada por
P(z) = plk) zk
b3

! Para derivar esta expressdo, calcula-se o limite da

expressdo (4.7) para z tendendo a 1.
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A transformada inversa aplicada em P(z) fornece a
distribuigdo {p(k), k=0,1,...} desejada. Conforme KLEINROCK

(1975), a distribuicédo {p(k), k=0,1,...) pode ser determinada por

r

p(k) = (1-p) Y24 k-0,1,. (4.9)
Z

k
1=1 1

onde z,, z,, ... , z, sdo r raizes reais e distintas do polindmio

1l - (A/ru)(z+zz+.,.+z‘) e os coeficientes a; sdo dados por
r
-~ 1 .
a; = ——— i=1,..,r (4.10)
hi (1-3) '
Z;

Conhecida a distribuicdo estacionaria {p(k), k=0,1,...},
determina-se a distribuic3o estacionaria. da quantidade de

clientes no sistema 'em um dado instante t, {q(n), n=0,1,...},

pelas seguintes expressdes:

Q
pa
1]

p(0)

nr (4.11)
2; plk) n=1,2,..
k=(n-1) 'r+1

2
)
[

Seja E[L] a expectdncia da quantidade de clientes e E[W] o
tempo médio de permanéncia dos clientes no sistema. Estas medidas

podem ser.calculadas, empregando-se as seguintes expressodes:



~

N

cccccecccccccocccCccccccccrcccccccct oot

116

E[L] =f:nq(n) (4.12)
n=1l
E[W] = E[AL] (4.13)

Nesta secao, mostrou-se como se determina a distribuicgdo
estaciondria da quantidade de estdgios em uma fila M/E./1,
aplicando-se a transformada z para resolucdo das equagdes de
balango global entre estados. Uma alternativa para a determinacao
da distribuigdo estacionéiria {p(k), k=0,1,...}, seria considerar
um valor maximo, N,,., para a quantidade de clientes no sistema,
tal que, quando houvesse N,,, clientes, nenhum novo cliente seria
admitido no sistema. Desta forma, a cadeia de Markov passa a
conter um numero finito de estados (r°N,,+1), permitindo que se
resolva numericamente o sistema de equacdes das probabilidades de
estados correspondente. Estes resultados podem ser utilizados
como uma aproximagdo para a distribugdo real {p(k), k=0,1,...},
sendo a qualidade desta aproximacdo tanto melhor quanto maior o

valor de N,,, fixado.

Outro aspecto importante esti relacionédo a generalizacio do
modelo M/E,/1 para c servidores em paralelo. A analise dos
modelos M/E,/c torna-se relativamente mais complexa pois, ao
contrario do modelo com servidor unico, onde o estado pode ser
representado por um escalar, necessita-se de um vetor com r
componentes, onde o i-ésimo componente (i=1,...,r) representa a

quantidade de clientes no i~ésimo estigio de atendimento, além de
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um escalar representando a quantidade de clientes na fila. Para

uma discussdo mais aprofundada, vide GROSS (1985).

4.3 Modelagem para Rede Circular

Nesta segdo, sdo propostos modelos para o problema ABA-AUTOPROP,
apresentado no capitulo 1, admitindo-se que os portos apresentem
um unico bergo de atracagidao e que os tempos de atendimento e
viagem sejam variaveis aleatdrias independentes com distribuigao
Erlang de ordem r (r=1,2,...). A existéncia de um Unico bergo de
atracagao permite que 0s estados dos portos sejam representados
de forma semelhante a apresentada no modelo M/E,/1, isto &,
representando-se o0 estado em um dado porto pela soma da
quantidade de estagios de atendimentos restantes para conclusio
do atendimento em curso com a quantidade de estdgios associada

aos clientes na fila.

Os modelos desenvolvidos nesta secdo constituem cadeias de
Markov em tempo continuo, finitas e irredutiveis. Ao contrario do
modelo de rede circular com atendimento exponencial, apresentado
no capitulo 3, que apresenta uma solucido analitica em forma de
produto para determinagdo da distribuigdo estacioniria, a
distribuigdo estaciondria de probabilidades nos modelos com
distribuigdes Erlang deve ser obtida pela solugdo numérica do

sistema de equagdes xQ=0, },m;=1.
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Conhecida a distribuigdo estaciondria da cadeia de Markov em
tempo continuo, determinam-se as distribuicdes marginais
estacionarias da quantidade de embarcag¢des em cada porto. Para
avaliar o desempenho, em cada situacdo, sao calculadas, a partir
das distribuig¢des marginais, as sequintes medidas:

a) vazdo (A);

b) tempo médio de espera nos portos (E[W,], i=1,2);

c) tempo médio de viagem redonda (E[T,.]).

Esta segdo estéd dividida em duas subsecdes. Na subsecéio
4.3.1, é apresentado o modelo em que os tempos de viagem s&o
considerados exponenciais e os tempos de atendimento nos portos
apresentam distribuigcdo Erlang de ordem r (r=1,2,...). Na
subsegdo 4.3.2, considera-se uma generalizagcdo do modelo,
adotando-se distribuig¢dées Erlang tanto para os tempos de

atendimento nos portos quanto para os tempos de viagem.

4.3.1 Modelo com Distribuigdo Exponencial para os Tempos de

Viagem.

Considere-se um sistema ABA-AUTOPROP em que os portos A e B
apresentam um Unico bergo de atracacido e a frota é formada por N
embarcagdes autopropelidas semelhantes. Sejam os tempos de viagem
entre os portos varidveis aleatédrias independentes com
distribui¢des exponenciais e média 1/p,, no sentido de A para B,
e 1/p,, no sentido inverso. Admita-se que os atendimentos no

porto A sejam constituidos de r, estdgios sucessivos, cada
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estidgio com duragdo dada por uma variavel aleatdéria com
distribuicgéo exponencial e parametro Iy, (r,;=1,2,...).
Analogamente, considere-se que os atendimentos no porto B sejam
compostos de r, estagios consecutivos, com duracdo dadas por

varidveis aleatérias independentes com distribuigdo exponencial

e parametro r,pn, (r,=1,2,...) 5.

Este sistema pode ser estudado por uma cadeia de Markov em
tempo continuo, {X(t), t=20}, com espago amostral finito,
S=(1,...,J}. Cada estado j do espago amostral S corresponde a um
vetor n=(n,,n,,n;,n,), onde os componentes n, e n, representam a
carga de trabalho, medida em numero de estdgios, existente nos
portos A e B, respectivamente, em um dado instante t, e n; e n,
representam, respectivamente, a quantidade de embarcacdes em

viagem de A para B e vice-versa, no instante t.

Sejam B, (k)=int[(k+r;-1)/r;1 (i=1,2), onde a funcido int (x)

fornece a parte inteira do argumen/ 2 “'ML{;Anggégﬁ?aﬁ
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B(N) = {(Hllnz,ﬂ3,n4) |ni€N’ i:]-,...,4,'

91(H1)+Bz(nz)+ﬂ3+ﬂ4=AG

(4.14)

Para calcular a quantidade de estados, J, da cadeia de

Markov associada ao modelo, utiliza-se o seguinte raciocinio:

a) calcula-se a quantidade de alternativas de repartigdo das
N embarca¢des da frota entre os quatro nés da rede circular
(portos e viagens) tal que cada porto tenha pelo menos uma
embarcagao. Pelo método da decomposigdo em estagios, cada

uma destas alternativas da origem a r,;*r, estados no espacgo

amostral.

b) idem, tal que o porto A nao tenha nenhuma embarcacdo e o
porto B apresente pelo menos uma embarcagdo. Neste caso,
cada alternativa da origem a r, estados.

c) idem, tal que o porto B nao tenhé nenhuma embarcagdo € o
porto A apresente pelo menos uma embarcag¢io. Neste caso, ha
r, estados por alternativa.

d) calcula-se a quantidade de repartic¢des das N embarcacgdes
exclusivamente entre os nés referentes as viagens. Cada uma

destas alternativas dad origem a um estado apenas.

Aplicando-se o procedimento acima, deduz-se a seguinte

expressao para o calculo da quantidade de estados, J:

7= () ryr, (Ngl).(rlﬂz) + (Nil) (4.15)
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necessita-se

definir uma fungdo ¢(n) que estabelega a correspondéncia entre os

vetores neB(N)

e os estados j do espago amostral S.

Para isto,

considera-se a ordenagdo dos estados apresentada na tabela 4.1.

Tabela 4.1 Ordenacdo dos estados de uma rede
circular ABA-AUTOPROP com N embarcagdes e r,
e r, estagios de atendimento nos portos A e

B, respectivamente.

n $(n)
(0, 0, 0, N) 1
(0, 0,1 ,N-1) 2
( O ’ O ’ 2 /N-2) 3
(0,0, N, 0) N+1
(0, 1, 0 ,N-1) N+2
(0, 1, 1 ,N-2) N+3
(0, 1,N-1, 0) 2N+1
( 0 7 2 ’ O ,N_l) 2N+2
(0, 2,1 ,N-2) 2N+3
(0, r, ,N-1, 0 ) (r,+1) *N+1
( 0 ,r,+1, 0 ,N-2)° (r,+1) eN+2
( O Ir2+l, 1 ,N—3)

(r,+1) *N+3

(N+1) sNer,/24N+1
(N+1) eNer,/2+N+2
(N+1) eNer,/2+N+3

Com base na ordenacdo da tabela

expressdo para ¢(n):

$(n) =

1

4

4.1, determina-se a seguinte

Z;d)i(n) +1

(4.16)
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onde os componentes ¢;(n) (i=1,...,4) sdo interpetrados da mesma
forma que no capitulo 3, ou seja, representam a quantidade de
estados que apresentam os primeiros (i-1) componentes iguais aos
do estado n e o i-ésimo componente uma unidade inferior ao

correspondente do estado m. As fungdes ¢, (n) sio dadas por

(0, se B, (n,) =0
)+ 055 o[ 5 - (00 )
¢, (@) ={ [ (N;l) _ (N-Bl(;ll) +2) 1,1,

. [ (N—Dl(lnl) +1) . (N-ﬁ1 (2121) +1).r2 ] (n,-r, (B, (m,) -1) -1) ,

caso contrdrio

(4.17)
(0, se B, (n,) =0
N-B, () +1 N-P, (n)) +1\ _ (N-B, (n,) -B,(n,) +2\ ].
PP [ e I e Bl e B B
+ (N_pl (n,) ;pz (n;) +1)- (n;-r, (B, (n,) -1)-1),
caso contrdrio
(4.18)
¢, (n) = n, ' (4.19)
$,(n) =0 | (4.20)
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Definida a fungdo ¢(n), passa-se a analise das transigdes
entre estados. As transigbes entre estados ocorrem quando termina
uma viagem e a embarca¢do chega ao porto ou quando se tem um
estdgio de atendimento conciuido. Neste ultimo caso, se o estagio
corresponde ao r;-ésimo estagio de atendimento de uma embarcacgio
no porto i (i=1,2), entdo a embarcac¢do deixa o porto i e parte em
viagem para o outro porto; havendo alguma embarcag¢ao na fila no
porto i, inicia-se, em seguida, um novo antendimento.. Estas

transigdes estdo representadas a seguir:

a,) ¢(n) *_¢(n1—1,n2,nyrh) (n,>0 e frac[(n,+r,-1)/r,1>0);
a,) ¢(n) - ¢(n,-1,n,,n,+1,n,) (n,>0 e frac[(n,+r,~-1)/r,]1=0):
b;) ¢é(n) -~ ¢(n,,n,~1,n,;,n,) (n,>0 e frac[(n,+r,~1)/r,1>0);
b,) ¢(n) -+ ¢(n,,n,-1,n,,n,+1) (n,>0 e frac[ (n,+r,-1)/r,]1=0);
c) ¢(n) - ¢(n,n+r,, n;-1,n,) (n,>0) ;
d) ¢(n) - ¢(n,+r,,n,,n;,n,-1) (n,>0) ;

onde a fungao frac(x) retorna a parte fraciondria do argumento
real x. As transic¢des em (a) e (b) ocorrem a uma taxa r;p, e r,u,,
respectivamente. Em (c), a taxa de transicido é p; e, nas

transicgdes (d), a taxa é yu,.

Resolvendo-se o sistema nQ=0, Zﬂ%=1r obtém-se a distribuicgio
estacionaria dos estados da cadeia de Markov em tempo continuo.
Sejam p(n)=m,, a distribuicdo estaciondria conjunta e p;(k) a
distribuig¢do marginal estacionaria da carga de trabalho no porto

i (i=1,2). As distribuig¢des marginais p, (k) sdo dadas por

pi(k) = E p(n) k=0,...,ri'N,' i=1,2 (4.21)

neB(N) | ny=k
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Determinadas as distribuig¢des {p;(k), k=0,...,r,*N; i=1,2},
obtém-se a distribuicdo da quantidade de embarcac¢des no porto i

(i=1,2), {gq;(n), n=0,...,N; i=1,2}, conforme as expressdes a

sequir.
q;(0) = p;(0) i=1,2
n-ry (4°22)
g;(n) = 2 p;(k) n=1,2,.,N; 1i=1,2
k=(n-1) 'ry+1
Finalmente, conhecidas as distribuigdes marginais

estacionarias da quantidade de embarcac¢des em cada porto, {q;(n),
n=0,...,N; i=1,2}, calculam-se a vazdo (A) do sistema, os tempos
médios de permanéncia das embarca¢des nos portos (E[W,], i=1,2)
e o tempo médio de viagem redonda das embarcacdes (E[T,.]1), que,

de forma similar a apresentada no capitulo 3, sdo dados por

N
A = o, (k) p;q;(k) (4.23)
=1
¥ _
E[L;] = kaq; (k) i=1,2 (4.24)
;1 q
E[L;] .
Elw;] = = i=1,2 (4.25)




C

(ccccceccccccececCcccccccccccccccccccCcog

2
E[T,,] =E(E[Wi]+_u_:l'__. (4.26)

i=1 2+i

4.3.2 Modelos com Distribuigao Erlang para os Tempos de Viagem.

Nesta subsecdo considera-se uma generalizacdo do modelo da segao
4.3.1, permitindo-se que os tempos de viagens sejam representados
por distribuic¢des Erlang de ordens genéricas r, (viagem de A para
B) e r, {(viagem de B para A). Neste caso, considera-se cada
viagem como uma seqiiéncia de r; nés consecutivos e independentes

com distribuig¢dao exponencial e taxas rp; (i=3,4).

O modelo correspondente constitui uma cadeia de Markov em
tempo continuo, {X{(t}), t20} com espago amostral finito,
S={1,...,Jd}. Cada estado 3j corresponde, agora, a um vetor
n=(n,,n,,n;!, ...,n,"*,nt, ...,n""), onde:

a) os componentes n, € n, representam a carga de trabalho nos

portos A e B, respectivamente, em um dado instante t;

b) n,* (k=1,...,r;), representa a quantidade‘de embarcagdes

que se encontram no k-ésimo estagio da viagem do porto A

para o porto B, no instante t;

c) analogamente, n,* (k=1,...,r,) representa a quantidade de

embarcac¢des que se encontram no k-ésimo estadgio da viagem do

porto B para o porto A, no instante t.
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Seja B*(N, r;, r,) o conjunto dos vetores n que correspondem a
estados viaveis da cadeia de Markov em tempo continuo. Este

conjunto é dado por

1 Iy 1 z K
B*(N,r,,r,) ={(n, n,,n3,..,n°,n4,..,n;*) | n;,nfeN

i=1,2; j=3,4;k=1,..,1;; B, (n,) +B,(n,) +n,+n,=N}

(4.27)
onde B;(n) = int[(n+r;-1)/r;] (i=1,2) e n;=Fn* (3=3,4).
Seja R=2+r;+r, (r;,r,=1,2,...). A quantidade de estados do
espago amostral do processo {X(t), t=20}, J, é dada por
N+R-3 N+R-~3 N+R-3
J=( py )'rl'rz + ( o )'(r1+rz) +( s ) (4.28)

Em relagdo a ordenagdo dos estados, considera-se uma
ordenagdo semelhante a da tabela 4.1, exceto que o vetor de
estado n apresenta R componentes. Sendo assim, a funcdo ¢(n) é

dada por

I3

$(n) = ¢ (m) + ¢, (n) + b, (m +Y ¢ (m) +1 (4.29)
1i=1

1=1

onde
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(0, se B, (n,) =0
N+R-3 N+R-3 N+R-3 N-B, (n,) +R-2
(%°) + (8227 + [ (R5) - (TP 572 ],
¢, (1) = + [ (NEI_?]‘-3) _ (N_pl (Rn-}]). +R—2) ]'r1'r2
(N-pl (R”_l_,f +R_3)+(N—p1 Sqn_lz) +R-3)'I'2 ]‘(nl-rl (B, (my)-1)-1),
caso contrdrio
(4.30)
0, se PB,(n,) =0
(N ﬁl(ﬂl) +R- 3)
¢, (m) =< (N B, nl) +R-3) _ (N-Bl(nl);\,ﬁg(nz) +R—2) }‘Iz (4.31)
+ (N—pl (nl)l—?l—ag(nz) +R_3). (nz"Iz (pz (nz) _l) _1) ,
caso contrdrio
¢3i (n) = N-f,(n,) -, (n,) —(1;1 ny*) +R-1-2
R-1-2
(4.32)
N-Bi (nl) -pz (n2) _(kEﬂn3k) +R_i—2 i=ll-..[ r3
R-1-2
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i-1
¢, (n) = NPy (7)) =B, (n,) =, - (kz,; n k) +R-i-r,-2
R-i-r,-2

(4.33)

1
N;ﬂ1(n1)'pz(nz)_na—(g:fhk)+R'i—r3_2
- =1

i=1,..,r,
R-i-r,-2

As transig¢des entre estados, neste segundo modelo, sdo as

seguintes:

a,) ¢(n) - é(n,-1,n,,n;', ...,n,"%,nt,...,n*)

(n,>0 e frac((n;+r,-1)/xr,]1>0);
a,) ¢(n) -+ ¢(n,-1,n,,n;*+1,...,n,"*,n,...,n")

(n,>0 e frac[(n,+r,-1)/r,1=0);
b,) é(n) - ¢(n,,n,-1,n;',...,n,",n,',...,n")

(n,>0 e frac((n,+r,-1)/xr,}>0);
b,) ¢(n) - ¢(n,,n,-1,n;',...,n,",n+1,...,n5)
(n,>0, frac([(n,+r,-1)/r,]1=0);
¢;) ¢(n) ~ ¢(n,,n,,n', ..., 051,041, ...,0,, 0, ...,0,")
(n;*>0, k=1,...,r,-1);
c;) ¢(n) = ¢(n,, n,+r,, n,', ...,n;"*-1,n,, ...,n ) (n;*>0) ;
d,) ¢(n) - é(n,n,, 0, ..., 0,70t ...,051,n+1,...,n,")
(n,*>0, k=1,...,r,-1);

d,) ¢é(n) = ¢(n+r,,n,,n;', ...,n%3, 0, ..., n"-1) (n,=>0) .

As taxas de transigdo em (a), (b), (c) e (d) sdo,

respectivamente, ru,, r,n,, r;p; € r,y,.



(.

ccceeccoccCccecccccCcccecCcccccccccccc e

129

Elaborada a matriz geradora infinitesimal, Q, os passos
seguintes sdo: a) determinar a distribuigdo estacionaria pela
solugao do sistema linear =Q=0, Eﬂg=1; b) calcular as
distribuigSes marginais da carga de trabalho em cada porto,
{pi(kf, k=0,...,r;*N; 1i=1,2}; c¢) determinar as distribuicdes
marginais da quantidade de embarcagdes em cada porto, {q,(k),

n=0,...,N; i=1,2}; d) calcular as medidas de desempenho.

4.4 Implementagdo Computacional

Na implementagdo computacional- dos modelos foram consideradas
distribuigdes Erlang de ordem r=1, 2, 4 e 8, mostradas na fiqura
4.1, e que possuem os coeficientes de variacdo’ apresentados na
tabela 4.2. E importante salientar que a escolha de r tem efeito

sobre a dimensdo dos modelos, como serd mostrado adiante.

Tabela 4.2 Coeficientes de
variagdo de distribuig¢bes Erlang
de orden r.

c.V.

1.0000
0.7071
0.5000
0.3536

ON- R

O procedimento computacional para resolucdo do modelo é

similar ao procedimento apresentado na secdo 3.3.1, do capitulo

' Razdo entre o desvio padrdo e a média de uma distribuicgdo.
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anterior. Elabora-se a matriz geradora infinitesimal de
probabilidades, que é armazenada em vetores DQ, NQ, IQ e JQ.
Conforme visto no capitulo 3, o vetor DQ contém os componentes da
diagonal principal de Q em valor absoluto; o vetor NQ, os
componentes nao nulos fora da diagonal, ordenados por linha e por
coluna; enquanto os vetores IQ e JQ contém indices Que permitem
identificar a posi¢do dos componentes ndo nulos fora da diagonal

principal de Q.

As dimensdes destes vetores DQ, NQ, IQ e JQ sdo determinadas
pela quantidade de estados da cadeia de Markov em tempo continuo,
J, dada por (4.28), e pela quantidade de transigdes entre
estados, K, que, no caso mais geral dos modelos que admitem
distribui¢des Erlang para os tempos de atendimento e viagem, é

dada por
K= i\(ll\":i '[(fig]'rl'rz + (?:%)'(rﬁrz) + (REZ)]-i (4.34)

onde R=2+r,+r,.

Utilizando-se as expressdes (4.28) e (4.34), pode-se avaliar
a dimensdo dos modelos, variando-se a quantidade de embarcacgées,
N, e a ordem das distribuig¢des Erlang dos tempos de atendimento
e viagem, r; (i=1,2,3,4). Os valores de J e K, considerando-se
algumas combinagdes dos parémetros N e r; (i=1,2,3,4), sio

apresentados nas tabelas 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6.
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Tabela 4.3 Quantidade de estados e de transig¢des no
modelo ABA-AUTOPROP com distribuic¢des exponenciais para
os tempos de viagem e distribui¢des Erlang de ordem r

para os tempos de atendimento.

N r J K
1 56 140
5 2 146 390
| 446 1250
8 1526 4410
1 286 880
10 2 891 2880
: 4 3091 10300
8 11451 38820
1 8Blo 2720
15 2 2736 9470
4 9936 35150
8 37776 135230
1 1771 6160
20 2 6181 22160
4 22981 83800
8 88501 325640

Tabela 4.4 Quantidade de estados e de transigdes no
modelo ABA-AUTOPROP com distribuig¢des Erlang de ordem
2 para os tempos de viagem e distribuig¢ées Erlang de
ordem r para os tempos de atendimento.

N r J K
1 252 756
5 2 560 1764
4 1512 4956
8 4760 16044
1 3003 12012
10 2 8294 34628
4 26598 114312
8 94094 411488
1 15504 69768
15 2 47328 220592
4 162384 773568
8 598128 2.9e06
1 53130 255024
20 2 171787 849156
4 610995 3.1e06
8 2.3e06 1.2e07
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Tabela 4.5 Quantidade de estados e de transi¢des no
modelo ABA-AUTOPROP com distribuigdes Erlang de ordem
4 para os tempos de viagem e distribuigdes Erlang de
ordem r para os tempos de atendimento.

N r J K
1 2002 7150
5 2 3652 13420
4 8272 31240
8 22792 88000
1 92378 486200
10 2 213928 1.2e06
4 602888 3.4e06
8 2.0e06 1.1e07
1 1.3e06 8.2e06
15 2 3.4e06 2.2e07
4 1.1e07 7.0e07
8 3.7e07 2.5e08
1 1.0e07 6.9e07
20 2 2.9e07 2.0e08
4 9.4e07 6.7e08
8 3.4e08 2.4e09

Tabela 4.6 Quantidade de estados e de transicdes no
modelo ABA-AUTOPROP com distribui¢des Erlang de ordem
8 para os tempos de viagem e distribuigdes Erlang de
ordem r para os tempos de atendimento.

N r J K
1 26334 107730
5 2 39444 163476
4 72504 305064
8 165984 708624
1 8.4e06 5.6e07
10 2 1.6e07 1.1e08
4 3.7e07 2.5e08
8 1.1e08 7.3e08
1 5.7e08 4.8e09
15 2 1.2e09 1.0el0
4 3.2e09 2.8el0
8 1.0el0 8.9¢el0
1 1.6el10 1.5el1
20 2 3.8el0 3.7ell
4 l.1ell 1.1el2
8 3.6ell 3.6el2
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A fiqura 4.2 apresenta um algoritmo para construcgido da
matriz geradora infinitesimal de probabilidades, Q, da cadeia de
Markov em tempo continuo associada ao modelo da secdo 4.3.1, ou
seja, que admite distribuig¢des exponenciais para os tempos de
viagem. Procedimentos semelhantes sdo obtidos, considerando-se

distribui¢des Erlang para oé tempos de viagem (r;,r,>1).

De forma analoga ao método da cadeia de Markov em tempo
continuo do capitulo 3, construida a matriz Q das taxas de
transigdo entre estados, aplica-se o processo de uniformizacdo da
cadeia de Markov em tempo continuo. Obtém-se, entdo, uma cadeia
de Markov em tempo discreto com matriz de probabilidades de
transigdo entre estados P. Determina-se iterativamente a
distribuicgdo estacionaria {m;, J=1,...J} da cadeia de Markov em
tempo discreto, que é a mesma distribuic3o estacionaria do
processo em tempo continuo, a partir de m=fP. Os procedimentos
para construgao dalmatriz P do processo uniformizado e para
resolugdo iterativa do sistema n=sP sdo os mesmos apresentados no

capitulo anterior.

Determinada a distribuigdo estaciondria conjunta, {=;,
j=1,...d}, calculam-se as distribuicéés marginais da quantidade
de trabalho (estigios de atendimento) e de embarcacdes nos
portos, {p;(k), k=0,...,r;*N; i=1,2} e {q;(n), n=0,...,N; i=1,2},

respectivamente. A figura 4.3 mostra um procedimento para

‘determinacdo das distribuig¢des marginais da quantidade de

embarcag¢les em cada porto, {q;(n), n=0,...,N; i=1,2}, a partir da
distribuicdo conjunta. Por fim, conhecidas as distribuicdes

{q;(n), n=0,...,N; i=1,2}, calculam-se as medidas de desempenho.
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Figura 4.2 Algoritimo para construcido da matriz Q do modelo ABA-
AUTOPROP com distribuigdes exponenciais para os tempos de viagem
e Erlang para os tempos de atendimento.
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Figura 4.3 Algoritmo para obtengdo das distribui¢des marginais do
modelo ABA-AUTOPROP com distribuigdes Erlang para tempos de
atendimento e exponenciais para tempos de viagem.

Os apéndices IV, V, VI e VII, contém implementacdes
computacionais que consideram, respectivamente, r, (=r,=r,)= 1, 2,

4 e 8 e valores de r, e r, entre 1 e 8.

4.5 Andlise de Resultados

A partir da implementag¢do computacional do modelo descrito na
segdo 4.3, foram analisadas algumas configuracgdes particulares do

problema ABA-AUTOPROP.

As tabelas 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10 mostram a vazdo, os tempos
médios de permanéncia nos portos e o tempo médio de viagem
redonda, relativos ao problema ABA-AUTOPROP, considerando-se 5 e

10 embarcagdes na rede, relagdes entre tempos de viagem e
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atendimento de 2:1 e 4:1 e diferentes distribuicdes da familia
Erlang para os tempos de viagem e atendimento. Nas tabelas 4.9 e
4.10, nd3o ha uma coluna referente a ordem 8 para os tempos de
viagem; estes casos nao foram resolvidos devido as limitacdes

computacionais para resolugdo dos modelos correspondentes®.

Estes resultados mostram que o desempenho melhora (maior
vazao e menores tempos de porto e viagem redonda) a medida que se
reduz o coeficiente de variagido das distribuicdes dos tenmpos de
viagem e atendimento, isto é, a medida que crescem as ordens
destas distribuigdes. De uma forma geral, constata-se que as
medidas de desempenho sd3o mais sensiveis a variacdes na ordem dos

tempos de atendimento nos portos do que na dos tempos de viagem.

Verifica-se também que, se os tempos de atendimento nos
portos sdo exponenciais (r,=1), as medidas de desempenho sio
invariaveis em relagao & ordem das distribuicées dos tempos de
viagem®’, r,. Este fato confirma a propriedade das redes
markovianas de filas, de que a distribuicdo estacionaria ¢
independente da forma da distribuigdo dos postos que apresentam
infinitos servidores. Por outro lado, esta independéncia ndo se
observa quando os tempos de atendimento nos portos ndo séio
exponenciais, isto é, para um mesmo valor de r, (>1), as medidas
de desempenho variam com a ordem das distribuicdes dos tempos de

viagem.

® 0s algoritmos foram implementados no sistema Convex do

Centro de Computacdo Eletrdnica da Universidade de S3o Paulo,
utilizando-se um compilador C.

> As diferencas encontradas podem ser atribuidas ao
procedimento numérico.
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Tabela 4.7 Medidas de desempenho para o problema ABA-AUTOPROP com
distribuigdes Erlang e com os seguintes parametros: a) N=5; b)
Ci=C,=1; c) 1/n=1/p,=1, 1/n,=1/p,=2.

Medidas
de r,
Desemp. 1 2 4 8
1 0.642381 | 0.642380 | 0.642381 | 0.642384
A 2 0.675055 | 0.677290 | 0.680240 | 0.683629
4 0.696220 | 0.700016 | 0.705586 | 0.712558
8 0.708562 0.713172 0.720467 | 0.730207
1 1.891783 1.891777 1.891760 | 1.891754
E[W)] 2 1.703416 | 1.691177 1.675186 | 1.656946
4 1.590817 1.571352 1.543162 | 1.508472
8 1.528252 | 1.505481 1.469978 | 1.423673
1 7.783540 | 7.783549 | 7.783545 | 7.783503
E[T,,] 2 7.406799 | 7.382361 | 7.350351 | 7.313910
4 7.181634 | 7.142694 | 7.086309 | 7.016969
8 7.056541 | 7.010933 6.939944 6.847374

Tabela 4.8 Medidas de desempenho para o problema ABA-AUTOPROP com

distribuig¢des Erlang e com os seguintes parametros: a) N=5; b)
C;=C,=1; c) 1/p,=1/p,=1, 1/u,=1/p,=4.
Medidas ‘
de r,
Desemp. 1 2 4 8
1 0.454169 | 0.454168 | 0.454166 | 0.454162
A 2 0.464252 | 0.464526 | 0.464953 | 0.465737
4 0.469809 | 0.470082 | 0.470640 | 0.471832
8 0.472712 | 0.472934 | 0.473509 | 0.474868
1 1.504571 | 1.504570 | 1.504578 | 1.504600
E[W) 2 1.385018 | 1.381839 | 1.376884 | 1.367810
4 1.321328 | 1.318233 | 1.311898 | 1.298545
8 1.288612 | 1.286192 | 1.279665 | 1.264624
1 11.00512 | 11.00914 | 11.00918 | 11.00927
E[T,,] 2 10.77000 | 10.76365 | 10.75376 | 10.73566
4 10.64262 | 10.63643 | 10.62382 | 10.59699
8 10.57725 | 10.57229 | 10.55946 | 10.52923
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Tabela 4.9 Medidas de desempenho para problema ABA-
AUTOPROP com distribuig¢des Erlang e com os seguintes
parametros: a) N=10 b) c¢;=¢c,=1; <c¢) 1/p=1/p,=1,

C (

(

C C ¢

1/p,=1/pn,=2.
Medidas r,
de I,
Desemp. 1 2 4
1 0.857577 0.857578 0.857580
A 2 0.904310 0.906192 0.908039
4 0.936348 0.939627 0.942672
8 0.957094 0.961269 | 0.964857
1 3.830354 3.830361 3.830345
E[W] 2 3.529111 3.517608 3.506395
4 3.339924 3.321280 3.304018
8 3.224170 3.201479 3.181735
' 1 11.66076 11.66075 11.66072
E[T,,.] 2 11.05815 11.03518 11.01274
4 10.67978 10.64251 10.60814
8 10.44828 10.40291 10.36422

Tabela 4.10 Medidas de desempenho para problema ABA-
AUTOPROP com distribuig¢des Erlang e com os seguintes
parametros: a) N=10 Db) c¢=c,=1; <c¢) 1/p,=1/p,=1,

-.cccccocccccccCcccccCcccccccccccccccccec

1/p,=1/p,=4.
Medidas r,
de r,
Desemp. 1 2 4
1 0.748320 0.748319 0.748323
A 2 0.783584 0.785869 0.788768
4 0.806440 0.810449 0.815870
8 0.819962 0.825023 0.832212
1 2.681661 2.681662 2.681636
E[W] 2 2.380975 2.362404 2.339010
4 2.200180 2.169440 2.128422
8 2.098004 2.0604067 2.007741
1 13.36326 13.36328 13.36321
E[T,,] 2 12.76187 12.72477 12.67800
4 12.40018 12.33884 12.25685
8 - 12.19568 12.12087 12.01616
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A tabela 4.11 apresenta a vazdo e o tempo de viagem redonda
correspondentes as configura¢des mostradas nas tabelas 4.7 a
4.10, designadas por (a), (b), .(c) e (d), respectivamente,
admitindo-se que tanto os tempos de viagem quanto os tempos de
atendimentos sejam constantes. Na tabela 4.12, encontra-se uma
comparagdo entre as vazdes obtidas nos casos (a) e (c) e, na

tabela 4.13, os dados correspondentes as configuracgdes (b) e (d).

Tabela 4.11 Vazdo e tempo de viagem redonda
para o problema ABA-AUTOPROP com tempos de
viagem e de atendimento constantes.

A tor
(a) 0,833 6
(by 0,500 10
(c) 1,000 10
(d) 1,000 10

Tabela 4.12 Vazdo em fungdo da ordem das distribuig¢ées Erlang dos
tempos de viagem e atendimento para as configuracgdes (a) e (c) do
problema ABA-AUTOPROP.

(a) (c)
A AS A A%
r,=r,=e 0,833 1,000
r.=r,=8 0,730 -12, 4% - -
ro=r,=4 0,706 -15, 2% 0,943 - 5,7%
ro=r,=2 0,677 -18,73 0,906 - 9,43
r=r=1 0,642 -22,9% 0, 858 -14,2%

Tabela 4.13 Vazdo em fungdo da ordem das distribuicdes Erlang dos
tempos de viagem e atendimento para as configuracdes (b) e (d) do
problema ABA-AUTOPROP.

(b) (d)
A A% A A%
r,=r,=e 0,500 1,000
r,=r,=8 0,475 -5,0% - -
r,=r,=4 0,471 -5,8% 0,816 -18, 4%
r,=r,=2 0,465 -7,0% 0,786 -21,4%
r.=r,=l1 0,454 -9,2% 0,748 -25,2%
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Os dados das tabelas 4.12 e 4.13 mostram que a influéncia do
coeficiente de variag¢do das distribuig¢des é maior quando n estéa
préximo do ponto de saturagdo. Entende-se por ponto de saturacao
O valor minimo de n que, admitindo-se tempos de viagem e
atendimento constantes, alcanga a vazdo (produgido) méxima do

sistema de transporte.

Esse mesmo efeito pode ser observado, fixando-se uma
distribuigdo para os tempos de viagem e variando-se a quantidade
de embarcagdes e a ordem das ditribuigdées do tempos de

atendimento nos portos.

As tabelas 4.14 e 4.15 apresentam, respectivamente, a vazio
e 0 tempo médio de viagem redonda das embarcagdes em funcido da
quantidade de embarcagdes em um problema ABA-AUTOPROP,
considerando-se uma distribuigdo Erlang de ordem 4 para os tempos
de viagem, razdo entre tempos médios de viagem e atendimento nos
portos de 2:1 e distribuig¢des Erlang de ordem r = 1, 2, 4 e 8
para os tempés de viagem. As figuras 4.4 e 4.5 representam,
respectivamente, as fung¢des vazdo e tempo médio de viagem redonda

em fungdo da quantidade de embarcagdes.

Nas tabelas 4.16 e 4.17, encontram-se os resultados para os
casos com razdao de 4:1 entre tempos médios de viagem e
atendimento. As figuras 4.6 e 4.7 exibem graficamente estes

mesmos resultados.
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Tabela 4.14 Vazdao em fungdo da quantidade de
embarcagdes para um problema ABA-AUTOPROP com
distribuig¢des Erlang de ordem 4 para os tempos de
viagem e parametros: a) c¢,;=c,=1; b) 1/p=1/p,=1,
l/u3=1/p4=2.

A{n)

n r,=1 r,=2 r,=4 r,=8
1 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667
2 0, 3158 0, 3205 0,3230 0,3242
3 0,4453 0,4591 0,4668 0,4708
4 0, 5541 0,5798 0, 5955 0, 6040
5 0,6424 0,6802 0,7056 0,7205
6 0,7117 0,7593 0,7935 0,8154
7 0,7648 0,8180 0,8576 0,8844
8 0,8048 0,8595 0, 9000 0,9518
9 0,8348 0,8882 0,9263 0, 9649
10 0,8576 0, 9080 0,9427 0,9649

10 -

09 rp=8 ———————————————————

28 1 rp=4 __________

07

' r,=2 ----y y

06 ’
g 05 | rp=l -
-

04

03

02

01

00 ,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

Figura 4.4 Vazdo em fungcdo de quantidade de
embarcagdes do problema ABA-AUTOPROP para
diferentes distribuic¢des dos tempos de atendimento
e razdo 2:1.
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Tabela 4.15 Tempo médio de viagem redonda em fungao da
quantidade de embarca¢des para um problema ABA-AUTOPROP
com distribuigées Erlang de ordem 4 para os tempos de
viagem e parametros: a) c¢;=c,=1; b)) 1/p=1/p,=1,
1/p;=1/p.=2.

E[T,, (n)]

n r,=1 r,=2 - r,=4 r,=8
1 6,00 6,00 6,00 6,00
2 6,33 6,24 6,19 6,17
3 6,74 6,54 6,43 6,37
4 7,22 6,90 6,72 6,62
5 7,78 7,35 7,09 6,94
6 8,43 7,90 7,56 7,36
7 9,15 8,56 8,16 7,92
8 9,94 9,31 8,89 8,62
9 10,78 10,13 9,72 9,46
10 11, 66 11,01 10, 61 10, 36

12 -

10 1

8 1
g
5 6
£
s

4 1

21

0] ;

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

Figura 4.5 Tempo de ciclo em fung¢ido da quantidade
de embarcagbes do problema ABA-AUTOPROP para
diferentes distribuig¢des dos tempos e razao 2:1.
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Tabela 4.16 Vazdo em fungdo da quantidade de
embarca¢gles para um problema  ABA-AUTOPROP com
distribuigdes Erlang de ordem 4 para os tempos de
viagem e parametros: a) c¢,=c,=1; b) 1/p,=1/p,=1,
1/113=1/].14=4.

A(n)
n
r,=1 r,=2 r,=4 r,=8
1 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000
2 00,1961 0,1971 0,1976 0,1978
3 0,2876 0,2907 0,2922 0,2930
4 0,3739 0, 3802 0, 3835 0, 3851
5 0,4542 0,4650 0,4706 0,4735
6 0,5279 0, 5441 0,5530 0, 5576
7 0,59414 0,6169 0, 6298 0, 6306
8 0,6533 0, 6824 0, 7000 00,7095
9 0,7046 0,7399 0,7624 0,7752
10 0,7483 0,7888 0,8159 0,8322
10 -
09 |
08 1 rp=8 --------------
r=4 ——————-— —-—
07 { r§=2 _______
016 T rp:l -
T 05 |
-~
04 1
03 1
02 4
01 1
00 } : t } } " ;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

Figura 4.6 Vazdo em fungdao de quantidade de
embarcagdes do problema ABA-AUTOPROP para
diferentes distribuic¢des dos tempos de atendimento
e razdo 4:1. '
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Tabela 4.17 Tempo médio de viagem redonda em funcdo da
quantidade de embarcag¢des para um problema ABA-AUTOPROP
com distribuig¢des Erlang de ordem 4 para os tempous de
viagem e pardmetros: a) c¢,=c,=1; b) 1/p,=1/p,=1,
1/n=1/n=4.

E(T, (n)]

8 r,=1 r,=2 r,=4 r,=8
1 10,00 10,00 10,00 10,00
2 10,20 10,15 10,12 10,11
3 10,43 10,32 10,27 10,24
4 10,70 10,52 10,43 10,39
5 11,01 10,75 10,62 10,56
6 11,37 11,03 10,85 10,76
7 11,78 11,35 11,12 11,00
8 12,25 11,72 11,43 11,28
9 12,77 12,16 11,81 11,6l
10 13,36 12,68 12,26 12,02

14 - r=1

12 L

10 {
5
E 61
W

4 1

21

0 .'

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

Figura 4.7 Tempo de ciclo em fung¢do da quantidade
de embarcagbes do problema ABA-AUTOPROP para
diferentes distribuig¢des dos tempos e razio 4:1.
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4.5 Discussdes

Nesta segdo discutem-se dois aspectos relacionados aos modelos
propostos neste capitulo. O primeiro aspecto estd relacionado ao
crescimento da quantidade de estados em funcdo dos pardmetros do
modelo e o segundo a possibidade de acrescentar, nos modelos,

multiplos bergos de atracagdo por porto.

Basicamente, os mbdelos propostos neste capitulo permitem,
a partir do método da decomposigido dos atendimentos em estagios,
avaliar a influéncia do coeficiente de variacgdo das distribuicgles
dos tempos de atendimento e viagem no desempenho da frota. No
entanto, a medida que aumenta a quantidade de estagios por
atendimento (que corresponde a ordem das distrbiu¢des Erlang),
ocorre um radpido crescimento na quantidade de estados da cadeia
de Markov em tempo continuo associada ao modelo. A grande
quantidade de estados e a auséncia de uma solucdo em forma de
produto limitam a aplicagdo desta metodologia as configuracgdes

com menor numero de portos e embarcacgdes.

A hipétese de existéncia de um Unico bergo de atracagido por
porto, conforme explicado anteriormente, permite representar o
estado em cada porto por um escalar, que fornece a carga de
trabalho existente no porto em cada instante t. Quando héi
miltiplos bergos por porto, pode-se utilizar um vetor em que o
componente zero represente a quantidade de embarca¢des no porto
e o componente j (j=1,...,r;; i=1,...,M), a quantidade de

embarcagdes que se encontram no j-ésimo estdgio de atendimento no
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porto i, sendo a quantidade total de embarcacdes em atendimento
nunca superior a quantidade de bercos de atracacdo c,
(i=1,...,M). Para introduzir esta modificagdo no modelo ABA, é
necessario redefinir o espago de estados e a funcdo de indexacio
dos estados, ¢(n). Deve-se esperar, no entanto, um crescimento na

quantidade de estados, se comparado ao caso com um tnico berco de

atracagdo por porto.
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5 REDES CIRCULARES COM DISTRIBUIGOES EXPONENCIAIS E

DESMEMBRAMENTO DOS COMBOIOS NOS PORTOS.

Neste capitulo, analisa-se a operacao circular e com
desmembramento de uma frota de comboios fluviais. Uma descricao
do sistema de transporte fluvial em consideracdo é encontrada na
segdo S5.1. Na segdo 5.2, apresenta-se um modelo semelhante ao
modelo classico de filas M/M/c para representar a operacao com
desmembramento em um porto isoladamente, admitindo-se que o
processo de chegada dos comboios seja Poisson e que haja c bercos
de atracagdo para carga e descarga das barcacas. A secdo 5.3 traz
um modelo de cadeia de Markov em tempo continuo, que permite
analisar a operagdo circular de uma frota de comboios fluviais.
Neste modelo, os tempos de atendimentos das barcacas nos portos
e 0s tempos de viagem dos comboios sdo varidveis aleatébébrias com
distribuig¢bes exponenciais. A segdo 5.4 trata da implementacédo
computacional deste modelo, para o caso partiéular de uma rede
com dois portos e comboios formados por um empurrador e uma unica
barcaca, designado modelo ABA-COMBOIO. Na secdo 5.5, é feita uma
analise de resultados para alguns casos particulares
considerados. Ao  final do capitulo, segdo 5.6, é feita uma

discussdo a respeito do modelo proposto.



e rccccccccccccoe

148

5.1 Descric¢ao do Problema

Conforme discutido no capitulo 1, a operacido com desmembramento
visa reduzir o tempo de permanéncia dos empurradores nos portos.
Neste capitulo, desenvolve-se um modelo que possibilita a
avaliagao do desempenho operacional de algumas configurag¢gdes de

operag¢ao com desmembramento.

O problema de transporte em andlise é caracterizado por uma
rede circular com M portos e uma frota com N empurradores
(embarcacdes propulsoras) e N, barcagas (embarca¢des de carga).
Por hipbétese, tanto o conjunto dos empurradores quanto o conjunto
das barcacas sao homogéneos, isto &, sdo formados por veiculos
idénticos. Admite-se que cada comboio seja formado por um

empurrador e um conjunto de n, barcagas.

Os comboios executam um roteiro circular entre os M portos
da rede, transportando uma certa quantidade de carga por viagem
redonda. Adotando-se arbitrariamente um dos portos como ponto de
partida, numeram-se os portos de 1 a M, iniciando-se pglo porto
escolhido, seguindo o roteiro dos comboios. Cada portdti possui

c; bergcos de atracagao semelhantes e independentes (i=1,...,M).

Considere-se que cada porto i seja provido de uma quantidade
b, de barcagas adicionais (b;=0,1,...; i=1,...,M)!. Suponha-se

que, nos portos em que haja barcagas adicionais (b;>0), ocorra a

' A frota de embarcacdes passa a ter N empurradores e

N,=Nen,+¥;b; barcacas.
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seguinte forma de operagdo: a) quando um comboio chega ac porto,
ocorre o desmembramento e as n, barcacas sdo acrescentadas a fila
de barcacas a serem atendidas; b,) se o porto apresenta pelo
menos n, barcagas prontas néquele momento, forma-se um novo
comboio com o empurrador que acaba de chegar e as n, primeiras
barcagas, que segue viagem’; b,) caso n3o haja um ntmero
suficiente de barcacas prontas para formar um novo comboio, o
empurrador entra em uma fila de empurradores a espera de
barcagas, antes prosseguir a viagem. Nos portos em que nio ha
barcagas adicionais (b;=0), os empurradores devem aguardar a

atendimento (preparacado) das barcagas dos respectivos comboios.

A distribuigdo dos tempos de atendimento das barcacas em
cada pcrto e a distribuigdo dos tempos de viagem dos comboios
entre os portos sao conhecidas a priori; os tempos de acoplamento

e desacoplamento dos comboios sdo desprezados frente aos tempos

de atendimento das barcacas.

Deseja-se calcular alguns indices de desempenho semelhantes
aos apresentados no capitulo 3. Em primeiro lugar, analisa-se a
variavel N, (t), que representa a quantidade de viagens redondas
concluidas em um intervalo de tempo (0,t), conhecida a condicio
inicial no instante 0. Para efeito de contagem da quantidade de
viagens redondas, ser& considerado que uma viagem redonda (ciclo)
se completa, sempre que se concluir o atendimento de uma barcaca
no porto M. Define-se A=lim._, N, (t)/t, que representa a vazio ou

fluxo de embarcagdes, em regime estacionario, no intervalo (0, t).

? A existéncia de n, barcacas prontas implica que nao haja

nenhum erpurrador na fila, naquele instante no porto.
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Além do parametro A, calculam-se os tempos médios de
permanéncia dos empurradores nos portos e os tempos médios de
viagem redonda - dos comboios. O célculo do tempo médio de
permanéncia de um empurrador em um dado porto é feito a partir da
férmula de Little, depois de obtidas a vazio e a distribuicao da
quantidade de empurradores no referido porto. Pode-se calcular,
também, um indice de congestionamento dos portos em relacdo a

quantidade de barcagas na fila, em regime estacionéario.

5.2 Modelo M/M/c com Desmembramento

Seja um porto dotado de ¢ bercos de atracacido, semelhantes e
independentes, onde sdo atendidas as barcagas dos comboios que
chegam zo porto. Considere-se que os comboios sejam padronizados
(embarcagdes semelhantes), que os tempos de atendimento das
barcacgas sejam variaveis aleatérias independentes com
distribuigdo exponencial e média 1/p e que o processo de chegada
dos comboios, formados por um empurrador e uma Unica barcaca

(n,=1), caracaterize um processo Poisson com taxa A.

Suponha-se que o porto dispde de b (b=0,1,...) barcacas
extras e que, em um dado instante inicial, t=0, estas barcacas
estejam prontas e ordenadas. Considere-se que, a partir deste
instante, inicie-se o processo de chegada dos comboios,
designacos pela ordem de chegada. O primeiro comboio a chegar no
porto é desmembrado; a barcacga entra em atendimento, o empurrador

forma um novo comboio com a primeira barcagca pronta e segue
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viagem. Este processo se repete, até a chegada do b-ésimo
comboio, podendo, neste periodo, ocorrer a formacdo de uma fila
de barcagas para atendimento. A partir de entdo, o empurrador do
n-ésimo comboio (n>b) forma um novo comboio com a barcaca deixada
no porto pelo (n-b)-ésimo comboio. Eventualmente, esta barcaca
pode encontrar-se pronta no instante de chegada do n-ésimo
comboio, neste caso, um novo comboio é formado e parte
imediatamente; caso contrario, o empurrador deve aguardar a

barcaca em uma fila de'empurradores.

Para estudar o processo, considerar-se-4& uma variavel
aleatéria X (t) que represente a quantidade de barcacgas aguardando
ou em atendimento no porto, no instante t. A partir de X({t), é
possivel determinar a quantidade de empurradores presentes no

porto no instante t, Y(t), por

¥v(t) =‘{0, se X(t)sb (5.1)

X(t) -b, caso contrdrio

O processo {X(t), t20} constitui um processo de nascimento
e morte em tempo continuo com espago amostral S$S={0,1,...}, cujo

diagrama de transicdes entre estados é apresentado na figura 5.1.
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A A ‘ A A
("1t tartarre
0 1 2 .o |1 o] c+l| ...
LJ L. JL, JLJL.JL,
B 2p cp cp

Figura 5.1 Diagrama das taxas de transicdo entre
estados do modelo M/M/c com desmembramento.

A matriz geradora infinitesimal de probabilidades deste

processo, Q, é dada por

0 [ -4 A
1 | p —(A+p) A
2 2u - (A+p)
0= .4 w = (A+p) A
c - CH - (A+p) A
c+l o cp -(A+p)

(5.2)

Seja p(k) a probabilidade de haver k barcacas aguardando ou
em atendimento no porto, em um determinado instante t, em regime
estacionario. Admitindo-se que A/cp<l, a distribuigdo (p(k)
k=0,1,2,...} existe e pode ser determinada a partir do seguinte

sistema de equagdes lineares:
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Ap(0) = pp(1)
(A+kp)p(k) = Ap(k-1) + (k+1)pp(k+1) k=1,2,.,c-1
(A+cp)p(k) = Ap(k-1) + cppl(k+1) k=c,c+1, .. (5.3)
z:p(k) =1
=0

Da resolugao do sistema de equacdes (5.3), obtém-se

p(k) = B (5.4)
'iiiﬁl—p(o) k=c, c+1,..
clcoe
e
p(0) = — L
25 (A/p)®,  (A/p)® (5.5)

Z n! c! (1-1/cp)

Seja g(n) a probabilidade de haver n empurradores no porto,
no instante t, em regime estaciondrio. Esta distribuicao pode ser
calculada, a partir da distribuicdo {p(k), k=0,1,...}, como se

segue:
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b
g(0) =gp(k) (5.6)

g(n) = p(n+b) n=1,2,..

Conhecida a distribuic¢do {q(n), n=0,1,...}, determina-se a
expecténcia da quantidade de empurradores no porto, E[L®], e,
pela aplicagdo da férmula de Little, obtém-se o tempo médio de

permanéncia dos empurradores no porto, E[We].

E[L®?] = i:nq(n) (5.7)
Elwe] = E[-;:_e] (5.8)

O Indice de congestionamento do porto é dado por p=A/cp.

O modelo apresentado pressupde que cada comboio sejaz formado
por um empurrador e uma uUnica barcag¢a. Considere-se, entdo, que
cada comboio seja contituido por um empurradbr e um conjunto de
n, barcacas. Seja X(t) uma v.a. que represente a quantidade de
barcagas na fila ou em atendimento no porto. Admitindo-se que os
tempos de atendimento das barcagas sejam varidveis aletérias com
distribuig¢des exponenciais, entdo, o processo (X(t), t=20)
constitui, novamente, uma cadeia de Markov em tempo continuo com

espaco amostral S={0,1,...}.
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Ao contrario do caso particular em que n,=1, que da origem
a um processo de nascimento e morte em tempo continuo, o processo
{X(t), t20} apresenta as seguintes transicdes entre estados:
a) j - j+n,, que corresponde & chegada de um comboio;
b) 3 - j-1 (3>0), que corresponde ao atendimento de uma

barcaca.

Resolvendo-se as equagdes de balango global entre estados,
determina-se a distribuigdo estaciondria da quantidade de
barcagas na fila ou em atendimento nos portos. A condicao para
existéncia do regime estaciondrio é que p=(n,A/cp)<l, ou seja,
que a taxa média de chegada de barcacas ao porto seja inferior a

capacidade maxima média de atendimento do porto?.

Para que um empurrador ndo tenha que aguardar no porto é
necessario que, no instante de sua chegada ao porto, haja pelo
menos n, barcagas prontas. A quantidade de empurradores no porto,
em um dado instante t, Y(t), estd relacionada com X(t) pela

seguinte expressdo:

o, se X(t) <b

Y(e) = int(x(t) ~b+n,-1
n,

(5.9)

], caso contrdrio

onde int(x) fornece a parte inteira do argumento real x. Assim,

determinada a distribuigdo estaciondria da quantidade de

* Este sistema de fila é similar aos modelos de fila isolada
com chegada em grupo e atendimento individual.
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barca¢as, {p(k), k=0,1,...}, em regime estaciondrio, determina-se
a distribuigado da quantidade de empurradores no porto, {g(n),
n=0,1,...} e, conseqgiientemente, o tempo médio de permanéncia

destes empurradores no porto.

5.3 Modelagem para Rede Circular

Nesta segdo, utiliza-se uma cadeia de Markov em tempo continuo
como modelo para a operagdo circular e com desmembramento de uma

frota de comboios entre M portos.

Suponha-se que a frota seja formada por N empurradores e que
cada porto apresente c; bergos de atracacdo e b; barcacas
adiciorais (i=1,...,M). Considere-se que cada comboio seja
formado por um empurrador e uma Unica barcaca (n,=1) e que os
tempos de atendiménto das barcagcas e os tempos de viagem dos
comboios sejam varidveis aleatérias exponenciais. Sejam 1/p; o
tempo médio de atendimento de uma barcaga no porto i e 1/1w; ©

tempo médio de viagem de um comboio do porto i para o porto i+1°.

A analise do sistema de transporte é feita por uma cadeia de
Markov em tempo continuo {X(t), t=20} que assume valores no espaco
amostral S={1,...,J}. Cada estado j desta cadeia estid associado

a um vetor neC(N,M) dado por

' No caso particular i=M, 1/y,, representa o tempo médio de
viagem dos comboios do porto M para o porto 1.
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M
C(N, M ={(n,, .., 0y, Dy .., 0, |n;€EN, E Y;(n;) +n,,,=N} (5.10)

1=1

a) os componentes n; representam a quantidade de barcacas

aguardando ou em atendimento no porto i (i=1,...,M);

b) os componentes ny,; representam o numero de comboios em
viagem entre os portos i e i+l (i=1,...,M-1) e o componente
n;. representa a quantidade de comboios em viagem entre os

portos M e 1;
c) a fungdo y;(k) (i=1,...,M) determina a quantidade de
empurradores presentes no porto i em uma dado instante t

(y: (k)=max (k-b;,0), i=1,...,M).

De forma andloga ao modelos dos capitulos anteriores,

necessita-se especificar uma forma de ordenacio dos estados da

cadeia de Markov em tempo continuo associada ao modelo e uma

funcado de indexagdo dos estados ¢(n) que relacione os vetores n

aos estados j. A tabela 5.1 apresenta a ordenagio dos estados

para

o0 caso particular em que M=2.
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Tabela 5.1 Ordenacgdo dos estados de um modelo ARA-

COMBOIO.
| é(n) n

1 ( 0, 0, 0, N)

2 ( O ’ 0 ’ 1 IN_]-)

3 ( O r 0 7 2 IN-2)

N+1 ( 0, 0O, N, 0)

N+2 ( 0, 1.0.N)

N+3 ( 0, 1., 1 .N-1)

b, (N+1) +N+1 ( 0, b,, N, 0)

b, (N+1) +N+2 ( 0 ,b,+1, 0 ,N-1)

b, (N+1) +N+3 ( 0 .,b+1, 1 ,N-2)

b, (N+1)+ (N+2) (N+1) /2 ( 0 ,b,+N, 0, 0 )

b, (N+1) + (N+2) (N+1) /2+1 ( 1, 0,0, N)

3 (b+N, 0 , 0 , 0 )

No caso particular do modelo ABA-COMBOIO, considerando-se a

ordenacao apresentada na tabela 5.1, a fungio ¢(n) é dada por

¢ (n) = ¢, (n) +¢,(n) +¢, (n) +¢, (n) +1 (5.11)
onde:
r1'11-[(1\’;2) + bz-(N+1)], se n,=0,.., b,
¢, (n) =< (N;3) - (N-“Y1 (3n1) +3) (5.12)
s mM57) (Y42
+ bl{(N;2)+b2'(N+l)] ] caso contrdrio
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[ n,-(N-y,(n,) +1) , se n,=0,..,b,
¢, (n) = ‘(N'Yl(nl);Yz(nz)+2) (5.13)
; + b, (N-y, (n,) +1) , caso contrdrio
¢,(n) = n, (5.14)
$,(m) =0 (5.15)

Retomando o caso geral com M portos, existem dois tipos de
eventos nesta rede circular que gorvernam as transigdes da cadeia
de Markov em tempo continuo {X(t), t=20}:

a) término de atendimento de uma barcaga no porto i
b) chegada de um comboio ao porto i (i=1,...,M).

Ao evento (a) estdo associadas duas transicées possiveis

entre estados do espago amostral:

a.) ¢(n) ~ (n,,...,n;-1, oo Dy Dy - vy Tgy) (n;=0,...,b;);
a;) ¢(n) = (ny,...,n=1, ..., Dy Dyery oo Nytl, ..., Dy
(n;=b;+1, ...).

A primeira transigdo ocorre quando ndo h& nenhum empurrador
esperando no porto i, enquanto na segunda, existe pelo menos um
empurrador que, com a conclusdo do atendimento da barcaca, forma
um novo comboio e inicia viagem em diregdo ao porto seguinte do

roteiro.
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Analogamente, ao evento (b) estéo.associadas as seguintes
transicdes da cadeia:
b)) é(n) - (ny, ...,n+1, oo, Dy Nyyy oo o Moy =1, o oo, Ny °
(Ny;-: 20, n,2by);
b,) ¢(n) = (ny, ..., n+1, ..o, Dy, Oyuqy o ooy Myuiar=1, My 41, 00,y

(Nys-.>0, n;<b;) .

No primeiro caso, nao hd nenhuma barcag¢a pronta no porto i
e, por isto, o empurrador deve aguardar em fila antes de partir.
Por outro lado, em (b,), existe pelo menos uma barcaca pronta,
gque permite a formagao de um novo comboio com o empurrador que

chega ao porto e o0 inicio de uma nova viagem.

A solugao do modelo consiste em determinar a distribuicgdo
estacionaria da cadeia de Markov'. Ao contrdrio do modelo do
capitulo 3, que possuil uma expressdo em forma de produto para a
probabilidade estacionaria dos estados, ndo foi encontrada uma
expressao analitica semelhante para o modelo em questdo. A
determinacdo da distribuicdo estacionéaria {m;, 3=1,...,J} deve,

entdo, ser obtida a partir do sistema de equagdes lineares

> Em particular, no caso do porto 1, tem-se:

¢(n) ind (n1+1, PR ,DM, nM+1, * o e ’nzn_l) (DZM>O, 1'112b1) ;

® Novamente, no caso do porto 1, tem-se:

¢(n) - (n,+1,...,00,04,+1, ..., 0,-1) (n,,>0, n;<b,);

’ Pelas hipdteses adotadas, verifica-se que a cadeia de

Markov em tempo continuo associada ao modelo é finita e
irredutivel e, portanto, apresenta uma distribuicao estacionaria.
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(5.16)

onde Q & a matriz geradora infinitesimal da cadeia.

A partir da distribui¢do estacionaria conjurta {my,
j=1,...,Jd}, obtém-se as distribui¢des estacionadrias marcinais da
quantidade de barcag¢as aguardando ou em atendimento em ceda porto
{p;(k), k=0,...,Ntb,; i=1,...,M} e, de forma similar a5 modelo
M/M/c com desmembramento visto em 5.2, as distribuicdes
estacicnarias marginais da quantidade de empurradores em cada

porto {g;(n), n=0,...,N; i=1,...,M}.

A determinagdo da vazao pode ser feita, a pertir da
distrikuig¢ao da quantidade de barcacas na fila ou em atendimento
de qualguer porto i da rede, {p;{(k), k=0,1,...,N+b;; i=1,...,M},

pela expressao abaixo.

N"'bi

A = «; (k) p;p; (k) i=1,.,M (5.17)
Z:l B;P

onde @, (k)=min(k,c;).
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A partir da distribuig¢do {g;(n), n=0,1,...,N; i=1,...,M},
determina-se a expectancia da quantidade de empurradores no porto

i, E[L]).

N
E[L;®] = ;nqi(n) i=1,..,M (5.18)
: =1

Da férmula de Little, obtém-se o tempo médio de permanéncia dos

empurradores no porto i e, a seguir, o tempo médio de viagem

redonda dos empurradores.

E[w,e] = ill i=1,..M (5.19)
M 1 . 2
E[T,°] = E[w;e]+ (5.20)
% (s o)

O indice congestionamento do porto pode ser calculado pela

expressao

N+b
- 4 (k) _ A 1 (5.21
P 2:; Ci p; (k) i=1,..,M )
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Exemplo 5.1 Considere-se um problema ABA-COMOBIO com um unico
comboio (N=1) e uma barcaga adicional em cada porto (b,=b,=1).

Sejam c,=c,=1, 1/p,=1/p,=1 e 1/p,=1/n,=4.

Os estados da cadeia de Markov em tempo continuo associada

ao modelo estdo apresentados na tabela 5.2.

Tabela 5.2 Estados da Cadeia de
Markov em tempo continuo do
exemplo 5.1.

n ¢ (n)
(0,0,0,1) 1
(0,0,1,0) 2
(0,1,0,1) 3
(0,1,1,0) 4
(0,2,0,0) 5
(1,0,0,1) 6
(1,0,1,0) 7
(1,1,0,1) 8
(1,1,1,0) 9
(1,2,0,0) 10
(2,0,0,0) 11
(2,1,0,0) 12

A matriz geradora infinitesimal de probabilidades, Q, é dada
em (5.19). Na representagdo da matriz Q, foram omitidos os
elementos da diagonal principal que correspondem, em cada linha,

ao oposto da soma do elementos da linha.
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. 0,25
e 0,25
1,00 . 0,25
1,00 e 0,25
1,00 .
11,00 . 0,25
o= 1,00 e 0,25
1,00 1,00 . 0,25
1,00 1,00 e 0,25
1,00 1,00 .
1,00 .
1,00 1,00 e
(5.19)

Resolvendo-se o sistema xQ=0 e Jn,=1 obtém-se a distribuigéo

conjunta apresentada na tabela 5.3.

Tabela 5.3 Distribuicdo estacio-
naria dos estados da Cadeia de
Markov em tempo continuo do
exemplo 5.1.

.38790
.38790
.08863
.00834
.00339
.00834
.08863
.01043
.01043
.00130
.00339
.00130

= w.
o O@IAN D WN
COOCOOO0OCOOOO

As distribuic¢des estacionarias marginais da quantidade de
barcacgas, {p;(k), k=0,1,2; i=1,2}, e da quantidade de

empurradores, {q;{(k), k=0,1; i=1,2}, para os portos 1 e 2, sio,
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pdr razdao da simetria, iguais. Estas distribuic¢bdes estéo

apresentadas na Tabela 5.4.

Tabela 5.4 Distribuig¢des marginais
da quantidade de barcacas e empur-
radores nos portos do exemplo 5.1.

k p (k) q(k)
0.87617 0.99530

1 0.11913 0.00469
0.00469 -

A partir destas distribuigdes, calculam-se:
a) A = 0.12382;
b) E[L;®] = E[L,°]

0.00469;

c) E[{W,°] = E[W,°] 0.03788;

I

d) E[(T,.°] = 8.07576.
5.4 Implementag¢do Computacional

Nesta segdo discutem-se alguns aspectos computacionais do modelo
ABA-COMBOIO. No apéndice VIII, apresenta-se uma implementacao
deste modelo em linguagem C, que elabora a matriz das taxas de
transigdo entre estados, resolve o sistema de equacdes de balanco
global -entre estados para determinagdo das distribuicdes
estacionarias, determina as distribui¢des marginais e calcula

alguns indices de desempenho.
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O procedimento computacional para ;esoluc;éo do modelo ¢é
semelhante ao apresentado no capitulo 3, secdo 3.3.1. A matriz
geradora infinitesimal de probabilidades é armazenada em vetores
DQ, NQ, IQ e JQ. DQ contém os componentes da diagonal principal
de Q em valor absoluto, NQ, os componentes nio nulos fora da
diagonal, ordenados por linha e por coluna e os vetorer IQ e JQ
contém indices que permitem identificar a posicdo dos componentes

nao nulos fora da diagonal principal de Q.

As dimensdes dos vetores DQ, NQ, IQ e JQ sio determinadas
pela quantidade de estados da cadeia de Markov em tempo continuo,
J, e pela quantidade de transig¢bes entre estados, K, que podem

ser calculadas pelas seguintes expressdes:

7= (57) + ("27) (brbyrae)
+ (N]-l).(blb2+3-(b1+b2) +6) (5.23)

+ (Nal)-(2b1b2+3-(b1+b2) +4)

K= (3)4 ¢ ((37) e tbyrby) v12)
+ (N;l).(4b1bz+9.(b1+b2) +12) (5.24)

* (Nal)' (6b,b,+6" (b, +b,) +4)
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Utilizando-se as expressdes {(5.23) e (5.24), foram
calculados os paradmetros J e K para algumas configuracdes do
modelo ABA-COMBOIO, admitindo-se a existénéia de b embarcacgdes
adicionais em cada porto. Os resultados obtidos estdo expressos

na tabela 5.5 a seguir.

Tabela 5.5 Quantidade de estados e transi-
¢bes no modelo ABA-COMBOIO com b barcacas
adicionais em cada porto.

N b J K
0 56 140
5 1 104 294
2 164 492
3 236 734
0 286 880
10 1 429 1384
2 594 1972
3 781 2644
0 816 2720
15 1 1104 3774
2 1424 4952
3 1776 6254
0 1771 6160
20 1 2254 71964
2 2779 9932
3 3346 12064

O procedimento de solug¢do do modelo ABA-COMBOIO inicia-se
pela construgao da matriz geradora infinitesimal de
probabilidades, Q, associada ao modelo, o que é feito aplicando-

se o0 algoritmo apresentado na figura 5.2.
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entrada : N, ¢, ¢, by, by W, W Wy Wei
saida . k}, I

Figura 5.2 Algoritmo para elaboracdo da matriz Q do modelo ABA-
COMBOIO.
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De forma andloga ao método da cadeia de Markov em tempo
continuo do capitulo 3, construida a matriz Q das taxas de
transigcao entre estados, aplica-se o processo de uniformizacdo a
cadeia de Markov em tempo continuo. Obtém-se, entdo, uma cadeia
de Markov em tempo discreto com matriz de probabilidades de
transicao entre estados P. Determina-se iterativamente a
distribuicgao {m;, J=1,...0}, a partir de =m=xP, que é a mesma
distribuigdo estaciondria do processo em tempo continuo. Estes

procedimentos s&o os mesmos utilizados nos capitulos 3 e 4.

A sequir, calculam-se as distribuicées marginais da
quantidade de barcagas na fila ou em atendimento e da quantidade
de empurradores nos portos, {p:(k), k=0,...,N+b;; i=1,2} e
{q; (n), n=0,...,N; i=1,2}. O procedimento para a obtengéé das

distribuig¢des marginais da quantidade de empurradores nos portos

¢ mostrado na figura 5.3.

Figura 5.3 Algoritmo para obtencdo das distribuig¢des marginais da
quantidade de empurradores nos portos do modelo ABA-COMBOIO.
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5.5 AnéAlise de Resultados

Antes de discutir os resultados obtidos para o problema ABA-
COMBOIO, apresenta-se uma comparacdo entre a opgao de operacao
com uma frota de embarcagdes autopropelidas e uma frota de
comboios com desmembramento nos portos, considerando-se tempos de
viagem entre os portos e de atendimento constantes. Considerem-se
um problema ABA e as seguintes configuracdes:
a) uma frota de embarcacgdes autopropelidas com tempos de
atendimento nos portos iguais a 1, tempos de viagem entre os
portos iguais a 4 e um bergo de atracacio por porto;
b) uma frota de comboios formados Por um empurrador e uma
barcaga com capacidades de carga equivalentes as das
embarcag¢des autopropelidas da configuracdo anterior, tempos
de viagem dos comboios entre os portos iguais a 4, tempos de

atendimento das barcagas iquais a 1 e um bergo de afracacéo

em cada porto.

As figuras 5.4 e 5.5 apresentam, para as configuracdes (a)
em tracejado e (b) em trago continuo, a vazio e o tempo de viagem
redonda em fung¢do da quantidade n, que representa, no caso (a),
a quantidade de embarcag¢des autopropelidas €, no caso (b), a
quantidade de comboios (empurradores). Verifica-se, por exemplo,
que a produgdo de uma frota com 10 embarcacdes autopropelidas
(A=1) pode ser alcanc¢ada, na operacao com comboios fluviais e com
desmembramento, com uma frota de 8 empurradores e 10 barcacas

(uma barcaga adicional em cada porto).
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+— ! | Y+ +—

o & 10 16 20 [+} 6 10 16 b}
n n

Figura 5.4 Vazio em funcido de Figura 5.5 Tempo de ciclo em

n para configuragdes com funcdo de n para configuracdes
embarcagdes autopropelidas (a) com embarcagdes autopropelidas
e comboios (b); caso (a) e comboios (b); caso
deterministico. deterministico.

No caso particular do problema ABA-COMBOIO deterministico,
nota-se que nado h& vantagens em acrescentar mais que uma
embarcacdo em cada porto. Observa-se também que, a partir do
ponto de saturacdo da rede (n=10), as barcacas adcionais perdem
o efeito no aumento da produgcdo da frota. Estes fatos nio se
verificam nos casos estocasticos. Quando se considera que oOs
tempos de viagem entre os portos e os tempos de atendimento das
barcacas sdo varidveis aleatérias, em determinadas situacdes, é

conveniente acrescentar mais de uma barcaca por porto.

As tabelas 5.6 e 5.7 apresentam a vazio e o tempo médio de
viagem redonda de um exemplo do problema ABA-COMBOIO
probabilistico, onde se consideram uma razdo de 2:1 entre 0s
tempos médio de ﬁiagem e de atendimento, comboios formados por um
empurrador e uma barcaca, um unico berco de atracaciao em cada

porto e uma quantidade de barcagas por porto variando de 0 a 3.
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Uma segunda configurag¢do, considerando-se uma razio de 4:1

entre os tempos médios de viagem e atendimento, também foi
analisada e os resultados sido apresentados nas tabelas 5.8 e 5.9.

As figuras 5.6 a 5.9 apresentam estes resultados graficamente.

Da analise destes resultados, pode-se concluir que a
disponibilidade de barcacas adicionais nos portos propicia
maiores incrementos na produgdo para 0S casos em que se tém
menores indices de congestionamento do sistema (menores valores
de n). No entanto, para valores muito baixos de n, a inclusdo de
uma segqunda barcaga extra em cada porto traz um pequeno aumento

na producgéao.

O modelo apresentado neste capitulo pode ser utilizado de
duas formas distintas:

a) fixada wuma producio desejada, determinar quais as

configuragdes possiveis para alcanca-la;

b) para uma dada configuracdo com uma certa quantidade de

comboios, avaliar a influéncia do acréscimo de barcacas

adicionais nos portos.

No primeiro caso, a confiquracdo do sistema tem como
variaveis principais a quantidade de comboios (n), a quantidade
de barcacas adicionais e a quantidade de bergos de atracacio nos
portos. A escolha da melhor alternativa, conforme destacado
anteriormente, depende da estrutura de custos das diferentes

alternativas do problema.
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Tabela

empurradores € de barcagas adicionais nos portos para

0 problema ABA-COMBOIO, com razdo entre tempos de

5.6 Vazao em funcgao

viagem e de atendimento de 2:1.

da quantidade

de

A(n)
i b,=b,=0 b,=b,=1 b,=b,=2 b,=b,=3
1 0,1667 0, 2380 0,2483 0,2498
2 0,3158 0, 4274 0,4720 0,4890
3 0,4453 0, 5707 0, 6397 0, 6792
4 0, 5541 0, 6742 0,7474 0,7946
5 0, 6424 0, 7466 0,8110 0,8528
6 0,7117 0, 7965 0,8484 0,8815
7 0,7648 0, 8313 0,8717 0,8977
8 0,8048 0, 8561 0, 8877 0,9084
9 0,8348 0, 8745 0,8996 0,9164
10 | 0,8576 0, 8887 0,9089 0,9230
11 | 0,8751 0, 8999 0,9166 0,9286
12 | 0,8889 0, 9091 0,9231 0,9333
13 | 0,9000 0, 9167 0,9286 0,9375
14 0,9091 0, 9231 0,9334 0,9412
15 | 0,9167 0, 9286 0,9375 0,9445
10 -
09 |
08 |
07 | A <" b=3
06 | S b
051
A 0’4 B Y /.1 b=1
034 Yoo _ b=0
02 |
01 ]
00

01 23 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15

n

Figura 5.6 Vazdao em funcio
empurradores e barcagas do problema ABA-COMBOIO,

com razao entre tempos de 2:1.

da quantidade de
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Tabela 5.7 Tempo médio de viagem redonda em fungao da
quantidade de empurradores e de barcacas adicionais nos
portos para o problema ABA-COMBOIO, com razido entre
tempos de viagem e de atendimento de 2:1.

E[T,, (n)]
n b,=b,=0 b,=b,=1 b,=b,=2 b,=b,=3
1 6,00 4,20 4,03 4,00
2 6,33 4,68 4,24 4,09
3 6,74 5,26 4,69 4,42
2 7,22 5,93 5,35 5,03
5 7,78 6,70 6,17 5,86
6 8,43 7,83 7,07 6,81
7 9,15 8,42 8,03 7,80
8 9,94 9,34 9,01 8,81
9 10,78 10,29 10, 01 9,82
10 11, 66 11,25 11,00 10, 83
11 12,57 12,22 12,00 11, 85
12 13, 45 13,20 13,00 12, 86
13 14, 44 14,18 14,00 13,87
14 15, 40 15,17 15, 00 14, 88
15 16, 36 16,15 16, 00 15, 88

— -
» o
+ i {

— -
N A
} Il

E[Tvr(n)]
3

O
0 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
n

Figura 5.7 Tempo médio de viagem redonda em funcgao
da quantidade de empurradores e barcacas do pro-
blema ABA-COMBOIO, com razdo entre tempos de 2:1.
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Tabela
empurradores e de barca
0 problema ABA-COMBOIO,

5.8

Vazao

em fungéao

viagem e de atendimento de 4:1.

com razao

da

quantidade
cas adicionais nos portos para
entre tempos de

A(n)

B b,=b,=0 b,=b,=1 b,=b,=2 b,=b,=3
1 0,1000 0,1238 0,1249 0,1250
2 0,1961 0,2402 0,2486 0,2498
3 0,2876 0,3478 0,3676 0,3731
9 0,3739 0, 4458 0,4780 0,4913
5 0,4542 0,5332 0,5761 0, 5990
6 0,5279 0, 6094 0,6594 0,6906
7 0,5944 0, 6743 0,7269 0,7627
8 0, 6533 0,7284 0,7795 0,8156
9 0,7046 0,7724 0,8190 0,8523
10 0,7483 0,8076 0,8483 0,8772
11 0, 7850 0, 8355 0,8700 0,8943
12 0,8152 0,8574 0, 8862 0,9064
13 0, 8399 0,8748 0,8986 0,9154
14 0, 8599 0,8886 0, 9084 0,9225
15 0,8761 0, 8998 0,9163 0,9283

10 -

09 |

08 ComsT st~ p=3

07 A b=2

06 |

gos| I b=1
™ 04: S b=0

03 1

02 {

01

00 —_tt

0 1 23 465 6 7 8 9 101 1213 14 15
n

Figura 5.8 Vazdao em funcdo da quantidade de
empurradores e barcagas do problema ABA-COMBOIO,
com razao entre tempos de 4:1.
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Tabela 5.9 Tempo médio de viagem redonda em funcgio da
quantidade de empurradores e de barcagas adicionais nos
portos para o problema ABA-COMBOIO, com razio entre
tempos de viagem e de atendimento de 4:1.

E[T,, (n)]
o b,=b,=0 b,=b,=1 b,=b,=2 b,=b,=3
1 10, 00 8, 08 8,00 8, 00
2 10, 20 8, 33 8,04 8, 01
3 10, 43 8, 63 8,16 8, 04
2 10,70 8,97 8, 37 8,14
5 11,01 9,38 8, 68 8, 35
6 11, 37 9, 85 9,10 8, 69
7 11,78 10, 38 9,63 9,18
8 12,25 10, 98 10, 26 9,81
9 12,77 11, 65 10, 99 10, 56
10 13,36 12,38 11,79 11, 40
11 14,01 13,17 12, 64 12,30
12 14,72 14, 00 13, 54 13, 24
13 15, 48 14,86 14, 47 14, 20
14 16,28 15,75 15, 41 15,18
15 17,12 16, 67 16, 37 16,16

18

E[Tvr(n)]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15

n

Figura 5.9 Tempo médio de viagem redonda em funcao
da quantidade de empurradores e barcagas do pro-
blema ABA-COMBOIO, com razio entre tempos de 4:1.
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5.6 Discussdes

O modelo apresentado neste capitulo, pode ser generalizado
de duas formas: a) incluir uma maior ntmero de portos; b)
considerar comboios formados por duas ou mais barcacas. Neste
iltimo caso, ter-se-ia uma situagdo semelhante ao problema de
filas com chegada em grupo (barcagas) e atendimento individual,
acrescentando-se ainda a possibilidade de, Com preparag¢ao prévia

de barcacas em um dado porto, reduzir o tempo de permanéncia dos

empurradores.

Da analise dos resultados obtidos, verifica-se que a
inclusdo de barcacas extras e a operagdao com desmembramento nos
portos oferece maiores vantagens quando se tem um baixo indice de
congestionamento no sistema. Caso contrario, a alternativa mais

adequada para aumentar a produgdo deve ser a construcdo de novos

bergos de atracacio nos portos.

Conforme mencionado no capitulo 1, um estudo mais detalhado
de viabilidade econémica depende de outros parametros que ndo
apenas os de desempenho operacional. Assim, por exemplo, uma
analise comparativa entre as alternativas de sistemas de
transporte fluvial com embarcacées autoprelidas ou comboios de
eémpurra carece de dados de natureza econdmica. Neste trabalho, o
enfoque basico é o desenvolvimento de um modelo operacional que

possa fornecer subsidios para um estudo mais geral de natureza

econdmica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa apresentada nesta dissertagdo teve como objetivo
central identificar modelos analiticos de filas que permitissem
a avaliagdo da capacidade de transporte de uma frota homogénea de
embarcagbdes fluviais em operacdo ciclica e continua entre um
determinado numero de portos. Foram consideradas duas
confiquragdes basicas destes sistemas de transporte em funciao do
tipo das embarca¢des que constituem a frota. Em uma primeira
configuragdo, analisou-se a operagao de uma frota formada por
embarcagdes autopropelidas que, admitindo-se que os tempos de
atendimento e de viagem destas embarcagdes sejam variaveis
aleatérias independentes com distribuicdes Erlang, pode ser
estudada por modelos markovianos de redes fechadas de filas. A
configuragdo seguinte é caracterizada pela existéncia de uma
frota de comboios fluviais e pela hipbtese de distribuicao
exponencial para os tempos de atendimento e de viagem. Neste
sequndo caso, verifica-se a possibilidade do desmembramento dos
comboios nos portos, com a substituicdo das barcacas por outro
conjunto previamente preparado, reduzindo o tempo de permanéncia
dos empurradores nos portos e aumentando a utilizacdo dos bercos
de atracacdo e demais instalagdes portuarias. Uma sintese do
trabalho é apresentada na secio 6.1 que destaca as contribuicdes
desta pesquisa. A secdo 6.2 trata das limitacdes dos modelos
propostos e a segdo 6.3 indica alguns possiveis caminhos para

continuidade da pesquisa ora desenvolvida.
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6.1 Sintese do Trabalho

Com o intuito de avaliar a eficiéncia de um sistema fechado de
transporte de carga fluvial, buscou-se na teoria de filas modelos
analiticos que permitissem a andlise, em regime estacionéario, do
desempenho destes sistemas. £ importante salientar que a pesquisa
centralizou-se em aspectos de natureza operacional. Uma analise
comparativa entre as diferentes configuracdes deve levar em
consideragdo, além das medidas de desempenho operacional,

parametros de natureza econdémica.

Dada a interdependéncia dos processos na rede circular
considerada, adotou-se um modelo de rede de filas em
contraposigdo aos modelos isolados de fila. No capitulo 3,
aplicou-se um modelo markoviano de rede de filas para avaliar o
desempenho de uma frota de N embarcacdes autopropelidas em
operagao circular e continua entre M portos. O procedimento de
solugdo do modelo incorpora a técnica de agregacio dos estados e
procedimentos de solugdo mais eficientes encontrados na
literatura. Estas caracteristicas tornam o modelo implementéavel
em micro-computadores com capacidade para analise de

configuragdes bastante significativas.

Ura hipbtese basica do modelo adotado no capitulo 3 consiste
€m sSupor gque O processo de. atendimento das embarcacdes
(carga/descarga) em cada porto e o deslocamento das mesmas entre
O0S portos possam ser representados por varidveis aleatédrias

independentes com distribuicdo exponencial de probabilidades.
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Dado que a distribuicdo exponencial ndo representa bem os
processos de atendimento e movimentagdo das embarcacgdes,
desenvolveu-se, no capitulo 4, um procedimento de analise da rede
circular que, a partir do método da decomposicdo dos atendimentos
e das viagens em estigios, permite avaliar o desempenho da frota
de embarcagdes autopropelidas, adotando-se distribuicdes de

probabilidades mais representativas.

Dos caso analisados, verificou-se que o desempenho do
sistema melhora sistematicamente a medida que se reduz a
variabilidade dos processos de movimentacio e de transferéncia de
carga. Pode-se afirmar também que o desempenho do sistema é mais
sensivel a variagdes do processo de atendimento que a variacgdes
dos tempos de viagem entre os portos. De qualquer forma, o modelo
exponencial e a andlise do caso deterministico fornecem um
intervalo para parémetros, como vazio e tempo médio de viagem
redonda, do caso Erlang. Apenas nos casos préximo ao ponto de
saturacéao, ondeiestes intervalos séo relativamente maiores, é que

a utilizégéo dos modelos com distribuigdes Erlang pode fornecer

resultados mais precisos.

O modelo de rede circular com atendimento exponencial do
capitulo 3 ndo é adequado para representar a operagdo de uma
frota de comboios formados por um empurrador e um conjunto de n,
barcagas. Neste cenario, dotando—se. 0s portos com barcacas
adicionais, torna-se possivel a operacdo com desmembramento dos
comboios. No capitulo 5, foram apresentados um modelo para
anadlise da operagdo com desmembramento em um porto isolado,

denominado modelo M/M/c com - desmembramento, e um modelo
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correspondente para uma rede circular. Um caso particular de rede
circular com dois portos e comboios formados por um empurrador e
uma barcaga, designado modelo ABA-COMBOIO, foi implementado. Da
analise dds resultados, constatou-se que, para situacgdes com
baixos indices de congestionamento, a disponibilidade de barcacas
adicionais reduz significativamente o tempo de permanéncia dos
empurradores nos portos, aumentando a vazio dos sistemas. Por
outro lado, quando o indice de congestionaménto € alto, a
alternativa para aumentar a vazdo consiste na construg¢do de novos

bergos de atracagdo nos portos.

6.2 Limitagdes dos Modelos Propostos

A principal limitacdo dos modelos esté relacionada a hipétese de
que os tempos de atendimento das embarcagdes nos portos
constituam uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias independentes
com distribuicdo de probabilidades conhecida a priori. Na
verdade, isto sbé ocorre em situagées reais se o porto dispde de
uma capacidade de armazenamento de céréa que permita a operacdo
do subsistema hidroviario independente dos subsistemas
terrestres. Isto nio se verifica em muitos cenarios de transporte

fluvial de carga.

Admitindo-se a independéncia do subsistema hidroviério,
discute-se a escolha das distribuigdes dos tempos de atendimento.
Os modelos com tempos exponencias, de solugdo analitica

conhecida, fornecem bons resultados se comparados aos modelos com
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distribuig¢des Erlang. A aplicacdo destes iltimos fica restrita a
casos em que as ordens das distribuicdes Erlang e as quantidades
de portos e de embargdes sio pequenas, devido ao rapido
crescimento do espago amostral e conseqgiiente aumento da dimensio

do sistema das equag¢des de balancgo global que deve ser resolvido.

No modelo com desmembramento, a limitacdo est& relacionada
a hipétese de distribuigdo exponencial. Nao foi desenvolvido um
modelo que incorporrasse simultdneamente a caracteristica do
desmembramento e a decomposicdo dos atendimentos das barcagas em
estagios. Da mesma forma que no caso de tempos de atendimento
Erlang, no modelo com desmembramento nio se dispde de solucgio
analitica, porém o crescimento do espaco amostral é menos
acentuado, permitindo que todos os casos apresentados neste

trabalho tenham sido implementados em microcomputadores.

Conforme discutido no capitulo 1, a simulacgio probabilistica
consiste em uma importante alternativa para andlise dos sistemas
de transporte fluvial de carga apresentados neste trabalho.
- Apesar das limitagdes dos modelos analiticos com distribuigdes
exponenciais propostos, estes modelos podem ser utilizados em

analise preliminar destes problemas de transporte.

6.3 Desdobramentos da Pesquisa

Do ponto de vista tebérico, o modelo de rede circular com com

tempos de atendimento exponenciais, que apresenta solucdo
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analitica em forma de produto e outras propriedades importantes,
pode ainda ser explorado no sentido de oferecer outras medidas de
desempenho. Um ponto importante seria analisar o comportamento da

varidvel N, (t) para intervalos de tempos mais longos.

Nos modelos dos capitulos 4 e 5 existem generalizacdes
imediatas relacionadas ao aumento da quantidade de portos na
rede, consideragao de multiplos bercos de atracacdo em cada porto
(modelo com distribuig¢ées Erlang) e comboios formados por mais de
uma embarcacgido (modelo com desmembramento). No caso do modelo
ABA-COMBOIO, haveria ainda a possibilidade de incluir
distribui¢des Erlang para os tempos de atendimento das barcacas
e de viagem dos comboios. Um outro aépecto consiste em
flexibilizar os roteiros das embarcagdes, permitindo a existéncia

de miltiplos padrdes de movimentacdo na rede de transporte.

Uma idéia que n&o foi explorada diz respeito a modelagem do
problema ABA considerando-se a existéncia de uma eclusa no
percurso das embarcagdes/comboios entre os portos. Esta situacio
poderia ser considerada incluindo-se na descrigdo do estado do
sistema o terno (n', n’, 6) onde: a) o componente n! representaria
a quantidade de embarcacdes a montante da eclusa; b) n? a
quantidade a jusante; c) 0 seria uma variavel binaria indicando
o nivel da eclusa (cheia/vazia). Uma dificuldade deste modelo
seria a inclusdo de embarcacées que operem em outros sistemas e

que também se utilizem da eclusa.
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A Cadeias de Markov

As cadeias de Markov constituem uma importante classe de
processos estocésticos. Do ponto de vista matem&tico, um processo
estocastico & uma familia de variaveis aleatérias, {X(t), teT},
que representa a evolugdo de um sistema ao longo do tempo. O
conjunto T, denominado indice do processo, corresponde aos
instantes em que o processo & observado e a varidvel aleatéria

X(t) representa o estado do processo em um dado instante t.

Se T & um conjunto enumerdvel, tem-se um processo
estocastico em tempo discreto. Caso contrario, tem-se um processo
em tempo continuo. Para diferencié-los, utilizam-se as notagdes
{X,, n=0,1,...} para processos estocdsticos em tempo discreto e

{X(t), t20} para processos estocasticos em tempo continuo.

O conjunto de valores que a variavel aleatéria X(t) pode
assumir constitui o espago amostral do processo. Da mesma forma
que o indice, o espago amostral pode ser um conjunto enumeréavel
ou nao-enumeravel. Definem-se, entdo, processos em espago

discreto e processos em espaco continuo.

Na teoria de filas, encontram-se diferentes aplicacdes de
processos estocasticos. Por exemplo, considere-se um modelo de
fila M/G/1, caracterizado por um processo de chegada Poisson com

paré&metro A e um Gnico servidor com tempo médio de atendimento
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1/u (A/p<1l). Seja N(t) a quantidade de clientes no sistema em um
instante t. O processo {N(t), tz20} corresponde a um processo
estocastico em espago discreto e em tempo continuo. Por sua vez,
0s tempos de permanéncia dos clientes no sistema, E[W,], d&a
origem a um processo em espago continuo e em tempo discreto

{E(W,], n=1,2,...}.

Os processos estocédsticos sdo também classificados pelo tipo
de relagao existente entre as variaveis X(t). A forma mais
simples de relagdo & aquela em que as variaveis de estados sio
mutuamente independentes e apresentam uma mesma distribuicdo de
probabilidades, ou seja, o processo constitui uma seqliéncia de
varidveis aleatédrias independentes com mesma distribuigio de

probabilidades.

Os processos maxjkovianos caracterizam-se por, dados os
~valores de X(t) para uma seqiiéncia qualgquer de instantes
t>t, >...t>0 (n>0), a variavel de estado em um instante futuro
t (t>t,) depende exclusivamente do estado mais recente do

processo X(t,).

A segdo A.1 & dedicada Aas cadeias de Markov em tempo
discreto, que correspondem aos processos markovianos em espago
discreto e em tempo discreto. Os processos markovianos em espago
discreto e em tempo continuo, designados simplesmente cadeias de

Markov em tempo continuo, sdo consideradas na sec¢ao A.2.
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A.1 Cadeias de Markov em Tempo Discreto

Um processo estocistico em tempo discreto {X,, n=0,1,...} com

espago amostral S$={1,2,...,N} & uma cadeia de Markov em tempo
discreto se, para todo n>0 e i, j, iqse-.,i; € 8, verifica-se a

seguinte igualdade:

P(X, oy 51X, =0, X, _y =i, _y3-sXg=ig) =P(X, ., =j | X, =i) (A.1)

A equagdo (A.1) mostra gque a distribuicdo da variavel

aleatdéria X,, depende apenas do valor assumido pela variavel X, .

As probabilidades condicionais

pn)=P(X,..=j|X,=i)) ijeS n=0,1,.. (A.2)

sdo chamadas probabilidades de transigdo em um passo do estado i
para o estado j no instante n. Diz-se que uma cadeia de Markov
apresenta probabilidades de transigdo estacionidrias quando as

probabilidades P;;(n) sao independentes de n, ou seja,

P;=P(X,.,5j|X,=0)  ijeS n=0,1,.  (A.3)
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As cadeias de Markov com probabilidades de transicao

estaciondria sdo caracterizadas pela matriz de probabilidades de

transicgao P=[p;;]. As probilidades p;; devem satisfazer as

seguintes condig¢des:

N
P20 Y p;=1 i=1,.N (A.4)
J=1

A matriz de probabilidades de transicdo P & uma matriz
quadrada de ordem igual & quantidade de estados, N, do espaco
amostral, S. Eventualmente, a cadeia pode apresentar um nimero
infinito de estados e, desta forma, a matriz P contém uma

quantidade ilimitada de linhas e colunas.

A.l.1 Equagdes de Chapman-Kolmogorov

As probabilidades de transicéao

PP, i|X, =) ijeS mn=0,1,. (8-5)

sdo denominadas probabilidades de transicdo do estado i para o
estado j em m passos. p”<m corresponde & probabilidade que, apés

m transi¢des, o processo passari do estado i para o estado j.
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Estas probabilidades de transicio em maltiplos passos podem

ser calculadas empregando-se as equagdes de Chapman-Kolmogorov,

cuja forma geral é

e ")—Epu O ijkeS mn=0,1,. (A.6)

A partir das equagdes (A.6), obtém-se:

{ 1 sei=j
p b 0 caso contrdrio

1
p-p, (A.7)

('") -E p,,p("' Vo m=23,.

k=1

Utilizando-se uma notagdo matricial onde P™ & a matriz

formada pelas probabilidades pij("", tem-se

PM=pp1) 23 (A.8)

Por indugdo, & possivel mostrar que p™=p"

Seja nj("’

=P(X,=Jj) e M= [ nj‘")] a distribuicido de
probabilidades de estado no instante n (n=0,1,...). Conhecida a

distribuigdo de probabilidades de estado inicial, =@, & possivel
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calcular a distribuicdo de probabilidades do estado em um

instante n, '™, a partir das equacdes

y |
=Y =" ijes n-1,2,. (A.9)
i=1

Na forma matricial, as equagdes (A.9) sdo expressas por

1M=gOp@_ Opn (A.10)

A determinacdo das distribuigdes ='™, 1levando-se em

consideragdo as condigdes iniciais, permite analisar o

comportamento do processo em regime transitério’.

Em alguns casos, deseja-se conhecer a distribuicdo de
probabilidades de estados da cadeia de Markov decorrido um grande
intervalo de tempo da condigdo inicial. Neste caso, diz-se que a

andlise do processo & feita en regime estacionério.

A existéncia do regime estacionario esta condicionada a
algumas caracteristicas da cadeia de Markov e sera tratada na
segdo A.1.3. A seguir, sdo apresentados alguns conceitos

adicionais a respeito dos estados das cadeias de Markov.

! KLEINROCK (1975) propde o uso de transformadas geométricas

para se determinar expressées analiticas para as probabilidades
de estado em regime transitério em cadeias de Markov com
inifinitos estados.
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A.l1.2 Classificagéo dos Estados

Un estado j & acessivel a partir de um estado i se existe algum
inteiro positivo m tal que p”“”>0 (i»j). Dois estados i e )
comunicam-se se cada um deles é acessivel a partir do outro

(i+j). Se um estado i se comunica com outros dois estados j e k,

entdo, pelas equagdes de Chapmam-Kolmogorov, j e k também se

comunicam.

Define-se uma classe qualquer sub-conjunto de estados, A, do
espago amostral, S, que se comunicam entre si € nao se comunicam
com nenhum outro estado ndo pertencente ao subconjunto A. Se uma
cadeia de Markov apresenta uma Gnica classe, isto &, se todos os

estados desta cadeia comunicam-se entre si, entdo a cadeia é

chamada irredutivel.

Defing—se, para cada estado i, um periodo d; como sendo o
maximo divisor comum entre os valores de m tais que pﬁ“”>0. Se
d;=1, entdo diz-se que o estado i & aperiddico e, se d,>1, o
estado i serd considerado periédico com periodo d;. Pode-se
mostrar que os estados de uma mesma classe apresentam o mesmo

periodo. As cadeias irredutiveis podem, ent&o, ser classificadas

em periddicas e aperiédicas.

Seja
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1 .
£ =P(X,=j|Xy=i) (A.11)
.1
fi(fn) =P(X,, X1 #irs Xy % Xo=i)

A distribuigiao f”‘m & interpretada como a probabilidade que, dado
que o estado no instante inicial & i, o processo entre pela
primeira vez no estado j apbds n transi¢des. Esta distribuicido de

probabilidades pode ser calculada recursivamente, utilizando-se

as seguintes expressées:

1Py

(A.12)
A(lmﬂ):g:P'brém)
*
Seja
YR =N (A.13)

f; corresponde i probabilidade de que, dado que o processo deixa
o estado i, existe uma probabilidade f; de que o processo retorne

a este estado. Um estado i & transitério se ;<1 e recorrente se

fi=1 .

Diferenciam~se os estados recorrentes em estados recorrentes
nulos e recorrentes positivos. A distingdo & feita com base no

tempo médio de retorno ao estado. O tempo médio de retorno ao
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estado i, dado que o estado inicial & i, u;;, pode ser calculado

utilizando-se a distribuicio fﬂtm, da seguinte forma:

Bi=Y i1, N (A.14)

n=1

Um estado recorrente i é recorrente positivo se pu,, & finito
€ recorrente nulo caso contririo. Da mesma forma que a
periodicidade & uma caracteristica comum & classe, os estados de
uma mesma classe sdo todos transitérios ou todos recorrentes

nulos ou todos recorrentes positivos.

Uma cadeia de Markov irredutivel com um nidmero finito de
estados & recorrente positiva, isto €, todos os estados da cadeia

Sdo recorrentes positivos.

A.1.3 A Distribuicdo Estacioniria

Para uma cadeia de Markov finita, irredutivel e aperiédica o
limite x;=lim_ pifm existe e & independente de i. Os valores de
T; sao obtidos a partir da solugdo do seguinte sistema de

equacgdes:
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N
%=y np; Jj=1,.N
v (A.15)

Y n=1

i=1

ou ainda, na forma matricial

x=npP
N (A.16)

>

J=1

A distribuigio estacionidria ou enm equilibrio n© & assim
chamada porque, admitindo-se que o estado inicial tenha esta
distribuigdo de probabilidades, a distribuicdo de probabilidades

do estado em qualquer instante posterior seria dada pela mesma

distribuicido =.

As cadeias de Markov irredutiveis periddicas também possuem
uma distribuigdo estaciondria dada por (A.15). Nestes casos, no
entanto, os %; sao interpretados apenas como a fragdo do tempo

que o processo permanece no estado j.
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A.2 Cadeias de Markov em Tempo Continuo

Um processo estocastico em tempo continuo {X(t) ,t20} com espaco
amostral S={1,2,...,N} & uma cadeia de Markov em tempo continuo
se, para todo inteiro positivo n, todos os reais u>o,

Bt > >tpt=0 e i, 3, i,,..., i, € s verifica-se

P(X(e+u)=j | X(0)=i,X(z,_,) =l 11-+X(0) =i)
(A.17)
= P(X(t+u)=j| X(1)=i)

Analogamente as cadeias de Markov em tempo discreto, em uma
cadeia de Markov em tempo continuo, a distribuicdo de um estado
futuro X(t+u), dados o estado presente X(t) e os estados passados
X(t;) (i=0,1,...,n-1), depende exclusivamente do estado presente

e & independente dos estados passados. Se, adicionalmente,

P(X(t+u)=f|X(2)=i) (A.18)

€ independente de u, entdo a cadeia de Markov em tempo continuo

possui probabilidades de transigdo homogéneas ou estacionarias.

Uma cadeia de Markov em tempo continuo possui a propriedade
de que, se o processo entra em um estado i qualquer, o tempo de
permanéncia T; neste estado & uma variavel aleatéria com

distribuigdo exponencial. Pode-se dizer que, uma cadeia de Markov
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em tempo continuo € um processo estocistico que se move de estado
em estado de acordo com uma cadeia de Markov em tempo discreto
(cadeia de Markov imersa), mas de tal forma que o tempo de
permanéncia em cada estado, antes de realizar uma transicgao para
0 préximo estado, tem distribuig¢do exponencial. Além disso, o

tempo que o processo permanece em i e o préximo estado a ser

visitado sd3o indenpendentes.

A.2.1 Equagdes Diferenciais de Kolmogorov

Antes de apresentar as equagdes de Kolmogorov sdo necessarias

algumas definigdes adicionais. Seja

PO =P(X(u+0) <7 X(u) =)

tu20 ijes

(A.19)

a probabilidade que um processo, atualmente no estado i, esteja
no estado j, decorrido um intervalo de tempo t. As probabilidades
P;;(t), que compdem uma matriz de pProbabilidades de transicio

1’(t)=[pij (t)]), devem satisfazer:

_[1 sei=j
P,{0) —{ 0 caso contrério

(A.20)

N
P;(6)20 Epy(t)ﬂ, i=1,.,N 120
j=1
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Seja a probabilidade que o sistema esteja em um estado j em

um dado instante t, definida por

p{)=PX(t)=j) j=1,..N 120 (A.21)

e o vetor p(t)=(p;(t)]. Entdo, conhecida a distribuigio p(0) em
um instante inicial, pode-se calcular a probabilidade de estado

em um instante t qualquer, pela seguinte equacio:

p(t)=p(0)P(r) (A.22)
Seja
Pk
qg.=|lmh‘0 yh 1#]
(A.23)
gy, P

A matriz Q, formada pelos elementos q;; definidos acima, é
chamada matriz das taxas de transigdo entre estados ou matriz
geradora infinitesimal de probabilidades da cadeia de Markov em
tempo continuo. Esta matriz apresenta como propriedade o fato de
que os elementos da diagonal s3do negativos, os elementos fora da
diagonal s&o positivos e a soma dos elementos de uma mesma 1inha

é igual a zero.
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As equacgdes de Kolmogorov compdem um sistema de eguagdes
diferenciais cuja solugio determina a dinamica do processo
markoviano. A principio, existem duas formas diferentes destas
equagoes: a) as equagdes reversas ("backward equations"); b)
diretas ("forward equations"). A equagdes reversas sio

apresentadas a seguir. Para todo i,j € S e todo t20,

2i)=Y qupytt-ai0) (.24)

kei

Em alguns casos, como por exemplo para cadeias de Markov com
um nGmero finito de estados, sio validas as equagoes diretas de

Kolmogorov ("forward equations"), dadas abaixo.

dp..
~50=Y pulday-a.p 00 (3.25)
t ke j

A.2.2 Distribuigdo Estacionéria

Os estados de uma cadeia de Markov em tempo continuo podem ser
classificados de forma similiar ao caso em tempo discreto. Um
estado j & acessivel a partir de um estado i (i~+j) se, para algum

t>0, p;;(t)>0. Dois estados i e j comunicam-se se (i+3j) e (j-i).
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Uma cadeia de Markov em tempo continuo é irredutivel se todos os

estados comunicam-se entre si.

Se uma cadeia de Markov em tempo continuo {X(t), tz0} é
irredutivel, entdo todos os estados sdo do mesmo tipo. No caso de

serem todos transitdérios ou recorrentes nulos, entao

Iim,-_pi,(t) =0  ijeS (A.26)

Se sao todos recorrentes positivos, entao

p;=lim__p (1)<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>