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RESUMO 

Um modelo de campo de fases que considera anisotropias reduzidas ou 

elevadas da cinética interfacial (“attachment kinetics”) e da energia interfacial foi 

implementado para a simular em um domínio bidimensional a solidificação equiaxial 

em um líquido semi-infinito e super-resfriado. O algoritmo numérico para resolução 

das equações do modelo foi construído em linguagem C++ na plataforma CUDA 

(“Compute Unified Device Architecture”) para realizar cálculos paralelizados nos 

diversos núcleos/processadores da unidade de processamento computacional (CPU) 

e da unidade de processamento gráfico (GPU) de um computador pessoal. 

Inicialmente, o modelo foi utilizado para simular o crescimento equiaxial isotrópico de 

esferas e cilindros de comprimento infinito para entender em um contexto mais simples 

a importância da cinética interfacial e da transferência de calor no processo de 

crescimento equiaxial. Os resultados dessas simulações foram também comparados 

com os resultados da resolução do modelo clássico a partir de um método baseado 

nas funções de Green, permitindo identificar as condições para um modelo de campo 

de fases quantitativo. Foram então simulados crescimentos não-dendríticos e 

dendríticos considerando anisotropias isoladas da cinética interfacial e energia 

interfacial e posteriormente considerando simultaneamente os dois tipos de 

anisotropias. Resultados quantitativos dos crescimentos cilíndricos e esféricos podem 

ser obtidos no modelo de campo de fases de interface fina utilizando um perfil inicial 

de equilíbrio da variável de fase e espessuras da interface difusa menor ou igual a 

0,125 vezes o menor raio de curvatura da interface. Resultados quantitativos ainda 

podem ser obtidos para o crescimento dendrítico com maiores espessuras para a 

morfologia e velocidade da ponta dendrítica em estado estacionário. Foi verificado 

que, com a elevada anisotropia da energia interfacial, há a formação de arestas na 

direção de crescimento preferencial do sólido. Com a elevada anisotropia do 

coeficiente cinético ocorre a formação de facetas que dificultam a transferência de 

calor e diminuem a velocidade da ponta dendrítica. 

Palavras-Chave: Campo de fases, simulação, solidificação facetada.  



 
 

ABSTRACT 

 A phase-field model was implemented to simulate one-dimensional and two-

dimensional solidification of pure metals, with both high and low attachment kinetics 

and interfacial energy anisotropies. The numerical code was written in C++ language 

with CUDA library (Compute Unified Device Architecture) to fully utilize all processing 

cores from the CPU and GPU. Initially, the model was implemented in a one-

dimensional domain for equiaxial growth of cylindrical and spherical solids to better 

understand basic concepts of crystal growth kinetics and the importance of heat 

diffusion. These results were also compared to an integro-differential solution for the 

initial transient crystal growth with the use of the Green function to identify quantitative 

phase-field parameters requirements. Then, individual and combined interfacial and 

attachment kinetics anisotropies effects on non-dendritic and dendritic morphologies 

were investigated. In both cylindrical and spherical one-dimensional solutions, the 

phase-field method achieved quantitative results with thicknesses one order of 

magnitude lower than the smallest curvature radius at the solid-liquid interface, with an 

initial equilibrium phase variable profile. To correctly simulate the dendritic growth 

morphology and velocity, a diffuse interface thicknesses five times the capillarity length 

could be used at -0,55 undercooling. Edges were observed at the solid-liquid interface 

in the equilibrium Wulff shapes, kinetics Wulff shapes and equiaxed dendritic growth 

with high anisotropies of the interfacial attachment kinetics and interfacial energy. 

Edges were found in regularized orientations of the interfacial energy anisotropy, or at 

orientations with the lowest kinetic coefficient once the attachment kinetic anisotropy 

was high. The latter had more impact on adjacent areas of the tip, where structures 

similar to facets were found. These facets resulted in a decrease of tip velocity due to 

the more difficult heat diffusion ahead of a facet. 

Keywords: Phase-field Method, Simulation, faceted solidification. 
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1 Introdução 

 

O crescimento de sólidos facetados durante a solidificação ou cristalização a partir 

de soluções representa um importante fenômeno presente em alguns processos de 

fabricação de diversos materiais. Como exemplo, pode-se citar a solidificação 

unidirecional de lingotes de silício para a indústria fotovoltaica (DUFFAR; NADRI, 

2010; WU, B et al., 2009) e a solidificação de peças fabricadas em ligas do sistema 

Al-Si (onde há o crescimento de agulhas de Si) em moldes de fundição (WANG, RU-

YAO; LU; HOGAN, 1997). A microestrutura facetada resultante da solidificação 

desses materiais normalmente tem efeito nas suas propriedades de serviço ou nas 

propriedades necessárias aos processos posteriores de fabricação. Portanto, o 

desenvolvimento de métodos teóricos, como a modelagem matemática, para a 

previsão dessas microestruturas pode auxiliar significativamente na produção dos 

materiais onde ocorre a formação de algum tipo de fase facetada. 

De forma geral, as facetas que aparecem na interface sólido-líquido estão 

associadas às anisotropias da cinética interfacial (“attachment kinetics”) e da energia 

da interface sólido-líquido (FUJIWARA, KOZO, 2012). O modelo clássico de 

solidificação aceito atualmente é capaz de prever a solidificação com interfaces sólido-

líquido facetadas (ALEXANDROV, DMITRI V; GALENKO, 2020; DANTZIG; RAPPAZ, 

2016; TOROPOVA et al., 2022). No modelo clássico, o líquido e o sólido são 

considerados domínios diferentes, separados por uma interface sólido-líquido 

assumida como uma superfície matemática ideal, ou seja, sem espessura (interface 

aguda – “sharp interface”) (STEFANESCU, 2009). O modelo clássico vem sendo 

estudado e aplicado com sucesso há mais de um século (CRANK, 1987; JOSEF 

STEFAN, 1889), porém as dificuldades na resolução de suas equações dependem de 

cada caso estudado e, muitas vezes, impedem a obtenção de uma solução, 

principalmente quando se tem morfologias complexas como as dendríticas. 

Uma técnica alternativa para a resolução do modelo clássico que vem sendo 

desenvolvida intensamente nas últimas décadas é o método do campo de fases 

(“phase-field method”) (BOETTINGER et al., 2002; VAN DER WAALS, 1979). Nesse 

método, a interface sólido-líquido é denominada de interface difusa, pois é 

considerada como uma região de transição com espessura finita, mas relativamente 
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fina. Nessa abordagem, as fases sólida e líquida e a região da interface sólido-líquido 

são todas consideradas como partes de um mesmo domínio ("one-domain method”). 

A espessura da interface difusa deve ser suficientemente reduzida, mas ainda finita 

no modelo clássico, para que a solução das equações do modelo clássico seja obtida 

utilizando-se o método do campo de fases. Nessa condição, diz-se que o modelo do 

campo de fases é quantitativo, ou seja, fornece a solução do modelo clássico 

(KARMA; RAPPEL, 1998). Devido às limitações computacionais, muitas vezes não é 

possível se trabalhar com uma interface difusa de espessura suficientemente reduzida 

para se ter a solução do modelo clássico. Nesses casos, o modelo do campo de fases 

é considerado qualitativo. 

O tempo computacional necessário para simular domínios maiores (por exemplo, 

um domínio abrangendo diversos grãos) utilizando um modelo de campo de fases 

quantitativo ainda é proibitivo. Apesar dessas limitações, o modelo de campo de fases 

tem mostrado sucesso na simulação de diversas condições (ALBANI et al., 2021; 

CHEN, LONG-QING, 2002) e tem sido beneficiado por métodos que possibilitam o 

aumento da espessura da interface difusa sem excessiva perda de precisão na 

obtenção da solução do modelo clássico (CHEN, C. C.; LIN; LAN, 2014; 

ECHEBARRIA et al., 2004; VETSIGIAN; GOLDENFELD, 2003). 

O método do campo de fases tem sido utilizado para solucionar numericamente 

as equações do modelo clássico de solidificação com anisotropias relativamente 

elevadas tanto no coeficiente cinético de crescimento (anisotropia da cinética 

interfacial) como na energia da interface sólido-líquido. Essas anisotropias elevadas 

geralmente induzem a formação de facetas nas interfaces sólido-líquido, mas é 

necessária a utilização de funções e métodos especiais, além de maiores cuidados 

com a malha numérica (KASAJIMA et al., 2003; KIM, SEONG GYOON; KIM, 2005; 

LIN, H. K.; CHEN; LAN, 2014; MILLER et al., 2008). A presença de facetas na interface 

causa o aparecimento de arestas e vértices, que no caso de uma interface aguda têm 

raio de curvatura zero e, portanto, podem resultar em problemas para se definir as 

condições necessárias para o modelo quantitativo de campo de fases. 

Várias abordagens qualitativas e quantitativas foram propostas para simular 

interfaces sólido-líquido facetadas. Dentre elas, a elevada anisotropia da energia 

interfacial foi considerada como o fator mais importante para impor o aparecimento de 

facetas, adotando-se ou não o equilíbrio termodinâmico local na interface (BOLLADA; 
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JIMACK; MULLIS, 2018; DEBIERRE et al., 2003; KIM, SEONG GYOON; KIM, 2005; 

WANG, JINCHENG; INATOMI, 2010). Quando se assume o equilíbrio local, tanto a 

cinética interfacial como a sua anisotropia é desprezada, resultando em um super-

resfriamento cinético nulo (BERGMANN et al., 2017; CANTÙ; POPESCU; MILLER, 

2012; KASAJIMA et al., 2003). No entanto, substâncias reais que apresentam 

elevadas anisotropias na energia interfacial também apresentam elevadas 

anisotropias do coeficiente cinético, e, portanto, essa abordagem não é fisicamente 

realista. 

Estudos com o modelo de campo de fases foram realizados para se investigar o 

efeito de elevadas anisotropias do coeficiente cinético, mostrando que também podem 

ter forte influência na morfologia do sólido e na formação de interfaces facetadas 

(MIURA, 2013; UEHARA; SEKERKA, 2003). A combinação das anisotropias do 

coeficiente cinético e da energia interfacial foram investigadas em diversos trabalhos 

com objetivos de determinar o efeito mais proeminente sobre a morfologia (BRENER; 

MEL’NIKOV, 1991; IHLE, 2000; WANG, SHUN-LIEN; SEKERKA, 1996) e também as 

condições necessárias para se reproduzir as morfologias observadas 

experimentalmente (ALBANI et al., 2019, 2021; BERGMANN et al., 2017; BRAGARD 

et al., 2002; LIN, H. K.; CHEN; LAN, 2014). Porém, poucos estudos foram conduzidos 

para se verificar o efeito simultâneo de elevadas anisotropias tanto no coeficiente 

cinético (ou seja, na cinética interfacial) como na energia interfacial utilizando-se o 

modelo de campo de fases durante o crescimento equiaxial (WANG, SHUN-LIEN; 

SEKERKA, 1996). 
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2 Objetivo 

 

O objetivo do presente trabalho é estudar o efeito das anisotropias da cinética 

interfacial (cinética interfacial de anexação de átomos - “attachment kinetics”) e da 

energia interfacial tanto na morfologia como na cinética global de crescimento de um 

sólido durante a solidificação equiaxial de uma substância pura em um domínio 

bidimensional. Pretende-se analisar principalmente o efeito das forças de anisotropia 

isoladamente ou combinadas (anisotropias simultâneas) no formato dendrítico e não-

dendrítico, na velocidade de crescimento do sólido e nas duas etapas cinéticas 

envolvidas durante o crescimento (cinética interfacial e da transferência de calor) no 

regime estacionário. 
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3 Revisão da Literatura 

 

O crescimento de um sólido a partir de um meio líquido pode resultar na formação 

de diversas morfologias sólidas que são consequências das propriedades do material 

e das condições de solidificação. Uma importante propriedade é a anisotropia de 

diferentes fenômenos atuando na interface sólido-líquido, como a cinética de 

anexação de átomos (cinética interfacial – “attachment kinetics”) e a energia 

interfacial. As equações do modelo clássico de solidificação, que considera a interface 

sólido-líquido como uma superfície sem espessura, é capaz de prever as morfologias 

do sólido durante o crescimento equiaxial considerando esses dois tipos de 

anisotropias. Durante o crescimento equiaxial, instabilidades morfológicas localizadas 

devem aparecer e se desenvolver, resultando em um sólido ramificado, denominado 

de dendrítico. Uma técnica eficiente para solucionar as equações do modelo clássico 

considerando as anisotropias interfaciais e prever as morfologias do sólido e suas as 

instabilidades é o método do campo de fases. 

Nesse item, as equações do modelo clássico serão apresentadas na seção 3.1 e 

a cinética interfacial e seus modelos serão ilustrados no item 3.2. No item 3.3, os 

modelos de instabilidades que levam ao crescimento dendrítico serão apresentados 

e, no item 3.4, o crescimento dendrítico equiaxial será revisado. Finalmente, os tipos 

de anisotropias que podem existir na interface sólido-líquido serão discutidos no item 

3.5 e o método do campo de fases utilizado para prever o crescimento do sólido sob 

o efeito dessas anisotropias será apresentado no item 3.6. 

 

3.1 Modelo clássico de solidificação 

 

Durante a solidificação, a movimentação de cada região da interface sólido-

líquido define a morfologia do sólido e sua taxa de crescimento. O modelo denominado 

de “modelo clássico da solidificação” é utilizado para prever essa movimentação e 

nele assume-se uma interface chamada de “aguda” (“sharp”), que é descrita como 

uma superfície matemática (espessura nula) que separa dois domínios: o do sólido e 

o do líquido. Na solidificação, geralmente ocorre um aumento da área de interface 

sólido-líquido, que eleva a energia livre total do sistema. Portanto, esse aumento deve 
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ser compensado pela liberação de energia livre causada pela solidificação do volume 

de sólido correspondente (STEFANESCU, 2009). 

Considerando uma substância ou liga binária, no modelo clássico existe uma 

importante relação entre a temperatura local da interface (𝑇𝑖) ou seu super-

resfriamento (∆𝑇 = 𝑇𝑚 − 𝑇𝐼), onde 𝑇𝑚 é a temperatura de fusão do solvente, a 

curvatura local (𝜅) e velocidade normal local (𝑉𝑛). Essa relação pode ser escrita para 

um ponto de uma interface tridimensional como (HERRING, 1953; STEFANESCU, 

2009): 

 𝑇𝑖 = 𝑇𝑚 −
𝑇𝑚

𝐿
∑[(𝛾 +

𝑑2𝛾

𝑑𝜃𝑖
2)

𝜃1
∗,𝜃2

∗

1

𝑅𝑖
]

2

𝑖=1

−
𝑉𝑛

𝜇(𝜃1
∗, 𝜃2

∗)
+ 𝑚𝑙𝑐𝑙

∗ (1) 

onde R1 e R2 são os raios de curvatura principais, a curvatura média local 𝜅 =

1

2
(

1

𝑅1
+

1

𝑅2
), dependente dos raios de curvatura principais. Quando a energia interfacial 

𝛾 e o coeficiente cinético 𝜇 variam com a orientação local da interface sólido-líquido 

(𝜃1 , 𝜃2), existem anisotropias associadas ao comportamento da interface sólido-

líquido, que é o objeto principal de estudo do presente trabalho. 

 Partes da Eq. (1) representam diferentes tipos de super-resfriamento da 

interface. O super-resfriamento de curvatura é dado por: 

 ∆𝑇𝑐 =
𝑇𝑚

𝐿
∑[(𝛾 +

𝜕2𝛾

𝜕𝜃𝑖
2)

1

𝑅𝑖
]

2

𝑖=1

  (2) 

e o super-resfriamento cinético, que é necessário para a existência de um fluxo líquido 

de átomos do líquido para o sólido ("attachment”), é definido por 

 ∆𝑇𝑘 =
𝑉𝑛

𝜇
 (3) 

Essa equação é uma boa aproximação quando o crescimento no nível atômico 

da interface sólido-líquido ocorre de forma contínua (interface atomicamente difusa) 

ou lateral por degraus (interface atomicamente lisa). Este coeficiente pode ser 

altamente anisotrópico para interfaces atomicamente lisas, que normalmente 

assumem a morfologia facetada. No caso anisotrópico, para um mesmo super-

resfriamento cinético, pode-se ter velocidades de crescimento muito diferentes em 

orientações diferentes. No caso da solidificação da maioria das fases metálicas, o 

coeficiente cinético, 𝜇, é suficientemente elevado para que o super-resfriamento 
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cinético, ∆𝑇𝑘, possa ser desprezado. Nessa situação, diz-se que existe equilíbrio 

termodinâmico local na interface sólido-líquido. 

Além da equação que define a temperatura ou super-resfriamento local da 

interface sólido-líquido, podem ser definidas mais duas equações, denominadas de 

condições de Stefan, a partir da conservação de energia e da espécie química (soluto) 

na interface. A conservação de energia permite escrever 

 𝐾𝑠 (
𝜕𝑇

𝜕𝑛
)
𝑆
− 𝐾𝐿 (

𝜕𝑇

𝜕𝑛
)
𝐿

= 𝐿𝑉𝑛 (4) 

onde 𝐾𝐿 𝑜𝑢 𝑆 é a condutividade térmica calor do líquido (𝐿) ou sólido (𝑆); (
𝜕𝑇

𝜕𝑛
)
𝐿 𝑜𝑢 𝑆

 o 

gradiente de temperatura normal à interface no sólido ou líquido adjacente. A 

conservação de soluto implica em 

 𝐷𝑆 (
𝜕𝑐𝑠

𝜕𝑛
)
𝑆
− 𝐷𝐿 (

𝜕𝑐𝑙

𝜕𝑛
)

𝐿
= 𝑐𝑙(1 − 𝑘)𝑉𝑛 (5) 

onde 𝐷𝑆 𝑜𝑢 𝐿 é a difusividade de soluto no líquido (𝐿) ou sólido (𝑆); (
𝜕𝑐𝑠 𝑜𝑢 𝑙

𝜕𝑛
)
𝑙 𝑜𝑢 𝑠

 o 

gradiente de concentração de soluto normal à interface no líquido ou sólido adjacente 

e 𝑘 é o coeficiente de partição de soluto. 

Além das três equações apresentadas acima, válidas na interface sólido-líquido, 

as equações da conservação da energia e das espécies químicas no interior das fases 

sólida e líquida devem ser definidas, respectivamente, como 

 𝐶𝑝𝑠,𝑙

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛁•(𝐾𝑠,𝑙𝛁𝑇𝑠,𝑙) (6) 

 
𝜕𝑐𝑠,𝑙

𝜕𝑡
= 𝛁•(𝐷𝑠,𝑙𝛁c𝑠,𝑙) (7) 

onde 𝐶𝑝𝑠,𝑙
 é capacidade térmica por unidade de volume (calor específico) do sólido ou 

líquido. O conjunto das equações (1) e (4) a (7) é denominado de modelo clássico da 

solidificação. 

 

3.2 Cinética Interfacial de crescimento 

Na escala atômica, há dois tipos principais de interfaces sólido-líquido: lisas e 

rugosas (Figura 1). Os dois tipos são uma região de transição entre o sólido e o líquido 

e apresentam uma espessura finita, que se estende por algumas camadas atômicas. 
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A interface sólido-líquido atomicamente rugosa estende-se por cerca de 50 camadas 

atômicas e, na passagem do líquido para o sólido durante a solidificação, os átomos 

não possuem posição preferencial de anexação à interface, resultando em um 

crescimento chamado de contínuo (STEFANESCU, 2009). Esse tipo de interface está 

esquematizado na Figura 1a. 

As interfaces atomicamente lisas são mais finas, pois são regiões que se 

estendem ao longo de aproximadamente 5 camadas atômicas e crescem lateralmente 

(STEFANESCU, 2009). Durante a solidificação, os átomos do líquido são usualmente 

anexados a degraus existentes na interface. Devido às grandes diferenças na 

densidade de degraus para diferentes orientações da interface atomicamente lisa, 

tem-se elevadas anisotropias de crescimento, que resultam em morfologias 

microscópicas de sólidos facetados (HURLE; RUDOLPH, 2004). Um exemplo deste 

tipo de interface está apresentado na Figura 1b . 

 

Figura 1 – Interface atomicamente (a) rugosa ou (b) lisa (STEFANESCU, 2009) 

segundo o modelo TLK. 

Jackson (1968) propôs uma das primeiras teorias para prever se uma interface 

é lisa ou rugosa utilizando o modelo conhecido como TLK (“terrace-ledge-kink”) 

(TILLER, WILLIAM A., 1991), que descreve uma interface sólido-líquido como formada 

por platôs (“terrace”) de átomos, seguidos por degraus (“ledges”) e arestas nos 

degraus (“kinks”), como apresentado na Figura 1. No modelo TLK, a energia da 

interface é calculada para diferentes configurações considerando-se as energias das 

ligações entre os diferentes tipos de átomos e a entropia dessas configurações. 

Jackson (1968) adotou uma interface sólido-líquido simples, composta por uma 

monocamada de átomos (modelo de monocamada atômica) tanto no caso liso como 

rugoso, e assumiu que a configuração final seria a de menor energia livre, ou seja, de 

equilíbrio termodinâmico. Se a estrutura de monocamada de equilíbrio apresentasse 

um número relativamente elevado ou pequeno de degraus, a interface seria 

considerada atomicamente lisa, caso contrário, difusa. Foi encontrado a seguinte 

relação (STEFANESCU, 2009) 

(a)                       (b) 



9 
 

 
∆𝐺

𝑁𝑘𝑏𝑇𝑒
= 𝛼𝐽𝑁𝑎

𝑁 − 𝑁𝑎

𝑁2
− ln

𝑁

𝑁 − 𝑁𝑎
−

𝑁𝑎

𝑁
ln

𝑁 − 𝑁𝑎

𝑁
 (8) 

onde 𝑁 é o número de átomos na interface, 𝑁𝑎 o número de átomos a serem 

adicionados à interface, 𝑘𝑏 é a constante de Boltzmann e 𝑇𝑒 a temperatura de 

equilíbrio. Desse modelo resultou um parâmetro importante, definido como 𝛼𝐽 =

∆𝑆𝑓/𝑅𝑔, onde ∆𝑆𝑓 é a variação de entropia na fusão e 𝑅𝑔 é a constate dos gases. 

Quando 𝛼𝐽 < 2, tem-se uma estrutura atômica de interface rugosa, enquanto para 

𝛼𝐽 ≥2, uma estrutura de interface atomicamente lisa (WOODRUFF, 1980). As 

previsões realizadas por esse modelo a partir dos valores de 𝛼𝑗 mostraram uma 

excelente concordância com observações experimentais (KURZ, W.; FISHER, 1998). 

 Em contrapartida, a teoria proposta por Cahn et al. (1964) considera que 

qualquer tipo de interface possui um crescimento lateral de degraus em super-

resfriamentos suficientemente pequenos e contínuo em elevados super-

resfriamentos. Há uma região intermediária entre esses, com crescimento misto. Esse 

modelo corroborou com alguns experimentos, mas ainda são necessárias mais 

comparações com dados experimentais geralmente de difícil obtenção (JIAN; 

KURIBAYASHI; JIE, 2004). 

 De forma geral, durante crescimento, as interfaces rugosas ou lisas tendem a 

manter a sua estrutura de equilíbrio descrita pelo modelo de Jackson (1968). A 

movimentação das interfaces durante o crescimento depende, no nível atômico, do 

fluxo de átomos do líquido para o sólido. A dinâmica de movimentação desses átomos 

difere entre os dois tipos de interface. Por exemplo, para a interface lisa manter a sua 

estrutura atômica, os átomos do líquido devem posicionar-se preferencialmente nos 

degraus, enquanto para a interface difusa seria necessário um posicionamento 

aleatório. A partir dessas necessidades, foram formulados dois importantes modelos 

atômicos de crescimento, conhecidos como modelo de crescimento contínuo e 

modelo de crescimento lateral. 

 

3.2.1 Modelo de crescimento contínuo 
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O modelo de crescimento contínuo adequa-se melhor à movimentação de 

interfaces sólido-líquido rugosas, que são a maioria no caso da solidificação de fases 

metálicas. Nesse modelo, a velocidade da interface foi calculada por Jackson e 

Chalmers (1956) a partir da diferença entre os fluxos de átomos migrando através da 

interface no sentido do sólido e do líquido, considerando todos os sítios atômicos na 

interface como equivalentes, ou seja, sem locais preferenciais para acomodação dos 

átomos originários do líquido. A diferença entre a temperatura da interface (𝑇𝑖) e a 

temperatura de equilíbrio (𝑇𝑚) foi assumida ser suficientemente reduzida, permitindo 

linearizar alguns comportamentos e resultando na equação a seguir 

 𝑉𝑛 =
𝐿𝐷𝑙

𝑘𝐵𝑎𝑇𝑚
2
∆𝑇𝑘 = 𝜇∆𝑇𝑘 (9) 

onde 𝑘𝐵 é a constante de Boltzmann e 𝑎 é a distância interatômica média no líquido. 

Note que no caso de uma interface plana (𝜅 = 0) de metais puros, ∆𝑇𝑘 = 𝑇𝑚 − 𝑇𝑖. 

 

3.2.2 Modelo de crescimento lateral 

 

O modelo de crescimento lateral por degraus explica melhor a movimentação de 

interfaces atomicamente lisas e também pode ser aproximado por uma relação linear 

com o super-resfriamento cinético. Neste tipo de crescimento, diferentemente do caso 

da interface rugosa, existem sítios na interface, como os degraus, onde o decréscimo 

de energia livre é menor quando um átomo do líquido se aloja nesse sítio. Logo, a 

velocidade de crescimento depende da densidade de degraus, que é uma função da 

orientação do plano da interface em relação ao reticulado cristalino (WOODRUFF, 

1980). Segundo esse modelo, esquematizado na Figura 2, a velocidade normal de 

crescimento pode ser calculada por 

 𝑉𝑛 =
𝜐𝑠𝑡𝑒𝑝𝑑

𝜆𝑜
 (10) 

onde 𝜐𝑠𝑡𝑒𝑝 a velocidade de crescimento lateral de um degrau, 𝑑 é a elevação do degrau 

e 𝜆𝑜 o espaçamento entre os degraus. Para elevados índices de Miller de um mesmo 

cristal, 𝜆𝑜 é menor e a densidade de degraus é maior, resultando em uma maior 

velocidade 𝑉𝑛. Foi observado a partir de simulações atomísticas para Si (BEATTY; 

JACKSON, 2000; BUTA; ASTA; HOYT, 2007) uma variação linear da velocidade de 
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crescimento lateral (𝑣𝑠𝑡𝑒𝑝) com o super-resfriamento para uma dada orientação. 

Portanto, o super-resfriamento cinético é diretamente proporcional a 𝑉𝑛 e é 

anisotrópico, dependendo da orientação do plano da interface em relação aos planos 

cristalinos. 

 

Figura 2 – Esquema do crescimento lateral por degraus em uma interface atomicamente lisa, sendo 
que 𝜆𝑜 é o espaçamento entre degraus, 𝜐𝑠𝑡𝑒𝑝 a velocidade de crescimento lateral e 𝑑 a altura de um 

degrau (SIÓDMIAK; SANTAMARÍA-HOLEK; GADOMSKI, 2010). 

  

3.3 Instabilidades morfológicas da interface sólido-líquido 

 

A solidificação pode ser classificada em equiaxial ou colunar. No crescimento 

equiaxial, o calor latente liberado na interface sólido-líquido durante a solidificação é 

extraído pelo líquido, que está super-resfriado em relação ao sólido. Nesse tipo de 

crescimento, uma eventual protuberância que surge em um sólido esférico em 

crescimento pode-se desenvolver devido à maior extração de calor e de soluto que 

ocorre junto à ponta da protuberância (Figura 3b). Essa protuberância poderá evoluir 

até ramificações dendríticas. Na solidificação colunar, por outro lado, o calor latente é 

extraído pelo sólido e o líquido está superaquecido (KURZ, W.; FISHER, 1998). Nesse 

caso, uma eventual protuberância (Figura 3a) que surge na interface, apesar de existir 

uma maior extração de soluto junto à ponta, a extração de calor pelo sólido é 

dificultada. Logo, no caso de metais puros, onde o soluto não precisa ser extraído, a 

protuberância encolheria e desapareceria, indicando que a interface plana é estável. 

Consequentemente, tanto na solidificação equiaxial como colunar, as taxas de 

extração de calor e de soluto (no caso de ligas) junto à ponta da protuberância afetam 

o seu crescimento. Porém, para se prever se essa protuberância evoluirá ou não, 

também é necessário considerar os efeitos de curvatura e da energia interfacial. Como 
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a criação de uma protuberância aumenta a energia livre associada à interface, um 

aumento da energia de interface por unidade de área e um aumento das curvaturas 

sempre agem no sentido de reduzir o crescimento de protuberâncias. 

 

Figura 3 - Crescimentos Colunar (a) e Equiaxial (b) de uma substância pura. No caso colunar, o 
crescimento de uma instabilidade é amortecido e a interface plana é esperada. Já para o caso 

equiaxial, os crescimentos das perturbações são esperados (KURZ, W.; FISHER, 1998). 

 

 No caso da solidificação de ligas binárias foi proposto um critério quantitativo, 

denominado de critério do super-resfriamento constitucional (CSC), para determinar 

se há condições ou não para o crescimento de protuberâncias em uma situação onde 

o efeito supressor da energia interfacial é desprezível (TILLER, W.A et al., 1953). O 

critério final, que indica quando a protuberância é suprimida, ou seja, uma interface 

sem protuberância e estável, é dado por (TILLER, W.A et al., 1953) 

 
𝐺𝐿

𝑇

𝑉
≥ −

𝑚𝑙𝑐𝑠
∗(1 − 𝑘)

𝐷𝑙  𝑘
 (11) 

onde 𝑉 é a velocidade da interface sem perturbação; 𝐺𝐿
𝑇 é o gradiente de temperatura 

normal no líquido adjacente à interface e 𝑐𝑠
∗ é a concentração de soluto no sólido 

adjacente. 

Mullins e Sekerka (1964) desenvolveram um critério de estabilidade 

considerando principalmente os efeitos da energia interfacial e das curvaturas, 

desprezados no desenvolvimento do CSC. No entanto, a energia interfacial foi 
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considerada isotrópica e o coeficiente cinético suficientemente elevado e isotrópico 

para que seu efeito fosse desprezível (equilíbrio termodinâmico local). Esses autores 

(MULLINS; SEKERKA, 1964) assumiram uma interface sólido-líquido inicial contendo 

uma perturbação senoidal de amplitude tendendo a zero, definida como 

 𝑍𝑖 = 𝐴(𝑡) sin(𝜔𝑥) (12) 

onde 𝑥 é um eixo paralelo à linha média da interface; 𝑍𝑖 é a coordenada da posição 

da interface segundo um eixo perpendicular a 𝑥; 𝐴(𝑡) é a amplitude infinitesimal da 

perturbação e 𝜔 é o número de onda da perturbação. Assumindo condições quase-

estacionárias para os campos de temperatura e de concentração de soluto, foi 

possível obter uma expressão para a taxa de crescimento relativa da amplitude da 

perturbação em função do tempo, dada por 

 Ψ =
1

𝐴

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

−
𝑇𝑚

𝐿 𝛾 𝜔2 − [𝐾𝐿𝜉𝐿𝐺𝐿
𝑇 + 𝐾𝑆𝜉𝑆𝐺𝑆

𝑇] + 𝑚𝐺𝐿
𝐶𝜉𝑐

1
𝑉

(𝑚𝐺𝐿
𝐶 +

𝐾𝑠𝐺𝑆
𝑇 − 𝐾𝑙𝐺𝐿

𝑇

𝐾𝐿𝑏𝐿 + 𝐾𝑆𝑏𝑆
∗ )

 (13) 

onde 

 [𝜉𝐿 , 𝜉𝑆, 𝜉𝑐] = [
𝑏𝐿 −

𝑉
𝛼𝐿

𝐾𝐿𝑏𝐿 − 𝐾𝑆𝑏𝑆
,

−𝑏𝑆 +
𝑉
𝛼𝑆

𝐾𝐿𝑏𝐿 − 𝐾𝑆𝑏𝑆
,

𝑏𝑐 −
𝑉
𝐷𝐿

𝑏𝑐 − (1 − 𝑘)
𝑉
𝐷𝐿

] (14) 

 𝑏𝐿 =
𝑉

2𝛼𝐿
+ √(

𝑉

2𝛼𝐿
)
2

+ 𝜔2 (15) 

 𝑏𝑆 =
𝑉

2𝛼𝑆
− √(

𝑉

2𝛼𝑆
)
2

+ 𝜔2 (16) 

 𝑏𝑐 =
𝑉

2𝐷𝐿
+ √(

𝑉

2𝐷𝐿
)
2

+ 𝜔2 (17) 

sendo que Γ =
𝑇𝑚

𝐿
𝛾 é o coeficiente de Gibbs-Thompson; 𝐺𝐿

𝑇 o gradiente de temperatura 

à frente do líquido na interface, 𝐺𝑆
𝑇 o gradiente de temperatura à frente do sólido na 

interface, 𝐺𝐿
𝑐 o gradiente do soluto no líquido à frente da interface e 𝑉 a velocidade de 

solidificação imposta. 

 Quando Ψ > 0, a perturbação inicial cresce e, quando Ψ < 0, essa perturbação 

decresce e a interface sem perturbações é estável. Seja no crescimento colunar ou 
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equiaxial, pode-se mostrar que o denominador da Eq. (13) é sempre positivo. 

Portanto, apenas uma análise do sinal do numerador já indica se a protuberância 

cresce ou decresce. Nesse caso, uma análise do sinal individual de cada um dos três 

termos presente no numerador indica que: 

• a energia interfacial favorece a estabilidade da interface sem perturbações; 

• gradientes de temperatura positivos no sólido e no líquido também estabilizam 

a interface sem perturbações; 

• gradientes de concentração de soluto no líquido, que são quase sempre 

negativos, auxiliam no crescimento das perturbações. 

Coriell e Sekerka (1976) estenderam o modelo proposto por Mullins e Sekerka  

(1964) e consideraram que a energia interfacial, 𝛾, é anisotrópica e que o super-

resfriamento cinético, ∆𝑇𝑘, não é desprezível e pode sofrer efeitos de anisotropia, 

equivalente à presença de um coeficiente cinético anisotrópico. A interface sólido-

líquido foi descrita em um domínio tridimensional por 𝑍𝑖 = 𝑍𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡), onde 𝑥 e 𝑦 são 

dois eixos paralelos à interface sem perturbação e 𝑍𝑖 a coordenada da interface em 

um eixo perpendicular à interface sem perturbação. A velocidade 𝑉𝑛 foi assumida ser 

uma função (não necessariamente linear) do super-resfriamento cinético (∆𝑇𝑘), da 

concentração do líquido junto à interface (𝑐𝑙
∗) e da orientação (anisotropia) e curvatura 

locais da interface, definidas a partir das derivadas 
𝜕𝑍𝑖

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑍𝑖

𝜕𝑦
, 

𝜕2𝑍𝑖

𝜕𝑥2 , 
𝜕2𝑍𝑖

𝜕𝑥𝜕𝑦
 e 

𝜕2𝑍𝑖

𝜕𝑦2 . Logo, é 

possível incluir anisotropias de crescimento equivalentes às adotadas para o 

coeficiente cinético e considerar variações de energia interfacial e super-resfriamentos 

cinéticos que existem conforme a orientação local da interface muda ao longo de uma 

perturbação. Como as perturbações são consideradas infinitesimais, todas as 

variações causadas pelas pequenas alterações de orientação foram calculadas por 

aproximações lineares. 

O modelo de Coriell e Sekerka (1976) foi simplificado no Apêndice A para as 

seguintes condições, semelhantes às do modelo proposto por Mullins e Sekerka 

(1964): domínio bidimensional e difusividade de soluto no sólido muito menor que a 

do líquido (𝐷𝑠 ≪ 𝐷𝑙). A equação resultante, que pode ser comparada com a Eq. (13), 

está apresentada a seguir 
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Ψ

=
−

𝑇𝑚

𝐿
(𝛾(𝜃) +

𝑑2𝛾(𝜃)
𝑑𝜃2 )𝜔2 −

1
2

(𝐺𝑆
𝑇 + 𝐺𝐿

𝑇) + 𝐺𝐿
𝐶 [𝑚𝑙 +

𝜇𝑐

𝜇𝑇
] 𝜉𝑐 − 𝜔2 (

𝜇𝑥𝑥

𝜇𝑇
) + 𝑖𝜔 (

𝜇𝑥

𝜇𝑇
)

1
𝑉

{
(𝐺𝑆

𝑇 + 𝐺𝐿
𝑇)

2𝜔 [1 +
(𝐾𝑆 + 𝐾𝐿)𝜔

𝐿𝜇𝑇
] +

2𝐺𝐿
𝐶 [𝑚𝑙 +

𝜇𝑐

𝜇𝑇
]

[𝑏𝑐 − (1 − 𝑘)
𝑉
𝐷𝐿

]
 }

 (18) 

onde 𝜇𝑐 =
𝜕𝑉𝑛

𝜕𝑐𝑙
∗ indica as alterações na etapa cinética causadas por pequenas variações 

de concentrações de soluto no líquido adjacente à interface; 𝜇𝑥 =
𝜕𝑉𝑛

𝜕(
𝜕𝑍𝑖
𝜕𝑥

)
 permite incluir 

a anisotropia de crescimento, pois 
𝜕𝑍𝑖

𝜕𝑥
 define a orientação local da interface em um 

domínio bidimensional; 𝜇𝑥𝑥 =
𝜕𝑉𝑛

𝜕(
𝜕2𝑍𝑖
𝜕𝑥2 )

 indica possíveis variações causadas na etapa 

cinética causada por alterações locais de curvatura e 𝜇𝑇 =
𝜕𝑉𝑛

𝜕∆𝑇𝑘
 indica as alterações 

de velocidade para pequenas variações em relação ao super-resfriamento cinético 

existente na interface sem perturbação. Note que, se 𝑉𝑛 depende linearmente de ∆𝑇𝑘 

como previsto pelos modelos de crescimento contínuo ou lateral (item 3.2), então 𝜇𝑇 =

𝜇. Quando se considera as variações do coeficiente cinético resultantes apenas da 

anisotropia, como no caso do presente trabalho, tem-se 𝜇𝑐 = 𝜇𝑥𝑥 = 0. No caso da 

dependência linear (𝜇 = 𝜇𝑇) e sem efeitos de concentração, curvatura ou anisotropia 

na etapa cinética (𝜇𝑐 = 𝜇𝑥 = 𝜇𝑥𝑥 = 0), um super-resfriamento cinético não desprezível 

(valores de 𝜇 relativamente pequenos), calculado por 𝑉𝑛 = 𝜇∆𝑇𝑘 não parece 

determinar se eventuais perturbações devem crescer ou não, mas diminuiriam a 

velocidade de crescimento ou decréscimo. 

Em caso da existência de anisotropia na energia interfacial na forma 

apresentada pela equação abaixo 

 𝛾(𝜃) = 𝛾𝑜(1 + 𝑠𝛾 cos 4𝜃) (19) 

onde 𝑠𝛾 é a intensidade de anisotropia da energia interfacial, 𝜃 a orientação da 

interface e 𝛾𝑜 a energia interfacial média, a rigidez interfacial é dada por 

 𝛾(𝜃) +
𝜕2𝛾

𝜕𝜃2
= 𝛾𝑜(1 − 15𝑠𝛾 cos 4𝜃) (20) 

e pode apresentar uma ordem de grandeza maior de anisotropia do que a energia 

interfacial 𝛾(𝜃). A Eq. (18) mostra que, na presença de anisotropia da energia 
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interfacial, há elevada modificação da contribuição estabilizadora do coeficiente de 

Gibbs-Thompson. 

Norris et al. (2008) desenvolveu um equacionamento para determinar as 

condições de estabilidade de interfaces facetadas durante o crescimento colunar. 

Foram consideradas condições denominadas de “frozen temperature approximation” 

(FTA) (LANGER, 1980), que significam: difusividades térmicas entre sólido e líquido 

iguais e condução de calor muito maior que a difusão de soluto; desprezando-se ainda 

a liberação de calor latente de solidificação. Além disso, foi considerado que a 

difusividade de soluto no sólido é desprezível em comparação à no líquido. 

Considerando as condições de crescimento nulo das protuberâncias (condição crítica 

de estabilidade), foi encontrada a seguinte equação, 

 Λ−1 = 1 − (𝛾(𝜃) + 𝛾′′(𝜃))Γ𝜔2 − 𝑣𝜔4 +
𝑘

1
2 [1 + √1 + 4𝜔2] − (1 − 𝑘)

 (21) 

onde 𝑣 é a energia adimensional associada a um contorno e é assumido muito 

pequeno e Λ é o número morfológico (NORRIS et al., 2008) e representa a razão do 

gradiente de temperatura e o constitucional do sistema: quando Λ−1 > 0, a interface é 

estável, caso contrário, instável. A equação acima mostra que, nas condições 

estudadas pelo autor, um super-resfriamento cinético não desprezível não tem efeito 

sobre a estabilidade de uma interface facetada na presença de perturbações 

eventuais, o que parece concordar com o modelo de Coriell e Sekerka (1976). 

Segundo Norris et al. (2008), a anisotropia da energia interfacial e do coeficiente 

cinético diminuem a estabilidade da interface a eventuais perturbações (NORRIS et 

al., 2008). O coeficiente de Gibbs-Thompson na equação (21), Γ, está multiplicado 

pela rigidez da energia interfacial (Eq. (20)), que reduz drasticamente o efeito 

estabilizante da energia interfacial, mesmo que não altere o sinal. Em especial, assim 

que a anisotropia da energia interfacial for elevada ao ponto de tornar negativa a 

rigidez interfacial, a energia interfacial desestabiliza a interface sem perturbações 

(NORRIS et al., 2008). 

A partir de um método de expansão de variáveis, Ming-Wen et al.(2009) 

observaram no crescimento colunar que o aumento da anisotropia da energia 

interfacial reduz a estabilidade da interface sem perturbações. A partir de simulações 

com um modelo de campo de fases, Miller et al. (2014) observaram que, se uma 
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perturbação está crescendo na direção cristalográfica preferencial e a rigidez for 

negativa nessa orientação, as perturbações crescem mais rapidamente, portanto, 

dando suporte à observação de Norris et al. (2008). 

Mullins e Sekerka conduziram uma análise de estabilidade específica para a 

solidificação equiaxial de um sólido esférico em um líquido super-resfriado (MULLINS; 

SEKERKA, 1963). Notaram que existe um raio limite abaixo do qual as eventuais 

perturbações decrescem e acima do qual elas crescem. Esse raio limite pode ser 

calculado por 

 𝑅𝑆𝑇𝐵 =
1

2
(𝜔𝑙 + 2)𝑅𝑐 (22) 

onde 𝑙 número de onda da perturbação, como exemplo, se a perturbação possuir 

formato senoidal então 𝑅(𝜃, 𝑡) = 𝐴(𝑡) sin(𝜔𝜃) e 𝜔𝑙 =
𝐾𝑆

𝐾𝐿
𝜔(𝜔 + 2) + (𝜔 + 1)(𝜔 + 2). O 

raio crítico de nucleação (𝑅𝑐) pode ser calculado em um metal puro por (GLICKSMAN, 

MARTIN EDEN, 2011): 

 𝑅𝑐 =
2Γ

∆𝑇
 (23) 

onde ∆𝑇 = (𝑇𝑚 − 𝑇). A análise desse raio limite foi estendida para considerar também 

a existência de um super-resfriamento cinético não desprezível (CHEN, MING WEN 

et al., 2013; CHEN, MINGWEN; WANG; XU, 2008), encontrando-se a seguinte 

equação 

 RSTB =
1

4
(𝜔𝑙 + 2)𝑅𝑐 [1 + √1 + 8

𝜔𝑙

(𝜔𝑙 + 2)2

𝐾𝐿

𝐿𝑅𝑛𝑢𝑐𝑙
𝑐

1

𝜇
] (24) 

A equação mostra que uma diminuição do coeficiente cinético, 𝜇, que implica em um 

aumento do super-resfriamento cinético, aumenta a estabilidade da interface sem 

perturbações (esférica). Note que essa equação se reduz à Eq. (22) quando 𝜇−1 = 0, 

ou seja, no caso de super-resfriamento cinético desprezível (equilíbrio termodinâmico 

local). Um mesmo tipo de comportamento do raio limite frente ao coeficiente cinético 

foi observado por Colin e Vorhees (2016) no caso de um sistema ternário.  

 No entanto, a solução proposta por Chen et al. (2008) não é aplicável ao 

domínio bidimensional por considerar o crescimento de uma esfera. Uma situação 

mais próxima ao domínio bidimensional é o crescimento de geometrias cilíndricas. Há 
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alguns modelos disponíveis para se determinar o crescimento de instabilidades neste 

tipo de geometria, mas estão em geral limitadas à condição de baixos super-

resfriamentos (CORIELL, S.R. R.; HARDY; SEKERKA, 1971; DEBROY; SEKERKA, 

1996; MARTIOUCHEV; SELEZNEV; KUZNETSOVA, 2000; MARTYUSHEV; 

SEREBRENNIKOV, 2006). Esta condição é necessária para que seja possível o uso 

da solução da posição da interface na forma de 𝑅 = 𝐴𝜆√𝑡, onde 𝐴𝜆 é uma constante 

(CARSLAW; JAEGER, 1959). Nos trabalhos de Wang e Chen (1980) foi então 

desenvolvido um modelo para a determinação do raio R onde ocorre o crescimento 

de instabilidades ocorre quando, 

 

(𝜔2 − 2)
𝑉𝑑𝑜

𝛼

𝑅

𝑅𝑐
 +

𝛼𝑐𝑝

𝜇𝐿𝑑𝑜
2
(
𝑅

𝑅𝑐
)
3 𝑑𝑉

𝑑𝑡
+ 𝜔(1 − 𝜔2)

+
𝑉𝑑𝑜

𝛼

𝑅

𝑅𝑐
(1 −

𝑅

𝑅𝑐
+ 𝑉

𝑐𝑝

𝜇𝐿

𝑅

𝑅𝑐
) (

𝑉𝑑𝑜

𝛼

𝑅

𝑅𝑐
− 𝜔 + 1) = 0 

(25) 

 

A eq. (25) é aplicada em crescimentos na presença de soluto e requer o 

conhecimento da velocidade de crescimento em função do tempo, V(t). Os autores a 

utilizaram nas condições de baixo super-resfriamento, possibilitando o uso da solução 

𝑅 = 𝐴𝜆√𝑡. A Tabela 1 apresenta um resumo das teorias de estabilidade discutidas, 

indicando os efeitos principais considerados. 

Tabela 1 – Teorias de estabilidade da interface sólido-líquido para o crescimento colunar (COL) ou 

equiaxial (EQ): critério do super-resfriamento constitucional (CSC) (TILLER, W.A et al., 1953); 
Mullins e Sekerka - Colunar (MSC) (MULLINS; SEKERKA, 1964); Coriell e Sekerka (CS) [29]; 
Norris et al. (Norris) (NORRIS et al., 2008); Mullins e Sekerka – equiaxial (MSEQ) (MULLINS; 

SEKERKA, 1963); Chen et al. (Chen) (CHEN, MINGWEN; WANG; XU, 2008); Wang e Chen 

(Wang) (WANG, MAW‐LING; CHEN, 1980). Os efeitos considerados ou não nas teorias são: 
transferência de calor (𝑇); transferência de soluto (𝑐); energia interfacial (𝛾); anisotropia da 
energia interfacial (𝛾(𝜃)); super-resfriamento cinético não desprezível (𝜇) e anisotropia no 

coeficiente cinético (𝜇(𝜃)). 

Autor Crescimento 𝑇 𝑐 𝛾 𝛾(𝜃) 𝜇 𝜇(𝜃) Eq. 

CSC COL X X - - - - (11) 

MSC COL X X X - - - (13) 

CS COL X X X X X X (18) 

Norris  COL X X X X X X (21) 

MSEQ EQ X X X - - - (22) 

Chen EQ - Esférico X X X - X - (24) 

Wang EQ-Cilindrico X X X - X - (25) 
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3.4 Crescimento dendrítico equiaxial 

 

Estruturas celulares de sólido podem ser formadas como um primeiro estágio 

após a desestabilização da interface sólido-líquido ao crescimento de perturbações 

eventuais. Essas estruturas possuem raio de curvatura relativamente elevado e 

crescem na direção paralela à do fluxo de calor, como mostrado na Figura 4(a) (KURZ, 

W.; FISHER, 1998). A partir do crescimento celular, como um estágio posterior de 

desenvolvimento das perturbações, podem-se formar dendritas. As dendritas crescem 

em direções cristalográficas preferenciais e apresentam ramificações, como mostrado 

na Figura 4(b) (KURZ, W.; FISHER, 1998). 

 

Figura 4 – Estrutura (a) celular e (b) dendrítica (b) durante crescimento (KURZ, W.; FISHER, 1998). 

Experimentos mostraram que a ponta dendrítica em crescimento pode atingir 

estado-estacionário. Nesse caso, a ponta possui um formato semelhante ao de um 

paraboloide de revolução (TRIVEDI; KURZ, 1994). Assumindo que este formato é a 

solução do crescimento estacionário da ponta dendrítica, foi possível estimar o 

produto entre a velocidade de crescimento (𝑉) e o raio da curvatura da ponta 

dendrítica (𝑅), presente no número de Peclet (𝑃𝑡 =
𝑉𝑅

2𝛼𝐿
), a partir do modelo proposto 

por Lipton, Kurz e Trivedi (LKT) (TRIVEDI; KURZ, 1994). O modelo permitiu o cálculo 

do super-resfriamento na ponta dendrítica a partir da equação abaixo (GALENKO; 

SOBOLEV, 1997; LIPTON; KURZ; TRIVEDI, 1987): 
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∆𝑇 = 𝑇𝑚 − 𝑇𝐼 =
𝐿

𝐶𝑝
𝐼𝑣(𝑃𝑡) + 2Γκ + (𝑚𝑙 − 𝑚𝑣)𝑐𝑜 +

𝑉𝑛

𝜇
+ 

+
𝑚𝑣𝑐𝑜(𝑘𝑣 − 1)𝐼𝑣(𝑃𝑐)

1 − (1 − 𝑘𝑣)𝐼𝑣(𝑃𝑐)
 

(26) 

sendo 

 
𝑚𝑣 =

1 − 𝑘𝑣 [1 − ln (
𝑘𝑣

𝑘
)]

1 − 𝑘
𝑚𝑙 

(27) 

 𝑘𝑣 =
𝑘 + 𝑉

𝑉𝐷
⁄

1 + 𝑉
𝑉𝐷

⁄
 (28) 

 𝑃𝑡 =
𝑉𝑅

2𝛼𝐿
 e 𝑃𝑐 = 𝑃𝑡𝐿𝑒 (29) 

onde 𝐼𝑣 é a função de Ivanstov; 𝑚𝑣 e 𝑘𝑣 são o coeficiente angular da linha liquidus e 

o coeficiente de partição de soluto ambos corrigidos para efeitos que surgem em 

velocidades de solidificação relativamente elevadas; 𝐿𝑒 = 𝛼𝐿/𝐷𝐿 é o número de Lewis, 

𝑉𝐷 a velocidade máxima de propagação de onda de soluto no líquido, 𝑃𝑡 e 𝑃𝑐 os 

números de Peclet térmico e de soluto, respectivamente. 

As equações acima permitem apenas o cálculo do produto 𝑉 ∙ 𝑅. Langer e 

Müller-Krumbhaar (1977) utilizaram o resultado da teoria da estabilidade de interfaces 

e propuseram uma nova equação que possibilita o cálculo de 𝑉 e 𝑅 individualmente, 

como apresentada abaixo (GALENKO; SOBOLEV, 1997): 

 
𝜅 =

1

𝑅
=

𝜎∗

Γ
[
𝐿

𝐶𝑝
𝑃𝑡𝜉𝑡 +

2𝑚𝑣𝑐𝑜(𝑘𝑣 − 1)𝑃𝑐𝜉𝑝𝑐

[1 − (1 − 𝑘𝑣)𝐼𝑣(𝑃𝑐)]
] 

 

(30) 

onde 𝜎∗ é uma constante, definida como constante de estabilidade do modelo 

(TRIVEDI; KURZ, 1994) e as variáveis, 

 [𝜉𝑡, 𝜉𝑝𝑐] =

[
 
 
 
 
 

1 −
1

√1 +
1

𝜎∗ 𝑃𝑡
2

, 1 +
2𝑘𝑣

1 − 2𝑘𝑣 − √1 +
1

𝜎∗(𝑃𝑡𝐿𝑒)2

]
 
 
 
 
 

 (31) 

Anisotropias relativamente pequenas da energia interfacial ou do coeficiente 

cinético são necessárias para a estabilização do formato da ponta dendrítica 

(BRENER; MEL’NIKOV, 1991). No modelo LKT o coeficiente 𝜎∗ é constante, mas se 
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sabe que seu valor depende da anisotropia da interface. Assumindo este coeficiente 

como variável, foi desenvolvido o modelo de “microsolvability” (BRENER, 1990; 

BRENER; MEL’NIKOV, 1991). Este modelo considera uma pequena anisotropia na 

energia interfacial e no coeficiente cinético, permitindo a determinação da velocidade 

e raio de curvatura na ponta dendrítica. O modelo de “microsolvability” envolve a 

resolução de uma equação integro-diferencial em domínio tridimensional dada por 

uma função de Green (BRENER; MEL’NIKOV, 1991; KARMA; RAPPEL, 1998; 

MEIRON, 1986; NASH; GLICKSMAN, 1974; TOROPOVA et al., 2022), como 

apresentado abaixo 

 

∆𝑇
𝐶𝑝

𝐿
+ 𝑑𝑜(𝒏) 𝜅 −

𝐶𝑝

𝜇(𝒏)𝐿
𝑉

= ∫
𝑑𝑥′

2𝜋𝑏
exp [

𝑦(𝑥′) − 𝑦(𝑥)

𝑏
]

+∞

−∞

𝐾𝑜 [
√(𝑥 − 𝑥′)2 + [𝑧(𝑥) − 𝑧(𝑥′)]2

𝑏
] 

(32) 

onde 𝐾𝑜 é a função de Bessel modificada de ordem zero (MEIRON, 1986), 𝑏 = 2𝛼𝐿/𝑉 

é o comprimento de difusão térmica, 𝑥 e 𝑦 são as coordenadas da posição da 

interface; 𝒏 é o vetor unitário e normal à interface e 𝑉 é a velocidade da ponta 

dendrítica. A equação acima permitiu a obtenção de resultados que foram utilizados 

para validações (“benchmark”) importantes do modelo do campo de fases aplicado ao 

crescimento dendrítico (JOKISAARI et al., 2017; KARMA; RAPPEL, 1998; NESTLER; 

DANILOV; GALENKO, 2005). 

 

3.5 Propriedades interfaciais anisotrópicas 

 

Anisotropias suficientemente elevadas das propriedades dos materiais podem 

afetar significativamente a estabilidade de interfaces a eventuais perturbações. Esta 

interface pode ser, por exemplo, plana ou mesmo aquela na ponta de um braço 

dendrítico. Portanto, no estudo dos efeitos dessas anisotropias, o emprego de 

intensidades de anisotropias, energias interfaciais e coeficientes cinéticos que estejam 

na faixa dos valores observados experimentalmente é importante para a utilidade da 

análise. 
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Há alguns métodos disponíveis na literatura para se medir ou estimar a energia 

interfacial por unidade de área e o coeficiente cinético de crescimento. No caso da 

energia interfacial, sua anisotropia pode ser estimada experimentalmente através de 

sulcos presentes no encontro entre dois grãos (“grooves”) e o líquido em 

microestruturas eutéticas RI(GÜNDÜZ; HUNT, 1985) ou materiais translúcidos (ATA 

et al., 2016; WILEN; DASH, 1995).  

Modelos numéricos, como o de dinâmica molecular, possibilitam o cálculo da 

energia interfacial e sua anisotropia. Há dois principais métodos que utilizam a 

dinâmica molecular para o cálculo da energia interfacial: o “cleaving wall method” 

(CWM) (DAVIDCHACK; LAIRD, 2000) e o “capillary fluctuation method” (CFM) (SUN; 

ASTA; HOYT, 2004). No primeiro método (CWM), a energia livre da interface é 

calculada como o trabalho reversível necessário (por unidade de área) para a 

deformação de uma interface sólido-líquido. No segundo método (CFM) (HOYT; 

ASTA; KARMA, 2001), a anisotropia da energia interfacial é calculada a partir da 

rigidez interfacial. No caso de uma anisotropia octaédrica, a função de anisotropia da 

energia interfacial e a rigidez possuem, respectivamente, a forma das equações (19) 

e (20). O termo de anisotropia na função de rigidez torna-se −15𝑠𝛾, que é uma ordem 

de grandeza maior que o da função amplitude original. 

As intensidades de anisotropia (𝑠𝛾) para alguns materiais obtidas 

experimentalmente ou calculadas pelo método da dinâmica molecular estão 

apresentadas na Tabela 2. 
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Tabela 2 – Energia interfacial por unidade de área para diferentes materiais e orientações cristalinas 
obtida experimentalmente (EXP), pelo método da dinâmica molecular (MD) ou teoria clássica de 

nucleação (TCN).  

Material 𝛾<100> 𝛾<110> 𝛾<100>
𝛾<110>

⁄  Método Referência 

Si 0.42 0.35 1.20 MD (APTE; ZENG, 2008) 

Si 0.387 0.395 0,98 TCN (WU, L.K. et al., 2016) 

SCN* 7.04e-3  6.98e-3 1.008 MD (FENG; LAIRD, 2006) 

SCN* 1.04e-2 1.03e-2 1.006 EXP (WANG, LILIN et al., 2013) 

Fe ccc 0.207 0.205 1.01 MD (SUN; ASTA; HOYT, 2004) 

Fe cfc 0.334 0.316 1.06 MD (SUN; ASTA; HOYT, 2004) 

Ni 0.329 0.318 1.037 MD (HOYT; ASTA; KARMA, 2001) 

Al 0.10 0.098 1.018 MD (WU, LINGKANG et al., 

2015) 

PVA** 2.80e-3 2.53e-3 1.11 EXP (BAYENDER et al., 1998) 

PVA** 6e-3 5.74e-3 1.044 EXP (WANG, LILIN et al., 2013) 

*Succionitrila; ** Ácido Piválico. 

A maior parte dos métodos numéricos ou experimentais utilizados para 

determinar o coeficiente cinético, 𝜇, baseia-se no acompanhamento da posição da 

interface em função do tempo e obtenção do super-resfriamento cinético resultante 

nessa interface. O valor de 𝜇 é a inclinação (aproximação linear) da curva de 

velocidade em função do super-resfriamento cinético. No caso da dinâmica molecular, 

três principais métodos foram empregados para o cálculo do 𝜇: “forced velocity 

simulations”, “free solidification methods” e “random walk techniques”  V(HOYT; ASTA; 

KARMA, 2002). 

No método “forced velocity simulations”, uma fina camada de átomos localizada 

na interface é mantida a uma temperatura constante e todos os átomos do domínio 

são deslocados a uma velocidade constante. A posição da interface é determinada e 

a temperatura obtida (BROUGHTON; GILMER; JACKSON, 1982). No método “free 

solidification method”, um pequeno núcleo sólido é posicionado em um líquido na 

temperatura de equilíbrio. O líquido é então rapidamente resfriado e o sólido inicia seu 

crescimento (TYMCZAK; RAY, 1990). No método “fluctuation technique” a interface 

sólido-líquido é mantida estática em um domínio de volume constante. Alguns átomos 

podem transitar entre o sólido e o líquido, gerando uma mudança da pressão (devido 

às diferenças na densidade), que rapidamente favorece o retorno à condição de 

equilíbrio, ou seja, retorno da interface à sua posição inicial. A diferença no potencial 
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químico entre o líquido e o sólido devido a esta movimentação permite extrair o 

comportamento da velocidade em função da temperatura (BRIELS; TEPPER, 1997). 

Este método é eficiente para simulações na temperatura de equilíbrio (HOYT; ASTA; 

KARMA, 2002). Os coeficientes cinéticos obtidos experimentalmente ou calculados a 

partir do método da dinâmica molecular em diferentes orientações para diversos 

materiais estão dispostos na Tabela 3 e as propriedades utilizadas para o cálculo do 

coeficiente cinético adimensional na forma 𝛽𝑜
∗ =

𝛼

𝑑𝑜

𝐶𝑝

𝐿𝜇𝑜
 estão indicadas na Tabela 4. 
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Tabela 3 – Coeficientes cinéticos (𝜇) para diferentes materiais em algumas orientações cristalinas 
obtidos experimentalmente (EXP) ou calculados por dinâmica molecular (MD) ou pelo método de 

Monte Carlo (MC). 

Material 

𝜇 (ms-1K-1) 𝜇<100>

𝜇<110>
 

𝑎𝑘

= log2

𝜇<10>

𝜇<11>
 

Método 𝛽𝑜
∗ Referência 

<100> <110> 

forsterito- 

côndrulo 
4.00𝑥10−2 - - EXP 157 (MIURA et al., 2010) 

Si 0.12 2.51 𝑥10−3* 6. 6̅ 2.73 MD 1378 (BUTA; ASTA; HOYT, 2007) 

Si 0.12 1.31 𝑥10−3* 91.6 6.52 MC 1378 (BEATTY; JACKSON, 2000) 

Si 0.4 - - EXP 413 
(NAGASHIO; 

KURIBAYASHI, 2005) 

Si 0.031 0.029 1.06 0.084 MD 5334 (ZHOU et al., 2016) 

Ni 2.00 - - EXP 37 
(CORIELL, S. R.; 

TURNBULL, 1982) 

Ni 1.60 - - EXP 46 
(WILLNECKER; HERLACH; 

FEUERBACHER, 1989) 

Ni 0.45 0.32 1.4 0.49 MD 165 (HOYT et al., 1999) 

Pb 0.33 - - EXP  (RODWAY; HUNT, 1991) 

Cu 0.46 0.27 1.7 0.77 MD  (HOYT et al., 1999) 

Cu 0.193 0.131 1.47 0.56 MD   (DEB NATH et al., 2017) 

Fe 0.33 0.25 1.32 0.40 MD 138 (SUN; ASTA; HOYT, 2004) 

Fe 0.305 0.257 1.2 0.26 MD 149 (SHIBUTA, 2019) 

Au 0.231 0.155 1.49 0.58 MD  
(CELESTINI; DEBIERRE, 

2002) 

Al 0.433 0.283 1.53 0.61 MD 837 (DEB NATH et al., 2017) 

*coeficiente cinético normal à interface estimado pela equação 2 no artigo de Miller 

(2011). 
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Tabela 4 – Propriedades consideradas para calcular o coeficiente cinético adimensional 𝛽𝑜
∗ dos 

materiais indicados na Tabela 3. 

Material 𝛼𝐿[10−5𝑚2𝑠−1] 𝛾𝑜[𝐽 𝑚
−2] 𝑇𝑚[𝐾] 𝐶𝑝[106𝐽𝑚−3𝐾−1] 𝐿[106𝐽𝑚−3] 

Ni 1.60a 0.324b 1726a 5.52a 2602a 

Si 2.33c 0.385d 1687c 2.48c 4610c 

Pb 0.88a  600.6a 1.78a 271.1a 

Al 3.23a 0.10e 933.5a 2.92a 1048a 

Cu 3.73a  1358a 4.44a 1836a 

Fe 1.25a 0.325h 1809a 6.26a 2142a 

SNC 0.00116f 0.00701g 331.4f 0.002f 0.046f 

Au 3.63a  1336a 2.88a 1252a 

a (BRANDES; BROOK, 1992); b (HOYT; ASTA; KARMA, 2001); c (MILLS; 

COURTNEY, 2000); d (APTE; ZENG, 2008); e (WU, LINGKANG et al., 2015); f 

E(GLICKSMAN, M. E.; SCHAEFER; AYERS, 1976); g (FENG; LAIRD, 2006); h(SUN; 

ASTA; HOYT, 2004). 

 

3.6 Método do campo de fases 

 

O método do campo de fases (“phase-field method”) pode ser considerado como 

uma técnica alternativa de resolução das equações do modelo clássico de 

solidificação. Esse método, que tem uma característica de domínio único, considera a 

interface sólido-líquido como uma região difusa, facilitando a sua aplicação ao 

crescimento de fases sólidas com formatos complexos em domínios bi ou 

tridimensionais (ALLEN; CAHN, 1979). Nesse método, define-se uma a variável 

denominada de variável de fase, 𝜙, que é definida de forma que os seus limites 

superior e inferior representem o interior das fases e seus valores intermediários, a 

região da interface. Este modelo pode ser empregado em diversos tipos de 

solidificação (CHEN, LONG-QING, 2002; SINGER-LOGINOVA; SINGER, 2008), mas 

no presente trabalho sua capacidade de prever a solidificação de uma substância pura 

com anisotropias da energia da interface entre o sólido e líquido e da etapa cinética 

de anexação de átomos nessa interface será avaliada. 

A aplicação do método do campo de fases exige inicialmente a definição de um 

funcional que representa a energia livre total (𝐹) do domínio. No caso de uma 

substância pura, esse funcional possui como variáveis o campo da variável de fase, o 
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campo de temperaturas e alguns coeficientes e propriedades do material analisado, 

como mostrado abaixo (PROVATAS; ELDER, 2010) 

 𝐹 = ∫ 𝑑𝑉𝑜𝑙 [
(휀𝑜𝜂𝛾)

2

2
|∇𝜙|2 − 𝐿

𝑇𝑚 − 𝑇

𝑇𝑚
𝑝(𝜙) + 𝑊𝑔(𝜙)]

𝑉

 (33) 

onde o primeiro termo ao lado direito representa a energia gradiente, resultante da 

existência de um gradiente de estrutura na passagem do sólido para o líquido, e o 

segundo e terceiro termos representam a energia livre da fase (sólida ou líquida) em 

relação à energia na temperatura de equilíbrio (𝑇𝑚). O coeficiente da energia gradiente 

é definido como 휀 = 휀𝑜𝜂𝛾, onde 휀𝑜 é o valor médio e 𝜂𝛾 define a variação causada pela 

anisotropia da energia interfacial. A função 𝑔 = 𝑔(𝜙) é uma função de interpolação 

que introduz uma barreira de energia livre na região de transição do sólido para líquido 

(interface difusa); W é a altura dessa barreira e 𝑝 = 𝑝(𝜙) é uma outra função para 

interpolar entre as energias do sólido e do líquido através da interface. A função 𝜂𝛾 

permite introduzir a anisotropia na energia interfacial, sendo frequentemente definida 

como (PROVATAS; ELDER, 2010) 

 𝜂𝛾 = 1 + 𝑠𝛾 cos[𝑗(𝜃 − 𝜃𝛾)] (34) 

onde 𝜃 é a orientação da interface difusa, 𝜃𝛾 um ângulo de orientação de referência 

definido em relação a um eixo de referência, j é o modo de anisotropia e 𝑠𝛾 a 

intensidade de anisotropia. 

A taxa de variação temporal da variável de fase foi postulada como sendo (ALLEN; 

CAHN, 1979) 

 
1

𝑀

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −

𝛿𝐹

𝛿𝜙
 (35) 

onde 
𝛿𝐹

𝛿𝜙
 é a derivada variacional do funcional de energia livre em relação ao campo 

de variável de fase; 𝑀 é a mobilidade, que também pode ser anisotrópica, sendo então 

expressa em função da orientação da interface difusa (𝜃), permitindo introduzir 

anisotropias na etapa cinética de anexação de átomos à interface, ou seja, permitindo 

introduzir um coeficiente cinético 𝜇 anisotrópico. A partir da equação acima, é possível 

obter a equação diferencial para cálculo da evolução do campo da variável de fase, 

dada por (PROVATAS; ELDER, 2010) 
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1

𝑀

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 휀𝑜

2∇𝑎
2𝜙 + 𝐿

𝑇𝑚 − 𝑇

𝑇𝑚

𝑑𝑝

𝑑𝜙
− 𝑊

𝑑𝑔

𝑑𝜙
 (36) 

No caso de um domínio bidimensional, o termo ∇𝑎
2𝜙 pode ser escrito em coordenadas 

retangulares como (KOBAYASHI, 1993) 

 ∇𝑎
2𝜙 = ∇ ∙ (𝜂𝛾

2∇𝜙) −
𝜕

𝜕𝑥
(𝜂𝛾𝜂𝛾

′
𝜕𝜙

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜂𝛾𝜂𝛾

′
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) (37) 

onde 𝜃 é a orientação da interface difusa e 𝜂′ =
𝑑𝜂

𝑑𝜃
. 

 A técnica da análise assintótica, que é uma técnica analítica, foi aplicada para 

se relacionar os parâmetros do modelo de campo de fases 𝑀, 휀 e 𝑊 com as 

propriedades presentes nas equações do modelo clássico e também para verificar a 

convergência das equações do modelo de campo de fases às equações do modelo 

clássico quando a espessura da interface difusa tende a zero (KOBAYASHI, 1993; 

MCFADDEN et al., 1993; WANG, S.-L. et al., 1993). Pode-se também verificar 

numericamente essa convergência comparando-se os resultados do modelo de 

campo de fases obtidos pela resolução numérica de suas equações aos resultados 

do modelo clássico para espessuras cada vez menores da interface difusa. Quando 

os resultados do modelo de campo de fases estão suficientemente próximos aos do 

modelo clássico, o modelo de campo de fases é denominado quantitativo. 

 Modelos do campo de fases que necessitam de uma espessura de interface 

difusa muito menor que o comprimento de difusão térmica para convergirem ao 

modelo clássico e, portanto, serem considerados quantitativos, exigem mais recursos 

computacionais para serem utilizados. O modelo de “interface fina” (“thin-interface”) 

foi um importante desenvolvimento que aumentou as espessuras de interfaces difusas 

necessárias para tornar o modelo quantitativo. Segundo a análise assintótica realizada 

para desenvolver o modelo de “interface fina”, a seguinte convergência entre os 

parâmetros do modelo de campo de fases e do modelo clássico foi observada à 

medida que a espessura da interface difusa é reduzida (KARMA; RAPPEL, 1998), 

 𝑎1휀𝑜√𝑊 → 𝛾 (38) 

 
𝑎1𝑇𝑚𝐶𝑝√𝑊

𝑀𝐿2휀𝑜
− 𝑎1𝑎2

휀𝑜

√𝑊𝛼𝐿

→
𝐶𝑝

𝐿𝜇
 (39) 

onde 𝑎1 e 𝑎2 são constantes do modelo. Na análise assintótica assumiu-se que a 

interface fina é finita em comparação à escala de difusão de calor, em lugar de assumir 
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que a espessura da interface deva tender a zero, como considerado nos modelos 

anteriores. Desta forma, há uma variação de temperatura através da interface e 

espessuras da ordem do comprimento da difusão de calor podem existir. Utilizando 

essas espessuras foi possível realizar simulações quantitativas em maiores domínios 

bi e tridimensionais. Outra vantagem do modelo proposto por estes autores é a 

independência das anisotropias, que inicialmente foi uma limitação dos modelos 

propostos por Wheeler (MULLIS, 2004), e a possibilidade de simulações em equilíbrio 

local, ou seja, 𝜇 → +∞. 

Diferentes equações foram construídas pelo método do campo de fases a partir 

das Eqs. (36) e (37) para calcular o campo da variável de fase em diversos tipos de 

solidificação, incluindo os casos nos quais há anisotropias suficientemente elevadas 

que levam à formação de facetas nas interfaces sólido-líquido. Nesses casos, o 

método do campo de fases foi modificado para permitir maiores intensidades de 

anisotropia, 𝑠𝛾, porque essas geram orientações interfaciais que são instáveis no 

formato de equilíbrio (formato de Wulff). Nestas orientações instáveis, chamadas de 

orientações “proibidas”, uma curvatura côncava em direção ao sólido causaria um 

aumento da temperatura de equilíbrio, o que está em desacordo com a termodinâmica 

(EINSTEIN, 2014). Algumas alternativas para solução deste problema foram 

propostas (EGGLESTON; MCFADDEN; VOORHEES, 2001; GONZÁLEZ-CINCA et 

al., 1996; LIN, H.K. K.; CHEN; LAN, 2013), mas para a função de anisotropia escolhida 

neste trabalho, a regularização proposta por Eggleston et al. (2001) é a mais 

frequentemente adotada na literatura. O processo de regularização garante que a 

rigidez interfacial é sempre positiva, como exige a termodinâmica, ou seja 

 𝛾(𝜃) +
𝜕2𝛾(𝜃)

𝜕𝜃2
≥ 0 (40) 

A regularização foi aplicada a um tipo de método de campo de fases chamado de 

conservativo (EGGLESTON; MCFADDEN; VOORHEES, 2001) e utilizado para 

simular tanto o crescimento de interfaces facetadas (GONZÁLEZ-CINCA et al., 1996; 

LIN, H. K.; CHEN; LAN, 2014; LIN, H.K. K.; CHEN; LAN, 2014; YAMANAKA; TAKAKI; 

TOMITA, 2006) como diversas outras situações (CAHN, J. W.; CARTER, 1996). 

A anisotropia da cinética interfacial, geralmente definida pelo coeficiente cinético 

𝜇, deve também ser considerada para simular a solidificação com interfaces 

facetadas. Há algumas funções que podem ser utilizadas para introduzir este tipo de 
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anisotropia considerando-se diferentes direções preferenciais de crescimento 

(MILLER et al., 2008; UEHARA; SEKERKA, 2003). A consideração desses dois tipos 

de anisotropias, ou seja, a anisotropia da energia da interface sólido-líquido e do 

coeficiente cinético de crescimento, representa a principal diferença entre os modelos 

de campo de fases utilizados para simular a solidificação de estruturas de sólido 

facetadas dos modelos para estruturas não-facetadas. Alguns resultados obtidos pelo 

método do campo de fases para simular a solidificação facetada serão apresentados 

a seguir. 

Wang e Sekerka (1996) implementaram um modelo de campo de fases com 

interface aguda (WANG, S.-L. et al., 1993) com intuito de verificar os efeitos de baixas 

anisotropias da energia interfacial e coeficiente cinético sobre parâmetros relevantes 

ao crescimento dendrítico, como velocidade e raio de ponta. Foi verificado que o 

número de Peclet, 𝑃𝑡 = 𝑉𝑅/2𝛼𝐿, variou com as intensidades de anisotropia do 

coeficiente cinético e da energia interfacial. Além disso, foram elaboradas equações 

de correlações da velocidade em função do super-resfriamento, anisotropia da energia 

interfacial e coeficiente cinético. 

González-Cinca et al. (1996) incorporaram na aproximação de interface difusa 

“fina” (MCFADDEN et al., 1993) um modelo de campo de fases para solidificação com 

interfaces facetadas e utilizaram uma regularização numérica da função de anisotropia 

da energia interfacial. Os autores (GONZÁLEZ-CINCA et al., 1996) realizaram 

simulações de solidificações equiaxiais com coeficiente cinético constante 

(isotrópico), porém com uma anisotropia da energia interfacial que fosse semelhante 

às observadas para duas substâncias orgânicas com experimentos disponíveis em 

literatura. As funções de anisotropia consideradas para cada substância considerada 

pelos autores estão representadas na eq. (41), para a substância I (𝜂𝛾
𝐼 (𝜃)) e 

substância II (𝜂𝛾
𝐼𝐼(𝜃))). Foi concluído que o super-resfriamento adotado inicialmente na 

simulação deve ser maior que os observados nos experimentos para que as 

morfologias calculadas se aproximem das experimentais, assim como mostrado na 

Figura 5. Apenas resultados qualitativos de morfologias da fase sólida foram 

mostrados. 

 
𝜂𝛾

𝐼 (𝜃) = 1 − 0,353𝜃2 + 0,008𝜃4 

𝜂𝛾
𝐼𝐼(𝜃) = 1 − 0,445𝜃2 + 0,026𝜃4 

(41) 
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                                  (a)                                                              (b) 

Figura 5 – Resultados observados por González-Cinca et al. para substância II: (a) observações 
experimentais da posição da interface em um crescimento equiaxial em super-resfriamento de ∆=
−0.086 nos tempos t=0.5s, 0.9s, 1.3s e 1.8s; (b) resultados observados no modelo de campo de 

fases, com curvas de nível em 𝜙 = 0, para um quarto do domínio e super-resfriamento ∆= −0.5 nos 

tempos adimensionalizados t*=0.104, 0.182, 0.206, com anisotropia 𝜂𝛾
𝐼𝐼 indicada na eq. (41). 

 

Kasajima et al. (2003) incorporou na aproximação de interface difusa “fina” 

(KARMA; RAPPEL, 1998) a regularização da anisotropia da energia interfacial com 

coeficiente cinético isotrópico para simular o crescimento equiaxial com interfaces 

facetadas em diversos super-resfriamentos. Eles (KASAJIMA et al., 2003) observaram 

que, com a aplicação de elevadas anisotropias e super-resfriamentos cinéticos, 

formatos qualitativamente próximos aos de crescimento dendrítico facetado são 

alcançados, além de semelhante morfologia aos crescimentos não-facetados, como 

exemplificado na Figura 6. 
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Figura 6 – Desenvolvimento da interface no modelo de campo de fases com intensidade de 

anisotropia 𝑠𝛾 = 0.15, coeficiente cinético 𝜇 = 0.04 𝑚/𝑠𝐾 e super-resfriamento ∆𝑇 = 300𝐾. 

Chen et al. (2008) avaliaram o efeito da espessura da região da interface sobre 

os resultados das simulações da solidificação facetada em equilíbrio local (super-

resfriamento cinético nulo). Observou-se a formação de um sólido inicial facetado 

(região central da Figura 7a e b), a partir do qual surgiram ramificações dendríticas 

facetadas. Notou-se que o aumento da intensidade de anisotropia causou redução 

nas dimensões das facetas. Esta redução resultou em uma necessidade da 

diminuição da espessura da interface difusa para que se obtivesse convergência na 

morfologia da dendrita. O efeito da intensidade de anisotropia sobre parâmetros 

numéricos em simulações do modelo de campo de fases já havia sido considerado 

por outros autores (EGGLESTON; MCFADDEN; VOORHEES, 2001; KIM, SEONG 

GYOON; KIM, 2005), mas não abordados nas condições estudadas por Chen et al. 

(2008). 

 



33 
 

 

                        (a)                                                                (b) 

Figura 7 – Desenvolvimento da dendrita equiaxial em equilíbrio local com elevada anisotropia (𝑠𝛾 =

0.15) e super-resfriamento de ∆= −0.45. São mostrados: (a) campo de fases, (b) campo de 

temperaturas adimensionalizadas por 𝑇∗ = (𝑇 − 𝑇𝑚)𝐶𝑝/𝐿. 

O efeito da transição entre um tipo de crescimento controlado pela cinética de 

transferência de átomos através da interface sólido-líquido (cinética interfacial) e outro 

controlado pela transferência de calor (equivalente ao equilíbrio termodinâmico local 

na interface) durante a solidificação de um material puro foi estudado por Mullis (2003). 

Ele mostrou que o tipo de crescimento junto à ponta dendrítica depende do super-

resfriamento e do coeficiente cinético, ou seja, para super-resfriamentos menores ou 

maiores que um valor limite, tem-se um determinado tipo de controle de crescimento. 

Em seu trabalho foi verificado que, na posição de mínimo raio em função do super-

resfriamento (∆) para um dado coeficiente cinético (𝜇), há a mudança do tipo de 

controle da cinética. O super-resfriamento nesse ponto é denominado de “crítico”. A 

partir desse ponto de mínimo, a diminuição de |∆| implica em um controle cinético pela 

difusão de calor latente da ponta dendrítica para o interior do líquido. Por outro lado, 

o aumento de |∆| resulta no controle pela cinética interfacial de anexação de átomos. 

Este comportamento é semelhante ao observado na transição de um crescimento 

controlado pelo transporte de soluto para um controlado pelo transporte de calor, 

observado em ligas (ALEXANDROV, D. V.; GALENKO, 2017). 

Bragard et al.(2002) implementaram o modelo de campo de fases de interface fina 

em domínio tridimensional (KARMA; RAPPEL, 1998) e utilizaram resultados para 

capilaridade térmica e coeficiente cinético provindos do modelo de dinâmica molecular 
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para identificar propriedades e intensidades de anisotropia do níquel. Funções de 

cosseno para ambas as anisotropias foram utilizadas,  

onde 𝜃𝑘 e 𝜃𝛾 determinam um ângulo de referência em relação ao eixo x para a 

anisotropia da cinética e energia interfacial, respectivamente, e 𝑠𝑘 e 𝑠𝛾 são as 

intensidades de anisotropia destas funções, onde foram considerados apenas as 

anisotropias 𝑠𝛾 = 0,018 e 𝑠𝑘 = 0,13. Foi observado forte semelhança entre os 

resultados experimentais e simulados, portanto, justificando a simulação em multi-

escala com uso dos modelos de campo de fases e dinâmica molecular. 

Liu et al. (2013) verificaram a possibilidade de incluir a mudança de direção 

preferencial de crescimento em semicondutores nos modelos de interface “fina” 

utilizando-se funções especiais no cálculo do coeficiente cinético. Eles implementaram 

diferentes funções de anisotropia do coeficiente cinético, com o diferencial de serem 

também em função da velocidade da interface e super-resfriamento. Foram 

observadas boas correlações com resultados analíticos para alguns dos casos, 

confirmando a possibilidade de implementar anisotropia do coeficiente cinético na 

forma 𝜂𝑘 = 𝜂𝑘(𝜃, 𝑉, 𝑇). 

Miller et al. (2014) simularam o desenvolvimento de dois grãos em um 

crescimento colunar de um multi-cristal puro de Si. Foram implementadas duas 

condições semelhantes às observadas experimentalmente de anisotropias da energia 

interfacial, 𝑠𝛾 = 0,25 na eq. (42) e a eq. (43). A função de anisotropia do coeficiente 

cinético considerada consiste em uma diminuição gradual e linear de 𝜇 entre as 

orientações <11> e <10>. Com estas condições foi possível verificar o crescimento 

em orientações esperadas às experimentais e um procedimento para simulação em 

multi-escala com o modelo de campo de fases e modelo clássico em macro-escala foi 

proposto. No entanto, assim como indicado pelos autores, ainda são necessários 

estudos mais aprofundados para melhorar o entendimento deste tipo de crescimento, 

além da indicação da característica qualitativa das simulações realizadas em multi-

escala. 

 
𝜂𝛾(𝜃) = 1 + 𝑠𝛾 cos[4(𝜃 − 𝜃𝛾)] 

𝜂𝑘(𝜃) = 1 + 𝑠𝑘 cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)] 
(42) 
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 𝜂𝛾(𝜃) = 1 − 0,1896 sin16(2𝜃) − 0,0036 cos(8𝜃) (43) 

Lin et al. (2014) propuseram um modelo que considera diferenças na capacidade 

térmica do sólido e do líquido e também considera a anisotropia do coeficiente cinético 

para simular a solidificação do Si puro. A função utilizada para a anisotropia do 

recíproco do coeficiente cinético foi 

 𝜂𝑘(𝜃) = {1 + (
cos(4(𝜃 − 𝜃𝑘)) − 1

2
)

𝑠𝑘

}

𝑎𝑘

 (44) 

onde 𝑎𝑘 e 𝑠𝑘 são simples constantes matemáticas ajustadas para se introduzir o tipo 

de comportamento desejado para a função. Os resultados obtidos pela simulação e 

experimentos realizados por Tokairin et al.(2009, 2010) corroboraram com os estudos 

de instabilidades morfológicas de Ming-Wen et al. (2009). Além disso, observou-se 

que um aumento da intensidade de anisotropia e/ou velocidade de solidificação causa 

a redução da distância entre os picos das facetas, como mostrado na Figura 8. No 

entanto, os resultados do modelo não corroboraram com a equação de Gibbs-

Thompson e essa discrepância foi justificada pela utilização de espessuras de 

interface maiores que as necessárias para se convergir ao modelo clássico. 

 

 

                                      (a)                                              (b) 

Figura 8 – Desenvolvimento de instabilidades na interface em diferentes velocidades de crescimento 

e intensidade de anisotropia: (a) 𝑠𝛾 = 0.1 e V=150 𝜇𝑚/𝑠; (b) 𝑠𝛾 = 0.25 e V=200 𝜇𝑚/𝑠. 

 

Lin e Lan (2014) realizaram um estudo em um domínio tridimensional do 

desenvolvimento de perturbações na interface sólido-líquido durante a solidificação 

de Si puro com verificação do efeito das intensidades da função de anisotropia do 
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coeficiente cinético sobre a morfologia da interface. Avaliaram-se diferentes 

intensidades de anisotropia cinética, encontrando uma melhor correlação com os 

experimentos de solidificação de filmes de Si para elevados valores do parâmetro 𝑎𝑘 

na equação (44). Estudos experimentais sugerem o ângulo da ponta como sendo 90º 

(TOKAIRIN et al., 2009) e para a função escolhida de anisotropia cinética (equação 

(44)) os autores indicaram 𝑎𝑘 = 2 e 𝑠𝑘 = 256, como mostrado na Figura 9. Em seu 

trabalho, também foi verificado que valores maiores que 𝑠𝑘 = 256 os erros numéricos 

se tornaram excessivos, inviabilizando as simulações. 

 

                  (a)                                         (b)                                       (c) 

Figura 9 – Perfil da interface através do plano (100) para os níveis de intensidade de anisotropia 
cinética, 𝑎𝑘: (a) 8, (b) 64 e (c) 256. 

Chen et al. (2016) utilizaram o modelo do campo de fases para simular o 

crescimento cooperativo e simultâneo de diversos cristais de Si, confirmando algumas 

observações qualitativas feitas em experimentos, como mostrado na Figura 10 para o 

crescimento preferencial na direção <110> nos experimentos (FUJIWARA, K. et al., 

2010) e simulações (CHEN, G.Y.; LIN; LAN, 2016). A partir destes resultados, os 

autores desenvolveram uma teoria de crescimento de multicristais de Si nas direções 

<112> e <110> (CHEN, G. Y.; LAN, 2016). 
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                             (a)                                                               (b) 

Figura 10 – Resultados para o crescimento na direção <110> em Si em (a) observações 
experimentais, (b) simulação de campo de fases. 

Miller et al. (2017) utilizaram o modelo de campo de fases com acoplamento das 

energias interfaciais entre grãos, informações de modelos atômicos para 

determinação do coeficiente cinético e energias interfaciais sólido-líquido, grão-grão e 

suas respectivas anisotropias para simular o crescimento de maclas em silício. Foi 

observada elevada semelhança com os observados experimentalmente por Tandjaoui 

et al. (2013).. 

Albani et al. (2019) utilizou um modelo de campo de fases tridimensional para 

verificar o efeito das anisotropias da energia interfacial e do coeficiente cinético 

(cinética interfacial) durante o crescimento inicial de um sólido. Foram observadas as 

condições para um controle da morfologia pela anisotropia da energia interfacial ou 

pela anisotropia do coeficiente cinético. Posteriormente, Albani et al. (2021) 

modificaram este modelo de campo de fases tridimensional para que fosse possível a 

simulação do crescimento de pilares sólidos de Si e Ge em um substrato de Si. Foi 

preparada uma metodologia para determinação das funções de anisotropia a partir de 

dados experimentais obtidos pelos próprios autores para Si e disponíveis na literatura 

para Ge. Foi possível verificar fortes semelhanças das morfologias do sólido obtidas 

aos observados experimentalmente após a calibração da metodologia. Porém, por 

tratarem de simulações tridimensionais, apenas o crescimento inicial foi considerado, 

ou seja, não se examinou o crescimento dendrítico posterior.  
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4 Metodologia 

 

As equações do modelo de campo de fases para simular a solidificação equiaxial 

em um líquido super-resfriado infinito em um domínio bidimensional considerando as 

anisotropias da energia interfacial e da cinética de anexação de átomos na região da 

interface sólido-líquido serão desenvolvidas (item 4.1). A metodologia de resolução 

numérica dessas equações, incluindo a discretização das equações diferenciais e a 

paralelização do algoritmo de resolução, será detalhada (item 4.6). Quando a interface 

difusa do modelo de campo de fases tem espessura suficientemente fina, os seus 

parâmetros podem ser relacionados com os parâmetros físicos do modelo clássico e 

essa relação será também apresentada (item 4.2). As funções e procedimentos 

especiais para se introduzir as anisotropias serão descritas (item 4.3) e finalmente os 

procedimentos para se extrair parâmetros relacionados com o modelo clássico, 

especificamente a curvatura e a temperatura da interface sólido-líquido, serão 

explicados (item 4.5). Será também apresentada a metodologia para a solução do 

modelo clássico de solidificação, onde a interface é uma superfície sem espessura, 

no caso de crescimentos esféricos e cilíndricos em um domínio unidimensional 

através das funções de Green (item 4.7). As soluções do modelo clássico para o 

crescimento esférico e crescimento cilíndrico serão comparadas com as soluções do 

modelo de campo de fases. Essa comparação permite verificar a correta 

implementação do modelo de campo de fases e do modelo clássico, mas também 

mostra as condições em que ocorre a convergência dos resultados do modelo de 

campo de fases para os do modelo clássico. Quando esses resultados apresentam 

uma boa concordância (convergência), o modelo de campo de fases é denominado 

de quantitativo. A identificação dessas condições no crescimento esférico e cilíndrico 

auxiliam na definição das condições do modelo de campo de fases para simular os 

crescimentos equiaxiais bidimensionais. 

 

4.1 Desenvolvimento das equações do modelo de campo de fases 

 

O modelo de campo de fases desenvolvido neste trabalho foi implementado em 

um domínio bidimensional para a solidificação de uma substância pura. As 
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condutividades térmicas do sólido e do líquido foram consideradas constantes e a 

convecção no líquido foi desprezada. A construção da equação diferencial para a 

variável de fase é iniciada com a definição de um funcional de energia livre total (𝐹) a 

partir da integração da densidade de energia livre ao longo de todo o domínio. No 

presente modelo, essa densidade de energia livre foi assumida como sendo a soma 

da densidade de um sistema uniforme (temperatura e estrutura cristalina uniformes 

em todo o domínio) e da energia gradiente associada às variações de estrutura 

cristalina. Desta forma, o funcional dependerá dos campos da variável de fase e da 

temperatura ao longo do domínio (CAHN  JOHN E., 1958). Considerando a presença 

das fases líquida e sólida, o funcional 𝐹 foi definido como: 

 𝐹 = ∫ 𝑑𝑉𝑜𝑙 [
휀2

2
|∇𝜙|2 − 𝐿

𝑇𝑚 − 𝑇

𝑇𝑚
𝑝(𝜙) + 𝑊𝑔(𝜙)]

𝑉𝑜𝑙

 (45) 

onde 𝑉𝑜𝑙 é o volume do domínio; 𝑔(𝜙) é uma função de interpolação que introduz uma 

barreira energética do tipo duplo-poço (“double well”) na região de transição do sólido 

para líquido, ou seja, na interface difusa; 𝑊 é a altura dessa barreira; 𝑝(𝜙) é uma 

função que interpola as energias livres do sólido e do líquido no interior da interface 

difusa; 휀 é o coeficiente da energia gradiente, que usualmente é escrito em função da 

orientação em relação ao reticulado cristalino, ou seja, 휀 = 휀𝑜𝜂𝛾(𝜃), sendo 𝜃 um 

ângulo que define a orientação da interface, podendo ser calculado por 𝜃 =

atan (
𝜕𝜙/𝜕𝑦

𝜕𝜙/𝜕𝑥
) em um domínio bidimensional; 휀𝑜 é uma constante e 𝜂𝛾(𝜃) é denominada 

de função de anisotropia, que é utilizada para introduzir a anisotropia na energia 

interfacial como explicado no próximo item. 

A variável de fase 𝜙 foi assumida variar entre -1 e 1, considerando-se que 𝜙 = 1 

corresponde ao interior do sólido, 𝜙 = -1 corresponde ao interior do líquido e −1 <

𝜙 < 1 corresponde à região da interface sólido-líquido difusa, como adotado em 

diversos modelos de campo de fases (SINGER-LOGINOVA; SINGER, 2008). 

Escolheu-se uma função 𝑔(𝜙) que assume −1/4 para 𝜙 = +1 ou 𝜙 = −1 e tem um 

ponto de máximo no intervalo entre -1 e +1, enquanto a função 𝑝(𝜙) varia entre −1/2 

e +1/2 à medida que 𝜙 varia no intervalo entre -1 e +1. As funções escolhidas foram 

𝑔(𝜙) = −
𝜙2

2
+

𝜙4

4
 e 𝑝(𝜙) =

15

16
(𝜙 −

2

3
𝜙3 +

𝜙5

5
) (KARMA; RAPPEL, 1996). 
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A taxa de variação temporal da variável de fase é postulada como mostrado na 

equação abaixo (ALLEN; CAHN, 1979) 

 
1

𝑀

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −

𝛿𝐹

𝛿𝜙
 (46) 

onde 
𝛿𝐹

𝛿𝜙
 é a derivada variacional do funcional de energia livre em relação ao campo 

de variável de fase (KANG; WEINBERGER; CAI, 2006) e 𝑀 é a mobilidade da variável 

de fase, que pode também ser considerada função da orientação da interface (𝑀 =

𝑀(𝜃)) quando se deseja introduzir algum tipo de anisotropia do coeficiente cinético, 

como será explicado à frente. Utilizando a equação de Euler-Lagrange (KANG; 

WEINBERGER; CAI, 2006) para expressar o termo 
𝛿𝐹

𝛿𝜙
 e substituindo na equação (45), 

obtém-se a equação para o cálculo da evolução com o tempo do campo de variável 

de fase 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡): 

 
1

𝑀(𝜃)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 휀𝑜

2∇𝑎
2𝜙 +

15

16
𝐿

(𝑇𝑚 − 𝑇)

𝑇𝑚

(1 − 𝜙2)2 − 𝑊𝜙(1 − 𝜙2) (47) 

onde  

 

∇𝑎
2𝜙 = (𝜂𝛾

2 +
1

2
(𝜂𝛾𝜂𝛾

′ )
′
) (

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
)

+ 𝜂𝛾𝜂𝛾
′ [sin 2𝜃 (

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
) + 2 cos 2𝜃

𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
]

+
1

2
(𝜂𝛾𝜂𝛾

′ )
′
[cos 2𝜃 (

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
) − 2 sin 2𝜃

𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
] 

(48) 

onde 𝜂𝛾
′ =

𝑑𝜂𝛾

𝑑𝜃
. Na ausência de anisotropia 𝜂𝛾 = 1, 𝜂𝛾

′ = 0 e ∇𝑎
2𝜙 = ∇2𝜙 =

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2. 

A convecção no líquido foi desconsiderada e o calor específico e 

condutividades térmicas consideradas constantes e iguais no sólido e no líquido, 

resultando na seguinte equação de condução de calor aplicada em todo domínio 

(sólido, líquido e interface sólido-líquido) (KARMA; RAPPEL, 1998): 

 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼𝑆,𝐿 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
) +

1

2

𝐿

𝐶𝑝

𝜕𝜙

𝜕𝑡
 (49) 

onde 𝛼𝑆,𝐿 representa a difusividade térmica no sólido ou no líquido, que neste trabalho 

será considerada igual entre as duas fases, portanto, 𝛼𝐿,𝑆 = 𝛼. As equações (47) a 

(49) representam o modelo de campo de fases que será utilizado no presente trabalho. 
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4.2 Parâmetros do modelo de campo de fases 

 

No presente modelo de campo de fases, a região onde −1 < 𝜙 < 1 representa 

a região da interface difusa. Logo, esta região pode ser localizada e a imagem do 

sólido construída após o cálculo do campo de 𝜙 =  𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) pela equação Eq. (47). 

Portanto, a espessura da interface difusa depende dos parâmetros da Eq. (47), já que 

o campo de 𝜙 é calculado por essa equação. Essa espessura, denominada 휀∗, pode 

ser aproximadamente estimada por (KARMA; RAPPEL, 1998) 

 
휀∗(𝜃) ≅

휀(𝜃)

√𝑊
=

휀𝑜𝜂𝛾(𝜃)

√𝑊
 

(50) 

sendo que uma ordem de grandeza da espessura pode ser simplesmente obtida por 

휀∗~ 𝑜

√𝑊
, desconsiderando-se os efeitos de anisotropia. 

Em uma análise assintótica, Karma e Rappel (1998) mostraram que as Eqs. 

(47) a (49) se reduzem às equações do modelo clássico (Eqs.(1) a (6)) quando a 

espessura da interface difusa era suficientemente reduzida. Neste caso, determinadas 

combinações dos parâmetros das Eqs. (47) a (49), presentes à esquerda das 

equações abaixo, reduzem-se a combinações de parâmetros do modelo clássico, 

localizadas à direita 

 𝑎1휀𝑜𝜂𝛾(𝜃)√𝑊 → 𝛾(𝜃) = 𝛾0𝜂𝛾(𝜃) (51) 

 
𝑎1𝑇𝑚𝐶𝑝√𝑊

𝑀(𝜃)𝐿2휀𝑜𝜂𝛾(𝜃)
− 𝑎1𝑎2

휀𝑜𝜂𝛾(𝜃)

√𝑊𝛼𝐿

→
𝐶𝑝

𝐿𝜇(𝜃)
= 𝛽(𝜃) = 𝛽0𝜂𝑘(𝜃) (52) 

onde 𝛽 é um termo diretamente proporcional ao recíproco do coeficiente cinético, 𝜇, e 

foi representado pelo produto entre um valor constante 𝛽0 e uma função de anisotropia 

𝜂𝑘(𝜃) que depende da orientação da interface, possibilitando introduzir alguma 

anisotropia no coeficiente cinético, 𝜇(𝜃). Note que a tensão interfacial, 𝛾(𝜃), pode ser 

anisotrópica e, portanto, depender do ângulo de orientação do vetor normal à 

interface, sendo que 𝛾0 é um valor constante e 𝜂𝛾(𝜃) uma função da orientação que 

permite introduzir a anisotropia na energia interfacial. O parâmetro de mobilidade da 

equação da variável de fase, 𝑀(𝜃), introduzido na equação do campo de fases 

também foi considerado anisotrópico e pode ser calculado pela equação (52) após a 
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definição de 𝜂𝛾(𝜃) e 𝜂𝑘(𝜃). As constantes 𝑎1 = 0.8839 e 𝑎2 = 0.6267 foram obtidas 

por Karma e Rappel (1998) e são consequências das funções de interpolação 

escolhidas, 𝑔(𝜙) e 𝑝(𝜙), e da análise assintótica de 2ª ordem conduzida por esses 

autores para obtenção da Eq. (52). 

Essa análise assintótica de 2ª ordem e a Eq. (52), que permite relacionar a 

mobilidade da equação da variável de fase, 𝑀(𝜃), com o coeficiente cinético, 𝜇(𝜃) ou 

𝛽(𝜃), resultou no chamado modelo de interface “fina”. Observou-se que os resultados 

desse modelo convergiam para os resultados do modelo clássico utilizando-se 

espessuras de interface difusa (𝛿) maiores do que aquelas necessárias para a 

convergência dos modelos anteriores. Quando os resultados do modelo de campo de 

fases são suficientemente próximos dos resultados do modelo clássico, esse modelo 

de campo de fases é denominado de quantitativo. Caso contrário, o modelo é 

denominado qualitativo. Em algumas simulações de crescimento dendrítico utilizando 

o modelo de interface fina, observou-se que sua característica quantitativa era obtida 

quando a espessura 𝛿 era pelo menos uma ordem de grandeza menor do que o raio 

de curvatura na ponta dendrítica (KARMA; RAPPEL, 1998). 

 

4.3 Funções de anisotropia da energia interfacial e do coeficiente cinético 

 

 As funções de anisotropias 𝜂𝛾(𝜃) e 𝜂𝑘(𝜃) são de extrema importância nos 

modelos que simulam a evolução da forma do sólido durante a solidificação. Quando 

as anisotropias são relativamente baixas, a função cosseno é muito utilizada para que 

seja possível a comparação com resultados do modelo clássico disponíveis na 

literatura. Nesses casos, usualmente as funções são (IHLE, 2000; KARMA; RAPPEL, 

1998; WHEELER; MURRAY; SCHAEFER, 1993), 

 
𝜂𝛾(𝜃) = 1 + 𝑠𝛾 cos[4(𝜃 − 𝜃𝛾)] 

𝜂𝑘(𝜃) = 1 + 𝑠𝑘 cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)] 
(53) 

No entanto, diversos materiais possuem anisotropias relativamente elevadas, 

que resultam na formação de interface facetadas. Na literatura, estas elevadas 

anisotropias foram abordadas com diferentes metodologias, resultando em diferentes 

soluções. A intensidade da anisotropia da energia interfacial foi usualmente limitada 
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em um valor máximo devido às possibilidades de descontinuidades na rigidez da 

energia interfacial, detectadas por 𝜂𝛾(𝜃) + 𝜂′′(𝜃) < 0 (Eq. (20)). Esta limitação 

proporcionou o interesse na busca por diferentes soluções que possibilitassem a 

elevada anisotropia de interface, como é o caso do procedimento de regularização 

que será descrito adiante (CHEN, G.Y.; LIN; LAN, 2016; DEBIERRE et al., 2003; 

EGGLESTON; MCFADDEN; VOORHEES, 2001; GONZÁLEZ-CINCA et al., 1996; 

LIN, H. K.; CHEN; LAN, 2014; LIN, H.K. K.; CHEN; LAN, 2013; TORABI et al., 2009).  

A anisotropia do coeficiente cinético não possui esta limitação, que por 

consequência resultou na liberdade de escolha entre diversas soluções (CHEN, G.Y.; 

LIN; LAN, 2016; MIURA, 2013; UEHARA; SEKERKA, 2003). Esta liberdade de 

escolha, que depende do material estudado, resulta em uma ausência de padrões de 

funções para comparações para uma mesma função. Neste trabalho optou-se por 

uma função que não só permitisse introduzir anisotropias elevadas, mas que essas 

anisotropias fossem também compatíveis com aquelas observadas em materiais 

reais, como o Si. 

A função de anisotropia do coeficiente cinético para o Si, dada por 𝜂𝑘(𝜃), foi 

considerada como proposto por Miller et al. (2008) e modificada por Lin et al. (2014). 

No caso bidimensional, a equação definida abaixo tem como objetivo reduzir o 

crescimento nas direções <11> e impor um crescimento preferencial nas direções 

<10> e adjacentes: 

 𝜂𝑘(𝜃) = {1 + (
1 + cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)]

2
)

𝑠𝑘

}

𝑎𝑘

 (54) 

onde 𝑠𝑘 e 𝑎𝑘 são constantes relacionadas à intensidade de anisotropia nas 

orientações especificadas por 𝜃. É importante observar que a presença ou ausência 

da anisotropia no coeficiente cinético pode ser controlada apenas pelo coeficiente 𝑎𝑘. 

Por exemplo, quando 𝑎𝑘 = 0, então 𝜂𝑘 = 1 (não há anisotropia) e quando 𝑎𝑘 ≠ 0 então 

𝜂𝑘 = 𝜂𝑘(𝜃, 𝑠𝑘, 𝑎𝑘), apresentando algum tipo de anisotropia. Além disso, esta forma de 

função possui a característica de que 𝛽<11>
∗ = 2𝑎𝑘𝛽<10>

∗  (LIN, H. K.; CHEN; LAN, 

2014), reduzindo drasticamente o crescimento na direção <11> em comparação à 

<10> na presença de um mesmo super-resfriamento. 
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4.3.1 Regularização da função de anisotropia da energia interfacial 

A função de anisotropia da energia interfacial adotada no presente trabalho foi: 

 𝜂𝛾(𝜃) = 1 + 𝑠𝛾 cos[𝑗(𝜃 − 𝜃𝛾)] (55) 

onde 𝜃 é o ângulo de orientação da interface em relação ao eixo x; 𝜃𝛾 o ângulo de 

uma orientação cristalográfica usada para referência em relação ao eixo 𝑥; 𝑠𝛾  é a 

intensidade da anisotropia e 𝑗 representa o modo de anisotropia, que para a maioria 

dos cristais cúbicos é octaédrica em um domínio tridimensional, mas no caso 

bidimensional do presente trabalho reduz-se a 𝑗 = 4. 

A intensidade de anisotropia da energia interfacial, 𝑠𝛾, para sólidos facetados 

que crescem a partir do líquido, como os cristais de Si ou Salol (fenil salicilato), é 

considerada elevada (LIN, H. K.; CHEN; LAN, 2014). Por exemplo, no caso do Salol 

𝑠𝛾 = 0,25 (WANG, JINCHENG; INATOMI, 2010), enquanto para o Si foram utilizados 

𝑠𝛾 = 0,045 (KIM, WON TAE et al., 1999), 0,15  (CHEN; CHEN; HAO, 2008) ou 0,25 

(LIN, H. K.; CHEN; LAN, 2014). Eggleston et al. (2001) mostraram que se 𝑠𝛾 

ultrapassar um valor limite máximo dado por 

 𝑠𝛾
𝑐 =

1

𝑗2 − 1
 (56) 

a rigidez interfacial torna-se negativa, causando inconsistências termodinâmicas e 

instabilidades no modelo de campo de fases. No caso do presente trabalho, onde 𝑗 =

4, o valor limite é 𝑠𝛾
𝑐 = 0.066̅. 

Apesar de existirem diversas propostas para tentar eliminar estas instabilidades 

(DEBIERRE et al., 2003; GONZÁLEZ-CINCA et al., 1996; LIN, H.K. K.; CHEN; LAN, 

2013; TORABI et al., 2009), no presente trabalho a estratégia proposta por Eggleston 

et al. (2001) foi utilizada devido à sua grande aceitação na literatura. Segundo esta 

estratégia, deve-se realizar uma modificação denominada “regularização” da função 

de anisotropia, 𝜂𝛾 (EINSTEIN, 2014). A regularização consiste na mudança da função 

𝜂𝛾(𝜃)  na faixa de orientações (𝜃) que tornam negativa a rigidez interfacial (Eq. (2)). 

Quando 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐, o recíproco da função da energia interfacial (𝜂𝛾

−1) torna-se não 

convexo nas orientações de maior energia, a regularização consiste na convexificação 

desta região com o uso de uma linha tangente ligando as regiões convexas  

(DEMANGE; PATTE; ZAPOLSKY, 2022; EGGLESTON; MCFADDEN; VOORHEES, 
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2001; KASAJIMA et al., 2003). A regularização deve ser feita para cada região não 

convexa do recíproco da função, com um número total de 𝑗 regiões, resultando na 

seguinte função modificada 𝜂𝛾 para a primeira região, no intervalo −𝜋 ≤ 𝜃 < 𝜋: 

 𝜂𝛾(𝜃) = {

1 + 𝑠𝛾 cos[𝑗(𝜃 − 𝜃𝛾)]     𝑠𝑒 |𝜃| > 𝜃𝑚

1 + 𝑠𝛾 cos(𝑗𝜃𝑚)

cos(𝜃𝑚)
cos(𝜃 − 𝜃𝛾)   𝑠𝑒 |𝜃| ≤ 𝜃𝑚

 (57) 

onde 𝜃𝑚 é o ângulo limite no qual a rigidez interfacial se torna negativa. O ângulo 𝜃𝑚 

é calculado por 

 𝜂𝛾(𝜃𝑚) sin(𝜃𝑚) + 𝜂𝛾
′ (𝜃𝑚) cos(𝜃𝑚) = 0 (58) 

A eq. (57) deve ser aplicada para cada região, que possui centro em 2𝜋 𝑖/𝑗, 

onde 𝑖 é um número inteiro de 0 à 𝑗 − 1. A utilização da função 𝜂𝛾(𝜃) regularizada 

eliminou as instabilidades e permitiu, por exemplo, que o formato de equilíbrio de Wulff 

fosse obtido a partir do presente modelo de campo de fases. Na Figura 11 (FLECK et 

al., 2011) está apresentada a função 𝜂𝛾(𝜃) para 𝑠𝛾 = 0.2, 𝜃𝛾 = 0 e 𝑗 = 4 sem a 

regularização (𝜂𝛾 não reg.) em coordenadas polares, bem como a solução do formato 

de equilíbrio Wulff, onde a energia livre do sólido, interface sólido-líquido e líquido 

encontram-se em equilíbrio instável e não há crescimento ou decrescimento do sólido 

(BURTON; CABRERA; FRANK, 1951). Durante a construção do formato de Wulff 

utilizando o método geométrico, são traçados segmentos de reta do centro do sistema 

de referência até encontrar a curva de 𝜂𝛾(𝜃). Passando pelo ponto de encontro, traça-

se uma reta perpendicular ao segmento de reta. O formato Wulff será aquele que 

contém os pontos dessas retas perpendiculares que podem ser conectados ao centro 

sem interceptar nenhuma outra perpendicular (BURTON; CABRERA; FRANK, 1951). 

Funções 𝜂𝛾(𝜃) que apresentam intensidades de anisotropias (𝑠𝛾) relativamente 

reduzidas, não precisam ser regularizadas e todos os pontos de sua curva 

(correspondente a uma dada orientação) apresentam uma reta perpendicular que 

contribui com algum ponto para o formato Wulff. Por outro lado, 𝜂𝛾(𝜃) com valores de 

𝑠𝛾 elevados apresentam pontos (orientações) que não contribuem para o formato 

Wulff. Na Figura 11, estão indicadas as orientações excluídas (Wulff inst.). Apesar da 

função 𝜂𝛾 regularizada resultar no mesmo formato Wulff da função não-regularizada, 

todos os seus pontos (orientações) contribuem para a construção do formato Wulff e 

não causam instabilidades quando utilizada no método do campo de fases. 
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Figura 11 - Esquema da função de anisotropia interfacial (linhas tracejadas) e seu respectivo formato 
de equilíbrio Wulff (linhas sólidas). As linhas azuis representam a função de anisotropia não 

regularizada e seu respectivo formato Wulff e as linhas pretas a função regularizada e o formato de 

equilíbrio, nas condições de 𝑠𝛾 = 0,15 e 𝜃𝛾 = 0° (FLECK et al., 2011). 

A função de anisotropia da energia interfacial descrita acima promove fortes 

influências sobre o formato de crescimento facetado. No entanto, há poucas 

publicações que apresentem a função contínua da energia interfacial especificamente 

de Si no plano (100). Uma interessante comparação entre as funções de anisotropia 

observadas experimentalmente e em simulações foi realizada por Cantù et al. 

(CANTÙ; POPESCU; MILLER, 2012) para se estimar as propriedades anisotrópicas 

do modelo de campo de fases. Nesse trabalho, foi realizada uma comparação com os 

resultados apresentados por Hesketh (1993), que determinou a energia interfacial em 

monocristais de Si após microusinagem e apresentou uma função contínua no plano 

(100) como apresentado pela linha tracejada na Figura 12. Na linha sólida na figura é 

apresentada a função de anisotropia regularizada neste trabalho com intensidade 𝑠𝛾 =

0.15 para comparação. É possível observar fortes semelhanças entre as funções 

utilizadas e por esta razão esta intensidade de anisotropia será utilizada no presente 

trabalho. 

Wulff inst.

ηγ -não reg.

Wulff

ηγ -reg.
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Figura 12 – Função de anisotropia da energia interfacial no plano (100) para o Si, calculadas através 
da eq.(57) (linha sólida) a uma intensidade de anisotropia 𝑠𝛾 = 0.15 e por Hesketh (HESKETH, 1993) 

(linha tracejada). 

4.4 Resumo das equações do modelo clássico e do modelo de campo de fases 

 

As equações do modelo de campo de fases e suas condições de contorno 

adotadas no presente trabalho serão resumidas neste item e também apresentadas 

na sua forma adimensional. A forma adimensional das equações de um modelo 

matemático geralmente apresenta diversas vantagens, como uma maior abrangência 

das soluções obtidas e a identificação dos parâmetros realmente importantes ao 

fenômeno em estudo. As variáveis adimensionais foram definidas de forma comum 

aos dois modelos, permitindo comparar os resultados adimensionais do modelo de 

campo de fases com os do modelo clássico. 

As equações do modelo clássico, apresentadas no item 3.1, estão reescritas a 

seguir em um domínio bidimensional e coordenadas retangulares. No interior do sólido 

e do líquido, a equação de condução de calor é escrita como 

 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
) (59) 

e na interface sólido líquido, que é considerada como uma superfície ideal, ou seja, 

sem espessura e denominada de interface aguda (“sharp interface”), tem-se a 

Hesketh, 1993

M. de campo de fases s=0.15
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equação (4) e (1), sendo que nesta última, para um metal puro em domínio 

bidimensional,  

 𝑇 = 𝑇𝑚 −
𝑇𝑚

𝐿
(𝛾(𝜃) +

𝜕2𝛾(𝜃)

𝜕𝜃2
)

1

𝑅
−

𝑉𝑛

𝜇(𝜃)
 (60) 

 O modelo do campo de fases consiste nas equações (47), (48) e (49). Na 

equação da conservação de energia (Eq. (49)), utilizou-se a condição inicial de 

temperatura uniforme 𝑇 = 𝑇0, enquanto que para a equação da variável de fase, foram 

adotadas condições específicas a cada caso simulado e, portanto, serão descritas na 

apresentação dos resultados. No contorno do domínio, a condição adiabática foi 

considerada para a equação da energia, ou seja, 
𝜕𝑇

𝜕𝑛𝑐
= 0, sendo 𝑛𝑐 a coordenada na 

direção normal ao contorno, ao passo que para a equação da variável de fase se 

adotou 
𝜕𝜙

𝜕𝑛𝑐
= 0. 

 As seguintes variáveis adimensionais foram definidas para adimensionalizar 

tanto o modelo clássico como o modelo do campo de fases: 

 𝑇∗ = (𝑇 − 𝑇𝑚)
𝐶𝑝

𝐿
 (61) 

  𝑥∗ =
𝑥

𝑑
, 𝑦∗ =

𝑦

𝑑
 (62) 

  𝑡∗ =
𝑡𝛼𝐿

𝑑2
 (63) 

 
𝑅𝑖

∗ =
𝑅𝑖

𝑑
 

(64) 

 
𝑉𝑛

∗ =
𝑉𝑛𝑑

𝛼𝐿
 

(65) 

sendo que 𝑑 é uma escala de comprimento e, portanto, 
𝑑2

𝛼𝐿
 é a escala de tempo para 

condução de calor nesta escala de comprimento. Note que segundo essas definições 

a temperatura de fusão é 𝑇∗ = 0 e que, em regiões super-resfriadas, como o líquido 

no crescimento equiaxial, 𝑇∗ < 0. Exceto por 𝑑, todos os parâmetros utilizados para a 

adimensionalização de cada variável estão presentes nas equações dos dois 

modelos. A escala de comprimento 𝑑 foi definida como uma combinação de 

parâmetros diferentes para cada modelo, mas que quando a espessura da interface 

difusa do modelo de campo de fases é reduzida, ou seja, quando 𝛿 → 0, a definição 

de 𝑑 para um modelo tende à definição para o outro. No modelo clássico adotou-se 
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 𝑑 = 𝑑0 =
𝛾0𝐶𝑝𝑇𝑚

𝐿2
 (66) 

enquanto para o modelo do campo de fases 

 𝑑 = 𝑑𝑝 =
𝑎1휀𝑜√𝑊𝐶𝑝𝑇𝑚

𝐿2
 (67) 

O comprimento 𝑑0 é conhecido como o comprimento de capilaridade e na sua 

definição utiliza-se a tensão interfacial 𝛾0, que não está presente nas equações do 

modelo de campo de fases. Por outro lado, 𝑎1, 휀𝑜 e 𝑊 estão presentes no modelo de 

campo de fases, mas não no modelo clássico. 

Diferentes definições da escala de comprimento 𝑑 para os dois modelos 

ocorrem porque alguns parâmetros aparecem apenas em um ou outro modelo. Caso 

por exemplo, como adotado por Karma e Rappel (1998) no modelo de campo de fases 

fosse definido 𝑑𝑝 =
𝛾0𝐶𝑝𝑇𝑚

𝐿2 , como 𝛾0 não aparece nesse modelo, seria introduzido um 

parâmetro que não tem relação com as suas equações, tornando confusa a forma 

adimensional das equações e a interpretação de seus parâmetros e variáveis 

adimensionais. 

 A análise assintótica conduzida por Karma e Rappel (1998) mostra que à 

medida que a espessura da interface difusa (휀∗~ 𝑜

√𝑊
) decresce, as equações do 

modelo de campo de fases se reduzem às do modelo clássico e 𝑎1휀𝑜√𝑊 → 𝛾0 

(equação (51)), o que implica em 𝑑𝑝 → 𝑑𝑜. Logo, quando se define espessuras de 

interface suficientemente reduzidas as variáveis adimensionais do modelo do campo 

de fases se reduzam às do modelo clássico, permitindo que os resultados 

adimensionais dos dois modelos possam ser comparados. 

 Substituindo as definições de variáveis adimensionais apresentadas nas 

equações do modelo clássico e do modelo do campo de fases resulta nas equações 

adimensionais apresentadas nas Tabelas 5 a 7. 
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Tabela 5 - Forma adimensional das equações do modelo clássico de solidificação. 

Descrição Fórmula Eq. 

Equação de condução de 

temperatura 

𝜕𝑇∗

𝜕𝑡∗
=

𝜕2𝑇∗

𝜕𝑥∗2
+

𝜕2𝑇∗

𝜕𝑦∗2
 (68) 

Condição de Stefan (Condição 

de contorno na interface) 
(
𝜕𝑇∗

𝜕𝑛∗
)
𝑆
− (

𝜕𝑇∗

𝜕𝑛∗
)

𝐿
= 𝑉𝑛

∗ (69) 

Temperatura da interface 𝑇∗ = −(𝜂𝛾(𝜃) +
𝑑2𝜂𝛾(𝜃)

𝑑𝜃2
)

1

𝑅∗
− 𝛽0

∗𝜂𝑘(𝜃)𝑉𝑛
∗ (70) 

 

Tabela 6 – Equações de anisotropia da energia interfacial e coeficiente cinético. 

Descrição Fórmula Eq. 

Equação da anisotropia da 

energia interfacial 

𝜂𝛾(𝜃)

= {

1 + 𝑠𝛾 cos[𝑗(𝜃 − 𝜃𝛾)]     𝑠𝑒 |𝜃| > 𝜃𝑚

1 + 𝑠𝛾 cos(𝑗𝜃𝑚)

cos(𝜃𝑚)
cos(𝜃 − 𝜃𝛾)   𝑠𝑒 |𝜃| < 𝜃𝑚

 

 

(71) 

Equação de anisotropia do 

coeficiente cinético 
𝜂𝑘(𝜃) = {1 + (

1 − cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)]

2
)

𝑠𝑘

}

𝑎𝑘

  (72) 
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Tabela 7 – Forma adimensional das equações do modelo do campo de fases adotado no presente 
trabalho. 

Descrição Fórmula Eq. 

Equação do 

modelo de campo 

de fases 

1

𝑀∗(𝜃)

𝜕𝜙

𝜕𝑡∗
= 휀𝑜

∗2∇𝑎
∗ 2𝜙 + 𝑎1휀𝑜

∗  𝑇∗(1 − 𝜙2)2 − 𝜙(1 − 𝜙2) (73) 

Equação da 

anisotropia 

∇𝑎
∗ 2𝜙 = (𝜂𝛾

2 +
1

2
(𝜂𝛾𝜂𝛾

′ )
′
) (

𝜕2𝜙

𝜕𝑥∗2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦∗2
)

+ 𝜂𝛾𝜂𝛾
′ [sin 2𝜃 (

𝜕2𝜙

𝜕𝑦∗2
−

𝜕2𝜙

𝜕𝑥∗2
)

+ 2 cos 2𝜃
𝜕2𝜙

𝜕𝑥∗𝜕𝑦∗
]

+
1

2
(𝜂𝛾𝜂𝛾

′ )
′
[cos 2𝜃 (

𝜕2𝜙

𝜕𝑦∗2
−

𝜕2𝜙

𝜕𝑥∗2
)

− 2 sin 2𝜃
𝜕2𝜙

𝜕𝑥∗𝜕𝑦∗
] 

(74) 

Equação de 

condução de 

temperatura 

𝜕𝑇∗

𝜕𝑡∗
=

𝜕2𝑇∗

𝜕𝑥∗2
+

𝜕2𝑇∗

𝜕𝑦∗2
+

1

2

𝜕𝜙

𝜕𝑡∗
 (75) 

 

No modelo clássico, restou apenas um único parâmetro adimensional definido 

a seguir 

 𝛽0
∗ =

𝛼

𝑑𝑜

𝐶𝑝

𝐿𝜇𝑜
 (76) 

que pode ser interpretado como a forma adimensional do recíproco do coeficiente 

cinético adimensional, ou seja, 𝛽𝑜
∗ =

1

𝜇0
∗, que também será denominado de coeficiente 

cinético. Nas equações do modelo de campo de fases, surgiram os seguintes 

parâmetros adimensionais 

 휀𝑜
∗ =

1

𝑑𝑜

휀𝑜

√𝑊
 (77) 

 
𝑀∗(𝜃) =

𝑀𝑊𝑑𝑜
2

𝛼
 

(78) 
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onde 휀𝑜
∗ representa a espessura adimensional da interface difusa (𝛿 ~ 𝑜

√𝑊
) e 𝑀∗(𝜃) é a 

mobilidade adimensional, função da orientação da interface. 

 A forma adimensional da temperatura uniforme inicial torna-se 𝑇∗ = ∆=

(𝑇0 − 𝑇𝑚)
𝐶𝑝

𝐿
, e as condições de contorno mantém o seu formato, ou seja, 

𝜕𝑇∗

𝜕𝑛𝑐
∗ =

𝜕𝜙

𝜕𝑛𝑐
∗ =

0. Utilizando as variáveis e parâmetros adimensionais nas equações da análise 

assintótica apresentada no item 4.2, conclui-se que quando 휀0
∗ → 0, tem-se 

 𝑑𝑝 → 𝑑𝑜 (79) 

 
1

𝑀∗(𝜃)휀0
∗2𝜂𝛾(𝜃)

− 𝑎1𝑎2휀0
∗𝜂𝛾(𝜃) → 𝛽0

∗𝜂𝑘(𝜃) (80) 

onde 𝑎1 = 0.8839 e 𝑎2 = 0.6267. Logo, em condições de espessura 휀0
∗ suficientemente 

reduzidas, pode-se impor o valor de coeficiente cinético 𝛽0
∗𝜂𝑘(𝜃) do modelo clássico 

no modelo de campo de fases a partir da relação á seguir 

 
1

𝑀∗(𝜃)
= 휀0

∗2𝜂𝛾(𝜃)[𝛽0
∗𝜂𝑘(𝜃) + 𝑎1𝑎2휀0

∗𝜂𝛾(𝜃) ] (81) 

A utilização dessa relação resulta no chamado modelo de interface fina (thin 

interface), ideia proposta por Karma e Rappel (1998), que garante a convergência do 

modelo de campo de fases ao modelo clássico para valores maiores de espessura 휀0
∗ 

do que os necessários no modelo de campo de fases tradicional, conhecido como 

WBM (WHEELER; BOETTINGER; MCFADDEN, 1992). Essa melhor convergência foi 

investigada e mostrada por Maciel e Martorano (MACIEL, RODRIGO RAMALHO; 

MARTORANO, 2017). Quando se deseja impor o chamado equilíbrio termodinâmico 

local, ou seja, super-resfriamento cinético nulo na interface sólido-líquido (𝛽0
∗ = 0), a 

Eq. (81) torna-se simplesmente 

 
1

𝑀∗(𝜃)
= 𝑎1𝑎2휀0

∗3𝜂𝛾
2(𝜃) (82) 

 

4.5 Raio de curvatura e temperatura da interface  

 

Apesar da interface difusa existente no modelo de campo de fases não 

apresentar uma única curvatura ou temperatura através de sua espessura, é possível 

extrair valores que devem convergir ao raio de curvatura e à temperatura obtidos pelo 
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modelo clássico. Dentre os métodos disponíveis na literatura (CHIU; LIN, 2011), foi 

escolhida a seguinte equação para o cálculo da curvatura local da interface 

 𝜅 = ∇∗𝑛 = ∇∗
∇∗𝜙

|∇∗𝜙|
=

1

|∇∗𝜙|
[∇∗2𝜙 −

∇∗𝜙∇∗|∇∗𝜙|

|∇∗𝜙|
] (83) 

Neste trabalho, foi calculada a curvatura em todo o campo de variável de fase 

onde |∇∗𝜙|2 > 10−10. Além disso, a equação (83) foi rearranjada para se assemelhar 

à forma apresentada na equação (74), portanto,  

 𝜅 =
1

2|∇∗𝜙|
[(

𝜕2𝜙

𝜕𝑥∗2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦∗2
) + cos 2𝜃 (

𝜕2𝜙

𝜕𝑦∗2
−

𝜕2𝜙

𝜕𝑥∗2
) − 2 sin 2𝜃

𝜕2𝜙

𝜕𝑥∗𝜕𝑦∗
] (84) 

 

A temperatura da interface não pode ser calculada simplesmente por 

𝑇∗(𝜙 = 0). A temperatura foi calculada por (KARMA; RAPPEL, 1998; LIU; CHEN; 

LAN, 2013) 

 𝑇𝑖
∗ = 𝑇∗(𝜙 = 0) + √0,5 ln(2) 휀∗𝑉∗(𝜙 = 0) (85) 

 

4.6 Resolução numérica das equações do modelo de campo de fases 

 

As equações do modelo de campo de fases no formato adimensional (Tabela 7) 

foram solucionadas através do método das diferenças finitas, na sua formulação 

explícita (SMITH, 1978). Com o intuito de promover a redução de uma possível 

anisotropia induzida pela malha numérica empregada na discretização das equações 

(KARMA; RAPPEL, 1998), o operador Laplaciano foi discretizado no domínio 

bidimensional utilizando um estêncil de nove pontos (CHEN; CHEN; HAO, 2008; 

KARMA; RAPPEL, 1998; YUAN et al., 2015). Além disso, as derivadas de primeira 

ordem foram calculadas usando a média ponderada das derivadas discretizadas para 

os nós vizinhos (MARTORANO; FORTES; PADILHA, 2006). O passo de tempo 

numérico foi limitado para evitar instabilidades causadas pelo termo de condução de 

calor (PATANKAR, 1980): 

 ∆𝑡∗ ≤
∆𝑥∗2

4
 (86) 
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O espaçamento da malha, exceto quando mencionado, foi definido por ∆𝑥∗ <

0.4휀𝑜
∗, resultando em aproximadamente 10 nós distribuídos ao longo do interior da 

interface difusa, na sua direção normal. 

O método numérico de solução foi implementado em um código computacional 

construído na linguagem C++ a partir de um compilador Microsoft Visual Studio 2015 

(MACIEL, RODRIGO RAMALHO; MARTORANO, 2020). As etapas para solução 

numérica do conjunto de equações da Tabela 7 estão apresentados no Apêndice C. 

As simulações com este código foram realizadas em um computador com processador 

intel® i7-10700, 32GB DDR4 de memória RAM e duas placas de vídeo Nvidia 

GeForce® RTX 2080 e GTX 1080ti. Os tempos computacionais de simulação foram 

reduzidos pela utilização das bibliotecas OpenMP (Open Multi-Processing) e CUDA 

11.5 (Compute Unified Device Architecture). A primeira possibilita a paralelização do 

código para o uso de todos os núcleos da CPU (Central Process Unit), enquanto a 

segunda permite o uso da GPU (Graphics Processing Unit) como processador 

secundário, que permitiu uma redução de até 17.7x no tempo total de simulação em 

relação ao uso de apenas os núcleos do CPU.  

 

4.7 Solução das equações do modelo clássico pelo método de green 

 

Neste trabalho foi possível realizar uma comparação dos modelos de campo 

de fases com o modelo de interface aguda através do método de Green, que pode 

fornecer dados quantitativos transientes do crescimento isotrópico inicial 

unidimensional esférico e cilíndrico da solidificação do cristal, antes da 

desestabilização morfológica. O crescimento esférico nestas condições possui 

diversos resultados disponíveis na literatura, enquanto que o crescimento cilíndrico 

pode representar o crescimento bidimensional de um círculo, pois um cilindro pode 

ser representado como círculo em duas dimensões. O modelo clássico de interface 

aguda que utiliza a função de Green representa a temperatura em um ponto como 

consequência de pulsos de calor, provindas da movimentação da interface sólido-

líquido. O conjunto de equações que definem o problema a ser solucionado é 

semelhante às apresentadas na Tabela 5. Em uma dimensão os termos angulares 

são simplificados.  
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Além disso, para se chegar as equações necessárias para solução pelo método 

de Green é necessário reescrever as equações de condução de calor e geração de 

calor latente, de forma a se obter apenas uma equação. Para isso, a equação de 

condução em termos da entalpia para um crescimento unidimensional é utilizada, 

 
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

1

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑛

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) (87) 

Onde ℎ é a entalpia por unidade de volume e 𝑛 define o tipo de geometria considerada, 

𝑛 = 0 representa um plano, 𝑛 = 1 o crescimento de um cilindro e 𝑛 = 2 o crescimento 

de uma esfera (LIGHTFOOT; BIRD; STEWART, 2019). Em substâncias puras a 

entalpia pode também ser escrita como, 

 ℎ(𝑟, 𝑡) = ∫ 𝑐𝑝(𝜃)𝑑𝑇
𝑇(𝑟,𝑡)

𝑇𝑟𝑒𝑓

+ 𝐿 𝜂(𝑟 − 𝑅(𝑡)) (88) 

onde 𝑇𝑟𝑒𝑓 é a temperatura arbitrária abaixo da temperatura da interface e 𝜂(𝑟 − 𝑅) é 

a função degrau de Heaviside. Aplicando a equação (88) na (87) e aplicando a regra 

da cadeia, 

 𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

1

𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑛

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) + 𝐿

𝑑𝑅

𝑑𝑡
𝛿𝑑(𝑟 − 𝑅)  (89) 

onde 𝛿𝑑 é a função delta de Dirac que é nula se o termo for diferente de 0 e 1 caso 

contrário. A equação (89) é uma equação similar à (6), mas com a presença de um 

termo com a função 𝛿𝑑, representando a movimentação interface sólido-líquido como 

fonte de calor contínua. Adimensionalizando a equação (89) com as variáveis das 

equações (61) a (65), e considerando a condição de contorno da interface (eq. (1)) em 

domínio unidimensional com coordenadas cilíndricas ou esféricas, pode-se chegar ao 

conjunto de equações apresentados na Tabela 8. 

Tabela 8 - Forma adimensional das equações do modelo clássico de solidificação em domínio 
unidimensional. 

Descrição Fórmula Eq. 

Equação de condução de 

temperatura 

𝜕𝑇∗

𝜕𝑡∗
=

𝜕2𝑇∗

𝜕𝑟∗2
+

𝑛

𝑟∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑟∗
+ 𝑉∗𝛿𝑑(𝑟∗ − 𝑅∗) (90) 

Temperatura da interface 𝑇𝑖
∗ = −

𝑛

𝑅∗
− 𝛽∗𝑉∗ (91) 

 

O modelo de interface aguda em domínio unidimensional foi solucionado 

através da metodologia descrita por Hahn e Özisik (2012). Neste, o problema auxiliar 
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homogêneo da equação (90) com as condições iniciais de crescimento não-

homogêneo em domínio infinito unidimensional e sem o termo fonte (eq. (92) até (94)) 

é solucionado pelo método da separação de variáveis. 

 𝜕(𝑇∗−∆)

𝜕𝑡∗ =
1

𝑟∗𝑛

𝜕

𝜕𝑟∗ (𝑟
∗𝑛 𝜕(𝑇∗−∆)

𝜕𝑟∗ )     para 0 ≤ 𝑟∗ < +∞, 𝑡∗ > 0 (92) 

 𝑇∗(𝑟∗, 𝑡∗ = 0) − ∆→ 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜  (93) 

 𝑇∗(𝑟∗, 𝑡∗ = 0) − ∆= 𝐹(𝑟∗)  (94) 

Onde 𝐹(𝑟∗) é a condição inicial de temperatura. A solução a ser representada 

nas próximas seções separadamente para o cilindro e para a esfera são utilizadas na 

equação da função de Green. A solução pela função de Green é definida como uma 

equação integro-diferencial que representará o aumento de temperatura em um 

domínio devido a presença de pulsos. Esta equação pode ser escrita como (HAHN; 

OZISIK, 1993), 

 

𝑇∗ − ∆= ∫𝐺(𝜏 = 0)𝐹(𝑟∗′)𝑟∗′𝑛𝑑𝑟∗′ + ∫∫𝐺𝑓𝑒
′𝑟∗′𝑛𝑑𝑟∗ 𝑑𝜏

+ ∑{∫[𝑟∗′𝑛𝐺]𝑟′=𝑟𝑖
𝑓𝑖𝑑𝜏}

𝑛

𝑖=1

 

(95) 

onde 𝐺 é a função de Green, 𝑓𝑒 = 𝛿𝑑(𝑟∗′ − 𝑅∗′)𝑉∗′
 representa a fonte de energia que 

está sendo pulsada, 𝑅∗ a posição da interface, 𝑓𝑖 representa as condições de contorno 

e a apóstrofe representa o valor da variável em um dado tempo de pulso 𝜏. Para 

encontrar a função 𝐺 para um crescimento em domínio semi-infinito, é igualada a 

solução do problema homogêneo com a equação (95). Devido ausência de termo 

fonte e condições de contorno, a equação (95) resume-se apenas ao primeiro termo 

do lado direito da equação. 

Neste trabalho, a condição inicial é uniforme (𝐹(𝑟∗)  = 𝑇𝑜
∗ − ∆= 0) e não 

necessita da definição das condições de contorno ao ser apresentado como na Tabela 

8. Portanto, a solução da forma auxiliar homogênea fornece a função de Green e 

pode-se chegar na solução final ao assumir 𝐹(𝑟∗) = 0 e 𝑓𝑒
′ = 𝛿𝑑(𝑟∗′ − 𝑅∗′)𝑉∗′

, 

anulando o primeiro e último termo do lado direito da equação (95) e chegando à 

solução do crescimento através do modelo de interface aguda. 
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Das equações apresentadas nos tópicos a seguir, a temperatura da interface é 

determinada pela equação (95), a velocidade é determinada através da equação (91) 

e a posição da interface é rastreada em função do tempo na forma, 

 𝑅∗ = 𝑅𝑜
∗ + ∫ 𝑉∗′𝑑𝜏

𝑡∗

0

 (96) 

onde 𝑅∗ é a posição da interface, 𝜏 é o tempo em que o pulso de temperatura da 

interface na posição 𝑅∗′
 e velocidade 𝑉∗′

 foi emitido e 𝑅𝑜
∗ é o raio inicial da esfera 

sólida. 

Nos próximos itens serão apresentadas as soluções para o crescimento 

cilíndrico e esférico. A solução do modelo de interface aguda que serão representadas 

nos itens 4.7.1 e 4.7.2 foram realizadas em paralelo utilizando o modelo de redução 

(HAN; SHARMA, 2019) no somatório do método de trapézios utilizados nas integrais. 

O passo de tempo nesta solução é inversamente proporcional à velocidade máxima 

atingida durante o crescimento (SCHAEFER; GLICKSMAN, 1969), portanto, foram 

realizadas simulações preliminares com progressivas diminuições do passo de tempo 

∆𝜏 de forma à velocidade ser independente diminuições adicionais de ∆𝜏. 

 

4.7.1 Solidificação esférica em domínio unidimensional 

 

O crescimento de uma esfera sólida com propriedades interfaciais isotrópicas 

em um domínio líquido semi-infinito pode ser aproximado como sendo unidimensional 

em relação à variável 𝑟∗, onde 𝑛 = 2. Este problema pode ser solucionado 

numericamente através do método de Green. Para determinação da função 𝐺 é 

necessário a solução do problema auxiliar homogêneo com ausência de termo fonte, 

representado pelas equações (92) a (94) com 𝑛 = 2. Este problema foi solucionado 

por Hahn and Özisik (2012) na forma, 

 𝑇∗ − ∆= ∫
𝐹(𝑟∗′)

√4𝜋𝑡∗

𝑟∗′

𝑟∗
 {exp [−

(𝑟∗ − 𝑟∗′)2

4𝑡∗
] − exp [−

(𝑟∗ + 𝑟∗′)2

4𝑡∗
]} 𝑑𝑟∗′

+∞

0

 (97) 

 Portanto a função de Green, 
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𝐺(𝑟∗, 𝑡∗|𝑟∗′, 𝜏) =

1

√4𝜋(𝑡∗ − 𝜏)

1

𝑟∗𝑟∗′  {exp [−
(𝑟∗ − 𝑟∗′)2

4(𝑡∗ − 𝜏)
]

− exp [−
(𝑟∗ + 𝑟∗′)2

4(𝑡∗ − 𝜏)
]} 

(98) 

Aplicando a equação (98) e (91) na (95) e assumindo 𝐹(𝑟∗) = 𝑇𝑜
∗ − ∆= 0 e 𝑓𝑒

′ =

𝛿𝑑(𝑟∗′ − 𝑅∗′)𝑉∗′
 pode-se chegar na equação, 

 

−∆ − 𝑉∗𝛽∗ −
2

𝑅∗

=
1

√4𝜋
∫

𝑉∗′

√(𝑡∗ − 𝜏)

𝑅∗′

𝑅∗
{ exp [−

(𝑅∗ − 𝑅∗′)2

4(𝑡∗ − 𝜏)
]

𝑡∗

0

− exp [−
(𝑅∗ + 𝑅∗′)2

4(𝑡∗ − 𝜏)
]} 𝑑𝜏 

(99) 

que representa a solução para a movimentação da interface esférica através do 

modelo de interface abrupta e é a equação utilizada por Schaefer e Glicksman (1969). 

 

4.7.2 Solidificação cilíndrica em domínio unidimensional 

 

Analogamente aos passos seguidos para a solução do crescimento de esferas, 

pode-se calcular numericamente o crescimento do raio de um cilindro de comprimento 

infinito em um líquido super-resfriado semi-infinito, com 𝑛 = 1 . A solução do problema 

homogêneo para o caso de um crescimento cilíndrico pode ser feita também através 

da separação de variáveis (HANH; ÖZIŞIK, 2012), resultando na equação, 

 
𝑇∗ − ∆= ∫ [

1

2𝑡∗
exp (−

𝑟∗2 + 𝑟∗′2

4𝑡∗
) 𝐼𝑜 (

𝑟∗𝑟∗′

2𝑡∗
)𝐹(𝑟∗′) 𝑟∗′] 𝑑𝑟∗′

∞

𝑟′

 
(100) 

onde 𝐼𝑜(𝑧) é a função modificada de Bessel de ordem 0 do argumento 𝑧. A função 

𝐼𝑜(𝑧) pode também ser representada como (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972) 

 
𝐼0(𝑧) =

1

𝜋
∫ cosh(𝑧 cos 𝜃) 𝑑𝜃

𝜋

0

=
1

𝜋
∫ 𝑒𝑧 cos𝜃𝑑𝜃

𝜋

0

 
(101) 

que será mais conveniente pois possibilitará o agrupamento das funções exponencias. 

Esta multiplicação resulta em erros numéricos com o crescimento do raio e incremento 

do tempo, portanto a forma alternativa da função de Bessel foi utilizada 

(ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972), possibilitando a combinação dos termos da integral 
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de exponencial e função de Bessel, melhorando a solução numérica. Aplicando as 

equações (100), (101) e (91) na (95), pode-se chegar na seguinte equação, 

 

−∆ − 𝑉∗𝛽∗ −
1

𝑅∗

=
1

2𝜋
∫

𝑉∗′𝑅∗′

𝑡∗ − 𝜏
∫ exp [−

𝑅∗2 + 𝑅∗′2 − 2𝑅∗𝑅∗′ cos 𝜃

4(𝑡∗ − 𝜏)
] 𝑑𝜃

𝜋

0

𝑑𝜏
𝑡∗

0

 

(102) 
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5 Resultados e discussões 

 

Foram conduzidas simulações com o modelo de campo de fase da solidificação 

equiaxial de substâncias puras em um líquido super-resfriado e suficientemente 

extenso para ser considerado semi-infinito. As simulações principais foram definidas 

com o objetivo de revelar os efeitos do coeficiente cinético de crescimento e das 

anisotropias da energia da interface sólido-líquido e do coeficiente cinético de 

crescimento sobre as morfologias dos sólidos e suas velocidades de crescimento. O 

entendimento da capacidade do modelo de campo de fases em simular esses efeitos 

é essencial para a construção de um modelo robusto e quantitativo para a solidificação 

com interface sólido-líquido facetada. 

No conjunto de simulações conduzidas, diversas situações para as quais é 

possível obter uma solução analítica ou quantitativa numérica do modelo clássico 

foram examinadas com o objetivo de comparar as soluções do modelo de campo de 

fases com as do modelo clássico. Essas comparações têm permitem verificar a correta 

implementação do modelo de campo de fases e mostrar as condições numéricas nas 

quais esse modelo pode ser considerado quantitativo. 

As simulações foram subdivididas em dois grupos: (1) simulações do crescimento 

equiaxial não-dendrítico e (2) simulações do crescimento equiaxial dendrítico. No caso 

do crescimento não-dendrítico, inicialmente foram considerados os crescimentos 

isotrópicos, ou seja, sem anisotropia (crescimento esférico e cilíndrico) para mostrar 

a importância da curvatura, da cinética interfacial e da transferência de calor durante 

o crescimento em um contexto mais simples (sem anisotropia), possibilitando também 

se obter as condições de malhas numéricas necessárias para se ter o modelo 

quantitativo. Nesses casos isotrópicos, o modelo de campo de fases foi solucionado 

em um domínio unidimensional e comparado com soluções do modelo clássico 

obtidas no presente trabalho. Posteriormente, as anisotropias isoladas ou combinadas 

da energia interfacial e do coeficiente cinético foram introduzidas e as simulações 

conduzidas em um domínio bidimensional para sólidos iniciais com tamanhos 

reduzidos, nos quais possíveis instabilidades que resultariam na formação de 

ramificações dendríticas não evoluem e, portanto, não há formação de dendritas. 
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No caso do crescimento dendrítico, os tamanhos iniciais do sólido foram 

suficientemente grandes para que pelo menos ramificações dendríticas primárias 

(braços primários) pudessem se desenvolver. Nesses casos, procurou-se sempre se 

atingir um estado-estacionário de velocidade e, portanto, também de morfologia para 

realizar a análise dos resultados. Nas simulações de crescimento dendrítico, algum 

tipo de anisotropia sempre esteve presente, pois não há a formação de braços 

dendríticos com forma estável sem nenhum tipo de anisotropia. Assim como no 

crescimento não-dendrítico, as anisotropias tanto da energia interfacial como do 

coeficiente cinético foram introduzidas, inicialmente de forma isolada e posteriormente 

aplicadas simultaneamente. Um panorama geral da maior parte das simulações 

conduzidas no presente trabalho e as figuras com algum tipo de resultado dessas 

simulações estão indicados na Tabela 9, permitindo uma visão rápida das diferenças 

e semelhanças nas principais condições utilizadas.  
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Tabela 9 – Relação de figuras e respectivas condições de simulação. 

Crescimento |∆| 𝜷𝒐
∗  𝒔𝜸 𝒂𝒌 𝒔𝒌 Figura 

Esférico/Cilíndrico 0,5 30 0 0 0 16 

Esférico 0,05-1,5 30-1300 0 0 0 17,18 

Esférico/Cilíndrico 0,05-1,5 30-1300 0 0 0 20, 21 

Cilíndrico 0,05-1,5 30-1300 0 0 0 22 

Esférico/Cilíndrico 0,05 0-30 0 0 0 24 

Esférico 0,05-1,5 30-1300 0 0 0 25 

Esférico/Cilíndrico 0,05 0-30 0 0 0 26 

Esférico/Cilíndrico 0,0139 837,5 0 0 0 27 

Wulff equilíbrio 1* 0 0,01-0,6 0 0 28,29,30,31 

Wulff equilíbrio 0,05* 0 0,05 0 0 46 

Wulff equilíbrio (0,87 − 1,8) ∙ 10−2** 0 0,05;0,15 0 0 32 

Wulff equilíbrio 1* 0 0,05-0,15 0 0 34 

Wulff cinético (3,51 − 3,99) ∙

10−3** 

30* 0 0,3-2 2- 64 36,37,38 

Não-dendrítico 0,05 30 0,05 0,3-2 2-64 39 

Não-dendrítico 0,05 30 0,15 0,3-2 2-64 40 

Não-dendrítico 0,05 30 0,05;0,15 0,3-2 2-64 42,41 

Dendrítico 0,5 30 0,05 0,3 64 45 

Dendrítico 0,55 0 0,05 0 0 49, 50,51 

Dendrítico 0,55 0 0,01-0,15 0 0 54 

Dendrítico 0,55 3 0,05-0,25 0 0 57, 58 

Dendrítico 0,45-0,65 0 0,15 0 0 59 

Dendrítico 0,55 0 0,01-0,25 0 0 60 

Dendrítico 0,35-0,65 0 0,05 0 0 61 

Dendrítico 0,55 3 0,05-0,6 0 0 52,53  

Dendrítico 0,55 0-30 0,05 0 0 64, 63 

Dendrítico 0,8 3 0 0 0-0,05 67,68 

Dendrítico 0,55 10 0 0,3-2 2-64 69 

Dendrítico 0,55 30 0 0,3-2 2-64 70,71 

Dendrítico 0,55 3 0 1 0,01-

64 

77 

Dendrítico 0,55 3-30 0 0,3-5 2 72, 73, 74, 79, 75 

Dendrítico 0,5 3 0,05 0,3-2 2-64 81 

Dendrítico 0,5 3 0,15 0,3-2 2-64 82 

Dendrítico 0,5 3 0,05;0,15 0,3-2 2-64 84, 83 

* O valor afeta o tamanho do sólido, mas não afeta sua forma. ** Esses valores são 

super-resfriamentos obtidos pelo método no momento de convergência. 
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5.1 Crescimento equiaxial não-dendrítico 

 

Neste tópico serão abordados os crescimentos não dendríticos, usualmente 

associados ao crescimento inicial do cristal. O crescimento inicial esférico e cilíndrico 

isotrópico será abordado e comparado a soluções analíticas, existentes e 

desenvolvidas neste trabalho, verificando então o efeito de cada variável relevante ao 

crescimento. Estes casos desconsiderarão a anisotropia e o desenvolvimento de 

instabilidades da interface. Em seguida, será abordado o crescimento com a presença 

de anisotropias da energia interfacial, cinética e finalmente da combinação de ambas, 

sempre em morfologias não-dendríticas. Nesta seção, os formatos de Wulff de 

equilíbrio e cinético serão mais relevantes para a representação das anisotropias. 

Com a avaliação da fase inicial do crescimento, será mais didático e visível a 

relevância de cada parâmetro no formato dendrítico final, apresentado no capítulo 

seguinte. 

 

5.1.1 Crescimento isotrópico esférico e cilíndrico sem anisotropias 

 

Neste tópico será avaliada a solidificação equiaxial com energia interfacial e 

coeficiente cinético isotrópicos na ausência de instabilidades morfológicas, 

representando um estágio intermediário de referência para o estudo posterior dos 

efeitos das anisotropias. As geometrias esféricas e cilíndricas foram o foco de estudo 

deste tópico, pois pode-se localizar a interface e as linhas isotermas unicamente 

através da variável de raio. No entanto, os resultados podem ser aplicados a casos 

reais apenas até o raio limite de estabilidade, pois acima deste raio ocorreria o 

crescimento de instabilidades que poderiam originar braços dendríticos. 

O crescimento esférico pode fornecer informações referentes ao crescimento 

globulítico que ocorre inicialmente após a nucleação homogênea. O crescimento 

cilíndrico é útil, por exemplo, na realização de “benchmarks” de simulações 

bidimensionais, que ainda são muito comuns na literatura devido ao menor poder 

computacional necessário. As simulações do crescimento esférico e cilíndrico foram 

realizadas e os resultado comparados com a solução do modelo clássico, indicando a 

correta implementação do modelo. Para isso, a equação do modelo de campo de 
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fases e de transferência de calor (Eq. (73) e (75)) utilizados foram simplificados para 

um domínio unidimensional, resultando em 

 
1

𝑀∗

𝜕𝜙

𝜕𝑡∗
= 휀𝑜

∗2 (
𝜕2𝜙

𝜕𝑟∗2 +
𝑛

𝑟∗

𝜕𝜙

𝜕𝑟∗
) + 𝑎1휀𝑜

∗ 𝑇∗(1 − 𝜙2)2 − 𝜙(1 − 𝜙2) (103) 

 
𝜕𝑇∗

𝜕𝑡∗
=

𝜕2𝑇∗

𝜕𝑟∗2 +
𝑛

𝑟∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑟∗
+

1

2

𝜕𝜙

𝜕𝑡∗
 (104) 

 

5.1.1.1 Exame das condições iniciais de simulação 

 

Após algumas simulações preliminares, observou-se que a convergência dos 

resultados do modelo de campo de fases aos resultados do modelo clássico era 

afetada pelas condições iniciais adotadas no modelo de campo de fases. 

Consequentemente, foram conduzidas simulações especificamente para verificar o 

efeito de alguns tipos de condições iniciais usualmente adotadas nos modelos de 

campo de fases. Inicialmente foram avaliadas simulações do crescimento de uma 

partícula sólida em ambos os crescimentos esféricos e cilíndricos com raio 0,1% maior 

que o raio crítico em um meio super-resfriado, ou seja, 𝑅𝑜
∗ = 1.001 ∙ 𝑅𝐶

∗ . Foram 

examinados dois perfis adotados como condição inicial no modelo de campo de fases: 

• Perfil de tangente hiperbólica, que é a solução do perfil de estado estacionário 

das equações do modelo de campo de fases, com ∆= 0 e desconsierando os 

efeitos de curvatura; 

• Perfil de equilíbrio 𝜙𝑒𝑞(𝑟
∗), obtido por uma metodologia “ad hoc” baseada na 

metodologia de Debierre e Karma (2003) descrita adiante. 

O perfil de tangente hiperbólica é obtido a partir da solução da equação do modelo 

de campo de fases com variação temporal nula do parâmetro de fases (estado-

estacionário), considerando super-resfriamento do líquido e efeito de curvatura nulos. 

Esta solução (DOBRAVEC; MAVRIČ; ŠARLER, 2020) é a solução da equação (103) 

nas condições ∆= 𝑛 = 0, resultando em 

 𝜙(𝑟∗) = − tanh (
𝑟∗ − 𝑅∗

휀𝑜
∗√2

) (105) 
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O perfil de equilíbrio, 𝜙𝑒𝑞(𝑟
∗), resulta em variação temporal do parâmetro de 

fases nula, considerando efeitos de curvatura e super-resfriamento diferentes de 0. A 

identificação deste perfil é de extrema importância para o crescimento do sólido logo 

após a nucleação (GRÁNÁSY et al., 2019; WU, W. et al., 2021). Existem métodos 

para a obtenção do perfil de equilíbrio no raio crítico que utilizam o ponto de sela do 

funcional de energia livre, que representa o caminho de maior variação de energia 

livre do potencial (GRÁNÁSY et al., 2019; ZHANG et al., 2016). 

Neste trabalho, uma metodologia baseada no modelo de Debierre e Karma 

(2003) foi implementada. Para implementar esta metodologia, assumiu-se que a cada 

interação da solução da equação do modelo de campo de fases (eq.(103)) na 

presença de um super-resfriamento uniforme e constante ∆, o perfil do parâmetro de 

fases na interface se desenvolve e se afasta do raio crítico a uma velocidade 𝑉∗. 

Portanto, translada-se este perfil com o dobro da velocidade na direção oposta de 𝑉∗, 

resultando em uma distância de −2𝑉∗∆𝑡∗. Com um número suficiente de iterações, a 

velocidade na interface diminui até estar próxima de 0, resultando então no perfil de 

equilíbrio 𝜙𝑒𝑞(𝑟
∗). A velocidade utilizada a cada iteração é calculada por uma 

interpolação de primeiro grau na posição de 𝑟∗(𝜙 = 0) utilizando a relação 

 𝑉∗ = −

𝜕𝜙
𝜕𝑡∗

𝜕𝜙
𝜕𝑟∗

⁄  (106) 

O critério de parada é quando 𝜕𝜙 𝜕𝑡∗⁄ ≤ 10−10, e o translado é realizado na 

forma, 

 [𝜙𝑖
𝑡∗+∆𝑡∗

]
𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑙𝑎𝑑𝑎𝑑𝑜

= 𝜙𝑖
𝑡∗+∆𝑡∗

+
𝜙𝑖+1

𝑡∗
− 𝜙𝑖−1

𝑡∗

∆𝑟∗
𝑉∗∆𝑡∗ (107) 

Como resultado, obtêm-se o perfil de equilíbrio para um dado super-

resfriamento. Este novo perfil difere do perfil de tangente hiperbólica, como mostrado 

na Figura 13. É possível observar diferenças na ordem de 4% e 1% (com ∆= −0.5 e 

휀𝑜
∗/𝑅𝑐

∗ = 0.125) para os casos de crescimento esférico (n=2) e cilíndrico (n=1), 

respectivamente. A menor diferença entre os perfis cilíndrico com a tangente 

hiperbólica em comparação ao esférico pode ser atribuída à maior parcela da energia 

interfacial de curvatura presente no caso cilíndrico.  
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Figura 13 – Perfis de interface aguda (step), tangente hiperbólica (tanh), equilíbrio cilíndrica e equilíbrio 
esférica para ∆= −0.5 e 휀∗/𝑅𝐶

∗ = 0.125. A diferença entre os perfis de equilíbrio (cilíndrico e esférico) 
estão também apresentadas. 

Sabe-se que a energia livre total de um sistema com a solidificação de um 

material puro é máxima quando o raio é igual ao crítico. O raio crítico é a posição da 

interface em que a energia livre do volume solidificado e da energia interfacial sólido-

líquido entram em equilíbrio. Outra característica desta posição é que com o aumento 

ou diminuição do raio, a energia livre do sistema diminui. 

No modelo clássico, o raio crítico pode ser calculado para as geometrias 

esféricas e cilíndricas pelas equações 2𝑑𝑜/∆ e 𝑑𝑜/∆, respectivamente. No caso dos 

modelos de campo de fase, a equação (45) foi adimensionalizada e adaptada para os 

modelos de crescimento esférico e cilíndrico em uma dimensão. Para a determinação 

da posição de energia livre máxima em relação ao domínio completamente líquido, a 

função da energia livre total foi então subtraída da energia do líquido puro com 

temperatura igual à inicial. Como resultado foi obtida a seguinte equação, 

 

∆𝐹∗ = 2𝑛𝜋 ∫[
1

2
(휀∗

𝜕𝜙𝑒𝑞

𝜕𝑟∗
)

2

+
(𝜙𝑒𝑞

2 − 1)
2

4

−
16

15
𝑎1휀

∗∆(𝑝(𝜙𝑒𝑞) + 0.5)] 𝑟∗𝑛 𝑑𝑟∗ 

(108) 
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A equação (108) foi utilizada para calcular a variação de energia livre do 

sistema com o crescimento cilíndrico (𝑛 = 1) ou esférico (𝑛 = 2) numericamente 

através do método de trapézios. Os resultados do cálculo da energia livre estão 

apresentados na Figura 14 para diferentes posições da interface. Pode-se observar 

que, em ambos os casos, o valor máximo de energia livre no modelo de campo de 

fases encontra-se na posição de 𝑅𝐶,𝑒𝑞
∗ , que é diferente do raio crítico calculado pelo 

modelo clássico, 𝑅𝐶,𝑒𝑞
∗ ≠ 𝑅𝐶

∗ , e representa o valor máximo de energia livre.  

 

 (a) (b) 

Figura 14 – Variação da energia livre em função do raio com os perfis de equilíbrio para os casos de 
crescimento de (a) um cilindro e (b) uma esfera. 

 A velocidade de crescimento inicial de um sólido com tamanho próximo ao do 

raio crítico é muito sensível ao perfil inicial da variável de fase. Devido a esta 

sensibilidade, a velocidade da interface torna-se muito útil para verificação da 

convergência de modelos de campo de fases (WU, W. et al., 2021). Na Figura 15 está 

apresentada a velocidade em função do tempo para o crescimento esférico (Figura 

15a) e cilíndrico (Figura 15b) calculada de diferentes formas: solução do modelo 

clássico (método de Green), modelo do campo de fases com perfil inicial dado pela 

tangente hiperbólica e modelo de campo de fases com perfil inicial de equilíbrio. Nas 

duas geometrias, o crescimento ocorreu para um raio inicial igual a 0.1% acima do 

raio crítico e a fusão a 0.1% abaixo do raio crítico. 

Uma espessura suficientemente fina não é o suficiente para garantir 

quantitatividade dos resultados. Wheeler et al. (1993) verificou em seu trabalho que 

com o perfil de tanh, não foi possível convergir aos resultados do modelo de interface 
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aguda. É possível observar que com o uso dos perfis de função tangente hiperbólica 

há uma divergência entre o modelo de campo de fases e o modelo clássico (método 

de Green). O modelo de campo de fases com o uso de uma interface suficientemente 

fina e com perfil inicial de equilíbrio proporcionou resultados muito próximos dos 

resultados do modelo clássico para o crescimento esférico e cilíndrico e, portanto, 

pode ser considerado quantitativo. 

 

      (a)             (b) 

Figura 15 – Velocidade de crescimento em função do tempo com o uso do modelo de Green, do modelo 
de campo de fases com o perfil inicial igual à tangente hiperbólica e o modelo com o uso do perfil de 
equilíbrio, para as geometrias esférica (a) e cilíndrica (b), nas seguintes condições: 𝛽 = 30, ∆= −0,5 e 

휀∗ = 0,125 𝑅𝑐
∗. 

No entanto, vale ressaltar que a diferença encontrada nas velocidades de 

crescimento em função do tempo com o uso de ambos os perfis iniciais apresentados 

na Figura 15 não é observável ao se plotar a velocidade versus o raio de crescimento, 

em raios maiores que o de equilíbrio (Figura 16). Portanto, as divergências do 

crescimento calculado através do modelo de campo de fases com diferentes perfis 

encontradas estão limitadas à região com raios muito próximos aos de equilíbrio. Ao 

a interface se afastar do equilíbrio, o modelo de campo de fases volta a se aproximar 

do modelo clássico. Este mesmo comportamento foi observado Wheeler et al. (1993), 

indicando que na fase transiente de crescimento é gerado um erro (quando em função 

do tempo), mas o modelo ainda está em condições quantitativas após um autoajuste 

do perfil da interface difusa durante o crescimento.  
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      (a)             (b) 

Figura 16 – Velocidade de crescimento em função do Raio com o uso do modelo de Green, do modelo 
de campo de fases com o perfil inicial igual à tangente hiperbólica e o modelo com o uso do perfil de 
equilíbrio, para as geometrias esférica (a) e cilíndrica (b), nas seguintes condições: 𝛽 = 30, ∆= −0,5 e 

휀∗ = 0,125 𝑅𝑐
∗. 

Utilizando o perfil de equilíbrio como condição inicial e realizando as simulações 

até maiores instantes de tempo, observam-se diferenças significativas entre o modelo 

de campo de fases e o modelo clássico (método de Green) dependendo da espessura 

da interface difusa adotada no modelo de campo de fases. Na Figura 17 e Figura 18 

são apresentados 𝑉∗ em função de 𝑡∗ em diferentes espessuras relativas ao raio 

crítico (휀∗/𝑅𝐶
∗ ) com ∆= −0.05, −0.5, −1 e −1.5 em crescimentos esféricos (Figura 17) 

e cilíndricos (Figura 18). Observa-se que com uma espessura 
∗

𝑅𝑐
∗ = 0.125 o perfil de 

velocidade é indistinguível em relação aos perfis encontrados pelo modelo clássico 

em todas as condições de geometria, e coeficiente cinético em uma ampla variação 

de super-resfriamento. Este comportamento de convergência foi observado em todas 

as condições de crescimento unidimensional com geometrias cilíndricas e esféricas 

avaliadas nos itens subsequentes. A convergência entre estes dois resultados indica 

que a característica de modelo quantitativo foi atingida no modelo de campo de fases. 

Assim, ambos resultados podem servir de “benchmark” para outros tipos de modelos, 

especialmente bidimensionais, o que ainda não está disponível na literatura. 

O crescimento cilíndrico possui algumas peculiaridades em comparação ao 

crescimento esférico. A curvatura média da interface cilíndrica é metade da esférica 

para um mesmo raio do sólido, resultando em um raio crítico esférico (𝑅𝐶
∗ ) duas vezes 

maior que o raio crítico cilíndrico. Devido à estas condições, a espessura do modelo 
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de campo de fases (휀∗) necessária para se obter resultados quantitativos em uma 

geométrica cilíndrica será metade da espessura do caso esférico. 

      (a)             (b) 

 

      (c)             (d) 

Figura 17- Velocidade da interface sólido-líquido em função do tempo para o crescimento do um sólido 
esférico com diferentes coeficientes cinéticos (𝛽) calculados pelos modelos de Green e campo de fase 

com diferentes espessuras de interface, 
∗

𝑅𝑐
∗ = 0.125; 0,375; 0,5 e 0,75, nos super-resfriamentos (∆): (a) -

0.05; (b) -0.50; (c) -1.00 e (d) -1.50. 

M. de Green M. de Green 

M. de Green M. de Green 
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      (a)             (b) 

 

      (c)       (d) 

Figura 18 - Velocidade da interface sólido-líquido em função do tempo para o crescimento do um sólido 
cilíndrico com diferentes coeficientes cinéticos (𝛽) calculados pelos modelos de Green e campo de fase 

com diferentes espessuras de interface, 
∗

𝑅𝑐
∗ = 0.125; 0,375; 0,5 e 0,75, nos super-resfriamentos (∆): (a) -

0.05; (b) -0.50; (c) -1.00 e (d) -1.50. 

 

 

 

M. de Green 

M. de Green 
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5.1.1.2 Cinética do crescimento  

 

Neste tópico serão descritos diferentes efeitos do resfriamento sobre a 

velocidade, temperatura e raio da interface durante a solidificação. A força motriz total 

para o crescimento é provida pelo super-resfriamento inicial no líquido e limitada pelo 

super-resfriamento de curvatura, como uma consequência da existência da energia 

interfacial. A força motriz total disponível no sistema para o crescimento de esferas ou 

cilindros sólidos pode ser calculada como −
𝑛

𝑅∗ − ∆. Outros importantes efeitos que 

influenciam o desenvolvimento da interface é a velocidade de anexação de átomos ao 

sólido na interface (cinética da anexação de átomos ou simplesmente cinética 

interfacial) e a taxa de transferência de calor latente da interface sólido-líquido para o 

interior do sólido e do líquido. Este último está relacionado principalmente com os 

perfis de temperatura à frente da interface sólido-líquido na direção radial ao líquido 

super-resfriado, que apresenta gradientes de temperatura em torno de uma ou mais 

ordens de grandeza maior em módulo que os gradientes do sólido. Nos modelos de 

campo de fase e do método de Green, ambos os gradientes na direção do sólido e 

líquido são considerados. Mesmo assim, com esta consideração é possível realizar a 

analogia aos sistemas eletrodinâmicos, na forma de um adimensional de um 

comprimento de condução de calor 𝛿 definido por −(
𝜕𝑇∗

𝜕𝑟∗)
𝑅∗+

≡
𝑇𝑖

∗−∆

𝛿
, que ao combinar 

com as equações de crescimento resultam em 

 

𝑉∗(𝑡∗) =
(−

𝑛
𝑅∗(𝑡∗)

) − 𝑇𝑖
∗(𝑡∗)

𝛽 
=

𝑇𝑖
∗(𝑡∗) − ∆

𝛿(𝑡∗)
= (−

𝑛

𝑅∗(𝑡∗)
− ∆) (

1

𝛽 + 𝛿(𝑡∗)
) 

(109) 

onde os termos de temperatura de interface (𝑇𝑖
∗) e da velocidade (𝑉∗) podem ser 

extraídos a partir dos resultados apresentados para os crescimentos esféricos e 

cilíndricos. 

A equação acima pode ser vista como sendo uma solução quase-estacionária, 

mas na realidade esta equação é válida para o crescimento em qualquer tempo ao se 

considerar o gradiente de temperatura no sólido muito pequeno. Além disso, o último 

termo do lado direito da equação fornece uma visão do crescimento em função da 

razão entre a força motriz (−
𝑛

𝑅∗(𝑡∗)
− ∆) e a resistência ao crescimento 𝛽 + 𝛿. A 

resistência está relacionada com a cinética de anexação de átomos no sólido 𝛽 e com 
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a dificuldade de extração de calor, medida pelo comprimento de difusão 𝛿. Desta 

forma é conveniente comparar o modelo à eletrodinâmica, onde as resistências 𝛽 e 𝛿 

estão em série, a variação de temperatura entre a interface em equilíbrio local e o 

líquido super-resfriado representa a variação do potencial elétrico. A temperatura 

interfacial é a medida intermediária entre as duas resistências e a velocidade 𝑉∗ 

representa a corrente através deste circuito. Um esquema deste modelo está 

esquematizado na Figura 19. 

 

Figura 19 – Esquema da analogia ao circuito eletrodinâmico da força motriz de crescimento e suas 
resistências. 

As figuras 20 e 21 apresentam novamente os resultados de velocidade 𝑉∗ (já 

indicados na figuras 18 e 19) e de 𝑇𝑖
∗ em função do tempo, respectivamente, 

calculados pelo modelo de campo de fases e pelo método de Green durante o 

crescimento esférico e cilíndrico. As simulações foram realizadas para os 

crescimentos unidimensionais em diferentes coeficientes cinéticos (𝛽∗) abrangendo 

diversos tipos de materiais como: Si (𝛽∗ = 1300), Ni e Fe (𝛽∗ = 30, 150) (BUTA; ASTA; 

HOYT, 2007; HOYT et al., 1999; SHIBUTA, 2019). Além disso, os super-resfriamentos 

∆= −0.05, −0.5, −1 e−1.5 foram escolhidos por abrangerem diversas condições 

observadas em experimentos de crescimento dendrítico e serem semelhantes às 

escolhidas por Schaefer e Glicksman (1969) em crescimentos esféricos. Em todas as 

condições apresentadas, as espessuras do modelo de campo de fases foram 

mantidas em 
∗

𝑅𝑐
∗ = 0.125. 

Em todas as condições apresentadas nestas figuras a velocidade inicialmente 

aumenta com o aumento do raio, portanto, ocorre uma diminuição da importância da 

energia da interface. Em maiores tempos, a velocidade decresce assintoticamente, 



74 
 

diminuem os efeitos de curvatura devido ao aumento do raio, causando um aumento 

da temperatura da interface. Um acréscimo no módulo do super-resfriamento inicial 

(∆), causa um aumento de aproximadamente uma ordem de grandeza no pico de 

velocidade (para 𝛽 = 30, 𝑉∗ varia de 2 ∙ 10−4 para 9 ∙ 10−3 com o aumento de |∆| de 

0.05 para 1). Um aumento do coeficiente cinético de 𝛽∗ = 30 para 1300 resulta em 

uma diminuição dos picos de velocidade e em temperaturas interfaciais mais próximas 

à do líquido inicial. 
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  (a)       (b)  

 

 

(c)       (d)  

Figura 20 - Velocidade da interface sólido-líquido em função do tempo para o crescimento do um sólido 
cilíndrico ou esférico com diferentes coeficientes cinéticos (𝛽) calculados pelos modelos de Green e 

campo de fase com 휀∗/𝑅𝑐
∗ = 0.125, nos super-resfriamentos (∆): (a) -0.05; (b) -0.50; (c) -1.00 e (d) -

1.50. 
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   (a)       (b) 

 

   (c)       (d) 

Figura 21 – Temperatura da interface sólido-líquido em função do tempo para o crescimento do um 
sólido cilíndrico ou esférico com diferentes coeficientes cinéticos (𝛽) calculados pelos modelos de 

Green e campo de fase com 휀∗/𝑅𝑐
∗ = 0.125, nos super-resfriamentos (∆): (a) -0.05; (b) -0.50; (c) -1.00 

e (d) -1.50. 

A característica quantitativa do modelo de campo de fase não foi obtida nos 

casos de super-resfriamentos iguais ou superiores a |∆| ≥ 1 e 𝛽∗ = 0. Nestas 

condições, não há uma solução do modelo clássico de solidificação (KING; EVANS, 

2005). Na Figura 22 são apresentadas duas simulações com diferentes espessuras 
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da interface que representam o crescimento cilíndrico com elevados super-

resfriamentos. É possível observar que com a diminuição da espessura da interface, 

a velocidade aumenta de modo inversamente proporcional sem convergir a um valor 

fixo, divergindo do comportamento observado para baixos 𝛽∗ com elevados |∆| 

observados na Figura 20d. O modelo de campo de fases apresenta uma solução que 

mostra a existência de um coeficiente cinético artificial dependente da espessura da 

interface difusa. Este coeficiente cinético pôde ser identificado através do modelo de 

campo de fases para crescimento cilíndrico (𝑛 = 1) como 

 
𝛽∗ = −

𝑅∗𝑇𝑖
∗ + 𝑛

𝑉∗𝑅∗
 

(110) 

onde foi possível encontrar que 𝛽∗ igual a 0,0038 e 0,0020 para 휀∗ = 0,083 e 

0,042, respectivamente (Figura 22). Nota-se na Figura 22, com a diminuição da 

espessura pela metade, que a velocidade dobrou. Considerando a Eq. (70), na 

ausência de coeficiente cinético espera-se que, com o aumento do raio, a temperatura 

da interface aproxime-se de zero (𝑇𝑖
∗ → 0), o que não foi observado na Figura 23. 

Porém, quando o coeficiente cinético não é nulo, verificam-se as características 

quantitativas do modelo de campo de fases ao se comparar com o modelo de Green. 

Nesse caso, a velocidade da interface tende a 𝑉∗ → −(∆ + 1)/𝛽 (KARMA; RAPPEL, 

1998), portanto, a temperatura da interface 𝑇𝑖
∗ → ∆ + 1. 
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Figura 22 – Velocidade em função do tempo para um crescimento cilíndrico para as espessuras de 
interface do modelo de campo de fases 휀∗ = 0,083 e 휀∗ = 0,042 para as seguintes condições: 𝛥 =

−1,5 e 𝛽∗ = 0. 

 

Figura 23– Temperatura da interface em função do tempo para um crescimento cilíndrico para as 
espessuras de interface do modelo de campo de fases 휀∗ = 0,083 e 휀∗ = 0,042 para as seguintes 

condições: 𝛥 = −1,5 e 𝛽∗ = 0. 

 

Utilizando a analogia ao circuito elétrico representada pela Eq. (109) e Figura 

19 pode-se entender melhor os efeitos que resultam nos comportamentos observados 

𝑉∗ e 𝑇𝑖
∗. Nesta analogia, o efeito de curvatura 𝑛/𝑅∗ é um termo que reduz a força 



79 
 

motriz máxima |∆|. Com o crescimento do sólido há um aumento do raio e 

consequentemente um aumento da força motriz disponível para o crescimento. No 

entanto, o desenvolvimento do sólido e a consequente liberação de calor latente ao 

líquido aumenta o comprimento de difusão de calor 𝛿, diminuindo a condutância de 

calor e a velocidade da interface. Estas duas variáveis são fundamentais para o 

entendimento do comportamento da interface, pois o aumento da velocidade inicial é 

consequência do aumento da força motriz com o aumento de 𝑅∗. A diminuição 

posterior da velocidade é causada pelo aumento do comprimento de difusão de calor. 

O comportamento da temperatura da interface pode também ser entendida pela 

analogia eletrodinâmica. A temperatura da interface é um potencial intermediário entre 

o líquido e o caso de equilíbrio local (𝛽 = 0). Esta temperatura sempre crescerá com 

o aumento de 𝛿 e 𝑅∗ em função do tempo. O aumento de 𝑅∗ resulta em um aumento 

de potencial elétrico, enquanto que o aumento de 𝛿 causa uma diminuição da 

condutância e eventualmente este termo pode se tornar mais relevante que o 

coeficiente cinético. Estes dois efeitos resultam em uma diminuição da temperatura 

da interface com o crescimento do sólido, assim como pode-se observar na Figura 21. 

É possível observar a dinâmica das alterações das variáveis através de um 

caso de crescimento conhecido. Na Figura 24 são apresentados os termos 

eletrodinâmicos em função do tempo para o crescimento de um sólido em diversas 

condições, nesta figura é apresentada termos que são denominados como 

indicadores de cinética de crescimento, ou seja, comprimento de capilaridade térmica 

(𝛿), força motriz de crescimento (−
𝑛

𝑅∗(𝑡∗)
− ∆) e velocidade. É possível observar na 

Figura 24a que o comprimento de difusão térmica aumenta com o aumento do raio, 

indicando que a taxa de liberação de calor latente liberada ao líquido solidificar-se, 

causa um aumento do comprimento de difusão térmica. Além disso, o efeito de 

capilaridade, −1/𝑅∗,  possui uma alta taxa de variação inicial seguido de uma taxa 

mais lenta, causando um aumento rápido seguido de uma diminuição da força motriz 

de crescimento. Além da diminuição da taxa de aumento da força motriz, o 

comprimento 𝛿 continua a aumentar em função do tempo, causando a presença de 

um ponto de máximo na taxa de crescimento, que agora reduz em função do tempo, 

como pode-se observar na Figura 24b. 
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O aumento do coeficiente cinético resulta em uma cinética de crescimento da 

interface mais lenta e da taxa de aumento do comprimento de difusão térmica. 

Portanto, o perfil de velocidade em função do tempo é deslocado para a direita. Este 

efeito pode ser observado na Figura 24a e b com o aumento do coeficiente cinético 

de 0 para 30 e, em especial na Figura 20, com o aumento de 𝛽 de 0 até 1300. Com o 

aumento da magnitude do super-resfriamento, há um aumento da força motriz de 

crescimento e o efeito inverso ao discutido para 𝛽 pode ser observado, onde os picos 

de velocidade são deslocados para esquerda devido ao aumento mais rápido de 𝑅∗ e 

𝛿.  

Uma das principais diferenças entre as geometrias cilíndrica e esférica está o 

maior efeito de capilaridade para as esferas. A mudança na força motriz resultante de 

−
𝑛

𝑅∗ − ∆ (n=1 para geometria cilíndrica e n=2 para a esférica), causa importantes 

efeitos sobre o perfil de velocidade. Na Figura 24c e d estão apresentados os perfis 

de crescimento para o super-resfriamento ∆= −0.05 com 𝛽 = 0 para as geometrias 

cilíndrica (azul) e esférica (preto). A diferença entre as geometrias consiste nesta 

variação entre intensidade de força motriz e comprimento de difusão térmica. A Eq. 

(109) calcula a velocidade como sendo a multiplicação entre a condutância e a força 

motriz de crescimento. No caso apresentado na Figura 24d pode-se observar que a 

condutância térmica (neste caso representada por 𝛿−1) é menor em cilindros que para 

esferas em todos os tempos estudados. Este efeito é observado devido à maior 

quantidade de calor latente liberada no crescimento de cilindros de comprimentos 

infinitos do que no de esferas de mesmo raio, causando maiores comprimentos 𝛿 em 

cilindros. No entanto, as forças motrizes na geometria esférica são menores em todos 

os tempos. O efeito combinado destes dois fatores resulta inicialmente em maiores 

velocidade cilíndricas (maior força motriz), e posteriormente, maiores velocidade 

esféricas (menores condutâncias térmicas 𝛿−1). 
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(a)                                                    (b) 

(c)                                                    (d) 

Figura 24 – Velocidade de crescimento, comprimento de difusão térmica e parâmetros 

relacionados com a analogia eletrodinâmica para 𝛽 = 0 ou 30, ∆= −0,05 durante os 

crescimentos cilíndricos e esféricos. 

 

5.1.1.3 Super-resfriamento na interface sólido-líquido 

 

A Eq. (70) deixa evidente três tipos de modificações da temperatura da 

interface, que serão neste tópico considerados como uma fração do super-
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resfriamento total, denominados de curvatura ∆𝑇𝑐
∗ = −

𝑛

∆∙𝑅∗; cinética de crescimento 

∆𝑇𝐾
∗ = −

𝑉∗𝛽

∆
; e difusivo ∆𝑇𝑇

∗ = 1 − ∆𝑇𝐾
∗ − ∆𝑇𝑅

∗. Estes três tipos de super-resfriamentos 

estão representados na Figura 25 para a geometria esférica e Figura 26 para a 

cilíndrica. 

O super-resfriamento de curvatura (∆𝑇𝑐
∗ =

𝑛

(𝑅∗/𝑅𝑐
∗) 

) depende apenas do raio 

relativo (𝑅∗/𝑅𝑐
∗), sendo independente de 𝛽∗, ∆ e da geometria. Além disso, a fração 

∆𝑇𝑐
∗ torna-se menor que 10% do super-resfriamento total em esferas assim que 

𝑅∗

𝑅𝐶
∗ >

10. A diminuição do super-resfriamento de curvatura promove uma maior 

disponibilidade de força motriz para movimentação da interface, determinando então 

o potencial disponível para o crescimento. Este aumento resulta em um aumento de 

velocidade, e consequentemente do super-resfriamento cinético ∆𝑇𝐾
∗, que segue o 

mesmo comportamento da velocidade. O super-resfriamento denominado difusivo, 

∆𝑇𝑇
∗, é proporcional a 𝛿, representando com seu aumento, um aumento do 

comprimento de difusão térmica. Adicionalmente, a fração ∆𝑇𝑇
∗ é menor durante o 

crescimento esférico devido às vantagens de dissipação de calor desta geometria, ou 

seja, a difusão do calor gerado no aumento do raio é mais rápida em esferas, 

tornando-se um fator menos limitante para a velocidade. Já o super-resfriamento 

cinético aumenta com o aumento de 𝛽∗ e 𝑉∗, portanto, a posição de máxima 

velocidade também é de máxima fração de super-resfriamento cinético ∆𝑇𝑘
∗ =

𝛽

𝑛
(𝑉∗𝑅𝐶

∗) 

para um mesmo coeficiente cinético. Mesmo com a diminuição de velocidade ao 

aumentar o coeficiente cinético, a fração de ∆𝑇𝑘
∗ aumenta em todos os casos para um 

mesmo ∆. 

Com o crescimento do sólido durante a solidificação, a movimentação da 

interface pode ser controlada pela transferência de calor, pela cinética de crescimento 

ou por ambos, denominado daqui como controle misto. A fração de super-resfriamento 

disponível como força motriz de crescimento pode ser calculada como 1 − ∆𝑇𝑐
∗ =

∆𝑇𝐾
∗ + ∆𝑇𝑇

∗. Caso a cinética de crescimento seja controlada pela extração de calor da 

interface então ∆𝑇𝐾
∗ + ∆𝑇𝑇

∗ ≈ ∆𝑇𝑇
∗ e, caso seja controlada pela cinética de anexação de 

átomos à interface, então ∆𝑇𝐾
∗ + ∆𝑇𝑇

∗ ≈ ∆𝑇𝐾
∗. Portanto, a curva de limite de super-

resfriamento ∆𝑇𝐾
∗ + ∆𝑇𝑇

∗ = 1 − ∆𝑇𝑅
∗ representa o máximo possível que ambas as 



83 
 

frações cinéticas ou difusivas podem possuir. O limite de super-resfriamento pode ser 

atingido por ∆𝑇𝐾
∗ quando 𝛽∗ → +∞ ou por ∆𝑇𝑇

∗ com 𝛽 = 0. 

Durante o crescimento inicial a partir do raio crítico, a velocidade aumenta 

consideravelmente, com temperatura da interface próximas à do líquido ao longe, 

resultando em ∆𝑇𝐾
∗ próximo ao limite de super-resfriamento para todos os casos de ∆ 

e 𝛽 > 0. Com maiores tempos de solidificação, uma maior quantidade de calor latente 

é transferida ao líquido, resultando em uma diminuição na velocidade e no aumento 

da diferença entre as curvas de limite de super-resfriamento e a curva de super-

resfriamento cinético (∆𝑇𝐾
∗). Em maiores tempos de simulação torna-se mais evidente 

o controle misto da interface, sendo dividido entre o controle cinético e difusivo devido 

aos respectivos super-resfriamentos estarem na mesma ordem de grandeza, 

reduzindo eventualmente a velocidade de crescimento. O aumento do coeficiente 

cinético resulta em uma manutenção da proximidade da curva ∆𝑇𝐾
∗ com o limite de 

super-resfriamento para maiores raios relativos (𝑅∗/𝑅𝑐
∗). De maneira semelhante, com 

o aumento da magnitude do super-resfriamento na presença de 𝛽∗ > 0, há um 

aumento da fração de ∆𝑇𝐾
∗, causado pela maior taxa de extração de calor promovida 

pela maior diferença de temperatura da interface com o líquido ao longe. Portanto, a 

combinação de super-resfriamentos e coeficiente cinético elevados resultam em um 

distanciamento das condições de crescimento de equilíbrio local. 

O acúmulo de calor latente liberado pela interface ao líquido adjacente faz com 

que ∆𝑇𝑇
∗ se torne mais proeminente e inicie a diminuição da velocidade da interface. 

Pelo comportamento observado, se a geometria esférica/cilíndrica fosse mantida 

indefinidamente para |∆| < 1, o crescimento se tornaria controlado pela difusão de 

calor em todas as condições de 𝛽∗. No entanto, sabe-se que, com o crescimento de 

uma geometria como a esférica ou cilíndrica, há um raio máximo de estabilidade, aqui 

denominado 𝑅𝑆𝑇𝐵
∗ =

𝑅∗

𝑅𝐶
∗  que também está indicado nas figuras 25 e 26. Para se 

determinar esta posição a Eq. (24) foi utilizada para ambos os crescimentos esférico 

e cilíndrico. A Eq. (24) pode ser escrita nos termos adimensionais deste trabalho na 

forma, 

 𝑅𝑆𝑇𝐵
∗ =

11

2
[1 + √1 −

20

121
𝛽∗∆] (111) 
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Esta equação foi desenvolvida o crescimento esférico, indicando um raio de 

início de formação de instabilidades possivelmente maior que o esperado para o 

crescimento cilíndrico. No entanto, na literatura não há soluções da instabilidade 

morfológica em crescimento cilíndrico de sólidos puros sob elevados super-

resfriamentos do líquido. Portanto, a eq. (24) foi usada para determinar o raio máximo 

de estabilidade também para o crescimento cilíndrico. 

O raio de estabilidade permite definir um raio máximo até o qual a simulação 

deve ser conduzida. Pode-se observar então que na condição de maior fração de 

super-resfriamento difusivo (∆𝑇𝑇
∗ = 0.8) entre todas as condições estudadas e maior 

tempos de simulação com o raio máximo de absoluta estabilidade  (crescimento 

cilíndrico com ∆= −0.05 e 𝛽∗ = 30), a fração difusiva ainda não atinge o limite de 

super-resfriamento e o crescimento ainda sofre influências da fração cinética, seja no 

crescimento cilíndrico ou esférico. Além disso, o crescimento cilíndrico possui maiores 

frações de ∆𝑇𝑇
∗ que no caso esférico, indicando que a geometria cilíndrica está mais 

suscetível ao controle difusivo de calor. Portanto, nas condições de baixos super-

resfriamentos e geometria cilíndrica, o controle ainda é misto, mas com uma maior 

fração difusiva. 

Estas verificações indicam que inicialmente o super-resfriamento cinético (∆𝑇𝑘
∗) 

se mantém próximo ao limite do super-resfriamento da interface, sendo o controle 

mais proeminente. Com o crescimento, o super-resfriamento difusivo começa a 

crescer e dividir a intensidade de controle de interface. No entanto, antes que ∆𝑇𝑇
∗ se 

torne a fração mais proeminente, o sólido possui dimensões acima da estabilidade 

geométrica (𝑅∗ > 𝑅𝑆𝑇𝐵
∗ 𝑅𝐶

∗ ) e ainda está em controle misto de interface. Por outro lado, 

com elevado coeficiente cinético e módulo de super-resfriamento, o controle da 

interface é mantido com ∆𝑇𝐾
∗, mas eventualmente se torna misto com a proximidade 

da posição da interface a 𝑅𝑆𝑇𝐵
∗ . 
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(a)                                                    (b) 

 

(c)                                                    (d) 

Figura 25 – Temperatura relativa da interface sólido-líquido em função do tempo para o crescimento do 
um sólido esférico com diferentes coeficientes cinéticos (𝛽) calculados pelo modelo de campo de fase 

com 휀∗/𝑅𝑐
∗ = 0.125, nos super-resfriamentos (∆): (a) -0.05; (b) -0.50; (c) -1.00 e (d) -1.50. 
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(a)                                                    (b) 

 

(a)                                                    (b) 

Figura 26 – Temperatura relativa da interface sólido-líquido em função do tempo para o crescimento do 
um sólido cilíndrico com diferentes coeficientes cinéticos (𝛽) calculados pelo modelo de campo de fase 

com 휀∗/𝑅𝑐
∗ = 0.125, nos super-resfriamentos (∆): (a) -0.05; (b) -0.50; (c) -1.00 e (d) -1.50. 

 

As verificações realizadas até o momento estão na forma adimensional, 

representando de maneira mais geral o crescimento de um sólido. No entanto, o 

crescimento dimensional pode proporcionar um entendimento mais prático. Na Figura 

27 estão apresentados resultados em condições dimensionais da solidificação de Al 

com geometrias cilíndricas e esféricas. Os parâmetros adotados seguem os 

apresentados na Tabela 2 e Tabela 3, ou seja, 𝜇 = 0.433 𝑚 𝑠−1𝐾−1 (DEB NATH et al., 

2017), 𝑑𝑜 = 2.5 10−10𝑚, 𝛾 = 0.1 𝐽 𝑚−2 (WU, LINGKANG et al., 2015), 𝛼 =

3.23 10−5𝑚2 𝑠−1, 𝐶𝑝 = 2.92 106𝐽 𝑚−3𝐾−1, 𝐿 = 1.048 109𝐽 𝑚−3, 𝑇𝑚 = 933.5 𝐾 
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(BRANDES; BROOK, 1992) o raio crítico para a geometria cilíndrica é 𝑅𝑐 = 0.0179𝜇𝑚 

e para a geometria esférica 𝑅𝑐 = 0.0357𝜇𝑚. Foi escolhido um super-resfriamento de 

𝑇𝑜 − 𝑇𝑀 = −5𝐾 para representar a recalescência observada em experimentos com Al 

(EMADI; WHITING, 2002). O coeficiente cinético para a condição de equilíbrio local 

(𝜇 → +∞) também foi adicionada para comparar os efeitos deste tipo de aproximação 

no comportamento do crescimento. 

É possível observar na Figura 27a que a aproximação de equilíbrio local na 

interface resulta em um aumento expressivo na velocidade durante tempos iniciais em 

ambas as geometrias, com aumentos de em torno de 100 a 400% de picos de 

velocidade. Em tempos em torno de 3 ∙  10−7s em diante, as velocidades com 𝜇 =

0.433 e 0 𝑚𝑠−1𝐾−1  tornam-se próximas. No entanto, as qualidades quantitativas do 

modelo já não são válidas neste tempo, pois o raio da interface já ultrapassou o limite 

de estabilidade, como observado na Figura 27b. 

Além disso, é possível observar a maior velocidade inicial do crescimento 

cilíndrico em relação ao esférico, associada à menor curvatura média da geometria 

cilíndrica, portanto, menor super-resfriamento de curvatura. Em maiores tempos, a 

velocidade da esfera se torna maior, indicando que a maior curvatura média de uma 

geometria esférica promove uma menor resistência a dissipação de calor latente 

resultando em uma maior velocidade quando a energia interfacial se torna menos 

relevante. 

   (a)       (b) 

Figura 27 – Velocidade (a) e Raio (b) dimensionais para os crescimentos cilíndricos (preto) e esféricos 
(azul) com coeficiente cinético 𝜇 = 0,433 𝑚 𝑠−1𝐾−1 (linha sólida) e 𝜇 → +∞ (linha tracejada) em super-



88 
 

resfriamento ∆𝑇 = −5𝐾. Estão indicados em círculos a posição do raio máximo de estabilidade 
geométrica. 

A diminuição do coeficiente cinético resultou em um aumento de velocidade 

para todos os super-resfriamentos testados. Em especial o equilíbrio local (𝛽∗ = 0) 

proporcionou as maiores velocidades de crescimento em um dado super-resfriamento 

e em cada posição de interface, pois a anexação de átomos não consome força motriz. 

Além disso, é usual assumir o coeficiente cinético como nulo em modelos de 

solidificação para metais comuns como Ni ou Fe. No entanto como observado nos 

perfis de velocidade, o crescimento inicial globulítico com condição de equilíbrio local 

difere na ordem de 50 a 200% em relação à condição 𝛽∗ = 30 e 150, respectivamente, 

no super-resfriamento de ∆= −0.05. Portanto, durante todo o crescimento estável, a 

aproximação de equilíbrio local para metais pode causar erros significativos. 

 

5.1.2 Equilíbrio com anisotropia da energia interfacial 

 

O estudo dos efeitos da anisotropia da energia interfacial foi iniciado utilizando-

se o modelo de campo de fases para prever o formato do sólido de equilíbrio em um 

líquido super-resfriado, denominado de formato de Wulff. Uma análise foi conduzida 

dos formatos de equilíbrio para diferentes intensidades de anisotropia da energia 

interfacial, 𝑠𝛾. Esse formato pode também ser obtido pelo método analítico proposto 

por Burton et al. (1951), possibilitando a comparação com os resultados do modelo de 

campo de fases. Esses autores (BURTON; CABRERA; FRANK, 1951) mostraram que 

as coordenadas da posição da interface (que definem o formato do sólido), 

denominadas de 𝑥𝑅
∗  e 𝑦𝑅

∗ , podem ser calculadas a partir de funções parametrizadas 

pela coordenada angular em um sistema de coordenadas polares, como apresentado 

a seguir (BURTON; CABRERA; FRANK, 1951; DEBIERRE et al., 2003; VOORHEES 

et al., 1984), 

 
𝑥𝑅

∗ = (𝜂𝛾(𝜃) cos 𝜃 − 𝜂𝛾
′ (𝜃) sin 𝜃)𝑅𝑐

∗ 

𝑦𝑅
∗ = (𝜂𝛾(𝜃) sin 𝜃 + 𝜂𝛾

′ (𝜃) cos 𝜃)𝑅𝑐
∗ 

(112) 

onde 𝑅𝑐
∗ é o raio de crítico de nucleação adimensional, 𝜂𝛾 é a função de anisotropia 

da energia interfacial e 𝜂𝛾
′  é a sua derivada em relação ao ângulo 𝜃. Nesse formato, o 

raio de curvatura na ponta pode ser calculado como (WEISSTEIN, 2017): 
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 𝑅∗ = |
(𝑥𝑅

∗ ′2 + 𝑦𝑅
∗ ′2)

3/2

𝑥𝑅
∗ ′𝑦𝑅

∗′′ − 𝑥𝑅
∗ ′′𝑦𝑅

∗′| = 𝑅𝑐
∗ (𝜂𝛾(𝜃) +

𝜕2𝜂𝛾(𝜃)

𝜕𝜃2
) (113) 

onde as apóstrofes indicam derivadas parciais de 𝑥𝑅
∗  e 𝑦𝑅

∗ , parametrizados como na 

Eq. (112), em relação a 𝜃. O termo entre parêntesis ao final da segunda equação é a 

rigidez interfacial. Quando 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐 = 0.06̅, o processo de regularização é aplicado, 

tornando nula a rigidez interfacial e o raio de curvatura da ponta do sólido. Nesse caso, 

tem-se um típico vértice do formato facetado. Pode-se concluir que, para a função de 

anisotropia adotada, sempre quando a intensidade de anisotropia 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐 = 0.06̅, o 

formato de equilíbrio apresentará vértices. 

O efeito da regularização sobre a função 𝜂𝛾 e os formatos de Wulff obtidos pelo 

método analítico em várias intensidades de anisotropia estão representados na Figura 

28. Para intensidades 𝑠𝛾 ≤ 𝑠𝛾
𝑐 a regularização não é necessária e as curvas 

regularizadas e não regularizadas coincidem. Essa faixa de valores é considerada de 

baixas anisotropias. Para a maiores intensidades, 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐, a função regularizada difere 

da função original não-regularizada e a intensidade de anisotropia é considerada 

elevada. A curva da função regularizada (Figura 28b) não segue a função cosseno da 

função original (não-regularizada) a partir do ângulo 𝜃𝑚 (Eq. (58)). 

Além disso, nesta faixa de valores, há uma modificação na amplitude absoluta 

da função 𝜂𝛾. Portanto, foi verificado também o efeito de 𝑠𝛾 em ∆𝜂𝛾 = 𝑀𝐴𝑋(𝜂𝛾) −

𝑀Í𝑁(𝜂𝛾) e ∆𝜂𝛾 = ∆𝜂𝛾/𝑀Í𝑁(𝜂𝛾) (Figura 29). É possível observar que há um 

decaimento da amplitude de anisotropia (∆𝜂𝛾) com o aumento de 𝑠𝛾 a partir do início 

da regularização da função, que ocorre para 𝑠𝛾 > 0,06̅. A amplitude relativa da função 

de anisotropia (∆𝜂𝛾/𝑀Í𝑁(𝜂𝛾)) por outro lado, aumenta continuamente com o aumento 

de 𝑠𝛾. Nesse caso, há uma melhor representatividade com o formato Wulff, pois há 

um aumento gradativo do facetamento do formato Wulff (Figura 28a), mas com cada 

vez menores diferenças entre as morfologias, quando comparado com as variações 

com 𝑠𝛾 ≈ 𝑠𝛾
𝑐. 
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(a)       (b) 

 

Figura 28 – Efeito da intensidade de anisotropia sobre: (a) formato do sólido de equilíbrio (Wulff) 
calculado analiticamente; (b) função de anisotropia não-regularizada (linha tracejada) e regularizada 

(linhas sólidas tracejadas) com 𝜃𝛾 = 45° e 𝜂𝑘 = 1. 

 

Figura 29 – Efeito da intensidade de anisotropia (𝑠𝛾) sobre a amplitude e amplitude relativa da função 

de anisotropia. 

O efeito na rigidez da energia interfacial é de extrema importância para 

determinação das orientações preferenciais de crescimento (HAXHIMALI et al., 2006). 

A função de anisotropia considerada neste trabalho possui maiores energias 

associadas em orientações com o mínimo de rigidez, resultando na diminuição da 
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área (neste caso raio) para que o sistema se mantenha em um estado de menor 

energia. Na Figura 30 a rigidez da energia interfacial e a função de anisotropia estão 

apresentadas em coordenadas polares para diferentes intensidades de anisotropia. 

Pode-se observar que, ao se implementar a regularização, a rigidez se torna nula a 

partir do ângulo 𝜃𝑚, favorecendo a formação de uma aresta nesta orientação. Desta 

forma, como descrito anteriormente, a rigidez interfacial presente na equação de 

Gibbs-Thompson é mantida positiva nas regiões |𝜃| > 𝜃𝑚, e mantida nula quando 

|𝜃| ≤ 𝜃𝑚. Na orientação |𝜃| = 𝜃𝑚 há um aumento descontínuo da intensidade da 

rigidez da energia interfacial. 

Na Figura 31 é mostrado o efeito da intensidade de anisotropia no arco 

regularizado (𝜃𝑚) e no máximo de rigidez da energia interfacial. O valor máximo de 

rigidez interfacial aumenta linearmente com o aumento de intensidade de anisotropia. 

Com |𝜃| > 𝜃𝑚, chega-se ao arco da função 𝜂𝛾(𝜃) não regularizada e elevados valores 

de rigidez são observados. O ângulo 𝜃𝑚 cresce assintoticamente, aumentando 

rapidamente a região regularizada quando 𝑠𝛾 é próximo a 𝑠𝛾
𝑐, e variando em menores 

taxas com 𝑠𝛾 se aproximando de 1.  

 Quando a rigidez interfacial é nula na equação de Gibbs-Thompson, elevados 

valores de curvatura aparecem na região |𝜃| ≤ 𝜃𝑚, portanto, resultando em arestas 

no formato de equilíbrio. Para |𝜃| > 𝜃𝑚 o efeito inverso é então observado, 

apresentando elevados raios de curvatura. A combinação da presença de arestas em 

orientações de elevada energia e de facetas (regiões com elevados raios de 

curvaturas) resultam no formato facetado do Wulff de equilíbrio observados na Figura 

28A. 
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Figura 30 – Efeito da intensidade de anisotropia (𝑠𝛾) na rigidez da energia interfacial para 𝜃𝛾 = 45° em 

casos com regularização (linhas sólidas), não-regularizado (linha tracejada) e estão apresentadas as 
respectivas funções de anisotropia 𝜂𝛾 regularizadas (vermelho): (a) 𝑠𝛾 = 0.01; (b) 𝑠𝛾 = 0.05; (c) 𝑠𝛾 =

0.07; (d) 𝑠𝛾 = 0.15; (e) 𝑠𝛾 = 0.25; (f) 𝑠𝛾 = 0.60. 

 

 

Figura 31 – Arco regularizado (𝜃𝑚) em graus e rigidez interfacial máxima ((𝑀𝐴𝑋(𝜂𝛾 + 𝜂𝛾
′′)) em função 

da intensidade de anisotropia (𝑠𝛾). 
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O formato de um sólido circular em equilíbrio com um líquido de super-

resfriamento ∆ pode ser calculado por 𝑅𝑐
∗ = −1/∆, que é exatamente o raio crítico de 

nucleação dado pela teoria clássica da nucleação (KURZ, W.; FISHER, 1998). Como 

mostra essa teoria, o sólido com raio crítico é instável e qualquer pequena flutuação 

para um raio maior ou menor promoverá respectivamente o seu crescimento ou 

decréscimo. O mesmo tipo de comportamento ocorre para sólidos com interfaces 

facetadas na presença de anisotropia da energia interfacial, ou seja, também 

apresentam um determinado tamanho e formato de equilíbrio para um dado super-

resfriamento no líquido. 

As simulações com o modelo de campo de fases reproduzem esse 

comportamento. Portanto, quando um sólido com determinado tamanho inicial é 

colocado em um líquido super-resfriado, ocorrerá seu crescimento ou decréscimo 

sempre se distanciando cada vez mais do tamanho de equilíbrio. Na presença de uma 

anisotropia da energia interfacial, é esperado que o formato de menor energia 

interfacial seja inicialmente formado antes de se iniciar o crescimento. Diversas 

técnicas especiais estão disponíveis para se determinar o formato inicial de equilíbrio 

em mais de uma dimensão, na presença de anisotropias (DEBIERRE et al., 2003; 

EGGLESTON; MCFADDEN; VOORHEES, 2001; FLECK et al., 2011; LAXMIPATHY 

et al., 2022). No entanto, foi observado que na presença de elevadas anisotropias 

(𝑠𝛾 > 0.06), a metodologia de determinação do perfil de equilíbrio utilizada em domínio 

unidimensional se tornou instável. Então, a técnica proposta por Debierre et al (2003) 

foi utilizada por utilizar apenas o sinal da velocidade da interface e o super-

resfriamento como controle. Segundo esse método, um sólido de formato inicial 

qualquer é colocado no líquido com um super-resfriamento imposto ∆. Como a energia 

interfacial é anisotrópica, haverá crescimento e fusão em diferentes partes da interface 

circular, levando até à formação de facetas. A velocidade de crescimento de alguma 

parte da interface será monitorada, como por exemplo, a velocidade na direção 𝑥∗ (𝑉𝑥
∗) 

do pedaço de interface que intercepta esse eixo. Se essa velocidade for positiva (𝑉𝑥
∗ >

0), aumenta-se a temperatura uniforme do líquido, 𝑇∗, de um valor predefinido 𝛿∆, mas 

se for negativa (𝑉𝑥
∗ < 0), diminui-se 𝑇∗ deste mesmo valor 𝛿∆. Este processo é repetido 

continuamente e o valor da variação 𝛿∆ é reduzida, dividindo-se 𝛿∆ por uma constante 

𝐶1 > 1 após cada mudança de orientação de 𝑉𝑥
∗ até que 𝛿∆≤ 𝛿∆𝑚𝑖𝑛. O valor 𝛿∆𝑚𝑖𝑛 

corresponde a precisão que se deseja na determinação da temperatura e formato de 
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equilíbrio. Note que nesse processo a equação da energia não é solucionada e a 

temperatura do sistema 𝑇∗ é sempre assumida uniforme. 

Este método foi aplicado no presente trabalho definindo-se 𝛿∆ = 0.055, que foi 

decrescido até 𝛿∆𝑚𝑖𝑛= 10−10  utilizando 𝐶1 =  1,005. Devido à simetria do problema, 

um sólido inicial triangular com lado adimensional 200 foi posicionado no vértice 

inferior esquerdo de um domínio bidimensional quadrado. O formato inicial triangular 

foi escolhido por estar mais próximo à forma de equilíbrio, diminuindo o tempo 

necessário para que o sólido atinja o formato final. O triângulo inicial foi modificando-

se durante a aplicação do método até atingir um formato que não mais sofria 

alterações, que foi considerado como o formato de equilíbrio obtido pelo método do 

campo de fases. 

Este método é semelhante ao utilizado para determinação do perfil de equilíbrio 

no modelo unidimensional, com a diferença de que o controle da posição da interface 

é realizado através da mudança da temperatura do domínio inteiro uniformemente, ao 

invés do controle da velocidade da interface. Esta mudança é fundamental, pois com 

a presença da ponta nos formatos de equilíbrio em alguma das condições na Figura 

28, a medida da velocidade torna-se de difícil ( 𝑉∗ ≈ 10−10), resultando em mudanças 

de posição irregulares que causaram erros numéricos. Utilizando apenas a informação 

de crescimento ou decréscimo, o método de Debierre foi mais robusto. 

Na Figura 32 estão apresentados os formatos obtidos pelo modelo do campo 

de fases e pela solução analítica dada pela Eq. (112) para dois valores de intensidade 

de anisotropia, sγ: 0,05 (anisotropia fraca, sem regularização) e 0,15 (anisotropia forte, 

com regularização). Nota-se uma excelente aderência entre os dois resultados, 

indicando a capacidade do modelo do campo de fases em conjunto com o 

procedimento de regularização da anisotropia da energia interfacial em simular as 

diferentes intensidades da anisotropia da energia interfacial. No caso da menor 

intensidade (Figura 32a), observa-se um formato de círculo distorcido, porém na maior 

intensidade tem-se um formato claramente facetado semelhante ao dos cristais de Si 

(YANG et al., 2014), onde se tem facetas separadas por vértices. 
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Figura 32 – Formatos de equilíbrio calculados pelo modelo de campo de fases (linha) e respectivo 
resultado analítico (círculos) para as seguintes intensidades de anisotropia e temperatura final de 

equilíbrio correspondente: (a) 𝑠𝛾 = 0.05 e ∆= −1,8 ∙ 10−2 e (b) 𝑠𝛾 = 0.15 e ∆= −8,7 ∙ 10−3. Tamanho 

adimensional do domínio 300x300, 𝜃𝛾 = 45°, 𝜂𝑘 = 1 e 휀𝑜
∗ = 5. 

 

Como mencionado, o aumento da intensidade de anisotropia diminui o raio de 

curvatura da ponta do formato de equilíbrio até que, para 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐 = 0.06̅, esse raio 

torna-se nulo formando um vértice. Este vértice pode ser evidenciado através da 

descontinuidade da orientação local da interface. A orientação local da interface, que 

aqui é definida como 𝜃 = atan (
𝜕𝜙(𝜙=0)

𝜕𝑦∗

𝜕𝜙(𝜙=0)

𝜕𝑥
⁄ ) em um ponto da interface, foi 

representada em função da coordenada angular desse ponto, em regiões próximas à 

ponta dendrítica. Para definir essa coordenada angular, optou-se por adotar uma 

posição de referência a uma distância adimensional de 200 da ponta, ao longo do eixo 

central da orientação preferencial de crescimento, em todos os casos simulados 

(Figura 33). Esta metodologia foi escolhida porque possibilitou uma comparação mais 

detalhada entre as morfologias de pontas dendríticas e não dendríticas obtidas. Este 

comportamento está sendo mostrado na Figura 34, onde o ângulo de orientação da 

interface foi obtido ao longo da própria interface a partir dos formatos gerados pelo 

modelo de campo de fases na Figura 32. Esse ângulo varia suavemente para 𝑠𝛾 =

0,05 < 𝑠𝛾
𝑐 = 0,06̅, porém apresenta uma descontinuidade para 𝑠𝛾 = 0,074 e 0,15, que 

são valores acima de 0,06̅, indicando a formação de um vértice, como previsto. 
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Figura 33 – Diagrama esquemático da definição da coordenada angular da interface. O ponto 
vermelho indica a posição adotada como referencial para definir a coordenada angular em todos os 

casos simulados. 

 

Figura 34 – Orientação da interface do formato Wulff de equilíbrio obtido pelo modelo de campo de 
fases em função do ângulo entre a posição da interface e o eixo x*, com inclinação do formato Wulff 

em 𝜃𝛾 = 45𝑜. 

 

O modelo de campo de fases adotado no presente trabalho é denominado de 

modelo de interface “fina”, e como explicado no item 4.1 e verificado no trabalho de 
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Maciel e Martorano (2021), para que resultados considerados quantitativos sejam 

obtidos, é necessário que a espessura adotada para a interface difusa (휀𝑜
∗) seja menor 

do que 0,125 do menor raio de curvatura dos formatos de equilíbrio obtidos. No 

entanto, quando 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐 = 0,06̅, o raio do vértice do formato é nulo e obviamente não 

seria possível atender ao critério mencionado para a espessura da interface. O 

formato simulado pelo método do campo de fases, que apresenta uma interface 

difusa, sempre causará um arredondamento do vértice. 

Com o intuito de examinar melhor essa limitação do método, diversos formatos 

foram obtidos com o modelo de campo de fases para diferentes intensidades de 

anisotropia e o raio de curvatura das pontas do formato foi calculado. Esse raio 

também foi calculado pela solução analítica utilizando a Eq. (113). Uma comparação 

entre os raios de curvatura calculados pelos dois modelos está apresentada na Figura 

35 em função da intensidade de anisotropia. A solução analítica indica que o raio se 

reduz a zero para 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐 = 0,06̅. O raio obtido pelo modelo de campo de fases 

apresentou excelente aderência ao obtido pela solução analítica, também 

decrescendo a um valor muito próximo a zero (na escala apresentada). Porém, em 

raios muito próximos à espessura da interface difusa adotada, ou seja, quando 

𝑅∗ <̃ 휀𝑜
∗, a precisão dos resultados diminui. Na Figura 35 também está apresentado o 

ângulo da ponta do sólido (que possui raio nulo, portanto, é uma aresta) com o eixo 

vertical. Este ângulo foi calculado numericamente à partir da solução do formato Wulff 

teórico (eq. (112)), e pode ser determinado como 𝜃 =
180

𝜋
atan (

∆𝑦∗

𝑥∗(𝑦∗=0)−𝑥∗(𝑦∗=∆𝑦∗)
), 

onde ∆𝑦∗ foi escolhido suficientemente pequeno até que não fosse verificado 

variações em 𝜃. É possível verificar que há um platô inicial do ângulo de ponta para 

𝑠𝛾 < 𝑠𝛾
𝑐, indicando o ângulo tangente à um círculo. Acima desse valor, o raio de 

curvatura se torna nulo e o ângulo da ponta deixa de ser a tangente da circunferência, 

mas sim o ângulo da aresta. Portanto, para que se modifique o ângulo da ponta do 

cristal de equilíbrio, é necessário ultrapassar o limite em que a regularização é 

necessária. 
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Figura 35 – Efeito da intensidade de anisotropia sobre o ângulo da ponta com o eixo x* e sobre o raio 
de curvatura na ponta adimensional vezes o módulo do super-resfriamento, calculado através do 
modelo analítico, equações (112) e (113), respectivamente, e pelo modelo de campo de fases. 

 

5.1.3 Crescimento com anisotropia da cinética interfacial 

 

Um sólido que se forma em equilíbrio com um líquido super-resfriado possui 

um formato inicial que proporciona a menor energia interfacial possível (formato 

Wulff). No entanto, ao iniciar crescimento, na ausência de instabilidades esse sólido 

pode adquirir um formato denominado de Wulff cinético (BOUKOUVALA; DANIEL; 

RINGE, 2021; LEUNG et al., 2012; RINGE; VAN DUYNE; MARKS, 2013; SEKERKA, 

2005). Diferentemente do formato Wulff de equilíbrio, este formato é controlado pela 

anisotropia do coeficiente cinético e pode ser obtido mais rapidamente (na ausência 

do crescimento de perturbações) se a condução de calor for rápida o suficiente em 

relação à velocidade da interface (SAITO, 1996; SEKERKA, 2005). Este formato já foi 

observado em diversas situações experimentais, como no crescimento de cristais de 

GaN (BRYANT et al., 2013; DU et al., 2005) ou no crescimento de nano partículas de 

Au e outros materiais (DUFFAR; NADRI, 2010; RINGE et al., 2012; RINGE; VAN 

DUYNE; MARKS, 2013; WU, B et al., 2009). Além disso, resultados experimentais do 

formato de crescimento em elevados super-resfriamentos (∆𝑇 = 21 𝐾) em Si 

mostraram forte semelhança qualitativa com o formato Wulff observado pelo modelo 

de campo de fases (YANG et al., 2012). 
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Na ausência da difusão de calor, é possível observar pela Eq. (109), que a 

velocidade é inversamente proporcional apenas ao coeficiente cinético. Desta forma, 

o aumento do coeficiente cinético em algumas orientações não preferenciais causa 

uma diminuição da velocidade. Ao se observar o recíproco da Eq. (115), as 

orientações de menor velocidade mantêm-se com maior presença na geometria 

observada e delimitam ao crescimento do cristal. Analogamente à minimização da 

energia interfacial utilizada para o cálculo do formato Wulff de equilíbrio, pode-se 

calcular a minimização da velocidade de crescimento do cristal (SEKERKA, 2005). No 

Wulff de equilíbrio procura-se o formato de mínimo de energia interfacial. Já no Wulff 

cinético, procura-se o formato de mínima velocidade normal de interface. O recíproco 

da função de anisotropia deve ser utilizado, pois a velocidade de interface é 

inversamente proporcional à função de anisotropia cinética (𝑉∗ =
∆𝑇𝑘

∗

𝛽𝑜
∗𝜂𝑘(𝜃)

). Portanto, 

pode-se calcular o Wulff cinético substituindo apenas a função de anisotropia de 

energia interfacial pelo recíproco da função de anisotropia do coeficiente cinético na 

eq. (112) (DU et al., 2005), 

 

𝑥𝑅
∗ = 𝜂𝑘

−1(𝜃) cos 𝜃 −
𝑑𝜂𝑘

−1(𝜃)

𝑑𝜃
sin 𝜃 

𝑦𝑅
∗ = 𝜂𝑘

−1(𝜃) sin 𝜃 +
𝑑𝜂𝑘

−1(𝜃)

𝑑𝜃
cos 𝜃 

(114) 

onde a função 𝜂𝑘(𝜃) é a função de anisotropia do coeficiente cinético adimensional 

(𝛽∗(𝜃) = 𝛽𝑜
∗𝜂𝑘(𝜃)). Neste caso, a regularização da função de anisotropia não é 

necessária como no caso do Wulff de equilíbrio, pois orientações de maiores 

velocidades são extintas do formato de crescimento naturalmente. A função 𝜂𝑘 é dada 

como, 

 𝜂𝑘(𝜃) = {1 + (
1 + cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)]

2
)

𝑠𝑘

}

𝑎𝑘

 (115) 

 Para simular o formato de Wulff cinético utilizando o modelo de campo de fases, 

é necessário que o coeficiente cinético seja muito maior que o comprimento de difusão 

térmica (𝛽∗ + 𝛿 ≈ 𝛽∗) e que os efeitos de curvatura sejam mínimos (−
1

𝑅∗(𝑡∗)
− ∆≈ −∆); 

possibilitando a aproximação de que 𝑉∗ ≈ −
∆

𝛽(𝜃)
 a partir da Eq. (109). 

Foi simulado o crescimento equiaxial em um líquido super-resfriado com um 

coeficiente cinético médio de 𝛽𝑜
∗ = 30 para dois valores de 𝑎𝑘 e 𝑠𝑘 na Eq. (115). O 
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campo de temperaturas foi imposto uniforme (portanto, 𝛿 = 0) e constante igual à ∆=

−0.55, portanto, a equação de condução de calor (Eq. (75)) não foi solucionada. Essa 

condição é equivalente ao caso em que a condução de calor é muito mais rápida que 

a movimentação da interface. O coeficiente cinético 𝛽𝑜
∗ = 30 foi utilizado como medida 

para que o super-resfriamento cinético se mantivesse maior que o de curvatura na 

maior parte das orientações. Com o aumento do coeficiente cinético mínimo (𝛽𝑜
∗), uma 

maior estabilidade da interface é adquirida e protuberâncias possuem uma taxa de 

crescimento reduzida (COLIN; VOORHEES, 2016; CORIELL, S.R.; SEKERKA, 1976).  

Na Figura 36 é apresentada o gráfico polar do recíproco das funções de 

anisotropia do coeficiente cinético com diferentes 𝑎𝑘 e 𝑠𝑘. O valor de 𝑎𝑘 modifica a 

amplitude entre o máximo e mínimo da função 𝜂𝑘
−1. Já o valor de 𝑠𝑘 modifica o arco 

de orientações próximos ao valor máximo ou mínimo de 𝜂𝑘
−1. O parâmetro 𝑠𝑘 muito 

elevado diminui as orientações em que a função 𝜂𝑘
−1 está em seu mínimo.  

 

Figura 36 – Recíproco da função de anisotropia do coeficiente cinético representado na Eq. (115) com 
vários valores de 𝑠𝑘 e 𝑎𝑘 e 𝜃𝑜 = 𝜋/4. 

Nas orientações de mínimo de 𝜂𝑘
−1, o coeficiente cinético anisotrópico está em 

seu máximo e dificulta o crescimento da interface. Este crescimento mais lendo 

delimita o cristal e espera-se que estas orientações estejam mais presentes no 

formato Wulff cinético (SEKERKA, 2005). Na Figura 37 são mostrados os resultados 

obtidos do formato Wulff cinético analítico (linhas sólidas) e a interface sólido-líquido 
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no modelo de campo de fases (linhas tracejadas). A posição da interface foi 

adimensionalizada pela posição da interface no eixo x*. Pode-se observar a forte 

proximidade do formato Wulff cinético teórico ao simulado pelo modelo de campo de 

fases. Além disso, pode-se observar o efeito dos coeficientes de anisotropia cinética 

(𝑎𝑘 e 𝑠𝑘) sobre o formato final obtido. Elevados valores de 𝑎𝑘 proporcionaram a 

presença de uma aparente aresta no formato de equilíbrio, quando comparadas as 

figuras 37a e 37c ou 37b e 37d. Sabe-se que o coeficiente cinético do Si possui fortes 

anisotropias (Tabela 3). Portanto, valores tão elevados como 𝑎𝑘 = 6 podem 

representar este material e resultariam na presença destas arestas do formato Wulff. 

Foi proposto por Maruyama et al. (2000) que analogamente à rigidez da energia 

interfacial, a rigidez da velocidade pode ser calculada como  

 𝜂𝑘
−1 +

𝜕2𝜂𝑘
−1

𝜕𝜃2
 (116) 

Estes autores mostraram que as orientações com rigidez de velocidade nula ou 

menor que zero crescem em uma velocidade muito maior que as demais e são extintas 

do formato Wulff cinético, formando as arestas. 

Na Figura 38 é mostrado o efeito da anisotropia cinética na orientação da 

interface, nas mesmas condições mostradas na Figura 37. É possível observar mais 

claramente a descontinuidade do ângulo na interface com elevadas anisotropias (𝑎𝑘 =

2), caracterizando uma aresta. Além disso, o restante das orientações se mantém 

paralelo ao eixo horizontal, caracterizando planos retos no formato Wulff cinético. Este 

formato é semelhante aos observados por Yang et al. (2012) para o crescimento do 

Wulff cinético para Si puro, onde o cristal possui um formato limitado pelas orientações 

<11> e possui morfologia quadrada. 

Assim como discutido no item 5.1.2, a presença destas arestas dificulta a 

obtenção de resultados simulados mais próximos aos analíticos. Além disso, nos 

casos da presença de arestas no formato de Wulff cinético, esta diferença está 

associada à um elevado super-resfriamento de curvatura nas orientações de menores 

raios, distanciando o formato encontrado do Wulff cinético calculado (ALBANI et al., 

2019; YOKOYAMA; SEKERKA, 1992). No modelo implementado, a energia interfacial 

foi considerada isotrópica maior que zero e não pôde anulada. 
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(a)      (b) 

 

(c)      (d) 

Figura 37 – Formato Wulff cinético para as anisotropias: (a) 𝑠𝑘 = 2 e 𝑎𝑘 = 0.3; (b) 𝑠𝑘 = 64 e 𝑎𝑘 = 0.3; 

(c) 𝑠𝑘 = 2 e 𝑎𝑘 = 2; (d) 𝑠𝑘 = 64 e 𝑎𝑘 = 2. Condições: ∆= −0.55, 𝜂𝛾 = 1, 𝛽𝑜
∗ = 30. 

 

𝑎𝑘 = 0,3 𝑠𝑘 = 2 

𝑉∗ = 1,32 ∙ 10−2 

𝑎𝑘 = 0,3 𝑠𝑘 = 64 

𝑉∗ = 1,28 ∙ 10−2 

𝑎𝑘 = 2 𝑠𝑘 = 2 

𝑉∗ = 4,64, 10−3 

𝑎𝑘 = 2 𝑠𝑘 = 64 

𝑉∗ = 8,74 ∙ 10−3 
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Figura 38 – Orientação da interface em relação à origem para os formatos de Wulff cinéticos 
estudados. 

 

5.1.4  Crescimento com anisotropia simultânea da cinética e energia interfacial 

 

Nos itens anteriores, o efeito isolado da anisotropia da energia interfacial ou da 

anisotropia da cinética interfacial no crescimento equiaxial não-dendrítico foi 

analisado. No presente item, realizaram-se simulações introduzindo simultaneamente 

estes dois tipos de anisotropias. Nessas simulações, foram utilizados os coeficientes 

𝑎𝑘 = 0,3 ou 2 e 𝑠𝑘 = 2 ou 64 na função que descreve a anisotropia da cinética 

interfacial. No caso da anisotropia da energia interfacial, as intensidades 𝑠𝛾 = 0.05 e 

0.15 foram utilizadas. As condições de solidificação foram de baixo super-resfriamento 

inicial do líquido (∆= −0.05) e coeficiente cinético semelhante aos de materiais como 

Ni ou Fe (𝛽 = 30). Os valores 𝑠𝑘 = 64 e 𝑎𝑘 = 2 reproduzem o crescimento facetado 

de Si observado experimentalmente (LIN, H. K.; LAN, 2014; YANG et al., 2012). A 

intensidade de anisotropia 𝑠𝛾 = 0.15 (CHEN; CHEN; HAO, 2008), que representa uma 

anisotropia relativamente elevada, foi observada induzir a formação de facetas em seu 

formato de equilíbrio não-dendrítico, além de resultar em uma anisotropia de energia 

interfacial observada experimentalmente (Figura 12). As funções de anisotropia da 

energia interfacial e do coeficiente cinético estão novamente reescritas abaixo, 

respectivamente, para facilitar o entendimento 
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 𝜂𝛾(𝜃) = {

1 + 𝑠𝛾 cos[𝑗(𝜃 − 𝜃𝛾)]     𝑠𝑒 |𝜃| > 𝜃𝑚

1 + 𝑠𝛾 cos(𝑗𝜃𝑚)

cos(𝜃𝑚)
cos(𝜃 − 𝜃𝛾)   𝑠𝑒 |𝜃| < 𝜃𝑚

 (117) 

 
𝜂𝑘(𝜃) = {1 + (

1 + cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)]

2
)

𝑠𝑘

}

𝑎𝑘

 
(118) 

Foi adotado um domínio quadrado com lado de comprimento adimensional 

10 000, ou maior quando indicado. No instante inicial foi posicionado um quarto de 

sólido circular de raio adimensional 10 e considerou-se 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 𝜋
4⁄ = 45º para 

definir o crescimento preferencial em um ângulo de 45º em relação ao eixo 𝑥∗. 

Na Figura 39 estão apresentados os campos de temperatura e a posição da 

interface nas condições indicadas acima, para anisotropia da energia interfacial 

reduzida (𝑠𝛾 = 0.05). A Figura 40 apresenta resultados para elevadas anisotropias 

(𝑠𝛾 = 0.15). É possível observar a presença de uma interface com inclinação com mais 

orientações presentes no cristal em baixas anisotropias, possuindo características 

mais arredondadas. Com o aumento de ambos 𝑠𝛾 e/ou 𝑎𝑘 há uma diminuição das 

orientações presentes na interface e a formação de uma morfologia facetada.  

Na Figura 41 é apresentada a orientação da interface em função do ângulo com 

o eixo x* para os casos de anisotropia na energia interfacial e/ou no coeficiente 

cinético, cores em azul indicam a inclinação do formato Wulff cinético (Figura 37), em 

vermelho indicam a inclinação no formado Wulff de equilíbrio (Figura 34) e em preto 

da combinação entre as duas anisotropias nos resultados apresentados nas figuras 

39 e 40. É possível observar que as variações da inclinação da interface com ambas 

as anisotropias são intermediárias às com anisotropia cinética e da energia interfacial, 

indicando uma competição entre os Wulff cinéticos e de equilíbrio. O formato do Wulff 

cinético em elevados 𝑎𝑘 e 𝑠𝑘 promovem menos orientações limitando o cristal durante 

o crescimento, ou seja, promove facetas com poucas orientações fora da região da 

ponta, resultando em variações das orientações da interface entre 0 e 90°. No entanto, 

próximo à ponta com 𝑠𝛾 = 0,05, não há uma descontinuidade expressiva como as 

observadas em todos os casos com 𝑠𝛾 = 0,15.  

Portanto, os casos de elevadas anisotropias do coeficiente cinético e da energia 

interfacial geradas pelas funções escolhidas  resultam em um crescimento mais lento 

delimitado pela cinética, gerando facetas, e formação de arestas, devido à 
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regularização da energia interfacial . Além disso, com 𝑠𝑘 elevado, 𝑎𝑘 = 2 e 𝑠𝛾 = 0,15, 

é possível observar um crescimento de um sólido delimitado por uma ponta com 

ângulos próximos a 90°[INDIQUE A FIGURA ONDE PODEMOS VER ISSO], 

promovendo uma morfologia da região da ponta semelhante aos observados 

experimentalmente em crescimentos colunares facetados estudados o por Tokairin et 

al. (2009) para Si e Shiga et al. (2022) para antimônio e em simulações de crescimento 

de Si pelo modelo de campo de fases (LIN, H.K. K.; CHEN; LAN, 2013). Este 

comportamento foi observado por Albani et al. (2019) ao verificar que, durante o 

crescimento de um cristal, regiões com altas curvaturas se aproximariam aos 

resultados observados do Wulff de equilíbrio, mesmo que regiões adjacentes sejam 

facetadas devido à limitação imposta pela cinética de anexação de átomos. 
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(a)       (b) 

   

(c)       (d) 

Figura 39 - Imagens calculadas do crescimento equiaxial do cristal com baixas anisotropias da 
energia interfacial (𝑠𝛾 = 0.05) com o super-resfriamento ∆ = −0.05 e 𝛽𝑜

∗ = 30 utilizando diferentes 

condições de anisotropia considerando um domínio de 10000x10000 no instante t*=4x106, estão 
indicados internamente na figura as anisotropias utilizadas, a velocidade (V*) e o raio de ponta (R*). A 
base da figura indica uma distância de 2000 no eixo x*, nas seguintes condições: (a) 𝑎𝑘 = 0.3, 𝑠𝑘 = 2; 

(b) 𝑎𝑘 = 0.3, 𝑠𝑘 = 64 ; (c) 𝑎𝑘 = 2, 𝑠𝑘 = 2 ; (d) 𝑎𝑘 = 2, 𝑠𝑘 = 64. 
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(a)       (b) 

   

(c)       (d) 

Figura 40 - Imagens calculadas do crescimento equiaxial do cristal com elevadas anisotropias da 
energia interfacial (𝑠𝛾 = 0.15) com o super-resfriamento ∆= −0.05 e 𝛽𝑜

∗ = 30 utilizando diferentes 

condições de anisotropia considerando um domínio de 10000x10000 no instante t*=4x106, estão 
indicados internamente na figura as anisotropias utilizadas, a velocidade (V*) e o raio de ponta (R*). A 
base da figura indica uma distância de 2000 no eixo x*, nas seguintes condições: (a) 𝑎𝑘 = 0.3, 𝑠𝑘 = 2; 

(b) 𝑎𝑘 = 0.3, 𝑠𝑘 = 64 ; (c) 𝑎𝑘 = 2, 𝑠𝑘 = 2 ; (d) 𝑎𝑘 = 2, 𝑠𝑘 = 64. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 41 - Orientação da interface em função da coordenada angular da interface em diferentes 
condições de anisotropia, para 𝑠𝛾 = 0.05 (a) e 𝑠𝛾 = 0.15 (b), nas seguintes condições: 𝛽∗ = 30; ∆=

−0.05. 
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Na Figura 42 está apresentada a razão ∆𝑇𝑘
∗/(∆𝑇𝑘

∗ + ∆𝑇𝑡
∗) em função da 

orientação com o eixo x*, calculados a partir dos resultados apresentados nas figuras 

39 e 40 onde a ponta está em um ângulo de 45° com o eixo x*. Nesta figura, é 

representada a fração de super-resfriamento cinético em relação com o super-

resfriamento disponível na interface em relação ao líquido super-resfriado para o 

crescimento. Nos casos de maior anisotropia do coeficiente cinético (𝑎𝑘 = 2), pode-se 

observar que as regiões mais distantes à ponta possuem maiores frações de super-

resfriamento cinético, onde o controle cinético do crescimento é misto entre difusão 

de calor e cinética, pois a fração cinética não tende à 0, se mantendo acima de 10%. 

Nas regiões próximas à ponta e na ponta, há uma diminuição da fração de super-

resfriamento cinético, dando lugar a maiores frações de super-resfriamento térmico. 

O pico da fração de ∆𝑇𝑘
∗ é consequência da elevada velocidade na ponta, que aumenta 

diretamente este super-resfriamento (∆𝑇𝑘
∗ = −𝑉∗𝛽∗/∆). 

Além disso, as funções de anisotropias cinéticas e da energia interfacial não 

possuem os mesmos comportamentos em função do ângulo, causando variações de 

super-resfriamento em regiões próximas à ponta que são resultantes desta 

divergência. Nos casos de elevadas anisotropias do coeficiente cinético e interfacial 

(𝑎𝑘 = 2 e 𝑠𝛾 = 0,15), o cristal possui arestas e está limitado por uma interface de baixa 

curvatura, há uma descontinuidade das funções de rigidez da energia interfacial e de 

velocidade, que possibilita uma visualização dos efeitos de divergência entre as 

funções 𝜂𝛾 e 𝜂𝑘. Na Figura 43 são apresentadas as funções de elevada anisotropia 

que foram aplicadas na Figura 40d (𝑠𝛾 = 0,15, 𝑎𝑘 = 2 e 𝑠𝑘 = 64), onde é possível 

observar a intercessão das orientações com maiores rigidez da energia interfacial que 

são também de menor energia interfacial associada (quando 𝜂𝛾 + 𝜂𝛾
′′ > 0), com as 

orientações que possuem menores coeficiente cinéticos (quando 𝜂𝑘~1), indicados por 

uma seta na figura. Nas regiões com 𝜂𝑘~1 e com 𝜂𝛾 + 𝜂𝛾
′′ > 0 destacadas em 

vermelho na Figura 43, há uma diminuição do consumo da força motriz de crescimento 

por parte da cinética por ainda ser uma direção preferencial de alta velocidade 

favorecida por 𝜂𝑘, e aumento por parte da difusão de calor.  

Como consequência, é possível que, em uma condição de maiores coeficientes 

cinéticos, estas orientações em áreas de divergência das funções, como as 

apresentadas na Figura 43, tenham menor presença na morfologia dendrítica devido 
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à cinética do sistema, mesmo que sejam promovidas pela energia interfacial do 

sistema. Estes argumentos podem ser expandidos para os casos de menores 

anisotropias da energia interfacial, como na Figura 39. Nestes casos, as funções de 

anisotropia são contínuas e a verificação dos efeitos da diferença entre o 

comportamento das funções de anisotropias sejam menos evidentes, mas os efeitos 

sobre a variável 
∆𝑇𝑘

∗

∆𝑇𝑘
∗+∆𝑇𝑡

∗ na Figura 42a ainda são perceptíveis em regiões próximas à 

45°. Este efeito foi verificado na literatura em casos de que as funções de anisotropia 

estão fora de fase, ou seja, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 + 45°, que resultou em mudanças na orientação 

principal de crescimento em função do super-resfriamento, coeficiente cinético e 

intensidade de anisotropias cinética e interfacial (BRENER; MEL’NIKOV, 1991; IHLE, 

2000; LIN, H.K. K.; CHEN; LAN, 2013). 

A anisotropia da energia interfacial de um cristal pode gerar arestas no formato 

de equilíbrio quando 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐, mas ainda há orientações presentes na estrutura, ou 

seja, que possuem rigidez da energia interfacial maior que zero, que podem ser 

representadas pela função de 90° − 2𝜃𝑚 vs 𝑠𝛾. A variável 𝜃𝑚 indica o limite entre as 

orientações que possuem rigidez nula e maiores que 0, se 𝜃 ≤ 𝜃𝑚 a interface se 

desestabiliza e formam arestas limitadas por orientações com 𝜃 > 𝜃𝑚 (discutido em 

detalhes no item 5.1.2). Através da anisotropia da energia interfacial é possível gerar 

um formato limitado por interfaces de baixas curvaturas, semelhantes à formação de 

cristais limitados pelas orientações <11>, mas esta condição só poderá ser atingida 

em elevadíssimas anisotropias da energia interfacial.  

O coeficiente cinético anisotrópico gera limitações adicionais nas orientações 

presentes no cristal em crescimento, suprimindo a presença de orientações mais 

rápidas (menores coeficientes cinéticos). A fração de orientações suprimidas por 

possuírem mais velocidade de crescimento, quando considerado o Wulff cinético, 

pode ser calculada como, 

 𝜂𝑘
−1(𝜃𝑚) +

𝜕2𝜂𝑘
−1(𝜃𝑚)

𝜕𝜃2
= 0 (119) 

que também está indicada na Figura 44 em função do termo 𝑠𝑘 para duas 

intensidades de anisotropia cinética 𝑎𝑘 = 0,3 𝑒 2.  
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Na Figura 44 mostra a fração de orientações disponíveis em função da 

anisotropia. A fração de orientações disponíveis apresentada neste trabalho indica a 

razão entre o arco de orientações presentes nos formatos Wulff cinético ou de 

equilíbrio, nas regiões contínuas destes formatos, e o arco total considerado para 

estudo, que no caso da figura em questão é 𝜋/2 (90°). 

Ao se comparar a fração de orientações disponíveis devido à anisotropia 

cinética à energia interfacial, pode-se observar que para que se tenha a mesma fração 

de orientações disponíveis de 𝑎𝑘 = 0,3 𝑜𝑢 2 𝑒 𝑠𝑘 = 64 no Wulff cinético, deve-se definir 

𝑠𝛾 ≈ 0,45 no Wulff de equilíbrio. Esta combinação de anisotropias elevadas pode 

proporcionar orientações próximas às esperadas experimentalmente em dendritas, de 

90° (NAGASHIO; KURIBAYASHI, 2005; TOKAIRIN et al., 2010) e foram testadas em 

modelo de campo de fases com até 𝑠𝑘 = 64 e 𝑎𝑘 = 10 (LIN, H. K.; CHEN; LAN, 2014).  
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(a) 

 

(b) 

Figura 42 – Razão ∆𝑇𝑘
∗/(∆𝑇𝑡

∗ + ∆𝑇𝑘
∗) em função do ângulo da posição da interface 

em relação à origem para (a) 𝑠𝛾 = 0.05 e (b) 𝑠𝛾 = 0.15, com o super-resfriamento ∆=

−0.05 , 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45°.e 𝛽𝑜
∗ = 30 e um domínio de 10000x10000 no instante t*=4x106

. 
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Figura 43 – Rigidez da energia interfacial com 𝑠𝛾 = 0,15 e função de anisotropia do coeficiente 

cinético 𝜂𝑘 com 𝑎𝑘 = 2 e 𝑠𝑘 = 64. Está indicado em vermelho a região onde 𝜂𝑘~1 e 𝜂𝛾 + 𝜂𝛾
′′ > 0. 

Também está novamente representado a fração ∆𝑇𝑘
∗/(∆𝑇𝑡

∗ + ∆𝑇𝑘
∗) em eixo secundário para referência 

com o super-resfriamento ∆= −0.05 e 𝛽𝑜
∗ = 30 e um domínio de 10000x10000 no instante t*=4x106. 

 

 

Figura 44 – Orientações disponíveis calculadas como (𝜋 − 2𝜃𝑚)/𝜋, em função dos termos de 

anisotropia 𝑠𝛾 e 𝑠𝑘. 

Após a nucleação, espera-se que o crescimento de um cristal se inicie a partir 

do Wulff de equilíbrio, desenvolva-se ao Wulff cinético e, ao se desestabilizar, 

transforme-se a geometria dendrítica (SEKERKA, 2005). O Wulff de equilíbrio é a 

formação de menor energia interfacial disponível e, portanto, com maior facilidade e 

probabilidade de formação. Já o Wulff cinético, que o sucede durante o crescimento, 
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é a formação limitada pela velocidade da cinética de crescimento e pode possuir 

maiores dimensões de forma que as curvaturas sejam menores e a anisotropia 

cinética mais proeminente. Após a desestabilização morfológica, a formação de 

braços dendríticos é esperada. 

Na Figura 45 foram aplicadas condições para o desenvolvimento deste tipo de 

crescimento. Nessa figura, as condições de crescimento são idênticas às da Figura 

39b, mas o com super-resfriamento de ∆= −0.5 e espessura de interface 휀𝑜
∗ = 1 para 

garantir resultados mais próximos dos quantitativos ao crescer a partir do cristal em 

equilíbrio. Caso seja implementada a metodologia descrita no item 5.1.1.1 em um 

domínio bidimensional é possível obter formatos de equilíbrio na presença de 

anisotropia assim como mostrado na Figura 46 para um super-resfriamento escolhido. 

Nesta figura, estão apresentadas duas condições de formato de equilíbrio (EP), uma 

com 𝑅𝑜
∗ = 1,001 ∙ 𝑅𝑜,𝑒𝑞

∗  e outra 𝑅𝑜
∗ = 0,999 ∙ 𝑅𝑜,𝑒𝑞

∗ , além dos perfis de tangente 

hiperbólica (tanh) e perfil abrupto (STEP). Estes dois últimos utilizam da solução 

discutida através da Eq. (112). 

A metodologia indicada no item 5.1.2 induz a formação de um cristal com perfil 

de equilíbrio e velocidades 𝑉∗ < 10−10 na interface, ou seja, ∆𝑇𝑘~0. Nestas condições, 

é possível se constatar que na fase inicial o formato é idêntico ao de Wulff de equilíbrio 

na Figura 47a. Após o crescimento, o formato de equilíbrio deixa de ser estável, dando 

lugar a uma possível formação de um formato de Wulff cinético (Figura 47b). 

Divergências ao formato Wulff cinético são esperadas pois nestas condições a 

condução de calor não é suficientemente rápida para que o controle seja inteiramente 

cinético, além da presença de super-resfriamentos de curvatura, semelhante ao 

observado no item 5.1.3. Como esperado, a morfologia do Wulff cinético se 

desestabiliza e inicia-se a formação de um braço dendrítico, observado até o tempo 

t*=4,5e5, última linha e perfis de temperatura da Figura 45. 
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Figura 45 – Imagens do crescimento de um núcleo sólido em diferentes tempos de simulação com 
linhas indicando a posição da interface a cada ∆𝑡∗ = 2 104, os perfis de temperatura estão no tempo 

𝑡∗ = 2,8 ∙ 104 e está indicado na figura a velocidade e raio da ponta, com as seguintes condições: 𝛽 =
30, 𝑠𝛾 = 0.05; 𝑎𝑘 = 0.3; 𝑠𝑘 = 64;  ∆= −0.5 e 𝜃𝑘 = 𝜃𝛾 = 45°  As linhas da posição da interface em dado 

tempo estão destacadas em verde (t*=0) e vermelho (t*=2.5e4), para comparação de Wulffs de 
equilíbrio e cinético, respectivamente. 

𝑽∗ = 𝟐, 𝟎𝟕 ∙ 𝟏𝟎−𝟑  
𝑹∗ = 𝟗𝟐, 𝟒𝟎  
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Figura 46 – Perfis de equilíbrio iniciais calculadas pela metodologia descrita no tópico 5.1.1.1 com 
raios um 0.1% acima e abaixo do de equilíbrio, e perfil de tangente hiperbólica e interface abrutas 
com o uso da função de formato Wulff apresentado na eq. (112). As seguintes condições foram 

utilizadas: ∆= −0,05; 𝑠𝛾 = 0,05; 𝛽𝑜
∗ = 0, 𝜃𝛾 = 0. 

 

 

(a)                                                         (b) 

Figura 47 – Posição da interface indicadas em verde e em vermelho em comparação aos formatos 
esperados de Wulff de equilíbrio em t*=0 (a) e Wulff cinético em t*=2,5e4 (b), nas seguintes condições: 

𝛽 = 30, 𝑠𝛾 = 0.05; 𝑎𝑘 = 0.3; 𝑠𝑘 = 64; ∆= −0.5. 

  

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

0,0 1,0 2,0

Y
*

X*

Wulff de
equilíbrio

M. Campo de
fases t*=0

0

40

80

120

0 40 80 120

Y
*

X*

Wulff cinético

M. Campo de
fases t*=2.5e4



117 
 

5.2 Crescimento equiaxial dendrítico 

 

O crescimento dendrítico de um cristal em um meio super-resfriado é 

influenciado pelas anisotropias das características interfaciais, tais como da energia 

interfacial e do coeficiente cinético. Na ausência de pelo menos uma destas 

anisotropias, mesmo que fracas, o formato das ramificações dendríticas não é estável 

e não se observa o crescimento de braços dendríticos em direções preferenciais e 

muito menos formatos estacionários (BRENER; MEL’NIKOV, 1991; KURZ, 

WILFRIED; FISHER; TRIVEDI, 2019). Como exemplo, na Figura 48a está 

apresentada a imagem calculada de um cristal sólido após crescimento a partir de um 

núcleo esférico e sem anisotropias interfaciais. Nas mesmas condições, mas em 

tempos menores, na Figura 48b é possível observar claramente uma estrutura de 

braços dendríticos alinhados em determinadas orientações apenas com a inclusão da 

anisotropia da energia interfacial. 

 

(a)       (b) 

Figura 48 – Campos de temperaturas calculados para diferentes intensidades de anisotropia da 

energia interfacial: (a) 𝑠𝛾 = 0.0 (isotrópico) no tempo 𝑡∗ = 2 ∙ 106; (b) 𝑠𝛾 = 0.05 no tempo 𝑡∗ = 106, em 

ambos os casos a largura da imagem plotada em sua base é de 10000. As linhas são curvas de nível 

para 𝜙=0. Condições de simulação: Δ = -0.5, 휀𝑜
∗ = 5, 𝛽

𝑜
∗ = 3, 𝜂

𝑘
= 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e domínio 

12000x12000 em (a) e 10000 x 10000 em (b). 

Nesta seção foram realizadas simulações da solidificação equiaxial em um 

líquido super-resfriado com o modelo do campo de fases considerando-se a 
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anisotropia da energia da interface sólido-líquido e do coeficiente cinético de forma 

isolada ou simultânea. As simulações foram divididas em três grupos de crescimento 

em estado estacionário de pontas dendríticas, um para o crescimento com anisotropia 

apenas da energia interfacial (𝜂𝛾 = 𝜂𝛾(𝜃) e 𝜂𝑘 = 1)), outro para a anisotropia apenas 

no coeficiente cinético (𝜂𝛾 = 1 e 𝜂𝑘 = 𝜂𝑘(𝜃)) e finalmente a combinação destas duas 

anisotropias (𝜂𝛾 = 𝜂𝛾(𝜃) e 𝜂𝑘 = 𝜂𝑘(𝜃))). Além disso, considerou-se uma intensidade 

de anisotropia fraca quando 𝑠𝛾 < 𝑠𝛾
𝑐 = 0.06̅ ou 𝑎𝑘 < 1 e elevada quando 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾

𝑐 = 0.06̅ 

ou 𝑎𝑘 ≥ 1. As anisotropias denominadas fracas não suficientes para resultar em 

dendritas facetadas ao passo que as anisotropias elevadas podem causar o 

aparecimento de facetas. 

 

5.2.1 Crescimento com anisotropia da energia interfacial 

 

5.2.1.1 Efeitos da espessura da interface 

 

Inicialmente foi examinado o efeito da espessura da interface difusa 

principalmente na cinética de crescimento do braço dendrítico, indicando as 

espessuras adequadas para um modelo de campo de fases quantitativo. As 

simulações foram conduzidas em um domínio bidimensional considerando a 

anisotropia da energia interfacial com simetria cúbica (𝑗 = 4), intensidade de 

anisotropia 𝑠𝛾 = 0,05 e coeficiente cinético 𝛽0
∗ = 0 (equilíbrio local). Devido à simetria, 

apenas ¼ do domínio físico foi simulado utilizando-se um domínio de cálculo 

quadrado. No início da simulação, posicionou-se um quarto de círculo sólido em um 

dos vértices do domínio, que está inicialmente no estado líquido. O domínio quadrado 

possui lados, 𝐿𝑥 e 𝐿𝑦, de comprimento adimensional 1500 contendo um líquido de 

super-resfriamento 𝑇∗ = ∆ = −0.55. 

As simulações foram conduzidas até que um regime de estado-estacionário de 

crescimento da ponta dendrítica fosse atingido. O estado-estacionário foi definido 

quando o formato e a velocidade da ponta dendrítica permaneceram inalterados. Na 

Figura 49 estão apresentados os campos de temperatura calculados (replicados em 

três quadrantes para melhor visualização) no instante t*=5x104, momento em que o 
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estado-estacionário já havia sido atingido. No quadrante superior direito de cada 

imagem, também foram incluídas as curvas de nível para 𝜙 = 0 em diferentes 

instantes de tempo, ilustrando a evolução morfológica. Observa-se claramente o 

crescimento típico de uma dendrita equiaxial, onde braços dendríticos crescem na 

direção de menor rigidez da energia interfacial a partir de um núcleo sólido inicialmente 

esférico. 

As simulações foram conduzidas com espessuras de interface difusa (휀𝑜
∗) 

decrescentes de 10 até 2 (Figura 49a a Figura 49e) para se investigar o seu efeito. As 

curvas de nível para 𝜙 = 0 mostram que o formato dendrítico sofreu alterações à 

medida que a espessura da interface (휀𝑜
∗) foi reduzida, porém permaneceu inalterado 

para 휀𝑜
∗ ≤ 5, ou seja, para espessuras menores que aproximadamente 5 vezes o 

comprimento de capilaridade.  
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p   

  

(a)    (b)    (c) 

 

(d)    (e)    (f) 

Figura 49 – Campo de temperaturas calculado no instante t* = 5x104 considerando um domínio de 
1500x1500 para diferentes espessuras de interface difusa: (a) 휀𝑜

∗=10; (b) 휀𝑜
∗=8; (c) 휀𝑜

∗=6; (d) 휀𝑜
∗ = 5; (e) 

휀𝑜
∗=4; (f) 휀𝑜

∗=2. As linhas no quadrante superior direito são curvas de nível para 𝜙=0 nos instantes 𝑡∗= 

1x104, 2x104, 3x104, 4x104 e 5x104. (𝛽∗ = 0, Δ = -0.55, 𝑠𝛾 = 0.05, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45°). 

Os resultados foram comparados com a solução do modelo clássico obtida pelo 

método de Green, disponível na literatura (KARMA; RAPPEL, 1998; TOROPOVA et 

al., 2022). Na Figura 50, o formato da ponta dendrítica após se atingir o estado-

estacionário para 휀𝑜
∗ = 6 foi comparado com o formato dado pelo modelo clássico, 

mostrando excelente aderência. O resultado indica que a solução do modelo clássico 

foi obtida com o modelo do campo de fases para estas espessuras, o que está de 

acordo com as análises assintóticas das equações do modelo do campo de fases. 

 

𝑽∗ = 𝟏, 𝟕𝟓 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟔, 𝟔𝟗  

𝑽∗ = 𝟏, 𝟕𝟓 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟕, 𝟕𝟎  

𝑽∗ = 𝟏, 𝟕𝟓 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟖, 𝟐𝟒  

𝑽∗ = 𝟏, 𝟕𝟓 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟖, 𝟖𝟔  

𝑽∗ = 𝟏, 𝟔𝟔 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟏𝟎, 𝟎𝟗  

𝑽∗ = 𝟏, 𝟒𝟕 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟏𝟒, 𝟑𝟓  
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Figura 50 – Formato da ponta dendrítica em estado-estacionário calculado no presente trabalho (휀𝑜
∗ =

6) e calculado pelo modelo clássico, solucionado pelo método de Green e apresentado por Karma e 

Rappel (KR) (KARMA; RAPPEL, 1998) para 𝛽∗ = 0, Δ = -0.55, 𝑠𝛾 = 0.05, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 0°. 

 

A análise assintótica do modelo de campo de fases proposto por Wheeler et al. 

(1992), denominado de modelo WBM, mostrou que o modelo clássico é recuperado 

apenas quando a espessura da interface é muito menor que o comprimento de 

capilaridade (휀𝑜
∗ ≪ 1), conhecido como limite de interface aguda (“sharp interface 

limit”). Portanto, maiores valores de espessuras adimensionais, como os 

apresentados nesse item, não convergiriam à solução do modelo clássico (MACIEL, 

RODRIGO RAMALHO; MARTORANO, 2017). Porém, a análise assintótica do modelo 

de interface fina utilizado no presente trabalho, proposto por Karma e Rappel (1998) 

(KR), mostra que a convergência deve ocorrer para espessuras maiores, 

denominadas de limite de interface fina, como observado nos resultados da Figura 49.  

A Figura 51 mostra ainda as velocidades de estado-estacionário da ponta da 

dendrita para diferentes espessuras de interface difusa (휀𝑜
∗). Também estão 

apresentadas a velocidade de estado-estacionário calculada pelo modelo clássico, 

solucionado pelo método da função de Green e pelo método do campo de fases 

apresentados Karma e Rappel (1998). As velocidades de estado-estacionário 

calculadas pelo presente modelo convergem para a velocidade do modelo clássico 

quando 휀𝑜
∗ ≤ 6, observando-se um comportamento análogo para os resultados de 

Karma e Rappel (1998).  
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Figura 51 - Velocidade da ponta dendrítica em estado-estacionário e na direção 𝑥∗ calculada pelo 
presente modelo, pelo modelo clássico (Green) e por Karma e Rappel (KR) (KARMA; RAPPEL, 1998) 

em função da espessura da interface difusa (휀0
∗) para 𝛽∗ = 0, Δ = -0.55, 𝑠𝛾 = 0.05, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 =

45°. 

Debierre et al. (2003) verificou em sua implementação de função anisotrópica 

para interfaces facetadas no modelo de campo de fases proposto por Karma e Rappel 

(1998), que com uma interface de 휀𝑜
∗ = 5,42 já se obteve convergência dos resultados 

de velocidade em estado estacionário, corroborando com os resultados encontrados 

neste trabalho. Kim e Kim (2005) verificam em crescimentos de equilíbrio local, e 

obtiveram convergência em suas implementações em espessuras na ordem de 휀𝑜
∗ =

3,6 até anisotropias tão altas como 𝑠𝛾 = 0,25, portanto, é possível que aumentos na 

anisotropia resultem na necessidade de diminuição da espessura da interface. 

 

5.2.1.2 Efeitos da intensidade de anisotropia na morfologia da ponta dendrítica 

 

Neste tópico será abordada a influência da anisotropia da energia interfacial 

sobre a morfologia e velocidade da ponta dendrítica após se atingir estado-

estacionário. Nas Figura 52 e 53 estão mostradas a morfologia dendrítica e a 

orientação da interface para valores crescentes de 𝑠𝛾 no tempo adimensional 𝑡∗ =

2.5𝑥105, sendo que o formato para 𝑡∗ = 106 também está indicado pela linha tracejada 

na Figura 52a. Nestas simulações foram adotados um baixo valor de coeficiente 
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cinético isotrópico, 𝛽𝑜
∗ = 3, de forma a auxiliar a manutenção da ponta dendrítica em 

elevadas anisotropias, que em caso de equilíbrio local, desestabilizou e gerou 

“doublons”. 

É possível observar que, para os casos de baixas anisotropias da energia 

interfacial (Figura 52a-c), a interface lateral do braço dendrítico principal (primário) é 

estável, ou seja, não houve formação de braços secundários até o tempo considerado. 

Como uma maior intensidade de anisotropia reduz o raio de curvatura da ponta 

dendrítica, tem-se uma maior extração de calor e, portanto, uma maior velocidade.  

Nas Figura 52d a e é possível observar morfologias sob elevadas anisotropias, 

onde existe o início de formação de braços secundários. Com elevadas anisotropias, 

as orientações de menor rigidez da energia interfacial (preferencial da energia 

interfacial), a energia interfacial deixa de contribuir com a estabilização da interface e 

promove a desestabilização da interface. Este comportamento é previsível ao se 

verificar a eq. (21), onde a contribuição para estabilidade da interface é em função da 

rigidez da energia interfacial que decresce na ponta em função de 𝑠𝛾 (DEMANGE; 

PATTE; ZAPOLSKY, 2022; NORRIS et al., 2008). Comprimentos do braço principal 

nesta faixa de anisotropias também são muito próximos, sugerindo que a geometria 

de elevadas anisotropias não contribui mais com a dissipação do calor latente e não 

altera significativamente a velocidade de crescimento, que será discutido em seguida. 

Com o aumento exacerbado da anisotropia da interface, há a separação da 

ponta dendrítica (Figura 52f). Soluções deste tipo já foram observados no modelo de 

campo de fases (BRAGARD et al., 2002; DEBIERRE et al., 2003; LAXMIPATHY et al., 

2022; TOKUNAGA; SAKAGUCHI, 2004). Usualmente esta separação está associada 

à combinação da fraca anisotropia com elevados super-resfriamentos (BRAGARD et 

al., 2002; DEBIERRE et al., 2003; TOKUNAGA; SAKAGUCHI, 2004). Esta separação 

foi observada para condições em que 𝑠𝛾 ≥ 0.4, condições de extrema intensidade de 

anisotropia (𝑠𝛾), mas baixa amplitude de anisotropia (Figura 29), ∆𝜂𝛾. É possível 

atribuir esta separação também à isotropia da rigidez da energia interfacial induzida 

pela regularização de 𝜂𝛾 nas orientações regularizadas, onde 𝜂𝛾 + 𝜂𝛾
′′ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 =

0, que estão presentes em  raios de ponta muito abaixo da resolução do modelo 

apresentado. A presença de um vértice pode ser evidenciada na curva apresentada 

na Figura 53, onde aparece como uma descontinuidade na orientação da interface na 
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coordenada angular da ponta. Esta descontinuidade já foi indicada em itens 

anteriores, no formato não-dendrítico de Wulff em elevadas anisotropias (Figura 34 do 

item 5.1.2). Além disso, é visível a diminuição de orientações próximas às pontas em 

função dos aumentos da intensidade de anisotropia da energia interfacial. 

 

(a)    (b)    (c) 

 

(d)    (e)    (f) 

Figura 52 – Campos de temperaturas calculados no instante 2.5x105 para diferentes intensidade de 

anisotropia da energia interfacial: (a) 𝑠𝛾 = 0.01; (b) 𝑠𝛾 = 0.05 (c) 𝑠𝛾 = 0.07 (d) 𝑠𝛾 = 0.15 (e) 𝑠𝛾 = 0.25 

(f) 𝑠𝛾 = 0.6. As linhas são curvas de nível para 𝜙=0, em (a) está indicada a posição da interface no 

tempo 𝑡∗ = 106 com uma linha tracejada. Condições de simulação: Δ = -0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 𝛽

𝑜
∗ = 3, 𝜂

𝑘
= 1, 

𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e domínio 5000 x 5000. 

𝒔𝜸 = 𝟎, 𝟎𝟏 𝒔𝜸 = 𝟎, 𝟎𝟓 𝒔𝜸 = 𝟎, 𝟎𝟕 

𝒔𝜸 = 𝟎, 𝟏𝟓 𝒔𝜸 = 𝟎, 𝟐𝟓 𝒔𝜸 = 𝟎, 𝟔𝟎 

𝑽∗ = 𝟏, 𝟒𝟓 ∙ 𝟏𝟎−𝟑  
𝑹∗ = 𝟐𝟐𝟖, 𝟑𝟏  

𝑽∗ = 𝟗, 𝟔𝟎 ∙ 𝟏𝟎−𝟑  
𝑹∗ = 𝟏𝟐, 𝟑𝟐  

𝑽∗ = 𝟏, 𝟐𝟏 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟒, 𝟒𝟔  

𝑽∗ = 𝟐, 𝟑𝟎 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟐, 𝟎𝟒  

𝑽∗ = 𝟐, 𝟔𝟎 ∙ 𝟏𝟎−𝟐  
𝑹∗ = 𝟏, 𝟖𝟓  
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Figura 53 Inclinação local da interface em função da coordenada angular no instante 2.5x105, 
considerando um domínio de 5000x5000 para diferentes intensidades de anisotropia da energia 

interfacial: 𝑠𝛾 = 0.01; 𝑠𝛾 = 0.05; 𝑠𝛾 = 0.07; 𝑠𝛾 = 0.15 e 𝑠𝛾 = 0.25. As linhas são curvas de nível para 

𝜙=0. Condições de simulação: Δ = -0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 𝛽

𝑜
∗ = 3, 𝜂

𝑘
= 1 e  𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45°. 

 

A condição de equilíbrio local (𝛽0
∗ = 0) com baixas intensidades de anisotropias 

na energia interfacial representa uma condição útil para se realizar uma validação 

(“benchmark”) do modelo de campo de fases devido à disponibilidade de soluções na 

literatura (JOKISAARI et al., 2017; KARMA; RAPPEL, 1998). Nestas condições, há 

diversas soluções disponíveis na literatura que poderiam ser comparadas com as 

morfologias da Figura 52. O modelo de crescimento dendrítico proposto por Ivantsov 

(BRENER; MEL’NIKOV, 1991; STEFANESCU, 2009) desconsidera a energia 

interfacial e a cinética de anexação de átomos na interface, resultando em uma 

interface isotérmica com formato de parábola no caso de um domínio bidimensional, 

como adotado no presente trabalho. Esse formato pode ser considerado como uma 

referência para ser comparado com as morfologias obtidas no presente trabalho 

(DEBIERRE et al., 2003; IHLE, 2000; MELENDEZ; BECKERMANN, 2012; MULLIS, 

2003; TOROPOVA et al., 2020, 2022). O formato é descrito pela equação 𝑦∗ = −
𝑥∗2

2𝑅∗ 

onde 𝑅∗ é o raio de ponta e pode ser calculado a partir do número do Peclet térmico, 

𝑃𝑡 =
𝑉∗𝑅∗

2
. O número de Peclet térmico é calculado através da equação (BRENER; 

MEL’NIKOV, 1991) 
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∆ − 2√𝑃𝑡  𝑒

𝑃𝑡 ∫ 𝑒−𝑢2
𝑑𝑢

∞

√𝑃𝑡

= 0 
(120) 

Após o cálculo de 𝑃𝑡 para o super-resfriamento Δ = -0.55, permitindo então 

construir a parábola que representa a ponta dendrítica, a Figura 54 foi construída 

mostrando o perfil parabólico de Ivantsov. Utilizando a velocidade calculada pelo 

modelo de campo de fases, obteve-se o raio através da relação 𝑅∗ =
2𝑃𝑡

𝑉∗
, como 

sugerido na literatura (DEBIERRE et al., 2003). É possível observar semelhanças 

entre as morfologias dendríticas simuladas e através do modelo de Ivantsov nas 

regiões mais distantes à ponta da dendrita, pois estas regiões possuem elevados raios 

de curvatura e aproximam a uma interface plana (DEBIERRE et al., 2003). As 

diferenças encontradas entre os dois modelos indicam a posição que a anisotropia de 

energia interfacial causa modificações no formato de ponta em comparação ao 

crescimento com interface isotérmica. Recentemente, Alexandrov e Galenko (2020) 

mostraram que a parábola de Ivantsov é adequada para uma ampla gama de soluções 

quando valores mais elevados de x* (mais distante da ponta) fosse considerado. 
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(a) (b) 

 

(c) 

Figura 54 - Formato da ponta dendrítica em estado-estacionário calculado no presente trabalho (휀𝑜
∗ =

5) e calculado pelo modelo de Ivantsov com (a) 𝑠𝛾 = 0.01; 𝑡∗ = 4 ∙ 105; (b)  𝑠𝛾 = 0.05; 𝑡∗ = 5 ∙ 104; (c) 

𝑠𝛾 = 0.15; 𝑡∗ = 5 ∙ 104. Em c, é apresentado um zoom da região próxima à ponta. Condições 𝛽∗ = 0, Δ 

= -0.55, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45°. 

 

5.2.1.3 Efeitos da intensidade de anisotropia na cinética de crescimento da ponta 

dendrítica 

 

Brener (1991) mostrou que a ponta dendrítica de formato parabólico da solução 

de Ivantsov não é estável, sendo estabilizada apenas com a presença de anisotropias 

da energia interfacial e/ou do coeficiente cinético. Foi proposta uma correção à 
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solução parabólica de Ivantsov na forma 𝑦∗ = 𝑡∗ −
𝑥∗2

2
+ 𝜉(𝑥∗). A partir dessa correção, 

foi possível obter uma solução para o limite de 𝑃𝑡  √𝑠𝛾 ≪ 1 e 𝛽∗ = 0. Nesse caso, a 

velocidade da interface foi obtida como 

 𝑉∗ =
2𝑃𝑡

2𝑠𝛾

7
4

0,42
 (121) 

 A aplicação da equação acima é uma aproximação para pequenos valores de 

𝑃𝑡 (BRENER; MEL’NIKOV, 1990; PROKHOROVA, 1991). Para valores arbitrários de 

𝑃𝑡, Brener propôs uma mudança de variáveis e obteve a seguinte equação 

 𝑉∗ = 𝑠𝛾
0,75𝑓(√𝑠𝛾𝑃𝑡) (122) 

onde f foi calculado numericamente pelos autores (BRENER; MEL’NIKOV, 1990). 

Alexandrov e Galenko (2015; 2013) também foram capazes de estimar a velocidade 

da ponta dendrítica utilizando a análise de estabilidade linear, obtendo  

 𝑉∗ =
2𝜎𝑜𝑃𝑡

2𝑠𝛾

7
4

[1 + 0,3567√𝜎𝑜𝑠𝛾𝑃𝑡(1 + 32,36856 ∙ 𝛽𝑜
∗)]

2 (123) 

onde 𝜎𝑜 é uma função de seleção a ser determinada através de comparações com 

experimentos ou outros modelos (ALEXANDROV, D. V.; GALENKO, 2017). Em casos 

de coeficiente cinético nulo (𝛽𝑜
∗ = 0) para números arbitrários de 𝑃𝑡, os autores 

indicaram que a equação acima se reduz à solução apresentada anteriormente por 

Brener (1991) (ALEXANDROV, DMITRI V.; GALENKO, 2013). Além da equação 

descrita acima, Alexandrov e Galenko (2015) indicaram a constante de 

proporcionalidade como 𝜎∗ =
𝑉∗

4𝑃𝑡
2, que ao aplicar a eq. (123) resulta,  

 𝜎∗ =
𝜎𝑜𝑠𝛾

7
4

[1 + 0,3567√𝜎𝑜𝑠𝛾𝑃𝑡(1 + 32,36856 ∙ 𝛽𝑜
∗)]

2 (124) 

No entanto, a aproximação estimada a partir da equação (123) não é idêntica 

à função f estimada por Brener. Esta diferença pode ser verificada na Figura 55, onde 

três valores de 𝜎𝑜 foram usados e comparados aos extraídos da aproximação obtida 

por Brener, na forma, 



129 
 

 
𝑓(√𝑠𝛾𝑃𝑡) =

2𝜎𝑜𝑃𝑡
2𝑠𝛾

[1 + 0,3567√𝜎𝑜𝑠𝛾𝑃𝑡(1 + 32,36856 ∙ 𝛽𝑜
∗)]

2 
(125) 

 

Figura 55 – Solução da função f extraídas de Brener (1991) e através da eq. (123) indicado pelas 
letras AG. 

 

Nas condições de ∆= −0,55, 𝛽𝑜
∗ = 0 e 𝑠𝛾 = 0,01, 0,03, 0,05 e 0,15 as velocidades 

encontradas no modelo de campo de fases, a partir da aproximação proposta por 

Brener (eq. (121)) e a solução proposta por Alexandrov e Galenko (eq. (123)) estão 

apresentadas na Tabela 10 e Figura 56. Para se determinar a constante 𝜎𝑜 foi utilizada 

a solução disponível de velocidade pelos autores Karma e Rappel pelo método de 

Green, 𝑉∗ = 0,017,  nas condições ∆= −0,55, 𝛽∗ = 0 e 𝑠𝛾 = 0,05 que resultou em 𝜎𝑜 =

30,14, condição muito maior às apresentadas acima, mas que corrobora com 

resultados analíticos disponíveis na literatura. 

As condições para que a função da eq. (121), de baixos números de Peclet e 

anisotropia, possivelmente não estão sendo atendidas, resultando nas diferenças 

observadas, especialmente em elevadas anisotropias de interface, que não estão 

inclusas na análise feita por Brener. Já considerando a eq. (123), ainda não se 

verificou convergência entre com o modelo de campo de fases, mas chega-se a 

valores mais próximos em para baixas anisotropias, indicando que valores como 𝑃𝑡 =

0,2569 ainda são relevantes e fogem da possível consideração 𝑃𝑡 ≪ 1. Além disso, é 

possível observar o distanciamento dos resultados obtidos pelo modelo de campo de 
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fases ao se atingir elevadas anisotropias, fugindo das aproximações indicadas pelos 

dois modelos comparados. 

Tabela 10 – Velocidades da ponta dendrítica em estado estacionário calculadas pelo modelo de 
campo de fases e pelo modelo proposto por Brener com a consideração de super-resfriamento 

indicada na Eq. (120), que resultou em 𝑃𝑡 = 0,2569. Condições: 𝛽𝑜
∗ = 0; 𝜂𝑘 = 1; 𝜃𝑘 = 𝜃𝛾 = 45°; ∆=

−0.55; domínio de 12000x12000 para 𝑠𝛾 = 0.01 𝑒 0.05 e 2500x2500 para 𝑠𝛾 = 0.15.  

Anisotropia 

da energia 

interfacial 

(𝑠𝛾) 

Velocidade - 𝑉∗ 𝑃𝑡√𝑠𝛾 

PF Eq. (121) Eq. (123) PF Modelos 

0,01 3,46E-03 9,94E-05 1,14E-03 2,15E-02 2,57E-02 

0,03 1,04E-02 6,80E-04 7,28E-03 2,28E-02 4,45E-02 

0,05 1,71E-02 1,66E-03 1,70E-02 1,28E-02 5,75E-02 

0,15 4,98E-02 1,14E-02 1,01E-01 1,39E-02 9,95E-02 

 

Figura 56 – Comparação dos resultados obtidos através dos modelos de Brener (eq. (122)), 
Alexandrov e Galenko (eq. (123) com 𝜎𝑜 = 30,14 e pelo modelo de campo de fases para diferentes 
anisotropias. Sendo considerado o super-resfriamento indicado na Eq. (120), que resultou em 𝑃𝑡 =
0,2569. Condições: 𝛽𝑜

∗ = 0; 𝜂𝑘 = 1; 𝜃𝑘 = 𝜃𝛾 = 45°; ∆= −0.55; domínio de 12000x12000 para 𝑠𝛾 =

0.01 𝑒 0.05 e 2500x2500 para 𝑠𝛾 = 0.15. 

Nas elevadas anisotropias, espera-se que os valores de 𝑅∗ e 𝑉∗ difiram 

significantemente daqueles previstos pelas teorias de Ivantsov, Brener e Alexandrov 

& Galenko (ALEXANDROV, D. V.; GALENKO, 2017; BRENER; MEL’NIKOV, 1991; 

TRIVEDI; KURZ, 1994), assim como observado na Figura 54. No item 5.2.1.1 foi 

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

0,00

0,02

0,04

0,06

0 0,05 0,1 0,15

R
*

V
*

sγ

V* - AG V* - Brener V* - PFM

R* - AG R* - Brener R* - PFM

sγ=sγ
c=0,066



131 
 

apresentada a convergência dos resultados com a diminuição da espessura da 

interface, no entanto, com a presença da anisotropia, não se pode esperar que o 

modelo de campo de fases possua resolução para descrição de arestas presentes na 

interface. Os resultados de 𝑉∗ e 𝑅∗ para duas diferentes espessuras de interface, 휀𝑜
∗ =

2 e 5, estão representados na Figura 57. Nessa figura, nota-se que a variação da 

espessura da interface não resultou em variações na velocidade de ponta. É possível 

observar diferenças no cálculo do raio de ponta entre as diferentes espessuras assim 

que o raio calculado atinge a ordem de grandeza da espessura da interface difusa, 

pois com menores interfaces há uma maior resolução para maiores curvaturas. Esta 

separação entre as curvas para diferentes espessuras com campo de fases não 

resulta em modificações significativas na velocidade da ponta. Ao se comparar a 

velocidade de ponta em diferentes super-resfriamentos com elevadas anisotropias 

(𝑠𝛾 = 0,15) com os resultados obtidos por Kim e Kim (2005), é possível observar boa 

convergência (Figura 59). 

Nos resultados, foi observado que a velocidade da ponta dendrítica depende 

exponencialmente de 𝑠𝛾 (Figura 57). Esta relação exponencial é prevista na teoria 

para baixas anisotropias, presença de coeficiente cinético isotrópico, baixos números 

de Peclet e coeficiente cinético, como sendo (BRENER; MEL’NIKOV, 1991) 

 𝑉∗~(2𝛽∗
11
5  )

−
5
6
𝑃𝑡

1
6𝑠𝛾

0,7142
 (126) 

Foi verificado que o expoente associado à anisotropia provido da literatura é 

muito próximo ao calculado como 0,7378 na Figura 57, corroborando com os 

resultados encontrados. Wang e Sekerka (1996) obtiveram uma relação com a 

velocidade em sua implementação do modelo de campo de fases com potência igual 

a 0,78, estando muito próximos da teoria e dos resultados encontrados neste trabalho. 

Portanto, foi levantada a hipótese de que o modelo de campo de fases não 

possui resolução suficiente para calcular o raio de ponta nesta região de elevadas 

anisotropias em que um vértice está presente, mas a velocidade possui 

comportamentos previsíveis mesmo nestas condições. Este argumento é também 

suportado pelas mesmas observações feitas para a Figura 35 no item 5.1.2, pois a 

solução analítica indica a presença de pontas no formato Wulff, enquanto no modelo 

de campo de fases, raios na ordem de grandeza da espessura são observados.  
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A analogia de resistências elétricas apresentada na Eq. (109) e Figura 19 

possibilitou o entendimento das diferentes variáveis sobre a cinética global de 

crescimento durante o crescimento esférico e cilíndrico. Essa analogia envolve a força 

motriz, afetada pelo super-resfriamento imposto e pelo raio de curvatura do sólido, o 

coeficiente cinético e a espessura de difusão térmica (calculado por 𝛿 =
𝑇𝑖

∗−∆

𝑉∗ ). Um 

aumento na força motriz e/ou uma diminuição do coeficiente cinético e/ou uma 

diminuição da espessura de difusão térmica causam um aumento na velocidade de 

crescimento. 

Durante o crescimento esférico/cilíndrico, a força motriz aumenta com o tempo 

devido ao aumento do raio de curvatura da interface (diminuindo o efeito de 

capilaridade), contribuindo para aumentar a velocidade de crescimento. Porém, a 

espessura de difusão térmica, que mede a facilidade em transferir calor da interface 

para o interior do líquido, aumenta, indicando uma maior dificuldade na transferência 

de calor e, portanto, contribuindo para diminuir a velocidade. O comportamento final 

da velocidade de crescimento dependerá da importância relativa desses efeitos. No 

início do crescimento esférico/cilíndrico o aumento da força motriz é preponderante, 

aumentando a velocidade, ao passo que posteriormente o aumento da espessura de 

difusão térmica torna-se mais importante, resultando na diminuição da velocidade. 

Esse modelo simples pode também ser aplicado na região da ponta dendrítica 

para analisar o crescimento dendrítico. Novamente, pode-se concluir que uma 

redução no raio de curvatura da ponta contribui para uma diminuição da força motriz 

para o crescimento, enquanto um aumento do super-resfriamento deve aumentar a 

força motriz (Eq. (109)). Também uma redução da espessura de difusão térmica indica 

maior facilidade na transferência de calor, contribuindo para um aumento da 

velocidade de crescimento. No entanto, no crescimento dendrítico essa espessura de 

difusão térmica é afetada pelo raio de curvatura (como no crescimento esférico e 

cilíndrico), mas também pelo ângulo interno entre as paredes laterais da ponta 

dendrítica: quanto menor o raio de curvatura e quanto menor esse ângulo, menor a 

espessura, o que contribui para um aumento da velocidade. 

Quando não existe anisotropia do coeficiente cinético e se aumenta a 

anisotropia da energia interfacial até o valor crítico (acima do valor crítico, o raio de 

curvatura do modelo clássico seria nulo e o método do campo de fases não é capaz 
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de obter esse valor), observa-se uma redução do raio de curvatura na ponta. Esse 

resultado foi observado nas simulações do presente trabalho (Figura 52 e 57) e 

também mencionado na literatura (DEBIERRE et al., 2003; WANG, SHUN-LIEN; 

SEKERKA, 1996). Nota-se nas morfologias apresentadas na Figura 58 (extraídos da 

Figura 52) que o formato ainda é muito semelhante a uma parábola. No caso da 

parábola, uma redução de seu raio de curvatura também reduz o ângulo interno entre 

as paredes laterais da ponta dendrítica. Esses dois efeitos contribuem para uma 

redução da espessura de difusão térmica e, portanto, para um aumento da velocidade 

de crescimento. No entanto, a força motriz para o crescimento diminui com a 

diminuição do raio de curvatura (maior efeito de capilaridade). O resultado final 

observado nas simulações é um aumento de velocidade de crescimento, mostrando 

que o efeito na transferência de calor (menos espessura e difusão térmica) foi 

preponderante na cinética global de crescimento.  

 

Figura 57 – Velocidade e raio de curvatura da ponta dendrítica em estado-estacionário nas 

espessuras da interface difusa 휀𝑜
∗ = 2 e 5 em 𝑡∗ = 2.5𝑒5, para diferentes níveis de intensidade de 

anisotropia. (𝛽∗ = 3, Δ = -0.55, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e domínio de 5000x5000).  
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Figura 58 - Formato da ponta dendrítica em estado-estacionário calculado no presente trabalho para 
diferentes intensidades de anisotropia da energia interfacial 𝑠𝛾, reposicionadas para que a ponta 

esteja na origem do gráfico. Condições: domínio adimensional de 5000 por 5000, Δ = -0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 

 𝛽𝑜
∗ = 3,  𝜃𝑘 = 45°, e 𝜂𝑘 = 1. 

 

Figura 59 – Velocidade de ponta dendrítica em função do super-resfriamento com elevadas anisotropias 
da energia interfacial (𝑠𝛾 = 0.15) e equilíbrio local (𝛽𝑜

∗ = 0) calculados pelo modelo de campo de fases 

deste trabalho e no publicado por Kim e Kim (2005) (𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e domínio 1500 x 1500). 

Na Figura 60 é apresentado o efeito da anisotropia sobre o número de Peclet, 

onde a linha tracejada indica o valor encontrado através da eq. (120), que independe 

da anisotropia da energia interfacial, enquanto que a linha traço-ponto, indica a região 

em que a anisotropia de interface é crítica e se torna elevada. Comportamentos 

semelhantes aos apresentados por Wheeler et al. (1993) e por Karma e Rappel (1998) 
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podem ser observados para baixa anisotropia, onde com o aumento da anisotropia, o 

número de Peclet diminui. Além disso, assim que a anisotropia se torna elevada, não 

há variações drásticas do raio de ponta e velocidade, resultando em uma diminuição 

nas variações de 𝑃𝑡. Este comportamento está associado à manutenção dos raios de 

ponta constantes com elevadas anisotropias, que dependem apenas da espessura da 

interface (𝑅∗~휀𝑜
∗). Além disso, o número de Peclet calculado pela equação (120) se 

aproxima aos calculados através do modelo de campo de fases em baixas 

anisotropias e baixos super-resfriamentos, mas diferem com elevados super-

resfriamentos, assim como observado na Figura 61, onde é apresentado o efeito do 

super-resfriamento sobre o número de Peclet.  

Uma importante variável referente ao crescimento dendrítico é a constante de 

estabilidade de ponta dendrítica, calculado como 𝜎∗ = 1/𝑃𝑡𝑅
∗. Na Figura 61 também 

apresenta a constante de estabilidade da ponta dendrítica em função do super-

resfriamento, onde é possível observar a diminuição de 𝜎∗ em função de super-

resfriamento térmico. Este comportamento é esperado e já foi observado 

experimentalmente durante a solidificação de ligas de sucionitrila-acetona 

(MELENDEZ; BECKERMANN, 2012) e observados em simulações do modelo de 

campo de fases (WANG, SHUN-LIEN; SEKERKA, 1996). Sekerka (1995) desenvolveu 

um modelo denominado “Optimum Stability Conjecture”, onde foi possível a 

consideração da cinética na hipótese de estabilidade linear e também verificou o 

decréscimo da constante de estabilidade com o super-resfriamento. 

Na Figura 62 é apresentado a constante de proporcionalidade, 𝜎∗, em função 

da anisotropia da energia interfacial. Os modelos de microsolvabilidade prevêem a 

dependência de 𝜎∗ com a anisotropia da energia interfacial na forma 𝜎∗ ∝ 𝑠𝛾
1,75

 para 

𝑃𝑡
2𝑠𝛾 ≪ 1 (MÜLLER-KRUMBHAAR et al., 2002). Este comportamento exponencial foi 

observado nas simulações representadas na Figura 62 através da função plotada com 

𝜎∗ ∝ 𝑠𝛾
1,9

. A diferença do expoente com o modelo clássico pode ser atribuída à 

presença do coeficiente cinético diferente de 0 e/ou ao valor de 𝑃𝑡
2𝑠𝛾 não sendo 

suficientemente pequeno. Não foram apresentados os valores de 𝜎∗ nos casos que 

se acredita que haja a presença de arestas, devido aos artificialmente elevados 

valores de 𝜎∗.  
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Os comportamentos indicados para 𝑃𝑡 e 𝜎∗ em função da anisotropia da 

interface foram verificados no trabalho de Karma e Rappel (1998). Os autores 

observaram elevados valores de 𝜎∗ com o aumento da anisotropia, desviando 

consideravelmente das teorias clássicas de microsolvabilidade. Eles concluíram que 

a consideração de que o formato dendrítico se aproxima do formato de parábola é 

válido apenas para valores de anisotropia da energia interfacial 𝑠𝛾 < 0,03, e que a 

partir deste valor há um desvio crescente do formado da parábola, portanto, da teoria 

de Ivantsov. Esta descrição pode ser mais facilmente visualizada ao se verificar a 

Figura 54c, onde maiores anisotropias da energia interfacial resultam no 

descolamento da parábola de Ivantsov da ponta dendrítica. 

 

Figura 60 – Número de Peclet da ponta dendrítica em estado estacionário na espessura adimensional 
휀𝑜

∗ = 5 em 𝑡∗ = 2.5𝑒5, para diferentes níveis de amplitude de anisotropia. Condições: 𝛽∗ = 0 𝑒 3, Δ = -

0.55, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e domínio 5000x5000. 
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Figura 61 - Número de Peclet e contante de estabilidade da ponta dendrítica em estado estacionário 
na espessura adimensional 휀𝑜

∗ = 5 em 𝑡∗ = 5𝑒5 para |∆| ≥ 0,45 e t*=1e6 para |∆| < 0,45, para 

diferentes super-resfriamentos. Condições: 𝛽∗ = 0,  𝑠𝛾 = 0.05, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e domínio 

12000x12000. 

  

Figura 62 – Constante de estabilidade da ponta dendrítica em estado estacionário na espessura 
adimensional 휀𝑜

∗ = 5 em  𝑡∗ = 2.5𝑒5, para diferentes níveis de amplitude de anisotropia. Condições: 

𝛽∗ = 0 𝑒 3, Δ = -0.55, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e domínio 5000x5000. 

Na Figura 63 é apresentado o efeito do coeficiente cinético isotrópico sobre a 

constante de proporcionalidade e número de Peclet. O número de Peclet variou muito 

pouco com o aumento do coeficiente cinético. No entanto, 𝜎∗ diminuiu com o aumento 

de 𝛽∗. Este comportamento pode ser previsto ao se verificar a eq. (124), onde o 

coeficiente cinético encontra-se no denominador da equação. Além disso, resultados 

semelhantes foram observados no trabalho de Mullis (2004), onde se verificou um 

decréscimo linear de 𝜎∗ com 𝛽∗ em todas as condições estudadas, com a presença 

de anisotropia da energia interfacial e/ou cinética. Caso sejam considerados apenas 

os pontos com 𝛽𝑜
∗ > 0, é possível verificar um comportamento aproximadamente linear 

de decréscimo, assim como indicado na literatura. Esta tendência ao decréscimo de 

𝜎∗ com o aumento de |∆| ou de 𝛽∗ foi observado experimentalmente em materiais 

como PVA, que possuem maiores anisotropias da energia interfacial e coeficiente 

cinético (RUBINSTEIN; GLICKSMAN, 1991; SEKERKA, 1995). 

 

σ* = 219,07sγ1,901

0,00

0,10

0,20

0,30

0,40

0,50

0,60

0,70

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

σ
*

sγ

σ* - PFM - β=3

σ* - PFM - β=0



138 
 

 

Figura 63 – Efeito do coeficiente cinético sobre o número de Peclet de ponta dendrítica em 𝑡∗ =
2,5𝑥105para 𝛽 < 10 e 𝑡∗ = 2𝑥106 para 𝛽 ≥ 10. Condições: domínio 9000 por 9000, 𝑠𝛾 = 0.05, 𝛥 =

 −0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e 𝜂𝑘 = 1.  

Na Figura 64 mostra-se o efeito do coeficiente cinético sobre a ponta dendrítica 

na presença de uma intensidade de anisotropia fraca na energia interfacial. É possível 

observar o aumento do raio de curvatura da ponta e a redução da velocidade com o 

aumento do coeficiente cinético, βo
∗ . O efeito de ponta aumenta consideravelmente os 

gradientes de temperatura à frente da interface, aumentando consequentemente a 

velocidade e o efeito do super-resfriamento cinético. Portando, baixos valores de 𝛽𝑜
∗ 

ainda afetam o raio de ponta estável dendrítico, resultando em uma modificação na 

velocidade nas mesmas condições de anisotropia da energia interfacial. Este efeito foi 

abordado por Mullis (2003), onde associou esta modificação em baixos valores de 

coeficiente cinético dimensional (𝜇) ao controle do crescimento pela cinética de 

crescimento, não da condução do calor.  

Quando o coeficiente cinético (que é isotrópico nesse caso) aumenta, supondo 

que o raio de curvatura na ponta não fosse alterado (mantendo constante a espessura 

de difusão térmica), segundo o modelo de resistências deveria ocorrer uma diminuição 

de velocidade. No entanto, foi observado nas simulações que um aumento do 

coeficiente cinético causa um aumento do raio de curvatura (Figura 64), resultando 

em um aumento da espessura de difusão térmica e contribuindo mais para uma 

diminuição da velocidade. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 64 – Efeito do coeficiente cinético (a) e recíproco do coeficiente cinético (b) sobre a velocidade 

e raio de ponta dendrítica em 𝑡∗ = 2,5𝑥105para 𝛽 < 10 e 𝑡∗ = 2𝑥106 para 𝛽 ≥ 10. Condições: domínio 

9000 por 9000, 𝑠𝛾 = 0.05, 𝛥 =  −0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e 𝜂𝑘 = 1.  

 

 Na Figura 65 são apresentadas as frações de super-resfriamentos de 

curvatura, cinético e difusivo de ponta dendrítica nas condições indicadas da Figura 

57. Com o amento da anisotropia da energia interfacial, há um incremento de ∆𝑇𝑘
∗ e 

∆𝑇𝑐
∗, indicando a redução de raio promovida por esta anisotropia e o subsequente 

aumento de velocidade no sistema. Há um forte declínio de ∆𝑇𝑡
∗ assim que a 

anisotropia é maior que a crítica. A partir deste ponto, o raio de ponta calculado não 

pode ser definido, pois há a presença de vértices nestas condições, e o super-

resfriamento de curvatura não podem mais ser calculados com precisão. 
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Figura 65 – Frações de super-resfriamento cinético (∆𝑇𝑘
∗ = −𝑉∗𝛽∗/∆), de curvatura (∆𝑇𝑐

∗ = −1/(𝑅∗∆)) 

e difusivo (∆𝑇𝑡
∗ = 1 − ∆𝑇𝑘

∗ − ∆𝑇𝑐
∗) da ponta dendrítica em função do coeficiente 𝑠𝛾  em 𝑡∗ = 2.5𝑒5, para 

diferentes níveis de amplitude de anisotropia. (𝛽∗ = 3, 휀𝑜
∗ = 2, Δ = -0.55, 𝜂𝑘 = 1, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45° e 

domínio de 5000x5000).  

 

5.2.2 Crescimento com anisotropia da cinética interfacial 

 

5.2.2.1 Efeitos da espessura da interface 

 

Os efeitos da anisotropia da cinética de anexação de átomos à interface sólido-

líquido (“attachment kinetics”), também denominada de cinética interfacial, serão 

analisados nesse item. Inicialmente, algumas simulações foram conduzidas com 

diferentes espessuras da interface difusa, permitindo verificar as condições para 

convergência ao modelo clássico. Com esse objetivo, simulações de crescimento 

dendrítico equiaxial foram conduzidas em um domínio bidimensional considerando-se 

a existência de uma cinética interfacial anisotrópica (𝑠𝑘 ≠ 0) e de uma energia 

interfacial isotrópica (𝑠𝛾 = 0), ou seja, definindo-se uma anisotropia isolada da cinética 

interfacial. 

A anisotropia da cinética interfacial é usualmente introduzida a partir de uma 

anisotropia do coeficiente cinético, definido como 𝛽∗ = 𝛽0
∗𝜂𝑘(𝜃), sendo 𝛽0

∗ =
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onde 𝜇𝑜 é o valor de base do coeficiente cinético tradicional, que nesse caso está 

0,00

0,20

0,40

0,60

0,80

1,00

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

F
ra

ç
ã

o
 d

e
 s

u
p

e
r-

re
s
fr

ia
m

e
n

to

sγ

ΔTt*

ΔTc*

ΔTk*

ΔTk*/(ΔTk*+ΔTt*)

ΔTt*/(ΔTk*+ΔTt*)

𝑠𝛾 = 𝑠𝛾
𝑐 = 0,0666



141 
 

sendo implicitamente definido como 𝜇(𝜃) =
𝜇𝑜

𝜂𝑘(𝜃)
 (KURZ, W.; FISHER, 1998). Como 

apresentado na Eq. (70), o super-resfriamento cinético seria dado por 
𝑉𝑛

𝜇(𝜃)
=

𝑉𝑛 𝜂𝑘(𝜃)

𝜇𝑜
 

quando se utiliza o coeficiente cinético tradicional. Karma e Rappel (1998) 

examinaram o efeito da anisotropia do coeficiente cinético na velocidade de 

crescimento da ponta dendrítica a partir de uma função de anisotropia 𝜂𝑘 apresentada 

a seguir, que é mais simples do que a utilizada no presente trabalho 

 𝜂𝑘 = 1 +
𝑠𝑘

4
{3 + cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)]} (127) 

onde 𝑠𝑘 é a intensidade de anisotropia. Essa função também foi utilizada no presente 

modelo apenas para realizar uma comparação com os resultados de Karma e Rappel 

(1998). Nas simulações conduzidas para essa comparação, o parâmetro 𝑀∗ foi 

calculado pela equação (81), porém utilizando-se a função 𝜂𝑘 definida acima e 

considerando-se 𝑠𝑘=0.05 e 𝛽𝑜
∗ = 3. Para uma visualização da função de anisotropia 

utilizada compatível com o coeficiente cinético tradicional, 𝜇(𝜃) = 𝜇𝑜𝜂𝑘
−1, na Figura 66 

está ilustrado o recíproco da função de anisotropia cinética (Eq. (127)). 

 

Figura 66 – Gráfico em coordenadas polares do recíproco da função de anisotropia utilizada para 
definir o coeficiente cinético (Eq. (127)) para 𝑠𝑘 = 0.05 e 𝜃𝑘 = 45°. 
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núcleos sólidos iniciais, pois foram observadas influências do tamanho inicial sobre as 

morfologias de crescimento posteriores. Foi então escolhido um núcleo inicial grande 

o suficiente para que a morfologia de crescimento não mais se alterasse com o 

aumento de tamanho deste núcleo. 

Na Figura 67 estão apresentados o campo de temperaturas em t*=2x105 e as 

curvas de nível para 𝜙 = 0, delineando a morfologia do sólido, em instantes 

crescentes de 𝑡∗=105 e 2x105 calculados para diferentes espessuras da interface 

difusa, 휀0
∗. Uma comparação entre os resultados da Figura 67 a e b, obtidos para ∆ =

−0.8, mostra poucas alterações na morfologia do sólido quando a espessura da 

interface difusa decresce de 휀0
∗ = 5 para 4. Uma comparação entre a Figura 67 – b e 

c mostra que a introdução da anisotropia do coeficiente cinético no valor de 𝑠𝑘=0.05 

resultou em pouquíssimas diferenças na morfologia, sendo mais perceptível em 

braços secundários nas direções paralelas aos eixos horizontal e vertical, que são as 

orientações onde o coeficiente cinético 𝛽∗ calculado pela equação (81) apresenta 

menor valor.  

A velocidade de crescimento da ponta do sólido na direção paralela ao eixo 𝑥∗ 

da estrutura ramificada mostrada na Figura 67a,b foi também examinada e está 

apresentada em função do tempo na Figura 68. Nota-se que as velocidades de 

crescimento são próximas para Δ = −0,8 e 휀0
∗ = 5 ou 4, e assim como para o caso de 

∆= −0,85, inesperadamente tendem ao valor de estado estacionário calculado pelo 

modelo clássico por Karma e Rappel (1998) usando o método de Green para uma 

ponta dendrítica não dividida. Debierre et al. (2003) obteve convergência de duas 

pontas à solução analítica de uma ponta em um crescimento com anisotropia da 

energia interfacial em equilíbrio local, indicando a possibilidade de que para este 

modelo de campo de fases, a solução mais favorável é a de pontas duplas. Tokunaga 

e Sakaguchi (2004) observaram estruturas semelhantes às da Figura 67 na presença 

de elevados super-resfriamentos e baixa anisotropia do coeficiente cinético, onde em 

regiões de transição das morfologias possíveis de crescimento, a velocidade da ponta 

dupla pode ser igual à da ponta dendrítica. Esta separação pode então não influenciar 

na velocidade de estado estacionário da dendrita, mas aumenta o tempo necessário 

para que se atinja este estado (DEBIERRE et al., 2003). Deve-se mencionar ainda 

que Karma e Rappel (1998) não mostraram a imagem da ponta dendrítica obtida para 

essas condições e nada foi mencionado sobre uma ponta dividida ou não. Pode-se 



143 
 

concluir então que os cálculos das simulações do presente trabalho nessas condições 

indicam a correta implementação do modelo. 

  

Figura 67 – Campo de temperatura e curva de nível para 𝜙 = 0 calculados pelo presente modelo 

considerando um domínio de 4000x4000, 𝜃𝛾 = 𝜃𝑘 = 45°e ∆= −0.80: (a) 휀𝑜
∗=4, 𝑠𝑘=0.05; (b) 휀𝑜

∗=5, 

𝑠𝑘=0.05; e (c) 휀𝑜
∗=5, 𝑠𝑘=0. O campo de temperaturas está apresentado para 𝑡∗= 2x105 e as curvas de 

nível indicando a interface estão mostradas em instantes crescentes 𝑡∗= 1x105 (cinza) e 2x105 (preta). 
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Figura 68 – Velocidade de crescimento da ponta dendrítica em função do tempo para diferentes 
espessuras da interface difusa 휀0

∗ e temperaturas iniciais ∆ considerando uma intensidade de 
anisotropia do coeficiente cinético igual a 𝑠𝑘 = 0.05 e inclinação de 𝜃𝑘 = 45°. A curva de velocidade 

obtida pelo modelo clássico, calculada por Karma e Rappel (KARMA; RAPPEL, 1998) pelo método da 
função de Green para o estado-estacionário também está mostrada. 

No item 5.2.1, os resultados do presente modelo, proposto originalmente por 

Karma e Rappel (1998), mostraram convergência (ao modelo clássico) da velocidade 

e da morfologia do sólido calculados para 휀𝑜
∗  5 na presença apenas da anisotropia 

na energia interfacial, com 𝛽∗ = 0 e ∆= −0,55, corroborando com resultados obtidos 

em condições semelhantes na literatura (DEBIERRE et al., 2003; KARMA; RAPPEL, 

1998). Neste item foi verificado que nesta mesma espessura foi obtida convergência 

em casos de crescimento com coeficiente cinético anisotrópico e energia interfacial 

isotrópica. No entanto, é importante salientar que o modelo proposto por Karma e 

Rappel (1998) requer que 휀𝑜
∗   seja muito menor que o menor raio de curvatura presente 

ao longo da interface da morfologia simulada para que ocorra a convergência. Este 

comportamento está de acordo com a convergência no limite da interface fina, como 

mostrado pela análise assintótica do modelo do campo de fases realizada por Karma 

e Rappel (1998). 

 

5.2.2.2 Efeitos da intensidade e do formato da anisotropia do coeficiente cinético 
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Neste item, a função de anisotropia 𝜂𝑘(𝜃) proposta por Lin et al.(2014) foi 

adotada. Essa função é mais complexa do que a utilizada por Karma e Rappel (1998) 

e está reescrita abaixo 

 𝜂𝑘(𝜃) = {1 + (
1 + cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)]

2
)

𝑠𝑘

}

𝑎𝑘

 (128) 

Nas figuras 69 e 70 estão apresentadas as morfologias obtidas com duas séries 

de simulações com coeficientes cinéticos 𝛽𝑜
∗ = 10 (Figura 69) e 𝛽𝑜

∗ = 30 (Figura 70) 

para as condições de anisotropia 𝑎𝑘 = 0,3 𝑒 2, e 𝑠𝑘 = 2 𝑒 64, com energia interfacial 

isotrópica. Com a presença da anisotropia do coeficiente cinético, foi possível obter o 

crescimento de um braço dendrítico principal em todas as condições com 𝑎𝑘 = 2 e na 

condição de 𝑎𝑘 = 0,3 com 𝑠𝑘 = 2 e 𝛽𝑜
∗ = 30. Braços secundários não foram 

observados em nenhuma das condições até o tempo considerado. 

Tanto para 𝛽𝑜
∗ = 10 como 30, amplitudes de anisotropias baixas (𝑎𝑘 = 0,3) 

proporcionaram a divisão da ponta dendrítica para ambos os casos de 𝛽𝑜
∗ = 10 nas 

Figura 69-b,c e para 𝛽𝑜
∗ = 30 nas Figura 70c. Esta divisão de ponta pode ser 

consequência da baixa anisotropia do coeficiente cinético e elevado super-

resfriamento, que resulta em maiores raios resultantes da anisotropia do coeficiente 

cinético utilizado e na consequente divisão (TOKUNAGA; SAKAGUCHI, 2004). Além 

disso, é possível observar que no aumento de 𝛽𝑜
∗ = 10 para 𝛽𝑜

∗ = 30 há uma redução 

do tamanho da estrutura formada até o mesmo instante de simulação, consequência 

do aumento da dificuldade de anexação de átomos na interface em todas as 

orientações. 

Na figura 71 está apresentada a orientação local da interface próxima à ponta 

dendrítica em função da coordenada angular nas condições utilizadas da Figura 70. 

Não foram apresentadas as curvas de orientação quando ocorreu a separação de 

ponta, já que não se atingiu o estado-estacionário. É possível constatar que apenas 

para 𝑎𝑘 = 2, que impõe as maiores intensidades de anisotropia, há a formação de 

descontinuidades na orientação da interface, evidenciando a presença de vértices na 

ponta dendrítica e sugerindo a formação de braços dendríticos facetados. Para o único 

caso de anisotropia 𝑎𝑘 = 0,3 que não ouve separação de ponta, a inclinação da 

interface é mais suave, que indica uma interface contínua, com raio diferente de zero 

e mensurável (𝑅∗ = 13,55). 
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(a)     (b)     (c) 

 

(d)     (e)     (f) 

Figura 69 - Campos de temperatura e interface sólido-líquido (𝜙 = 0) em t*=1,25x106 com 
coeficientes de anisotropia: (a) 𝑎𝑘 = 𝑠𝑘 = 0 (sem anisotropia); (b) 𝑎𝑘 = 0.3 e 𝑠𝑘 = 2; (c) 𝑎𝑘 = 0.3 e 𝑠𝑘 =

64; (d) 𝑎𝑘 = 2 e 𝑠𝑘 = 2; (e) 𝑎𝑘 = 2 e 𝑠𝑘 = 64. Na figura (f) estão apresentados os recíprocos das 
respectivas funções de anisotropia em coordenadas polares. Condições: domínio adimensional de 

5000 por 5000, Δ = -0.55, 휀𝑜
∗ = 5,  𝛽𝑜

∗ = 10,  𝜃𝑘 = 45° e 𝜂𝛾 = 1. 
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(a)     (b)     (c) 

 

(d)     (e)     (f) 

Figura 70 - Campos de temperatura e interface sólido-líquido (𝜙 = 0) em t*=1,25x106 com 

coeficientes de anisotropia: (a) 𝑎𝑘 = 𝑠𝑘 = 0; (b) 𝑎𝑘 = 0.3 e 𝑠𝑘 = 2; (c) 𝑎𝑘 = 0.3 e 𝑠𝑘 = 64; (d) 𝑎𝑘 = 2 e 

𝑠𝑘 = 2; (e) 𝑎𝑘 = 2 e 𝑠𝑘 = 64. Na figura (f) está o recíproco das respectivas funções de anisotropia em 
coordenadas polares. Condições: domínio adimensional de 5000 por 5000, Δ = -0.55, 휀𝑜

∗ = 5,  𝛽𝑜
∗ =

30,  𝜃𝑘 = 45° e 𝜂𝛾 = 1. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 71- Orientação da interface em função da coordenada angular da interface à uma distância de 
200 da ponta em t*=1,25x106 com coeficientes cinéticos (a) 𝛽 = 10 e (b) 𝛽 = 30. Condições: domínio 

adimensional de 5000 por 5000, Δ = -0.55, 휀𝑜
∗ = 5,  𝜃𝑘 = 45° e 𝜂𝛾 = 1. 

 

A variável 𝑎𝑘 determina a amplitude da anisotropia do coeficiente cinético, que 

possui grandes efeitos sobre a morfologia, velocidade e raio da ponta dendrítica. Na 

Figura 72 está mostrado o efeito de 𝑎𝑘 em 𝑉∗, 𝑅∗ e 𝛿 (espessura de difusão térmica 

calculado por 𝛿 =
𝑇𝑖

∗−∆

𝑉∗ ) da ponta dendrítica em estado estacionário obtidos para três 
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diferentes 𝛽𝑜
∗ = 3;  10 𝑒 30. Em casos de 𝑎𝑘 relativamente baixo ou elevado, houve a 

separação das pontas dendríticas ou não se atingiu estado estacionário até o tempo 

de simulação 𝑡∗ = 106. Logo, estes resultados não estão na Figura 72. É possível 

observar o aumento seguido da diminuição da velocidade da ponta dendrítica, porém 

sempre uma redução do raio da ponta, com um aumento de 𝑎𝑘, para os três valores 

de 𝛽𝑜
∗. O aumento do termo 𝑎𝑘 resulta em maiores amplitudes de anisotropia do 

coeficiente cinético, reduzindo por consequência o raio de ponta. 

Novamente a analogia à eletrodinâmica representada pela equação (109) e 

Figura 19 pode ser utilizada para indicar os comportamentos observados durante o 

crescimento de dendritas cinéticas. Quando se tem uma energia interfacial isotrópica 

e se aumenta a amplitude da anisotropia do coeficiente cinético a partir do aumento 

de 𝑎𝑘, observa-se uma diminuição do raio de curvatura na ponta, o que causa 

novamente uma diminuição da força motriz para o crescimento (que contribuiria para 

diminuir a velocidade de crescimento). Essa diminuição do raio de curvatura deve 

também contribuir para diminuir a espessura de difusão térmica. Observa-se nas 

morfologias obtidas (Figura 74) que, com o aumento da amplitude de anisotropia, 

também ocorre um aumento no ângulo interno entre as paredes laterais da ponta 

dendrítica, o que contribui para um aumento na espessura de difusão térmica. Dessa 

forma, nota-se que inicialmente a espessura diminui (efeito da diminuição do raio de 

curvatura), mas conforme o raio diminui e seu efeito passa a ser desprezível, a 

contribuição do ângulo passa a ser mais importante, aumentando a espessura (Figura 

72). Como o efeito da espessura de difusão térmica é maior do que o efeito da força 

motriz e como o coeficiente cinético não é alterado na ponta com o aumento de 𝑎𝑘  

(Figura 70f), nota-se que a velocidade aumenta e posteriormente decresce com o 

aumento de 𝑎𝑘. O aumento do coeficiente cinético de 3 para 30 diminui o valor de 𝑎𝑘 

do ponto de máximo da velocidade, pois há uma redução mais drástica do raio de 

ponta, alargamento de dendrita e aumento de espessura de difusão. Com 𝑎𝑘 = 0,6 foi 

possível verificar um raio de ponta igual a 44,2 e 35,3 para os coeficientes cinéticos 

𝛽𝑜
∗ 10 e 30 (Figura 72). 

 



150 
 

 

(a) 

 

(b) 

  

(c) 

Figura 72 - 𝑉∗, 𝑅∗ e 𝛿 de ponta dendrítica em função de 𝑎𝑘 em t*=106 com: (a) 𝛽𝑜
∗ = 3; (b) 𝛽𝑜

∗ = 10 (c) 

𝛽𝑜
∗ = 30. Condições: ∆= −0.55, 휀𝑜

∗ = 5, 𝑠𝑘 = 2 e 𝜂𝛾 = 1. 
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(a)     (b) 

 

(c)     (d) 

Figura 73 - Campos de temperatura e interface sólido-líquido (𝜙 = 0) em t*=106 com coeficientes de 
anisotropia: (a) 𝑎𝑘 = 0,4; (b) 𝑎𝑘 = 0.6; (c) 𝑎𝑘 = 1,5; (d) 𝑎𝑘 = 2. Condições: domínio adimensional de 

5000 por 5000, Δ = -0.55, 휀𝑜
∗ = 5,  𝛽𝑜

∗ = 30,  𝜃𝑘 = 45°, 𝑠𝑘 = 2 e 𝜂𝛾 = 1. 
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Figura 74 – Formato da ponta dendrítica em estado-estacionário calculado no presente trabalho para 
diferentes intensidades de anisotropia do coeficiente cinético 𝑎𝑘, reposicionadas para que a ponta 

esteja na origem do gráfico. Condições: domínio adimensional de 5000 por 5000, Δ = -0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 

 𝛽𝑜
∗ = 30,  𝜃𝑘 = 45°, 𝑠𝑘 = 2 e 𝜂𝛾 = 1. 

Na Figura 75 estão apresentados os efeitos de 𝑎𝑘 sobre 𝑃𝑡 e 𝜎∗ da ponta 

dendrítica. As linhas verticais indicam que os valores de 𝑃𝑡 e 𝜎∗ calculados para as 

simulações com valores de 𝑎𝑘 > 2 devem ser desconsiderados, pois se formaram 

vértices nas pontas dendríticas e, portanto, os valores de raios de curvatura 𝑅∗ obtidos 

são menores que a espessura da interface difusa e não têm precisão. 

O aumento de 𝑎𝑘, que impõe um aumento da intensidade da anisotropia do 

coeficiente cinético, resulta em uma diminuição de 𝑃𝑡 para todos os casos estudados, 

de maneira semelhante ao efeito da intensidade de anisotropia da energia interfacial 

(Figura 60). Com ambos os valores de 𝑃𝑡 e 𝑅∗ reduzindo com o aumento da anisotropia 

do coeficiente cinético, há um consequente aumento do parâmetro de estabilidade 

𝜎∗ = 1/(𝑃𝑡𝑅
∗). Na teoria clássica de crescimento, foi proposta que a velocidade de 

crescimento é proporcional à (BRENER; MEL’NIKOV, 1991),  

 𝑉∗ ∝ 𝑠𝑘
1,25𝑃𝑡 com 𝜂𝑘(𝜃) = 1 + 𝑠𝑘 cos(4𝜃) (129) 

sendo 𝑠𝑘 semelhante à amplitude de anisotropia na função do tipo cosseno indicada 

ao lado da equação. A partir destas equações é possível verificar que, com o aumento 

da amplitude de anisotropia, há um aumento da velocidade de crescimento e 

diminuição do raio (MULLIS, 2004; WANG, SHUN-LIEN; SEKERKA, 1996). Ao se 
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dividir ambos os lados da eq. (129) por 𝑃𝑡
2, pode-se chegar em 𝜎∗ ∝ 𝑠𝑘

1,25𝑃𝑡
−1, 

indicando que, com o aumento de anisotropia, há um aumento da constante de 

estabilidade, corroborando com os resultados encontrados. 
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(a) 

  

(b) 

 

(c) 

Figura 75 – 𝑃𝑡 e 𝜎∗da ponta dendrítica em estado estacionário em função de 𝑎𝑘 com (a) 𝛽𝑜
∗ = 3; (b) 

𝛽𝑜
∗ = 10; (c) 𝛽𝑜

∗ = 30. A linha tracejada horizontal representa a solução do número de Peclet 
desenvolvida por Ivantsov, a linha tracejada vertical indica a região que possivelmente possui arestas. 

Condições: ∆= −0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 𝑠𝑘 = 2 e 𝜂𝛾 = 1. 
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Os efeitos de 𝑠𝑘 são menos claros que os observados para 𝑎𝑘, sendo mais um 

grau de liberdade para ser considerado. No entanto, para se determinar a velocidade 

em estado estacionário, o tempo de simulação com elevados coeficientes cinéticos e 

elevada anisotropia, 𝑎𝑘 = 2 , foi extenso. Portanto, para a análise do efeito de 𝑠𝑘 foi 

considerado um valor de 𝑎𝑘 = 1 ao invés de 2, para que a anisotropia cinética ainda 

possua amplitude para gerar um formato Wulff cinético limitado por facetas e arestas 

(semelhantes aos observados na Figura 37d,e) e baixo o suficiente para que as 

orientações de maior coeficiente cinético não se tornem excessivamente elevadas, 

necessitando de maiores domínios e tempos adimensionais. 

Na Figura 76 está mostrado o efeito de 𝑠𝑘 na função 𝜂𝑘
−1 com dois níveis de 

intensidade de anisotropia cinética 𝑎𝑘 = 1 𝑒 2. É possível observar que em casos de 

𝑠𝑘 excessivamente baixos ou elevados, há a formação de um grande intervalo de 

valores de 𝜂𝑘
−1 em função de 𝜃 com pequenas variações. Além disso, com elevados 

valores de 𝑠𝑘, há um aumento íngreme de 𝛽∗ em poucas orientações próximas à 𝜃 −

𝜃𝑘 → 45°, e espera-se que estas orientações estejam sempre presentes na morfologia 

de crescimento por possuírem mais dificuldade de crescimento. No restante das 

orientações mais próximas à preferencial de crescimento pela anisotropia do 

coeficiente cinético 𝜂𝑘, menores coeficientes cinéticos 𝛽∗ são observados. Estas 

orientações podem possuir uma maior velocidade e tendem a estar menos presentes 

durante o crescimento. Já em faixas intermediárias de 𝑠𝑘 (1 ≤ 𝑠𝑘 ≤ 2), há uma 

variação gradual do coeficiente cinético anisotrópico resultando uma interface com 

morfologia definida por uma interface mais suave. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 76 – Recíproco da função de anisotropia do coeficiente cinético em função da orientação para 
diferentes coeficientes 𝑠𝑘, com (a) 𝑎𝑘 = 1 e (b) 𝑎𝑘 = 2.  

 

Na Figura 77 estão apresentados resultados de velocidade, raio de ponta e 

comprimento de difusão térmica da ponta dendrítica em estado estacionário, 

simulados com diferentes valores de 𝑠𝑘. O valor máximo apresentado é de 𝑠𝑘 = 32, 

pois incrementos adicionais nestas condições de simulação resultaram na divisão da 

ponta dendrítica. Com o aumento de 𝑠𝑘, inicialmente há um aumento da velocidade e 

diminuição do raio, devido ao aumento de orientações com coeficiente cinético 

reduzido, que não serão as limitantes ao formato dendrítico e possibilitando um 
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formato dendrítico com melhor capacidade de difusão de calor (representado pela 

diminuição de 𝛿). No entanto, a partir de 𝑠𝑘 = 4, há um aumento de 𝑅∗ e 𝛿 e diminuição 

de 𝑉∗. O aumento do raio de ponta foi observado até o momento que há a separação 

com 𝑠𝑘 > 32. Com o aumento do coeficiente cinético para 𝛽𝑜
∗ = 30, o aumento do raio 

de ponta é menos acentuado que no caso de 𝛽𝑜
∗ = 3. Estes comportamentos estão 

associados ao distanciamento da mudança do controle de crescimento, pois ao se ter 

fortes influências da condução do calor, a isotropia da energia interfacial promove o 

aumento do raio e diminui a priorização de orientações proporcionadas pela 

anisotropia cinética, 𝜂𝑘. Um efeito semelhante foi observado por Mullis (2003), mas de 

maneira inversa, com a anisotropia da energia interfacial anisotrópica e cinética 

isotrópica. 

 

Figura 77 - 𝑉∗ e 𝑅∗da ponta dendrítica em função do coeficiente  𝑠𝑘 no tempo 𝑡∗=2.5 𝑥105. Condições: 

∆= −0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 𝛽𝑜

∗ = 3 (em preto) e 𝛽𝑜
∗ = 30 (em azul), 𝑎𝑘 = 1 e 𝜂𝛾 = 1.  

Na Figura 78 está apresentado o efeito do parâmetro 𝑠𝑘 sobre 𝑃𝑡 e 𝜎∗ na ponta 

dendrítica em estado estacionário em dois diferentes coeficientes cinéticos, 𝛽𝑜
∗ = 3 e 

30. É possível observar um efeito oposto ao de 𝑎𝑘, ou seja, um aumento de 𝑠𝑘 resulta 

em um aumento de 𝑃𝑡. É possível observar que a razão de 𝑃𝑡 calculado pelo modelo 

de campo de fases neste trabalho e pelo de Ivantsov (𝑃𝑡(∆= −0,55) = 0,2569 

calculado através da eq. (120)) variam entre 0,406 a 0,592 e 0,075 a 0,111 para 𝛽𝑜
∗ =

3 e 30, respectivamente. Esta redução de 𝑃𝑡 em comparação à solução de Ivantsov já 
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foi verificada na literatura em dendritas cinéticas como estas. Mullis (2003) e Ihle 

(2000) verificaram uma razão de 0,522 e 0,516, respectivamente, no super-

resfriamento ∆= −0,45. Em elevados valores de 𝑠𝑘 e baixo coeficiente cinético, o valor 

de 𝑃𝑡 se aproxima dos valores pela teoria de Ivantsov, 𝑃𝑡 = 2569. O mesmo 

comportamento em maiores coeficientes cinéticos (𝛽𝑜
∗ = 30) foi observado, no entanto, 

a divergência entre a função de Ivantsov e o calculado pelo modelo de campo de fases 

é muito maior. A variável 𝑠𝑘 também causa efeitos sobre 𝜎∗, mesmo não variando a 

amplitude de anisotropia do sistema. Foi observado um aumento seguido de uma 

diminuição deste coeficiente, com aproximações ao observado na teoria de clássica 

de estabilidade marginal 𝜎∗ = 1/(2𝜋)2 (KURZ, WILFRIED; FISHER; TRIVEDI, 2019) 

quando 𝑠𝑘 ≫ 1 ou 𝑠𝑘 ≪ 1 e baixo coeficiente cinético (𝛽𝑜
∗ = 3). 

 

Figura 78 - 𝑃𝑡da ponta dendrítica em função do coeficiente 𝑠𝑘 no tempo 𝑡∗=2.5 𝑥105. Condições: ∆=
−0.55, 휀𝑜

∗ = 5, 𝛽𝑜
∗ = 3 e 30, 𝑎𝑘 = 1 e 𝜂𝛾 = 1. 

Na Figura 79 estão apresentados os efeitos de 𝑎𝑘 sobre os super-resfriamentos 

na interface sólido-líquido junto à ponta dendrítica para 𝛽∗=3, 10 e 30. É possível 

observar que, com o aumento do coeficiente de anisotropia 𝑎𝑘, há um aumento 

aproximadamente linear do super-resfriamento de curvatura em todos os casos, 

indicando por consequência que 𝑅∗ ∝ 1/𝑎𝑘. Um comportamento semelhante foi 

observado na literatura ao se aumentar a amplitude de anisotropia do coeficiente 

cinético, que resultou em uma diminuição exponencial do raio de ponta (MULLIS, 
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2004; WANG, SHUN-LIEN; SEKERKA, 1996). Deve-se levar em conta que o modelo 

de campo de fases não possui resolução suficiente para representar a interface sólido-

líquido quando 𝑅∗ <̃ 휀𝑜
∗. Portanto, o raio calculado para os casos de 𝑎𝑘 ≥ 2 não tem 

precisão ou pode ser nulo devido à presença de uma aresta, assim como indicado na 

Figura 71. 

Foi observado também a diminuição de ∆𝑇𝑡
∗ e ∆𝑇𝑘

∗ com o aumento de 𝑎𝑘, que é 

consequência da diminuição do raio de ponta dendrítica, consequente aumento de 

∆𝑇𝑐
∗ e menor força motriz para o crescimento. Além disso, o comportamento do 

aumento, seguido de diminuição de ∆𝑇𝑘
∗ com a variação do coeficiente cinético em 

crescimento dendrítico podem ser observados na literatura (MULLIS, 2003). 

Como consequência do aumento do coeficiente cinético isotrópico (𝛽𝑜
∗), há um 

aumento em todos os casos das frações de super-resfriamento cinéticos, 

gradualmente se tornando mais relevante ao crescimento do cristal. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 79 – Frações de super-resfriamentos da interface sólido-líquido nas ponta dendrítica em 

estado estacionário em função de 𝑎𝑘 em t*=106 com (a) 𝛽𝑜
∗ = 3; (b) 𝛽𝑜

∗ = 10; (c) 𝛽𝑜
∗ = 30, a linha 

tracejada indica a posição onde 𝑎𝑘 = 2, onde sabe-se que o raio de ponta é próximo ao da espessura 

da interface. Condições: ∆= −0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 𝑠𝑘 = 2 e 𝜂𝛾 = 1. 

Na figura 80 estão apresentados os super-resfriamentos na interface sólido-

líquido junto à ponta dendrítica em função de 𝑠𝑘 para dois coeficientes cinéticos, onde 
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é possível verificar que o super-resfriamento térmico têm forte predominância sobre 

os de curvatura e cinéticos, nas condições estudadas. Neste conjunto de simulações, 

foram observados baixos valores da fração de super-resfriamento cinético 
∆𝑇𝑘

∗

∆𝑇𝑐
∗+∆𝑇𝑘

∗, que 

atingiu seu máximo de 0,17 com 𝛽∗ = 30 e 𝑠𝑘 = 4. Como consequência há um menor 

efeito da anisotropia cinética, desfavorecendo o crescimento dendrítico típico e 

aumentando os raios de curvatura em detrimento da velocidade de crescimento. Este 

comportamento foi anteriormente constatado através da variável de comprimento de 

difusão térmica (Figura 77) que é proporcional ao super-resfriamento térmico 𝛿 ∝ ∆𝑇𝑡
∗ 

Não foi observada nesta série de simulações a separação de ponta para os valores 

de 𝑠𝑘 ≥ 0,01. Portanto, a orientação preferencial de crescimento ainda é bem definida, 

impedindo a separação da ponta. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 80 – Frações de super-resfriamento cinético (∆𝑇𝑘
∗ = −𝑉∗𝛽∗/∆), de curvatura (∆𝑇𝑐

∗ = −1/(𝑅∗∆)) 
e difusivo (∆𝑇𝑡

∗ = 1 − ∆𝑇𝑘
∗ − ∆𝑇𝑐

∗) da ponta dendrítica em função do coeficiente 𝑠𝑘 no tempo 

𝑡∗=2.5 𝑥105. Condições: ∆= −0.55, 휀𝑜
∗ = 5, 𝛽𝑜

∗ = 3, 𝑎𝑘 = 1 e 𝜂𝛾 = 1. 
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5.2.3 Crescimento com anisotropia simultânea da cinética e energia interfacial 

 

Os resultados neste tópico representam o crescimento dendrítico em condições 

de propriedades semelhantes aos apresentados no item 5.1.4. No entanto, para que 

se observe crescimento dendrítico em estado estacionário utilizando coeficientes 

cinéticos mais elevados, como 𝛽𝑜
∗ = 30 (Figura 42), os tempos de simulação 

necessários para se obter um braço dendrítico principal são inviavelmente longos. 

Especialmente com elevados valores de 𝑎𝑘, onde algumas orientações possuem 𝛽∗ =

2𝑎𝑘𝛽𝑜
∗ que desaceleram o desenvolvimento deste tipo de morfologia. Neste caso, foi 

optado por realizar simulações em baixo coeficiente cinético (𝛽∗ = 3) e elevado super-

resfriamento (∆= −0.5), resultando em uma aceleração da formação de pontas 

dendríticas em estado estacionário. 

As morfologias simuladas para o tempo 𝑡∗ = 106, ∆= −0.5 e 𝛽𝑜
∗ = 3 estão 

apresentadas na Figura 81 e 82, para baixas e altas anisotropias da energia interfacial, 

respectivamente. Essas figuras mostram o crescimento dendrítico com diferentes 

anisotropias da energia interfacial (eq. (57)) e do coeficiente cinético (eq. (115)), 

indicadas novamente abaixo para referência 

 𝜂𝛾(𝜃) = {

1 + 𝑠𝛾 cos[𝑗(𝜃 − 𝜃𝛾)]     𝑠𝑒 |𝜃| > 𝜃𝑚

1 + 𝑠𝛾 cos(𝑗𝜃𝑚)

cos(𝜃𝑚)
cos(𝜃 − 𝜃𝛾)   𝑠𝑒 |𝜃| < 𝜃𝑚

 (130) 

 
𝜂𝑘(𝜃) = {1 + (

1 + cos[4(𝜃 − 𝜃𝑘)]

2
)

𝑠𝑘

}

𝑎𝑘

 
(131) 

Mesmo em baixas anisotropias da energia interfacial e coeficiente cinético, 

representado na Figura 81a, ocorre a formação de um braço dendrítico principal bem 

definido. Nota-se que nos casos de baixa anisotropia da energia interfacial não houve 

o aparecimento de instabilidades ao longo do braço dendrítico principal. No entanto, 

em altas anisotropias da energia interfacial (Figura 82), nota-se a formação de braços 

primários e início da formação de braços secundários de dendrita com uma tendência 

à morfologia facetada. Esta pode ser uma evidência de que a anisotropia da energia 

interfacial com a intensidade adotada auxilia o crescimento de perturbações na 

interface, tornando-a mais instável. Um comportamento semelhante foi observado nos 

resultados apresentados por Chen et al. (2008) e na Figura 52. Ao se observar a 

equação de estabilidade morfológica proposta por Norris et al. (2008), representado 
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neste trabalho pela equação (21), não há efeitos significativos do coeficiente cinético 

sobre a instabilidade da interface, enquanto que orientações com rigidez nula resultam 

em instabilidade da interface. 

Na Figura 83 são apresentadas as inclinações da interface em função do ângulo 

com o eixo x*. É possível observar que a ponta nos casos de baixas anisotropias da 

energia interfacial e cinética possuem uma inclinação contínua (Figura 83a), indicando 

a ausência de arestas, mesmo com o aumento do termo 𝑠𝑘, assim como observado 

no formato de Wulff cinético apresentado na Figura 37, representado na Figura 81b. 

Em casos de elevadas anisotropias (Figura 81c e d e Figura 82c e d) há a formação 

de arestas, onde são encontrados raios de curvatura da ponta dendrítica na ordem de 

grandeza da espessura da interface e descontinuidade da orientação da interface 

(Figura 83). Estes dados corroboram com os resultados apresentados no item 5.1.3 e 

5.2.2, em que com 𝑎𝑘 ≥ 2 já é possível observar pontas com raios na ordem da 

espessura utilizada no modelo de campo de fases, 휀𝑜
∗ = 5.  

Nas condições de anisotropia 𝑠𝛾 = 0,05 e 𝑎𝑘 = 0,3 há uma amplitude de 

orientações de interface menor do que para 𝑎𝑘 = 2 na faixa entre as coordenadas 

angulares locais de 30 e 60°. Por outro lado, com 𝑠𝛾 = 0,15 o inverso é observado, 

onde a amplitude de orientações de interfaces com 𝑎𝑘 = 0,3 é maior que com 𝑎𝑘 = 2. 

Este comportamento está relacionado com elevada anisotropia do coeficiente cinético, 

limitando o crescimento a orientações perpendiculares e fixando a amplitude de 

orientações de interface observadas, características de facetamento semelhantes às 

observadas nos resultados combinados de crescimento inicial equiaxial (item 5.2.1.3). 

O coeficiente cinético aplicado com 𝑎𝑘 = 2 resulta em interfaces com orientações que 

variam entre valores de 0 e 90°, especialmente com 𝑠𝑘 = 64. Estas características se 

assemelham às observadas por Nagashio e Kuribayashi (2005) como dendritas 

indicadas em seu artigo de dendritas com crescimento principal <100> e braços 

secundários na orientação <100> (indicado no artigo como <100><100>), onde os 

autores verificaram experimentalmente dendritas com angulações de 87° em sua 

ponta.  
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                                (a)                                                              (b) 

    

                              (c)                                                              (d) 

Figura 81 - Imagens calculadas das dendritas equiaxiais com baixas anisotropias da energia 

interfacial (𝑠𝛾 = 0.05) considerando um domínio de 10000x10000, no instante t*=106, ∆= −0.5 e 𝜃𝑘 =

𝜃𝛾 = 45° , utilizando os seguintes coeficientes de anisotropia do coeficiente cinético: (a) 𝑎𝑘 = 0.3, 𝑠𝑘 =

2; (b) 𝑎𝑘 = 0.3, 𝑠𝑘 = 64 ; (c) 𝑎𝑘 = 2, 𝑠𝑘 = 2; (d) 𝑎𝑘 = 2, 𝑠𝑘 = 64. As figuras inseridas apresentam um 
zoom com distância de 1000 no eixo X* na região da ponta com os campos de temperatura. 
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                                (a)                                                              (b) 

    

                              (c)                                                              (d) 

Figura 82 - Imagens calculadas das dendritas equiaxiais com baixas anisotropias da energia 
interfacial (𝑠𝛾 = 0.15) utilizando diferentes condições de anisotropia e considerando um domínio de 

20000x20000 nas figuras (a) e (b) e 10000x10000 nas (c) e (d), no instante t*=106, , ∆= −0.5 e 𝜃𝑘 =
𝜃𝛾 = 45° , utilizando os seguintes coeficientes de anisotropia do coeficiente cinético: (a) 𝑎𝑘 = 0.3, 𝑠𝑘 =

2; (b) 𝑎𝑘 = 0.3, 𝑠𝑘 = 64 ; (c) 𝑎𝑘 = 2, 𝑠𝑘 = 2 ; (d) 𝑎𝑘 = 2, 𝑠𝑘 = 64. A base da figura em todos os casos 
representa um comprimento de 10000 no eixo X*. As figuras inseridas apresentam um zoom com 

distância de 1000 no eixo X* na região da ponta com os campos de temperatura.  
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(a) 

 

(b) 

Figura 83 – Orientação da interface em função do ângulo entre o eixo X* e a posição da interface, 

para 𝑠𝛾 = 0.05 (a) e 𝑠𝛾 = 0.15 (b), nas seguintes condições: 𝛽∗ = 3; ∆= −0.5 𝑒 𝜃𝑘 = 𝜃𝛾 = 45° . 

Nas descontinuidades de orientação local da interface observadas na Figura 83, 

a curvatura da ponta resulta em menor super-resfriamento disponível para o 

crescimento, mas possui a maior fração cinética devido à velocidade adquirida. Na 

Figura 84 está apresentada a razão entre o super-resfriamento cinético (∆𝑇𝑘
∗) e o 

super-resfriamento disponível para impulsionar as duas etapas cinéticas crescimento 
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(∆𝑇𝑘
∗ + ∆𝑇𝑡

∗), na forma 
∆𝑇𝑘

∗

∆𝑇𝑘
∗+∆𝑇𝑡

∗ em função da coordenada angular dos pontos da 

interface, calculados a partir dos dados apresentados figuras 81 e 82. Os casos 

estudados de crescimento dendrítico possuem pequenos raios de ponta que estão 

localizadas à um ângulo de 45° na Figura 84. Devido à maior velocidade da interface, 

há uma elevada fração de super-resfriamento cinético próximos à esta região. 

Comportamentos semelhantes foram observados por Choi et al. (2015), ao comparar 

os modelos com a regularização utilizada neste trabalho à proposta por Taylor e Cahn 

(1998), onde indicou que a presença de arestas possivelmente muda o 

comportamento da dendrita limitada pela difusão de calor para uma limitada pela 

cinética e difusão. Este comportamento pode ser verificado nas proximidades de 

arestas em elevadas anisotropias da energia interfacial, onde a ponta possui uma 

maior fração 
∆𝑇𝑘

∗

∆𝑇𝑘
∗+∆𝑇𝑡

∗, aumentando de ~0,05 a ~0,25. 

A velocidade local e normal de crescimento da interface e sua curvatura nas 

demais orientações distantes da ponta é baixa em comparação à da direção 

preferencial de crescimento. Portanto, nessas regiões, o efeito da redução da 

curvatura em ∆𝑇𝑐
∗ resulta em uma maior disponibilidade de super-resfriamento na 

interface, que é majoritariamente consumida pela difusividade térmica do sistema, 

visto que as velocidades encontradas são baixas e ∆𝑇𝑘
∗ torna-se reduzido. Além disso, 

o mesmo comportamento em torno da ponta dendrítica referente à fração de super-

resfriamento cinético (Figura 84) foi observado no item 5.1.4 na discussão referente à 

Figura 43. Nessa discussão, a divergência de comportamento das funções de 

anisotropia da energia interfacial e do coeficiente cinético em função de 𝜃, 

proporcionam uma diminuição do impedimento cinético ao crescimento (∆𝑇𝑘
∗ menor) e 

o super-resfriamento de difusão torna-se mais proeminente. Assim que a função de 

𝜂𝑘 causa um aumento do coeficiente cinético 𝛽∗, há um aumento do super-

resfriamento cinético ∆𝑇𝑘
∗, pois há uma combinação de altas velocidades por estar 

próximo à ponta e baixas energia interfaciais. Estes resultados indicam que 

possivelmente, com o aumento do coeficiente cinético ou o super-resfriamento, estas 

orientações que possuem pouco impedimento ao crescimento por parte da cinética, 

irão desaparecer do formato e será gerada uma maior descontinuidade na inclinação 

da dendrita. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 84 - Razão do super-resfriamento cinético com os super-resfriamentos de curvatura e cinético 
em função da coordenada angular dos pontos da interface próximos à ponta dendrítica para 𝑠𝛾 = 0.05 

(a) e 𝑠𝛾 = 0.15 (b), nas seguintes condições: 𝛽∗ = 3;∆= −0.5, e 𝜃𝑘 = 𝜃𝛾 = 45° . 
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6 Conclusões 

Foi implementado um modelo de campo de fases em domínio unidimensional e 

bidimensional com interface fina, com regularização da função de anisotropia da 

energia interfacial e uma função de anisotropia do coeficiente cinético que promove a 

formação de facetas para simulação do crescimento equiaxial de um sólido em um 

líquido semi-infinito e super-resfriado. 

Simulações quantitativas do crescimento radial unidimensional cilíndrico e 

esférico foram obtidas com espessuras iguais ou menores que 0,125 vezes o menor 

raio do problema e um perfil inicial da variável de fase obtido em condições de 

equilíbrio. Além disso, a aproximação de equilíbrio local da interface para metais com 

baixas anisotropias, como o Al, não é adequada para se obter resultados quantitativos 

durante o crescimento inicial do sólido. 

Com a implementação de elevadas anisotropias da energia interfacial com 

regularização aplicada neste trabalho (quando 𝑠𝛾 > 𝑠𝛾
𝑐 = 0,06̅) foi verificado que na 

teoria clássica há a formação de pontas nos formatos de Wulff de equilíbrio. No 

modelo de campo de fases, raios de ponta do formato Wulff de equilíbrio e da 

morfologia dendrítica na ordem de grandeza da espessura da interface são 

observados. Mesmo não possuindo a resolução para verificação das arestas 

presentes no modelo clássico, o modelo de campo de fases implementado é capaz 

de chegar à morfologia do formato Wulff de equilíbrio e foi possível verificar a 

convergência de velocidade de ponta com a diminuição da espessura da interface até 

cinco vezes o comprimento de capilaridade para um super-resfriamento de até ∆=

−0,55 em crescimentos dendríticos. 

A presença de elevadas anisotropias do coeficiente cinético pode também 

resultar em arestas quando 𝑎𝑘 = 2 no formato do Wulff cinético com 𝛽𝑜
∗ = 30 e ∆=

−0,55 e no crescimento dendrítico, utilizando coeficientes cinéticos  𝛽𝑜
∗ entre 3 e 30. 

Com o aumento do termo 𝑎𝑘, há inicialmente um aumento de velocidade da ponta 

devido à melhor difusão de calor do formato dendrítico. No entanto, com 𝑎𝑘 > 1,5 para 

𝛽𝑜
∗ = 3, 𝑎𝑘 > 1 para 𝛽𝑜

∗ = 10 e 𝑎𝑘 > 0,6 para 𝛽𝑜
∗ = 30, há a redução da velocidade 

devido a um aumento do ângulo interno entre as paredes laterais da ponta dendrítica 

(formação de facetas), aumentando a espessura de difusão térmica (dificultando a 

transferência de calor da interface para o interior do líquido), causando a diminuição 
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da velocidade de crescimento. O aumento da variável 𝑠𝑘, resulta em um aumento da 

velocidade e diminuição do raio, resultado da melhor capacidade de difusão de calor 

(representado pela diminuição da espessura de difusão térmica) no líquido. Em 

valores de 𝑠𝑘 ≥ 4, há um aumento do raio e espessura de difusão térmica, e 

diminuição da velocidade. 

Em todos os tipos de anisotropia aplicados (anisotropias da energia interfacial 

e/ou do coeficiente cinético), há um desvio das aproximações previstas pelas teorias 

baseadas no modelo clássico de solidificação clássicas quando a sua intensidade é 

relativamente alta. O número de Peclet diminui com o aumento das anisotropias 𝑠𝛾 e 

𝑎𝑘 e com o aumento do coeficiente cinético 𝛽𝑜
∗, distanciando-se do calculado a partir 

da teoria de Ivantsov. Com o aumento de 𝑠𝛾 de 0,02 a 0,25, o número de Peclet varia 

entre 0,173 e 0,09 e com o aumento de 𝑎𝑘 de 0,3 a 4 com 𝛽𝑜
∗ = 30, o número de Peclet 

varia entre 0,128 e 0,011. Com ambas as anisotropias elevadas, foi possível observar 

estruturas dendríticas que possuem arestas formadas por facetas, que já em baixo 

coeficiente cinético de 𝛽𝑜
∗ = 3 foi possível observar estruturas com características 

qualitativamente semelhantes às observadas para o crescimento de dendritas de Si, 

com 90° entre cada faceta. 
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8 Apêndice A – Modificação da equação de CS 

 

Coriell e Sekerka desenvolveram equações para o crescimento de instabilidades 

através de expansões de Taylor, mantendo apenas os termos lineares seguido de 

uma análise de estabilidade linear das equações do modelo clássico, chegando na 

equação (CORIELL, S.R.; SEKERKA, 1976), 

 Ψ = 2ℎ[𝑆𝑅 + 𝑖𝑆1] (132) 

Onde 

 

ℎ =
𝑉𝜔

{(𝐺𝑆
𝑇 + 𝐺𝐿

𝑇) [1 +
(𝐾𝑆 + 𝐾𝐿)𝜔

𝐿𝜇 ] +
2𝜔𝐺𝐿

𝐶 [𝑚 +
𝜇𝑐

𝜇 ]

[𝜔∗ − (1 − 𝑘)
𝑉
𝐷𝐿

]
 }

 

(133) 

 

2𝑆𝑅 = −(𝐺𝑆
𝑇 + 𝐺𝐿

𝑇) +
2𝐺𝐿

𝐶 [𝑚 +
𝜇𝑐

𝜇 ] [𝜔∗ −
𝑉
𝐷𝐿

]

[𝜔∗ − (1 − 𝑘)
𝑉
𝐷𝐿

]

− 2 (
𝑇𝑚

𝐿
) {𝜔𝑥

2 [𝛾 + 𝛾𝑥𝑥 + (
𝐿

𝑇𝑚
) (

𝜇𝑥𝑥

𝜇
)]

+ 2𝜔𝑥𝜔𝑦 [𝛾𝑥𝑦 +
1

2
(

𝐿

𝑇𝑚
) (

𝜇𝑥𝑦

𝜇
)]

+ 𝜔𝑦
2 [(𝛾 + 𝛾𝑦𝑦) + (

𝐿

𝑇𝑚
) (

𝜇𝑦𝑦

𝜇
)]} 

(134) 

 𝑆1 = 𝜔𝑥 (
𝜇𝑥

𝜇
) + 𝜔𝑦 (

𝜇𝑦

𝜇
) (135) 

 𝜔∗ =
𝑉

2𝐷𝐿
+ √𝜔2 + (

𝑉

2𝐷𝐿
)
2

 (136) 

Aplicando as equações (133) a (136) na (132), e reorganizando os termos resultam 

na equação apresentada no trabalho anteriormente: 

 

Ψ =
−

𝑇𝑚

𝐿
(𝛾 + 𝛾′′)𝑙2 −

1
2

(𝐺𝑆
𝑇 + 𝐺𝐿

𝑇) + 𝐺𝐿
𝐶 [𝑚 +

𝜇𝑐

𝜇 ] 𝜉𝑐 − 𝑙2 (
𝜇𝑥𝑥

𝜇 ) + 𝑖𝑙 (
𝜇𝑥

𝜇 )

1
𝑉

{
(𝐺𝑆

𝑇 + 𝐺𝐿
𝑇)

2𝑙
[1 +

(𝐾𝑆 + 𝐾𝐿)𝑙
𝐿𝜇 ] +

2𝐺𝐿
𝐶 [𝑚 +

𝜇𝑐

𝜇 ]

[𝑏𝑐 − (1 − 𝑘)
𝑉
𝐷𝐿

]
 }

 

(137) 
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9 Apêndice B – Discretizações das equações 

 

As discretizações das equações do modelo de campo de fases serão 

apresentadas nesse item. As derivadas parciais de primeira ordem foram calculadas 

pela média ponderada dos nós vizinhos (MARTORANO; FORTES; PADILHA, 2006), 

como mostrado nas equações (138) e (139). 

 
𝜕𝜙

𝜕𝑥
=

1

8∆𝑥
[𝜙𝑖+1,𝑗+1

𝑡 − 𝜙𝑖−1,𝑗+1
𝑡 + 2(𝜙𝑖+1,𝑗

𝑡 − 𝜙𝑖−1,𝑗
𝑡 ) + 𝜙𝑖+1,𝑗−1

𝑡 − 𝜙𝑖−1,𝑗−1
𝑡 ] (138) 

  
𝜕𝜙

𝜕𝑦
=

1

8∆𝑥
[𝜙𝑖−1,𝑗+1

𝑡 − 𝜙𝑖−1,𝑗−1
𝑡 + 2(𝜙𝑖,𝑗+1

𝑡 − 𝜙𝑖,𝑗−1
𝑡 ) + 𝜙𝑖+1,𝑗+1

𝑡 − 𝜙𝑖+1,𝑗−1
𝑡 ] (139) 

Já as derivadas parciais de segunda ordem, foram discretizadas de forma central, 

como mostrado nas equações: 

 
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
=

𝜙𝑖+1,𝑗
𝑡 + 𝜙𝑖−1,𝑗

𝑡 − 2𝜙𝑖,𝑗
𝑡

∆𝑥2
 (140) 

  
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
=

𝜙𝑖,𝑗+1
𝑡 + 𝜙𝑖,𝑗−1

𝑡 − 2𝜙𝑖,𝑗
𝑡

∆𝑦2
 (141) 

  
𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜙𝑖+1,𝑗+1
𝑡 + 𝜙𝑖−1,𝑗−1

𝑡 − 𝜙𝑖−1,𝑗+1
𝑡 − 𝜙𝑖+1,𝑗−1

𝑡

4∆𝑥∆𝑦
 (142) 

Em elevadas intensidades de anisotropia, os vértices do sólido tornam-se muito 

agudos, gerando uma crescente descontinuidade na orientação da interface do 

formato de equilíbrio, como mostrado na Figura 34. Desta forma, o cálculo das 

derivadas parciais de primeira ordem (assim como o ângulo da interface) possuem 

erros maiores (EGGLESTON; MCFADDEN; VOORHEES, 2001). Há duas 

possibilidades para evitar este problema: densificação da malha em função da 

anisotropia aplicada (KIM, SEONG GYOON; KIM, 2005) ou a modificação do modo 

de discretização em caso de 𝜃 = 𝑛𝜋/2, sendo n um inteiro positivo (EGGLESTON; 

MCFADDEN; VOORHEES, 2001). A densificação da malha fornece uma melhor 

definição das curvas da interface ao longo da faceta. A reduçao do espaçamento da 

malha não é, a princípio, de interesse, pois aumenta o peso computacional. No 

entanto, a espessura da interface difusa deve ser reduzida em comparação ao raio de 

curvatura da ponta para que se tenha um resultado quantitativamente correto. A 

mudança no modo de discretização para as derivadas parciais de primeira ordem, de 

maneira semelhante ao método de Eggleston et al. (EGGLESTON; MCFADDEN; 
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VOORHEES, 2001), foi implementada. Este método auxiliou ao uma melhor 

aproximação do cálculo do ângulo da interface na ponta, sem a necessidade da 

excessiva redução do espaçamento da malha. Para o cálculo do ângulo da ponta (𝜃 =

atan (
𝜙𝑦

𝜙𝑥
)) quando 𝜃 =

𝑛𝜋

2
, com n um inteiro positivo, utiliza-se a equação (143) caso n 

seja par e equação (144) se for ímpar. 

 
𝜕𝜙

𝜕𝑥
=

−3𝜙𝑖,𝑗
𝑡 + 4𝜙𝑖+1,𝑗

𝑡 − 𝜙𝑖+2,𝑗
𝑡

2∆𝑥
 (143) 

  
𝜕𝜙

𝜕𝑦
=

−3𝜙𝑖,𝑗
𝑡 + 4𝜙𝑖,𝑗+1

𝑡 − 𝜙𝑖,𝑗+2
𝑡

2∆𝑦
 (144) 

O laplaciano de nove pontos (∇9
2) foi utilizado de forma a reduzir a anisotropia de 

malha gerada (KARMA; RAPPEL, 1998), como mostrado na equação: 

 

∇9
2𝜙 = ∇2𝜙 = 2

(𝜙𝑖+1,𝑗
𝑡 + 𝜙𝑖−1,𝑗

𝑡 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑡 + 𝜙𝑖,𝑗−1

𝑡 )

3∆𝑥2

+
(𝜙𝑖+1,𝑗+1

𝑡 + 𝜙𝑖+1,𝑗−1
𝑡 + 𝜙𝑖−1,𝑗+1

𝑡 + 𝜙𝑖−1,𝑗−1
𝑡 − 20𝜙𝑖,𝑗

𝑡 )

6∆𝑥2
 

(145) 

Para a variação temporal do parâmetro de fases, utilizou-se a equação: 

 
𝜕𝜙

𝜕𝑡
=

𝜙𝑖,𝑗
𝑡+∆𝑡 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑡

∆𝑡
 (146) 

A variação temporal da temperatura foi calculada como mostrado pela equação 

(147). 

 
𝑇∗

𝑖,𝑗
𝑡+∆𝑡 = 𝑇∗

𝑖,𝑗
𝑡 + ∆𝑡 [

𝑇∗
𝑖+1,𝑗
𝑡 + 𝑇𝑖−1,𝑗

𝑡 − 2𝑇𝑖,𝑗
𝑡

∆𝑥2
+

𝑇∗
𝑖,𝑗+1
𝑡 + 𝑇𝑖,𝑗−1

𝑡 − 2𝑇𝑖,𝑗
𝑡

∆𝑦2
]

+ 𝜙𝑖,𝑗
𝑡+∆𝑡 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑡  

(147) 
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10 Apêndice C – Fluxograma dos procedimentos de simulação do software 

desenvolvido 

 O software com as soluções numéricas das simulações de crescimento 

dendríticos seguem os passos indicados no fluxograma da figura 85, onde 𝑡𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙
∗  indica 

o tempo adimensional final de simulação. Os detalhes das metodologias numéricas 

estão indicados nos itens 4.4, 4.6 e Apêndice B. 

 Início da simulação 

Coleta dos 

parâmetros de 

simulação definidos 

em um arquivo: ∆, ∆𝑡, 

휀𝑜
∗, 𝑠𝛾, 𝑛𝑘, 𝑠𝑘, 𝑡𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙

∗  

entre outros. 

Criação das 

variáveis de campo 

em memória (T*,𝜙) e 

aplicação das 

condições iniciais 

Transferência das 

condições iniciais, 

parâmetros do 

modelo de campo 

de fases e 

propriedades do 

material para 

memória da GPU 

Solução da equação do 

modelo de campo de 

fases (eq. (73)) 

Avanço para o próximo 

instante de tempo 

 t∗  = t∗ + ∆𝑡∗ 

Solução da equação do 

campo de temperaturas 

(eq. (75))  

𝑡∗ =

𝑡𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙
∗ ? 

Fim da simulação 

Não 

Sim 

Figura 85 – Fluxograma do programa de computador implementado para solucionar as equações do 
modelo de campo de fases. 


