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RESUMDO

E examinada a estabilidade de um satélite simétrico
munido de um rotor, cujo eixo de rotagado préprio ( spin ) co-
incide com o eixo de simetria da carcaca rigida, colocada em
orbita circular.

Os pontos de equilibrio sdo obtidos da analise das
equagoes de Lagrange desenvolvidas para o problema.

A estabilidade do movimento € analisada pelo método
direto de Liapunov, com o emprego da Hamiltoniana como fun -
gao de Liapunov.

Sao obtidas 6 posigées de equilibrio, mostrando-se
serem 3 delas estaveis segundo Liapunov e que as 3 restantes
nao apresentam caracteristicas de estabilidade. Todavia uma

delas, por razoes de ordem fisica, deve ser estavel.
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This study examines the stability of a symme-
tric satellite in a circular orbit, which has a spinning ro
tor with its axis coinciding with the axis of symmetry of
the principal rigid body.

The equilibrium points are obtained from the
analysis of the Lagrange equations developed for the pro -
blem under study.

The stability of motion is examined by the Lia-
punov direct method, with the Hamiltonian taken as a Liapu -
nov function.

Six equilibrium positions are detected; three
are shown to be stable according to Liapunov's criterion ,
and the remainder ones do not present a stability character.
Nevertheless, it is shown that one of them, by phisical rea

sons can be considered stable.
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INTRODUCADO

0 movimento de um satélite terrestre pode ser conce-
bido como resultante de dois movimentos basicos, a saber:

o movimento do seu centro de massa em torno da Terra e mais o
movimento de rotacao em torno do centro de massa.

Neste trabalho estudaremos as posigdes de equilibrio
e sua estabilidade, no caso de um satélite ( corpo rigido )
munido de um rotor com velocidade de rotacdo propria cons -
tante, colocado em 6rbita circular em torno de um centro de
forca do tipo Newtoniano.

0 controle da posigdo do satélite num sistema inercial
ou num sistema orbital, pode ser conseguido por processos a-
tivos ou passivos.

Nos processos ativos, sensores sao utilizados no co -
mando de correc¢des que permitam manter o satélite numa posi-
cao desejada.

Nos processos passivos de estabilizagdo do satélite,
dois métodos se destacam, a saber:

a - estabilizacgdo pelo gradiente gravitacional.E sa-
bido que no caso de um corpo rigido sem movimen-
to de '"spin', o torque gravitacional tende a ali-
nhar o eixo de menor momento de inércia com o
centro de forca, conforme se vé em De Bra( D 1 )
e em Thomsom ( T 1 );

b - estabilizacdo por "spin'. No caso de um corpo ri-

gido com movimento de '"spin", nao sujeito a torques




externos, o eixo de spin tende a manter uma po -
sicdo fixa no espago inercial.

E desnecessario enfatizar a importancia dos satélites
nos dias atuais, quer como instrumento de comunicagado, quer
como instrumento de pesquisa meteoroldgica, geoldgica, etc.

Em todas essas aplicagdes,interessa saber a posigao
de equilibrio do satélite e principalmente se essa posigao 2
estdvel .

Admite-se como sendo uma posicao de equilibrio do sa-
télite, aquela em que o mesmo mantem uma atitude fixa em re-
lagao a um sistema orbital.

As equacdes do movimento sao equagoes diferenciais en-
volvendo *n“coordenadas generalizadas e"n”velocidades genera-
lizadas

X, ( & 12,5 a4

Diz-se entao que Xy cy (1= 1, 2. 5% s dish) acom
c; constantes, é uma posicdo de equilibrio se esses valores
. A ~ § b 2 x
satisfazem as equacoes diferenciais do movimento.
Uma posicao de equilibrio dir-se-a estavel segundo

Liapunov, se dado um n® ¢ , existir em correspondencia um b3

e um instante ty tal que
2!

Z: xi <&

i=1
para todo movimento subsequente a uma perturbagao inicial da
posicdo de equilibrio. onde a perturbagao inicial satisfaz a
condigao: 2n

i 2
{5 &2 ) A B et
S




Nemytskii and Stepanov ( N 1 pag.l152.)

Um numero muito grande de estudiosos ja se dedicou
ao estudo desse tipo de problema com maior ou menor grau de
generalidade.

Assim De Bra and Delp em ( D 1 ) estudaram as posi -
goes de equilibrio no caso de um corpo rigido sem simetria,
em orbita circular. O estudo da estabilidade do movimento
foi feito atraves das equagdes 1linearizadas.

Tambem Thomsom em ( T 1 ) analisa a estabilidade das
posi¢Ges de equilibrio de um corpo rigido simétrico, dotado
de movimento de spin, colocado em oOrbita circular.

Kane em ( K 2 ) estuda as posigoes de equilibrio e
sua estabilidade, no caso de um corpo rigido, ndao simétrico,
em O0rbita circular e tendo um dos eixos principais de inér-
cia em posicao normal ao plano orbital. O estudo da estabili-
dade € feito através das equacdes linearizadas do movimento.

Likins em ( L 2 ) também estuda as posicdes de equi -
1ibrio e sua estabilidade no caso de um satélite ( corpo ri-
gido ) em orbita circular . Ele estuda a estabilidade local
através das equagoes linearizadas do movimento e em segui-
da compara os resultados com a analise da estabilidade obti-
da pelo método de Liapunov.

Meirovitch and Wallace em ( M 2 ) estudam a estabili-
dade do movimento de um satélite ndo simétrico, em Orbita
circular, e dotado de movimento de spin, cujo eixo se man -
tem normal ao plano da orbita.

Em todos estes estudos, as equagoes diferenciais do

movimento sdao autonomas, isto €, nelas nao figura explicita-




mente o tempo.

Segundo Meirovitch em ( M 2 ), um nimero muito gran-
de de fatores influenciam poderosamente, tornando nao auto -
nomas as equagoes diferenciais do movimento, e cita como exem
plos os seguintes casos:

i - movimento de um satélite rigido, ndo simétrico,
dotado de movimento de "spin'" arbitrario e em
orbita circular;

ii - movimento de um satélite rigido, simétrico, com
movimento de ''spin' arbitrario e em orbita elip-
tica ;

iii - movimento de um satélite rigido simetrico, com
movimento de "spin' arbitrario, em orbita circu-

lar e com partes elasticas.

O presente estudo constitue o primeiro passo para o
desenvolvimento de estudos mais amplos no campo da estabili-
dade do movimento de satélites., Assim nos restringiremos ao
problema descrito inicialmente. Nesse contexto, no capitulo
2 formulamos a cinematica do movimento; no capitulo 3 esta -
belecemos a dinamica do movimento e determinamos os pontos
criticos do sistema; no capitulo 4 estudamos a estabilidade
do movimento nos pontos de equilibrio, usando para isso a Ha-
miltoniana do sistema como fungao de Liapunov e, finalizamos
no capitulo 5 com alguns comentarios sobre resultados exis -

tentes na literatura e possiveis areas para pesquisas futuras.
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2.1 - CONDICOES PRELIMINARES

No presente trabalho procura-se determinar as posigoes

de equilibrio e sua estabilidade, no caso de um satélite simé-

trico, munido de um rotor, colocado em orbita circular em tor

no de um centro de forga O.

O satélite & constituido de uma carcaca rigida, simé -

trica e o rotor tem rotacao propria ( spin ) em torno de um

seu eixo principal de inércia, que coincide com um dos eixos

principais de inércia da carcaca.

Admitiremos que:

1 - a carcaca e o rotor tenham centro de massa coinci-

dentes e que seus eixos principais de inércia tam
bem sejam coincidentes;

o centro de massa G do satélite ( conjunto carcaga
rigida e mais o rotor ) descreva um movimento cir-
cular em torno do centro de forga O;

as dimensoes do satélite quando comparadas com a
distancia do centro de massa G ao centro de forca
0, sejam despreziveis; de modo que os movimentos
do satélite em torno do seu centro de massa nao in
terfiram no movimento circular deste;

a lei de forgca que age num ponto qualquer P seja
proporcional ao inverso do quadrado da distancia

do ponto ao centro de forca O, isto é:




onde m & a massa do ponto P
r =|P - 0}

K = constante

fig.2-1

Determinaremos as equacoes do movimento wusando a La-

grangeana do sistema:

L=T-=-YV , onde
T & a energia cinética
V & a energia potencial

Para o estudo da estabilidade do sistema nos pontos
de equilibrio, usaremos o conceito de estabilidade segundo Lia

punov e como funcao de Liapunov, a Hamiltoniana do sistema.




Em nosso estudo encontramos 6 posigdes de equilibrio,
das quais 3 sao estaveis segundo Liapunov; uma apresenta- se
com caracteristicas indeterminadas quanto a sua estabilidade,
mas por razdes de ordem fisica ela se apresenta como sendo
nitidamente estdvel. As outras duas posigOes nao apresentam
caracteristicas que permitam concluir sua estabilidade.

Se no satélite fixarmos o rotor rigidamente na carca-
ca e considerarmos a rotacao desta em torno do seu eixo de
simetria, como sendo o spin do satélite, das 6 posigoes de
equilibrio, 4 delas coincidem integralmente com a totali -
dade dos resultados apresentados por Likins em ( L 2 ).

As duas outras posicdes de equilibrio que ndo apare-
cem no trabalho do Prof. Likins, estao em consonancia com 0s
resultados de De Bra and Delp em ( D 1 ) e com os resulta -

dos de Thomsom em ( T 1 ).
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2.2 - 0 VETOR ROTACAO DO SATELITE

\z‘

Seja ( OXYZ ) um sistema inercial tri-ortogonal com

origem no centro de forca O.

] +@, € a5 Os versores de uma terna tri-orto-

gonal ligada ao satélite, com origem no centro de massa G do

Sejam a

mesmo, sendo

—-—

al , versor radial

Ll > .
a; , versor perpendicular ao a, e situado no plano

1
perpendicular ao plano OXY.
T, = a.ad
2 3 I
Seja ( Gxyz ) uma terna tri-ortogonal, rigidamente
ligada ao satélite, com os eixos orientados segundo os eixos
principais de inércia do mesmo.

Sejam ainda




Sila =

¢ o angulo de rotacdo em torno do eixo Z
B o angulo de elevacao.

Podemos passar do sistema de eixos ( a a

B0 B
para o sistema de eixos ( x, y , z ) mediante uma sequencia

de 3 rotagoes, a saber:

i)uma rotacao a em torno do eixo a; e teremos 0 siste-

ma ( bl’bz’bS )

el
B 1 0 0 b
1 1
3, | = 0 cosh, - senb b, ( 2-1
-—-
a. 0 sen§, cos8 b
) 1 3
onde a; &€ o versor do eixo a,. T8 =l
o - . 1 -
bi e o versor do eixo bi‘ L 8l B 3

ii)uma rotacdo O, em torno do eixo b, e teremos o siste-
~

ma ( ¢y, C,, Cz ).




il B

fig. 2-4
by cos B, 0 senf, <
Dy, bk i 2=
DG 0 1 0 <, ( )
b, -senB, 0 cosg Cy

onde E; € o versor do eixo c; T

iii)uma rotagao Eg em torno do eixo c, e teremos o sistema

( xyz ).

~ ¥

41"

{4’
fig. 2-5

51 cosf; -senf, 0 %
<, |z | senb, cos 6, B ( 2-3 )
E'é 0 0 il z
onde X , T B

Lo»

sao 0s versores dos €iXx0s X,V e z




S

0 vetor rotacgdao sera
w = K +9a2+9,a1+62b2+95c3 (2-4)

—t

como K = senf a. + cosf a; e tendo em conta ( 2-1 )

1
A =(é,+<i>sen9)—1;1+
+ B ( cosB,T;’2 - senQ.T)'3 JIREE

+ cP cos B ( senQ,—g2 + cos@,_B.3 ) +
45, »

-+

“+

introduzindo ( 2-2 ) ven
= 0, +<§> senf ) ( cosQaE:'1 + senGM,_c':’3 ) o+
+ (@ cos B, +<i>c059 sen B, + éa) E’Z +
+ ( -8 senf + dp cosB cos8,) ( - senQZE'l + c0sB,Ty) +
+‘%€%
reagrupando
W =[<1'>( senBcosf, - cos B cosh,senf,) + é|c0592 +
+ Q sen9|sen92]'€3 +
+ [cb cos § sen§,+ 9 cos B, + 92}?2 +
+[<i>(sen9 senf, + cos8 cosG,cost) + é,sen92+
—ésene‘cos 92+93]?3
No caso de um movimento circular ( que € o nosso caso )

podemos impor

$ = -2 rotacdo orbital, com sinal negativo por
conveniencia
6 -0 angulo de elevacgao nulo
as componentes do vetor rotacao ) no sistema de eixos ( SR

Cys Cg } serao:




e

@, = 8,cos 8, + 12 cosb, senb,
C‘Jc2= éa - {2 sen§, EiISE
CO¢3= 93 + é, sen 8, - L2 cosB,cos b,
e passando para o sistema de eixos ( x,y,z ) através da ( 2-3 )
teremos:
W = (é,cos@ztflcose,senez ) ( cos@s—x. - senf,y ) +
+ (éz-.(?.sene,)( senf;X + cosB,y ) +
+ (93+é,sen92—ﬂcos Bicosb,) 7
reagrupando teremos:
Wy =é.cos€2c0593+ézsen 83 +

+ (2 ( cosb,senB,cosf;- senf senby)
W, = -é,cos@zsen93+ éac0593+
-2 ( senf cosb;+ cosd,senf,sen§; ) Iy

W, = 9, senf,+ 0; -Rcos G,cos b,




=5

CAPITULO 111

DINAMICA
DO
SISTEMA




-16- -

3-1 - A ENERGIA POTENCIAL

AZ

fig. 3-1

Admitiremos a lei de forga como sendo do tipo Newto -

niano, a saber:

onde K = Co M, { CO € a constante universal
M e a massa da Terra

m ¢ a massa do ponto P

o)
L]

|P - 0l € a distancia do ponto P ao centro de for-
ca O, que € o centro da Terra suposta esfe -
rica.

Seja G o centro de massa do satélite ( corpo rigido)

Seja "dm" a massa associada a um ponto P do mesmo.

A energia potencial do satélite sera dado por

—

sendo R
P

o
lav)
(
o
1l
aw
1
[op}
+
[}
1
o
1
w3
+
-

- ey

onde RG G -0 e r =P -G




k=

zj‘ﬁé +-I.'2+21‘ R’G
-l
I ) ~2 - - S0
| Rl= (R + (7 +2RG.r)]
= (e +p"
=ocn+nmn 1/5+ -1-n(n-1)ocn 2/32+ =
2
— gy 1 7 Y - -
| Rpl= ( R ) - = (Rg) [r°+ 2R.T]+

z
+-i—( --]2:)( -g’-)( RE )7 2 s 2 BB .-

EAER e %R?[ rf s 2RLT)

3 .-57 _4 2=~ - - -2
+‘§'RG [r + 4T RG.r+4(RG.r) ]+
1'1{1"== D - RE(TTT) -RY i i r)2] +
P G G -~ B GINIE S : -

-* =
onde 1' e o versor de G - O

A energia potencial sera entao

Vv=-K } 3; dm
| T, |
-2, >, - 2 - - 2
= - K ]{ RG1 - RG il A -.%_RGs[r <3EE' T )+
e } dm

-— -t — — =
ecomo r =x1+vy3j+ 2z %k, onde ( x,y,z) sao agora as coor-
denadas do ponto P, no sistema de eixos x,y e z, ligados aos

eixos principais de inercia do satélite:
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r

. _Km K
V = = + E % 1ax +y 1ay e laz) dm +
G Ri< ¢
G
., K J( x2 . y2 N z2 i
3
ZRG
IK 2
(x 1ax +y 1ay + 2z 1az ) “dm +
2
ZRG
onde '"m" & a massa do saté€lite
lax’ 1ay e 1az sao os cossenos diretores do eixo liga-

i
do a G - 0, cujo versor ¢ i', No sis-

-y
tema de eixos a;, a8, ,a5 0 i' coinci-
de com o versor 'Ei.

Desenvolvendo e reagrupando teremos:

K m K
\% - - + - { 1axJX dm + lanydm + laz]z dm }+
G R¢

K
4Ré { J( x2+ yz)dm + j( x2+ zz)dm +

+

+ j(y2+ 2%)dm }

IK Bi=2 292 B2
- - j( X 1ax N lay 2z 1az + 2 Xy laxlay+
ZRG
s 2 1ax1az + 2 vyz laylaz )dm.}+....

Como o sistema ( Gxyz ) tem origem no centro de mas-
sa G do satélite, entdo

Jx dm = jy dm = Jz dm = 0
e como os eixos Xx,y,z sao orientados segundo os eixos prin -

cipais de inércia, entdo sao nulos os produtos de inércia.




O

V--[Km+_£<_[1+1+1 +
R 4R3 X Yy Z
¢ G
3K 2,2 2% 2.2
5 j ( x J 1ay + Z 1az) dm +
2 R
G
Vi ) e e i et
R 3 X b4 Z
G 4RG
_3&(151)(g()(2+>,2+Xz+zz_yz_zz)dm+
3
4Rg
_3{1(121 (y2+xz+y2+z R
ws
G
= E“E’liz X(z2 + xz + z2 + y2 - x2 - yz)dm+.....
4R>
G
e I SETER S O
R 3 X b4 Z
G 4RG
3 K 7
= —‘?;( LSRR ) T
4R

3
4R
3K (1 a1 -1.) 1%
TR
4R
g

que & a energia potencial do satélite, expresso até termos de

oy

2¢ ordem nos cossenos diretores ( 1aX

ay’ 1aZ ) de G - 0.

e Iy e IZ sio os momentos de inércia do satelite.

em relacdo ao eixos x, y e z respecti-

vamente.
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Nosso satélite se compoe de duas partes rigidas, a
saber: sua carcaga e seu Totor.
Sua energia potencial serd segundo as hipoteses

dotadas:Vy =
L Y Vcarcaga P Vrotor

V={-'K"‘c+'K e e G

] 3 X y Z
RG RG
I K 2
-——?;( Iy + IZ - Ix ) 1ax +
4RG
3K 2
—.____43(IZ+IX-Iy)1ay+
Rg
I K 2
—..__g..(IX+Iy—IZ)1aZ}+ =
4RG
_Km K
+{ T + B(JX+J}’+JZ)+
RG 4RG
IK 2%
4RG
3K 2
—.___S(JZ+JX-Jy)lay+
4RG
3K - 2
- ___3_(‘1)(“1y JZ)132}+ .....
4RG
onde m, € a massa da carcaca,
Ix’ IV e IZ sao seus momentos principais de inércia,

m. € a massa do rotor,

Jy Jy e J sao seus momentos principais de inércia,
A carcaca e o rotor devem ser ajustados de modo que




UK =

seus centros de massa e eixos principais de inércia coinci-

dam.
Fazendo m. +m, =m massa total do satélite
Ai = Ii + Ji i=x,y,2
C = - Km, K ( A+ A_ + A ) ,constante,
R 4R3 X y Z
L G
teremos:
L 8K 2
VvV = C __7; AX + Ay + Az) 1ax +
4RG
3K 2
-__?;. (AX - Ay + AZ) 1ay +
4RG
3 K 2
- = (A e B SR e
4RG
como 1ax’ 1ay e 1aZ sao as componentes do versor radial “1,

teremos de (2.1) , (2.2) e (2.3)

a; = b1

= cosezc1 + senf, Ty

= cosB,cos6,X + ( senf, - cos§,senb;) Z

logo S cosB,cos 8,
lay = 0
e senB,- cosf,sené,
_ 3K 2 2

Vv = C - = (- A+ A, + A, ) cos“Gcos B, +
4RG
3K

- -_-3_( AX + Ay - AZ I sen@z- cosezsen93}+

4R

G




v

\

=)

C - ;ili{( Ay v A YA - senzg)(l 2 senzg) .

(@]
1

+

3
4RG

+(Ax + A - AZ) [ sen292+ (l—senzgz)sen293+

y
-2 seancosezsenQB]}+

3K
C"—-—A-};-(‘AX“'Ay"'AZ)'.'
4R
g
3K ] 2
—.__3_“—( A, # Ay +A) + (AX + Ay Az)]sen 8, +
4R
g
2
RSN D R S A,)] senf; +
2 2
+ [ (- A+ Ay + A - (A + Ay - Az)] sen sten93+
= A Ay - A) senﬁzcoseaseneg}h...
IK
.___.3_(-AX+A},+AZ) +
4R
g
2
3 K {2( A=A )sen292+ 2( A, - A))sen 8, +
4RG
+2 (A, - A )senzesenzg +
2 x 2 3
SR Ay - A,) sen@,cos 0, sen 63}4-
3K
3(-AX+AY+AZ)+
4RG
e {( A, - A sen’, + senzes- sen292 sen293]+
2R

G, A= A senezcosezsen93}+ .....




2%~

fazendo C - __7; ( -Ax + Ay + A2 ) = C1 teremos
4RG
vV = C1 » S K ( AZ - AX)( sen292+ senzeg- senzgsenzes) +
3
2RG
+ 3K A 4 A - A) senf.cosf,senb +
~ X V Z a z 3 *® 9 o *r o2
ZRE '

No caso de uma forca central Newtoniana temos:

C. Mm
p o= _Km 0
)
RZ RZ
onde R € o raio da trajetdria, que no caso presente,por

ser circular., R = RG

CO constante universal

2 velocidade angular orbital

€ sabido da mecanica que

K =CM = P

3 3 2 )
2 SRR e
2R° ARE Z

a energia potencial assume entao a forma

- 2 2 2 2 2
vV = C1 + -g—fL( A: - AX)(sen 92+ sen 95— sen Qfen 63) +

-

R
+ %_Q_‘t AX + A‘V - AZW seancoseasen93+ ceee (3.1.1)
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3-2 - A ENERGIA CINETICA

Se o rotor tiver rotacao propria "s'" em torno do eixo

z, seu vetor rotacao sera

g

rotor (Lc§ ’coy 'd% e

onde W = (ODXIQJY,Q), ) e dado ( 2-6 )

A energia cinética do satélite ( carcaca + rotor ) se-

rda entao
T = T 2 T
carcacga rotor
el 2 1 2 2 2
L= — Ve ';'( Ixajx ¥ IyOJy 3 Iz(Dz R
1 2 1 2 2 2
i . L 5 Jxa& d quy i JZ(CDZ Gl
mas m.+m.o=m ( massa total do satélite )
I.+J_ = A
X % '
L e S
y y b
I, +J_ = A_  , substituindo teremos

e 2 1 2
T = . mveo o+ —( Afdx

+A(.02+AQ)2)+
¥y Zz

[§%]

Notemos que no movimento circular, o centro de massa

G do satelite tem velocidade

= RL2

VG

onde R €& o raio da circunferéncia e

{2 & a velocidade angular orbital.
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A energia cinética assume entao a forma

0o el Ax[é‘cos §,cos6;+6; sen B;+

2
+Q( cosB senBycos6y- senf senby)] e

+—12—-Ay]_ -9, cos sten 93+ ezcos 95+

-2 cose.senezsen93+ SeneuC°583)]z ¥
+ % Az[ é3+ é, sen 92 -{lcos 91 COSQZ]Z Z
+ JS[ 65+ é.sen ez-QCOS e\COSGZ]Z M
+_____J S + _1- m v . (3 2 1)
2 e AN

(por comodidade estamos escrevendo JZ = J )
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3-3 - A LAGRANGEANA

L = T -V

De (3.1.1) e (3.2.1) resulta
] : .
L = N Ax[ 6, cos f,cos b, +0, senf;+

+Q ( cosB senB,cosf;- senf senb; )] e

+

iy Ay[ -é, cos@zseneg + 92c0593 +
2

- 2 ( cos0 senf,senf; + sen, cos o )]2 i

+

1 A_,[ é3+ é,sen@a -0 cose,cosezlz +
5 z

Js[ és+ é,sen B, -2 cos B,cos 62]+

+

o)

-

1 2
+ —m vV +
2

+..1_J5 G
2

+

%) )
—2-.0_“( A - AL Sen'92+ senzes- senzeasenzes) +

+

3 2
——,—'Q ( AZ + AX - Ay) senBzcosezsene3 +

+ -
+ C1
como VG = R{2 = constante( movimento circular ), podemos
escrever:
Co —1-m v2 = C, ( constante )
1 . G 2

A Lagrangeana assume entao a forma:




-+

4

20,7 -

—;- Ax[é| cosB,cos B3 + és sen B+

+ L2 ( cosb senb,cos 63 - senf, sen 6, )]2 i
% Ay[ -9, cos azsen 93 % ézcos 0, +

- L2 ( cosfsenf,senb; + senf cosb )12 +
A [é3+ 6, sen 92 - cos@,cos@2]2 &
,

J s Lés+ é,sen92 -1 cose.c0562]+

_1.. J s° +

2

3 2 2 2 2 2
—2-_Q_ ( A, - A) ( sen 6, + sen“frsen“f,sen“6y) +

%.Q_Z (A, + A - Ay) senf,cos B,sen O3 +

O M (3.3.1)




oL
26,

oL
o6,

)

3-4 - EQUACAO DE LAGRANGE PARA A
COORDENADA 61

Derivando a Lagrangeana (3.3.1) teremos:

- senf,senf; ) . ( cosB,cos8;) +

+

+ senf,cosby)] - ( - cosf,sen B, ) +

+ A ( és + é, sen8, - (2 cosB,cosf,) send, +

z

+ J s senf,

A 2
Ql[Axcos 92 coszes + Ay

+ GZ[Axcos f,cosb,senf; - A cos B,cos G,senf; ] +
+ @A, sen 6, +

A, c:osG,senﬁzcosezcosz@3 +
- A sen§, cos §,senf;cos ;+
+ Ajcos 0, senB,cos sten295+
+ Aysen@,cosez senb,cos §; +

- A cosf senf,cos 92] +

+ Js sen@z

Ax[é,c0592c0583+ éz senf; +(Q( cosf, senB,cos B+

Ay [ —é, cosf,sen O; + Q,_cos 8, - 2.( cosb, senf, sen 6,+

(3.4.1)

2 2 2
cos“f, sen”g, + A, sen“g, +

(3.4.2)
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Sl i 2 2 ) 2
> 6 [( A Ay) cos“§, cos“8, + ( Ay A,)cos G, + Az]+
+ éz( A - Ay)costcosﬁ_‘IsenQ,+
+ QA, senf, +
+ [« A, = A )cosf, senflcos Gzcoszest
+ A, - A )cos 6,senf,cos 6, +
5[ Ay, - A )senf) cosf,senbycosb; ] +
+ Js senf, (3.4.3)
Derivando a Lagrangeana (3.3.1) em @, , vem
oL . ;
== = A_]| B,cosf,cos6;+ G,sen B; +
ae' X[ 2 3 2 3

+ £2( cos8, senb,cos8; - senb senb, )].[_Q_(-sene,.

.sen@,cosf;- cosf, senfy]+
+ Ay[ -é,cos 6,senb; + éz cos B; +
- £2( cos@,senf,senB; + senf cosf; )] .
[-42( - senf,senf,sen@;+ cosh, cos§, )] +

+ AZ[és“ é| senf, - 2 cos§,cosf, J( L2 senf,cosb,) +

+ Js (2 senficos,




same

%Ig:"—ﬂé.[- Axsenﬁ, sene,_cosezcosze_; o+
- Axcose, cos@,senbycosf; +
- Aysene,senezcosGasenzeg +
+ A cos8 cosB,senf3cos 83 +

y
+ A_senf,sen 6,cos8, ]+

+_O.92[- Axsene,senezsenescose3 +
- A cosf sen 29, «
+ Aysen@,sen f,senbscos 8; +

- Ajcos 8, cos’8; ]+
+ 0 éé A, senf,cos 8, +

. 7 { AX[- sene.cose,sen292c05293 ¥
- cosze, sen&zsenescoseg +
+ sen’f, senf,sen §cos B +

+ sen f,cos 8,sen263] +
+A_[ - senB cosb, senZG2 sen263 +
+ cos’8, senB,senf;cos B3 +
- senZGI sen,senf;cos By +
+ senG,cosG,cosze3] +

= Azsen6| cos Glcosze2 *

+ J sf2 senf,cosb,




— =

%Iél = .Qén [ - ( Axcosze3 + Aysen263 )sen§, senf,cos b, +

+ (A, - AJcos 6,cosf,senf;cos8, +

+ A, senf), sen@,cosf, ]+

+Q‘92[_( Axsenzes + Ayc05293 )COSG, +

+(Ay - AX)sen6,senezsen63<:0533]+
+ 0 ésAZsen B, cosf,+

+ _(}f [—( Axc05263+ AVsenZG3 )sene,cose‘senzﬂz +
+( A - A) se;lze‘ senf,sen6ycosf3 +
R ;AX)COSZSl senf,senf;cosf; +
+ ( A;(senze3 + Aycoszeg)senelcose, +
- A,sen elcose,cosze2 ]+

+ Js{2 sen f,cos§, (3.4.4)




R

Derivando (3.4.3) em relagao-ao tempo, vem
d (aL

X 2 2 2
é_t"a_é',' = B Ay) cos“g, cos“8; + ( Ay - A )cos 8, + Az')+

+é.[-2( AX -Ay) éz cosezsen 92c0529, +
-2( A, - Ay) és cosZG2 cos, sen §y +
~2( A, - A) 6, cos®,sen ,)+

+

6, ( Ay = A)) cos 6,cos6;senf; +

+

éa[’( A= Ay) éa senf,cos8;sen B;+
= (g S AV) és senzescos 9, +

*C A - A 8, C0562c05293]+

& és Azsen 8, +

+

éa és Azcosez +

+..Q{—( AN 8, sen 6.sen82c0592c05293 +

Yy
5 A 2 2
+( A Ay) 8, cos 8,cos“B, cos 8; +
g 2 2
QSIS Ay) 9, cos §,sen”8; cos 6, +
-Z(AX - Ay) 93 cos f,senf,cos f,cosf; senf; +
-( A, - A) é, senf,senB,cos 6, +

+( Ay - A) éz cos 6,c05292 +

gl G 92 cos B sen’8, +

+( A, - A )@, cosbcosB,senfycos@; +
— A;, - A) é?_ senb, senzes cos §; +

+( Ay A) 93 senf, cos 92c05293 +




B

= LA AL) 8, sen, cos ﬂgsenzas} +

+

Js 9, cos 92

d ;oL
(___

ob e'[' C Ay - Ay)coszez c05263 Rl Ay ) AZ)C05292+ AZ\+
dt ! p

+

éz LA = Ay)cosezcoseasen 6, +

4

B; A, senB, +
é,éz[z( Ay - AX)cosezsenGzcosze3 "
+ 204, - Ay cos@,senB,) +
+ 9,020 A, - 4)c0s°6,cos GsenBy] +
+ ézég[ (A - A sen’B,cos 0, +

+

(A - Ay)cosezcoszes SR cos@2]+
+ 6:( Ay - A) senﬁzcoseﬁsene3 +
+ _Q_{ él[( Ay = ) sene‘senezcosezcoszes +
H(A, =AY senf),senf,cosB, +

+( Ay - A) cosB,cosB,senB;cosB; +
. 2 2
+ 92 [ (A, - Ay)cosﬁ, cos B, cos 8; +
+( Ay - Ax)cosﬁ‘senzezcoszes +
*( A, - A)Jcos B,cos“0, +
SGETE Ay)cose,senzeg +
9
GCA - Ay)senG,sen 8;cos 0; +

+ J s cos, 1 +
* 93[2( Ay - Ax)cos 9,sen62cos Gzcos Gasene3 +
I Ax)sene,cose,coszeg, i

+( Ay - Ay) sene,cosezsenzes:{ (3.4.5)




==

De (3.4.4) e (3.4.5) resulta a equagdo de Lagrange

d L I
S e =D
dt ael 286,

¢

6 [CA, - Ay)coszez cos?@, + (Ay-Az)c0529¢ + Az] +
+ éz (A, - Ay)cose2 cosf;senf; +
+ és AZ sen 92 +
+2 é. Bg[( A, - Ax)cosézsenezcoszeg +
A Ay) senf,cos 6, ] +
+20, gg( A5 Ax)coszez cos O3sen@3 +
+ ézéa[( Ay - Ax)senzeacos 8, ~+
' +( A - Ay) c0592c05265 + A, cos 6,1 +
+ e: ( Ay SR sen 6,cos f;sen §; +
+ﬂ{ 61[( Ay S Ax)sene,senezcosezcoszes +
S A Ay) senf senf,cos 8, +
S0 AR A )cosf ,cosf;senbycos §3 +
+(Axc05293 + Aysen293)sen6‘sen92cos 8, +
+(A, - Ay) cos §,cosB,senb,cos B; +
- A,senf senf,cos 6, 1+
Chlon

2 2
OSSR cosB sen“B,cos"6; +

Ay) cosf, cosze,_coszeg +

2
+( Ay - AZ) cose‘cos 62 +
+( A, - Ay) cose.sen2 8, +
y)
*O AL - AY) senf,sen“f;cos B; +
+3s cos O, +
2 2
+( A sen 8, + Aycos ; dcos §, ~+

S A Ay) sen Glsenezsenéscosea] +
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+ 93[2( Ay - A,) cosf, senB,cosf,cosf,senf; +
+( A, - A senf, cos B,coszﬂ,~+
+( A, - Ay) senf, cosezsen295+
- A, senBcosb, ]}+
= Q- ¢ Axc05293 + Aysen265 ) sen, cosB, sen292 +
+ (A - A senze,senzezcoseasene_; +
+ Ay - A) cosze, senf,senf;cos 8, +
+ Axsen283+ Aycoszes) sen B,cos 8, +
- A_senf, cos§, cosze;_] +

+ Js{2 senf, cosfB, (3.4.6)
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3-5 - EQUACAO DE LAGRANGE PARA A
COORDENADA B ,

Derivando a Lagrangeana (3.3.,1) em 92 vem

3L
28,

= Al 6, cos 8, cos b, +sten93 +

+ £2( cosB senb,cos 6;- senB senb;)] senf; +

+

Ay[ - g, cosf,senf; + 8, cosBy +

- 2 (cosB,senf,senB; + senb cosBy )] cosB,

&

6,( A, - Ay)cos@zsenescose3 +

+

éz( Axsenzeg + Aycoszeg) +

+

20 gl Ay) cos, senB,senb;cos 83 +

2. 2
-( Axsen 63 + AyCOS Qs)senG.] (3.5.1)
Derivando a Lagrangeana em 92 vem

aL
26,

L]

AX[ é: cos f cos O, + ézsen 6, +

+ (2 (cos @ sen Bzcos 8, - senf), senb, )]

[ -6, sen 0,cos 8; + 2 cos B,cosB,cosb;]+

Ay[- 8,cosB,senB; + 0,cos 6, +

- (2 (cos@;senb,senf, + senb cosB; )].

[é,senGaseneg-.Q cos 6, cosh,senfy ]+
A, [ 93 + é| sen 92-_(2cos 8, cos 92].
.(8,cos6, +cos 6, senf,) +

Js (B cosB, +QcosB senB,) +

+

+

+




Sig=

+ 3.(2.2( A, - A))(sen 8,cos 8, - sen@,cos stenza, ) o+

+ _;3_(12( A, t AL - A) (c05262 senf, - senzez sen ;)

reagrupando

2L

e = 9,2[-( Axcosze3 + Aysenzeg )senf,cos 6, +
2

+ A,senf,cosf, ]+
+ 9,92 ( ‘Ay - A) senf), senf;cos B, +
+ é‘ 93 A,cos §, +
+ N é,[-AXcosel senzez coszeg +
+Axsen9, send, sen8;cos 8, +
+Ayc059,c0529_,_ sen’8; +
+Azcose,sen262 +
-A cos 8, coszez +
-Aycos 9.senze2 sen293 +
-A senf sen 0,senf,cos 0, ] +
+ Js é, c'osez e
+,,(Zé.‘,[AX cos 8, cosf, senf; cosf; +
- A cos 8, cos §,senB,cos8; J +

>
+ [Axcoszel senf, cosB,cos 83 +

A senf cosB cos, senbycos by +

+ AchSZQ, senezcosezsenzeg +

AysenG, cosB, cosf,senfcos§; +

+

AZCOSZGl senf, cos 6, +

+

3( A, - Az)senezcose,_cosze_; +

+ 3/ A + A - A)(cos?8 %9, ysen®; +
) 7 b yCOS 2'Senzsen3

+ 2Js cos f,sen b,
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— (Axc05293 + AysenZSS)] send,cos8, +

2L _ éﬁ
2L - g'a
55 Ol
+ 8,8, ( Ay - AX) senf, sen Bycos 83 +
+-ﬁéBAZcosez +
+119J-( Axcoszea + Aysen295 )cosﬁ.senzeg +
A Ay)sene,senezsen85c0595 +
+( Aysen263 - A) cosG,coszez +
+ Azcose,senzez +
+ Jsé,cosez +
+JZéz( A, - Ay)cose,coseasenegcoseg-+
k3
+ 2 [( Axc05293 + Aysenzﬁa) cosZG,senezcosez +
+( Ay - AX)senG‘cose,costsenG;coseg +
- Azcosze,seneacosez +

+3( A Az)senezcosezcoszes +

+3/2( At A Ay)(cosze2 - senzez)senes] +

+0Jscosb, senb. (3.5.2)




Qe

Derivando a (3.5.1) em relagdao ao tempo, teremos

e e
at 28 +.6; '82( Ay
+8, ,( (A,
+29293( A, - Ay)senG,cos 8, +

Ay) cosf, senfycos 83 +

Ax) senf, sen §;cos 8; +

Ay) cosf, c05295 + (Ay-Ax) cos@, senzeg,] +

+ éz( Axsenzgg + Ayc05293) +
+_Q{é'[( Ay - Ax)senB‘ senf,sen f;cos 8,+
+(Axsen263 + Aycoszg) cos 6, ]+
+é2( e Ay)cosﬁ( cos8,senbycosf; +
+éa [( AL - Ay)cose,senezcoszeg +
+( Ay - A )cos 9,sen825en293 +

+2( Ay - Ax)senﬁ‘ s-enBscosegl} (3.5.3)
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Das relacdes (3.5.2) e (3.5.3) temos a Equagao

de Lagrange na coordenada 92

d (aL 3L,
dt aez aez )
é, (A, - Ay)cos 6, senb;cos 8s +
b é,_ ( Axsen293 + Aycoszeg ) +
"‘6‘ 83[( L Ay) cos 92c05293+
+( Ay - Ax)cosze2 sen293 +
- A cos 9,1+
+ 26‘195 A< Ay) senf, cosf; + ’
- e'z [Nt AXc05293 + Aysen293 )] senf,cosf, +
+ 0N {6.[( Ay - Ax)senﬁ‘senglsenegcoseg +
+( Axsenzgg + Aycoszeg ) cosB, +
+( Axc05263 + Aysenzeg ) COSG|Sen262 +
AEINS A )senf, senf,senf;cos 0y +
FAE Aysen293)cose. coszez +

- A cos 8, sen262 1+

+

ég[( A, - Ay) cosB, cosB,cos B +

S Ay - AX) cos f, cos0, senb;cos 93] i

+

0; [ ( A - Ay) cos e,senezcoszeg, +
+ ( Ay - Ax)cose, senezsen2 Sy =

+2( Ay - Ax)sene,senascos B

J sé,cos 92}

En

2
02 [« Axc05293 + Avsen263 )cos 6, senf,cosf,+
(& s AX)senelcos(')lcos%senescosﬁg +

2
- A cos“, senf, cosf, +




il

B A =] senﬂzcosﬂzcoszeg +

CE A G Ao A coszﬁz - senzez) sen@; +
5 z X y

+0QJs cosfB, sen 8, . (3.5.4)




3-6 - EQUACAO DE LAGRANGE PARA A
COORDENADA B :

Na passagem do sistema orbital ( G,al,az,as) para
o sistema ( G ,x,y,z ) ligado aos eixos principais de inércia
do satélite, a ultima rotagao 63 se da em torno do eixo Cq
que € coincidente com o eixo z.

Levando em conta a hipétese de simetria do satéli-
te em torno do eixo de spin ( AX = Av) podemos identificar
o sistema ( G)Cl’CZ’CS) com o sistema (G x,y,z ).

Fazendo entao 93 = 0, a Lagrangeana (3.3.1) assu-

me a forma

L

-%_ A [ Q, cos 82 + 2 cos 9,(:0593.12 +

+
(3N I!—-‘

Ay[ éz— _Qsene‘-l2 +

+

_i_ AZ[ 93+ é| sen 82 -2 cos 8, cos 921 z +

Js [ és + é, sen B, - 2 cosf, cos 92]**

+

+

3 2
7Q_( A - A) sen “B, +

+ —J s SO s (3.6.1)
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Derivando (3.6.1) em relagao a é3 teremos

é%; = Az[ 93+ é.senea-KZCOSG,c0592]+ J s
3

((3.6.2)
Derivando (3.6.1) em relagao a 93 teremos

oL
26,

(como se ve 93 € uma coordenada ciclica; isto faz

=0 (3.6.3)

sentido em virtude da simetria do saté€lite em re-

lacao ao eixo 1z )

De (3.6.2) e (3.6.3) temos a equacgao de Lagran

ge
d (aL oL
—(—) - — =
dt 863 963
43y
dt 893
él& = K1 = constante
| 36;
Az[93+ 9|sen92—_(2_cose,cosea]+ Js = Ky
K1 - Js
fazendo —_—— = KO = constante, teremos
- AZ
93-+9,sen92 - (2 cosB, cosh, = K, (3.6.4)

Se fizermos G = 2t teremos

2

8:+ 6 sen8, - cosf cosh, = =2 - E; (3.6.5)
na expressao acima. ( ' ) indica derivaciao em &




= e

§=% - POSICOES OB . EQUILLIBRIG

Podemos considerar como sendo uma posi¢ao de equi-
librio do satélite. aquela em que ¢ sistema (G,x.y,z ) rigi-
damente ligado ac mesmo. mantem uma atitude fixa em relacao

a0 sistema orb1l:a. IR W [

Nessas condigoes. nos pontos de equilibrio devere-

mos ter:

constantes S

1

g8,,80-,

(93]

2

portanto 6 - B =0

’r‘

Imponde 2ssas condigoes nas equacgoes de Lagrange

[ Bvad QOB 5, B teremos um Sistema de equacoes envolven-

do 91, 9: 93 S0 [Spaiin s Wie) Feidein;
De s resudta
jzzﬁf Axcos'63 - A“senles sens,cose,senzaz .
SN senzﬁ‘senZGZC;segsenég v
i faple, Pl :osielsenezsenescoseg +
- Axsen;95 - Avcoszas jsenf. cus B, ¢

e S 5 o dlie PESUREE

ff\ A_cos'e3 + Ayﬁen‘eg cos 8 senezcosez +
#LR, B 5 SE e,cos 9, cos@zsenescos 83 +
- A_ ccs7h, senb cos 6, -

+ 3 A - A_‘senezcosszcos'és =




+—§( A+ A
Z

+ 2Js

Fazendo s

-+

SN

- Ay)( coszez - senzez)senea +

0

cosf sen 6,

2
L2 s e cancelando {2 ven

1}

( Axcoszes + Aysenzeg )senS,cose,senzez +
( Ay - A senze‘senzezcosesseneg +

(A, =AY cosZB,senezsenescoses +

( Axsen295+ Aycoszeg )senf, cos, +

A, sen9,c056,c05292 +

J 5 senf,cosf, = 0

( Axcos“Qa + Aysenzea )cosZG,senezcosez +
( Ay - A, )sen 6, cosB, cos@,senfcos6; +
A_cos“f, senf,cos B, -

2
SUA =h sen92c0582c05°93 +

3 2 7
+—=( A+ AX = Ay)( cos 92 - sen 92 )sen8; +

+

2 v
J 3% cosf senfy = 0

No caso do satélite simétrico ( Ax = Ay) podemos

referir as

equacoes acima aos eixos ( C1:CpsCq ), bastan-

do para isso impormos 93 = 0 e teremos:

2
- Axsene,cose,sen 6, + Axsene,cosg. +

Ax

-+

4=

2 B
A sen, cos@, cos 8, + 7 § senf,cosh, = 0

2
cos“ 6 senb, cos §, - Aﬁcosze‘seneacosez 4
3( Ay - AZ)SenGZcosez +

J s Cose,senez = 0




e finalmente o sistema de equagoOes:

{ sen §, cos 62[( AZ - Ax)cose.cosez- J3 ] =0

"
sen 02[( FENE L S cos“8, ) cosB, - IS cos§,]=0

(o il
la.solugao:
{ sen 8 =0 .. 8=0
o)
sen B, =0 .. 8,= o
2a. solucao:
sen =0 . 6=0

sen 92[( s cosB, - J E] = 0

senf, # 0 e

cos B, = T

40 A, - A)

{ el =0
= ()]

cos B, = SN

4( AZ = AX)

3a. solucao:

sen 92 =0 92- 0
sen @ [( By = Ax)cosel = e f s
senf, #0 e
cos 9, = JEE

e
cos 6, G -

AZ = Ax ( (3.7.4)

02

1}
D




e

4a., solucao:

cosB, =0 - B,=T/2
senez[ ( A= Ax)(S + cosZ& YcosB, +
- & cos@pls 0
6, = "/ 2
JS cosf, =0 {
5 iy (1]
9|= 'IT/ 2
( 4.1) FE
92= ﬁ'/ 2
0= /=
o ){ 5 & (3.7.6)
s = 0
5a. solucgao:
X z )

—P
>
1] 1l
=3

H

w

]

o

A simetria
y ( ia)

Assim temos ao todo 6 posigoes de equilibrio.
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4.1 - A FUNGAO DE LIAPUNOV

No caso de sistemas conservativos e autonomos, a
Hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo, e nesse

caso sabemos da Mecanica Analitica que

d H oH

ﬁ
\
~+

portanto a Hamiltoniana H € cte. ao longo de uma solucgao.
Isto sugere a Hamiltoniana como uma possivel funcgao
de Liapunov, o que sera vidvel desde que ela seja positiva.
Isto € bastante possivel, principalmente se levar-
mos em conta 0 que ocorre nos sistemas em que a energia ci-
nética € uma funcio quadratica das velocidades genereliza-

das

—J
]
o |-
.[\/J::i

De fato, a Lagrangeana do sistema €
L

onde V € a energia potencial.
n

i et e e
i=194q;

o sistema sendo conservativo, entao T + V € a energia me-
canica total, e portanto constante.

Mas por definicao a energia cinética € uma fungao
definida positiva das quantidades de movimento generaliza-

das Hpi'l
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Portanto a Hamiltoniana H sera definida positiva
sempre que pudermos tomar a energia potencial positiva nas

vizinhancas de um ponto de equilibrio do sistema.

Lembrando os teoremas fundamentais de estabilidade:

1¢ TEOREMA

Se para o sistema i' = ?-(i) existir
uma funcao positiva definida V (;) )
cuja derivada total V ( X) é negativa
semi-definida ao longo de toda trajeto -
ria de i. = -f( X ), entdo a solucao

—
=0

estavel.

[¢2Y

29 TEOREMA

Se a energia potencial tiver um minimo
isolado num ponto de equilibrio, entao
esse sera um ponto de equilibrio esta-

vel.,




S5

3¢ TEOREMA
Se para o sistema X = -i('f )i -EiisrenT
uma funcao definida positiva V = V(x),

tal que sua derivada total V ( x ) €
definida negativa, entao a solugao tri-

-

vial x = 0 € assintoticamente estavel.

Ja vimos que no caso de sistemas mecanicos auto -
nomos e conservativos, a Hamiltoniana é uma constante do

movimento.

H = constante =D H = 0

de modo que no caso do satélite em estudo, poderemos espe-
rar assegurar a estabilidade nos pontos de equilibrio ,mas

nao a estabilidade assintdtica.




)

4.2 = 4 HAMILTONTIANA

Como estamos considerando um satélite simétrico
( AX = Ay) podemos considerar as equagoes do movimento re-

feridas ao sistema de eixos ( Cis Cps Cg ) e teremos de

(3.6.1)

B i 2
0 e..[( A -+ Aleosten: +i i

+ QE,AZsenG2 +J s senfB, +

R Az)cose,senezcosez (42500
oL :
AN - G - W A SERE (4 222
26, R y :
DL . .
a—é; = e B; + 6 sen 6, - 2 cos B cosB,) + Js

(&2 28

—g—;— = J(é3+ é,sen@z—ﬂcose,cosez) ¥ (s

(4.2.4)

e (3.6.1),(4.2.1) %4.2.2) , (@280 . (4:2+49) R

=5 el ¢ =

B[« A - A)cos B, + A ]+

) éSAZsenGZ + Js B senf, +

+.Qé,( A, - AZ)COSGl senf,cos 0, +
ézsz - ﬂea Aysene, +

+ 932 = élég A, sen g, +




S5

fzéa AZcose, cos B, + ést +

+ Js 93 + Js é. sen, - Js.f2 cos@, cosf,+

5. 5P - - Ax[é,zcos 0 + 2 cos b, sen&,,_]2 +
2
e : 2
- _Z.Ay[Qz—.QsenG.] +
5 Az[éa +é, senf, -12cosp, c:osB,_]2 +
2

el és+ élsen 0, - .n. cos@, cosf ]+

2
- :T’._Q( Ax - AZ) senzez +

J52 + C2

ol oo

simplificando e reagrupando

H = B A, - A) cos’g, + A, )¢

+

6, GBAZsen S

Js és + Js @ senBy +

F

3
- —-1-_r?_[AXc0529, senzez + Aysenze, +
2
+ AZcosze, c05292]+

2 A =g senze,_ i

J52+C

o Il—‘ Nlm

2
mas de (3.6.4) tiramos

6, - K, + {2 cos§ cosb,- 6, sen,

e substituindo na Hamiltoniana teremos:




Sk

H = -—E— 6,2[( AX - AZ)coszez + AZ] &

+

l'ez
—H. A +
2 2 Y

A AZ( KO +_Q_cose‘cosea-é,senez)2 ar

2
+ é,Azsenez( K, +4 cos 8, cos B, -é,sen 8,) +

+

+ Js senB; + Js ¢ K, +LcosB,cos0,-B,sen 8, ) +

15 2 2 2 2 2
- 7,Q[Axcas g8, sen“6; + A sen 6, + A cos®f cos 6,] +

- —S—.QZ(A - A )senzez +
: X z

1 p2 2 1 a2
H= — 6 A cos“8, + = Q,A -+

2 2752 2 ) 62 y
+ KOAZQcose,cos 8, + Js.cosB cos B+

+ _::’..jz_z( Besis AX) senZQZ *

o

ry AX_QZ cosze, sen2 6, +

2

2%
—-—l—A_Q_senzel R C
2 L4

onde C
o

]
(@
+
o f
(-
wn
+
|
-~
>
-+
=
o
(-
wn




A5 (Bs

Reagrupando, podemos escrever:

"2 )
TR S| e,coszez P T (4.2.5)
e -
onde u = KOQAZcose.coseg+ Jsf cosB;cos B+

<+

2
—3-.(2( A - A )senzgz +
5 7 %

- —l—,QzAxcoszet senzez +
2

1 2
-—-,Q,ZAysen 9‘ + Co

)
fazendo uma mudanga de variavel J( g =t
s =S4Ls
1 2 E 2 = 2 —
H o= —Q( A8 cos™, + A6+ 2T (4.2.6)
2

onde ( ' ) indica derivagao em & e

U = KJA,cos 8,cosf, + JS cosB cosb,+
2
L (A, - A) sen“B, +
) z X

i ) cosze,senZQ2 + A_sen’f, ) +
AR A

+
o
(e]
~
oy
0o
-
—




-56-

Como se ve a Hamiltoniana nao depende explicitamente

do tempo e nessas condicoes ela € uma constante do movimento.

H constante

H

T2 = TO + V

T2 + T1 + 10 , a saber

1]

onde T

W
|

f (termos independente das ve-

—3
il

locidades generalizadas)
“V” € a energia potencial
Isto sugere o emprego da Hamiltoniana como uma fungao

de Liapunov, tal como o fazem

Meirovitch em (M2 ),
Likins em (IR e
Lohmeier em (&S5 oy
e outros.

Nos pontos de equilibrio, o sistema de eixos (x,y,z)
rigidamente ligado ao satélite, devera manter wuma posigao
fixa em relagao ao sistema orbital de eixos ( al,az,as).

Notemos que em virtude da hipotese de simetria do sa-

télite, os eixos ( x,y,z ) e ( Cl’CZ’CS) sao coincidentes.




=5l =

Nos pontos de equilibrio devemos ter:
8,= constante
©.= constante
B5= constante

tais pontos serdo obtidos das equagoes

2H _ i=1,2,3
i

=1

Todavia notemos que

H =T, -T_ +V

H =T, + U onde U =V - To
e observando que

3

TZ ) _52: Z:Q%S dr q
é uma funcdo quadratica das velocidades generalizadas, que
nos pontos de equilibrio sao nulos, podemos ver que 0s pon-
tos de equilibrio serdo dados pelas equagoes:

Ell

= 0 NI SRS
286;

Vale ainda notar que sendo

H = T, - TO + V = constante

2
T2 + U = constante
e como nos pontos de equilibrio T2 = 0, entao teremos

U = constante ou U = constante

que representa no espago das coordenadas generalizadas
9; (i=1,2,3 ),uma familia de superficies de velocidade

relativa nula.




-58-

4830w G RONEReS CRINIGEDS DE 0

Derivando a (4.2.7) vem:

Bl .
26,
- Eo Azsene,cose2 - J 5 senb cosB+
+ A cos$, sene,senzez - Aysen@. cosB, = 0
—a—_g = 0
o6,

- Ko Azcosﬂ,senez - J F cosB senf,+

+ 3( A, - A)senBcosf, - Axcosze, senB,cos§,= 0

o que da o sistema

sen 92[( KO AZ +J s )cose. + 3 Ax - Az)c:ose2 +

+ AXC0529, cosB,] =0

{ sen [ ( f(-o A, + T % JcosB, + ( Ay - Axsenzea YcosB,}]= 0

De (3.6.4) ) temos:

Ko = 8, +0,senB, - cosB,cosB,
e como nos pontos criticos devemos ter 8 = 93= D, resulta
f; = -cosB cosb, 230

substituindo nas equagoes acima, teremos

A )cos B, =0
y X

sen 6,[( s = A Ca c:oszel JcosB, + J 5 cosB,]

{sen 0« e ¢ Az)coszezcose, +J S cosBy + (A

0




S5(a

Levando em conta a simetria ( AX = Ay) teremos

sen 9,(:0562[_ ( Lo Ax)cosﬁ, cosB- J 5 ] 0

sengz[( e, = AZ)( 3+ cosZB,) cosB, + J § cos 8,]= 0

Este sistema coincide integralmente com S

e suas solugdes , como ja vimos sao:

1? solucgao: 6= 0.=0
2° solugao: Bi=e 0 e cos B, = Je2

4( AZ-AX)

0 5q 0 - R

3° solugao: S =0 cos U,

A =k
4° solugao: 0, - 92 = /2
5° solugao: 92= ﬁ/ 2 , s =0

6° solugao: { A=A =5=20

A_ = A ( simetria )
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4.4 - ESTABILIDADE DO SISTEMA

Uma funcdo real U = U(x ; . X = ( Xy s Xgsvee oX_)

possuindo derivadas parcials continuas nas variaveis Xy

(i=1,2,.....n), num dominio Dy, ( esfera de raio h e cen-
tro O ) e tal que U (0 ) = o e satisfazendo as condigdes
de Lipchitz, dir-se-a:

1 - definida positiva em D, se U (X)> 0

para todo X € D, ,com X # 0

o

- semi-definida positiva em Dh se U ( ;');()

g

para X € D, com X E @

3 - indefinida, se em Dh pudermos ter U [ X )20
eU (V )<0 para X . V € D, ,qualquer que

seja h o raio da esfera.

Seia

| il i:locij £ x5 = {x] Tl (=} )

uma forma quadratica.
Teorema de Sylvester

Uma condicdo necessaria e suficiente para que 2
forma quadratica ( * ) seja definida positiva € que a
matriz simétrica Ldil seja definida positiva.
(The Stability of Motion - N.G.Chetavyev

Pergamon Press, pg.40 - 1961 )
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Uma matriz [e«] dir-se-a definida positiva se
todos os menores do seu determinante\ocij\ fo-

rem positivos.

oC =
\ qr\ >0 e W e X
¥ 2 3 aBere. S5 il
Ja vimos que a Hamiltoniana, dada por (4.2.6) e

(4.2.7) &

- s 2 —
H = —L_QzA &coszez oL B Sigsp

2 A g
onde U = f; Azcose.coseg + J § cos6,cosBat

+

(B =i senzeg +

2 2 2 =
( Axcos 9,sen 8, + Aysen 6, ) + Co

Para que o sistema seja estavel, € preciso que nos
pontos de equilibrio, a Hamiltoniana seja definida positiva.

Como nos pontos de equilibrio devemos ter:
? ?
e| = 92 = O

concluimos que nos pontos de equilibtie,. & U deve ser de-
finida positiva.

Se 8, ¢ 8, forem uma posigdo de equilibrio, teremos:

- = o the =2 §
BBy e - 0880 (2, Z [ ]

58, ' 3,
2 az
Y] 2, 28,
. L[y [i ] .....
2 -
Call i L

26, 36, 262
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mas nos pontos de equilibrio teremos:

27
36,

= = O
9, = 5. el 52

portanto se queremos que v seja definida positiva, deve -

mos impor que a matriz Hessiana seja definida positiva.

Temos de (4.2.7)

U = Eg Azcose,cose2 + J S cosf, cos0,+
3 2
+ 7; ( AZ - AX) sew B +
- 1oa coszelsenzez Bl senze, +
P = B
2U _ — _
255, = - (K A, +d &Y sen8, cos 8, +
+ Axcose,sene,senzea ks senB, cos 6,
2— b —
zGU‘ = G TR cos8,cosf,+
]
+ Axsenzea( cosze. - senzﬁ, Jiets
= Ay( cosze. e senze. )
€ como io = - cos@.cosez pela (4.3.1) ,vem
o=
i;éi = Azcosze,coszez - J 5 cos8,cosf,+
I < R cosZQz 2 cosze, et 0
2u . . ( E; S e S ) cosf, senf, +
26,

+

Axcoszelsenezcosez

3( AZ - Ax)sen 6,cos 8, +

Co

(4.4.1)

(4.4.2)




o
0
o
=]
o
=
L]

+

+
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( fo A, + J 5 ) cosBcos8,+
SO Ax)( coszez - senzea o

Axcosze, ( C05292 - senzez)

cosB,cosf, pela (4.3.1) , teremos

> ~
A, c0s"f,cos"§, - J S cosf cosf, +

2
[3¢ A, = A ) -k costB ] Zcoszez = )
(i)

Derivando a (4.4.1) teremos

20
56, 26,

e como K =
0

52
8, 96,

=

+

( fo A+ J 5 ) senf, senf, +

2 A cos@ sen 8,cos 6, sené,

- cosf,cos B, teremos

(2A = A sen§ cosG,sen@zcosez +

+ J s senf sen 6, (4.4.4)
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= 50 B

No ponto critico 6.= 0 92= 0 dado por ( (3.7.2)

teremos:

L,
S

w
D
~-®

N
~

b}
<y

|

=A -JF+3 (A -A)-A,

©
Nl
N

J §

i
=~
~
o=
1
=
p—
{

2

)

U, 0
o6, 28,

O Hessiano sera
A - A -Js 0

[ %] -

0 4 A, - AJ-TS

Aplicando as condicoes de Sylvester, teremos

{ LS Ax > J s
4 ( A, - Ax) > J s
e para que a U seja definida positiva & suficiente que
tenhamos
AZ 7 AX > J s

portanto o sistema sera estavel se:

A, > A +JS




5

Neste caso o eixo z ( eixo de simetria ) do satelite

descrevera uma superficie cilindrica circular.

fig. 4-1
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= II =
No ponto critico { 6, = 0
cos B, = U5
4(AZ - AX)
dado por (3.7.3) ), teremos em (4.4.2)
277 2=2
aIL & Js™ 3¢( Ax,- AZ)
L) Lo A =
Z X
e em ( XII-2 ) teremos:
2-2
S N J7s N
a[i =34, -4 ][ 1]
20, 16 (A_-A_)°
z X
e em (4.4.4) teremos:
'
6, 36;
o Hessiano toma a forma
( 92U 0
] 262
(%] - -
0 Slﬂ
E 26}
e pelas condigoes de Sylvester teremos:
G B A, - A)
> 0
2
16( A, - A)
2.2
J°%
(38, - 42 [ -1} >0
2
16 (A, -A )

X

A_ - AZ > 0
{ 4 L
( 3A: - AX)( cos"U, -1)>0




-67-

portanto
{ A - A, >0

4AX = 3AZ > 0

entao U sera definida positiva se B ol L

que & a condicao de estabilidade no ponto critico.
Neste caso, o eixo z ( eixo de simetria ) devera man-
ter uma inclinacgao constante em relacao ao plano orbital.

Ele descrevera uma superficie conica de revolugao.
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- III -
S B J s
No ponto critico cos 0, =
A_- A
z X
92= 0
que é dado pela (3.7.4) ) teremos em (4.4.2)
27T A
33‘ - X 2[(AZ At - o5
! =
(A, Ax)
eem (4.4.3) teremos
2——
2U . 3(A, -A)
BTk 7 X
e em (4.4.4) teremos
%0
o Hessiano assume a forma
(azU : W
)|
0 'y
- aezz)
e as condicoes de Sylvester dao
2 2=2
AfCA, -A)" - 367
X Z X > 0
2
(A, - Ax)
S0 Az - AX) > 0
e como cos 8, SR teremos
A - A
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ACL - cosze‘ ) >0

AZ = AX > 0

e portanto U sera definida positiva se { 6 # 0
0,+# W

e A > A , que é a condicdo de estabilidade no ponto cri -
tico. Neste caso o eixo z ( eixo de simetria ) descrevera uma

superficie hiperbSlica de revolugao.
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= R =

No ponto critico 6= 6= T/
teremos em

2
&

dado por (3.7.5)
(4.4.2)
82_
U
28,
e em (4.4.3) teremos
s
Sl o G = 1
382 X Z
eem (4.4.3) teremos
S*U

= J
56,00, ‘

0 Hessiano assume a forma

C U )
28, 36,
' EAi]
26,26, 2767
As condigoes de Sylvester nos levam a
' 25
=0 deveriamos ter w2 10
26 ! 28
e

>0 ( incompativel )

portanto o sistema nao apresenta caracteristicas de estabi-
lidade neste ponto critico.




E conhecido o fato de que
nos corpos rigidos desti-
tuidos de movimento de
spin, o torque gravitacio
nal tende a alinhar o eixo
de menor momento de iné€r -
cia , com o centro de for
ca, conforme se VEé em
Thomsom ( (T 1) ).

Isto seria uma razao para
provocar a nao estabili -
dade do satélite nessa po
sicdo critica,pois em au?
sencia de torques, o eixo
de spin tende a manter uma
posigao fixa no espago, o
que se deduz facilmente
das equacoes do momento
angular da mecanica.

A combinagao dos dois,pro
duziria um movimento de

precessao.




s

No caso{ 8,= T,
s = 0 que & a solucao dada por Sl S ERES)

teremos em (4.4.2)

e em (4.4.3) teremos
'y
26;

_ 2
=3 (A_-A)) + Acos 6,

e em (4.4.4) teremos

227 i fa
= sen v,
39.392
0 Hessiano toma a forma
327 )
26, 38,
(Fe)-| __ T
lll U

e as condigoes de Sylvester nos levariam a

2—-

QU
26¢

=2 0 (nao se verifica)

—sen29,> 0 ( incompativel )

Neste caso o sistema nao apresenta caracteristicas

de estabilidade.




Se 92= ﬂ-/Z entao o eixo z ( eixo de simetria )

pertenceria ao plano orbital.

Neste caso o satélite se comportaria como um coTrpo
rigido simétrico ( b Ay) em virtude da auséncia de rota -
cao propria ( s = 0 ) no rotor.

Como neste caso @, & arbitrario, entdo se a carca-
¢a nao tiver rotagao propria, o torque gravitacional ten -
dera a alinhar o eixo de menor momento de inércia com o cen-
tro de forca, conforme se ve em ( ( T 1 ) ): "Spin Stabili -
zation of Attitude Against Gravity Torque " - William T.
Thomsom; The Journal of the Astronautical Sciences - 1961.

E de se esperar portanto que o sistema nao seja esta-

vel.




No caso de AX = A = A
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em (4.4.2) teremos

2'5
Yk

e em (4.4.3) teremos

227
26;

e em (4.4.4) teremos

26, 26,

92U

0 Hessiano assume a forma

(%)

(

Y,

30

26}

-

2y
26,96,
.

Axcoszezsenze,

Axcosze.senzez

A senf, cos 6 senf,cos,

-
%y

36, 38,

3%y

ae:)

e as condigoes de Sylvester nos levam a

A coszeasenze| >0
X

2
A

2

% :osze.coszezsenze,senzez +

@70k

2
- A coszel coszez sen-g, sen292= 0

X

Em virtude do anulamento do segundo determinante, o

sistema apresenta-se com caracteristica indeterminada quan-

to a sua estabilidade.
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Todavia, por razoes de ordem fisica, podemos consi -
derar o satélite estavel, ja que inercialmente ele seria e-

quivalente a uma esfera.

fig. 4-6
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CONSIDERACOES FINATIS




CONSIDERACOES FINAIS

O emprego da Lagrangeana com a energia potencial 1li-
mitada até termos de segunda ordem, permitiu-nos vislumbrar
6 posicOes de equilibrio, das quais 3 sao estaveis segundo
Liapunov. As outras 3 nao apresentam caracteristicas de es -
tabilidade, mas uma delas, por razdoes de ordem fisica, pra -
ticamente pode ser considerada estavel.

A determinaciao das posig¢des de equilibrio estavel do
satélite & de importancia quando se deseja manter sua esta-
bilidade, mesmo na hipotese de uma alteracao na sua energia,
em virtude de causas externas como o impacto de um meteorito.

E o que ocorre no trabalho de WEBER ( W 1 ,tese de
doutoramento apresentada a Universidade de Munique ), na qual
o autor desenvolve uma teoria de controle O0timo do mesmo, com
o emprego de rotores dispostos ao longo dos eixos principais
de inércia do satélite, e controlados da Terra por meio de
sensores que medem os desvios do satélite da sua posigao _te-
orica de equilibrio.

Estudos existentes na literatura consultada, mostram
um grande interesse dos pesquisadores para o campo dos saté-
lites com apendices flexiveis,

E o que se nota por exemplo em

Meirovitch ( M 3 ) - Stability of Spinning Body Con-

taining Elastic Parts via Liapunov Direct Method,on-




ST

de o autor apresenta um método para o estudo analiti-
co da estabilidade do movimento de um satélite com

"spin'' ,possuindo uma parte rigida e outra elastica;

Tsuchiya e Saito ( T 5 ) - Dynamics of a Spin-Stabili
zed Satellite Having Flexible Appendages. Também aqui,
os autores, via Liapunov, estudam a estabilidade do
movimento de um satélite com um corpo central rigi -
do, munido de apendices flexiveis coplanares com o

eixo de "spin'", quando nao deformados ;

Lohmeier ( L 5 ) - On the Stability fo Spinning Fle -
xible Satellite, via Liapunov, o autor estuda a es -
tabilidade do movimento de um sateélite com um corpo
central rigido, munido de duas antenas flexiveis,ra-
dialmente opostas, em relagao ao centro de massa do

corpo principal do satélite;

Sellappan e Bainum ( B 2 ) - Motion of Spinning Spa-
cecraft with Hinged Appendages, os autores estudam
a estabilidade do movimento de um satélite que € um
corpo rigido dotado de movimento de "spin'" ,e no qual
estao articuladas duas varetas com massas em suas ex-
tremidades. No estudo da estabilidade, os autores em-

pregam métodos analiticos e numéricos.




S0

O presente trabalho constitue um primeiro passo para
estudos posteriores do problema do controle de atitude de sa-
telites artificiais.

Nesse particular, constitue area de interesse para o
desenvolvimento de estudos futuros, a estabilidade e seu con-
trole, no caso de satélites dotados de partes moveis e fle-

xiveis.
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