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RESUMO

O propésito principal deste estudo ¢ o calculo do problema linear de estabilidade
para o escoamento simétrico ao redor de um cilindro circular. E empregado o
método de Usawa, baseado na triangulacao do dominio com elementos isopara-
métricos (elemento de Taylor Hood: velocidade quadratica e pressdo linear), para
encontrar a solucao aproximada das equagoes de Navier-Stokes; e o Método das
Bases Solenoidais em Elementos Finitos (DFFEM). para encontrar uma base do
subespaco solenoidal discreto. O problema linear de estabilidade é embutido no
subespaco solenoidal. Neste trabalho é calculado o espectro completo da matriz
jacobiana, para o problema de estabilidade do escoamento incompressivel ao redor
de um cilindro. O espectro tem uma forma topologica semelhante a uma paré-
bola. O Reynolds critico neste calculo estd na faixa de 47 < Re, = 47.5 < 48.
O numero de Strouhal calculado é §; = % = (,1374. Os resultados confir-
mam a efetividade do subespago nulo do operador divergéncia, para os calculos

de estabilidade hidrodindmica na proximidade da bifurcagdo supercritica.



ABSTRACT

The principal purpose of this study is the calculation of the linear stability pro-
blem of the symmetric flow past a circular cylinder. We employed the Usawa
method, based on the triangulation of the domain with isoparametric elements
(Taylor-Hood element: quadratic velocity and linear pressure), to find the ap-
proximate solution of the discrete Navier-Stokes equation; and the Divergence
Free Finite Element method (DFFEM) to find a basis of the solenoidal discrete
subspace. The linear stability problem is embedded in the solenoidal subspace.
In this work we calculate the complete spectrum of the jacobian matrix for the
stability problem of incompressible flow around a cylinder. The spectrum have
a topological form similar to a parabola. The critical Reynolds number in our
calculation is in the range of 47 < Re. = 47.5 < 48. The Strouhal number
wD

calculated is S, = = (), 1374. Our results confirm the effectiveness of the null

2rl

subspace of the divergence operator for the stability calculations in the vicinity

of the supercritical bifurcation.
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ERRATA

1. Nasegunda linha da pagina vi, onde se 18, "Vibracdo inducida por vortices",

leia-se "Vibracao induzida por vortices ".
2. Na pégina vi, onde se 1& "ecuagbes ", leia-se "equagoes ".
3. Na pagina viz, onde se 18 "tentativa ", leia-se "teste ".
4. Na pagina 46, no tultimo paragrafo deve ser acrecentada a sentenga: O

intervalo de Reynolds investigado é 0 < Re < 120.

AN

5. Na pagina 50, no tltimo paragrafo, onde se 1& "mais ", leia-se "mas ".

Ho,1 0_0;.
Ho,R T

6. Na pagina 85, a equacdo (4.29) deve ser substituida por: Agy = —

7. Na péagina 61, apos o quarto paragrafo, deve ser acrecentada esta sentenca:
"Para a obtencdo do nimero de Reynolds critico basta observar o cruza-
mento dos autovalores mais instaveis pelo eixo imaginario. O valor de Rey-

nolds para o qual ocorre esse cruzamento é denominado Reynolds critico".
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Este trabalho de doutorado teve como motivagio aprofundar a fundamentagao
teorica do fenomeno de vibracdo induzida por vortices, (VIV). devido & emissao de
vortices no escoamento ao redor de um cilindro. O fendémeno de desprendimento
de vortices ("vortex shedding") tém um importante papel dentro do VIV e repre-
senta em si um problema classico de estabilidade onde a solucdo estacionéria das
equacoes de Navier-Stokes do escoamento ao redor de um cilindro circular deixam
de ser estaveis, devido a uma bifurcagao supercritica de Hopf (na nomenclatura
dos sistemas dinamicos). Segundo Aranha(2003) os primeiros modelos preditivos
utilizados no estudo de VIV, denominados modelos fenomenologicos, resvalam em
um tema conexo a0 da estabilidade de Hopf. Todos esses modelos baseiam-se na
equacao de Van der Pol e possuem uma capacidade preditiva invejavel, ainda mais
quando comparados com as predigoes diretas que se obtém através de simulagoes
numéricas (CFD). Esses modelos encontram dois problemas: primeiro, eles tra-
duzem a interacdo hidro-elastica com uma fisica muito simplificada; segundo, os
coeficientes desses modelos sdo extraidos de um certo conjunto de experimentos e,

por isso, eles podem ser utilizados no maximo como interpoladores, dificilmente
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como extrapoladores para uma situagdo muito distinta daquela que correspondem
aos experimentos onde se ap6iam.

A bifurcacéo transforma o campo estacionério de velocidades num campo os-
cilatério cuja dinamica é um ciclo limite. Capturar esta primeira bifurcacdo é
o primeiro passo para obter uma compreensio mais apurada do ponto de vista
conceitual e cientifico do fen6meno de "vortex-shedding"e, indiretamente, do feno-
meno de VIV.

Evidéncias empiricas mostram que o fenémeno de VIV e a frequéncia de des-
prendimento de vortices sdo essencialmente invariantes com o nimero de Rey-
nolds, no intervalo entre aproximadamente 200 até a zona de transicdo (Re =
10°). Esta observacao tem levado a alguns autores a propor modelos fenomenolé-
gicos, com o intuito de predizer a interacdo hidroelastica. E um fato que a parcela
hidrodinamica néo esta diretamente associada as equagoes de Navier-Stokes nes-
tes procedimentos fenomenolégicos.

O proposito fundamental, do qual este trabalho faz parte, consiste em deri-
var um modelo de oscilador fluido-elastico diretamente a partir das equagoes de
Navier-Stokes. Nesta direcdo é que se coloca a exploracado do subespago solenoidal
discreto, onde a dinamica fica mais simplificada e carente de multiplicadores de
Lagrange. Ao levar o problema de estabilidade ao subespago antes mencionado
consegue-se um grau de reducao essencial para a posterior obtengdo do modelo

do oscilador fluido-elastico.

1.1.1 IMPORTANCIA PRATICA

Compreender os fundamentos tedricos do mecanismo de desprendimentos de

vortices no escoamento incompressivel ao redor de um cilindro é importante no
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projeto de sistemas flutuantes de produgao de petroleo em aguas profundas, de-
vido ao fato de que a rede submersa de dutos estd submetida a correntes mari-
timas, as quais provocam uma, interacdo hidroelastica. Nesta interacdo os dutos
("risers") podem vir a oscilar transversalmente a corrente acarretando dano por
fadiga, diminuindo a vida util, o que evidentemente nao é econdémico para a
industria petrolifera. O mecanismo de atenuacdo destas oscilagdes empregado
nesta indistria, na solucao deste problema, possui um alto custo, pelo qual se
justifica um estudo rigoroso de fundamentacgéo tedrica do fendmeno de geracao e
desprendimento de vortices.

Outros exemplos praticos de aplicagdo da teoria:

e Edificios altos com formatos cilindricos sujeitos a rajadas de vento;
e Pilares cilindricos submersos de pontes sujeitos a corrente fluvial:

e Mastros, torres cilindricas sujeitos ao efeito dindmico do vento.

1.2 OBJETIVOS

Considerando a problemaética apresentada foram definidos os objetivos do pre-

sente trabalho:

e O estudo do problema de estabilidade para o escoamento incompressivel ao

redor de um cilindro.

e O estudo dos subespacos solenoidais discretos gerados a partir do operador
divergéncia.
A seguir é descrito o substrato fisico da dinAmica do escoamento incompressivel ao

redor de um cilindro, que evolui no espago do nimero de Reynolds até a primeira

bifurcacao de Hopf.



1.3 O ESCOAMENTO AO REDOR DE UM CILINDRO 4

1.3 O ESCOAMENTO AO REDOR DE UM CILINDRO

O escoamento ao redor de um cilindro é considerado de dindmica mais rica
dentro dos casos tipicos de escoamentos incompressiveis, (MENEGHINI, 2002).
Quando um cilindro circular de didmetro D e comprimento L é colocado num es-
coamento uniforme, com velocidade Uy, uma esteira é gerada a jusante do cilindro
que é controlada por dois parametros: o niimero de Reynolds Re = (Uy,D/v),
(onde v é a viscosidade cinemadtica) e a razao de aspecto: L/D. Entretanto, ao
considerar um cilindro bidimensional infinito, L/D = 0o, 0 escoamento é contro-
lado unicamente pelo nimero de Reynolds, Re.

A medida que Re é incrementado aparecem diversos regimes para 0s escoa-
mentos que se formam ao redor de um cilindro. Para Re < 1, ocorre o escoamento
estacionario e lento ("creeping flow"), o qual é descrito teoricamente pela solugao
das equacgdes de Stokes (BATCHELOR, 1990). Para Re > 5 ou 6, o escoamento
permanece estaciondrio mas aparece uma pequena regiao de recircula¢ao com-
posta por dois vortices estaciondrios que rodam em sentidos opostos na parte
a jusante do cilindro. Para Re > Rec = 45 (valor critico de Reynolds), o es-
coamento sofre uma transi¢do para um estado oscilatorio que toma a forma da
conhecida esteira de Karman: duas filas de vortices rodando em diregoes opostas
sdo desprendidas do cilindro.

O espectro de freqiiéncia da esteira mostra um pico diferenciado na freqiiéncia
fundamental, f. O numero de Strouhal S; = fD/U, se eleva com o nimero
de Reynolds, (WILLIAMSON, 1989), alcancando o valor méximo aproximado,
S; = 0.2, para Re ~ 200. A estrutura espago-temporal responsavel por esta
mudanca qualitativa no comportamento ¢ um modo global auto-sustentavel e

periédico no tempo (PROVANSAL et al., 1987). Esta bifurcagdo que acontece
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no escoamento é conhecida como de Hopf, sendo a amplitude do ciclo limite da
ordem (Re — Rec)Y? (PROVANSAL et al., 1987).
A seguir foi feita uma revisao bibliografica onde se descrevem os principais

aspectos relativos & pesquisa registrados na literatura.

1.4 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta secao foram revisados os principais trabalhos, nos quais baseia-se esta
pesquisa no que se refere as partes fundamentais, que estao subtituladas nas
subsecOes a seguir. Estes estudos evidentemente nao sao os tnicos, e ao longo
de todo o trabalho, quando necessario, foram citadas as referéncias bibliogréficas

que sustentam o t6pico em questao.

1.4.1 RESOLUGAO NUMERICA DAS EQUACOES DE NAVIER-

STOKES

Nesta subsecao foi feita uma revisdo dos principais estudos dos métodos de
resolucao numérica das equagoes de Navier-Stokes. Dos trabalhos onde se trata,
a resolugdo numeérica das equacoes de Navier-Stokes existem alguns de revisao
indispensavel (BREZZI and FORTIN, 1991; BATHE, 1996: GIRAULT and RA-
VIART, 1986; GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993). Nestes livros pode-se
encontrar uma exposicao detalhada dos principais procedimentos e problemas as-
. sociados ao tratamento destas equacoes, pela Metodologia dos Elementos Finitos
(FEM).

FORNBERG (1985,1980) estudou o escoamento viscoso e incompressivel ao
redor de um cilindro. Em seus estudos o autor determinou, utilizando uma técnica

baseada no Método de Newton (utilizando recursos de supercomputagdo), as
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solugbes estacionarias e instaveis até o numero de Reynolds, Re=600. Fornberg
encontrou que a regiao de recirculagdo cresce em longitude aproximadamente
linear com o nimero de Reynolds. A altura da bolha se incrementa seguindo a
lei (Re)'/? até o Re = 300, onde se inicia uma transicdo para um incremento
linear com Reynolds. Neste trabalho empregam-se malhas com simetria central e
diferencas finitas para a discretizacao dos operadores. Os trabalhos de Fornberg
constituem uma referéncia importante porque nao existem solugdes superiores a
Re = 600 neste tipo de escoamento.

MADAY et al.(1993) fizeram uma anélise detalhada do algoritmo de Usawa
para o desacoplamento do campo das pressoes e das velocidades no caso estaci-
ondrio e nao estacionario da equacao de Stokes. Este trabalho concentra-se na
construgao explicita do espectro do operador das pressoes de Usawa.

ELMAN et al.(1996,1999) introduziram pré-condicionadores para sistemas
nao simétricos indefinidos dos quais Navier-Stokes é um caso particular. com a
propriedade de que os autovalores da matriz pré-condicionada sao limitados inde-
pendentemente das dimensoes das malhas empregadas nas discretizacoes. Tam-
bém sao examinadas as caracteristicas de convergéncia para os métodos iterativos
dotados dos novos pré-condicionadores (ELMAN et al., 2002; BERTRAND and
TANGUY, 2002).

1.4.2 ESTABILIDADE E SUBESPACO SOLENOIDAL

Um dos primeiros trabalhos apresentados na literatura onde é estudado o pro-
blema de estabilidade linear do escoamento ao redor de um cilindro, a partir de
uma formulagao tipo Elementos Finitos deve-se a JACKSON (1987). Em seus

estudos o autor apresenta o problema de estabilidade do escoamento ao redor de
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corpos com miltiplas formas. Inicialmente, calcula o campo de solucio estacio-
nario das equacoes de Navier-Stokes e depois formaliza um problema estendido
que se acopla ao primeiro com os autovalores (frequéncias) e os autovetores de
novas incégnitas. Ele resolve este sistema como um todo sendo capaz de capturar
o valor de Reynolds critico e a frequéncia critica adimensionalizada (Strouhal)
na bifurcacdo de Hopf. Este trabalho tem uma importancia fundamental pois
foi o primeiro desse tipo, pelo qual temos conhecimento, e deixa alguns proble-
mas abertos. O primeiro corresponde ao uso da simetria para capturar a bifur-
cacdo de Hopf, o que de acordo com o préprio autor levaria a uma economia
de recursos computacionais significativa (proximo de oito vezes pelas suas pro-
prias conclusdes); o segundo, ndo mencionado pelo autor, estd relacionado com
a propria natureza do método estendido, que em principio representa uma das
vias possiveis para capturar esta bifurcacdo e ndo esgota as alternativas restantes
(WINTERS, 1991: POLIASHENKO and AIDUN, 1995; ARANHA, 2001). Outro
aspecto que fica inexplorado no trabalho de JACKSON(1987) relaciona-se com o
que se denomina linha solenoidal: levar o problema de estabilidade ao subespago
solenoidal e resolvé-lo neste subespaco.

NOACK and ECKELMANN (1992), definiram sobre bases rigorosas a nogio
de separabilidade para sistemas autonomos finito-dimensionais e aplicaram as
equagbes de Navier-Stokes, no caso especifico do cilindro bidimensional. Em seus
estudos os autores capturaram a bifurcacao de Hopf e descreveram um panorama
para as transicoes nas primeiras fases apés a bifurcacao. O método empregado no
trabalho de NOACK and ECKELMANN (1992) tem um perfil mais analitico, pois
o campo base é construido e projetado num espaco de Hilbert solenoidal. Poste-

riormente NOACK and ECKELMANN (1994) realizaram o estudo do problema
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tridimensional de estabilidade do escoamento ao redor de um cilindro empre-
gando o Método de Galerkin para poucas dimensoes. Neste trabalho se calcula o
problema bidimensional de estabilidade até o Re = 200 e se prop0e um cenario
ap6s a bifurcacio supercritica via equagdo de Landau. Este trabalho baseia-se
no anterior, no sentido em que desenvolve o problema de estabilidade numa mes-
cla de técnicas analiticas e numeéricas que conduzem ao método de projegoes de
Galerkin.

FORTIN et al.(1994) estudaram o problema de estabilidade para o escoamento
de Poiseuille do ponto de vista puramente numérico, com uma técnica conhecida
como o método das iteragoes sucessivas inversas: este método constréi um subes-
paco onde se calcula o problema de estabilidade e se procura pelos autovalores
criticos, mais proximos do eixo imaginario, numa faixa nas proximidades desta
regiao. Um aspecto importante é que nele se encontra um estudo de sensibi-
lidade do comportamento das malhas em relacao ao problema generalizado de
autovalores.

CHEN et al.(1995) apresentaram uma extensdo de JACKSON (1987), mas
com a correcao de colocar o cilindro entre duas paredes, para reproduzir com
maior confiabilidade as condic¢Ges de contorno como verdadeiramente sdo nos ti-
neis experimentais. Este trabalho combina as metodologias de JACKSON (1987)
com as de FORTIN et al.(1994), pois aplica os dois métodos para o problema de
estabilidade.

Mais recentemente, (FORTIN et al., 1997; GERVAIS et al., 1997: DING and
KAWAHARA, 1998; DING and KAWAHARA, 1999), estes autores estudaram
o problema de estabilidade da cavidade sem modificacGes em relagdo ao método
dos trabalhos anteriores.

Até aqui s@o apresentados o conjunto de trabalhos que se referem a captura
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da bifurcacio de Hopf no escoamento incompressivel ao redor de um cilindro, a
partir do calculo da estabilidade. Nestes trabalhos ndo se calcula explicitamente
uma base para o subespaco nulo do operador divergéncia.

GUSTAFSON and HARTMAN(1983) publicaram os primeiros estudos corres-
pondentes a uma linha de investigagdo paralela que tenta, a grosso modo, lidar
com o problema das bases solenoidais em subespagos gerados por leis de con-
servacdo. Em seus trabalhos apresentaram uma discussao interesante a respeito
das aplicacoes da Teoria de Grafos no calculo das bases solenoidais. Posteri-
ormente HALL and HARTMAN (1985) denominaram de Método das Variaveis
Duais (DVM), ao procedimento de construir bases solenoidais das equagdes de
Navier-Stokes. A peculiaridade é que. aqui, se emprega uma metodologia de redes
associadas baseada na Teoria de Grafos.

BERRY et al.(1985) introduziram um método para calcular a base do espago
nulo do operador divergéncia em forma esparsa. Esta direcao de pensamento é de
extrema importancia, pois leva a um problema projetado esparso o que facilita
extraordinariamente a resolucao das equacoes de Navier-Stokes, para Reynolds
elevados onde, necessariamente, deve-se lidar com muitos graus de liberdade.

GUSTAFSON and HARTMAN (1985) fizeram uma revisdo adequada dos
avancgos da teoria de grafos e redes no calculo destas bases aplicadas a fluido-
dindmica. Este trabalho possui alguns exemplos que mostram soluc¢oes do pro-
blema primario de calculo de escoamentos empregando bases calculadas a partir
da teoria de grafos.

HALL and YE (1992) comparam o Método das Variaveis Duais (DVM) e o
Método Solenoidal para Elementos Finitos (DFFEM), de modo a estabelecer as
similitudes e diferencas entre duas abordagens de um mesmo problema: resolver

as equagoes de Navier-Stokes no subespaco solenoidal.
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Em trabalhos recentes, (XIU and HALL, 1993; XIU and HALL, 1995; XIU
and ANDERSON, 1995), construiram bases solenoidais para macro-elementos:
espécie de acumulacao de elementos finitos de determinado tipo, para gerar fun-
coes de forma apropriadas ao calculo das bases do subespaco nulo do operador
divergéncia. Estas construgoes estao ainda numa primeira fase de implementacao
e ndo se tem conhecimento de que foram usadas com regularidade e eficiéncia.

Até o momento, o estado da arte neste campo de investigacao refere-se, por um
lado a bifurcacao de Hopf como primeira bifurcacao na dindmica do escoamento
ao redor de um cilindro, por outro ao emprego de bases solenoidais para projetar
as equacoes discretas de Navier-Stokes num subespaco onde a conservacio de

massa é satisfeita.

1.4.3 CONSTANTE DE LANDAU

Nesta segao sao apresentados os principais trabalhos onde é feita uma estima-
tiva da constante universal de Landau: a razao entre as partes imaginarias e reais
do coeficiente complexo que multiplica ao termo nao-linear ciibico da equacio
de Landau. PROVENSAL et al.(1987) estudaram a esteira do cilindro circu-
lar experimentalmente nas vizinhancas do nimero de Reynolds critico Re.. O
regime transitoério é descrito pela equacdo de Stuart-Landau. Também, neste tra-
balho foram estudados os regimes de impulso e ressonantes para determinar os
coeficientes da equagdo de Stuart-Landau.

ALVAREDE and MONKEWITZ (1992) demonstraram que muitas caracte-
risticas da emissao alternada de vortices, para corpos rombudos bidimensionais e
o cilindro em particular, sdo descritas através de um modelo unidimensional que

representa o acoplamento difusivo de osciladores, organizados numa linha, paralela
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ao cilindro. Em termos matematicos o modelo idealizado consiste numa, equa-
¢ao fenomenologica de Ginzburg-Landau, na qual os coeficentes sao determinados
experimentalmente.

Diferentes modos de desprendimento de vértices anulares e helicoidais sio
investigados, (LEWEKE et al., 1993), experimentalmente a partir de medicoes
de fase e fregiiéncia. O modelo empregado neste trabalho ¢ o de Ginzburg-Landau
com o mecanismo de instabilidade de Eckhaus.

DUSEK et al.(1994) estudaram a primeira bifurca¢io de Hopf para um cilindro
infinito analisando-a teoricamente e por simulagoes diretas. Neste trabalho os
autores investigaram o modelo de Landau e também calcularam a constante de
Landau; este calculo realiza-se a partir de posicdes pontuais na regio a jusante
do cilindro, e simulagoes temporais.

LEWEKE and PROVANSAL (1994) estudaram a transicio a partir do ar-
ranjo de vortices de Karman para uma estrutura menos organizada de emissio de
vortices no caso do anel. Para isso é empregada a equagio complexa de Ginzburg-
Landau. Aqui interpreta-se a instabilidade do desprendimento de vértices perié-
dicos como uma, instabilidade de Benjamin-Feir de um sistema unidimensional de
osciladores ndo-lineares acoplados.

Nos trabalhos mais importantes que se referem ao cilculo da constante uni-
versal de Landau (ALBAREDE and PROVANSAL, 1995q; LEWEKE and PRO-
VANSAL, 1995) & apresentada uma explicacdo formal e completa da obtencao
dos coeficientes fenomenologicos, para a equagio de Ginzburg-Landau e se dis-
cutem as principais tentativas de calcular o coeficiente de Landau por outros
autores. Nestes trabalhos o problema do calculo do coeficiente de Landau e
Ginzurg-Landau para o escoamento ao redor de um cilindro é tratado em toda

a sua importancia e é enunciado como um dos problemas fundamentais ainda
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abertos para este tipo especial de escoamento.

DWIGH et al.(2000) estudaram o cenario de bifurcagoes 3-D para o escoa-
mento ao redor de um cilindro até o nimero de Reynolds, Re = 300. Isto é
feito a partir de um estudo das simetrias e fundamentando-se nas ferramentas da
teoria das bifurcacdes.

Finalmente SCHOUVEILER AND PROVANSAL (2002) caracterizaram ex-
perimentalmente a esteira periddica para uma esfera. Os experimentos mostram
que as oscilagoes autosustentdveis aparecem via bifurcacdo de Hopf. Em seu
estudo os autores discutiram a relevincia de uma equacao tipo Landau. para des-
crever a dindmica temporal dos modos desprendidos nas proximidades do Reynold
critico. A partir das evolucgdes temporais dos transientes foram estimados os pa-

rametros de Landau.

1.5 FORMATO DA TESE

Neste trabalho foi realizado um estudo do problema de estabilidade do esco-
amento incompressivel ao redor de um cilindro, com a particularidade de que o
problema de estabilidade foi projetado no subespaco solenoidal discreto. Este

documento esta dividido da seguinte forma:

e No Capitulo 1 descreveu-se a a motivagao, assim como o objetivo principal
do trabalho, a fisica do escoamento ao redor de um cilindro e finalmente

apresenta-se uma sintese da bibliografia para esta pesquisa.

e No Capitulo 2 apresentou-se as equagoes de Navier-Stokes na formulacao

primitiva, e os métodos para calcular a solugio destas equacoes.
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e No Capitulo 3 foram apresentados os conceitos fundamentais para compre-
ender os problemas de estabilidade hidrodinamica em geral, e particular-
mente o caso que nos ocupa. Também foi abordada a forma fraca para o
problema generalizado de estabilidade. Aqui pode-se encontrar os funda-
mentos dos subespagos solenoidais discretos, dos projetores e os principais

resultados no que concerne ao estudo de estabilidade.

e No Capitulo 4 foram apresentados os dominios computacionais e 0s princi-
pais resultados na discretizacdo dos operadores e no calculo do campo de
velocidades simétrico. Tratou-se dos resultados (espectros) que constituem
o ponto central deste trabalho, e descreveu-se a equagdo de Landau assim
como seus coeficientes. Além disso extrapolam-se os resultados do capitulo
anterior, com o propésito de estimar a constante universal que envolve a

razao entre as partes imaginaria e real do coeficiente nao-linear de Landau.

e No Capitulo 5 apontam-se as conclusdes e sugestoes para a continuacdo da

pesquisa.

e Os Apéndices A e B apresentam aqueles fundamentos teéricos, nao incluidos

na tese, e que também ajudaram na compreensao do problema em estudo.



CAPITULO 2

EQUACOES DOS FLUIDOS

INCOMPRESSIVEIS

O primeiro passo no problema deste trabalho foi o estudo das equacoes que
descrevem a dinamica dos fluidcs incompressiveis, ou seja, as equagoes de Navier-

Stokes. Estas equacoes foram derivadas a partir dos seguintes principios basicos:
e Conservacdo de massa.
e Conservagao do momento.
e Conservagao da energia.

E possivel encontrar uma deriva¢io completa destas equagdes (LANDAU and
LIFSCHITZ, 1959; CUVELIER et al., 1986). Estas equagoes descrevem o es-
coamento incompressivel e viscoso, por isso devemos resolvé-las conjuntamente.
Neste trabalho somente foram estudados os casos de escoamentos incompressi-
veis e isotérmicos. As incognitas para este tipo especial de escoamento sio as

velocidades e as pressoes. Quando tratam-se as equagées mantendo a formulagao
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das velocidades e pressoes denominam-se de formulagao de varidveis primitivas.
Existem outras formulacOes para estas mesmas equagdes como a de funcgdo de
corrente-vorticidade, mas nao foram utilizadas nesta pesquisa e por isso nao fo-
ram descritas.

Neste trabalho considera-se um escoamento com as seguintes caracteristicas

(CUVELIER et al., 1986):

e O meio é incompressivel.
e O fluido é Newtoniano.
e As propriedades do meio sao independentes da temperatura e uniformes.

o O escoamento é ndo turbulento.

Por outro lado o tratamento das equagtes de Navier-Stokes seré feito na sua
forma adimensionalizada, a partir da velocidade caracteristica (que para este
problema é a velocidade do escoamento ao longe) e da distancia caracteristica (o
didmetro de um cilindro). A seguir, é apresentado o tratamento das equagoes de
Navier-Stokes.

As equacgoes bésicas para o escoamento Newtoniano e compressivel, conhecidas
com o nome de Navier-Stokes sao dadas em termos da densidade p, a velocidade,

U, o coeficiente de viscocidade, p, ¢ as forcas de campo, f, através de:

8pU .
= +(U-V)oU = ~Vp+ 4 VU + 1, (2.1)
dp
E = -V -pU, (2.2)

A equagdo (2.1) expressa a conservagdo do momento e a equagio (2.2) a con-

servagdo de massa. Estas equagoes devem ser complementadas com a equagio
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da conservacdo da energia. E necessario, além disso uma equacdo de estado do
fluido para fechar este sistema no caso de escoamento compressivel. Este pro-
blema de fechamento é conseguido também no caso de incompressibilidade pura.
Mesmo que a incompressibilidade seja uma idealizac¢do, os escoamentos compres-
siveis podem exibir um estado de incompressibilidade, quando encontram-se em
velocidades que sao pequenas comparadas a velocidade do som no escoamento
(pequenos numeros de Mach). A aproximacao da incompressibilidade elimina a
necessidade de uma equacao de estado e reduz a equacéo de conservagio de massa

a uma restricao dada por:

V-U=0, (2.3)

Esta restricdo impoe ao escoamento possuir divergéncia zero.
Assumindo que o escoamento seja isotérmico com condigdes especificas de con-
torno e iniciais. temos a forma incompressivel e adimensionalizada das equagdes

de Navier-Stokes, (BREZZI and FORTIN, 1991):

ou 1 _,
— . = = = 5
T +U-VU Vp+RCV U+ f (2.4)
V.U =0, (2.5)
U = G, em 09, (2.6)
U(x,0) = Up(x) t=0, (2.7)

Admite-se que o fluido ocupa uma regido 2 do espago e que a velocidade U(x, t)
¢ dada em § no instante de tempo ¢ = 0. A massa é conservada em Q (equacio
de continuidade), p é o campo escalar chamado pressao, e o niimero adimensional
de Reynolds é dado por:

Re = : (2.8)
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onde: p é a densidade do escoamento, y é a viscosidade do escoamento e D € o
diametro do cilindro. Esta forma adimensional ilustra que para valores elevados
do namero de Reynolds o termo convectivo (U - VU) domina o termo viscoso
(2 V?U). No caso contririo, quando o termo convectivo estd ausente (baixas
velocidades), as equacdes resultantes sdo conhecidas como equagdes de Stokes.
Em auséncia dos gradientes de pressio, as equagoes resultantes conhecem-se como
a forma incompressivel das equagoes de Burgers; finalmente na auséncia do termo
viscoso (difusdo) denominam-se equagoes de Euler.

Para a solucdo destas equagdes sdo necessarias tanto condigoes de contorno
como iniciais. As condigoes iniciais podem ser dadas com simplicidade, pois basta
especificar as velocidades no tempo inicial, ¢ = 0. Este campo de velocidades
deve satisfazer a equacao da continuidade. No sistema que forma as equagoes de
Navier-Stokes mais a equagao da continuidade, na formulacao de variéveis primiti-
vas, trabalha-se com as grandezas mais relevantes sob o ponto de vista fisico, pois
consiste em duas (2-D) equagoes elipticas para as velocidades, acopladas com a
equacdo da continuidade. Este sistema de equagoes requer apenas trés condicoes
de contorno para as velocidades ou para as tensdes nas fronteiras (CUVELIER
et al., 1986). E conhecido que para o caso de incompressibilidade ndo sdo ne-
cessarias condigdes de contorno para as pressoes (LADYSHESNKAYA, 1969),
demonstrando assim papel particular das pressoes no processo de solucao das
equagoes de Navier-Stokes.

Denominam-se as velocidades de contorno U = Upg e as outras forgas que
intervém, e que forcam o movimento, como dados. Os dados podem ser estacio-
narios e o escoamento dentro de §2 variante no tempo ou turbulento.

Podemos perfeitamente definir o espaco vetorial V, composto por funcgoes

suficientemente continuas, cada uma satisfazendo as condicoes de fronteira; e o
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subespaco solenoidal S. Como as restrigoes da conservagdo de massa estdo impli-
citas na definicdo do espago S, o escoamento é descrito pela equagao algébrica-

diferencial:

U il -
et : = — —V2U+ f 2.9
Y +U-VU Vp-I-ReV + f, (2.9)

U €S, (2.10)

nas equagdes (2.9),(2.10) foram omitidas as especificacdes das condicoes iniciais e
de contorno. Nos espagos V e S esto definidos os produtos internos usuais (v, u)
e a norma ||ull; sobre Q (ver anexo A.5), e portanto sdo espagos de Hilbert. O
produto interno da equagao (2.9) com qualquer fungdo v é formado envolvendo
integrais sobre o dominio do problema 2. O resultado pode ser escrito como

(substituindo U por u):

(v,u) + (v,u-Vu) = —(v.Vp) + é(v, Vu) + (v,f), (2.11)
uesSvv ey, (2.12)

O gradiente da pressao e o termo difusivo sdo integrados por partes para re-
duzir as exigéncias de continuidade. Esta forma é conhecida como variacional ou
fraca das equacoes de Navier-Stokes e suas solugoes como fracas ou generalizadas.
Qualquer solu¢ao da equagao (2.9) satisfaz a equagdo (2.11). Se a equagdo (2.11)
é satisfeita para todo v em V, e u é suficientemente suave, pode ser mostrado
que a solugdo da equagao (2.11) é também solugéo da equagio (2.9). Portanto as
equagoes (2.9) e (2.11) sdo descri¢des equivalentes dos escoamentos incompressi-
veis.

Numa série de artigos de Leray, (LERAY, 1933; LERAY, 1934a; LERAY,
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1934b), demonstram que a solu¢do de uma equagao variacional que nao contém
o termo do gradiente de pressdo resulta exatamente no mesmo escoamento que
aquele dado pela equacdo (2.11), e portanto pela equacdo (2.9). De modo que, a

formulacdo solenoidal para os escoamento incompressiveis

(v, ) + (v,u- Vu) = —}%g(v, Vi) + (v,), (2.13)
u€ecs vv ev, (2.14)

estd bem estabelecida. Os escoamentos incompresiveis podem ser calculados se-

gundo a equagdo (2.13) sem incluir a pressao.

2.1 PARCELAS SOLENOIDAL E IRROTACIONAL

E bem conhecido o resultado que garante a decomposi¢ao de um campo vetorial
V como V =V x A+ V¢, onde ¢ é um campo escalar conhecido como o
potencial escalar, e A é um campo vetorial solenoidal: conhecido como o potencial
vetorial. Em outras palavras: todo campo vetorial pode ser decomposto numa
parte solenoidal e numa, parte irrotacional, onde a parte solenoidal é dada por
V X A e a parcela irrotacional é dada por V¢.

s

Pode-se formalmente definir aqui os operadores de projecdo 7° e 7!, com as

propriedades que para um campo vetorial arbitrario V, 75V devolve a parte

solenoidal de V, e 7'V fornece a parte irrotacional de V. Observa-se que:

7515 = 7%, (2.15)
mlnl =l (2.16)

mn! =0, (2.17)
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os operadores possuem autovalores 0 e 1. O produto 757! = 0 expressa a orto-

gonalidade das projegoes. Formalmente, os operadores podem ser escritos como:

= VATV, (2.18)

™ =1I-7!, (2.19)

através de um trabalho operacional podemos comprovar os projetores anterior-
mente descritos. O laplaciano inverso A™! ¢ a funcdo de Green do operador de
Poisson.

Voltando a equagdo de Navier-Stokes, pode-se empregar estes operadores, que
foram anteriormente introduzidos, para decompo-la ortogonalmente nestes su-
bespagos. Tomando u solenoidal entdo ut e Au também o serao (HOLDEMAN,
2001). A forga de campo pode ser decomposta numa parte solenoidal (ndo con-
servativa), £, ¢ numa parte irrotacional (conservativa), f/, entdo o escoamento

solenoidal pode ser decomposto como:
i 1
(a+7%(u- Vu) — EAH ~ 5+ (Vp+nl(u-Vu) - /) =0, (2.20)
Como os dois termos da equagdo (2.20) sao ortogonais se tornam nulas separada-
mente. Portanto, o campo de velocidade satisfaz:

1

u+7°(u- Vu) o

Au = 5 ues. (2.21)

A equagdo (2.21) é conhecida como a forma incompressivel da equacéo de Burger.
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O segundo termo pode ser colocado numa forma alternativa:

Vp = —7'(u-Vu) +f/, (2.22)
Vp = _%V(u‘z) (X V % ), (2.23)

Nas equagoes (2.22) e (2.23) temos empregado a identidade vetorial:
u-Vu=Vu?/2 -uxVxu, (2.24)

Esta é precisamente a forma diferencial da equagéo de Bernoulli. O gradiente de
pressoes é funcao do termo convectivo e é independente da variacao de quantidade
de movimento. Substituindo f! = —V¢; e empregando uma forma explicita do
projetor, o gradiente de pressoes pode ser integrado e obter a equagdo de Bernoulli

para um escoamento incompressivel e viscoso como:

LL2

p—pr = —7—¢f+A—1V-(u><vxu) (2.25)

i

onde p, ¢ uma constante de integragao ou uma pressio de referéncia. Este resul-
tado foi estabelecido sem referéncias as linhas de correntes ou tubos.

A decomposicao ortogonal demonstra que a equacido de Navier-Stokes ndo é
uma simples equagdo dindmica para as velocidades, onde a pressdo comanda o
escoamento, e sim uma combinagao de duas equagdes com a segunda fornecendo a

pressao como uma variavel derivada que depende do fluxo (HOLDEMAN. 2001).
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2.2 FORMULACAO PARA A EQUACAO DE STOKES

A equacao de Stokes descreve o movimento de um fluido viscoso incompressivel

em um dominio n-dimensional (com n=2 ou 3):

Viu+Vp=—f emQ (2.26)
V- -u=0enQ (2.27)
u = uy, sobre Of. (2.28)

Onde u : {2 — R" & o campo de velocidade e p:  — R é a pressdao. Como
0 escoamento ¢ incompressivel temos a equacao de continuidade div u = 0. Pelo

teorema de Gauss temos para os valores dados na fronteira ug que:

/ g i ds = / divu dv = 0, (2.29)
Jaq Ja

Esta condigao de compatibilidade cm ug sempre é satisfeita pelas condigoes
homogéneas de contorno. A forca externa dada f causa uma aceleragdo no esco-
amento, o gradiente de pressdo se comporta como uma forca adicional prevendo
mudancas na densidade. Do ponto de vista matemético, a pressdo pode ser vista
como um multiplicador de lagrange.

Se a equagdo (2.28) é satisfeita por alguma funcdo u € [C*(Q)NC(Q)]" e
p € CYQ), entdo pode-se denominar u e p, de solucdes classicas para o problema
de Stokes. E importante notar que a equacio (2.28) apenas determina a pressio

até uma constante aditiva, a qual usualmente é fixa forcando a normalizagao:

/ pdy = 0, (2.30)
Q
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Devido a restri¢do div u = 0, a formulacdo fraca do problema de Stokes
conduz um problema de ponto de sela. Para aproveitar o que foi exposto anteri-

ormente tem-se:

X = HNQP, M = L2(Q) = {q € L}A); / gdv = 0},  (2.31)
Q
a(u,v) = /Vu : Vvay, (2.32)
Q
b(v,q) = /Q V.- vgav. (2.33)

Como é usual restringir-se a atencao as condigGes de contorno homogéneas
uy = 0. Entao o problema de ponto de sela para a equacdo de Stokes torna-se:

encontrar (u,p) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,p) = (f,v)eVv € X (2.34)

b(u,q) = 0V gq € M. (2.35)

A solugao (u, p) da equacao (2.35) é chamada solugdo classicase u € [C%(Q)]*N
C%Q) e p € CY(Q). E muito importante ressaltar que para v € Hl e g€ H' a

férmula de Green afirma:

b(V;Q)=/V-qu‘V’=—/V-qu‘V’+/v-qﬁds (2.36)
Q Q a0

= —/v- Vq adv. (2.37)
Q

Portanto pode-se observar que os operadores div e -grad sido adjuntos. Tam-
bém, da equacdo (2.37) se deriva que b(v, ¢) ndo varia se é adicionada uma funcéo
constante a ¢, por isso pode-se identificar M com L*(2)/R: neste espaco quoci-

ente considera-se as fungdes em L? equivalentes, mesmo que se diferenciem numa
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constante.

2.3 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE NAVIER-
STOKES ATRAVES DO METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

Aqui trata-se da representagao discreta e computacional do problema mate-

matico. Este problema é enunciado como:

e Fncontrar uma solugao adequada para as equacoes de Navier-Stokes no caso

especifico em questdo: o escoamento incompressivel ao redor de um cilindro.

O problema da discretizagdo das equagoes de Navier-Stokes ocupa um lugar
de extrema importancia e faz parte do centro de atencdo da comunidade cienti-
fica (GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993; GIRAULT and RAVIART, 1986;
BATHE, 1996; TEMAN, 1977; ZIENKIEWICZ and TAYLOR, 1991; BREZZI and
FORTIN, 1991), que se dedicam a investigacao dos escoamentos para os quais es-
tas equagoes representam a principal descrigdo rigorosa, sob o ponto de vista
fisico e matematico. Considerando que as equacdes de Navier-Stokes ainda conti-
nuam sendo a principal fonte de referéncia teérica na predigao dos principais tipos
de escoamentos de importéncia, portanto modelos mais efetivos de discretizacdo
e métodos mais elaborados de solugdo sdo importantes tanto no campo teérico
como pratico.

E bom ressaltar que o principal problema numérico com que se deve lidar
esta relacionado com a inversdo de um sistema esparso néo-linear de equagdes.

Nesta segdo serd abordada basicamente a diretriz a ser seguida, na tentativa
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de se resolver numericamente as equagbes de Navier-Stokes, para o escoamento

incompressivel ao redor de um cilindro na faixa de Reynolds de interesse.

2.3.1 FORMULAGAO FRACA TIPO GALERKIN

A formulacdo fraca de Galerkin é uma extensdo mais elaborada de (2.11),
onde tem-se construido as formas bilineares e trilineares, esta formulagao afirma
que: Dado um campo de forcas f € H;'(f2), busca-se um campo de velocidades

u € Hj(2) e um campo escalar de pressoes p € L2(Q) tal que:

(0, v) +a(u,v) +c(u,u,v) + b(v.p) = (f,v) Vv € H}(Q) (2.38)

b(u,q) = 0Vge L) (2.39)

onde as formas bilineares:

(0, v) = /1’1 v dfQ, (2.40)
ou; 81}1
/ Vu: Vv dQ = / Z o, 0"3:] Q, (2.41)
b(v,q) = / gV v e, (2.42)
Q

e a forma trilinear

9, (2.43)

n au
c(w,u,v)=/w-Vu~de:/ W —
Q Qz; O,

onde n = dim 1. Empregando a forma bilinear (-, -) pode-se definir o subespaco:

= {v € Hy(Q):b(v.q) = 0,Yq € L§(D)}, (2.44)
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que esté constituido pelas fungdes solenoidais fracas. Retomando (2.39) observa-

se que o campo de velocidades u € Z.

2.4 ELEMENTOS FINITOS DISCRETOS

Com a formulagao de Galerkin estabelecida, o problema aproximado para o
qual a solugao via elementos finitos é determinada se define da seguinte maneira:
primeiro, obtém-se a selecdo dos espacos de elementos finitos, as familias de es-
pagos de elementos finitos V} e S! para as velocidades e a pressdo. Aqui h é
associado a um pardmetro que esta relacionado com a medida da malha e com a
subdivisdo de { em elementos finitos. Entdo, necessita-se encontrar u € VI e

p" € Sk tal que:

(@, v") + a(ut, v*) + c(u”, u, v*) + b(vh, p") = (£, v?) Wt € \%4 (2.45)

b(u", ") = 0vgt e S, (2.46)

Tomando as bases especificas para Vi e para S entio (2.45) e (2.46) sdo

equivalentes a um sistema nao-linear de equagdes algébricas. Se {g;(x)}, j =

L...,Jewv(x), k=1,2,..., K, sdo bases em V! e S&, podemos escrever
J K
Z a; gi(x e u' = Zﬁk Vi(x) (2.47)
para algumas constantes «;,7 = 1,2,...,J, e G,k =1,2,..., K. Se substituir-

mos estas expressdes em (2.45) e (2.46) resulta:

K
> Vi vi ﬁk-f-za(vk,vt )Br: + Z (Vi Vi, Vi ﬁkﬁm-f-zb Vi, gj)a; = (£, v)
k=1

km=1 Jj=1

(2.48)
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paral = 1...., K e

K
> b(vie@:)Be = Oparai=1,...,J, (2.49)

k=1

que constituem um sistema quadratico algébrico ndo-linear de J+K equagdes para

as J+K incognitas:

P= (o, ...,05..,a;) ,i=1,...,J (2.50)

U= (8,08, .8 B) k=1,... K (2.51)

Este sistema pode ser expresso em notacdo matricial:

MU +AU + NU)U + RP = F, (2.52)

RTU = 0, (2.53)

onde M é a matriz de massa,—R” é a matriz de divergéncia discreta, R a matriz
gradiente discreta, A é o laplaciano discreto, N(U)U representa o termo con-
vectivo nao-linear, F é o carregamento conhecido como dados. A representacao
matricial:
M 0 U A+N(U) R U F
_ + = , (2.54)
0 0 P RT 0 P 0
é muito importante no processo de verificacao porque esta padronizada na litera-
tura, e auxilia o processo de compreensao, no instante de analisar os métodos de
resolugao destas equagoes.
O método selecionado e implementado para resolver as equacoes de Navier-

Stokes é um método de descenso (ver Anexos A.7,A.8,A.9 e A.10), pois minimiza,
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um funcional quadratico no complemento de Schur e é especialmente apropriado
para resolver estas equagbes (MADAY et al., 1993; GIRAULT and RAVIART,
1986; BREZZI and FORTIN, 1991; GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993;
TEMAN, 1977).

Neste estudo o termo convectivo conjuntamente com a acelerecio local

Ou
b 3 2.55
5 +u- Vu, (2.55)

é tratado pela técnica das Caracteristicas de Galerkin, (HECHT and PIRON-

NEAU, 2002), que fornece uma discretizagao no tempo para (2.55) :

1 n+1 n n
&(u —u" o X"), (2.56)
u" o X™(z) ~ u"(z — u™(x)dt) (2.57)

o qual é incondicionalmente estavel (HECHT and PIRONNEAU, 2002). Quando
aplicamos esta técnica de discretizagdo ao sistema (2.54) resulta em:

A+4 R Ut} [ F+ g U - Un(x)ét) | (2.58)

RT 0 Pn+l 0

Neste sistema (2.58) a influéncia do termo convectivo é linearizada (HECHT and
PIRONNEAU, 2002) e colocada como carregamento. Em cada instante de tempo
as equacoes de Navier-Stokes discretizadas se transformam num problema linear
com restrigoes. Aqui emprega-se o algoritmo de Usawa (ver Anexos A.7,A.8,A.9
e A.10) para calcular os campos de velocidade e pressio, (PIRONNEAU, 1989;
HECHT and PIRONNEAU, 2002).



CAPITULO 3

ESTABILIDADE HIDRODINAMICA

O objetivo da hidrodindmica é descrever e prever os movimentos dos fluidos
submetidos & aplicacao das forcas. Para os fluidos incompressiveis, no caso par-
ticular das equagoes de Navier-Stokes, estas forcas relacionam-se com o ndmero
de Reynolds. Quando este é pequeno existe uma correspondéncia tnica entre as
forcas internas e da fronteira com os movimentos previstos. Na medida em que o
numero de Reynolds cresce, o problema torna-se complexo com muitas solugdes,
o que traduzido numa linguagem mais matematica equivale ao dominio da nao
unicidade nas solugoes.

Neste capitulo sao desenvolvidos os conceitos da teoria da estabilidade hidro-
din&dmica que se relacionam diretamente com o objetivo principal do trabalho: o
estudo da estabilidade do escoamento ao redor de um cilindro. O material aqui
exposto € valido para aqueles escoamentos que satisfazem as equacoes de Navier-
Stokes e além disso, obedecem o critério de incompressibilidade: conservacdo de

massa.
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3.1 BAIX0O REYNOLDS

E um fato observado experimentalmente de que quando o nﬁmero de Reynolds,
Re, é pequeno a solucdo das equagdes de Navier-Stokes é tnica e determinada.
pelos dados, depois que a condicdo inicial evoluiu ao longo do tempo.

O problema de estabilidade reduz-se ao estudo das perturbacdes que atuam
no momento inicial (na verdade elas agem em todo momento), sobre a base de
que apenas as condigoes iniciais variam. A teoria hidrodinamica estuda a deter-
mina¢do das condicoes limites que levam a estabilidade assintética ou a insta-
bilidade do movimento basico, sem o conhecimento especifico das perturbagdes.
Esta teoria nao estuda a evolugdo temporal das perturbagoes iniciais, mas o seu
comportamento assintotico, e tenta indicar os valores dos parametros fisicos nos
quais a amplificacao das perturbagbes comegam a aparecer. No momento inicial

o movimento bésico U, P é submetido as perturbacdes, segundo:

(U-U,P-P) =(u,p), (3.1)

onde as perturbagdes (u. p) sdo amortecidas ou ndo. No caso em que o campo de
velocidades resultante U permanece préximo de U o movimento é considerado
estavel, no caso em que U — U quando ¢ — co 0 movimento é assintoticamente
estdvel. Os movimentos instéveis ndo sdo observados na realidade dos escoamen-
tos, pois as perturbacoes sdo limitadas pelo efeito da viscosidade. Pode-se ver

que (3.1) satisfaz:

du . )
8—‘;+(U-V)u+(u-V)U+(u-V)u=—vp+

1

2
Rev u, (3.2)
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onde
ueH={u:V-u=0ulqe=0,( Vu ) < 0o} (3.3)
e
Ou; Ou;
? - 3.4
(vup)= [ |vufde= [ St (3.4

com u(x, 0) = ug dado. Agora podemos aproveitar a identidade:

Ulul? wufuf’
+

u-(U-Vu+u-Vu+Vp)=V-( 5 5 + u p); (3.5)
e multiplicando (3.2) por u e integrando temos:
Ld{| u |?) 3 1 2 —
- = —(u- cu) — < - ) 3.6
S = VO ) - (| Vu) S Va P - ) (36)
onde vg é dado por:
—(u-VU -u)
=max{———— 1~ ) 3.7
vp = max( TVl ) >0 (3.7)

A existéncia de vg é garantida pelo calculo de variagdes (GEORGESCU, 1985;
JOSEPH, 1985). Temos um decaimento monotonico quando a dissipagio (|
Vu [?) é maior que a produgao de energia (| u-VU-u |). Estas equaces possuem
a propriedade de que o termo nao-linear u-Vu ¢ inercial e desaparece no processo
de integracdo. Esta peculiaridade ndo é tipica dos problemas nio-lineares e nos
permite solucionar a equagdo (3.6) em forma independente da amplitude u. O
quociente (3.7) das formas quadraticas é bem estabelecido no calculo das variages

e a existéncia de vg quando u € H ¢ garantida, e (| u |?) decai quando 4- > vg,

para nimeros pequenos de Reynolds.




3.2 INSTABILIDADE E TRANSIGAO 32

Em particular a teoria garante a existéncia de um coeficiente A > 0 tal que:
(1 Vu ) > 5 ul) 35)

substituindo (3.8) em (3.6) e integrando, temos:
(lu(e) ) < (| wo [?) eMotmamel (3.9)

onde o coeficiente v depende de Elé e t pois: U(x, ¢, ﬁ) Escoamentos estacioné-
rios sdo unicos quando é > vg, € 0 mesmo pode-se afirmar para os movimentos

periodicos, (GEORGESCU, 1985). De modo mais geral (3.9) mostra que:
JuPY={(U-U -0, t—x (3.10)

isto significa que U — U em média, quando Re é pequeno. Entdo, para Re
pequenos existe apenas uma solu¢do U determinada univocamente pelos dados,

e independente dos valores iniciais de U(x, 0).

3.2 INSTABILIDADE E TRANSICAO

Quando o escoamento evolui no tempo, sendo o Reynolds pequeno, este é
univocamente determinado pelos dados, independente das condicgoes iniciais. Este
escoamento Unico possui 0 maximo de simetria consistente com os dados. Para
grandes nimeros de Reynolds perde-se a unicidade e outros escoamentos sao
observados com outras estruturas de simetria. Por exemplo, movimentos que sao
estacionéarios podem ser substituidos por movimentos periodicos, quase-periédicos

ou aperiddicos. Portanto, deve-se ressaltar que para grandes valores do nimero
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de Reynolds se observam escoamentos que ndo seguem a simetria imposta pelos
dados. Nos escoamentos turbulentos a quebra de simetria é dramatica: portanto
nesses escoamentos a quebra entre os dados e o fluxo (dindmica) é muito elusiva.

Umas das idéias preponderantes a respeito das tentativas de explicar este
processo de transicao a turbuléncia, baseia-se numa sequéncia de bifurcacoes
(LANDAU and LIFSCHITZ, 1959). Landau e Hopf fundamentaram sua teo-
ria em conjecturas, que se derivam de uma sucessiva perda da estabilidade das
solugoes em relacao a pequenas perturba¢des (GEORGESCU, 1985).

Para Re pequenos existe um escoamento estacionario: U = U(x, Re), e o
campo escalar: p = p[U]. A evolugdo das perturbagdes u de U ¢é regida pela

equagao (3.2) que na forma compacta é dada por:

du

5= F(u,Re) — Vp, u € H; (3.11)
onde:
F(u, Re) =F,(0,Re | u) — u- Vu; (3.12)
e:
1 . N
F,(0,Re|u) = §V2u — U(Re) - Vu — u- VU(Re); (3.13)

O operador linear que é a derivada do operador F(u, Re), com o termo nao-linear
u - Vu = 0 é conhecido como operador de Fréchet. Como: F(0, Re) = 0, entao,
u = 0 e p[0] = 0 s@o solugdes da equagdo (3.11) para todo Re. Quando u é
suficiente pequeno podemos estudar as condigdes de estabilidade para o campo

estacionario U, segundo o problema linearizado:

au_

i F,(0,Re |u) — Vp, u € H; (3.14)
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no qual baseia-se toda a teoria hidrodindmica de estabilidade linear. Aqui eliminou-
se 0 termo nao-linear u - Vu.

Agora pode-se tentar as solugdes tipo modos normais (GEORGESCU, 1985;
JOSEPH, 1985), sendo que:

u = e, (3.15)
plu] = e”'p[¢], (3.16)

onde ¢ € H resolve (3.14) se ( e
o(Re) = &(Re) + in(Re), (3.17)

resolve o problema espectral dado por:

o¢ =Fu(0, Re [ () — Vp[(], ( € H; (3.18)

Quando 2 é um dominio limitado, existe um nimero infinito de autovalores isola-
dos o(Re) e todos eles estdo localizados dentro de uma parabola aberta, na parte
mais negativa do plano complexo (JOSEPH, 1985). A estabilidade do campo
médio U pode ser determinada pelo problema espectral: U é condicionalmente
estavel se para todos os autovalores se cumpre que: £(Re) < 0 e é instavel se:
&(Re) > 0 para algum autovalor.

Condicionalmente estavel significa estabilidade em relacio a pequenas pertur-
bagées: um escoamento condicionalmente estavel pode ser instével para grandes
perturbagGes, cuja evolucdo ndo é governada pela teoria linear (GEORGESCU,

1985). A medida que o Re é incrementado existe um valor critico de Reynolds Rec
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para o qual: £(Rec) = 0, isto para alguns autovalores. Se: n(Rec) = wo # 0, en-
tao: +iwg sao autovalores iguais de F,, com autovetores e o complexo conjugado
(. Em geral, passam um par complexo conjugado de autovalores no semiplano
positivo complexo, quando o Reynolds é incrementado e passa ao valor critico
Rec. Na situacao descrita, a perda de estabilidade de U implica a existéncia de
uma nova solu¢do U + u, que se bifurca a partir de U. Este tipo de bifurcacéo,
onde passam um par de autovalores conjugados é conhecida como bifurcacao de
Hopf (JOSEPH, 1985).

Basicamente, este trabalho de pesquisa se fundamenta neste substrato teérico.
O principal problema que persiste é que ndo existem, até hoje, solucdes exatas
para o caso particular do escoamento ao redor de um cilindro. O que resta escla-
recer € o significado do problema abstrato de autovalores (3.18), ou seja, tentar
uma representagao discreta do mesmo e procurar por uma solu¢do aproximada.

E precisamente sobre esse tema que tratam os proximos capitulos.

3.3 ESTABILIDADE HIDRODINAMICA FRACA

Nesta secao é tratada a formulagio fraca para o problema de estabilidade.
Igualmente como as equagbes de Navier-Stokes existe uma forma fraca bem es-
tabelecida que se desprende do problema formal de estabilidade hidrodinamica
para o caso em estudo. Esta forma est4 bem estudada (GUNZBURGER and NI-
COLAIDES, 1993; JOSEPH, 1985; GEORGESCU, 1985), e é independente aos
poucos casos particulares onde os métodos analiticos tiveram sucesso.

Quando discretizado o problema de autovalores generalizado, equacio (3.14),
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resulta nas equagoes (GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993):

o(u”, v") + a(ut, v") + b(v", p") + (U, u", v*) + c(u®, U,v") =0, (3.19)

b(u" ¢") =0, (3.20)

onde as formas bilineares e trilineares ji foram definidas anteriormente em (2.41),
(2.42) e (2.43), as fungdes v" e ¢" pertencem aos espagos VI e S&. No processo de
discretizagdo, primeiramente particiona-se {2 com uma malha de elementos finitos

[y, os quais consistem em tridngulos. Nessa malha define-se os espacos:

Xi = {wh € CO(Q) | W, |KE Pg(K),VK € Fh}, (321)

onde é possivel construir duas aproximagoes conformes de H} x L2, denominadas
Vi x S, onde VI = (X2)2(NH} e S} = X}, este é o elemento conhecido de
Taylor-Hood (P2P1) (BATHE, 1996; ZIENKIEWICZ and TAYLOR, 1991).
Empregando elementos finitos para resolver (3.19) e (3.20) obtém-se um pro-
blema generalizado de autovalores. Seja w € R" o vetor dos graus de liberdade
nodais, para a perturbagao nas velocidades u e nas pressdes q € R™, o vetor
dos graus de liberdade que definem as perturbagoes nas pressdées p. A forma

discretizada de (3.19) e (3.20) é:

A+LU) R\ [ w Mo\[w
=0 (3.22)

RT 0 q 0 0 q
onde A é (n x n) a matriz de difusdo esparsa, a matriz L(U) nio simétrica de
ordem (n x n) é a soma dos termos convectivos,— R é a matriz gradiente discreta

de ordem (n x m) e posto m, RT & a divergéncia discreta (m x n), e M é a
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matriz simétrica de massa, de ordem (n x n). O problema de autovalores (3.22)
é real e ndo-simétrico, entdao, os autovalores sdo reais ou em pares complexos
conjugados (FORTIN et al., 1997; GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993).
E de interesse o espectro da matriz A + L(U), para calcular os autovetores e

autovalores da restri¢do do operador A + L(U) ao subespago Z.

3.3.1 MATRIZ DE MASSA GENERALIZADA
O problema generalizado de autovalores (3.22) possui uma matriz de massa
generalizada:

M 0
(3.23)

Como pode-se notar esta matriz é singular. Essa singularidade em problemas dis-
cretos generalizados de autovalores com matrizes de massa que nao sao positivas
definidas é a principal causa de que a explorag¢ao do subespaco solenoidal, como
suporte para estudos de estabilidade hidrodin&mica, seja um problema atual que
sobreviveu ao passar do tempo. De tal sorte que, ndo hé na literatura trabalhos
onde se estuda algum tipo de estabilidade hidrodinamica fazendo uso explicito das
virtudes deste subespago. A singularidade desta matriz tem contribuido de forma
expressiva para que a formulagdo ou o tratamento para problemas de estabilidade
hidrodinamica, em varidveis primitivas seja deixado de lado nos tultimos tempos
(FORTIN et al., 1997); favorecendo a linha do operador de Orr-Sommerfield.

A principal virtude de projetar o problema generalizado de autovalores con-
siste precisamente em que esta singularidade desaparece e se trabalha com um

problema usual onde a matriz de massa é positiva definida. Do ponto de vista
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dos métodos tradicionais para calcular autovalores e autovetores esta vantagem
parece definitiva. A principal desvantagem esta relacionada com o tamanho do

subespaco solenoidal discreto.

3.4 PROJETORES

O primeiro caminho seguido para obter uma representagdo matricial adequada
no subespaco solenoidal foi a construgido de um projetor, para o subespaco nulo
do operador divergéncia. Na seqiiéncia sera descrita esta tentativa sob o ponto de
vista geral e depois discutido como é possivel aplici-la para o caso em questao.

Seja F' uma matriz retangular cujas colunas sdo linearmente independentes.
O vetor F'x é expandido por F. Seja um vetor a, no caso em que a — F'x é
ortogonal a F, entao F'x é a projecao ortogonal do vetor a no espaco expandido
por F'. Portanto:

Fa—-Fx) = 0. (3.24)

onde o indice H refere-se & transposta conjugada (hermitica). Como Fx é a

projecao ortogonal no espaco gerado por F, observa-se que:

x = (FFF)"1FH,, (3.25)

e a inversa existe devido a independéncia linear das colunas de F. Agora se pode

descobrir que o projetor no espago gerado por F' é:

Pr = F(FPF)'FH (3.26)

o que significa que para qualquer vetor a, Pra é a projecdo ortogonal de a no
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espaco gerado por F.

Os projetores possuem trés propriedades importantes:
1. P2 = Pp.

2. (I —Pr)? =1— Pr.

3. (I — Pp) Pr = 0, Py = (I — Pp).

através da segunda e terceira propriedade pode-se concluir que I — Pr é 0 projetor
do espaco complementar de F.

Com isso, é possivel construir um projetor para o subespaco solenoidal nas
equagoes de Navier-Stokes. Para o subespago gerado pelo operador gradiente
tem-se o projetor:

Pr = R-(R"-R)™'.RT (3.27)

se a propriedade 3 for aplicada para o suplemento, ou subespaco ortogonal ao do

posto do operador gradiente,

Pryr = (I — Pgr), (3.28)

resulta no projetor que faz a conexdo com o subespaco solenoidal.

Esta primeira tentativa de projetar o problema de estabilidade e de Navier-
Stokes, baseia-se no uso deste projetor. Mas aparece a seguinte dificuldade: o
processo de inversao de matrizes ndo conserva a esparsidade. Este problema nio
permite construir projetores esparsos, o que se traduz numa diminuicao extraordi-
néria das dimensoes do problema, factivel de se tratar por este caminho. Devido
a esta situagdo desistiu-se da idéia, mas é possivel que com o desenvolvimento
computacional para a inversao de matrizes esparsas, esta direcdo podera ocupar

lugar de destaque.
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3.5 ELEMENTOS SOLENOIDAIS

Existem trés formas fundamentais de inverter o sistema linear esparso resul-
tante do processo de discretizagdo para as equagdes de Navier-Stokes (GUNZBURGER
and NICOLAIDES, 1993; CUVELIER et al., 1986):

e Integracao direta.
e Método de penalidade.
e Subespaco solenoidal.

Cada método possui suas proprias desvantagens: o primeiro tem um grande custo
computacional, pois as técnicas de inversdo diretas demandam muita meméria;
o segundo requer a introdugdo de um parametro grande, cujo valor é sujeito a
um estudo de experimentagdo numérica prolongado; e o terceiro, é baseado na
construgao de bases solenoidais para o subespago nulo do operador divergéncia
e possui um elevado grau de dificuldade na obtengao das bases, pois a metodo-
logia para obté-las ainda ndo esta suficientemente desenvolvida. A aplicacdo da
terceira técnica desacopla o campo de pressées do campo de velocidades, sem
a necessidade de introduzir parAmetros artificiais adicionais. O sistema resul-
tante pela terceira via é menor no que se refere aos graus de liberdade dos outros
(CUVELIER et al., 1986).

Para muitas aplicagbes, em especial o caso dos escoamentos incompressiveis,
a equacao de conservagdo de massa V- u = 0 exige que o campo de velocidades
discreto u € Z. Isto significa que o campo de velocidades discretos é pelo menos,
no sentido fraco, solenoidal. De modo geral Z" ¢ Z (GUNZBURGER and NI-
COLAIDES, 1993), mas deve-se selecionar o espaco de elementos finitos V5 tal

que, as fungbes que pertencem a V! sejam ao menos fracamente solenoidais, ou
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seja, V& C Z. Adicionalmente estes elementos causam uma grande simplificacdo,
pois a determinacdo da velocidade é desacoplada em relagdo a pressao. Como
VI C Z, isto implica que, Z" = V!, & necessario resolver para o campo de

velocidades u” a seguinte equacio:

a(u',v") +c(u®, ut,vh) = (£,v*), Y V" € V§ (3.29)

Utilizando a representacao matricial das equacoes de Navier-Stokes:

A R U F
= (3.30)
RT 0 P 0

onde a matriz A representa a soma das matrizes convectiva e difusiva. Todo
o problema da projecdo solenoidal destas equagoes, se reduz em encontrar uma
base T' do espago nulo da matriz divergéncia discreta RT. Supondo que T possui
colunas que formam a base para o subespaco nulo de RT. Como: U=T V e

como: V € kerRT entao:

T"RP=RTTP = 0, (3.31)

até que a equagdo projetada no subespago solenoidal seja:

(TT"AT)V = TTF (3.32)

Como (3.32) & resolvida para V o campo discreto de velocidades é recuperado de:

U=TV (3.33)
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A vantagem deste procedimento consiste em que representa uma redugdo sig-
nificativa do esfor¢o para se obter a solu¢do do problema (BREZZI and FOR-
TIN, 1991; GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993; CUVELIER et al., 1986).

3.6 SUBESPACO NULO DO OPERADOR DIVERGENCIA

Um aspecto muito importante consiste em encontrar uma base para o subespaco
nulo do operador divergéncia. Tal e como visto anteriormente, representando

u = {6} eq = {q;}, temos que:
b(u",p") = (RTu,q)gs = (u, R q)p«. (3.34)

S&0 necessarias as matrizes S e T associadas ao produto interno dos espacos

V" e 8" Seja:

sij = ((¢i45))sn, 1<4,5 <, (3.35)

tij = ((vi,vj))ve, 1< 4,5 <K. (3.36)

usando as mesmas notacdes temos:

o[ = (Tu, ugx (3.37)

lg"5n = (Sq, Qg (3.38)

os operadores S e T podem ser considerados como isomorfismos para as copias
de R¥ e R” representando V" e S" em uma outra copia nos espagos duais V'

e Slh

Considerando o problema singular generalizado de autovalores. Encontrar a
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base T' de vetores ortonormais de R¥, {u; | 1 < i < K}, e a base de vetores S

ortonormais de R”, {q; | 1 < i < J}, tal que existem #; > 0 que satisfazem:

RT-w; = 1; S-q;, Vu; € kerRT, (3.39)

R- q; = Iy T. u;, v q; € ker R, (340)

E de interesse o caso em que S = IeT =1, que é o caso clssico para a matriz
RT. Se: p;,u; e q; existem, entao, a partir de (3.39) e (3.40) e representando por

T o rank(RT) temos:

RT-T_I-quznfS-qi, 1

IN

;. < 1, (3.41)

R-S™VRTw = 2T -u, 1

IA

, < 1. (3.42)

Estes sdo problemas generalizados de autovalores. A partir deles podem-se

obter as bases desejadas dos subespacos nulos. Entdo, finalmente tem-se

R" = SP2UTTT, (3.43)

R=TUSPTST, (3.44)

onde U e P sdo matrizes formadas com os vetores colunas u; e q;, e 2 é uma
matriz pseudo-diagonal de ordem J x K » que contém os autovalores u; em sua
diagonal principal.

Para o caso em que S = I e T = I no problema de autovalores (3.42) os auto-
valores nulos correspondem a um conjunto de autovetores, que constituem uma,
base do subespago nulo do operador divergéncia. Esta base pode ser calculada
por uma técnica tradicional de autovalores, se o problema nao tiver excessivos

graus de liberdade. Neste trabalho calcula-se esta base para o problema (3.42)
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considerando os graus de liberdade que correspondem aos nos na linha de simetria
como livres.
Para o importante caso de introduzir simetria e anti-simetria no operador

divergéncia, calculam-se os problemas simétricos (+) e anti-simétricos (-):

R+ ) S.—l . (R+)Tu,- = /.LLQ T- u;, 1 <4

IN
.

(3.45)

RSV (R)Ty; = w2 T uy, 1

IN
IN
ﬁ

(3.46)

com isto podem-se calcular ambas as bases para os subespagos nulos simétricos e
anti-simétricos do operador divergéncia. Entdo, o problema linear de estabilidade
se divide em dois: um problema simétrico e outro anti-simétrico. E de se esperar

que o modo mais instavel se encontre na parcela anti-simétrica (ARANHA, 2001;

JACKSON, 1987).

3.6.1 CONDIQ()ES DE CONTORNO NO SUBESPACO SOLENOI-

DAL

Quando se projeta o problema, generalizado de estabilidade (3.22) para o subes-
paco solenoidal discreto é preciso que as matrizes projetadas carreguem a infor-
magao associada as condicdes de contorno para o problema de estabilidade. Isto
se consegue colocando nos elementos da diagonal principal da matriz R - RT o
valor igual a 1 (para os nés da fronteira), e igualando a zero os elementos res-
tantes nao nulos que se encontram na fila e na coluna, cuja intersecgdo origina o
elemento diagonal em questdo. Uma vez repetido este processo para todos os noés

retidos na fronteira, e aqueles que encontram-se na linha de simetria, é garantido
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que todos os vetores que formam a base do subespaco nulo:

R-R™a = p?u, (3.47)

obtidos ao resolver o problema de autovalores (3.47), carregam a informacio
referente as condi¢Ges de contorno e de simetria.

Em outras paravras: resolvendo o problema ordin4rio de autovalores (3.47) &
possivel obter a base do subespaco nulo para a matriz R- R”, que coincide com o
subespago nulo do operador divergéncia BT (ARANHA, 2001; ARANHA, 2003).
Se for aplicado o procedimento anteriormente descrito com os nés colocados na
fronteira a matriz R - R”, entdo naturalmente transmite-se a informacao de con-
torno para a base do subespaco solenoidal. Esta informacdo esta contida nos
autovetores que se correspondem com autovalores nulos do problema (3.47).

Quando finalmente projeta-se na forma da equacio (3.32), ou para calcular o

problema generalizado de autovalores projetado:

[TT - (A+ L(U)) - T\w = o (TT-M-T) w. (3.48)

este problema j& carrega as condigdes de contorno na base do subespaco solenoi-

dal.



CAPITULO 4

RESULTADOS

4.1 CAMPO ESTACIONARIO

Neste capitulo sdo descritos os resultados dos calculos numéricos que envolvem
as solugoes das equagdes de Navier-Stokes para um dominio computacional, com
geometria bidimensional ao redor do cilindro. Também, detalha-se a validacio
quantitativa e qualitativa dos campos de velocidade e pressio para o tipo especial
de escoamento em estudo.

Os campos de velocidade e pressdo, solugdes das equacdes de Navier-Stokes
para o escoamento ao redor de um cilindro estao bem estudados e caracterizados
(ZDRAVKOVICH, 1997; FORNBERG, 1980; FORNBERG, 1985). Esta foi a
principal fonte no processo de validagdo para o cilculo do campo base na faixa

de Reynolds em estudo.
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malhas | elementos | nos | Xmex Ko | Yoras Yoin

780 419 [ 12,25D | -3,75D | 3,75D | -3,75D
196 120 | 10D | 25D | 5D | 0,0
784 435 | 10D | -25D | 5D | 0,0
3136|1653 10D | -25D | 5D | 00
1296 | 703 | 12,5D | -2,5D | 35D | 0,0
3421 |1812| 40D | -5D | 5D | 0,0

Sy UL W N
(CECIICN U Y |

Tabela 4.1: Malhas: Parametros das discretizagoes

4.1.1 MALHAS

O primeiro passo envolve a resolu¢do do problema de Stokes, para uma con-
figuragdo de malha que contemplara o cilindro circular completo. Esta primeira
etapa permitira a validacdo do algoritmo selecionado, para calcular o campo es-
taciondrio nesta configuracdo e preparar o caminho para o estudo de estabilidade.

Na tabela (4.1) estdo representadas as principais caracteristicas das malhas
empregadas nos calculos. Nas primeiras duas colunas o nimero de elementos e de
nés, nas duas seguintes o valor maior e menor das ordenadas, a seguir os valores
maiores e menores das abscissas, e finalmente o diametro do cilindro. Nestas
malhas a origem coincide com o centro do cilindro. A malha 1 foi empregada
para validar o problema de Stokes e no processo de implementacio do algoritmo
de Usawa. As malhas 2, 3 e 4 foram usadas nos estudos de convergéncia. As
malhas 5 e 6 foram criadas com a intengéo de obter os principais resultados deste
trabalho.

Foi implementado e testado o algoritmo de Usawa, para resolver os proble-
mas de Stokes e Navier-Stokes numa configuragio computacional, para o cilindro
completo com um nimero de graus de liberdade ndo muito elevado, (ver a figura
(4.1)). Um aspecto importante neste estudo foi a geragio de uma sequéncia de

malhas imersas umas dentro das outras, que permitiram realizar um estudo da
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Figura 4.5: Malha 5 Figura 4.6: Malha 6

convergéncia do método de Usawa, no calculo do campo estacionario de veloci-
dades e pressdes no escoamento ao redor do cilindro.

As malhas 2, 3 e 4, que foram empregadas nos estudos de convergéncia sao
geradas de tal modo, que cada triangulo da malha grossa foi dividido em quatro
novos triangulos. Este processo permite garantir, sob o ponto de vista numeérico,

um estudo da convergéncia do algoritmo nesta sequéncia de malhas.

4.1.2 VALIDAGAO

Existem algumas variantes: (GIRAULT and RAVIART, 1986), na litera-
tura para lidar com o problema anteriormente mencionado, tanto em sua versao
mais simples: Stokes, como para o caso mais adequado de interesse: Navier-

Stokes. Mas a atengao foi totalmente voltada para a familia de métodos do tipo
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Figura 4.7: Campo de pressoes para Figura 4.8: Linhas de corrente (Sto-
o Cilindro Completo (Stokes). kes).

Usawa, (MADAY et al., 1993; BREZZI and FORTIN, 1991), pois eles combi-
nam simplicidade, elegincia e conseguem resolver ambos os problemas eficien-
temente, (BREZZI and FORTIN, 1991; FORTIN et al., 1997; GIRAULT and
RAVIART, 1986).

A solugdo do problema de Stokes pelo método de Usawa fornece um campo
estacionario de velocidades e de pressoes, figura (4.7), que caracteriza a dindmica
do escoamento incompressivel ao redor do cilindro. No grafico pode-se observar
a distribucdo das pressdes, com os valores mais elevados na parte frontal e os
menores na parte traseira do cilindro (ZDRAVKOVICH, 1997), caracteristica
deste tipo de escoamento. O campo das fungbes de corrente da figura (4.8) é
solucdo do problema de Stokes; este resultado foi comparado com as linhas de
correntes reportadas em (ZDRAVKOVICH, 1997). Este campo de velocidades é

calculado com condic¢oes de Dirichlet no contorno.

u |61“ = (1a0)T’ (4.1)

ulcq = (0,0)7, (4.2)

Na figura (4.9) estdo representadas as pressdes nos pontos (-1,0) e (1,0) do
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Figura 4.9: Pressoes no ponto frontal (Ps) e traseiro (Pb) do cilindro.

cilindro, calculadas pelo método de Usawa e comparadas com os resultados de
(FORNBERG, 1980) para valores de Reynolds (Re=2,4,10,20,40,100), nas malhas
5 e 6. Pode-se constatar uma melhoria na aproximagio, a medida que a malha
empregada possui um nimero maior de elementos.

Nesta primeira etapa, onde se buscava obter as solu¢ées adequadas das equa-
¢oes de Navier-Stokes, permitiu validar o algoritmo de Usawa numa malha com
elementos tridngulares de Taylor-Hood, ou seja, elementos quadraticos nas velo-
cidades e lineares nas pressoes. Neste estado da pesquisa tem-se um algoritmo
capaz de resolver as equagoes de Navier-Stokes (MADAY et al., 1993; GIRAULT
and RAVIART, 1986).

O campo de velocidades simétrico que se forma no escoamento ao redor do
cilindro é o campo base, cuja estabilidade linear pretende-se estudar na faixa de
Reynolds, até que ocorra a perda de estabilidade transformando-se num campo

varidvel no tempo. Este campo existe supostamente para nimeros de Reynolds

altos, (ARANHA, 2003; LADYSHESNKAYA, 1969), mais seu carater instavel o
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Figura 4.10: Regido de re-circulagéo observada por Taneda (1956).

impede de realmente aparecer neste tipo de escoamento. A auséncia aparente

desta solugdo estacionaria basica tem desviado a atencdo da comunidade em re-

lagao a importancia desta solu¢do, no mecanismo de transicéo para o escoamento

ao redor do cilindro. Uma das hip6teses que propiciaram o surgimento desta

pesquisa, esta relacionada precisamente em restaurar a verdadeira importancia

deste campo, na rica dinidmica que ocorre no escoamento ao redor do cilindro.

Neste trabalho foram empregadas as condicdes de Dirichlet nos contornos de

entrada, saida e superior. Na linha horizontal que divide o cilindro em duas partes

simétricas foram colocadas as condicdes de contorno de simetria:

ou
ay "
v = 0,

(4.3)

(4.4)

Outro aspecto a considerar na dindmica deste escoamento simétrico é com
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Re | —Upmaz/Uso | X/Ly | dt Fonte
20 0,030 0,41 - (COUTANCEAU and BOUARD, 1977J)
20 0,036 0,44 | 0,005 Este trabalho (Malha 6)

Tabela 4.2: Velocidade na linha de simetria

relacao aos tamanhos do didmetro do cilindro e a regido de re-circulagdo. Um
estudo quantitativo desta relacdo para a faixa de Reynolds pode ser vista na
figura (4.10). Nesta, se comparam os resultados numéricos obtidos, com os ob-
servados em (TANEDA, 1956). Nela o comportamento do tamanho da regido de
re-circulagao, a medida que se incrementa o nimero de Reynolds, para os calcu-
los numéricos comparados com as observagdes experimentais. Pode-se dizer que
a evolugdo em Reynolds para as dimensdes da regido de re-circulagio se apro-
ximam das dimensdes observadas no experimento. Este resultado garante que
o dito campo esta relativamente bem préximo da faixa de Reynolds que se tem
interesse.

A tabela (4.2) mostra a validagao da velocidade na linha de simetria a partir
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Figura 4.12: Distribuicio de vorticidade na superficie do cilindro (vortici-
dade,radianos).

do campo, segundo Usawa, calculado neste trabalho empregando-se a malha 6, e
comparando com os resultados experimentais (COUTANCEAU and BOUARD,
1977J). Upmax representa o valor maximo de velocidade na linha de simetria apés
o cilindro, na regiao de recirculagéo, e X/ L., representa o valor da posi¢do dentro
desta linha onde a velocidade alcanga seu maximo (ZDRAVKOVICH, 1997). Este
campo de velocidade possui a forma de uma parabola invertida, que atinge seu
ponto miximo no ponto X/L,, e toma o valor nulo no cilindro e no ponto da
linha de simetria donde acaba a regido de recirculacao.

Um aspecto importante para validar o campo de velocidade corresponde a
estrutura anteriormente descrita da componente deste campo na linha de sime-
tria. A forma parabdlica anteriormente descrita (COUTANCEAU and BOU-
ARD, 1977J; ZDRAVKOVICH, 1997) ndo muda segundo estes autores na faixa
de Reynolds 15 < Re < 30, feitas a partir das medicdes experimentais. Na figura

(4.11) esta representado este campo de velocidades U/Umqez na linha de simetria
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1513

Figura 4.13: Modulo da velocidade Figura 4.14: Modulo da velocidade
Re=40 Zdravkovich (1997) Re=40 (Usawa)

Figura 4.15: Fun¢do de corrente Figura 4.16: Fungido de corrente
Re=40 Zdravkovich (1997) Re=40 (Usawa)
conjuntamente com os resultados experimentais reportados pelos autores antes
mencionados. No eixo das abscissas temos o tamanho da regido de recirculagio
colocado no intervalo [0, 1], e nas ordenadas temos dividido as velocidades pela
velocidade méxima no intervalo em que é negativa. Esta representacio foi empre-
gada para utilizar os resultados, comn os quais desejamos comparar com a solugao
obtida (COUTANCEAU and BOUARD, 1977J).

Com o0 método de Usawa e para Re=20, um valor que encontra-se na faixa
apresentada neste trabalho. Foi calculado o campo de velocidade solugio das
equagdes de Navier-Stokes, para o escoamento ao redor de um cilindro. Como se

observa no grafico a estrutura parabdlica ¢ recuperada pelo campo de velocidades
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Figura 4.17: Erro de convergéncia em multiplas malhas.

na linha de simetria. E além disso, quando comparado o campo teérico de veloci-
dades com os campos medidos e reportados se obtém uma aproximacio razoavel
nesta faixa de Reynolds.

Na figura (4.12) estdo representadas as distribugdes de vorticidade calculadas
neste trabalho (Método de Usawa), conjuntamente com aquelas calculadas por
FORNBERG (1980) (Método de Newton) na superficie do cilindro. Os valores
do nimero de Reynolds representados sdo: Re=20,40 e 100. O espaco temporal
empregado no algoritmo de Usawa foi de dt = 0.005. O angulo varia de 0 (o
ponto de estagnagao frontal do cilindro) até 7 (o ponto traseiro do cilindro). Este
calculo foi realizado empregando-se a malha 6.

Pode-se apreciar na figura (4.12) que a geracdo de vorticidade a partir do
esquema de Usawa é superior, na regido anterior ao ponto de separacio, ao método
de Newton empregado por FORNBERG (1980). Na regifio posterior a este ponto
existe maior concordancia para os valores Re=20,40. Mesmo assim a estrutura

qualitativa destes campos é similar.
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Figura 4.18: Erro de convergéncia para uma sequéncia ascendente em Reynolds
numa unica malha.

Re | Fornberg(1980) | Coutanceau(1977J) | J.I.H.Lopez(2004)
20 6 = 45, 83° 0 = 42° 0 =40,7°
40 = 04,43° 0 = 54° f = 55.03°
100 A = 68, 75° - 0 =68,7°

Tabela 4.3: Posicao do ponto de separacao

Na tabela (4.3) cstdo representados os valores em graus dos angulos para o

ponto de separacao calculados neste trabalho e por outros autores. Para os valo-

res de Re=20,40 ¢ 100 na primeira coluna temos os resultados de FORNBERG

(1980) a partir do método de Newton, na segunda coluna os resultados reporta-

dos por COUTANCEAU (1977J), a partir do experimento, e na terceira coluna

os resultados deste trabalho usando o método de Usawa. Como pode-se obser-

var nesta tabela nao existem discrepancias em relagido aos angulos do ponto de

separacao, para estes valores de Reynolds.

Na figura (4.13) esta representado o campo escalar que corresponde a0 moé-

dulo de velocidade | u | tomado de ZDRAVKOVICH (1997), para Re=40. Estas
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isolinhas representam o médulo de velocidade constante. Na figura (4.14) ao
lado tem-se a mesma magnitude mas calculada a partir do algoritmo de Usawa
implementado no trabalho, para o0 Re=40. Como pode-se observar o campo cal-
culado se corresponde plenamente ao campo reportado por Zdravkovich (1997).
Finalmente na figura (4.15) estdo representadas as linhas de corrente para o esco-
amento ao redor do cilindro (Re=40) (ZDRAVKOVICH, 1997). Do lado direito
na figura (4.16) esta representado o campo de linhas de corrente para o Re=40
pelo método de Usawa implementado neste trabalho. Estes graficos coincidem
qualitativa e quantitativamente. Neste ponto, da-se como encerrado a validacao

do campo estacionério.

4.1.3 CONVERGENCIA

O problema da convergéncia é de extrema importancia nos calculos numéri-
cos, pois representa a tnica garantia computacional de que a solucdo encontrada
satisfaz a representacao discretizada dos operadores. Outro aspecto a considerar
é a necessidade de que o salto ao continuo esteja garantido no modelo discreto
selecionado.

Nesta se¢ao serd estudado o comportamento dos céalculos nas trés malhas das
figuras (4.2), (4.3) e (4.4). E importante garantir a estabilidade dos calculos
quando o nivel de discretizacdo se incrementa, ou quando o ntimero de elementos
cresce.

Na figura (4.17) podemos observar o comportamento do erro de convergén-
cia segundo a norma ||u}® — u||;, em funcdo do nimero de iteragbes. O grafico
estd representado em escala logaritmica, pois é a mais apropriada. Nesta figura
(4.17) foi representado o erro de convergéncia do método de Usawa, na solucio

das equagbes de Navier-Stokes para o ntimero de Reynolds Re=40 e empregando
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as trés malhas mencionadas (196 : 784 : 3136 : elementos). Este estudo mostra
uma qualidade desejavel do algoritmo: que as propriedades de convergéncia nao
dependam fortemente do processo de discretizacdo. Ou seja, que a medida que
o numero de elementos cresce o esforgo relativo de convergéncia permanece inva-
riante, (BATHE, 1996). Observando a figura (4.17) nota-se efetivamente que a
convergéncia ¢ independente das malhas empregadas.

Na figura (4.18) esta representado o experimento numérico para uma tnica
malha, que consiste em trés rodadas com intervalos em Reynolds, onde a diferenca
entre elas é (Re=30, Re=45, Re=60). Neste caso pode-se observar uma ligeira
dependéncia do processo de convergéncia em relacio ao nimero de Reynolds. E

natural obter este resultado, pois & medida que o Reynolds cresce a influéncia do

termo convectivo se faz mais significativa, e dificulta o processo de convergéncia.

4.1.4 OPERADORES DISCRETOS

Conseguir uma discretizagdo adequada dos principais operadores que consti-
tuem as equacoes de Navier-Stokes e o problema generalizado de estabilidade, é
um passo importante que garante uma adequada representacdo matematica do
problema, continuo a resolver.

Nesta secao sera tratado o processo de discretizagdo dos principais operadores
que constituem as equacgoes de Navier-Stokes e do problema generalizado de auto-
valores, para o estudo de estabilidade. Estes operadores foram discretizados numa
forma matricial cuja esparsidade para o elemento, quadratico nas velocidades e
linear na pressées (Taylor-Hood), ser4 mostrado a seguir.

Na figura (4.19) observa-se uma representacio da estrutura de esparsidade das

maftrizes que representam os operadores de massa e difusdo. Estas matrizes sdo
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Figura 4.21: Esparsidade da Figura 4.22: Esparsidade am-
matriz RRT pliada da matriz de Massa
malha | elementos | dim(V{) | dim(Sg) | dim(ker(R}))
2 196 870 120 626
3 784 3306 435 2635
4 3136 12882 1653 10769

Tabela 4.4: Parametros principais das discretizagbes

positivas definidas e simétricas. E possivel observar a simetria na figura (4.22),
onde se mostra uma ampliacdo detalhada da estrutura de esparsidade da matriz
de massa. Esta estrutura constitui essencialmente as posigoes dos elementos nao
nulos destas matrizes, a qual é bem conhecida e estudada de modo que pode ser
utilizada como fonte de verificagdo, na hora de gerar os operadores para realizar
os calculos. Também, torna-se muito importante as verificacbes internas, que sao

necessarias no momento de trabalhar com estas matrizes de elevados graus de

liberdade.



4.2 PROBLEMA DE ESTABILIDADE 60

Na figura (4.20) temos a representagdo da esparsidade para o operador con-
vectivo em sua forma jacobiana, com o campo de velocidades estacionério. Este
operador diferente dos de massa e difusdo, ndo é simétrico e possui elementos.nas
sub-matrizes fora da diagonal principal.

Para o calculo da base solenoidal foi muito importante construir o operador
da figura (4.21). O niicleo deste operador, que coincide com o nicleo do operador
devergéncia serviu de base para o célculo da estabilidade linear, no caso do esco-
amento ao redor do cilindro. Este operador foi construido como sendo o produto
do transposto do operador divergéncia por ele mesmo.

Na tabela (4.4) tem-se os principais parametros das trés malhas utilizadas
nos calculos de estabilidade; a quantidade de elementos de cada uma delas, assim
como as principais dimensoes dos espacos de elementos finitos discretos, para as
velocidades V1, as pressdes S} e, na tltima coluna, as dimensGes dos subespagos
solenoidais calculados para cada uma das malhas. O estudo e o aprendizado do

calculo destes subespagos nulos constitui o maior resultado operacional desta tese.

4.2 PROBLEMA DE ESTABILIDADE

O problema de estabilidade hidrodinamica para o escoamento incompressivel ao
redor do cilindro possui algumas caracteristicas especiais, que geram grandes
dificuldades na hora da implementagdo computacional dos algoritmos necessarios

para resolucao. A seguir, sdo enumeradas algumas delas:

e Cada problema de estabilidade est4 constituido por dois problemas acopla-
dos: calculo do campo estacionério, cuja estabilidade pretende-se estudar,

e o problema de autovalores que completa o estudo de estabilidade.
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e Estes problemas anteriores possuem naturezas numeéricas diferentes, o pri-
meiro baseia-se na resolugao de sistemas lineares esparsos, e o segundo se
relaciona com o calculo de autovalores e autovetores em sistemas indefinidos,
devido ao qual néo existem pacotes computacionais onde este acoplamento

esteja naturalmente previsto.

e Existe pouca disponibilidade de algoritmos e técnicas computacionais, que
tratam o problema de célculo de autovalores para sistemas indefinidos, com-
parados aos problemas de inversdo de sistemas lineares esparsos, os quais

sao bem estudados na literatura.

e A barreira solenoidal tem erguido um grande inconveniente, como visto

anteriormente, no avanco dos célculos de estabilidade.

e Para calcular este problema generalizado de autovalores, assim como para o
calculo da base solenoidal, utilizamos as rotinas, disponiveis e incorporadas
ao Matlab (Eig e Eigs), do Arpack, (LEHOUCQ et al., 1997), e do Lapack,
(ANDERSON et al., 1999).

Estas dificuldades, adicionadas as outras inerentes ao problema fisico-matemético,
condicionaram a pauta do modelo de soluc¢do encontrado, para resolver o problema
numeérico de estabilidade.

A seguir descreve-se o roteiro seguido para calcular o problema de estabilidade:

e Primeiramente foi gerado o dominio computacional, através do gerador de

malhas especializado (GAMBIT).

e Na segunda etapa subdividiu-se esta malha em mais duas malhas com maior
densidade, para garantir o estudo de estabilidade. Neste passo criou-se um

programa em FORTRAN 77.
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Figura 4.23: Espectro completo Re=46,05.

e Numa terceira etapa criou-se um programa em FORTRAN 77, para com-
patibilizar os formatos de malhas gerados pelo GAMBIT e os formatos
admitidos pelo FREEFEM: um "solver"especializado em resolver equagoes

a derivadas parciais (HECHT and PIRONNEAU, 2002).

e O FREEFEM permitiu resolver os principais problemas, com as malhas
geradas no GAMBIT. Primeiro, implementou-se o algoritmo de Usawa e
depois construiu-se a matriz jacobiana no campo base, que conjuntamente
com a matriz de massa e as dos operadores divergéncia e gradiente obteve-
se a informagdo necessiria, para projetar o problema de estabilidade no

subespaco solenoidal.

e Com estas matrizes exportadas do FREEFEM calculou-se através do pro-
grama MATLAB, a base do subespago nulo do operador divergéncia e o

problema generalizado de autovalores.
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Este é o roteiro que permitiu resolver o problema de estabilidade no subes-

paco solenoidal. O objetivo final deste estudo de estabilidade linear consiste

15 T T T T T T T T T T
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Figura 4.24: Espectro ampliado Re=46,05.

em calcular o espectro do problema generalizado de autovalores. Este espec-
tro carrega os autovalores cujas componentes reais e imaginarias caracterizam
a taxa de crescimento da amplitude, e a freqiiéncia das perturbacdes que cres-
cem a partir do campo estacionario. Até o momento ndo existe na literatura
uma teoria geral e bem estabelecida que descreva a estrutura deste espectro,
(GEORGESCU, 1985; JOSEPH, 1985). Existe consenso que o espectro deve
ter a forma de uma parabola, (NOACK and ECKELMANN, 1994), e esta opi-
niao baseia-se nos espectros de equagdes difusivas e convectivas mais simples,
do que as equagdes de Navier-Stokes. Nesta secdo serdo tratados os resultados,
que constituem a principal busca deste trabalho e estdo relacionados com o pro-
blema de estabilidade linear generalizado, para o escoamento simétrico ao redor
de um cilindro circular. Uma vez tendo os principais ingredientes do problema

de estabilidade na forma dos operadores dicretizados, resolve-se o problema de
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Figura 4.25: Espectro para Re=70 nas malhas 2,3 e 4.

autovalores generalizado. Espera-se que na solucdo deste problema, em forma dos
pares autovalores-autovetores seja possivel localizar a bifurcacao de Hopf.

Na figura (4.23) observa-se o espectro do problema generalizado de autovalores
(malha 5). Este espectro possui a forma paraboélica tdo mencionada na literatura
(GEORGESCU, 1985; GERVAIS et al., 1997). E um fato interessante a ressaltar,
que normalmente nestes estudos nao se consegue capturar o espectro completo
do problema generalizado de estabilidade, pois o que se tenta é descobrir uma
faixa proxima do eixo imaginario, onde encontram-se aqueles autovalores mais
instaveis. A estrutura topolégica deste espectro ndo tem sido reportada até o
mornento.

A figura (4.24) tem o mesmo espectro ampliado nas proximidades do semi-
plano direito. Nele, pode-se apreciar com maior facilidade a parabolicidade ca-
racteristica, e além disso uma pretumberancia que sobressai nos autovalores mais
préximos da instabilidade: isto pode ser devido a uma caracteristica peculiar da

dinamica do cilindro. Na tabela (4.5) estdo representadas as partes reais e imagi-
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malha?2 malha3 malhad

P2P1 o=—0,0406 | 0 = 0,0284 | 0 = 0,0530
w=0,4040 | w=0,4710 | w = 0, 4802
P2P1*" | 0 =-0,0209 | ¢ =0,0369 | ¢ = 0,0531
w=0,4432 | w =0,4753 | w = 0,4800
P2P1P | ¢=0,0038 | ¢ =0,0366 | o =0,0527
w=0,4158 | w=0,4739 | w = 0,4791

Tabela 4.5: Parcelas Real (o) e Imaginaria (w). Elementos: Quadratico-linear,
Quadratico-linear com né central e Descontinuo (P2P1, P2P1+ e P2P1P)

narias para os autovalores criticos quando calculado o problema de estabilidade
com as malhas 2, 3 e 4 da tabela (4.1). A partir desta tabela na figura (4.25) foram
capturados os autovalores mais instaveis para Re=70, empregando as trés malhas

das figuras (4.2), (4.3) e (4.4), para o operador divergéncia descontinuo. Pode-se
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Figura 4.26: Espectro restrito as vizinhangas do eixo imaginario Re=46,05.

perceber um deslocamento destes autovalores na regiao de instabilidade, 4 medida
que o refinamento das malhas incrementa-se: este comportamento é tipico dos
problemas de autovalores e j4 foi reportado em (GERVAIS et al., 1997; FORTIN

et al., 1994). Na figura (4.26) observa-se uma segunda ampliacdo do espectro, na
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Figura 4.27: Parte real do autovalor mais significativo.

regiao mais préxima ao par conjugado de autovalores, que fornece a bifurcacéo
de Hopf, para o valor de Reynolds critico que se encontra entre 46 e 46,05 (malha,
5). Esta figura mostra que a bifurcacao de Hopf acontece no subespaco solenoidal
discreto gerado pelo elemento de Taylor-Hood, (BATHE, 1996).

E conhecido que na bifurcacdo de Hopf o estado estacionario perde a sua
estabilidade e a dindmica cai num ciclo limite, cuja freqiiéncia ¢ igual & parte
imaginaria do autovalor critico. A amplitude do ciclo limite se incrementa desde
zero até a raiz quadrada do parametro da bifurcagio (Re — Rec). Este ciclo pode
ser localmente estavel ou instavel, dependendo se a bifurcacao é supercritica ou
subcritica. A estrutura da solugdo periédica no tempo ap6és a bifurcacao no ponto

Re = Re¢ pode ser construida em correspondéncia com a férmula:

X = Xg +afrcos(wt) — a &rsin{wt), (4.5)
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Figura 4.28: Parte imaginaria do autovalor mais significativo.

onde w ¢é a parte imaginaria do autovalor mais instével, e £ e £; sao as partes
reais e imagindarias do autovetor complexo correspondente ao autovalor critico, e

a(Re) é o raio do ciclo limite:

a(Re) = \/(g)(Re — Rec), (4.6)

a constante b # 0 pode ser determinada empiricamente, tal e como se faz nos
modelos fenomenolédgicos, (PROVANSAL et al., 1987; ALBAREDE and PRO-
VANSAL, 1995b), onde se determina a criticalidade e a estabilidade do ciclo
limite. Se b > 0, o ciclo é localmente estavel, se b < 0 é instavel e a bifurcacdo
de Hopf subcritica. Existe uma condicdo adicional para a parte real do autovalor
critico, que caracteriza uma bifurcacdo de Hopf, é a seguinte, (POLIASHENKO
and AIDUN, 1995):

d
—p-(Real {\(Rec)}) = d # 0. (4.7)
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Literatura St, Re, Metodo Malha
(JACKSON, 1987) 0,13626 | 45,403 | FEM: N-Raph 3056
(MORZYNSKI and THIELE, 1991) | 0,13451 | 46,270 | FDM: N-Raph 3200
(WILLIAMSON, 1989) 0,1220 | 47,90 | Experimento

(BERGER and WILE, 1972) 0,12 50,0 Experimento

(GRESHO et al., 1984) 0,14 50,0 FEM-2D

(CHEN et al., 1995) 0,138 | 47,90 | FEM: Iter-Sub 10000
(DING and KAWAHARA, 1999) 0,12619 | 46,389 | FEM: Arnoldi 9870
(NOACK and ECKELMANN, 1994) | 0,149 54,0 Galerkin 63mdos:2D
Este trabalho 0,1374 | 47,5 | FEM: sub-sole 3016

Tabela 4.6: Pardmetros: esta tabela é uma atualizacdo de Ding (1999)

ou seja, a derivada, segundo o pardmetro da parte real do autovalor critico ca-
racteriza a bifurcacao de Hopf. Esta condicdo é conhecida como condicdo de
transversalidade.

A figura (4.27) representa a parte real do autovalor mais instavel, para a faixa
de Reynolds que compreende os valores de 40, 46, 46,05, e 50. O valor critico esta
localizado entre os valores de 46 e 46,05, mas observando a razdo de crescimento
da parte real nesta faixa de Reynolds ¢é facil perceber que se cumpre a condicio
de transversalidade, (WINTERS, 1991; JOSEPH, 1985; POLIASHENKO and
AIDUN, 1995).

Na préxima figura (4.28) estéo representados a parte imaginaria dos autovalo-
res mais instaveis, para os valores do nimero de Reynolds préximos a bifurcacéo
de Hopf. Nesta figura pode-se apreciar a taxa de crescimento da freqiiéncia, nesta
faixa de Reynolds. A tabela (4.6) contém uma descricdo dos principais trabalhos
realizados na literatura, onde o problema de estabilidade linear & calculado, para
0 escoamento incompressivel ao redor do cilindro. Na segunda e terceira coluna
encontram-se os valores do nimero de Strouhal e o Reynolds critico, no qual o
escoamento simétrico perde a estabilidade e ocorre a bifurcagio. Pode-se apre-

ciar observando cuidadosamente estas duas primeiras colunas, que o nimero de
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Figura 4.29: Espectro simétrico e anti-simétrico, malha 3 Re=50.

Strouhal obtido neste trabalho (malha 6):

wD
t. = —— = 10,1374, 4.8
S 2nU 0 ( )

estd bem proximo dos principais trabalhos enumerados na tabela. No que se re-
fere ao niimero de Reynolds critico Re, = 47,5, acontece uma, situacao similar:
encontra-se bem préximo do Re. = 48 que é o valor aceito. Independentemente
que existam evidéncias experimentais que caminhem na direcao de uma diminui-
¢ao do nimero de Reynolds critico, serd preciso por em pratica novas idéias para
conseguir capturar essa suposta diminui¢do no valor de Reynolds, onde a bifur-
cacao acontece. Na quarta coluna da tabela (4.6) apresenta-se o nome da técnica
numérica empregada para obter esses valores do problema de estabilidade, e na
tltima a quantidade de graus de liberdade (n6s) nas malhas usadas. E importante
ressaltar a influéncia significativa do emprego de bases solenoidais nestes calculos,

a qual esta associada a uma reducdo do valor critico de Reynolds, a partir do qual
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o escoamento ao redor do cilindro perde a sua dinamica estaciondaria e cai no ciclo

T
Ll
/\ —

]

limite.

Figura 4.30: Diagrama para os elementos P2P1, P2P1% e P2P1P.

4.3 SIMETRIA E ANTI-SIMETRIA

A idéia de separar o problema generalizado de autovalores em uma parcela si-
métrica e uma anti-simétrica foi elaborada em (ARANHA, 2001), e implementada
neste trabalho.

Na figura (4.29) temos a decomposi¢do do espectro para o problema de esta-
bilidade generalizado. quando impostas as condigées de simetria e anti-simetria
para ntmero de Reynolds 50 e a malha de 784 elementos. Estas condigoes de sime-
tria s30 impostas basicamente no calculo da base do subespago nulo do operador
divergéncia. Esta imposi¢io conduz a dois problemas generalizados de autovalo-
res (simétrico e antisimétrico), cujos resultados dividem o espectro nas estruturas

mostradas na figura (4.29). Do lado esquerdo estdo representados os autovalores
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que correspondem aos autovetores simétricos, e a direita os autovalores corres-
pondentes aos modos anti-simétricos.

Este resultado é importante, pois representa mais uma confirmacao de que o
modo mais instavel e portador da bifurcagdo de Hopf é anti-simétrico. Pode-se
dizer que pela primeira vez esta separacdo é feita no problema de estabilidade,
para a dinidmica do escoamento ao redor do cilindro circular. Apesar de que na
literatura esta bem apresentada a anti-simetria do modo mais instével que carrega
a bifurcacdo de Hopf, (JACKSON, 1987; CHEN et al., 1995); neste trabalho os
modos simétricos e os anti-simétricos sdo calculados separadamente.

Uma vantagem implicita ao estudo da estabilidade para o escoamento esta-
cionario, levando em conta a simetria do mesmo, consiste em que facilita isolar
a dinamica que se bifurca em ciclo limite. Aproveitar a simetria do escoamento
base conjuntamente com a decomposi¢do solenoidal, associada as equagdes de
Navier-Stokes, permite contar com um modelo mais reduzido da dindmica. Este
resultado se combinado com o teorema da variedade central, facilita capturar esta
dinamica, para um sistema discreto de finitos graus de liberdade, cujo nimero é

elevado, num sistema reduzido tipo equacio de Landau.

4.4 SUBESPACOS SOLENOIDAIS

Nesta secao serao analisados os subespagos solenoidais que podem ser gerados
a partir do elemento quadréatico e suas combinagoes com os elementos lineares que
o antecedem, ver Figura (4.30). Estes elementos lineares sao: o elemento linear
continuo (P1), o elemento linear continuo com né central (P1%), e o elemento

linear descontinuo, (P1P).



4.4 SUBESPAGCOS SOLENOIDAIS 72

0
fo00

0 1000 2000 3000 1000 1500K

n= 19119 01000 2000 300 200
2= 4450

0 1000 2000 3000
n2=21328

Figura 4.31: Esparsidade dos operadores divergéncia: P2P1, P2P1* e P2P1P.

4.4.1 ESPARSIDADE

Entende-se por estrutura de esparsidade de um operador a representacao visual
dos elementos ndo-nulos da matriz que o representa. A representacio visual
da esparsidade tem um papel importante em futuras implemetacoes, pois serve
como guia de verificacdo na construcdo da representagio matricial dos operadores.
Neste caso particular, a esparsidade é tratada para o operador divergéncia a partir
do emprego de trés elementos distintos. A idéia motriz que possibilitou pensar
em miltiplos elementos estd associada a procura do subespaco minimal, que é
capaz de suportar a dindmica na forma da bifurcacio de Hopf.

Construindo o operador divergéncia discreto para cada uma das combinacoes
do elemento quadratico com os elementos lineares anteriormente nomeados, sio
obtidos trés subespagos solenoidais cada um portando uma estrutura de espar-
sidade diferente. Esta estrutura pode ser observada na Figura (4.31). O grafico

da esquerda mostra o padrdo de esparsidade do operador divergéncia discreto,
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malha | elementos | dim(Vg) | dim(S}) | dim(ker(RY))
2 196 870 316 431

3 784 3306 1219 1852

4 3136 12882 4789 7634

Tabela 4.7: Parametros das discretizagbes para o elemento linear e continuo com

n6 central, P2P1*

malha | elementos | dim(V}) | dim(SE) | dim(ker(RY))
2 196 870 588 160

3 784 3306 2352 720

4 3136 12882 9408 3016

Tabela 4.8: Parametros das discretizagdes para o elemento descontinuo e linear,
P2P1P,

associado a combinagdo do elemento quadratico, para as velocidades, e ao ele-
mento linear continuo, P2P1, para as pressdes. A figura central representa a
estrutura de esparsidade da combinacao do elemento quadratico com o elemento
linear continuo mais um n6 central P2P1*. E finalmente, na terceira figura da di-
reita temos a esparsidade da combinagdo do elemento quadratico com o elemento

linear descontinuo P2P1P.

4.4.2 DIMENSOES

Estes subespacos solenoidais, gerados por esta familias de elementos finitos
lineares associados ao elemento quadratico, constituem o conjunto dos subespa-
¢os nulos do operador divergéncia, que é possivel gerar seguindo a metodologia
da formulagdo fraca. E nos subespagos solenoidais onde os modelos numéricos
procuram as solugoes que satisfazem o operador de Navier-Stokes; portanto uma
caracterizagao destes é muito importante.

Aqui é natural perguntar-se como se comporta o problema generalizado de
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autovalores (estabilidade) em cada um destes subespagos. Felizmente pode-se
responder a esta pergunta submetendo cada um destes subespagos ao mesmo es-
tudo de estabilidade. Ao projetar-se as mesmas matrizes jacobiana e de massa em
cada um destes subespacos solenoidais, obtém-se trés problemas generalizados de

autovalores de diferentes dimensdes. Na Tabela (4.7) apresentam-se os principais

10° . T
O Elemento P2P1
a Elemento P2P1 com nd central
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Figura 4.32: Dimensdes dos subespagos solenoidais: P2P1, P2P1t e P2P1P.

parametros de discretizagdo para a combinagao entre o elemento quadratico e o
linear continuo com né central, P2P1%. A primeira coluna mostra as malhas
empregadas na construcdo do operador divergéncia. Na segunda, o nimero de
elementos por malha, na terceira a dimensio do espaco da velocidade, na quarta,
a dimensao do espago da pressao, e na quinta a dimensao do subespaco solenoidal
para esta combinagdo de elementos em cada uma das malhas. O mesmo para a
Tabela (4.8), que corresponde a combinagéo do elemento quadratico e o linear
descontinuo, P2P1P.

Estas tabelas mostram a relagdo de crescimento entre o espago discreto das
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velocidades V{ e o subespago solenoidal discreto ker(RY), para diferentes com-
binagdes de elementos ou pares de interpolagdo (velocidade-pressdo). Sabe-se
que, o tamanho do subespago é fundamental para que suporte ou capture a di-
namica que se pretende projetar nele, (BATHE, 1996; GIRAULT and RAVI-
ART, 1986; GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993), e a partir destas tabelas
pode-se ter uma idéia quantitativa do comportamento do subespaco, a medida
que o nimero de elementos cresce. De todos estes subespagos P2P1 é o maior, e
o gerado pelo elemento descontinuo, P2P1P, é o menor.

Na figura (4.32) temos em escala logaritmica a representacdo das dimensées
dos subespagos solenoidais descritos nas tabelas (4.4), (4.7) e (4.8); observando
que os trés subespacos solenoidais crescem proporcionalmente com as suas dimen-

soes e obedecem a relagao

dim(Rp,p) < dim(R5,+) < dim(R3,) (4.9)

que ¢é verificada na figura (4.32). A relagio (4.9) estabelece uma ordem natural
entre os subespagos gerados pelos trés tipos de elementos. Como era de se esperar
existem trés subespagos solenoidais de dimensdes decrescentes, nos quais pode-se
representar e resolver o problema de estabilidade linear.

Na figura (4.33) é representado o calculo do mesmo problema de estabilidade
projetado nos trés subespagos estudados anteriormente, como se vé as dimen-
soes destes subespagos diferem significativamente (malha 3). Ao observar os trés
espectros da figura (4.33), observa-se que necles a estrutura topolégica dos auto-
valores mais instdveis permanece invariante. Isto leva a pensar que, o subespago
solenoidal construido a partir do operador divergente descontinuo carrega a di-

namica da mesma forma que os subespacos solenoidais com maiores dimensdes.



4.4 SUBESPAGOS SOLENOIDAIS 76

2 T 2 20—
: 5 1545 .
158 ‘ 1.5g, S5
[} : o @ .
1 ............. R 1_ ....................... 1...0
o : o g° .
o : - S o O
05k i @iy 05k ... R Q.. ig 0.5_46..4 AN = S o
0 : 1 o h @ : o
H ] : D
= . - ») .
£ ol-0oo0 o ob:o 0 -0 4 ogg g - 0
g : : O:
E : : <3
; o g H o P o : o
~0.5F - O,O_ __0_5_.§ ..... ...... o O_ _0_5_..6... O‘O-
o : QO ] ©
(e} o gi
-1r =1 -1 © 4
o o a
= : g : Pl Bl ]
-1.5 ' 5 : -1.5 f : ] 1‘505 : ! !
-2 L i i i -2 i i L i -2 i i i i
-03 -0.2 -0.1 o ~0.3 ~0.2 -0.1 0 -0.3 -0.2 -0.1 ¢}
real (Autov) real (Autov) real (Autov)

Figura 4.33: Espectro para os subespacos gerados por P2P1, P2P1* e P2P1P.

Na figura (4.34) observa-se o espectro de autovalores (malha 6) no processo
de cruzamento pela bifurcagao. Esta captura se faz com a intencao de verificar
a exigéncia de continuidade para o acoplamento entre as variacGes do campo
estacionario e a influéncia destas modificacdoes no célculo de estabilidade. Se
pode apreciar que a transicao é continua o que garante o bom condicionamento
do problema calculado.

Na figura (4.35) pode-se ver as linhas de corrente da parte real do autovetor
que corresponde ao modo mais instavel, é dizer que se bifurca. Este modo corres-
ponde ao valor de Re=50 (malha 6). No trabalho de JACKSON (1987), pode-se
encontrar as linhas de corrente para a parte real do modo que se bifurca e ao
comparar-las verifica-se que o subespacgo solenoidal conserva a estrutura modal
obéervada por outros autores (JACKSON, 1987; CHEN et al., 1995; DING and
KAWAHARA, 1999).

A partir destes calculos sabe-se que pela via solenoidal com o elemento qua-

dratico nas velocidades e linear nas pressoes se atinge no maximo uma reducio



4.4 SUBESPAGOS SOLENOIDAIS 77

O 40 [© 475 [©o s0]
o8k - - Iy 4 o8t ------ ...... 4 08} - ..... 408k
: : : D
. 3 3 -
0.6 2 il 4 06 TR s 4 06 O ...... 0.6t i
o o o
o o g o
049 © 1042891 0428 2. {042
) o o o
o D o Lo Co
2RO - 4 0.2kpo- {02 4 0.20
_ °2pg K3 3 5
s 7 2 3
3
5 o i {1 opo---: 4 opo 4 olg
€ P o bo go :go
—0.2 OO ........... +4-0.2 ‘OO ........... 402KD il 0.260
o oXe) bo foYe)
o) o o L ©
—0.4-(-)—8 o T4 6 To468 & T0415 G
o [*) o S
o o
—06lS Jo6ks Losls dLosls
b o) <) o
D
—0.8fF - e "—-0.8 ............... 408k v 408}
1 i 1 i

- -1 -1 -1 L -1 1
-0.2 o} 0.2 -0.2 [0} 0.2 -0.2 0 0.2 -0.2 o] 0.2 -0.2 0 0.2
real(autv) real(autv) real(autv) real(autv) real(autv)

Figura 4.34: Transi¢do do espectro no Reynolds critico, para o elemento P2P1P.

na ordem de 83 por cento nos graus de liberdade a calcular; com o elemento des-
continuo no lugar do linear continuo esta reducio atinge 23 por cento no que diz
respeito ao problema generalizado de autovalores. E muito promissor que num
subespago tao pequeno possa-se calcular o problema de estabilidade sem grandes
modifica¢oes na topologia dos autovalores. Esta propriedade que poderia ser de-
nominada de subsisténcia da dindmica para o subespaco descontinuo, pode ter
extraordinéria relevancia para célculos com elevados graus de liberdade.

A tentativa de efetuar este estudo para valores do nimero de Reynolds eleva-
dos esbarra necessariamente com o crescimento dos graus de liberdade do sistema
a inverter, e com o aumento das dimensées do subespago solenoidal, onde o pro-
blema generalizado de autovalores é projetado. Nesta situacdo em que o sistema
discretizado possui dimensoes elevadas, ter o controle sob o subespaco menor
onde o problema é valido, significa contar com uma ponte onde outros métodos
necessariamente falhariam. Acredita-se que esta possibilidade ja justifica o estudo

destes subespagos e ao mesmo tempo vislumbra uma futura aplicacdo deles nio
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Figura 4.35: Autovetor que corresponde ao autovalor mais instével.

apenas nos estudos de estabilidade para pequenos valores do nimero de Reynolds,

mas para valores elevados podem tornar-se uma alternativa promissoria.

4.5 A FRACAO DE LANDAU

E de extraordinaria importancia estudar o comportamento do problema de
estabilidade linear, quando o numero de Reynolds é incrementado acima do valor
critico. As evidéncias empiricas mostram que o niimero de Strouhal e o fen6meno
de (VIV), em sua aparéncia macroscopica sio essencialmente invariantes no inter-
valo de Reynolds 200 até a zona de transi¢do (Re =~ 10°). Como apenas um modo
é instavel € muito provével que a parte ordenada do escoamento, seja descrita por
um sistema dindmico com um s6 grau de liberdade, como os modelos heuristicos
baseados no oscilador de Van der Pol (ARANHA, 2001; ARANHA, 2003).

Considerando a solucgio estacionaria us(Re) do escoamento em torno de um
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cilindro circular para um certo nimero de Reynolds, Re, e supondo que:
Ao(Re) = 0,(Re) + i wy(Re); =0,1,2,..., (4.10)

sejam os autovalores caracteristicos do sistema linear obtido pela linearizacio
das equagoes de Navier-Stokes no entorno da solucao estacionaria; e estas foram
discretizadas pelo Método dos Elementos Finitos. Os valores caracteristicos estao

ordenados pela regra:
oo(Re) > 01(Re) > o9(Re) > ..., (4.11)

e seja Re, o valor de Re para o qual og(Re.) = 0. Para Re > Re, temos gy > 0 e a
solucao estaciondria é instavel. Seja Eq(x, Re) o autovetor associado ao autovalor

Ao(Re) mais duas condigGes sobre os autovalores sao apresentadas:

oa(Re,) <0; a=1,2,...; (4.12)

wo(Rec) # 0. (4.13)

A primeira condigdo implica que s6 um modo é inst4vel nas vizinhancas de
Re.; a segunda que esse modo é complexo. Portanto Ey(x, Re) = Eg r(x, Re) £
i Eg 7(x, Re) e localmente existe um plano de fases instavel gerado pelos vetores
Eor(x, Re); Eor(x,Re). As perturbagdes u(x,t) nas vizinhancas da solucéo

estaciondria podem ser escritas na forma:

u(x,t) = Z[AQEQ(X, Re)e(da(Re)+iwa(Re))t+(*)]

[0 4

, (4.14)

onde (*) representa o complexo conjugado do termo & esquerda. Supondo que
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0.(Re) < 0 para a > 1, a perturbagdo u(x,t) é atraida para o plano instavel

gerado pelos vetores Eg r(x, Re); Eq j(x, Re). As perturbagdes u(x,t) significam:

u(x,t) — [Ao(t)Eo(x, Re)e Bt 1+ ()], (4.15)

e para t suficiente pequeno:

Ag(t) = Age?otRet, (4.16)

Desenhando essa solugdo exponencial no espaco de fase bidimensional gerado
pelos vetores Eg r(x, Re); Ep ;(x, Re) e supondo que as parcelas nao-lineares do
sistema dinamico subjacente (Navier-Stokes) limitam o crescimento exponencial,
pode-se verificar que essa solugdo tende a se enrolar em torno de uma orbita
fechada, o ciclo limite.

E um fato aceito que nas vizinhangas do nimero de Reynolds critico Re = Re,

cumpre-se:

go(Re) << wy(Re). (4.17)

oo(Re,) = 0, (4.18)

a partir deste raciocinio pode-se mostrar que a amplitude, Ag(t) devera satisfazer

uma equacao da forma:

dA .
d—t“ — oo(Re) Ao + po(Re) | Ao |* Ag = 0, (4.19)

Mo = for + tos, com pggr > 0, (4.20)

conhecida como a equacdo de Stuart-Landau. A amplitude A, do ciclo limite &
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o ponto de equilibrio ndo-trivial dessa equacao, esta amplitude é dada por:

Ag = 22 (4.21)
Ho.r

A obtengdo da equagdo de Landau depende da condigdo oo(Re) << wp(Re) que
é obrigatoriamente satisfeita nas vizinhancas da bifurcacdo, mas, pelo que evi-
denciam as simula¢oes numéricas e os experimentos, isso ndo ocorre exclusiva-
mente ai. A literatura especializada concentra a atencdo nas vizinhancas de Re,
e procura, com o auxilio de experimentos ou de simula¢bes numéricas inferir os
coeficientes {oo(Re); uo(Re)}

Neste capitulo estuda-se como a partir do problema de estabilidade para as
equacoes de Navier-Stokes, pode-se fazer uma estimativa do comportamento des-
tes coeficientes, para uma faixa do nimero de Reynolds acima do Reynolds critico

Re,.

4.5.1 REYNOLDS ACIMA DA BIFURCACAO

Um aspecto importante quando o valor do nimero de Reynolds é incrementado
nos calculos de estabilidade, relaciona-se com o comportamento da razéo entre a
parte real e a parte imaginéria do autovalor critico (4.17). Esta razdo desempe-
nha um papel importante no que diz respeito a validade da equacio de Landau, e
nos modelos fenomenolégicos tipo equagdo de Van der Pol (ARANHA, 2001). In-
tuitivamente, para os valores de Reynolds em que esta razio permanece pequena,
a equacao de Landau ou outras similares sio validas.

A Figura (4.36) apresenta o comportamento da parte real e a parte imagi-

naria do autovalor critico a partir do calculo de estabilidade se comparado com
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(LEWEKE and PROVANSAL, 1994):

v
o= kBE(Re — Rec), (4.22)

onde foi tomado k=0,2, v é a viscosidade cinematica e D o didmetro. Para o

nimero de Strouhal (WILLIAMSON and BROWN, 1998):

1,018

S, =0, 2665 — ~—
! v Re

(4.23)

até o valor de Reynolds igual a 120. Os calculos apresentados foram no subespaco
solenoidal mais reduzido: o gerado pelo elemento descontinuo. Pode ser visto na
Figura (4.36) que a parte real do autovalor critico possui um comportamento mais
proximo do esperado que o niumero de Strouhal, ou freqiiéncia adimensional. E
possivel que a diferencga na faixa de Reynolds compreendida entre os valores de 60

e 120, corresponda com a influéncia dos efeitos nao-lineares, que se manifestam
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numa queda da freqiiéncia fornecida pelo problema de estabilidade linear. A Fi-
gura (4.37) mostra a representacio da razao entre a parte real e a parte imaginaria
do autovalor critico. Tal e como esperado na condicao de hipéteses esta razao va-
ria fracamente com o incremento do nimero de Reynolds (ARANHA, 2001). Este
panorama possui extraordinria importancia pois permite afirmar que a equagao
de Landau pode ser extrapolada nao s6 nas vizinhancas da bifurcacao, mas para
valores de Reynolds superiores ao do Reynolds critico. O que implica poder usar
o argumento de Landau para capturar a parcela ordenada do escoamento, quando

os valores do parametro estao distantes da bifurcacao.
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Figura 4.37: Evolugdo da razao entre a parte real e a parte imaginaria em funcdo
do niimero de Reynolds.

Nesta secao serd discutido o célculo da estabilidade linear que permite estimar
a razao entre as partes imagindrias e real do coeficiente nio-linear da equacio de
Landau. Esta equacdo ndo-linear captura o regime oscilatério, que surge na bifur-
cacao supercritica de Hopf no escoamento incompressivel ao redor de um cilindro.

A equagdo de Landau (4.20) possui os coeficientes oo(Re) é po(Re) que podem
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Figura 4.38: Ajuste linear da parte real do autovalor, e do Strouhal de saturagao.

ser estimados a partir de experimentos (PROVANSAL et al., 1987; NOACK and
ECKELMANN, 1994; JOSEPH, 1985). O primeiro coeficiente oo(Re). pode ser
calculado a partir do problema de estabilidade linear pois ele constitui a parte
real do autovalor critico do espectro de estabilidade; ja para estimar o segundo
coeficiente po(Re) é necessario aplicar o teorema de variedade central.

O fato de se ter calculado o problema de estabilidade linear numa faixa de
Reynolds acima da bifurcac@o, permite fazer uma estimativa do segundo coefici-
ente. Para isso serd revista uma solugao estacionéria, em forma de ciclo limite,

da equacao de Landau:

A = Age™; (4.24)
we = w — 2L g (4.25)
Ho,R

E evidente, que a freqgiiéncia w, do escoamento oscilatorio gerado apés a bifurcacao
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Figura 4.39: Coeficientes de Landau, Albarede (1995)

depende de uma freqiiéncia linear, produto do estudo de estabilidade, acrescido

de uma corregdo que inclui o quociente das partes imaginaria e real, do segundo

coeficiente de Landau.

Se chamamos Strouhal de saturacio a:

Asger = (S5 — St), (4.26)
onde
wsD
= o (4.27)
wD
=5 (4.28)
entao temos:
Asoy = — £oL 5o, (4.29)

Mo, R
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mais o comportamento da parte real no cruzamento (bifurcagao) é caracterizado
por (PROVANSAL et al., 1987; NOACK and ECKELMANN, 1994; LEWEKE
and PROVANSAL, 1994):

oo = a* (Re — Rec), (4.30)

onde a pode ser estimado como a inclinacdo do ajuste linear, a partir do com-
portamento deste coeficiente nas vizinhancas da bifurcagdo. Na figura (4.38) est4

representado este ajuste. Se pode apreciar que o valor obtido é:
o = 0,00237 (4.31)
Agora podemos estimar o valor de k para os calculos feitos neste trabalho. A

partir de (4.22) temos:

v UD k
_— k‘— = K = — .
“ D? kReDZ 2Re’ (432)

tomando U=1 e D=2. Para o valor Re = Recs = 47,5 podemos calcular o

coeficiente k:

k=0,225 (4.33)

Para estimar o quociente entre as partes imaginarias e real do coeficiente
de Landau basta ver na figura (4.38) o ajuste linear para o comportamento do

estrouhal de saturagao Ag,;. Desta figura podemos deduzir o valor do quociente
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de Landau:
— oy _ g 0009, (4.34)
Hor T
Ho, I 0, 0009 - 7
o= =—-1.1 4.35
Ho,R 0,00237 » 1930, )

No trabalho, (ALBAREDE and PROVANSAL, 1995a), pode-se encontrar
uma compilagdo das tentativas realizadas por outros autores para estimar o se-
gundo coeficiente da equacdo de Landau. A Figura (4.39) apresenta a influéncia
das principais propostas para o coeficiente de Landau, efetuadas na literatura a

partir deste célculo de estabilidade. Pode ser visto que o quociente:

£l 11930, (4.36)

Ho.R

aproxima melhor o valor do Strouhal na faixa mais afastada da bifurcacio. Nas
proximidades da bifurcagdo, a influéncia da corregio niio tem um papel signifi-
cativo como era de se esperar. Este resultado mostra a capacidade preditiva do
problema linear de estabilidade, pois fornece uma estimativa teérica do quociente

universal que envolve & parte imaginaria e real do coeficiente de Landau.



CAPITULO 5

CONCLUSOES

Neste capitulo sao descritos os principais resultados obtidos neste trabalho. A
principal particularidade desta pesquisa esta na tentativa de projetar o problema
de estabilidade linear, no subespaco solenoidal, e finalmente fazé-lo com sucesso
ao capturar a bifurcagao de Hopf. O célculo do campo base, para o estudo da
estabilidade a partir de técnicas variacionais e empregando o algoritmo de Usawa,
¢ um procedimento bem estudado na literatura (BREZZI and FORTIN, 1991;
FORTIN et al., 1994; FORTIN et al., 1997; MADAY et al., 1993).

Outro aspecto considerado original e associado ao primeiro ponto, corresponde
com a separacao do problema de autovalores em simétrico e anti-simétrico. Este
ultimo ponto possui um extraordinario interesse para dar continuidade ao pro-
cesso de capturar a dindmica das equagoces de Navier-Stokes, em modelos reduzi-
dos & partir do teorema da variedade central.

Por tltimo, este trabalho possui valor metodolégico, como ponto de partida
para alcangar outros resultados, pois nele tenta-se juntar as diferentes arestas que
constituem este problema de cstabilidade linear, para o escoamento incompressi-
vel ao redor de um cilindro sob o ponto de vista numérico.

Neste trabalho foram obtidos os seguintes resultados:
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Realizacao de uma busca bibliografica do problema numérico de estabili-
dade linear, no escoamento incompressivel ao redor do cilindro circular.
Esta busca favoreceu os métodos variacionais, como candidatos eficientes
para lidar com os problemas de Stokes e Navier-Stokes, no célculo do campo
simétrico de velocidades. Também permitiu entender o problema generali-

zado de autovalores e as principais dificuldades associadas a este.

Foram estudadas e construidas bases solenoidais discretas para o subespago
nulo do operador divergéncia empregando a discretizacdo com o elemento
quadrético nas velocidades e linear nas pressdes de Taylor-Hood, assim como
com o elemento linear com né central, e linear descontinuo nas pressoes.
Este elemento (Taylor-Hood), cuja popularidade é elevada nos calculos nu-
méricos para as equagoes de Navier-Stokes, ndo tinha sido utilizado para

gerar bases solenoidais. O mesmo pode-se dizer dos outros elementos.

Os campos estacionarios foram calculados (solugio das equacdes de Stokes

e Navier-Stokes), empregando o algoritmo de Usawa.

O problema de estabilidade linear foi projetado no subespaco solenoidal

discreto, e neste calculou-se o espectro de autovalores.

Aproveitou-se da simetria para calcular bases simétricas e anti-simétricas,
cujos respectivos problemas generalizados de autovalores separaram o es-

pectro.

Foi possivel capturar a bifurcagao supercritica de Hopf no problema genera-
lizado de autovalores no subespaco solenoidal discreto. O Reynolds critico

obtido foi de Rec = 47,9, e o niimero de Strouhal, S, = 0, 1374.

Os subespagos solenoidais que podem ser construidos a partir do elemento
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quadratico em combinagdo com elementos lineares foram caracterizados, e

suas dimensoes calculadas.

e O calculo de estabilidade linear se estendeu até o valor de Re=120. Este
calculo permitiu estimar o quociente da parte imaginéaria e real do coeficiente

de Landau nesta faixa de Reynolds:

B
KR

= —1.1930.

Conhecer o valor deste coeficiente constitui um problema importante
(ALBAREDE and PROVANSAL, 1995a), que até o momento permanece

aberto.

Os pontos mencionados estabelecem o roteiro seguido nesta pesquisa, para
atingir os objetivos propostos. Duas janelas cientificas tém permitido o surgi-

mento deste trabalho:

e Os subespacos solenoidais discretos tém sido explorados timidamente como
via aceitavel, para estudar as solugbes numéricas das equacdes de Navier-

Stokes.

e O baixo Reynolds critico da bifurcacio de Hopf no escoamento ao redor
de um cilindro cria uma vantagem sutil, para o estudo do problema de
estabilidade linear, pela via solenoidal. Pois a dinamica é factivel de ser
capturada sem grandes gastos em discretizagdo, para pequenos Reynolds:

isto ndo acontece na cavidade onde as bifurcagdes surgem em Reynolds mais

elevados (FORTIN et al., 1994; FORTIN et al., 1997).
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5.1 EXTENSAO DO TRABALHO

Este trabalho de estabilidade possui uma continuidade garantida. Ressaltando

trés diregoes:

e A primeira corresponde com o aproveitamento do teorema da variedade cen-
tral, para construir um sistema dinamico reduzido, que contenha as princi-

pais caracteristicas dinadmicas das equagbes de Navier-Stokes.

e A segunda estd relacionada com estender o estudo da estabilidade para

niimeros de Reynolds elevados.

e Ainda, uma terceira mais operacional, a0 mesmo tempo nao menos impor-
tante, pois nao tem sido explorada e que esta relacionada com a extensao

do estudo de estabilidade linear para cilindros agrupados.

Considerando que, o segundo topico acima é uma continuagio natural deste
trabalho: elevar o valor do nimero de Reynolds e resolver o problema linear de
estabilidade para estes valores, enfrenta-se o inconveniente que esta associado &
estrutura indefinida da representagao discretizada do problema generalizado de
autovalores. A medida que o Reynolds cresce, também aumentam as dimensoes
do subespago nulo, onde necessariamente o problema de estabilidade deve ser re-
solvido. Esta situagdo cria um impasse nas técnicas tradicionais para autovalores,
que geram bases nao-esparsas para o nicleo do operador divergéncia. Este pro-
blema pode ser contornado a partir da geragdo de bases esparsas para o subespaco

solenoidal, até o momento esta tematica est4 incipiente.




APENDICE A

FUNDAMENTOS TEORICOS

A.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo sao descritos os principais topicos que do ponto de vista teérico
constituem os fundamentos nos quais se baseia esta pesquisa. E importante com-
preender o cardter multidisciplinar do problema linear de estabilidade para as
equagoes de Navier-Stokes; sob o ponto de vista numérico constitui um tépico
que tem tido um avanco lento nos tltimos tempos, tal e como foi descrito na revi-
sao bibliografica. Nota-se que na auséncia de uma teoria geral bem estabelecida
na literatura, o progresso se manifesta caso a caso pois o problema generalizado de
estabilidade, para as equagés de Navier-Stokes permanece ainda aberto. Este fato
decorre, principalmente, devido as proprias dificuldades de encontrar as solugdes
gerais das equagdes de Navier-Stokes; assim como a multiplicidade de abordagens
que caracterizam os mecanismos de transigao para diversos tipos de escoamentos.
Tal e como em outras areas do conhecimento onde a teoria geral permanece es-
tacionaria na espera de novas idéias; aqui o trabalho numeérico vai fazendo o seu
papel segundo seu estilo: caso a caso.

Aqui trata-se de resultados bem estabelecidos, que permitem levar com sucesso

o estudo de estabilidade linear, para o escoamento incompressivel ao redor do

A-92
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cilindro circular. Estes resultados provém principalmente da teoria dos sistemas

dindmicos ou elementos finitos.

A.1.1 FUNCIONAL QUADRATICO

Para iniciar com os conceitos necessérios é oportuno analisar o funcional qua-

dratico:

Flu) = /0 [p(2)(u (2))? + g(2)(u(2))® - 2f(2)u(z)] dz (A1)

que possui um minimo em relacdo as variagdes em u(z), dado pela equacéo

de Euler:

2 o) ™) 4 glepue) = £a). (A.2)

Portanto ao invés de resolver a equagao diferencial (A.2) para determinar u(z),
uma alternativa equivalente é encontrar a fun¢do u(z) que minimiza o funcional
A.1. A idéia de Raleigh-Ritz consiste em aproximar a solucdo por um niimero
finito de fungdes u(x) = SV ¢;®;(z) e determinar os coeficientes desconhecidos
gi, que minimizam o funcional A.1.

No caso dos elementos finitos a solugdo ¢ aproximada por um niémero finito
de fungoes que sao locais por natureza. O ponto de partida dos elementos finitos
foi a equacgdo diferencial A.2, que foi formulada como uma forma integral de tal
forma que o sistema pode ser reduzido a um sistema algébrico, para ser resol-
vido numericamente. A conexao entre estes dois métodos est4 realizada quando a
forma integral, para os elementos finitos é exatamente a mesma que a forma fun-
cional, para 0 método de Raleigh-Ritz. O descobrimento desta relacio foi muito

importante, (KARNIADAKIS and SHERWIN, 1999), pois colocou os elementos
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finitos sobre bases matematicas consistentes.

A.1.2 METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

Quando aproxima-se numericamente uma solucao exata estamos substituindo
uma expansao infinita por uma representacgdo finita. Esta representagio significa
que a equacao diferencial nao pode ser satisfeita em todo lugar de regido, mas
que pode-se satisfazer apenas um ntumero finito de condicdes. E precisamente a
selecao de tais condigoes a satisfazer, que definem o tipo do método numérico.
O método dos residuos ponderados mostra como a sele¢ido de diferentes fungoes
teste na forma integral das equacbes, pode ser usada para construir muitos dos
métodos numéricos que existem.

Consideremos uma equacgao diferencial linear no dominio €2
L(u) =0 (A.3)

sujeita as condigoOes iniciais e de contorno apropriadas. Admitindo que a solugao

u(x, t), pode ser devidamente representada por uma solu¢io aproximada da forma

w(x,t) = ug(x, t)+Z'lli<I),-(x), (A.4)

onde ®;(x) sdo fun¢des analiticas chamadas fungdes tentativa, ;(t) sio os N
coeficientes desconhecidos, e ug(x,t) é selecionada para satisfazer as condicdes

iniciais e de contorno. Substituindo A.4 em A.3 produz um residuo R, tal que
L(v’) = R(ud) (A.5)

Agora tem-se virias formas de determinar os coeficientes ;(t). Para fazer
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isto coloca-se restri¢oes no residual R que reduzira a equagdo A.5 a um sistema
linear de equagdes diferenciais ordinrias em ;(¢). E claro que se a equacio ori-
ginal A.3 ndo depende do tempo entdo os coeficientes 4; podem ser determinados
diretamente a partir da solugdo de um sistema de equagbes algébricas.

Para definir o tipo de restri¢do a colocar em R primeiro é necessario introduzir

o produto interno (f, g) sobre o dominio 2 definido como

(f,9) = / f(x)9(x) dx. (A.6)

A restri¢do no residuo corresponde ao produto interno do residuo, que seja

nulo, em relagao a uma funcéo de teste:
(vj(x),R) = 0, 7 =12...,N. (A.7)

a fungdo v;(x) é conhecida como fungio de teste. Uma vez obtida a convergéncia
o residuo tende a zero e a solugao aproximada de u’(x, t) se aproxima da solucéo
exata u(x,t) quando N — oc. Portanto, a natureza do método é determinada

pela selecao das fungoes de tentativa ®;(x) e das fungdes de teste v;.

A.1.3 METODO DE GALERKIN

Neste método as fungoes teste sdo selecionadas as mesmas que as funcdes tenta-
tivas v; = ®;. Agora vejamos como se aplica 0 método de Galerkin a partir de

uma equagdo diferencial, tomemos de exemplo a equacido de Poisson

L(u) = V2u+ f = 0. (A.8)
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que aparece em muitas areas da fisica. Para o caso unidimensional, esta equacao

se transforma em:

Liu) = =+ f = 0. (A.9)

devendo especificar as condigbes de contorno, para que o problema esteja bem
definido e tenha solucdo tinica. Considerando a solugéo no dominio Q = {z |

0 < z < 1}, e podendo considerar as condi¢des de contorno:

u0) = oo, 2U(1) = ow (A.10)

onde gp e gn sao constantes dadas para o problema unidimensional. A condicao
u{0) = gp especifica uma condi¢io na solucio e é conhecida como condigao de
Dirichlet ou essencial. A condigao de contorno da derivada da solucio é conhecida
como de Neuman ou natural. Se multiplicamos A.9 pela funcio v(z) que por
defini¢ao ¢é zero nas fronteiras de Dirichlet 8Qp. e integrando sobre o dominio £

obtém-se o produto interno de L(u) com v,

1 2u
(0. L(u)) = /0 o ZE 4 fyar = 0 (A.11)

"1 9v du 1 ou,,
/ S = /O v fde+ S (A12)

exigindo que as fungOes teste sejam nulas, nas fronteiras de Dirichlet v(0) = 0.

Aplicando a condi¢do de Neuman ao tltimo termo de A.12:

16 a 1
—Y g = / v f dz + v(1)gn. (A.13)
0
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Aqui observa-se que as condi¢oes de Neuman estdo incluidas na formulagio
(naturais). Esta forma integral das equagoes tal e como apresentadas em A.12 e
A .13 sao conhecidas como formulacao fraca do problema.

A aproximagao de Galerkin do problema A.9 é a solucdo da forma fraca de
A 13, quando a solugdo exata é aproximada por uma expansdo finita represen-
tada por u(z). A funcio v(z) é também substituida por uma expansdo finita

denominada de v°, e portanto a equacdo A.13 se transforma em

1
———dz = / v f dz +v°(1)gn. (A.14)

P (A.15)

onde

uH(8QD) = 0, uD((?QD) = {gp- (A16)

substituindo A.15 em A.14 tem-se

L ovd utt 1 L 948 §uP
. d . F) P _
/0 oz dz /0 v fdz+v"(1)gn o os (A.17)

Esta equagdo A.17 pode ser resolvida com um sistema finito algébrico onde
todos os termos da direita sdo conhecidos e as fungdes homogéneas u'! e as fun-
goes de teste v° possuem um nimero finito de funcbes. A técnica de Galerkin
reduz um problema diferencial a um sistema algébrico que pode ser resolvido no

computador.
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Pode-se construir uma aproximacao de Galerkin para o operador

2
L(u) = %—)\u + f =0, (A.18)

quando A € R é uma constante positiva. Com as condi¢des de contorno apropri-

adas

ou

u(0) = gp, %(l) = gn (A.19)

deseja-se encontrar a solugdo no intervalo 0 < z < [ que sera representada por

2. O dominio aberto

Q={z]|0<z<i}=0,1] (A.20)
e o dominio Q) fechado

Q={z|0< 2z< }=[0,1] (A.21)

multiplicando A.18 por uma funcao teste v(z) e integrando no dominio ) obtem-

1 82’& 1 1
5 dz — = 0. )
/0v8x2 T /OAvud:c+/ovfdx 0 (A.22)

Supondo que u(z) e v(zx) sdo suficientemente suaves, podemos integrar o pri-

se:

meiro termo por partes

1 6v du 1 ! Ou,
) é—xadaﬁ—/o/\vudx—/ovfdx+[v£]o. (A.23)
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se além disso forem introduzidas as notagoes

a(v,u) = /1(2—2% +Avu)dz (A.24)
0
e
1
flv) = /o vfdr + [v %]é (A.25)

a(v,u) = f(v). (A.26)

a(v,u) € uma energia, e o espago de todas as fungdes que possuem energia finita

em {2 é conhecido como

E(Q) = {u]a(u,u) < oc}. (A.27)

Associado com este espago tem-se a norma de energia

lulle = Valu,u). (A.28)

As fungoes que pertencem ao espago da energia se denominam H' e satisfa-
zem a condi¢do, em que a integral do quadrado da funcgdo e suas derivadas sdo
acotadas. Considerando as solu¢bes de A.18 onde f(v) é finita. Significa que,
tomando como candidatos as fungdes de tentativa, aquelas que se encontram no
espago da energia e satisfazem as condicées de Dirichlet. Este espaco é chamado

de espaco tentativa e representado por

T = {u| u e H, u(0)=gp}. (A.29)



similarmente definem-se o espago das fungoes teste
A = {v| v e H,v(0) =0} (A.30)

Este espago de teste A é comumente denominado como Hy onde o sub-indice
0 refere-se ao fato de que este é um espago homogéneo. Agora de forma geral, a

formulagao fraca pode definir-se como: Encontrar v € 7T, tal que
a(v,u) = f(v), Vv € A (A.31)

Até aqui de modo geral e para o caso unidimensional é o que pode ser en-
tendido por formulacao fraca. A extensdo para mais dimensdes assim como

as principais propriedades da formulacdo fraca estd devidamente apresentada
em (ZIENKIEWICZ and TAYLOR, 1991; BATHE, 1996; KARNIADAKIS and
SHERWIN, 1999; GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993) entre outros.

A.2 BIFURCACOES E ESTABILIDADE

Supondo, para iniciar esta se¢do de estabilidade, que estuda-se um sistema fisico
cujos estados sdo governados pela equagdo de evolugio % = X (z(t)), que possui
curvas integrais tinicas. Seja zo um ponto fixo do fluxo de X, (GUCKENHEIMER
and HOLMES, 1983), significa X(z¢ = 0). Imaginando que foi realizado um
experimento sobre o sistema no tempo ¢ = 0, conclui-se que se encontra no
estado zg. Serad que este sistema se mantera no estado zg em todo o tempo futuro
? A resposta matemaética é sim. Sabe-se que os experimentos se correspondem
com modelos idealizados, mas em muitos casos prefere-se perguntar se o sistema

permanecerd proximo do estado xo, ou se iniciou proximo de zy. A resposta a esta
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nova pergunta nao é sempre sim. Mas analisando a equacdo de evolugao deste
processo, algumas vezes é possivel fazer predigdes sob o comportamento futuro
do sistema iniciando proximo de z,. Este é o problema fundamental nos estudos
de estabilidade, e pode-se afirmar que esta ultima pergunta invariavelmente nao
muda de significado.

Um conceito associado ao de estabilidade é o de bifurcacio. Existem objetos
diversos: superficies, funcoes, variedades, campos vetoriais, equagoes diferenci-
als e outros cuja estrutura qualitativa e topolégica altera-se com a mudanca de
um pardmetro (ou varios), do qual estes objetos dependem: a este processo de
mudanga se refere & palavra bifurcacdo (ARNOLD, 1972).

E muito vantajoso expressar diferentes sistemas numa forma simples ou ba-
sica, de tal modo que a teoria possa ser desenvolvida uniformemente. Os sistemas
dinamicos de forma geral podem ser expressos como sistemas diferenciais de pri-

meira ordem :

*=V{u,r). r€R", peR, (A.32)

dependentes do parametro s, que descreve um movimento num espaco de fase
n-dimensional R". Quando formulado desta maneira o sistema dinamico se iden-
tifica com o campo vetorial V (1, x). Assim pode-se pensar nas solucdes de (A.32)
como trajetorias a partir de uma condi¢do inicial z(0), que determina univoca-
mente a solugéo z(t), e a curva correspondente em R" (parametrizada em t). Em

outras palavras a associacdo z(0) — z(t) define a aplicacio:

¢ R" — R™; (A.33)

onde ¢,;(z(0)) = z(t). Esta aplicagio é conhecida como o fluxo determinado por

(A.32). A dindmica depende de um parametro ajustivel u, e é admitido na origem



(u, ) = (0,0), a existéncia de um ponto fixo de equilibrio para o movimento
V(0,0) = 0. Como sempre se pode ter um ponto fixo de solugdo (ug, o) se a
origem for movimentada a partir de uma transformagdo de coordenadas, esta
representacao é suficiente geral.

Segundo (A.32) para p = 0 tem-se um estado de equilibrio em z = 0. O
problema fundamental na teoria local de bifurcacées é que acontece no espago
de fases proximo de x = 0, quando ocorrem variagoes em . A resposta a esta
questdo nas proximidades de z = 0, para da a Teoria linear de estabilidade em

sistemas din&micos serd discutida mais adiante.

A.2.1 TEORIA LINEAR

A teoria de estabilidade linear para sistemas dindmicos baseia-se na expansao

de Taylor de (A.32) em z = 0:

i =V(p,0) + D V(u,0) -z + O(z?); (A.34)

onde D,V (u,0) representa o jacobiano, com elementos:

ov;
DV (1,0))5 = 5 .
(D (1, 0)) = 5 (A.35)

aqui O(z?) refere-se aos termos de ordem elevada que sdo pelo menos quadraticos
nas componentes de z. Para p = 0, o termo constante em (A.34) desaparece e

nas proximidades de z = 0 estuda-se o sistema linearizado:

& = D,V(0,0) - z; (A.36)
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ignorando os efeitos dos termos nao-lineares. Normalmente os autovalores de
D,V (0,0) ndo sao degenerados, e esta matrix pode ser diagonalizada com uma

transformacao de coordenadas x — . Isto permite expressar (A.35) como:

Y (Mmoo o0\ (&

z 0 A z
4 I ? * . (A.37)
a | . : ;
\ #n 0 M )\
onde a solucao geral de (A.37) é obviamente
.’2'1(0)6)‘1]5
‘,f.' 0 e/\zt
() = 2(0) ; (A.38)
i, (0)ert

Pode-se concluir que se Real();) < 0, entdo quando ¢ — 0o, a componente Z;
tende a zero, contrariamente Real()\;) > 0 implica no crescimento exponencial-

mente rapido da componente ;.

A.2.2 SUBESPACOS LINEARES INVARIANTES

Para cada autovalor A de D,V(0,0) existe um subespaco associado de R™: o
autoespago K. Como admite-se que D,V(0,0) é diagonalizavel, £\ depende
apenas que A seja real ou complexo. Quando A é real, F) é o subespaco gerado

pelos autovetores:

Ey={ve R"|(D,V(0,0) = AI)(D;V(0,0) — AI) - v =0} (A.39)
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Se A é nao degenerado entdo dim Ey = 1. Quando A é complexo, os autoveto-
res sao complexos e o subespago E) é gerado pela parte real e imaginéria dos
autovetores de A. Neste caso temos que a dim F) = 2. Cada autovalor A co-
rresponde ao modo do sistema que é estavel, instavel ou neutro dependendo se
Real A < 0, Real A > 0 ou Real A = 0, respectivamente. Dividindo os au-
tovetores generalizados de D,V (0,0) em trés conjuntos correspondentes a estas
possibilidades, os quais s@o o subespago estavel E* instdvel E* e o subespago

central E°¢:

E* = span{v | v € E\ : Re) < 0} (A.40)
E* = span{v | v € E) : ReX > 0} (A.41)
E* = span{v | v € Ej : Re) = 0} (A.42)

Estes subespacos geram o espago de fase R" = E* & E° & E* e ao mesmo tempo
sao invariantes: se z(0) € E* a = s,c,u, entdo a trajetéria z(t) com esta
condigao inicial satisfaz z(t) € £*. Para E° e E* a dinAmica possui uma descricao
assintotica simples: se z(t) € E°, entdo quando ¢ — oo a trajetéria converge ao
equilibrio; se z(t) € E*, entdo quando ¢t — —oo a trajetéria converge ao equilibrio.
Um ponto de equilibrio 2 = 0 ¢ assintéticamente estével se existe uma vizinhanca

das condigoes iniciais 0 <| z(0) |< ¢, tal que, para todo z(0) em suas vizinhancas

1. a trajetéria z(t) satisfaz | z(t) |< ¢ para t > 0.
2. | z(t) |— 0 quando ¢t — oo.

Para o sistema (A.36) o equilibrio é assint6ticamente estavel se e somente se,

Re()\) < 0 para cada A de D,V'(0,0). Ou seja: o espectro do jacobiano deve estar
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no semiplano esquerdo do plano complexo em A.

A.3 MOVIMENTOS RIGIDOS

Existe outro caminho para mostrar o teorema de estabilidade global tratado

no capitulo anterior:

e Os fluxos que perturbam os movimentos rigidos sdo globalmente estaveis

(JOSEPH, 1985).

Podemos definir o movimento rigido como o movimento U(x,¢) para o qual o

tensor D é dado por:

D = (VU +VU")/2 =0, (A.43)

em ). O gradiente de velocidades VU pode ser descomposto nas respectivas

parte simétrica a anti-simétrica:

VU=D+Q, (A.44)

onde:

Q= (VU -vUY)/2, (A.45)

é a matriz de vorticidade com componentes:

Qi = Qs (A.46)

Como:

u-Q-u= uiQijuj = 0, (A47)
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podemos comprovar que:
(u-VU-u) ={u-D-u), (A.48)
sempre, e:
(u-D-u) =0, (A.49)

para movimentos rigidos. A energia de uma perturbacao sobre um movimento

com D = 0 decai monoténicamente e devido a (3.6):

1d{{ul?)
2 dt

= ——{| Vu ) (A.50)

se D & pequeno o segundo termo da parte direita da equacdo (3.6) tende a pre-
dominar sobre o primeiro, levando a um decaimento da energia das perturbacoes

arbitrarias.

A.4 PROBLEMAS DE PONTO DE SELA

Nesta secdo serd feita uma analise dos problemas variacionais com restricdes,
pois eles atuam um papel importante, na hora de resolver as Equacdes de Navier-
Stokes via formulagao fraca.

Sejam X e M dos espacos de Hilbert e supondo que
a: XxX->Rb: XxM—-R (A.51)

sao duas formas bilineares continuas. Seja f € X'eg € M’ as paridades duais

de X com X' e M com M’ através de (-,-). Considerando o problema de minimo.
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Problema (M). Encontrar o minimo sobre X de
1
Iw) = 3 ofu,w) - (f,u) (A52)

sujeito a restrig¢ao

b(u,p) = (g,u), Yu € M. (A.53)

Se A € M, entdo J e a funcdo de Lagrange
L(,A) = J(u) + [b(w.)) - (g, )] (A.54)

possuem 0s mesmos valores no conjunto de todos os pontos que satisfazem
as restricoes. Ao invés de procurar o minimo de J pode-se procurar o minimo
de L(-,\) com A fixo. Aqui o problema consiste em qual A € M pode ser
selecionado, de tal forma que o minimo de L(-, A) sobre o espagco X é um elemento
que satisfaz as restrigdes. Como L(u, \) é uma expresdo quadratica em u e ),
recal-se inevitavelmente no seguinte problema de Ponto de sela:

Problema (S). Encontrar (u,\) € X x M com
a(u,v) + b(v,A) =(f,v), Vv € X,b(u,p) = (g,u), Vi €M, (A55)

Podemos observar que para a solu¢do do problema (S), (u, \) devem satisfazer a

propriedade de ponto de sela:
Lu, ) < L{u, A) < L(v, \) V(v,u) € X x M. (A.56)

Apenas € necessario que a(v,v) > 0 (BATHE, 1996). A componente de ponto de

sela (u, ) fornece a solugdo do problema (M).



A.4 PROBLEMAS DE PONTO DE SELA A-108

A.4.1 A CONDICAO DE INF-SUP

A equagdo (A.55) define o mapeamento linear

L:XxM— X' x M\ — (fg). (A.57)

Introduzindo as notagdes:

Vig) = {v € X; b(v,u) = (g 1), V1 € M} (A.58)

V ={v € bv,u) =0, Vu € M}; (A.59)

Como b é continuo, V & um subespaco fechado de X. E possivel reformular

(A.55) em forma de uma equagado operacional, se for associado o mapeamento

A: X — X (Auv) = a(u,v)VveX, (A.60)

com a forma bilinear a. O mapeamento A é definido pela acdo do funcional
Au € X', em cada v € X. Similarmente, associa-se 0 mapeamento B e seu

mapeamento adjunto B’ com a forma b:

B: X — M, B : M— X', (A.61)

(Bu,p) = blu,p)Vp € M, (BA\v) = b(v,\)Vv € X (A.62)

Portanto (A.55) é equivalente a

Au + B') =§, (A.63)

Bu=g. (A.64)
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Ressaltando o importante resultado que afirma: Para o problema (A.55), o
mapeamento (A.57) define um isomorfismo L : X x M — X' x M’ se e somente
se, as duas seguintes condigdes forem satisfeitas, (BATHE, 1996; GUNZBURGER
and NICOLAIDES, 1993):

1. A forma bilinear a ¢ V-eliptica: a(v,v) > ¢|[v||>?Vv € V,onde a > 0.

2. A forma bilinear b satisfaz a denominada condigio Inf-sup (LBB):

A6>0 inf sup o(v, ) > pB. (A.65)
0#£ucM 0£veEX V(1]

Estas condigoes estabelecem a possibilidade de solucdo e a unicidade da mesma
no problema apresentado em (A.55). O problema principal na hora de selecionar
os espagos adequados via formulacao fraca, consiste em satisfazer estas duas con-
dicbes. Sabe-se que no caso especifico da fluidodindmica a primeira condic¢do de
coercitividade é trivial mas a condigdo LBB é critica; j& em problemas de elasti-
cidade por exemplo, as duas condi¢ées podem apresentar dificuldades na hora de
satisfazé-las. A experiéncia pratica demonstra que for¢ar o cumprimento destas
duas condicoes é de extraordinaria importancia, para a estabilidade de calculo

com elementos finitos.

A.5 ESPACOS FUNCIONAIS E NORMAS

Antes de introduzir a formulagao variacional e a formulagéo fraca para as equa-
coes de Navier-Stokes, é importante definir os espagos funcionais e¢ as normas as-
sociadas que permitiram uma leitura melhor do material a seguir. Mais detalhes
podem-se encontrar na literatura (BREZZI and FORTIN, 1991; GIRAULT and
RAVIART, 1986).
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Denotamos por L?(£2) os espago das fungdes quadrado integravel sob o dominio

Q, e equipado com o produto interno e a norma:

(p,q) = /qudﬂ llallo = (g, )"/, (A.66)

Para qualquer inteiro k& ndo negativo, definimos o espaco de Sobolev:
H*Q) ={qe L*(Q): D°qe L*Q), s=1,...,k}, (A.67)

onde D*® qualquer e todas as derivadas de ordem s. Entdo H*(Q) consiste das fun-
¢oes quadrado integravel com derivadas até de ordem k que sao também quadrado

integravel. H*(Q) fica equipado com a norma:

k
lalle = (llallz + Y 1D%qlI3 )%, (A.68)

s=1

onde a soma estende-se em todas as derivadas de ordem k ou menor. Podemos
ver que:

HOQ) = LA(9), (A.69)

De interesse particular sdo os espagos H'(f2) que estdo formados pelas fungoes
com uma derivada quadrado integravel. A estes espagos podemos associar a

norma:

lalls = Clall+ " 1213 ) (A10)

para as funcdes que pertencem a H}(2), (GUNZBURGER and NICOLAIDES,

1993), é comum empregar a seminorma:

SN
lah= (X ll=1E)2, (A.71)
i=1 ¢
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Denotamos por H™1(Q2) o espa¢o dual que esta formado pelos funcionais lineares
acotados sobre H}(2), se ¢ € H () isto implica que (g,v) < oo para todo

v € H}(). A norma de H~}(Q) é dada por:

q,v
laly = sup 29 (A72)
0#£vEHL(Q) v

Também empregamos os espacos trago, que sdo a resticdo ao contorno das fungoes
que pertencem a H(Q). Para citar um exemplo, H/?(T") consiste das fungdes
(trago) que pertencem a H'(f). A modo de exemplo para o caso das fungoes

vetorials empregamos 0 espago:
Hy(Q) = [Ho( Q)" ={v:v; € H}(Q) i=1,...,n}, (A.73)

¢ dizer este espacgo consiste de fungbes vetoriais cada uma das quais pertence a

H(Q). E equipado com a norma:
Ml = (3l 7 (A7)
O produto interno para as fungbes que pertencem a:
L(Q) =H(Q) = [L*(Q)]", (A.75)

é dado por

(u,v):/u-vdﬂ, (A.76)
Q

E nao existe contradicao em denotar os produtos internos com a mesma notacéo,

tanto para o caso vetorial como escalar.
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A.6 A CLASSE DE PROBLEMAS NAO-LINEARES

Nesta secao estuda-se a generalizacdo do problema variacional ndo-linear men-
cionado anteriormente. Esta familia de problemas nao lineares contém como caso
particular as equagoes de Navier-Stokes.

Considerando novamente dois espagos (reais) de Hilbert X e M normalizados

com || - ||x e || - || s respectivamente, e a forma bilinear continua como:

b(-,)) i (v,u) € X x M — bluv,u) € R. (A.77)

a nao-linearidade ¢ introduzida pela forma:

a( ) (wv,w) € X x X x X —a(w; u,v) € R (A.78)

onde, para w € X, o mapeamento (u,v) — a(w; u,v) é uma forma bilinear
e continua em X x X.
Entdo consideremos o seguinte problema: Dado 1 € X', encontrar o par

(u,)) € X x M que satisfaz:

a(u; u,v) + b(v,A) = (L,v) Vv € X, (A.79)

blu,pu) = 0 Yu € M. (A.80)

Introduzindo os operadores lineares A(w) € £(X; X’') parawem X, e B €

L(X; M') definidos por:

(Alw)u,v) = a(w; u,v) Yu,v € X, (A.81)

(Bv,uy = b(v,u) Vv € X, Vu € M. (A.82)
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Com estas notagoes o problema anterior se transforma em: encontrar (u, A) €

X x M tal que:

Awu+ B'A =1emX, (A.83)

Bu =0 emM (A.84)

Como temos V' = ker(B) pode-se associar com o problema anterior o seguinte

problema: Encontrar u € V tal que:

a(v; u,v) = (L,v) Vv €V, (A.85)

ou de forma equivalentemente:

TAlWu = 71 em V', (A.86)

onde o operador linear 7 € L(X’; V') é definido como:

(rl,v) = (I,v) Vv € V. (A.87)

As dificuldades aqui encontradas concentram-se na hora de resolver o pro-
blema nao-linear. A teoria que trata da existéncia de solucoes para este problema
baseia-se principalmente no teorema do ponto fixo de Brouwer.

E evidente que a estrutura variacional descrita anteriormente para problemas
nao-lineares pode ser diretamente extrapolada para as equacgdes de Navier-Stokes.
Este processo sob forma analitica e rigorosa pode ser encontrado na literatura
(GIRAULT and RAVIART, 1986).

Vale destacar que todo este trabalho de investigacio baseia-se ou constitui-se
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na construcio de uma representagio discreta de (A.86).

A.7 METODOS DE GRADIENTE

E muito importante na hora de resolver sistemas lineares, para matrizes posi-

tivas definidas A, observar que a solu¢ao de A x = b é também o minimo de
1 7 T
f(x) = X Ax—b"x, (A.88)

O método mais elementar de encontrar esse minimo é o método do gradiente. Este
método em sua forma tradicional é estavel mas converge lentamente se o nimero
condicional x(A) é grande. Infelizmente x(A) é elevado para os sistemas lineares
resultantes da discretizagao dos problemas de contorno elipticos, onde evidente-
mente se encontram as equagdes de Navier-Stokes. E fato que para problemas de
ordem 2m, o niamero condicional cresce tipicamente como A~2™.

Pode-se entender o método do gradiente como a minimizagdo de uma C*
funcdo (A.88), definida em um conjunto aberto M C R". O método do gradiente
funciona da seguinte forma: escolhe-se um xq € M. Para k =0,1,2,..., realiza-

se os seguintes calculos:
e Determinar a diregdo: Calculo do gradiente negativo d;, = —V f(x).

e Busca na trajetoria (linha): Encontrar o ponto ¢ = o4, ao longo da linha
{xx + tdy : t > 0}N M, onde f atinge o minimo local. Entéo calcula-se

Xpe1 = X + ogdy.

Este método gera uma seqiiéncia (x;) que obedece:

f(x0) = f(x1) > f(x2) > ..., (A.89)
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onde as igualdades sdo obedecidas apenas nos pontos onde o gradiente se torna

nulo. Para o caso especial da fungao quadratica (A.88) temos:

de = b— Axy, (A.90)
d7d,

o A91

g d{Ad[\,’ ( )

E de extraordinaria importancia que para funces quadraticas, a velocidade de
convergéncia é determinada pela grandeza do niimero condicional x(A4). Como

medida de distancia pode-se empregar a norma de energia, (BATHE, 1996):
Ix|ls = VxTAx. (A.92)
Se x* é solugdo da equacdo A x = b, e utilizando-se a conhecida propriedade:
f6 = S6) + glx=xI (499

entdo aplicando-a em (A.90) e (A.91) e ap6s um tratamento algébrico

N (d{dk)z ]
d{AddeA_ld/\ .

¢ier = x4 = Jlxx —x7[% 1 (A.94)

Agora pode-se tentar estimar a quantidade entre colchetes, se for calculado o
ntimero condicional de uma matriz em relagdo a norma euclidiana. entdo para
matrizes definidas positivas, esta quantidade coincide com o nimero condicional
espectral:

k(A) = donaz (A4) (A.95)

Aqui é aceitavel sem demostragdo a famosa desigualdade de Kantorovitch:

Seja A uma matriz simétrica positiva definida com niimero condicional espectral
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k(A). Entao
(xT Ax)(xT A~ 1x)
(xTx)?

1
5;(%v%4—§vﬁ—qz (A.96)
para todo vetor x # 0. Podemos combinar (A.94) com (A.96), e com a identidade

4 _ (k—1)2
R R S (49D

é valido que se for aplicado o método do gradiente a fungao (A.88) é gerada uma

sequéncia que obedece a seguinte desigualdade:

k—1

s 1)kHXO—X*”A. (A.98)

[Ixe = x*|| < (

Analisando (A.98), nota-se que a medida em que o nimero condicional se apro-
xima de 1.0, a velocidade de convergéncia aumenta (para « = 1, bastaria uma
iteragdo), de modo que é desejavel manter este niimero o mais préximo possivel
da unidade. Para ntimeros condicionais elevados a velocidade de convergéncia se
comporta como:

k=1 2

~ 1—— (A.
K+1 K (=58

proximo da unidade. O que é verdadeiramente desastroso, pois observando-se

cautelosamente (A.98), a cada nova iteragdo se afasta cada vez mais da solugéo.

A.8 GRADIENTES CONJUGADOS

A idéia principal dos gradientes conjugados é garantir que as direcdes sucessi-
vas ndo sejam paralelas. Isto é usar diregoes ortogonais, quando a ortogonalidade
¢ medida numa métrica mais apropriada para o problema (A.88) do que a mé-

trica euclidiana. Para compreender melhor considere que: seja A uma matriz
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simétrica ndo-singular, entdo dois vetores x e y sdo chamados conjugados ou
A-ortogonais sempre que obedeca x” Ay = 0. Admite-se que A seja positiva de-
finida, neste caso qualquer conjunto de & vetores pares conjugados X;,Xa, ..., Xk
sdo linearmente independentes, isto se nenhum deles for o vetor nulo. Supondo
que do, dy, . . ., d,_1 sdo direces conjugadas, e que a solucdo desejada x* = A~1b
possuem a expansao:

x* = oy, dy, (A.100)

em termos desta base.

Devido as relagoes de ortogonalidade temos

df Ax* =) dl Aopdp = 0;d] Ad,, (A.101)
k

T * T
o = 3T _’3. .__’;i _ —d;iA bdi, (A.102)
Entao usando vetores conjugados, com uma base arbitraria diferente, pode-se
calcular os coeficientes «; na expansao de x* diretamente para o vetor dado b.
Seja xp um vetor arbitrario em R". A expansao do vetor corre¢ao X* — Xg
em funcao das dire¢oes conjugadas, pode-se calcular recursivamente a partir dos
gradientes gy := Vf(xx). Se dg,di,...,d,_; sdo dire¢des conjugadas, e seja

Xo € R". Entao a sequéncia gerada pela recursao é,

Xpr1 = Xp + oy dy, (A.103)
dj g

Qap = —M, (A.104)

gr = Axg—0b, (A.105)

fornece a solucdo x, = A~!b pelo menos depois de n passos. Este resultado
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permite construir o algoritmo dos gradientes conjugados que estd bem explorado

na literatura, (MADAY et al., 1993; GIRAULT and RAVIART, 1986).

A.9 PRE-CONDICIONADORES

Na secao anterior foi visto que a velocidade de convergéncia dos métodos
iterativos depende das propriedades espectrais da matriz dos coeficientes; e espe-
cificamente do niimero de condigdo espectral (A.95). Portanto, uma metodologia
muito utilizada consiste em transformar o sistema linear cuja solucdo pretende
encontrar num outro equivalente, mas com propriedades espectrais favoraveis. Os
pré-condicionadores sdo matrizes que efetuam estas transformacdoes.

Para mostrar um exemplo que evidencia a idéia anterior, se a matriz M apro-
xima a matriz dos coeficientes do sistema a resolver A de algum modo, entao o

sistema transformado:

M7 Ax = M'b, (A.106)

possui a mesma solugdo que o sistema original A x = b, mas as propriedades es-
pectrais da matriz A/ ~'- A podem ser mais favoraveis. Para lidar com o problema

de definir um pré-condicionador podem ocorrer duas possibilidades:

¢ Encontrar uma matriz M que aproxima a matriz A e a resolucdo do sistema

se torna mais facil que resolvé-lo para A.

e Encontrar uma matrix M que aproxima A~!, tal que, apenas seja necessario

a multiplicacdo por M.

A majoria dos pré-condicionadores recaem na primeira categoria. Na prética a
transformagdo do sistema linear A — M~ - 4 ndo é muito empregada. Uma

forma de introduc@o de um pré-condicionador é separa-lo em M = M - M, e
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transformar o sistema em
MY A MY (Myx) = M!b, (A.107)

As matrizes M; e M, sdo conhecidas como pré-condicionadores da esquerda e da

direita. Entao, aplicando o seguinte algoritmo iterativo:
e Transformar o vetor da direita b «— M; ! b.

e Substituir a matriz dos coeficientes A = M- A-M; ', e resolver o sistema,

~

fly = b.
e Calcular x = M;'y.

Um fato importante ¢ que a matrix transformada dos coeficientes A, - A - M;?
preserve as propriedades teéricas de A e de M, no caso em que A é simétrica
positiva-definida e M; = M}, entdo a matriz dos coeficientes transformada é
também simétrica e positiva-definida. Esta transformacao é prefeivel a M~! . A,
a qual néo garante as propriedades anteriormente citadas (ELMAN et al., 2002;
ELMAN, 1996; ELMAN, 1999).

A matriz dos coeficientes que aparece nas discretizacdes das equacdes de
Navier-Stokes (3.22) é do tipo indefinida: possui autovalores nos semiplanos po-
sitivos e negativos do espectro. E muito vantajoso empregar pré-condicionadores
para resolver estes sistemas indefinidos, que aparecem como resultado de proble-
mas variacionais com restrigoes, para os quais Stokes e Navier-Stokes sio casos
particulares. O papel do pré-condicionador neste caso, consiste em reduzir o
nimero de iteragdes necessirias para atingir a convergéncia, sem incrementar
significativamente o volume de célculos em cada iteracio.

Para tentar dar uma explicagdo mais consistente, suponha que para a matriz
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dos coeficientes A foi escolhido um pré-condicionador P tal que P~! ¢ uma aproxi-
macao de baixo custo computacional da inversa de A, com isto obtém-se um bom
pré-condicionador. Agora a condicao suficiente para um bom pré-condicionador é
que a matriz pré-condicionadora T = P~!. A, possua um polinémio minimo de
baixa ordem. Esta condicao é usualmente expressa em termos que T possua pou-
cos autovalores diferentes: ou seja, que as formas canodnicas de Jordan possuam
blocos de Jordan de pequenas dimensées.

Existe uma proposicdo, (MALCOLM et al., 2000), onde se mostra que se

. A BT
A= , (A.108)
B 0
é pré-condicionada com
A 0
P = , (A.109)
0 BA™'BT

entao a matriz pré-condicionada T = P~!. A, satisfaz

T-(T-0)-(T> - T - 1) = 0. (A.110)

Como (A.110) pode ser fatorizada em fatores lineares distintos, segue que T é

diagonalizavel e possui ao menos os quatro autovalores distintos:

(A.111)

No caso em que T seja nao-singular entdo possui trés autovalores nio nulos. Esta

proposigao se aplica igualmente para pré-condicionadores do tipo T = PI"IAP{l,
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onde PP, = P, basta aplicar transformacoes de similaridade ou fatorizagoes
que envolvam P, uma demostracdo simples deste resultado pode ser encontrada
em (MALCOLM et al., 2000). Assim, para qualquer vetor r o subespaco de

Krylov
span{r, Tr, T?r, T°r,...} (A.112)

¢ de dimensdo de pelo menos 3, se T é ndo-singular (4 se é singular). Portanto,
para os métodos iterativos baseados no subespaco de Krilov o processo de busca
da solugao termina em trés iteracgoes, se o pré-condicionador P for usado.

Para o caso do complemento de Schur (A.122) podemos ver heuristicamente
que esta bem condicionado, pois

\YARY,
V2

S —V-(V)lvy

Q
—t

(A.113)

Q

o que implica que o complemento de Schur discreto é muito proximo da matriz

discreta M, para as pressoes,

M, = / dp op dQ, (A.114)
0

a qual é analoga discreta da matriz identidade. Portanto é comum usar esta
matriz A, como pré-condicionador.

Normalmente, no processo de solucido das equacdes de Navier-Stokes a parte
mais intensa estd relacionada com o célculo das pressoes. Para valores relativos
grandes de (At/Re) a inversa da matriz de massa para as pressoes ¢ um bom
pré-condicionador, mas para valores pequenos de (At/Re) nio é efetivo. Neste
caso sao necessarios novos pré-condicionadores, para que estas técnicas variaci-

onals sejam competitivas, para elevados valores de Reynolds. A idéia central
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de obter pré-condicionadores efetivos da pressao foi colocada pela primeira vez,

(CAHOUET and CHABARD, 1986), baseada na seguinte identidade:

_1 1 _, 1 -1 2 y—1 y—1
_Vv. = = (— — At A.115
VAT - = V)Y = (] (V2)"1)~1 (A.115)

onde I é o operador identidade. Mesmo que esta identidade ndo seja exata para os
operadores discretos correspondentes, ela sinaliza um bom ponto de partida para
a construcdo de pré-condicionadores apropriados (CAHOUET and CHABARD,
1986).

No algoritmo de Usawa usado para o célculo dos campos estacionarios das
equacoes de Navier-Stokes emprega-se o pré-condicionador conhecido com o nome

de Cahouet-Chabard, (CAHOUET and CHABARD, 1986):

1 1
Pciew = (E (V2)™! + T I) (A.116)

A.10 O AGORITMO DE USAWA

Ja foi visto anteriormente que a determinacdo do minimo

1
J(u) = §uTAu —u’f (A.117)
com as restricoes
RTu = g, (A.118)

leva a um sistema indefinido de equacdes da forma

Au+ R = f, (A.119)

BTu = g, (A.120)
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Onde se B é uma matriz de ordem m x n entdo o multiplicador de lagrange A
é um vetor m-dimensional. Para o caso especifico de interesse, a atencdo sera
voltada para as restri¢oes linearmente independentes. Também na maioria dos
casos A é inversivel. Depois de multiplicar a equacdo (A.119) por A~%, pode-se

eliminar u da equagdo (A.120) e tem-se:

RY'-A'. RN = RT.A7'f — ¢, (A.121)

a matriz RT - A~ - R para a equagéo reduzida (A.121) é positiva-definida e além
disso é conhecida como o complemento de Schur. O complemento de Schur é
muito importante na inversdo dos sistemas indefinidos, isto pode ser constatado

ao aplicar a descomposicao de Cholesky:

A R A 0 Al 0 A R
= (A.122)

RT 0 RT [ 0 —-RT.-A'.R 0 1

e a inversa
-1
A R A‘l—(A‘l-R-S“l-RT-A‘l) A1 .R.S1
RT 0 S-1.RT.A-! ~S-1

(A.123)

onde S = RT.A71.Ré o complemento de Schur; daf a importancia de garantir
inversao no complemento de Schur.
O algoritmo de Usawa foi concebido para lidar com estes problemas de ponto

de sela. De modo geral afirma o seguinte: Seja um Ay € R™. Encontrar u; e \;
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tal que
Aw, = f— Rl_q, (A.124)
Me = Me—1 +a(RT u —g), (A.125)
onde £ = 1,2,.... Normalmente assume-se que o pardmetro o ¢é suficiente pe-

queno. Para analisar este algoritmo define-se o residuo

Qi =g — RT u,. (A.126)

Supondo que a solugdo do problema de ponto de sela é representada por (u*, A%).

Agora tem-se que

G = g~ RT-ATNf = RA\y) = RT- A7 R(Aoy — ), (A.127)

o que significa que

)\k - /\k—l = —aqr = OfRT . A_l . R()\* — )\k—l)- (A128)

com isso observa-se que o algoritmo de Usawa é uma aplicacio do método do
gradiente a equagdo reduzida (A.121) usando passo fixo. Empregando (A.91) em

um passo resulta,

T
q;. 9k
. = ) A.129
“ = (Raqy)TA'Rq; (A.129)

Basicamente, este algoritmo é constituido de um processo de minimizacao
onde se minimiza (aplicando uma técnica de descenso) o complemento de Schur,
e se encontra o multiplicador de lagrange, para depois calcular finalmente o campo

de velocidades.



APENDICE B

PROBLEMA DISCRETO

B.1 CONDICOES DE CONTORNO

Nesta secao serao discutidas as condi¢oes nao homogéneas de contorno, aplicadas

para resolver as equagoes de Navier-Stokes. Considerando u = g no contorno I
1

comg € H2(T), e

/Fg~n dl' = 0, (B.1)

e 0 conjunto

V, = {ue H(Q) :ur=g.g € H2(I)}, (B.2)

nota-se que Vp = Hj(€2). Na formulacio fraca seria: encontrar u € V, e p € L2(0)
de modo que, se satisfacam as equagOes de Navier-Stokes. A funcao de teste
v € Hj o que implica v |p= 0. Escolhendo os espacos de elementos finitos
Vh c HY) e St c L3(Q). Representando por V* |r a restricio de V" na
fronteira I'; é dizer V" |1 consiste das funcdes definidas em I' e que coincidem com
os valores de fronteira, pelo menos com uma fung¢do que pertence a V". Supondo

que V" & um espaco de elementos finitos lagrangiano (seus graus de liberdade
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sdo exclusivamente fungdes dos valores dos pontos). Seja {Vi, k= 1,..., K} uma
base lagrangiana para V" Sejam os primeiros K; fungdes da base associados
com 0s nés interiores Xy, tal que paraos k =1,...,K;,vg = 0 para x € I'. As
restantes funcées da base {vg}, k= K;+1,..., K, sdo associadas com 0s nos x
que estdo em I'. Este processo pdde-se obter eficientemente renumerando os nés.

Se g" ¢ selecionado como um interpolante de contorno de g, entdo

g'x) = Y fv(x), xeT, (B.3)

k=Kr+1

onde os coeficientes 3 sdo componentes apropriados de g, avaliados em x. E
comum escolher as fun¢es de base vi(x) = ¢(x)e;, onde e; sdo os vetores coor-
denados unitarios, e ¢, (x) sdo polindmios escalares tal que, ¢,,(X;) = i, X; 0S

nés da triangulacdo. Agora tem-se que

n

g(x) = ZZ¢7n(x)gi(X1n>ei =

M
> pm(x)g(xm), x €T (B.4)
m=1 i=1 m=1
onde x,,,m=1,..., M, sao os nos da fronteira. Entdo em (B.3)
vi(X) = dm(X)e;, (B.5)

e B = y(xm) - & = gi(Xm) com k= K; + (m — 1)n +1i. Se ut € V" satisfaz

u"(x) = g"(x) para x € T, obtendo:

K; K
u'(x) = Y Bvi(x) + Y Bive(x), (B.6)
k=1 k=K +1
onde B = 1,..., K sdo os coeficientes a determinar; os coeficientes £ das funcoes

da base associadas com a fronteira sdo conhecidos. Esta constribucio de u” forma
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parte da data do sistema discreto em que se transformam as equacoes de Navier-
Stokes, o que significa que passam para o lado direito como carregamento.

Para o caso importante de condigoes de contorno naturais, pode-se dividir os
segmentos de fronteira I' em I';, e I',. Estes segmentos podem ser varios e nao

necessariamente disjuntos. Seja:
V, ={veH(Q):v-n=g emT,;nxvxn = g, enl,} (B.7)

eS = L3Q)sel, = T,ouS = L*%N) para o restante, onde v-n é a
componente de v normal & fronteira I', en X v xn = v— (v-n)n é a projecao
de v no plano tangente a I. As condigdes essenciais de contorno (velocidades

normais e tangenciais):

u-n = g, eml,, (B.8)

nxnxn = g, eml,, (B.9)

entdo as fungées tentativa u € V,, e as fungdes teste v € V. A formulacao
fraca para as constribucdes das condigdes de contorno naturais tomam a forma,
(GUNZBURGER and NICOLAIDES, 1993): de encontrar u € Voep e S, tal

que satisfacam

a(u,v) + b(v,p) + clu,u,v) = (f,v) + d(v), Vv eV, (B.10)

b(u,q) = 0, Vge s (B.11)
o funcional linear d(-) é dado por

d(v) = / (-p+vn-Vu-n)v-n dI‘+/ (vn-Vuxu)-(vxn)dl, (B.12)
T/Tx r/r,
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em (B.12) T'/T, apresenta o complemento de I', : x € I'/T, = x € ' mas x
nao estd em I',. Isto é a constribugdo das condigdes naturais de contorno. Para
o caso especifico da linha central de simetria tem-se que I'/T,, = ) e em I'/T;

supde-se que, (pu-Vu xu) = 0.
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