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RESUMO

Um tomoégrafo por impedancia elétrica permite que sejam obtidas as impedéancias
elétricas do interior de um corpo (representadas por uma imagem) mediante os
valores de potenciais elétricos medidos em eletrodos (posicionados ao redor do
corpo), quando certo fluxo de corrente ¢ aplicado também por eletrodos, segundo um
padriio de excitagfo (diametral, adjacente, etc.). Varios casos de carregamento, ou
seja, varias configuragdes geométricas diferentes de aplicagdo de corrente e
imposicdo de potencial nulo, podem ser usados para que haja informag8o suficiente
para a obtengdio da imagem. O autor deste texto implementou, em seu trabalho de
Mestrado, um “software” baseado no Método de Otimizagdo Topoldgica para o
estudo da obtengdo de imagens de Tomografia por Impedancia Elétrica. Neste
trabalho, utilizou-se um modelo tridimensional para descrever, fisicamente, o corpo
tomografado e o fendmeno de fluxo de corrente em seu interior. Segundo o Método
de Otimizagio Topologica, define-se uma fungéo objetivo, ou fungdo custo, que
expressa a diferenga entre os potenciais medidos nos eletrodos do dominio
tomografado e os potenciais correspondentes, calculados no decorrer da otimizagdo,
no dominio discretizado através do Método dos Elementos Finitos. E fornecido ao
algoritmo uma sugestdo inicial para os valores das impedancias de cada elemento
finito e o algoritmo prossegue, num processo iterativo, até que a convergéncia seja
atingida. Como o MEF ¢ usado, ndo ha restricdes acerca da geometria do dominio. A
impedéncia referente & camada mais externa da epiderme humana, pode ser um fator
causador de discrepéncias entre resultados obtidos e reais. Assim, foi incorporado um

modelo de eletrodo, fiel & situagéo real.

Palavras-chave: Tomografia por Impedancia Elétrica. Otimizagio Topoldgica.

Método dos Elementos Finitos. Meios condutivos. Imagens médicas.



ABSTRACT

An Electrical Impedance Tomography device allows us to obtain impedance values
(represented by images) of the interior of a body through electric potential
measurements on the electrodes on the contour of the body, when a current density is
applied to an electrode following a load (or current) pattern (adjacent, diametrical,
etc.). Several load cases, that is, several geometrical configurations in applying
current and a reference point can be used to obtain the images. In this work, the
author implemented an algorithm to study the applicability of Topology
Optimization Method on obtaining Electrical Impedance Tomography images. A
three-dimensional model describes physically the body and the current flow inside
this body. In the Topology Optimization Method framework, an objective function is
defined, which expresses the difference between measured electric potentials on
electrodes and computed electric potentials on numerical electrodes, disposed on the
contour of finite element discretized body. An electrical impedance initial guess is
provided for the algorithm and an iterative process is carried out until the
convergence is achived. There is no restrictions about the domain geometry since the
Finite Element Method is used. The electrical impedance of the human epidermis
outermost layer can cause discrepancies between measured and calculated potentials,
under the same conditions. For this reason, an accurate electrode model was

proposed.

Keywords: Electrical Impedance Tomography. Topology Optimization. Finite

Element Method. Conductive media. Medical images.
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1 INTRODUCAO

A Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE) ¢, resumidamente, uma forma de
obtencdo de imagens do interior de um corpo (dominio). Em seu contorno, ¢ aplicada
por um eletrodo, uma cotrente elétrica de baixa intensidade, imposto potencial nulo
em outro, sdo medidos os potenciais elétricos resultantes e, entfo, através da solugéo
de um problema inverso (HUA et al., 1993; HYARIC; PIDCOCK, 2001), procura-se
obter a distribuicdo de material (condutividade e permissividade) no interior do
dominio, a qual é representada por uma imagem. Vérios casos de carregamento, ou
seja, vérias configuragdes geométricas diferentes de aplicagio de corrente e
imposigio de potencial nulo, segundo um mesmo padrdo de excitacdo, podem ser
usados para que haja informag8io suficiente para a reconstrugéo desta imagem. A
Figura 1 mostra a TIE na pratica, na situagdo de aplicagfo na area médica, ¢ a Figura
2 mostra dois tipos de padrdo de excitagiio para um caso de carregamento € dois

casos de carregamento para um mesmo padréo.

1.1 Importancia do Estudo da TIE

Segundo o Dr. Marcelo Britto Passos Amato (AMATO, 2001),
aproximadamente duzentos e cingiienta mil pacientes por ano sdo submetidos a
ventilagdo artificial prolongada — usada como medida de suporte até a recuperacéo
plena de um pulméo afetado - em Unidades de Terapia Intensiva (UTI’s) no Brasil.
Além destes, alguns milhdes recebem anestesia geral, também anualmente. Contudo,
apesar dos avangos tecnologicos dos dias atuais, 0 médico ainda ¢é obrigado a lidar
com o pulmio como uma “caixa preta”, nfo dispondo sequer de recursos satisfatérios
para localizar, de forma precisa, a presenga de danos pulmonares em tempo real, por
exemplo. Definem-se, apenas, com base em estratégias ventilatorias recentemente

criadas, descritas por Amato (2001), protocolos de tratamento padrdo.



(b) (©)

Figura 1 (a) Disposi¢do de um conjunto ou camada de eletrodos para obtengdo de uma
imagem. (b) Esquema do torax (e de eletrodos posicionados sobre ele). (¢) Esquema da
imagem obtida. A parte anterior da camada superficial e parte dos tecidos internos foram

removidas para melhor visualizag&o.
I o
adjacente diametral adjacente ) [ adjacente
Q Q , Q Q
/ ) & 7
I
(d)
Figura 2 Os eletrodos sdo mostrados no contorno do dominio Q. (a) Padriio adjacente de

eletrodos  (a) : (b) (c)
excitagdo. (b) Padrio diametral de excitagdo. (c) e (d) Dois casos de carregamento diferentes
para um mesmo padrfio de excitagdo.




Nessas condigdes, o risco de ocorréncia de complicagdes pulmonares € até
mesmo Obitos entre os pacientes é grande, sendo uma das principais causas destes
problemas o trauma mecanico imposto pela propria ventilacdo artificial. Evidéncias
experimentais indicam que o ajuste fino dos pardmetros ventilatorios, baseado em
limites individuais de cada paciente, reduziria a quantidade de complicagbes e
mortes.

Portanto, é de extrema importancia o desenvolvimento de um sistema capaz de
monitorar, eficientemente, a ventilagio forgada, detectando, de maneira precisa €
acurada, problemas no pulméo em nivel regional e em tempo real. Através de estudos
preliminares realizados na UTI-Respiratoria do Hospital das Clinicas com um
monitor construido pela Universidade de Sheffield (e aperfeicoado pelo grupo do Dr.
Marcelo Britto Passos Amato), percebeu-se que os principios fisicos da TIE, que ja
vinha sendo estudada por outras universidades no mundo (MATHERALL, 1998;
CHENEY; ISAACSON; NEWELL, 1999), poderiam ser desenvolvidos e
aprimorados para este fim.

A TIE se adapta excelentemente ao caso do pulmdo, uma vez que uma pequena
mudanga na quantidade de ar presente altera drasticamente a propriedade do tecido
pulmonar, denotando a otimizagdo da relagdo ruido/sinal. Assim, € possivel se
conceber a aplicagio de uma corrente de baixa intensidade, a qual nfo causa lesdo
aos tecidos e pode ser estendida por dias seguidos, numa mesma regido (AMATO,
2001).

Podem-se citar outras vantagens do tomoégrafo por impedéncia elétrica em
relagdio aos outros tipos de tomdgrafo. Exames radiolégicos comuns s&o obtidos, em
geral, quando o pulmdo ja entrou num processo danoso irreversivel, € néo
apresentam sensibilidade suficiente para sua eficaz aplicagdo (AMATO, 2001). O
tomdgrafo por impedéncia elétrica é um aparelho menor que 0s tomografos de raios-
X e de ressondncia magnética e portatil, o que d4 margem a sua instala¢do no leito de
um paciente da UTL Isto é extremamente importante, pois ha risco de 6bito ao se
levar o paciente do leito de UTI para a sala do tomografo, além de possibilidade de
danos irreversiveis. Além disso, é mais simples de se usar e muito mais barato do que

os tomégrafos ja descritos, o que o torna mais acessivel a0s hospitais brasileiros.




Finalmente, com o intuito de se estudar, desenvolver e aprimorar os principios
fisicos citados, relacionados a TIE, e, ainda, estudar estratégias de ventilagdo
pulmonar artificial, foi proposto o Projeto Tematico FAPESP n° 01/05303-4
(AMATO, 2001), no qual este trabalho se insere. Tal projeto estd sendo realizado,
em conjunto, pelos professores da Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
(Prof. Agenor de Toledo Fleury, Prof. Emilio Carlos Nelli Silva, Prof. Marcos de
Guerra Tsuzuki, Prof. Raul Gonzalez Lima) e professores do Instituto de Matematica
¢ Estatistica (IME) da Universidade de Séo Paulo (Prof®. Joyce Bevilacqua), sendo
coordenado pelo Prof. Marcelo Britto Passos Amato do Departamento de
Pneumologia da Escola de Medicina da Universidade de Sdo Paulo. Envolvendo a
construgio de hardware e o desenvolvimento de software para a obteng¢do da
imagem, o projeto nfio busca a produgfio de um protétipo pronto para o mercado,
limitando-se apenas & exploragio do tema e ao desenvolvimento de bases tedricas,
modelos e algoritmos, que possibilitem a implementago clinica da TIE.

A obtengdio da imagem, ainda no caso deste Projeto Tematico, estd sendo
estudada utilizando-se diversos tipos de métodos originais, como o Filtro de Kalman
Estendido (VAUHKONEN; KARJALAINEN; KAIPIO, 1998; TRIGO, 2001;
MOLINA, 2002; TRIGO; LIMA; AMATO, 2004), a Solugdo Geométrica
(SHERBROOKE, 1993) e o Método de Otimizagdo Topoldgica (MOT) (SILVA;
NISHIWAKI; KIKUCHI, 2000; LIMA; LIMA; SILVA, 2004). Estas abordagens se
encontram, atualmente, em estigios avangados de desenvolvimento, gerando
resultados bastante encorajadores.

Os algoritmos que vém sendo implementados pela equipe do projeto tematico
s30, em sua maioria, bidimensionais (2-D) (TRIGO, 2001; MOLINA, 2002; LIMA;
LIMA; SILVA, 2004; TRIGO; LIMA; AMATO, 2004). Assim, este trabalho de
mestrado permitira a equipe reforgar os estudos sobre algoritmos tridimensionais (3-
D) de TIE.

Observa-se, na literatura cientifica da 4rea médica, uma tendéncia na
implementagdo de sistemas 3-D de TIE para obtengdo de imagens (HYARIC;
PIDCOCK, 2001; BLUE; ISAACSON; NEWELL, 2000; CHATEAUX; NADI,
2000; MOLINARI et al., 2001, etc.), que, além de, na maioria das vezes, gerarem

resultados mais precisos (que os advindos de algoritmos 2-D), fornecem mais



informagdes para o diagnostico. Esta maior precisdo decorre do fato de que os
algoritmos 2-D consideram, no modelo que emula o corpo tomografado, o fluxo de
corrente, geometria, condi¢des de contorno e correntes impostas, uniformes fora da
se¢do do corpo considerada, ao redor da qual se encontram dispostos os eletrodos. De
outra maneira, € admitido, no modelo 2-D, que o sistema formado pela distribuicgo
de materiais, geometria, condi¢des de contorno e correntes impostas se repete nos
demais planos do corpo tomografado. Na pratica, isto pode se traduzir na distorgéo
das imagens produzidas pelo algoritmo de reconstrugio (BLUE; ISAACSON;
NEWELL, 2000).

A solugdio do problema inverso, neste trabalho, € realizada através do MOT,
bastante difundido no meio académico, sobretudo na é4rea estrutural. Uma primeira
incursdo neste topico foi realizada por Cicero Ribeiro de Lima em seu trabalho de
Doutorado, abrangendo o estudo da obtengdo de imagens 2-D de TIE pelo MOT.
Segundo o método, define-se uma fungéio objetivo, ou fung¢dio custo, que expressa a
diferenca entre os potenciais medidos nos eletrodos do dominio tomografado e os
potenciais correspondentes, calculados no decorrer da otimizagdio, no dominio
discretizado através do Método dos Elementos Finitos (MEF) (BATHE, 1996;
COOK et al., 2002). E fornecido ao algoritmo uma sugestdo inicial para os valores
das impedéncias de cada elemento finito ¢ o algoritmo prossegue, num processo
iterativo, até que a variagéo do valor da fungfo objetivo seja relativamente pequena,
ou até que o valor da funcdo seja relativamente pequeno. Como o MEF € usado, nio
hé restri¢des acerca da geometria do dominio.

A impedéncia referente & camada mais externa da epiderme humana, pode ser
um fator causador de discrepancias entre resultados obtidos e reais, uma vez que
costuma ser alta em relagdo & dos tecidos internos. Assim, foi incorporado um
modelo (de MEF) de eletrodo, fiel a situagéio real, previamente implementado com

éxito em casos 2-D de obtengfo de imagens pela TIE (HUA et al., 1993).
1.2 Algoritmos de Reconstrucdo de Imagens Usados na
Tomografia por Impedancia Elétrica

Como mencionado, o objetivo da TIE ¢ obter a distribui¢do de impedancias

elétricas do interior de um corpo mediante os potenciais elétricos medidos em pontos



especificos do contorno do mesmo ou, de outra forma, resolver o problema inverso
de tomografia. A solugfio do problema inverso pode ser obtida de diversas formas,
através de varios algoritmos encontrados na literatura. Alguns destes sdo citados no
presente item. Os algoritmos referem-se a fendmenos 3-D de condugéo de corrente,
com excegdo dos baseados no filtro de Kalman ¢ em “Back-Projection”, para os
quais foi encontrada apenas literatura baseada em sistemas bidimensionais. Porém,
ndo ha perda de generalidade em se fazer um estudo dos algoritmos 3-D apenas, uma
vez que os conceitos empregados nos bidimensionais podem ser diretamente
estendidos para os tridimensionais. A diferenga fica somente por conta do modelo
que descreve o fendmeno do fluxo de corrente no interior do corpo tomografado e
por conta da quantidade de varidveis analisadas (os algoritmos 3-D geralmente
manipulam uma quantidade maior de variaveis, o que, por muito tempo, restringiu a
sua implementac&o).

A TIE possui diversas areas de aplicagdo. Na area médica, ¢ usada na
monitorag@o de 6rgdos como o pulméo e coragéo, do fluxo sangiiineo, na detecg¢éo do
cancer de mama, dentre outros. Em outras areas, como na geofisica, auxilia na
localizagdo de depodsitos subterrdneos de minerais, € na area de testes néo destrutivos,
ligada a engenharia, detecta corrosfio e outros tipos de imperfeigdes em pegas ¢
estruturas. O leitor pode se dirigir aos autores Kim et al., (2001), Molinari et al.
(2001) e Lukaschewitsch, Maass e Pidcock (2003) para maiores detalhes sobre
algumas das areas de aplicagéio da TIE.

Como exemplo de algoritmo usado atualmente na prética da TIE, pode-se citar
o algoritmo tradicional de “Back-Projection” (SANTOSA; VOGELIUS, 1990;
METHERALL, 1998), baseado nas técnicas aplicadas a tomografia computadorizada
por raios-X. Este deforma a imagem consideravelmente, for¢ando a distribuig¢do de
condutividades a se projetar sobre um circulo. Também ¢ assumido, por hipétese,
que é conhecida a disposigio das linhas equipotenciais no interior do corpo
tomografado e que o fendmeno do fluxo de corrente é 2-D. Como conseqiiéncia,
além de uma imagem pulmonar distorcida, o célculo das varia¢Ses de ventilagio
regional e aeragdo pulmonar ¢ distorcido nas regides anterior e posterior do pulméo,
prejudicando uma aplicagfo clinica apropriada. Nestes trabalhos, néo foi usado um

modelo de eletrodo semelhante ao descrito (posteriormente) neste texto.




No caso dos algoritmos baseados no filtro de Kalman, vistos nos trabalhos de
Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio (1998), Trigo (2001), Molina (2002) e Trigo, Lima
e Amato (2004), a obten¢éo da imagem € posta como um problema de estimagéo de
estados, e entdo o filtro (usado em sistemas aproximadamente lineares), ou filtro
estendido (utilizado em sistemas ndo-lineares), ¢ empregado para solugdo do
problema de obtencéo de uma imagem. Apenas um caso de carregamento ¢ usado em
cada imagem e, assim, mostram-se bastante rapidos. O MEF modela a condugdo de
corrente e define as incdgnitas do problema, ou seja, as impedéncias dos elementos
finitos.

Desconsiderando-se o conhecimento prévio da distribuigéo de potenciais usado
pelo algoritmo de “Back-Projection” e admitindo-se um fenémeno 3-D, foram
implementados outros algoritmos, comentados a seguir, procurando-se mostrar a sua
evolugdo. Nos primeiros algoritmos discutidos, ainda ndo € citada a implementagéo
de um modelo de eletrodo (HUA et al., 1993).

No chamado método da perturbagio, desenvolvido por Kim, Webster e
Tompkins (1983), uma solugdo de MEF € obtida para as equagdes diferenciais que
descrevem o meio. S#o aplicados potenciais elétricos e medidas correntes. Num
processo iterativo, a matriz, que relaciona mudangas de condutividade a diferengas
entre correntes medidas e calculadas, € usada na corregéo de valores de incognitas.
Neste trabalho, poucas iteragdes foram necessarias para encontrar imagens razoaveis;
porém, apenas respostas com dados numéricos de potenciais elétricos foram obtidas.

No método de dupla restri¢éo, criado por Wexler, Fry e Neuman (1985), a cada
iteragdo, duas solugGes de MEF para potenciais sdio obtidas a partir de correntes
aplicadas e conhecidas distribuicBes de material. Porém, na segunda, sdo aplicadas
restricdes de potencial elétrico provenientes das medi¢des no contorno do corpo.
Com isto, pretende-se “direcionar” a busca da distribui¢éo correta de condutividades.
Define-se, entdo, o erro quadratico entre os fluxos de corrente calculados nas duas
solugdes €, com este, um processo iterativo de atualizagdo de condutividades dos
elementos. Neste método, muitas iterages sio realizadas para obtengdo de imagens.

No método de camadas (“layer stripping method”), de Cheney, Isaacson e
Somersalo (1992), e Cheney et al. (1991) e Cheney e Isaacson (1995), correntes
6timas (METHERALL, 1998) de diversas freqiiéncias espaciais sdo aplicadas ao




corpo (cilindrico ou esférico), para que possam atingir camadas diferentes.
Inicialmente, correntes de freqiiéncias mais altas, que atingem locais mais préximos
da superficie, e os valores de potenciais medidos sdo usados €, com base nestes,
calcula-se a distribuigdo de condutividade no contorno. Ent#o, os potenciais medidos
sdo “propagados” para uma camada interna e, com novas correntes, de freqiiéncias
mais baixas aplicadas ao contorno, obtém-se nova distribui¢do de condutividades. O
processo continua em diregfo ao centro do corpo. Foram obtidas imagens com o uso
de dados reais de potenciais.

Hyaric e Pidcock (2001) desenvolveram um método “semi-analitico”, no qual
o problema de solugfio para a distribuigdio de potenciais no dominio é resolvido
analiticamente (para um corpo cilindrico de condutividade constante) ¢ o problema
inverso, numericamente. E assumido um fluxo de corrente constante na superficie do
eletrodo, igual a corrente aplicada dividida por sua area superficial, e zero nas demais
regides do dominio (utilizando-se o chamado “gap model”). O problema inverso, de
fungdio objetivo similar & usada neste trabalho, é resolvido pelo método de Newton-
Raphson (BATHE, 1996), com apenas um passo. Foi usado o método de Levenberg-
Marquardt na regularizagdo do problema. O algoritmo esta atrelado a dominios
cilindricos e apenas dados numéricos de potenciais foram usados na reconstituigzo.

Blue, Isaacson e Newell (2000) também utilizam o “gap model” e assumem um
formato cilindrico para o dominio, obtendo uma solugfo analitica para a distribuicéo
de potenciais. O problema inverso € definido a partir da hipdtese de que a variagéo
da distribuig¢do de condutividades, para uma distribui¢c@o uniforme, ¢ pequena, o que
leva, ap6s se considerar o dominio como sendo composto por vérios “voxels”, a um
sistema de equagdes lineares. Este sistema é mal-condicionado e, portanto, métodos
de regularizagdo (Levenberg-Marquardt e um método baseado na decomposigéo
espectral do sistema) sfio usados. O sistema é entdo resolvido, fornecendo uma
aproximagdo como resposta. Resultados com potenciais elétricos provenientes de
uma bancada experimental foram obtidos.

A partir do proximo trabalho, € citado o uso de um modelo de eletrodo.

Vauhkonen et al. (1999) propuseram o mesmo modelo de eletrodo usado neste
trabalho (chamado pelo autor do artigo de “modelo completo de eletrodo™). O MEF

também foi empregado no dominio restante € 0 método de Gauss-Newton (com um



passo) resolveu o problema inverso. Métodos de regularizaciio foram aplicados para
melhorar o condicionamento do problema e potenciais elétricos experimentais foram
usados.

No trabalho de Molinari et al. (2001) o MEF foi utilizado na obtengdo de
potenciais elétricos, o método de Newton-Raphson definiu o processo iterativo € o
Meétodo dos Gradientes Conjugados resolveu o sistema de equagdes definido em cada
iteracdo. Algumas restri¢gdes & fungfio objetivo foram impostas, com o intuito de
obter imagens com variagdo espacial suave. Os dados para reconstrugdo da imagem
foram obtidos numericamente e o “modelo completo de eletrodo” foi utilizado.

Em trabalho recente de Vauhkonen et al. (2004), foi confrontado o método de
Gauss-Newton (neste caso mais recente, com mais de um passo) com o método dos
Gradientes Conjugados, concluindo que o novo método ¢ vantajoso no caso de
problemas de grande porte (o autor considera, por exemplo, um problema com 2060
incégnitas de pequeno porte). Potenciais de entrada numéricos foram utilizados.

Os algoritmos que utilizam métodos de regularizacfio, geralmente t€ém a
desvantagem de apresentarem pardmetros que devem ser ajustados com base no
conhecimento prévio da resposta, o que pode limitar as suas aplicagdes.

Como se viu, existem muitos modos de se lidar com o problema definido pela
TIE. Assim, procura-se, com este trabalho, introduzir o MOT como uma nova
alternativa, o qual apresenta, como qualidades, o fato de ser robusto, a facilidade na
implementagfo e na adigfo de restri¢des (tanto a distribuicfio de material no dominio
quanto aos valores de potenciais elétricos), a possibilidade de aplicagdo em

geometrias genéricas, etc..

1.3 Objetivos

O objetivo deste trabalho de Mestrado foi estudar a aplicagdo do MOT para
obten¢do de imagens de TIE, considerando-se um modelo 3-D para o corpo
tomografado, através da implementagio de um programa em linguagem C. O
programa obtém valores absolutos de condutividades dos materiais presentes no
interior do dominio tomografado. A reconstitui¢do da imagem pelo “software” foi
testada com dados provenientes de um modelo de elementos finitos do dominio, com

distribui¢do de material conhecida.



10

O objetivo secundario foi participar de um Projeto Tematico sobre TIE, que
envolve varias dreas do conhecimento (como a Engenharia, Matemaética ¢ Medicina),
interagindo com os profissionais destas reas e contribuindo para o desenvolvimento
de um tomografo por impedéncia elétrica para ser usado em aplicagdes médicas de
Pneumologia, o que trard grandes beneficios as pessoas submetidas a ventilagio

for¢ada do pulméo.

Este texto esta organizado da seguinte maneira. No capitulo 2, sdo apresentadas
as equagdes diferenciais do meio condutivo e é descrita a formulagdo de MEF
referente (tanto do interior do corpo tomografado quanto da interface entre este o
corpo e os eletrodos) e o método de obtengdo numérica dos potenciais nodais no
dominio. No capitulo 3, ¢ discutido o método de solugdo do problema inverso de
determinagfo da imagem (ou seja, discute-se 0 MOT). J4 no capitulo 4, mostra-se a
forma de solugdo do problema de otimizagdo definido no capitulo anterior. A
implementag@io numérica € explicada no capitulo 5 e os resultados sdo mostrados no
capitulo 6, juntamente com as discussGes. Apresentam-se a conclusio e a
continuagdo do trabalho nos capitulos 7 e 8, respectivamente e, no fim do texto, os

anexos, as referéncias bibliograficas e o apéndice.
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2 MODELAGEM DO MEIO CONDUTIVO

Como mencionado no capitulo introdutério deste trabalho, para implementagio
do MOT, ¢€ necesséario que se calcule o campo de potenciais elétricos para dada
distribuico de impedéncias elétricas no dominio. Além do mais, espera-se que a
resposta seja fiel ao campo obtido no corpo tomografado, quer seja - o corpo - real ou
virtual (numeérico). Para tanto, deve-se modelar, satisfatoriamente, o fendmeno de
fluxo de corrente neste corpo, levando-se em consideragfo os efeitos mais relevantes.

A modelagem € mostrada nos itens vistos na seqiiéncia.
2.1 Equagdes Constitutivas do Meio Condutivo

Primeiramente, torna-se necessaria a introducio das equacgdes diferenciais
referentes ao fendmeno fisico em questéo.

As equagdes do campo elétrico sdo as mesmas tanto para o interior do corpo
tomografado quanto para a o modelo de eletrodo, ambos formados, basicamente, por
material com propriedades elétricas e magnéticas. Nestas condi¢Ges, as equagdes de
Maxwell (MATHERALL, 1998) descrevem o fluxo de corrente. Assume-se, porém,
que a freqiiéncia da corrente elétrica aplicada ao meio € pequena o bastante para que
efeitos dielétricos possam ser desprezados. Assim, o meio ¢ considerado puramente
condutivo ¢ o fendmeno ¢ considerado quasi-estatico (MATHERALL, 1998).
Sabendo-se, ainda, que as propriedades magnéticas dos tecidos biolégicos séo pouco
significativas (MATHERALL, 1998), as equagdes diferenciais que regem os
fendmenos elétricos podem ser dadas por:

V.I(x)=0,xeQ 2.1)

I(x) = —o(x)Vo(x), x € 0Q 2.2)
onde I é o vetor fluxo de corrente, ¢ é a condutividade elétrica, ¢ € o potencial

elétrico, Q é o dominio, 6Q € a sua fronteira ¢ V é o vetor gradiente. As condi¢des de

contorno séo:

¢(X) . ¢(x)imposta »X € aQq; (23)

In(x)=cn(x)ada)—§‘),xe 0Q, (2.4)
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onde a primeira condigfo ¢ a de Dirichlet e a segunda € a condi¢do de Newmann. I, €
o fluxo de corrente na dire¢éio normal ao contorno do corpo, n é um vetor normal a
este contorno, apontando para fora, o, € a condutividade elétrica na dire¢do de n e
0Qy e 0C sdo os locais da fronteira onde se aplicam as condi¢Ses de contorno de
potencial e fluxo, respectivamente.

Considerando-se a lei de conservagfio de cargas e a escolha de um ponto de
referéncia para o potencial, assegura-se a existéncia e a unicidade da solugio para o
campo de potenciais elétricos no dominio (MOLINARI et al., 2001; VAUHKONEN
et al., 1999).

¢imposta
0
l z o
|
\
_ y 19, 9)) 33
.
X /
W

Figura 3 Esquema de dominio tridimensional condutivo.

O célculo da distribuicdo de potenciais elétricos no dominio € um objetivo que
nem sempre pode ser alcangado analiticamente. Colocando o problema na forma
integral a partir, por exemplo, do Calculo Variacional ou do Principio dos Potenciais
Virtuais (BATHE, 1996), pode-se entdo introduzir o MEF. Desta forma, torna-se

possivel efetuar o célculo.

2.2 Método dos Elementos Finitos

Segundo Bathe (1996) e COOK et al. (2002), o MEF consiste num método
aproximado de solugfo de equagdes diferenciais ou de expressdes na forma integral.

Considera-se conhecida a resposta em pequenas por¢des do dominio (elementos
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finitos) e dependente de valores tomados em pontos especificos das por¢des (nos).
Assim, o problema ¢ substituido pelo da solugfio de um sistema de equagdes, sendo
as novas incdgnitas os valores nodais.

E usado nas mais variadas aplicagdes: na obtengdo da distribuicdo de
temperaturas num pistdo de automodvel, na determinagio das tensdes em elementos
estruturais, na andlise do fluxo de corrente numa microgarra atuada
eletrotermicamente, etc..

O termo finitos serve para distinguir tais elementos dos elementos
infinitesimais, usados no Calculo para determinagfo das equagdes diferenciais. A
resposta no interior dos elementos é conhecida, como ja mencionado, € ¢ dada por
fungbes simples, normalmente polinomiais. Na mesma regido ocupada por um
elemento, a solugéio da equagfio diferencial, uma fungfio que varia no espago, pode
apresentar variagGes bem diferentes de perfis polinomiais. Assim, nota-se que o MEF
gera aproximagdes, as quais estarfio tdo mais proximas da solu¢do da equagdo
diferencial quanto mais discretizada for a malha, ou seja, quanto menores forem os
elementos finitos.

A fungdo polinomial, dependendo de seu grau, necessita de mais ou menos
coeficientes para sua definigdo. Tais coeficientes sdo dados pelos valores da fungéo
em pontos pertencentes a um dominio (dominio onde se define a fungfo). Estes
pontos, na formulagdo de MEF, sfo denominados nds, os quais conectam os
elementos finitos entre si, formando a citada malha de MEF.

Nota-se que as incognitas ndo sdo mais fun¢es continuas num certo dominio,
mas valores nodais discretos. Assim, a formulagdo de MEF transforma o problema
num sistema de equagbes algébricas comum, o qual serd resolvido por métodos
aplicados para tal caso. Pode-se também depreender que o MEF apresenta duas
caracteristicas interessantes: a possibilidade de adequagdo as mais variadas
geometrias e de refinamento de malha em locais especificos, onde variagdes da
incognita sejam elevadas. A primeira vantagem serd explorada neste trabalho e,
eventualmente, a segunda.

Deve-se salientar que o MEF resolve equagdes diferenciais de forma
aproximada, e que estas descrevem, também de forma aproximada, situa¢des reais,

para as quais sdo impostas algumas hip6teses simplificadoras. Na teoria de vigas, por
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exemplo, na obtengdo de um modelo matematico para descricio de seu
comportamento dindmico, pode-se, em determinadas situagdes, desprezar a inércia a
rotagdo, mesmo sabendo-se de sua existéncia. Conseqiientemente, tal efeito nfo
estara presente na resposta de finitos e, mesmo assim, este fato ndo podera ser
considerado como um erro. Entdo, a escolha de um modelo matematico adequado &

algo muito importante quando a teoria de MEF ¢ considerada.

2.2.1 Método dos Elementos Finitos Aplicado a Meios
Condutivos

Como mencionado, deseja-se calcular a distribui¢io de potenciais no meio
tomografado.

Através da eq. (2.1), aliada as condi¢Ses de contorno do problema (egs. (2.3) e
(2.4)), pode-se obter (como mostrado no Anexo A), com auxilio do chamado

Principio dos Potenciais Virtuais (BATHE, 1996), a expresséo:
[ & Tololav = [ a0 @5)
1

para a qual V é o volume do dominio, ¢ & a distribuigio virtual de potenciais e , ¢s ¢
a distribuigdo virtual de potenciais em 0Qj. A distribuig8o virtual é, por hipétese,

arbitraria e nula sobre Q. Ainda:

AT _ 1o o6 0%
o} —{ax o az} (2.6)
o, 0 0
[s]=| 0 o, 0 2.7)
0 0 o,

onde oy, Gy € G, sdo as condutividades nas dire¢des dos eixos x, y e z, eixos estes em
que se define a expressédo (2.5). Assumiu-se, neste trabalho, que as propriedades nfo
dependem das direg¢Ses (o meio € isotrdpico) e, portanto, 6x = Gy = 0.

Divide-se, neste ponto, o dominio em elementos finitos. A eq. (2.5) torna-se:
S S ol =2 [ BsnlundS, 38)
m M m L

onde m se refere a cada elemento. Assim, cada termo é considerado apenas num

elemento finito, e as integrais sdo somadas para todo o dominio discretizado.
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Como ja explicitado, assume-se conhecido o campo escalar de potenciais
elétricos dentro de cada elemento, fun¢do da posi¢do no elemento e dos valores

nodais do campo, sendo dado por:

b =[Now O} 29
onde {®n} é o vetor de potenciais nodais do m-ésimo elemento ¢ [Ny} € a matriz de
fun¢des de forma, dada em coordenadas locais do elemento (BATHE, 1996; COOK
et al., 2002). A matriz serd mostrada adiante no texto, quando houver a
particulariza¢@o para um determinado tipo de elemento.

As coordenadas locais sdo introduzidas apenas para que as integrais mostradas
na eq. (2.8), definidas nas coordenadas X, y e z, sejam calculadas eficientemente.
Portanto, uma mudan¢a de varidveis de (x,y,z) para (r,st) torna-se necessaria,

mudanca esta realizada com auxilio do operador Jacobiano (BATHE, 1996):

S
Q
R

(2.10)

w2
SINEARE]

onde [Jum] € 0 Jacobiano na superficie 0Q’im, dS’y € um elemento infinitesimal de
area e dV’, é um elemento infinitesimal de volume, ambos definidos nas
coordenadas locais do elemento. V' € 0Q’ 1, sdo também definidos em coordenadas
locais.

Pode-se também notar que:

) (o
ox or
)= {32 =l T =B o) @12
% N
L oz ) L ot

A matriz [Bn] possui as derivadas espaciais dos coeficientes de [Nm], como

sera visto adiante no texto.
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Foram escolhidos, para este trabalho, elementos finitos isoparamétricos
(BATHE, 1996; COOK et al., 2002). Neste caso, as coordenadas de um ponto
genérico do elemento sdo interpoladas da mesma forma que o potencial (BATHE,

1996; COOK et al., 2002):

X =[Ny §X,0 ) (2.13)
Y =[Np {¥on} 2.14)
Zpy =[N {Z,0} (2.15)

onde {Xm}, {Ym} € {Zm} sfo, & semelhanga de {®n}, vetores de coordenadas nodais.
Desta forma, o Jacobiano (e seu determinante) pode, facilmente, ser encontrado.
Tendo-se, em vista, que as fungdes de forma se aplicam tanto aos potenciais $,

arbitrarios (vide Anexo A), quanto aos potenciais ¢, escreve-se a eq. (2.1 1) como:

S @n] [, Bal loalBa] deln]ava (o)

=§{6m}T [ Nem | Tnm detll o |dS @10
onde [Nsn] 6 a matriz [Np], tomada em 8Qim. Na eq. (2.16):
K.]= L,m B,.[[o, IB, ldet]s . Jav',, 2.17)
¢ a matriz de condutividade do elemento finito. Ainda:
=L NG, T, det]s, o Jas', 2.18)

¢ o vetor de carregamentos nodais devido ao fluxo normal de corrente I,. E possivel
mostrar que, na eq. (2.17), deve-se integrar cada elemento da matriz resultante da
multiplicagdo [Bm]'[Bm]omdet[Jn], sendo que o termo unidimensional opndet{Jy]
multiplica cada elemento de [Bm]'[Bm] € sendo om a condutividade do elemento
finito. Também & possivel mostrar que, na eq. (2.18), deve-se integrar cada elemento
da matriz resultante da multiplica¢do [NSm]TInmdet[J,,m], sendo que o termo
unidimensional Indet[Jom] multiplica cada elemento de [Ng,m]T (a substituicdo da
multiplicagiio da matriz [om] pelo termo unidimensional o s6 foi possivel pois 0
material, por hip6tese, € isotropico).

Nota-se que as novas incognitas do problema sdo os potenciais nodais dos

elementos finitos.
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De posse das matrizes [Ky,] e dos vetores de carregamento {I}, montam-se,
com base nas conectividades de cada elemento, a matriz global [K] e o vetor de
correntes nodais global {I} do sistema, respectivamente. A conectividade de um
elemento apresenta os nds aos quais estd ligado este elemento (BATHE, 1996;
COOK et al., 2002). Define-se, entdo, apds a montagem, o problema de obtengéo dos
potenciais nodais:

[ fo}= {1} (2.19)
sendo {®} o vetor de potenciais nodais. Com a imposi¢do de n6és com potenciais
nulos, pode-se entfo encontrar {®}. O algoritmo utiliza uma extenséio do Método
dos Gradientes Conjugados (PRESS et al., 1999) na solugéo do problema (2.19),
como sera visto adiante.

Neste trabalho, foram utilizados, inicialmente, elementos finitos hexaédricos,
numa primeira fase de implementagdo. As matrizes [Kn] destes elementos sdo
obtidas, via de regra, por métodos de integra¢io numérica, sendo que, neste trabalho,
utilizou-se a Quadratura de Gauss-Legendre (BATHE, 1996). Porém, com o intuito
de reduzir os erros numéricos advindos dos arredondamentos realizados nos célculos
referentes 4 Quadratura de Gauss-Legendre, introduziram-se elementos finitos
tetraédricos, cuja integral para determinagdo de [Ky,] foi obtida analiticamente. Estes
elementos ainda dispdem da vantagem de se adequarem melhor a geometrias
arbitrarias. Além disto, é um elemento extremamente eficaz no que se refere ao
tempo de processamento, uma vez que o método de Gauss de integragdo numérica
necessita de uma série de calculos para as diversas combinagdes de pontos de
amostragem (BATHE, 1996) ou “pontos de integragio”.

A obtenggio de {I,} sera tratada no capitulo sobre 0 modelo de eletrodo.

2.2.1.1 Elementos Hexaédricos

Um elemento hexaédrico pode ser visto na Figura 4.
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Figura 4 Elemento finito hexaédrico e suas coordenadas locais. As coordenadas variam de —1
al.

O vetor de potenciais nodais do m-ésimo elemento, {®y,}, é¢ dado por:
o.}={0, 0, 0,0, 0, 0, ©, O} (2.20)

¢ a matriz de fungdes de forma, [Ny], dada em coordenadas locais do elemento
(BATHE, 1996; COOK et al., 2002), é igual a:

[N, ]=[N, N, N; N, N; N, N, N,] 2.21)
visto que o elemento tem 8 nos. Neste caso, cada elemento de [Ny] é igual a:
N, = %(1 —r)1-s)1-t) (2.22)
N, = %(1 +r)1-s)1-t) (2.23)
N, = %(1 +r)l+s)-t) (2.24)
N, = %(1 —r)1+s)1-t) (2.25)
N, = %(1 —r)fl-s1+t) (2.26)
N, = -;-(1 +r)l-s)l+t) (2.27)

N, = %(1 +r)l+s)l+t) (2.28)
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N, = %(l—r)(l +s)1+t) (2.29)

Estes elementos da matriz [Ny,] sdo fun¢bes de r, s e t, que variam de -1 a 1, e,
portanto, sdo construidos de tal forma que N; € unitaria no i-€simo n6 e nula nos
demais. Assim, dada a eq. (2.20), o potencial elétrico no né 1 de um elemento, de
coordenadas locais (~1,-1,-1), segundo a Figura 4, sera @;.

Com base nas egs. (2.12), (2.20) e (2.21), obtém-se:

-6N1 ON, ON; ON, ONg ONg ON, 6N8_

o o o o o o o o
B =[P 2 N, Ny &, oN, 8N, N, N,

O Os Os Os Os Os Os Os
ON, ON, ON; oN, 0N ON, ON, 0N,

ER R R R

(2.30)

De posse da matriz [By], das propriedades do material do elemento e do
determinante do Jacobiano, segundo a eq. (2.17), determina-se, [Ky]. A equagéo

utilizada, particularizada para o elemento hexaédrico, assume a forma:

K.} 1jljlj[Bm]T B, b, det[J , |drdsat (2.31)

-1-1-1

2.2.1.2 Elementos Tetraédricos

Um elemento tetraédrico pode ser visto na Figura 3.

Figura 5 Elemento finito tetraédrco e suas coordenadas locais. As coordenadas variam de 0 a
1.
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O vetor de potenciais nodais do m-ésimo elemento, {®y}, é dado por:

{CDm }= {CDI @, O, (D4} (2.32)
e a matriz de fungdes de forma [Np], dada em coordenadas locais do elemento
(BATHE, 1996; COOK et al., 2002), é igual a:

[Nm]= [Nl N, N, N4] (2.33)
visto que o elemento tem, nesta situa¢fo, apenas 4 nds. Ainda:

Ny=1l-r-s-t (2.34)

N, =r (2.35)

N, =s (2.36)

N, =t 237

Tais elementos da matriz [Np,] séo fungbes der, s e t, que variam de 0 a 1.

Com base nas egs. (2.12), (2.32) e (2.33), obtém-se:

[ON, oN, &N, oN, ]|

or O oOr O
[Bm]=[J ],1 aNl 6N2 6N3 6N4

0s Os Os Os
ON, ON, ON, ON,

R

(2.38)

De posse da matriz [By,], das propriedades do material do elemento ¢ do
determinante do Jacobiano, segundo a eq. (2.17), determina-se, [Kn]. A equagdo

utilizada, particularizada para o elemento tetraédrico, assume a forma:

1 (1-r) (1-r-s)

K.l]= j j ﬂB "B, b, detJ , Jatdsdr (2.39)

Deve-se notar que os limites de integracdo dependem das varidveis de
integragdo e, portanto, a integral deve ser calculada na ordem mostrada. Ainda, é
interessante perceber que a matriz [Bn] € [Jm] (e, consequentemente, seu
determinante) s3o constantes em r, s € t, ou seja, no elemento finito. Portanto, [Kp]
pode ser simplificada para:

-r lrs

[Km]=[Bm]T[Bm{jj jc dtdserdet[J ] (2.40)
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O termo om ndo foi retirado da integral por motivos que serfio tratados no
capitulo sobre o MOT. Pode-se adiantar, contudo, que o termo, no caso deste

trabalho, serd dependente das coordenadas locais. O calculo da integral sera visto no
Anexo B.

2.2.2 Modelo de Eletrodo

A partir da modelagem do fluxo de corrente no interior do corpo tomografado
por intermédio das equagdes de Maxwell simplificadas e pelo MEF, desconsideram-
se, como mencionado, alguns efeitos de segunda ordem, como a dependéncia da
propriedade do material em relagdo a permissividade do meio (desde que seja
restringido o intervalo de freqiiéncias utilizado), por exemplo. Porém, para que os
potenciais elétricos calculados através do modelo de MEF possam reproduzir, de
maneira satisfatoria, os potenciais medidos no corpo, deve ser empregado o chamado
modelo de eletrodo (HUA et al., 1993; VAUHKONEN et al., 1999; MOLINARI et
al., 2001), o qual leva em consideragdo grande parte dos efeitos existentes na
situagdo real simulada - como o fato do potencial elétrico no interior do eletrodo ser
aproximadamente constante, o fato de que a queda de potencial na camada externa da
epiderme ¢€ relativamente grande e o fato da resisténcia 4 passagem de corrente pelas
bordas do eletrodo ser maior que a das demais partes - rendendo imagens mais fiéis 4
situagdo real de distribuicdo de propriedades no dominio. Neste trabalho, foi
estendido o modelo 2-D proposto por Hua et al. (1993) para o caso 3-D, através da
modificacdo das egs. (2.17) e (2.18) e da adogdo de algumas hipéteses. Tal modelo
representa ndo somente o eletrodo, mas também a camada mais externa da epiderme
humana, composta de material morto, com elevado valor da impedéncia e reduzida
espessura.

Formado por apenas quatro elementos finitos hexaédricos, é formulado a partir
de sete hipdteses principais: possui uma geometria em forma de paralelepipedo, de
sec¢do transversal em quadrado; o fluxo de corrente, aplicado ao eletrodo, é constante;
a variagdo do potencial, dentro da camada externa da epiderme, ¢ praticamente
linear; t;<<a, sendo t e a definidos na Figura 6; o potencial é constante no eletrodo;
os efeitos de borda interna (definida na Figura 2) sio despreziveis; toda a superficie
do eletrodo permanece em contato com a superficie do corpo tomografado, ou seja, o

contato ¢ perfeito.
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aplicagdo da corrente .
T i interface
! ' borda interna pele-eletrodo
( ’ |- eletrodo
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medig¢do da voltagem (b)
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10r 81 18 6 14
B
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©

Figura 6 (a) Esquema do eletrodo. (b) O modelo de eletrodo inclui parte da pele e o préprio
eletrodo. (c) Modelo de MEF com dimensées.

A aplicagfo da formulagéio de MEF ao meio condutivo (neste caso, a camada
externa da epiderme) rende quatro matrizes, referentes aos quatro elementos finitos
mostrados na Figura 6 (c). Ndo ha necessidade de uso do sistema de coordenadas
local (r,s,t) para facilitar as integragdes em (2.17) e (2.18) (como no caso anterior,
onde os eclementos ndo apresentam, necessariamente, dngulos retos entre suas
arestas) dado que os elementos utilizados no modelo sio regulares (as arestas
formam &ngulos retos umas com as outras). E interessante apenas que se defina um
sistema de coordenadas local (x’,y’,2”), no centro do elemento finito. Neste caso, a
matriz de fungdes de forma [Ny,] € dada por [Ne] e modificada para:

N, = i(—%a - x')(%a - y')(%tel —z') (2.41)

el

1 1 1 1
N. = Lorxllaey |l -2 2.42
2= 2 (2a x][za y)(z d Z) e

el

pele



1 1
—a+Xx'|—-a+y'|=t, -7
aztel 2 el
! la—x' —a+y' lt z'\
aztel 2 2 el
! la—x' la—' lt +z'
a’t \2 20 Y\
1 lat+x’ la—' lt +z
a’t, 2 20 )2
. —a+x' lat+y' lt +z'
a’t, A2 2
L la—x'] la+y’ —l-t +Z
aZtel 2 2 el
7
z'!3
8 Y- X! 6
|
4| 5 2
-
teli 1
a a
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(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(.47)

(2.48)

Figura 7 Elemento usado no modelo de eletrodo. E mostrado o sistema de coordenadas local

usado.

Com estas, € possivel que se construa uma nova matriz [Bn] (eq. (2.30)), mas

para as coordenadas (x’,y’,z’), que tem a forma:

[B.]=

e {¢’m} (eq.

FaNle aI\IZc aI\Iiie aN4e aI\ISe aI\I«Se aI\I7e aNSe_

ox' ox' ox' ox' ox' ox' ox' &'
aNle: a:NZe aN3e aN4e aNSe aI\I6e 6N7C aNSe

o' oy oy oy oy oy oy oy
aNle aN2e aNBe aN4e 6N5e aN6e aN?e aNSe

oz 0z 0z o6z oz 0z oz o7

(3.17)), entéo, assume o formato:

(2.49)
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(64)(: \ FaNle aNZe aI\Iéle a1\14&3 aNSe aN6e aI\I7e aNSe :
ox ox' oOx' ox' ox' ox' X' &' ax
{ Y }=J a(be aNlc aN2e a1\13&3 aN4e aNSe aN6e aN7e aNSe {CD }

ay 6yl ayl 6yl ayl ayl ayl ayl ayl (2'50)
a¢e aNle aNZe aNBe aN4c aNSe oN 6e aI\I7e aNSe
Loz ) Loz 02 o2 o7 o0 o072 o7 87
= [Be ]{(De }
Por fim, [Ky], aqui chamada de [K,], serd dada por:
K.]= [ [B.][o.IB. Jax'ay'az @51)

[cc] € a matriz de propriedades do elemento do modelo de eletrodo. Integrando-se de
—a/2aal2emx’ey’, ede —ty/2 aty/2 em z°, ou seja, dentro dos limites geométricos
do elemento (conforme & visto na Figura 7) e assumindo-se que a condutividade é
constante no interior do elemento e, como ja mencionado, igual em todas as dire¢des

(ox = 6y = 0z = Ga1), Obtém-se a seguinte matriz, numerada de acordo com a Figura

7:
[ 2 1,51 2 1 1, 2.1 2 2 L 21, 1,21, 1, ,1,]
2ty +a’ —2tel -lza2 ~ty -ljaz _2tel +—2-a2 ty -a —4tel ——2—a2 2te —4'«12 —4tel ——%— 2
2t *+a? —;teﬁ—;az —te,2+—;a2 —}Ite,z—;az t, -a’ —itdz—;az —‘,Zl-t‘,,,z—“a2
2t +a’ —1’[e,2+la2 ——l-telz—la2 —l-telz—la2 telz- 2 —ltﬁlz—la2
2 2 2 4 4 2 4 2 (2.52)
2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 B
K.] 9°te1 2ty +a’ St ——2-a2 St 7"12 5t _232 ty -a’
o 2t > +a? —lt 24—1a2 -t 2-}—1a2 —lt 2-&—1a2
el el el el
2 2 4 2 2
S I M 2t +a? —;te,2+—;a2 -teﬁ%az
1. 21,
2t +a?  —t,  —a
el 2 el )
L 2t +a? ]
onde 6 € a condutividade do modelo, igual 4 condutividade de cada elemento.
O vetor de carregamentos (correntes) do elemento € dado por:
T
L= [ [N ] 1,., dx'dy’ (2.53)

[Nse] € a matriz [N], tomada em 0Q; . (ou seja, para z igual a ty/2). No caso do
modelo de eletrodo usado neste trabalho, o eletrodo serd representado pelas faces

superiores (0 ¢) dos quatro elementos. Considerando-se que o fluxo de corrente
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aplicado ao eletrodo Iy ¢ uniformemente distribuido em sua superficie e integrando-

sede —a/2 aa/2 em x’ e y’, obtém-se:
1 1 1 1
I.J7=40000-1,a% -1 a*> —1_a® ] a2 2.54
{e} { 4 ne 4 ne 4 ne 4 ne ( )

em sua forma transposta.

As quatro matrizes [Kc] e os quatro vetores {I.} calculados sio acoplados, na
montagem da chamada matriz do modelo de eletrodo ¢ do chamado vetor de
correntes nodais do eletrodo, da mesma forma que é feito com a matriz global [K] e
com o vetor de correntes nodais global {I}, respectivamente, ou seja, com base nas
conectividades de cada elemento. A matriz € o vetor resultantes tém,
respectivamente, 18x18 e 18x1 coeficientes.

Assume-se, entdo, que os nos 10 a 18 (vide Figura 6) pertencem ao eletrodo e,
como (por hipétese) a distribui¢do de potenciais em seu interior é uniforme, apenas
um n6 € usado para representagdo de seu comportamento. Assim, a matriz final tera
apenas 10 linhas e 10 colunas, € ndo as 18 iniciais. Esta condensac¢do dos nés 10 a 18
num Unico faz com que a corrente, a qual é aplicada ao dominio por intermédio dos
eletrodos, seja imposta através do mesmo né (representativo do eletrodo),

proveniente da condensagfo. Esta simplifica¢do é vista na Figura 8.
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(2)
[ ’ } J
N | 8« 10 6
K S A A
% | : \ ;
L ‘ 2- 1-4
| ;
(b) (©)

Figura 8 (a) Fluxo de corrente constante aplicado a0 modelo de MEF. (b) Corrente
equivalente em cada né. (c) Condensagéo dos nés 10 a 18 num unico né, o 10, e aplicagdo da
soma das correntes nodais ao no.

Com a hipétese de que ty<<a, termos dependentes do quadrado de ty sdo
descartados, e a matriz final, [K¢], matriz do modelo de eletrodo simplificada,

assume a forma:
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= L or 0y 0L 0L 0 AL el
9 ? 18 36 4
211550 L 11
9 18 36 36 9 2
2l o0 0Lt
9 18 36 4
2 1L 1 4 411
915? 9 2
1 1
2 - = 0 0 — ——
[k ]=25 9 18 36 4
oty S Ll
9 18 36 9 2
L L . 4
9 18 36 4
S 1 M i
9 9 2
2a o
9
4 2.55
\ (2.55)

O carregamento, {I}, vetor simplificado de correntes nodais do modelo de

eletrodo, ¢ dado por:

1,7 =0 00000000 4271, ] 2.56)

em sua forma transposta. Os primeiros nove nds pertencem também ao contorno do
dominio €, ou seja, a 0, e sfo os mesmos mostrados Figura 7 e Figura 8. O décimo
no € resultado da condensagdo dos nés 10 a 18, e é visto na Figura 8.

Se, por outro lado, o eletrodo for usado para medir potenciais, o né usado para
a tarefa serd o de mimero 9, numa analogia ao que foi feito por Hua et al. (1993).

Na eq. (3.40), o termo Ge/te) € chamado de constante do modelo de eletrodo ou
pardmetro do modelo de eletrodo. Deve-se notar que tal quociente ¢ desconhecido na
prética.

Finalmente, a matriz do modelo de eletrodo, da mesma forma que as demais
matrizes dos elementos do dominio, deve ser “acoplada” a [K], e o vetor de correntes
nodais do eletrodo a {I}.

As simulagdes realizadas por Hua et al. (1993) com o modelo bidimensional
descrito em seu artigo, mostram que a reprodugfo da distribuicdio de potenciais e
correntes num dominio ¢ feita de forma satisfatdria. Isto no caso do uso de eletrodos

compostos, que medem potenciais num ponto central do eletrodo (vide Figura 6) e
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aplicam correntes ao corpo através da 4rea restante, maior que a primeira ¢ no
formato de um quadrado. Assim, espera-se que o modelo tridimensional seja,
também, satisfatorio.

Convém lembrar, novamente, que este modelo foi desenvolvido com base em

simplificag¢des; assim, pode ainda ser melhorado.

2.2.3 Solugdo Numérica do Sistema Linear [K]{®}={I}

A formulagdo de MEF empregada neste trabalho remete & solu¢io de um
sistema linear, ou seja, a inversdo de [K] para obtengfio dos potenciais nodais. Por
este motivo, apesar dos métodos de solugio destes sistemas apresentarem aplicagdes
genéricas, ndo necessariamente ligadas ao MEF, optou-se por descrever o método
utilizado juntamente com a teoria de elementos finitos.

A matriz global (relaciona os potenciais nodais as correntes nodais) possuira
diversos valores préximos ou iguais a zero. Isto remete ao uso de métodos de
armazenamento de matrizes esparsas, que diminuem a quantidade de meméria
necessaria. Além disto, existem diversos procedimentos que se utilizam de matrizes
esparsas na solugfio de sistemas lineares, os quais apresentam as vantagens de reduzir
a propagacéo de ruidos numéricos (por ndio manipularem valores préximos de zero) e
diminuir o tempo de processamento computacional.

Um dos procedimentos de solugdo é o Método dos Gradientes Conjugados para
Sistemas Esparsos (MGCSE) que, em um de seus algoritmos mais simples, resolve
um sistema de equagdes linear e apenas no caso em que a matriz [A] é simétrica e
positiva definida, sendo o sistema dado por:

[Afx}={b} 2.57)
onde {x} e {b} sdo vetores.

O método ¢ baseado na idéia de minimizagio de:
1
£ =2 )" [alx} - o) {1} (2.58)
que tem como gradiente:
vf = [A]x}-{b} (2.59)
onde o vetor Vf possui, em cada linha, uma derivada numa determinada direcéo. As

componentes do gradiente devem ser nulas, o que remete ao sistema de equagdes

lineares anterior.
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Para este trabalho, sera, porém, utilizado o Método dos Gradientes
Biconjugados para Sistemas Esparsos (MGBSE). Este método pode ser aplicado em
sistemas lineares ndo necessariamente positivos definidos ou simétricos, sendo
genérico. No entanto, nfio apresenta uma conex3o simples e direta com a
minimizaciio de fung¢des, como a apresenta o MGCSE. Maiores detalhes sobre o
MGCSE, o MGBSE ou sobre matrizes esparsas € métodos de armazenamento podem

ser obtidos no livro de Press et al. (1999).
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3 METODO DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA

O MOT consiste num método computacional que gera topologias 6timas.
Basicamente, a partir do ponto de vista de Bendsee e Sigmund (2003), pode-se dizer
que distribui o material no interior de um dominio fixo de forma a otimizar o
desempenho do sistema correspondente, ou seja, soluciona um problema de
otimizagfio. O desempenho ¢é representado, matematicamente, pela chamada fungéio
custo ou objetivo, a qual pode exprimir a rigidez estrutural, o volume de material, a
diferenca entre duas grandezas, etc.. Além disto, algumas caracteristicas do sistema
sdo conhecidas, como o carregamento aplicado (ou correntes elétricas, ou fluxos de
calor, etc., dependendo do tipo de sistema em questdio), as condi¢des de contorno,
como apoios ou engastes (ou potenciais elétricos nulos, ou temperaturas fixas, etc.), a
quantidade de um ou mais tipos de material permitida no dominio e, possivelmente, a
localizagfo prescrita, referente a um ou mais tipos destes materiais. Assim, o sistema
otimizado deve obedecer estas limita¢Ses. A Figura 9 mostra alguns destes conceitos,

para o caso do problema de MOT aplicado a meios condutivos.

corrente elétrica

AR
g‘}ié‘// T TT— -
| potencial
elétrico nulo
material 1 |
LD \ o
dominio fixo material
de projeto prescrito

Figura 9 Dominio fixo de projeto (Q,), condigdes de contorno ¢ corrente imposta, no
problema de MOT aplicado a meios condutivos.

O material em cada ponto do dominio pode, por exemplo, variar de um
material do tipo A (ar, por exemplo) a um material do tipo B (por exemplo, um
material sélido), assumindo materiais intermediarios entre A e B, de acordo com o

chamado modelo de material. No modelo de material adotado, a propriedade de cada
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ponto do dominio serd tanto maior quanto maior for a sua “densidade” p, - ou
“pseudo-densidade” (serfio também tratadas simplesmente por densidades); o termo
“pseudo-densidade” ou “densidade” é usado pois é correntemente empregado na
literatura da 4rea de otimizagdio topoldgica estrutural, para a qual se considera,
normalmente, apenas um tipo de material presente no dominio fixo e segundo a qual
0 volume da estrutura € calculado pela integral da grandeza p no dominio, de onde
vem a idéia de nomenclatura do termo (BENDS@E; SIGMUND, 2003) — podendo
variar de 0 (100% de material A, por exemplo) a 1 (100% de material B, por
exemplo). O modelo de material, nestas condi¢es, é baseado no chamado “Simple
Isotropic Material with Penalization” (SIMP), doravante denominado método das
densidades, o qual engloba a continuidade dos valores de densidades, como ja
mencionado, e ainda introduz o conceito de fator de penalidade ou penalizagio. O
método € explicitado pelo modelo matematico do comportamento do material, dado
pela seguinte equagio:

mat(x) = p(x)’ mat,, +{1 - p(x)" }mat,, G.1)
onde p(x) € a densidade definida em todo o dominio, mat, e matg sio as
propriedades dos materiais que compdem o meio e mat(x) serd a propriedade
resultante. O fator de penalidade p tem como fungdo reduzir materiais intermediérios
no resultado final da otimizag¢io. Assim, caso existam apenas dois tipos de material
diferentes no dominio, mat, e matg, € interessante que se utilize p>1; caso contrario,
p podera, por exemplo, ser escolhido igual 4 unidade e mat, e matg serdo o maior e o
menor valores de condutividade encontrados no dominio. O efeito de p é visto na
Figura 10 e também na Figura 11, para diferentes valores de materiais mat, e matg.

E importante notar que, no caso de haver apenas dois tipos de material no
corpo tomografado, valores intermedidrios de densidade sdo indesejaveis. Assim,
surge a idéia da implementagio de um método de otimizagdo que manipule apenas os
valores limites mats e matg, assumindo a densidade os valores 0 e 1, somente.
Meétodos como o algoritmo genético ou simulated annealing (BENDSQE;
SIGMUND, 2003) podem, neste caso, ser aplicados. Assim, o método das
densidades, o qual “relaxa” o problema de otimizag#o, representa uma alternativa aos
algoritmos discretos citados quando p>1. De fato, se o problema 0-1 ¢ estendido para

um caso discreto com mais de dois materiais, o grande niimero de célculos da funggio
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objetivo e restri¢des efetuados pelos algoritmos discretos pode tornar a sua aplicagio
proibitiva em termos computacionais (BENDS@OE; SIGMUND, 2003).

O material, neste trabalho, é representado associando-se valores de densidade a
cada elemento ou né obtido da discretizagéio do dominio inicial. Por esta razio e pela
necessidade de andlise de dominios com geometrias e distribui¢des de propriedades
arbitrarias (o térax humano, por exemplo), o MOT estd associado a métodos

numéricos de andlise, em geral o MEF, o qual foi adotado neste trabatho.

0.06 0.06 0.06
0.05 / 0.05 1 o0s
0.04 1 004 1 004
0.03 0.03 1 o003
0.02 1 o002 1 o002
0.01 1 ool { o0
0 . 0 : 0 -
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5
p p P
(2) (® (©

Figura 10 Gréaficos de mat x p para diferentes valores de p. Os valores de mat, e matg usados
foram 0,000001 e 0,06, respectivamente. (a) p=1. (b) p=2. (c) p=4.

0.06 0.06 0.06
0.05 1 oos 1 oos
0.04 1 004 0.04
0.03 I 003 0.03
0.02 1 oo 0.02
0.01 1 oo 0.01
% 05 1 Y 05 1 05
p p p

Figura 11 Gréficos de mat x p para diferentes valores de p. Os valores de mat, e matg usados
foram 0,06 e 0,000001, respectivamente. (a) p=1. (b) p=2. (c) p=4.

No contexto da abordagem por tentativa e erro aplicada a otimizagfio, deve-se
avaliar o desempenho de um sistema inumeras vezes, através do célculo da fungfo
objetivo para todas as configuragbes possiveis da distribuigio do material no

dominio, ou, pelo menos, para um nimero suficiente delas. Dado o método de
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calculo ou andlise da fungdio e o nimero de configuragdes consideradas, tal
abordagem pode se tornar invidvel. Utilizando-se 0 MEF como ferramenta de
analise, por exemplo, deve-se assegurar que o modelo de elementos finitos seja fiel
ao modelo dado pelas equagdes diferenciais que regem o fendmeno fisico estudado.
Portanto, muitos elementos devem ser usados na discretizagio, o que torna o
processo de andlise um processo custoso computacionalmente e, consequentemente,
lento, sendo inviabilizada a abordagem por tentativa ¢ erro.

Desta forma, no MOT, algoritmos de otimizagdio, como algoritmos de
programagdio matematica (HAFTKA; GURDAL, 1999) sio usados para se
determinar a distribui¢do 6tima dos materiais, o que torna o processo relativamente
rapido. Estes algoritmos aceleram o processo de busca da distribuicsio 6tima de
material através da informagfo do gradiente ou derivadas primeiras (e até mesmo as
derivadas segundas, em alguns algoritmos) da fun¢do custo em relagéio as densidades
ou varidveis de projeto. O célculo deste gradiente é feito com base na andlise da
distribuigfio de potenciais elétricos no dominio (mais especificamente, a partir dos
potenciais nodais) e serd tratado, detalhadamente, adiante no texto.

Desde sua introduggo, o MOT vem ganhando destaque no meio académico e na
inddstria. No caso da metal-mecénica, torna o processo de projeto mais genérico,
sistematico, otimizado, ¢ independente da experiéncia especifica de alguns
engenheiros, fornecendo a topologia inicial, otimizada para certa aplicagio do
dispositivo a ser construido. A presenga do engenheiro é necessaria para a obtencdo
do projeto final e verificagiio do desempenho para o qual foi projetado (o que ¢ feito
com o auxilio de métodos numéricos e experimentais). Trabalhos relacionados a
otimizagdo estrutural foram realizados, por exemplo, por Bendsee e Kikuchi (1988) e
Bendsge ¢ Sigmund (2003). Um exemplo de problema de otimizagdio de uma pega
metélica ¢ mostrado na Figura 12 (MELLO, 2002). Neste problema, é dado o
dominio fixo, um carregamento concentrado, aplicado no vértice inferior direito do
dominio e a condigdo de contorno de engaste na aresta esquerda. Limitando-se a
quantidade de material méxima em 40%, é encontrada a topologia 6tima da estrutura
no sentido de minimizar sua flexibilidade. Tem sido expandido, com sucesso, para
atuagdo em vdrias outras aplicagles, como no projeto de mecanismos flexiveis
(SILVA; NISHIWAKTI; KIKUCHI, 2000; YIN; ANANTHASURESH, 2001; LIMA,
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2002), no projeto de materiais com propriedades especiais (LARSEN; SIGMUND;
BOUWSTRA, 1997; SIGMUND, 2000), Sistemas MicroEletroMecanicos (MEMS)
(MAUTE; FRANGOPOL, 2003), estruturas sujeitas ao impacto (BENDSQE;
SIGMUND, 2003; YOUN et al., 2004), estruturas ressonantes para aplicacdo em

micro-motores, micro-garras, etc. (TCHERNIAK, 2002), dentre outros.

NN

(a) (b)

Figura 12 Exemplo de aplicagdo do MOT, onde se deseja maximizar a rigidez de uma
estrutura. (a) Dominio fixo, carregamento e condi¢des de contorno. (b) Resposta da
otimizagdo. Apenas 40% do volume inicial é ocupado.

A introdugfio do MOT na 4rea de TIE ¢ recente ¢ estd sendo testada para o caso
de formulagdes em duas dimensdes (LIMA; LIMA; SILVA, 2004). O trabalho tem
mostrado bons resultados e potencialidades; assim buscou-se estendé-lo para o caso

tridimensional.

3.1 Método de Otimizagdo Topoldgica Aplicado a
Tomografia por Impedancia Elétrica

A fungdo custo, ou fungfo objetivo, neste caso sera dada por:

ne np

F=%ZZ(¢3 “¢ij0)2 (3.2)

j=1i=1
onde ne é o nimero de casos de carregamento aplicados, np o de pontos (nds da
malha de elementos finitos) ou eletrodos onde sdo obtidos os potenciais elétricos, dijo
¢ o potencial medido no i-ésimo eletrodo do corpo a ser tomografado, para o caso de

carga j, € ¢;; ¢ o potencial correspondente, calculado através do modelo de MEF do

corpo.



35

No modelo de material adotado, a condutividade de cada elemento finito sera

tanto maior quanto maior for a sua densidade. E dada pela seguinte equagdo:

o(x)=p(x)’o, + (1 - p(x)p)cs'B (3.3)
onde p(x) €, como ja mencionado, a densidade definida em todo o dominio, 64 € op
sdo as condutividades dos materiais que compdem o meio e o(x) serd a
condutividade resultante. Sendo o(x) constante em cada elemento finito, pode-se

alterar (3.3) para uma forma discreta, obtendo-se:

O =P’ s +1-p," Jop G4)
para a qual on, serd a condutividade € p, a densidade de um elemento finito.
Portanto, o numero de varidveis de projeto, neste caso, é igual ao nimero de
elementos.

Numa alternativa a variével de projeto por elemento, adotou-se um esquema de
varidveis nodais, segundo o qual a densidade no elemento ¢ interpolada da mesma

maneira que os potenciais elétricos e as coordenadas:

Pm=IN, P, } (3.5)

sendo {P} o vetor de densidades nodais do elemento finito. Neste caso, o nimero de
varidveis de projeto passa a ser igual ao numero de nds de discretizagdo. O modelo

de material assume a forma:

6 = (N, JPu oy + (- (N 1oL )P o (3.6)

Nota-se que op, depende das coordenadas locais do elemento. Assim, na
constru¢do da matriz de condutividade do elemento ([Kn]), deve-se integrar tal
termo, conforme comentado anteriormente.

No caso do modelo de eletrodo, ja foi explicitado que o quociente e/t €
desconhecido. Assim, foi também considerado como incégnita no problema de
otimizagfo e definiu-se um modelo de material. Este é semelhante ao citado acima;
porém, p € igual & unidade, Gaei/te] € Opei/ter SB0 0s limites para Gty € per € a varidvel
de projeto. Entdo, tem-se:

c

(o) 6
t_el =Py tAel + (1 . Pe[) tBel (3.7)

el el el
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O esquema de varidveis por né nfio foi implementado para o modelo de
eletrodo.

Finalmente, o problema de MOT pode entdio ser definido, num caso que
englobe apenas restrigdes laterais, ou seja, restrigdes aplicadas diretamente ao valor

da variavel de projeto, como:

1 ne np
Minimizar = E Z: ; (¢ij - ¢ij0 )z

Tal que Equagdo de condutividade ([K @} = {1})
0<p, <1

A ultima restri¢do, a lateral, aplica-se aos elementos finitos do dominio, aos
pardmetros do modelo de eletrodo e, no caso do uso de variaveis por n6, aos nés dos
elementos.

Nota-se que ndo ha restrigdes, além das laterais, no problema de otimizagio
acima. Pode-se dizer que esta é a forma mais simples (ou forma padréo) de definigéio
do problema. Mas, a formulagdo do MOT permite que se introduzam mais restri¢des
a forma padréio. As restri¢des usadas serdo citadas adiante no texto

De maneira intuitiva, espera-se que com o aumento do numero de casos de
carregamento € do numero de pontos de medi¢dio (ne e np, respectivamente), as
respostas sejam mais satisfatorias, pois assim mais informag¢do é fornecida ao
algoritmo, modificando-se a dependéncia da fungdo objetivo com relagdo a varidveis
de projeto. Ao mesmo tempo, um grande nimero de elementos finitos deve ser usado
para que o campo de potenciais elétricos seja fielmente reproduzido, o que, como
freqiientemente se verifica, introduz um nimero elevado de incognitas no problema
em relagdo & quantidade de informacéo citada. Nestas condigdes, o aumento de ne
¢/ou np néo livrard o problema de ser mal-posto (TIKHONOV; ARSENIN, 1977), no
sentido de que, admitindo-se a existéncia de solugfo, existem varios minimos locais
(que otimizam a fun¢@io objetivo), o que pode ser agravado por uma fungfo custo
ndo-linear. Além da existéncia dos minimos locais, dada a precisfio do algoritmo, a

variagdo das condutividades em determinados locais do dominio pode néo afetar os
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valores calculados de ¢;; (BACRIE; GOUSSARD; GUARDO, 1997), indicando uma
sensibilidade baixa.

Neste contexto, o MOT, com a inerente e j4 discutida possibilidade de inclusgo
de restri¢bes e com a possibilidade de uso de filtros espaciais (CARDOSO, 2000), os
quais ndo aumentam, significativamente, os tempos de processamento, permite que
se realize a regularizagio do problema (TIKHONOV; ARSENIN, 1977,
VAUHKONEN et al., 1999; BLUE; ISAACSON; NEWELL, 2000), reduzindo-se o
espago de solugdes. Contudo, alguma informag8o sobre a resposta final, nem sempre
possivel de se obter de forma precisa, deve ser fornecida ao algoritmo.

Neste ponto, serdio apresentadas as restrigdes e o filtro usados.

3.1.1 Restri¢édo de Sintonia

Um tipo de restri¢éio introduzido, utilizado apenas para o caso de varidveis de
projeto constantes nos elementos, foi a Restri¢do de Sintonia (RS). Faz-se com que a
soma de cada volume de elemento, multiplicado pela variavel de projeto, seja menor
ou igual ao volume total, multiplicado por certo coeficiente, previamente escolhido

N9

pelo usudrio, o que funciona como um “botfio” de sintonia:

M
Z Vm pm < VTOtal CS (38)
m=1 Vmin Vmin

onde CS ¢ o Coeficiente de Sintonia ¢ M € o nimero de elementos finitos. Vi, € 0
menor volume entre os elementos e foi usado como fator de normalizagio para se
evitarem valores muito pequenos, o que poderia influir (devido a grandes diferencas
nas ordens de grandeza dos pardmetros da otimizag#o) no processo de otimizaggo.

Finalmente, outro problema de MOT pode ser definido:

1 ne np
Minimizar ~ F=2 2 (¢ij - %o)z
j=1 i=1
Tal que Equagdo de condutividade ([K[[@}={1})
0<p, <1

MV V.

m Total
P, < CS
mz=:1 V. moy

min min
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3.1.2 Restri¢do do Valor Médio da Densidade

A Restri¢io do Valor Médio da Densidade, ou, simplesmente, Restrigéo do
Valor Médio (RVM), foi utilizada como uma alternativa para a RS. Tal restrigdo
engloba a RS, sendo mais elaborada, além de independer de um ajuste de CS, o que
implica no conhecimento prévio e aproximado da distribuig@o de propriedades, ou
seja, no conhecimento prévio e aproximado da prépria resposta do problema inverso.

A RVM ¢ igual a:

i Wk(pk’dnk Fiey)
k=t N

<wilp) (3.9)

onde N é o numero de variveis de projeto, wy € o peso aplicado ao valor da fungéo
fy da variavel de projeto py, f € uma fungéo de [_), a média dos valores de densidade
adquirida a partir dos potenciais medidos no corpo ou dominio de condutividades
desconhecidas, w é o peso associado e dny é a distAncia normalizada entre a varidvel
de projeto px € o centro do dominio (dnk € zero no centro ¢ unitaria no contorno).

Neste trabalho, wy foi dado por:

wy ={p2 -2p, J1-dn, )—dn, +2| (3.10)
e fi por:
£y =20 -0}) (3.11)

Como visto, utilizou-se, como peso Wi, uma quantidade inversamente
proporcional a distdncia entre a variavel de projeto e o eixo central da malha de
elementos finitos, no caso de um dominio cilindrico (usado neste trabalho). Nestas
condicdes, a distancia foi normalizada ou adimensionalizada pelo raio do dominio.

A fungfio dada pela multiplicagio de wy por fi, doravante representada por fwy,
penaliza a varidvel de projeto proxima de 0, fazendo com que o algoritmo de
otimizagdio “enxergue” valores mais elevados. Ainda aumenta a penalizacdo se a
variavel estiver proxima da regidio central do dominio. A fung&o fwy ¢ vista na Figura
13. A funcdo, dada em py igual a 0,45, é vista na Figura 14, onde é possivel notar o
efeito da proximidade do centro do dominio.

Visou-se, com a utilizagdo de wy, dar um peso maior as variaveis de projeto
préximas do eixo central do dominio, forcando-as a ter valores reduzidos no final da

otimizag&o. Tal abordagem foi utilizada com base no trabalho de Bacrie, Goussard e
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Guardo (1997), os quais mencionam que o sistema de TIE tem sensibilidade reduzida
a variagdo dos valores das propriedades nos locais distantes dos pontos de medigéo,
quando comparada a sensibilidade dos locais proximos a estes pontos. Tais fatos
foram verificados, para o caso do MOT, pelos resultados bidimensionais de Lima
(2004), que indicaram que o algoritmo tem a tendéncia de atenuar as variagGes
espaciais de condutividades da resposta obtida em regides préximas do centro do
dominio, em forma de circulo, no caso de apenas dois tipos de material presentes no
corpo tomografado, tendo a maior parte do material condutividade igual a
0,058824(m.Q)" e a menor, condutividade de 0,000001(m.Q)"* (informagio verbal)'.

L5,

contorno-l

centro-{ 0.2 0.4 0.6
pr

Figura 13 Fungo fwy. Pelas curvas de nivel mostradas, ¢ possivel notar a influéncia da
posigdo da variavel de projeto no dominio sobre o valor da fungéo. O valor maximo é dado
para x=1 e vale fi=1.

O lado direito da equagfio da restri¢éo foi dado por:

wE =(25—52) (3.12)

! Informagfio fornecida por Cicero Ribeiro de Lima, aluno de Doutorado da Escola Politécnica da
Universidade de S#o Paulo, em S#o Paulo, em 2004.




40

Assumiu-se, portanto, que w ¢ igual a 1.

0.9

0.85

fk g

0.75

0.7

1 1 1 ] i 1 ] 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
centro dnk contotho

Figura 14 A fungdo fwy, dada em py igual a 0,45.

A idéia deste tipo de restrigio é gerar respostas, no caso de dois materiais
presentes no corpo tomografado, com regides de transicdo de condutividades bem
definidas. A dificuldade na implementagéo reside no célculo de p. Neste trabatho,

utilizou-se uma aproximag#o para o valor, dada por:

S=—°%5% 3.13
p Ufpc (3.13)

onde U, ¢ o valor médio dos potenciais medidos nos eletrodos de um corpo de
distribui¢io de condutividades conhecida e uniforme, p. é o valor médio da
densidade neste corpo, € Uy é o valor médio dos potenciais medidos nos eletrodos de

um corpo do qual se deseja obter a imagem.

Finalmente, define-se, entdo o problema de otimizag&o:

1 ne
Minimizar EZ — (‘bg ¢1JO)2
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Tal que Equagdo de condutividade ([K)o}={}H
0<p, =1

i Wk(Pk’dnk fiei) < Wf(E’)

P N

3.1.3 Filtro Espacial

As restrigdes citadas foram utilizadas, como citado, com o intuito de se
regularizar o problema de MOT, ou seja, para torna-lo menos mal-posto. Com a
mesma finalidade, foi usado o chamado filtro espacial (FE) (CARDOSO, 2002).

A idéia do filtro ¢ bastante simples. Durante o processo iterativo de otimizago,
certa quantidade referente a uma variavel de projeto, como a propria varidvel ou a
derivada da fungdio objetivo em relagdo a ela, por exemplo, seré alterada com base
nos valores das quantidades dos elementos (no caso de varidveis constantes em

elementos) ou nds vizinhos, segundo a formula:
2 Ve,

Y E—
2V,
q

sendo 4 a quantidade citada. A somatéria se estende a todos os vizinhos

(3.14)

considerados, sendo a quantidade destes elementos dada pelo chamado raio do filtro

(RF), entrada do algoritmo. Assim, o FE reduz a variagio espacial do pardmetro 4.



42

y R malha de MEF

Figura 15 Parte da malha de elementos finitos € RF. Sdo destacados os nos considerados no
processo de filtragem.

Neste trabalho, cada peso W, ¢ igual a:

A =ds, (3.15)
sendo:
_ RF - dist, (3.16)
4 RF
e
nd,
=2, Vq (3.17)

onde dist, é a distancia entre o né referente a 4 ¢ o g-ésimo n6, nd, ¢ 0 nimero de
elementos que compartilham o g-ésimo no ¢ V*ql expressa o volume de cada um
destes nd, elementos. Com a finalidade de se evitar algum problema numérico no
caso de RF ser muito pequeno, foi implementado o seguinte artificio:

a,s, + z Woa,

A, = B 3.18
" Sk"'zwq G149
q

A particularizagio realizada neste trabalho com relagdo a & serd mostrada

adiante, pois ainda é necessario introduzir alguns conceitos.
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4 SOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Existem vérios métodos de solugdo dos problemas de otimizagdo propostos
(HAFTKA; GURDAL, 1999; VANDERPLATZ, 1984). Optou-se, pela Programagéo
Linear Seqiiencial (PLS), método iterativo que engloba o método de otimizagéo de
funcdes lineares Programagéo Linear (PL). A PL tem como vantagens: lidar com um
grande niimero de varidveis de projeto, requerer apenas o célculo das derivadas de
primeira ordem da fungdio objetivo e restrigdes (diferentemente de algoritmos
baseados na Programaciio Quadratica, que usam derivadas de primeira e segunda
ordem) e permitir a inclusdo de um grande niimero de restrigdes (o que sera feito na
continuagdo deste trabalho). O algoritmo de PL usado, um algoritmo de Kamarkar
(HAFTKA; GURDAL, 1999), pronto para uso e escrito em Linguagem Fortran de
programagfo, encaixou-se perfeitamente nos requisitos deste trabalho. Adiante serdo
explicados os conceitos relacionados tanto a PLS quanto 8 PL e abordado o célculo

das derivadas de primeira ordem, ou componentes do gradiente da fung&o objetivo.
4.1 Programagcdo Linear ¢ Programaggo Linear Seqiiencial

A PLS ¢ um método muito usado na solugfio de problemas de otimizag&o néo
lineares (o caso em questdo). Essencialmente, divide um problema néo linear numa
série de problemas lineares (resolvidos pela PL), num processo iterativo que se inicia
num ponto previamente selecionado. A PL, por sua vez, utiliza os métodos Simplex
(PRESS et al., 1999) ou Kamarkar (HAFTKA; GURDAL, 1999), que buscam
minimos para a funggo objetivo, considerando-se as restrigdes impostas.

A PL trabalha, como j4 mencionado, com fungdes objetivo e restri¢des lineares
em relagdo as varidveis de projeto. Porém, a fungio objetivo, no caso deste trabalho,
ndio & linear. Assim, deve ser linearizada através de sua expansdo em Série de Taylor,
sendo os termos de ordem superior a 1, entdo, desconsiderados. A fungdo objetivo

(eq. (3.1)) assume a forma:

oF OF
Finear = F(Po) +'a— (P] - p10)+ .- ""a_‘ (PN - PNO) 4.1)
1 P=Po
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onde po contém todos os valores de densidade usados como ponto de linearizagéo, ou
seja, contém P10, P20, ---» PNo, F(Po) € 0 valor da fungfo objetivo em po € p1, P2, > PN
sdo as varidveis de projeto.

O minimo da func#o serad o mesmo, independentemente da presenga dos termos
constantes. Assim, busca-se, de forma analoga, a otimizagéo de:

OF

== 4.2
o0, PN 4.2)

P=Po

*
1::linear =

P=Po

O calculo das derivadas mostradas (gradiente de F), em p=po, sera abordado no
capitulo posterior.

Como mencionado, a PLS aproxima um problema n#o linear por uma sucesséo
de subproblemas lineares, que sdo resolvidos pela PL. Nesta aproximagdo, deve-se
restringir a variagdio das variaveis de projeto dentro de um subproblema. Realiza-se
esta tarefa através dos limites méveis. Tais conceitos podem ser mais bem entendidos

com o auxilio da Figura 16.

¥a

F(x)

S T i

-
pul.r 4
i Ej X

Figura 16 Fungdo ndo linear F(x) e sua linearizago f(x) em torno de x;. O indice i indica a i-
ésima iteragfo.

A fungfio continua f(x) estard tio mais proxima da fungfio ndo linear F(x)

quanto menor for a variagdo de x em torno do ponto de linearizag8o x;. Nota-se que,
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entre x;™™ e x;™", as fun¢des tém valores bem proximos e, assim, a aproximagéo de
F(x) por f(x) ¢ vélida.

Seja considerada a busca do 6timo de F(x), obtido através da otimizagdo de
uma série de fungdes (subproblemas) lineares, tais quais f(x). Portanto, devem-se
definir os valores maximos e minimos em que a aproximagéo por f(x) é razoavel, os
quais sdo chamados limites méveis de x;. Tendo x; como ponto de partida do
processo iterativo, por exemplo, os limites seriam X" e ximi", oux;+Ax e xj- Ax, €
o 6timo (méximo, neste caso) do subproblema linear seria x; + Ax (o que € visto na
figura). Entfio, este representaria o novo ponto de linearizaco de F(x) para obtengdo
de uma nova f(x), outros limites méveis seriam definidos e o processo continuaria at¢
que ocorresse a convergéncia para o maximo de F(x). Num problema pratico
(numérico), no entanto, certa tolerdncia deve ser aceita e, entdo, encontra-se ndo o
ponto que otimiza de fato a fungio F, mas uma aproximagéo deste.

Considerando-se um subproblema linear, se os limites moéveis sdo grandes, o
erro da aproximagio da fungdo nfio linear pela linear pode ser grande, o que também
pode acarretar na perda de um ponto 6timo e, ao longo do processo iterativo, na
oscilagio em torno deste ponto. Se os limites sdo pequenos, o ponto pode ndo ser
ignorado, mas o custo computacional na obtenggo da solug¢do do problema (processo
iterativo) é grande. Estes fatores sugerem o uso de limites moveis variaveis, os quais
deverdio ser pequenos (conservadores) se a curvatura da fun¢&o objetivo, no ponto de
linearizagdo, for acentuada (matematicamente, se a derivada segunda da fung&o, no
ponto de linearizagAo, tiver valor elevado) e grandes, caso contrério.

Neste trabalho, a variagdo dos limites moveis para cada px € calculada com
base na oscilagdo do valor da varidvel de projeto em torno de um minimo do
problema. Assim, se ¢ detectada a oscilagdo numa incognita, reduzem-se os limites
moéveis referentes & incognita. Caso contrario, os limites sdo aumentados. Este
controle é importante pois, assim, menos iteragdes séo realizadas em locais distantes
do ponto minimo sem que, proximo a este, o algoritmo oscile.

Finalmente, o subproblema de PL assume a forma:

e + oF OF oF
Minimizar Finear =5— o} +—é—— Py F... +6—— P
P1lp=p, P2 lo=p, PM lp=p,
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Tal que Equagdo de condutividade ([K}o}= {h

plin <o, <P k=1.M

M
Z Vk Py < VTotal CS
k=1 Vmin Vmin

sendo p™™ e p™™ os valores minimo e méximo de py (limites moéveis). Impondo-se

a RVM ao invés da RS, o subproblema ganharia a seguinte forma:

. x oF OF oF
Minimizar Einear = 20 P+ o Py ...t 2o PN
Py p=Po P2 P=Po P P=Pp
Tal que Equagdo de condutividade ([K]{CD} . {I})
i <p, <pr k=L.N
31

i_l_a(wkfk)

N N_l_a(wkfk)
a N Opk pkng(p)JrZ

o N Opy

Pro — 2= Wifi|
k0 EN kklP—Po

P=po P=Po

Ficam, assim, definidos os subproblemas de otimizag#o, explicitados pela
minimizagdo da fung@o linear. Também fica definido o problema principal, dado pelo
processo iterativo.

Maiores detalhes sobre a PLS podem ser obtidos no trabalho de Haftka ¢
Giirdal (1999) e sobre PL, nos trabalhos de Press et al. (1999), Haftka e Giirdal
(1999) e Vanderplatz (1984). Sobre limites moveis, ha estudos realizados por
Cardoso (2000).

Voltando ao FE, os valores de & ou valores filtrados foram, da mesma forma
que no trabalho de Cardoso (2002), os limites moveis. Portanto, restringiu-se a
variagdo do valor de cada uma das variaveis de projeto também com base nos limites
das varidveis vizinhas. O efeito de tal artificio serd mostrado no capitulo sobre
resultados. Porém, com o FE, pode-se esperar que a variagéo espacial das variaveis

de projeto sera reduzida.

4.2 Calculo dos Gradientes

Como ja mencionado, o algoritmo de PL resolve problemas lineares. Desta

forma, devem-se determinar os gradientes da fungio objetivo e restrigdes em relagdo
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as variaveis de projeto. A abordagem de calculo do gradiente da fungéo objetivo
utilizada e descrita neste trabalno é a mesma mencionada por Lima (2003).

Aplicando-se a regra da cadeia a eq. (3.1), pode-se obter:

ne np ¢
ZZ(% ¢Uo) p (4.3)
j=1i=1 Pk

uma vez que ¢ijp, dado de entrada, € constante em relagéo as variaveis de projeto. A
eq. (4.3) mostra uma componente do gradiente da fungéo objetivo. Para que se
calcule este gradiente, utiliza-se o chamado teorema da reciprocidade de Betti-

Maxwell (COOK et al., 2002), uma interpretagdo fisica do método adjunto.

{1}

(@1} T {@2}

{I2}

Figura 17 Carregamentos citados no teorema de Betti-Maxwell.

O teorema diz que “se dois conjuntos de carregamentos agem numa estrutura
de comportamento linear, o trabalho realizado pelo primeiro conjunto de
carregamentos sobre os potenciais produzidos pelo segundo conjunto de
carregamentos ¢ igual ao trabalho realizado pelo segundo conjunto sobre os
potenciais produzidos pelo primeiro conjunto”. Assim, num formato de elementos

finitos:

T
{11} {(Dz}: {Iz}T {(Dl} (44
onde {I;} e {I,} sdo vetores de carregamentos (correntes) nodais e {®;} e {®,} sdo
vetores de potenciais nodais. Cada lado da equagdo ¢ chamado de energia mitua dos

sistemas.

Para simplificar, inicialmente considera-se {I,} como sendo:
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I,'={00--1---000} (4.5)

Com a eq. (2.19) ([K]{CD}={I}) e a (4.5), ¢ sabendo-se que a matriz [K] €
simétrica, transforma-se (4.4) em:

{ch }T [K]{CI)2 } =0, (4.6)
sendo ¢; o potencial escalar, ou componente de {®;} na mesma posi¢do (linha) da

componente de corrente unitiria em {I,}. Se sfio derivados ambos os lados da

equagdo, tem-se:

olfe, ' [Klie,})_ 3,

opy opy

4.7

Agora, atendo-se ao lado esquerdo da eq. (4.7), obtém-se

0 1T[ 25)_9 1T T 4 2
(o er)_aod o, . o,y o, ool o

Pode-se demonstrar que, para calcular a derivada dos vetores e da matriz, deve-se
derivar cada elemento correspondente. Com (2.19) aplicada a {®:} e {1}, tira-se
que:

ISP CLA T 49)

opy . Opy

A igualdade acima é verdadeira pois a corrente imposta ndo varia com as
variaveis de projeto. Lembrando-se que a derivada dos vetores € obtida derivando-se
cada componente do vetor, e que a transposta da inversa de uma matriz (que possua
inversa) simétrica é igual & prépria inversa da matriz, chega-se em:

A0 _ g,y el 4.10)

opy opy
E, da mesma forma, com (2.19) aplicada a {®;} e {L} ¢ a mesma

simplificagdo feita acima:

@, _ e K]y, 4.11

o~ KI5 (“.11)

Substituindo-se (4.10) € (4.11) em (4.8), obtém-se:

oo k0.))_ g 1] am
Opy opy

Desta forma, (4.7) pode ser escrita como:
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Oy yr K]
g~ il 5o ) (4.13)

Agora, lembrando-se que o indice i se refere a i-ésima medigdo (ou i-ésimo
ponto de medi¢do) e o j ao j-ésimo caso de carregamento (corrente aplicada),
considere-se, como artificio matematico, a aplicacdo de uma corrente {I,}, no

primeiro ponto de medig#o, da seguinte maneira:

1,7 ={000- (¢,,-0,,) -~ 000} (4.14)

onde ¢1; € d110 sd0 os potenciais calculado e medido, respectivamente, no ponto de
medi¢do (ou nd de finitos, pertencente ao contorno do dominio, que fornece os
potenciais para cada caso de carga) referente a i=1 para o caso de carregamento de
j=1. Considere-se, também, {I;} como o primeiro caso de carregamento, ou seja,
aquele dado para j=1. A posigdo do termo néo nulo em (4.14) serd igual a de ¢;; em
{®,}, o vetor distribui¢éio de potenciais devido a {I;}. Como (4.14) ¢ constante em

relag@o as variaveis de projeto, pode-se escrever a eq. (4.13) como:

% 0
u-to) (o, o) @19

onde {®,} é o vetor distribui¢do de potenciais devido a {I,}. Agora, seja o lado
esquerdo de (4.15) obtido para a aplicagdo de correntes similares a {I;} em todos os
pontos de medigdo, € para o um caso de carregamento j, € sejam os resultados
adicionados. Ainda, sejam estas correntes similares a {I,} dadas pelo vetor {I;}, os
potenciais resultantes dados por {'¥jj} e a matriz global dada por [Kj]. O vetor {'¥;} e

a corrente {I;} sfio mostrados na Figura 18. Cada vetor {I;} tera a forma:

5 =000 @;-8) 000} (4.16)
e a posi¢io do termo nfo nulo serd determinada pelo grau de liberdade relativo ao n6

de medigio em questfo. Assim, obtém-se:

N 0by & oK.
iz_l:(%' —dijo )gqp)—: = —é {cpj }T a[pkj]{qj'} 4.17)
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{WVii}

{di-Gijo}

Figura 18 Aplicagfio de {I;} ao dominio. Obtém-se a distribuigdo {'¥';}.

Somando-se as somatorias para todos os ne casos de carregamento, seria
obtida, finalmente:

ne np a ; np a K

22, (=00 )5 ¢’ ZIZI{ o, [ ]{ i) (4.18)
J== =l 1=

que é igual 4 eq. (4.3). Assim, o gradiente da fung&o objetivo esta definido.

Mas, uma simplifica¢dio pode ser feita. A eq. (4.17) pose ser escrita na forma:

oK olK;
Sy Bl oy Bl et a
Para sistemas lineares, pode-se escrever:

(L RO )= [KJI (s fas b+ + g ) (4.20)

onde {I;} seria a corrente responsavel por {¥j}. Isto significa que a soma dos

potenciais pode ser obtida aplicando-se ao sistema a soma das correntes. Desta
* .« . . ~

forma, sendo {¥;} o vetor de potenciais obtido para a aplicagdo de todas as

correntes a0 mesmo tempo, num mesmo caso de carregamento, ou seja, para a soma

de todas as {I;}, com i de 1 a np, obtém-se:

] f= (o b fy e+ ) @421)

Pode-se, entdo, modificar (4.19) para:
OK; a K.
—g{d%} a[pk]{‘l’u} [ ]{‘P | (422)

e (4.18) para:
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ne 1np o ; ne a
33 (05— <|>,Jo) ¢’ @, [K]{*P} (4.23)

=l i=1 = 1 Opx
(4i-Paio)
\
/
N
L (3i-¢3i0)
'K {¥i}
[e) ~
7 ($2i-Gpa0)
(¢rpi-Gnpio) \__l:/\\
(¢11-¢10)

Figura 19 Aplicacdo de {I;}, com i de 1 a np, todas as correntes a0 mesmo tempo. Obtém-se
a distribuigéo {¥; 1.

Isto representa uma grande simplificagdo computacional.
Os elementos ou coeficientes da derivada da matriz [K;] em relagfo a px, ndo-
nulos, s#o, apenas, os dependentes de py. Portanto, se as varidveis de projeto sdo

definidas num elemento finito, os coeficientes da derivada de [K;] sdo dados por:

ai,] AL, BT Bebceli]ov

opy P
0
= _[,.k [Bk ]T [Bk ] a(:':: )det[Jk ]dV'k (4.24)

. a(‘5k)

_[,.k B, I [By Jdetly, Jav',
~bopon-poyton)f, BT Bildetl Javr,

onde o indice k se refere ao k-ésimo elemento finito. A ultima integral da equagéo,
neste trabalho, foi calculada numericamente. Como os demais coeficientes da
derivada de [K;] sdo nulos, a eq. (4.23) pode ser dada por:

ne np

ZZ(‘I’U (1’110)6(1)lJ __i a[KJ]{LP } T"a_gl%]{‘yl;} 4.25)

j=l i=1 j=1



52

* = * , . .
onde {¥ 5} e {®y} sdo os vetores {¥';} e {®;} para o k-ésimo elemento finito.
Se, por outro lado, as varidveis sfo definidas nos nos, os coeficientes da

derivada de [K]] séo dados por:
alK I L B,T[B, ]a(" )de {7, ]av, (4.26)

Neste caso, foi usado um indice v na equagio para salientar que existe mais de um
elemento ao qual o k-ésimo no pertence. Ainda, a derivada da condutividade néo foi
retirada da integral, como feito no caso de varidveis por elemento, pois depende das
varidveis de integragdo. Nestas condigdes, a eq. (4.23) pode ser dada por:
i‘i i (¢1J ¢130 ) a% i {q)j }T —a[ij] {\P; }
j=1 i=1 j=1 Opx

-85 )

v=l j=1

@.27)

onde {‘P*vj} e {®Dy;j} sdo os vetores {‘P*j} e {®;j} para o v-ésimo elemento finito e ntx
¢ o numero de elementos finitos que compartilham o k-ésimo no.

Neste trabalho, conforme sera novamente explicitado no texto, as varidveis por
n6 foram usadas em conjunto com o tipo de elemento tetraédrico. Assim, a eq. (4.26)
pode ser modificada para:

2] rie 1

1-

f i j dt ds dr] det[J, ]

1)1r~s

f fo, dtdser
0

0
Ipy

(4.28)

1
J
=[8,I'[.] [° detl7, ]
O calculo desta ultima derivada, realizado analiticamente, ¢ mostrado no
Anexo B.
No caso da RS, por ser esta uma fungfio explicita (¢ linear) das varidveis de
projeto, as componentes do gradiente ficam simplesmente dadas por:
aRS)_ Vi
op, V

min

(4.29)

resultado este obtido diretamente da eq. (3.8).

No caso da RVM, lembrando que:
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wy ={p? —2p, 1-dn, )-dn, +2} (4.30)
c.

f, =(2p, —pZ) @31)
obtém-se:

?‘(‘av‘v‘ik)=(4pi ~12p} Jdn, ~1)-12p, +10p,dn, ~2dn, +4  (432)
Pk
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5 IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO

Com toda a base teérica introduzida, serda dada uma explicagdo sobre as
implementagdes realizadas. Primeiramente, porém, sera introduzido o conceito de

“fantoma” numérico.
5.1 “Fantoma” Numérico

“Fantoma” numérico ¢ um dominio discretizado em elementos finitos, do qual
podem ser obtidos os valores de entrada ¢;jo para o algoritmo de geragéo de imagens.
Assim, reproduz, de forma aproximada, o corpo de um paciente a ser tomografado.

Da mesma maneira que na situagfo real, correntes elétricas s@o injetadas e
potenciais sdo medidos, considerando-se diversos casos de carregamento. Os ruidos
provenientes do sistema de aquisi¢iio de dados e de agentes externos, como campos
elétricos, podem ou ndo ser emulados.

Para que uma situagfio mais proxima da real (de reconstrugéo da imagem) seja
simulada, a discretizagdo do dominio do “fantoma” deve ser maior que a
discretizacio da malha em que se reconstitui a imagem (a malha de finitos mais
discretizada sera chamada de malha M). Isto porque, segundo a teoria de MEF, com
o refinamento da malha, o campo de potenciais elétricos ¢ mais bem aproximado,
tendendo a se igualar & resposta do modelo matematico da eq. (2.1) no limite em que
o tamanho dos elementos finitos tende a zero.

Para anélise do algoritmo, porém, ¢ interessante que se verifique a resposta
obtida também num caso de discretizagdes iguais. O ato de obter uma imagem nestas
condigdes ¢ chamado de crime inverso ou crime de inversio; a malha do “fantoma”,
neste caso, sera chamada de malha C. Ambos os procedimentos de anlise, os quais
utilizam as malhas C e M, foram realizados neste trabalho e serfio mostrados adiante.

A reconstituicio da imagem foi feita, em todas as andlises, em malha com

discretizagdo idéntica & da C.
5.2 Algoritmos Implementados

Dois algoritmos foram implementados: um auxiliar, de tratamento de dados, e

o algoritmo principal. Os dois serfio vistos com detalhes.
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Ambos recebem dados de entrada. O algoritmo principal recebe, por exemplo,
os potenciais elétricos nodais do “fantoma” numérico e dados mais completos com
relagdo ao modelo, como posi¢io de eletrodos, niimero de casos de carregamento,
etc., mas os dois possuem um conjunto de dados comum (o que podera ser
modificado, posteriormente): basicamente, o nimero de elementos finitos, o nimero
de noés, as conectividades de cada elemento e a posi¢do — ou coordenada - dos nés.
Tais informag¢des sdo provenientes de um programa comercial de elementos finitos
relativamente difundido no meio académico: o ANSYS. Nele, é criado o corpo
(cilindrico, por exemplo), este é “malhado”, sendo que o tamanho dos elementos
resultantes pode ser aproximadamente controlado, € entdio um arquivo ASCII com
extensdo “.txt” ¢ gerado, que contém o conjunto de dados comum citado acima. Um

exemplo de arquivo deste tipo € mostrado no apéndice no fim deste trabalho.

5.2.1 Algoritmo Auxiliar

Este algoritmo tem papel secundario neste trabalho. Mas torna o processo de
geragdo do arquivo de entrada do algoritmo principal simples e automatizado.

Sua funcgfo é, basicamente, encontrar os locais onde serdio aplicadas as
correntes € os potenciais nulos (casos de carregamento), ¢ serfio medidos os
potenciais nodais. Com estas informagdes, € gerado o arquivo de entrada para o
algoritmo principal, citado anteriormente.

O programa recebe dados de coordenadas nodais e conectividades, além de
numeros de nds e de elementos. Entio, inicia a manipulagdo dos dados, que consiste
num reconhecimento da geometria. Com informag&o sobre a geometria, divide-a em
fatias e determina as posigdes de interesse.

O algoritmo ¢ genérico o suficiente para lidar com dominios de formas
complexas. Porém, é aconselhdvel, para resultados satisfatérios, que tenham uma
base superior e uma inferior definidas (como um cilindro, por exemplo), ambas
paralelas ao plano xy (definido no ANSYS).Também escreve, no arquivo de saida, os

dados sobre materiais do dominio, valores de correntes aplicadas e o tamanho dos

elementos finitos correspondentes ao modelo de eletrodo.
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5.2.2 Algoritmo Principal

Antes, deve ser explicado o processo de obtencfo das varidveis de projeto
(referentes aos elementos ou aos nos do dominio, e referentes aos pardmetros de
eletrodo). Entdo, serd explicado o algoritmo e mostrado o fluxograma
correspondente.

Inicia-se, como visto na Figura 20, pela obteng#io das constantes do modelo de
eletrodo e, entfio, realiza-se o célculo das densidades dos elementos do dominio.
Assim, duas fontes de potenciais ¢jjo sdo usadas, uma para cada caso. No primeiro
caso, simula-se a situagdo de um dominio homogéneo e conhecido, de onde se
retiram os ¢y nos eletrodos, com j indo de 1 a ne, ou seja, com ne casos de
carregamento (e 2ne solugdes do algoritmo de gradientes conjugados, segundo a eq.
(4.23)). Por meio destes potenciais e fixando-se as propriedades do dominio
homogéneo, é possivel otimizar a fung¢fio objetivo, sendo as incégnitas do problema
as constantes do modelo de eletrodo. Porém, estas constantes ndo precisam,
necessariamente, ser calculadas, mas podem ser fornecidas ao programa em situagdes
especiais e, neste caso, a sua otimizagfio ¢ descartada (haver4 aviso prévio sobre a
ocorréncia de tais situacdes). Num segundo passo, pode-se entdio proceder para a
obtengio das demais variaveis de projeto - as densidades dos elementos do dominio -
através dos dados de um “fantoma” com distribuigio de propriedades heterogénea.
Neste passo final, fixam-se as constantes de eletrodo encontradas no anterior. A
situaciio em que as constantes de eletrodo forem fornecidas para o programa sera

tratada como um caso especial.
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* §yjo de uma
distribuigéio de
condutividades

homogénea

Seshini>
Meio uniforme com malha Otimizagdo das
mais discretizada constantes de eletrodo

I

* parametros de
eletrodo da
otimizagfo anterior

* o de uma
distribuicéo de
condutividades

heterogénea

Meio heterogéneo com Otimizagdo das
matha mais discretizada densidades reconstituiciio

Figura 20 Processo usado para obtengdo da imagem. As constantes de eletrodo sdo entrada
para a otimizag8o das densidades.

Para cada um dos dois processos (mostrados na Figura 20) foi criado um
programa diferente, mas com fluxograma semelhante. O fluxograma genérico de

cada um destes dois processos é visto na Figura 21.
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Figura 21 Fluxograma referente a determinagdio das densidades no interior do dominio ¢ dos
parametros de eletrodo.

Alternativamente, as constantes de eletrodo podem ser determinadas com o
mesmo conjunto de dados de entrada (¢jo) usados para obtengfio da imagem. Neste
caso, ndo é necessario o conhecimento dos potenciais elétricos do meio uniforme. O
processo de obtengfio das varidveis de projeto nestas condigdes ndo foi explorado
neste trabalho.

O fluxograma da Figura 21 é formado por duas etapas principais, realizadas
apos a declaragdio de varidveis e a etapa de leitura de dados: o tratamento dos dados e
a geragdio dos arquivos de saida. Arquivos de saida sdo necessarios para que se plote,
por exemplo, o resultado final da otimizagdo. Em seguida, estas etapas serdo

descritas em detalhes.

5.2.2.1 Leitura de Dados

Léem-se o nimero de nés e o nimero de elementos; sdo lidas, também, as
coordenadas dos nds e as conectividades dos elementos. Tais dados referem-se a

malha de reconstitui¢do de imagens.
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Cada dado lido é convertido num tipo de varidvel. Os nimeros de nés, de
elementos e as conectividades sdo convertidos para inteiros e as coordenadas para
nUmeros reais.

Entdio, os dados de materiais (valores de condutividade) sdo obtidos e
convertidos em niimeros reais.

O algoritmo também armazena o numero de eletrodos, de casos de
carregamento e ainda toma dados sobre os casos de carregamento (numeragéo dos
noés de aplicagdo de corrente, numeragdo dos nés de potenciais nulos e valores de
corrente), sobre os pontos de medicdo (numeraciio dos nds) e sobre posi¢do de
eletrodos.

Ent#o, o arquivo de leitura € fechado.

E aberto um novo arquivo, com os potenciais nodais dijo. Estes sdo lidos,
convertidos para niimeros reais € o arquivo ¢ fechado.

Finalmente, é aberto o arquivo das constantes de eletrodo, entradas do

algoritmo de reconstrugdo da imagem. S#o lidas, convertidas para nimeros reais € o

arquivo fonte é fechado.

5.2.2.2 Tratamento dos Dados

Nesta etapa, sfo calculadas as matrizes dos elementos finitos para materiais
arbitrarios pela rotina Kelemento. Também sdo montadas as matrizes dos modelos
de eletrodo, uma para cada material (Gaei/tel € Ogel/ter), pela rotina Keletrodo.

Prosseguindo, sdo inicializadas algumas varidveis, ¢ escolhido o fator de
penalizag8o e selecionada a sugestdo inicial para os valores das varidveis de projeto,
e, entdo, inicia-se o processo iterativo (“loop”), ou a PLS propriamente dita.

Uma rotina é chamada pelo programa (rotina otmef). Ela determina os
potenciais nodais necessarios para calculo dos gradientes da fungdo objetivo, calculo
este baseado nos valores correntes de varidveis de projeto (no caso da primeira
iteracdo, a sugestdo inicial é usada). O nimero de chamadas a rotina serd igual ao
niimero de casos de carregamento (ne) e, conforme é mostrado pela eq. (4.23), cada

chamada (correspondente a um caso de carregamento) produzird dois vetores de

potenciais nodais.
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Apos os ne casos, o gradiente da fun¢fo objetivo de uma iteragéo estd montado
(na rotina gradf). Também o valor da fungfo objetivo, a eq. (3.2), é calculado.

Neste ponto, as condi¢ges de parada do processo iterativo sfio testadas. O
programa para se ocorrer uma das trés situagSes seguintes: a) o numero de iteragdes
ultrapassar um limite predeterminado e obtido com base em observagdes
experimentais; b) a fungfio objetivo, para a distribuigdo de material da respectiva
iteragdo, apresentar valor desprezivel; c) o valor absoluto da diferenga entre os
valores da fun¢do objetivo da iteragdo atual e da anterior, dividida pelo valor da
fungdio da iteragdo anterior (ou seja, a variagio relativa da fungio custo), for
desprezivel. Por desprezivel entenda-se: valor muito baixo, em geral, seis ordens de
grandeza inferior ao valor de um potencial nodal médio obtido, mas diferente de
zero, pois algum erro deve ser esperado.

A condi¢dio mais importante € a b). Se for satisfeita, as chances de se ter um
bom resultado sdo grandes, descontando-se algum erro.

A condigfio ¢) ocupa um segundo lugar em importincia, pois indica que um
minimo foi encontrado, o qual pode néo ser o esperado.

A condigéo a) somente ¢ usada quando o algoritmo leva um grande niimero de
iteragdes para alcangar o minimo da fung#io objetivo, ou seja, quando a convergéncia
¢ lenta.

Continuando com o algoritmo principal, sdo entdo calculados os valores de
limites moveis (pela rotina limits). Depois, a rotina de otimizagio (otdsplp) ¢
chamada e o resultado (constantes de eletrodo) é obtido.

O processo iterativo ¢ repetido.

Ao final do processo iterativo, valores 6timos das varidveis de projeto sdo

obtidos.

5.2.2.3 Geragdo dos Arquivos de Saida

Um arquivo de saida tem os dados de leitura para 0 ANSYS, que consistem dos
comandos necessarios para que este programa reconstrua a malha de MEF e, ainda,
atribua cores diferentes para os diferentes valores de condutividade obtidos. Isto ¢
feito com tons diversos de cinza, numa escala que varia do branco ao preto.

Os valores de constantes de eletrodo sdo também escritos no arquivo

(juntamente aos comandos), para verificagdo e comparagdo com os valores reais.
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

Primeiramente serfo mostradas as respostas para o caso de elementos
hexaédricos. Em seguida, serfio vistas as respostas com elementos tetraédricos. Para
os hexaédricos, foram usadas variaveis por elemento e para os tetraédricos, atribuidas
varidveis por nd. Em todas as imagens, sfo vistas distribui¢des de condutividades.

Sera apresentada a evolugdo dos resultados obtidos no decorrer dos estudos
realizados durante o periodo do Mestrado. Esta forma de exposigdo tem a finalidade
de mostrar a influéncia de cada varidvel usada, como uma restrigao, por exemplo, no

comportamento do algoritmo.
6.1 Respostas com Elementos Hexaédricos

Tanto os “fantomas” numéricos quanto o dominio de reconstitui¢do de imagens
sdo cilindricos, de didmetro 0,23m e altura 0,04m. As condutividades sdo iguais a
0,058824(m.Q)" (densidade nula e cor branca) e 0,000001(m.Q)" (densidade
unitdria e cor preta), e as correntes iguais a 0,001A. Tais condutividades
representariam, numa situagfio pratica, ar na tomografia de um meio aquoso. As
constantes dos modelos de eletrodo, em todos os “fantomas”, sdo iguais a 100(m>.Q)
! ¢ foram obtidas de HUA et al. (1993). As larguras a dos modelos de eletrodo sdo
iguais a 0,005m.

Foram aplicadas correntes em apenas uma se¢fo do dominio, a segfo central.
Oito camadas de elementos constituem a malha de elementos finitos onde se
reconstitui a imagem e a malha C, e 14 camadas formam a malha M. Assim, a se¢fo
central fica compreendida entre a quarta e a quinta camadas, tanto para malha C
quanto para a malha de reconstitui¢éo (Figura 24), e entre a sétima e oitava no caso
da malha M (Figura 23). Foram utilizados 32 modelos de eletrodo acoplados ao
dominio, permitiram-se apenas 100 iteragdes (no maximo) ao algoritmo e a
convergéncia foi admitida para o valor da func¢éo objetivo ou a sua variagdo relativa
menor que 10°. A sugestdo inicial para as varidveis de projeto, para obtengdo das
densidades no interior dominio, foi igual a 0,96, ou seja, um caso de propriedades
uniformemente distribuidas e iguais a 0,056471(m.Q)" ou igual a 0,054212(m.Q)",

no caso de p ser igual a 2. J4 o valor inicial das variaveis de projeto para célculo das
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constantes de eletrodo foi igual a 0,3 para a variavel de projeto, ou seja, também um
caso de propriedades uniformemente distribuidas, mas iguais a 136(m2.Q)™.

Dos dois padrdes de excitagdo utilizados por Lima, Lima e Silva (2004), o
diametral e o adjacente (ambos mostrados, novamente, na Figura 22), apenas o
Gltimo foi usado. Isto porque rendeu resultados bidimensionais melhores.
Basicamente, no diametral, os nds usados para aplicagio de corrente e do terra
(potencial nulo), num mesmo caso de carregamento, sdo diametralmente opostos (no
caso de um dominio cilindrico) e, no adjacente, os mesmos nds sdo “vizinhos”.
Utilizaram-se 32 casos de carregamento adjacentes e 32 medi¢bes para cada caso, o
que inclui, na medigdo, o eletrodo com potencial nulo e o eletrodo onde € aplicado o

fluxo de corrente.

Adjacente 1
. Diametral

Figura 22 Padrdes de excitagfo diametral e adjacente.
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Figura 24 Malha C. Discretizagdo de 2368 elementos e 3105 nds (igual & da malha de
reconstitui¢do).

As dimensdes das camadas de elementos so vistas na Figura 25.
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Figura 25 Dimensdes das camadas das malhas C e M.

Nas figuras, devem-se desconsiderar os eixos X, y € Z em seus centros (onde
houver), advindos do ANSYS. A forma de exposigio das respostas adotada foi
através das diversas camadas de elementos finitos postas, cada uma, cOmo uma
figura diferente. A primeira fileira de camadas pertencera ao “fantoma”, a segunda a

imagem obtida, a terceira ao “fantoma”, etc..

6.1.1 Crime Inverso

Primeiramente sdo vistas imagens para o caso do crime inverso. Assim, a
malha C foi utilizada para o “fantoma” (numérico). No processo usado para obtengdo
da imagem, as constantes do modelo de eletrodo ndio foram otimizadas, mas
fornecidas (100(m2.Q)'1, ou seja, iguais as usadas no “fantoma™). A restrigio RS
pode ou ndo ser usada; assim, duas solugBes diferentes séo mostradas. O fluxograma
do processo usado ¢ visto na Figura 26.

Repostas obtidas para p igual a 2 foram omitidas por ndo apresentarem

diferengas significativas em relagdo as geradas para p igual a 1.
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Figura 26 Fluxograma do processo para o crime inverso.

Figura 28 “Fantoma” numérico e resposta encontrada com a restricdo RS. A restrigio

terminou ativa.

0.2 0.2
o 0.15 1 o 0.15
B 2
o 0.1 o 0.1
ki B
‘g 0.05 é 0.05
0 0
0 50 100 0 50 100
iteragio iteracdo
(a (b)

Figura 29 Curvas de convergéncia. (a) Sem RS (F igura 27) e valor minimo 0,000015. (b)
Com RS (Figura 28) e valor minimo 0,000017.
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A RS (eq. (3.8)) teve, quando aplicada (Figura 28), valor limite igual ao valor

esperado, obtido do “fantoma”. Assim, foi imposto:

S Ve, < Ve 6.1)
k=1 Vmin k Vmin .

onde Vi é o volume da regifio escura do “fantoma” € Viyin é 0 menor volume de
elemento finito da malha C. Em outras palavras, restringiu-se a resposta a valores
menores ou iguais ao valor real procurado. Esta restrigdo terminou ativa.

Os graficos da quantidade (em porcentagem do nimero total) de elementos
finitos para cada faixa de valores das condutividades séo vistos na Figura 30. Tém a
finalidade de mostrar, quantitativamente, os resultados obtidos. Espera-se que grande
parte seja igual aos valores miximo e minimo utilizados, como no caso do
“fantoma”. E visto que a maior parte das condutividades tém valores maiores que
0,058, como deveria ser, dado o “fantoma” utilizado. Também € visto que a restri¢éo
aumentou a quantidade de condutividades altas, ou seja, maiores do que ou iguais a
0,053, ao mesmo tempo que diminuiu a quantidade de densidades intermediérias;

porém tais efeitos foram obtidos numa pequena escala.
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Figura 30 Graficos da porcentagem de elementos para cada faixa de valores das variaveis de
projeto. (a) Referente a Figura 21. (b) Referente a Figura 22.

O algoritmo se mostrou quase insensivel a variagéo ao longo das camadas (ndo
houve mudanga significativa na imagem, de uma camada para outra). Também,

tendeu a diminuir a variagdo espacial das condutividades em cada camada,
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“pborrando” a imagem final. Estas divergéncias entre resultados e o “fantoma” sdo
esperadas e explicadas na seqii€éncia.

Primeiramente, existe um erro associado aos célculos efetuados para obtengéo
das matrizes dos elementos finitos, para montagem da matriz global e para obtengéo
dos gradientes da funcéo objetivo e da restricio. Também esta associado aos calculos
efetuados para determinagdo dos potenciais nodais através do algoritmo de
gradientes conjugados, que realiza processo iterativo, e para a solu¢io do problema
de otimizagdo. Estes erros, numéricos, apesar de pequenos em relacéio as ordens de
grandeza envolvidas, sdo absorvidos pela resposta.

Em segundo, poucos casos de carregamento foram aplicados e, ainda,
concentrados da regido central (entre as camadas de elementos 4 € 5). Assim, pode-se
dizer que a observabilidade do meio tomografado € ruim, sendo a qualidade da
observabilidade determinada pela quantidade e tipo dos carregamentos
(carregamentos entre duas camadas de eletrodos, por exemplo, os quais nédo foram
empregados), e pela disposi¢do dos eletrodos no contorno do dominio. Desta forma,
contribui-se para que a varia¢8o da imagem, de uma camada a outra, seja reduzida e,
dentro de uma mesma camada, a imagem apresente o aspecto “borrado”, conforme
verificaram Blue, Isaacson e Newell (2000). Com mais casos e tipos de carregamento
e outras configuragdes espaciais de disposi¢do de eletrodos (e, portanto, mais
informagfo, em forma de potenciais medidos), a imagem serd mais préxima do
“fantoma”, desde que ndo haja redundéncia de informagdes, ou seja, distribuigdes de
potencial aproximadamente semelhantes para casos de carregamento diferentes.

Em terceiro e ultimo lugar, como ja mencionado, é sabido que este problema
inverso tem diversas solugdes, sendo que todas elas minimizam a fungéo objetivo, ou
seja, ha varios minimos locais. Assim, acreditou-se que se outras restrigdes fossem
impostas, ja que foi notado que a RS nfo foi efetiva (Figura 28), as respostas obtidas
seriam mais proximas da distribui¢do de condutividades do “fantoma”.

Comentou-se a restrigdo RS n#o foi efetiva e que a observabilidade do meio
ndo é satisfatoria. Porém, para os proximos resultados obtidos com a utilizagdo dos
elementos hexaédricos, foram mantidas as implementagdes utilizadas no presente
item. Isto foi feito para que fosse comprovada a existéncia dos efeitos citados no caso

do crime inverso, nos demais casos estudados, e para que outros efeitos pudessem ser
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isolados e analisados. Portanto, as mesmas fontes de discrepancias entre respostas €
“fantoma” estfo presentes no caso da reconstitui¢io na malha menos discretizada,

estudado em seguida.

6.1.2 Recostituicdo na Malha Menos Discretizada

Agora, as respostas para o caso da malha M serfio mostradas (a partir deste
ponto, ndo h4 mais crime inverso). Primeiramente, as constantes do modelo de
eletrodo foram dadas (100(m”.Q)", ou seja, iguais as usadas no “fantoma”).
Posteriormente, foram também calculadas.

O limite da restri¢dio de sintonia teve seu valor posto como igual a Vv /Vin,
sendo Vv o volume da regifio escura do “fantoma” da malha M. Portanto, utilizou-

se:

M ¥ V
dY—kp <M (6.2)
Vmin € 0 menor volume de elemento finito da malha de reconstitui¢io.

6.1.2.1 Otimizagdo das Densidades (Dadas as Constantes de
Eletrodo)

O fluxograma do processo utilizado ¢ mostrado na Figura 31. As solugdes do
problema de otimizagéo sdo vistas abaixo.

As explicag@es seguintes se fazem necessérias, dadas as diferentes quantidades
de camadas do “fantoma” numérico e da malha de reconstituicdio que existirfio nas
respostas. A Figura 34 auxilia no entendimento do que serd exposto. Na segunda
fileira de imagens da Figura 32, a qual mostra as respostas encontradas, a primeira
figura, da esquerda para a direita, é a resposta referente as duas primeiras figuras,
também da esquerda para a direita, mas na primeira fileira de imagens, que mostra o
“fantoma”. A segunda figura da resposta (segunda fileira) corresponde a terceira e a
quarta figura do “fantoma” (primeira fileira) e a terceira & quinta e a sexta. Ja a
quarta figura da resposta corresponde apenas a sétima figura da fileira superior, de
imagens do “fantoma”. Na quarta fileira da Figura 32, de respostas, a primeira figura,
da esquerda para a direita, corresponde & primeira figura, também da esquerda para a
direita, da terceira fileira, que possui imagens do “fantoma”. A segunda figura da

resposta (quarta fileira) € referente 4 segunda e a terceira figura do “fantoma”
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(terceira fileira), a terceira ¢ referente a quarta e a quinta e a ultima a sexta e a sétima
figura.

'Constantes do Modelo
de Eletx:odo

| habilitada
Otimizagdo das
Densidades dos
Elementos do Dominio

—={ Plotar Resultado Final |

Figura 31 Fluxograma do algoritmo.

Figura 32 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Ndo ha RS e as constantes do modelo
de eletrodo ndo sdo otimizadas.
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Figura 33 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. H4 RS e as constantes do modelo de
eletrodo nfo sdo otimizadas. A restri¢do terminou ativa.

primeira fileira de
5 6 imagens
3

("fantoma")

segunda fileira de
1magens (resposta)

terceira fileira de

?
A

6 l 7 imagens
4

("fantoma")

quarta fileira de
imagens (resposta)

Figura 34 Fileiras de imagens.

Na comparagéo dos ultimos dois casos, nota-se que a restri¢do ndo auxiliou na
obten¢do de imagens mais proximas do “fantoma”. Mas restringiu-se, de fato, a
quantidade final de condutividades intermediérias, o que € confirmado num estudo

dos graficos na Figura 36.
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Figura 35 Curvas de convergéncia. (a) Sem RS (Figura 32) e valor minimo 0,006019. (b)
Com RS (Figura 33) e valor minimo 0,003822.
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Figura 36 Graficos da porcentagem de elementos para cada faixa de valores das varidveis de
projeto. (a) Referente a Figura 32. (b) Referente & Figura 33.

As regides “borradas” ao redor do corpo de baixa condutividade e a pequena
variacdo da imagem de uma camada para outra (efeitos também citados no item
sobre as respostas do crime inverso) sugerem que as imagens podem ser melhoradas.
Vé-se, ainda, que, nas camadas onde hé eletrodos (e, consequentemente, modelos de
eletrodo), ou seja, nas centrais, apresentaram-se densidades bastante baixas na
periferia, representadas por cores escuras.

As mesmas justificativas para estas discrepancias entre “fantoma” e imagem
obtida, citadas no item sobre o crime inverso, podem ser usadas, como ja
mencionado, neste novo contexto. Mas ha trés novas fontes de divergéncias nessas

duas ultimas respostas, provenientes da diferenca entre discretizaces.
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Primeiramente, a menor discretizagdo da malha de reconstitui¢do introduz
divergéncias entre os potenciais obtidos em seu interior € os calculados através da
andlise de MEF do “fantoma”, mesmo no caso em que as condutividades e as
constantes de eletrodo do “fantoma” sfo iguais as da malha de reconstitui¢io (por
exemplo, para as condutividades, mesmo no caso de distribui¢des uniformes nas duas
malhas). Assim, a resposta final, ou o minimo do problema de otimizagio, absorvera
tais discrepancias entre potenciais. Portanto, a imagem reconstruida a partir de uma
malha mais discretizada, ou seja, a partir do “fantoma” na malha M, no caso em que
sdo fornecidas constantes de eletrodo iguais as usadas nesta malha, salvo casos
especiais ou atipicos, ndo serd semelhante & imagem deste “fantoma”. Numa situagdo
real, com um “fantoma” experimental (uma pessoa, por exemplo), que possui
distribui¢o continua de propriedades (“discretizagdo infinita®), este efeito
(diferengas entre as imagens do “fantoma” e as obtidas) também € esperado.

Em segundo, o algoritmo deve se adequar ao fato da malha de reconstituigio
possuir elementos maiores e com posigdes diferentes das encontradas na malha do
“fantoma”.

Em terceiro, € sabido que existem erros nos valores de potenciais obtidos nos
eletrodos onde se aplica a corrente ¢ onde se imp&e potencial nulo, no modelo de
MEF. Isto ocorre pois a imprecisdo numérica no calculo dos potenciais, nos
arredores do ponto de aplicagdo de um carregamento nodal e do ponto de imposi¢io
do potencial nulo a um no, € grande. Portanto, estes erros se refletem nas imagens
obtidas. No caso do crime inverso, o efeito da imprecisdo nfo se propaga para a
imagem, uma vez que as discretizacdes das malhas de reconstitui¢do e do “fantoma”

sdo iguais.

6.1.2.2 Otimizag¢do das Constantes do Modelo de Eletrodo e das
Densidades

Finalmente, as constantes dos modelos de eletrodo foram também otimizadas

(ndo foi imposta a RS a este problema). E, com estas, obtiveram-se novas imagens

(houve casos restringidos e nfo restringidos, como se vera adiante). O fluxograma do

processo de obtencfio da imagem esta representado na Figura 37.
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Figura 37 Fluxograma do algoritmo.

Otimizagdo das constantes do modelo de eletrodo

Inicialmente (Tabela 1), permitiu-se um intervalo de valores para as constantes
de 10 a 190(m2.Q)'l (Cael/tel € Ope/tel, Tespectivamente, na eq. (3.7)). Porém, com
base em literatura (HUA et al., 1993), optou-se por reduzir tais limites para 65 ¢
135(m2.§2)'1, ou seja, 35%, para cima e para baixo (nesta situacfio, o valor inicial de
0,3 corresponde a 114(m2.§2)'1). Com isto, buscou-se melhorar os valores de
constantes encontrados. Os valores obtidos, nestas condigdes, foram iguais a
65(m2.Q)'1, para todas as constantes.

De acordo com os resultados (tabelados abaixo), a otimizag¢do é muito sensivel

a diferenca entre as discretizag6es do meio uniforme e do dominio de reconstituigio.

Tabela 1. Valores das constantes do modelo de eletrodo obtidos no primeiro processo
iterativo. Os valores usados na matha de distribui¢cdo de condutividades uniforme foram 100

(m*.Q)".
Constante Valores Constante Valores
encontrados encontrados
((m”.Q)" (m>.Q)"
1 41,80 17 41,74
2 59,67 18 57,99
3 41,94 19 41,83
4 59,59 20 57,58
5 41,92 21 41,94
6 59,88 22 59,62
7 41,83 23 41,83
8 59,59 24 59,91
9 41,75 25 41,80
10 57,91 26 59,67
11 41,80 27 41,94
12 57,97 28 59,59
13 41,81 29 41,92
14 57,91 30 59,76
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15 41,89 31 41,95
16 57,75 32 59,70

Otimizagdo das densidades no interior do dominio
A RS a otimizagéo das densidades no interior do dominio ¢ dada pela eq. (6.2).

Por fim, sfio vistas as respostas para os dois conjuntos de constantes de modelo

de eletrodo.

Figura 38 “Fantoma” numérico e resposta encontrada com otimizagdo das constantes de
eletrodo (valores dados na Tabela 1). N&o ha RS.

Figura 39 “Fantoma” numérico e resposta encontrada com otimizag@o das constantes de
eletrodo (valores dados na Tabela 1). Ha RS, a qual terminou ativa.
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Tais respostas (Figura 38 e Figura 39) sfo “melhores” que as obtidas para o
caso em 6.1.2.1 (Figura 32 e Figura 33). Acontece que o erro absorvido, citado
anteriormente ¢ proveniente da diferenca de discretizagdes, reside, agora, nas
constantes de eletrodo, € ndo mais na imagem final. Em outras palavras, os valores
de constantes de eletrodo, calculados neste estagio, estabelecem uma relagfio entre os
potenciais medidos no “fantoma”, mais discretizado, e a distribuigdo de propriedades
na malha de reconstitui¢do, menos discretizada. Portanto, neste método de obtengéo
de imagens, ¢ importante notar que as constantes nfo serfo iguais as reais, existentes
fisicamente, ou iguais as do “fantoma” numérico. Serdo, por outro lado, constantes
matematicas, as quais variarfio de acordo com a situa¢do de aplica¢do do algoritmo e
com a malha de reconstitui¢do. Assim, sua obtengdo pode ser vista como um
processo de calibragem do algoritmo.

Vé-se, ainda, que ndo h4, praticamente, variagio da resposta ao longo das
camadas (com excegdo das centrais, onde estdo posicionados os modelos de eletrodo)

€ que a RS ndo restringiu a distribuigdo de materiais (vide Figura 41).
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Figura 40 Curvas de convergéncia. (a) Sem RS (Figura 38) e valor minimo 0,303145. (b)
Com RS (Figura 39) e valor minimo 0,303022.
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Figura 41 Graficos da porcentagem de elementos para cada faixa de valores das variaveis de
projeto. (a) Referente a Figura 38. (b) Referente & Figura 39.

Quando a variagdo maxima das constantes de eletrodo € diminuida para 35%,

dados os valores encontrados (65(m>.Q)™), era esperado, como se comprova a partir

do exame da Figura 42, que as caracteristicas das respostas, tanto da Figura 39

quanto da Figura 33, estariam presentes. Isto também € visto no grafico de

convergéncia (Figura 43), no valor final da fungfio objetivo e no grafico da

porcentagem de elementos. Portanto, tal artificio ndo € interessante. E mais vantajoso

deixar o algoritmo “livre” para achar as constantes.

Figura 42 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. H4 RS e as constantes do modelo de
eletrodo sdo otimizadas. Foi imposta uma restri¢do de 35% a variagfo das constantes.
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Figura 43 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das varidveis de projeto, ambos referentes & Figura 42. HA RS e restrigdio de 35% a
variagdo das constantes de eletrodo. Valor minimo: 0,009871.

Agora, serdo vistas as respostas para p igual a 2. No caso de existéncia da RS
no problema de otimizagdio, a resposta mostrou uma pequena melhoria (imagens
mais préximas do esperado) ao longo do eixo do dominio cilindrico. Comparando-se
estas respostas com as repostas para p igual a 1, pode-se notar um ligeiro aumento da
quantidade de condutividades préximas do valor minimo e uma ligeira diminui¢fo
das condutividades intermedidrias, o que est4 representado na Figura 41 (para p igual
a 1) e na Figura 47 (para p igual a 2). Isto mostra o efeito de p, o qual pode ser
amplificado através da imposicdo de uma restricdo efetiva ao problema de

otimizagdo, como realizado por Bensge e Sigmund (2003).

Figura 44 “Fantoma” numérico e resposta encontrada com otimizagio das constantes de
eletrodo (valores dados na Tabela 1). Ndo ha RS e p=2.
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Figura 45 “Fantoma” numérico e resposta encontrada com otimizagéo das constantes de
eletrodo (valores dados na Tabela 1). Ha RS, a qual terminou ativa, e p=2.
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Figura 46 Curvas de convergéncia. (a) Sem RS (Figura 44) e valor minimo 0,304524. (b)
Com RS (Figura 45) e valor minimo 0,304487.
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Figura 47 Graficos da porcentagem de elementos para cada faixa de valores das variaveis de
projeto. (2) Referente a Figura 44. (b) Referente a Figura 45.
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Com o intuito de mostrar a elevada sensibilidade do algoritmo nas regides
proximas aos eletrodos, foi exibida a resposta da Figura 48. Neste caso o “fantoma”
foi modificado, apresentando uma distribui¢do de propriedades aproximadamente

uniforme, com valores altos de condutividade, ¢ apenas uma regifio, numa das

camadas centrais, com material de baixa condutividade.

Figura 48 “Fantoma” numérico e resposta encontrada com otimizag¢do das constantes de
eletrodo (valores dados na Tabela 1). Ndo ha RS e p=1.

Estas imagens (Figura 48) apresentam material de baixa condutividade apenas
nas camadas onde ha eletrodos e, ainda, nos elementos préximos a estes eletrodos.
Esta resposta ilustra a importdncia dos estudos que se seguem, realizados em

conjunto com a introdugéo dos elementos tetraédricos.
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X 1,2 +
o 14 |
= 0,8 + | M resposta
g ‘E 06 1 [ fantoma
2 S 04} |
©0.35 E ol
i) ©
] =
& o
Q 7
2 %,
S %
03020 a0 e 80 100 & v 000/
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Figura 49 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 48. Valor minimo: 0,306045.
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6.2 Respostas com Elementos Tetraédricos

A partir deste ponto foram introduzidos os elementos tetraédricos como
alternativa aos hexaédricos. Como mencionado no item 2.2.1, estes reduzem a
quantidade de célculos efetuados para obtengdo das matrizes dos elementos, além de
disporem da vantagem de se adequarem melhor a geometrias arbitrarias. Ainda, as
incognitas para a otimizag#io, como mencionado, passaram a ser nodais.

As dimensfes do “fantoma” numérico ¢ do dominio de reconstituicio de
imagens foram entdo ligeiramente modificadas para o didmetro de 0,22m e a altura
de 0,035m. Os valores das condutividades permaneceram iguais a 0,058824(m.Q)"!
(cor branca) e 0,000001(m.Q)" (cor preta), as correntes iguais a 0,001A, as
constantes dos modelos de eletrodo (em todos os “fantomas”) iguais a 100(m>.Q)" e
as larguras a dos modelos de eletrodo iguais a 0,005m. Porém, a partir deste ponto,
os valores de 0,058824(m.Q)" e 0,000001(m.Q)" passaram a corresponder as
variaveis de projeto 1 e 0, respectivamente, tornando-se mais coerente 0o modelo de
material.

Foram aplicadas correntes em apenas uma se¢do do dominio, a se¢do central.
Assim, foram dispostos eletrodos apenas na regifio central do dominio. A malha M e
a malha de reconstituicdo sdo apresentadas na Figura 50 e na Figura 51,
respectivamente. Nestes casos, o dominio estd dividido em duas regides definidas,
limitadas pela seg@o central e pelas duas se¢des externas.

Neste ponto, descartaram-se os estudos com a malha C, pois as conclusdes e
observagdes feitas, no caso dos elementos hexaédricos, se aplicam também para as
andlises realizadas com elementos tetraédricos.

Foram utilizados 32 modelos de eletrodo acoplados ao dominio e 32 casos de
carregamento, mas nfo necessariamente 32 medi¢des para cada caso. Permitiram-se
100 iteragdes (no maximo) ao algoritmo e 150 no caso de p ser igual a 2. A
convergéncia continuou sendo admitida para o valor da fungfo objetivo ou a sua
variagio relativa menor que 10, A sugestdo inicial para obtengfio das densidades no
interior dominio, a qual satisfez a RVM em todas as condi¢Ges testadas, foi igual a
0,8, ou seja, uma situagéio de propriedades uniformemente distribuidas e iguais a

0,047059 (m.Q)" ou igual a 0,037648 (m.Q)’", no caso de p ser igual a 2. O valor
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inicial das varidveis de projeto para calculo das constantes de eletrodo foi
modificado, com base nos resultados anteriores, para 0,8 para a variavel de projeto.
Isto também eqiiivale a um caso de propriedades uniformemente distribuidas, mas

iguais a 46(m>.Q)™".
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Figura 51 Malha de reconstituigdo. Discretizagio de 5548 elementos e 1503 nos.
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Nas respostas a serem vistas nos proximos itens, a primeira fileira, com trés
imagens, corresponde ao “fantoma” e a segunda fileira, também com trés imagens,
corresponde a resposta. A imagem do centro, no caso de ambas as fileiras, mostra a
secdo central e as demais imagens mostram as bases e topos. Acredita-se que, com
esta forma de exposigéio de imagens, a analise dos resultados seja feita de forma mais

simples pelo leitor, sem que haja perda significativa de informag&o.

6.2.1 Recostituicdo na Malha Menos Discretizada

Agora, as respostas para o caso da malha M serfio mostradas (a partir deste
ponto, nfo ha mais crime inverso). O processo usado para obteng¢do da imagem foi o
F1. As constantes do modelo de eletrodo nfio mais foram fixadas com valores iguais
ao do “fantoma” (100(m2.Q)'1), como em alguns casos com elementos hexaédricos,
mas foram obtidas por processo de otimizag#io. Isto porque, como ja comentado, a
diferenga de discretizagbes introduz discrepancias nos valores, cujas magnitudes séo
desconhecidas.

A partir daqui, a RS n3o foi mais utilizada por nfo ter se mostrado satisfatoria.
Foi substituida pela RVM, independente de um ajuste do usudrio do programa.

Também foi empregado o filtro FE.

6.2.1.1 Otimiza¢do das Constantes do Modelo de Eletrodo e das
Densidades

Neste caso, como dito, as constantes dos modelos de eletrodo foram também

otimizadas (ndio foi imposta qualquer restri¢do ao problema, além das laterais, da

mesma maneira que foi feito para os elementos hexaédricos). E, com estas,

obtiveram-se novas imagens (houve casos restringidos e néio restringidos, como se

vera adiante). O fluxograma do processo esté representado na Figura 37.

habilitada | habilitada |

Otimizagdo das Otimizagdo das 4{ Plotar Resultado Final
Constantes do Modelo Densidades dos |
de Eletrodo Elementos do Dominio [

Figura 52 Fluxograma do algoritmo.
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Otimizagdo das constantes do modelo de eletrodo

Com base no resultados anteriores, permitiu-se um intervalo de valores para as
constantes de 10 a 190(m2.Q)'l (OAe/tel € OBel/tel, respectivamente, na eq. (3.7)).

De acordo com os resultados (tabelados abaixo), a otimizagdo, também neste
caso, € muito sensivel a diferenca entre as discretizagées do meio uniforme e do

dominio de reconstitui¢éo.

Tabela 2. Valores das constantes do modelo de eletrodo obtidos no primeiro processo
iterativo. Os valores usados na malha de distribui¢do de condutividades uniforme foram 100

(m>.Q)".
Constante Valores Constante Valores
encontrados encontrados
(m”.Q)") (m>.Q)"
1 43,63 17 44,64
2 46,83 18 44,30
3 45,31 19 42,07
4 45,36 20 44,96
5 44,61 21 45,00
6 47,51 22 45,72
7 44,92 23 46,04
8 42,43 24 47,43
9 47,33 25 44,75
10 46,47 26 43,52
11 45,23 27 43,25
12 46,38 28 4521
13 44,54 29 44,49
14 43,95 30 47,08
15 45,05 31 46,96
16 44,17 32 46,76

Otimizacdo das densidades no interior do dominio

Em todas as respostas geradas, deste ponto em diante, foram utilizadas as
constantes tabeladas na Tabela 2.

O “fantoma” numérico usado ¢ aproximadamente uniforme ao longo do eixo
do cilindro. Isto foi realizado para que fossem diminuidos os efeitos da
observabilidade ruim citada, na situagdo da configuragfio dos eletrodos ao redor da

regifo central do dominio utilizada. O “fantoma” ¢ visto na Figura 53.
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Figura 53 Esquema do "fantoma” numérico.

Por fim, sdo vistas as respostas para as constantes do modelo de eletrodo
tabeladas na Tabela 2. Os quadros a direita das imagens apresentam valores de
condutividades.

Nota-se, num exame da Figura 54, que as regiGes periféricas da imagem,
préximas aos eletrodos, mostram condutividades baixas da mesma maneira que
ocorre com elementos hexaédricos. Conclui-se que tais resultados independem no
tipo de elemento usado.

A figura também apresenta imagens com uma geometria bastante dependente
da disposicéo dos elementos finitos na malha de reconstitui¢do, o que serd visto em
todas as respostas. Tal efeito pode ser minimizado através do refinamento da malha,
diminuindo-se o tamanho dos elementos usados. Porém, este artificio deve ser
utilizado com cuidado, pois aumenta o nimero de incognitas (n6s) do problema. O
efeito do aumento do numero de incognitas nfo ¢ conhecido com preciséio; porém, a
priori, aumenta-se o numero de solu¢des possiveis. Optou-se por manter a malha

fixa, sendo dada énfase ao estudo de outros efeitos.
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Figura 54 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1 e os potenciais nos
eletrodos onde € aplicada corrente e potencial nulo estdo presentes na fun¢o objetivo.

Analisada a primeira resposta (Figura 54), optou-se por retirar, do processo de
otimizag@o, os potenciais medidos dos eletrodos de aplicagdio de corrente e de
imposi¢do de potencial nulo. Isto porque, como ji mencionado, existe uma
imprecisdo grande nos valores de potenciais elétricos calculados pelo MEF nos
arredores destes eletrodos, devido & imposi¢éo de correntes e condigdes de contorno
pontuais. A imagem resultante da modificagio ¢ mostrada na Figura 55. Os
pardmetros de entrada do programa sfo os mesmos tanto para esta figura, quanto

para a Figura 54.
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Figura 55 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1.

Vé-se, portanto, que a questdo das condutividades baixas nas regides proximas
aos eletrodos foi solucionada. Assim, as imagens passaram a ser geradas sem o0s
valores de potenciais imprecisos. Deve-se salientar que, no caso dos potenciais serem
medidos num “fantoma” experimental, 0 mesmo procedimento precisa ser adotado,
pois, apesar dos erros numéricos serem inexistentes neste “fantoma”, ainda ha a
imprecisdo nos calculos de MEF realizados pelo programa, no ato da anélise da
malha de reconstitui¢o.

Serdo agora mostradas as respostas com p igual a 2.
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Figura 56 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2.

As baixas condutividades periféricas nas camadas centrais também sdo
inexistentes na solugfio da Figura 56, reforcando o que foi mencionado.

Nota-se, num exame da Figura 56 e da Figura 55, que as densidades
intermedidrias foram, de fato, penalizadas, diminuindo-se a quantidade de locais com
valores de condutividade distantes dos valores limites, sobretudo nas duas se¢Bes
externas. A Figura 57, por sua vez, mostra que a diferenca obtida com a utiliza¢do da
penalizagéo, pelo menos nesta situagdo, foi bem pequena. No caso de p=1, 82,9% do
dominio ¢ formado por regides de condutividades maiores que 0,058236(m.Q2)”
(0,058824(m.Q)" & o valor méximo) e, para p=2, a quantidade sobe apenas para
83,6% por exemplo. Os graficos vistos na Figura 57 sdo semelhantes aos utilizados
com elementos hexaédricos. Porém, as condutividades usadas sfo as médias dos
valores nodais de cada elemento. Tal abordagem sera usada deste ponto em diante no

texto.
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Figura 57 Gréficos da porcentagem de elementos para cada faixa de valores das
condutividades. (a) Referente a Figura 55. (b) Referente a Figura 56.

Vé-se, na Figura 58, que hd convergéncia para valores mais elevados que os
obtidos no caso de elementos hexaédricos, para pardmetros de entrada do programa
semelhantes. O numero elevado de itera¢bes foi utilizado com a finalidade de se
verificar a ocorréncia da fungfio objetivo ou sua variaggio relativa ser menor que 10°°.
Porém, o algoritmo néo verificou tais critérios, chegando a 100 e a 150 itera¢des para

pigual a 1 e p igual a 2, respectivamente.
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Figura 58 Curvas de convergéncia. (a) p=1 (Figura 55) e valor minimo 0,613578. (b) p=2
(Figura 56) e valor minimo 0,619519.

Agora, serdo mostrados e comentados os resultados obtidos com o filtro FE.
Neste caso, o raio RF foi modificado algumas vezes para que fosse notado o seu
efeito. Deve-se salientar que o raio da regifio escura do “fantoma” considerado é
aproximadamente igual a 0,03m. Inicialmente, considerou-se p igual a 1.

Para o raio igual a 0,005m, a imagem ¢ bastante semelhante a imagem obtida

sem o filtro (Figura 55), o que também se nota na comparagdo dos graficos das faixas
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de condutividades (Figura 57 e Figura 60), a nfio ser por pequenos aumentos da
porcentagem de condutividades altas, pequeno aumento do contraste entre regides
escuras e claras, pelo pequeno aumento da regifio escura e pela eliminagiio das
regides com condutividades baixas nos locais afastados da regifio escura. A
semelhanga entre as duas respostas ocorre devido ao reduzido valor de RF.

O filtro impediu a formag#o das regides com condutividades baixas nos locais
afastados da regifio escura pois, como mencionado, o FE tende a reduzir a variagio
espacial dos pardmetros filtrados (limites mdveis), o que se reflete nos valores de

condutividade.
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Figura 59 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1 ¢ o raio do filtro é
0,005m.

Aumentando-se o RF para 0,0lm (Figura 61), os mesmos efeitos citados no
caso de RF igual a 0,005m em relagdo a resposta sem o filtro sdo vistos. Porém, é
notada uma redug@o significativa na quantidade de condutividades intermedidrias,

evidenciada pela Figura 62.
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Figura 60 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 59. Valor minimo: 0,615368.
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Figura 61 “Fantoma” numeérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1 e o raio do filtro é
0,01m.
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Figura 62 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 61. Valor minimo: 0,615886.
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A Figura 63 (RF igual a 0,015m) mostra que é mantida a tendéncia a reducéo
da quantidade de condutividades intermediarias (vide Figura 64). Porém, se o raio é
ainda maior, como 0,02m (Figura 65) ou 0,03m (Figura 67), vé-se que a tendéncia

desaparece, como era de se esperar. O resultado sdo distribuicSes suaves de

propriedades, com valores méaximos da condutividade obtidos, reduzidos.

Figura 63 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1 € o raio do filtro é
0,015m.

Conclui-se que existe um valor 6timo para o raio, que ird variar com a
geometria da distribuicdio de condutividades do “fantoma”, no caso de uma
distribuigéo arbitraria. Ainda, deve-se perceber que o valor do raio 6timo sera fungio
da posi¢io no dominio de distribuigdo arbitraria. Esta ¢ uma limita¢do para o uso do
filtro, pois alguma informag#o sobre a imagem final deve ser fornecida, inicialmente,

ao algoritmo.
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Figura 64 Curva de convergéncia e grifico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 63. Valor minimo: 0,616282.
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Figura 65 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1 e o raio do filtro é
0,02m.
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Figura 66 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 65. Valor minimo: 0,616554.
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Figura 67 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1 € o raio do filtro é

0,03m.
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Figura 68 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 67. Valor minimo: 0,614722.

No caso de p ser igual a 2, sdo testados os mesmos valores de RF usados com p

igual a 1.
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Figura 69 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2 € o raio do filtro é
0,005m.
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Figura 70 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes & Figura 69. Valor minimo: 0,605146.

Nestes casos, com exce¢do do RF igual a 0,03m — um valor relativamente
elevado, o qual reduz os gradientes de propriedades efetivamente — algumas regides
com condutividades baixas indesejadas foram obtidas em todas as imagens,
sobretudo para um raio igual a 0,015m.

Nota-se que estas regides se concentram na periferia das imagens. Isto acontece
pois as distincias entre os nos dos elementos finitos, neste locais, sdo relativamente
pequenas €, portanto, sendo o raio constante no dominio, tais nds estdo mais sujeitos
a redugdo da variag8o espacial dos limites méveis de nds proximos, do que estdo os

nds nas regides centrais (vide malha de reconstitui¢fo, na Figura 51).
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Figura 71 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2 ¢ o raio do filtro é
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Figura 72 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 71. Valor minimo: 0,628354.

Tais imagens imprecisas, em conjunto com os valores finais relativamente
elevados para a fungdo objetivo ¢ com o fato de ter ocorrido a convergéncia,
mostram que o filtro, aliado a p igual a 2, gera solu¢des que sdo minimos locais
indesejaveis. O termo indesejaveis é usado pois, de maneira geral, o fato do minimo
ser local nfo implica, necessariamente, numa solugdio insatisfatoria. Neste caso,
cuidado deve ser tomado ao se empregar, simultaneamente, as duas abordagens de

solucéo (p igual a 2 em conjunto com o filtro).
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Figura 73 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2 € o raio do filtro é
0,015m.
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Figura 74 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 73. Valor minimo: 0,647476.
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Figura 75 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2 € o raio do filtro é

0,02m.
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Figura 76 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes 4 Figura 75. Valor minimo: 0,728196.

Os raios iguais a 0,02m e 0,03m, tanto para p igual a 1 quanto para p igual a 2,
mostraram-se valores elevados, aumentando, demasiadamente, a suavidade das
distribui¢des de condutividades e o tamanho das regides escuras das imagens

correspondentes, além de reduzir o valor maximo. Assim estes raios foram evitados

nas demais imagens.
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Figura 77 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2 € o raio do filtro é
0,03m.

[\
[=4

g 20

3 15

g 15

510 s

3 8

3 810

& 5

o E=1

s 5

o

8 U‘fw

2 %, 0 20 40 60 80 100
condutividades iteragdio

Figura 78 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes & Figura 77. Valor minimo: 0,612080.

As proximas imagens foram geradas com a incluso de RVM na otimizag3o.
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Figura 80 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 79. Valor minimo: 0,618546.

As imagens dadas pela Figura 79 e pela Figura 81 mostram respostas
praticamente semelhantes as anteriores (com exce¢do das geradas com o FE
habilitado e p igual a 2), sobretudo com a restri¢io usada em conjunto com p igual a
1. Porém, dados os graficos das quantidades de cada faixa de condutividades na
Figura 80 e na Figura 82, ¢ possivel notar que, em relagdio aos casos sem restrigéo e
sem o filtro (Figura 57), estas imagens se aproximaram mais do “fantoma”, pelo
manos quantitativamente. De fato, para p igual a 1 e com a imposi¢cdo de RVM,
foram geradas as respostas mais préximas do “fantoma” em termos quantitativos,

para os elementos tetraédricos, até este ponto.
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Figura 81 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2 ¢ a RVM foi usada.
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Figura 82 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 81. Valor minimo: 0,614970.

Algo interessante a ser discutido estd ligado aos graficos das restrigdes RVM,
vistos na Figura 83. Nestes, pode-se visualizar a restrigio imposta, em linha
continua, € o valor corrente da RVM linearizada, em linha tracejada, ambos
calculados durante as iteragSes. Estes graficos mostram que a restri¢io linearizada
terminou inativa, ou seja, foi obedecida mas n3o no limite. Porém, no inicio do
processo iterativo, a restri¢éio estava ativa. Assim, dadas as respostas, pode-se dizer
que a RVM direcionou a otimizagéio para regides, no espago de solugbes possiveis,
mais proximas da distribui¢do de propriedades do “fantoma”. A restri¢do nfo-linear

também terminou inativa.
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Figura 83 Graficos dos valores correntes das somatérias da RVM e dos valores limites, para

cada iteragdo. (a) Referente a Figura 79. (b) Referente & Figura 81.

Para os proximos resultados, os graficos das restrigdes RVM, como os

mostrados na Figura 83, serfio omitidos, uma vez que ndo acrescentam dados

significativos para a andlise das respostas. Basta citar que, em todos os casos onde

foi empregada a RVM, a restrigfo linearizada terminou inativa (como a n#o-linear),

porém permaneceu ativa nas primeiras 20 iteragGes para p igual a 1, e nas 50

primeiras para p igual a 2.

Nas préximas respostas, os efeitos de RVM e do filtro, para raios de 0,005m

0,0lm e 0,015m, foram combinados.

2

Na resposta da Figura 84, com o raio igual a 0,005m e p igual a 1, a resposta é

semelhante ao caso sem FE e sem restri¢do (Figura 55).
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Figura 84 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1, a RVM foi usada e o

raio do filtro ¢ 0,005m.
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Figura 85 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 84. Valor minimo: 0,613360.

Porém, quando o raio é aumentado para 0,01m, obtém-se um resultado bastante
satisfatério (quando comparado aos demais), o que é evidenciado pela Figura 87.
Aumentando-se, novamente o raio do filtro, o algoritmo tem o seu desempenho

reduzido (vide gréafico da quantidade de condutividades na Figura 89).
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Figura 86 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1, a RVM foi usada e o
raio do filtro & 0,01m.
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Figura 87 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 86. Valor minimo: 0,621212.

E possivel notar que o valor 6timo para o raio do filtro também existe para este
caso. Porém, numa comparagéo com os resultados sem a imposicio da RVM, mas
com p igual a 1 € com o FE habilitado no algoritmo (as figuras referentes a esta
situagdo véo da Figura 59 a Figura 67), € mostrado que o valor 6timo diminuiu.

Assim, existe mais uma dificuldade para a seleco do raio do filtro.
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Figura 88 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=1,a RVM foi usada e o
raio do filtro é 0,015m.

~ 9

9 § 20

=N

£ 3 o151

E 4 2

$3 2

=] g 10

o) 6 | lg

5 L

g 5p

: \

8 > X

2 0000 0 20 40 60 80 100
condutividades 4 iteragfio

Figura 89 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes & Figura 88. Valor minimo: 0,611424.

Finalmente, com a restrigio RVM imposta, FE habilitado e p igual a 2, sfo
mostradas as figuras finais. Nestas, sdo vistas respostas que indicam um raio 6timo
de valor ainda menor que o anterior. Também séo explicitadas imagens livres de
“manchas” na periferia do dominio, pelo menos para raios iguais a 0,005m ¢ 0,01m,
diferentemente do que tinha sido obtido anteriormente, quando a RVM nfo havia
sido utilizada (vide da Figura 69 a Figura 77). Porém, numa comparagdo destes
resultados com a situacdo dada para p igual a 1, sendo as demais condig¢Ges de

otimizagfio idénticas, nota-se que as respostas finais sdo menos satisfatorias.
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Figura 90 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2,a RVM foi usada e o
raio do filtro é 0,005m.
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Figura 91 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes a Figura 90. Valor minimo: 0,620843.
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Figura 92 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2, a RVM foi usadae o
raio do filtro é 0,01m.
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Figura 93 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes 4 Figura 92. Valor minimo: 0,617844.
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Figura 94 “Fantoma” numérico e resposta encontrada. Neste caso, p=2, a RVM foi usada ¢ o
raio do filtro € 0,015m.
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Figura 95 Curva de convergéncia e grafico da porcentagem de elementos para cada faixa de
valores das condutividades, ambos referentes & Figura 94. Valor minimo: 0,602369.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi implementado um algoritmo, baseado no MOT, para
obten¢do de imagens tridimensionais de TIE. Conclui-se que o método obteve
respostas satisfatorias e que tem potencial para ser aplicado com dados
experimentais.

Foi constatado que as constantes de eletrodo absorvem o efeito das diferengas
entre as discretizagdes da malha de reconstituicdo e da malha do “fantoma”,
estabelecendo uma relagdo entre os potenciais medidos no dominio mais discretizado
e a distribui¢fo de propriedades do dominio menos discretizado. Assim, é importante
notar que, salvo casos atipicos, as constantes otimizadas ndio serdo iguais as do
“fantoma”.

Em segundo lugar, existem algumas fontes de erros numéricos inerentes ao
algoritmo, ndo podendo ser evitadas. Estas sdo provenientes dos erros de
arredondamento causados nos célculos das matrizes dos elementos e dos gradientes
da funcdio objetivo e restrigdes, provenientes dos erros de arredondamento na
montagem da matriz global e provenientes dos métodos utilizados na minimizagéo da
fungdo objetivo linearizada (ou seja, no subproblema de otimiza¢do) e na solugdo do
sistema linear (MGBSE). Como efeito destes erros, os pontos 6timos calculados em
cada subproblema linear estéo deslocados da solugdo ideal do subproblema, ou seja,
daquela obtida sem a presenga de erros numéricos. Neste caso, dado que a fungio
objetivo possui diversos minimos, uma resposta satisfatoria pode ndo ser detectada
pelo algoritmo, sobretudo se métodos de regularizagéio (que diminuem o espago de
solugdes) ndo sdio empregados.

Ainda no contexto dos erros numeéricos, procurou-se reduzir tais erros com a
mudanga de elementos hexaédricos para os tetraédricos, evitando-se métodos
numéricos de integragdo.

Observou-se que a utilizagdo de p igual a 2 ndo influenciou, efetivamente, na
geragdo de respostas proximas dos “fantomas” analisados. Em alguns casos, a0
contrario, foram obtidos minimos locais indesejaveis, evidenciados por imagens
insatisfatorias em conjunto com curvas da fungo objetivo indicando a convergéncia

¢ para valores elevados.
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No caso da observabilidade, conclui-se que a utilizagdo da estratégia de um
dominio de materiais uniformemente distribuidos ao longo do eixo do cilindro foi
efetiva, evitando-se a tendéncia do algoritmo de reduzir variagbes espaciais de
condutividades entre as camadas. Porém, nas situagdes estudadas com elementos
hexaédricos, para as quais foi usada uma distribui¢dio no-uniforme, verificou-se a
importancia de se distribuir os eletrodos no dominio em mais de uma camada,
conforme estudaram Blue, Isaacson e Newell (2000) no caso de seu método, e,
eventualmente, aplicar carregamentos entre camadas.

A RS, da maneira como foi imposta, ndo foi efetiva no processo de
regularizagio da imagem. Estudaram-se, entdo a RVM e o FE, os quais geraram
resultados relativamente satisfatérios. Em situa¢des experimentais, cuidados devem
ser tomados com o calculo do valor limite para a restrigio RVM, uma vez que este
valor é baseado em potenciais medidos, os quais apresentardo erros nesta situagdo.
No caso do filtro, também & preciso cuidado na implementagfo, ja que o valor 6timo
para o raio ird variar com a geometria da distribui¢do de condutividades do
“fantoma” e com a posi¢io no dominio, no caso de uma distribuigo arbitraria.

Foram retirados, do processo de otimizagfo, os potenciais elétricos dos
eletrodos do ponto de referéncia e do ponto de aplicagéio das correntes, 0 que influiu
para obtengdio de imagens mais satisfatérias de maneira decisiva. O processo de
retirada, da otimizagfio, dos potenciais elétricos do ponto de aplicagdo das correntes
também deve ser adotado num caso experimental, devido & imprecisdo do modelo de
eletrodo, o qual considera, por exemplo, uma espessura constante ¢ um contato
perfeito entre a pele € o eletrodo, sendo, localmente, insatisfatério (sabe-se que,
devido & impedancia elevada dos aparelhos de medigéo, as medidas de potenciais nos
cletrodos onde a aplicagio da corrente ndio & realizada simultaneamente com
medigdo, sdo pouco afetadas por esta imprecisdo, como salientou Matherall (1998)).
Além disto, a imagem deve ser reconstituida numa matha de MEF e, assim, 0s erros

numéricos locais estardo presentes.
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8 TRABALHOS FUTUROS

Deve ser dada énfase ao estudo da obtengdio de imagens através dos dados
provenientes apenas de um “fantoma” de propriedades heterogéneas. Assim, as
abordagens citadas neste trabalho devem ser empregadas na obtengdo das imagens.
Este estudo é importante pois o processo de calibragem citado pode limitar o uso do
algoritmo em situagdes praticas.

E preciso estudar alternativas para o algoritmo de solugdio do sistema linear
através do MGBSE e, também, para o algoritmo de PLS, com o intuito de se reduzir
o0 erro numérico.

Para impedir a formagdo de respostas correspondentes a minimos locais
insatisfatorios, mostradas para p igual a 2 em conjunto com o uso de restri¢do e do
filtro, pode-se sugerir a utilizagdo do método da continuagdo, segundo o qual a
solugdo para p igual a 1 é usada como entrada para a otimizagdio com p igual a 2.
Desta forma, espera-se que os resultados sejam melhores.

Outro ponto importante ¢ a observabilidade do meio. E necessario o estudo de
mais tipos de carregamento e disposi¢des dos eletrodos no contorno do dominio.
Espera-se que variagdes de propriedade possam entéo ser melhor detectadas pelo
algoritmo, obtendo-se respostas mais satisfatorias.

Outras restrigdes devem ser estudadas e um filtro, com raio baseado no
conhecimento aproximado da geometria da distribuigsio de condutividades no interior
do dominio, deve ser testado na reconstituigdo. E também necessirio o
desenvolvimento de um novo modelo ou atualizagdo do modelo de eletrodo usado,
de tal forma que os potenciais calculados sejam mais acurados e precisos €, como
conseqiiéncia, a imagem seja mais proxima do desejado.

Finalmente, as incertezas presentes no modelo adotado, como o valor das
correntes aplicadas e o material usado, e as incertezas experimentais nos valores de
potenciais de entrada do algoritmo, causadas devido a influéncias externas ¢ aos
proprios aparelhos utilizados no processo de medigdo, impedem que haja certeza
sobre as imagens obtidas, as quais apresentam, entfio, um determinado nivel de
confiabilidade. Nestas condi¢Ses, deve-se utilizar um método de otimizagdo

coerente, baseado na teoria de Probabilidades. O aluno, autor deste trabalho, ira
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continuar os estudos referentes a aplicabilidade do MOT para a obtengéo de imagens
de TIE, em nivel de doutorado, fundamentando-os no chamado Meétodo de
Otimizagdo Topoldgica Baseado na Confiabilidade (ou “Reliability-Based Topology
Optimization”, segundo Kharmanda et al. (2004)), um método capaz de obter
sistemas otimizados levando-se em conta incertezas inerentes ao problema. Com
esses estudos, espera-se contribuir, ainda mais, para a drea de obtengéo de imagens
médicas de TIE.
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ANEXO A - DEDUCAO DO PRINCIiPIO DOS
POTENCIAIS VIRTUAIS

Esta dedugéo ¢ dada por Bathe (1996). A eq. (2.1) é a seguinte:

(c 6¢)+ (0' 5(])] (0' @j=0 (a.1)
ox\ *ox) oy\ Yoy) oz\ *oz

Multiplicando-a pela distribui¢do virtual $ e integrando o resultado no volume

do dominio, obtém-se, dado que 5 ¢ arbitraria e nula em 0Q¢:

L[ax(o"gij @( ygij az( aqz)ﬂq’dv 0 @2)

Esta equagfo ¢ equivalente 4 anterior. Como ¢ sabido:
2l abalea)al 2
0x ox ) oy dy ) oz\ * oz
S v P | IR v (P PRGN B R |
_ax[q)(o-x 6xﬂ+6y{q{ y By) +6z (b(cz 62)] (@.3)
Qi[c ?ij+_¢ 5. 2 +?§z(c @]
ox\ *ox) oy\ Yoy) oz\ "oz
Com esta, (a.2) é transformada em:
o s Vs 2 4o 2|2 5o 2\ lay-
L{E[‘l{““ax]}ay[d{ yayﬂ 6z[¢(° az)]}dv

(02502} S

Com o auxilio do teorema do divergente, ou teorema de Gauss, pode-se

@4

modificar a primeira parcela da equagdo acima da seguinte forma:
o[os @), 2[ds 2], 2+ 2)]
ol 2 e 2] 2l 2o
B 0 n 0 ~ 0
= L} {[q{cx -é%)jlnx + |:¢\cy %’Hny + {4) c, a—iﬂnz }dS

(a.5)
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onde nx, ny e nz s3o as componentes do vetor unitario n, normal a 6Q, apontando

para fora. Ainda, pode-se obter:
LQ {[&(cx %)Jnx +[$(cy %ﬂny +[$(cz g—dz))]nz}ds
= LQ l:@(cn %ﬂds

Finalmente, impondo-se (2.4) e lembrando que $ € nula em 8Q¢:

L F( ngﬁﬂds [ ¢SI ds (@.7)

Com esta tltima, modifica-se (a.4) para:

o0(  2b) . 00( a6\ o6( _ b
(2 22 - Liass “

Esta € exatamente a eq. (2.5). Assim, deduziu-se o Principio dos Potenciais

(a.6)

Virtuais para o fenémeno de condugfio de corrente elétrica.



114

ANEXO B - CALCULO DA INTEGRAL DA
MATRIZ DE CONDUTIVIDADE DO ELEMENTO
TETRAEDRICO E DA DERIVADA

Foi calculada, analiticamente, no caso da formulagio da matriz de

condutividade dos elementos tetraédricos com varidveis por nd, a seguinte integral:

1 (1-r) (-r—s)
Intz(j I Icm dtdser (b.1)
00 0

sendo:

6 = (N, JPu JPos + (- (N, 2, P o (62)

dada a condutividade, portanto, pelo modelo de material definido para variavel por

nd. Ainda, foi mencionado que:

[Nm]=[Nl N, Ny N4] (b.3)
com cada elemento dado por:

N,=l-r-s-t (b.4)

N, =r (b.5)

N, =s (b.6)

N,y=t (b.7)

A integral Int foi calculada através do manipulador simbdlico do “software”
comercial Matlab, para p igual a 1 e p igual a 2. Assim, obteve-se, para p igual a 1:
1 1
Int:EZ(O'A —6 NP1 +P2+P3 +P4)+EGB (b.8)
e no caso de p igual a 2:

1
Int=5[(6A 0 PiP2 P13 +P1P4 +P2P3 +P204 +P304 +PE +P3 +P1 +pi)]+

2o
6B

(6.9)

Finalmente, para p igual a 1, foram obtidas as derivadas:

It) o(nt) o(nt) 1
olint) _ oftat) _ oltnt) _otmt) _ L (- _ (b.10)
o, dp, Op3 Opy 24




e, para p igual a 2:
o(Int) 1

?=a(°-A —GBXPZ +P3+Py +2P1)
1

d(Int)
op,
d(Int)
Op3
a(Int) 1

‘5;—=36(0'A “GB)(Pl +pPy +P3 +2P4)
4

1
=5(GA _O'B)(Pl +P3+Py +2Pz)

1
='6_O(°A —og )Py +P2+ P4 +2p3)
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(b.11)

(b.12)

(b.13)

(b.14)
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APENDICE — ARQUIVO DE ENTRADA
EXEMPLO PARA OS ALGORITMOS

/COM,ANSYS RELEASE 5.4 UP19970828 16:16:44 11/03/2003
/PREP7

/NOPR

/TITLE,

*IF,_ CDRDOFF,EQ,1,THEN !if solid model was read in
_CDRDOFF= Ireset flag, numoffs already performed
*ELSE loffset database for the following FE model

NUMOFF,NODE, 27
NUMOFF,ELEM, 8
NUMOFF,TYPE, 1
*ENDIF
ET, 1,70
NBLOCK,6,SOLID
(3i8,6¢16.9)

1 41 0 1.00000000 3.00000000 1.00000000
11 0 1.00000000  1.00000000  1.00000000
112 50000 1.00000000  2.00000000  1.00000000
21 0 3.00000000  1.00000000 1.00000000
3250000 2.00000000  1.00000000  1.00000000
31 0 3.00000000 3.00000000 1.00000000
62 50000 3.00000000  2.00000000  1.00000000
82 50000 2.00000000  3.00000000  1.00000000
13 0 2.00000000  2.00000000  1.00000000
10 51 0 1.00000000 1.00000000  3.00000000
11 42 50000 1.00000000 1.00000000  2.00000000
12 61 0 3.00000000 1.00000000  3.00000000
13 12 50000 2.00000000  1.00000000  3.00000000
14 22 50000 3.00000000 1.00000000  2.00000000
15 23 0 2.00000000 1.00000000  2.00000000
16 81 0 1.00000000 3.00000000  3.00000000
17 102 50000 1.00000000  3.00000000  2.00000000
18 71 0 3.00000000 3.00000000 3.00000000
19 92 50000 2.00000000  3.00000000  3.00000000
20 72 50000 3.00000000  3.00000000  2.00000000

O 0 N & »n b~ LN



21 33 0 2.00000000  3.00000000  2.00000000
22 122 50000 1.00000000  2.00000000  3.00000000
23 43 0 1.00000000  2.00000000  2.00000000
24 52 50000 3.00000000  2.00000000  3.00000000
25 53 0 3.00000000 2.00000000  2.00000000
26 63 0 2.00000000 2.00000000  3.00000000
27 14 0 2.00000000  2.00000000  2.00000000

N,R5.3,LOC, -I,

N,R5.1,LOC, -1,

EBLOCK, 18,SOLID

(18i7)

1 1 1 1 0 0 14 0 8 0 1 3 9
1 1 1 2 0 0 14 0 8 0 3 2 5
1 1 1 3 0 0 14 0 8 0 8 9 7
1 1 1 4 0 0 14 0 8 0 9 5 4
i 1 1 5 0 0 14 0 8 0 17 23 27
1 1 1 6 0 0 14 0 8 0 23 11 15
1 1 1 7 0 0 14 0 8 0 21 27 25
1 1 1 8 0 0 14 0 8 0 27 15 14
-1

EN,RS.LATTR, -I,

BFUNIF,TEMP, TINY

AUTOTS,OFF

NSUBST, I, 0,  O,0FF

KBC, 0

KUSE, 0

TIME, 000000000

TREF, .000000000

ALPHAD, .000000000

BETAD, .000000000

DMPRAT, .000000000

TIMINT,OFF ,THER

CNVTOL,HEAT,-1

CNVTOL,TEMP,-1

CRPLIM, .100000000

NCNV, 1, .000000000 , 0, .000000000 , .000000000

LNSRCH,OFF

NEQIT, 0

PRED,OFF ,,OFF

N N O ®

21
27
20
25

17
23
21
27

16 22

22

23
11
27
15

19 26

26

27
15
25
14

21
27
20
25
26 19
13 26
24 18
12 24



ERESX,DEFA

ACEL, .000000000 , .000000000 , .000000000
OMEGA, .000000000 , .000000000 , .000000000 , O
DOMEGA, .000000000 , .000000000 , .000000000
CGLOC, .000000000 , .000000000 , .000000000
CGOMEGA, .000000000 , .000000000 , .000000000
DCGOMG, .000000000 , .000000000 , .000000000
IRLF, 0

FINISH
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