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RESUMO

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo matemdtico para materiais metélicos
com dano. A construgdo do modelo foi feita ao longo do documento, introduzindo
primeiramente os conceitos bésicos, logo depois as leis gerais, e posteriormente as
referentes ao tipo de material a modelar. Depois foi desenvolvida uma lei constitu-
tiva para materiais dicteis, considerando os fendmenos de elasticidade, plasticidade
e degradagio do material (dano). A implementacgao da lei constitutiva foi feita a
seguir. Vadrios resultados numéricos foram obtidos utilizando o modelo implemen-
tado no programa ABAQUS. Finalmente, séo feitas conclusbes e se especifica as

contribuicoes do trabalho.



ABSTRACT

In this work a mathematical model for damaged of metalic materials was developed.
The basic model is presented along document, firstly the basic concepts, afterwards
the general laws and the specific material studied. Thus, a constitutive law for
ductile materials, was developed taking into account the elasticity, plasticity and
materials degradation (damage) phenomena. Then, the numerical implementation
of the material model was made. Various results were obtained, using the numerical
form of the constitutive law, as an user subroutine of the ABAQUS program. Finally,

are given the conclusions and the contributions of the work are given.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A engenharia é uma especialidade que se coloca como nexo entre a ciéncia e a tec-
nologia, por isso ela se preocupou em criar as leis que regem os fenémenos envolvidos
nas diferentes situagoes decorrentes da sua atividade, tais como: o desenho e imple-
mentacao de processos, projeto de médquinas e a construcao das mesmas. Foi assim
[48] que a atividade do engenheiro estava basado principalmente na observacio,
na experimentacao e no acimulo da experiéncia a partir destas atividades. Esta
metodologia, porém, tem duas desvantagens principais: o alto custo dos experimen-
tos e a dificuldade de transmisdo dos conhecimentos empiricos, exigindo um longo
periodo de tempo para a projecdo e implementacao dos diferentes projetos.

A utilizagdo dos computadores digitais, a sua rdpida evolugio e o baixo custo destas
méaquinas, permitiram a ampla difusdo do uso dos modelos matemdticos complexos,
podendo ser resolvidos, em forma aproximada, através dos denominados métodos
numéricos, criados muito tempo antes deste periodo, mas que teve grande impulso
a partir do que pode ser denominado como a era da informdtica. As ferramentas
numéricas sdo muito variadas, mas na simulagio de processos envolvendo sélidos o
Método dos Elementos Finitos tem uma ampla aceitaggo.

De uma maneira bem geral, pode-se dizer que o modelo matemdtico consiste de
um conjunto de correlagdes que refletem uma situagéo real [48]. Geralmente es-
tas correlagoes sdo expf%sas através de operadores matematicos, envolvendo certos
pardmetros, conjunto de dados iniciais e um conjunto de resultados numéricos. Em
outras palavras, converter em férmulas matemédticas uma determinada, situagio real
(ou abstrata) que esté descrita de forma quantitativa.

Podem ser encontrados excelentes textos que tratam sobre a modelagem, e.g. Be-
llomo et al. (1995) {9)].

Existe um importante problema relativo & relacao entre a ezperimentagdo, o modelo



matemdtico e a interpretacdo convencional que precisa ser analisado com maior
cuidado.

Basicamente, o modelo, sendo um objeto matematico, depende da estrutura matematica
subjacente. A interpretagdo consiste em estudar a relagdo entre os pardmetros en-
volvidos, e por conseguinte, as conclusoes do modelo e os observdveis no dominio
considerado.

Evidentemente, podem acontecer perturbagtes tanto no modelo, quanto na ezperi-
mentacao e na interpretagao.

Quando se assume que hé variacdo apenas no modelo tem-se o problema da estabili-
dade estrutural. O problema da estabilidade estrutural do modelo matemético estd
sendo abordado por uma grande quantidade de pesquisadores de diferentes areas.
Tal problema comegou a ser estudado a partir do trabalho de H. Poincaré em 1889
apud Abraham et al. [1], e no Brasil houve uma participagio pioneira com os tra-
balhos de M. Peixoto e outros, a partir da década de 1950 77.

A perturba¢io do modelo ndo é um problema puramente tedrico, considerando que
estas perturbactes acontecem sernpre, e estdo associados com o grau de incerteza
subjacentes nos dados fornecidos. Neste sentido, o que se tenta determinar é o grau
de sensibilidade do modelo as perturbagdes sofridas. Se é considerado, por exemplo,
uma equacao diferencial com coeficientes constantes, estes coeficientes serdo obtidos
a partir de dados experimentais, que contém um grau de incerteza caracteristico do
processo de medigdo. O que se quer determihar, neste caso, € se pequenas variagoes
nos valores desses coeficientes, ocasionam também pequenas variagoes na resposta
do modelo. Se isso acontecer, diz-se que o modelo é estruturalmente estdvel, caso
contrério, tem-se uma instabilidade estrutural e o modelo ndo serd apto para repre-
sentar o fenémeno que se deseja estudar.

O estudo qualitativo do relacionamento modelo-ezperimento-interpretagdo tem uma
importancia fundamental na Mecanica. De acordo com Abraham e Marsden (1978),
[1] a histéria da pesquisa em Mecénica foi marcada por trés importantes etapas. A
primeira, foi a era qualitativa que culmina com os trabalhos de Kepler e Galileu.
A segunda, uma era éuantitativa que compreende o periodo (1687-1889) marcado
pelos trabalhos de Newton, Euler, Lagrange, Laplace, Hamilton e Jacobi. A ter-
ceira, a era neo-quantitativa comeca em 1889 com o trabalho de H. Poincaré. Na
opinido de Abraham e Marsden, a crise que causou o inicio da era neo-quantitativa
é compardvel & crise associada & Teoria da Relatividade e & Mecénica Quantica, e a
importancia do trabalho pioneiro de H. Poincaré comparével ao Célculo Difencial e

Integral, as Equagbes Diferenciais e ao Célculo Variacional.



Denominando de Mecédnica Computacional, ao ramo da Mecanica que desenvolve
as atividades proprias do engenheiro com o auxilio do computador. Pode-se dizer
que este ramo exige cada vez mais conhecimentos matemadticos, e precisa testar,
a todo momento, os resultados obtidos através da comparacdo com os dados ex-
perimentais, até que os resultados sejam suficientemente confidveis, i.e., até que o
modelo seja suficientemente robusto. E assim que o estudo dos sistemas dinamicos,
andlise funcional, anédlise harménica , andlise tensorial etc. sdo ramos da matematica
que hoje sio fundamentais na formacao do engenheiro.

Neste ponto, é facil achar uma variedade muito grande de aplicagdes da. Mecdnica
Computacional. Por exemplo, a automacio de um processo de fabricagao, desen-
volvido com uma quantidade minima de tentativas e erros, exige o desenvolvimento
da tecnologia CAD/CAM (Computer Aided Design/Computer Aided Manufactur-
ing). Desta forma, podem ser testados novos processos, materiais, geometrias etc.
com rapidez, baixo custo e grande eficiéncia [63]. Tudo isto justifica o uso in-
tensivo das técnicas computacionais, o que exige a construgdo prévia de modelos
matemadticos adequados.

No Brasil, a abundéancia de minérios, o custo da energia (cada vez mais alto), a
necessidade de colocar valor agregado aos produtos de exportagio para equilibrar
a balanca comercial, o alavancamento de uma tecnologia nacional eficiente em con-
cordancia com o volume de producao do pais, e por fim, a necessidade de facilitar a
cooperacio Universidade-Empresa, justifica a constru¢iio de modelos matematicos
utilizaveis na indistria nacional. Nesse sentido, é freqiientemente mencionado a
grande dificuldade existente na transferéncia dos conhecimentos avangados da Uni-
versidade 4 Empresa, refletido na escassez de patentes. £ necessério portanto a

realizacdo de pesquisas cuja utilizagio extensiva nas industrias locais seja possivel.

1.1 ESCOPO DO TRABALHO

Este trabalho objetiva construir um modelo matemaético que leva em conta a elasto-
plasticidade e o dano na caracterizagio de materiais deforméveis.

Ainda, implementar o modelo em um programa computacional para a sua utilizagao
na resolucdo de problemas da engenharia, relacionados com materiais ddcteis (espe-

cialmente metais dicteis) e processos que envolvem grandes deformagoes.



1.2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Existe uma grande necessidade das empresas que trabalham na fabricagao de pro-
dutos, tais como a industria automotiva e naval, de caracterizar convenientemente
as pecas para evitar a ocorréncia de algum tipo defeito.

Os programas computacionais vem penetrando na industria com maior forga a par-
tir de esta década. K assim que a tecnologia CAD/CAM auxilia a maioria das
atividades de projeto, fabricacao e controle dos produtos. Uma das limitagoes dos
programas estruturais, tais como o ANSYS e o ABAQUS, é a caréncia de uma fe-
rramenta mais moderna para o estudo da falha do material. Faz-se necessério entéo,
a constru¢ao de um modelo matemdtico que possa preencher essa lacuna, e assim,
ajudar o desenvolvimento das indistrias que lidam diariamente com problemas es-
truturais.

A maioria dos consultores da area estrutural, adotam o critério de von Mises para
determinar a seguranca da estrutura, perdendo de vista outros possiveis causantes
da instabilidade estrutural, considerando critérios estdticos. A Mecanica do Dano
Continuo, possui um enorme potencial para auxiliar a estes consultores a resolver
problemas de instabilidade bem complexos. O alto custo das falhas estruturais jus-
tifica plenamente a elaboragio de uma lei constitutiva com potencialidade para a

aplicac¢do na industria.

1.3 CONSTRUCAO DO MODELO MATEMATICO

A construcao do modelo matemadtico é feita através de vérios passos. Tipicamente,
a modelagem matematica é realizada segundo a seguinte seqiiéncia:

1. Inicio.

Colocagdo do problema.

Criagao do esquema de fenémenos.

Elaboragao do modelo matemaético.

Criagéo do algoritmo.

. Elaboragédo do programa.

Validagao do modelo matematico.

Execucgéo das pesquisas numéricas.
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Como se poderd ver, o processo de modelagem neste trabalho foi levado a cabo
através de vérios capitulos:

- No Capitulo 1 se faz a formulagdo do problema.

- No Capitulo 2 séo determinadas as leis gerais, validas para qualquer material, uti-
lizando o continuo numérico para representar o material a deformar. Posteriormente,
sao discutidas as caracteristicas gerais das leis constitutivas a serem desenvolvidas.
Por fim, sdo colocadas estas leis numa forma conveniente (forma variacional) e se
mostra a maneira em que seréo resolvidas numericamente (Método dos Elementos
Finitos).

- No Capitulo 3 é obtido o modelo elasto-plastico com dano anisotrépico.

- No Capitulo 4 realiza-se a implementagao numérica.

- No Capitulo 5 é feita a avaliacdo do modelo resolvendo 4 problemas tipicos.

- Finalmente, no capitulo 6 sdo colocadas as conclusdes obtidas a partir do modelo

mostrando as sua potencialidade e limitacoes.



Capitulo 2

ELEMENTOS DA MECANICA
DO CONTINUO E DA
TERMODINAMICA

2.1 INTRODUCAO

Tem sido propostos diferentes abordagens pelos pesquisadores com o objetivo de re-
presentar os problemas mecénicos através de uma formulagéo, cuja resolugao forneca
uma descrigao aproximada destes problemas. Mesmo antes da construgio da teoria
atdmica, esta tarefa tem sido feita e assim nasceu a chamada termodinimica, que
consiste numa teoria macromecéanica que tem mostrado muita eficiéncia na resolugao
destes problemas. Existem trés principais tratados da termodindmica que decrevem
processos fora do equilibrio termodindmico, a seguir [72]: Termodinimica Cléssica
de Processos Irreversiveis (T'CI), Temodindmica Racional (TR) e Termodinimica
Cléssica de Processos Irreversiveis Extendida (TCE).

A TCI tem sido originada a partir dos trabalhos de Osanger (1931) com quem co-
laborou posteriormente Prigogine (1947, 1961) para a elaboragio desta teoria. A
principal limitacao desta teoria corresponde ao fato de ndo poder modelar materiais
com memoria (i.e. dependentes da histéria da deformaggo), e ser inapropriado para.
modelar processos distantes do equilibrio termodinamico. O fato de assumir que a
causa e o efeito sao simultaneos é outra severa restrigdo desta teoria.

A TR foi originada pelos trabalhos de Truesdell, Noll e Coleman na década de
1960. Ista teoria utiliza uma formulagao eminentemente variacional e constitui

numa teoria deterministica, podendo modelar portanto processos dependentes de



uma histéria. Porém, a complexidade matemadtica desta teoria dificulta a sua re-
solu¢do numérica e mesmo a sua compreensdo, 0 que o torna menos pratico.

A TCE constitui um esfor¢o para resolver as limitagoes da TCI, mas o seu uso
também é restrito devido & sua complexidade.

E claro que os problemas termo-mecanicos podem ser estudados através de teorias
nao macroscopicas como a Mecdnica Estatistica, mas o grande desenvolvimento na
elaboracdo de teorias termodinadmicas permite a resolugdo dos problemas termo-
mecénicos em forma eficiente, através do uso de métodos numéricos adequados (e.g.
Método dos Elementos Finitos). Neste trabalho utiliza-se a Termodinidmica com
Variveis Internas (TVI) e tal teoria serd abordada com mais detalhes neste capitulo.
A Mecanica dos Meios Continuos (MMC) consiste essencialmente na idealizagio, e
posterior formalizagio de corpos materiais que sofrem a influéncia de forcas e de
fenémenos térmicos [37].

Existem tratados cléssicos (e.g. Truesdell et al., 1965 [82]; Gurtin, 1981 [38]) que
realizam esta idealizacio em forma detalhada e completa. Truesdell [80] propde a a

seguinte seqiiéncia:

‘1. Obtengao dos conceitos basicos.
2. Enunciagio das leis gerais (vélidas para qualquer material).
3. Caracterizagdo do material (leis constitutivas).

Os conceitos bédsicos propostos por Truesdell sdo: Corpo, Espago-Tempo Euclidiano
e Sistema de Forcas. A formalizagio destes conceitos é feita [87] através de teorias
matemdticas adequadas (e.g. Teoria da Medida, Topologia Diferencial) onde se
associa o continuo matemético ao conceito de Corpo. Esta construgio tedrica é
denominada de Mecénica Racional (MR).

Neste trabalho serd feita uma construgio mais simples, da base tedrica da MMC,

mantendo a ordem da proposta de Truesdell [80].

2.2 CONCEITOS E HIPOTESES BASICOS

2.2.1 Corpo

Um corpo ‘B é uma variedade tridimensional, com contornos suficientemente suaves

onde os elementos sdo chamados de particulas X. Porém, para os propdsitos deste



trabalho é suficiente considerar o espago Euclidiano.

E necessério ter algum critério para poder atribuir uma grandeza ao corpo. Atribui-
se ao corpo um volume, uma &rea, etc., e outras grandezas fisicas como massa, e
velocidade. Existe um formalismo chamado teoria da medida, que permite fazer um
tratamento adequado disso. Porém, considerando corpos com contornos suficiente-
mente suaves e fungoes bem comportadas, é possivel simplificar bastante a teoria e
utilizar os conceitos habituais do calculo diferencial e integral (Riemanianos), assu-

mindo como conceitos primitivos as grandezas mencionadas.

2.2.2 Espago-tempo Euclidiano

A estrutura de espago Euclidiano € é necesséria para permitir o uso de conceitos
como convergéncia, continuidade etc.

Os elementos do Espaco Euclidiano séo os pontos x,x € R®. Sabendo que esta
estrutura é independente do tempo, é feito um mapeamento do corpo 8 numa
regido B C € do Espaco Euclidiano. A regido ocupada pelo corpo no Espago é
denominada configuracdo (i.e. o homeomorfismo de B numa regiao R do Espaco

Euclidiano tridimensional). Isto pode ser expresso através da funcao
x = %X(X) (2.1)

A func¢do anterior deve ser injetora para que o corpo obedeca as leis de conservagao
da massa e impenetrabilidade dos corpos.

Mais formalmente, X : X € B — x € R.

Admite-se também a existéncia da inversa da fung¢éo X denotada através da expressao
%!, Desta forma, resumindo se tem: X é uma particula, enquanto que x é o lugar
ocupado pela particula numa configuracio, sendo X(*8) a configuragao.

Para introduzir o conceito de tempo admite-se que cada configuragio esté associada
a um tempo t,¢t € R. Cada par resultante (X,t) corresponde a uma observagao do
corpo na estrutura espago-temporal denominado Espago-Tempo Euclidiano.
Considerando uma seqiliéncia (seqiiéncia generalizada) de configuragoes tem-se o

movimento do corpo o que pode ser expresso através da relagao
x = X(X,t) (2.2)

onde %X é um homeomorfismo continuamente diferencidvel (difeomorfismo) para cada
t.



Maiores detalhes sobre a cinemdtica serao feitos posteriormente neste trabalho.
Efeitos relativisticos nao serfo levados em conta e seri admitida a existéncia de

sistemas de referéncias inerciais.

2.2.3 Sistema de forgas

Muito antes do conhecimento da natureza atomica da materia surgiu uma classi-
ficacdo das forgas em: forgas de contato e de campo. As forcas de contato atuam
sobre superficies (forcas superficiais) enquanto que as forgas de campo sobre todas
as particulas do corpo (forgas volumétricas).

Para cada tempo t é associado um campo vetorial b(x,t) para cada x, na regiao
ocupada pelo corpo 9B no instante t, i.e. em X(*B,t).

Seja P C B onde P é uma parte de B. O vetor b(P) definido através da expresséo

b(P) = /ﬂ pbdV, Q C R (2.3)

é denominado resultante das forgas externas aplicadas sobre a parte P do corpo B
no instante £, na configuragdo X.

Similarmente, para cada tempo ¢ é associado um campo vetorial t(x,t) para cada
X, no contorno JP de cada parte P da regido ocupada pelo corpo B no instante ¢.

O vetor t(P) definido através da expressdo

H(P) = /BQ £dS (2.4)

é denominado resultante das forgas de contato aplicadas sobre o contorno 9P do
corpo ‘B no instante ¢, na configuragio X.
A mecanica consiste na combinagéao destes trés conceitos: corpo, movimento e forca

[80]. Neste capitulo serd feita uma descrigao da iteragao destes conceitos.

2.3 CINEMATICA

Escolhendo uma configuragio fixa %, denominado configuragao de referéncia, designa-
se & posigao de uma particula X pela expressio X = X¢(X). A configuragio %o pode
ser (mas ndo necessariamente) uma configuragio realmente ocupada pelo corpo du-
rante o movimento.

Assim, se tem x = %(%;'(X),t) ao invés de x = %(X,t), i.e. é substituindo a
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particula pela sua posigdo na configuracdo de referéncia. Assim X atua como se
fosse uma etiqueta da particula X e é denominado daqui em mais a particula X,
e os mapeamentos dependentes da varidvel X sdo denominados material ou La-
grangiano.

Quando a varidvel independente for a posigdo x da particula X num tempo %, se
tem uma descrigdo espacial ou Euleriana do movimento.

Usando um sistema de referéncia cartesiano tem-se
;= C‘Z\Ii(Xl,Xz,X;;) (25)

onde z;,7 = 1,2, 3 sdo as coordenadas espaciais, enquanto que X;,j = 1,2,3 sao as

coordenadas materiais.

Confi puragda de referéncia

Configuragdo ciuall

Figura 2.1: Configuragoes de referéncia e atual em relagdo ao mesmo referencial.

2.3.1 Deslocamento

O deslocamento de uma particula X, é definido através da equacao

u=x-X (2.6)
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2.3.2 Velocidade

A velocidade de uma particula X é definida através da expressao

o 0x(X,t) %
X=— =

ot ot
ou ainda
. 8,. a1 . @8.’1:1 ox (9582 &6333 ox
X=FxE Y = (81:1 5t Bz, Ot ' O 8t) B
a%
= ViR V4 — 2.7
VxX-v+ 5 (2.7)

onde Vy é o operador gradiente espacial (o operador gradiente material é escrito
sem sub-indices, i.e. simplesmente V) e v = (&, %2, %3) é o vetor velocidade.
Na equagio (2.7) VX -v mede a variacao da velocidade com a variagéo das posigdes

(termo convectivo) e % ¢ a velocidade medida numa coordenada fixa.

2.3.3 Aceleragao

A aceleragdo de uma particula X é definida através da expressao

?%(X,t) 0O0*% ) ox
(‘;t2 ) = (%2 ’——VXX'V+~a—t— (2.8)

2.3.4 Rotagao

Uma rotagéo pode ser caracterizada por um vetor © cuja dire¢io determina o eixo
da rotagio 1 = rg", e cujo médulo § = ||8|| é o angulo de rotagdo, i.e. uma rotagéo
© é uma rotagdo de 8 radianos ao redor do eixo 1. Tal rotacdo também pode ser
caracterizada por uma transformacio ortogonal (matriz de rotagdo). Define-se entao

a matriz antisimétrica © associada ao vetor © através da relagdo seguinte
6.6=0, ¢ 6.a=06xa,Va (2.9)

onde ® é denominado vetor azial da matriz antisimétrica ©. Se o vetor axial © é
definido através dos seus componentes relativos a uma base, i.e. © = {8,62,6%}T,

entdo a transformacao ortogonal serd dada pela expressio

0 —6% 6
6= # o -9 (2.10)
-6 0
11



Ademais, a exponencial de uma matriz antisimétrica © é uma matriz ortogonal que
produce uma rotagéo finita .

Seja Q uma matriz de rotagio, tal que QT = Q™! entdo por definigéo se tem
~ ~ 1 -
Q:exp[e]=1+®+562+... (2.11)

a que pode ser expressa através da equagio de Euler-Rodrigues

Q = exp[B] = cos(O)1 + Segeé + 1= ;;)S(e)

21E) (2.12)

2.3.5 Composicao de rotagoes

Uma composicio de rotagoes é a sucessiva aplicacdo de duas o mais rotagoes. Para
problemas geometricamente lineares, uma composigdo pode ser obtida pela super-
posicao das rotagdes (linearizagdo). Sejam ©; e Oy duas rotagdes infinitesimais,

entdo essas rotagoes podem ser expressas através das expresoes
Q) =exp[@] = 1+ 0;, Qu=exp[6] ~1+6;
de onde
Q.- Q= exp[él] . exp[ég] = exp[ég] . exp[@l] ~14+0,+0,

o que indica que para rotacoes infinitesimais a composi¢do de rotagdes é aditiva e
comutativa. Para rotacdes finitas porém, a composigdo ndo é comutativa (com ex-
cepgdo de rotagGes com O mMESMO €ixo).

Um desenvolvimento similar pode ser feito usando quaternions. Para maiores deta-

lhes pode ser consultado [41).

2.3.6 Velocidade angular

O tensor de velocidades angulares 2 associado ao tensor Q(t) é definido por meio
de

0 =QQ” (2.13)

onde {2 é um tensor antisimétrico, ou seja
Q' =q!
e o vetor axial é w.
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2.3.7 Aceleragao angular

O tensor das aceleragdes angulares é definido através da expresséo
. o .
Q= E(Q) = QQT — n? (2.14)

2 é um tensor antisimétrico e o vetor axial é w.

2.3.8 Movimento de corpo rigido

O movimento de corpo rigido pode ser caraterizado por uma translagdo xr e uma

rotagdo ao redor da origem Q segundo a equagéo

x=Q -X+xp
(2.15)

x = %(X, t), Q = Q(t), xr = xr(t)

o que indica que tanto Q quanto xr ndo dependem do ponto material. As compo-

nentes de x estarao dadas portanto pela equacao
zi = Qi; X+ 1, (2.16)

Pode ser mostrado que o movimento do corpo rigido (2.15) preserva disténcias.

Derivando (2.15) em relagdo ao tempo obtem-se
%x=Q X+x%r (2.17)
e através da mesma equagio (2.15) obtem-se

v=%x=Q - QT - (x—x7)+ %7 =0 - (x —x7) + %7 (2.18)

2.3.9 Gradiente de deformacao

O gradiente de deformacio no ponto x é uma transformagao linear definida através

= = ;; .

Utilizando a equagéo (2.6) o gradiente de deformagéo tem a forma

du
F= o+l (2.20)

Fazendo uso da regra da cadeia se pode escrever

Ox
dx = = -dX =F.dX (2.21)
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o que mostra que F transforma dX em dx, onde dX e dx s8o vetores materiais nas
configuracdes de referéncia e atual respectivamente, o que justifica a denominagao
"gradiente de deformacao”.

A determinante da matriz F pode ser interpretado como o quociente entre o volume

do corpo deformado na configuragéo atual e de referéncia, i.e.

J =det(F) = %
0

onde V' é o volume na. configura¢io atual e V; o volume na configuragéo de referéncia.
Se pode concluir apartir da sua defini¢do, que para qualquer deformacao J > 0, e

J = 1 quando o corpo ndo sofre deformagao.

2.3.10 Razio de extensdo (stretching ratio)

Chama-se razdo de extensdo de um vetor material dX a grandeza

_ lldx|| _ Vax dx
ldX]l  VdX-dX

Portanto, para 0 < A < 1 tem-se uma contragdo, para A > 1 uma extensdo e final-

A

yA>0 (2.22)

mente para A = 1 nenhuma deformacgao.

2.3.11 Decomposic¢ao polar do gradiente de deformacgao

Usando a equagio (2.21) se pode escrever
dxTdx = dX"FTFdX (2.23)

e introduzindo na equagdo (2.22) obtem-se

dXT e dX

M=o FTP—
dXTdX dXTdX

= NTFTFN (2.24)

onde N é o vetor unitdrio na direcao do vetor dX.
A equacgo (2.24) mostra a razdo de extensfo associada com uma direcio N para
qualquer ponto material definido por X ou Xx. Um resultado muito importante
obtém-se quando se faz variar a dire¢io definida por N e procura-se o valor esta-
ciondrio da razdo de deformagio. Tem-se entdo o seguinte problema: achar o valor
estaciondrio de

A% =NTFTFN

14



sendo
NTN =1

O problema torna-se num problema de autovalores e pode ser expresso pela equagao
(FTF - \3)N =0 (2.25)

De acordo com a defini¢io de A se pode concluir que FTF & definido positivo. A
equagdo (2.25) fornece os valores Ay, Arr, Arrr denominados valores principais da de-
formagdo e os autovetores correspondentes N7, N7, Ny (que devem ser ortogonais
no caso de que os autovalores sejam diferentes e caso contrario, podem ser ortogo-
nalizados) determinam as diregées principais da deformaggo.

As diregOes principais na configuragao atual correspondentes a Ny, Ny, Nyrr sdo

ny, 0,0y e através da equagao (2.22) obtem-se

ny = —l- F . NI (2.26)
Ar

Devido a que ny,ny7, nyrr sdo vetores unitdrios se pode escrever
n;=R-N;, my=R-Ny, nyr=R-Nyy (2.27)

onde R é a matriz de rotagio.

A equagdo (2.27) permite dizer que uma vez achadas as diregGes principais do gra-
diente de deformacfo se terd conseguido isolar deformagdes e movimento do corpo
rigido na vizinhanga de um ponto material. E possivel escrever portanto as compo-

nentes do vetor dX em relagdo as diregGes principais, deste modo se tem
dX = dX;+ dX;r + dXprr

onde
dX; = N/NTdX, dX; =NpyNTLdX, dX;;=N;N7,dX

Sendo dX; a componente da linha material na diregdo N, a mesma linha terd uma

extensdo A; na dire¢ao nj, o que é expressa pela equagao
dX[ = )\]R . dX]
Similarmente se tem
dX]] = )\”R . dX”
dxrr = AR - dXpp

15



Da mesma, forma, se pode escrever a equagao seguinte
dx = dxy + dxrr + dxr
de onde é obtido

dx = MR-X;+2pR-Xpy+AmR - X
= (MRN;NT + AyRNNT; + A RNy /N7 ;) dX
= (AmyNT 4+ Ay N7 + Ay N7 ) dX
= (Amm] +Amm] + Amm]) RdX

o que pode ser expresso na forma seguinte
dx=V -R.-dX (2.28)

onde

V=Am;@n;+ Ay @ nyr + Ay @ nypy (2.29)

é o tensor de deformacdo esquerdo. Comparando (2.21) e (2.28) tem-se
F=V-R (2.30)

denominado decomposi¢ao polar do gradiente de deformacao.
Se ao invés da base n;, ny;, nyrr é€ adotado N7, Ny7, Ny, pode ser obtida uma outra

decomposi¢ao do gradiente de deformacgo
F=R-U (2.31)

onde U é o tensor de deformagdo direito. Tanto V quanto U s@o simétricos e
definido positivos, enquanto que R. é antisimétrico com determinante unitario.

A equagio (2.30) mostra que quando se passa de uma configuragao a outra, 0 movi-
mento pode ser decomposto num movimento rigido seguido de uma extensao, ou
numa extensdo seguida de um movimento rigido na equagéo (2.31). Més especifica-
mente, F define completamente o movimento relativo das particulas materiais numa
vizinhanca infinitesimal de um ponto material (particula). Para uma particula situ-
ada em X na configuragdo de referéncia, a deformagao é completamente definida
pelo tensor de deformacio esquerdo V (ou o tensor de deformacfo direito U). A
matriz de rotagdo R define a rotacéo rigida das diregbes principais da deformacio
(N7 na configuragao de referéncia e n; na configuragio atual e similarmente para as

outras duas diregdes principais). E importante observar que R representa a rotagdo
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rigida do material no ponto X em forma aproximada, numa forma mais geral, cada
extensdo infinitesimal emanando do ponto, experimenta uma rotagéo diferente. Dita
disting@o entre a rotagdo das diregdes principais da deformacéo, R, e a rotacdo das
direcoes individuais no material, torna-se significativa quando se tem grandes de-
formagbes. Uma generalizagdo geométrica deste fato pode ser conseguida através do
raciocinio seguinte:

Suponha que se esteja observando uma vizinhanga de um ponto X. Deste ponto
emanam infinitas fibras em todas as diregoes. Se a regido onde se encontra tal ponto

experimenta uma deformacio com gradiente F, e seja a decomposic¢éo polar do tipo
F=R-U.

e A descricdo da agio do operador U pode ser visto considerando as trés fi-
bras que estdo nas diregdes principais, imagine-se que essas fibras ndo exper-
imentem uma rotagio material (apenas alongam), todas as outras fibras (que
néo correspondem as diregdes principais) experimentam, a0 mesmo tempo, um

alongamento e uma rotagdo material R* devido ao operador U.

e A rotagao do corpo rigido R faz (posteriormente & agfio do operador U) rota-
cionar todas as fibras num mesmo valor angular. Desta forma, as fibras que se
encontram nas dire¢bes principais experimentam somente uma rotacao rigida
R enquanto que todas as outras uma rotagdo material adicional R* a rotagao
R. O isolamento dessas duas rotagoes é muito dificil de conseguir na prética,
razdo pela qual muitas vezes se considera apenas a rotacdo rigida R o que
evidentemente nao influencia em demasia os resultados caso que se tenha pe-

quenas deformagoes.

N ‘t : /m
Y /
\(/ : 7[\\\ R
Nl N i XH
AR \
L Nz S
i iat a2 a3 ag

Figura 2.2: (a)- Interpretagdo dos operadores R e U (Configuraggo inicial).

17



4 RAVEY I 2 i i d b
AR
AN Yo 874
\\ \ i / > i
....—F.\\({TX -; ﬁ\ /
N\ EIR /A D
NI\ H/ AN \
: NY
I NZ AT
L lall B2 b3 a4

Figura 2.3: (b)- Interpretagio dos operadores R e U (Operagao U).
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Figura 2.4: (c)- Interpretagio dos operadores R e U (Operagio R).
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Tendo em conta a importancia do operador V na deformagdo do material, pode-se
concluir que é importante conseguir isold-lo. Isso pode ser feito facilmente na forma

seguinte
F-FT = VRRT V=V.V= X‘}n;@n; +/\“},nn®nn+ )‘%IInIII nyrrr (232)

o que permite obter V resolvendo o problema de autovalores (2.25). Posteriormente,

usando a equagéo (2.30) pode ser obtida a rotagio R através da expressdo
R=V.F (2.33)

onde L 1 1
V'—1 =—nr@®nry+ —ni nrr -+ —nyr@nyry (234)
A1 it Arr

2.3.12 Medidas de deformacao

Deformagao numa dimensao

Tem sido considerado uma medida de deformacdo, a razfo de extensdo A. Para
muitos problemas dita medida proporciona um valor adequado para a magnificagao
da deformacdo, mas em outros casos mostra-se inadequado. Define-se entio uma
funcéao

e=f(\) (2.35)

onde a funcao f é escolhida por conveniéncia. Expandindo £ numa série de Taylor
ao redor de A = 1 (estado inextendido) se tem

a 1 od2f
= —D)=+=A=1) ==+ 2.36
= f)+ (A=) +Z (- 125+ (236)
ondef(l)=0parae=0e/\=1,eescolhe-seg{-:lpa.ra)\zle%>0pa;ra

qualquer valor positivo de A.

E importante notar que quando se tem pequenas deformagtes, os termos de mais
alta ordem na equagdo (2.36) podem ser eliminados.

E possivel propor muitas medidas de deformagao, algumas delas sio:

- Deformagéo de Biot (de engenharia):
FA) =A—1 (2.37)

Esta definicdo é o mais familiar para os engenheiros que realizam o teste uniaxial
de tragdo.

- Deformagéo de Green (quadrética):
JO) = 50% = 1) (2.38)
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Esta medida é computacionalmente conveniente para problemas envolvendo grandes
deslocamentos mas pequenas deformagoes, devido a que a sua generalizacdo num
tensor de deformagbes para o caso tridimensional pode ser resolvida diretamente
a partir do gradiente de deformacgio, sem necessidade de resolver o problema de
autovalores, i.e. sem precisar primeiramente determinar as dire¢bes principais e as
correspondente razoes de extensoes em tais diregoes.
- Deformacg@o logaritmica:

F(A) =n(X) (2.39)

Esta medida é muito utilizada em metais sob deformacao plastica. Uma motivagio
para o seu uso é quando a tenséo verdadeira (forga por 4rea real) é grafada em relacéo
a deformagao logaritmica, nesse caso, os testes de tragao, compressdo e tor¢éo coin-
cidem. Ademais, para muitos materiais tal medida é matematicamente adequada.
Para estes materiais a parte eldstica da deformacio deve ser considerada pequena.

Todas &s fungbes acima podem ser agrupadas numa familia de fungdes como e

mostrado a continuagao:

1(A"—1) se n#0

, NEZ (2.40)
In(\) se n=0

En = fn()\) = {

Como j4 tem sido comentado, a escolha depende da conveniéncia, ademais sendo
que a deformagao estd ligada diretamente & cinemédtica e & relagio constitutiva.
Em relagdo a aplicagdo do método dos elementos finitos a escolha é baseada em
dois requisitos: a facilidade com que a deformagao pode ser computada a partir
de deslocamentos (fato muito comum neste método) e a conveniéncia da medida
de deformagéo em relagdo a alguma lei constitutiva particular. Por exemplo, como
mencionado acima, a deformagao logaritmica é particularmente conveniente para
plasticidade em metais, em quanto que para materiais com grandes deformacdes
elasticas (borracha e materiais similares) pode ser usada diretamente a razdo de

extensdo A pois o seu valor é bem diferente de 1.

Deformacao tridimensional

Tendo definido os conceitos basicos de deformagio para o caso unidimensional agora
é possivel generalizar tais idéias para o caso tridimensional. Tem-se mencionado
anteriormente que a deformagao na vizinhanga de uma particula pode ser determi-
nada completamente conhecendo as trés razdes de deformagoes Az, Arr, Arrr € as trés

direcbes principais ny,nyy,nyr; (ou Ny, Ny, Nyjr). Isso sugere a generalizacao das
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fungbes de deformagoes dadas para o caso unidimensional. Escolhendo e; = fr(})
na dire¢io n; (ou Nj), &7 = frr(A) na diregao nyy (ou Nyp), e €1 = frrr(A) na

dn'egé,o nrrr (ou N[]]), o tensor
e=emy®@ny+ermy @nyr+ e nypy (2.41)

caracteriza completamente o estado de deformagdo num ponto material.

Por exemplo, escolhendo e = 2(A2 — 1), ey = 1A%, — 1), e exgr = 5(A\fr — 1)

obtem-se

g =1(M —n;®nr + 3(A; — Doy @0 + (A — Do @ oy

= LF.FT-1)

As observagdes feitas para o caso unidimensional servem para o caso geral (tridimen-
sional), o que significa que o tensor de deformagtes de Green néo pode ser utilizada
com sucesso para grandes deformagoes, sendo apropriado o seu uso por exemplo em
problemas estruturais (vigas e cascas) que experimentam normalmente pequenas
deformacoes mas grandes rotagoes, também é usual para problemas de flambagem

utilizando uma formulagio para pequenas deformagoes.

2.3.13 Taxa de deformacgao e tensor de rotagao material

Muitos materiais tem deformagoes que dependem da histdria da deformagao experi-
mentada pelo mesmo, neste caso as relacdes constitutivas sdo formuladas em forma
de taxas. Tendo em conta que a velocidade de uma particula material é

V= (242

onde a diferenciacio parcial em relagio ao tempo significa a taxa de cdmbio da
posicao espacial de um ponto material (particula).
A diferéncia de velocidade entre dois pontos materiais numa vizinhanga na con-

figuracdo atual é dada pela equagao

dv=——-dx=L-dx (2.43)

12

onde

L= (2.44)

ov
ox
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é o gradiente de velocidade na configuragao atual.
Lembrando que
dx =F.-dX

a equagao (2.43) se pode escrever na forma seguinte
dv=L-F.dX (2.45)
Por outra parte, a diferéncia de velocidade pode ser obtida na forma seguinte
dv = ;%(F .dX)=F.dX (2.46)
Comparando as equagdes (2.45) e (2.46), obtém-se
F=L.F (2.47)

O gradiente de velocidade pode ser decomposto numa soma de dois tensores simétrico

e antisimétrico como segue
L:-;-(L+LT)+-;—(L—LT)=D+W

onde )
D=c(L+ L) (2.48)

é a taza de deformagao, e )
W=z(L- LT) (2.49)

€ o tensor de rotagdo material (spin).
E fécil de obter
D= % R(UU! + UTIO)RT (2.50)
0 que mostra que D ndo ¢é influenciada pela rotagdo do corpo rigido R.
Também é muito facil de obter
W = %R(UU‘I ~ U 'O)RT + RRT = % R(UU - U 'O)RT+Q  (251)
A primeira parcela do lado direito da equagdo (2.51) corresponde & rotagao material,
enquanto que a segunda parcela corresponde & rotagdo do corpo rigido, de onde
se pode inferir que em auséncia de deformagdo (movimento do corpo rigido por
exemplo), os tensores de rotagdo material W e velocidade angular €2 séo iguais, i.e.
W =Q.
Uma relagdo importante, é a que existe entre a taxa do tensor de deformagoes de
Green-Lagrange e = 3(F7 - F —I) e D. Tal relagéo pode ser obtida facilmente e
estd dada pela equagao
éc=F.D.F (2.52)
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2.3.14 Formulacao corotacional

Uma formulagao corotacional consiste em construir um sistema de coordenadas para
cada ponto (ou elemento) de um corpo, de tal forma que o sistema de coordenadas
local rotacione com o material. Tal formulagdo tem a vantagem de expressar em
forma mais simples as equagoes resultantes. Todos os sistemas corotacionais consi-
derados podem ser mapeados numa configuragéo global comim, através da escolha
adequada do tensor de rotacao.

Sejam dois sistemas de coordenadas ortogonais com bases e; e €;, fixa e rotacionada

respectivamente, segundo a Fig.(2.5). Se un vetor qualquer a tem a representacao
a=aq;e; (2.53)

na base fixa (global), representa-se aqui o0 mesmo vetor na base corotacional através

de expressio

t

a

i €; (2.54)

It

As representagdes (2.53) e (2.54) estdo relacionadas através da expressao

Il

QTa (2.55)

a

onde
a; = Qij a5, Qij = e; - &; (2.56)

-~

Uma matriz qualquer A, cuja representacio corotacional adotada aqui é A, estd

relacionada com a sua representagdo na base fixa através da expressao
A =QTAQ (2.57)

Por exemplo, supondo que se queira uma representagdo corotacional da taxa de

deformagao D, utilizando a rotagéo das diregbes principais R, tem-se entéo

D =RTDR

2.4 FORCAS E TENSOES

Na teoria mecéanica adotada aqui, tal como se mencionou anteriormente, existem
os dois tipos de forgas a seguir: as superficiais e as volumétricas, ao invés das trés
forcas fundamentais na'natureza, i.e. a eletro-fraca, a forte e a gravitacional, postu-

ladas em outras dreas da fisica. As forgas volumétricas e superficiais estao definidas
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Figura 2.5: Representagao de um vetor a em forma corotacional.

pelas equagdes (2.3) e (2.4) respectivamente. Considera-se também que em cada
secionamento interno do corpo deformével existe uma forga superficial (hipétese de
Cauchy).

Considerando uma forga distribuida sobre uma superficie (tensdo), é possivel asso-
ciar tal forca a uma dire¢io determinada. Com efeito, um ente matematico que
relaciona um vetor com cada diregio do espago, através de uma expressao que é lin-
ear e homogéneo na dire¢do do coseno, chama-se tensor de segunda ordem (Prager,
1961) [68]. Esta definicdo é informal mas intuitivo e permite dar uma idéia mais
clara do conceito de tensor de tensoes, que evidentemente séo tensores de segunda
ordem que relacionam forgas superficiais com diregdes no espago. Previamente a esta
sec¢do j& foram introduzidos outros tensores, e um estudo mais aprofundado pode ser
feito, por exemplo, através de (Borisenko and Tarapov, 1968) [14]. Existem vérias

medidas de tenstes mas aqui serao dadas apenas as mais conhecidas.
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2.4.1 'Tensor de Cauchy

O tensor de tensdes de Cauchy tem um significado fisico claro. Considerando um
cubo elementar da Fig.(2.6), este tensor relaciona a normal a cada face do cubo com

cada, forca superficial aplicada na face correspondente, na configuragao atual. Assim
t=o-'n (2.58)

onde t é a forga superficial aplicada, n é a normal a4 fase na configuragdo atual e o
é o tensor de Cauchy.
Escolhendo um sistema de coordenadas se pode escrever a matriz correspondente
como segue
Jg11 012 013
[0:5] = | 021 022 023 (2.59)
031 0O32 033

O tensor de Cauchy é simétrico, i.e. o = o7

na auséncia de bindrios (ndo-polaridade)
como é usual.

Uma forma corotacional do tensor de Cauchy é de muita utilidade para uma andlise

N o
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Figura 2.6: Tensor de Cauchy: forgas superficiais no cubo elementar.
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ndo-linear, e estd dada através da transformagéo (2.57) o que fornece

&=RT.0-R (2.60)

2.4.2 Primeiro tensor de Piola-Kirchhoff

O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff (PK1) estd definida através da expressao
P=Jo -F7T (2.61)

onde J = det(F).
O PK1 proporciona a forga superficial atualizada (na configuragéo atual) mas apli-
cada sobre a unidade de drea na configuracio de referéncia, e expressa a forga em

fun¢do da normal ny & superficie d Sy em X
t=P-ng, t=kt (2.62)

O PK1 é néo simétrico o que dificulta o seu uso numa lei constitutiva com tensor
de deformagfo simétrico.

Alguns autores como (MALVERN, 1969)[57] definem o PK1 como a transposta do
tensor P dado aqui, i.e. P = JF~!. & que receve as vezes a denominagao de tenséo
nominal.

2.4.3 Segundo tensor de Piola-Kirchhoff

O segundo tensor de Piola-Kirchhoff (PK2) estd definida através da expressao
S=JF .0 .F7 (2.63)

O PK2 corresponde ao mapeamento inverso da forga superficial atualizada, na con-
figuracao de referéncia, na mesma forma em que o vetor dX em X é mapeado no

vetor espacial dx em x, i.e. dX = F~!.dx, como se pode ver a seguir

~

to=F1.¢t

de onde se tem
S ny=F1.t=1t, (2.64)



w

f‘"‘)."
—

Figura 2.7: Primeiro tensor de Piola-Kirchhoff.

para o =o’.

O PK2 é simétrico se o 0 é, e ainda que o seu uso leve a uma lei constitutiva com-

plexa, oferece uma formulagdo conveniente para muitos casos.
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Figura 2.8: Segundo tensor de Piola-Kirchhoff.

2.5 LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINA-
MICA

2.5.1 Conservagao da massa

A massa de um corpo estd definida através da sua densidade p = p(X, t) na forma

integral como segue
m(P) = [ pdV, o= o(x. (2.65)
Q
A conservagdo de massa é expressa pela equacgdo

d
—(m)=0 (2.66)

o que indica que a massa é a mesma independentemente das deformagdes que possa
sofrer o corpo.

A forma local da equagéo (2.66) é
p+pVs-v=0 (2.67)
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onde V, - v é a divergente espacial de v.

2.5.2 Conservacao do momento linear

Considerando o corpo B e a parte P sobre a qual sdo aplicadas as forcas volumétricas

b e superficiais t, a forga. total aplicada sobre o corpo estd dada pela equagao

f:/pde+/ £ds (2.68)
Q on

O momento linear estd definido através da equagao
p(P,8) = [ pvix, DAV, p= p(x, 9 (2:69)
Q

onde pv é o momento linear por unidade de volume.
A conservacdo do momento linear, denominada segunda lei de Newton, é expressa
pela equagdo
dit (p)=f (2.70)
ou
4 / pv(x, )dV) = / pbdV + / £ds (2.71)
dt "Ja Q o9
Aplicando o teorema de Gauss, ombtem-se a forma local de (2.70) expressa pela
seguinte equagao
Vx-o+b=pi, emQ2 (2.72)

t = on, em 99}

onde V, - o é a divergente espacial de o.

2.5.3 Conservagcao do momento angular

Fazendo as consideragbes feitas para o momento linear, e definindo o momento

angular através da equagdo
m(P, t) = / rxpvdV (2.73)
Q

onde o vetor r determina a posi¢do do vetor v apartir de um eixo de giro arbitrério.
Definindo

T=/r><pde+/ r x tdS, (2.74)
Q o0
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a conservagao do momento angular é expressa pela equagéo

%(m) —r (2.75)

ou

—d—(/rxpvdV)——-/rprdV—i-/ r X tdS (2.76)
dt’Jq Q o0

O resultado mais importante obtido da equagdo (2.76) é a simetria do tensor de
Cauchy o [57], ou seja
oc=o" (2.77)

2.5.4 Conservagao da energia (Primeira lei da termodinami-

ca)
Definindo a energia interna do corpo ‘B através da equacao
E(B,t) = / pedV (2.78)
onde e € a energia interna por unidade de vc?lume. A energia cinética total
K(*8, t)z%/ﬂpv'vdV (2.79)
A taxa de recepgao de calor
Q(8, t)=/p7‘dV—/ q-ndS (2.80)
Q a0

onde r é a taxa de produc¢ao de calor no corpo por unidade de volume, e q € o fluxo
de calor pela fronteira 9. E finalmente, a poténcia das forgas externas aplicadas

sobre o corpo

P(P, t)=/pb-vdV+/ t-vdS (2.81)
Q o0
A conservagao da energia em forma de taxa estd dada entdo pela equagao
d
E(E+K)=P+Q (2.82)
ou
i(/pedVvL/pv-_vdV)-:/,ob-vdV—i-/ t-vdS+/prdV—/ q-ndS
di'Jg Q Q ) Q o0
(2.83)

A forma local da conservagéo da energia é obtida de (2.83) fazendo algumas trans-

formagoes, e a sua expressao final serd
pé=0c:D+pr—Vy-q (2.84)

a que é conhecida como primeira lei da termodinamica.
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2.5.5 Segunda lei da termodinamica

A primeira lei da termodindmica permite prever a conversdo de um tipo de energia
em outro, e.g. mecinica em térmica e vice-versa. Porém, a experiéncia mostra a
existéncia de uma direcionalidade na conversio de energia. Mais especificamente, a
velocidade de conversio de energia térmica em energia no acompanhada de trabalho

mecnico (i.e. a conversio de Q em E + K — P) esté limitada superiormente

Q<Qs (2.85)

onde @, é um limite superior dado aprioristicamente [81].

A inequagio (2.85) indica que ainda que seja sempre possivel que o trabalho e a
energia possa ser convertida em calor, hd um limite para a velocidade & qual possa
se converter calor em energia sem efetuar trabaltho mecénico [81].

Uma forma mais conhecida da desigualdade (2.85) pode ser obtida introduzindo o
conceito de entropia. Considerando a variacio de tal desigualdade por unidade de

temperatura absoluta, através da equagao

S = / psdV (2.86)
Q
onde s é a entropia por unidade de massa, é obtida a inequacao
ds pr q-n
— > [ —=dV - — 2.87
dt — Jo T _/39 T ds (2:87)

onde T é a temperatura absoluta. A inequagdo (2.87) é conhecida como segunda lei
da termodinamica.

Em relagio & entropia, tal grandeza mede o grau de convertibilidade de energia
térmica, e o seu valor ndo pode ser negativo. Assim, se o sistema possui um alto
grau de entropia, significa que sera mais dificil de extrair energia 1util do sistema.
A forma local de (2.87) é

ps‘+vx~(%)—£’%zo (2.89)

2.5.6 Desigualdade de Clausius-Duhem

Uma relagiio muito 1til pode ser obtida de (2.88) substituindo primeiramente 7 da
equagdo (2.84) em (2.88)

1
ps'+vx-(% — 7 (pé=0:D+Vy-q) 20 (2.89)
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e introduzindo a fung¢io de energia livre de Helmholtz
p=e—Ts (2.90)
em (2.89) obtém-se
a:D—p(¢+3T)—%q-gzo (2.91)
denominado desigualdade de Clausius-Duhem, onde g = VT (gradiente espacial

de temperatura).

2.6 CARACTERIZACAO DE MATERIAIS:
LEIS CONSTITUTIVAS

Até agora, neste trabalho tem-se apresentado leis gerais e propriedades que nao
dependem do tipo de material. Para corpos deforméveis, porém, caracterizar o

material é de muita importancia.

2.6.1 Axiomas constitutivos

De- acordo com Truesdell (Truesdell, 1973) [81] é possivel caracterizar o processo
termodinamico através de dois sub-processos.

Um processo termo-cinético de B estd definido pelas fungdes
T=T(B,t), x==%(B,1t) (2.92)
que na forma local, é expresso pelas equagoes
T=T(X,t), x=%X,t) (2.93)
Um processo caloro-dindmico de B estd definido pelas fungoes
Wr(B,t), E(B,1), Q(B,t) e Q;(°B, 1) (2.94)
as que por simplicidade serdo expressas através de
W, B, QW) e Q) (2.95)
e que satisfazem as duas leis da termodindmica, i.e. (2.84) e (2.91), sendo
Wr(t)=P-K (2.96)

Para a elaboracio de uma lei constitutiva é necessédrio impor restrigdes as for-

mulagdes. A axiomética introduzida aqui é devido a Truesdell [87].
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Determinismo

Para um corpo ‘B no instante ¢, a histéria do processo termo-cinético ao qual tem

sido submetido até esse momento, incluido o instante ¢, determina o processo caloro-

dinamico, entdo existem os funcionais Wr, E, Qe Q, tal que

Wr(t)
E(t)
Q)
Qs(t)

Wr (T, %)
E(T,%)
QT,%)
O.(T, %)

(2.97)

onde os funcionais satisfazem as duas leis da termodindmica, i.e. (2.84) e (2.91).

Principio de agao local

O estado termodindmico num ponto X, n3o ¢ influenciado pelos estados termodinamicos

de pontos fora de vizinhanca do ponto X.

Sendo assim, para um corpo simples se pode escrever a forma local da equagéo (2.97)

como segue (87)
o(t) =
PE) =
s(t) =

qt) =

(¥, T, g")
(F*, Tt g")
(F*, T, g°)
q(F4, Tt ¢")

=, @

(2.98)

W

onde (2.98) satisfaz as equagdes (2.66), (2.72)1, (2.76), (2.84) e (2.91); e onde (.)!

denota a histéria de (.) em X até o instante ¢.

Equi-presencga

Uma quantidade presente como uma varidvel independente numa relacao constitu-

tiva, deve estar presente em todas as equagoes do modelo constitutivo.

Note que isso se verifica em (2.98).

Este axioma permite a compatibilidade das equacoes constitutivas propostas, tanto

com as leis gerais, quanto com as propriedades particulares do material [87].

Dissipagao universal

Este axioma garante que cada termo da desigualdade (2.89) deve satisfazer indivi-

dualmente tal inequagao.
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Objetividade

Uma lei constitutiva nao deve depender do observador ou do sistema de referéncia.
Assim, a descrigao local do movimento do corpo ‘B descritos por dois observadores

serdo dados através das equagoes (2.2) e (2.15), de acordo com a relagdo

X*IR'X-FXT

(2.99)
x* =x*X, t), R =R(¢), x =x(X, t), xr = x¢(t)

sendo x e x*, o movimento descrito pelo primeiro e segundo observador respectiva-
mente.

Nessas condigoes, o gradiente de deformagao, o tensor de Cauchy, o fluxo de calor
e o gradiente de temperatura, serdo dados de acordo a cada observador de acordo

com as transformacées seguintes

F* = R-F

* — R.o-RT

7 7 (2.100)
qQ° = R-q

g = R-g

As relagtes (2.98) para o segundo observador serdo dados portanto através das
expressoes seguintes
O'*(t) — &(Ft*,Trt,gt*)
¥E) = PEFTg")
sty = §(F*, T g'*)
q*(t) — q(Ft*,Tt,gt*)

permanecendo &, ¥, § e q independentes do observador.

(2.101)

Simetria

Na segdo (2.3) optou-se por uma configuracdo de referéncia X(*B). Se se tivesse
optado por uma outra configuragdo de referéncia J"c((,l)(%), de que maneira mudaria
a resposta do material para as leis constitutivas expressas pelas equagoes (2.98) (ou
(2.97) para a sua correspondente forma global)?.

A simetria material é o conjunto de transformacoes da configuracio de referéncia

sob as quais néo se modifica a resposta do material fornecidas através das equagoes
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(2.98) (ou (2.97)).

Pode ser demonstrado [15] que as transformagdes correspondem as rotagdes da con-
figuracio de referéncia, e que estas transformagdes tem uma estrutura de grupo
chamados grupos de simetria material do corpo *B.

A simetria na sua forma local é expressa pelas equacgoes

&(F, T ¢") = &([FFo), T, [F{g]")
P(F, Tt gt) = P(FFo), T [Figl)
§(F,T',g) = S([FFo), T, [F{g]")
a(Ft, Tt g") = §([FFo), T, [Fig]')

(2.102)

onde Fy é o gradiente de deformaggo entre as configuragées %o(8) e )'"c(()l)(%).
Se (2.98)2, por exemplo, expressa os resultados de um possivel experimento descrito
pela teoria, a simetria expressa que Xo(*B) e igl)(%) sdo indistinguiveis através de

qualquer experimento.

2.6.2 Termodinidmica com variaveis internas

Escrever equagbes constitutivas através da histéria do gradiente de deformacéo F,
a temperatura T e o gradiente de temperatura g tem uma importéncia teérica
muito grande pois sintetiza as idéias fundamentais subjacentes numa lei constitu-
tiva. Porém a implementagio desse programa na simulagdo do comportamento do
material é uma tarefa muito dificil, sendo impossivel [26]. E importante portanto
poder achar uma forma relaxada desse programa.

A termodindmica das varidveis internas se propde a determinagdo dos funcionais
&,%,3ed num instante t considerado através do conhecimento dos valores locales
de certas varidveis denominados varidveis de estado. Neste caso, os valores desses
funcionais dependem somente dos valores das variaveis de estado no instante ¢ e nao
da histéria das mesmas. Nesse sentido, a obtencéo das leis constitutivas através da
termodinidmica das varidveis internas pode ser vista como uma particularizacdo da
correspondente obtida através da termodinidmica racional.

Assumindo que as varidveis de estado sio as seguintes {F,T,g,a}, onde cada
variavel é determinado num tempo t dado. As varidveis {F, T, g} sGo denominadas
varidveis observdveis, enquanto que a={ax};k = 1,...,n corresponde a um con-
junto de varidveis internas, onde cada o, corresponde a uma varidvel escalar, vetorial

ou tensorial de qualquer ordem, associados com mecanismos dissipativos.
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Desta maneira, é possivel escrever as equagdes (2.98) na forma seguinte

o(X) = &F,T g a)
Pp(X) = ¥(F,T,ga)
s(X) = 3§F,T,9,0a)
aX) = q(F,T,9,0a)

(2.103)

A desigualdade de Clausius-Duhem (2.91) é expressa entdo através da desigualdade

: L0 )1
a’F‘T:F—p(gﬁ F+a—;‘[},T+gﬁ g+5aik*ak+sT>——fq~gZO(2.104)

onde 6FT:F =¢:D.
Re-ordenando (2.104) se tem
O oy

_ o, Y
T—_. — . — e
(oF p(‘)F)'F p( +s)T p(9 g— ,oa

*dk—%q-gzo (2.105)

e aplicando o principio da dissipagdo universal, se tem

o = p g%'—‘AF
s = - %‘% (2.106)
de onde a desigualdade (2.105) se reduz a
* O — 1 >0 (2.107)
P e T T A 8= .

Definindo as forgas termodindmicas na forma seguinte

Ak = 0o (2.108)
A=Ak;k=1,...,n

a equagao (2.107) tem a forma
1
—Ak*dk—fq'920 (2109)

onde * representa o produto apropriado entre as grandezas envolvidas.

Evolugao das variaveis internas

Tendo em conta que as derivadas temporais das varidveis de estado nao aparecem
na definigdo do estado termodindmico do sistema estudado, é necessario um for-

malismo adicional para descrever a evolugdo das varidveis internas [50], ja que as
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variaveis observéveis estdo determinadas pela func#o energia livre que é o potencial
termodindmico das mesmas. A evolugdo das varidveis oy e %q podem ser escritas
na forma seguinte

o TS fa(FaTag:a)

. (2.110)
T q fq(F’Tagra)

Potencial de dissipagao

Pode ser postulada a existéncia de um potencial de dissipacéo a fim de acoplar tal

potencial ao formalismo desenvolvido aqui. Nesse caso se tem
n=I1(A,gF,T, ) (2.111)

e a evolugio da varidveis dissipativas estardo dadas pelas equagoes

e _of
) e (2.112)
Td = ~%

2.6.3 Medidas objetivas de equacgdes constitutivas

Quando uma equagao constitutiva é escrita em forma de taxa pode acontecer que
a variacdo seja perturbada pelo efeito da rotagio do corpo rigido, i.e. ndo dependa

exclusivamente das propriedades do material. Considerando a relagdo seguinte
o = f(D,t) (2.113)

pode ser mostrado (e.g. Belytschko et al.,2000) [56] que se um corpo experimenta
uma rotagdo pura, ie. D = 0, a taxa do tensor de Cauchy pode ndo ser nula.
Evidentemente que neste caso a lei constitutiva carece de validéz pois deveria de-
pender exclusivamente das propriedades do material e ser independente do sistema
de referéncia (observador), segundo o axioma da objetividade.

Existem vérias taxas objetivas como a taxa de Jaumann, Green-Naghdi e Truesdell,
que restitui a objetividade da lei constitutiva. O uso de cada um destas taxas é
determinado pela dificuldade na implementagdo e do tipo de problema estudado.
Como estas taxas ndo dependem da rotagdo rigida do material sdo denominadas

derivadas corotacionais.

Taxa de Jaumann
A taxa de Jaumann estd definida de acordo com a equagéo
AV =A_-W.A-A.-WT (2.114)
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onde A é um tensor qualquer, e W ¢ o tensor de rotagdo material definida pela

equagao (2.49).

Taxa de Green-Naghdi

A taxa de Green-Naghdi é obtida em forma similar & taxa de Jaumann, substituindo

o tensor de rotagdo material pela velocidade angular Q em (2.114), ou seja

A =A-Q.A-A.QT (2.115)

Taxa de Truesdell

A taxa de Truesdell estd definida de segundo & seguinte equagéo

AT = A4+ (V.- v)A-L-A-A.-LT

) 2.116
= A+(D:D)A-L-A—A-LT (2:116)

onde V, - v € o divergente espacial da velocidade v.

Neste trabalho, uma taxa objetiva qualquer serd expressa na forma seguinte

()Y

onde (.) é o tensor derivado em forma objetiva.

2.7 A FORMA FRACA DO EQUILIBRIO

2.7.1 O principio dos trabalhos virtuais

Seja o corpo B ocupando a regido ) com fronteira 002 no espago euclidiano €
submetida a carregamentos superficiais e volumétricas. A forma fraca do equilibrio

numa configuragio qualquer é obtida de (2.72) e expressa através da forma funcional

/ (Vx-a+b—pii)-6udV+/ (t—om)-dudS=0,VYéueV (2.117)
%(9,t) 2(804,t)

onde V é o conjunto dos deslocamentos cinematicamente admissiveis e du = du(X)

sdo deslocamentos virtuais. Sendo
V = {|én € C°(X), dn = 0 em 0N} (2.118)

Aplicando o teorema de Ostrogradski-Gauss e fazendo algumas transformagoes algébricas

é obtida a expressao

/ o : (Vg -bu)dVvV = / (b — pii) - dudV + / t-dudS  (2.119)
£(Qt) Z(,¢) 2(802%,t)

39



Esta. dltima expressiao é conhecida como o principio dos trabalhos virtuais, ou forma
fraca do equilibrio, e o procedimento para obté-la conjuntamente ao processo inverso
mostra a equivaléncia entre a forma local e global do equilibrio.

Para o caso quasi-estético a equagdo (2.119) torna-se

b-éudV + / t-dudS (2.120)

/ o : (V- -bu)dV =
%(S,t) *(O8,t)

x(,t)

Se o deslocamento virtual éu é trocado pela velocidade virtual év € V em (2.117),
obtém-se o chamado principio das velocidades virtuais que no caso quasi-estético é

dado pela equagéo
/ o:8LdV = b~6vdV+/ t-ovdS (2.121)
%(Q,t) () (62,1

e decompondo o gradiende virtual de velocidade JL nas suas componentes simétrica

e antisimétrica é obtida a equagio integral

/ a:JDdV:/ b-6vdV+f t-évdS (2.122)
%(,t) %(Q,t) *(O6h ,t)

2.7.2 O problema quasi-estiatico com valor inicial e de con-
torno

O problema quasi-estitico com valor inicial e de contorno através da utilizagao
do principio das velocidades virtuais, consiste em resolver (2.122) (i.e. obter u
do principio das velocidades virtuais) conhecendo a histéria dos carregamentos
volumétricos b, superficiais t e 0 mapeamento que leva de qualquer configuracao
no tempo t, a uma outra configura¢do no tempo t. O valor de o € a solugao do
modelo constitutivo dado pelas equagdes (2.103), (2.106) e (2.110) ,.

Mais formalmente: resolver
/ a:éDdV—/ b-évdV—/ t-ovdS =0, éveV (2.123)
%(Q,t) %(Q,t) ®(02,t) .
sujeito ao carregamento volumétrico b em 2
b(X,t),t € [to, 7], X € 2
com as condi¢oes de contorno:

e Natural em 0€);: consistente numa forga superficial
t(X, t),t € [t(), 'T], X € 0
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e Essencial na regido 9,: consistente num mapeamento continuo diferencidvel

(difeomorfismo) do contorno do corpo B
*(X,t),t € [to, 7], X € 3Qy

onde os deslocamentos cinemdticamente admissiveis consistem no conjunto dos

deslocamentos que satisfazem a condi¢do de contorno inicial.

K = {uju € C*(X),u = @ em Q} (2.124)

Onde o é obtida das equagdes (2.103), (2.106) e (2.110),.
Por simplicidade, é assumido que 89 N 8, = @ sendo O U 80, = O

2.7.3 Solucédo do problema quasi-estatico com valor inicial

e de contorno
Para a solugio do problema quasi-estdtico com valor inicial e de contorno é feita
primeiramente uma, discretizagdo temporal [tg, ty, - -, tn,tnt1, - - +), Obtendo a fungao
constitutiva e o equilibrio em forma incremental. Posteriormente é feita uma dis-

cretizacdo espacial do dominio, onde a discretizagdo da forma fraca do equilibrio é

feita através do Método dos Elementos Finitos.

Funcao constitutiva em forma incremental

As integracoes das equagdes (2.103) e (2.110;) em forma implicita fornece as seguientes

equacoes:
o = o(F
n+l1 ( ﬂ+1!aﬂ+1) (2.125)
Ay = Oy + At fa (Fn—}-la an+l)
onde Opy1 = Oy, € Oy = Oy, 580 obtidas de (2.125) usando um método

numérico iterativo (e.g. método de Newton), sendo conhecidos os valores de a, €

Fn+1-

Principio das velocidades virtuais em forma incremental

Considerando o equilibrio na configuragdo t,1, a equagéo (2.123) torna-se

/ o AR JDdV—/ byy1:0v dV—/ tpy1-0vdS =0 (2.126)
*(Qtat1) %(Qitn41) (O tn+1)

onde 0,1 é obtido da equagao (2.125) e sdo conhecidos os valores de b1 e tny.
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Discretizacao espacial: Método dos Elementos Finitos

Dividindo o dominio de integracdo correspondente & forma fraca de equilibrio em
subdomfnios, onde cada subdominio é chamado de elemento é possivel expressar
os valores das grandezas envolvidas, no elemento, através dos valores em certos
pontos do elemento denominado nds. Os valores destas grandezas s@o portanto
interpolados no elemento através dos valores nodais e as fungdes de interpolagio sao
normalmente funcdes simples (normalmente polinémios) denominado, usualmente,
funcdes de forma. O Método dos Elementos Finitos utilizado aqui é baseado nos
deslocamentos nodais (deslocamentos generalizados).

N

Seja u a fungio de deslocamento para um elemento dado, se u" é o vetor dos

deslocamentos nodais, se tem
u=Nu" (2.127)

onde N = N(X) é a matriz correspondente s fungdes de interpolagdo. As compo-

nentes do deslocamento no elemento estdo determinados através da expressio

u; = Nyul (2.128)
Similarmente se tem

v = NvV

§v. = NovV (2.129)

D = B§vN

onde B = 2.
A forma global do equilibrio na configuracio n+1, i.e. a equagéo (2.126), no dominio

discretizado tem a forma

fg(n(d),t,, +1)(6VN )BT 0 ny1 (F(0ny1), Cnyr) AV — fim(d)’t"“)(évlv YINTb, 4 dV

— [ @ svI)TNTt,,,, dS = 0,V 5vN € V@
x(BQt ,tn+1)
(2.130)

sendo V@ g forma discretizada de V. Posteriormente é obtida

(‘5VN)T{f;¢ n(d),'t,.ﬂ BT o i1(F(uns1), 0tnp1)dV — fx QL N'bpyy dV
( ) Q@D tn1a)

- fi(anﬁ“) tnt1) N7t,.1dS} =0

(2.131)
Definindo
fint (un+1) = f)’c(Q(d) tnt1) BTo-n+1(F(un+1), an+1) dv (2 132)
feat - ff((n(d),tn+1) NTbny av® + f:‘c(@ﬂgd),tnﬂ) NTtn+1 as

42



[y

se tem
fint(“‘n—}-l) - fe:z:t =0 (2133)

Este sistema de equacgdes ndo-lineares é resolvida para u,; através de um método
numérico (e.g. Método de Newton).
As forcas generalizadas f;,,; e f.;; estfo relacionadas com as suas formas locais res-

pectivas pelas igualdades seguintes

fint = EZ;’l fient; fient = fg(n(e),t,,ﬂ) B%;)U dv

n (2.134)
fot = Yo 155 B = Ja0 tnsr) NP AV Lro00 100y Nigpt 45

onde By e N séo as formas locais das matrizes de interpolagéo, e a integragao
de (2.134) é feita através de um método numérico adequado (e.g. quadratura de

Gauss).
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Capitulo 3

MODELO MATEMATICO DO
MATERIAL

3.1 INTRODUCAO

3.1.1 Mecanica do dano continuo

A mecénica do dano surgiu apartir do trabalho de Kachanov (1958) [50] com o intu-
ito de estudar problemas de fluéncia em materiais com degradagfo interna através
da mecénica do continuo introduzindo uma varidvel de dano como varidvel interna
na lei constitutiva do material. A varidvel de dano evoluiu a partir de uma varidvel
escalar inicial até os modelos atuais envolvendo varidveis tensoriais de ordem supe-
rior.

Existem varios mecanismos de formagio de danos, dentro das quais se podem men-
cionar [50]: Dano pldstico dictil acompanhado de grandes deformages em metais,
dano visco-pldstico dictil, fadiga causada pela repeticio de deformagdes e identifi-
cada como func¢io do nimero de ciclos, assim como processos de oxidagdo, corrosao
ete.

Uma varidvel de dano pode ser associada s propriedades micromecanicas do mate-
rial ou & variacio de algumas propriedades macromecénicas do mesmo. A escolha de
desta varidvel é muito importante e depende tanto do fenémeno em estudo quanto
da possibilidade da obtengao da medida desta varidvel [45).

Algumas formas de medir o dano s@o [50] [2]: Variagio do médulo de elasticidade,
variacdo das caracteristicas plésticas, variagio das caracteristicas elasto-pldsticas,
variacdo da resisténcia elétrica.

Neste trabalho, a varidvel de dano serd associada & presen¢a de micro-trincas e
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vazios no material, que reflete no comportamento macro-mecénico do material. Um
conceito importante portanto é a de volume representativo do material, que corres-
ponde a um elemento de volume ”suficientemente pequeno” para evitar efeitos locais,
e "suficientemente grande” para admitir homogeneidade no elemento. Para metais,
tais volumes reprentativos, tem dimensdes entre 0,1-1 mm (aproximadamente), lem
(aproximadamente) para madeiras e 10cm ( aproximadamente) para concreto [50].

O objetivo da mecénica do dano é modelar o comportamento do material, a partir
de um estado virgem (sem dano) até quando o dano fique critico, i.e. o material
perca a sua capacidade de resisténcia. Assim quando a micro-trinca se transforme
numa macro-trinca, a evolucdo desta fissura serd estudada através da mecanica da
fratura, por exemplo. Ou seja, quando o tamanho da micro-trinca ultrapasse o vol-
ume representativo a mecénica de dano deixa o estudo do dano para um outro ramo
mais apropriado.

A crescente utilizagdo da mecénica do dano consiste principalmente na sua estru-
tura tedrica que permite a implementagio dos modelos reolégicos com dano com-
putacionalmente. Projetos de componentes mecénicos na inddstria aerondutica e
automotiva que exigem de seguranca podem ser feitos com um custo muito mais
baixo, eliminando muitas provas dispendiosas & medida que fiquem mais confidveis
os modelos constitutivos desenvolvidos. Fébricas inteiras podem parar devido a
defeitos que poderiam ser detectados, e assim podem ser evitados enormes custos
econdmicos, e até perdas de uma outra natureza em outros casos.

Os modelos de danos descritos aqui modelam comportamento de metais dicteis que
sob condigGes de temperaturas, compardveis com a temperatura de ambiente, sofrem

grandes deformacgoes plasticas.

3.1.2 Formulagao Termodinamica
Variavel de dano e homogeneizacao

A varidvel de dano d pode ser caracterizads a partir de uma concepgdo micro-
mecénica que poderd ser associada a uma grandeza macro-mecénica (e.g. a variagao
do médulo elastico do material). Ou seja, a variagdo na microestrutura é refletida
nas propriedades macromecinicas do material.

Para consideracoes micro-mecanicas é necessério que os valores médios das grandezas
envolvidas sejam significativas, i.e. estatisticamente homogéneas [43]. Assim num

volume representativo do material, é necessdrio que o valor médio das tensoes, de-
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formacoes etc. possam ser estatisticamente representativas, ou seja, que as fluc-
tuagoes das grandezas envolvidas ndo afetem as propriedades do material que estao
sendo representadas (homogeneidade estatistica, i.e. ergodicidade). Quando isso
acontece, se diz que as grandezas envolvidas estdo hogeneizadas.

H4 vérias formas de interpretar fisicamente a varidvel de dano, uma delas devida
a Rabotnov(1963) serd utilizada para dar uma descrigdo desta varidvel. Porém, na
construc¢ao do modelo constitutivo a varidvel de dano deve ser a mais geral possivel.
Considerando uma sec¢ao de um elemento de volume com vetor normal de dire¢do
n, seja A a drea dessa secdo, e seja também A, a area das trincas e vazios na segao
considerada. Se tem portanto uma drea A que realmente suporta o carregamento

mecénico (secdo efetiva). A variavel de dano d, estd dada pela expressao seguinte

_Aa_, A
dn="g=1-"7 (3.1)

de onde se pode deduzir que 0 < d, < 1. No caso de que o dano seja isotrépico a

variavel de dano nio depende da normal n e se escreverd simplesmente d.

Tensao Efetiva

Se uma forga superficial t é aplicada sobre uma se¢éio de drea A a tensdo serd dada

entdo pela expressao

t
= — 3.2
- (32)
A tensdo sobre a drea efetiva A serd dada entdo pela equagio
— t
T=-—= 3.3
5 (33)

onde T é a tensdo efetiva. Se T é a tensdio do material integro i.e. sem dano, se
obtém através das equagdes (3.1), (3.2) e (3.3) a seguinte relagéo
- 1
T=—-T 3.4
T (3.4)
de onde se pode obter facilmente
T>T (3.5)
sendo que: T = T para d =0, e T — oo para d — 1. Segundo Lemaitre et al. [54],

para materiais ducteis a fratura acontece no intervalo 0,5 < d <0,9.

Principios de equivaléncia

Devido a dificuldade de caracterizar as trincas e cavidades para determinar o es-

tado inicial e a evolugdo da varidvel de dano, como a definida na equagéo (3.1),
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é necessirio adotar uma técnica alternativa para poder descrever de uma maneira
mais simples a varidvel de dano. Para isso é utilizada uma das hipéteses seguintes
que equivale & ado¢do de uma técnica de homogeneizagio [50].

Considerando as trés configuragbes a seguir: Cp configuragdo integra i.e. indefor-
mada e sem dano, C' configuracdo danificada e deformada, C configuracio defor-
mada e sem dano, i.e. configuracéo ficticia obtida a partir de C removendo o dano
(configuragao equivalente); o material evolui de Cp a C existindo um mapeamento
continuo entre C e C [84).

Uma vez escolhida a varidvel de dano é possivel propor vérias hipdteses:

¢ Deformagdo equivalente (Lemaitre, 1985){54]:
Esta hipétese propoe a equivaléncia das deformagoes entre as configuragoes C
eC.

o Energia de deformagio equivalente (Sidoroff et al., 1981):
Neste caso propoe-se a equivalencia das energias de deformagao nas configuracoes
CeC.

o Tensdo equivalente (Simo et al., 1987):

Neste caso a hipétese proposta é a equivaléncia entre as tensoes nas con-

figuracdes C e C

3.2 ELASTO-PLASTICIDADE COM DANO
ANISOTROPICO

Um modelo elasto-pldstico com dano anisotrépico é proposto neste trabalho. Uma
formulagio baseada na hipStese de equivaléncia de energia é desenvolvida a partir
do potencial de energia livre como segue.

Primeiramente, a fungdo de energia livre é decomposta em trés parcelas: eléstica,

plastica e de dano, i.e.

¥ = P(Ee, d, &y, B) = YealEe, ) + () + Ya(B) (3.6)

Conseqiientemente, a desigualdade de Clausius-Duhem (2.91) terd a forma seguinte

a'l/"ed v 8".[}ed v a'(;bp £ all)d
D — : : > .
oc:D p(aEe € T 5 dY + Bﬂ 3) >0 (3.7)
Admitindo que €Y 2 D, & = g9 e D = D® + DP, se tem
Oed e p_ a"/’ed v a¢p = &Pd
— : : : - > .
(o p@ee) Dé4+ea:D P59 d 8_ aﬁﬁ 0 (3.8)
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de onde

Oea
T =P (3.9)
Define-se as forgas termodinamicas associadas
Y = oy
R = p g_lgf (3.10)
B = p %‘%‘i

onde Y é a taza de energia liberada pelo dano, R é a varidvel que determina
o tamanho da regido eldstica no espago de tensbes (varidvel de endurecimento
isotrépico). Finalmente B é o equivalente para a superficie de dano. Desta maneira

é possivel escrever (3.8) na forma seguinte
o:D?+Y:dV—RE,— B3>0 (3.11)

onde o : D? — R, é a dissipagao pléstica, e Y : dV — BB a dissipagao associada ao
dano.

3.2.1 Potencial de dissipagao

Para determinar a evolugio das varidveis internas, sao propostas um potencial
pléstico F, e um potencial de dano F;. Cada um deles dependendo das varidveis

termodindmicas, com normalidade e convexidades obedecidas segundo a expressio

F,=F,(0,d,R),F,=0

(3.12)
Fy=Fyd,p),Fs=0

Utilizando o principio da méxima entropia tem-se o problema de maximizar (3.12)
sujeita as condigbes dadas acima. O problema de maximizagao é entdo resolvido
introduzindo os multiplicadores de Lagrange ¥, e 4, sob condigées matemadticas
adequadas relativas & condigdo do 6timo. Obtém-se entdao a partir das equacoes

(3.11) e (3.12) a seguinte expressdo
d=0:D?+Y :dY — RE, — BB — % F, — quFu (3.13)
A estacionariedade da fungéio ® em relagio as diferentes varidveis termodindmicas

envolvidas d&o finalmente a evolug@o das varidveis internas em fungéo dos potenciais

pléstico e de dano segundo

Dr = fyp%}
> .- OF
& = "o (3.14)
av = 52
g = —"Yd%%
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3.2.2 Tensor do efeito de dano

Considerando a existéncia de um mapeamento continuo entre as tensoes o e &
correspondentes as configuracdes C e C respectivamente a relagio seguinte, devida

a Chaboche apud Zhu et al. [92], é dada pela equagdo
& = Mo (3.15)

onde M = M(d) é o tensor do efeito de dano. O tensor M é um tensor de segunda
ou quarta ordem dependendo do tensor de dano d. Segundo Zhu and Cescotto
(1995) [92], ndo existe uma dnica formulagio matemética para M(d), mas sempre é
possivel escrever tal formulacio em funcgfo as diregbes principais de d. Escrevendo

a equagdo (3.15) na forma matricial e utilizando a notagdo de Voigt se tem

(511 522 F33 Tz T31 T12]” = M1 022 033 093 031 012) 7 (3.16)
onde _ R
My O 0 0 0 0
0 My, 0 0 0 0
0 ] Mss O 0 0
M = 3 (3.17)
0 0 0 My O 0
0 0 0 0 My O
0 0 0 0 0 Mes
sendo

My = 25, My = 25, Mas = g, (3.18)
Mas = b, Mg =~ Mg = ——] |

T /(-d2)(1-d3)’ V=ds)(1=d)’ " 8~ J-d)(1-d2)

Em caso de que o dano fosse isotrépico se tem d; = d; (1,5 = 1,2, 3), o que reproduz
(3.4).

3.2.3 Elasticidade

Propondo uma lei eldstica linear, o potencial elastico estard dado pela expressao
Yea=—€c: C: € (3.19)

onde
cC=M1'cMm7’ (3.20)
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As leis constitutivas nas configuracdes C e C, respectivamente, estarfo dadas pelas

equacoes seguintes

o=C:¢,

a=C:¢,

Assumindo a hipétese de equivaléncia de energia, se tem

de onde

3.2.4 Plasticidade

A evolugdo da deformagio pléstica proposta estd definida como segue.

¢ Funcgao de escoamento:

A fungio de escoamento na configuragdo C estd dada pela fungao
folo,d, Ep) = U:q - R(gp) <0

onde

o= 2y 2 o, v = e

que corresponde & fungio de escoamento de von Mises para d = 0.

e Multiplicador plastico:

Da func@o de escoamento é obtida
& ="

e Lei de fluxo:

A lei de fluxo estd dada pela expressdo

. OF, . Of,
p_ 45 P __ 5 “IP
D*=% o 7 bo

de onde .
1 /3 . o™ 1 £
DP =~/ [IMllg, e = < [IM? 2 g
6\/;” e fjgaeoyy = 2 IMIT R
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(3.24)
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(3.26)

(3.27)

(3.28)
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o Evolugdo da deformagéo plastica acumulada:

A evolugdo da deformagio plastica acumulada é dada pela equagio

- . OF, . Ofp 2 1
=, —L = 4 2P _ f°___|ID? 3.30
onde ,
Ep= [ &pdt 3.31
p P
0
e Consisténcia pléstica e multiplicador pléstico:
A consisténcia pléstica esta dada pela expressao
; afp v afp » afp v
_O v O, O, 32
Ip i +6RR+6d d (3.32)
de onde o
=£2:C:D
S G Ty, TR O (3.33)
90 *“ 90 T PSR B2 R ~ 4 Bd - BY

h]

3.2.5 Dano do material

O dano do material é caracterizado segundo a seguinte proposta.
A forma matricial de Y que escrita na diregio principal do dano é dada através da

£Xpressao
YT =Yy Ya Y] (3.34)

e Lei de varia¢iio do locus do dano:

A lei de variagdo do locus (dominio) do dano estd dada pela desigualdade

fa(X,8) =Yg~ B(B) <0 (3.35)

onde
Yo = V(i @)} (3.36)

é uma fungéo dependente da forma quadrdtica @) cuja forma geral estd dada

pela equagdo
Q = allel + a2Y222 + 043}/323 + 20,4Y22}/33 + 205Y11Y33 + 2(16}/111/22 =1 (337)
que na forma matricial pode ser escrita na forma seguinte

a; Qg Qs
Q=YY" | a5 ay as | Y=YTIY =1 (3.38)

as a4 ag
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Se a matriz J é diagonal, o locus correspondente sera simétrico. Por outro
lado, para ter em conta o efeito Bauschinger na defini¢do de Y., é necessario

incluir os termos lineares.

¢ Evolugao do dano:

A evolucao do dano é dado através da expressao

. OF, . Of. Ya
v d d
0¥ = quoe = dugs = 5 IY (3.39)

e a varidvel J segundo a equagao

B=—% % = Ya (3.40)

3.3 EVOLUCAO DO DANO

3.3.1 Dano com endurecimento isotrépico: formulagao de-

pendente da tensao

E possivel modelar a evolugio do dano através da evolugio da tensdo. Nesse caso
é necessério considerar tanto a parte hidrostdtica quanto a deviatérica da tensao,
ou seja, o escoamento do dano serd do tipo Drucker-Prager. A deformagdo estard
composta, neste caso, por uma parte elastica €°, uma parte plastica € e uma parte
associada ao dano e?. Escrevendo em forma de taxa a relagio entre estas trés

componentes de deformacgio e a deformagao total resulta equagao
g =%+ &P + ¢t (3.41)
Seja a funcao de evolucio do locus de dano definida através da equagdo seguinte

fi= fu(o,e% ha) = Fa(o) — xa(e®, ha) = 0 (3.42)

AY

onde a evolugdo de hy pode ser escrita dependente da taxa energia liberada pelo
dano como segue
hy=o0 el (3.43)

ou dependente apenas da componente da deformagao devida ao dano
ha = k ||e9|| (3.44)

-Tensao efetiva de dano o4
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Quando é considerado um problema geral em trés dimensoes é necessirio ter
uma quantidade equivalente ao caso unidimensional (um escalar) que represente a
tensdio associada ao dano. Define-se entdo a tensdo efetiva de dano o4 tendo em

conta a propriedade de escalamento na forma seguinte
Oge = c (Fy)» (3.45)

de onde é obtida
Fa= (") (3.46)

Utilizando o teorema de Euler pode ser obtxdo o grau de homogeneidade através da

equacao seguinte
oF;

oo
Adotando uma funcdo do tipo Drucker-Prager

=n Fd (347)

Fd = Il + +/ Jz (348)
se tem
Ote =c (o I) + \/Jo)* (3.49)
Sabendo que neste cason = 1e c= +a3 7, & tensdo efetiva de dano estard dada
pela expressao
Tde = \/— a Il + VvV Jg (350)
1+« \/_

A fungéo de evolugdo do locus do dano f; é expressa segundo a equagio

fa=(@h+h)—xa= (3.51)
ou equivalentemente através de

_ Vs
fa= 04 — 11av3 Xxd=10 (3.52)

-Dano total equivalente £4:

Similarmente & tensdo efetiva de dano é necessério definir o dano total equivalente
€4. Se pretende obter um escalar €4 que representa a componente de deformagio
associada ao dano e que no caso unidimensional é equivalente & componente €¢ da

deformagéo total.
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A evolugéo do dano total equivalente pode ser definida por meio da energia associada

ao dano como em (3.43). Sendo esta energia obtida da equagao
W = 04 €g (3.53)

e de
W= o (3.54)

(3.55)
Ode

Equivalentemente, usando uma. outra defini¢éao do dano total equivalente dependente
da componente da deformagfo associada ao dano € é definida esta grandeza por
meio da equagdo seguinte

Eq =k ||&Y] (3.56)
tal como foi feita na equagéo (3.44).
O valor do escalar k pode ser obtido através da expressao

n-Fd

L R | (3.57)

Assim, uma vez escolhida a func¢éo de escoamento do tipo Drucker-Prager o valor

de k serd
_V2+a+/6 (3.58)
V18a?% + 3
onde a evolugdo do deno total equivalente estard dada por
b= V28 gy (3:59)
Vi8a2 +3
Re-escrevendo a fungio de escoamento, obtém-se
d —
fao,eteq) = FhA L+ VD) - 57 (e ) (3.60)

= Ode — B(E ,6d)—-0

A integragdo do dano total equivalente é definida pelo procedimento a seguir. Primeira-

mente se tem

t V2+ave [t
= | fgdt = —— &%|dt 3.61
Ed /0 d \/‘m ‘/OA “ H ( )
Por outro lado
et = —4 L. 5 v3 oI ! o) (3.62)
‘00 Travd © T avR”
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——

de onde

) . V3 Va2 +1
e = Fa ~m ~——= (3.63)
V2 14+ a3
a partir da qual se obtém a seguinte relagdo
€d = Y4 (3.64)

E importante neste ponto dizer que o valor da varidvel escalar B da equagéo (3.60)
pode ser obtido pelo ensaio de tragio simples, e neste mesmo experimento é obtido
€4 que é uma medida de deformacio (deformagdo equivalente) que representa o dano
acumulado. Obtém-se assim uma curva que determina a varia¢do do locus do dano

"B — €4 que é utilizada para modelar a evolu¢do do dano.

3.3.2 Dano com endurecimento isotrépico: formulacao de-

pendente da energia

Trabalhando no espago Y ao invés do espago de tensdes se obtém uma formulagao
diferente para a evolugdo do dano. Numa forma geral, a fungéio de evolugdo do locus

do dano pode ser escrita na forma
fa(Y, ha) = Fa(Y) — xa(ha) =0 (3.65)

onde a evolugfo da varidvel hy pode ser obtida a partir do trabalho associado ao

dano
hg=Y:d" (3.66)

ou diretamente do tensor do dano d
ha =k 11a7)| (3.67)

-Energia equivalente do dano (Y,,):

A energia equivalente do dano Yeq é obtida tendo em conta a condi¢éio de escalamento

Yeq = c(F)~ (3.68)
de onde
Yeq
Fy= (T)n (3.69)
O grau de homegeneidade é obtido segundo o teorema de Euler na forma seguinte
oFy

55



No modelo desenvolvido neste trabalho se tem

1 1 1 1
Fy= (5 Q): = (5 YTIY)2 (3.71)
de onde resulta 1
Yo = cl(5Q)] (3.72)

E necessério obter os valores de n e ¢ para completar a defini¢do de Y,,. Aplicando

o teorema de Euler (3.70) se obtém o valor de n como segue

OF; 1 1 o

— = = (3.73)
oY 2 (1Q)
de onde OF
d
Y = .74
57 Fy (3.74)
0 que implica que n = 1.
Assim, a equacdo (3.72) torna-se
1
Yeg = (5Q)% (3.75)
Por outro lado, no caso unidimensional YT =[Y 00}, Y., =Y e J = I. Conseqiien-
temente
) 100 Y
Y=cz[¥o00 |0 10|{ 0 Hi=Sv (3.76)
2 V2
001 0
assim c=+v2 e )
Yo = \/§(§Q)% = \/5(% YTIY)? (3.77)

Finalmente, a fungéo da evolugéo do locus do dano serd dada pela equagéo
Ja=F4—xa=0 (3.78)
ou equivalentemente
fai=Yy—-B=0 (3.79)

-Dano total equivalente 3:

O dano total equivalente B pode ser definido segundo o trabalho associado ao dano

como segue
wi=Y dv (3.80)

ou equivalentemente
W =Y, - (3.81)
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Por conseguinte
Y . dv
Yeq

8=

(3.82)

No caso unidimensional, o dano total equivalente 3 é equivalente a varidvel de dano

d, i.e. 8 = d para o caso unidimensional.

Alternativamente, o dano total equivalente pode ser definido através da norma do

tensor do dano na forma seguinte
B=k|ld"||

onde o valor de k é obtido segundo

an
Yoo 15211

Para o modelo proposto neste trabalho se tem

2 ; 1
= —{— 7 m—
Va2 9 v

de onde

. L1
g = ﬁ(g Q)2 73] |la¥}]

A evolugdo do tensor d obtém-se de (3.14), i.e.

. O0fa .1
vV _ —
d = Yd x> BY = Yd qu JY

inserindo o resultado da dltima equagéo em (3.86) obtém-se a relagdo

B =4

o7

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)



Capitulo 4

IMPLEMENTACAO DO
MODELO CONSTITUTIVO

4.1 INTRODUCAO

A implementagao do modelo constitutivo é feita através de um esquema de inte-
gracao implicito tal como é detalhado neste capitulo. A implementacao é feita
considerando que o dano é isotrépico. O algoritmo do retorno para a evolucao da
elasto-plasticidade e do dano é desenvolvido. Uma linearizagdo adequada associada
ao algoritmo do retorno para a solugdo da equagio do equilibrio (2.133) é intro-

duzida através do Jacobiano consistente na segfo (4.5).

4.2 RELACOES IMPORTANTES

A relagdo entre a tensfio e a deformacéo escrita em forma incremental é dada pela
equagao
Ao,y =C: Ael, (4.1)

sendo
C=(1-d,n)’C (4.2)

O tensor de tenstes pode ser dividido em duas parcelas deviatdrica e hidrostética,

respectivamente, como segue

Aoni = Aopy + Apal (4.3)
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onde .
Apn+1 = § tT(AU‘n_H) (44)

Identicamente o tensor de deformagdes é decomposta nas suas componentes de-

viatoérica e hidrostética como é mostrado seguidamente
1
Anyr = Asie:L + 3 5:.:511 (4.5)

onde
Ae% | = tr(Aentr) (4.6)

4.3 SOLUCAO NUMERICA DA EVOLUCAO DO
DANO

Uma vez escolhido o modelo de evolugao do dano é necessario obter uma solucdo
aproximada do modelo evolutivo. Para dar maior clareza a esta etapa de imple-
mentacdo do modelo serdo repetidas algumas equagdes.

a. Funcdo de evolugao do locus do dano:

A funcéo de evolugdo do locus do dano estd dada pela expressao

fa(Y,B) =Y — B(B) =0 (4.7)

onde
Yoq = \/5(%@)% (4.8)
Q=YTJY (4.9)

b. Fvolucdo do tensor do dano:

A evolugéo do tensor do dano é dada pela equagéo

JY (4.10)

c. Relagoes para o caso de dano isotrépico:

Se o dano for isotrépico se tem as relagdes seguintes

J=1 (4.11)
d” = [dd d] (4.12)
Y =[YYY] (4.13)
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.

g red 4.14
od (4.14)
de onde resulta
Y =(1-d)(e)T Ce® (4.15)
A energia de deformacio eldstica estd dada pela equagio
W = P Peg = % (1 —d)%eTCe® (4.16)
de onde é obtida 5
Também sao obtidas
Q = 3Y? (4.18)
Yo, = V3Y (4.19)
|
d=—%1 4.20
75 T (4.20)
e
B=a (4.21)

d. Integragdo:

A solugdo das equacbes evolutivas é feita através de um esquema de Fuler atrasado
(implicito). E obtido um sistema de equagdes (normalmente ndo lineares) apartir
das equagoes diferenciais de evolugao. O sistema de quatro equagdes é dado a seguir,

sendo que n representa a n-éssima configuragdo no tempo t discretizado

1

+1 73 Yd (4.22)
Bat1 = Bn+ Ay (4.23)
0 = qu(Yn+1) — B(Bn41) (4.24)
Yo = (1—dny) &5y Cely (4.25)

4.4 ALGORITMO DO RETORNO

Para verificar se a deformacdo que experimenta o corpo, entre as configuracdes n
en+1 (i.e. quando passa da configuragio n para n + 1), é puramente elédstica
ou elastopléstica, ou ainda, se o dano do material sofreu uma varia¢io ou néo, é
utilizado o conhecido algoritmo chamado ” Algoritmo do retorno”. Este algoritmo
é composto de dois passos como é mostrado seguidamente. Supondo conhecido o

valor da deformacgo eldstica na configuragéo n + 1 se verifica através das fungoes de
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escoamento plastico e do dano se héd alguma variacdo da deformagao plastica e do
valor do dano.

4.4.1 Solugao numérica da elasto-plasticidade

i. Preditor eléstico:
Considerando conhecida a variagdo da deformagéo total Ae,, |, este passo consiste
em considerar que a deformagdo é puramente eldstica. Obtém-se entdo a equagio

seguinte em forma incremental
Aoyt = (1 - dn)?C: Ae i = (1 - d,)°C : Aenyy (4.26)

de onde é obtida a equacao

ol = on 4+ (1 — d,)*C: Aepys (4.27)
sendo
esi = €& + Aeny (4.28)
eniit =eb (4.29)
e
e =g (4.30)

Finalmente, é definida a tens@o equivalente em func¢éo da tenséo de teste (trial) que

;‘qi‘”ﬂl 1 _ \/7 ” 'n+1 tr‘zal“ (431)

T ! 1 ria
(a'n+1)t ol = a-‘f’l-‘l‘ail -3 tr(aiﬂ-ll)l (4.32)

também é vélida em forma andloga & equagéo (4.3).

tera a forma

A equagdo

ii. Corretor pléstico:
E preciso verificar se a hipétese feita em (i) foi verdadeira ou nao, i.e. se a deformagdo
foi realmente puramente eldstica ou se possui uma componente pléstica. Para isso
verifica-se o seguinte:

Se o03!" > (g,), entdo (4.33)
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a deformacdo nao foi puramente elastica. Por conseguinte, deve ser resolvido o

seguinte sistema de equagdes decorrente da integragdo implicita (Euler retrasado)

1 3 ode
sn — sitrml - - \/: Ag; n+1 4‘34
+ = il = T Vg Ao (g ] 434
ga=e+A08,, (4.35)
e dev e devytrial __ 1 3 ;‘:}1-,1
entl = (€ —— /5 A& (4.36)
~dpy1 ¥ 2 [lorde, ]

fp \/‘ ||0'n+1|| ay(5n+1) (4.37)

sendo utilizada a notagao R = g, como é habitual.
Tendo em conta que a deformacao plastica estd relacionada diretamente com as

tensoes e deformacoes deviatéricas pode ser adotada a seguinte hipdtese:

eyt = (egig)m (4.38)
e
Aess = (Aegyyyiriat (4.39)

A componente deviatérica do tensor de tenstes em forma contraida (contragédo de
um indice para o tensor de segunda ordem, e de dois para o tensor de quarta ordem)

pode ser expressa através da equagio
ol = ol + Aok, (4.40)
o que pode ser escrita utilizando a equagio (4.3) de acordo com a equagao

af:fl =o3” + (1 —dop1)’C- Aeqig — 3 (1 — dp1)’tr(C - Agj )1k (4.41)

onde
r=[11100 0] (4.42)

Tendo em conta que

C-Ael = Atr(Ael,,)  Ip+2u At (4.43)

tr(C - Aey, ) = 3Atr(Aey ) + 2utr(Ae; ) = (BX + 2u)tr(Aes, ) (4.44)
obtém-se finalmente

oLl =% + 2u (1 — dpy)?[DES, tr(Aen+l) R (4.45)
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A ultima equagio € escrita na forma
o = 0w + 2 (1 - doy)Aeg (4.46)

de onde é obtida
Ao =2p (1 — dnyr)? A (4.47)

o que demonstra que Ac®?, e Aet%? sio paralelos.

Posteriormente, obtém-se a relagio entre as componentes volumétricas de tensao e

deformacdo. Segundo a sua defini¢ao

P =Pt 3 (1= duna)?BA (At ) + 2 r(Behy)] (449)

0 que pode ser expresso através da equagao
Prt1 = Pa+ k (1 = dnia)?Ae (4.49)

onde
3A+2u

3
é o médulo volumétrico. Finalmente, apartir da equacio (4.49) é obtida facilmente

k= (4.50)

a expressao

Apnis = k(L = duy1)? D653 (4.51)
Uma importante relagio é obtida apartir da equacgio (4.34) tendo em conta que
o = eade 4 g e T (452)
onde
ge dev L eval edevytrial | 1 (e volytrial 1 3 o
€ntl +3 eny1 1= (e047) +t3 (enil) I“m \/; A& L fjoden | (4.53)

Tendo em conta a equaggo (4.38) obtém-se

e dev e devyirial 1 3 a';ile—:l
AeriT = AleniS 1 don 5 Bn llorder, | (4.54)

Utilizando a equacgio (4.47) é possivel escrever a equagdo anterior em funcéo das
tensdes deviatéricas na forma seguinte

Aol (Aol 1 \F o T
n - ~ A& Tnt+1 4.55
2[1,(1 - dn+1)2 2/,1,(1 - dn)2 1- dn-\‘-l 2 i ”Un—{—l” ( )

de onde

v 1—-d, v \iria Tn
Ao, = ((1_ +)1) (Aot el — 20 (1 — dpyr) [Aele o Tuh (4.56)

n+1||
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Por conseguinte, obtém-se a relagao

(U;-ﬁv)trml [1 + 24 (1 n+l) \/7 Agﬂ-l ” |]0'n+1 (457)
onde
(a,;ielv friel — (1 _ )2 [(1 dﬂ+1) (o,n+1)tnal {(l—dn)z—(l_dn+l)2}aiev] (458)
0 que mostra o paralelismo entre o2, e (o %)t
Escrevendo a equagéo (4.57) na forma
I3 devl
o% = (oh ) — 21 (1 — dpta) \[ AE Ikl (4.59)
o]
e usando o paralelismo entre o2, e (o%%v)mel | ¢ obtida a equagdo
trial *ﬁu)tn’al
* n
n+1 - (a'n+1) ™ 2/1’ 1 - dn+1) \/‘ +1 H *7‘18”)“1.“!” (460)
Desta forma, ¢ possivel escrever 0%, em funcao de (o;,%¥)!* na forma

ol =1 -2 (1—dn1) \[ Ent1 (onee )tml”](cf,*,fi” trial (4.61)

Introduzindo (4.61) em (4.37) é obtida

)Fdf!!.' trial|) _ —p —
1_dn+1 \/*[1 —2p (1- dn+1)\[A€n+]”( ;m)tml”][]( s devytrial||_ 5 (28.,) =0

(4.62)
onde o, = 0,(&5,;) = oy(e%, + A&h ).
Finalmente, é obtida a equagio
(”;ﬁv)trw” —3u A&, —oy(Eh +AgL,) =0 (4.63)

que é uma equagdo dependente das varidveis A&, e dpi1 = dpy1(ABnt1).

4.4.2 Solugao numérica da evolugao do dano:

-(i) Preditor do dano:

Primeiramente é suposto que

dn+1 = dn
,Bn+1 — /Bn
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Por conseguinte, o valor tentativo da energia equivalente do dano (trial) Y;;{, = Y,
é dado por

yore = By = V3(1 - dy) (57 C e (4.64)
- (ii) Corretor do dano:

Se Yeﬁq“'“' > B, entdo é resolvido o seguinte sistema de equagoes:

dppr = do+— \/_ APy (4.65)
ﬂn+1 = :Bn + A,Bn—H (466)
0 = Yeg(Yant1) — B(Bar1) (4.67)
Yo = (1—duy) (58n+1)TC €1 (4.68)
De (4.66) e (4.67) se obtém
V3Yi1 — BBy + ABpyy) =0 (4.69)
De (4.68) se deduz
V3(1 — dnt1) (€%+1)7C €541 — BB + APatt) = 0 (4.70)
Da equagdo (4.65) se tem
1 e T e
V3(1-d, - ﬁ APni1)(€%41)" C ey — B(ABnyr) =0 (4.71)

4.4.3 Casos possiveis

Existem quatro casos possiveis tendo em conta que é necessério considerar a evolugio

da deformagao pléstica e do dano.

- Caso (a): N&o hd variagiio nem da deformagéo pldstica nem do dano.

Nesse caso se verifica

.A€$t+1 = AE‘IH—l

i1 o
AE 0
Ay = 0
Afpy1 = 0
dn

dn+1 -

- Caso (b): H4 variagio da deformacao pldstica e do dano.
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Neste caso é necessdrio resolver o sistema formado pelas equagdes (4.63) e (4.71),

l.e.
T ﬁ (@387 - 3 A&, — 0y (B + AZ,) =0 (472)
e
VB(L= = 2 A )€ C et = BBy =0 (473)
Fazendo

3 .
fo= \/; I(n ) = (1 = dupr) {30 Ay +0y (A, )} =0 (4.74)

e
fo=V3(1—dy — \/ig ABair)(€ns1)TC €5,y — B(ABayy) = 0 (4.75)
se pode ver que
fo = Fp(B& 11, BBat1) (4.76)
e
Ja= fa(AE 41, DBria) (4.77)
Aplicando o método de Newton obtém-se os valores aproximados de A&h,; e AfBpy1
como segue
{ Az, } _ { az,, } R { 2 } .
Abrtr ) ey Aburt ] Bffffa e ®) fa ) w .

onde k é o ndmero de iteracoes do método numérico.

As expressoes necessérias para a utilizagio do método de Newton sio obtidas depois

de manipulagbes analiticas e sdo as seguintes:

- (0):

of, 1 do
:_1_dn____An H,H: L 4.79
6A£:_‘ﬁ+1 ( ‘/g ﬂ +l)(3/~l‘+ ) 3A5ﬁ+1 ( )
- (i):
8 e tria
saA = _ﬂll(a:%”)"‘“’ll (1= dn = 5 Afnsa) {201 A3 3P+ (4.80)
(Aegimat . o)} + 7 Bu A&y, +ay)
- (ii1):
dfa 6 1 devytrialyT
e a,:l vy iria C ez 481
A V2 ||(ond5) | (i)™ + sy
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- (v):

aa;;,.H = f {—_ ( 'n+1) Cerpt

201 —d, — L Aﬁn+1 (- \/_ AE"‘H{\/—U dﬂ"?‘ ABnt1)? N+
1—d, ABny1 e tria
— ; Aﬁ"+1[\/‘ e dz‘)mal”z {2u(1 —d, — ﬁ ABn1)?ll AP+ (4.82)
(Ae3 - oEMIN-
g l—dn— TAﬁ"'“ rial
Vi T may ey AonilY Cennll - HD, HD = 507~

ademais (0’* dev)trial
N = n+l

RGO

Por conseguinte, o sistema de duas equagdes a resolver iterativamente tem a forma

(4.83)

seguinte:
1, of a5,
(A6n+1)(k+l) - (Ae‘zr)l-l—l)(k) (6Aﬂ:,+1 fp aA€§+l fd)(k) (484)
1 of of
(ABri1) k1) = (ABny1) k) — N (_aAﬂ:+1 fot 6A5§+1 fa)w) (4.85)
sendo 9
Ao Ot O0fa  0fa  Ofp (4.86)

T OAE,, OABpy  OAEL, 0ABan
Uma vez obtidas A&}, e Af,, sio atualizadas as grandezas dependentes destas

varidveis.

- Caso (c): H4 variagdo apenas da deformagio pléstica.

Neste caso, a equagdo a resolver iterativamente é a seguinte

fo=03m —BuAEl | — 0, (AE,,) = (4.87)

eq

sendo fp = fp(A&,,1)
Resolvendo a equagéo (4.87) pelo método de Newton se tem

(A& )1y = (A& Dy + (3 + H)(k) (4.88)
Finalmente, sdo atualizadas as varidveis dependentes de A&},
- Caso (d): H4 variagéo apenas do dano.
Neste caso, a equagao que precisa ser resolvida é
1 : 1
=(1—dp— —= APat1) Y —— = B(ABuy1) =0 4.89
fd ( \/’j ﬁ‘}'l) eq l_dn ( ﬁ+1) ( )
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Resolvendo a equagio (4.89) pelo método de Newton obtém-se

1

T fa)w
Yo e+ HD

(ABr+1) (k+1) = (ABnt1)x) + (

(4.90)

4.5 OBTENCAO DO JACOBIANO
CONSISTENTE (ALGORITMICO)

Para garantir a convergéncia quadrética do método de Newton na solugio da equagao
de equilibrio é obtido nesta se¢io o chamado Jacobiano consistente, no sentido de
que, a tangente & curva do material seja consistente com o algoritmo numérico apli-
cado para resolver a lei constitutiva do material. Neste caso, o algoritmo utilizado é
o algoritmo do retorno obtido aplicando o método de Euler implicito. O Jacobiano
consistente é necessario, principalmente, no caso de existir uma transi¢cao nao suave
entre a parte puramente eldstica e a elastopldstica da curva do material [56].

Neste trabalho é considerado o dano do material, motivo pelo qual o Jacobiano

consistente depende tanto da evolugdo do dano quanto da plasticidade.

4.5.1 Caso (a): Nao hd variacdo nem da deformacao plastica

nem do dano.

Neste caso
. (9A0'n+1 . BAG'-,H.I

6A€;_§_Tfal N 3A6n+1

D =C = (1-4d,)*C (4.91)

4.5.2 Caso (b): H& variagao da deformagao plastica e do

dano.

Neste caso a tangente depende das duas equagdes escalares cujas solugoes sao obtidas
pelo método de Newton, i.e. das equagdes (4.63) e (4.71).

- (i):
Trabalhando primeiramente com a equagao (4.63) se tem
1 3 * dev\trial _p p
=4, V2 l(orde)iriel)| = 3uAEP, | + o, (AEE,,) (4.92)

e tendo em conta que

Aa';l"‘f:] = Aaﬁ’l (AE_ZH, APy, Aeg ::iall) (4.93)
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se pode escrever a equagao (4.92) na forma seguinte

(4.99)

dA,Bn-f— 1

(4.103)

i 1 3 * devyiri
h= fl(A,Bn-i—laAEzﬁ:-ail S \/i H(Unfi )’ al“ (4.94)
1- dn+1 2
e
fa= folAgh,)) = SpAE, , + oy(A ) (4.95)
de onde se obtém
0f1 0f trial afa .
——=— dAB, - dAES T = ——— dAE 4.96
aA,Bn—H ,8 +1+ aAsggialz A‘E:d n+1 8A§£+1 n+1 ( )
Derivando se tem
8 [1Co%s0 it | e tri
67:%:.}.—1 = ?{ (lj(il“+1)2 - ”(a;fég)tria.l“ [2#‘(1 - dﬂ."l’l)z”Asdsl-i-alle-*- (4.97)
(Aeg iy - 7)1}
6f1 \'/’3 1-— dn+1 dev\trial
=9~ —— DT (g devyiri 4.98
oacsrE V2 flosdyry) (7R (4.98)
e
O0fa oo
—  =3u+H H= 4
0he,,  HTE T e
- (ii):
Da equagdo (4.71) se obtém
V3(1 - dn41)(€41)" C enyy = B(ABnn1) (4.100)
a que pode ser expressa através de
hy = (A& 1, ABnyy, Aei i) = V(1 = dapi)(e51)T C e (4.101)
e
ho = ho(ABry1) = B(ABny1) (4.102)
de onde se obtém a equagéo
Oh, » Ohy Oh, etrial O
6A5ﬁ+1 dA€n+l + aAﬁn-H dA,@"+1 + aAEsZia]l d €dnt1 = aAﬂn-H
Sendo oh 6 )
1 * dev\trial\ T e
——= —r=i{ ———— (o, Ce; 4.104)
68z, ~ 3 ongyman T o

Sh (a;iiv)trt’al

5 1
Y (e} Cepyy — 765 (1- dn+1)AEfl+1{\/§(1—dn+1)2 ll(a;fiv)trim”“}‘
' SR , _
V3 ”((7;1?))!1'1'0.1“2 [ ”(U:;-(ﬁv)trmll IAEZ 23_“114_

{20(1 — dny)?| A1 + (Aeg 3 - o2)]}T C Aesy,y

(4.105)
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=P
aa?ﬁ‘g;-—rq =2v3(1 = duy1){I - \/g —“'—lf':inll b}’ CAez,,
by = Zltnar gy (g « dvyirial

(o
= : mi @ e ;
”(a.;_iiv)trnnl” ||(a.:_4'1_¢iu):nat” “(o-;ﬁv)trwln

- (iii):

(4.106)

(4.107)

Um resultado importante é obtido das equagdes (4.93), (4.96) e (4.103) e é dado a

seguir

dAo®r Ao, Aoy dAER,  OACE,  OAPan

trial — trial trial e trial
dAeginy  OAeilly  0Ag,, — dAeill  00Pnn - OAeGTH

de onde é obtido

dAodey, dATIY) 1 dAadey,

n4l
dhes el = pAsei T Tmamht 98P © tom +tc}

sendo que

0= Padi
_ _ ok
b=k
- (iv):

Tendo em conta que

A Pny1 = A DPnt1 (A,Bn+1; AEs tfr.:.ail

se tem
6Apn+l 6Apn+1 e trial
dA n = dA,Hn + — dAE
Pn+1 9:ﬂ ) +1 A et,.ml; vn+l

Da equagéo (4.71) é obtida
hl = hl (Aﬁn+1,A63 m—all) = \/5(1 - dn+l){5fl+1}T C 5f1+1

hy = hz(AﬂnH) = B(A:Bn+1)

de onde
Ohy Ohy , Oh,
— 7 dA a —— 2 dA etrial _ Y% dA »
B8y P T Regia W0%nit = g, A0
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(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)



sendo

8h (U:‘ deu)trial
APy = _{sfz+1}T C €§+1 - 76§ (1 - dn+l)A‘§fz+1{\/§(1_ldn+l)2 ”(a;Ev)trial”-}-
. /TS i :

\/3' ”(a;_ﬁclu)trinlnﬂ [ ll(a;ﬁv)trlﬂll IAEE Z?}—af-*-

{26(1 = don)*| A3 117 + (A5 3 - o2} C Aeg,y,

(4.116)
Ohy 2v3 .
PhecT = 3 (1—dp1) p)" Cel, = w (4.117)
° Oh oB
,
=HD,HD = 4.118
8Aﬁn+1 aA:3'n+1 ( )
Conseqlientemente
dAp,::iil _ 0Ap,yy w aAp,;_:L (4.119)
dieg i OALny d—b  OAeLY
sendo que aA
Pn+1 2
s = k(1 — 4.120
Sives i = (1= dns) (4.120)
OADn11 2k trial
= —— (1 —dp41)Ae) 025 4.121
8A,Bn+l \/‘3 ( +1) vn+l ( )
Finalmente
dAony  dAoR, dAeiTY  dApan dAgsine (4.122)
dAerii® — dAegii T dberf{® T dAesii Tt dAegti ‘
de onde € obtida
dAo 41 dAa'diﬁ’l 1 dAp, 11
—. = Ll | e PN | ——— Ip®I 4.123
dAegtial — dAeytrial 3 1@ Lel+ 7 il RO R (4.123)

4.5.3 Caso (c): H4 variagdo apenas da deformacao pldstica.

Como ja se viu anteriormente

_ OAG 11 _ 0AT 41

D% = = = 4.124
dAectisl  9Ae, 4 ( )
onde D% ¢ o Jacobiano consistente. Lembrando que
* tria & £ 1 3 v \iria
Ueqt P= 3p A&le +oy(8, + Aefwrl) = fdn \/; 1 a;zde-;»l)t I” (4.125)

obtida a partir de (4.63) e (4.31).

Tendo em conta a equagdo (4.47) se tem

1 3 .
1 AT oy €8 D) = 3l (1= (et (4.126)
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de onde
aAe [31‘ A& + 0y (88 + A8 )dAE L =

B(Ae;iiv)trial l—d,, \/; N2u (1 —d,)? (Aeiﬁ”)‘"ﬂ + O’ze””] d(Aet % dev\trial
(4.127)

Conseqiientemente

(Bu+ H)dAe, | = II(—"‘,‘:{%S‘”—“’H \/g (1 — dn) 2 (1 — dp)?(Aet dev)tricd

+od] : d(Aeder)irial (4.128)

Por conseguinte

dAéﬁ-}-l ||(O' trw.l” \/7( dn) 3 +H (Un+1)t“al d(AE;ﬁv trial (4129)
Partindo da equagdo (4.61) obtém-se a equacio

A&,

Aa'n.—H + U - [1 - Zlu’ ( ﬂ) 2 H(Aa'n_'_l)tna'l + O'de"“ ][(

Aa_;lle:l)trial + o,;dlev]
(4.130)
e introduzindo a equagdo (4.47) na equagdo anterior obtém-se

Ag e dev\iri
Aaﬁl [1 - 2:“’ (1 dn) \/g [l2a (1= dﬂ)ﬂ(A;dcv)tr:‘aL{_aﬁcu“ ][2/1' (1 - dﬂ)z(Aenﬁ )t ol
+odev) — gdev

(4.131)
Sendo Ao, = Ao, ((Aegder)irial AZE . ) se tem a seguinte expressdo
0Aode b YaNe goid
dA dev __ ___il___ - d(Ae e dev\trial Y=Y n4l dA 4.132
Un+1 B(Aefliev)t""l ( n+1 ) + oz aAé—p Ep ( )
0 que conduz & equagao
A = (2 (1 - d)21 - 20 (1 - do) /3 —aﬁ——u (20 (1 - du)?(Aes der)iri

As‘ﬁ T € 17
n+1) ® [2/1’ ( n)z\/; “(adcv )trlml”2 a(Aee dev trial (”( ‘n.+l)t ‘11“)]} d(AEn-ﬁv trial

Udcu trial .
—2p (1 \/‘ (7%2::? d5ﬁ+1
(4.133)
Substituindo (4.129) na dltima equagio se tem

dBast = {2 (1= da[1 = 2 (1 - do) /3 amttza]T + (025)7 @ 201 (1 — db)

3 Afp 2u (1— d,,‘ a v \ir:
\/; ”(AUdev )trml”Q ”(A”U&ev )tnal” (Aan+l)t” l} d(Asde )t al 2# 1 - 'n.) f
(Ao’de" )trml 2 3 1-dp

trial dev \trial
Moty Taazym V2 ek (o)™} - dlAenty)

(4.134)
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a que pode ser expressa depois de algumas transformacoes segundo a equagéo

dAoiy = {2p (1-d,)*[1 - 3p ;A—j?—*-‘z] I+ 642 (1—da)® a—:—'ﬁz N ® N} : d(Aepgy) ™™
—% (1 - d,)2N @ N : d(Agder, trial

3u+H
(4.135)
onde
_ a.de'v
N = _—atl (4.136)
ol
Conseqiientemente
dAc®) = (1—da.)*{a 1+ bN @ N} : d(Aeley, ) (4.137)
sendo
=2 A ” o (4.138)
b= 6p [5hr -t — 3,,Jr,,]
de onde se obtém finalmente
dAode, o
— . —(1-4d,){alI+bN®N 4.139
d(Aeg‘f:_’l)t”"l ( Y{al+ ® N} ( )

Outra importante relacdo é obtida apartir da equagdo (4.51) cuja expressdo é a

seguinte A
Pn+1 2
=k(1-— 4.140
Finalmente apartir da expressido
dAO'-,H.l _ dAUge_:_)l . d(Aeiﬁv)tTial 4 dAp,—H.] dAEfl_I;_(il (4 141)
dAesihel — d(Aegdevytrial T dAgstial T dAgevd TR JAge trial '

Posteriormente, depois de algumas transformagoes simples, é obtida a equagio

dA -

e = (1— da)? {G[I—EIR®IR]+bN®N+kIR®IR} (4.142)
dAenit 3
4.5.4 Caso (d): Ha variagao apenas do dano.

Neste caso, a tnica eqﬁagﬁo a resolver iterativamente é a equagfo (4.71) que toma
a forma

V31 — dpp){eti) T C esthidl = B(ABny1) (4.143)
- (i):

Tendo em conta que
Ao = Aci? (A1, A5 (4.144)
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se obtém

Ohy Ohy . Ohy
et S . — . A etrial T4 A
OBBus T pAegTE Ooan = gag, A
onde oh
1 _ __fetriayT e trial
aAﬁn+l - {€n+1 C €n+1
ahl . e trial
FAcs = 2v/3 (1 = dp41) C €22
e
Ohs OB
=HD HD =
0ABra OAPn11
Conseqiientemente
dAeyifl ~ O0Pur © ol — ol OheytH T oAerlH
sendo
n _ _r 1_dn A e trial
aA,Bn—H 3 ( +1) Edn+l
dAoder,
il — 201 — dpyq)?
pheyiiy ~ 1~ )T

- (ii):
Sabendo que

Apnit = Apni1(ALat, Ay i:»af) =k(1- dn+1)2A€f} ﬁaf

se tem oA 5A
Pn+1 DPn+1 e trial
Apny1 = o — T
d Pn+1 aAIBn+1 dAﬁ +1+6A5‘$$:'_’|_“'11 dAEvn+l
sendo oA o
Pn+1 _ e etrial
aAﬁn+l - \/5(1 d‘n+1)A6un+l
e
dApn
Bicg g~ HL )’
v nt
Por outra parte, da equagio (4.143) se tem
Ohy Oh, . Ohs
—— dAS, ——— dAestriel — T2 JAB,
6A,Bn+1 ﬁ +1 + aAEs ?n.,-rll €y n+1 8Aﬂn+1 ﬁ +1
Por conseguinte
dApny1  ODpni 1 oh, O0Ap,1

etrial ~ oh 8h e trial e trial
dAS.U ntl aAﬁn-}-l aAﬂnz-g—l - 6Aﬂ:+1 BAED n+1 BAEU n+1
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(4.145)

(4.146)

(4.147)

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)



Finalmente é obtida a equagao

dAOn _ dAOw dAesTd  dApnu dAgetrid (4.158)
dAegfi® — dAegimi® T dAestid T dAestriel R gAgeinial '
obtendo-se a expressao
dAO'de_:l dAo +1 1 dAp +1
Bl — Uiy R | I — 1 I 4.159
dbesi = dneg 13ROI T gp g Tn @ T (4159
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Capitulo 5

SIMULACOES NUMERICAS

5.1 PROGRAMA UTILIZADO PARA A
SIMULACAO

Uma vez caracterizado o matenal, foram feitas simulagdes numéricas utihzando uma sub-
rotina para matcriats clasto-plasticos com dano. Esta sub-rotina foi mmplcmentada no
programa ABAQUS ¢ foram utilizados diferentes elementos nos 4 problemas propostos
neste capitulo. O algoritmo implicito utihzado pela sub-rotina foi descrito no capitulo
precedente e pode ser descrito como segue.

. lnicio do programa.

. Monta a matriz do material C.

. 1.8 as varidveis de estado.

.Caleula 77 e o™

Se ¥;* >B ewe,™ >(0,), ir a0 passo (6), caso contrario ir ao passo (10).
.Obtém AZ/, e AS,,, pelo método de Newton.

. Atualiza o dano d ¢ o dano equivalente 8.

nil

[/ ~BEEN B e Y Y S

. Alualiza a tensdo ¢ as deformagdes elastica &), e plastica &7

£\ , e a deformagdo plastica
equivalente Z,, .

9. Obtém o Jacobiano consistente 'caso(b) € val ao passo (18).

10. 8¢ 6,™ >(0,), ir ao passo (11), caso contrério ir ao passo (14).

11. Obtém Az’

n+l

12. Atualiza 6,8",8° ¢ ¢,

pelo método de Newton.

13. Obtém o Jacobiano consistente caso(c) e vai ao passo (18).
14.Se Y™ > B ir ao passo (15), caso contrério ir a0 passo (18).
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15. Obtém AS,,, pelo método de Newton.

16. Atualiza o dano d e o dano equivalente g .

17. Obtém o Jacobiano consistente caso(d).
18. Atualiza as vaniaveis de estado.
19. Fim do processo.
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5.2 PROBLEMA 1: ESTAMPAGEM

Este exemplo de aplicagfo foi obtido do “Example Problems Manual Vol. TI” do programa
ABAQUS versfio 5.7. O problema resolvido corresponde ao problema 4.2.16 do referido
manual onde podem ser obtidos maiores detalhes do problema.

A geometria do material corresponde 2 um modelo axi-simétrico onde foi utilizado o
elemento CAX4R (elemento axi-simétrico com 4 nos e integragio reduzida). A Figura 5.1
ilustra a disposi¢do da chapa, da prensa e do pun¢fio na sua posi¢do inicial (ndo-
deformada).

~R§55,25m+~
*—R2=50mm —_—
R=13mm
! !

R=5mm
5

R=100mm —

Jeverem R4= 51,25 mm —

Figura 5.1 — Modelo axi-simétrico do conjunto Chapa-Pungfo-Prensa.

As propriedades do material correspondem a uma liga de metais (ago-aluminio) e foram
utilizadas por Wang and Tang (1988). O médulo de Young inicial do material é de 211
GPa, o modulo de Poisson 0,3. A tensdo de escoamento inicial € de 91,3 MPa. O
coeficiente de atrito entre a pega € o pun¢do € de 0,25 ¢ entre a pecga € a prensa 0,1.

Tabela 5.1 - Deformagdes ¢ tensdes sem variagio do modulo eldstico.

Def,

Tenséo (Pa)

Def. El.

Def. PI.

4,34733E-04

9,12940E+07

4,34733E-04

0

0,2

3,61290E+08

1,72043E-03

1,98280E-01

0,4

4,21290E+08

2,00614E-03

3,97994E-01

0,6

4,61290E+08

2,19662E-03

5,97803E-01

0,8

4,91280E+08

2,33948E-03

7,97661E-01

1

5,21200E+08

2,48233E-03

9,97518E-01
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Tabela 5.2 — Deformagdes e tensdes com variagdo do modulo elastico.

Def E (Pa) d Tensio (Pa) Def El.  Def Pl Yeq(J/m’) B (/m’)
0 0 0 0 0 0 0 739E+05
4347E-04 2 10E+11 0,00E+00 9,129E+07 4,347E-04 0 3,97E+04 739E+05
02 2,10E+11 O0,00E+00 3,612E+08 1,720E-03 1982E-01 6,22E+05 7,39E+05
0,4 197E111 3,15E-02 4212E108 2,138E-03 3978E-01 9,30EI05 9,30EI05
0,6  1,51E+11 1,53E-01 4,612E+08 3,063E-03 5,969E-01 1,67E+06  1,67E+06
0.8 1,01E+11 3,08E-01 4912E+08 4,884E-03 79S1E-01 347E+06 3,47E+06
1 4,62E+10 531E-01 35,212E+08 1,128E-02 9,887E-01  1,25E+07 1,25E+07

O carregamento ¢ feito em 5 passos. No primeiro passo é prensada a chapa a estampar. O
segundo passo consiste em remover a condigdo de contorno aplicado no passo anterior ¢
substituir por um carregamento de 100 kN na prensa. A forga é mantida constante durante
0s passos 2 ¢ 3. No terceiro passo o punc¢do é movimentado na dire¢io da chapa 60 mm,
realizando a estampagem da chapa. Os Gltimos dois passos servem para simular o retorno
elastico. No passo 4 todos os noés do modelo s3o fixados nas suas posi¢des atuais e sdo
removidos os contatos. No passo 5 sfo re-estabelecidas as condigbes de contorno

permitindo o retorno elastico.

5.3 RESULTADOS

Figura 5.2 — Tensdo de von Mises para o material sem dano.
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Nas figuras 5.2 e 5.3 se podem observar que a tenséo de von Mises do material danificado é
um pouco menor que o ndo danificado. Isso ocorre devido a diferenga entre as definigSes da
tensdo de von Mises para materiais com dano em rela¢do ao material sem dano. Porém a
forma da distribuigdo ¢ similar,
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Figura 5.5 — Deslocamento na diregdo 1 para o material com dano.
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Os deslocamentos na diregdo | sio equivalentes como ser verificado observando as figuras
5.4 e5.5, pois ha pouca diferenga entre os valores observados.

Figura 5.7 - Deslocamento na direg¢do 2 para o material com dano.



Os deslocamentos na-diregio-2 também sfo equivalentes como ser verificado observando as
figuras 5.6 € 5.7, pois ha pouca diferenga entre os valores observados.

Figura 5.8 — Distribui¢io do dano no material.
A figura 5.8 mostra a distribuigfo do dano na pega onde a 4rea vermelha mostra a faixa

onde teve acumula¢io maior do dano. Isso mostra que a deterioragdo do material é maior
nessa regifo, o que ndo pode ser inferido observando a tensdo de von Mises por exemplo.
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5.4 PROBLEMA 2: EXTRUSAO

Este exemplo de aplicagdo foi obtido do “Example Problems Manual Vol. II” do programa
ABAQUS versdo 5.7. O problema resolvido corresponde ao problema 4.2.18 do refendo
manual onde podem ser obtidos maiores detathes do problema.

A geometria do material corresponde a um modelo axi-simétrico onde foi utilizado o
elemento CAXAT (elemento axi-simétrico com 4 nés com deslocamento e temperatura)
para modelar a barra. O contato entre a barra e a matriz foi modelada com o elemento
ISL21AT. A Figura 5.9 ilustra a disposigo da barra, as suas dimensdes antes de deformar.

300 mm

100 youm
Figura 5.9 — Modelo axi-simétrico do material a extrudar.

As propriedades do material correspondem a uma liga de metais (ago-aluminio) segundo
pode ser verificado no Example Problems Manual Vol. I . O médulo de Young inicial do
material é de 69 GPa, o médulo de Poisson 0,33. A tensdio de escoamento inicial é de 60
MPa. O coeficiente de atrito entre a pe¢a e a matriz é de 0,1. O calor gerado durante a
deformagdo ¢ transferido em partes iguais 4 matriz e a pega.
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Tabela 5.3 — Deformagdes e tensGes sem variagdo do médulo elastico e com variagdo da

temperatura.

Def. Tensdo (Pa) | Def EL | Def. PL. | T (C)
8,696E-04 6,00E+07 | 8,70E-04 0 20
1,263E-01 9,00E+07 | 1,30E-03 | 0,125 20
2,516E-01 1,13E+08 | 1,64E-03 0,25 20
3,768E-1 1,24E+08 | 1,80E-03 | 0,375 20
5,019E-01 1,33E+08 | 1,93E-03 0,5 20
1,002E+00 1,66E+08 | 2,39E-03 1 20
2,002E+00 1,66E+08 | 2,41E-03 2 20
8,696E-04 6,00E+07 | 8,70E-04 0 50
1,262E-01 8,00E+07 | 1,16E-03 [ 0,125 50
2,514E-01 9,70E+07 | 1,41E-03 0,25 50
3,766E-01 1,10E+08 | 1,59E-03 | 0,375 50
5,017E-01 1,20E+08 | 1,74E-03 0,5 50
1,002E+00 1,50E+08 | 2,17E-03 1 50
2,002E+00 1,51E+08 | 2,19E-03 2 50
7,246E-04 5,00E+07 | 7,25E-04 0| 100
1,259E-01 6,50E+07 | 9,42E-04 | 0,125 | 100
2,512E-01 8,15E+07 | 1,18E-03 0,25 100
3,763E-01 9,10E+07 | 1,32E-03 | 0,375 100
5,014E-01 1,00E+08 | 1,45E-03 05| 100
1,002E+00 1,25E+08 | 1,81E-03 1| 100
2,002E+00 1,26E+08 | 1,83E-03 2| 100
6,522E-04 4,50E+07 | 6,52E-04 0] 150
1,259E-01 6,30E+07 | 9,13E-04 | 0,125 | 150
2,511E-01 7,50E+07 | 1,09E-03 0,25 | 150
5,013E-01 8,90E+07 | 1,29E-03 05| 150
1,002E+00 1,10E+08 | 1,59E-03 1| 150
2,002E+00 1,11E+08 | 1,61E-03 2| 150
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Tabela 5.4 — Deformagdes e tensdes com variagido do modulo eldstico e temperatura.

Def | Fator | E (Pa) D Tensio (Pa) | Def. El. Def. PL. | Yeq (J/m’) B(I/m") [ T (C)
0,001 1 | 6,90E+10 | 0,00E+00 6,00E+07 | 8,696E-04 0| S5,22E+04 | 1,80E+05 20
0,126 1| 6,90E+10 | 0,00E+00 9,00E+07 | 1,304E-03 0,125 | 1,17E+05 | 1,80E+05 20
0,252 | 0,938 | 6,47TE+10 | 3,15E-02 1,13E+08 | 1,746E-03 0,25 | 2,04E+05 | 2,04E+05 20
0,378 | 0,717 | 4,95E+10 | 1,53E-01 1,24E+08 | 2,506E-03 0,375 | 3,67EH0S | 3,67E+05 20
0,504 | 0,479 | 3,31E+10 | 3,08E-01 1,33E+08 | 4,024E-03 0,5 7,73E+05 | 7,73EH05 20
-1,011 | 022 | 1,52E+10 | 5,31E-01 1,65E+08 | 1,087E-02 1| 3,82E+06 | 3,82E+06 20
12,0131 0,18 | 1,24E+10 | 5,76E-01 1,66E+08 | 1,337E-02 2| 5,23EH06 | 5,23E+06 20
0,001 1 | 6,90E+10 | 0,00E+00 6,00E+07 | 8,696E-04 0| 5,22E+04 | 1,40E+05 50
0,126 1| 6,90E+10 | 0,00E+H00 8,00E+H07 | 1,159E-03 0,125 | 9,28E+04 | 1,40E+05 50
0,251 | 0,938 | 6,47E+10 | 3,15E-02 9,70E+07 | 1,499E-03 0,25 | 1,50E+05 | 1,50E+0S 50
0377 | 0,117 | 4,95E+10 | 1,53E-01 1,10E+08 | 2,223E-03 0,375 | 2,89E+05 | 2,89E+05 50
0,504 | 0,479 | 3,31E+10 | 3,08E-01 1,20E+08 | 3,631E-03 0,5 | 6,30E+05 | 6,30E+05 50
1,010 | 0,22 | 1,52E+10 | 5,31E-01 1,50E+08 | 9,881E-03 1| 3,16E4+06 | 3,16E+06 50
2,012 [ 0,18 | 1,24E+10 | 5,76E-01 1,51E+08 | 1,216E-02 2 | 4,33E+06 | 4,33E+06 50
0,001 1 | 6,90E+10 | 0,00E+00 5,00E+07 | 7,246E-04 0| 3,62E+04 | 3,62E+04 | 100
0,126 1 | 6,90E+10 | 0,00E+00 6,50E+07 | 9,420E-04 | 0,125 | 6,12E+04 | 6,12E+04 | 100
0,251 | 0,938 | 6,47E+10 | 3,15E-02 8,1SE+07 | 1,259E-03 0,25 | 1,06E+05 | 1,06E+05 | 100
0,377 | 0,717 | 4,95E+10 | 1,53E-01 9,10E+07 | 1,839E-03 0,375 | 1,98E+05 | 1,98E+05 | 100
0,503 | 0,479 | 3,31E+10 | 3,08E-01 1,00E+08 | 3,026E-03 0,5| 437E+05 | 437E+05 | 100
1,008 | 0,22 | 1,52E+10 | 5,31E-01 1,25E+08 | 8,235E-03 1| 2,19E+06 | 2,19E+06 | 100
2,010 | 0,18 | 1,24E+10 | 5,76E-01 1,26E+08 | 1,014E-02 2| 3,01E+06 | 3,01E+06 | 100
0,001 1 | 6,90E+10 | 0,00E+00 | 4,50E+07 | 6,522E-04 0| 2,93E+04 | 2,93E+04 | 150
0,126 1 | 6,90E+10 | 0,00E+00 6,30E+07 | 9,130E-04 0,125 | 5,75SE+04 | S,75E+04 | 150
0,251 | 0,938 | 6,47E+10 | 3,15E-02 7,50E+07 | 1,159E-03 0,25 | 8,97E+04 | 897E+04 | 150
0,503 | 0,479 | 3,31E+10 | 3,08E-01 8,90E+H07 | 2,693E-03 0,5 | 3,46E+05 | 3,46E+05 | 150
1,007 [ 0,22 | 1,52E+10 | 5,31E-01 1,10E1+08 | 7,246E-03 1| 1,70E+06 | 1,70E+06 | 150
2,009 0,18 | 1,24E+10 | 5,76E-01 1,11E+08 | 8,937E-03 2| 234B+H06 [ 2,34E+06 | 150

O carregamento ¢ feito em 4 passos. No primetro passo a barra é movida numa posigdo
onde ¢ estabelecido o contato € o deslizamento da barra contra a matriz € iniciado. O
segundo passo a barra é extrudada contra a matriz. Para realizar isso sdo fixados os nos da
parte superior da barra. No terceiro passo s3o removidos os contatos. No passo 4 a barra ¢
resfriada e acontecem deformagdes devido a contragdo térmica.
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3.5 RESULTADOS

Figura 5.10 — Tens#o de von Mises para o material sem dano.
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Figura 5.11 - Tens3o de von Mises para o material com dano.
Nas figuras 5.10 ¢ 5.11 podem ser observados que a tensdo de von Mises é inferior para o

processo envolvendo o material danificado devido & diferen¢a na defini¢io da tensfo de
von Mises para materiais com e sem dano.
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Figura 5.13 — Deslocamento na dire¢do 1 para o material com dano.
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Os deslocamentos na diregdo 1 sdo equivalentes segundo pode ser observado nas figuras
5.12 e 5.13. Similarmente, os deslocamentos na dire¢do 2 também ndo tem maiores
variagbes comparando as figuras 5.14 € 5.15.

. ]
SR
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Figura 5.15 - Deslocamento na diregdo 2 para o material com dano.

Figura 5.16 — Distribui¢do do dano no material.

O dano do material € concentrado no centro da barra mostrando conseqiientemente uma
perda de resisténcia do material nesta regifo.
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5.6 PROBLEMA 3: ESTRICCAO

Este exemplo de aplicagio foi obtido do “Example Problems Manual Vol. II” do programa
ABAQUS versdo 5.7. O problema resolvido corresponde ao problema 4.2.20 do referido
manual onde podem ser obtidos maiores detalhes do problema.

A geometria do material corresponde a um modelo axi-simétrico onde foi utilizado o
elemento CAXS8R (elemento axi-simétrico com 8 nds e integragfo reduzida) para modelar a
barra circular. O teste consiste em estender a barra impondo um deslocamento dado.
Devido a simetria da pega ¢ necessario apenas modelar a quarta parte da mesma. As
relagdes entre as dimensGes sdo as seguintes, o comprimento inicial € de |y ¢ o raio inicial
Ry sendo 1y/ Rg = 4, onde Ry = 1 unidade. Uma imperfei¢do cOnica é introduzida perto do
centro da pega, sendo o valor do raio no centro igual a R, [,_,=0,995R,. A malha na

regido proxima ao centro é refinada devido a que é esperado uma concentragio de
deformagéo nesta regido. A Figura 5.17 ilustra a disposi¢do da barra e as suas dimensdes
antes de deformar.

Figura 5.17 - Modelo axi-simétrico do material a sofrer estricgdo.
As propriedades do material segundo pode ser verificado no Example Problems Manual

Vol. IT possui mddulo de Young inicial de 300 MPa, o médulo de Poisson 0,3. A tensdo de
escoamento inicial é de 1 MPa.
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Tabela 5.5 — Deformagdes e tensdes sem variagdo do médulo elastico e com variagdo da
temperatura.

Def. Tens3o (MPa) | Def. El. Def. P1.

3,33E-03 1,00E+00 | 3,33E-03 | 0,00E+00
5,17E-03 1,05E+00 | 3,50E-03 | 1,67E-03
7,98E-03 1,10E+00 | 3,67E-03 | 4,32E-03
1,22E-02 1,15E+00 | 3,83E-03 | 8,36E-03
1,84E-02 1,20E+00 | 4,00E-03 | 1,44E-02
2,75E-02 1,25E+00 | 4,17E-03 | 2,33E-02
4,04E-02 1,30E+00 | 4,33E-03 | 3,61E-02
5,87E-02 1,35E+00 | 4,50E-03 | 5,42E-02
8,42E-02 1,40E+00 | 4,67E-03 | 7,95E-02
9,69E-02 1,42E+00 | 4,73E-03 | 9,22E-02
1,11E-01 1,44E+00 | 4,80E-03 | 1,07E-01
1,28E-01 1,46E+00 | 4 87E-03 | 1,23E-01
1,46E-01 1,48E+00 | 4,93E-03 | 1,41E-01
1,67E-01 1,50E+00 | 5,00E-03 | 1,62E-01
1,91E-01 1,52E+00 | 5,07E-03 | 1,86E-01
2,17E-01 1,54E+00 | 5,13E-03 | 2,12E-01
2,47E-01 1,56E+00 | 5,20E-03 | 2,42E-01
2,81E-01 1,68E+00 | 5,27E-03 | 2,76E-01
3,18E-01 1,60E+00 | 5,33E-03 | 3,13E-01
4,33E-01 1,65E+00 | 5,50E-03 | 4,27E-01
5,83E-01 1,70E+00 | 5,67E-03 | 5,77E-01
7,79E-01 1,75E+00 | 5,83E-03 | 7,73E-01
1,00E+00 1,79E+00 | 5,98E-03 | 9,98E-01
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Tabela 5.6 — DeformagGes e tensdes com variagdo do médulo elastico e temperatura.

Def. E (MPa) |d Tensdo (MPa) | Def. El Def. PL Yeq (J/m°) | B (J/m’)
3,333E-03 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,00E+00 | 3,333E-03 | 0,00E+00 | 3,33E-03 | 8,50E-03
5,172E-03 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,05E+00 | 3,500E-03 | 1,67E-03 | 3,68E-03 | 8,50E-03
7,982E-03 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,10E+00 | 3,667E-03 | 4,32E-03 | 4,03E-03 | 8,50E-03
1,220E-02 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,15E+00 | 3,833E-03 | 8,36E-03 | 4,41E-03 | 8,50E-03
1,842E-02 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,20E+00 | 4,000E-03 | 1,44E-02 | 4,80E-03 | 850E-03
2,746E-02 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,25E+00 | 4,167E-03 | 2,33E-02 | 5,21E-03 | 8,50E-03
4,040E-02 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,30E+00 | 4,333E-03 | 3,61E-02 | 5,63E-03 | 8,50E-03
5,869E-02 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,35E+00 | 4,500E-03 | 5,42E-02 | 6,08E-03 | 8,50E-03
8,418E-02 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,40E+00 | 4,667E-03 | 7,95E-02 | 6,53E-03 | 8,50E-03
9,693E-02 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,42E+00 | 4,733E-03 | 9,22E02 | 6,72E-03 | 8,50E-03
1,114E-01 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,44E+00 | 4,800E-03 | 1,07E-01 | 6,91E-03 | 8,50E-03
1,278E-01 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,46E+00 | 4,867E-03 | 1,23E-01 | 7,11E-03 | 8,50E-03
1,463E-01 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,48E+00 | 4,933E-03 | 1,41E-01 | 7 ,30E-03 | 8,50E-03
1,673E-01 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,60E+00 | 5,000E-03 | 1,62E-01 | 7,50E-03 | 8,50E-03
1,809E-01 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,562E+00 | 5,067E-03 | 1,86E-01 | 7,70E-03 | 8,50E-03
2,174E-01 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,54E+00 | 5,133E-03 | 2,12E-01 | 7,91E-03 | 8,50E-03
2,473E-01 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,56E+00 | 5,200E-03 | 2,42E-01 | 8,11E-03 | 8,50E-03
2,808E-01 | 3,00E+02 | 0,00E+00 1,58E+00 | 5,267E-03 | 2,76E-01 | 8,32E-03 | 8,50E-03
3,185E-01 | 2,89E+02 | 1,77E-02 1,60E+00 | 5,527E-03 | 3,13E-01 | 9,00E-03 | 9,00E-03
4,334E-01 | 2,72E+02 | 4,71E-02 1,65E+00 | 6,0567E-03 | 4,27E-01 | 1,08E-02 | 1,05E-02
5,851E-01 | 2,23E+02 | 1,39E-01 1,70E+00 | 7,637E-03 | 5,77E-01 | 1,51E-02 | 1,51E-02
7,846E-01 | 1,63E+02 | 2,85E-01 1,75E+00 | 1,142E-02 | 7,73E-01 | 2,79E-02 | 2,79E-02
1,025E+00 | 6,60E+01 | 5,31E-01 1,79E+00 | 2,720E-02 | 9,98E-01 | 1,04E-01 | 1,04E-01

E dado um incremento de 0,79 unidades na diregdo axial da barra. As condigdes de
contorno sio tais que simulam o teste de tragio da barra tendo em conta que o modelo é

considerado simétrico.
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5.7 RESULTADOS
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Figura 5.18 — Tens&o de von Mises para o material sem dano.
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Figura 5.19 - Tensdo de von Mises para o material com dano.
Nas figuras 5.18 € 5.19 podem ser verificados que as tensdes de von Mises neste caso tem

distribui¢des um pouco diferentes, mostrando uma concentragdo maior de tensdes na regido
de estricgdo no caso do material com dano.
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Figura 5.20 — Deslocamento na dire¢do 1 para o material sem dano.

Figura 5.21 — Deslocamento na dire¢8o 1 para o material com dano.
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Os deslocamentos na diregdo 1 tal como pode ser observado nas figuras 5.20 ¢ 5.21 ndo
apresentam grandes variagdes tanto nos seus valores quanto na suas distribuigdes.
Identicamente podem ser considerados equivalentes os deslocamentos na diregdo 2 de
acordo com as figuras 5.22 e 5.23.

JTE] FEENY EET]

Figura 5.22 - Deslocamento na diregio 2 para o material sem dano.
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Figura 5.23 - Deslocamento na diregéo 2 para o material com dano.

Figura 5.24 — Distribuigdo do dano no material.
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O dano do material se concentra na regido da estricgdo do material. Isso significa que a
possivel regido onde ocorrera a fissura pertence a regido de estricgdo.
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5.8 PROBLEMA 4: RECALQUE

Este exemplo de aplicagio foi obtido do “Example Problems Manual Vol. II”” do programa
ABAQUS versdo 5.7. O problema resolvido corresponde ao problema 4.2.11 do referido
manual onde podem ser obtidos maiores detalhes do problema.

A geometria do material corresponde a um modelo axi-simétrico onde foi utilizado o
elemento CAX8RT (elemento axi-simétrico com 8 nds e integra¢do reduzida e acoplamento
de temperatura) para modelar a barra circular. A barra tem um comprimento de 30 mm e
raio de 10 mm e é comprimido por uma matriz plana. O modelo em elementos finitos
consiste somente na parte superior da se¢do devido a simetria. O tipo de contato utilizado é
0 rugoso que equivale a utilizar a lei de Coulomb com coeficiente de atrito infinito,
portanto ndo ha deslizamento entre as superficies em contato. A Figura 5.25 ilustra a
disposi¢8o da barra, as suas dimensdes antes de deformar.

{5mm

10 mm
Figura 5.25 — Modelo axi-simétrico do material a sofrer recalque.

As propriedades do material segundo pode ser verificado no Example Problems Manual

Vol. Il possui médulo de Young inicial de 300 MPa, o médulo de Poisson 0,3. A tenséo de
escoamento inicial é de 1 MPa.
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Tabela 5.7 — Deformagdes e tensGes sem variagdo do modulo elastico e com variagdo da
temperatura.

Def. Tensao (Pa) | Def. El Def. PI.
3,50E-03 7,00E+08 | 3,50E-03 0
4,00E-01 7,65E+08 | 3,83E03 | 0,396
1,00E+01 3,70E+09 | 1,85E-02 10

Tabela 5.8 — Deformagdes e tensGes com variagdo do moédulo elastico e temperatura.

Def. E (Pa) d Tensao (Pa) | Def. ElL Def. Pl. | Yeq (J/m”) B (J/m°)
3,500E-03 | 2,00E+11 | 0,00E+00 7,00E+08 | 3,500E-03 0| 2,45E+06 | 2,80E+06
3,999E-01 | 1,94E+11 | 1,51E-02 7.65E+08 | 3,943E-03 | 0,396 | 3,06E+06 | 3,06E+06
1,012E+01 | 3,20E+10 | 6,00E-01 3,70E+09 | 1,156E-01 10 | 1,07E+09 | 1,07E+09

Como ¢ natural, as condigdes de contorno de simetria sdo adotados. Nestas condigdes a
matriz desce 9 mm comprimindo a barra.
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5.9 RESULTADOS

Figura 5.26 — Tensdo de von Mises para o material sem dano.
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Figura 5.27 - Tensfo de von Mises para o material com dano.
As tensdes de von Mises no material com dano sfo inferiores ao do material sem dano

como mostram as figuras 5.26 e 5.27. As distribuigdo das tensdes também sdo um pouco
diferentes como pode ser verificado.
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Figura 5.28 — Deslocamento na diregio 1 para o material sem dano.

Figura 5.29 — Deslocamento na diregdo 1 para o material com dano.
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Os deslocamentos na diregdo 1 sfo equivalentes segundo pode ser visto nas figuras 5.28 e
5.29. O mesmo acontece na dire¢io 2 onde os deslocamentos ndo mostram muita diferenga
observando as figuras 5.30 ¢ 5.31.

Figura 5.30 - Deslocamento na dire¢do 2 para o material sem dano.

)
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Figura 5.31 - Deslocamento na diregédo 2 para o material com dano.
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Figura 5.32 — Distribui¢do do dano no material.

A figura 5.32 mostra uma regido de concentragdo de dano na regifo de contato entre a pe¢a
¢ a matriz.
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5.10 DISCUSSAO

O modelo do capitulo 3 ndo conjeturou a natureza do dano a priori. Por conseguinte,

o modelo é capaz de adotar ndo somente a variagdo do moddulo eldstico, como se fez no
capitulo 4, mas pode ser utilizada outra variavel macro-mecénica (e.g. variagdo do modulo
de Poisson) que seja possivel medir. Isto d4 uma grande versatilidade ao modelo, e
dependendo das caracteristicas do laboratdrio é possivel adaptar o modelo as medigdes,
incorporando o dano no modelo de material.

A implementagio do modelo no programa ABAQUS, permite a sua difusdo para a sua
posterior utilizagdo na inddstria.

Como se viu no capitulo 3, o modelo pode considerar a variagdo da evolugdo do dano
dependendo da dire¢do (i.e. a anisotropia do dano).

A implementagdo do modelo anisotrépico depende dos valores experimentais disponiveis,
portanto, a sua implementagso é possivel.

A adog@o da equivaléncia da energia, possui apesar da grande utilizagdo da equivaléncia de
deformagio como vem sendo adotado por Lemaitre e seguidores, e.g. Lemaitre (2000), uma
grande vantagem devida a natureza escalar da energia.

Isso possibilita desenvolver modelos de danos de forma mais simples e intuitiva
Krajcinovic (2000).

Por outro lado, apesar de modelo ser adequado para o dano ductil e carregamentos nio
ciclicos. Pode ser incorporado ao modelo o efeito cinematico nas suas leis de evolugdo.
Sendo possivel modelar desta forma (depois da incorporag¢do) casos de fadiga de baixo e
alto ciclo.

Os problemas onde foram aplicados o modelo de dano sdo problemas tipicos do processo
de fabricagfio. E necessério realizar mais pesquisas numéricas a fim de avaliar o modelo em
mais casos comparando-o com dados experimentais e analitico objetivando uma avaliagdo
mais critica do modelo. Até o momento o modelo ha mostrado coeréncia com os resultados
mas pode ser observado certa dependéncia com o refinamento da malha (i.e. a malha n3o
pode ser refinada demais) e para alguns problemas é necessario entrar com valores iniciais
diferentes no método de Newton acoplado ao modelo.

Um critério de falha pode ser incorporado ao modelo para modelar problemas dependentes
do critério, este critério vai agregar maior funcionalidade ao modelo.

Finalmente, o modelo pode ser implementado em outros programas como o ANSYS, por
exemplo, para realizar simula¢des numéricas.
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Capitulo 6

CONCLUSOES E CONTRIBUICOES

6.1 CONTRIBUICOES

No capitulo 2 foram colocados conceitos classicos, num ordenamento didatico adequado,
fazendo a construgdo da teoria, partindo dos conceitos basicos, até os requeridos para a
construgdo do modelo.

Foi desenvolvido no capitulo 3 o modelo elasto-plastico como dano anisotropico. O
desenvolvimento depende da teoria termodindmica adotada.

No capitulo 4 foi desenvolvido um algoritmo implicito, fazendo uma adaptagdo do
algoritmo do retorno para o modelo desenvolvido. A formulagdo decorrente do algoritmo,
i.e., a integracdo e os Jacobianos sdo totalmente novos.

6.2 LIMITACOES DO MODELO

O modelo desenvolvido esta restringido aos problemas quasi-estaticos. Uma ampliagdo do
modelo para se ter em conta efeitos dindmicos é possivel. Porém, a utilizagdo da
Termodindmica com Variaveis Internas limita a utilizagdo do modelo a processos com
moderada velocidade, devido a estrutura da teoria termodinidmica.

O modelo do material ndo considera o efeito da temperatura no comportamento do material,
porém, esse efeito pode ser introduzido através de uma variavel interna no modelo.

Efeitos ciclicos como fadiga ndo podem ser resolvidos fazendo uso do modelo do material
desenvolvido no trabalho. No entanto, esses efeitos podem ser considerados pelo modelo
modificando as fungGes de evolugdo do dano e da deformagéo plastica.

6.3 CONCLUSOES

Foi desenvolvido um modelo matematico capaz de simular os fendmenos relacionados com
as deformagdes elastica e plastica do material com dano.

O modelo apresentou resultados coerentes com os resultados esperados na simulagfo de
diferentes problemas.

O modelo pode ser acrescentado para considerar outros efeitos desejados, tais como fadiga
e temperatura.

A implementagio no programa ABAQUS permite o tratamento de problemas complexos,
fazendo possivel desta forma a aplicagdo do modelo em forma flexivel.

Outros programas comerciais também podem ser utilizados para a implementagdo do
modelo.
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Em caso de ter dados experimentais confidveis, a implementagdo numérica do dano
anisotrépico pode ser realizada.
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