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Resumo

Este trabalho tem por finalidade desenvolver um modelo matematico para a simulagdo do
escoamento viscoso, limitado por fronteiras de geometria arbitraria. Para isso, consideram-
se os sistemas de coordenadas ajustados a essas fronteiras, suas principais caracteristicas, e
os métodos para sua geragio. Dentre esses, empregam-se os que consistem na solugéo de
sistemas de equacdes diferenciais parciais elipticas. Os métodos sio classificados em fungdo
de produzirem, ou ndo, sistemas de coordenadas ortogonais e de permitirem, ou ndo, o
controle do espacamento das linhas do sistema. PropSem-se critérios para avaliar
propriedades importantes dos sistemas gerados , como a ortogonalidade. Desenvolvem-se
exemplos de aplicagio desses métodos e se comparam seus resultados. Para a simulagio do
escoamento, generaliza-se 0 Método dos Volumes Finitos, para sistemas de coordenadas
ortogonais. Para o escoamento incompressivel implementam-se os algoritmos SIMPLE,
SIMPLER e SIMPLEC. Para o escoamento compressivel, desenvolve-se formulaggo
modificada do algoritmo SIMPLE, que considera o efeito da compressibilidade através de
um esquema "UPWIND" para a massa especifica na equacio de correc¢iio de pressio. Em
ambos os casos, inclui-se o termo de dissipacio viscosa na formulagdo da equagio da
energia. Aplicam-se os algoritmos desenvolvidos a uma série de problemas ¢ se discutem os

resultados,



Resumo

Este trabalho tem por finalidade ultima desenvolver um modelo
matemdtico para a simulacéo do eéscoamento viscoso, limitado por
fronteiras de geometria arbitraria. para isso, consideram-se
inicialrente os sistemas de coordenadas qgue ge ajustam A forma
fisica dessas fronteiras, e se apresentam suas caracteristicas
fundamentais. Dentre os métodos consagrados para a geragcao desses
sistemas, discutem-se agueles que consistem na solugdo de equagdes
diferenciais parciais elipticas. Esses 840 classificados enm funcédo
de prodvzirem, ou néo, sistemas localmente ortogonais. Alénm disso,
analisan-se tais métodos quanto 3 possibilidade de controlar
algumas caracteristicas importantes dos sistemas gerados. E, nesse
sentido, propée-se critérios para avalid-las quantitativamente.
Desenvolvem~ sge - alguns exemplos de aplicagdo dos métodos
considerados nessa etapa, e os resultados sdo discutidos. Numa
segunda fase, desenvolve-se uma generalizagdo do Método dos
Volumes Finitos (M.V.F.), para os sistemas de coordenadas
localmente ortogonais, destinada a simulagdo do escoamento em
Passagers de geometria arbitrdria. Para o pProblema incompressivel,
implementam-se trés algoritmos diferentes baseados no M.v.F.. 2
transferéncia de calor pPor  conveccgao recebe tratamento
independente. Para © escoamento. compressivel desenvolve-se
formulacio especial, que considera os efeitos que a transferéncia
de calor e a compressibilidade induzem no escoamento, através dog
gradientes de presééo e temperatura. Em ambos 08 casos a
dissipacdo viscosa & analisada e incluida na formulagéo da equagio
da enercia. Aplicam-ge entdo os algoritmos resultantes a uma série
limitade de casos, e ‘discutem-ge os resultados.



Abstract

The main purpose of this dissertation is to provide a
mathematical model for the simulation of viscous fluid flow
bounded by frontiers of arbitrary geometry. With this aim, body-
fitted coordinate systems are used and their main features are
presented. Among the methods designed to produce this systens,
those which are based upon the solution of partial differential
elliptic equations are discussed. These methods are classified
according to their capability of producing orthogonal coordinate
systems or not. Besides, it is also considered the possibility of
controlling some important features of the systems. Thus, some
criteriz to evaluate this features .are presented. At the second
part of this work, it is developed a generalization of the Finite
Volume Method (F.V.M.). This enables its use on orthogonal
body-fitted co-ordinate systems, in numerical simulation of
laminar fluid flow throgh passages with arbitrary geometries. For
the incompressible fluid flow, three different algorithms based
upon the F.V.M. are presented, and the heat transfer problems are
considered apart. For the compressible fluid flow, a different
formulation of the (F.V.M.) is developed, which takes into account
the effects that heat transfer and the fluid compressibility
itself cause in the flow field, concerning pressure and
temperature gradientg. In both cases the viscous dissipation is
included in the energy equation. The algorithms are applied to a
series cf numerical examples and the results are discussed.
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Lista de Sfmbolos

Definic8o

Tensor genérico de ordem (m + n).

Fungoes de estiramento do método de Morice
[(54].

Calor especifico a pressdo constante,

Energia interna especifica do fluido.

Tensor deformagaoc, componentes covariantes.
Relagao entre os fatores de escala.

Polinémios interpoladores para a relagdo entre
os fatores de escala.

Vetor aceleracao da gravidade, notacgéo
simbélica.

Versores dos sistemas de  coordenadas
ggneralizados, conponentes contravariantes e
covariantes, respectivamente.

Tensor métrico, componentes contravariantes e
covariantes, respectivamente.

Entalpia especifica do fluido.

Fatores de escala dos sistemas curvilineos
localmente ortogonais.

Funcional do método de Morice [54].

Funcional gue representa a uniformidade do
mapeamento, método de Brackbill e Saltzman
[14].

Funcional que representa a ortogonalidade do

mapeamento, método de Brackbill e Saltzman
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[14].
Funcional que representa a relagido ponderada
entre os elementos de volume dos espagos
fisico e transformado, no método de Brackbill
e Saltzman [14].

Jacobiano da transformagdo que leva do sistema
cartesiano ao sistema de coordenadas
generalizado.

condutibilidade térmica.

Comprimento tipico do dominio fisico.

Nimero de pontos tipico da malha.

Pressé@o Termodindmica.

Fungbes de controle do espagamento da malha,
no método de Thompson et al [79].

Vetor fluxo de calor por unidade de 4rea,
notacdo simbélica.

Tensor de Rieman-Christoffel.

varidvel tempo.

Témperatura.

Vetor velocidade local, notagédo simbélica.
Componentes do vetor velocidade local.
Derivadas covariantes de um vetor genérico v’.
Coordenada cartesiana representada em notagio
indicial. 0 indice i pode assumir os valores
i1, 2 ou 3, correspondendo a %, y e 2z,
respectivamente.
Coordenadas do sistema de referéncia

3
cartesiano em R”.

Deriavadas das fungdes de estiramento do
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método de Morice [54].

Operador de transformagéo entre os sistemas de
coordenadas (EJ') e (£‘).

Module de expanséo volumétrica.

Designagao da fronteira fisica (i).

Designagédo da fronteira transformada (1).
Simbolo de Christoffel de primeira espécie.
Simbolo de Christoffel de segunda espécie.
Massa especifica do fluido.

Coordenadas generalizadas em R>.

Notagdo indicial para coordenada generalizada,
componente contravariante.

Notag@o indicial para coordenada generalizada,
componente covariante.

Tensor das tensbes, notagao simbélica.



1. Introduclo

Problemas relacionados ao escoamento de fluidos, gue envolven
transferéncia de calor e efeitos de compressibilidade, séo
freqientes em uma vasta gama de aplicagbes na Engenharia, que
compreende desde sistemas de ventilagdo e processos termo-
hidrdulicos, até caracteristicas de projeto em aerodinémica e
hidrodinadmica. Por sua importéncia, estes problemas sempre foram
alvo de intensa investigagéo, quér experimental, através de
ensaios em tuneis de vento e de d&dgua, dgquer em uma abordagem
estritarente tedrica, por meio de modelos matemdticos.

A formulacido das eguagbes, em gue consistem os modelos
matemdticos, baseia-se nos principios da conservagdo da massa,
energia e quantidade de movimento. Para sua solugdao tém
fundamental importdncia a escolha adequada do sistema de
coordenadas em que se descreve o espago fisico do problema, e a
adogdc de hipéteses que permitam simplificéd-lo. Naturalmente estas
hipéteses sao especificas do caso em estudo e, como tal, devenm
possuir comprovagdo empirica. Quanto & adequacéo do sistema de
coordenadas utilizado, torna-se evidente a simplificagdo do modelo
que dai resulta, quando se analisa o escoamento no interior de um
conduto de secgdo circular, onde o emprego de um sistema de
coordenadas cartesiano implica numa representagéo tridimensioanal
do problema e a adogéo de um sistemé cilindrico, que considera a
simetria axial das fronteiras fisicas, representa-o na forma
bidimensional.

De fato, a simplificacdo obtida no exemplo acima deriva da
utilizacdo de um sistema de coordenadas curvilineas, ajustadas s
fronteiras fisicas do escoamento. Uma propriedade fundamental
desses sistemas consiste em representar tais fronteiras como
linhas de coordenada constante, o gque simplifica consideravelmente
a especificacdo das condigdes de contorno do problema, quer sejam
a deriavadas ou a valores prescritos. A andlise do escoamento
plano em torno de um cilindro é bastante ilustrativa dessa
propriedade. Nela, a especificagdo das condigdes de aderéncia e
impermeablidade da fronteira fisica, em um sistema cilindrico, da



-se sobre uma linha de raio constante, enguanto em um sistema de
coordensdas cartesianas dependeria da expressé@o dessa fronteira.

A vtilizaglo de sistemas de coordenadas curvilineas ajustados
a&s fronteiras fisicas do escoamento corresponde, em verdade, ao
mapeamento do espago fisico, respresentado por coordenadas
cartesianas, em um espago matemdtico transformado, representado
pelo referido sistema de coordenadas. Dessa forma, as equagdes da
Dinfmica dos Fluidos e Fenbmenos de Transporte devem ser
formuladas e resolvidas nestes sitemas, para isso passam a incluir
termos referentes a sua métrica, gue representam, no espago
transformado, os efeitos de curvatura e distorcdo locais presentes
no espacgo fisico.

A cbtengdo de solugbdes analiticas para os modelos matemdticos
estdq, no entanto, restrita a uma peguena parte dos problemas de
interesse. Isso € verdadeiro, ainda guando se usam sistemas de
coordenadas como os descritos acima, uma vez gque a simplificagao
alcancada para as condi¢des de contorno pode ser compensada em
larga margem pela complexidade que passam a assumir as equagoes do
modelo. Ressalta a importancia desta assergdo a diversidade das
aplicagdes desenvolvidas na engenharia, gquanto aos aspectos de
configuragao geométrica e fenbmenos fisicos envolvidos. Tal fato
deu impulso ao desenvolvimento das técnicas de simulagdo numérica,
incrementado em tempos recentes pelo aumento da disponibilidade de
recursos computacionais avangados.

A simulagdo numérica do escoamento corresponde a resolugao
das equzgdes qgue o governam por um método numérico. Esses métodos
consistem basicamente na formulagdo de aproximagdes das equagdes
do modelo, que as simplifiquem, e de um algoritmo para resolvé~
las. A forma destas aproximagdes depende essencialmente do método
escolhido e sua solugédo ocorre, nio mais sobre um meio continuo,
como &€ o caso das solugdes analiticas, mas sobre um conjunto
de pontos discretos que o0 representa. Em principio, os métodos
podem se basear na substituicio dos operadores diferenciais por
diferencas algébricas, como no Método das Diferengas Finitas, na
minimizagdo do erro na conservagdo de uma propriedade em estudo,
como no Método dos Elementos Finitos, ou na aplica¢io das eguagdes
de transporte a pequenos volumes de controle em que se divide a
regiéo de interesse, como no Método dos Volumes Finitos, de que se
utiliza o presente trabalho.



Nesse contexto, a metodologia mais adequada para a simulagéo
nunérice de um problema de escoamento limitado por fronteiras de
geometria arbitrdria, seja através de uma passagem ou em torno de
um corpo submerso, pode ser dividida em duas etapas: a) geracéo de
um sistema de coordenadas curvilineas ajustado as fronteiras do
escoamento, segundo sua geometria, e b) resolugdo das equagdes do
modelo ratemdtico sobre esse sistema.

Os sistemas de coordenadas curvilineas acima referidos
dividem-se entre os gue sdo localmente ortogonais e os que n&o o
sdo. Podem ser determinados, entre outras formas, pela solugado de
equagbes diferenciais parciais elipticas, métodos algébricos,
técnicas analiticas de mapeamento conforme, ou através da
minimizagdo de funcionais que representam propriedades do
mapeamento. Alguns dos métodos considerados permitem inclusive o
controle do espagamento da malha gerada, possibilitando seu
refinamento em determinadas regides de interesse, com evidentes
vantagens sob o ponto de vista do esforgo computacional.

O nmérito de tais sistemas, do ponto de vista da simulagéo
numérica, reside em proporcionarem solugdes mais precisas,
principalmente junto as fronteiras do escoamento, onde os efeitos
de curvatura 1local fazem-se presentes, e os gradientes das
grandezas fisicas em estudo s@o normalmente mais acentuados. Isto
se deve a representagio simplificada, e portanto mais acurada, das
fronteiras fisicas e das condicdes de contorno, além do fato de as
equagdes passarem a incorporar os efeitos de curvatura e distorgdo
locais. _

A caracteristica que confere a esta forma de abordagem das
simulagdbes numéricas grande potencialidade gquanto as suas
aplicagées resulta do fato de serem distintas e independentes as
etapas acima descritas. Isto é, a geragio de um sistema de
coordenadas ajustado as fronteiras do escoamento depende
exclusivamente da geometria dessas fronteiras, enqguanto a solugio
das equagdes de transporte assume os dados da métrica do sistema
gerado, obtidas na etapa anterior, e as condigdes de contorno
prescritas, mas ocorre no espago matemdtico transformado. Assim,
um simulador pode, em principio, ser construido com dois
algoritrmos: um dedicado & geracdo da wmalha computacional para
geometrias arbitrarias, e outro & simulacdo numérica do escoamento
sobre a malha gerada.



Os vérios modelos propostos para a geragido de sistemas de
coordenadas ajustados &s fronteiras do escoamento revelanm
caracteristicas diferenciadas quanto & gualidade do resultado e
significativa dependéncia da geometria em estudo. Ao lado disso, a
andlise de escoamentos que envolvem transferéncia de calor e
efeitos de compressibilidade compreende os principios de
conservagdo da massa, quantidade de movimento e energia, além da
equagdo de estado. Por Iisso resulta num sistema de equagdes
diferenciais parciais de maior complexidade que aguele utilizado
na auséncia desses efeitos. |

Nessas condigdées, € objetivo deste trabalho analisar
comparativamente diversos métodos consagrados para a geracdo de
sistemas de coordenadas ajustados as fronteiras do escoamento e
desenvolver o algoritmo que permita a simulagdo numérica do
escoamerto de fluidos compressiveis com transferéncia de calor,
através do Método dos Volumes Finitos, empregando sistemas de
coordensdas localmente ortogonais.



2, Caracterizaglo do Problema e Objetivos da Pesquisa

2,1 A Anélise do Escoamento Limitado Por Fronteiras de Geometria
Arbitréria.

A andlise de problemas relacionados ao escoamento de fluidos
limitados por fronteiras fisicas de configuragcdo geométrica
arbitraria €é uma necessidade freqgiente em diversas d&reas de
aplicagdo na Engenharia. Como exemplos podem ser citados o
escoamento em bocais, difusores, expangées ou contra¢des bruscas,
coletores, em torno de vadlvulas em motores de combustéo interna,
sobre perfis aerodinmicos ou hidrodinémicos, em miquinas de
fluxo, enfim, uma infinidade de situagdes diferentes.

Numa primeira etapa de uma abordagem mais abrangente de todos
esses problemas, deve-se elaborar um modelo matemdtico que
descreva os fenbmenos fisicos envolvidos, de maneira coerente.
Para os propésitos do presente trabalho, consideram-se unicamente
os problemas bidimensionais!, na auséncia de reagdes quimicas, e
em regime de escoamento laminar. Portanto, sua modelagéo
matemdtica deve considerar os principios da conservagio da massa,
quantidade de movimento e energia. Tais equa¢des apresentam-se no
espago fisico descrito por um sistema de coordenadas cartesiano
na forma apresentada no Apéndice B, nas expressdes (B.1l) a (B.3)
em notag¢do simbélica, ou (B.4) a (B.6), em notacio indicial.

Este sistema possui cinco eqﬁagées diferenciais parciais.
Duas s&o de natureza escalar, continuidade e energia, e as trés
restantes correspondem &s componentes da equagdo do quantidade de
movimento, de natureza vetorial. As incégnitas, no entanto, sdo enm
nunero de 9, correspondendo as trés componentes da velocidade,
presséo, temperatura, massa especifica, condutibilidade térmica,
viscosidade dinSmica e entalpia, cuja utilizagdo, em 1lugar da
energia interna, encontra-se Jjustificada em [81]. Restan,
portanto, gquatro varidveis, gque se assumem conhecidas,
determinadas por relagbes auxiliares [83] da forma:

10 modelc matemdtico pode ser estondido aos problemas (3-D).



p = p(p,T); u = u(p,T);
(2.1)
h = h{(p,T): k = k(p,T).

0 sistema de equa¢gbes acima apresentado descreve de forma
completa os problemas de escoamento de fluidos compressiveis em
regime laminar, com transferéncia de calor e na auséncia de
reacgdes gquimicas. Sua solug@o permite determinar os perfis de
velocidade, temperatura, pressao, bem como das demais propriedades
termodindmicas envolvidas. Entretanto, por se tratarem de equacgdes
essencialmente ndo lineares, as solugbes analiticas sdo possiveis,
em principio, apenas guando as condigdes do problema permitem
simplificd-las, desprezando os termos gque representam a néo
linearicdade, ou tornando-as independentes— nos casos de fluido
com propriedades constantes ou de escoamento nado viscoso.
Para os casos em que tais simplificagbes nado sdo possiveis, a
escolha da técnica empregada em sua solugdoc deve recair sobre os
métodos numéricos.

De qualquer forma, nos casos em gue a configuragio geométrica
das fronteiras fisicas do escoamento é arbitréria, a especificacéo
das condigbées de contorno do problema passa a apresentar
dificuldades. Uma vez que, a prescricdo das condigbes de aderéncia
e impermeabilidade, bem como temperaturas de parede ou fluxos de
calor, dé-se sobre essas fronteiras e, portanto, depende de sua
representagéao. _ .

Do ponto de vista da simulagdo numérica, o espago fisico é
representado nio mais por um meio continuo, mas por um conjunto de
pontos discretos, e sobre estes também se representam as
fronteiras do escoamento. Quando a solugao das equagdes se da
sobre um sistema de coordenadas cartesiano, como o indicado na
figura (2.1), costumam-se empregar duas metodologias distintas
[51)]. A primeira delas consiste no refinamento da malha
computacional nas regides préximas as fronteiras, figura (2.2). A
segunda envolve a aproximagéo da fronteira, na malha computacional
por "pseudo-nés", gerados para este fim, figura (2.4).
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Figura 2.1 - Exemplo de passagem com fronteiras de configuragéo

geométrica arbitriaria. Espaco orientado por um
gistema de coordenadas cartesiano.

Figura 2.2 - Exemplo de malha conmputacioanl construida sobre um
sistema de coordenadas cartesiano, com refinamento
nas regides préximas as fronteiras.
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Figura 2.3 - Interpolagbes realizadas nas intersecgbes entre as
linhas de coordenada constante e o© contorno da

fronteira fisica.

Figura 2.4 - Exempld de malha computacional com a aproximacédo da
fronteira fisica real por pseudo-nés.



Na primeira metodologia, ac refinamento da malha nas regibes
préximas as fronteiras, seguem-se interpolagbes das propriedades
em estuio, nos pontos em gue ocorre a intersecgéo do contorno
fisico com as linhas de coordenada constante, figura (2.3).

A atilizagio dessa metodologia pode, de fato, implicar em
conside; 4vel aumento de esforgo computacional. Isto se deve &
necessicdade do refinamento, cuja importéncia cresce para
geometrias de curvaturas mais acentuadas. Além disso, a avaliagao
numéric: dos operadores diferenciais presentes nas equagdes de
transpor te deve apresentar erros de segunda ordem, uma vez gque a
formulacéo dessas equacdes ndo considera os efeitos de curvatura
local, «omo acontece quando se empregam os sistemas de coordenadas
curvilireos ajustados a essas fronteiras.

A segunda metodologia, ao definir os "pseudo-nés" em
substit: icdo a fronteira fisica real, representa-a por um contorno
idealizido que ndo possui a regularidade desta, como mostra a
figura (2.4). Os valores das grandezas fisicas em estudo séo,
portantc, extrapolados para os hpontos desse contorno. Da mesmna
forma, a utilizagdo de operadores diferenciais formulados sobre um
sistema cartesiano, induz erros em sua avaliagdo numérica. H&, no
entanto, o agravante de que as descontinuidades introduzidas na
representagio da fronteira venham a perturbar a solugdo das
equagdes, especialmente na escala das camadas limites térmica e
hidrodinamica, nos casos de Reynolds ou Prandtl elevados.

Os sistemas de coordenadas ajustados as fronteiras fisicas do
escoamento, entretanto, representam estas fronteiras por linhas de
coordenada constante (figura 2.5), e com isto permitem uma
representagéio mais acurada de sua geometria, sem apresentar os
incovenientes dos sistemas cartesianos. Assim, podem-se empregar
interpoladores lineares entre os pontos. Além disso, evitam-se os
erros de segunda ordem na avaliagdo numérica dos operadores
diferenciais. Pois a geragdo desses sistemas equivale ao
mapeamento do espago fisico do problema (figura 2.5) no espago
matemadtico transformado, descrito pelas coordenadas (€,7m) (figura
2.6). De modo gue as eguagdes do modelo matemdtico sdo formuladas
e resolvidas nestes sitemas, e por isso seus termos passam a
considerar, no espago transformado, os efeitos de curvatura e
distorgio locais presentes no espago fisico do escoamento.



— -

Figura 2.5 - Passagem com fronteiras de configuragéo geométrica
arbitraria, descrita por um sistema de coordenadas
ajustado as fronteiras fisicas do escoamento. repre-
sentagio do espago fisico.

| K1 | §-

=)

) 3|

Figura 2.6 - Representagéo da passagem apresentada na figura 2.5,
no espago matamdtico transformado.

Cor respeito ao modelo matemdtico, as equagdes dos principios
da conservagio da massa, energia e quantidade de movimento, quando
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escritas para o espago matemdtico transformado, no sistema (£,7m),
passam a incluir entre seus termos, elementos da métrica deste
espago, gue se referem & efeitos de curvatura e distorgéoc locais,
que estdo presentes no espago fisico. Assim, assumem a forma
apresentada no Apéndice B, nas expressbes (B.7) a (B.11).

Deve-se ressaltar, entretanto, que os termos referentes ao
sistema de coordenadas sdo fungdes apenas das varidveis (x'), do
espago fisico, e (&‘), do espago matemdtico transformado. Nao
envolvem, portanto, nenhuma das incégnitas relativas aoc escoamento
prépriarente dito. Assim, ficam completamente determinadas quando
se realiza o mnapeamento gque produz este sistema, numa fase
anterior e independeﬁte da resolucgédo das equagbes de transporte.
Isto equivale, para o estudo do escoamento, a uma redefinicdo dos
operadores diferenciais daguelas equagbes, em que se consideram os
efeitos de curvatura e distorgdo locais do referido sistema, por
meio de fungdes determinadas previamente. Desse modo, OSs
principios da conservagédo da massa, quantidade de movimento e
energia assumem a forma representada pelas expressbes (B.12) a
(B.29), do Apéndice B.

No contexto da simulagdo numérica, as fungdes da métrica do
sistema sdoc determinadas durante a geracgado da malha computacional.
Seus valores sao conhecidos apenas nos pontos que representam ©
espago transformado. Por isso, aparecem nas equagdes de transporte
como coeficientes, gue sdo constantes em cada ponto. Isto posto, e
uma vez que estas equacbes tém a forma apresentada acima, sua
solucio pelo Método dos Volumes Finitos [59] dd-se de maneira
inteirarente anélogé aguela empregada para os sistemas de
coordenadas cartesianos. Assim, a metodologia proposta permite a
aplicacio desse método, porém sobre uma representagao mals acurada
das fronteiras do escoamento.

2.2 Objetivos da Pesquisa

Nos parédgrafos anteriores, procurou-se caracterizar a
importancia pratica da andlise do escoamento limitado por
fronteiras fisicas de geometria arbitraria. Também foram
apresentadas as caracteristicas basicas desses problemas e os
argumentos que justificam sua simulagao numérica e o emprego dos
cistemas de coordenadas ajustados a essas fronteiras.
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Em principio, sdoc esses ©os argumentos que suportam todo o
trabalhc realizado. Por cutro lado, dada a prépria amplitude das
possibilidades de aplicagdo do método, dentro da Dinémica dos
Fluidose, urge delimitar o escopo dos estudos realizados. Nesse
sentido, e em fungdo de seu cardter formativo, s8o objetivos deste
trabalho:

1. O estudo dos sistemas de coordenadas ajustados Aas
fronteiras fisicas do escoamento, e dos métodos para sua geragéo.

2. A comparagdc entre os sistemas gerados pelos diferentes
métodos analisados, com a definigdo de critérios para a avaliagéo
das propriedades desses sistemas que sejam de interesse para as
aplicacbtes desenvolvidas. '

3. Implementar, para a simulagdo numérica, os algoritmos
SIMPLE, SIMPLER e SIMPLEC, que se baseiam Método dos Volumes
Finitos.

4. A simulagdc numérica do escoamento laminar de fluidos
através de passagens de Qgeometria arbitraria, envolvendo
transferéncia de calor e efeitos de compressibilidade. Deve-se
desenvolver para isso, uma formulagéo apropriada do algoritmo
SIMPLER destinada aos problemas compressiveis.

5. Desenvolver exemplos de aplicagao dos algoritmos
implementados, com o propésito de discutir seu desempenho e
comparar suas solugdes. Considerar também a influéncia das
carcteristicas do sistema de coordenadas utilizado sobre a
solugdes obtidas.
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3, Revisfo Bibliogréfica

Os estudos desenvolvidos no contexto do presente trabalho
dividem-se nos trés tépicos enumerados no item 3, guais sejam:
dlgebra tensorial generalizada, os métodos para a geragdo dos
sistemas de coordenadas ajustados as fronteiras do escoamento e o
Método dos Volumes Finitos.

Obedecendo a essa classificag@o, constitui-se na referéncia
bibliogrifica central, o trabalho desenvolvido por Meneghini [51],
em que se apresenta um estudo sistemdtico das trés linhas de
pesquisa acima referidas. Estes autores promovem uma andlise
comparativa entre métodos consagrados para a geragao dos sistemas
de coordenadas, localmente ortogonais ou nédo, baseados em equagdes
diferenciais parciais. Consideram sua aplicagio a dominios
simplesrente conexos e multiplamente conexos. E promovem a solugéo
numérica das equagdes da Dindmica dos Fluidos sobre os sistemas
localmente ortogonais, em dominios simplesmente conexos.
Entretanto, ainda que as aplicagbes sejam restritas aos problemas
isotérmicos, estende-se a formulagido generalizada as equagbes de
transferéncia de calor e massa. De resto, seu escopo limita-se aos
escoamentos em regime laminar, restrigio essa que vale também para
o presente trabalho. .

Quanto & &lgebra tensorial generalizada, as referéncias
principais sdc Aris [7] e Fligge [26]. O primeiro, ndo sendo
inteirarente dedicado ao assunto, quase que se resume a apresentar
os resultados importantes dessa &lgebra. O segundo, por ser esta a
sua finalidade principal, d4 especial atengio as demonstragbes e
aos significados geométricos desses resultados, apresentando a
teoria como um conjunto estruturado, com fundamentagdo conceitual
abrangente.

Deve-se mencionar também Butkov [17], onde se encontram
conceitos importantes sobre a generalizagido da métrica em sistemas
de coordenadas curvilineos. Em Kaplan [39], desenvolvem-se
resultados da 4&lgebra tensorial para os sistemas localmente
ortogonais, e o teorema da fungdo inversa, ambos de fundamental
importincia para as aplicagées aqui desenvolvidas. Outras
referéncias compdem o substrato tedérico deste tépico. Como
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exemplo: , citam-se churchill [19] e Sveshnicov e Tikohnov [71},
pela conceituagéo das fungdes analiticas e das transformagdes
conformes, que constituem, de certa forma, uma base conceitual
importarte para alguns dos métodos de geragéo analisados.

Quanto aos sistemas de coordenadas ajustados as fronteiras do
escoamento, prépriamente ditos, os métodos para a sua geracgéao
podem ser de trés tipos, segundo Morice ([54) e Thompson et al.
[77]: os gque se baseiam em técnicas analiticas de transformagéao
conforme, os gue fazem uso de edquagdes diferenciais parciais
elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas, e os de nature:za
algébrica, gue empregam polinémios interpoladores ou ‘splines’.

Os métodos pertencentes ao primeiro grupo, dos quais cita-se
como exemplo aguele proposto por Barfield [10], apresentam algumas
restrigdes guanto a aplicabilidade dos sistemas gerados, e, en
verdade, constituem-se em caso particular do segundo grupo. Neste,
a geragiéo do sistema corresponde a uma transformacdo inversivel do
espago fisico do problema em um espago matemdtico transformado.
Assim, as propriedades do sistema gerado tém suporte conceitual, o
gue é muito importante, do ponto de vista da modelagdo matemética.
Os métodos gque pertencem ao terceiro grupo néo compartilham dessa
caracteristica. Por isso, em principio, n&c apresentam maior
interesse aos propésitos deste trabalho.

Dentre os métodos do segundo grupo, hd os que se utilizam de
equagdes parabdlicas, e gque promovem a geracdo do sistema de
coordenadas entre duas fronteiras especificadas. HA ainda os que
se baseiam em eguagdes hiperbélicas, para esses, apenas uma das
fronteiras pode ser especificada, sendo as demais determinadas
como parte dos resultados. E, enfim, ha os que empregam sistemas
de equagbes elipticas, nesses prescrevem-se as condicoes de
contornc sobre toda a borda do dominio transformado, em completa
correspondéncia com a geometria das fronteiras fisicas. Esta
caracteristica revela-se especialmente util as aplicagbes que se
desenvolvem neste trabalho, bem como em Meneghini [51], e por isso
os métodos analisados pertencen a este grupo.

Entre os primeiros a utilizar esta metodologia, Winslow [84]
propés a utilizagio de um sistema de equagdes diferenciais de
Laplace para a geracdo dos sistemas de coordenadas ajustados as
fronteiras de geometria arbitraria. Em principio, a solugéo dessas
equacdes no espago fisico apresentaria sérias dificuldades gquanto
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a4 prescricdo das condigbes de contorno, dada a complexidade que a
configuragido das fronteiras apresenta nessas condigdes. Para
evitar tais dificuldades, este autor propés que se invertessem as
variadveis dependentes e independentes das equagbes de Laplace, gue
seriam entéo resolvidas no espaco transformado, com vistas a obter
o mapeamento do dominio transformado, de forma reténgular, sobre o
dominio fisico, de geometria arbitréria.

Thompson et al. [79] aperfeigou este método, extendendo sua
aplicagic a problemas tridimensionais, dominios multiplamente
conexos e sistemas de coordenadas tempo-dependentes. Godunov e
Prokopov [32] desenvolveram uma metodologia para promover o
controle da disposicdo das linhas de coordenadas constantes da
malha, tendo por base as equagdes de Laplace do método de Winslow
[64]. Com a mesma finalidade de controlar a disposigéo
dessas linhas, Thompson et al. [78] desenvolveram metodologia
diversa, empregando um sistema de equagbes de Poisson, ao invés de
equagbes de Laplace. Neste método, cabe aos termos nao homogéneos
dessas equagdes o papel de controle, e sua forma, segundo propdem
seus autores, corresponde a somatérias de fungdes exponenciais.

HA, no entanto, uma restrigédo ao emprego desse método. Essa
restricio refer-se ao fato de que os sitemas de coordenadas por
ele gerados ndo sao localmente ortogonais, e esta propriedade ¢
efetivamente importante para a solucdo numérica das equagbes do
modelo mnatemdtico, em especial quando pelo Método dos Volumes
Finitos.

Para contornar essa dificuldade, desenvolveram-se métodos
para a geragdo de sistemas de coordenadas localmente ortogonais.
Nesse drupo, Ryskin e leal [66] propuseram um método em que se
assume & priori as propriedades fundamentais desses sistemas, isto
é, a nulidade dos termos do tensor métrico ndo pertencentes A sua
diagonal principal e uma relagdo entre os fatores de escala das
coordenadas curvilineas. Nestas condigbes, tomam por base o fato
de que os versores do sistema cartesiano tém divergéncia nula, o
que exprime uma identidade tensorial verdadeira, e formulam um
sistema de eguagbes diferenciais parciais elipticas, no espago
transformado. Da eolucdo deste, geram-se sistemas de coordenadas
localmente ortogonais.

Outros métodos para a geraglio dos sistemas de coordenadas
baseiam-se na otimizagdo de conjuntos de funcionais que exprimem
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propriedades esperadas para tais sistemas, entre elas se inclui a
ortogonalidade local. Estes métodos também pertencem ao segundo
grupo, uma véz gue as eguagdes de Euler-lagrange que determinam
seus extremos configuram-se, no espago transformado, elipticas
quasi-lineares. Dentre eles citam-se os trabalhos de: Barfield
[9], qQue propde dois funcionais, onde um representa a condigéo de
ortogonalidade local combinada a uma relacdo entre os fatores de
escala, e outro representa a uniformidade do sistema gerado.
Jacquotte [37), que propbe a minimizagdo de um funcional
construido a partir dos invariantes do tensor de Cauchi-Green.
Belinskii et al. [11], onde se empregam técnicas de mapeamento
quasi-—conformel. Giannakopoulos e Engel [31], onde se propde a
minimizacéo de um funcional que permite qgue se produza um sistema
de cocrdenadas orientado segundo dois campos vetoriais
independentes, resultantes do modelo fisico do problema. Este
método, diferente dos anteriores, emprega equagdes diferenciais
parciais hiperbélicas.

Dois outros métodos baseados em principios variacionais, mais
adequadcs, entretanto, aos propésitos deste trabalho, sao
considerados em detalhes. O primeiro deles corresponde aoc trabalho
de Morice {[54], gque pode ser considerado uma formulagéo
variacional para um método semelhante aquele apresentado por
Ryskin e Leal [66), pois propbée a minimizagdo de um funcional
cujas eguagdes de Euler-Lagrange equivalem &s obtidas por estes,
embora com argumentagdo diversa. O segundo €é o trabalho de
Brackbill e Saltzman [14], onde se procede a minimizagéo de uma
combinacé&o linear de funcionais que representam, respectivamente,
a uniformidade do sistema de coordenadas, sua ortogonalidade local
e uma relacdo ponderada entre os elementos de volume dos espagos
fisico e transformado.

Poeterior aos acima citados, o trabalho de Thompson et al.
[77) veio a se constituir numa referéncia central sobre a geragao
dos sistemas de coordenadas curvilineos. Isto por desenvelver um
amplo e sistemdtico estudo dos métodos encontrados na literatura

1
Este trabalho constitue-ge on referéncia {fregqientomente cltada
por diversos autores,
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para esse fim, incluindo, €& claro, aguele que foi proposto pelo
grupo. leste trabalho, apresentam-se conceitos fundamentais sobre
tais sistemas, uma classificagéo dos métodos quanto a seus
resultacos, e aos tipos de modelos matematicos em que se baselam.
Incluem-se nessa andlise os sistemas localmente ortogonais os
tempo-dependentes e os que se adaptam aos resultados da simulagéo.
Também ce discutem os métodos que tém formulagdo variacional, como
o de Brackbill e Saltzman [14], os conceitos para a geragdo de
sistemac tridimensionais, e a influéncia da nao ortogonalidade
local e da ndo uniformidade do sistema, no erro da solugéo
numérice das equagdes do modelo matematico.

Quanto &s eguagdes da Din&mica dos Fluidos e Fenémenos de
Transpo: te, sua solugéo € numérica, e emprega-se para este fim o
Método dos Volumes Finjtos (Patankar [59]). Este autor foi um dos
gue o desenvolveu, e por isso seu trabalho contitui-se na
referéncia central a r_lspeito do mesmo. Este método propde, como o
préprio nome diz, que| se divida ‘o dominio do escoamento em um
conjuntc de volumes de) dimensdes finitas, sobre os guais realiza-
se o balango de massa, quantidade' de movimento e energia. As
equagbes que descrevem oS principios de conservagéo dessas
grandezes fazem-no nanorma diferencial, e sd&o discretizadas e
rescolvidas numericamen Je;.

Os resultados mais importantes desse trabalho consisten
precisarente em determinar a forma mais adequada de realizar essa
discretizagdo e a seqyéncia de passos necesséria & resolugdo do
sistema de equagdes acopladas, por elas constituido. Para isso,
dois algoritmos sdo prqpostos. Em esséncia, ambos promovem, a cada
passo, @ iteragdo da equacéo da quantidade de movimento, seguida
das iteragbes dos priricipios de conservacao da massa e energia,
nessa ordem. E o fazem sobre uma malha em que OS pontos para
avaliagéo da velocidade sdo deslocados daqueles onde se avaliam as
demais grandezas. Diferem, porém, quanto A forma como articulam
_as correcdes intermedifirias dos termos de presséo e velocidade,
sendo que, um deles parte de uma estimativa da primeira, e o outro
assume valores iniciais para a segunda.

Alguns dos trabalhos consultados propdem modificacdes na
forma de tratar o acoplamento presséo-velocidade, nas equagoes
discretizadas do modelo, de modo a aperfeigoar as caracteristicas
de convergéncia do método. Nesse sentido, situa-se o trabalho de

17



Van Doormaal e Raithiby [23]. De outro lado, Acharya e Moukalled
[1] analisam algoritmos que empregam malhas computacionais que néo
deslocanr os pontos de velocidade das demais grandezas. Em diregéo
semelhante, desenvolvem-se os trabalhos de Thiart [74] e [75].
Jang et al. [38)], realizam estudo comparativo entre o método
originalmente proposto por Patankar [59], e algumas de suas
variantes consagradas.

Outros trabalhos analisam aspectos particulares do Método dos
Volumes Finitos. Entre eles Peric’ [61], que discute a influéncia
da n&o ortogonalidade e da nédo uniformidade das malhas
computacionais nos resultados das simulagbes numéricas, gque
utilizan o método desenvolvido por Patankar [59]. Ou Shretlider e
Plessis [68), gque analisam a modelagdo numérica de fronteiras
interiores.

Diversos trabalhos desenvolvidos por outros autores, ou mesmo
por Patankar e colaboradores, enfocam aspectos particulares do
método, bem como algumas modificagdes. Dentre eles citam-se:
Braaten e Patankar [13], Braga [16], Marchi e Maliska [48], Mazhar
e Raithiby [50], Mahdi e Kinney {46] e Patankar {[60].
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4. A Formulacfo Generalizada das Equag¢8es do Modelo Matemético

As equagdes diferenciais que compde © modelo matemédtico
represertam leis gue governam os fendmenos fisicos considerados
neste estudo. Fundamentam-se em grande parte na observagdo destes
fenémenos e por isso sd@o, em esséncia, fenomenolégicas, como
ressalte Arpaci ([8). Disto resulta que podem ser formuladas
inicialwrente para um sistema de coordenadas cartesiano, onde se
apresentam na forma mais simples, sendo, a posteriori, estendidas
para outros sistemas de referéncia. De fato, como estabelce Flugge
[26], e se constitui num dos resultados mais poderosos de toda a
algebra dos sistemas de coordenadas generalizados: uma identidade
tensorisl verdadeira, enunciada na forma generalizada, é véilida
para qualquer sistema de coordenadas. Este postulado encontra-se
apresentado em detalhes no apéndice A (Eqg. A.27) deste volume, e é
empregado a seguir, para escrever as referidas equagbes na forma
que serdo utilizadas no decorrer deste trabalho.

As equacgdes dos principios da conservagao da massa, energia e
quantidede de movimento podem ser deduzidas na forma diferencial,
por meio de um balango destas grandezas fisicas em um volume de
controle cibico de dimensées infinitesimais [12}], como
represertado na figura 3.1.

4.1. A Equac8o da Conservacio da Quantidade de Movimento

Considera-se que o dominio fisico do escoamento seja descrito
por um sistema de coordenadas cartesiano, e nele se representa um
um volume de controle cibico de dimensdes infinitesimais (figura
3.1). Sobre este volume de controle faz-se um balango das forgas
de campo e de contato atuantes, e do fluxo de quantidade de
movimento que o atravessa. Deste balango deve resultar equagao da
quantidsde de movimento.

forgcas que acunulacgéo Q. M. que Q. M. gue
agem no V¢ de Q. M. deixa o V¢ entra no vc

(4.1)

[scmatéria de] [taxa de ] [fluxo de ] [fluxo de ]
= -+ -
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Figura 4.1 - Volume de controle para a dedugdo da equagdo da
conservacgdo da quantidade de movimento.

Por ser esta equagdo de natureza vetorial, considera-se
inicialrente uma diregdo genérica do espago (i), representando um
dos eixos coordenados na forma: x=i=1, y=i=2 e z=2i=3. Agrupando-se
os termcs do fluxo de quantidade de movimento na diregdo (i), que
atravessa as faces do Vc, bem como as forgcas gue agem nesta

direcédo, obtem-se:

Ayfz[(-;“)x-(t")”h] + AxAz[(tZ‘)y-(tal)y,A,] +

+ MxAy[(z™) ~(T) ] + AyAz[(P) ~(P) ] + AxAyAzpf
= AxAyAz-g?(pu’) + AyAz[(pu‘ul)x-(pu’u’)“h] +

1, 2 1, 2 1,3 1,3
+ AxAz[(puu’) ~(puu’) , 1 + BxBy[(puw’) —(puu’) ]

(4.2)
Dividindo esta expressdo por AV = AxAyAz e levando aoc limite

para AY — 0, obtem-se a equagio da quantidade de movimento para
os sistemas cartesianos:
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8 (pu') + L (pu'n)) = pt'- —zP—, -2 = (4.3)
) 4

ax &x

Once o tensor das tens Oes (t”) para os fluidos Newtonianos-
Stokesi anos ([8), [21], [67) e [83]) € dado por:

3 ki
'rlj = - u_[[.aﬂ_ + QE_] - __g 5’121'1——] (4.4)
ax"

A expressfo (3.3) pode ser apresentada em notagéo simbélica

na forme:

—g- (pT7) + V.(pu’ W) = - Vp - [V.T] + pE~ (4.5)

Para expressé-la na forma generalizada, deve-se considerar a
definigio dos opreadores diferenciais nessa forma. Esta equagao,
bem como as demais, sera escrita em termos das componentes
contraveriantes do vetor velocidade local ( Apéndice &, [7] e
[26]). Procedendo- se termo a termo:

O primeiro termo, referente a derivada temporal da guantidade
de movimento ndo sofre outras alteragdes além da utilizagdo das
componentes contravariantes do vetor velocidade.

8 — a 1
—t (Pu’) » zplpu) (4.6)
0 segundo termo, relativo ao divergente da gquantidade @&e
movimento, depende da definigdo desse operador diferencial sobre

os sistemas de coordenadas generalizados. Considerando um tensor
genérice ¢, de segunda ordem, tem-se (Eq. A.41):

V.(8) » 3 :—E,(u”) + Tha(¢™) (4.7)

Portanto o referido termo resulta em :
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V.(pu g

(Jpu'u?) + Iia(pu®u”) (4.8)
8¢’

B S
J

O termo relativo ac gradiente de pressédo depende da definigao
desse operador diferencial nos sistemas generalisados (Eg. A33)1,
resultando en:

vp » g2 (p) (4.9)
ae?

0 termo referente as forgas de campo depende apenas da
expressao correta do vetor T’ em termos de suas componentes

contrav:riantes, o que corresponde a:
pE = pt’ (4.10)
Em principio, as forcas de campo consideradas neste trabalho
correspondem & forga peso, envolvendo a aceleracgdo da gravidade

(g'), ouv ao empuxo resultante de gradientes de massa especifica
(p).devidos aos efeitos de convecgdo natural. Assim:

£ =g _ (4.11)

PE(T - T)g' (4.12)

]
il

Onde T e p correspondem a uma temperatura de referéncia do
problem: e & massa .especifica aval iada a esta tempreatura,
respectivamente. Ja B corresponde ao modulo de expangao
volumétrica, avaliado a mesma temperatura, e definido por:

= - —tl’_[g%]" (4.13)

T=;

O ifermo que se refere ao gradiente do tensor das tensdes do
fluido requer uma avaliagéo mais detalhada. Para procedé-la,
introduz-se inicialmente a expresséo desse tensor:

1
o produto ptlo tensor métrico visa atribuir caréter

contravariarts ao gradiente.
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= - = it
T, = - aufe, - 55, ax“(u“)] (4.14)

Onde o© elemento (e”) corresponde ao tensor deformagdo, na
forma covariante, como em [2] e [51]. No sistema cartesiano esse

tensor expressa-se por:

e = 2 -a——j(ul) + ‘i—;(uj)] (4.15)
8x ax

caca um dos termos da expressdo (4.14) é analisado, com
vistas a obter a forma generalizada do tensor das tensdes, escrita
em termcs de suas componentes contravariantes.,

Em notacdo tensorial generalizada, as derivadas parciais com
respeitc as coordenadas transformam-se em derivadas covariantes
(Eg. A.?2 a Eq. A.37). Entdo, tomando-se inicialmente (e”):

_ 1
e, = 3 [ul|j + uj|l] (4.16)

Para calcular as componentes contravariantes do tensor
deformacdo, faz-se seu produto pelo tensor métrico:

im __jn

eiJ =g g e = oE [glmgjﬂunln +gg un n] (4.17)

levando em conta o fato de que a derivada covariante do
tensor métrico é intrinsecamente nula (Apéndice A).

g=|, =0 (u)], = (g"u)f, = g ul, (4.18)

Assim, pode-se escrever:

131 1 In A s 3

e’ = —- [g "u In + glu I‘] (4.19)
1

e = 5 [g"‘(u‘ ,‘n+u"r:*)+ g"(u’,_+ukl‘:k)] (4.20)

e = - [q’“u’.n + g™, + ui(rlg” + r.’mq’“)] (4.21)

Colocando na forma explicita a derivada covariante do tensor
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métrico.

g"lk = g"",k + I‘:lg" + I":lg"l = 0 (4.22)

) im 1 0 _ ) il (S0 R~ T
rg +r.g r,g +rge g, (4.23)

Introduzindo esse resultados na expressao (4.21), obtem-se a

forma final do tensor deformagido:

1 i i k1
el = e [u ,ngj" + u’,mg'n -ug j,k] (4.24)

O termo que se refere ao divergente da velocidade transforma-
se pela expressdo (A.40), e pelo fato de que:

s~p'g) = glg! = g (4.25)

Recsultando em:

1) 8u* a_
ax® ax"

(Ju*) (4.26)

.3 e g’ j-——?}

Dessa forma, a expressido do tensor das tensdes em termos de

suas corponentes contravariantes fica:

' 3 ] 1)
o = 2u[1 [gjn du gln du. _ 8g° pml 3% uin(:mn)]

2 .aen aEn aen 8E
(4.27)
Empregando-se a expressédo (4.7) para [V.T], obtem-se:
v.t = = -2 (3t"?) + raa(c™) (4.28)
J 8EJ

Finalmente, reagrupando-se os termos da eguagio da quantidade
de movirento, chega-se & sua forma generalizada:

) ®__n i)
'gT(Pu’) + —;:-L,—— ij-(:lpu'u’) + Tin(pu®u®) = pf' - q";E;(P) +
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1 8 (3c") + ria(z™) (4.29)

onde T') é fornecido pela expressdo (4.27) e a forga de campo
! pode ser representada por (4.11) ou (4.12), dependendo do
problemz considerado.

4.2. A Fquag%o da Continuidade

A zrgumentacdo adotada para deduzir a equagdo da continuidade
sobre o sistema de coordenadas cartesiano &€ inteiramente analoga
Aquela empregada para a quantidade de movimento. Com a ressalva de
gue, por se tratar de entidade escalar, seu balango no vcolume de
controle representado na figura (3.1) tem a forma:

taxa de fluxo de fluxo de
acumulagado| + |massa que - |massa que = 0 (4.30)
de massa deixa © Vc entra no vc

Resultando em:

_gg_ + V.(pu’) = O (4.31)
Para expressa—la na forma generalizada, basta considerar a
expressdo do divergente de um vetor nessa forma (eq. A.40), uma

vez que a derivada temporal nao se modifica.

v. (o) = = L (3pu') (4.32)
8¢

8 1 8 .

4 & omh -0 422

4.3 A Equac¥o da Conservacio da Energia Térmica

A conservagido da energia total no volume de controle cubico
indicado na figura (3.1), no contexto deste estudo, considera
apenas os termos referentes & energia interna (e) e cinética (ec),
sendo a energia poténcial referida diretamente ao trabalho da
forca peso. Tratam-se de quantidades escalares, da mesma forma que
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a massa, e seu balango corresponde a:

para o Vc por de trabalho acumulagéoJ +

(Fluxo de calor) troca liquida taxa de
|condugéo sistema/meio de ec e e

qgre sai do vc gue entra nho vc
lpor convecgao por convecgaoc

(4.34)

fluxo de ec e e] [fluxo de ec e e]

2 =
Que leva a expressao:

2 2
8 to(erBh)] + Vv.[pu (etf5)] = - V.34 p(u’g’) - V.(P’) +

- v.[t.0] (4.35)

Entretanto, se a equagdo da guantidade de movimento for
multiplicada escalarmente pelo vetor velocidade, obtem-se a
equagdo da conservagéb da energia mecénica [12], gquando se subtrai
esta Gltima da expressdo (4.35), resulta a equaglo da conservagdo
da enercia térmica’. .

pDe(e) = - (@) - (PV.T) - (TR (4.36)

Esta equagdo € mais adequada aos propésitos deste trabalho.
Por que o principio da conservagio da quantidade de movimento faz
parte do modelo matemdtico, e portanto a equagdc da energia
mecéinic:, devido & forma como é obtida, nao acrescenta novas
informacdes ao sistema. De qualquer forma, é conveniente expressar
a equagéo (4.36) em fungdo da temperatura, para isso intruduz-se
primeirsmente a definigéo de entalpia [81], resultando®:

2
2
A energla cinética da particula flulda vale: ec = -Lg

3
Devido A equaglo da conservagio da BAEEa, para uma grandeza

escalar genérica P, vale a simplificagio:

D 8 -—
P5E(®) = Fplee) + V.(pu’p)
‘Pnrn quantificar a troca de calor por condug¥o, swproga-se a Le}

de Fourier: a—’= ~ kVT
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ptg(h) = Be(p) + v.(xvT) - (T:VE) (4.37)

Entao, escrevendo a entalpia como h(T,P) [81],obtem-se a
equagdo da consevagéo da energia térmica em fun¢do da temperatura:

D . - (revn? _D_
pcp—-ﬁ-(T) = + V.(kVT) (t:Vu’) + gT Dt(P) {(4.38)

Deiido A equagdo da continuidade, esta expresséo pode ser

escrita na forma:

c::[gT:(PT) + v.(P'G"T)] = + V.(XVT) - (T:VE’) + BT-DE(P)
(4.39)

pDa mesma forma que para as demais equagdes do modelo,
procede- se uma andlise individual dos termos desta equagédo, com o
propésito de generalizé-la.

O primeiro termo, referente a derivada temporal, ndo se
modifica. Quanto ao segundo, relativo ao transporte de energia
térmica por convecgdo, por se tratar do divergente de um vetor
(Eq. A.40), fica:

e

’(qu"r) (4.40)
3

V.(pu'T) = ~—%—

O termo referente ao fluxo de calor por condugdo corresponde
ao divergente de um vetor, que €& proporcional ao gradiente de
temperatlura. Empregando-se as expressdes (A.33) e (A.40):

V. (KVT) = —3- a:’ [ng"a—:; T] (2.41)

Once © tensor ‘métrico é utilizado para gque se obtenham as
componentes contravariantes do gradiente de temperatura.

No termo referente & dissipagé@o viscosa, deve-se empregar a
forma gcneralizada do tensor das tensdes, indicada na expresséo
(4.27). Além disso, o tensor gradiente de velocidade passa a Eer
represertado pela derivada covariante do vetor velocidade. Assim:
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vi’ =t u ], =1’ g (u) - uri (4.42)
1!y 9, V5h K
8¢
O i{ermo restante, relativo a derivada substantiva da pressido
pode sexr escrito na forma:
o BB

(4.43)
ac"

BT—%E(P) = BT[%% + E*.vp] - BT[%% +

Rezgrupandc os termos obtem-se a forma final da equagao da

conservacaoc da energia térmica:

8 1 8 1 8 8
Cp[g{(pT) + T -a—ET(qulT)] = T [Jkgr'——ﬂ- T] + &

;1 8¢
(4.44)
Em que & designa o termo fonte desta eguagao, na forma:
o= -t (u) - urh| +er 2w (4.45)
sgd b ag

Pode se, no entanto, provar que este termo é significativo
apenas para os escoamentos que Ocorrem a altas velocidades [81].

Deve-se ressaltar que a formulagdo das egquagdes da quantidade
de movimento e da energia, bem como a expresséo do tensor das
tensSes e do termo de dissipagdo viscosa apresentadas acima séo
inteirarente equivalentes aAguelas apresentadas no apéndice B. A
unica d’ferenga reside no fato de gue nessa ultima os sinais do
tensor das tensodes e dos termos das equagdes que © envolvem s&o
invertidos, para simplificar a formulagdo do modelo.

Além disso, a utilizagdo do postulado sobre a validade das
identidades tensoriais generalizadas, apresentado no inicio deste
capitulc e utilizado em toda a sua extengao, deu-se com a
introdug o das definigdes dos operadores diferenciais
generalizados no espago fisico, representado pelo sistema
cartesizno, onde estes operadores sdoc igualmente véalidos. Ocorre
gue os termos da métrica desses sistemas sdo tais que as equagles
apresent am-se exatamente na forma como as conhecemos.

Necte, item faz-se uso do fato de que as propriedades
termodiramicas sfdo fungdes escalares e, portanto, permanecem
inaltersdas durante a transformacao.
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5. O0s Sistemas de Coordenadas Curvilineas Ajustados &s Fronteiras
Fisicas do Escoamento.

No item 2, foram apresentadas algumas das caracteristicas
basicas dos sistemas de coordenadas curvilineos ajustados as
fronteiras fisicas do escoamento. Estas caracteristicas, gquando
comparacdas aAguelas dos sistemas cartesianos, do ponto de vista das
simulagdes numnéricas, apresentam importantes vantagens.
Especialmente no que se refere & precisdo da representagao das
condigdes de contorno.

5.1 Fundamentacgdo Teérica

No sistema de coordenadas cilindrico bidimensional (figura
5.1) as coordenadas curvilineas (r,6) relacionam-se com aguelas do

sistema cartesiano por meio das expressdes:
x(1,8) = rcos(8) e y(r,8) = rsen(8) (5.1)
E 2 relagdo inversa expressa-se por:

r(x,y) = v x* +y°

(5.2)
e(x,y) = arctan(y/x)

Em vista das relagdes acima, o caso em estudo pode ser
considerado diretamente no espage matemdtico transformado,
descritc pelas coordenadas r e &, conforme indica a figura (5.2).
Sob este 6ptica, as expressdes (5.1) designam a transformagéo que
leva do espago transformado ao espago fisico, descrito pelas
coordencdas cartesianas (x,y), e as expressdes (5.2) representam a
transformagdo inversa. Isto equivale a dizer que estas dltimas
realizar o mapeamenté da regifio de interesse do plano fisico (x,Yy)
no planc transformado (r,8), e as primeiras fazem o inverso.
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Figura £.1 - Sistema e coordenadas c¢ilindrico bidimensional

representando a regido externa de um cilindro de
comprimenTo infinito.

Deve-se ressaltar, no entanto, gue a transformacéo definida
pelas expressdes (5.1) e (5.2) é inversivel em todos os pontos dos
planos fisico e transformado, exceto na origem (x =y =0, r = 0),
gue ndc pertence & regido de interesse, uma vez que se encontra
dentro do cilindro. Além disso, as linhas do espago transformado
em gue 6 assume OS valores constantes (91 = 0) e (92 = 2n)
representam no espago fisico uma mesma reta de diregdo radial, dai
sua correspondéncia ser indicada na figura (5.2) por uma linha
pontilheda.

A exposigéo das caracteristicas basicas do sistema de
coordencdas cilindrico, realizada neste exemplo, ressalta a
conveniéncia da utilizagdo dos sistemas de coordenadas curvilineos
ajustados as fronteiras do escoamento. Entretanto a diversidade
das possiveis aplicagbes desses sistemas sugere a necessidade de
se generalizd-los para outras geometrias, a partir de suas
caracteristicas b&sicas, quais sejam: uma das coordenadas ser
paralela ac contorno ‘'da fronteira fisica, variando monotonicamente
sobre ela, enguanto a outra assume sobre essa fronteira um valor
constante.
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(frontelira externa da regiBo de i1nteresse)

-z5E%Eazé%22%%%22225%E%E?55522522255555322522252 ,425-__3

=0 (superffcie externa do cllindro) g=2mn

Figura %.2 - Representagao do espago transformado descrito pelas
coordenadas (r,8) do sistema cilindrico bidimencional

O primeiro passo para a generalizag8o é a andlise das
transformagdes entre os sistemas de coordenadas. Estas deven
definir, por meio de relagbes como aguelas apresentadas, o
mapeamento da regido de interesse do espago fisico, representado
pelas coordenadas cartesianas (x,y), no espago matemdtico
transfoimado, descrifo pelas coordenadas curvilineas (£,7n).
Impde-se também, que a correspondéncia entre os pontos destes
espacos seja biunivoca. Para tanto é necessadrio que as fungbes de
transformagéc sejam inversiveis dentro da referida regido de
interescse.

Isto implica que existam fungbes de transformagéo definidas
em todo:: os pontos da regidao de interesse, que mapeiam © plano
(x,y) no plano (£,7n), na forma:

£ = §(x,Y) e 7 = Mx,Y) (5.3)
E yue existam suas fungdes inversas, definidas em toda a
regido de interesse no plano transformado (§,m), mapeando-o no

plano fisico:

el ) e Yy = y(£,m) (5.4)
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Para que & transformagho de coordenadas seja inversivel na
regiéo de interesse, seu jacobiano, na forma como é definido (eq.
A.45), deve existir e ndo se anular em nenhum dos pontos dessa
regido [39].

3= B < s o " o o 4=

De fato, o Jacobiano representa geometricamente uma razéo
entre oc elementos infinitesimais de &rea (ou volume, no caso 3-D)
dos dominios fisico e transformado [39]. Portanto, ndo se anulando
na regiio de interesse, previne que um elemento de &4rea (ou
volume, no caso 3-D) do dominio fisico seja mapeado em um ponto no
dominio transformado, e vice-versa.

Coro conseqiiéncias diretas da n&o nulidade do jacobiano da
transformagio, tem-se:

As linhas de coordenada constante de mesma espécie (£ ou %)
deven ser paralelas entre si.

Que duas linhas d&e coordenada constante dquaisquer, de
espécies diferentes (£ e 1) ndo podem apresentar pontos de
tangéncia, nem se interceptar em mais do gue um vinico ponto.

As fungdes de transformagao obedecem o teorema da fungéo
inversa, e suas derivadas de primeira ordem devenm existir.

E, finalmente, as fungbes £(x,y) e 7u(x,y) né&o realizam
extremos dentro do dominio considerado. Assumem valores mAximos e
minimos relativos apenas em sua borda, posto gque devem ser
monotdénicas ou constantes sobre estas.

Vale lembrar que, guanto ao exemplo anterior, o jacobiano da
transformacio para o sistema de cooordenadas cilindrico vale J=r,
de forma que s6 se ‘anula na origem desse sistema, ponto onde,
conforme mencionado, a transformagio ndoc € inversivel.
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Figura 5.3 - Representacgao esquematica dos espagos fisico e

transformade (bidimensionais), e de uma transformagéao
inversivel entre eles.

Reunidas estas caracteristicas basicas, os sistemas de
coordenadas ajustados as fronteiras do escoamento devem possuir as
propriedades enumeradas nos itens anteriores, que o tornam
convenientes aos propésitos da simulagdo numérica. Para esta
finalidade, entretanto, é adequado que o mapeamento da regifo de
interesse resulte, no plano transformado, em um reténgulo, como
indicado na figura (5.2). Para tanto, € necessirio analisar com
cuidado a disposigdo fisica das fronteiras da regido de interesse,
guanto ao aspecto da conectividade, de fundamental importéncia
para a sua representagdo naquele plano.

cor esta finalidade, consideram-se inicialmente os espagos
fisicos simplesmente conexos. S&o analisados posteriormente os
dominior duplamente conexos , como € o caso do exemplo acima, e os
que sac multiplamente conexos’.

Os espagos fisicos simplesmente conexos ocorrem no estudo

1& anf) ige segue © aftodo dosenvolvido por Thompeon i, sendo

restrita hs conthuraq&es goométricas consideradas neste trabalho.
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do escoamento astravés de passagens, como o casO representado na
figura (5.4). No espago matemdtico transformado (figura 5.5), as
fronterias fisicas das seg¢des de entrada e saida W € i séo
mapeadar sobre as linhas 1“:l erl, repectivamente.

7, (x,¥) » T (m)

Eu)s constante (5- 6)

= constante

7.(x,¥y) = T (m)
’ ’ 'Ieta)

E as fronteiras fisicas que correspondem & superficie da
passager, 7, € 7, sdo representadas no espago transformado pelas
linhas c¢e 7 constante l"2 e l"‘, respectivamente.

7,(%,¥) » T,(&,)

n(z)z constante . ( 5.7 )

7‘(xIY) » r‘(E,)|1‘]
(4)

M = constante

Figura 5.4 - Representagido da passagem bidimensional no espago
fisico.
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Figura .5 - Representacdo da passagem apresentada na figura 5.4,
no espa¢o matamdtico transformado.

Para que a transformagdo entre oS espagos fisico e
transfor mado corresponda as condigdes estabelecidas anteriormente,
impée—-se¢ gue as coordenadas curvilineas (£&,n) apresentem variagdes
monoténicas sobre as fronteiras opostas (7% sobre 1"1 e l"3 e £ sobre
1" e l") Também € necessario gue o fagam em uma mesma faixa de
valores e a uma mesma taxa de variagéo sobre as fronteiras
opostas, ([75). Assim pode-se garantir que, sobre as coordenadas
curvilineas no espait;o fisico, se um ponto percorrer uma das
fronteiras por uma vez, mantendo o sentido de deslocamento; um
outro ponto, corresj:ondente ao primeiro, deslocando-se sobre a
fronteira oposta, deve realizar um percurso semelhante, sendo que
ambos mantem sempre valores iguais para a coordenada que varia
sobre essas fronteiras. Com isto previne-se a ocorréncia de pontos
de intersecgdo entre 1linhas de coordenada constante de mesma
espécie. _

Os espagos fisicos duplamente conexos aparecem no estudo do
escoamerto em torno de um corpo, como no exemplo citado no inicio
desta s2¢80. Isto ocorre devido A presenga deste corpo, cujo
interior n%o pertence A regifio de interesse, mas estéd imerso nela.
Nestes casos, pode-se fazer com que o dominio fisico passe a ser
simplesrente conexo tragando sobre ele uma linha de corte, que
ligue scu contorno externo, eventualmente impréprio, ao contorno
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fisico 6o referido corpo (figura 5.6).

As linhas de corte tém este nome porque, embora representem
no domirio fisico uma Unica linha, no espago transformado passan a
represertar duas linhas distintas. Em verdade, as linhas de corte
podem representar a passagem entre duas folhas distintas de uma
superficie de Riemann. Este ndo é, entretanto, o caso presente,
uma véz gue a solugio das equagbes do modelo matemiatico exige que
ge preservem os valores, a continuidade e a diferenciabilidade das
fungbes e das coordenadas curvilineas, através da linha de corte.
pessa forma, impbe-se que, ao atravessd-la, continue-se na mesma
folha.

Um dos probleﬁas tipicos gque devem ser considerados,
refere-se ao estudo do escoamento em torno de um corpo imerso em
um meio fluido infinito. Para este tipo de problema pode-se, ao
menos enm principio, realizar uma transformagdo conforme (caso 2-D)
gue mapeie o meio infinito em uma regido de dimensdes finitas em
um plann complexo, para posteriormente realizar a transformacgéo
deste tultimo, no plano transformado de coordenadas (§,7m), onde o
escoamerto serad simulado®.

Ume outra possibilidade consiste em simplesmente tomar uma
Area do plano fisico, gque possa incluir o corpo e uma parte da
regidio nio perturbada por sua presenga (figura 5.6). Esta ultima
metodologia é adotada neste trabalho.

2

Ryskin e Leal [661 ° Thospron et al.[77] referon—-se a esta
técnica. Egses lhe fazem restricgtes, por produzir maihas de
espagamento multo grande longe do corpo.
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Figura 5.6 - Representagao de um corpo de comprimento infinito, no
espago fisico.

N a
(P‘» frontelra exterpa da regiBo de interesse)

<+

e =

:l‘z» superffcie externa do corpe)

Figura £.7 - Representagido, no espago transformado, do sistema de
coordenadas ajustado ac contorno de um COrpo.

A figura (5.7) representa, no espago transformado, o sistema
de coorcenadas curvilineo ajustado as fronteiras do corpo mostrado
na figura (5.6). Como se pode observar, no plano (&,n) as
fronteiras 7, e 7., correspondentes & superficie externa do corpo
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e ao contorno da fronteira externa da regido de interesse,
respectivamente, sdo mapeadas sobre as linhas de coordenada

constante Fz e F‘.

v (x,y) = T (£)
2 2 lﬂ‘2)= constante (5°8)

7 (%,¥) » T (£)]
) ¢ ln(l)

= constante

Por outro lado, as linhas v, e 7, que representam no espago
fisico a linha de corte, sendo por issso coincidentes; séo
mapeadas no plano transformado por duas linhas distintas Pl e Fa,
respectivamente. No entanto, para preservar a continuidade e a
diferenciabilidade das funcgdes e das coordenadas curvilineas sobre
estas linhas, conforme mencionado, impde-se que o8 valores e as
derivades destas seﬁam idénticos sobre as referidas 1linhas. Na
figura (5.7), a linha tracejada mostra esta correspondéncia.

7,0%,Y) = 7,(%,¥) (5.9)

3’1(er) i rl(ﬂ)l '
€(1)= constante (5.10)

13(x,y) ? T'a(?l)ls = constante
(3)

De resto, preservam-se as caracteristicas dos mapeamentos
realizados sobre os dominios simplesmente conexos, j4 analisados.
Pela foima que possui no espago fisico, este tipo de sistema de
coordenadas curvilineo recebe a denominagio genérica de sistema
no", O sistema cilindrico, empregado no exemplo do iniclo desta
segdo, pertence a esta categoria.

Outra possibilidade, conhecida como sistema "C", difere da
primeira pela maneira como se representa a linha de corte.
Preservando, da mesma forma, as demais caracteristicas dos
mapeamertos considerados anteriormente. As figuras (5.8) e (5.9)
representam o referido sistema de coordenadas no espago fisico e
no espaco transformado, respectivamente.
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Figura £.8 - Representagdo de um corpo de comprimento infinite, no
espago fisico. Sistema do tipo "C".

n A
(r‘é fronteira externa da regilio de interessge)

ha ——— —_—

-

. Te &

§ (rz-b ‘superffclie externa do corpo) ;
L i

Figura 5.9 - Representagéo, no espago transformado, do sistema de
coordenadas do tipo "c", ajustado ao contorno de um

corpo.

Noe sistemas déste tipo, a linha de corte no plano fisico
correspende as linhas coincidentes T, e 7, (figura 5.8). No plano
transformado, seu mapeamento ocorre sobre dois trechos distintos
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da mesm¢ linha de m = W, constante gue suporta I, correspondentes
a I"5 e l"e, respectivamente (figura 5.9). As demais fronteiras
transformam-se de forma semelhante Aquela dos dominios
simplesnente conexos. Assim:

(7, (%,¥)T, (1)
ﬁ u)=constante
{7,0¢,¥)sT (n) ]
8‘3)=constante (7 .11)
7, (%, ¥)=T (£)
ki) .':4)=conatante
v (x,¥) = 7, (%,¥) (5.12)
r";(fo) g rs(Er)
N n(2)= constante
1 72(x:Y) ad FZ(E')-
o= comstante (7.13)
7, (x,¥) = T (&)
1)(2)= constante

Os espagos fisicos multiplamente conexos aparecem no estudo
do escoamento em torno de um conjunto de corpos, sdo por isso uma
extencgic natural do problema duplamente conexo, considerado acima.
0 que os diferencia 'é justamente a presenca de mais de um corpo
imerso na regifio de interesse. Neste caso, para que O dominio
fisico passe a ser simplesmente conexo, € preciso que se tracem
sobre ele varias linhas de corte unindo os contornos destes corpos
e, finalmente, uma linha de corte ligando o ultimo deles ao
contornc externo da regido de interesse. Desta forma, considerado
um conjunto de N corpos imerso em um meio fluido infinito, deve-se
obter (N-1) linhas de corte ligando-os entre si, e 1 linha de
corte ligando o conjunto & fronteira externa do dominio de
interesse. As figuras (5.10) e (5.11) mostram o dominio fisico e o
transformado, respectivamente, para o estudo do escoamento en
torno de dois corpos em um meio fluido infinito.
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Figura f.10- Representagdo de dois corpos de comprimento infinito,
no espago fisico. Sistema do tipo "C".

T A

(I‘w» frontelra externa da regldiv de interesse)

e =
1 t 1 2222%%% r £
21 r 4 r 6 r I -

i 3 i 5 } 7 l!

(I‘a e 1‘7 ®» corpe 1, I‘s» corpo 2)

Figura £.11- Representagio, no espago transformado, do sistema de
coordenadas do tipo "C", ajustado ao contorno de dois

Corpos. .
O sistema de coordenadas representado nas figuras acima é do

tipo "c", de modo andlogo, pode-se contruir um sistema do tipeo

no",
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Nos sistemas deste tipo, as linhas de corte no plano fisico
correspcndem as linhas (7, e 7 )e (7, e 7)) coincidentes duas a
duas, (figura 5.10). No plano transformado, seu mapeamentc ocorre
sobre trechos distintos da mesma linha de n = mu, constante gque
suporta os contornos dos corpos. Correspondem a r;, Lor P‘ e r;,
respectivamente (figura 5.11). As demais fronteiras transformam-se
de forma semelhante Aguela dos dominios simplesmente conexos.

=constante

(¥, (x,Y)=T_(n)
PG

A

7, (Y)W (1) |
’ ’ l€(9)

=constante (5.14)
7, , (%, )T, ()]
= g 10 n uo):constnnte
7,(x,¥) & 7,(x,¥) e 7 (%,¥) = v (x%,Y) (5.15)
(7, (%,¥)T,(£)
‘n(z)=constante
‘74(er)¢r‘4(£) ,
n (2)=constante
7,(x,¥)5T (€] . (5.16)
7N (2)=cnnstante
(7, (X, Y)oT ()
n ‘z)sconstante

As diferentes configuragbes geométricas dos sistemas nos
planos fisico e transformado, enfocadas neste trabalho, foram
apresentadas de forma genérica, segundo método de andlise
desenvolvido em Thompson et alli [77]. Nesta discussdo procurou-se
evidenciar as caracteristicas bésicas dos sistemas de coordenadas
ajustados & geometria das fronteiras dos escoamento. Tais
caracteristicas devem ser apresentadas pelos sistemas empregados
na simulagdo do escoamento, independentemente da forma como tenham
sido gerados.

Por outro lado, os métodos para sua geragéo podem ser
divididos genéricamente em trés classes principais ({77] e [54]),
quais sejam: os dque se baseiam em técnicas analiticas de
transformagdo conforme, os gue resultam da solucdoc numérica de
sistemas de equagbes diferenciais parciais (nisto se incluem os
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qgue empregam principios variacionais), e finalmente, agueles que
empregar técnicas de interpolacido numérica, também conhecidos como
algébricos.

Os métodos baseados na solugdo de equagbes diferenciais
parciais podem ser do tipo eliptico, parabdlico e hiperbdélico.
E as transformagées conformes podem Ser entendidas como
pertencentes ao primeiro destes subgrupos, como serd visto no
préximo capitulo. Os meétodos baseados em equagdes do tipo eliptico
sio, neste grupo, os mais adequados aos propésitos deste trabalho,
uma véz que prevém a prescrigdo de condigdes de contorno em toda a
borda da regido de interesse para a geragdo do sistema. Vale
ressalter o fato de gue, devido a regularidade do espago
transformado, face -a& forma arbitrdria da regido fisica de
intereste, todos os métodos consagrados pertencentetes a este
grupo realizam, em verdade, o mapeamento do dominio considerado no
espago transformado sobre a regido de interesse do espago fisico.
Esta ¢é efetivamente uma das caracteristicas mais importantes
destes mwétodos.

Quanto aos métodos ditos algébricos, ao promoverem a geragao
da malha computacional por interpolagbées numéricas, eles néo
proporcionam, do ponto de vista conceitual, um mapeamento do
espago {isico em um espago matematico transformado, cuja métrica
possua as caracteristicas adequadas. Procuram, ao invés disso,
obter tais caracteristicas por meio de escolha adequada da familia
de polinémios, ou fungdes de interpolagéo.

Por esces motivos, e uma véz dque se pretende contar com as
propriedades do mapeanento, para determinar as caracteristicas dos
sistemas de coordenadas curvilineos, os nétodos baseados en
equagdes diferenciais parciais elipticas s&o considerados mais
adequadcos aos propésitos deste estudo. Nos parédgrafos gque se
seguem ¢ apresentado o estudo de alguns dos métodos consagrados
para a ceregdo dos sitemas de coordenadas curvilineos ajustados &s
fronteiras do escoamento, gue pertencem a esta classe.

43




6. Métodos para a Gerag¥o de Sistemas de Coordenadas

Em principio, os sistemas de coordenadas ajustados as
fronteiras do escoamento devem preencher as caracteristicas
apontades no item anterior, para que sejam apropriados as
simulagbées numéricas, uma véz que as equagSes do modelo foram
escritas na forma generalizada. H&, no entanto, outra propriedade
importarte para esse fim, gue consiste na ortogonalidade local do
sistema.

Decsa forma, os sistemas, e portanto os métodos para sua
geracdo, podem ser divididos em duas classes principais, quais
sejam: os gque produzem sistemas de coordenadas localmente
ortogonsis, e agueles que geram sistemas néao ortogonais. Embora
apenas os primeiros sejam efetivamente utilizados nas aplicagdes
ora desenvolvidas, constituem-se, em verdade, num caso particular
desses Gltimos, que, por esse motivo, devem ser apresentados
primeirzmente. Além disso, os sistemas ndc ortogonais gerados por
estes métodos podem, em 1ltima andlise, revelar-se boas
aproximagdes iniciais, sobre as quais se aplicam os métodos para
sistemas ortogonais.

6.1 Métodos para a Gerac8o de Sistemas de Coordenadas N3o
Ortogonais

Conforme mostra Thompson et al. ([77], as fungdes qgue
representam as coordenadas generalizadas no espago fisico néo
devem realizar extremos dentro da regido de interesse, para que
promovamn um mapeamentd biunivoco com as caracteristicas adéquadas.
Por este motivo, os sistemas de equagbes diferenciais parciais
empregados na obtengdo dessas fungdés devem possuir um principio
de extremo que lhes garanta esta propriedade.

Alcuns sistemas de equagbes diferenciais elipticas satisfazem
esse principio, e por isso podem ser utilizados para a geragédo dos
sistemas de coordenadas. Além disso, uma propriedade importante
dos operadores diferenciais elipticos consiste em seu carater
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uniformizador’, gue impede que descontinuidades angulares das
fronteiras propaguem-se para dentro do dominio considerado,
[77] . istas caracteristicas, aliadas ao fato de que as condigdes
de contorno devem ser especificadas sobre toda a fronteira da
regiso ce interesse, tornam tais sistemas especialmente adequados
a esta finalidade.

0 sistema de equagdes diferenciais mais simples que pertence
a esta classe e reune as propriedades necessirias, € composto de
duas equagoes de Laplace (caso bidimensional)z. Dessa forma, as
funcbes de transformagéo £(x,Y) e #(x,y) seriam, no espago fisico,
solugoes de:

2 2
€8 .88 ¢
ex?  ay?
(6.1)
ox2 ayz

Este sistema obedece a um principio de extremo, que impede
que suas solugdes realizem méximos ou minimos dentro da regido de
interesse, como provam Marion [47] e Protter and Weinberger [58].
Além disso, Thompson et al. [78] demontram qgue, se as fungdes
£(x,y) e wn(x,y) forem harménicas®, o jacobiano da transformagdo
ndo se anula, o gue garante sua inversibilidade e a
correspondéncia biunivoca entre os pontos dos planos fisico (x,y)
e transformado (£,7).

Na forma como foram apresentadas, estas egqguagbes devem ser
resolvidas no espago fisico, com condigbes de contorno a valor
prescrito (Dirichlet) que, para um dominio simplesmente conexo
como apresentado na figura (7.4), corresponderiam a:

1

Por 'caréter unifornlzador’ entenda-se a tendéncia a proporcionar
solugBes de varlagdo suave.
2

Este sistemn fol proposto inicialmente por Winslow [81),
constituindc-se posterioraente, na base do método desenvolvido por

Thompson e seus colaboradores (Thompson et al. [79]).

3
Fung®es harmfnicas sfic an que matisfazem a egquaglo de Laplace,
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(€ = By 1= constante
7 ¥, = (6-2)
Ln = nu,(x:Y)

(£ = §,,(x,¥)
. (6.3)

n A= constante

i

7

(£ = = constante

Y R (6.4)
n = N, (X,Y)

€= g,,004Y)

¥ > (6.5)

h = Wy i constante

Estas condigbes de contorno, dada a forma arbitrdria das
fronteiras, que se pode notar na figura (7.4), tornam necessdrias
interpolacgdes, para avaliar £(x,y) e wn(x,y) sobre elas. Por este
motivo Winslow [84] propdés dgque, ao invés de se realizar o
mapeamerto do espa¢o fisico no espago matemdtico transformado, se
fizesse o contrario, ou seja, o mapeamento deste tltimo sobre o
primeirc. Neste caso as fungdes gue se procura obter séo, na
verdade, as inversas Xx(&,m) e y(£,m), que levam do plano (£,n) ao
plano (x,y). As vantagens sdo, em principio, ébvias, uma véz que,
no espago transformado as fronteiras sempre tém a mesma
configuragédo, que corresponde a um retingulo, independente de que
forma possam apresentar no espago fisico.

Para que isso seja possivel, entretanto, é necessdrio que nas
equagder do sistema (6.1), as varidveis dependentes passem a ser
X e y, ¢ as independentes sejam £ e 3. Entdo, para escrevé-las no
espago transformado, aplica-se reiteradamente o teorema da fungao
inversa (Kaplan [39])', sobre as referidas equagdes, obtendo-se

4
Estas passagens sBoc Indicadas em Winslow ([84].
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como recultado, o sistema de equagdes elipticas gquasi-lineares:

B%x _ o 80X o
gZ.! 2 12 gll b4
14 8Eom an
(6.6)
2 82 82
22 2 12 11 2
8¢ 8E87 an

Once os componentes covariantes do tensor métrico séo
determirados (considerando a simetria deste tensor) por:

b L]
o, + e (6.7)
- (8] (B

Coro estas equagdes sdo resolvidas no espago transformado, as

condigdes de contorno assumem sua forma mais simples,
correspcndendo a valores das fungdes x(€,n) e y(&,m) prescritos
sobre as bordas do reténgulo em que se constitui o dominio do

—

mapeamento.

(x = x(eu)'n)
l"1 > 4 (6.8)

Y = Y(ﬁm;‘n)

x = x(§,m,,)
) (6.9)
Y = y(£.7,,)

X = X(€, /M)
T, » 4 _ (6.10)

Yy = Y(E(SJ M)

x = x(§,n,,)
T, = 1 (6.11)

Y = Y(Er‘n‘:‘))
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Vale ressaltar gue, embora o sistema de equagbes escrito no
plano transformado resulte mais complicado que sua forma no plano
fisico, sua solugéo ndo oferece maiores problemas, uma vez que se
utiliza um método numérico. Por outro lado, as condigbes de
contornc adquirem forma simplificada e, por essa razdo, dispensam
o uso de interpolagdes, © que contribui decisivamente para a
precisdc da solugdo numérica.

Nos casos em que existem linhas de corte no espago fisico,
deve-se impor a continuidade e a diferenciabilidade® das fungées
x(€,m) € y(€,n) sobre os trechos que mapeiam essa linha no espago
transformado. 1Isso equivale, do ponto de vista tedérico, &
prescri¢éo de condi'géegs de contorno periédicas sobre tais linhas e
implica que seus pontos obedecam As mesmas equagbes que os pontos
do interior do dominio. De resto a correspondéncia entre seus
trechos impbe sobre eles:

(X(E,m) = X(E:M),

Jy(€.,m) = ¥(&,M) ., (6.12)
X - &
88 | % Lc2
ax - X

. 66 Lc1 aE LC2

Onde (ic1) e (wc2) correspondem aos dois trechos gue mapeiam
a 1linhe de corte . do dominio duplamente conexo, no espago
transformado, segundo- a forma indicada no item 5, para o0s casos
ﬂoll e llc-ll.

Por outro lado, deve-se observar [51] que a definigéo de
equacdes andlogas a (6.1), diretamente no plano transformado, como
fazem Berfield [9] e Amdsen e Hirt [4]:

g .
Esta diferenciabilidade € conslderada para as derivadas de

primeira e segunda ordens.
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9;)2( -1-&9_._}_(. = 0
8¢t 8n
x - , (6.13)
2._% +a§;_§ =
ag an

Cor (a) constante, leva, por meio da invers.8c de variaveis
dependentes e independentes, a equagdes nao lineares no espago

fisico:
2 2 2
5. 86 _ 5288 + g2s = o
P 12 1, 2
8 axay ay
' (6.14)
2 2 2
- - & - 8
g?’a'g - 29, o 9 2 )
‘ax axay 8y
2 2
e ) (5
“22 8y 8y
) = a28 85 on_ 5m
Y2 % gy N ox oy (6.15)
y2 2
g = 8E_ on_
{ 9 a[ ax - M 8x

Que ndo obedecem a um principio de méximo no plano fisico,
onde seria, de fato, necessario (Thompson et al. [78]).Portanto
permitindo a ocorréncia de pontos degenerados na transformagao.

cale a esta altura, uma comparagdoc entre o método de
mapeamento ora apresehtado e o mapeamento conforme, que de certa
forma, pode ser considerado um caso particular do primeiro.

Considerando gue o mapeamento conforme se faz por fungdes
analiticas, tem-se que £(x,y) e n(x,y) devem obedecer ae condigdes
Cauchy-Riemann:

8 _ an
= - tay
(6.16)
2§—=—9.1‘——
3y ox
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Derivando estas identidades, a primeira por x e a segunda por
y, uma véz gque £(x,y e 7n(x,y) devem s&er continuamente
diferenciaveis (Churchill et al. [19)), e portanto a ordem de
diferenciacdo néo importa no cédlculo de suas derivadas mistas,

cbtem-se gue:

'f\3

2 2 '
ja.-{-ijé.l:o

&% oy
(6.17)
ax2 8y’

Que implica que as fungbes analiticas s&o harmbnicas
conjugadas. De um lado, o jacobiano da transformagédo é sempre
positivc, pois seu inverso corresponde a:

- (88)2, (am)®
gt = [_65] * E§] (6.18)

Por outro, os elementos do tensor métrico séo determinados
inverterdo-se as varidveis das relagdes (6.1'7)'5 e empregando os
resultados nas expressodoes (6.7):

1 ,8 _ 1 Bx
(_J—)E%_ = +(—)EE_
-1 .8x -1

g11 = 922 = 1 | e g, = g12 =0 {6.20)

(6.19)

E estas condigdes (6.20) sdo extremamente restritivas para os
propésitos de mapeamento, como serd visto adiante.

- ]
Utillza-se o teorema da funglo 1nversa.
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6.2 0 Ccntrole do EsPaqamento da Sistema de Coordenadas

Dos principios da Dinfmica dos Fluidos e Fenbmenos de
Transprc te, tem-se que as camadas limites térmica e hidrodinémica
acomodar gradientes mais altos de velocidade e temperatura,
respectivamente. Além disso, nos escoamentos que envolvem
fronteiras de curvatura acentuada, também se manifestam variagées
maiores das grandezas fisicas. Nas simulagdes numéricas destes
problemes, €é de se esperar gue seja necessdria uma wmalha
computacional mais .refinada e com um espacamento menor. Se, no
entanto, esta malha for estendida a todo ¢ dominio do escoamento,
envolverdo também uma regi&o onde os gradientes s&o menores, e que
nio necessita de refinamento, incorre-se, de certa foma, emn
desperdicio de meméria e de esforgo computacionais.

Para enfrentar estas situacgdes, Thompson e seus colaboradoes
[(79] desenvolveran pina metodologia gue permite o controle do
espagamentc do sistema de coordenadas gerado em Tregides
especificadas. Assim pode-se proporcionar um espagamento menor
para acs regides em que se desenvolvem as camadas limites, e
aguelas de curvatura acentuada, conservando © espagamento mais
grosseiio para as demais regides do dominio.

No entanto, deve ficar claro que os mesmos autores, emn
trabalhc posterior [77], recomendam cuidado para com as variagdes
intensas do espagamento do sistema gerado dentro da regifdo de
interesse, especialmente sobre os locais em que a variagado das
grandezes do escoamento é intensa. Isto se deve ao comprometimento
da solucdo numérica que dai resultaria.

A metodolegia proposta baseia-se no acrescimo de termos néo
homogéneos A&s equagbes de Laplace (6.1), transformado-as em
equagdes de Poisson.

2 F]
L+ 88 - pg,m
ax 8y
(6.21)
8%n , 8%y
—= = Q(&,m)
tx?  ay®

Prccedendo-se de forma andloga, no sentido de inverter as
varidveis dependentes e independentes deste sistema, obtem-se,no
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espago transformado:

2 2‘ 2 r “
8 x 8% & x 72 ax ax
22352 128€aﬂ 118ﬂ2 - 8¢ o |

(6.22)
-]

2 2
gﬂ.a_g— 2g .a_l_-i-glig_%-fJ'ZPgL.{-Q_aL = 0
2a¢ Z5e8m am , 8¢

onde os componentes contravariantes do tensor métrico
determinam-se, da mesma maneira, pelas expressbes (6.7).

0 ofeito da introdugdo dos termos ndo homogéneos P(§,n) e
Q(£,n) sobre os scistemas de coordenadas é analisado detalhadamente
por Thompson et al. [77), considerando as propriedades dos
operadores elitpicos?, no sentido de preservar a correspondéncia
biunivoca entre os pontos dos espagos fisico e transformado, e
portanto a inversibilidade da transformacéao.

Nessas condigéeé, se os termos nio homogéneos sdo ambos nulos
(P = Q = 0), entédo recai-se no caso anterior, onde as fungbes
£(x,y) e m(x,y) s@o harmbnicas. Vale notar f77] que, ainda neste
caso, existe uma tendéncia natural a que as linhas de coordenada
constante sejam atraidas por fronteiras convexas e repelidas por
fronteiras concavas as gquais sejam paralelas. Tal fato tem
conseqiiéncias importantes sobre os sistemas gerados em dominios
fisicos multiplamente conexos, onde fronteiras convexas aparecen
com fregiéncia nos corpos.

7Pode-le citar Protter and Weinberger [58] como referéncia

sobre este tOpico.
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Figura 6.1 - Repfesentagao de trechos de fronteiras fisicas
convexos e concavos, respectivamente, e seus efeitos
sobre a distribuigido das linhas de coordenada

constante.

Esta tendéncia explica-se pela imposigdo, no plano fisico, de
vae = v°n = 0. Assim, se a fronteira é convexa, tem-se 7o > 0, e
portanto 1%y < 0, logo, ny e o espacamento entre as linhas de 7
constante devem crescer com y. Para as fronteiras de curvatura
concava, n_ < 0 e inverso é vdlido (figura 6.1).

Por outro lado, valores positivos das fungbes P e Q fazem con
que £(x,y) e a(x,Y), solugbes do sistema (6.21), sejam fungbes
sub~harménicas no dominio fisico, e dessa forma as linhas de
coordenada £ constante tendem a mover-se na diregcédo de £
crescente, de modo andlogo, as 1linhas de 7 constante devem
mover-se na direq&6 de 7 crescente. Para valores negativos dessas
fungbes, £(x,y) e n(x,y) séo super-harmbnicas e a tendéncia é
oposta, implicando numa aproximacdo das linhas de £ e m constantes
na diregao decrescente das coordenadas £ e 7, respectivamente.

Uma analogia fisica As equagdes (6.21) é possivel [51],
considerando na teoria do eletromagnetismo a egquagdao que
relaciona o potencial elétrico ¢ a uma fungdo distribuicdo de
cargas p, (vng = -4np). Nesta, guando p assume valores negativos
préximo da regido de ¢wfnimo), oOcCOIrre concentracio das linhas
equipotenciais nesta regido. Tenm-se, portanto, dque ¢ e p
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desempenham papeis apélogos a£eP, ouane respectivamente.
outra analogia fisica possivel, diz repeito ao escoamento
potencial na presenga de fontes ou sorvedouros.

Estas tendéncias introduzidas pelas fungdes P(£,71) e Q(£,m),
manifestam-se com relacdo aos pontos das fronteiras, de duas
formas, dependendo dé maneira como se prescrevem as condigbes de
contornc no espago transformado. Para valores de x{(&,n) e
y(€,m) prescritos, os pontos correspondentes da fronteira do
espago fisico sdo fixos, ndo se exercendo sobre eles os efeitos
dos termos néo homogéneosa. Podem, entretanto, ser prescritos os
adngulos de intersecgdo das linhas de coordenada constante com as
referidas fronteiras e, nesse caso, seus pontos néo tem posigéo
fixa, ajustando-se as condigdées de contorno a derivada prescrita.

Para controle ~efetivo dc espagamento do sistema de
coordenedas gerado,' Thompson et al. [79] empregando as
propriedades dos operadores elipticos apresentadas acima, propde
que as fungdes P(§,1) e Q(£,1) sejam tomadas na forma:

P(¢,m)=- I a  ,son(&- £ ,,) exp(-c |§- & 1) =
1=1

2 2
sgn(€ -.e”,)exp[-dm/(z- €.+ (=1 ]

(6.23)

A
Q(£,m) == L p;59m(n- n ) exp(-T n-m,, ) -
i=1

- T q,son(n- fn”,)exp[-s(,,ﬁe SE (= ) ]
j=1

(6.24)

Estas funcgdes permitem qgue os efeitos de atragédo ou repulsao
de 1linhas de coordenada constante ocorram com relagdo a outras

Com isso cria-se umna regifo do - sistema que nio pode ser
uttlizada na simulag¥o numérica do escoamento.
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linhas de coordenada constante de mesma espécie (primeiro termo),
ou &a pontos (segundo termo). Os indices subscritos entre
parénteses indicam precisamente as coordenadas (€,n) destes pontos
ou linhas, gque s&c especificados & priori.

Os coeficientes a ., bU)' Py, © 9 sdo amplitudes
constantes dos termos de P e Q que, se positivos, determinam os
efeitos de atracgido .e, se negativos, invertem tais efeitos. Os
y dU>' Yy © B sio fatores de decaimento das
exponenciais, constantes positivas. A fungao sinal sgn(£) assune
os valores -1, para £<£(“, 0 para £=E(n, ou +1 para E>£(“,
permitindo que os efeitos de atragao ocorram de ambos os lados da

coeficientes c

linha ou ponto especificados. Sua auséncia faz com que a atragao
ocorra apenas do lado de £ crescente, provocandoe repulsdo no
outro.

Por se tratarem de somatérias de fungdes exponeciais, seus
efeitos sobre o sistema decaem com a disténcia das 1linhas de
coordenzda constante as linhas ou pontos de atragdo. No primeire
caso esta distancia é tomada com relagdo a uma mesma coordenada
apena59 e provoca a atragdo de 1linhas de coordenada constante
inteiras. No segundo. refere-se sempre a ambas as coordenadas e a
atracdo se dd apenas sobre porcgbes dessas linhas.

£ para linhas de E constante, ou T para linhas de T constante.
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/5 Métodos para & Gerag&o dos Sistemas de Coordenadas
Localmente Ortogonais

Os eistemas de coordenadas localmente ortogonais séo os mais
adequados aos propésitos da simulacdo numérica do escoamento. E
sio duas as razdes basicas que os trazem a esta condigéo: a
simplificagio algébrica das equagdes do modelo matemético, cujos
motivos apresentam-se adiante, e o fato apontado por Thompson et
al. [77), de que a auséncia da ortogonalidade local tem o efeito
de ampliar os erros decorrentes da solugdo numérica das egquagdes.
No primeiro caso, a razéo tem natureza estritamente tedérica, sendo
portantc abrangente. A segunda razdo € de natureza essencialmente
numérica e, dessa forma, a condigdo de ortogonalidade local deve
ser entendida como uma propriedade da malha ccnnput.z-,\cional1 que é
alcancada dentro do nivel de precis@o em que se resolveram as
equacbes gque a geraram. Assim, tanto "melhor" serd o sistema,
guanto nais préximo esteja dessa condigao.

Por outro lado, deve-se ressaltar que a utilizagao desses
sistemas estd restrita aos casos em que as linhas que limitam o
dominio de interesse, no espago fisico, sejam ortogonais, uma vez
gue sfo também linhas de coordenada constante. Isso naturalmente
restringe a esses casos, a aplicagdo dos métodos que geram tais
sistemas, com excessdo dos problemas em gue se podenm empregar
fronteiras méveis.

Voltando & primeira razido, referente &as simplificagbes
algébricas, ela é ‘conseqiiéncia direta de uma caracteristica
fundamental dos sistemas de coordenadas localmente ortogonais.
Esta corresponde & nulidade de todos os elementos nao pertencentes
a diagonal principal do tensor métrico desses sistemas. Ou seja:

9, 9,= 9 =9 = 0parai ey (7.1)

1 e
0 termc 'malha computaclonal’ designa a discretizacko mmérica do

sistema de coordenadas.
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Necte sentido, a transformagdo conforme resulta, na verdade,
em um sistema de coordenadas ortogonal, comc se pode ver pelas
expresstes (6.19). A caracteristica que a torna restritiva, no
entanto, ¢é aquela que impbe gue a relagdo entre o8 termos da
diagonal principal do tensor métrico, ou seja, os fatores de
escala do sistema, seja igual a unidade®:

= g,= g''= g’= 1 para 1 =, (7.2)

gl 11

]
Embora seja jv_détamente este fato gue garante que o A&ngulo,
entre dvas curvas gquaisquer no plano fisico, conserve-se no plano
transformado, e que o estiramento seja o mesmo em ambos Os eixos
neste piano. Estas condigbdes produzem muitas vezes sistemas de
coordenzdas mal condicionados e sem utilidade pratica [51].

Partindo deste principio, uma das possibilidades de produzir
sistemas de coordenadas localmente ortogonais consiste
precisarente em conservar a nulidade dos elementos do tensor
métrico ndo pertencentes a diagonal principal, e impor Aqueles gue
a ela pertencem, uma relacdo que seja diferente da unidade. Entre
os métodos gque o fazem, analisados inclusive por Thompson et al.
[77]), encontram-se aqueles que impbée que tal relagdo seja uma
constante, e o0s ¢gue a consideram como sendo uma funcao das
coordenadas (£,m), conforme cita [51].

Os métodos pertencentes a este dltimo grupo s80 08 dque
possuem maior flex_ibilidade , sendo por isso os mais adequados.
Dentre eles pode ser citado o trabalho de Ryskin and Leal [66],
inicialamente analisado por Meneghini [51], dque serd apresentado
em detalhes a seguir.

A utilizacio de principios variacionais representa outra
possibilidade para gerar sistemas ortogonais. Nos métodos que os
empregan, tais sistemas resultam da otimizagdo de funcionais que
medem (quantificam) propriedades destes sistemas. Esta otimizagéo
se d&4 por meio equagdes do tipo Euler-Lagrange, e portanto é a
golucdo destas equacbes gue promove a geragao do sistema. Neste

No caso bidimensional, | e J assumem os valores 1 ou 2.
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grupo podem ser citados os trabalhos de Morice [54] e Brackbill
and Saltzman [14], considerados adeguados &s aplicagdes aqui
desenvolvidas. Vale notar, gque o primeiro deles guarda certas
semelhancas com o método de Ryskin and leal [66], e © segundo o©
faz com relagdo ao método de Thompson et al. [79]. Ambos sao
considerados detalhadamente abaixo.

7.1 0 Emprego da Relago entre os Fatores de Escala

O nétodo desenvolvido por Ryskin e ILeal [66]) parte de uma
identidade tensorial verdadeira, gue, como tal, pode ser formulada
no espago transformado, para a geragao do sistema de coordenadas.
Esta identidade exprime o fato de que, por serem as coordenadas
(x,y) do espago fisico, fungdes escalares e lineares de posigéo,
seus gradientes sdo vetores constantes, portanto de divergéncia
nula.

V.(Wx) = Vx = 0
(7.3)
V.(Vy) = Vy = 0

Nac obstante seja trivial, essa informagdo proporciona o
sistema de equagdes para o© cdlculo das fungbes de mapeamento
x(€,n) e y(€,n). Sabe-se, porém, que as propriedades da métrica do
espago transformado, como a ortogonalidade local, expressam-se
diretamente na forma de seu tensor métrico. Portanto ndo basta
generalizar as eguagbes (7.3), ¢€ preciso antes especificar as
caracteristicas que se pretende imprimir ao sistema gerado, sobre
esse tensor. E, para isso, impbe-se analisar os graus de liberdade
nele presentes.

Em principio, devido & simetria do tensor métrico, o numero
de elementos independentes corresponde a m=3 em 2-D e =6 em 3-D.
Por outro lado hi a nécessidade de que o espago transformado seja
Euclidezno, comc acontece com o espago fisco. Isto implica que o
primeiro nio possua curvatura intrinseca, ou seja, que nele também
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possa ser introduzido um sistema de coordenadas cartesiano’. Esta
exigéncia é verificada guando o tensor de Riemann-Christoffel (Eq.
A.39) é nulec no éspago transformado®.

Em virtude disso, impde-se, segundo os autores, uma restrigéo
ao tensor métrico 2-D, reduzindo seus graus de liberdade a dois, e
trés restrigdes ao caso 3-D, reduzindo a trés seus graus de
liberdade. Porém, deve se acrescentar que a prépria existéncia das
fungdes de mapeamento x(€,m) e y(£,m) garante que O espago
transformado seja Euélideano, posto que estabelece a transformagéao
para um sistema de coordenadas cartesiano (x,y). Dessa forma a
nulidade do tensor de Riemann-Christoffel configura-se numa
condigéc de iﬂfegrabilidade das equagdes (7.3) no espago
transformado. '

Ainda segundo os préprios autores, nédo se pode, em principio,
garantir gue sempre existam fungbes de mapeamento a satisfazer
as exigéncias impostas ao tensor métrico, como ocorre no caso das
transformagbdes conformes, onde a existéncia ¢é comprovada pelo
teorema de mapeamento de Riemann (sveshinicov and Tikhonov [711]).

De qualqguer forma, impondo-se, nessas condigdes, a nulidade
dos elenmentos nao bertencentes 4 diagonal principal do tensor
métrico, resta ainda um grau de liberdade no caso 2-D. No caso
3-pD ndc resta nenhum grau de liberdade, em virtude de serem trés
os elementos nessa _condigéo. Dessa forma o tensor métrico no

primeirc caso fica:

0. g 11
- I 11_ |9 0 7
22 0 g

3

Como e templo de = sistema 2-D intrinsecamente curvo, pode-se
tomar rma casca enférica. Nela definitivamente nlo se pode
introduzir wn sistema de _coordenadas cartesiano. Estas
configuragdes geométricas nio pertencem, entretanto, a0 escopo

deste trabalho.
‘Vn le notar que ‘a nul idade do tensor de Riesann-Christoffel

garante a intercambiabllidade da segunda derivada covariante.
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Pode-se ainda utilizar o grau de liberdade restante no caso
2-D, para impor uma relagéo entre os elementos nidoc nulos, ou seja,
agueles que pertencem & diagonal principal. Para isso, atribui-se
a esta relagdo, uma fungdo das coordenadas 4o planc transformado
(€,n). Em verdade,'eSses elenentos designam fatores de escala das
coordenadas localmente ortogonais [39], e apenas nos no caso 2-D é
possivel prescrever uma relacido entre eles. No caso 3-D isso néo é
possivel, o que confere certa "rigidez" aos sistemas localmente
ortogonais, em virtude de nido se poder controlar o espagamento de
suas coerdenadass dessa forma. Assim, no caso 2-D:

vV 901, ! g’ _ by,
v Y2 Vv gttt R

(7.5)

f(¢&,m) =

0 jacobiano, nesses casos, é dado por (Eg. A.25):

J =V gm)g(zja) = 2 = hmh(z) (7.6)
/ (22
gz(lllq; 22)

Pode-se entdo proceder a formulagdo das identidades
tensoriais (7.3) no planc (§,7), empregando para isso a definigéo
do operador laplaciano generalizada, obtida a partir da combinagéao
das expressdes (A.33) 3 (A.40):

¥o = ¢l, = 5 zg,[-? g ?:—] (7.7)

Introduzindo ﬁs expressbes (7.3), (7.4) e (7.5) na equagio
(7.6), obtem-se:

5

Excess¥o felta Y] sistenas 3-D gerados a partlr de sistemas 2-D,
com a adiglo de s direg8o perpendicular, como no caso das
geometrias axissimétricas.
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5 ax) 81 8x
"[f*“ +-ﬁ[f 'a'ﬁ] 2

8€ .-
(7.8)
8 ay) 8 1 8
Z_if oy + _—[ _I] = 0
sl aEs Bn.—f_ L

Este é o sistema de eguagdes diferenciais parciais proposto
por Ryskin e Leal [66] para a geragdo de sistemas de coordenadas
curvilineos localmente ortogonais, ajustados as fronteiras do
escoamerto. H4, no entanto, algumas consideragdes muito
importantes, gue devem ser feitas quanto a fungéo £(§,m).

A primeira delas diz repeito a sua natureza. E aparece também
no trabalho de Morice [54] que, embora tenha formulagao
variacional, apresenta muita semelhanga com © presente método, no
gue se refere & forma final das equa¢bes de Euler-Lagrange. Este
autor nota que o sistema (7.6) pode ser obtido da derivacgdo das

. P
seguintes condigobes :

LI
+
F’.

X
f8£ an
(7.9)
ax _ _g8
o = Tt

Estas correspondem a uma composigdo entre uma transformagéao
conforme, que satisfaz as condigdes de Cauchy-Riemann, entre o
plano fisico (x,y) e um plano transformado (¢,¥), seguida de duas
transformagbes de estiramento unidimensionais’.

A segunda conéideraqéo, mais importante do ponto de vista da
aplicagéo do métod'o', refere-se ao fato do sistema de equagoes

. .
Ryskin ard Leal [66] também fazem esta observagBo.

7Ryskln ] Leal [66] citan que, para f e (1/f) linltadas, este seria
um caso particular de transformagio quasl-conforse, para o qual

° médulo de dilatagBo conforme () seria H = (1=-£)/7(1+5), de
existéncia comprovada.
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(7.8) pnder ser aplicado a trés tipos diferentes de problemas,
dependerdo da forma como se especificam as condigdes de contorno,
quais sejam: '

1. A forma das fronteiras fisicas néo e conhecida a proiri,
sendo determinada como parte do problema, nos casos que apresentam
fronteiras livres.

2. A forma dessas fronteiras é conhecida, porém ndoc se fixa a
distribvigdo dos pontos sobre elas. Esta € determinada pelo
mapeamento. _

3.2 forma das fronteiras fisicas é conhecida e a distribuigéo
dos pontos sobre . seu contorno ¢é fixa, havendo portanto
especificagéo completa da geometria destas fronteiras.

Nesse contexto, distinguem-se dois modos de aplicagdo do
referido sistema de eguagdes. Um deles é conhecido por ‘método da
restrigédo forte’, e Yrecebe este nome porgque envolve a
especificacdo da fungéo £(£,n) explicitamente sobre todo o dominio
de interesse, no piano transformado. Neste caso, o© dgrau de
liberdade que restara ao sistema apés a imposigao da
ortogonalidade local sobre o tensor métrico, foi utilizado na
especificagdo dessa ‘fungdo f. Assim, ndo se pode especificar de
forma completa a geometria das fronteiras® , 0 gque restringe sua
aplicagéo aos casos 1 e 2. H4 que se notar ainda, que a escolha de
f(€,n) depende das'condigées do caso em estudo, na medida em gue
deve envolver a modelagio de fendmenos fisicos que influam na
forma dessas fronteiras.

Para que a especificagédo completa da geometria das
fronteiras seja possivel, é preciso que uma das restrigées fortes,
a ortogonalidade ou a especificagdo de £(£,m), seja relaxada. Esta
forma de aplicagdo, designa o ’‘método da restricao fraca’, gque se
destina aos problemas dos tipos 2 e 3.

Deesa forma,; © método da restrigdo fraca mantém a primeira
delas (gaz_ q9,= . 0), substituindo a segunda pela especificagao

BEsta afirmaclo resulta’ do fato de que, ao especificar x(Ec, M),
sobre una fronteira’ e, sendo g, M conhecida, y(Ec, M fica
deterainada a partir das equacdes (9.9}). E, por outro lado, ao
especificar valores constantes {Dirichlet) para x ] derivadas

nulas (Noumann) para y {ou o inversol, também satisfaz-se (9.9).
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completa dos pontos das fronteiras, e por uma regra para
determinar f£(£,n) nos pontos internos, a partir de seus valores
sobre essas fronteiras. Estes 1ltimos sao calculados pelas
expressies (6.7) e (7.5). E a regra é essencialmente arbitréria,
desde que sujeita i'condigéo de f>0, podendo corresponder a uma
interpolagdac ou a uma eguagao diferencial parcial eliptica9 [66].
Tais condigdes denominam-se restrigbes fracas e sdo eqguivalentes a
imposigéo de uma restrigéo forte.

Por outro lado, uma vez gue a funcado f£(§,m) € simultaneamente
parte dc sistema (7.8) e sujeita a uma regra de célculo, o que se
tem é a adicéo de mais uma equagdo esse sistema, na forma desta
regra. ?1lém disso, deve-se ressaltar que o cdlculo dos valores de
f nas fronteiras pressupbe © conhecimento dos valores das
primeirss derivadas de x(&,m) e y(£,n) sobre essas fronteiras. &
nivel da implementagdo numérica deste método, estas derivadas
envolvem valores de x e Yy internos ao dominio, e portanto é
necessario um procedimento iterativo com aproximagdes sucessives.
Tal procedimento'é delineado pelos autores na forma:

0. Especificar os valores de x(&£,m) e Yy(§,m) sobre as
fronteiras. ;

1. Proceder uma estimativa inicial para x(§,7n) e vy(E,n) e, a
partir desta, obter a estimativa inicial de f£(€,m), calculando-a
nas fronteiras pela.definigéo (6.7 e 7.8), e no interior pela
regra, para ela, adotada.

2. Usar as condigdes de Dirichlet estabelecidas para X e y no
passo 0, e a estimativa de f£(£,7) do passo 1 para obter, por meio
do sistema (7.8), novos valores para x(€,m) e y(§£,m).

3. Com os valores de x(&,m) e y(&,m) obtidos no passo 2 e as
condig¢des de contorno prescritas para estas fungdes, recalcular
£f(€,m) ras fronteiras, por meio da definigdo (6.7 e 7.8).

4. Determinar os valores da funcgao £(€,7) no interior do

Keste caso £E.Mm seria cflculada a partir de seus valores nas
fronteiras por: 2 2

a__z + g—% = 0

85" .

on
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dominio, por meio da regra adotada, a partir de seus valores nas
fronteiras, obtidos no passoc 3, e dos novos valores de x e Y
obtidos no passo 2.

5. Retornar ao passo 2 para reiteracao.

Como regras para o cdlculo de f(€,m) nos pontos internos do
dominio de interesse, Ryskin e leal [66] consideram duas
possibilidades, sujeitas as condigGes de que f seja sempre
positiva e, preferencialmente, de variagao suave. A primeira
correspcnde a eguagdo de Laplace no dominio transformado, citada
acima. 1. a segunda corresponde a uma interpolagdo algébrica, na

forma pioposta:

£(¢,n) = £29(&,7) - £9(E,M) (7.10)

° =ik = (£ - 1) (§ - 1)
f (Ern) i [1 (g — 1)]f(1:n) + (E - 1) f(E(W):n) +

{max) (max)

(n-1)
- 1) £f(g,n

(max)

y  (7.11)

(max}

_ (a-1)
+ [l (_n(ma*)_ 1)]f(E,1) + €

*

£°(£,m) = [1 ;,‘(E (§ '_1)1)][1 - ( __1:)“]13(1,1) %

{max} (max)
- A
b S

Normalizam-se as varidveis § e m porque as formulas referem-
se, em principic, ao intervalo real 0=(£,n)=l, ao passo que O8
mapeamentos aconteée;n no intervalo 1555.‘;'_“ e 1s'nsn_u, onde tais
variadveis assumem apenas valores inteiros. De resto, esta forma de
cédlcule de f(€,n) é recomendada pelos autores, devido a sua
simplicidade, e por isso & efetivamente adotada neste trabalho.

Ryekin e Leal [66) também fazem referéncia ao fato de que a
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especificagéo dos pontos das fronteiras pode ser feita de modo a
permitir algum controle do espagamento da malha computacional, uma
véz que sua distribuicdo néo precisa ser necessariamente uniforme.
Exemplos dessa possibilidade encontram-se apresentados no item 12,
referente aos exemplos de aplicagdo.

+

7.2 O Erprego dos Principios Variacionais

Entre os mé'l;odos analisados que utilizam principios
variacicnais, os mais adequados aos objetivos deste trabalho séo
os de Morice [54] e Brackbill e Saltzman [14)], dgue seréo
apresentados a seguir.

O wmétodo de Morice [54] propde, para os casos em que a
fronteira da regido de interesse no plano fisico é conhecida, a
minimizagéo de um funcional qgue representa a integral da soma dos
gquadrados das relagdes generalizadas de Cauchy-Riemann, expressotes
(7.9)-

1= ”D[[IF'% — % g%]z+[4'f" g% + é -ta—;]jdgdn (7.13)

Que também pode ser expresso na forma:

e (el @) 1™ () Joeon - [frsace

(7.14)

Ao fazé~-lo, busca um ajuste do sistema de coordenadas a estas
relagdes, no sentido de minimizar o erro quadritico médio.

Ao lado disso, este método define tais relagdes generalizadas
como resultantes da composicdo entre uma transformagio conforme
entre ¢ plano fisico e um plano transformado intermedidrio,
deformada posteriormente por duas transformagbes de estiramento
unidimersionais. Assim, apresenta argumentagdo semelhante aquela
de Ryskin e Leal [66].

8
5£=+
8p _ _

T {¢(E.n) = a(£) | a(0)=0 e a(1)=1
N (7.15)
By

¥(€,m) = ub(n) | b(0)=0 e b(1)=1

gl 22
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De forma que f(€,n) seja dada por:

8a
- a(f)= 25 0
£(¢,m)= L84 = { Zz (7.16)
' B(M)= 37> 0

Oonce 4 é um escalar positivo, que corresponde ao inverso do
modulo da transformagdo conforme. Pode ser determinado pela
integracdo da primeira das relagdes (7.9), sobre o dominioc de
interes:ze no plano (£,m), 0=(§,n)sl.

1
[ tyg,2)-y(€,0)a(E)ag
T ‘ (7.17)

1
I tx(1,m)-x(0,me(m)an

Estas consideragbes conferem uma interpretacgao conceitual,
nic sé ao método proposto por Morice [54], como também &gquele
apresentado por Ryskin e Ileal [66]. Posto que © sistema de
equagde: do tipo Euler-Lagrange gque minimiza este funcional
correspcnde precisamente as eqguagdes (7.8).

Da mesma forma que Ryskin e Leal [66], Morice [54] coloca que
a prescrigdo das fungdes a(£) e b(n), que indiretamente determinam
£f(€,n), impede que se obtenham sistemas de coordenadas ortogonais
para donminios cujas fronteiras sio fixas. Entretanto nido define
uma regra para a determinagdo de a(f) e b(m), como fazem os
primeircs. Ao invés disso, define fungdes de distribuicio dos
pontos :obre as fronteiras (v,, 7,7, € 7, ), isto &, v.(w), V (l;'),
v (n) e v (E) no plano transformado, respectlvamente . € estabelece
que: Ou se tem a e b flxas, e as fronteiras sdo méveis. Ou entéo
duas furg¢des v, sdo fixas (por exemplo v, e v) e, hesse caso, a €
b ajustim-se, o mesmo ocorrendo a f, e os pontos de 7. 7, ficam

livres.
Um: observagdo importante de Morice ([54] diz respeito &

necessidade de estabelecer de forma criteriosa a escolha das
fungdes a(£) e b{(n), uma véz que © gistema (7.8) ndo obedece a um
principio de extremo no espago fisico, onde seria comprovadamente
necessario. s

Ao lado disso, pode-se observar que o funcional Il, na forma
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da eguigdo (7.14), guarda certa semelhanga'®’ com dois dos
funcioneis utilizados no método de Brackbill e Saltzman ({[14],
apresentado a sequir. De fato, Morice ([54] faz importantes
comparagdes entre as equagbes de seu método e aguelas do método de
Thompsor et al. [79], dque estédo relacionadas aos funcionais
apresentados por Brackbill e Saltzman [14]. Com isso se
estabelece, em 'principio, a possibilidade de relacionar ©s
diferentes métodos considerados. 2lém de fundamentar os conceitos
envolvidos no trabalho de Ryskin e Leal [66].

O nétodo desenvolvido por Brackbill e Saltzman [14]) propde a
otimizacdo de uma combinagao linear de funcionais gque representam
explicitamente propriedades gue se deseja imprimir ao mapeamento.
Estas propriedades referem-se a4 sgua uniformidade, & ortogonalidade
lJocal e a uma ‘relagdo ponderada entre os elementos de area
(volume, no caso 3-D) dos espagos fisico e transformado. Cada uma
destas vropriedades é representada por um funcional diferente,
sendo que apenas aquele que representa a primeira possui solugao
dnica, os demais exprimem restricdes ao problema variacional.

A uniformidade do mapeamento é medida por um funcional que
represerta, no espago fisico, a densidade linear da distribuigéo
de pontos sobre as jinhas de £(x,y) e 7w(x,y) constantes. Thompson
et al. [77] consideram que, ao minimizar esta propriedade,
promove-se a makimiéaqio da uniformidade pretendida. No plano
(x,y), @ forma deste funcional corresponde a:

I, = I (V€)% + (vn)?) @A (7.18)
B

Secundo estes mesmos autores, o integrando deste funcional
revela cuas caracteristicas importantes. Uma refere-se ao fato de
gue sus exXpressao representa a razdo entre o guadrado dos
comprimentos das faces de uma célula pela sua &rea. Assim, o©

10 : .
Embora, é claro, oxistam diferencas. Estas se deven, entretanto,

3 presenga da funglo f.
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significado geométrico do minimo seria a célula encerrar a maior
4rea com o menor perimetro, o que proporciona elementos cujos
l1ados tém o mesmo comprimento. A outra implica que sua minimizagéo
tem o sentido dos ‘minimos guadrados’.

Além disso, Thompson e Beus colaboradores mostram gue, as
equagdes de Euler para este funcional correspondem, no espago
fisico, exatamente &ao sistema de equagdes de Laplace (6.1)“. Este
fato ter consegiéncias extremamente importantes, do ponto de vista
conceitval. Pois implica gue o sistema de coordenadas mais
uniforme & justamente aguele gque satisfaz as equacdes de Laplace
e, uma \éz que tais equagbes obedecem a um principio de extremo no
plano fisico, a formulagao variacional gera sistemas que preenchem
as condigbes necessérias apresentadas acima. De outra forma, pode-
se concluir que o extremo do referido funcional é representado no
plano fisico pelas fungdes g(x,Y) e n{x,y), gue sdo harmbnicas, e
portantc (estas fungBes) ndo realizam extremos dentro do dominio
fisico considerado.

Faz-se a jnversdao das variaveis dependentes e independentes
do inteyrando deste funcional, da mesma forma gue nos métodos
anteriores, para representa-lo no plano transformado (£,7):

o [ 16 @ @ @ oo
T = EKELQJ agdn (7.20)

A crtogonalidade local do sistema de coordenadas curvilineo é
avaliada por um funcional que representa, no espago fisico, o
produto escalar dos 'g_radientes das fungdes E£(x,Y) e n(x,¥), dque,

11

Embora Brackbill [ 3 Saltzman [14) af lrmem que, no espago
transformadc, hé coincidéncia entre ° sistema de equaglcs do seu
métode e o sistema (8.6), que é a forma transformada de (8.1),
apenas [ 3] um caso particular.
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afinal, ccorrespondem aos Versores deste sistema. Quando a
condigéc de ortogonalidade local ¢ satisfeita, naturalemnte este
produto se anula, o mesmo acontecendo ao funcional.

I, = L[vg . mc7aa ‘ (7.21)

A inclusdo do cubo do jacobiano no integrando €, segundo
Thompson et al. {77], arbitrdria, representando uma fungao gque
pondera a propriedade em questédo, e que tem o efeito de "enfatizar
fortemerte a ortogonalidade nas células maiores".

Porém, Brackbill e Saltzman [14] notam que a nulidade deste
funcional, gque representa seu valor minimo, néao determina uma
solugdo que seja"lﬁnica. De fato, diferentes sistemas de
coordenadas localmente ortogonais podem ser gerados para uma mesma
geometria das fronteiras— basta considerar aqueles que satisfazem
a uma condicdo de uniformidade do espacamento, e aqueles que nédo o
fazem. Por este motivo , .0 referido funcional representa apenas
uma restrigdo ao problema variacional. Uma restrigdo do tipo
isoperimétrico, segundo Gelfand e Fomin [30].

De qualgquer forma, procedendo-se a inversdo das variéveis
depende: tes e independentes deste funcional, para representd-1lo no
plano transformado ({,n), tem-se:

N_ M | N .E_2

1 X ax ay]? ol 9,2
T = ”T [5% & + 8% ] acen - LLT == o

E finalmente, -relagéo ponderada entre os elementos de A4rea
(volume, no caso 3-D) € representada pelo seguinte funcional'?:

Thompson et al. (77} definem este . funcional com [ integrando na

2 .
forma: (w J,. Empregam, portanto ums fun¢lo w ao quadrado.



T, = JdeV‘ (7.23)
D

Cor a inversdo das variadveis, swna forma no espago
transformado (£,7m) passa a ser:

1, = J Jwazdsdn (7.24)
v. 1 1

Once a funcdo de ponderagido w depende exclusivamente das
coorden: das cartesianas (x,y) do espago fisico, v = w(Xx,y), sendo
especificada a pr.ior.i. E tem, em principio, o efeito de provocar a
diminuicdo do espacamento dos pontos nas regides em que assume
valores altos. Delineiam-se com isto suas caracteristicas mais
importar tes: '

1. A fungao w refere-se & posigdo dos pontos no espago
fisico, pois depende apenas das coordenadas (x,y). Portanto néo se
associa diretamente aos pontos £ e 711 do espagoe transformado, como
ocorreria, caso dependesse destas varidveis. Ao lado disso, na
equagdo de Euler-Lagrange, € a dependéncia direta de v, e nao a
implicita, que aparece. Tais razbes tornam possivel & fungdes do
tipo w(>,y) referirem-se diretamente aos gradientes da solucao no
espago fisico, o que é muito conveniente. Thompson et al. [77]
discuter varios tipo's destas fungdes, gue possuem a propriedade de
gerar mnalhas de menor espacamento nas regioes onde estes
gradientes sdo altos ou onde a solucgdo realiza extremos. HA também
os casos gque aliam as duas caracteristicas. Estas fungbes destinam
-se, eniretanto, -a-construc;éo de malhas adaptativas, e por isso
ndo pertencem ao escopo deste trabalho.

.feu significado fisico repousa na analogia apontada por
Thompsor et al. [77], entre sua representagiao no espago
transformado (equagio 7.24) e a energia potencial eléstica
acumulaca por uma membrana eldstica, no caso 2-D (sélido elédstico
no caso 3-D), conformada As fronteiras do dominio fisico. Neste
caso, o jacobiano representa a deformacdo eldstica e a fungdo
w(x,y) designa o coeficiente de elasticidade generalizado como
propriecade local desta menbrana ou sélido.
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Por outro lado, a minimizagéo deste funcional também né&o
apresenta solugéo unica, como mostram Brackbill e Saltzman [14].
Uma vez que se podem contruir diferentes sistemas de coordenadas
que realizam seu extremo para uma mnesma fungéc w(x,y) e mesnma
geometria.

Feitas as consideracbes necessarias, tem-se que o funcional a
ser minimizado corresponde a uma combinagdc linear dos funcionais
acima apresentados, na forma:

I=1_ +2Aa.I  +& T (7.25)

{s) (v) (\r) ) {o)

Thompson et al. ([77) faz uma andlise de ordem de magnitude

dos funcionais, considerados sobre o espago fisico, tomando como

escalas naturais. um comprimento (L) e um nudmero de pontos (N),

caracteristicos do problema. De forma a ter para as coordenadas

deste espacgo (:u:1 «x L) e para as do espago transformado (51 o« N).

Com isso, no caso plano tem-se (er(L/N)Z), e como a integragéo €
no espa¢o fisico (dArxLz). Assim:

(7.26)

Onde W repreéenta um valor médio de w(x,y) sobre todo o
dominio, na forma: -

we2|]|wasan (7.27)
A 1]1 .

Inserindo-se as relacgdes (4.64) na equagdo (4.63), obtem-se
para o caso planola:

13 )
Para o caso (3-D), tem-me: clvntl.3 . Jﬂ(L/ll)a. wv=(J S Jwav)

1 =« omA®, 1e i 1o am®
(s) v . °
5 % 7
I = I, +A [(N/L) /W)I +A (N/L) &
(s) v ¥y o o
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R} |
N 1 N
TSl Aw)[ L ] v twm T Am)[ L ] ) (2o

Thcempson e seus colaboradores propbe gue as escalas naturais
L e N sejam:

1 estimada pela raiz guadrada da 4rea total considerada, ou a
raiz cdbica do volume, no caso (3-D).

N estimada com base na raiz guadrada do produto do nimero de
pontos nas direcées £ e 7 da wmalha (me* 'nmx)ua, ou a raiz
cubica (Em“* nu“* (m“)”q, no caso tridimensional.

De qualguer modo, guer se use a expresséo (7.25) (Brackbill e
Saltzmarn ([14]), ou a (7.28) (Thompson et al. [77])), aos
multiplicadores de Lagrange devem ser atribuidos a priori valores
ndo negativos (Abzo e szO). Portanto, eles nado resultam do
probleme variacional, mas sio impostos como coeficientes de
ponderagdo e dessa forma impéem a enfase relativa gue cada
propriedade terd no sistema gerado. Assim valores altos de A
enfatizem a ortogonalidade local, as custas da relagdo ponderada
de &reats (ou volumes, no caso 3-D), e o inverso deve OcCOrrer para
valores altos de Av.

Os extremos desse funcional composto (7.25) sdo determinados
por um sistema de . eguagdes diferenciais parciais de Euler-
Lagrange, due geram' o sistema de coordenadas curvilineo. Este
sistema de equagéés é resolvido scbre o espago transformado, onde
as condigbes de contorno assumem a forma simplificada.

Para formular as equagbes de Euler-Lagrange no espago
matemdtico transformado faz-se uso do principio da invariénga
destas equagbes sobre qualquer mudanga de coordenadas. Tomam-se
entdo os funcionais escritos para o sistema (€,m), apresentados
acima, ¢ considera-se, no caso de um funcional &:

Thompson et al. [77] usam .2’ e a média: wv=(.I'J'qudv)
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p = ree',x ,2=(x )av (7.29)
J BE’ 3
As equagdes de Euler-Lagrange sao (Gelfand and Fomin [30]):

8F _ & 8F
axJ aEi a(XjEi)

= 0 (7.30)

Aplicando-se estas defini¢bes para OS5 funcionais apresentados
acima, obtem-se um ‘conjunto de equagoes diferenciais parciais
de segurda ordem quasi-lineares, onde os coeficientes sdo fungdes
guadriaticas das derivadas primeiras [77].

Para o funcional I“)

r 2 2 ) 2
+E ag_.ﬁ - 23 X 4 79_)%] [a_l - 23_L + 1__1] = 0
WIS 8£8m am 8 8E8M am
' (7.31)
[ 8°%x 8°x 8°x 8’y ’y 8%y
-Ale— ~ 23 + ———] + C[a N 2B + 7 ] = 0
Wi sedm  om ag? acom oM
onde os coeficientes sd@o dados por:
.. _8x 8 ax:
2=3E3 ?‘ o 5%
ox) 2. {8x)?
dok () ) [ﬁ
a= (9/5) B =(9,/5) 7 = (9,,/5) (7.33)

Brackbill e Saltzman estabelecem que, Ee (A?—BC¢0), o sistema
(4.69) node ser fatorado, resultando no sistema de equagdes de
Laplace transformadas (4.17). Mas no caso geral o sistema fica:
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8%x% 8°x 8%x 8%y , o 87 I
bsl 2 +bsz +b33 2+a-1 2 '2 +a3 10
8¢ 8£8m am 8g agam an°
(7.34)
8%x 8°% 8°x
1——2-+a2 +a3-—2-+c——¥+c-—L+c—x=0
*lag =2pgan *3am lag 2s£07 *3gq°
once os coeficientes séo reagrupados:
€,= ~ha 8= 2A8 L e
k= Ba " b _= -2BB b_= By (7.35)
C.,= Ca L= -2CB Cham Cy
Para o funcional I .:
2 2 2 2
bl——a’:_f+b2‘ax+b3——-—‘3’2‘f+a01——”2 —34’—+a3—x
°‘ag °€ags8m °“an a€ °2ag0m an
(7.36)
8%x 8%x 8%x
“-—?+a +a03——2-+c-—-§+c—x-—+c3—-x
8g BEB'n an BE 8581} an
onde os coeficientes sédo dados por:
(o = 8X 8Y _ox 8y , 8x &y _ 8x ®
8.4~ Bn 1 ',?ba 8E 87 t % B¢ 83 BED
4b.=§.?5.2 'b-= zaxax g%gx b=8x2
o1 an] ! Bt an on '+ Po3 | BE
o = [2)° c=22§§35+221.81 c = [)°
| "o a1 ! Toz 8E 87 o€ a7 03 5%
(7.37)

E, finalmente, para o funcional IM:
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2 2

Nl s
wbig_);.q-bzax +bv3£—§+ai_a_l+a E..Y_.;.aﬁ_l'l.-_—_.'ff_w
Vit Yeatam am Viee 25E 87 )

2 ‘ 2 2
) —
%% o O°X L, X, BY o 2 4 ML=__~"_2£!’

w
viaEZ "26&'611 vaa_n v1a&. asan vaana 2 8y
(7.38)
Once os coeficientes sdo dados por:
o = - X 8Y -fx oy, iy _ 8
En= " an on ' %2 BE Bm tameE ' % EI3 '5%
vi any ! v 8 8m r M3 5%
2 2
i ax L dx 9x = 8
L Coa™ [ﬁ] 1 Co 285 an 1 Coa [3%]
‘ (7.39)

As equagbdes acima podem ser somadas e Beus coeficientes

reagrupados, resultando em:

2 2 2
'blg-—g+b23x+b———+a——z+a—x—+a——y— =T
o€ 8gaén an ae aean a-n
r
2 2 2
2, 2%+ 0 lX 4 -qn%+c—-l+c-—-—L+c8 =_fg_w
8¢ agom an ‘ag 2atom San? Y
(7.40)

De maneira que a regra para a formagao dos coeficientes seja:

= + ‘w o+
C 1 as i avajr 1 [ ac:bao:r i

b’= b . + Avb“-w + Roboi (7.41)

cl= c'H + Avc"w + Aocoi
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Este & efetivamente o sistema de equagbes diferencials que,
resolvido no espago matemdtico transformado, promove a geragéo dos
csistemas de coordenadas curvilineos, segundo © método de Brackbill
e Saltzran [14]. As condigbes de contorno correspondem a valores
prescritos das fungdes x(£,n) e y{(g,m sobre as bordas da regiéo
de interesse neste espago.
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8. Critérios de Avaliag¥o da Qualidade dos Sistemas de Coordenadas

Os varios métodos propostos para a geragéo de sistemas de
coordenadas ajustados &s fronteiras do escoamento possuem duas
caracteristicas basicas, que sao comuns a todos:

A primeira delas refere-se ao fato de gque tais métodos
conferer propriedades diferentes aos sistemas gerados, com a
finalidzde de fazé-los adeqguados as suas aplicagbes. Assim, alguns
enfatizam a ortogor[alidade local, engquanto outros fazem-no com
respeito & uniformidade do espacamento ou & possibilidade de
controlé-lo, por exemplo. Com isso, diferentes propriedades podem
ser prescritas para .05 sistemas de coordenadas curvilineas, em
funcéo de suas aplicagdes e Gos métodos utilizados para gera-los.

A regunda caracteristica é consequéncia direta do emprego de
técnicas numéricas para a solugdo das equagdes desses mnétodos.
Pois, na medida em que estas técnicas substituem as
diferenciagdes por férmulas algébricas de diferencas finitas, sua
solugdo €& obtida de forma aproximada, dentro de um nivel de
precisic predefinido. Isto estabelece uma distingdao clara entre os
sistemas de coordenadas curvilineos, que s&o meios continuos, sob
o aspecto conceitual, e as malhas computacionais, que correspondem
a conjurtos finitos de pontos discretos que os representam, sob o
aspecto puramente numérico.

Diante disso, ‘torna-se muito conveniente a formulagdo de
critérics para .avaliar de forma quantitativa as propriedades
desses sistemas de coordenadas. Uma Vvez que eles se prestariam
tanto a comparagdo entre os resultados cbtidos por diferentes
métodos para uma dada geometria, quanto para verificar em que
nivel tsis resultados satisfazem as propriedades que lhes tenham
sido especificadasl. Nessas condigdes, esses critérios podem, em
principio, ser de dois tipos: os especificos e os de aplicagéo
geral. ‘

Os primeiros referem-se apenas as malhas geradas por um
determirado método. Como exemplos destes, podem-se citar os que
1

(] objetivo final deasa andlise é verificar a rela¢lo entre a
qual idade da malha e a precisBo - dos resultados da simulagio
numérica.
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avaliam o erro quadrdtico médio da malha computacional, no que diz
respeito &s egquagbes que a tenhanm gerado.

Os métodos de aplicagio geral referem-se as caracteristicas
dos sistemas, gque sejam de interesse para as aplicagébes
prépriarente ditas. Por isso normalmente representam propriedades
dos sisi.emas de coordenadas curvilineos, como a ortogonalidade,
por exemplo, e, ao contridrio dos primeiros, podem ser aplicados
aos resultados dos diferentes métodos, com propésitos
comparativos. Dessa forma, sua avaliacdo pode ser local ou
referir-se uma regido definida do dominio de interesse, dependendo
da natuireza da propriedade em estudo.

No presente trabalho utilizam-se critérios deste tipo, em
avaliagées locais ou de regides do dominio. Para essas \tltimas
empregan-se funcionais advindos dos wmétodos variacionais de
geragao de sistemas. Em sua analise desses métodos, Thompson et
al. [77) propde uma série de funcionais ¢que exprimem diferentes
propriedades dos sistemas de coordenadas. Entretanto, o presente
estudo deve restringir-se Aaguelas gque tém relevéncia para as
aplicagfes ora desenvolvidas, quais sejam: a ortogonalidade local,
a uniformidade do espagamento da malha e a relagdao entre os
elementcs de &Area, ou volume, no caso 3-D, dos espagos fisico e
patemdtico transformado. Estas correspondem precisamente aos
funcionzis apresentados no método de Brackbill e Saltzman [14].

para o caso geral 3-D, onde as coordenadas dos espagos fisico
e transformado s&o (X,y,2) e (§,m,Q), respectivanmente, a forma
desses funcionais sobre o dominio fisico corresponde a:

Para a uniformidade do espagamento:

I, = ”J [(VE)% + (Vm)® + (V0)°] av (8.1)
D

onde a intergagdo se dé sobre o elemento de volume dv=dxdydz.

Para a ortogonalidade local existem, segundo Thompson et al.
{771, duas formas de avaliacgédo:

Umz delas baseia-se nos &ngulos entre os gradientes das
funcdes E£(x,y,2), n(x,y,2) € L(x,y,z), e portanto refere-se a
vetores normais as superficies de £ constante, 7 constante e (
constante, respectivanmente.
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T = J” [(VE.Vn)a-!»(V'n.VC)2+(VC.V£)2]J36V (8.2)
D

A outra refere-se aos &ngulos entre vetores perpendiculares
aos greidientes das fungdes £(X,Y,2), n(x,y,z) e &(x, y,2z),
guando tomados dois a dois, isto €, (VE, V1), (Va, V() e (V. V).

{o')

I, m ([(VE,97) . (W90)1% +  [(V0,90).(VE,UE))° +

+[ (VL VE) .« (VE, V)1 %)3%a

(8.3)

0 nétodo proposto por Brackbill e Saltzman [14] faz uso da
primeira forma de avaliag@o, gque corresponde & expresséo do
funcional I (8.2).

E finalmente, a relagdc entre os elementos de volume dos
espagos fisico e transformado, gque é ponderada por uma fungao

predefinida w(x,Y,2).

I = JJJ w(x,Y,2)Jav (8.4)

Sor o ponto de vista da aplicagdo desses critérios, ¢é
conveniente que sejam integrados sobre o espago transformado. Para
tanto procede-se a mudanga das variaveis de integragao de (x,y,2z)
para (¢,n,L), e o© elemento de volume para dV=Jd€dnd{. Os
integrandos tém suas varidveis dependentes (£ ,7.,L) e independentes
(x,Y,2z) invertidas, por meio da aplicagdo do teorema da fungéo
inversa [39}. Sua forma no espago transformado resulta,
respectivamente, em:

o = ”L[g”g“ - g%, )—3-aednag (8.5)
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2
Iey © [Jjn[g‘Jg’F - 9,,9,,] agdand( (8.6)

I, = ”ngk'dedndc (8.7)

(v)

”J vJagandc (8.8)
D

0 jacobiano da transformagido J é dado pela expresséo (A.45).

Quando escritos em fungdo das coordenadas (€,7,), o=
significados geométricos dos integrandos desses funcionais dizem
respeito ao espag:6 transformado.

Assim, o integrando do funcional I(s] (Eq. 8.5) representa o
guadrade da &rea lateral de uma célula elementar, dividido pela
razio ertre os elementos de volume.

2 _ 2
(9,9 ~ 93l/T = (9,.9,) /7 (8.9)
De forma andloga o integrando de I P (Eq. 8.6) representa o

guadrado do produto escalar entre as normais as faces da célula
elementar do sistema curvilineo.

(9, 9y = 93,9,)° = [(9,29,)+(9,:9,)1° (8.10)

0 iuncional-I(o,)- (Eq. 8.7) representa diretamente o gquadrado

do produto escalar dos versores desse sistema curvilineo.

2 2
g, = (9,-9,) (8.11)

E o integrando de I © (Egq. 8.8) representa o gquadrado do
volume de uma célt_xla elementar, multiplicado por uma fungédo de
ponderacao w.

wIZ = ¥(g,.9,.9,)° | (8.12)




8,1 A Formulacfo dos Critérios de Qualidade para © Caso
Bidimensional

Uma véz feitas as consideragdes necessArias, gquanto ao
significado geométrico dos funcionais apresentados acima, deve-se
reformulé-los para o caso bidimensional, onde tém lugar as
aplicagées deste trabalho. Para isso, impdem-se simplificagdes que
os reduzem agueles do método de Brackbill e Saltzman [14], para o
caso 2-D. Neste, considera-se que o espago fisico seja
representado pelo planc (x,y) e © transformado por (£,mn). Os
elementos de &rea sdo dxdy e Jdfdn, respectivamente. No plano
fisico os funcionais_resultam em:

(s}

I .= ” [(vE)? + (v)*)aa (8.13)
D

[

No caso 2-D. a direcdo representada por V{ sempre pode ser
tomada como perpendicular ao plano (&,%). Fica implicita agui a
ressalva de gue este espago bidimensional ndc seja intrinsecamente

curvo. 2ssim Im fica:

(o}

I = ” (ve.vn125°%da (8.14)
D

E I s conserva a forma da expressao (8.3), apenas com a
resalva de que V{ é perpendicular ao plano (&,7n), e tem médulo
unitério |v{|l = 1. Quanto a I .,

menos do fato que a integragdo agora se dd& sobre uma &rea e,

a forma também se conserva, a

evidentemente w € fungcéo de (x,y) apenas. © Jacobiano J
correspcnde 4 forma apresentada na expressao (7.5)?

I,= ” wJdA. (8.15)
)
No espaco matemi&tico transformado, os funcionais resultam:
N X
9, ¥ 9

2Julqano- sdequado manter a notagflo 1 o
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I © 1., sio eguivalentes no caso bidimensional, por este

motivo, representa-se aqui apenas I °

N .M _2

12
I, = LL_J_ dgdn (8.17)
N ¥
1, = I j w J° dagdn (8.18)
(v) 1l '

8.2 A Inportincia dos Critérios de Qualidade

Do ponto de vista da simulagdo numérica do escoamento, o©
interesce na avaliagdo dos funcionais I e I , justifica-se
em razi» do estabelecido por Thompson et al.[77]. Seus estudos
demonstram gue malhas computacionais muito distantes da condigéo
de ortogonalidade' local e de uniformidade implicam em
comprometimento da ébluqéo das equagbées do modelo matemdtico. Dai,
desaconselham variag¢des acentuadas do espagamento da malha, nas
regides onde se desenvolvam gradientes altos da solugédo, como as
camadas limites, por exemplo. Estes autores consideram
especialmente o caso 2-D, onde impde condigbées limites para as
derivades de segunda ordem das fungdes x(€,mn), Yy(&€,m) e a
ortogonalidade, com 6 objetivo de assegurar a manutencgdo da ordenm
de sua representacgdo por diferengas finitas3.

Ao lado disso, Peric’ [61] analisa os efeitos do emprego de
uma fornulagido ortogonal das equagdes do modelo, sobre sistemas
niao ortogonais, considerando algoritmos consagrados do Método dos
Volumes Finitos. Conclui que o desvio acentuado daguela condigédo
torna a convergéncia de sua solugdo muito lenta, sendo impossivel.
Também estabelece que a ndo uniformidade contribui para estas
limitagbes, na auséncia da condigcdo de ortogonalidade local.

Esees autoreé também atestam que a ndo uniformidade
compromete os resultados mormente na auséncia da condigdo de
ortogonalidade local. De resto, o préprio método de Thompson et
al. [79) permite o controle do espacamento, apenas néo encorajando

3Estal condigdes eatabeleces que deterainadas funcgSes dessas
derivadas se jam limltadas no dominio de interesse no plano (ﬁ, m.
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seu uso indiscriminado. Nessas condigbes, pode-se concluir gque a
exigéncia dessa dltima é mais restritiva que 2 primeira.

As razodes ac:una citadas justificam amplamente a adogac de
critérics que avaliem a ortogonalidade local e a uniformidade das
malhas computacionais. Quanto a terceira propriedade mencionada, &
relagaéo entre os elementos de 4rea (ou volume, no caso 3-D), sua
avaliagéo € relevante para estabelecer comparagbes entre as
malhas ceradas pelo método de Brackbill e Saltzman [14] e aguelas
geradas por outros métodos.

vale ressaltar, entretanto, que a utilizagdo de técnicas de
controle do espagamento implica em obter, para 08 funcionais que
avaliam a uniformidade e a relagédo entre os elementos de A&area
(volume, no caso 3-D) valores distintos dos que se obteriam para a
mesma geometria, sem emprega-las. Esta observacido é valida para
guaisquer dessas técnicas, sejam as fungbes P e Q do método de
Thompson et al. [79], ou mesmo a fungdo £, do método de Ryskin e
leal [66], o©Ou Morice [54]. A fungaoc w no método de Brackbill e
saltzman [14], por outro lado, constitui-se em caso especial,
posto que sua utilizagdo pode ser avaliada diretamente pelo
funcional I w"® De ‘qualguer forma, fica clare gue o emprego de
tais ténicas inpde restrigbes a uma comparacdc pura e simples
entre o©s resultadds dos diferentes mnétodos para uma nmesma
geometria.

8.3 A AplicacHo dos Critérios de Qualidade

2 aplicagdo dos funcionais apresentados, para a avaliar as
propriedades dos sistemas de | coordenadas, é realizada
sobre todo o dominio de interesse no espago fisico, ou sobre uma
regido especificada dele. A primeira forma, apresentada em [51] e
[82], resulta numa avaliagdo global da malha, gue permite
verificar, por exemplo, se a precisdo com gue esta foi gerada é
suficiente para ‘garantir a gualidade dos resultados, quanto as
propriecdades em ,questao. A segunda pernmite analisar aspectos
particulares de uma dada geometria, como bordos de atagque e de
fuga de perfis aerodinémicos, ou regides de grande curvatura, de
maneira geral.

Em particular no caso da ortogonalidade, pode-se também
avalid-la localmente, por meio do cdlculo de g, para os pontos da
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malha computacional, uma véz que a nulidade deste elemento do
tensor mnétrico denota, no caso bidimensional, a ortogonalidade
local. Fsta forma de avaliacéo da referida propriedade é adotada
neste trabalho, juntamente com as ja apresentadas.

8.4 A Reiterac%o da Malha Computacional

Pode-se associar aos critérios de gualidade, o emprego de um
dos métodos de geragdo de sistemas de coordenadas localmente
ortogonais. Isso permite a aplicagdo deste método sobre a regiao
avaliada, seja ela referente a totalidade do dominio de interesse,
ou parte dele, com a finalidade de aprimorar sua gualidade. Nesse
trabalhc, adota-se para isso o método de Ryskin e Ieal [66], que
enfatize a condicdo de ortogonalidade local, em detrimento da
uniformidade do espagamento. Poderia-se adotar © método de
Brackbill e Saltzman [14]. Isto ndo € feito, entretanto, pelos
motivos apresentados no item (8.2).

No caso de se proceder essa reiteragéo sobre uma parte do
dominio de interesse, as linhas de coordenada constante gque a
delimitam sé&o tomadas como condigdées de contorno com valores
prescritos. Estas. - 1linhas podem ser internas ao dominio
considerado, e portanto sua precisio pode ser inferior & desejada.
Assim, seu emprego como condigéo de contorno implica em introduzir
esta imprecisdo de posicionamento na regido recalculada. Por outro
lado, se o principal critério de qualidade é a ortogonalidade
local, pode-se preceder a reiteragao de uma andlise local desta
propriedade, e entao. éscolher, como condi¢des de contorno, apenas
linhas internas que a satisfagam individualmente, em um nivel
de precisdao adequado. Pelos mesmos motivos, é imperativo que esta
operagéc seja sempre seguida da reiteragdo do calculo de toda a
malha.

Nessas condigdes, a reiteragado permite obter aumentos da
preciséc do cistema como um todo, e isto se verifica nos
resultados obtidos. Esta operacgio poderia ser aperfeigcoada com a
utilizagao do métodc; de Ryskin e Leal [66], considerando os
limites da reg156 que forem internos ao dominio como fronteiras
com pontos flutuantes. Esta aplicacdo encontra-se em fase de
desenvolvimento. '
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9. Implementag8c Numérica dos Métodos Analisados

As eguagbes dos métodos analisados para &a geragdo dos
sistemas de coordenadas sao resolvidas no espago matemético
transformado. Para isso, tém suas diferenciagdes aproximadas por
diferencas finitas de segunda ordem, resultando num sistema de
equagdes algébricas néo lineares. Este sistema €é posteriormente
resolvido pelo método iterativo de Gauss-Seidel com sobre-
relaxagdes sucessivas.

A eproximagéo das diferenciagbes por esquemas de diferengas
finitas centradas ¢ comum a todos os métodos analisados. Sua
apresentago considera jnicialmente os sistemas tridimensionais,
sendo, & posteriori,'simplificada para os sistemas bidimensionais.

9.1. Aproximac8o das piferenciacBes por Diferencas Finitas
Centradas.

Considere-se o caso mais geral, em que O espago fisgico tem
trés dimensdes e & representado por um sistema de coordenadas
cartesianas (x,Y,z). Fungbes de transformacao £(x,y,z), n(x,y,Z) e
C(x,y,z) realizam o mapeamento dos pontos deste em um espago
matem&tico transformado definido pelas coordenadas (£,m,(), e as
fungbes inversas x(£,7,{), y(&,m,8) e z(€£,n,) fazem o oposto. Do
ponto de vista estritamente conceitual, ambos os espagos s&o meios
continucs, e as fungbes de transformagac sdo continuas e
diferencidveis. Sob o aspecto computacional, a malha corresponde a
um conjunto de pontos do espago transformado, sobre o gqual se
determiram os valoreé dessas fungdes.

Uma vez que o problema consiste em realizar o mapeamento de
um reténgulo do espago transformado sobre ©O dominio de interesse
no espaco fisico, hd liberdade para se prescrever as dimensdes
desse reténgulo. Isto é feito impondo que cada uma de suas arestas
(IH'I%'LE) tenha o comprimento correspondente a diferenca entre os
valores maximo e minimo de uma das coordenadas.

L=(£5-€""), L=(n™-1""), L=, (9.1)

pm virtude disto, pode se impor que os valores médximos e
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minimos das varidveils (€£,m,{) sejam inteiros e que a diferenga
entre dcis valores consecutivos quaisguer de uma mesma coordenada
seja unitéria.

AL =1, A = 1, AT = 1. (9.2)

Desse modo, nos pontos da malha computacional, as coordenadas
(€,m,¢) assumem apenas valores inteiros. Isto é, em principio,
muito conveniente para a formulagdo das aproximagdes algébricas
das diferenciagées. Pois permite que se atribuam aos valores
médximo e minimo de cada uma das cooordenadas © niumero total de
pontos rarcados em sua diregaoc e a unidade, respectivamente.

max

£" %= Nmax(€) = Imax, £ =1
{n = Nmax(n) = Jmax, 7" =1 (9.3)
™= Nmax({) = Kmax, 1
onde os valores Imax, Jmax e Kmax sdo constantes inteiras.
Ascim, como se determinam os valores de X, Y e z apenas sobre
os pontcs da malha computacional, estes valores sdo armazenados em

matrizes de terceira ordem, na forma X _, Y e 2 . . Os indices

(I,J,K) correspondem' exatamente as coordena;:s do ponto (&,7,Q)
sobre o qual as fungdes x(§{,n,{), Y(§,n,{) e z(£,n,{) assumem tais
valores.

As caracteristicas acima reunidas sdo comuns a todas as
malhas computacionais empregadas pelos métodos analisados neste
trabalhc. Ao lado disso tem-se que, embora as eqguagldes
diferenciais paréiais elipticas sejam préprias de cada um desses
métodos, todas envolvem derivadas parciais de x, y e 2z, de
primeira e segunda ordens, que s&o aproximadas da mesma forma,
por diferencas algébricas centradas.

A dedugio das expressbes de diferengas centradas que
aproximam essas derivadas, encontrada em Hornbeck [34], baseia-se
na expangao em sérié de Taylor da fungdo a ser derivada, sobre um
trecho do eixo da varidvel de derivacdo, centrado no ponto em que
se vai avali&-la. Adota-se para esse trecho um comprimento igual
a um miltiplo da ‘amplitude do intervalo entre dois pontos
consecutivos do mesmo eixo. Apresentam-se abaixo somente as
dedugdes das derivadas de segunda ordem mista e de primeira
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ordem nis fronteiras. A primeira com a finalidade de ilustrar o
procedimento, e a éegunda porque Thompson et al. [77] apresentan
apenas sua forma final.

Adota-se a notacfo indicial, e faz-se referéncia direta ao
fato de que os indices (1,3,K) correspondem aos valores de
(¢£,m,{), no ponto considerado.

El-#I )::=x1

52 = J e {y x° (9.4)
3

= £ =» K

It

e,
v 3 oMm
n

z

1l
"

Ambas as derivadas de primeira e segunda ordens sao
aproximzdas por expressdes que apresentam erro de segunda orden,
com respeito ao truncamento da série de Taylor.

Considerando a expressdo (9.2), a derivada de primeira ordem
de x' com respeité a-E’ assume a forma:

gx' _ _x'(I+1,3,K) - %'(I-1,J,K) (9.5)
3E g
ax' _  x'(1,0+1,K) - x'(I,3-1,K) (9.6)
a1 2 d
ox' _ x(I,3,K+1) - x'(I,3,K-1) (9.7)

ac )

E as derivadas de segunda ordem, segundo uma mesma varidvel:

2% - x'(1+1,3,K) - 2x'(1,3,K) + x'(1-1,3,K) (9.8)
13 .
t?szi | 1 A

X = x*(1,341,K) - 2x'(I1,3,K) + x'(I,3-1,K) (9.9)
&n
Bzx‘ 1 y 1 i

X _ x}(1,3,KH) - 2x'(I,3,K) + X' (1,3,K-1) (9.10)
8¢

A derivada de segunda ordem mista €& deduzida para o caso en
qgque {= C, onde C é uma constante. Para isso, expande-se a fungéo
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xi(E.n,C) em série de Taylor, para os seguintes pontosl:

i

x! (E+AE, m+A7,C) = x' (€,7,C) + (AEx,

i
+ Anxn) +

1 201 . 1 2.1
+ 'ET(A £x£5 + 2A£Anx€n + A nxnn) + e (2.11)

x!(£-pE,n-An,C) = x'(£,7,C) - (A-*:xjE + Anxj,) +

1
£n
x' (E+AE,1-81,C) = x'(£,7,C) + (AGXg — Amxp) +

+ -%T(Azsxée + 28gAmxy, + BPmx ) ... (9.12)

+ —%T(Azﬁxég - 2A£Anxén T S B (9.13)

x* (£-AE,m+AN,C) = x'(§,M,C) + (-Afxg + Amxp) +

1

nn) + ... (9.14)

+ -%T(Azﬁxéﬁ--‘zAEAnxén + A?nx
Admite-se que Af = An = &. Entdo soma-se a expressdo (6.11) a

(6.12), e (6.13) a (6.14), apés o que subtrai-se da primeira soma
o resultado da segunda, obtendo:

8%y’ _x‘(e+a.n+a‘.0)-x‘(e-s.n+a.C)—x‘<£+am-s,C)+x‘(s-s.n-a.C)

8€6n 452
+ € (8%) (11.15)
considerando gque, no caso presente, Af = An = AL = & = 1,

h& correspondéncia entre (I,J,K) e (£,m,¢), e as derivadas mistas
com respeito as outras vardveis obtém-ge de modo andlogo:

.

8°%x! _x’(1+1;J+1,x)-x‘(1-1,J+1,K)-x’(1+1,J-1,K)+x’(1-1,J—1,51
3Ed
4

=

(9.16)

azxi__x’(I,J+1,x+1)-x’(I,J—1,x+1)—x’(1,J+1,K—1)+x‘(I,J—1,K-1)
énég 4
(9.17)

105 fndices subscritos (£,7,{) desigam dertvagdes.
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8% _x‘(J:+1,J,K+1)-x‘(1-1,J,K+1)-x’(1+1,J,K-—1)+x’;1—1,J,K-1)
3CoE
4

(9.18)

Na avaliacio numérica das derivadas junto as fronteiras do
dominio considerado, deve-se observar due niao se conhecem valores
da funcgio diferenciada que sejam externos a este dominio, posto
que esta fungao normalmente ndo é sequer definida para tais
pontos. Além disgso, valores limites néo podem ser empregados, pois
se referem a meios continuos, o© gque nao corresponde ao caso
presente. Por outro lado, em alguns dos métodos analisados, hd a
necessidade de se avaliar numericamente as derivadas de primeira
ordem jinto &s fronteiras. Para solucionar esta questdo, Thompson
et al. [77] propdem uma forma de fazé-lo semelhante agquela
apresentada acima, e que também possui erro de truncamento de
segunda ordem.

At Ag

& ey ) =
< > | T L

. | |
(£,¢,,C,) (E+A€,C ,C,) _ (£+24¢,C,,C,)

MMMMMM@@Q”WWWZ

¢—(fronteira do domfnio)

n 4
o—
< £
Figura 9.1 - Representagao esquemética de um ponto da malha

computacional junto a fronteira.

Para proceder sua demonstracao, toma-se, sobre a linha (m=C,,
{=C ) ur ponto (g'ci'ca) junto & fronteira da regiéo de interesse
(figura 9.1). Expande-se a funcéo x’(f;‘,n,() = x'(e,ci,cz) = xi(ﬁ)
em série de Taylor, para os pontos (£+A£,cl,c2) e (£+ZAE,C1,CZ):
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1 1 ! AE)® 1 ag)° s
X (c+a€)= x'(§) + (8E)xp + LGPl xpe + L

(9.19)

i i - 1 A 2 " A 3 q
X (g+288) = %' (&) + 20a8)xg + eGP w4 888  xl et ..
(9.20)

Multiplicando a expressao (9.18) por 4, e diminuindo do
resultado, a express@o (9.19), obtem-se a derivada de primeira

ordem no ponto (E,Cl,cz):

1 1 i H
%%_ _ Ax'(E+AE) - x2£§+255) - 3% (£) , o(a%) (9.21)

A expressdo acima (9.21) refere-se ac caso em que a fronteira
é representada no espago transformado pelo plano £ = £"= 1.
Expressoes anidlogas podem ser deduzidas para as demais fronteiras.
Apresentam-se a seguir tais expressdes, ja escritas em fungao dos
indices (I,J,K).

ax'l _ ax' (I+1,3,K)-x'(I+2,3,K)-3x'(1,3,K) (9.22)
8 . _, p) .
ax' _ ax'(1,3+1,K)-x'(I,3+2,K)-3x'(I,J,K) (5.23)
I P 2
ox'l  _ ax'(I,3,K+1)-x'(I,J,K+2)-3x'(1,,K) (9.24)
8 ¢-s 2 )
1- i i b

ax 4x'(1-1,J,K)-x'(1-2,3,K)-3x (1,J,K

= : (9.25)
fl,l='l-ax [ 2
ax' T [4x‘(1,3—1,K)—x‘(I,J-z,x)—ax‘(x,a,x) (9.26)
& 2 .

J=z=Jmnax
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ox'| _ _ |4x'(1,3,%-1)-x'(3,3,K-2)-3x'(1,3,K) (9.27)
2 L]

8¢ |R=Kmax

HA4 ainda o caso das superficies de corte presentes no espago
fisico, através das quais se deve impor a continuidade das fungdes
x' e de suas derivadas de primeira e segunda ordens. Para
prescerver essas condigdes no espago transformado, onde tais
superficies transformam-se em porgdes distintas de planocs de
coordeneda constante, Thompson et al. [771, propdem  um
procedinento baseado na construgio camadas auxiliares de pontos.

Estas camadés auxiliares sdo externas ao dominio, e fazem
frente as porgbées dos planos de coordenada constante, que
represertam os lados-opostos de uma mesma superficie de corte. Aos
ditos pontos auxiliares, atribuem-se os mesmos valores que as
fungoes x' assumem nos pontos internos & malha, vizinhos ao lado
oposto deste corte. Cria-se, assim, a correspondéncia entre os
pontos internos préximos a um dos lados do corte, e aqueles gque
represertam seu- lado oposto, através dos pontos auxiliares.

Nessas condigdes, as derivadas de primeira e segunda ordens
podem se¢r calculadas’ sobre a linha de corte, exatamente da mesma
forma gque o =d3o para os pontos internos. Para isso basta que se
utilizer os pontos auxiliares nas expressdes (9.5), (9.6),
(9.7), (9.8), (9.9), (9.10), (9.16), (9.17) e (9.18),
sempre qgue © cé&lculo da derivada envolva pontos de ambos os lados
da linhe de corte.

Secundo os autores, este é o procedimento aplicédvel aos
sistemas tridimensionais. E certamente também é vadlido para o caso
bidimensional, analisado a seguir. Do ponto de vista do cédigo
computacional, considerada sua implementagado, este procedimento
seria © mais simples.

9.2 A Formulacfo das Diferencas Centradas no Caso Bidimensional

Para os problemas bidimencionais, o espago fisico ¢é
represertado pelas coordenadas cartesianas (x,y), e o espago
transformado, pelo -par de coordenadas (§,n). As fungbes de
transformagio correspondem a £(x,y) e =a(x,y), e as fungdes
inversas a x(&,n)e y(&€,7n).

A iormulagédo das expressdes de diferencas finitas centradas
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para os sistemas bidimensionais resume-se a uma simplificagao
daquelas apresentadas acima.Assim, (§,n) assumem apenas valores
inteiroc sobre a malha, em correspondéncia aqueles registrados
para os indices (I.J). A figura (9.2) representa esquematicamente
ums malha bidimensional e a figura (9.3) mostra uma célula
computacional tipica.

Ag
- )
(1, JHax) I I (IMax,IMax)
3 B t 4 ] u L] | ] N B = i ] |
—5—f o o o o) o) & o e O o
45 T f——B——D S ) B B e ]
S W W—" o6—0 A e - ——§ Y
: ; a B : ; : : ; ; Am
—_— e} (4] o} ] o B () & o g—f—— —A—
3 B O o o e B——D o & B &
. - — ——m .- ——H— ] ] >
(1,1) _ (IMax,1)

m- P>ntos da frontelra da regliio de interesse

0D- Ps>ntos internos d regifio de 1nterecsse

AE = A =1

Figura 9.2 - Representagio esquemdtica da malha bidimencional.

___é:u i1 é}:_:
1J+1 TJ+1 FJ+1

___é1+1 él é1:1
iJ i J tJ
iIe1 i1 i1-1

—0 o a—

1J-1 1 J-1 1J-1

Figura 9.3 - Representagdo esquemidtica da célula computacional
tipica.

As derivadas de primeira ordem ficam:

1

ox' _  x'(I+41,3) - x'(I-1,3)
o 9) .~ . (9.28)
ax’ x'(I,3+1) - x'(I,3-1)
’ - ’
o 2 (9.29)
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As derivadas de segunda ordem:

2.1

23X - ¥ (1+1,3) - 2x'(I,3) + ¥(1-1,3) (9.30)
8§

82 ) 1 i i i

——g- = x'(I,3+1) - 2x'(I,3) + x (I,3-1) (9.31)
am

8%x' _x'(I+1,3+1)-x'(I-1,3+1)—x'(I+1,3-1)+x (I-1,3-1)

8gdn 4
(9.32)
As derivadas de primeira ordem nas fronteiras:
ox''  _ ax'(I+1,3)-x'(I+2,3)-3x(1,J)
=< = 5 (9.33)
1;1=1
ax'l  _ ax'(I,3+1)=x'(1,3+42)-3x'(1,3) .
'511_’ ' 3 (92.34)
J=1
1 PR H 1 ]
9% _ _ |4x(I-1,J)-x (I-2,d)-3X (I,J) 9
= . 3 (9.35)
{I=lmax L J
3 (o) i 1 )
ax'' _ ax'(1,J3-1)-x'(I,3-2)=-3x (I,J)
-l =" 5 . (9.36)
K J=Jmax | . J

Noe espagos bidimensionais, as linhas de corte aparecem nos
sistemac de coordenadas destinados & andlise do escoamento em
torno de um ou mais corpos. Esses sistemas podem assumir diversas
configuragbes, como mostra Thompson et al. [77]). No presente
trabalhc, entretanto, consideram-se apenas as configuragdes mais
adequadas as aplicagbes desenvolvidas, dque s&o os sistemas dos
tipos "O" e "C", representados nhas figuras (9.4) e (9.5),
respectivamente.
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m- Fontos da frontelra da regi8c de Interesse
O- Fontos internos & regifio de interesse

©- Pontos da 1lnha de corte: (1l<I<Imax), (I=1) ou (I=Imax)

Figura 9.4 - Representagao, no espago transformado, do sistema
no"_, Os sistemas indicados em linhas pontilhadas
representam a correspondéncia dos lados opostos da
linha de corte, no sistema curvilineo sobre o plano

fisico.

Na figura (9.4), os sistemas de coordenadas (§,7) indicados
em 1linhas pontilhadas representam diregdo e sentido que essas
coordenadas tém no espago fisico, sobre o sistema curvilineo, em
lados opostos da linha de corte. Pode-se notar, para os sistemas
do tipo "O", que a orientagdo dos versores de £ e n é idéntica em
ambos os lados da linha de corte. O mesmo ndo ocorre, porém, com
os sistemas do tipo "C" onde a imagem dos versores § e 73 do lado
oposto da linha de corte € especular, como se observa na figura
(9.5) abaixo.

Por outro lado, o cédlculo das derivadas ao longo da linha de
corte exige que a orientacdo dos versores de £ e 7 seja preservada
através dela. A figura (9.6) mostra a configuragido das linhas de
corte no espago fiéico, para células computacionais elementares,
nos sistemas dos tipos "O" e "C".

Nos sistemas do +tipo "o", tal restrigio satisfaz-se
automaticamente. E, portanto, ha correspondéncia entre os pontos
de um lado e de outro, guanto & orientagdo dos eixos (§,m), para o
célculo das derivadas. Nestes sistemas, a linha de corte é mapeada
por duas linhas de § constante, £ = £'" e £ = £ . Sobre ela, a
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m- Pontos da frontelra da regifo de finteresss

D- Pontoe internos A regil¥oc de interesse

©- Pontos da linha de corte: (I1< Iz) e (13< 14), (J=1).

Figura .5 = Representagdo, no espago transformado, do sistema
wen, Os eixos indicades em 1linhas pontilhadas

representam a correspondéncia dos lados opostos da

1inha de corte, no sistema curvilineo sobre o plano

fisico.:
iz 1iImax é}_l_u;ax-l (a)- sistema do
?J-&-l J+1 tJ+1 tipe “O“
L] ’ n
5 4+ __mz 1§Ixmax i I max-1 E T
i J J J
____: 1iImax }__Eax-I
EJ-1 J-1 EJ-1
___ési-l 6: is~-1 (b)- sistems do
n iJ+1 jJe1 J+1 tipo "C"
£ i i
e !s+1 §s s-1 J=1 g = I para {I <I<I_}
ok ir-1 J7-1- r+1 J:1 ) il 2 2
—>E i i - ent8o, {1 <s<12)
4 g H 1
n ir-1 ir, ir+l def i ne-ge: {I_<r<l }
?J-l-l '%'Jd-l '?J-r! 3 ‘4

r=1-58+1
4

Figura 9.6 - Representagdo das células computacionais elementares
no espago fisico, sobre as linhas de corte (trago
duplo): .a- sistema "O". b- sistema "C".
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coordeneda 7 tem variacéo normal e suas derivadas tém a forma
apresentada acima. Para as derivadas em £, por outro lado,
impbe-se gque sejam sempre idénticas para os pontos (1,J) e
(Imax,J), gue representam a linha de corte (IC). Assim:

ax't _ x'(2,3) - x'(Imax-1,J) (9.37
ag | 2 -37)

LC
62)(l i ! 1
N =x(2,J) - 2x(1,J3) + x (Imax-1,J) (9.38)
a€ LeC .
a%x! _ x'(2,3+1)-x' (Imax-1,0+1)—x"(2,3-1)+x' (Imax-1,J-1)
agan '

LC 4

(9.39)

Os sistemas do tipo "C", entretanto, demandam algumas
precaugies, no sentido de preservar a orientagido dos versores £ e
7 através da linha de corte, para o cdlculo das derivadas. Nestes
sistemas (figura 9.5), a linha de corte € representada no espago
transformado por dois trechos distintos (Il< I< Ia) e (Ia< I< 14),
da linhe nn = J = 1. As derivadas em £ sdo determinadas do mesmo
modo ¢gue para os pontos internos. Para as derivadas em 7, por
outro lado, definem-se sobre os intervalos ( 11'12) e (13,1‘) os
indices auxiliares (r) e (s), conforme indicado na figura (9.6).
Para garantir a correspondéncia necessdria entre os pontos dos
dois trechos, impde-se (L.C. » J=1):

(s € (11'12” =T} = (r e (13,14” r=1 -s+1)} (9.40)
x'(s,3) = x'(r,T) (9.41)

Dieto resulta péra as derivadas:

ﬁ‘i - x'(s,J+1) - x'(r,J+1) 9.42

o ) - (9.42)
LC

2.1

2_2_ = x'(s,J+1) - 2x'(s,J) + x'(r,3+1) (9.43)

n LC '
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= --%— [x‘(s+1,J+1) - x'(s-1,3+1) +

it x’(r-l;J+1) + x’(r+1,J+1)] (9.44)

Procedimento semelhante a este deve ser aplicado as linhas de
corte gque ligam dois corpos distintos, nos casos de sistemas
multiplemente conexos. Pois tais linhas sdo andlogas aquelas dos
sistemas do tipo "C". Basta que se definam outros pares de indices
auxiliares (ri,sl) e (rz,sz) da mesma forma gque (r,s), para cada
um dos trechos das linhas de corte, sobre a reta (J = 1).

Outra forma. de tratar as derivacbes sobre a linha de corte
correspcnde aquela'q'ue faz uso das camadas de pontos auxiliares,
apresentada para oS .éistemas tridimensionais. Nessa metodologia,
nio hé necessidade de impor a correspondéncia entre os pontos
vizinhos & L.C., pois os pontos auxiliares j4 o fazem. A figura
(9.7) mostra a construcdo dessas camadas, para um sistema do tipo

lloll L

Sl,Jmax)
AL i 'y ) (Imax, max) J
88— A= ¥
l 4 d e bbb be b
D S S G S
é— -—(b—-——l%)——-—-l%!——-é—-—-l%l—-——él———-IE?—*-—I:I-—-—I:I-—-—-D——-I?-—-—é)— -
6 —b—b—b ;--—u—_n f—t— BBt —&
&— —d)——-—-tf.l-——-lf:—-—ﬁ——-——é—-—-n I:l D o D :%I——-—Cb-— —&
— —= i — | H ] a " ] ] G R An
1 g, Y T Ag
(Ilax,i;

B- Pontos da frontelira da regifoc de interesse
O- Pontos internos & regifo de interesse

©- Pantos da linha de corte. ©@- Pontos auxillares.
Figura 9.7 - Representagao, no espago transformado, do sistema
non, As camadas de pontos auxiliares situam-se en

ambos os lados da linha de corte.

Assim, designando por (A) e por (B) as camadas auxiliares que
fazem frente A& linhas de I=1 e I=Imax, respectivamente, da-se a
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a seguirte atribuigéo de valores as fungdes x':
M7y = ¥ (Imax-1,7) e x'®(3) = x'(2,9) (9.45)

E as derivadas em § ficam:

i(B) 1(A)
ex ' _ x (N =x (J) (9.46)
88 |1c . 2
2.1 .
= LB 3)- 2x(1,3) + x**M(3) (9.47)
8€ LC g
82y ! _ x’m)(J+1)~xlu,(J+1)—x‘m)(J—1)+x‘“)(J—;l
688m LeC 4
: (9.48)

Esta formulacdo apresenta a vantagem de simplificar o cédigo
computacional, conforme se nota nas expressdes das derivadas. Em
verdade, esta vantagem é bastante importante para configuragbes
geométricas mais complexas gque as analisadas neste trabalho, e gque
sido aprzsentadas em Thompson et al., [77). Por outro lado, é
evidente gque as canadas auxiliares representam um aumento da
quantidade de meméria computacional utilizada. E esse aumento pode
ser significativo 'para malhas gque envolvem grande numero de
pontos. Por essas razao, e porque a presente andlise restringe-se
aos sistemas dos tipos "O" e "C", a escolha recai sobre a
primeira formulagédo, que impde diretamente a correspondéncia entre
os pontcs vizinhos & linha de corte.

9.3. A Implementac¥o dos Métodos Numéricos para a Gerac8o dos
Sistemas de Coordenadas Ajustados ds Fronteiras do Escoanmento.

No item 9.2, foram apresentadas as expressdes algébricas que
aproximam as derivadas parciais por diferencas finitas centradas.
E objetivo deste, analisar os métodos propostos para a geragéo dos
sistemas de coordenadas, sob o ponto de vista da técnica numérica
empregada na soldqione suas equagdes.

O primeiro passo nesse sentido consiste na substituigdo das
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derivadas parciais presentes nas eqguagbes € TNoOs coeficientes,
pelas expressbes de diferencgas centradas correspondentes,
definides no item anterior. Em particular para o jacobiano da
transformacio e os coeficientes do tensor métrico, gue sdo comuns
a todos os métodos, empregam-Se €em sua avaliagdo as expressées
(7.5) € (8.7), respectivamente. Para os tltimos, adota-se a
notagdc abreviada: g,.=%, g12=B e 9,77,

O Vétodo de Thompson et al. [79). A solugédo numérica do

sistema de equagdes diferenciais parciais (8.22) emprega o método
de Gauss— Seidel, com sobre-relaxagbes sucesssivas, e 0s passos
podem ser descritos na sequéncia:

0). Prescreveﬁ—_se as condigdes de contorno com a fixagdo dos
valores de x(&,m) e y(&,m) sobre os pontos das bordas da malha
computacional. No caso de dominios multiplamente conexos, OS
valores dessas fungdes sobre os pontos das linhas de corte sdao
prescritos como estimativa inicial, jé4 que tais pontos devem
satisfazer As equagbes do método e, portanto sua forma final é
determinada como parte do resultado. Para os pontos internos, por
outro lado, adota-se uma estimativa inicial com valores nulos para
X ey.

1), Com base Aa estimativa disponivel para os valores de
x(E,n) e yY(&,7), calculam-se, no ponte (I,J), o5 valores dos
residuos em x e y para a iteragao corrente (v): R:U)(I,J ) e
R;w (1,J), respectivamente.

2 2 2
0% _ ol X 4 2% Jz[P X o+o g%_] = RV(1,3)
o€ ogam o7

(9.49)

2 2 a2
aQ_Z-ZBQ_L+7a_!+32[p +Q§Y_] = V(1,3
862 aga.n _8112 %- o y ( )

2). Com os residuos calculados no passo anterior, atualizam-
se os valores das fungdes x e y, na forma:

w R(U)

(Us1) W
x'UNI,I)= % (I,J) + Zara) N

(1,3) (9.50)
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vV (1,5)= Y1)+ aray By (1) (9.51)

Onde (w) € © coeficiente de sobre-relaxagado adotado.
3). calculam-se as variangas em X e Y, correspondentes aos
valores atualizados, para todos os pontos da malha.

1 (V) 1 (Uu-1)
- i(
X '1fv) se X Vig 0
X
1 : v f{U-1
v = 0 se x' V= x : '~ o (9.52)
’ i 1 1(V-
1 E se X W Oe X w-1), 0

0 valor maximo registrado pela varianga sobre a malha
(Varmax) é comparado a um nimeroc real positivo A, gue representa o
nivel de¢ precisdo predefinido. Enquanto (Varmax > A), retorna-se
ao passc 1, reiniciando nova iteragao.

0 Método de Ryskin e Leal [66]. Este método destina-se &
geracdo de sistemas de coordenadas localmente ortogonais. Por esse

motivo, sobre as linhas de corte, onde se prescrevem Vvalores
jdénticcs das fungbes x e y, a continuidade dessas fungbes e de
suas de:ivadas de primeira ordem ficam implicitamente garantidas.

0 procedimento que se utiliza para a solucdo de suas equagbes
correspcnde ao analisado no item 9, que é descrito em detalhes a
seguir: I

0). Especificam-se valores de x(&,m) e de y(g,m), como
condigées de contorno de Dirichlet sobre as fronteiras.

1). Obtem-se estimativas iniciais para x(£,m), Y(&,m) e, a
partir destas, também para £(£,n). Esta tGltima ¢ calculada sobre
as fronteiras, por sua definigéo, as expressbes (8.7) e (9.5), e
nos pontos interiores pela regra adotada, expressbes (9.10),
(9.11) € (9.12).

2). Usam-se as condigdes de Dirichlet estabelecidas no passo
0, e a ostimativa de £(§,n) do passo 1 para obter, por meio do
sistema abaixo, novos valores para x(&,n) e y(&§,m)-
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8 [, &x) 8 (1 &x) )
lf = 4+ =|—F— 5| =R (I,J)
EEt 8¢’ gny £ 8m . )
(9.53)
8 (¢ 8Y) 8 {1 ay) V)
A + o = R'Y(1,3)
ael  ae) ea( £ &n y i
(U+)) ) W i
'V N(1,3)= x"Y(1,3) + =T R, (I,9) (9.54)
T
{(U+1) w; W (§1)]
YV, )= yUII) + TR, (T4T) (9.55)
A

3). Com os valores de x(&,mn) e y(£,m) obtidos no passo 2 e as
condigdes de contorno, recalcula-se f(£,n) nas fronteiras, pela
definicéo. o

4). Determinam-se novos valores de f{£,n) nos pontos
interiores, por meio das expressbes (9.10), (9.11) e (9.12),
usando os valores de f nas fronteiras, obtidos no passo 3, e os
novos valores de X e y, obtidos no passo 2.

5). Retorna-se ao passo 2 para reiteracdo, até que a varianga
méxima cos resultados satisfaga & preciséo prescrita.

O Método de Brackbill e Saltzman [14]. Neste, o método
numérico iterativo de Gauss-Seidel & empregado em sua forma
generalizada (Meneghini [51]). Assim, precedem a apresentagao dos
passos do algoritmo prépriamente dito, algumas definigdes

necessirias ao seu desenvolvimento.

Em primeiro lugar, as derivadas parciais de suas equagdes sao
substituvidas pelas expressbes de diferengas centradas e sua
avaliagéo, em uma déﬁa iteragao (v), resulta em residuo ndc nulo.
definem-se esses residuos na forma:

w )
Rx(s) & Ry(-)

(v E)]
R © R&(o)'
R:":",) e R;"('l) como residuos do sistema de equagdes (9.38).

como residuos do sistema de equagdes (9.34).

como residuos do sistema de egquagdes (9.36).

Por serem tais equagdes acopladas, avaliam-se os residuos
totais em x e em y:
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(w oxs (§0)) o) w

Rx (1,3 Rx(l) & AoRx(o) & v x(v) (9.56)
W W W W

Ry (1,3) = Ry(-) o ylo) v yiv) (9.57)

Brackbill e Saltzman apresentam as derivadas parciais, com
respeitc &s coordenadas do espago fisico (x,y), dos residuos

totais:

It

& [RV'(1,9)1 = - 2(b, + b)) (9.58)

2 RV, = & RV = - 28, + 2, (9.59)

t

& IRV(I,3)] = - 2(c, + ¢,) (9.60)

Tarbém se dGefinem os incrementos em x e em y, entre duas

iteragbes sucessivas (v) e (v+l), como:
ax(uu) . x(U-u»l)(]:":” . X(U)(I,J) (9.61)

ay(»u) - yﬂhﬂ(I!J) - y“”(I,J) (9.62)

Cor essas definigdes, © procedimento do método iterativo fica
estabelecido:

0). Especificam-se valores de x(€,m) e de y(§,m), como
condi¢des de contorno de Dirichlet sobre as fronteiras.

1). Com base nessas condigbes de contorno, e nos valores mais
recentes disponiveis para x e y, avaliam-se os residuos paraciais
dos siszemas (9.34), (9.36) e (9.38), e por eles os residuos
totais, definidos nas expressdes (9.56) e (9.57). Naturralmente,
todas a: diferenciacbes presentes nas egquagbes desses sistemas,
bem como em seus‘coeficientes, sdo avaliados pelas expressbes de
diferencas centradas, acima definidas.

2). Procede-se_a'determinagio dos incrementos &x e &8y, néo
mais diretamente pelas equagdes do método, como nos Casos
anteriores, Mas por um sistema de equagdes baseado na expancgéo dos
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.

residuos totais em séries de Taylor sobre as coordenadas (x,Yy):

w) (U+1) ) (U+1)

sy (B J19Y

!
R(
x

3% (R 18 =0 (9.63)

w) (U+1) (U)] y(U+1) =0 (9.64)

{w
ny [R ] [R

3). A atualizagao dos valores de x e y faz-se na forma:

(‘Ul (U+1)

V1,3 (1,3) + w 8x (9.65)
vV (1,3) = yV(1,9) + 0 ay¥Y

(9.66)

4). Retorna-se ac passo 1, contando com novos valores de X e
y, para proceder a reiteragdo. Esta sequéncia encerra-se guando os
jncrementos nessas ,variaveis, éx e 3y respectivamente, sao
préximos de zero,. dentro de uma preciséo predefinida.

vale ressaltar que, neste método, os multiplicadores de
Lagrange assumem valores impostos a priori, gque atribuem pesos
relativos as propriedades de ortogonalidade local e relagao
ponderada de volumes.

Em particular no gque se refere a primeira, os sistemas de
coordensdas que a possuam, se ajustados a dominios multiplamente
conexos, satisfazem 'implicitamente as condigbes de continuidade
das funj;des x(&,m) e y(§,m), bem como de suas derivadas de
primeire ordem, sobre as linhas de corte.

Sorre estes sistemas cabe observar gue: para garantir a
continuidade das derivadas de segunda ordem sobre as linhas de
corte, deve-se, em principio, fazer com gque seus pontos passem a
satisfazer as equagbes diferenciais dos métodos, como pontos
internos aoc dominio, que é o caso do método de Thompson et al.
[79), e ndo mais. apenas como condigdes de contorno. Para tanto,
uma poscibilidade ééria empregar o método de Ryskin e leal [66],
ou de Morice [54], fazendo com gue os pontos das linhas de corte
sejam flutuantes. Esta possibilidade encontra-se atualmente em
estudo.

Os Critérios para a Avaliag¥o da Qualidade das Malhas
Computacionais, O cédlculo dos funcionais apresentados no item 10,
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como forma de avaliar as propriedades dos sistemas de coordenadas,
é realirado sobre o dominio transformado, de coordenadas (£&,m),
por um método de gquadratura numérica para integrais miltiplas,
baseado na regra do trapézio (Hornbeck (34]). Este autor mostra
gue o0 uso dessa regra em uma integragéo simples resulta em erro de
truncamento de segunda ordem. Além disso, ressalta dque, na
integral iterada, acumulam-se os erros de cada uma das
integrac¢des, porém ndo faz uma anidlise quantitativa desse erro.

Metodologia: Para o© funcional gque representa a uniformidade
da malha (1), integra-se a expressao (8,16). Para a
ortogonalidade local, representada pelo funcional (I ), integra-se
a expressio (:s 17). E para a relagéo ponderada dos elementos de
adrea, funcional (I ), a expressdo { 8.18) € integrada.

Estas integragbes s&o realizadas sobre todo o dominio de
interesse, ou sobre uma porgédo limitadada deste. Procede-se, nas
mesmas condigdes, a integragaéo do jacobiano da transformag¢do, com
vistas = determinar a &rea da regido sobre a qual os funcionais
gio avaliados. Dividem-se pela primeira, os valores obtidos para
estes tltimos, como forma de obter parametros de comparagao entre
as partes e o todo,'Que sejam independentes da &rea de integragéo.

Vale notar dgue, em se tratando de gquadraturas numéricas, a
preciséo das integragbes depende essencialmente do mimero total de
pontos da malha, ou de parte dela, caso a avaliacdo néo se refira
4 sua totalidade.

As estimativas .de ordem de magnitude dos funcionais,
apresentadas nas Trelagbes (9.26), também sao calculadas,
juntamente com os préprios funcionais, para efeito de comparagao
entre os valores estimados e aqueles efetivamente obtidos.

Faz-se, ainda, a avaliagdo local da ortogonalidade da malha,
por meio do céalculo do coeficiente g, do tensor métrico,
empregardo as expressdes de diferencas finitas apresentadas acima.
Eete coeficiente é determinado para todos os pontos. A diferenga
entre seus valores méximo e minimo, em médulo, € dividida enm
subintervalos de - igual amplitude. E os pontos gdo classificados
como pertencentes a cada um desses subintervalos. Este recurso é
bastante 1itil guando se procura reiterar parte da malha, visando o
aprimoramento da ortogonalidade local. Pois, se os pontos que a
limitam sdo tomados como condigbes de contorno, é razéavel fixar
como tal, agueles que mais se aproximem desta condigdo.
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10. Exermplos de Aplicaclio dos Métodos de Gerag¥o dos Sistemas de

Coordenzadas

A implementagdo dos algoritmos para a geracdo dos sistemas de
coordenzdas, analisados no item anterior, exige o desenvolvimento
de cédicos computacionais apropriados. Para isso, foram elaborados
programas em linguagem Pascal, a partir daqueles desenvolvidos em
Meneghini e Pimenta [51]), na mesma linguagemn.

Rezalizou-se a aplicagdo desses algoritmos a uma série de
condigdes de contorno, representando fronteiras de diferentes
configuragdes geométricas, com © propésito de comparar seus
resultacos. Destes, apresentam-se a seguir os mais significativos,
sob o ponto de vista das aplicagdes que se pretende desenvolver ao
longo deste trabalho. Neste sentido, consideram-se dois casos, um
envolverdo dominio simplesmente conexo e outro envolvendo dominio
duplamerte conexo.

Os problemas trldlmens:Lonals, ou bidimensionais multiplamente
conexos nao sao .conslderados em virtude de nao pertencerem ao
escopo cas aplicagdes deste trabalho, embora sua formulagdo tenha
gido discutida nos itens 7, 8 e 9.

Os métodos empregados na geragao dos sistemas de coordenadas
apresentados a seguir s&o indicados nas figuras. O valor padrao
adotado para a preciséo nunérica das solugdes € de A=10"". Caso
seja adotado um valor diferente do padriao, este é indicade nos
resultacos. '

Dominio simplesmente conexo,.

Utiliza-se o perfil de um difusor, bidimencional, cujas
paredes obedecen a uma expressdo baseada na funcdo tangente.
Trata-se¢ de uma configuragdo geométrica gque proporciona condigdes

de contorno livres de descontinuidades angulares e cujas linhas
estdo préximas da condicdo de ortogonalidade. A0 reunir tais
caracteristicas, essas condigdes de contorno podem ser prescritas
a gualguer dos métodos analisados, com © propésito de comparar
seus resultados.

A malha computacional considerada apresenta 40 pontos na
direcéo £, e 20 pontos na diregéo 7 (figura 10.1).
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0 primeiro método utilizado para a geragao do sistema de
coordensdas é o de Thompson et al.[79], sem o controle do
espacame nto, ou seﬁa, assumindo para as fungdes de controle
P(E,n)= Q(€,m)= 0. A estimativa inicial assumiu valores nulos para
as fungfes x(£,m) e Yy (€,m), na regido interna do dominio. O fator
de sobre-relachacgéo "foi de w = 1,5 e o nimero de iteracgdes
correspcndeu a n = 212. O resultado é apresentado na figura 10.1
abaixo, gue também relaciona os valores obtidos para os funcionais
I I e I divididos pela 4rea de integragao A. Estes

()’ (o) !
representam-se por Ils . Io e Iv, respectivamente.

14
1

LT
| -4

[

Figura 10.1 - Malha gerada pelo método de Thompson et al. [79],
com P=Q=20, w=15¢en =212, I= -6,1.10°,
I= 2,110, 1= 4,4.10"° e a= 30.

Posteriormente, tendo essa malha como estimativa inicial,
empregov-se o método de Thompson et al. [79]}, com controle do
espagamento, para provocar a atragdo das linhas de 7 constante
para as 1linhas de M= 1 e L P 20. Para isso, empregam-se as
funcgdes P e Q na forma sugerida por esses autores (eq. 8.23 e
8.24). Assin, atribui-se aos coeficientes de Q os valores B
P = 500, e r = r,*= 0,5. BAos demais coeficientes dessa
fungdo, bem como & prépria funcéo P, atribui-se o valor 0 (zero).
O resultado (figura 10.2) foi obtido ao fim de n = 300 iteragbes,

com o coeficiente de sobre relaxagéo w = 1,2.
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Em condigbes idénticas, mas partindo de uma estimativa
inicial com valores zero, para os pontos do interior do dominio,
obteve-ce o mesmo resultado apés n = 319 iteragdes. Esse resultado
nio coniirma a utilidade de se empregar a primeira malha, obtida
com P = O = 0, como estimativa inicial. De fato, uma véz gue O
sistema de eguacgdes do método é vadlido para ambos Os casoOs, nao hé
razdo pera supor que tal procedimento seja imprescindivel. Porém,
como a convergéncia depende da geometria em estudo, ndo se
descarta, em principio, a possibilidade de recorrer a este
artificio para acelefé-la, em outras situagdes.

P

EH: MEH

: [ EREE L
F— 7 ] 13
==t

A .

- - L—"‘;

[ -1

|1

Figura 10.2 - Malha gerada pelo método de Thompson et al. [79],
com P = 0, Q =» Py~ pm= 500, e rao= r(2)= 0,5 e
demais coeficientes nulos. w = 1,2 e n = 319. Is=

-7,0.10%, I = 1,0.107°, I = 4,9.10° e A= 28.

A primeira observagao que se deve fazer gquanto aos valores
dos funcionais e da &rea é gque seu cdlculo esta sujeito aos erros
jnerentes & guadratura numérica, como fica evidente na variagéo
apresentada nesta Ultima, j& que as dimensdes do dominio séo
jdéntices as da figura 10.1. Por outro lado a variacdo registrada
em I, por ser maior, parece indicar um afastamento da condigdo de
ortogonalidade local da malha.

0 sequndo método a ser empregado corresponde ao de Ryskin e
leal [65). Para isso partiu-se de uma estimativa inicial com
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valores zero e adotou-se um coeficiente de sobre-relaxagdo w =
1,5. O resultado (figura 10.3) foi obtido ao fim de n = 285

iteragodes.

1 i

L 1]
=
5

IRREEER

Figura 10.3 - Malha gerada pelo método de Ryskin e Leal [66] com
w =1,5 e n = 285, I_= -6,5.10%, I= 3,3.10°, I=
4,5.10"° e A= 30.

como este método produz sistemas localmente ortogonais,
percebe-se claramente a diminuigédo em I que ele proporciona, numa
forte indicacio de que o sistema aproxima-se da condigéo de
ortogonslidade local. Nao se registram, por outro lade, variagdes
sensiveis em 1I_ e I, o que comprova o fato de que tal método néo
apresenta nenhuma tendéncia de uniformizar o espagamento da malha.

A seguir, procedeu-se a reiteragac deste sistema de
coordenadas, por partes, utilizando o método de Ryskin e Leal
[66]. Pera esta ‘operagéo adotou-se © nivel de precisado A = 107° .
e a malha foi dividida em trés partes: (A) limitada por 1=£=10 e
1sqs20. (B) limitada por 10=£s30 e 1=9s20. E (C) limitada por
30=£s40 e 1=m=20. ‘Estas regibées foram recalculadas na seqiéncia em
gque se apresentam, empregando-se COMO estimativa inicial para a
primeira delas o sistema apresentadec acima, e para as demals, o
resultado obtido na reiteragéo anterior. As figuras 10.4, 10.5 e
10.6 abaixo apresentam esses resultados.
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Figura 10.4 - Malha reiterada pelo método de Ryskin e Leal [66].
-8
10 I =

Regido (A), com w = 1,5 e n = 160, A = - I
-6,5.10%, I = 3,1.10°, I= 4,5.107° e A= 30.
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Figura 10.5 - Malha reiterada pelo método de Ryskin e ILeal [66].
Regido (B), com w = 1,5 e n = 350, A = 107, I_=
-6,5.10°, I= 3,1.10°, I = 4,5.10" e a= 30.
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Figura 10.6 - Malha reiterada pelo método de Ryskin e leal [66].
Regido (C), com w = 1,5 e n = 120, A = 1078, 1_=

- s
-6,5.10°, I = 2,1.10°%, I= 4,6.10"% e A= 30.

Ao fim desse processo, realizou-se a reiteragdo de todo o
dominio, para a mesma precisédo de 4 = 1078, alcangando-se a
convergéncia apés n = 500 iteracdes (figura 10.7). Resultado
jdénticc a esse, foi obtido pela aplicacdo do mesmo método,
diretamente ao sistema de coordenadas apresentado na figura 10.3,
atribuirdo-se a precisfo, o valor indicado acima. Neste caso, a
convergéncia deu-se em n = 490 iteracdes.

As reiteragdes parciais envolvem numerc menor de pontos, e
por isso consomem menoxr tempo de processamnento. Entretanto, devido
ao nimero de passos necessérios a convergéncia deste exemplo, seu
enprego ndo apresentou vantagens, do ponto de vista da utilizagao
dos recursos computacionais.

Deve-se, entretanto, considerar gque, se a mnotivagao foi
aprimorar a condigéo de ortogonalidade local, sobre regiées do
dominio que ndo a satisfaziam dentro do nivel desejado, esse
propésito foi alcangado. Ocorre que, para isso, empregam—-se COmO
condigdes de contorno, 1linhas internas ao dominio gque, embora
nmuitas vezes apresentem valores baixos para g, nao
necess&y iamente apresentam valores baixos para o residuo do método
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até o velor w = 1,0, ao longo do processo.

Em verdade, duas formas de resolugdoc do sistema composto
pelas ecuagdes (11.63) e (11.64), para o célculo do residuo deste
método, foram testadas. O primeiro deles, proposto em Meneghini e
Pimenta [51], emprega expressdes baseadas na regra de Kramer. O
segundo, proposto neste trabalho, emprega um algoritmo baseado na
triangularizagio de matrizes. Neste, o tempo de processamento de
cada iteracdo ¢é méior, eém compensagdo, tenm-se revelado mais
robusto, quanto aos sitemas mal condicionados gque normalmente
ocorem no inicio do processo. Em particular no caso em estudo,
onde foi o \nico a convergir.

As figuras. (10.8) e (10.9) apresentam os resultados da
aplicacéo deste método. Na primeira, impée-se aos multiplicadores
de Lagrenge os valores Ac = 10 e Av = 1, adota-se como estimativa
inicial o sistema representado na figura (10.1) e se obtem o
resultado apés 856 iteragdes. a segunda toma como estimativa
inicial o resultado da primeira e assume A = 100 e A =1, a
convergéncia é alcangada em 900 iteracgédes.

R

I

Figura 10.8 - Malha gerada pelo método de Brackbill e Saltzman
[14]. Ao' =10 ea =1. v = (0,2; 0,4; 0,8; 1,0}, n =
856. I_= -6,1.10°, I= 2,1.107, I=4,4.10", A= 30.
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Figura 0.9 - Malha gerada pelo método de Brackbill e Saltzman
[14}, a partir do sistema da figura (10.8). Com A =
100 e A =1.©=1,0, n=800. I= -6,1.10°, I=
2,1.107, I=4,4.20" e A= 30.

Pode-se observar dessas figuras que os valores obtidos para
os funcionais I, I e I sdo os mesmos que se registram na figura
(10.1), cujo sistema foi obtido pelo método de Thompson et al.
[79). Isso se deve aos valores atribuidos Ao e A , que representam
pesos relativos das propriedades a que se referem. De qualquer
forma, o primeiro desses funcionais refere-se a uniformidade do
espagamento, e esta € uma caracteristica que as equagdes de
Laplace também imprimem aos sistemas por ela gerados, como é o
caso da figura (10.1).

A comparacgao ‘detes resultados com © sistema gerado pelo
método de Ryskin e ILeal para a mesma precisdo (figura 10.3), &
importarte. Pois mostra claramente que este Gltimo ndo apresenta
nenhuma tendéncia a uniformizar o espagamento. Ac contrario ;
introduz no sistema curvilineo as caracteristicas da distribuicéo
dos pontos nas fronteiras. O mesmo ndo acontece com o método de
Brackbill e Saltzman que, de certa forma, restringe a néo
uniformidade dessa distribuicgio as regides préximas As fronteiras.

Quento & avaliagdo local da ortogonalidade, as figuras
(10.10) (10.11), (10.12) e (10.13) mostram os pontos com os
menores valores de g,,, em médulo, para os sistemas das figuras
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Figura 10.10- Malha da figura (10.3), pontos com:

1,4.10" = lg,,| = 1,5.10°°.
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Figura 10.11- Malha da figura (10.6), pontos com:

4 -10

= |g,| = 4,2.207°,
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Figura 10.12~- Malha da figura (10.7), pontos com:
1,4.10" = |g | = 2,2.107.

-
_*
IS
a
.“‘ a 4 & & a & 8
a = - = o . & &
- P e a s & *
‘ s & a a & &
- & P a * =~
a e -a s ak 4 na a s & &
. A & & = a & * PO a a & &=
O Pl R - a - - s s A Rs s
=l S 20 a aans s a s a A ® B &
s =& & ® A & & L e e+ aa s L As a~as s R s A
4 & 4 & & 2 a b &
:::“"’.“.‘...‘ “ & A B & & 4 a8 2 B A 4 . Aa s A as s
2 & 2 A 4 & a2 & 4 a4 A a a2 sas
2 2 1 1 4 & 4 a a4 4 & & A S8 A A A . 8 aAE S 8 4 a s A L a4 A A S s s A
A & A 3§ a4 & & A & B . o4 & s 8 s s s
A & & a4 & L A B L4 4 s, 8B .a M S I SR S AR PP
+ 4 & 4 4 B 8 & 4 a a8 L S S
& A & a4 4 & a2 & 4 a L TP, LI IR I T Y
=y I 2 a2 a Lt ra. “ateaa.
ry Al - g L LI
s o EEPE & & 4 & 4 a
* & e R
a2 & ‘-.“l‘ Ll I
‘-
LR L P
-
-

Figura 10.13- Malha da figura (10.9), pontos com:
8,2.20" s |g,,| = 6,3.20".

Comparando as fié’uras (10.10) e (10.11), pode-se perceber o
aprimoremento da condigdo de ortogonalidade local obtido pelas
reiteracdes parciais, e finalmente as alteragdes provocadas pela
reiteracéo de todo o dominio, comparando-as & figura (10.12).
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A (omparagéc das figuras (10.10) e (10.13), por outro lado,
permite analisar as diferengas entre os gistemas gerados para essa
geometria, pelos métodos de Ryskin e leal [66] e de Brackbill e
Saltzman [14], quanto & condigio de ortogonalidade local.

Domfnio Duplamante Conexo.

Para a andlise destes, toma-se como exemplce o perfil
aerodinémico NACA 4412, bidimencional [51]. Os sistemas do tipo
"en, de que se utiliza este trabalho, sao gerados pelos diferentes
métodos considerados acima. A malha computacional considerada
apresenta 57 pontos na diregio £, e 21 pontos na diregdo w (figura
10.14). S

Emrregou-se inicialmente o método de Thompson et al.[79], sem
© controle do espagamento, ou seja, com P = @ = 0, mas impondo a
continuidade e a diferenciabilidade das fungdes x(£,7) e Y(&,n)
sobre a linha de corte. A estimativa inicial assumiu valores nulos
para essas fungbes, na regifio interna do dominio. O valor adotado
para o fator de sobre~-relaxacio foi de w = 1,5 e o nimero de
iteragdes correspondeu a n = 205. O resultado é apresentadec na
figura 10.14 abaixo.

H-HH

i

Figura - 0.14- Malha gerada pelo método de Thompson et al. [79],
com P'=Q =0, w=1,5€e n = 205, I_= -9,8.10%,
I=5,8.10", I=3,0.10" e a= 31.
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Utilizou-se, em seguida, o método de Thompson et al, [79] com
controle do espacamento, para provocar a atracdo das linhas de 7
constante para a linha de n,~ 1. Para isso, empregaram-se as
equagbes (8.23) e (8.24), atribuindo aos coeficientes de Q os
valores P~ 10'3, e r,~ 0,5. Aos demais coeficientes dessa
fungéo, bem como & prépria fungdo P, atribuiu-se o valor zero.

Nura primeira tentativa, adotou-se como estimativa inicial o
resultado acima (figura 10.14), ndo se verificando a convergéncia.
Nas mesras condigdes, adotou-se uma estimativa inicial com valores
nulos, ¢ o resultado foi obtido ao fim de cerca de 300 iteracées

(figura 10.15) com o coeficiente de relaxacio w = 1,0.
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Figura 7.0.15- Malha gerada pelo método de Thompson et al. ([79],
com P. = 0, Q0 =» P,,= 1000, e r,= 0,5 e demais
coeficientes nulos. w = 1,0 e n = 300. IB-= -1,3.103,

I-6,6.10", I=3,0.10" e A= 28.

Utilizou-se o método de Ryskin e 1leal [66]) de dois modos.
Primeirzmente a partir de uma estimativa injcial com valores
nules, assumindo w = 1,5. O resultado (figura 10.16) foi obtido ao
cabo de 176 iteragdes. No segundo caso, adotou-se como estimativa
inicial o resultado a’presentado na figura (10.15), mas a aplicacdo
do método deu-se exclusivamente sobre a regifo 3=£=<55 e 1sys21,
Para tanto adotou-se w = 1,5 e o resultado foi obtido apés n = 435
iteragées. A figura (10.17) mostra todo o dominio e a fig. (10.18)
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mostra epenas & regido reiterada.
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Figura 10.16- Malha gerada pelo método de Ryskin e Leal [66] com
@ =15 en =176. I_= -9,6.10%, I= 1,8.107, I=
3,0.107 e a= 32.
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Figura 10.17- Malha reiterada pPelo método de Ryskin e Leal [66] na
regiao limitada por 3= £= 55 e 1= s 21, Con w = 1,5
e n =435, Para todo o Dominio tem-se: Is= —9,6.102,
I=1,8.10", I= 3,0.107 e A = 32.
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Figura 10.18- Regido reiterada pelo método de Ryskin e leal {[66],
limitada por 3= €= 55 e 1= 7= 21. IB= -1,5.103, Io-—~
7,6.10°, I=3,1.10" e A = 28.

A fndlise desses resultados, revela comportamento semelhante
ao apresentado para o dominio simplesmente conexo, guanto &
uniformidade do espagamentc. Pois a utilizagéo das fungdes de
controle P e Q, no método de Thompson et al. {79]), induz um
aumento nos valores dos funcionais I eI.

Por outro lado, o método de Ryskin e Leal [66] proporciona
resultados satisfatéfios, tanto para o caso em que se aplica sobre
todo o dominio, quanto para a reiteragfio parcial do sistema obtido
com controle do espagamento. Em particular neste udltimo y reunem-se
duas caracteristicas importantes que sio a ortogonalidade local e
o contrcle do espagamento.

Deve-se ressaltar que isso s6 foi possivel com o uso da
reiteracéo parcial, uma véz que aplicéd-la a todo o dominio
pProduziria, se convergisse, resultado semelhante ao da figura
(10.16). Além disso, dos métodos analisados para gerar sistemas
ortogoneis, apenas os que ndo procuram uniformizar o espacamento,
como € ¢ caso do método de Ryskin e Leal [66] ,podem ser aplicados
com estez finalidade..

A comparagdo das figuras (10.17) e (10.18) evidencia a
influéncia das ‘regides n#o reiteradas sobre os valores dos
funcionais, enm partis:ular de Io. Porém a simulagdo do escoamento

119



+

nao emp:ega tais regloes » restrigindo-se ao sistema apresentado na
Ultima rfigura, que reune as condigbes apropriadas. Estes motivos
justificam o emprego das reiteragbes parciais.

O método de Brackbill e Saltzman [14] foi utilizado fixando-
se o5 valores A = 100 e A, = 1. Como estimativa inicial, foi
adotado um sistema de coordenadas obtido pela aplicagéo do método
de Thompson et al. [79], sem a imposicdo da continuidade e
diferenciabilidade das fungbes x e y sobre a linha de corte. ©
motivo nara isso reside no fato de que tal imposigdo altera a
distribrigcéo dos pontos sobre essa linha, o que pode prejudicar a
convergéncia do método de Brackbill e Saltzman [14].

Para o coeficiente de sub-relaxagdao foram adotados os
seguintes valores w = {0,2: o0,5: 0,8; 1,0} e ¢ resultado foi
obtidec rara n = 1175 iteragdes.
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Figura 10.19- Malha gerada pelo método de Brackbill e Saltzman
[14]. 1; =100, A =1. w = {0,2; 0,5; 0,8; 1,0}, n =
1175. I_= -9,8.10°%, I= 8,1.107, I= 3,1.107° e

A= 31,

Cormparando este resultado com aquele obtido pelo método de
Ryskin ¢ Leal [66] (figura 10.16), pode se observar que, embora
ambos o} tenham valores Préximos de I e I o método de Brackbill
e Saltzman [14) proporciona um valor zna:.or de I, indicando um
sistema mais afastado da condigdo de ortogonalidade local.
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Naturalmente. isto é conseqiiéncia dos valores atribuidos &0E

multiplicadores de'iagrange que, se modificados, podem produzir

resultados diferentes.

(10.20), (10.21) e (10.22) representam os pontos

As figuras

para os sitemas das

em médulo,
figuras (10.16), (10.17) e (10.19), respectivamente.
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Figura 10.21- Malha da figura (20.17), pontos com: 0s|g |=4,3.207%,
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Figura 10.22- Malha da figura (10.19), pontos com: 05|g12|57,0.10'4.

Pode-se notar dessas figuras gque, para o espagamento
uniforme, o método de Brackbill e Saltzam [14] proporciona um
maior mnimerc de pontos dentro da faixa de menores valores em
médulo para g, Embora o faga para uma faixa de amplitude wum
pouco mi¢ior. Por outro lado, quando o espagamento nédo € uniforme,
apenas © método de Ryskin e Leal [66) pode ser aplicado,
resultando gue quase todos os pontos da malha pertencem a essa
faixa, a excecgéo dagqueles da regi@o nédo reiterada e de dois pontos
da fronteira da regifo reiterada.

O resmo perfil aerodinimico também foi testado em sistemas do
tipo "O", com a apliéaq:éio do método de Thompson et al. [79]. Neste
caso, foi imposta a continuidade e a diferenciabilidade das
fungdes x e y, e adotou~se o coeficiente de sobre-relaxagio w =
1.85. E alcangou-se convergéncia apés 220 iteragdes (fig. 10.23).
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Figura 10.23- Malha gerada pelo método de Thompson et al. [79],
comP =Q=0, w=1,85en = 220. I= -6,3.10°, I-=
3,0.107%, I= 1,2.102 e a= 46.

Em todos os sistemas de coordenadas ajustados as fronteiras
de um perfil aerodindmico, pode-se notar o efeito de atragdo que
os treclos convexos introduzem nas linhas que lhes sao paralelas,
a exemplo do bordo de atague. Por outro lado, o bordo de fuga, de
onde parte a linha de corte que o liga & fronteira externa do
dominio, tem caracteristicas diferentes para os sistemas dos tipos
llcl! e "Cll'

Nor primeiros, sobre os dois pontos que coincidem no bordo de
fuga, a linha 7 = 1 constante tem curvatura finita. Portanto sobre
eles as linhas de £ e 7 constante naéc podem ser exatamente
perpendiculares, a menos, é claro, que o formato do perfil seja
cuispide no bordo de fuga. Nos sistemas do tipo "O", entretanto, o
bordo de fuga tem sempre uma curvatura finita e muito alta. No
caso especifico de um formato cispide, essa curvatura € infinita.

Necsas condigbes, os sistemas "C" possuem nos bordos de fuga
descontinuidades angulares que, para os métodos analisados e, em
particular, o de Thompson et al. [79], ndo se propagam para dentro
do dominio. Nos sistemas "O", por outro lado, a alta curvatura
introduz um forte efeito de atragdo das linhas 7w constante, por
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serem e:ftas paralelas a uma fronteira fortemente "convexa'". Este
efeito, gue pode ser observado na figura (10.23) acima, foi
apontado por Thompson et al. [77], na aplicacdo de seu método.

Corclus8es.

Além dos resultados apresentados, védrias outras configuragées
geométricas foram analisadas, como por exemplo, a utilizacio das
fungbes das controle P e Q para os sistemas do tipo "o", a
prescricdo de diferentes escalas e distribuigdes de pontos para as
fronteiras dessas configuragbes. Desta andlise, as principais
conclusies gue se obteve revelam que:

-As caracteristicas de convergéncia dos métodos considerados
depender fortemente da geometria das fronteiras e da distribuigéo
dos pontos sobre elas. E, além disso, apresentam comportamentos
bastante diferenciados para mesmas condigbes de contorno. Dai a
importércia de se dispor de diferentes métodos.

-De maneira geral, o método de Thompson et al. [79] mostrou~
se o mais robuéto,; quanto & aplicabilidade. 0Os métodos para
sistemas ortogonais, por outro lade, tém a restrigdo de que as
fronteiras devem ser perpendiculares. Mas, satisfeita esta
restrigéo, o método de Ryskin e leal [66] foi o que revelou maior
aplicabilidade.

-0 método de Brackbill e Saltzman [14] apresentou algumas
dificuldades quahto a4 convergéncia, com respeito & estabilidade e
ao nimero de iteragdes. Além disso, h&d a necessidade de testar
diversos valores para os multiplicadores de Llagrange até que se
obtenha a qualidade adequada para a malha, o que pode ser uma
restrigédo, considerando o mimero de iteracgdes tipico desse método.

-0 método de Ryskin e lLeal [66] permite, dentro de certos
limites, alteragéeé no espagamento da malha por meio de
distribuigdes apropriadas dos pontos das fronteiras. Enquanto que,
no método de quckbill e Saltzman [14], este recurso depende da
implementagao de fungdes de ponderacao adequadas.

-As condigbes de ortogonalidade local e uniformidade do
espacamento s&o ambas muito importantes para os sistemas de
coordensdas ajustados &s fronteiras do escoamento, no sentido de
diminuir os erros da simulagdo numérica deste. Porém, considera-ge
gue a primeira dgva estar sempre presente, engquanto gue a segunda

3 5
Este termc tem smentide do ponto de vista numérico apenas.
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possa, ~m principio, tolerar variagdes pequenas, proporcionadas
pelo recurso ao controle do espagamento.

Nessas condigdes, considera-se adeqguado aos propésitos deste
trabalhc, empregar  preferencialmente o método de Ryskin e Leal
[66], utilizando, se necessério, o método de Thompson et al. [79]
com controle do espagamento para obter boas estimativas iniciais.
Os funcionais apresentados por Brackbill e Saltzman [14] e Morice
[54] devem ser utilizados na avaliagdo da qualidade dos
resultados.

Para os casos de Dominios duplamente conexos, recomendam-se,
em principio, os sistemas do tipo "C" sdo. Embora tais problemas
nao pertengam ao escopo do presente trabalho.
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11. ©O Método dos Volumes Finitos Aplicado aos Sistemas de
Coorden:z das Generalizadas

Corforme estabelecido anteriormente, ¢ emprego de sistemas de
coordenzdas generalizadas para a simulagdo numérica pressupde a
determir agdo prévia das caracteristicas da métrica desses
sistemas, Trepresentadas pelo tensor métrico, simbolos de
Christofell e o Jjacobianoc da transformagdo. Posteriormente,
emprega-se um aigoritmo para a solugdo das equagdées do modelo
matemdtico, escritas na forma generalizada.

A zpresentagéo do Método dos Volumes Finitos (M.V.F.) na sua
forma ceneralizada segue ordem andloga. Numa primeira etapa
discuten-se a forma de cédlculo do termos da métrica e a
caracetrizagédo completa da célula computacional elementar
utilizaca nas simulagdes. Apresentam-se, a posteriori, a
discretizagao das equagdes do modelo matemdtico para o Método dos
volumes Finitos. Nessa etapa, a exposigdo obedece a ordem de
complexidade dos casos considerados, partindo do problema
difusivc, passando ao problema difuso-convectivo e finalmente
aguele jJue envolve a determinagdo do campo de velocidades do
escoamer to, quandc entdo se apresentam os algoritmos SIMPLE,
SIMPLEC e SIMPLER, baseados no M.V.F.. Apresenta-se ainda a
a formu’agdo de _algoritmo baseado no SIMPLE para a simulagdo de
escoamer to compressivel envolvendo transferéncia de calor.

11.1. A Célula .Cbmputacional Elementar e a Determinag8io dos
Termos c¢a Métrica dos Sistemas de Coordenadas Generalizados

A 2élula computacional elementar corresponde ac volume de
controle para o qual se formulam as equagbes discretizadas do
M.V.F.. Para os problemas bidimensionais ela tem, no espago
transformado, a forma gquadrada, sendo gue o0 ponto central
da 4rea caracteriza as propriedades do V.C. e os pontos centrais
de suas faces representam os fluxos que as atravessam.

Empregando a notacdo adotada por Patankar [51], o ponto
central do V.C. considerado recebe a designagcido P e os pontos
vizinhos sdo nomeados: oeste (W), leste (E), norte (N) e sul (S),
conforme sua posigéo relativa a P, como mostra a Figura (11.1). As
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interfaces correspondentes séo designadas por (v), (e), (n) e (s),
respectivamente. Segundo esse autor, a ocorréncia de volumes de
controle em gque dois lados tem dimensdo (AEl/z), junto as
fronteiras do dominio, ndo ¢é recomendada. Para evita-la,
consideram-se os pontos da malha como vértices dos V.C. alocando
os demais pontos posteriomente.

R © n
N
& (o] 9
Ag
p——— —© (61 Cn 1] e l‘—u—
W P E
é ° ¢v o\ ma =Sl o é A9
(AE/2)
(ﬁ'ﬂ/Z)I i€ il H
(a] e g S —-——-m =} O-¥—
S ©- Pontos centrais
1 9 9] ¢
T"E 5 ©~- Pontos de 1nterface
£ :
o- e Lu] O- Pontoes da malha

Figura 11.1 - Representagio das células computacionais elementares
com os pontos que tém relevancia para o M.V.F..

No espago transformado, considerando as coordenadas (£,n), a
localizegdo desses pontos (P,w,e,n,s) sobre a célula é imediata,
entretarto é preciso.obter os valores correspondentes das fungoes
x(€,m) e y(£,m)..Para isso podem-se empregar médias aritméticas
dos valores dessas fungdes sobre os pontos da malha, o que
correspcnde a uma avaliagdo em primeira ordem, ou realizar
expansdes em séries de Taylor das mesmas, obtendo avaliagdes con
erros de truncamento de ordem superior.

Adctando-se'préiica semelhante & utilizada para os métodos de
geracgéo das malhas, onde as avaliagbes numéricas das derivadas séo
de sequnda ordem, optou-se por determinar os valores das
coordenzdas fisicas dos pontos em guestdo, por meio de expangdes
em série de Taylor, a partir dos pontos da malha (0), com errc de
truncamento de segunda ordem. Vale ressaltar gue tal proceimento
n&o tem implicacdo direta sobre o esforgo computacional envolvido
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nas similacgdes numéricas, uma vez gue é realizada previamente.
Assim, para as coordenadas dos pontos centrais tem-se:

' (g,m = x (e85, mBly = X (e + [—§—x A1 4] +

2 2
“lT [L%glxés + Léﬂ%ﬁl xén + L%Elx;n] + O(AE)2 + 0(An)?

(11.1)

Cor siderando que Af = An = 1, obtem-se:

= 1l
_(gm= %t (e85, mB e x! g-tapag) g (Xt 2 tx )

(11.2)
Ou para os pontos préximos as fronteiras, onde se empregam
expancdes a partir de pontos interiores ao dominio:

1 | _A An SN T . 1 i
) (£m= ¥, (855, m+ 8 e o' +g-(apoxg) At (g Bxptag,)
(11.3)
1 I | A 5 x! 1 1 1
x (g,m= x! (6485, n-Bye X' 4+ S-(apn) 4g(Xgem2xp o)
(11.4)
- AE 1 1
(gm)= x (-85, 9-2e %' ——-(xprag) g (Xt 2xg R
(11.5)
Para os pontos ﬁas interfaces (we):
h (6m= (€5 me ! ey o (1.0
xt (gm=x (625 me xt —-(xp) (%) (11.7)
E rara os pontos-nas interfaces (ns):
xt (gm= (&, mhs Xt g-(x)) + 5 (%1 ) (11.8)
xt (gmex (6,m-80 e x —G(xp) () (11.9)
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Oonce as derivadas parciais sao avaliadas pelos mesmos
esquemar de diferencas centradas apresentados no item 11.

Oos valores das coordenadas fisicas dos pontos da malha,
pontos centrais e das interfaces leste-oeste e norte-sul, séao

(0)'Y(0))' (x(c)'Y(c))'

armazen: dos em matrizes distintas: (X
(x(“),Y(‘e)) e (x(m.ytm), respectivamente. Os indices de seus

elementcs obedecem & relacgdo apresentada na figura (16.2) abaixo.

B e B
E=21=r=p=1
; N
$ O(p,gq+1) M= j=8s=q=n
(1, ]+1) T Ar,m+1) (1+1, J+1)
l? & 1] Gn 1] © El
j W v P e E §
da e(p-i.q)d)“.,') e(p,q)} d?“ﬂ.m)etpﬂ.q)?uﬂ’n}
: {r,m)
u =3 e cs [r] © o
(1,0 : (i+1, 1) e
¢ o(p,q-1)8® pontos da malha = (3,])
4 ) pontos centrals = (p,q}
-ni pontos int. (we) = (1,m)
£ (u] e ] pontos 1nt. (ns) @ (r,s)

Figura :1.2 - Representagédo dos indices dos pontos central e das
interfaces de um V.C. tipico.

{e si=r=p=1
(11.10)

'ngj:sr:qém

Por meio dessas realgdes determinam-se, para um dado V.C., as
coordencdas de seu ponto central (c), dos pontos das interfaces
(ve) e (ns) e de seus vértices (0). Também se estabelece que, para
uma malaa com Iw't,J"x) pontos, o numero de elementos de cada
matriz vale:

() =(I, , 3. )

BnaXx

(¢) = (I -1, 3_-1)
= = (11.11)
(ve) = (I, . J.71)

(rs) = (Im-l, Jm )
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Os termos da métrica do sistema de coordenadas generalizadas,
relevantes para a formulagdo das eguagdes do modelo matemdtico,
sdo: o -acobiano da transformagéo (J), o tensor métrico (g”,gu),
os operadores das transformagbdes entre OS espagos fisico e
matemdtico transformado (B;', B:,)' e os simbolos de Christoffel
de primeira e segunda espécies (I‘Uk, I“‘:).

0 jacobiano determina-se por meio da expressdo:

- Ok By _ S8y

Quento ao tensor métrico, considera-se que a ortogonalidade
ljocal dcs sistemas de coordenadas curvilineos impde a nulidade dos
componer tes gue ndc pertencem & sua diagonal principal (g” = g'"=
g =) G, = 0 para.i#j). Assim, determinam-se seus componentes

i)
covariartes g e g,,, Por meio das expressdes:

[ «] =
=22

() ()
e (B ()

A partir desses, calculam-se os componentes contravariantes,

(11.13)

levando em conta a nulidade dos termos da diagonal principal,
segundo as expressbes:

11 -1
g'= (q,)
i 8! »{ L2 (11.14)

g”= (g,,)”

0 operador da transformagdo que leva do espago transformado
(indice i) ao espago fisico (indice j.) € determinado a partir da

expressio:
81= X 1_ ax
5 axt* 1 8€ ' 2 an
Bi° T ey {(11.15)
8€ 2 @8 2_ &8y
Bx" 8% 4 Bz" an

Para as transformagdes dos vetores de velocidade entre os

130



sistemas de coordenadas cartesiano e curvilineo, usa-se o fato de

que no rrimeiro hd coincidéncia entre as componentes covariantes e
: 1o .

contraviriantes dos mesmos (V s ). Assim, empregam-se as

L]

expressies:

V’u ] B;o Vj
{ (11.16)

\ = g”(vl‘) = grs(B:.vi.)

Portanto nido € nhecessario determinar o operador da
transformagao inversa' (Bi i )

Os simbolos de Christoffel de primeira espécie séo
determirados a partir da identidade (A.31):

2Fiik i gjk,l “ gk:,j - gu,k (11.17)

Esta identidade também pode ser simplificada para os sistemas
localmerte ortogonais, em fungdoc da nulidade dos termos da
diagonal principal do tensor métrico nesses sistemas. Resultando
nas exp:essoes:

T,, = *1(9,,)/2

T, =-(9,,)/2

‘l“u1 =r,,,=*(9,,)/2 (11.18)
l-‘29.‘2 N (gzz.z)/-z

an T (gza.i)/z

Ll-.212 T riza at (gaz.z)/z

Os simbolos de Christoffel de segunda espécie s&o obtidos a
partir 4dos anteriores por meioc da multiplicagéo com o tensor
métrico:
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T, =+4g(g,, ,)/2
rf'_ i i gzz(gll.z)/z
1 gy 1 e amil
4F;_’ " rz’za— e (11.19)
r,, =+94g,,,)/2
r,, =-9(9,,,)/2
2 =17, = +9d°(g,,)/2

Escas relagbes sa&o escritas unicamente em fungao dos
componer tes contravariantes do tensor métrico. Para isso emprega-
se as expressdes (11.14), resultando na substituicdo das derivadas
das componentes covariantes pela expressio:

= ==l gl (11.20)

Dy5 1 (g7)? )1

Da mesma forma gque para os valores das coordenadas fisicas
dos pon .os centrais e das interfaces, as derivadas parciais das
expresstées dos termos da métrica sao avaliadas por meio dos
esquemas de diferengas centradas apresentados no item 11. Além
disso, seu célculo é realizado de forma independente para os
pontos da malha (0), centrais (c) e das interfaces (we) e (ns).
Com issc se evita fazé-lo por meio de médias aritméticas de seus
valores nos pontos da malha, pratica ndo recomendada por Thompson
[77).

Os valores do Jacobiano e das componentes ndo nulas do tensor
métrico sioc armazenados em matrizes distintas, da mesma forma que

as coordenadas fisicas: J J J

13 13

(o)’ (s}’ Do)’ 9!

g e g g g e g para (i=j=1)
(we)’ (ns)’ 13ted’ 1)) ! 1]ine) 1)(ns) ?

e para (i=j=2). Os operadores da transformacdo e os simbolos de

ey’ J(ue) :

Christoffel, por serem de wutilizagdo menos freguénte, sé&o
calculacos apenas quando necessério.

O ¢<mprego de matrizes distintas para armazenar os dados dos
pontos ¢a malha,. centrais ou das interfaces (we e ns), visa obter
uma relacdo simplificada entre esses elementos. As consequéncias
de tal procedimehto éobre os algoritmos de simulagéo é imediata,
permitirdo simplificagdes significativas em sua formulagéo,
especialmente no que se refere ao emprego de malhas deslocadas
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entre s’ para as equagbes da guantidade de movimento nas diregdes

indepencentes (€) e (m).
11.2. O Problema Difusivo

Torando a equa@éo de difusdao de uma grandeza fisica escalar
genérice, escrita nas coordenadas (r;'1 = £ e e’ = 1), do espago
matematico transformado, tem-se:

-1£~l JAg”éQ] [JAg”w¢]} Y (11.21)

7{e (o5

once s’’’ representa uma fonte volumétrica referente a
grandez: em gquestdo, e A designa um coeficiente de difusédo da
mesma. integrando-se essa expressdo sobre o volume de controle

indicadc figura (11.3):

II g%%Q)JdEdn = 2. {aE[ng”a¢] + Jng”ii]} Jacdn +
I
+ ][s"'JdEdn (11.22)
| .14 s8¢
ey’ QN
n
57 @ & & 4
IJ(SE);\g‘(SE);A
iy hJ ’if 7 A'l]
— GW ¢V QP ée QE
s
&7 R © (o] V.
L s AE = 8 =1
= g 1 @ e An = 87 = 1
nT - J AL ’
.l......._.E_..) (66); = (SE): = 1/2

Figura 11.3 - Representagdo das dimensdes do V.C. tipico, no
espago matemidtico transformado.
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Adritindo-se que os valores indicados entre parenteses
prevalecam sobre o volume de controle considerado’, o resultado da

integracao vale:

[%%Q)]J(c)ﬁﬁﬁ'n {[J;\g“a"] - [Jhgn-g%] M}tm =

Once s represenﬁa o valor de s’’’ integrado sobre o voulme de
controle— evidenfemente, se s’’’ é constante sobre este, entéo s
- g’*¢, Assumindo um perfil linear por trechos (Patankar {569])
para a variavel ¢, podem-se aproximar suas derivadas por

diferencas centradas, o que resulta:

[5420)s, e = {[m0"Tagr]) - (5" wer) o

i {[J"gzz'(i?;%")](n,' (2" (qb(aiz))](,,.,}E i

(11.24)
Netsa expressfo, defininem-se os coeficientes:
4 f J 111 1. J Iih 3
g_ = ——g—§~— A a ==[——g———— A
E s )-1(2) ¥ (8%) 4{?)
: : (11.25)
r J ZZA 3 J Zal 3
ey = [lam 28 2 = ["9_'(611) jAs
\ \ £ (n) 7 (8)
E rode—-se rescrever a equagao {(11.24) na forma:
3408)) 5 pgam = {a(s.-0) - a(e-4) + a($-¢,) -
at (c) n E''E P WP W NN P
+ Es(¢P—¢s)} + J“ﬂsbﬁAn (11.26)
105 sub: scritos c'mtre parénteses referen-se as interfaces do Y.c.

onde eomses termos s3c avaliados.
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Integrando-se a expressao (11.26), no intervalo de tempo At:

1+ At t+At
Jfg—gﬂ).}(c)a&bn G = J{a£(¢s-¢p) - a(e.d) + a,(e,~9.) -
t : t

+ e _(0,-9.) + J(C)EAEAT)}dt (11.27)

Para essa integracgio, adota-se uma formulagao totalmente
implicita. Isso eguivale a assumir que os valores mais recentes
das var: aveis, instante (t+At), prevalegam sobre todo o intervalo
de intejragédo (At), ao invés daqueles referentes ao instante
anteriol, doravante éesignados (¢°). Assim, obtem-se:

[(FP¢P - Pg¢:)J]?E?T! = At{az(qbs“‘#r») . au(¢9-¢w) o aH(¢N-¢P) B

+ & _(6.-9.) + J(c)‘énem]} (11.28)

Emi regando-se os coeficientes definidos em (11.25), essa

equagéo pode ser reescrita na forma:

ag¢, = aquz + a“:p_ﬂ + a"¢u +a¢ + b (11.29)
Once:
A . 0
a= a + a, +‘ a + a  + a (11.30)
_ — . 0o ,0
b - J(c)sAt-;A'n + ag ¢P (11.31)
poT _AEAR
o _ P (c)

Nas expressbes (11.25), conforme mencionado anteriormente, os
subescritos (v), (e), (n) e (s) referem-se as interfaces do volume
de contiole, onde esses coeficientes sdo avaliados. Para fazé-lo,
considera-se que, em se tratando do espago transformado, vale: Ag
= An = {£ = &7 = 1. Além disso, os valores dos termos da métrica,

no casc dJ, g" e gaz' nessas interfaces foram determinados
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previamente.

Resta portanto avaliar o coeficiente de difusao (A). Quando
gseu valor € constante sobre todo o dominio de interesse, néo se
encontrem maiores problemas. Porém, nos casos e€em gue esse
coeficiente depeﬁde da varidvel (¢), cujos valores séo conhecidos
apenas ros pontos centrais (P, E, N e §), Patankar [59] propde que
se facga a avaliagéo' com base nas disté&ncias entre a interface
considerada e os pontos que lhe sdo adjacentes (figura 11.3), na

forma:

A = [(1;f°l_+ i’] (11.33)
b P E
Onde os valores’ de Ae A determinam-se a partir de ¢P e ¢E
nos pon!os centrais, e define-se fe = (65);/(65). Como, nNo espago

transfoimado, fe = 0.5, resulta:

222
A = s

E
e AP+AE

(11.34)

Além disso, é r;ecessério avaliar o termo referente & fonte
volumét: ica da equagdo s. Se seu valor € constante no dominio de
interesse, aplica-se diretamente & expressdo (11.31). Se, por
outro l:do, s é fungdo de ¢, deve-se garantir que a relagdo entre
ambas pissa ser representada na forma 1linear, uma vez gue se
empregar para resolver as equagbes do modelo, técnicas de solugao
de sistemas de eguagbes lineares. Assim, a forma final linearizada
dessa relagédo deve ser do tipo:

s =8+ sP¢P' : (11.35)

Once s_ corresponde a uma constante e s/ representa um
coeficiente de proporcionalidade, referente ao valor da variavel ¢
sobre o ponto P. Nessas condigdes o coeficiente a eo termo b da
egquacdao (11.29) assumem nova forma:

0
a-a +a +a+a_ +a -sJ A£An
P E W N s P P (c) (11.36)

_ 20,0
b = aP¢P + st(c)AEA'n
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Para gque o sistéma de eguagbes do modelo, colocadas na forma
da exp-essao (11.31), Ppossa fornecer solucdes fisicamente
realisticas, € necessario gue todos os coeficientes (a_,, 2, a.

0 1] & L]
a a 32 ap) possuam © mesmo sinal, positivo, no caso. Essa

’
e;‘cigé;c:'a, estabelecida por Patankar [59], pode ser violada em
fungéo ¢o sinal de s, na expressao (11.36).

Em virtude dessa possibilidade, coloca-se uma restrigéao
a representagdc linear de s(¢), impondo que sp(O. Entre as
diversas formas de linearizagdoc que satisfazem essa restrigao,
algumas delas discutidas por Patankar [59], destaca-se aguela em
que se :az s, = 0 e se determina o termo constante em fungéo dos

P
valores da varidvel ¢ na iteragao anterior (¢'), de modo gue:

§=585_= s”"(¢;) (11.37)

Escsa forma nao é sempre a mais indicada, pois pode-se provar
{59] gue um coeficiente 5,<0 tem o efeito de sub-relaxar o
processc iterativo de solugdo das eguagbes, O que €, em dltima
andlise, uma atitude prudente. Por outro lado a pratica de fazer
By = © € muitas vezes a alternativa mais vidvel, dada a
complexidade da forma que a expressido de s(¢) pode assunir. De
fato esta é a préatica adotada no presente trabalho, em fungdo das
formas dque essas fungbes tém quando as equagbes do modelo sao
escritas no espago transformado, como se pode notar no apéndice B.

11.2.1. ConducHo de Calor.

Pode-se aplicar diretamente a esse problema os resultados
desenvolvidos acima. Para isso, o ponto de partida é a equagdc gque
descreve o fendmeno, escrita no sistema de coordenadas
generalizadas: '

o5 Hielrs'B) 55

Necsas condigdes, e assumindo que © material gue compde ©
dominio de interesse tenha propriedades constantes, a varidvel ¢
correspcnde & temperatura, € O coeficiente de difusdo do modelo
vale a = k/c,, conforme estabelecido no apéndice B.
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11.2.2. Condi¢Bes de Contorno.

As condigbes de contorno podem ser de dois tipos: temperatura
prescrita ou fluxo de calor prescrito. Podendo nesse caso ser, 0
fluxo, resultante de convecgdo de calor no meio externo ao corpo
g6lido considerado, o que implica na necessidade de prescrever o
valor dc coeficiente de pelicula (h) correspondente.

No primeiro caso, as temperaturas das fronteiras do corpo sao
conhecicas, nioc havendo necessidade de formular novas equagoes
discretizadas para os volumes de controle adjacentes a elas. O
algoritro se aplica diretamente, tal como foi formulado acima.

No segundo caso, considera-se um volume de controle adjacente
a fronteira, que possua A{=0 e An=1. Por possuir comprimento nulo
na direzdo £, esse. V.c. ndo troca calor com seus vizinhos na
diregdo m, tdo pouco apresenta geragdo volumétrica devida a fonte
s’’’ou ‘.ermo referente ao transitério, uma vez que A£A7=0. Além
disso, ¢eve-se considerar que nele ocorre a coincidéncia entre as
interfaces na diregéé £ e o ponto central: w=P=e, conforme indica
a figurs (11.4). Assim, o unico vizinho com que esse V.c. interage
é aquel: que se situa a leste (E). Sua equagdo ¢é obtida com a
introducdo dessas condigbes na expressao (11.22):

-
Ze (Ve AE=o0
; .
oA =1
Zit1,34+1) an
Z ) G 3€=1s2
z n
1 =
?E a g =pEe E
—_—— 10
gétl.nJ (p,q)
Z
? (1,13)
z9 e o
zi &
z
-
AR e
z Y3
=z
t %! ¢r——-— Frontelra do Domfnlo em E=1
s -
£

Figura 11.4 - Representagéo de V.C. préximo a fronteira do dominio
d_e interesse, com fluxo de calor prescrito como
condicéio de contorno.
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iy b 8 1 8 118T 8_ 228T
0 - H__J (elow) + (") + SaloraE)} aacan
. (11.39)
Once a integracgido em £ € realizada da mesma forma que para os

demais volumes de <controle, sendo o resultado posteriormente
levado 0 limite em que AE{—0. Disso resulta:

0 = {[Jq}]m) + [JAg“EE%;E%l](ﬂ}An (11.40)

Que pode ser posta na forma da expressdo (11.29):

aT, = aT + b (11.41)

a= a ) (11.42)
- 1 '

b=2J.a An . (11.43)

Que ndo q1 é  resultado de transferéncia de calor por
convecgéo, com coeficiente de pelicula (h): ql = h(TP - T). As

equacdes (11.42) e (11.43) tornam-se:
a= a + Jmh An (11.44)
b= - J(“)hTmA‘n : (11.45)

H4 gue se observar ainda, que © cdlculo dos coeficientes para
os volunes de controle adjacentes as fronteiras do dominio esta
sujeito a restrigdes quanto aos valores de 3§ e &m:

£ = 1= (G.E)u = 1/2
¢ =& = (65)"_. = 1/2

: (11.46)
T = 1= (30), =1/2

-’
it

n = (8n) =1/2

max

Nas demais faces dos V.c.: AE = A7 = 8§ = &7 = 1l
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11.2.3. Cédigo Computacional.

Netsas condigdes foi desenvolvido e implementado © cédigo
computac ional para simular numéricamente problemas de condugéio de
calor e€m s6lidos de configuragao geométrica arbitraria, com
propriec ades termodindmicas constantes, e considerandoc fontes ou
sorvedorros de calor de intensidade constante. O método numérico
empregaco na 80lugao do sistema de equagdes lineares dos tipos
(11.22) e (11.41) corresponde ao método de Gauss~Seidel com
sobre-re¢ laxagbes sucessivas. A abordagem desse tépico teve o
propésito de constituir uma base de instrumentos de tsoftware’
necessal ios aos desenvolvimentos gue se seguem, cOm a finalidade
Wltima ce prover-lhes de estruturas semelhantes.

11.3. O Problema Difuso-Convectivo
Tor ando-se como ponto de partida a equagéo geral de

transpo:te de uma gi'andeza fisica escalar genérica ¢, no espago
matemdtico transformado:

8(¢d 1 8(JIpu'¢) 1 a(Jpuig)) _ 1 [a 8¢
__é.%_.)_ 4+ { J 5€ + 3 a7 } . a—E'[JAgil-a—E—] +

(Jhgzzg,n]} + 't (11.47)

Essa equagao pode ser reescrita na forma:

8 2 a8 a
Ja{ﬂ + -—3 5'5'[qu1¢ - Jhgug%] + —-—‘J."r ﬁ(ququ = Jhgzz_g_%] =
=’’’ (11.48)

Def ine-se os fluxos totais 3 na forma:

3 - ::[pu‘¢ - Ag‘_‘%} (11.49)
¥ =3 [pu% = Agzzg% (11.50)

E ¢ equagio (11.48) fica:
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1 2
a(pg) , 1 [gg 4 gg — (11.51)

Entdo, integra-se esta eguagdo primeiramente sobre o V.c. e
postericrmente em t, segundo o esquema totalmente implicito, de
modo anélogo aguele do problema difusivo. O resultado obtido vale:

p.b, = Ppb,

PP 1 1
At J(c)AE_An * 5(e) 3

2 2 _ —
ot B~ Boy™ 89,884

(11.52)
Once s representa o valor da fonte volumétrica s’’’ integrado

sobre o volume de controle. Considerando separadamente a equacgéo
da continuidade (B.17}):

a

# ¢ 5 g(oe) + il - )

Integrando-a no V.c. e em t, da mesma forma que nOs Casos

anteriores:
ff— fr J AEA':) + (qulA'n) - (qu’An) +
At (c) (e) (w)
+ (Jpu®Ag) = (Jpu°AE) = O (11.54)

Def inem—~se os fluxos de massa:

F1=qulbn
: 2 (11.55)
F =Jpu Af
E ¢ eguagao (11;54) fica:
BL = 0
P P 1 1 2 Rl g1
At J(c)AEAn M F(e) . F(w) i F(n) - F(s) L (11.56)

Multiplicando-se a expressdo (11.56) por ¢ e subtraindo-a da
equacgido (11.52), obtem-se:
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P {c) (w) (W)

e L ppJ AEAn + [51{e- F(e)¢] > [i31 s ¢P] +

(n) {n) () () P

(o = ¢,;] : [52 -, ¢] = B3 _ AEA7 (11.57)

Prcva-se (Patankar [59])) gue, numa expressio desse tipo, os
termos 1eferentes aos fluxos (F e ) podem ser escritos em fungéo
das dif«rencas entre os valores de ¢ no ponto P e seus vizinhos
(E, W, } e 8), e coeficientes de proporcionalidade, na forma:

[ (8= Fipts) = 209, = 42

{e) {e)" P E

By Funts) = 2,06, - 8

{w) (w) ' P
) (11.58)

32 ,m Fonte] = 248, = 0

(n) (n) P

»

P20, = 2,4, - ¢,

{ 52(‘)_ () P

Para expressar de forma adeguada 0S coeficientes a,, a, a,
a e a, é preciso definir antes os termos referentes aos dois
mecanisros de transporte de ¢ presentes na equagdo (11. 47), gquais
sejam: n difusédo e a conveccdo. Os primeiros tém, como & de se
esperar, formulagdo idéntica aos coeficientes do problema

difusivc, expressdo (11.25):

3

[—??e—r by 0, = (se))en

(w)

1l

) (11.59)
- [3A - (3920 )
r, = (e o, = ()2,

L {n)

E os termos referentes a convecgéo tém a forma definida na
expresséo (11.55):

P = (qu’A'n) F= (qulﬁ'n)
{ e (e) . w (w} (11.60)

P = (Tpu’AE) F = (Tpu°hE) -
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cor isso define-se o nimero de Peclet (Pe), como sendo a
razio ertre os termos de convecgac e difusaoc do problena:

Fe . Fw
Iee = D Pe' = )
e w

{11.61)
Fn 3 Fs
Ien =D . Pes )
n s

Aseim, os coeficientes da expressao (11.58) sdo definidos:

8 = D}([i@eeh + [-F,,0]

m
|

pa(|re|) + [ F,.0]
) (11.62)
Dnh(|Pen|) + [—Fn,o]]

™
i

~
H

DBA(|Pei|') + [ F,,0]

onée o operador [a,b] fornece o maior valor entre os
elementcs (a) e (b). E a fungdo A(Pe) assume expressbes que tornam
o méteod»> adequado aos diferentes esquemas de aproximagdo das
equagbdes diferenciais discutidos por Patankar [59]. Essas

expressdes correspondem a:

[Diferenga Central » A(|Pe|) = 1 - 0.5|Pe|

Upwind : = A(|Pe|) =1
{Hibrido » A(|Pe|) = [o,(1 - 0.5|pe])} (11.63)
Lei de Poténcia = A(|Pe|) = [o,(1 - 0.1|Pe|)®]
|[E> ponencial - + A(|Pe|) = lfel
(e!" "= 1)

Der tre esses esguemas, segundo O mesmo autor, aquele gque se
baseia m diferencas centrais implica, em esséncia, em assumir
para a varidvel ¢ nas interfaces dos V.c., valores correspondentes
a médias aritméticas de seus valores nos pontos centrais dos V.c.
gue lhe sdo adjacentes. Isso permite que os coeficientes definidos
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em (11.62) assumam valores negativos, o dgue nao garante a
convergéncia do método, ndc sendo por isso recomendivel.

O esquema ‘Upwind’, por outro lado, representa essencialmente
a hipét:se de que nas interfaces a varidvel ¢ assuma valores
correspcndentes Aagqueles registrados no V.c. que se situa a
montante da referida interface. Evita-se com isso a ocorrencia de
valores negativos para os coeficientes (11.62), o que €&, em Ultima
andlise, uma garanfia quanto & convergéncia do método para
solugdes fisicamente realisticas.

O nétodo exponencial, por sua vez, corresponde 4 solugao
exata de¢ equacgdo diferencial do probiema, no caso unidimensional.
Por issc representa o comportamento fisico real para os problemas
(1-D) e fornece avaliagbes fisicamente realistas, ndo exatas, nos
casos (:-D) e (3-D). Assim, se por exemplo, © fluxo convectivo de
¢ atraves da interface (e), no sentide £>0, for alto o bastante
para predominar sobre o transporte difusivo (escalar), o termo do
coeficiente a_ que diz respeito a difusdo serd nulo, evidenciando
essa predomindncia. Vale ressaltar que, embora a predomindncia de
um mecir ismo de transporte sobre o outro seja avaliada diretamente
pelo Peclet, os esquemas de diferengas centrais, e mesmo 0
'Upwind’, nao apresentam essa caracteristica, representando
portantc sempre os dois mecanismos de transporte.

Entretanto, o© " cdlculo dos coeficientes pelo esqguema
exponencial é normalmente custoso, do ponto de vista do esforgo
computacional. Por esse motivo, foram desenvolvidos os esguemas
hibrido e de lei de poténcia, que por sua vez representam
aproxime¢des numéricas do esquema exponencial. Nesse sentido, o
esgquema de lei de poténcia € agquele que proporciona a melhor
aproximzcao do esquema exponencial, sendo por isso recomendado em
Patankar [59], e utilizado preferencialmente nesse trabalho.

Feitas essas consideragbes, a egquagdo (11.57) pode ser
escrita na forma final:

ap¢') = asqbt + a“¢" + au¢“ + asqbs + b (11.64)
Once:

) 0
a-= a +a, + a’.+ a_ + a, (11.65)
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b= J _BE5An + a> ¢, (11.66)

0
p J . ALAm
a) = i A;’ (11.67)

Estas expressdes sdo idénticas as (11.29) - (11.32), com a
diferenca gque os coeficientes (a,6 a a, a e as) sA0 agora
determirados pelas expressdes (11.62), com a funcéo A(|Pe|)
fornecica pelo esquema de lei de poténcia, éxpresséo (11.63). A
equagdo (11.64) aplica-se ao volume de controle representado na

figura (11.5).

Ll
3k 4
3

Figura 11.5 - Representagao do V.C. tipico, para o problema difuso
convectivo.

Nesse volume de controle, como se pode notar nma figura acima,
as com onentes u' da velocidade sdo conhecidas apenas has
interfaces (e) e (v), enguanto as componentes uw’ o sio apenas
nas interfaces (n) e (s).

11.3.1. A Equacfo da Energia.
Ton ando-se essa equagdo na forma completa (B.9), tem-se que ¢

= T, 1 = k/cP e os resultados obtidos acima aplicam-se
diretamente. Resta discutir a formulagédo do termo fonte s’’’, que
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no caso €& obtida a ‘partir da funcdo & (B.ll1), gque é tratada em
detalhes abaixo..

o= ¢ (u) - ur"‘j] + BT[at + u" 953;] (11.68)
o€’ 8§

i J 1
) = 24 1 gjn du g'" du” _ 8g° .| - 1 lji(Jun)
2 35 9 8e"

og" og" og”
(11.69)
Que para os espagos bidimensionais representam:
du du
. suffesas 1 _ 2 12{ "1 _ 1 _
P =T [Be urly, uarn] A T ur, uzlfa] t
8u au
21 2 22 2 1
g [ﬁ—ﬁm uln, ~ur ] R [E'n— ur, -y, 22] +
8P 1 8P 2 8P
+ ﬁT[at + u -a—g + u W] (11.70)
Once os termos do tensor das tensdes representam:
15 _ moan' oo’ _ agt! n _ 24" [ou” u aJ
L Clie T Sal= it
8E 8€ ag a¢c"
(11.71)
E seus componentes:
11 1 11 2 11 11
t11=u4g 8w’ _2g ou _ (18 + u &9 +
3 8¢ 3 an 14 an
.1 1 2
-9 (w8 , u T
3 3 3 + T B (11.72)
2 = 2 = ' zzg_g_: + ol g__uf 11.73
19 35 9 3 (11.73)
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22 _  [4g®® au® _ 29%° gu’ T 2 8g22
A2 o e - T T [uag G |
~p 22 ¢ 1 2
_zg— [_u 8J u  &J
|7 + -5 (11.74)

0 termc referente a fonte volumétrica da equagdo da
conservegao da energia vale: s’’’ = Q/cp. Portanto, assumindo que
seu val) r seja constante sobre todo © volume de controle, sua

integra¢ao sobre o mesmo resulta:

= . L =g 2
JkﬂsAEAn = II _E; Jdgdn = J}n c, AEAT (11.75)

Para os fluidos imcompressiveis 8 = 0, e o termo referente as
pressdes nao aparecé. Para os gases perfeitos, B = (T)d, onde T
represerta a temperatura absoluta do gas.

Desse modo, devido & complexidade que assume o termo fonte
s na sia forma coﬁpleta, optou-se pela formulagdo constante,
fazendo s, = 0 e s = (Q‘/cp), onde (ﬁ') é calculado a partir dos
valores das variidveis na iteracdo anterior. Além disso, adotou-se
a pratica de calcular antes os componentes do tensor das tensodes
no V.c., para depois avaliar a fungéo & propriamente dita.

As vantagens desse método sobre a formulagido explicita da
fungdo % s&oc evidentes, gquando se considera a facilidade de
depuragéo dos algoritmos desenvolvidos. E, o que é mais
importarte, a construcgdo de rotinas especificas para o cdlculo dos
componertes do tensor das tensdes revela-se muito util, jd gque
esse tensor € utilizado com maior fregiéncia na formulagdo das
equagbdes de Navier-Stokes, como se verd a seguir, e tais rotinas
podem ser testadas modularmente.

Airda é necessdrio fazer algumas observagbes gquanto ao
cdlculo de &:

1- Uma vez Que o volume de controle é centrado, empregam-se
apenas ¢s termos da métrica que foram calculados previamente para
os pontcs centrais dos volumes de controle.

2- Todas as derivagdes encontradas nessa formulagdo séao
avaliades numericamente segundo um esquema de diferengas centrado,
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com errc de truncamento de segunda ordem, conforme apresentado no
jtem 1]1. Para essa finalidade foi desenvolvida uma rotina
destinada a calcular essas derivadas para qualgquer dos entes
fisicos ou geométricbs presentes na formulagéao.

3- As componentes do vetor velocidade sdo conhecidas apenas
nas intcorfaces do V.c., por outro lado, € preciso avalid-las no
ponto central do mesmo para gque se possa calcular s. Para
contornsr esse problema, contruiram-se rotinas qgue determinam as
componertes da velocidades nesse ponto por meio de médias

aritméticas:

- . . (11.76)

V2 o= el 4 uf )2

S 1 1
{ L (u(u) M u(e))/2
(s)

4- Na formulagdo de ¢ aparecem componentes covariantes da
velocidede. Essa € a unica das eguagdes do modelo matemdtico em
que tais termos sdo utilizados. Em virtude disso, optou-se por
avalid-las apenas durante o célculo de ¥, em processamento. Para
tanto foram desenvolvidas rotinas gue as determinam por meio da
multiplicagdo pelo tensor métrico:

2 22°
o =
t {c)z u(c)/g

{ Yernn © uL”/g“ (11.77)

11.3.2. Condigdes de Contorno.

As condicdes de contorno com respeito & temperatura tém
formulacio idéntica équela apresentada para o problema difusivo.
com as (diferencas de que: os coeficientes sdo agora determinados
pelas expressdes (11.62), os fluxos de calor precritos séo
especificados para fronteiras impermedveis, onde u = v o= 0, e
nao se consideram efeitos de convecgdo externos ao dominio do
escoamer. to.

Surge evidentemente uma dificuldade, no que se refere &
prescricdo de condigbes de contorno para a secgdo de saida do
dominio do escoamento, onde usualmente ndo se conhece o perfil de
temperat uras, posto gue esse deve resultar da simulagédo.

Secundo estabelece Patankar [59]), se nagquela se¢do o valor do
Peclet for suficientemente alto, o mecanismo de convecgédo
passa a predominar sobre o de difusdo, e o problema assume um
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comportzmento parabdlico, em contraste com o caréter eliptico da
equacido. Nesse caso, se a fronteira em questdo néo apresentar
contrafluxo (velocidades negativas), a influéncia das condig¢des de
contornc nela prescritas ndo se faré sentir sobre a solugao
obtida, nao importando, a rigor, sua especificagdo. Deve-se
observar gque essa condigdo sé se verifica quando se adotam os
esquemas exponencial, hibrido ocu de lei de poténcia, onde, por
sinal, lasta gue Pe>10 para gque tal ocorra.

11.3.3. Cédigo Computacional.

Cor base nos resultados acima, foram desenvolvidas duas
rotinas para a simulagdo numérica de problemas de convecgao de
calor er escoamentos através de passagens de geometria arbitréria.
© prim:iro destinado aos problemas que envolvenm fluidos
incompre ssiveis com propriedades constantes, onde os sistemas de
equagbes lineares discretizadas é resolvido pelo método de Gauss-
Seidel c<om sobre.—felaxagées sucessivas. O segundo destina-se &
simulagéo do escoamento de fluidos compressiveis e é discutido
adiante, em tépico especifico.
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11.4. A Determinag8o do Campo de Velocidades
11.4.1. A Equag8o de Navier-Sokes

Escsa equagdo assume forma andloga aguela apresentada no
probleme difuso-convectivo, com a diferenga de que os volumes de
controle empregados para as componentes £ e m da velocidade séo,
neste ceso, deslocados em relagdoc ao V.c. central, nas diregbes £
e 7, respectivamente (figura 11.6).

r=p=1=1
s = q =m=)
;l’n+1) ;(mqﬂ) (1+1,m+1)
N « v.c. (ns)
(3,3+1) (rys+1)| (141, 5+1)
1] n {1 © (r+l,s+1)
L4 : P € E
$“'.) (p,q) GL(1+1,m) (P+1,q)
v.c. (e « v.c. (we)
l:’(i.j) S(r’s)u(l-vl.j) (r+1,s)
TIT = V.C. (ns) e (we}

_._E_)' - ¥.C. (c)

Figura 1.6 - Representagdo das posigbes relativas dos V.C.
central (c), V.c. deslocado na direcao £ (we) e V.c.
deslocado na diregdo 7 (ns)

Ascim, considerando as expressdes (B.18) - (B.23) do apéndice
B, observa-se ql.ie, para o transporte de gquantidade de movimento
nas diregbes £ e 7w, as componentes contravariantes da velocidade
(uh) correspondem & varidvel ¢, e o coeficiente de difusdo a
represerta a viscosidade u.

De resto, os métodos de integracdo empregados para a eguagdo
geral de tranporte também se aplicam as equagbes de Navier-Stokes
em cada uma das diregcbes £ e 7, dada sua semelhanga com a
expressio (11.47). Os limites de integragdo, gue correspondem as
fronteiras dos volumes de controle, entretanto, modificam-se em
virtude do deslocamento desses Ultimos. Dessa forma, os valores
dos ternos da métrica e das velocida@es nessas fronteiras passam a
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ser avaliados "em pontos distintos daqueles anteriormente
utilizacos. Nesse sentido, as figuras (11.7) e (11.8) representar
em detalhes as malhas dos V.c. deslocados na diregcdo £ e 7,
designados oeste-leste (we) e norte-sul (ns), respectivamente.

@ ? ¥ k 9
g : i 1 =p =151
E A §en % m=q =8 =}
? ?(l.lu-!'l)':J ?
i (:::; Py, 301 [(r,se1
— ; — . &
ki 527//7/?///777; i ?
ie P|Z ‘e Z|E e
é(l-l.ln)o{p-z.q)?(l.m) ;Q(p,q) ¢(l+1,n)w ¢
H 7 H
< 5 Z i
- [ 72 2 o i
i (r-1,8){€1,5) (r,s) -
zes . — ¥.C. {we)
& i ?(!,m-i)m ¥ — V.C. {c)
7T :
£ D &— & & 1

Figura 11.7 - Representacdo dos V.c. deslocados na diregdo £ (we)
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Figura 11.8- Representacédo dos V.c. deslocados na diregao m (ns)
Conro se pode notar das figuras (11.7) e (11.8), para os

volumes de controle do tipo (we), as fronteiras oeste e leste
estdo lccalizadas sobre os pontos centrais P e E, respectivamente,
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enqguantc as fronteiras norte e sul situam-se sobre pontos da
malha (c). Analogamente, para os volumes de controle do tipo (ns),
as fronieiras sul e norte situam-se sobre o8 pontos centrais P e
N, respactivamente, enguanto as fronteiras leste e oeste recaem
sobre pontos da malha (o). Por isso, ac avaliar os fluxos nas
jnterfaces desses volumes de controle, os termos da métrica
utilizacos devem referir-se a esses pontos.

As componentes da velocidade w e v por sua vez, ndo sao
conhecicas nas interfaces dos V.c. deslocados, mas apenas enm
pontos cos tipos (we) e (ns), respectivamente. Logo, para avalia-
las s30 necessarias interpolagbes, como indicam as figuras (11.9)
e (11.1C). :

B ® Q & @
ie
é ¢ " ¢ é
T
| Tw? iu® Tu?
™ :1 a =%
_T/ SIILINIILI i v
e P 2: Yetie 2 E e,
b—> SN h—y T —> é
u! f ul w! 7 ul ul
,/1 P e /7 E i
& —a 4%///////::///// /m g 3 :I
2 T 2 T 2
Tu. ’us L] —3 vel. conhecidas
4 ¢ *e ¢ -3 wvel. interpoladas
7wt ®
£ o & £ o o

Figura 11.9 - Representagado dos V.c. deslocados na diregao £ (we)
com as componentes da velocidade nas fronteiras.

Cor isso, a avaliacdo dos fluxos de quantidade de movimento
que atr:vessam as fronteiras de cada volume de controle deslocado,
seja do tipo (wej ou (ns), faz uso de termos da métrica calculados
especialmente para os pontos dessas fronteiras, mas emprega
componer tes de velocidade interpoladas.
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Figura 11.10 - Representagéo dos V.c. deslocados na diregao n (ns)
com as componentes da velocidade nas fronteiras.

Assim, para os volumes de controle do tipo (we), as
velocidedes interpoladas sdc determinadas por:

w(l,m) = (a%(r,s) + ui(r,s+1) + u’(r+1,s+l1)+u’(r+1,s)1/4
u’(i,3+1) = [u¥(r-1,841) + ui(r,s+1))/2
w’(i,3) = [u¥(r-1,8) + u’(r,s)1/2
_ (11.78)
Na fronteira £=1 =» (1l=i=r=1) ou §={ = (i=1=¢__, r=¢  -1),
e as relagdes (11.78) sdo substituidas por:

2
r t:(l,m) = uf(1+1,m) + -%— %g[ue(1+1,m)]

1 8 [u®(r+l,s+1)]
2 B¢

fui(i,3+41) = u¥(r+1,s41) ¢

1 8 [u®(r+1,s)]
2 BE

: t:(i,j) = u®(r+1,s) *

(11.79)
0 einal posifivo vale para a fronteira £=1 e o sinal negativo
para a fronteira £=§ .

BaX
E yara as componentes interpoladas de u' tem-se:
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ul(p-1,q) = [u'(1-1,m) + u'(1,m))/2
) ] (11.80)
u;(p,q) = [u'(1,m) + u(1l+1i,m)]/2

An: logamente, para os volumes de controle do tipo (ns), as
velocidedes interpoladas sao determinadas por:

w(r,s) = [u'(1,m) + u'(1+1,m) + u’(1+1,m-1)+u’ (1,m-1))/4
ul(i+1,3) = [u'(141,m) + u'(141,m-1))/2

ul(i,3) = fu'(m) + v'(1,m-1)31/2

(11.81)
Na fronteira 7=1 = (s=j=m=1l) ou %=7 = (s=3=n__, m=-,,mx_1) ;
e se emyregam as seguintes relagodes:
1
1 1 8 [u (r,s+l
Li(r,s) = un(r,s+1) * ”E""E[ n( ¢ )]
1
. . 1 1 8 [u (1+1,m
u1(1+1,j) =u (1+1,m) * —5- Eﬁ[ ( m)]
' 1
vlei,d) = uiam - E G
(11.82)

0 £inal positivo vale para a fronteira m=1 e o sinal negativo
para a fronteira n=n__ -
E para as componentes interpoladas de v’ tem-se:

w(p,g-1) ='[ué(r.s-1) + u®(r,s)1/2
u (p,q) = [u"(xr,s) + u(r,s+1)}/2

Deve-se observar que as interpolagdes de velocidades séo
empregac as nas fronteiras apenas nos casos em que as condigdes de
contornc nio as especificam diretamente.

Feitas as consideragdes necessdrias com relagdo aos termos da
métrica e as velocidades interpoladas, faz-se a integracédo da
equacdo de Navier-Stokes nas diregdes £ e 7. Disso resultam
coeficientes que téﬁ forma inteiramente andloga as expressbes
(11.59) - (11.63f.-Entretanto sua avaliagdo se d& agora sobre as
fronteiras do volume de controle (we) quando essa equagéo
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refere-te & componente u' da velocidade, e ao velume de controle
(ns) quando com respeito & componente u’. A forma final das
equagdes discretizadas, por sua vez, € semelhante As expressdes
(11.64) - {(11.67), com uma diferenga no tratamento do termo fonte
(vide B 22), qgue tem o componente que se refere ao gradiente de
pressao tratado seﬁaradamente. Para efetuar esse tratamento,
convem tomar como ponto de partida a expressao desse termo:

J
s/ 7= - Dh(puu®=r™) +p1' -g"'L(p) +3 Llou|g" 2L 4
. 8¢ og 8¢
ag'? n 2 1) 8 n
-2y - 2N (11.84)
E€ 8§

Corsiderando a expressdo dos componentes do tensor das
tensbes (11.71), torna-se evidente que o iltimo termo da expresséo

acima pcde ser escrito na forma:

t J
8 du 3
—-——é —aJ(Jt”) = —-—g % Jug’"—n + -———g nEs g'" 81: +
8¢ 13 og 8g 8¢
D) 1) n n
L u” _..z_g__.al.+ .._PJ_Q. (11.85)
ee™ 8™ agn

O primeiro .termo do lado direito da expressdo (11.85)
correspcnde ao termo de difusdo da equagio da gquantidade de
movimento. Assim, pode-se definir um tensor de segunda ordem

. 1
contraveriante K ’, da forma:

,

1
£t = gt _ugjn a::
8§
1 (11.86)
e “I:gm su’ _ _ag"’ & - 2g”[6u“ L uag ]]}
n 3 J
L ag™  og" ag” 8g”

Os componentes do tensor k') no sistema de coordenadas (£&,7%)

correspc ndem a:
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1 11 11 11 3 2
K1l = u[g" gg . [u1 8g + u° 8g ] _ 2g " |8u du

3€ an 3|5 Tag
A u gf; ” (11.87)
k' = “: 4 32? (11.88)
k% = u-g”%’]-ﬂ (11.89)
L A

1 2
+__u_.a£_+;_u_
J 8¢ J

o) o
s&

]] (11.90)

Vale ressaltar, nas expressbes (11.88) e (11.89) acima, gue o
tensor k') ndo é simétrico como ., com isso, a expresséo (11.84)

pode se: reescrita:

g 7= |Tha(t™ - puu®) + pf' + —%— 2yl - ¢l
ag? ag?
(11.91)
De onde se define slil e sl’’, de forma que:
srir =8!0 + 8L1! (11.92)
[ 1 1 nn m.n 1 8 1)
g’tr= |pf’ + I'mn(T = puu ) + —=— —(Jk )
s J 3
eg
) . (11.93)
ire= - gl
LSF::— g ag’(P)

Dessa forma, pode-se expressar a fonte da equagio de Navier-
Stokes ¢m termos de suas componentes em cada uma das diregdes, §
ou 7, representadas por sretl e g777% ¢ integré-la nos volumes de
controle (we) e (ns), respectivamente. Considerando inicialmente o
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termo s/’’, tem-se:
Fre

Pre

Pre an

Tor ando agora os termos de s(’)”,

expresséo (11.93):

II;f‘Jdgdn
I[;fszEdn
- I

.

1
(J5&an) (“)pf

n .

(Jagsm),  pt’

{ns)

11

A

N e 118P Al 11
s = II 3E Jdagan (g J;L\'lfl)("e

o I[gzz-ag T (gazJAE)tns)

N (11.94)

E

(P, - P,) (11.95)

na ordem em gue aparecem na

(11.96)

(11.97)

I":l('cn—pu’ul) + 21"12(1:12-pu1u2) + F;z(tzz-puauz)]:ldEdn =

1 11 1.1 -, | 12 1.2 1 22 2.2
' (Tt =-puu) +21"12(1: -puu’) +l"22(-c puu )](Jﬁgﬂn)m,

(11.98)

= I I L (et-pu'u’) + 21":2( T*%-pu'v®) + I ( t2-puu’) ] Jdgdn =

[l“f ('z:“--puiu‘1 ) +gr‘f2(t12-pulu2 ) -!-1":2(1:?2--pu21:12 )] (JAEST) =
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|
1 8 11 8 12 ok 1187 128J o ’?
] —'j.—[—a—g(JK. ) + -F-T-](JK )]Jd&d'ﬂ = [K Tﬁf + K -é—ﬁ + J[ € +
EK!Z |
A (55513)(“) (11.100)
: 21
a a aJ OJ 8
. I —é—[~a—E(Ju2‘) + -—ﬁ(chaz)]JdEd'n = |:K21-a—€ + x”-ﬁ + J[ '«;E +
ex?? ‘
+ S5 | (488 () (g 1om)

Ascim, as expréssées completas dos termos fonte que nao
depender do gradiente de pressdo, nas diregdes £ e W,

respectivamente, valem:

E; = GEM}{prl +J[l"11('c"-pu’ul) +2I‘12(t12-pu1u2) +

1 11 12
1 22 2.2 oK ak 118J 1260
+ 1"22(1: puu )] + J[ 3E + ag] + [x 3 + K ﬁ]}(m

(11.102)
Ez = AESn{ﬁpfz +J [l"fi(t“-pului) +2l”212('c12-pu1u2) +
21 22
22 2.2 oK ax 218J 228J
+ 2 - + —_— +t == + — + gt
(T —pUM )] J[ 3E aa] [" TR an]}{m
(11.103)

!} gio determinados a

Os componentes do tensor das tensoées <!
partir cas expressdes (11.72) - (11.74) e as componentes do tensor
k) por neio das expreéssbes (11.87) - (11.90).

Foram desenvolvidas rotinas especificas para avaliar esses

tensores e as componentes dos termos da fonte das equagoes de
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Navier-ttokes. Tais rotinas tem uma estrutura comum, gque €
partilh¢da por todos cédigos computacionais gque envolvem a solugao
dessas €guagdes.

Em virtude da complexidade da expressdo completa de B,
optou-se¢ por representé-la também na forma constante, isto é,
fazendo = 0Oes = E:. Onde E: é calculado a partir dos valores
das velccidades ha iteragdo anterior. O termo referente A presséo
é trataco em separado na forma final discretizada das componentes
da eguagdo da quantidade de movimento:

(1.1 _ 1 .1 11 _
ae'lc _Zbanbunﬁ + b+ (g JA'n)(ue)(l:‘l’ PE)

1 1 01
al=Ya +a
e nb e

nb

4 (11.104)
_ - \ 01_01
b = J(C)SCAEM} +a_u
0
aOl = peJ {c ,Aﬁb‘n
L e At
(2.2 _ 2 .2 22 _
an ln “:[:ban.bunb + b+ (g JAE)(ns}(PP PH)
a® = Zaz + a2
n X nb . n
; n ’ (11.105)

_ - 02 02
b = J(C)SCAEAn + a "u
°3  _AgA

02 pn {c) K

= At

\

Once os indices super-escritos dos coeficientes indicam que
se referem aos volumes de controle (we), para u’, ou (ns) para u?,
e o sub-escrito (nb) designa os volumes de controle vizinhos ao
volume considerado.

Entretanto, se durante o processo iterativo, for introduzido
nas eguagbes (11.104) e (11.105) um campo de pressdes ainda
incorreto, desighado (P'), o campo de velocidades (uf) resultante
também gerd incorreto:
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g S 1._.1* 11 * .
a°u= Zbanbunb RS (g JA'H)(ne)(PP N p}:) (11'106)

2 2 2 2* 22 L L
a’u” = Zbanbunb + b + (g% JAE) (P, - P) (21.107)

Det inem-se entido os termos P/, ul’ e uz', gque tém a fungdo de

14

. . = s * 2*
corrigir os campos de pressédo e velocidades P, u e u , para os

1

. 2
valores corretos (P, u e u’), na forma:

P=P + P’
1 1% 1, .
u=u+u’? - (11.108)
we v+ u?r
Dessa forma, subtraindo-se as expressdes (11.106) e (11.107)
de (11.104) e (11.105), resulta:

: ST s [T 11 e
. Za.,bunb *+ (g Jan) ., (PL - Pl) (11.109)
e _ 2 2 22 .

W T Zbanb“né + (g7388) (P = PY) (11.110)

Patankar [592] propde gue os termos referentes A somatdrias
das velccidades vizinhas sejam desprezados. Vale ressaltar que tal
procedirento nao deve comprometer a solugdo final, uma vez gue ao
longo dc¢ processo jterativo a convergéncia da solugdo implica, no
limite, na nulidade dos termos de correcao (P’, u'’ e uz'). Assim,
das expressdes (11.109) e (11.110) resultam:

a:ui' = (g''gan) (P, = P?) (11.111)

(we)

a’u’s = (g*3ag) (P, - P!) (11.112)

{ns)

Def inem-se entdo os coeficientes:
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11
(a —3 .(.g#]_).(“e)
[}

(11.113)

22
¢ = _(_g_an_l(nﬂ
n

loco, as eguagbes de corregao da velocidade podem ser
reescritas como:

1®

S ¢t - Ppr
u =u + Ce(PP PE)
{(11.114)
w =u® +c (P - P’)
n n n N

+

11.4.2. A Equag¥o da Continuidade.

Esca eguacdo é introduzida no modelo na forma de uma equagéo
de corr=¢éo das preésées. Para isso toma-se sua expressdo em
termos dos fluxos de massa (11.54) e introduz-se nela as
expressées (11.114). Uma vez que © campo correto de velocidades
(u’) ga .isfaz a continuidade, a expressdo resultante €& fungéo
unicamerte das correcbSes de pressdo P’ e das velocidades (u"),
podendo ser escrita na forma:

r = ’ ’ ’ ’
aPPD a.EiPE + au‘PH + aPr +asPs + b (11.115)
Once os coeficientes correspondem a:

aE=(JA'n) (e)c-ep )
a“=(JA'n) (w)cwp

an=(JA'n) ( n)cmp

_ (11.116)
as—(JA'n) (s)clp

=a_ + +a +
aP E S W all aS

o

P
R P § 1*_ 1®
Lb ———TE—JcﬂﬁAn + p(J’uuw Jeue JAn +

t p(T u'-Ju’)Ae
s B nn

A equacéo acima aplica-se ao volume de controle central, como
represertado na figura (11.5). Nac necessita, portanto, de
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interpolagdées de velocidades para avaliar os fluxos nas
interfaces.

H& que se notar, ainda, que a expressio do termo b
represer ta, nesse caso, O balango de massa sobre cada volume de
controle do dominio considerado. Por essa razao, € uma vez gue Os
perfis de velocidades corretos devem satizfazer & conservagédo da
massa, esse termo tende a desaparecer ao longo do processo
jteratito, a medida em que este se aproxima da convergéncia.
Assim, ¢ obtencao da solugdo exata implicaria, no limite, em b=0 e
na solucdo trivial (P’=0) para a equagdo (11.115). Na prética o
que oco.re é que, durante o processo iterativo, o termo b e as
correcdes de pressdo P’ devem tornar-se arbitrériamente pequenos.

11.4.3. Condic¢tes de Contorno.

A equagdo da guantidade de movimento para ambas as diregdes,
£ e n, tem forma andloga & equagdo geral de difusao, o tratamento
de suas condigbes de contorno & portanto o mesmo, .

A equagdo de corregio de pressbes, por outro lado, deve ser
considerada & parte, em razdo das diferengas em sua estrutura.
Nesse sentido, as condigdes de contorno para essa equagdo podem
ser de cois tipos: a velocidade normal ou a pressdo prescrita.

No primeiro caso, a velocidade normal na face de todo volume
de controle que coincida com a fronteira do dominio (figura
11.11.a) é especificada por seu valor real (u:' = u:). Nao €,
portantc, necesgério corrigi-la, isto é (u:' = 0). Assim, o
cdlculo do termo b da expressdo (11.116) envolve a prépria u: e,
devido 2 nulidade da corregdo, a equagdo (11.115) para esse volume
de cont:ole nac envolve P;, © gque equivale a fazer (a“ = 0). Vale
ressalter que esse tipo de condigdo de contorno aplica-se as
fronteiras sélidas impermedveis, além, é claro, daquelas em gque se
conhecen efetivamente os perfis de velocidades.

No segundo caso, considera-se um volume de controle deslocado
em relacdo A fronteira, referente ao ponto em que se determina a
velocidede que a atravessa, conforme indica a figura (11.11-b). A
pressdao é entdo especificada sobre a face desse V.c. externa ao
dominio. Tal procedimento tém duas conseqliéncias importantes:

1. A velocidade na fronteira na qual se especifica a presséo
néo €, ¢m principio, conhecida, nem téo pouco se mantem constante
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durante o processo iterativo. Assim, para determina-la, deve-se
aplicar a equagio da quantidade de movimento sobre esse volume de
controle. No entanto, devido as caracteristicas do mesmo, tal
aplicagéio di-se exatamente da mesma forma gue para os demais.

2. Por outro lado, conservando a estrutura dos volumes de
controle deslocados para pressdo e velocidades, adotada no
interior do dominio, pode-se considerar que © ponto em que a
pressdo é especificada representa o centro de um V.c. de presséao,
adjacente a fronteira. O valor prescrito entac aparece na equacgao
(11.115) como a pressédo de um V.cC. vizinho & fronteira, para o
qual néc hd corregéo, ou seja (P = 0). Portanto © coeficiente a,
é calculado e aparece efetivamente na egquagdo (11.115).

Entretanto, para que tal equagao possa ser usada, € preciso

avaliar o valor da velocidade num ponto vizinho a fronteira em
guestédo, externo ao. dominio considerado. Quando essa fronteira
represerta a segado de saida, faz-se uso do fato, discutido acima,
de que, se sobre ela ndo houver contrafluxo e os valores de Peclet
forem sificientemente altos, entdo (a, = 0) e a especificagéao
dessa vclocidade néo. importa. Por outro lado, em se tratando da
secdo ce entrada, sdo necessérias extrapolagbes para avalia-las.

Por esse motivo, no presente trabalho adota-se a condigdo de
pressio prescrita apenas na secdo de saida do dominio do
escoamer to, onde o perfil de velocidades é determinado como parte
da soluc¢éo.

F 1tel =1 tel =
5N:nerag Fronteira EEM):E
¢ O ) n® ¢
1/2
|e——
n
g— e B 5 §= % -
i
u L P ] E W P
—d ° é e..lo é —d od
w P i ]
u
s 5
u— & (o] o n-—_
s
s
é ° © ?
(a2) vel. presc;-Ita (ui) {b) pressBo prescrita (Pe)

|

Figura 11.11 - Representagio de volumes de controle adjacentes aAs
fronteiras do dominio transformado.
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11.5. O algoritmo SIMPLE

pefinidas as eguagdes do modelo matemdtico na forma
generalizada, pode-se estabelecer a sequéncia de operagbes em que
consiste o algoritmo destinado a soluciona-las, conforme Patankar
[59]:

1. Estimar um campo de pressoes P.

2. Resolver as eguagbes (11. 106) e (11.107), de modo a
determinar o campo de velocidades correspondente (u ,u )

3. Resolver a equagao (11.115), para obter os valores de P’.
4, Determinar o campo de pressdes P, por meio da equagao
(11.108).

5. Determinar o campo de velocidades (u nx), utilizando as
eqiagdes (11.114).

6. TResolver .as equacgdes gereais de difusdo de outras
grendezas fisicas, como por exemplo a equagdo da energia.
Ressalve-se que isso deve ser feito apenas se essas grandezas
infiuenciam efetivamente o campo de velocidades. Caso
cortrario, €é evidente gue ¢é melhor fazé-lo apoés a
det erminagéo desse campo.

7. Tratar o novo campo de pressdées P como P , retornmar ao
passo 2 e repetir a gseqgiiéncia até que se obtenha a solugao
cor vergida.

11.5.1. ConsideracBes a respeito do algoritmo SIMPLE

1. Para a solugdo das equagbes da guantidade de movimento e
de corragao de pressboes, faz-se uso de algoritmo baseado no
método ‘Line by Line’,apresentado e recomendado por Patankar [59].
Este méiodo consiste essencialmente em resolver as eguagdes para
uma linia, ou coluna, da matriz gue armazena os Valores das
incégnitas. Para isso se assume CORO constantes nas equagbes, OS
valores mais recentes disponiveis dessas incognitas nas linhas, ou
colunas, adjacentes. Desse modo, as equagdes connf iguram-se como
um sistema tridiagonal, que é resolvido pelo algoritmo de Thomas.
Esse procedimento permite que as informagbes das condigdes de
contornc penetrem no dominio do escoamento com majior rapidez gque
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na solug¢ao ponto a ponto.

2. O critério de convergéncia adotado para as equagdes da
quantid: de de movimento (11.106 e 11.107) impbe que ©O médulo de
seu reciduo seja il:xferior a um valor prefixado (0<A<1l), gque
correspcnde & pre'ciséio da solugio. Esse residuo representa o erro
cometidc ao substituir em cada uma das equagbes os valores mais
recentes das velocidades. Para considerar todo o dominio da
solugdo, toma-se O maior valor de residuo ai encontrado a cada
jteragéc, para comparéd-lo & precisdo (A).

3, Para a egquagdo de corregao das pressdes o critério adotado
implica em comparar com a precisdo A, o, maior valor do termo b
(11.116), em médulo, encontrado no dominio do escoamento, a cada
iteragac. Uma vez que 2 convergéncia impde gue (b 0) e esta
condigac garante, de per si, que a solugao satisfaga a conservagio
da massc.

4. Como as equagdes de conservacdo da massa e da quantidade
de movinento demandam critérios de convergéncia diferentes entre
gi, o codigo computagional desenvolvido emprega ambos, comparando
os valores méxim_os‘, em médulo, do termo b e dos residuos das
equagdes (11.106) e (11.107) com a precis@o A, a cada iteracgao.

5. Para obter as eguagbes de corregdo das velocidades
(11.114) e das pressdes (11.115), os termos referentes as
corregbes de velocidédes na vizinhanca do ponto considerado foram
desprezedas (11.109 e 11.110). Tal procedimento confere ao
algoritro resultante um carater semi-implicito. Torna-se,
portantc, necessério empregar sub-relaxacbes para obter a
convergéncia. Assim, ao resolver as equagées da guantidade de
movimento (passo 2), corrigem-se os resultados obtidos com um
coeficiente de sub-relaxagao (au), usualmente da ordem de 0.5. Do
mesmo mcdo, na corregdo de P a partir de P (passo 4) emprega-se um
coeficiente t‘i'e sgb-relaxagéo (ap), normalmente da ordem de 0,8, na
forma (F = P + apP').

6. A corregao de W e v (passo 5), por outro lado, nao deve
ser rel:xada. Porgue, a despeito do carater aproximado da eguagao
de correcgio de pressdes, quando se utilizam seus resultados para
corrigiy as velocidades, o camnpo resultante deve satisfazer a
equaglo da continuidade.

7. Quando as condig¢gdes de contorno em todas as fronteiras do
doninio prescrevem velocidades, num problema estacionério, a
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equacao de corregéo de pressbes, devido & sua forma, fica impedida
de deteminar valores absolutos para a varidvel P’. logo, se P’
é solugio, (P’ + C), onde C é constante em todo o dominio, também
o €. Portanto essa varidvel assume carater relativo e a solugéo do
campo d: pressbes ndo é tiunica. Por outro lado, como a egquagao
(11.115) € resolvida iterativamente, obtem-se uma solugdo cujos
valores dependen da estimativa inicial adotada. Vale notar
(Patanker [59]), dque um método ndo iterative encontraria uma
matriz singular para P’ e nao obteria resposta.

8. A indeterminagdo de P’ pode ser explicada a partir da
prépria eguagdo (11.115). Pois, guando se deixa de resolvé-la para
um unico V.c. em todo o dominio, a solugdo assim obtida ainda
catisfa: & continuidade. Isto se d& porque tal equacdo foi
aplicad: a todos os seus vizinhos, balanceando seus fluxos de
massa. Iessa forma, os fluxos que atravessam as interfaces do V.c.
em guestdo foram indiretamene balanceados. Fica, portanto,
evidente que tal equagdo nédo traz nenhuma informagao a esse V.cC.
que néo esteja implicitamente contida na solucdo dos demais. Pode-
se entio remover a indeterminagao de P’ fixando um valor
conveniente sobré um dos V.c., no caso (P. = 0), e resolvendo a
equagédo (11.115) para os demais.

9. Assim procedendo, a conservagdc da massa ndo é violada e,
devido i forma da equagdo de corregdo de pressbes, a solugado
jmplicar4 necessariamente em (P’ = 0) sobre todo o dominio, para
(b = 0). Com isso também se impede gque P’ adgquira valores
excessiiamente altos durante o processo iterativo. Com © mesmo
propésito, € também recomendavel tomar (P’ = 0) como estimativa
inicial para P’, a cada nova iteracgao.

10. Deve-se enfatizar que, quando se prescreve a pressaoc em
uma da fronteiras do dominio, néo ocorre a indeterminacgédo de P’. O
mesmo vile quando se considera o fluido compressivel, pois nesse
caso p = p(P,T), as pressbes sdo absolutas e a indeterminagao
desaparece.

11.6. © Algoritﬁo SIMPLE para o Escoamento Compressivel
Noe problemas'em gque a dependéncia entre a massa especifica

do fluido e a pressdo é significativa, as simplificagbes adotadas
na eguacéo de corregao de pressdes (11.115) traduzem~-se em forte
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tendéncia & diﬁergéncia do processo iterativo. Para essas
situagbes Patankar [59] sugere, na forma de um problema proposto,
gue sBe reformule a ‘eguagdo de corregdo de pressdes, de modo a
considerar os efeitos de compressibilidade. Esta proposigao é
desenvolvidAa a seguir.

O jonto de partida para a formulagdo compressivel da eguacgao
de corr:caoc de pressbes reside na constatagdo de gque, a forma
(11.115) exibe comportamento eliptico, de modo que a variavel P’
tem mesna influéncia em todas as diregbes, nao importando a
diregac do escoamento. Comporta-se, portanto, de forma semelhante
& tempe!atura na condugao de calor. Por outro lado, os efeitos de
comprest ibilidade podem conferir & pressdo um cardter parabdlico,
modificendo sua jnfluéncia na diregéo e no sentido do escoamento.
Esse &€ o caso dos '-escoamentos supersdnicos, onde a presséo a
jusante ndo altera as condigbdes de montante.

Para incorporar essa caracteristica a equagao de corregao das
pressdes, € preciso considerar inicialmente uma eguagdo de estado
do tipo p = p(P,T). No presente estudo, dada a natureza dos
problem: s analisados,' concidera-se a equacgdo dos gases perfeitos:

Pr = RT » p =-%» (11.117)

Tona-se entdo um escoamento unidimensional estacionério,
figura 11.12), e assumindo para a pressdo e a massa especifica

perfis lineares por trechos, a conservagdc da massa pode ser
expresseé na forma:

(Jpu'am)_ - (Jpu*an) = 0 (11.118)
p, + P p,+ P

P, = — e p, = T (11.119)
P+ P P+ P

P, = —— it e P = L5 ¥ (11.120)
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Figura 31.12 - Representacgdo de V.c. em problema unidimensional.
Dei ine-se, de modo andlogo a (11.108), uma expressao de
corregac da massa especifica em fungdo da corregdo de pressao P/,

usando para isso a eguagao de estado (11.117):

*

. P P | 34 ¥
once o coeficiente B é definido como: B = (RT)™'. Assim, o

produto (pui) pode ser escrito na forma:

(pv) = (" + p)(u' + ulr) = pTut + plulr 4+ pru’” + pruls
(11.122)
Despreza-se o ‘ultimo termo, referente ao produto das
corregoes (p'ul'), j& que se assume que essas devam desaprecer na
convergéncia. Aplica-se o resultado & expresséo (11.118):

. 1w ., | * 3 LR
(.:leoexue An - .:r“p"\:lw An) + (Jepeue'A‘n J"p“u"'A'n)

1 1* _
+ (T ptul’An - Jplu An) = 0 (11.123)

Cor eiderando que:

e 1 = i - ’

ul’ = c (P, - P!)

) ; (11.124)
2

ofr = (7 - B))

[ = = ’

p'=B PL=B_(P/+P!)/2

) (11.125)

p?=B P’=B (P!+P])/2

Once B e B"séo avaliados por meio de médias aritméticas das
temperaturas no pontos adjacentes as fronteiras consideradas.
Ressalte-se que isso eguivale a assumir um perfil linear por
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trechos para a temperatura, do mesmo modo que foi feito para a
pressdo e a massa especifica. Assim, a expressao (11.123) pode ser
reescrita:

* g » 4w ] .
(Je')eue B prwuu Am) + [pece(P; Pl":) " pucn(P; i Fl‘; )] s
7)

(p; + P! (P! + p;)]

1 1*
- — -
+ Jeu Beﬂ‘n——-—-—z Ju B AI]—-——————Z 0 (11 126)

Necsa equagdo, definem-se os termos difusivo (&) e convectivo
(5), anédlogos aqueles definidos para a eguagédo geral da difuséo:

& =pC e 5, = JulB A7 (11.127)

E ¢ equagéo (11.126) pode ser posta na forma:

r _ ;
aFP; = aEP; f a"P; + b
a = @e - Be/2
4a“ = @H + 5"/2 (11.128)
a =6 +6 + (3, -3)/2
b =6 -6
o e

Nessa forma, a eguagdo de corregao de pressbes permite que a
varidvel P’ exerga a mesma influéncia em ambas as diregdes, (£>0)
e (£<0). Ao lado disso, a possibilidade de divergéncia fica
evidente¢ guando se considera que os coeficientes a, a e a,
podem azsumir sinais diferentes entre si, violando uma das regras
gque gareéntem a convergéncia.

A 21azao disso é a interpolacgédo adotada para P’ nas faces dos
volumes de controle. Ou seja, a adogio da média aritmética falha,
uma vez gque confere o mesmo peso aos valores de P’ A montante e &
jusante da interféce. Em verdade, uma melhor aproximagdo da
realidace fisica deve conferir preponderéncia ao valor de P’ &
montante dessa interface. Isto pode ser obtido ao se interpolar a
corregéc de pressio por um esquema do tipo ‘Upwind’, fazendo:
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I: = P; se §°>0
(11.129)
r = ’
P’ = PL se <0
Logo: § P! = p! 5 .0] - p![-3,,0] (11.130)

cor isso, a expressdo (11.123) pode ser reformulada,

resultardo em:

(a_»! = t 4+ a P! +
a2y =2a.Fg wEy * P

a_ = 6_+ [-53,0]

4a'H = @u ¥ [5“:0] (11.131)
ap = aE + a"

b =6, -8,

Esta forma confere a preponderancia necessaria ao valor de P’
A nmontsnte da interface, sem, no entanto, violar jamais a
exigéncia de gue os goeficientes da equagéoc tenham sempre © mesmo
sinal. Com isso, pode-se prontamente generaliza-la para © problema
bidimensonal néc estaciondrio, no caso, Ou mMesmo tridimensional,
se nece;sdrio. Para tanto toma-se a equagdo da continuidade na
forma completa (11.54), introduz-se nela esses resultados, donde
se obten: l

apl = a P’ + ad?; + aNP; + asP; + b (11.133)
(e, =6 + [-5_,0]

e T Eu 3 [§u'0]

S = g + [-5 ‘,0]
4 . "8 i (11.134)

e, =6 + [5‘,0]

= a_+ + +
£ a_+a, +a +ag

P, (P, T°)=p, (P, T)
X3 T (o) BEAT

|t =0, -8+ (5, -8)+

Esca forma da eguagdo de corregéo de pressdes é empregada na
gimulagéo numérica "do escoamento compressivel. Para tanto
emprega-se © mesmo algoritmo SIMPLE descrito anteriormaente, com a
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diferenca de que, este caso, inclui a solugdo da equagao da

conservecédo da energia, resultando na forma:

1. Estimar um campo de pressodes P.

2. Resolver as egquacbes (11.106) e (11.107), de mode a
determinar o campo de velocidades correspondente (u",uz').

3, Resolver a eguagdo (11.133), para obter os valores de P’.
4. Determinar o campo de pressdes P, por meio da equagdo
(11.108).

5. Determinar o campo de velocidades (ui,uz), utilizando as
equagbes (11.114).

6. Resolver 'a equagdo da energia na foma completa (11.64) com
o termo fonte fornecido pela expressdo (11.75).

7. Tratar o novo campo de pressfes P como P', retornar aco
passo 2 e repetir a seqiiéncia até gque se obtenha a solugao

corvergida.

Os valores de ‘pressdo e temperatura utilizados sa@oc sempre
absolutcs.

Deve-se ressaltar que, por ser a massa especifica neste caso,
depender te da temperatura e da presséo, p = p(P,T), ela deve ser
avaliade A& partir dos valores dessas variaveis, em cada ponto,
para todas as equagbes do modelo, em todos os termos em gque
estiver presente. Para os pontos centrais dos V.c., isto é feito
diretamente pela equagdo de estado, uma vez que sobre esses se
conhecer diretamente os valores de pressdo e temperatura. Nos
pontos das interfaces dos tipos (ve) ou (ns), empregam-se médias
aritiméticas dos valores de p(P,T) nos pontos centrais (c)
adjacentes. Da mesma forma, para os pontos da malha, tipo (o),
fazem-se médias aritméticas dos valores da massa especifica nos 4
pontos centrais que os circundam (no caso 2-D).

Os pontos das fronteiras do dominioc, por outro lado, tem os
valores de temperatura conhecidos, porque sd80 prescritos nas
condigdes de contorno, ou porque sac obtidos como parte Ada
simulagéo. Dessa forma, empregam-se esses valores de temperatura,
juntamerte com expansdes em série de Taylor, em primeira ordenm,
dos valcres de pressdo nos pontos centrais vizinhos, para avaliar
p, a partir da eguagdo de estado.

De resto, valem para a simulacdo do escoamento compressivel a
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mesma forma especificaq:éo das condigbes de contorno apresentada
acima, ¢ todas as observagbes que se seguiram para o algoritmo
SIMPLE. Com especial atengéo ao fato, ja& mencionado, de que neste
caso, péo ocorre a intederminagdo da presséao.

11,7. O Algoritmo SIMPLEC

O algoritmo SIM#LEC, desenvolvido por Van Doormal e Raithby
[23]), consiste numa série de modificagdes aplicédveis & fomulagao
do algoritmo SIMPLE, gque sao recomendadas pelos autores, como
forma de aprimorar seu desempenho.

A primeira delas diz respeito & forma de sub-relaxar a
equagdo geral da difusdo que,seqgundo a proposta original de
Patankar [59], pdde ser escrita:

a
P . 1 - o ™
o ¢P 5 z anb¢nb+ b+ ap¢p (11.135)

nb

e a .
onée o representa o coeficiente de sub-relaxagao e ¢P o0 valor
da variivel ¢ no ponto P, na iteragdoc anterior. Nesse caso, a

formulacdo do termo fonte linearizado é do tipo s = —spcpp + &,
onde (& >0) e s é constante. Assim, o coeficiente a, assume a
forma:
a=YYa_ +a -;-‘s AEA 11.136
P—Z nb P poEAT (11. )

nb .
Sendo gque os . demais coeficientes conservam a forma
apresentada neste trabalho. Os autores propbéem que a equagéo
(11.135) seja posta na forma:

a
P

ap[l + —‘E‘:——]qbp =Yag +b+— 0 (11.137)
nb

Onde: E = RS e @ =3 (11.138)

Emtora essa modificagéo seja simples, o fator E permite uma
analogia fisica. Para tanto, considere-se que a expressfio (11.137)
correspcnde & equagid que se obtem quando ¢ é atualizada para um
transitério com intervalo de tempo At, que é proporcional a um
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intervalo de referéncia At', na forma:

At = EAt’ onde: at® = RASAN (11.139)
P

Oonée o At estd relacionado ao intervalo de tempo necessario
para a cifuséo e a éonvecq.e’io de uma variagcdo de ¢ sobre o volume
de controle centrado em (P). E, portanto, uma escala de tempo da
forma discreta da eguacgdo geral. Por esse motivo, valores de E no
intervalo (O<E=l1) fazem com que At fique na faixa reguerida para
a estabilidade da convergéncia de uma solugdo explicita de ¢. Por
outro lado, valores de E maiores que a unidade tém o efeito de
acalerar a convergéncia de uma solugdo implicita, como € o caso do
método cra descrito, sendo por isso amplamente utilizados.

Vale ressaltar que a escala de tempo varia com o V.c.
considerado e, por isso um valor constante de E implica que o
intervalo de tempo At ndoc seria constante sobre o dominio
considerado. Ao lado disso, os valores de E adotados para as
diversas variaveis ¢ de um problema podem ser diferentes entre si,
fazendo com que tais varidveis sejam atualizadas a taxas
diferentes no processo iterativo. Tal procedimento, segundo os
autores, é favordvel & convergéncia do método.

Por se tratar de um caso particular da equagdo geral da
difusio, aplica-se diretamente & equagdo da quantidade de
movimento o© tratamento acima exposto. E, entretanto nessa
equagio que se procede a modificacgio mais importante do algoritmo
SIMPLEC.

Discute-se, nesse sentido, a aproximagdo feita na equagédo da
correcdc de pressdes, ao desprezar pura e simplesmente o termo que
se refere & somatéria do produto dos coeficientes pelas
velocidedes nos pontos vizinhos a (P), expressbes (11.109) e
(11.110). Segundo os autores, esse termo tem a mesma ordem de
magnituce de ( a:u: ) ou ( a:u:' )}, dependendo da direcgao
considerada. Por isso, uma aproximagdo mais consistente pode ser
feita svbtraindo~se de ambos os lados dessas expressdes os termos
Ea;bu:; € }:a:bu:; , respectivamente:
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o cieibinontel, SlIeRatiCrnalil o cile 11 -
(e e zanb)ue' Zbanb(unb ue )|+ (gIam) (wo)(p; P;: )
2 2 de2 R 22 -
(an 3 zanb)un' Zbanb(un; un') - 1(gras) (ns)(P’ P;‘)
(11.140)

Decsse modo, os termos entre colchetes representam diferengas
entre elementos de mesma ordem de magnitude. Assim, ao despreza-
los, incorre-se em menor erro e, portanto numa aproximagdo mais
consistente.

Cor isso, obtem-se uma formulagdoc da equagdo de corregao de
pressbes inteiramente semelhante a (11.115), a menos dos
coeficientes C_ ea'én, expressio (11.113), gue tém sua forma
alterade para:

c - _(g'3am)
- 1 1
(ae— Eanb)

{we)

(11.141)
¢ -iﬁ*-—ﬁl-mﬂ

(a - Eanb)

Cor essa modificagido, ndo hd necessidade de sub-relaxar a
corregéc de P, logo.faz-se «, = 1. Além disso, os autores fazem
referéncia ao fato de que, guande o coeficiente s, da linearizagao
da fonte é nulo, como no caso do presente trabalho, o algoritmo
que resulta dessas modificagbes corresponde exatamente ao método
do intervalo de tenipo consistente, desenvolvido por Raithby e
Schneider [ ]. Nesse caso, a, = (1 + E).

Para a solucgdo da eguagdo de correg¢éao de pressdes, os autores
recomendam que se utilize o método ’‘Line-by-Line’, adotado no
presente trabalho. No entanto propdem gue se modifigque sua
aplicacéo, no sentido de acelerar a convergéncia. Para isso
considera-se a aplicagéo desse método & referida equagdo, ao longo
de uma linha de (i) constante na matriz gue armazena P’:

»r = F r r
2 }l.l = Puu cuPl 1,1 (dj Un Pu1 Ed fu)

(11.142)
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a” - 1) E 13 W
Onde: (11.143)

dU = {as elj = a fij = b
Para os termos entre parenteses na expresséo (11.142)
adotam-se os valores mais recentes disponiveis. Nesse sentido, se
o domin:o & percorrido no sentido de (i) crescente, o valor de
P;qj adotado corresponde a iteragdo atual. O valor adotado para
;HJ, por outro 1adp, resulta da itera¢do anterior, © gue pode

retardar a convergéncia.

Prcpde-se entdo que P/ seja avaliado a partir de seu valor

1+1)

na iteragdo anterior (P;LJ), e do valores de P;J nas iteragbes

atual e anteriror, pelo seguinte procedimento:

[ ] . [ ]

1) - ’ -

P;+u & P:u; + (@ 1)(PU P;j) (11.144)
onde © representa um coeficiente de sobre-relaxagao. A

substituvicdo dessa expressdo em (11.142) resulta:

B *

{a 1341

- 4,(e-1))P], = b P{ + ¢ Pl + (4,[P

i1 15 1413 1-1}§

- (e-1)P;]] + e P!+ £ ) (11.145)

Os valores recomendados para € situam-se no intervalo
(1.8556=1.95), sendo normalmente utilizado o valor (& = 1.85).
Valores superiores a 2.0 normalmente provocam divergéncia.

Os autores também recomendam gue se proceda a solugao da
equacdo acima pelo ’Line-by-Line’, tanto para as linhas de (i)
constante, como para as linhas de (j) constante, a cada iteracgao.

11.7.1. Condi¢®es de Contorno

As recomendagbes dos autores Van Doormal e Raithby [23] para
o tratamento das condigbées de contorno de pressdo prescrita e
velocidsde prescrita, normal & fronteira, traduzem-se em

resultacos idénticos aos discutidos acima.

11.7.2. Critério de Convergéncia.
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Prcpbe-se também uma modificagao no critério de convergéncia
adotado para a equagéo de corregao de pressdes, empregando & norma

dos residuo dessa equagéo:

/ |
2
“1 I = Z(a.P’ + a P’ + a P! +a P! + b - aPl) (11.146)

Onde a somatéria refere-se a todos os pontos interiores ao
dominio.

O critério proposto impde que se estime o valor inicial dessa
norma “1 " , calculado para a distribuicdo inicial de P’ (p'%, e
que se somapare ao resultado obtido os valores da norma obtidos

a cada rova iteracéo (k), na forma:
K o .

0 -ralor adotado para 7, gsitua-se normalmente entre 0.05 e
0.25,

para cada iteragdo do algoritmo SIMPLEC, a egquagao de
correcéc de pressdes € resolvida em ambas as diregbes ({ e
n), reiteradamente, ate que o limite expresso em (11.147) seja
satisfeito. .

A ‘justificativa para esse critério reside no fato de que
outros critérios consagrados, que impdem simplesmente que a norma
maie recente seja inferior a uma preciséo ¢, demandam muito maior
tempo ccmputacional, exigindo maior nlmero de iteragdes da equagéo
de P’ nc inicio do processc e muito poucas no seu final.

HA que se enfatizar, porém, que a convergéncia da equagéo
de correcao de pressbes implica necessariamente em gque (b £ 0). E
isso, grando se remove a indeterminagédo de pressdes, impde que (P’
& 0) em todo o dominio (observagbes 7, 8, e 9, do item 11.5.1).
Por esse motive, na implantag@o desse algoritmo no presente
trabalhc, ao invés de adotar o critério de convergéncia exposto
acima, cptou-se por adotar diretamente a condigao [max(|b|)=A).

Foram realizados testes preliminares em que, a cada iteracéo,
resolvia-se a equagéo de P/, para (i) constante e para (j)
constante, até que b fosse inferior a uma precisdo intermediédria
€, tal cue (&>A). Entretanto, a auséncia desses procedimentos néo
impediu que obtivesse a convergéncia da soluglo. Por isso,
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optou-se¢ por ndo utiliza-los no presente trabalho. Adotou-se, por
outro ledo, as proposicoes referentes & relaxagdo das equagdes do
modelo e & forma revisada da equacgado de corregao de pressodes.

11.8. O Algoritmo SIMPLER

Este algoritmo foi proposto por Patankar [59], com a
finalidede de aprimorar o emprego da equagdo de corregao de
pressdes. No sentido de que essa equacdo é muito apropriada para
corrigir as velocidades, mas apresenta problemas na corregao das
pressbes, em virtude das simplificagbes adotadas em sua
formulagéao.

Necsas condigdes, propde que se utilizem a corregao de
pressfes, € O campo de P’ resultante, apenas para corrigir as
velocidedes, provendo o modelo de outra equagdo destinada a
corrigir o campo de p_.ressées com mais eficiéncia.

Para obter essa nova equagdo, considera-se novamente a
equagio da guantidade de movimento nas direcoes £ e 7, expressdes
(11.104) e (11.105), e as reescreve na forma:

)".r:l1 u1 + 15

1 = nb nb r - ’
ue ae t Ce ( PP PE )
- (11.148)
2 zanbun‘:; +b
= . 7 - r
un a & cn ( PP Pll )

Recssalte-se que com isso néo se introduz nenhuma
simplificacdo na -referida equagdo. Definem-se entdo as

pseudove locidades a' e 0°:

1.1
: Zaa\m’unb + 1_:

1
ﬁe = a
e ‘
1 ' (11.149)
Ta‘u® + b
ﬁz - nb nb
n a

\ n

Deve-se enfatizar que esse pfo € um sistema de equacoes, mas
apenas 1elagdes de recorréncia que permitem calcular gdiretamente
as pseudovelocidades & partir do campo de yelocidades. Assim,
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pode-se escreVer_expressées andlogas a (11.114), que relacionam u!
euviat e 4°, respectivamente:

1 1 .
u =14 +C(P] P!)

e

(11.150)
2

P L e elmy R

Ccorn isso, pode-se obter, & partir da eguagédo da continuidade,
uma equagdo para as pressdes propriamente ditas, inteiramente
andloga & egquagao .de corregéo das pressbes. Com uma tnica
diferenca no gue diz respeito ao termo b, que agora se refere As
pseudove locidades: '

app’ = aEPE + a“PW + a“P“ +asPs + b (11.151)

[ =
aE_(JAT') (ue)cepl

aH-_'(JAT‘) (ua)cwp

aN_-.(JA‘n) (nB)Cnp
‘ag=(JA“)¢n.)°.Pl (11.152)
ap~=az + a“ + aN + as

Py = P

= y 1 _ xoal
Lb AT JcAEAn + p(J;ﬁ“ J;ue)An +

+ p(J'ﬁ: - Jnﬁz)hﬁ

Umz vez gue nenhuma aproximagao foi feita na dedugdo dessa
equagdo, ao se jntroduzir o perfil correto de velocidades,
ela deve fornecer prontamente o campo correto de pressdes. Além
disso, suas condigdes de contorno sio tratadas da mesma forma que
as da ecuagdo de corregéo de pressées, jé& que ambas tém estrutura
inteirarente analoga.

Deve-se ressaltar que o termo b da expressdo (11.152) nao
pode gser usado gggg_g;igggig_gg_cogvergéncia. Pois nédo se anula ao
longo do processo jterativo, uma vez gue nao envolve velocidades
verdadeiras e ndo representa, portanto, um balango de massa nos
volumes de controle. Além disso, sua nulidade implicaria em uma
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solugéo trivial para o campo de pressbes. Fisicamente isso s6 €
possivel para oS escoamentos governados pela tenséo de
cisalharento, como o de Couette, que sdo casos particulares.

Decse modo, um critério de convergéncia para a equagao de
pressbes deve se basear em seu residuo. Porém, devido & sua forma,
essa equagdo resulta, a-cada iteracgao, diretamente num campo de
pressbes que corresponde ao campo de velocidades disponivel.
Assim, sua convergéncia para o campo de pressoes fisicamente
correto implica gue se utilize o campo de velocidades igualmente
correto. Os campos de velocidade e pressao corretos, por sua vez,
devem satisfazer a eguagdo da guantidade de novimento. ILogo, a
convergéncia desta ultima, impse necessariamente que se satisfaca
a primeira.

Emp regando esses resultados, o algoritmo SIMPLER desenvolvido
por Pateznkar [59] corresponde a:

1. Estimar um campo de velocidades (ui,uz).

2. Calcular os coeficientes das equagao da guantidade de
movimentc em ambas as diregdes (£ e m) e determinar os
valores das pseﬁdovelocidades (ﬁi,ﬁz), sobre todo o dominio.
3. calcular os coeficientes da equagdo de pressédo (11.151),
e resolvé-la para obter o campo de pressbes (P).

4. Tratando esse campo de pressdes como (P‘), resolver a
equagao da quantidade de movimento nas diregbes £ e m, para
determinar ut’ e v¥'.

5. cCalcular o termc b da eguagdo de corregido de pressoes
(11.115) e resolvé-la para obter os valores de P’ sobr todo ©
dorninio.

6. Empregar os valores de P’ obtidos no passo anterior para
corrigir as velocidades, mas pao corrigir as pressbes.

7. Resolver a eguagdo geral de difusdo para outras grandezas
ficicas ¢, se necessério.

8. Retornar ao passo 2 para reiteragéo, até que os valores
méximos dos médulos dos residuos da eguagao da gquantidade de
movimento em am'bas as diregées e do termo b pna equagdo de
correcao _Lag. pressées sejam arbitrdriamente pequenos.

Nac se define nesse trabalho, pelos motivos acima expostos,
um critério de convergéncia diretamente aplicado & equacéo de
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pressbes. Considera-se, ao invés disso, a convergéncia da prépria
equagdo da guantidade de movimento.

Vale observar gue, pelos motivos expostos acima, o emprego do
perfil correto de velocidades, como estimativa inicial, para o
algoritro SIMPLER, fornece prontamente a solugdo do campo de
pressdes . Para o algoritmo SIMPLE, por outro lado, © emprego do
mesmo prrfil, juntamente com um campo estimado de pressdes deve
produzir inicialmente um perfil degenerado de velocidades. Pois
estes s¢ utiliza do campo estimado de pressdes para obter u'’ e
u?'. Por:anto, no algoritmo SIMPLE a convergéncia deve implicar em
varias iteracgdes.

Aseim, no algoritmo SIMPLER, se de um lado a equagéo de
correcac de pressdes produz campos de velocidades razodveis, de
outro, ¢ equagioc de pressbes deve produzir a partir destes, campos
de pressao também razodveis. Logo, a convergéncia deve envolver um
nimero de iteragbdes menor gue o SIMPLE, embora cada iteracéo do
primeirc demande maior esforgo computacional que deste tultimo.

11.9. A Difusf3o Numérica

Corsidere-se um problema difuso-convectivo, de carater
estaciorario, em qﬁe se deve resolver a equagdo geral (11.64) para
uma grandeza fisica genérica ¢, considerando nulo o coeficiente
de difusdo (A=0). Nio se espera, obviamente, que a solugdo seja
jnfluenciada por um mecanismo de transporte difusivo, que ndo esta
presente nesse caso.

Entretanto, segundo Patankar [59], em pontos do dominio onde
a direcio do vetor velocidade n&o concorda com nenhum dos versores
(<;,'1 ou qz), de.t ocorrer a difusdo da grandeza ¢ através de um
mecanisro de transporte de natureza puramente numérica. Esse
mecanisno também €& conhecido como difusdo falsa e pode, enmn
determiradas circunsténcias, comprometer definitivamente a solugéo
obtida. ’

Esca forma de difusdo restringe~se, porém, aquelas regibes
onde, conforme citado, a diregdo do vetor velocidade néo é
perpendicular a nenhuma das faces dos volumes de controle. Pois
tem comc causa o fato de se ter tratado o fluxo convectivo em cada
face dos volumes de controle como localmente unidimensional, ao se
deduzir a equagio (11.64). Nesse sentido, ainda segundo Patankar
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[59], una forma de avaliar o coeficiente de difusdo falsa (A.)),
para prcblemas bidimensionais em coordenadas cartesianas seria:

plu”jaxAy sin(20)
4[Ax(sine)’ + Ay(cose)®)]

- (11.153)

once |u’| corresponde ac modulo da velocidade local, teta
designa o &ngulo (0s6=n/2) entre o vetor u’ e o eixo X, € 0s
valores Ax e Ay representam as dimensdes dos volume de controle
bidimensional. Pode-se notar dessa expressaoc, que © A, é maximo
gquando (6 = mn/4).

Patankar [59] também refere-se ao fato de que mesmo a
utilizacdo do esguema de diferengas centradas nao resolve o©
problemsz. Uma vez gque tal esquema favorece a ocorréncia de
solugdes degeneradas, conforme apresentadc acima, principalmente
nos casos em gue os valores de Peclet sdo altos. Sugere entdo,
como forma de minimizar o problema, as segintes medidas:

1. Como na maioria dos problemas fisicos o mecanismo de
difusdo estéd presente, bastaria poder garantir que o coeficiente
de difusao falsa foss inferior aquele de natureza fisica.

2. Minimizar A fazendo Ax e Ay menores nas regides propensas
ao aparecimento do fenbmeno.

3. Procurar, sempre que possivel, construir a malha nessas
regides de tal forma gque o perfil esperado de velocidades se
alinhe & um dos eixos coordenados, de modo a obter menores valores
para 8.

Para os sistemas de coordenadas generalizados, por outro
lado, pode-se aplicar o procedimento 2 por meio dos métodos de
controle do espagamento, procurando obter malhas mais finas nas
regides propensas & difusdo falsa. Ao lado disso, se se puder
fazer com que © tragado das linhas de coordenada constante no
espaco fisico se assemelhe ao contornos das linhas de corrente do
escoamento, o procedimento 3 estard implicitamente satisfeito.
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12. Exerplos de Aplicac3o dos Algoritmos de Simulac¥o Numérica.

Necte to6pico apresentam-se alguns exemplos de aplicagéo dos
algoritros baseados no Método dos Volumes Finitos, utilizando
sistemas de coordenadas generalizados. Esses exemplos procuram
enfocar alguns problemas tipicos de simulagdo numérica, sem no
entanto esgotar todas as possibilidades de aplicagdo. Nesse
sentido, os casos considerados abaixo sao de dois tipos:

I. Os que se referem a problemas cuja solugdo analitica é
conhecida e tém como finalidade testar o algoritmo proposto. Para
tanto, comparam-se a essa solugdo, os resultados da simulagédo
numérics. Naturalmente esses problemas devenm envolver
configu ragdes geométricas simples para as fronteiras do
escoamerto.

II. Os casos gque envolvem fronteiras de configuracgao
geométrica arbitraria. Esses se destinam, em dltima andlise, a
testar o desempenho dos algoritmos com respeito a efeitos
decorrentes da métrica do sistema de coordenadas. Verifica-se
também, se as solucdes obtidas apresentanm comportamento
fisicamente compativel, com relagdo a efeitos introduzidos pela
curvatura das fronteiras como, por exemplo, o descolamento da
camada limite devido a gradientes de pressao adversos.

Para considerar esses aspectos nas simulagoes ora
desenvolvidas, convenm estabelecer como se manifestam os efeitos
genéricamente atribuidos & métrica dos sistemas de coordenadas.
Para tanto, jnvocam-se os conceitos sobre a transformagédo entre
os espacos fisico e transformado, apresentados anteriormente. Com
base nesses conceitos, pode-se estabelecer gquatro classes
distintaes de malhas qomputacionais, guais sejam:

1. As malhas cartesianas, onde as fronteiras né&o apresentam
nenhuma curvatura e ndo se emprega nenhum estiramento das
coordenadas. Nesse caso especifico, os operadores da transformagao
correespondem ao tensor wunitario,. portanto nenhum efeito da
métrica se faz presente.

2. Os problemas onde as fronteiras sao retilineas, mas se
empregan transformagées de estiramento com médulo constante para
as coorcenadas, normalmente com o propésito de economizar o nimero
de pontcs das malha. Nestes casos, OS efeitos da métrica fazem-se
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presentes apenas através desses estiramentos, produzindo termos
constantes para a métrica, embora néo sejam unitdrios como no
caso anterior. Excess@o deve ser feita aos elementos gque envolven
derivades dos termos da métrica, como os simbolos de Christoffel,
que séo identicamente nulos em ambos.

3, Os casog em gque as fronteiras séao retilineas, mas
empregan-se métodos de controle de espagamento da malha. Com esse
procedirento, obtem-se estiramento variavel das coordenadas.
Portantc, os efeitos da métrica manifestam-se de forma completa,
através de termos varidveis. Logo, os elementos que dependenm das
derivades desses termos, a exemplo dos simbolos de Christoffel,
niao se snulam, como para as classes 1 e 2.

4. Problemas em gue as fronteiras exibem curvatura. Para
esses, os efeitos da métrica também se manifestam através de
coeficientes varidveis, como no caso anterior, indepentente do
fato de se empregar ou ndo o controle do espacamento.

A conveniéncia dessa classificagdo deriva do fato de que um
mesmo algoritmo deneralizado deve se aplicar indistintamente a
problemas pertencentes a gualquer um desses tipos. Ao lado disso,
tem-se cue a precisdo dos termos da métrica depende da gqualidade
da malha. Como esses termos estdo presentes nas equagées do
modelo, deve-se esperar gue a qualidade da solugdo numérica também
esteja condicionada.a qualidade da malha. Isso é especialmente
critico nos casos 3 e 4, devido & importéncia que entéo assumem
tais termos. Impde-se, desse modo, Qgue se empreguen precisoces
relativamente altas para a geragio da malha computacional.

outro aspecto i:ﬁportante a ser considerado reside no fato de
que, emhora do pénto de vieta do processo iterativo a influéncia
dos coeficientes da métrica tenha sempre natureza puramente
numérice, nao importando se representam efeitos de curvatura,
controle de espacameﬁto, ou ambos. Do ponto de vista do problema
considerado os primeiros tém significado fisico para a solucéo,
enquantc o segundo tem como dnico propésito aprimorar sua
qualidade.

Nas simulagbes realizadas, empregaram-se condigbes de
contornc a velocidade prescrita nas segbes de entrada do dominio
do escoamento e nas fronteiras fisicas, garantindo as condigbes de
aderéncia e impermeabilidade. Para sua secgio de saida, empregou-se
a condicdo de pressdo constante. Precreveu-se, para isso, o valor
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zero para O problemas incompressiveis, implicando gque os
algoritros de simulagdo trabalham com pressbes relativas. Para os
escoamentos compressiveis, por outro lado, prescreveu-se a presséo
absolute Pc = 101325.0 Pa.

O ~»squema utilizado nas interpolagoOes para o cidlculo dos
coeficientes do Método dos Volumes Finitos foi o da lei de
poténcias, recomendado por Patankar [59].

Além disso, a pressio em cada ponto (i,]) (P“'n), é
admensicnalizada em fungdo dos valores méximo e minimo ,dessa

) e (P, )

variavel no dominio considerado, (P

(max) {min)

respectivamente, segundo a relagaoc [51]:

P

- P
= - (1, ) {min) (12.1)

P =
RIEL P(max) P(nin)

Nas simulagbes de escoamentos icompressiveis o fluido
considerado € o 6leo, com as seguintes propriedades constantes,
avaliadss 3 temperatura média de 60.C:

n

p = 864,04 Kg/m° ; c = 2,047.10° J/Kg.C;:

k 0.14 W/m.C H g = 0.725 XKg/ms.

E para as simulagdes de escoamentos compressiveis o fluido
considerados €é o ar atmosférico, para © qual se assume O
comportemento de gés perfeito, sendo tomadas como constantes as
sequintes propriedades avaliadas & temperatura média de 27.C:

c = 1. ,0057.10% 3/Kg.C;

kK = 0.02624 W/m.C ; 4 = 1,983.107° Kg/ms.

0 valor da precisdao adotado para as simulagdes € A = 164,

salvo aviso em contrario.

Nestas condigdes, aplicaram-se os algoritmos desenvolvidos a
diversos problemas de simulagdo do escoamento e transferéncia de
calor, —om o© propdésito de testd-los. Destes, apresentam-se a
sequir cs mais significativos.

Os valores numéricos das componentes fisicas das velocidades
e pressdes encontram-se listados no apéndice C. Neste item
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apresentam-se exclusivamente as representagbes gréficas dos
resultacos.

12.1. O Escoamento através de uma Passagein Retangular Simples

O escoamento através de uma passagem bidimensional plana, de
secdo retangular, pertencente & classe 2, foi utilizado como
problem: de teste para todos os algoritmos desenvolvidos. Para
isso tomou-se o perfil de velocidades do escoamento laminar
desenvolvido, que foi prescrito como condigéo de entrada. O numero
de Reyn»>lds do escoamento foi calculado com base na altura da
passagen, e o valor adotado para a condigao de entrada foi de: Re
& 2,4.103. Em qué pese o fato de ser esse valor préximo ao limite
do regite 1laminar para tubos, sua utilizagao permitiu gque se
observacsem as carcteristicas de convergéncia dos algoritmos para
velocidecdes mais altas.

Vale observar gue a prescrigido desse perfil de velocidades
apenas na segdo -de entrada, empregando valores nulos para as
velocidades em todo o resto do dominio, eguivale, do ponto de
vista dr simulagdo, a um transiente hidrodin&mico. Nesse sentido,
a condiz&o inicial corresponde precisamente ao perfil imposto
naquela segdo, gue encontra no inicio da contagem do tempo, o
fluido estaciondrio. Em virtude desse procedimento guardar uma
relacdo com um problema fisico, ele se constitui em mais um teste
importarte para os algoritimos, sendo por isso adotado para todos
os exemplos de aplicagdo ora considerados.

Estas condigdes foram aplicadas inicialmente aos algoritmos
SIMPLE, SIMPLER e SIMPLEC. Os resultados obtidos foram comparados
entre si, revelando diferencas da ordem da precisdo adotada. Tal
ocorréncia justificé-se completamente, uma vez que todos
empregar as mesmas - rotinas para o cdlculo dos termos da fonte e
demais coeficientes, diferindo apenas em sua estrutura final. Por
esse motivo, apresenta-se nas figuras (12.1) e (12.2), o resultado
obtido por apenas um deles, no caso o SIMPLER, para os campos de
pressdo e velocidade, respectivamente.

A comparagdo com a solugdo analitica, entretanto, revela para
a comporente da velocidade na diregéo (x), um erro maximo da ordem
de 2%. Para a direcdo (y), por outro lado, os valores obtidos
para a componente da velocidade s&o da ordem de 107 n/s, enguanto
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a solugio analitica prevé o valor zero. Com isso, o maior erro
cometidc no médulo da velocidade tem a mesma ordem daguele que se
refere a sua componente em (x), e o erro mdximo da diregao do
vetor velocidade tem a ordem do erro cometido para a componente na

direcao (y).

|
;
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Figura 12.1 - Campo de velocidades do escoamento de dleo na

passagem bidimensional plana.

3 8.0E+0000a 1.3E-0001
O 1.3E-0001= 2.56-D001
 2.5e-0001ia 3.8E~0001
E 3.8E-D001a 5.0-D001
¥ S5.0E-0001a 6.3E-00D1
= 8 6.3c-0001a 7.5£-0001

B ¥.5E-0001a 8.8E-0001

N 8.8E-0001a 1,.0E+0000

Figura 12.2 - Campo de pressdes do escoamento de 6leo na

passagenm bidimensional plana.
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Muito embora assolugdes obtidas sejam muite préximas, dentro
da precisdo considerada, o processo iterativo tem caracteristicas
nitidamente distintas para cada um desses algoritmos. Nesse
sentido, os fatores de sub-relaxagdo (w) empregados e o numero de
iteragdes até a convergéncia (N) valem, para cada um deles:

Fatores de sub-relaxagéo

Algoritmo Vélocidade (w ) Pressao (wp) N
SIMPLE 0.4 0.3 371
SIMPLER 0.6 =) az22
] Coeficiente E Coeficiente @ N

s 1.2 1039

SIMPLEC 10

Coro se pode notar da tabela acima, nesse caso os algoritmos
SIMPLE ¢ SIMPLER  tiveram desempenho, a grossc modo, semelhante,
enguantc o SIMPLEC demandou de um numero muito maior de iteragdes
para convergir. Para esse ultimo os coeficientes utilizados néo
se mostraram Os inais adequados ao problema, embora o fossem em
outros ~asos. Além disso, deve-se ressaltar que, embora tais
coeficientes estejam distantes dagueles normalmente adotados para
o algoritimo, eles se revelam capazes de levar & convergéncia.

0 nesmo problema foi considerado com relagdo ao escoamento
compressivel de ar, com Re = 2,4.103, primeiramente para o
escoamer to isotérmico. Nesse caso a convergéncia foi alcangada ao

fim de " = 418 iteragdes, com precis@o de A = 10™°

. Para isso, os
fatores de sub-rela}iac;io empregados sao wv=0,4 para a velocidade,
wp= 0,3 para a presséo, e o= 0,3 para a temperatura. O resultado
é apres=ntado nas fliguras (12.3) e (12.4), para os campos de
velocidzde e pressao.

A comparagdo desses Tresultados com o perfil de
velocidades analitico revela um erros miéximo na componente da
velocidede em (x) da ordem de 5% e componentes da velocidade em
(y) da ordem de 107°. valenm portanto as mesmas consideragdes com
respeitc aos erros cometidos na aproximagdo do modulo do vetor

velocidade e de sua diregédo.
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Figura 12.3 - Campo de velocidades do escoamento isotérmico de ar
na passagem bidimensional plana.

0 0.0E+DD00a 1.3E-0001

B 1.3E-00D1a 2.56-0001

2.56-0001a 3.8BE-0001

E 3.8E-0001a 5.0E-0001

{ = 8 5.0E-00013 6.3E-0001
f B 6.36-0001a 7.5E-0001
B 7.S£-0001a 8.8E-0001

# 8.8£-0001a 1.0E+0000

Figura 12.4 - Campo de pressdes do escoamento isotérmico de ar na
passagem bidimensional plana.

Sor as mesmas condigbes de contorno para a velocidade, mas
agora prescrevendo temperaturas constantes nas paredes da passagem
de 'I'" = 350k e uma temperatura de entrada para o ar constante ‘1’e =
300k. Como estimativa inicial considerou-se o problema isotérmico
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analisado acima, de forma que a simulacdo passa a representar um
transitério térmico. A convergéncia foi cbtida ao fim de N = 100
iteragbes empregando ©OS MeSmMOS coeficientes de sub-relaxagdo do
probleme anterior. Apresentam-se os campos de velocidades, presséo

e temperatura nas figuras (12.5), (12.6) e (12.7) abaixo:
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Figura 12.5 - Campo de velocidades do escoamento de ar na passagem
bidimensional plana, com T;=350k.

O G.0E+0000a 1.3E-0001

E 1.2E-0001a 2.55-0001

f 2.550001a 3.860001

| E 3.8E-0001a 5.0E-0001
B s
_— 8 6.3£-00015 7.5-0001

g 7.5-0001a 8.8E0001

8 8.8E-0001a 1.0E+0000

Figura 2.6 - Campo de pressdes do escoamento de ar na passagem
bidimensional plana, com T =350k.
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O 2. 7E+0001 5 2 .8E+0001

O 2.86+000D1 5 2 .9E+D001

{0 2. 940001 a2 3 .0F +0001

E 3.064+0001 53, 1E4D001

. == == E 3.1E+0001 5 3 .2E+0001

e s e emeaees B 3.20+000) 5 3 .3E30001
E S3.3E+0001 a 3 .4E+0001
B 3.4E+0001 a 3.5£+0001

Figura 12.7 - Campo de temperaturas do escoamentoc de ar na
passagem bidimensional plana, com 'I'w=350k.

Foi também. simulada tranferéncia de calor no escoamento
incompressivel através dessa passagem. Para isso se considerou o
escoamerto de mercurio (p= 13264,28 kg/ms, c = 0,1365.103J/kg.c,
k= 11,49 W/m.C e p= 0.00113 kg/ms), com w= 1.0 e &= 1073, o
perfil de velocidades foi prescrito como uniforme em todo o
dominio, imﬁlicax_'xdo numa vazdo méAssica de 0.13 Kg/s e en
Re=1,2.102. Considera-se entdo a temperatura de entrada uniforme
Te= 300.7, e se prescreve um fluxo de calor constante nas paredes,
valendo q’f = 10 W/mz. Os resultados, obtidos em cerca de 80
iteragbes, apontam para o desenvolvimento do perfil de
temperaturas em que as diferencas entre os valores dessa varidvel
para ums dada secdo de (x) constante dependen apenas da coordenada
(y), corforme ocorre na solugdo analitica. A figura (12.8) abaixo
mostra o campo de temperaturas. Nela se pode perceber uma
degeneracdo do campo de temperaturas na regiéo im ediatamente
anterior & segdo de saida. Isso se deve & utilizagéo de
velocid: des baixas para o escoamento, que implicam em valores de
Peclet também baixos, o gue permite que as temperaturas prescritas
para essa segido (T=300.C no caso) influam no dominio do escoamento
através do mecanismo de difuséo.
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SE+000L 8 & . 8E4+0003

A

£ 2,.8E+0001 a 2,9E+000¢
£ 2.9E+0001 a 2,9E+0001
£ 2,95+000% & 2,9E+0001
v 2.9E+D00% 2 2.9E+0D01
B 2. SEs000L 3 3050003
B 5.0E+0001 8 3.0E+0003
R 5.0Es00D1 & 50540001

Figura 12.8 - Campo de temperaturas do escoamento de mercurio na
passagem bidimensional plana, com q"—IOW/m .

12.2, O Escoamento at;avés de uma Passagem Retangular com Controle
de Espacamento da Malha Computacional

Para essa configuracdo geométrica, pertencente 4 classe 3,
foram simulados o escoamento laminar desenvolvido para o éleo, e
o problema de entrada térmica e hidrodinadmica para o ar. Para
ambos c¢s8 casos considerou-se Re= 2,4. 10° e os valores dos
coeficientes de sub-relaxagdo sfo os apresentados acima.

No primeiro, emprega-se o algoritmo SIMPLER e a solucg@o dos
campos d¢e pressaq e temperatura é apresentada nas figuras (12.9) e
(12.10) abaixo. Sua comparagao com a solucdo analitica revelou,
nesse c:cso, erros maximos um pouco inferiores agueles obtidos nos
exemplos anteriores. Em principio, deveria;se esperar resultados
significativamente melhores, uma vez que o controle do espagamento
permite detalhar as regides préximas as fronteiras fisicas,

justamerte onde ocorrem os gradientes mais acentuados de

velocidede.
Entretanto a avaliacio da qualidade da malha computacional
para diversos casos gue apresentaram imprecisdes

significativas na solugdo, permitiu concluir que erros decorrentes
daquela influem efetivamente na gualidade dessa iltima. Atribui-se
a esse fato, os efeito apontado acima.
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Figura 12.9 - Cambo de velocidades do escoamento de ©6leo na
passagem bidimensional plana, com controle de

espagamento

‘ _ - [J 0.0E+0000 a 1.36-0001
: e Pt 3 == £ 1.3E-DDD1 a 2.5E-0001

-3 E 2.5£-0001 a 3.85-0001
== E 3.8E-0001 a 5.0E-00D1
— E S.0E-D001a 6.3E-D001
== B 6.3E-0001 = 7.55-0001
g 7.5E-0001 a 8,86-0001

B 8.8E-0D01.a 1.06+0000

Figura 12.10 =~ Campo de pressdes do escoamento de d6leo na
passagem bidimensional plana, com controle de

' espacamento.

Para o problema da entrada térmica e hidrodinamica,
considerou-se na segdo de entrada perfis uniformes de velocidade e
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temperatura (1;= 300k). Para as paredes prescreveu-se T;=350k,
constante. As figuras (12.11), (12.12) e (12.13) a seguir mostram
os campcs de velocidades, presac e temperatura obtidos. Embora as
camadas limites térmiéa e hidrodinamica nio se tenham desenvolvido
completezmente.

—— i — — — Ay — — — —f g —

— e — — m— i} m— — vl — e )
—  mmcn)  ——— ) ) m— — —— — el —— vy Sl
g et e v m—t e m—) e e e——) e S
e ——— S} w— e — ) — ———p et et sy el
— et ) — ) e e — e g b
——tp e i} v} i i) ) w—im}  m——  we——g S seam—l —
— ot el el T e il a umtn ot —l —
——t el —t—t w——t =l - — — —rly ™l et —

Figura 12.11- Campo de velocidades do escoamento de ar na passagenm
bidimensional plana, com T =350k.

] 6.0E+0000 a 1.36-0001
—j=— B3 1.3E-0001 a 2.56-0001

== [ 2.5E-0001 a 3.8E-0001
E 3.8£-D0D01a 5.0E-0001
¥ 5.0E-0001a6.3E-0001
B 6.3E-0001a 7.5E-0001
B 7.5E-0001a 8.8E—0001
B 8.8E-D001a 1.0E+0000

Figura 12.12 - Campo de pressdes do escoamento de ar na passagem
bidimensional plana, com T;=350k.

193




[ 2.7E+0001 a 3 . OE +0001
[ 3.0E+D001 a 3 . 2E +0001
L€ 3.2E+0001 a 3 .5E+0001
E 3.5£+00015 3 .7E+0001
= = | 3.7E+40001=24.0E+0001
= E 4.0E+D001 a 4 . 3E +0001

B 4.3£+0001 » 4 .SE +0001

B 4.5E+0001 5 4 .8E +0001

Figura 12.13 - Campo de temperaturas do escoamento de ar na
passagem bidimensional plana, com T:=350k.

12.3. Escoamento em uma Contra¢8o Brusca com Controle de Espagamento

Foi realizada a'simulaqéo do escoamento incompressivel em uma
contragéo brusca, com controle do espacamento. Para isso
prescreveu-se um perfil de velocidades uniférme na segdo de
entrada, com Re& 2;3.103. Para tanto empregou-se o algoritimo
SIMPLE, utilizando os seguintes fatores de sub-relaxagdo, ha
seguéncia: w = 0,6; 0,2; 0,1. A convergéncia foi obtida ao fim de
1264 iteracgdes. Em seqguida simulou-se a transferéncia de calor no
escoamerto, para o campo de velocidades obtido na etapa anterior,
prescrevendo temperatura constante 1;=350.c nas paredes e a
temperatura de entrada T;=300,C. Os campos de velocidades pressao
e temperatura resultantes séo apresentados nas figuras (12.14),
(12.15) e (12.16), respectivamente.
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Figura 12.14- Campo de velocidades do escoamento de d&éleo na
contragac brusca.

1-5.940001 a 2.4E+0001
2.4E4+0001 a 1.1E+0002
1.1E£+40002 a 1.9E+0002
1.96+0002 a 2.7E+DDD2
2. 7E+0002 a 3.6E4+0002
3.6E40002 5 4.4E+0002
4. 4640002 a 5.26+0002
5.2E40002 a 6.1 E+HXI02

|
mmERmom

Figura 12.15 - Campo de pressbes 4o escoamento 6leo na contragéo
brusca.
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TESTE

[} 2.7E+0001 a 2 . 7E+0001
3 2.7E+0001 a 2. 7E+0003
: L 2.7E+0001a2 2.78+0003
= E 2.7E+0001 a 2. 7E+0001
E 2.7E+0001a 2. 7E+0001
: B 2.7E+0001a 2, 7E40001
1 B 2.7E4000122,7E+0001
B 2.7E+0001 a2, 7E+0001

Figura 12.16 - Campo de temperaturas do escoamento de éleo na

contragao brusca.

Poce-se notar na figura (12.15) que os valores mais baixos de
pressao ocorrem juﬁto a garganta da contrag¢ao, alcang¢ando
inclusive pressées_relativas (ndo admensionalizdas), inferiores &
zero. Apés deixar essa regido, o fluido recupera em parte sua
pressdo até atingir a pressdo de saida. Tal efeito se apresenta
no campce de velocidades como uma pequena regido de descolamento,
que entretanto néo pode ser percebida claramente na figura (12.14)
em fungio de a malha ndo apresentar qualidade suficiente naquela

regiao.
12.4. Escoamento em uma Passagem Bidimensional Curva

Sirulou-se o escoameto de ar em uma passagem bidimensional
curva, no caso isotérmico, tomando como, condigdo de entrada o
perfil laminar desenvolvido com Re=2,3.103, baseado na altura.
Para as temperaturas prescreveu-se ovalor constante de 300k. A
convergéncia foi obtida para uma precisio A= lodﬂ apés 1432
iteracbes. Para ‘'isso, empregaram se os seguintes valores dos
coeficientes de sub-relaxacdo, na sequéncia: W= 0,4 e 0,2; W=
.= 0,3 e 0,1. Os campos de velocidade, pressdo e temperatura sao
apresentados nas figuras (12.17), (12.18), e (12.19) a seguir.
Deve~se notar que, nessa tltima, as variacbes de temperatura séo
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de peguena amplitude, e decorrem de efeitos do campo de

pressao.

Figura 12.17-~ campo de velocidades do escoamentc de ar na passagem
bidimensional curva.

] 0.0E+0000a 1.36-0001
E 1.2E-0001a 2.5E-0001
[ 2.5E-0001a 3.8E-0001
E 3.8E-0D01a 5.0E-0001
E 5.05-0001a 6.3E-0001
8 6.3E-0001a 7.5E-0001

§ 7.5E-0001a B.BE-0001

@ 8.8E-0001a 1.0E+0000

et
{1}

e

piuni ‘
L i

Figura 12.18 - Campo de pressbes do escoamento de ar na passagem
bidimensional curva.
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] 2.7E+0001a 2 .7E+0001
£ 2. 7E+DDD1 2 2 .TE+DOO1
E 2.7e+0001 a2 .7TE+0001
E 2.7E+0001 2 2 .7E+DOO1
| 2. 740001 a2 .7E+0001
B 2.7E+0001 a2 .7E+0001
B 2.7E+D0O01 a2 2. 7E+D001
B 2.7E+0001a2.7E+000)

Figura 12.19 -~ Campo de temperaturas do escoamento de ar na
passagem bidimensional curva.

12.5. Ccnclus®es

As simulagdes realizadas e os resultados obtidos permitem
algumas conclusdes importantes a respeito dos algoritmos de
simulagéo desenvolvidos, e da influéncia da gualidade dos sistemas
de coorcenadas na solugdo e no processo iterativo:

- ©O emprego da sub-relaxag@o revelou-se estritamante
necessirio para os todos algoritmos de simulagao do escoamento
utilizacos. 1Isto se deve "basicamente & ndo linearidade das
equagbes do modelo, e a formulagdo do termo fonte dessas equagdes.

- Para os. problemas dos tipos 3 e 4, verificou-se a
necessicade de empregar coeficientes de sub-relaxagdo mais baixos
(v=0.6). Testes com valores préximos da unidade mostraram a
desestarilizagdo - do processo iterativo. 0 gue se deve
provavelmente 4as imprecisdes da métrica dos sistemas de
coordenadas, uma vez que seus efeitos manifestam-se mais
intensarente nos problemas desses tipos.

- Observou-se gue o aumento da gualidade da malha através do
emprego do controle do espacamento, e de uma distribuigdo adequada
dos pontos nas fronteiras, pode contribuir significativamente para
produzir solugdes mais precisas, em particular nas regides em que
ocorrem gradientes elevados das grandezas fisicas analisadas.
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- Verificou-se também que o emprego desses recursos impbe gque
as mallas sejam geradas com precisao compativel. Porque a
finalidede de sua aplicat;éo consiste unicamente em aprimorar a
precisdo da simulagdo, nio devendo portanto introduzir nenhum
efeito no aspecto‘ fisico da solugdo. Esses efeitos, que séo
nocivos aos resultados, fazem-se presentes quando se utilizam tais
recursos sem garantir a necesséria qualidade da malha, gquanto a
ortogonalidade local, por exemplo.

- As aplicagbes desenvolvidas justificaram amplamente o
emprego da avaliagdo dos critérios de qualidade dos sistemas de
coordenzdas e a verificaciao da ortogonalidade local. Pois se pbdde
verificar gque a obtengdo de solugbes fisicamente realistas esté
condicicnasda & wutilizagdo de malhas due satisfazem aqueles
critérics com razoadvel precisdo. Em particular no que se refere a
ortogonelidade 1oca1} posto gue a prépria formulagdo das equagdes
do modelo considera essa peropriedade.

- Constatou-se gue, embora os algoritmos SIMPLE, SIMPLER e
SIMPLEC apresentem :desempenho gsemelhante para os problemas
simples, para problemas mais complexos seu comportamento apresenta
diferencas bastante significativas. Nessas condigdes o algoritmo
SIMPLER revelou-se o mais robusto, por ser menos sensivel aos
efeitos decorrentes - das imprecisdes da métrica, e demandar
normalmente de um menor numero de iteragdes convergir. Isto se da
porgue esse algofitmo possui uma eguagao apropriada para o campo
de pressdes, néc necessitando portanto corrigi-lo a partir da
equagioc de corregao de pressbées, como fazem 08 demais.

Verificou-se também, gque esses. algoritmos produzem solugoes
préximas, dentro da preciséo considerada. Assim, em virtude das
caracteristicas apresentadas pelo algoritmo SIMPLER, recomenda-se
utilizé-lo preferenéialmente para a simulagdo do escoamento
incompressivel.

- Yara o escoamento compressivel, recomenda-se a aplicagéo do
algoritro SIMPLE em sua forma apropriada, inicialmente para o caso
isotérmico, gerando um campo de velocidades e pressdes razoaveis,
empregados como estimativa inicial para o problema completo.

Cor isso caracterizam-se em linhas gerais, alguns dos
principsis aspectos - dos problemas de simulagdaoc numérica do
escoamento.
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Apéndice A

Algebra Tensorial Generalizada

Este apéndice tem o propdsito de introduzir alguns resultados
da 4lgebra tensorial generalizada, que sdo importantes para as
aplicacgies desenvolvidas no presente trabalho. Em seu
desenvovimento, adotam-se o formalismo e a notagldo presentes em
Fligge [26]. Para uma abordagem mais detalhada deste tépico,
indica-se a consulta a referéncias que tratam da Teoria dos
Campos, como Morce e Feshbach [53], e Butkov [17], ou da Mecénica
dos Meics Continuos, como Aris {7] e o préprio Fligge [26].

A.l1 Sistemas de Coordenadas Generalizados

Os sistemas de coordenadas podem assumir as mais diversas
configuragdes, dependendo da forma das curvas sobre as guais
apenas uma coordenada varia [51], e do fato de serem localmente
ortogonzis ou nido. Assim, se nos sistemas cartesianos os eixos das
coordenzdas %X, y e 2 sdo retas, nos sistemas cilindricos os eixos
das coordenadas r e z sfo retas, a curva sobre a qual apenas a
coordenada © varia, permanecendo r e 2z constantes, ¢é uma
circunferéncia centrada na origem. Do mesmo modo, outros tipos de
gistemas, como os esféricos ou os elipticos, impdem outras formas
a essas curvas.

Por essa razéo,‘um mesmo ente matemdtico de cardter tensorial
é representado .de forma diversa, em sistemas de coordenadas
diferentes. As identidades matemé&ticas que os envolvem,
entretanto, ndo dependem da forma de representagdo. Dai decorre a
necessidade de formuld-las de modo gue preservem a validade enm
gqualguer sistema de coordenadas. Esta € a finalidade bésica da
Algebra Tensorial Generalizada.

Para isso, entretanto, é necessirio considerar as
caracteristicas dos sistemas de coordenadas na forma mais geral
possivel, ou seja, tomando como ponto de partida um sistema de
coordenadas curvilinec ndo ortogonal. A figura A.1 mostra os
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versores de um sistema bidimensional desse tipol.

QO
- ¥
=
p_-P.COSQO |
X P_COSA
. Lena
. 4
‘ 3 o
Py ﬁ/ |
S A
)}a O i
—p—q r -
X . i
P COSQ | gl
* !
g -
|
+ (X
P, Py COSQ %

Seria

Figura A.1 - Sistema de coordenadas (2-D), ndo ortogonal, com

versores covariantes e contravariantes.

' Na figura A.1, o sistema de coordenadas n&o ortogonal é

represertado por do:l.s pares distintos de versores' g e g ; Ou g
' eg,. De forma gue g é perpendicular a g,, € g é perpendicular a
g, Assim, © mesmo vetor P’ pode ser escrito de duas formas

\ distintes:
( = 1 2
F= Pg, +Pg, - (A.1)
1l
¢ Os sittomas bidimensionals, serves CORO ponto de partida pars
intreduzir o8 conceltos, que s8o em seguida enxtendidos ao caso
(3-D).
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p'= 'P_.)gl = Px
Once: ! (A.2)
p°= ??ga = Py
P= Pg + Py (A.3)
P1= Px + Pycosa
Onde: ' . (A.4)
P2= Py + Pxcosa
|gl| = (sena)d ; ,
E: - A.5
|g2| = (sena)1
pailss -13—->= Px_+ Pycosa 1 Py + PxcoOsa 2 (A.6)

sena seno

Neste exemplo basico, os simbolos com indices superescritos
sao definidos como cqntravariantes e os que tém indices subscritos
como covariantes.

£ evidente, que no caso dos sistemas localmente ortogonais,
a = (m’2), as relagdes acima continuam validas. Com a Unica
restrigio de, dque sobre eles, os versores contravariantes e
covariantes coincidem, na forma: g.= g1 e g;= gz.

Dadas as relacbes de perpendicularidade gue os versores
mantém entre si, e a forma geral das expressdes, define-se a regra
da esomatéria nestes sistemas, gque pode ser prontamente
generalizada: '

corsiderando um espago de dimenséo n=3, representado pelo
sistema de coordenadas com componentes contravariantes 6’ €
(€',€°,€") e covariantes £ € (£,,£,,8,)-

1. Componentes contravariantes sé podem multiplicar versores
covariantes e componentes covariantes multiplicam apenas os
versores contravariantes.

2. O produto dé dois entes que cujo indice € representado
por uma mesma letra (i), sendo que um dos fatores é covariante e o
outro & contravariante, implica na soma dos termos desse produto,
para i = 1, i =2 e i =3,

Assim, devido ‘As relagdes de perpendicularidade entre
os verscres, redefine-se o delta de Kronecker:
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l, para 1 = }
= (A.7)
10, para 1 # )

3 — =4 *
0 rroduto escalar entre dois vetores u’'e P fica:

u’. P'=ug,.P g’ = u’pjaf = u'P, (A.8)

Definindo um vetor de posigédo i‘_)que ligue um ponto genérico
desse espago & origem do sistema de coordenadas. Para um
elementc infinitesimal desse vetor (d'f')), considerando a

regra de cadeia, pode-se escrever:
(A.9)

Mas este elemenfo também pode ser expresso por: ar’ = dE’gi.
Entdo define-se: g = — (A.10)

0 gue implica gque a derivada parcial com respeito a uma
coordenada contravariante assume um carater covariante.

A.2 A Métrica dos Siétemas de Coordenadas Generalizados

Def ine~-se, para os sistemas de coordenadas generalizados, um
tensor de segunda ordem cuja fungdo é fazer a correspondéncia
entre os versores covariantes e contravariantes.

LIRS S = 1
g =49 gj ou ..gj 9”9 (A.11)

Dié-se a este tensor o nome de tensor métrico. O simbolo 9,
represerta suas componentes covariantes e gU as contravariantes.
De (A.1ll) obtem-se as expressbes gue servem para determinar seus
elementcs: '
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k

k L= I
9,.9, = 9,x9 -9, = 9,8, = 9,
(A.12)

1 ik 1k '
g'.¢’ = g'%g .9’ = g's) = ¢"
Das expressodes (A.12), ¢ imediato que nos sistemas localmente
ortogoncis, os elementos deste tensor ndo pertencentes & diagonal
principsl, ou seja, gue tém 1 = j, sdo nulos.
A simetria do produto escalar confere a propriedade de

b}

csimetriz ao tensor métrico: g, = g, e t_:j’j = g . Além disso,

i) M
combinar do as expressbes (A.7) e (A.1l1)}), obtem-se:

5, = ¢'.9, = g,9"9"g, = g,9"8 = g, 9" (A.13)

O tltimo termo da expressio acima corresponde ao produto dos
componertes covariantes e contravariantes do tensor métrico,
contraico uma vez, no indice k. Portanto representa o produto
escalar das duas representag¢des deste tensor, donde se conclui gque
estas sio inversas. .

O tensor métrico permite determinar o©os componentes
contraveriantes de um vetor a partir dos covariantes. Para isso
considera-se um vetor o expresso de ambas as formas.

o L. _ 1 ]
{u =ug =ugg TR

J
= u
9

Igvalando os ultimos termos dessas expressdes e multiplicando
ambos oe lados da igualdade resultante por g :
_ .1 k _ 1
u =ug., e u ug (A.15)
Além disso, tomando um vetor de comprimento infinitesimal
dEﬂ, tangente a uma curva s(gﬁ. Pode-se calcular o médulo desse
vetor de forma:

ds .d8” = as = @ide‘.gjde’ - g”dg’de’ (A.16)
A expressfo (A.16) relaciona o tensor métrico com a métrica
do sistema de coordenadas generalizado, pois permite calcular a

dist&ncia entre dois pontos sobre uma curva gualquer, representada
sobre o referido sistema.
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A.3 As TransformacBes entre os Sistemas de Coordenadas

Para realizar a transformagdo entre dois sistemas de
coordensdas distintos, representados por E' e Ei' (ou En e gl ),
respectivamente, define-se um operador (B) de natureza matric}al,
gue determina os versores de um dos sistemas, em fungdo dos
versores de mesma varianga do outro:

(A.17)

Retomando a expressdo (A.7) e realizando a mudanga do sistema
(gi .gJ° = Gf') para o sistema (gl.gj = 6:), por meio da
aplicacdo das expressdes (A.17):

] A keo_ gko
ﬁioBJ . ase

(A.18)
Esta expresséo revela gue a matriz dos coeficientes B: é inversa

daquela gque contem os coeficientes de Bj“. Por outro lado,

multiplicando-se a primeira das expressdes (A.17) por 3;':

=g (A.19)

Que corresponde & transformagdo inversa. Resultado semelhante
é obtidec a partir da segunda expressdo (A.17): gl‘B: = g~.

Paia analisar a transformagido de um vetor V*,.sob a mudanga
do sistema de coordenadas, consideram-se inicialmente suas
represertacgdes em ambos os sistemas:

v-—) i 1 1. i.

=vVvg =vg =V g =v'g (A.20)

ie
Os versores contravariantes e covariantes do sistema (i)
podem s2r expressos em fungéo daqueles do sistema (i.), pela
expressao (A.19). ﬂnltiplicando, em seguida, as igqualdades
resultantes por (g") e (gj.),respectivamente, obtem-se:
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)
a L] * . L]
= vele,, = Vg, BT Vgl

(A.21)

Estas expre'ssées dao significado aos termos ‘covariante’ e
rcontravariante’. Isto é feito tomando como padrédo o versor do
tipo (g,)- Todos os entes cuja transformagcio se d& por meio de
(B ), como (g, ), sdo dencminados covariantes, e todos agueles que
se transformam por (Bj ) recebem a denominagdo de contravariantes.

A ratureza dos termos desses operadores, entretanto, pode ser
determirada a partir das expresstes (A.9) e (A.10). Da primeira
vem que:

ar” = gd¢' = g, ag’ (A.22)

Por outro lado, pela regra de cadeia:
kﬂ

ar = g ag** =g 28 ag' - i’ —§— ag’ (A.23)
Ko koaei aa aE

Corsiderando separadamnete os casos em que ar’ e dEi, dr”’ =
ae® e dr’ = ds?' e multiplicando o resultado por g"conclui—se gue:

3o . 1
330 - agl e Bi = j_a (Ao 24)
i BE ' Jo agj.

Da expressdo acima pode-se provar que © determinante da
matriz 7 ij') corresponde ao jacobiano (J) da transformagdo que
leva do sistema de coordenadas (g‘“) ac sistema (EJ). Também &
possivel provar a relagéo entre o jacobiano e o determinante do
tensor wétrico:

-1
det(B]") = [det(R] )] = Vaet(g,,) = [\/det(g”) ] =%J

(A.25)

Os operadores (B") e (B ) permitem estabelecer a definigao
formal dos tensores, qualquer que seja sua ordem: Um tensor de

1123 ‘

'
3,30, )

ordem (m + n) é um ente matemdtico A composto de
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pimm co ponentes, onde P=3 no caso (3-D) e P=2 no caso (2-D), de
carater covariante (n) e contravariante (m), se, € somente se,
seus corponentes transformam-se de um csistema de coordenadas (E')
para um sistema (E’“) segundo a expressaoc:

iy e ) 3, Aﬁhfi'dn
iy Jogo 305003,

(A.26)

O coroldrio mais importante desta definicdo estabelece: Uma
vez que qualquer identidade tensorial verdadeira pode ser escrita

na forma:
lllzia...l )
7.\ 1l ® =0 (A.27)
J1'2"3"“‘:1

Su: expressao algébrica pode ser transformada para outro
sistema de coordenadas (£1°) pela relagdo (A.26), preservando sua

validade sob a transformagéo.
A.4 DiferenciacBes dos Tensores em Coordenadas Generalizadas

Considerando-se um sistema de coordenadas curvilineo, e
percorrendo-se a -distancia entre dois pontos distintos
represertados sobre ele, variam ao longo do percursc a orientacgéo
e o médilo dos versores do sistema. A diferenciagdo de gualgquer
ente tensorial sobre tais sistemas deve, por isso, considerar essa

variagédc. Assinm, tem—sez:

= 1 1 1

= t—] -+ .
vi,=We) =V 9 Ve, (A.28)
T 1 ! 1

= = + L4
v, (vg )’J vi,9 v,9 (A.29)

Para isso se definem os simbolos de Christoffel de primeira e
segunda espécies, respectivamente:

8
13

Adota-mse para as derivadas parclais, 2 notaglo:

j(¢ )'-' ¢ 1,5
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F!Jk 3 gi,j'gk
(A.30)

k
r:j 9, ,-9

Esses simbolos de Christoffel ndo séo tensores de 3= orden.
Prova-se que apenas o terceiro indice comporta-se como © indice de
um vetor, podendo ser transformado em covariante ou
contraveriante, por meio da multiplicagdo pelo tensor métrico. Os
dois pr .meiros indices néo tém esta propriedade, mas podem ser
permutados entre si. Além disso, eles podem ser obtidos a partir
da derivacgéo do tensor métrico, em expressbes do tipo:

2r (A.31)

T gjk,i + gkl,J - gu,u

Introduzindo-os nas expressdes (A.28) e (A.29), resulta:

I
<ﬂ
o

.
+ v"l"Uk)gi

JJ=(va J=1i
— . (A.32)

s) (virj - vkr.:.'l g = vil

Estas expressoes recebem a designagéao de derivadas
covariantes do vetor V' . Onde v’|J e vilj sdo tensores de 22
ordem, o primeiro tem varianca mista e o segundo € covariante.
Assim, todos os. resultados da &lgebra tensorial s&o igualmente
véalidos.

Os escalares, Apbr nao dependerem do sistema de coordenadas,
apresentam apenas as derivadas parciais com respeito a essas
coordenadas, ndo possuindo derivada covariante. Assim, o gradiente
de um escalar (¢) tem a forma:

Z_EJ (¢)= ¢,j (A.33)

Paxra um tensor de segunda ordem genérico (A), por outro lado,
a expressio da derivada covariante depende de sua varianca,

3

podendo assumir as seguintes formas?

. | 1
Alj'k Alj,k Auru: Allrkj (R.34)
30 ponto ( al f ) empregado para os  tensores de  variSncia mista tem 2

fung8o de indicar qual a ordem fndices.

+
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i 1 i 1 1
Bl =al AT, AT (A.35)

3
[

DE e A 103
B b Uy, AT, AT, (A.36)

y--
|

" A”'k + aYr, 4 Ay (A.37)

Alcumas observa¢6es importantes devem ser feitas:

1. A derivada covariante é um operador tensorial de carater
generalizado, isso =significa que a formulagdo de equagdes
diferenciais parciaié. em termos dessas derivadas €& véalida em
gualguer sistema  de coordenadas. Um resultado muito relevante
desse fato é que, uma vez que O tensor métrico é constante e
coincide com o tensor unitario no sistema cartesiano, sua derivada
covariante nesse sistema é nula, portanto pode-se afirmar que a
derivads covariante do tensor métrico é nula em qualquer sistema
de coordenadas. Deve-se ressaltar, por outro lado, que isso néo
implica, de forma alguma, Qque sejam nulas as derivadas parciais
desse tensor sobre outros sistemas gue ndac o sistema cartesiano.

2. Para determinar a segunda derivada covariante de um vetor,
deve-se empregar as expressées apresentadas para a derivagdo de
tensores de segunda ordem (A.34) a (A.37), apenas considerando a
variédncia do tensor a que corresponde a primeira derivada
covariante do referido vetor. H4, por outro lado, a questdo da
ordem da derivagdo covariante. Tomando um vetor genérico X
prova-se gue as derivadas covariantes de segunda ordem relacionam-
se segundo a seguinte expresséo:

Vil = vl ) (A.38)

=v(r, ,-T +1r, -T}

jk k) ik, ] 1},k 13 1k k 1)

- L]
v,|jk - v, = VR

kj o .1Jk (h.39)

O tensor de quarta ordem, contravariante no primeiro indice e
covariarte nos demais, designado por (Rl.'a Jk) , € conhecido como
tensor de Riemann-Christofell. Prova-se que esse tensor € nulo
para tofos os espagos Fuclideanos. Os espagos gue pertencem a esta
classe tém em comum o fato de nic possuirem curvatura intrinseca,

e por isso podem ser descritos por sistemas de coordenadas
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cartesicanos. Vale ressaltar gque estes espagos também podem ser
descritces por sistemas de coordenadas curvilineos. Os espagos nao
Euclidesznos, por outro lado, nadc podem ser descritos por sistemas
cartecisnos. Um exemplo bastante comum desses iltimos é a casca
esférica, sobre ela nao é possivel inscrever tal sistema.

Assim, a nulidade do tensor de Riemann-Christofell garante a
intercanbiabilidade da derivada covariante de segunda ordem nos
espacos Euclideanos. Como todos os problemas de aplicagido do
presente trabalho referem-se a esse tipo de espago, fica
implicitamente garantido esse resultado.

A.5 Os Operadores Diferenciais em Coordenadas Generalizadas

Nos parégrafos énteriores, foram apresentados os resultados
bidsicos da &algebra tensorial generalizada. Empregando esses
resultados, ¢ possivel generalizar a formulagdo dos operadores
diferenciais utilizados nas equagbes do modelo matemdtico, que
correspcndem ac gradiente, 2o divergente, o laplaciano e o
rotacioral. Entretanto, dada a exiguidade do espago disponivel,
apresentam-se a segulr apenas os resultados.

Nessas condigées, o gradiente de um escalar assume a forma
apresentada na expreésao (A.33).

0 divergente de um vetor (Va) pode ser escrito:

ais () = V'] = v, v = 2 2o @) (A.40)

i 1 Y

0 riltimo termo da expressdo acima resulta da contragéo de
dois dos indices do. simbolo de Christoffel, e constitui-se num
resultaco importante da &algebra tensorial, sendo largamente
utilizado. Assim, pafa o divergente de um tensor de segunda ordem
genéricc (u"’), tem-se :

wd =8 (gu') + W' (A.41)
b ] J aek 1

E ¢ rotacional de um vetor tem a forma:

rot(v') = .s”"vh|j (A.42)
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0 +ensor (e”") corresponde ao tensor de permutagdo, gque €

dado por:

ik _ 1 13Kk ki
€ —5— e ou € J o (A.43)

once (e”k) e (e”k) designam os simbolos de permutagdo, cuja
forma coincide com a dos tensores de permutagdo, no sistema

cartesisno. Esses simbolos sdo definidos por:

¥
ett=e =

=171 58 (1 3.x) = (2,1,3):(1,3,2):(3,2,1) (A.44)

{ 1l se (1,3.,x) = (11213)?(203:1)7(31112)
0 para quaisguer outros valores de (1,).k)

Outra aplica{géo dos tensores de permutagéo € o calculo do

jacobiano da transformagao (J)-

- 1  E, TP ko. 1mn
o s 6 Bl Bn ﬂn El.j.kee (A.45)
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Apéndice B

EquacBes do Modelo Matemdtico

A analise dos problemas relacionados ao escomamento de
fluidos que envolvem tranasferéncia de calor e efeitos de
compressibilidade utiliza-se dos principios da conservagao da
massa, cuantidade de movimento e energia. Em notagéo simbdlica,
suas equra¢des correspondem a:

Equagdo da continuidade:

-+ V.(pu) =0 (B.1)

Equagdo da conservagic da gquantidade de movimento:

— =
L (pU°) + V.(pT W)= - Vp - [V.T] + pF (B.2)
Equagao da conservagao da energia térmica:

p—ll_zE(e) = - (V.37) - (PV.U) - (T:V@)) (B.3)

Pode-se, entretanto, apresentd-las em notagao indicial, que é
a forma como sdo utilizadas no decorrer deste trabalho. Para
isso, introduz-se a expressdo do tensor das tensdes (T) para os
fluidos Newtoniahos-Stokesianos' e resultam, para os principios da
conservegac da massa, qgquantidade de movimento e energia

respectivamente, as expressdes?

1Ad0tu—le a hipétese de Stokes quanto ao segundo coeficlente de
viscosldade A, fazendo A = ~ 2/3,

zlcrescente- se que a exteng3o dos estudos para o8 escoamentos
laminares tridimensionals nio envolve, en princfpio, problenmas que
nio oR de natureza algébrica, dada B adigio de un grau de
1iberdade ao sistema. Por este motivo, apresentam-se as equagles
do modelo o suBn forma mals geral, sendo apenas a simulag¥o
restrita aos problemas’ planos. Quanto aos estudos dos escoanentos
turbulentos, ou na presenga de reagdes quimicas, estes dependem da
inclus¥o do equaclonamento destes {fendmenos fisgicos a0 modelo
matemdtico.
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22 + _a.._i(pui) = O (B.4)

8x
1 3
& (pu') + & (pul') = pe'- B4 Q'J[ [iu—s + =l
ax ax x a3 ax
k:
+ 3 "a_ui] (B.5)
) ax
i 13
[—f%—+u‘-‘&]—[§-€-—+u’ap]+a[km‘] [[ai.‘?l+
ax’ ax’ ax’\ ax? ax? ax’
i h) 3 X
ke R (B.6)
ox’ ox ox! ax

Solre os sistemas de coordenadas generalizados, essas

equacbes assumem a forma:

8 1 4 N PO
3%+T-6-—-1(qu) = 0 (B'7)
£
a 1 1 é 1.3 1 m.n, _ 1 _ 13 8
EF_(p“ ) + -5 B_E—j(qu u') + Tamm{(pu u ) = pf g 8£’(P) +
% L (31" + Tan(T™) (B.8)
ag?

a 1 8 i - 1 a re 8
cp[—‘}f(pT) + o _;?(qu T)] = -z agf‘ [Jkg ;E; T] + &
(B.9)

onde "’ coi:'responde ao tensor das tensbes do fluido e @

designa a fungao dissipagéc viscosa.

] 3
& = 21.1[1 [gjn_au + gln gu” _ &g un] - 3; ”—%(Ju")]
o
(B.10)
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@ = ') Q—J(ul) - urh)| + BT%+u“9% (B.11)
8€ i1 3

- 1 L]
A excegcdo de < J, representam-se em negrito os demais

elementcs de natureza tensorial destas expressfes. Os termos g”,
J, I'n e @'Yy referem-se ao sistema de coordenadas curvilineo,
correspcndendo ao tensor métrico, ao jacobiano da transformagio e
a simbolos de Christoffel de segunda espécie, respectivamente. Sua
formulacdo encontra-se apresentada no apéndice A.

Prccedendo-se a redefinicdo dos operadores diferenciais, as

equagdes podem ser escritas na forma:
~Se(p9) + V. (pu'g) = V.(A(V9)) + & (B.12)

once o operador divergente é definido:

18
J K

ag

vV = (Jv*) (B.13)

Para a equagdo da continuidade tem-se:

¢ = 1 (B.14)
A=0 (B.15)
g'= 0 (B.16)
] *
Para a equacdo da quantidade de movimento:
¢ = u ' (B.18)
A= u . (B.19)
v . put’) = -—f;- 2 (3pu'n’) (B.20)
aej
' 1
v.(uva')) = _3_ ij L (B.21)
. 8¢ 8¢
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§'= - Nin(pu®u”- ™) + pf' - G’LE%(P) +

J i}
- _%_ —gj[Ju[g"’a: - ag o - 3§ iLj%(Jun)]] (B.22)
8¢ 8 i1 é
L (pu') + 7. (pu'e)) = V. (u(vu')) + 8 (B.23)

E rara o principio da conservacdo da energia térmica:

¢ = T . (B.24)

A= X/c (B.25)

) 3 _ ™. 8 1

V./puT) = R '—i(qu T) (3.26)
3¢

v.k(vr)) = 3 L faxg™ 2 T] (B.27)
o€ at

S. = Q (B.ZS)

—2:(pT) + V. (pu'T) = V. (k(vT)) + s’ (B.29)
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Apéndice C

Valores numéricos dos campos
resultantes das simulagbes realizadas.
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Solucao analitica do perfil de velocidades
Passagem bidimensional plana 0
sem controle de espacamento (06leo)

Eta Uil
0.7959
2.0204
2.7551
3
2.7551
2.0204
0.7959

NOU e W
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Perfis de velocidades
Passagem bidimensional plana
sem controle do espacamento
Solucao numerica
Algoritmo Simpler

Eta

Eta

Eta

U

Ul

v} NSomes e 8] N swo e

NOAU D WK

1
0.7968
2.0201
2.7547
2.9996
2.7547
2.0201
0.7968

l
-0.00019
-0.00032
-0.00017

3.1E-11
0.00017
0.00032
0.00019

1
152,.5315
152.6306
152.7399
152.7856
152.7399
152.6306
152,.5315
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Csi

7
0.8064
2.0173
2.7503
2.9948
2.7503
2.0173
0.8064

Csi
7
-=0.00014
-0.00024
~-0.00014
2.7E-12
0.00014
0.00024
0.00014

Csi

7
93.9044
93,9019
93.8978
93.896
93.8978
93.9019
93.9044

15
0.8146
2,0155
2.7462
2.9903
2.7462
2,0155
0.8146

15
~-8.2E-05
-0.00015
-9.3E-05
-1.6E-10

9.3E-05
0.00015
8.2E-05

15
10.6944
10.6931
10.6905
10.6893
10.6905
10.6931
10.6944



Perfis de velocidades
Passagem bidimensional plana
sem controle do espacamento
Solucao analitica (Ar)

Csi

o

N W e

0.079e6
0.202
0.2755
0.3
0.2755
0.202
0.0796

Eta
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Perfis de velocidades
Passagem bidimensional plana
sem controle do espacamento
Solucao numerica
Algoritmo Simple compressivel
Problema isotermico

U1

Eta

N R

U

L%

Eta

N U WM

o

Eta

NoabhwN e

1
0.159
0.4039
0.5508
0.5998
0.5508
0.4039
0.159

1
=3.2E-05
=-5.2E-05
-2.7E-05

8.4E-07
2.8E-05
5.1E-05

3E-05

1
101325
101325
101325
101325
101325
101325
101325
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Csi

7
0.1617
0.4036
0.5501

0.599
0.5501
0.4036
0.1618

Csi
7
-2.8E-05
=5.2E~05
=-3.1E~-05
1.3E-06
3.2E-05
5.6E-05
3.3E~-05

Csi

7
101325
101325
101325
101325
101325
101325
101325

15
0.1666
0.4053
0.5509
0.5995
0.5509
0.4054
0.1666

15
-1.5E-05
-3.4E-05
-2.5E-05

7.5E-07
2.6E-05
3.4E-05
1.5E-05

15
101325
101325
101325
101325
101325
101325
101325



Perfis de velocidades

Passagen bidimensional plana
sem controle do espacamento
Solucao numerica

Algoritmo Simple compressivel
Temperetura de parede (Tw=350k)

Csi
Ul

1 7 15
1 0.1598 0.1651 0.1685
2 0.4042 0.4053 0.4075
3 0.5511 0.5517 0.5526
Eta 4 0.6001 0.6007 0.6012
5 0.5511 0.5517 0.5526
6 0.4042 0.4054 0.4075
7 0.1598 0.1652 0.1685%

U2 Csi
1 7 15
1 1.6E~05 -3,.9E-06 ~0.00015
2 2.8E-05 ~1.9E-06 -0.00034
3 1.6E-05 3.1E-06 -0.00025
Eta 4 4.2E-07 8.3E-07 5.6E-06
5 -1.5E-05 -1,2E-06 0.00026
6 -2.8E-05 3.9E-06 0.00034
7 -1.6E-05 4.BE-06 0.00015

P Csi
1 7 15
1 101325 101325 101325
2 101325 101325 101325
3 101325 101325 101325
Eta 4 101325 101325 101325
5 101325 101325 101325
6 101325 101325 101325
7 101325 101325 101325
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Perfis de velocidades
Passagem bidimensional p
com controle do espacame
Solucao analitica

=
-

0.0932
0.2813
0.4474
0.5604
0.6002
0.5608
0.4484
0.2824
0.0932

Eta

WO OB WA

u2

0.00014
-0.00051
-0.0014
-0.0017
-0.002
-0.0024
-0.0024
-0.0013
~-0.00014

Eta

WU, Wi
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Perfis de velocidades
Passagem bidimensional plana
com controle deo espacamento
Solucao numerica
algoritmo Simpler

Ul

Eta

QOO AWNDE

=
(X}

Eta

WSO E W W

Eta

VONOO_LWNNE

1
0.1863
1.5625
0.8947
1.1204
1.2001
1.1213
0.8966
0.5647
0.1863

2.8E-05
-0.0018
=0.0037
-0.0041

~0.004

1.9958
~0.0038
-0.0019

-9,.3E-06

10.4609
10.4051
10.2403
10.0379

9.9403
10.0167
10.2023
10.3571
10.4084

231

7
0.1849
0.5627
0.8949
1.12086
1.2003
1.1215
0.8969

0.565
0.1857

2.5E~-05
5.7E-05
5.4E-05
3.9E-05
1.5E-05
-9.9E-06
-2.8E-05
-3.5E-05
-1.6E-05

5.4517
5.4513
5.4489
5.4455
5.4464
5.4537
5.4632
5.4689
5.4702

13
0.1835
0.5624
0.8952
1.1213
1.2012
l.1222
0.8971
0.5646
0.1844

-6.9E-06
-6.3E-05
-0.00014
-0.00012
~-2.1E-05
8.4E-05
0.00011
5.5E-05
3.5E-06

0.7043
0.6689
0.5567
0.4146
0.3488
0.4149
0.5584
0.6721

0.708



Perfis de velocidades
Passagem bidimensional plana
com controle do espacamento
Solucao numerica
algoritmo Simple compressivel

entrada termica e hidrodinamica

Ul

1 7 13
1 0.0983 0.075 0.0579
2 0.1007 0.1039 0.1037
3 0.1006 0.1077 0.1118
Eta 4 0.1005 0.1077 0.1124
5 0.1005 0.1076 0.1123
6 0.1005 0.1077 0.1124
7 0.1006 0.1077 0.1118
8 0.1007 0.104 0.1036
9 0.0983 0.0753 0.0575

U2
1 0.00072 0.00058 -0.00045
2 0.0011 0.0013 -0.0011
3 0.00047 0.0011 -0.0011
Eta 4 5.1E-05 0.00057 ~0.00057
5 -0.00034 ~6.8E-07 -8.9E~05
6 =0.0008 ~0.00057 0.00038
7 -0.0013 ~0.0011 0.00085
8 -0.0017 -0.0013 0.00091
9 -0.00072 ~0.00059 0.00035

P
1 101325 101325 101325
2 101325 101325 101325
3 101325 101325 101325
Eta 4 101325 101325 101325
5 101325 101325 101325
6 101325 101325 101325
7 101325 101325 101325
8 101325 101325 101325
9 101325 101325 101325
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Perfis de velocidades
Contracao brusca

com controle do espacamento
Solucao numerica

algoritmo Simpler

perfil de velocidade uniforme na entrada

. 1£51 1 8
1 0.3488 0.1945
{ 2 0.3523 0.2798
i 3 0.3538 0.3414
Eta 4 0.3577 0.3889
( 5 0.3605 0.4205
( 6 0.3634 0.438
; 7 0.366 0.4455
8 0.3673 0.445>
( 9 0.3667 0.437
f 10 0.3634 0.418¢
| 11 0.3563 0.3868
{ 12 0.3465 0.3409
( 13 0.3376 0.2824
: 14 0.3399 0.1971

( U2
( 1 0.031 0.17
: 2 0.076 0.19
‘ 3 0.068 0.19
Eta 4 0.053 0.16
. 5 0.039 0.12
6 0.026 0.077
7 0.011 0.026
( 8 -0.0066 -0.027
9 ~-0.026 -0.078
' 10 -0.047 ~0.13
( 11 -0.069 -~0.17
; 12 -0.083 -0.19
‘ 13 -0.079 -0.2
14 ~0.045 -0,17

P

1 902.1158 922.4057
2 907.0686 907.0864
3 905.3482 889.7958
Eta 4 899.25 874.2333
5 891.713 862.2004
6 885.4587 854.2903
7 882.0761 850.4441
8 882.1374 B50.5084
9 885.6053 854.4969
10 891.8293 862.5499
11 899.2233 874.6482
12 905.2712 890.1737
13 907.2416 907.4567
14 903.1085 922.8929
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17
1.0578
1.2693
1.2609
1.2138
l.1611
1.1193
1.0963
1.0962
l.1188
1.1607
1.2141
1.2602
1.2596
1.0239

0.53
0.64
0.57
0.45
0.32
0.19
0.06
-0.062
-0.19
~-0.32
~0.45
-0.57
-0.63
=-0.53

-125.046

4.9583
168.5949
312.9329
415.1736
475.2225
502.0019
501.9514
475.0838
414.9074
312.1782
166.8952

3.5233
=-122.584

25
0.7885
1.3558
1.4235
1.4306
1.4229
1.4124
1.4046
1.4049
1.4131
1.4244

1.433
1.425
1,.3501
0.7626

0.0035
0.018
0.022
0.018
0.013
0.008

0.0026

=0.0025
-0.0078

-0.013

-0.018
-0.02

-0.01e

-0.0019

9.1138
7.0912
7.9501
11.2412
14.4216
16.5254
17.4666
17.4036
16.3349
14.112
10.8689
7.7086
6.9883
9.153



