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RESUMO

Este trabalho trata da resolucao de um problema
unidimensional de transmissao de calor em regime transiente,
envolvendo a scolidificacac de um liquido que ocupa inicial-
mente o semi-espago x > 0, devido as trocas de calor por
convecgao com o meio ambiente. © problema foi resolvido uti
lizando um método baseado nas fungdes de Green e por um mé-
todo de diferengas finitas exblicito. Os resultados obtidos
com os dois metodos foram compativeis e na faixa de  erros
admissiveis de 1% o método das diferengas finitas apresen-

tou melhor performance computacional.

ABSTRACT

This work deals with a one-dimensional transient
heat transfer problem in which a liquid occuping initially the
semi-infinite space x > 0, solidifies due to convection
heat transfer with the ambient. The problem was solved using
a Green's function method and a explicit finite difference
method. The results obtained with the two methods showed good
agreement and when the acceptable error was 1% the finite difference
meéthod showed a Better computational performance.
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1 ~ INTRODUGAO

Problemas de transmissao de calor em regime transiente
com mudanga de fase so6lido- llqu1do tem sido abordados na literatu
ra técnica visando aplicacoces em varios campos. Podemos citar SO
lidificagao de metais na indistria 51derurgica e fundicoes, fabri
cagao de gelo, congelamento de alimentos, fusao de metais, sclda-
gem, solidificacgao de solos nas regioes polares, na geologia para
estudar a solidificagao da crosta terrestre, ablagdo durante a re

entrada de veiculos espaciais.

O problema que iremos abordar trata-se da solidifica-
cao de uma substancia pura contida no interior de uma barra isola
da de grande comprimento. 0O 1iquido inicialmente se encontra a
uma temperatura uniforme Ti que podera ser maior ou igual a tem
peratura de fusao Tf . Uma das extremidades da barra troca calor
por convecgao com o meio ambiente e o coeficiente de transmissio
de calor por convecgao varia com o tempo. A outra extremidade es
ta muito distante e iremos considerar que a barra pode ser modela
da como infinita . Todo o desenvoivimento estara voltado a situa-
gao em que as propriedades fisicas sao independentes da temperatu
ra e do estado de agregagao. Iremos considerar, também,que a fase
l1iquida nao se move em relacido & barra. Conforme se podera obser
var, no item da revisao blbllograflca este problema Ja foi aborda-
do em diversos trabalhos na literatura técnica. 0 objetivo deste
trabalho, em particular, se refere a aplicagdo do método das fungdes
de Green ou metodo das fontes moveis de calor na resolucao deste
problema. Este método foi pouco estudado quanto a aplicacgao em
problemas uni-dimensionais. Até onde pode-se investigar, so6 foram
publicados dois trabalhos tratando da resolugac de problemas uni-
dimensionais em coordenadas cartesianas [7 ],[10]. Por outro
lado, existia a perspectiva de grandes ganhos de tempo computacio-
nal em relagao a resolugdo do problema utilizando o método das di

ferengas finitas, que € o metodo mais comumente utilizado - na

obtengdo de solugdes exatas para este tipo de problenma.
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O presente trabalho foi iniciado visando aplicagoes na
automagaoc do lingotamento continuo, que & um processo siderurgico
em gue o ago 1iquido e solidificado continuamente na forma de pla
cas, barras ou tarugos. Entretanto, o desenvolvimente do trabalho
sera fora do contexto de solidificagao no lingotamento continuo
pois desejamos dar eénfase no método de resolugao & uma série de
outros aspectos importantes pars analise da solidificagaoc no lin

gotamento continuo deveriam ser abordados de maneira adequada,

O topico seguinte sera a revisdo bibliografica onde
procuramos fornecer uma visao geral sobre os problemas abordados
e métodos de resolugdo adotados. Alguns trabalhos serao abordados
com maior profundidade no Capitulo 3 onde preocuramos fornecer o
embasamento teorico para os desenvolvimentos subsequentes no Capl
tulo 4. No Capitulo 5 sao apresentados resultados para alguns ca
S0s particulares do problema acima mencionado. Foram feitas tam—
bém comparagoes com os resultados obtidos utilizando ¢ método das

diferencas finitas,
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2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

O grande interésse em problemas de transmissao de calor

com mudanga de fase é atestado pelo grande ntmerc de trabalhos pu-

blicados. A revisao a seguir nao pretende abordar todos os traba-
lhos publicados sobre o assunto, o que a tornaria consideravelmen-
te mais extensa. Luikov [1] afirma que foram publicados mais de 50
trabalhos originais sobre o assunto, no século passado. A referen-
cia [2] cita 146 trabalhos publicados até o ano de 1965, enquanto
que a ref.[3] cita 94 trabalhos publicados entre os anos 1831 e
1978. Rubinstein [4] publicou:um livro sobre o problema de Stefan
e foram publicados os trabalhos apresentados em duas conferencias
sobre o assunto [5] e [6].

Na revisao a seguir separamos os trabalhos segundo os
mé todos matematicos utilizados, procurando manter a ordem cronolo-

gica.

2.1- Trabalhos Utilizando Funcgoes de Green.

Lightfoot [7] resolveu o problema da solidificacho de um
liquido ocupando O semi-espago x> 0. No instante inicial o liquido
se encontra a uma temperatura Ti superior a temperatura de fusao
Tf . A temperatura em x=0 e subitamente baixada para T0<Tf, 0 au-~
tor considerou igueis as condutibilidades e gifusividades nas
duas fases o que permitiu equacionar o problema como se tivessemos
uma fase homogénea onde atua uma fonte movel de calor coincidindo
com a frente de solidificagao. Inicialmente foi resolvido ¢ proble-
ma para uma fonte movel de calor genérica pelo método das fungoes
de Green, a imposicao de gue a temperatura sobre a frente de solidi
ficacao e Ty permitiu obter uma equag¢ao integral, que deve ser re
solvida para obter a posigao da frente de solidificagao S(t).
Lightfoot observou que uma funcazo do tipo S{t) = 2k/at , onde Kk
€ uma constante, ¢ uma solucdo da equagio integral, a substituicao
desta na equagao original permitiu obter uma equagao nao-linear pa-

ra k cuja solucao conduz a distribuicao de temperaturas nos deois
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meios. No mesmo trabalho o autor resolveu O problema da solidifica
cao de um liquido contido no semi-espago X > 0O que & colocado em
contato com material solido no semi-espago X < O . A resolugao

foi obtida a partir do resultado anterior. Este autor resolveu tam
bem, de forma aproximada,o problema de uma placa de espéessura 25
contendo inicialmente liquido a temperatura T, > T; , que solidifi
¢a devido a imposigao da temperatura T0 < Tf nas superficies x=0
e x = 2, . A solugao se deu da mesma forma que ©O primeiro proble-
ma citado, porém a fungao S(t) = 2k/ot nao forneceu a solugao exa-
ta do problema, conseguindo-se apenas uma solugao aproximada vali-

da para os instantes iniciais.

Miles [8] propos um método para resolugcao de problemas
unidimensionais genéricos de condugao de calor com mudanga de fase
utilizando fungoes de Green. Para exemplificar o metodo, o autor
aplicou-o na resolugao do problema de uma placa que solidifica de-
vido a imposigéo de uma temperatura T1 < Tf em uma das faces, en
quanto a outra e mantido a T2 > Tf. Porem, a solugao completa do
problema depende de uma funcao de Green que se anula em x=8(t) - e

esta nao pode ser obtida de maneira trivial.

Rathjen e Jiji LS] estudaram o problema bi-dimensional
de um liguido inicialmente a temperatura Ti > Tf ocupande a regiao
x>0 , y > 0. Em t=0 a temperatura nas superficies x=0 e v=0 e
subitamente baixada para TO < 'I‘f dando inicio a solidificagao. A
solugac do problema seguiu basicamente os passos da ref.[?],a fren
te de solidificagéo foi equacionada como uma superficie fonte de
calor movel e obteve=se a solucao do perfil de temperaturas utili
zando funcoes de Green. A imposicao da condigdo de que a temperatu
ra na frente de solidificagdo e T, , permitiu obter uma equagao
integral, que fol resolvida de forma aproximada impondo que a fren
te de solidificagao tem a geometria de uma super—hipérbole. Os pa-
rametros que definem esta super-hipérbole sao obtidos impondo em
alguns pontos da frente de solidificagao a condigao de contorno e
se jada. Os autores verificaram a solugao resolvendo o mesmo proble

ma com o metodo da diferengas finitas.

Chuang e Szekely [10] resoilveram o problema da fusao de
uma placa imersa em um banho 1iquido de mesmo material. A solugao

foi obtida utilizando fungoes de Green mantendo como incognita a
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funcao que define as posigoes da frente de mudanga de fase S(t).

Esta fungao foi aproximada por uma série de polinomios de grau 1
cada um valido para um intervalo [fk—l’ tk] 0 que permitiu efe-
tuar as integrais envolvendo esta fungao. A imposigac de que a
temperatura na frente de solidificacao & T, nos instantes ¢t
fornece equagoes nao lineares que devem ser resolvidas a fim de
obtermos S(t). O mesmo método foi utilizado para resolver o pro-

blema da fusdo de um cilindro [11] e de uma esfera [12].

Budhia e Kreith [13] estenderam os resultados, anteri=
ormente obtidos por Rathjen e Jiji [QL para a solidificagao de
um material contido em um canto de angulo o, com lado infinitos.
0 procedimento para resolugao seguiu os mesmos passos que a ref.
fo].

bzigik I14] procurou generalizar os métodos utilizados
em [7], LQ], [10], [11], [12] e [13]. A frente de mudanga de fase
€ inicialmente abordada como uma fonte movel de calor e o campo e
resolvido utilizando funcoes de Green. A imposicao da temperatu-
ra de mudancga de fase Tf nos pontos da frente de solidificagéo
resulta em uma equagao integral que deve ser resolvida para obter
mos o comportamento da frente de mudanca de fase. 0 autor nao pro
pos nenhum método para resolugao desta equacao integral que € um

passo fundamental para a solucgao dos problemas.

Kartashov [15J desenvolveu um metodo baseado nas fun-
goes de Green para resolver problemas em que as condigoes de con-
torno sao aplicadas em superficies moveis. Da mesma maneira que o
metodo propoesto por Miles [8])a fungéo de Green utilizada na reso
lugao deve obedecer algumas condigoes de contdrno na superficie

movel, desta forma dificultando sua ocbtencgao.

Banerjee e Shaw [16] estenderam o método dos elementos
de fronteira ("Boundary Element Method"), para sua utilizagao em
problemas de conducgac de calor com mudanca de fase. Este mé todo
utiliza fungoes de Green para equacionar os problemas como equa
goes integrais envolvendo como incégnitas temperaturas ou fluxoecs
de calor no contorno. A aplicagao deste método ao problema da fu
sao de uma placa levou as mesmas equagoes obtidas por Chuang e
Szekely [10j. Os autores nao propuseram nenhum mé todo para resol-
ver as equagoes integrais envolvendo a frente de mudanga de fase

como incognita.



2.2- Trabalhos Utilizando Método de Diferencas Finitas.

Landau [17] resolveu o probléma uni-dimensional da fu-
sao de um sélido ocupando inicialmente o semi-espago x > 0O . 0
liquido formado € imediatamente retirado e a fusao ocorre devido
a um fluxo de calor imposto na interfacs entre o solido e o ambi-
ente, O autor utilizou uma transformagao de variaveis de tal for
ma a manter fixa a fronteira entre o sistema e o meio ambiente. A
equagao resultante foi resolvida por um método de diferengas fini

tas explicito.

Lazaridis [18] desenvolveu um método para resolver pro
blemas multi-dimensionais de condugao de calor com mudan¢a de fa-
se baseado no metodo de diferengas finitas explicito. Inicialmen-
te e definida uma malha e as equagoes sao discretizadas. Para os
nos que ndo estdo ne vizinhanca da frente de solidificagao sao
utilizadas as equagaes usuais para problemas de conducgao de calor
em regime transiente. Para os nos vizinhos a frente de solidifica
¢ao foram desenvolvidas equagoes especiais envolvendo a distancia
do ponto até a frente de solidificagao nas diregoes dos eixos car
tesianos. Foram desenvolvidas tambem equagoes para computar o mo
vimento da frente de solidificagao. 0O método obtido foi utilizado
para resolver 4 exemplos. Os trées primeiros se referem a so0lidifi
cagcao de um prisma de secgao quadrada, as condigoes de contdrno
nas laterais sao de temperatura imposta ou trocas por convecgao.0
guarto exmeplo se refere a solidificagéo ocorrendo junto aos ver-
tices de um cubo de lados infinitos. A solidificagao ocorre devi-
do a impeosicao de uma temperatura TO < Tf nss fronteiras do cu-
bo. Os resultados obtidos foram comparados com outros resultados

da literatura e as discrepancias foram discutidas.

Kroeger e Ostrasch [19] resolveram um problema bi-
dimensional relativo a solidificacao de metais puros e ligas euté
ticas no lingotamento continuo. Os autores utilizaram umz trans-
formagao de variaveis baseada em representacio conforme de tal
forma que a frente de solidificacao fosse transformada em uma L1
nha reta. As equagoes transformadas foram resolvidas pelo metodo

de diferengas finitas.

Shamsundar e Sparrow [20] resolveram o problema bi-di-
mensicnal da solidificacac de um liquido contido em um prisma de

secgao quadrada. O liguido se encontra inicialmente a temperatura
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de fusao e a solidificagao ocorre devido as trocas de calor por
convecgao com o meio externo. O método de resolugao foi o das di-
ferengas finitas utilizando o modelo da entalpia, neste metodo as
equagdes sao basicamente iguais as utilizadas em problemas sem mu
danga de fase porem a temperatura dos nds é mantida no valor da
temperatura de mudarmga de fase ate que a variacao de entalpia cor

responda ao calor latente.

Sparrow, Lee e Shamsundar [20] investigaram os parame—
tros criticos, para © inicio das correntes convectivas, durante a
fusao de um material aquecido pela superficie inferior. Para obter
estes parametros foi necessario resolver o problema com auséncia
destas correntes. 0 caso em que o aquecimento ocorre devido a tro
cas de calor por convecgao foi resolvido utilizando um método de
diferencas implicito em que a frente de solidificagao coincide
sempre com um no de malha e o tempo para o avango da frente entre
um no e outro foi utilizado como incégnita. Os resultados na forma
adimensional para posigao da frente de molidificacdo e temperatu-
ras da superficie inferior foram fornecidos na forma de graficos

em fungao do numero de Fourier e de Stefan.

Crowley I22] resolveu basicamente o mesmo problema a-
bordado na referéncia [19] levando em conta outras condigdes de
contérno. O autor considerou o caso em que a temperatura nas su-
perficies laterais decresce continuamente e o caso em que este e
subitamente baixada para TO < Tf . Adotou-se o mesmo metodo de
resolugac utilizado ref.[lg]. Foram feitas comparagoes com outros

resultados da literatura.

Crank e Crowley [23] utilizaram o método da migracao
de isotermas ("Isotherm Migration Method") para abordar os mesmos
problemas resolvidos na referéncia [22]. 0 método adotado consiste
em mudar a formulagaoc do problema de tal forma que a nova incogni-
ta passa a ser uma das coordenadas enquanto que as variaveis depen
dentes passam a ser a outra coordenada, a temperatura da isoterma
e o tempo. As equagoes obtidas sao resolvidas utilizando o méetodo
das diferengas finitas e os resultados sao comparados com os da
ref.[22].

Gupta e Kumar [24] propuseram um método para resolucaoc

de problemas multidimensionais que envolve a transformagao de uma
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das variaveis independentes, de tal forma a manter fixa a posigao
da frente de mudanga de fase. As equagoes obtidas sao resolvidas
utilizando o método das diferengas finitas. Para exemplificar a u-
tilizagado do método proposto foram analizados 3 problemas. 0 pri-
meiro € relativo a solidificagio de uma barra prismatica de sec—
¢ao quadrada contendo inicialmente l1iquido a temperatura de mudan-
¢a de fase Tf . A solidificagao ocorrendo em virtude da imposi-
¢ao de uma temperatura T0 < Tf no contorno. O segundo problema
se refere a fusao de gélo contido em uma barra prismatica de sec
cao retangular, é suposta uma condicao inicial em gue uma parte
do gélo ja esta fundido com um determinado perfil de temperaturas
na fase liquida. Todas as faces da barra sao isoladas com a exces
sao de uma onde é imposta uma temperatura To > Tf. O terceiro
problema se refere a solidificagao de um cubo contendo inicialmen
te liquido a temperatura T, nas faces € imposta uma temperatura
T, < T.. Os resultados obtidos foram comparados com outros apre-

o f
sentados na literatura.

2.3- Trabalhos Utilizando Metodos Aproximados.

London e Seban I25] resolveram uma serie de problemas
unidimensionais de solidificagao nas geometrias cartesiana,cilindri
ca e esférica. Foram consideradas trocas de calor por convecgao na
fronteira fixa da fase solida. O método de resolucao despreza o ca
lor sensivel da fase solida, desta forma os perfis de temperatura
em qualquer instante sao iguais aos que ocorreriam em regime perma
nente com a frente de solidificagao imovel. No artigé sadeo apresen-
tadas também aplicagdes dos resultados para fabricagao de gelo e
congelamento de alimentos. Foi proposto um método para avaliar os

erros cometidos nas simplificacoes adotadas.

Goodman [26] analisou quatro problemas unidimensionais
envolvendo a fusac de um material ocupandoc o semi-espago x > 0 ,
Foram adotadas condigSes de contorno de temperatura imposta, fluxo
de calor imposto e trocas de calor por convecgao na fronteira fixa
em x=0. 0 método de resolugao foi o do perfil integral que consis
te em resolver ao inveés de equacgao diferencial, a integral desta
de x=0 ate um valor x=6 que depende dc problema analisado. A so-

lugao aproximada foi obtida impondo um perfil de temperaturas qua-
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dratico em x e impondo as condigaes de contorno, Foram feitas com

paragoes com outros resultados da literatura.

Muehlbauer e colaboradores [271 resolveram o problema
unidimensional da solidificagao de uma placa contendo inicialmente
uma liga metélica na fase liguida.As condigdes de contorno adota-
das nas superficies da placa foram de trocas de calor por convec-
cao e fluxo de calor nulo. A formulagao do problema & diferente
dos problemas anteriormente resclvidos, pois tratando-se de uma 11
ga metalica, a solidificagao se inicia a uma temperatura Tm e ter
mina a uma temperatura TS , 08 autores modelaram ¢ comportamento
do material nesta faixa de temperaturas corrigindc o calor especi-
fico para incluir os efeitos do calor latente. A solugao foi obti-
da utilizando o mesmo metodo da ref.[26]. Foram realizados experi-
mentos que comprovaram a adequagaoc dos resultados fornecidos pelo

modelo,

Garcia e Prates [28] resoclveram o problema unidimensio-
nal da solidificagao de um material, ocupando ¢ semi-espago X > 0,
cam condigao de trocas de calor por convecgao em x=0. O método de
solugao baseou-se na solucao exata, anteriormente obtida por Neuman,
para o problema com temperatura imposta em x=0. Fol feita a suposi
gao que as temperaturas em x=0 e t > O correspondem ao perfil de
temperaturas em X > § no problema de Neuman para instantes de
t>t,, §e tg s30 determinados de tal forma que a condigao de
contorno do problema seja atendida no instante inicial. 0 mesmo mé
tode foi utilizado para analisar o problema da solidificagao de um
liquido ocupando o semi-espago x > O trocando calor por convec-—

950 com um solido que ocupa o semi espago X < O [29]. Nos dois ar

tigos foram feitas comparagoes com resultados experimentais os au-

tores consideraram boa a concordancia entre os resultadoes.

Clyne e Garcia [éQj analisaram a solugao obtida em [29]
em alguns casos limites. No primeiro o coeficiente de trocas de ca
lor e o calor especifico do material que solidifica tendem ao infi
nito. No segundo o coeficiente de trocas de calor e o calor especi
fico do material,ocupando x < 0O, tendem ao infinito. No terceiro
caso 05 calores especificos dos meios ocupando x < O e x > O ten
dem ao infinite encuanto que o coeficiente de trocas de calor por
conveccao permanece finito. Constatou-se que os resultados obtidos
estaoc em perfeito acorde com resultados apresentados anteriormente

na literatura.
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El-Genk e Cronenberg ISl] obtiveram uma solugaoc apro-
ximada para o problema da fusao de um sélido,inicialmente contido
no semi-espago x > 0, devido a um fluxo de calor constante em
Xx=0. A solugao fol obtida partindo da solugao para o problema ané
logo sem mudanga de fase. Foram introduzidas algumas constantes
nesta solugao e estas foram calculadas de tal forma a atender a
condicao de que a temperatura na frente de mudanga de fase e a
de fusao. Este procedimento fez com que a equagao obtida nao fos
se mais solugao da equacgao diferencial original. O andamento da
frente de solidificagao foi obtide impondo a equacao que rege o}
movimento desta. A comparagac com outros resultados da literatura

mostrou boa concordancia.

Cho e Sunderland [32] resolveram dois problemas relati
vos a solidificagao de um liquido inicialmente contido no semi-es
paco x > O , utilizando condigoes de contorno em x=0 de fluxo de
calor imposto e de trocas de calor por convecgéo. Foram obtidas
duas solugoes aproximadas, para cada problema, partindo das solu-
goes anélogas para os problemas sem mudanca de fase e introduzin-
do nestas algumas constantes arbitrarias. A primeira solugao foi
obtida impondo que a temperatura na frente de solidificagao e a
de fusao e a outra solugao foi obtida impondo a equacaoc que rege
6 movimento da frente de solidificacdo. A comparagao com outros
resultados da literatura indicou que a segunda solugao aproximada,
que fol obtida, fornece valores mais precisos para a posigao da

frente de solidificagao.

Shamsundar [33] generalizou o procedimento utilizado
na referencia [25] para problemas bi-dimensionais. A metodologia
para resolugao € baseada na imposigéo de uma geometria da frente
de mudang¢a de fase, O movimento desta & obtido desprezando o calor
sensivel na fase sélida e utilizando os fatores de forma para
conducao de calor em regime estacionario. Foi obtida a solugao pa-
ra o problema da solidificagéo de um liquidojinicialmente contido
em uma barra prismética de secgao quadrada, com condigoes de cont6£
no de trocas de calor por convecgéo. Foi obtida tambem a solugéo
para © problema anterior com a condicao de contorno de que a tempe
ratura decresce linearmente e para uma barra prismética de secgao
eliptica com a mesma condigao de contbrno. Foram obtidas tambéem so
lugdes validas para os instantes iniciais da solidificagac de bar

ras prismaticas de secgao poligonal com condigoes de contorno de
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trocas de calor por convecgao ou temperatura imposta. Os resulta-
dos obtidos mostraram boa concordancia com outros apresentados na

literatura.

Lunardini [34] resolveu os problemas da solidificagao
e fusao de um material contido no semi-espago x > O . A tempera
tura inicial foi considerada diferente da temperatura de fusao e
foram consideradas propriedades fisicas diferentes nas fases so-
lida e liquida. O metodo de resolugao foi o mesmo utilizado por
Goodman f26]. Foram apresentados resultados para varias faixas

de temperaturas e propriedades fisicas.

Barry e Goodling [35] resolveram o mesmo problema an
teriormente analisado na referéncia [29]. O método de resolugao
foi baseado na utilizagéo do prinoipio variacional de Biot supon
do um perfil linear de temperaturas na fase solida em x > O e um
perfil polinomial em x < 0. A solugéo obtida foi comparada com

resul) tados experimentais e solugoes utilizando metodos numericos.

5. 4- Trabalhos Utilizando outros Metodos de Resolugao.

Luikov [1] cita o trabalho pioneiro de Lame e Clapeyron
(1831) que resolveram o problema da solidificagao de um 1iguido,
inicialmente a temperatura de fusao Tf, ocupando ¢ semi-espago
x > O . No instante t=0 a temperatura e subitamente baixada pa-
ra TO < Tf dando inicio a solidificacao. 0s autores resolveram o
problema efetuando uma transformagao por similaridade baseada na

variavel n = x/2/o0t .

6zi§ic fS] cita o trabalho de Neuman (desenvolvido por
volta de 1860 porém publicado somente em 1912). Este autor esten-
deu a solucao de Lame e Clapeyron para um problema em que a tempe-
ratura inicial do liquido ¢ diferente da temperatura de fusao, con-
siderando diferentes as propriedades fisicas para as fases solida

e liguida.

Evans e colaboradores Iééj abordaram o problema da fu-
sao de um so6lido, contido no semi-espago x > 0, devido a um fluxo
de calor imposte em x=0. O problema foi resolvido utilizando se-
ries de Taylor para expandir as fungoes que definem o campo de tem

peraturas e a posigao da frente de mudanga de fase. Foram apresen
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tados os primeiros cinco térmos da série para o calculo da posigao

da frente de mudanga de fase.

Westphal [37] resolveu o problema unidimensional da so-
lidificacBo de um material inicialmente & temperatura de fusdo ocu
pando o semi-espago x > 0. A solidificagao ocorre devido as tro-
cas de calor por convecgao com o meio ambiente. 0 autor resolveu 0
problema partindo de uma solugao da equagao diferencial envolvendo
trés funcoes incognitas, uma destas ¢ a posigao da frente de soli-
dificagao. Estas fungoes sao expandidas em series de Taylor e a a-
plicagao das condigoes de contdorno permitem calcular os termos da
série. O autor, calculou 8 térmos da série para a posigao da fren-

te de solidificacgao.

Cho e Sunderland [33] resolveram o problema da solidifi
cacao de uma liga metalica, contida no semi-espago Xx > 0, devido
a imposigao de uma temperatura em x=0 inferior a temperatura de
final de solidificagao. Foi adotado um modelo para a variagao de
entalpia na faixa de temperaturas entre o inicioc e o final da soll
dificagao e as equagSes foram resolvidas por meio de uma transfor-
magdo por similaridade utilizando a variavel n = x/2/Gt . O mesmo
problema porém com uma geometria finita, considerando a outra face
isolada, fol resolvido,de forma aproximada, utilizando uma combina-
cao da transformagéo por similaridade com © metodo do perfil inte-

gral descrito na referéncia [26].

Pedroso & Domoto [39] abordaram o mesmo problema estu-
dado anteriormente por Westphal [37].A metodologia de resolugac se
baseou, inicialmente, na mudanca da variavel t para a variavel 8
(p051gao Ga frente de solidificacao) na equacgao para o campo de
temperaturas. A equagao obtida foi resolvida utilizando uma tecni-
ca de perturbagao utilizando como variavel o numerc de Stefan. Fo-
ram obtidos os oito primeiros térmos da solugao porem a convergen-
cia desta sO & garantida para numeros de Stefan menores ou iguais
a 1. Os mesmos autores resolveram o problema para a solidificaqéo
de um material contido no semi-espago x > O com cor.dicao de contag
no de temperatura imposta em x=0, levando em conta propriedades fi
sicas variaveis na fase solida [40}. A solucao foi obtida utilizan
do a transformacgac de Kirchof e posteriormente utilizando a mesma
tecnica, Ja utilizada no problema anterior. Os autores apresenta-
ram alguns resultados para o caso em que as propriedades fisicas

variam linearmente com a temperatura.
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Tao fﬁ;] abordou o problema da solidificagao de uma fa
se liquida gue ocupa inicialmente o semi-espago x > O e possui um
perfil de temperaturas arbitrario no instante inicial. A tempera-
tura em x=0 varia de forma arbitraria porém é sempre inferior a
temperatura de solidificagao. Para resoclver o problema o autor,
inicialmente, definiu uma familia de funcdes que sao solugoes da
equacac diferencial para o campo de temperaturas. Posteriormente
os campos de temperaturas para as fases liquida e sélidaxforam re
presentados por series utilizando estas fungoes e a fungao que de
fine a posicdo da frente de solidificagao foi representada por
uma serie de poténcias.As constantes foram determinadas utilizan-
do as condigoes de contorno. O mesmo metodo foi utilizado pelo au
tor para analisar o problema com fluxo de calor arbitrario (42| e

levando em conta trocas de calor por convecgao [431.

Beckett e Hobson [ﬁdJ anali aram o problema da solidi-
ficacao de um lingote de ago cilindrico em um molde tambem cilin-
drico de espessura finita. Foram consideradas trocas de calor :por
conveccao € radiagao na superficie externa do molde e trocas por
radiagao entre a superficie interna do molde e a superficie exter
na do metal solidificado. O metodo de resolucao consistiu
en utilizar uma mudanga de variaveis para manter fixe a posi-
c3o da frente de solidificagao. As eguagoes obtidas foram resolvi
das pelo método de Hartree-Wormsley que consiste em utilizar dife
rencas finitas para a derivada em relagao ao tempo e resolver, pa-
ra cada instante de tempo,a equagao diferencial ordinaria resul

tante.

Lozano & Reemtsen [45] resolveram o mesmo problema a-
bordado nas referéncias [37] e [39]. O método de resolugao se ba-
seou em um resultado,anteriormente obtido por Colton, que relacio-
na o campo de temperaturas com uma serie de derivadas da posigéo
da frente de solidificacio. Esta fungao foi expandida em uma se-—
rie de poténcias e a aplicagdo da condigac de contdorno em: X = O
permite a obtengdo dos térmos desta série. Os autores apresenta-
ram resultados numericos para o caso em que o problema se degene-
ra em um problema com fluxo de calor impostc em x=0.

Gupta [46] resolveu o problema bi-dimensional da soli-
dificacao de um liquidoJcontido no semi-espaco x > 0,devido a um
perfil d= temperaturas imposto em x=0 que ¢ funcao do tempo e da

varidvel y. O método de resolugao consistiu na obtengao de uma
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solugao da equagao diferencial envolvendo quatro fungdes incdgni-
tas uma destas € a que define a posigdo da frente de solidifica-
gao. Estas fungOes sao expandidas utilizando séries de potencias
e os térmos das séries sa@o obtidos através das condigdes de con-
torno. Neste artigo o mesmo método foi utilizado para resolver o
problema da fusao de um material, contido no semi-espago X > 0O, de-
vido a um fluxo de calor imposto na fronteira da fase sélida, su-

pondo que o© liquido formado € imediatamente retirado.

Blackwell e Ockendon [47] resolveram um problema rela-
tivo a solidificagdc no lingotamento continuo. A temperatura na
superficie externa do sélido,na regiao externa ao molde, foi consi
derada constante, enquanto que no interior do molde o fluxo de ca
lor,nesta superficie,foi considerado nuleo, 0s autores considera-
ram tambeém que as faces do molde estao bastante afastadas uma da
outra. O problema foi resolvido mediante uma transformacao de va-
riaveils utilizando coordenadas parabolicas cilindricas. As equa-
goes obtidas recairam em um problema cuja solugao ja era conheci-

da.

Hong, Ueda e Kimura [4@] resolveram .o problema - bi-di
mensional da solidificagao de uma liga metalica no interior de um
molde com secgao transversal quadrada, O problema foi resolvido
utilizando o método dos elementos de fronteira para obter o per
fil de temperaturas no molde, acoplado com um método de diferencgas
finitas para obter o perfil de temperaturas no metal que esta soli
dificando.Em um outro artigo [%9]}08 autores abordaram o problema
utilizando o metodo dos elementos de fronteira nas duas regioes.
Para possibilitar a utilizacgao deste método as temperaturas no ins
tante t + At sao calculadas com base nas temperaturas do instan-
te t , os calculos sao feitos como se nao houvesse mudanga de fa-
se. As ‘temperaturas obtidas sao entao corrigidas para levar em
conta os efeites do calor latente e possibilitando assim uma nova

iteracaoc para dar continuidade ao processo.
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3 - FUNDAMENTOS TEORICOS

3.1 - Formulacdo

A formulagéo envolve 05 tépicos referentes a obten-
cao das equagoes diferenciais e condigoes de contorno que represen
tam o modelo do fenomeno fisico estudado. Estas equagoes devem ser
resclvidas por algum método matematico para conhecermos o comporta
mento do modelo que & a propria solugao das equagoes gque foram for
muladas. Iremos abordar neste item a formulagao geral para proble
mas com mudanga de fase envolvendo substancias puras,paralelamente
iremos particularizar a formulacao especificamente para o problema
gue estamos abordando. Este item sera desenvolvido seguindo o mate
rial das referéncias [3] e [:50:].

Vamos inicialmente considerar um sistema generico

onde estao presentes duas fases como esquematizado na figura 3.1.

RECGIAOD R

REGIAD R A :
FASE LI

FASE SOLIDA]

Gn

Ohre

FicuRa 3.1

Nos problemas de solidificagao a frente de mudanga
de fase (superficie o ,) esta avangado em diregzo a fase liquida,

enguanto gue nos problemas de fuszo ocorre o inverso.

No interior de cada uma das fases e valida a equagao

geral da condugao de calor:
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el 2L 4 U . 91) = v(k ¥D) + Q"' )

at

-

onde: T - temperatura do meio sdlido ou liguido
¥ - velocidade
g"'-calor gerado internamente
o - densidade do meio sbélido ou liquido
¢ - calor especifico do meio
k - condutibilidade térmica do meio.

Esta equagao [ 3 ], [50] decorre da aplicagao do 1°
principio da termodinamica a um meio isotropico onde é valida a e-

guacio fenomenologica de Fourier.

Devemos especificar condigaes de contorno nas super-
ficies o, & o, que separam respectivamente as fases solida e liqui-
da do meio externo. Podem ser especificados condigoes de contorno
da maneira usual nos problemas de transmissao de calor, por exemplo
condigao de temperatura imposta na superficie, fiuxo de calor impos
to ou trocas de calor por convecgéo, conforme o problema que esta

sendo estudado.

Como estamos tratando de uma substancia pura, a tem-
peratura na frente de solidificagao ¢ especificada como sendo & tem
peratura de fusao do material. Assim a fase s6lida tem condigoes de
contorno especificadas em toda a superficie gue a envolve(oS + 052)
0 mesmo ocorrendo com a fase 1iquida.Estas condigoes juntamente com
as condigoes iniciais para cada fase (campo de temperaturas em t=0)
permitiriam que © problema fosse resolvido se a frente Tt estives-
ce fixa. Entretanto este nso 6 o caso dos problemas tratados aqui,
entao necessitamos de uma equagao que nos fornega © movimento da
frente de solidificacgao. Vamos agora obter esta equagao para o caso
especifico de solidificagaéo. Os problemas envolvendo fusaoc tem for-

mulacao completamente analoga.

Consideremos um gistema Techado a passapem
de massa, numa posigao adjacente 4 frente de solidificagao no
instante t (conforme a figura 3.2.a). Consideremos tambem que ©
sistema  foi - desenhado de tal forma que e totalmente en-
globado pela frente de solidificagac no instante t + At, peérmane-

cendo adjacente a esta, conforme a fig. 3.2.b.
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FRENTE DE FRENTE DE_
SOUIDIFICASAD SOLIDIFICAGCAC
N
b
/ \
& \
ot |axs
= o [~
ey N Tr T
/ L J L__J ¥
L‘ﬁ‘L*ASDCQ ‘//
INSTANTE € INSTANTE £ +40t (<)
@) (b)
Fieuras 3.2 a).(b) £ ©)
0 sistema tinha espessura ox, conforme

mostrado na figura 3.2.a e passou a ter espessura AXg devido a
diferenca entre as densidades da fase s6lida e liquida. A conser-

vagao da massa exige que:

A = A 3.2
X, Py A Xg Pg A ( )
onde: sz . Axs - espessura do sistema nos instantes t
e t + At regpectivamente
pg » ¢, - densidade das fases sélida e liguida a tempera-
tura de fusao
A - aresa transversal ao sistena.
Ao fazermos um balango de energia,para este
sistema, a variagéo de energia interna entre os instantes t e

t + At devera ser:

Au = AX LA, . - A . 0 3.
u XgoA. Py ug X, A o, 0y (3.3)
onde: Ugy U, = energia interna das fases s6lida e liguida respecti
vamente,
0 calor adicionacdo ao - sistema entre estes
dois instantes, seguindo a convencgao da figura 3.2.c), & dado

por:
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- _ an
Q=(a} -aj) ) .A. &t (3.4)
onde:ﬂdg , @) - calor proveniente das fases solida e liquida res
pectivamente.

Observar que nao levamos em conta o calor provenien
te das outras faces do sistema Dpis estas sao perpendi
culares a frente de solidificagado, que & uma isotérma. O vetor flu
xo de calor, por sua vez,é sempre perpendicular as isotermas num ma
terial que segue a lei de Fourier, Desta forma,o fluxo é nulo nas

outras superficies.

0 trabalho efetuado pelo sistema devera
ser:

W = p.A.(AxS -~ sz) (3.5)

Desta forma, o 1°¢ principio da termodinamica exige
gue:

I = L A | . .

(Axs Py Ug A) (Axmpguf A) (qS aj JA At p (AxS Axg)A (3.8)
Expressando sz em termos de Axs pela eq.3.2,

eliminando a area e re-arranjando os térmos podemos obter a equa-

¢ao abaixo:

AXx
Levando ac limite para At + 0O o termo

tende
a velocidade da frente de solidificacao VS enquanto queAto termo
entre colchetes e a entalpia de fusao por unidade de massa Hsm com
sinal negativo.

- —
Hsz g VsL = q,

Y
al, (3.8)
A equagao anterior evidencia que a diferenga entre
0s fluxos de caglor provenientes das fases liquida e solida causa
uma movimentagzao da frente de solidificacac de tal forma que a en
talpia de fusao do material solidificado mantém o balango de ener
gia.
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Caso estejamos tratande de um problema uni-dimensio
nal, onde levamos em consideracao somente uma coordenada espacial,
a posigao da frente de solidificagdo pode ser descrita por uma fun
cao S(t), que a cada instante de tempo t associa uma posicao no
eixo de coordenadas x , onde se encontra a frente de solidifica-

gao, tal como mostra a figura 3.3.

KO{D/O/? LIQUIIDD
o
X0 2= 5(t)

FioumRAa 3.3

Os fluxos de calor podem ser calculados pela equa
gao de Fourier seguindo a convengao da figura 3.2.c). Desta forma

a equagao 3.8 se torna:

4 BTS BTl
P Hszs(t) = kg(——= )x=S(t)_ 5 ===

(3.9)
s X ax )

x=5(t

Para o caso multi-dimensional! a frente de golidifi-
cagao se constitui em uma superficie cuja forma e posicao varia
com o tempo. Dependendo da geometria da frente de solidificagao es

ta podera ser representada por uma equagao do tipo da equacaoc 3.10
z = S(x,y,t) (3.10)

Vamos supor gue a orientacaoc do sistema de coordena
das € tal que a fase solida se encontra em 2z< S(x,z,t) e a fase 1i-
quida em =z > S(x,y,t).

Para determinarmos o vetor normal a frente de soli-

~ <+ . - . g
dificagao n podemos considerar que esta e a superficie de nivel

zero de uma fungao de x,y,z e t definida pela equacao 3.11.

F(X!y’z:t) = Z - S(X9Y) t) (3.11)

Como o vetor gradiente e sempre nomal as super©icies de nivel,

o vetor unitario & frente de solidificaczo pode ser obtido pela eguagao 3.12.
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35 1 835 =+ *
. (- 1- 553+ Kk)
> _ ¥ F(x,y,2z,t) _ 8X 8y (3.12)
: 2 2
v 3 a
AR RN I AT R U
Ix 9y

Do modo comc definimos a orientagac do sistema de
coordenadas o vetor normal, definido pela equagao 3.12y "aponta" pa
ra a fase liguida. Os fluxos de calor Qg e QE podem, entao, ser
calculados pela equagao de Fourier seguindo a convengao da figura

3.2.c).

(3.13)

g+

T
Ag ks VTS

(3.14)

a2

A velocidade da frente de solidificagdo podera ser
obtida observando a figura 3.4 onde podemos verificar que o deslo-
camento Ae¢ na diregao normal e a projegaco do deslocamento A4S nes

ta direcgao.

~f—
D

POSICAD DA FRENTE DE
SOLIDIFICAGCAD NO
INSTANTE £+AMt

POSIGAD DA FRENTE
—DE SOLIDIFICAGCARAD NO
[INSTANTE

Fieu=a 3.4
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A velocidade V_  da frente de solidificacao pode

ser obtida pela equagao 3.15 onde utilizamos a equagao 3.12,

V., = lim Bl & o i CET =
At-0 At bt+0 st
ax 3y

Substituindo as equagoes 3.13, 3.14 e 3,15 na equa

gao 3.8 obtemos:

1
2
S8y (28
X 3y

H

= (kg T~ k, 9T,)). R (3.16)

21 L

. 83
5L 7S
S /A

Concluimos assim a formulacao geral para problemas
de solidificagao, envolvendo substancias puras, gue consistira na
resolucao da equagao 3.1 aplicada ao meio zdlido e ao iiguido, Jjun-
tanente com as condicdes:

a) Condigao inicial

b) Condigao de contdrno nas superficies
o e o, conforme analise fisica do problema,.

s
c) Condigzo de que a temperatura na superficie o

i ~ S8
e a de fusao.
d) Condicao de trocas de calor na superficie ooy da
da pela eguagaoc 16.

Retomandc a formulacao do problema gbordado neste
trabalho, as fases solida e liquida sz0 consideradas iméveis, as
propriedades fisicas sao constantes e independentes do estado de
agregacao, assim a equacdo 3.1 para as fases liquida e solida pode

ser dada pelas equagoes 3.17 e 3.18.
aT 3 T

S = para 0 < x < S(t) (3.17)
st ax?




2e

2
8T, 3 Ty

it 3 x?

para x > S(t) (3.18)

A condigao inicial € dada por:

T = T, para t = 0 (3.19)

A condigao de contdorno em x = O, antes do inicio

}
da solidificagao, € dada pela equagao 3.20.

k —2=hn(t) [T, 7] em x =0 (3.20)
83X
e 0 < t < ti
onde: ti ~ instante de tempo em que se inicia a solidificagéo

h(t)- fungao que define o coeficiente de transmiss3o de ca-

lor por conveccao.

Apds o inicio da soligificacdo a condigido de contdr

no em x = O passara a ser:
BTS
K = = h(t)[r_ - T] emx =0 (3.21)
ax

e t >t

A condigao de que a temperatura na frente de solidi

ficagao € a de fusdo é dada por:

TS = Tz = Tf para x = S(t) (3.22)

A condicao de trocas de calor na frente de solidifi

cagao pode ser equacionada como:

3T 2T
k[- 2= ¢

} as
3Ix X X"—"S(t)

Sk dt
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3.2 - Méetodo da Fungao de Green e Resolugao de

Problemas de Conducgao de Calor

A metodologia de utilizagao das fungoes de Green na
resolugao de equagoes diferenciais a derivadas parciais sera deli
neada neste item, para que nao haja necessidade de consulta a ma

terial externo. O material deste item foi baseado nas referencias
[s51] e [52].

Vamos considerar a resolugao de uma equacgao diferen
cial genérica, envolvendo as variaveis independentes x,y e t,apre
sentada na forma da equagao 3.24, Nesta equagao "L" e um operador
diferencial linear envolvendo as variaveis independentes. Iremos
supor gue a solugao é procurada nos instantes de tempo €t > 0, no

interior da regiao RS, que possul uma fronteira o .
L = f(x,y,t) (3.24)

Estamos supondo tambem gue sao definidas condigoes
iniciais e condigoes de contorno na fronteira ¢ , de tal forma

que o problema esteja matematicamente bem formulado.

De maneira resumida, podemos afirmar gque o me todo
da fungéo de Green consiste em expressar o operador "L'" em rela-
¢cao a novas variaveis e, ve 1 , que fazem o papel de x,y ¢ t
respectivamente. Multiplicamos © operader, aplicado a fungéo ¢, poOr
uma fungao G gue envolve, alem de outras, as variaveis e,v 1. A

expressao 3 integrada no dominio de interesse como indicado abai

XQ.

A
G. L¢ de d v d =

°© 8
onde: X €& um instante de tempo aléem do gual nao ha interesse na

solugao.

0 método da funcao de Green reguer gue o termo aci
ma seja desenvolvido {utilizando integragac por partes e o teore-
ma da diverg%ncia), de tal forma a obtermos uma express2o matema-
tica que envolva, alem de outros t@rmos, uma integral sobre o mes

mo dominio, da fungdo ¢ multiplicada por um novo operador "L*Y
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operando em G, tal como indicado na equagao 3.25.

J G . L¢ de dv dr = }(... ) de dr o+
J
o o] o
D
rf At
%*
(.....) de dv + J $.L G de dv dr (3.25)
b, OJ
£ $
onde: d? - elemento da curva o.

Posteriormente assumimos que & G , ate agora nao es

pecificada, & uma solucao da equagao diferencial eq.3.26.

G = 6(e-— x) 8(v=-y) 8(1~ t) (3.26)

A funcZo §, que aparece na expressao acima, e a fungao
de Dirac. Esta fungao € uma funcao generalizadae nfo uma fungdo no
sentido usual do célculo difencial e integral. A funcgiZo delta pos-
sul o seguinte comportamento na integragio:

r
2 f(a) se £1 < g < 22

£{x) 6(x-a)dx = = (3.27)

L

% 0 se o > 22 ou o < §

onde: f{x) & uma funcao continua qualguer.

Tendo em vista o comportamento da fungao de Dirac o
ultimo termo da eguacao 3.25 pode ser integrado, resultando na
equacao 3.28, onde foi utilizada a equacao 3.24 para eliminar o

termo "L o¢o".
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o(x.y,t) = G.f(e,v,1)de dv dt +
J
° 9
A f
(....)ds dr - (....)de dv (3.28)
oo
D

Os termos que estao entre parénteses na equacao 3.28,

}
resultam do desenvolvimento da equacgao 3.25. Estes termos irio de-
pender dc operador diferencial '"L" e envolvem, de maneira geral,
valores das fungSes ¢ e G, bem comc suas derivadas, na fronteira
para os instantes de tempo O < t <x e na regiao i) para os instan
tes t =90 ¢ t = » . Alguns valores da funcao ¢ e/ou suas de-~
rivadas podem ser obtidas atraves das condigaes de contarno,porém
existirao valores da fungao incognita e/ou suas derivadas que nao
sao conhecidas a priori. Para eliminarmos estes termos indeseja-
veis devemos impor condigoes de contorno para a func2o G . Desta
forma a fungao G devera ser uma solugao da equagao 3.26 atenden—
do a condigdes de contorno que permitam eliminar os térmos indese-
javeis da equagdo 3.28.

Para sermos um pouco mais especificos iremos analisar o
problema bi-dimensional de condugao de calor em regime transiente,

dado pela seguinte formulagzo:

S « VT = f(x,y,t) para (x,y) €& ;9 {(3.29)
o e t > 0

com a condigao inicial:
T(x,y,0) = p(x,y) para (x,y) € P (3.30)

Para mantermos a generalidade iremos supor gue a curva

g, que delimita a regiéo i) , pode ser sub-dividida em 3 partes

’

1
no:

[+)

o € 0,5, onde s3o validas as seguintes condigOes de contor-

2
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T(x,y,t) = ry{x,y,t) para (x,y)€ o, (3.31)

aT
(x,y,t)= r,(x,y,t) para (x,y) €0, (3.32)
in i
]
3 (X9Y9t) = "E [PS(X,Y,t) a T(X,y,t)]
ain Xk
para (x,y) 603 (3.33)
onde: g indica a derivada na diregao da normal externa a
a curva o

Para construir uma solugao utilizendo© metodo das fun-
coes de Green devemos obter uma eguagac semelhante a eq.3.28 par-

tindo da integral abaixo indicada.

Ao

3

J J ¢ (21 _ o v°T) de dv dr
9T

o

€

Trocando a ordem de integracao e utilizando integracgao

por partes podemos obter o seguinte resultado:

X ¢ f r A

!
G I de av dr = ¢ 2T 4r de dv =
9T 9T
O J
o)
&L &
fr ) A
e 3G 3

= [G T]Tzo — T —aT"'— dT de d\’ = (3.34)

4 4

5 {

[ f AN

=y 3G

5 [G T] de dv - g de dv dr
i Tw) L
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Por outro lado,utilizando o teorema da divergencia po

demos demonstrar o seguinte resultado, gue ¢ denominado Teorema

de Green:

(¢ V27 - T v®G) de dv = (G S LS ¢ Yy dr  (3.35)

an an

Utilizando as equagoes 3.34 e 3.35 podenos obter
uma equagao analoga a equagao 3.25. Como indicado abaixo:

A r{
P g (=21 _y v'T)ce dv dr =
aT
o s
([t !{f
= G T de dv - G T de 4v +
T=A T=0
J
B P
f X{
¥ o (T _3G _ e 8T Yde dr + T(- aE -av?@)dedvdr
3n an 9T
o o}
L

(3.36)

Impondo que a fungéo G seja uma solugéo da equagéo

diferencial abaixo:

* 6 - o G _4vig - §(e-x)8(v-y)s(1-t) (3.37)
aT

Obtemos a partir da equagao 3.36 e da equagao 3.29

f
T(x,y,t) = - JJ GT de dv + I GT de dv +
=2 _J =0
ol b
~ & (v =28 _ ¢ 2L 4 g dr +
an an
0 ‘¢
A f
N J G.f(e,v,t )de dv dr (3.38)
0
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A equacao acima envolve valores nao especificados da
incégnita T . Naoc conhecemos T para t = A nem para (x,y)ec2
e (x,y)e o4 . Também ndo conhecemos —t em o, e 0, . Entretan-
to a imposigao das condigoes de contdtRo para a fungao G equa-

coes 3.39, 3.40, 3.41 e 3.42 ira permitir gque estes térmos sejam

eliminados.
G =0 para t = X (3.39)
G = 0 para (E,v)ecl (3.40)
26 e para (e,v)502 (3.41)
an
el . e para (e,v)ec3 (3.42)
an k

Utilizando as equacoes 3.39, 3.40, 3.41 e 3.42 na egua

cao 3.38 iremos obter:

;
T(x,y,t) = [’ p(e,v)G de gv +

(A JJQ P
- ryle,v,1) %G 4y gt + o | irg(e,u,T)G dr dt +
an J |
JoJ O JC
F)\fcl Aoy 2
+a rg(c,v,r) D g oar dr +[ l f(e,v,1)G de dv dt (3.43)
‘OJG k O J
3 b3

A equacgao acima permite a obtencac do campo de tempera
turas caso a G seja uma solugao da equagao diferencial eq.3.37,
sujeita as condigoes de contorno equagoes 3.39, 3.40, 3.41 e 3.42.

Observamos que, de maneira geral, as equagGes para ob-
tencao da G sao mais simples que o problema original pois as con

dicoes de contorno sao homogeneas.
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3.3 - Aplicagao do Método da Funcao de Green em

Problemas com Mudanca de Fase.

0 método de resolugéo,que vamos abordar agui, tem sido
chamado, também de método, da equagao integral e de método da fonte
movel de calor. A principal utilizacao deste método se refere aos
problemas em que as fases s6lida e liquida nao se movimentam, em
que as propriedades nao variam com a temperatura, as difusivida-~
des termicas e as densidades de fases liquida e solidas sao iguais.
Neste item iremos seguir o material abordado na referencia [14]

a nao ser quando ha mengao em contrario, O problema generico que

pode ser resolvido utilizando este metodo, e equacionado abaixo:

aT
5 - ¢ v? TS para t > 0 e z < S(x,y,t) (3.44)

ot

STQ‘
= a V° Tz para t > 0 e Z: >l [SiEeymit) (3.45)

3t
(CONDIGOES INICIAIS PARA T, € TQ) (4.46)

(CONDIGCOES DE CONTORNO PARA AS FRONTEIRAS

QUE SEPARAM O SISTEMA DO MEIO EXTERNO) (4.47)
T, =T, =Ty para z-= S(x,y,t) (4.48)
as 1 -+

0 = (kv T - kvl }).n (4.49)
SEUS et /], (252, 35,2 S e Pl
3y Para z = S(x,y,t)

Inicialmente iremos efetuar uma mudanga de variaveis

para que possamos analisar os casos em que k_ # Kk, , porem a ana-
lise s0 se aplica guando ag =a, = a, definimos entao:
- T -
o mene o HE S S lle
¢ = =
AT ¥ K AT

onde: AT & uma variacao de temperatura tomada como referencia.
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0 problema passa a ser definido pela equagoes:

a0

= = ﬂve 9'_. (3150)
3t o
38,
% _ avis (3.51)
3t "
(CONDIGOES INICIAIS PARA 6_ e eg) (3.52)

(CONDICOES DE CONTORNO NAS FRONTEIRAS o € o, (3.53)

6, =0, = 0 para z = S(x,y,t) (3.54)
H
Che 93 1 _ (Vo - Ve, ).h (3.55)
K_ AT at // S 2 5" 5 r '
9X 9y

0 método aqui considerado consiste em substituilr as

equacbes 3.50, 3.51 e 3.55 pelaequaggo diferencial abaixo:

O G O
ot
- 55 1
5 St at 5(— z - S(x,y,t) (3.56)
C aT v/ 2 2 V/ 2 2
] )
S 14+ (=28 4 (-25) o eedley Sy
IxX 3y Ix RY
Hsa . ;
Ste = - & um adimensional conhecido como numero de Stefan.
Cs e Este caracteriza a importéncia relativa da entalpia

associada a mudanca de fase e a entalpia associlada

a variagao da temperatura, em um determinado proble

ma.
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A equacido 3.50 para a fase solida e idéntica a eq.3.51
para a Tase liquida. Na equaczo 3.56 temos os mesmos termos que
nas equacoes 3.50 e 3.51, mais um termo fonte de calor que torna
automaticamente satisfeita a condicao de contorno eq.3.55.A posi-
¢ao onde atua esta fonte de calor e nos pontos onde ¢ argumento da
fungao & de Dirac é nulo, o que corresponde a z = S(x,y,t) ou se
Jja os pontos da frente de mudanga de fase. A intensidade da fonte
¢ dada pelo termo que multiplica a fungao & . Desta forma, o termo
extra, que aparece na equagéo 3.56, leva em conta a entalpia de fu-
sao e substitui a equagao 3.55 como iremos constatar mais abaixo.

Vamos demonstrar gqgue qualquer solugac da eguagac 3.56
é uma solugao da equagao 3.50. Integrando a equagao 3.56 em uma 3¢
giao i)s, contendo somente a fase sélida,teremos sempre z <S{x,y,t)
e desta forma o argumento da fungao § nao ha ira se anular. Devi
do a propriedade dada pela equagéo 3.27 do item 3.2, a integral do

termo que envolve a fungao & seri nula. Assim obtemos:

58 _ 4 92 §) dx dy dz = O (3.57)
t

1 (
I
5,

Como a regiao de integragéo e gualqguer, desde gque no
interior da fase sélida, entaoc o integrando é nulo e constatamos
que é valida a equagdo 3.50. Fazendo a integragdo em uma regizo.f),
qualquer da fase liquida verificamos,de maneira anéloga,que a equa

cao 3.51 tambem € atendida.

Para demonstrarmos que a condicao de contorno dada pe-
la equacao 3.55 & atendida, iremos integrar a equacgao 3.56 na re-
giao e Que sera especificada a seguir. Esta demonstracgao foi de
senvolvida tomando como base uma sugestao apresentada na referen-
cia [14].

Para definirmos a regiaoc de integracao vamos supor
uma regizo M genérica,do plano =z = O,delimitada pela curva fe-
chada C como mostra a figura 3.5. A integracgao sera efetuada na

regiéocﬁm_ conforme especificado abailxo:
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(x,y) € M

(%,¥,2)€0) <o (3.58)
AL
S(x,y,t)—e< 2 £ S(X!Yst) + e

-

"

onde: ¢ >0

A regiao i{t consiste, entao, no cilindro paralelo ao
eixo z, cuja secgao transversal € a regiaoc R , limitada pelas
superficies z = S(x,y,t) - ¢ e 2z = S(x,y,t) + ¢

SURERFICIE F=S(X,$,t)+&

REGIAD Dae
SUPRPERFITIE 3-S(X,%,t)~E

T,

FIGuURAS 3.5

O termo da equagao 3.56 gue envolve o laplaciano pode

ser desenvolvido utilizando o teorema da divergencia:

f S5+€ (f [f 98

IJ. [ v¥ e dz dx dy = JJ & d A + . ‘;:— dA2 +
= 4

wo O A

rS+E 38
o % J dz ds (3.59)
an
S—¢

C
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onde: Al - e a superficie inferior na fig. 3.5
A, - & a superficie superior
3b . . ~ . L
_9%% _ & a derivada na direcao da normal externa a regiac
on
ds - ¢ um elemento de arco da curva C

dA,- € um elemento da superficie Al

um elemento da area da superficie A,

o
o
I
0]

Na equagao 3.59 as integrais nas superficies A1 e A2

podem ser convertidas em integrais na regiao M

[ | a0 [ 38 23S |2 aé—g
J e = } O ) e dx dy (3.60)
in B an X 3y St
Aq
f r [ 2 2!-
9
} 58 4, - J 00 \/;(LS ) +(22y lax dy  (3.61)
e 2 an aX dy 1 pogee
A, M

0 termo envolvendo a fungao ¢ pode ser desenvolvido

com & mudancga de variaveis:

hee 2 DlEGYE) =z - s(ry, DR (3.62)
2 2
\/{+( aS) +( aS)
aX Iy

Na expresséo acima, a ultima igualdade decorre da eq.

3,13. Utilizando esta mudanga de variaveis obtemos:
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[
S+ 5

3 z — s(x,y,t)

/1:(ax>+<ay) i ()b

wn

-+
O

dz dx dy =

S—-€

+ >
. +e(n.k)

35
= o §(u) du dx dy =

>
;o -e{n.k)

@
]

( = dx dy (3.63)

ar
ot

( Utilizando as equagoes 3,59, 3.60, 3.61 e 2.63 podenos

expressar a integral da equagao 3.56, na regiaoja ,COmo *
Y3

S+e
{ 28 dz dx 4
3t SRt CUTS
M S=k
38 38 2 ag . ? 30 35 % 38.%
- o [;—L/1+(a—x>+(;-) } + [;* 1+(;-§>+(3—S) } +
y Z=5-¢ Y z2=5+¢
M
S+¢
{
H
sk 388 86
+ Cs 8T 2t dx dy + = dz ds (3.64)
JC S-¢

Levando agora ao limite para ¢ » 0 o termo, no lado eg

querdo da equagfo 3.64, tende a zeroc, pois o volume de integragdo se
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degenera em superficie e a fungdo integrando € limitada. O Gltimo

téermo da equagao 3.64 tambem tende a zero pois a superficie se de
36
an

genera em uma linha e a fungao integrando e limitada.0 termo

Y
em 2z = S-¢ tende & -ves .n enguanto que o termo em z=8+¢ tende
el

~ o~ -+
a veg. n , devido a orientacao escolhida para o vetor n na equa-

cdo 3.12 do item 3.1. Assim obtivemos:

X 3y C AT at

rr e

I 2 2! H

JJ a [ﬁvel— Ve J. f \/i+(—3§ +(3§) e R dy dx= 0
s

M

(3.65)

Como a regido de integracdo M & arbitraria entao o
integrando e nulo. Desta forma demonstramos que a condigao de con-

torno, dada pela equagao 3.55,¢ atendida.

0 metodo da fungao de Green consiste, inicialmente,em re
solver a equacao 3.56 com as condigoes de contorno eqg.3.52 e equa-
cdo 3.53. A resolugao destas equagoes envolve um termo nao homoge-
neo gue nao € conhecido a priori, pois depende de conhecermos © com-
portamento da frente de solidificagac, especificado pela funcao
"§(x,y,t)". Desta forma a resolugao da equacgaoc 3.56, com as condi-
coes equagdo 3.52 e equagao 3.53,deve ser obtida por meio de um me
todo analitico. Um método numérico nao permite que o problema seja

resolvido com um termo nao homogeneomnao especificado. A maioria dos

trabalhgs tem adotado é*método!daé fun¢Ges de Green para.resclver as
equagoes. Uma vez resolvido o problema dado pela equagao 3.56) com
condicoes equagdes 3.52 e equagac 3.53, podemos impor a condicgao

de contdrno equacio 3.54. Assim iremos obter uma equagao integral
cuja incognita & a fungZo que define as posigoes da frente de soli

dificagao.
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4, APLICAGAO DO METODO DA FUNGAO DE GREEN NA RESOLUCAO DO PROBLEMA

A resolugao do problema sera abordada em etapas de cres
cente complexidade. Inicialmente iremos abordar o problema com tem
peratura imposta em x = 0, depois o problema com fluxc de calor im
posto e finalmente o problema com trocas de calor por convecgao.

4.1- Problema com Temperatura Imposta

Iremos tratar neste item do problema da solidificacgao
de uma barra semi-infinite com as superficies laterais isoledas,
contendo inicialmente em seu interior material liquido a uma tempe

ratura iniciel Ti superior a temperatura de fusso T Ne extre

midade x = O da barra a temperatura e variada de algima forma, cde
acordo com a funcao T(0,t)=W(t), como pode ser observado na figura
4.1. Iremos supor que a temperaturs em x=0 & sempre inferior a tem
peratura de fusao e que a fase liquida nao se movimenta. As pro
priedades fisicas sao supostas independentes da temperatura e do

estado de agregacso.

—FASE SOLIDA
¢ f4m$ELﬁmJDA

T(0,t)= W(t)—=— N —
LA A FRENTE D&
7 7 // / 7 MUDANGA D&
; \/./ s FASE
*' \ X = S(t) ?

\_[MATEQ;AL_ ISOLANTE
| TERMICO PERFEITO

Freu~a 4.9
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A formulagao do problema pode ser dada pelas seguintes

equagoes:
aT 3% T
S =4 S para O <x< S(t) (4.1)
at ax®
BTQ 8T£
= o para x >S(t) (4.2)
3t ax?
T (x,0) = T, (4.3)
TS(O,t) = W(t) (4.4)
TS[S(t),t] = TELS(t),t] =-Tf (4.5}
3T aT
K JI— = [_'s(t),t] - L [S(t),t:[ - H_, e (4.6)
Lax ex dt

Seguindo o procedimento delineado no item 3.3 do Capitg

lo 3, substituiremos as equacgoes 4.1,

rencial:

HSQ

ds

4.2 e 4.6 pela equagao dife-

ax? (C;

at

(4.7)

aEc-S(t)]

A solugao devera obedecer as condigoes de contorno dadas

peleas equagaes 4.3 e 4.4, enquanto gue o comportamento da frente de

solidificacao € mantido como uma incognita e sera obtido posterior-

mente pela aplicagao da condicao de contorno 4.5.

Para resolvermos a equacao
4,4 utilizaremos o metodo das funcoes
pitulo 3). Mudamos entzo as variaveis
mos o lado esquerdo da EqQ.4.7 por uma

4.7 com as condigoes 4.3 e
de Green (ver item 3.2 do Ca-
x e t para ¢ e 1, multiplica

fungao G e integramos no domi

nio de interesse como indicado no lado esgquerdo da Eq.4.8 Mudando a

ordem de integragao e utilizando integragzo por partes obtemos:



38

(k o
S 2
( 2L _ 2T ) G de dt =
ot ge?
L R ¢
f . e+
— aT d
= [GT]T : de - o fie - T - 06 ]E_ gt +
T=0 de oe =0
e 0
[ f“ »
i T( - G/ & ) de dt (4.8)
N> e
e (o)

onde: um instante de tempo alem do qual nao ha interesse na

solugzo.

Caso a fungao G seja uma solugao da equagao diferen-

cial 4.9 e atenda as condigoes 4.10, 4.11 e 4,12:

2
G e L8 nle=me =t (4.9)
J1 3e?
G = 0 para Tt = A (4.10)
G =0 para € =0 (4.11)
G+ 0 para ¢ + ©

Entao a equacao 4.8 sera eguivalente a equacao 4.13:

&> A
T(x,t)= J TiGl de + a J W(t) 3G dr +
1=0 d¢e

m
il
O

0 o)

Hoy | &
+ | S(t) GI dr (4.13)
C Jo e=5(t)
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Segunde a referéncia [52], a fungao G dada pela equa
c3o 4.14 é uma solugao da equagdo 4.9 e atende as condigoes 4.10 ,
4,11 e 4,12,

—(e—xf -—(e+x)2
Gle,7;X,t)= A e4a:t_T: L e4a:t—1: (4.14)

2Van(t-1)

onde: H(t) € a funcao de Heaviside

O para t < O
BI(B)) =

1 para t > O

Substituindo a equagao 4.14 na 4.13 obtemos:

po *(E—X)2 —(e+x)2
1 4 at 4 ot
T(x,t) = T, ———— e - e de +
1 oviant
‘o
(t =
4o (t-T)
Wit ) X 2 372 dy +
J 2V ar (t- 1)
o)
i = ~[S(1)+x]?
& [S(x)-x]? [
Za(t-1)
ol = ) e SRRE R SRl £ (o= oy dr  (4.15)
C 2V0ﬂ(t-1)
o

” * . p
Fazendo a mudanga de variaveis T = T - ’I‘i podemos elimi
nar o termo envolvendo a condigzo inicial na equagao 4.15. Retornan

do posteriormente as variaveis iniciais obtemos:

t
T(x,t) - T, = [WET)=T, | —Kem— e 4
3 L + E/g?%t-t)B/g 'y
o[t -[s(t)-x])? -[8(1)+x)]?
N S8 S(1) e4a(t—r) . e4a(t—T) 0 (4.16)
C 2 Gﬂ(t'T)

0
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A particularizagao que foi feita para a condicao inicial,
considerando esta uniforme, nao se constitui em uma limitagao do me
todo aqui considerado. Poderiamos considerar uma outra condigao ini

cial,qsubstituindo esta na equacao 4.15 e efetuando a integral.

A solugac completa do problema depende da obtengao da
fungdo S(t). Uma vez obtida esta fungao podemos substitui-la na

" 4,16 e efetuando a integral obteremos o perfil de temperaturas.

Vamos agora considerar um metodo numerico para efetuar
a8 integrais indicadas na eguagaoc 4.16. Utilizaremos o procedimento
descrito na ref.[10].Iremos sub-dividir o intervalo de integragao

de 0O a t em n sub~-intervalos delimitados pelos instantes de tempo

to! tli te:--c ,tn Onde Ek_l < tl( (k=1,2, lll,n)’ to=O e tnz t. Er‘e—
mos fazer uma aproximagac supondo que o comportamento das fungoes
W e 8 & linear no interior de cada intervalo [tk_l,tk],co—

mo mostram as figuras 4.2a) e 4.2.b).

;
to t tz ts tL,----% to ‘ tea ts t, tsg

FIGURAS &.2 a)e b)




a1

0 comportamento das fungoes seria, entao, dado de forma
aproximada pelas equagoes 4.17 e 4.18, onde a by, A, e By sao de
terminados a partir dos valores de S ¢ W nos instantes t, 4 €

tk .

ne

s(t) &, t+ b, para t,._, €t <t (4.17)

W o(t)s B B, para t, 4 € t < % (4.18)
Com base nas equagoes 4.17 e 4.18 podemos calcular de

forma aproximada as integrails indicadas na equaqéo 4,16 obtendo as

sim a equagao 4.19.
T(x,t) - T, Z T1(x,t) + I2(x,%t) (4.19)

Na equagao acima Il corresponde a integral envolvendo
w enquanto que I2 corresponde a integral envolvendo a fungao S.
As expressaes para 11 e 12 estao no apéndice i. A medida que dimi-
nuimos os intervalos [tk—l’ tk] menor sera o erro cometido no calcu

1o das integrais, tornandoc menor © erro envolvido na equagéo 4,19,

No problema proposto, a temperatura em x=0 W(t) € conhe-
cida e entéo nao seria necessario calcular a integral, envolvendo
esta fungéo, de forma aproximada. Em muitos casos esta integral po-
dera ser calculada de maneira exata, entretanto © calculo aproxima-

do sera util nos desenvolvimentos sub-sequentes.

Para obtermos as posigoes da frente de solidificagao de-
veremos impor a condigao de contorno equagao 4.5, isto sera feito
de maneira aproximada utilizando o procedimento desenvolvido na
ref. [10]. Iremos imppr a condigao equagao 4.5 nos instantes tk

utilizando a equagao 4.19.
Iremos inicialmente impor a condigao 4.5 no instante t,
utilizando a equagao 4.19 com n=1, isto ¢, utilizando apenas um

trecho de re*a para efetuar a integracg#o.

HSSL

Te ~ T, = Il(Sl,t +

£ 12(S,,tq) (4.20)

1) -
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Esta equagao nao-linear envolvendo a incognita §, de-

ve ser resolvida por algum método. Apos a obtengao de S, podemos

impor a condigao equagae 4.5 no instante t2 , utilizando dois tre
chos de reta (n=2) para efetuar as integrais:

H

i S%
T. - T, =I1(S,.t,) + - 12 (SN (4.21)

Novamente obtivemos uma equagao nao-linear que agora de
ve ser resolvida para a incégnita 82 . O processo pode ser repeti
do sucessivamente para obtermos 83,54,... ete., cada passo utili-
zandc os valores anteriormente determinados de Sk .para calcular
as integrais.

No inicio deste item foi imposta a condigao de que a tem
peratura em x=0 W(t) fosse sempre inferior a temperatura de fusao
Tpe Esta implicita nesta condigao a ocorréncia de apenas uma fren-
te de mudanca de fase, pois caso permitissemos gque esta temperatu-
ra assumisse valores acima de Tf teriamos gue levar em conta a

fusao de material anteriormente solidificado como mostra a £g.4.3.

://///

ubu££>//sogcx> L IUIDO
e
F }
xX=7 :x.=s(t)

FicumA .S

O caso em que W > T. para 0 <t <t; e W < T. para

t > ti, pode ser resolvido se mantivermos 5=0 para 0 < t < ti .Des
ta forma a integral, envolvendo a posicao da frente de solidificacao,
ira se anular. Para t > ti calculamos normalmente os Sk utilizando
o procedimente anterior.
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4,.2- Problema com Fluxo de Calor Imposto

Iremos abordar o problema proposto pelas equagoes 4.1,
4.2, 4.3, 4,5 ¢ 4.6. Ao invés de considerarmos a condigao de tempe-
ratura imposta em x=0 dada pela equagao 4.4, iremos levar em conta

a:condicao de contorno de fluxo de calor imposto.

3T

-k —2— (0,t) = §'(t) para O < t < t, (4.22)
3%
3T )

-k —=2  (0,t) = q"(t) para t > ty (4.23)
X

Novamente devemos tomar zlguns cuidados para evitar o
aparecimento de mais de uma frente de mudanga de fase. Iremos su-
por que apés o instante ti em que a temperatura em x=0 atinge Tf
" é sempre negativo.

A resolugéo.seré baseada nos desenvolvimentos do item
anterior. A equagao 4.16 & uma solugao das equagoes 4.1, 4.2, 4.3 e
4.6, porém neste caso além de nao conhecermos S(t) também nao conhe

cemos W(t).

Resolvemos o problema de forma aproximada calculando,

a partir da equagso 4.19, o gradiente de temperaturas:

5T ~ Hs£
(x,t) 2 I6 (x,t) + I7(x,t) (4.24)
X c
onde: 16 = CH e I7 = al2
3 X 8 X

As expressaes para 16 e I7 podem ser encontradas no
Apéndice 1. Pecdemos agora impor as condicoes de contorno dades peles equa
goes 4.5, 4.22 e 4.23 nos instantes t, utilizando as equagoes 4.19
e 4,24, Para cada instante tk obtemos um sistema de duas equagoes

nso-lineares envolvendo como incognitas Sk e W "

Hs:t

(A9
(41}
~—r

+ I2(s

A L= LS T (4,

T1(8y,t k* Tk Te 5

k)
c
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H ALl
16(0,t, ) + CS“ 17(0,t,) = o (ty) (4.26)

Este sistema de equagces pode entao ser resolvido por
algum metodo para obtermos 5, e W, ,5, e WQSB e W3,.../. A cada
passo utilizamos os valores anteriormente calculados para computar
as integrais I11,I2,1I6 e 17. Caso a solidificagao nao tenha se ini-

ciado basta resolver a equagao 4.26 para obter W pois Sk = O

4.3- Problema com Trocas de Calor por Convecgao.

Iremos abordar novamente o problema dado pelas equa-
goes 4.1, 4.2, 4.3, 4.5 e 4.6,1levando em conta a condigéo de cont5£
no dada pelas eqanSes 4,27 e 4.28, esta corresponde a trocas de ca

lor por convecgao com coeficiente-de trocas variavel.

aTg

K 22 (0,t) = h(t)[&m(o,t)-ig] para 0 <t< t, (4.27)
oT

K (0, %)= h(t){?s(o,t)- T%] para t » t; (4.28)
3 X

Da mesma maneira que fizemos anteriormente iremos impor
as condigoes de contorno equagoes 4.5, 4.27 e 4.28 nos instantes t,
utilizando as equagaes 4.1¢ e 4.24, Novamente, para cada instante

t. obtemos um sistema de duas equagoes nao-lineares nas incognitas

k
Sk e wk
Hsm
Il(Sk,tk) + . I2 (sk,tk) =T, - T, (4.29)
h(ty) sy
[?k Ay ]= IG(O,tk) + I?(O,tk) (4.30)
K = C
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Da mesme forma como no item anterior, este sistema de
equagoes pode ser resolvido para obtermos Sl e Wl, 52 e W2, S3 e
w3, - °
para calcular as integrais. Caso a solidificagao nao tenha se ini-

.../ A cada passo utilizamos os valores anteriormente obtidos

ciado basta resolver a equagéo 4.30 para W, mantendo Sk = O
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5 - RESULTADOS

Todos os resultados, agul apresentados, foram obtidos em
uma CPU IBM-3090 Modelo 18E)com sistema operacional VM/CMS versao
4.2 (IBM). O compilador para FORTRAN IV, utilizado, foi o Gl wver-
sao 2.0 (IBM). Todos os tempos de processamento estao em segundos.

5.1- Método da Funcao de Green

Iremos abordar uma especializacgao do problema descrito
na introdugao, considerando a temperatura inicial da fase liquida
Ti igual a temperatura de fusao Tf e levando em conta um coefi-
ciente de transmissao de calor por convecgao constante. Para este
problemaJnéo e necessario calcular as temperaturas na fase liquida
pois estas serao sempre iguais a temperatura de fuszo Tf Iremos
efetuar uma adimensionalizagao das variaveis como indicado abaixo:

" hx " h? ABEo, AP -
X =— 3 t= at ; @ =
k k® Te- T

0 equacionamento do problema sera dado por:

2
ae  _ _28°# (5.1)
at* ax*?
8 =1 para t* = 0O (5.2)
ae
= 8 para x* =0 (5.3}
ax#*

o (s, t7) =1 (5.4)
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*
88 . ste o para X* = S* (5.5)
ax* dt*
H
onde Ste = = e S*z hs
C(T o~ 2] k

Foi elaborado um programa de computador implementando o
método de resolugdo apresentado no item 4.3. Os sistemas de equa-
¢oes nao~lineares foram resolvidos utilizando o metodo de Newton
Raphson, descrito no apéndice 2, A estimativa inicial para as rai
zes foi obtida da solugao aproximada de London & Seban j2s5|, para
o primeiro par de raizes,para as outras raizes a estimativa ini-
cial foi obtida por extrapolacgao linear com base nas raizes ante

riores. O programa FORTRAN esta apresentado no apéndice 3.

0 programa de computador foi utilizado para obtermos as

posigSes da frente de solidificagéo 5% e as temperaturas em
x* = 0 eo , para Ste = 0,5, que corresponde aproximadamente .ao

caso de lingotamento continuo de aco. Foram obtidos os resultados
para t* wvariando de 0 a 10. Foram considerados 5 valores dife-

rentes para os intervalos de tempo entre cada avaliagao des rai-

zes At* Caso 1: At*= 1.0; caso 2: 4t*= 0.5;
Caso 3@ At*= 0,25; Caso 4: At*= 0,125;
e Caso 5: At*= 0.0625 . Cada caso correspon

de a um At* igual a metade do caso anterior. Os erros percentu-
ais maximos admitidos na obtengéo das raizes foram de 0,05%, nos
casos 1 e 2, e 0,01% nos casos 3,4 e 5. Na tabela 5.1 temos os re
sultados para S* e na tabela 5.2 temos os resultados para eo .
Nestas tabelas, a coluna a direita dos resultados para cada caso,
com excegao do caso 1, corresponde a variagao percentual em rela-
cao ao caso anterior. Podemos notar gue esta variagao percentual

e sempre menor, a cada novo processamento, sendo aproximadamente a
metade do valor anterior., Isto ¢ uma indicagao de que esta ocorren
do convergéncia. A medida que diminuimos o intervalor at* estamos
nos aproximando da solugéo real do problema. Iremos utilizar a va-
riacao percentual, em relagao ac caso anterior, como uma medida da

precisao dos resultados obtidos.
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Posteriormente, foi elaborado um outro programa de com-
putador, utilizande o método da secante para obtengdo das raizes.
Este metodo requer apenas uma avaliagao das fungoes envolvidas
nas eguagdes nao-lineares, para oada iteragio, enquanto que o mé-
todo de Newton, devido ao calculo numérico das derivadas, requer
tres avaliagoes para cada fungao envolvida nas equagoes néo-lineg
res. Cada avaliagao das fungoes € um passo que consome tempo de
computagao. Esperava-se entao que a utilizagao do método da secan

te resultasse em economia de tempo de processamento.

0 método da secante, descrito no apendice 2, foi entao
implementado, resultando no programa de computador apresentado no
apendice 4. As trés estimativas iniciais necessarias para a utili
zagao deste me todo, para o primeiro par de raizes, foram obtidas
da solugao aproximada de London & Seban[zs] com incrementos . cor
respondentes aos erros maximos permitidos para as duas raizes. Pa
ra as outras raizes foram utilizados os valores obtidos por extra
polagao linear, com base nas raizes anteriores, tambem com incre-
mentos correspondentes aos erros maximos permitidos péra as rai-
zes. Este programa feoi utilizado para obter os resultados para os
mesmos casos abordados anteriormente com o método de Newton. Os
erros maximos admissiveis para as raizes foram os mesmos que nos
casos abordados com o método de Newton. Os resultados para S* es
tao apresentados na tabela 5.3 e os resultados para eo estao a-

anresentados na tabela 5.4,

Uma comparaqéo entre os resultados apresentados nas ta
belas 5.1 e 5.3, bem como os resultados apresentados nas tabelas
5.2 e 5.4, mostra que houve boa concordancia entre estes. As dife
rengas que ocorreram s30 compativeis com os erros admitidos para
o calculo das raizes. 0Os tempos de processamento obtidos, com a
utilizagao do método de Newton, foram de 1,6 a 2,2 vezes maiores
gue os obtidos com © metodo da secante. Segundo Rice [53 ]deveqse
tomar cuidado ao generalizar resultados obtidos em um ambiente
computacional para outros ambientes. Podem ocorrer grandes dife
rengas mesmo quando sao usadas diferentes versoes de um mesmo com
pilador. Entretanto a semelhanga entre os procedimentos utiliza-
dos nos dois programas fornece uma indicacao de que-a tendéncia
de ganho de tempo computacional, quandc da utilizacao do meé todo

da secante, devera se manter,
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Foram obtidos também os resultados para Ste= 1,0 e

Ste = 0,1, utilizando o metodo da secante para obter as raizes.
Os erros percentuais maximos para as raizes foram os mesmos que
nos casos anteriores. Os resultados para S* e 803 com Ste=1,0;
sao apresentados nas tabelas 5.5 e 5.6 respectivamente, Observa-
-se gue os erros, estimados pela variagéo percentual, em relagao
" a0 caso anterior, foram menores que os obtidos para Ste = QB ¢
Os tempos de computagao foram ligeiramente inferiores que oS ob-
tidos para Stg_: 0,5 , com 0 mesmo mnetodo Nas computagaes
para Ste = 0,1 ocorreram uma série de problemas. Para 8t*= 1,0
e At* = 0,5 a utilizagao do método da secante nao permitiu a ob-
tencao do primeiro par de raizes. Aparentemente a causa disto
foi que a estimativa inicial, fornecida pela solucao aproximada
de London & Seban, nao estava suficientemente préxima das raizes.
A utilizagao de valores mais adequados, obtidos com a utilizagao
do método de diferencas finitas, permitiu que a computagao fosse
realizada sem problemas, fornecendo os resultados apresentados
nas tabelas 5.7 para S* e 5.8 para eo. A computagao para

At* = 0,25 ocorreu sem problemas. Os resultados para A4t*= 0,125 e
AL¥* 00,0625 nao puderam ser obtidos pois apés a computagéo de

uma serie de raizes os resultados passaram a nao convergir. A cau

sa desta ocorrencia nao foi investigada. Os resultados apresenta-
dos nas tabelas 5.7 e 5.8, quando comparados com osjresultados das
tabelas 5.3 e 5.4 para Ste = 0,5, indicaram tempos de computagao

ligeiramente maiores com erros tambem maiores.

5.2- Método de Diferengas Finitas

Foi desenvolvido um programa de computador, utilizando
um metodo de diferencgas finitas explicito,para resolver o proble-
ma dado pelas equagSes de 5.1 a 5.5. Desta forma, poderemos verifi
car a adequagao dos resultados obtidos anteriormente e efetuar

comparagoes entre os tempos computacionais.

0 método de diferengas finitas, utilizado, levou em
conta uma malha com espagamento 4x* uniforme como mostra a figu

ra b.1l.
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A
=l s |
ax* PNy
i
$ L ] [ ] [ ) [ ] - L ] - [ - L ]
Kel K2 K:=3 K=&
FicuRa, 5.1

0 calculo das temperaturas para os nés k=1,k=2,...,k=j-1
nao apresenta nenhuma diferenga em relacio aos métodos convencio-

nais [52]. Foram utilizadas as seguintes equagoes para estes nos:

o;* "= 2F0 @7 + (1 - 2Fo- 2BiFo) 6] (5.6)
t+bt t t t
= - 5.7
O, = Fo(6,,q4 + Qk_1)+(1 2Fo ) N ( )
para k=2,3,...,j-1
At* , ]
onde; Fo= —————— - numero de Fourier.
(Ax*)?

Bi= ax* -~ nimero de Biot.
N s
S iemperatura adimensional do no j no instante t.

Para calcularmos a temperatura em k=j e a nova posigéo
da frente de solidificagao em relacgdo aoc no k=j foram utilizadas

as equagoes apresentadas por Crank L5548

t+AL 0. 6 *

e = ( -1 4 i = i +
J Ax* AS* (Ax*+ AS*)

*
N e R (5.8)
AX* AS* J
: (6.— 68.) At*
as* Ot ot _F . (5.9)
Ste AS*
onde 0. =1
. . 1 L

AS* .— Distancia da frente de solidificag8o ao nd j.
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A . -
Lot iremos verificar se

Apés o calculo de A4S
3AX*

2
do na malha, passando a ser © mais proximo a frente de solidifica

AS* > . Caso isto ocorra, o no j+l1 podera ser introduzi-

gao, ac invés do'.no j. Iremos entao subtrair Ax* de AS* e inicia
lizar a temperatura do no Jj+1 interpclando linearmente, com base
nas temperaturas dond j e da frente de solidificagao. Desta forma
poderemos prosseguir os calculos utilizando as equagoes 5.8 e 5.9
para o no j+l1 ao invés do nd J. Devido a este procedimento te-

* *
remos sempre gx <AS* < E1ES
0 incremento de tempo At* devera ser escolhido de

forma a atender as condigoes de estabilidade. Para o no k=1 esta
sera dada pela equagao 5.10, para os nés de k=2 até k= j-1 esta
sera dada pela equagao 5.11 e para o no k=j a condicao de esta-

bilidade ¢ dada pela equacgao 5.12,

%2
at* < L Cos (5.10)
2 1+Ax*
At* < L pyac (5.11)
2
At*® < L ax#, AgH (5.12)
>

Pode-se verificar que a condigéo,equagéo 5.10,é sempre
mais critica que a condigdo 5.11. A condigao, dada pela equacdo 5.12,
¢ mais critica quando AS* = Ax*/2 . O incremento At* sera to-
mado como sendo o mais critico entre os obtidos nas equagdes 5.10

e 5.12 (com 48S* = Ax*/2), com um fator de seguranca igual a 0,;75.

Para que nao fosse necessario estabelecer equacoes espe
ciais para o nd k=1, nos instantes iniciais da solidificagao, uti
lizamos a solugac aproximada de London & Seban [25] para calcular
o instante de tempo em que a posigao da frente de solidificagao se
encontra entre os nés k=2 e k=3. Esta solugao foi utilizada tam

bem para obtermos a temperatura em k=1 neste instante de tempo.
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A temperatura em k=2 foi obtida por interpolagao linear. Os cél
culos a partir deste instante de tempo prosseguiram normalmente,

utilizando as equagoes 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9,

O programa de computador, em linguagem FORTRAN, imple-
mentando o algoritmo acima descrito, esta apresentado no apéndice
5!

Os resultados para S3te = 1,0, Ste= 0,5 e §8Ste= 0,1
estao apresentados nas tabelas de 5.9 a 5.14, Do mesmo modo que
foi feito anteriormente para o método das fungaes de Green, para
cada situagéo foram analisados varios casos. Caso 1: Ax* = 0,24 ,
Caso 2: Ax* = 0,12 , Caso 3: ax* = 0,068 , Caso 4: Ax* = 0,03 e
Caso 5: ax* = 0,015, Cada caso corresponde a um intervalo ax*
igual a metade do caso anterior. A variacao percentual em relacao
ao caso anterior tambem e apresentada nestas tabelas. Podemos ob-
servar gque a tendéncia destas diferengas percentuais cairem pela
metade, a cada novo procesagamento, ¢ mais consistente nestes el
sultados que nos obtidos com o metodo da fungido de Green. Os tem
pos de computacgao apresentaram a tendencia de aumentar a medida
que © numerc de Stefan diminui. Os erros, estimados a partir da va
riagao percentual em relacao ao caso anterior, apresentaram a ten-

dencia de aumentar a medida que o numero de Stefan diminui.
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5.3 - Comparagoes entre os Resultados obtidos com os dois Metodos

Pode-gse verificar, meéiante comparagao das tabelas de
5.3 a.5.8 para o méetodo das fungoes de Green e de 5.9 a 5.14 para
o metodo das diferengas finitas, que houve boa concordancia entre
os resultados obtidos com os dois métodos. AS diferengas que ocor
reram sao compativeis com os erros estimados pela variagao em re

lagao aos casos anteriores.

Os tempos de computagac em fungao dos erros estimados
estao plotados na figura 5.2 para Ste= 0,5 e na figura 5.3 para
Ste = 1,0, Nestas figuras temos 2 curvas para o método das fun-
goes de Green, correspondendo aos erros para S* e 60 y € 2 cur-
vas para o metodo de diferengas finitas. Estas curvas foram obti-
das mediante regressao linear logaritmica dos dados, resultando
desta forma no ajuste de uma curva do tipo y = axb ., Nos dois
graficos observa-se o mesmo comportamento. O método das diferencas
finitas apresenta. melhor performance nas faixas de erro maior. A
medida que os erros admissiveis diminuem o quadro se ;modifi-
ca, passando o metodo das fungoes de Green a ter melhor performan
ce. Os pontos de igual performance sao os pontos onde se cruzam
as curvas para S* e 90 . Para B5teg = 0,5 estes corresponderam a
um erro de 0,53% e tempo de computagac de 0,958 " nas curvas para
S* e erro de 0,5% com um tempo de computagao igual a 1,2s nas cur
vas para 90 . Para Ste = 1,0 os pontos de igual performance cor-
responderam a um erro de 0,37% e tempo computacional de 1,2s nas
curvas para S* e um erro de 0,23%, com tempo computacional de

1,48 nas curvas para eo,

Segundo Rice [53 ] a performance relativa de dois pro-
gramas de computador pode mudar muitc guando e utilizado outro am
biente computacional. Os dois programas comparados utilizam recur
sos de computagao de natureza diferente. O programa baseado no
método das funcdes de Green utiliza muito as fungoes e, enf(x)
etc. O programa com base no metodo das diferengas finitas utiliza
muito a chamada de dados da memoria e operacoes simples como so-
mas, subtragoes e multiplicagoes. Esperamos portanto uma razoavel
mudanga na performance relativa entre os dois programas gquando da

utilizagao de outro ambiente computacional.
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6 - CONCLUSOES E SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Apresentamos a formulacaoc geral para problemas de con
dugao de calor com mudanga de fase solido-liquido, envolvendo
substancias puras, e particularizamos a formulagao para um proble
ma uni-dimensional. O méetodo das fungoes de Green ou me todo das
fontes moveis de calor foi apresentado e aplicado na resolugao do

problema proposto,

Foram desenvolvidos programas de computador implemen-
tando o metodo das fungdoes de Green e o metodo das diferencas Al
nitas para resolugao de uma particularizagao do problema. 0Os re-
sultados quando da utilizacao dos dois metodos foram compativeis
entre si, nos casos considerados, fornecendo uma indicagéo de que

os dois metodos estao fornecendo resultados corretos.

As comparacoes entre os tempos de processamento para
os casos analisados indicaram gue na faixa de erros de 0,2% a 0,5%
a performance dos dois programas e semelhante. Para faixas de §£
ros maiores o metodos das diferengas finitas mostrou melhor per
formance que o método das funcoes de Green, enguanto que para

faixas de erros menores ocorreu ¢ inverso.

Na faixa de erros de 1%, que é bastante razoavel na
resolugéo de problemas de engenharia, o metodo das diferencas fi
nitas apresentou melhor performance. O metodo da fungao de Green
envolve maiores dificuldades na sua implementacao em programas de
computador e para justificar sua utilizagéo screditamos que sua

performance deveria ser muito melhor do que a verificada.

Uma série de outras investigacgoes poderiam ter sido
feitas para avaliar a utilidade do meétodo das fungoes de Green em

problemas com mudanca de fase solido-liquido poderiamos citar:

1) Investigsr a causa da néo—convergéncia, durante a obtencao das

ralizes, gue ocorreu em alguns casos em que Ste = 0,1.



2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)
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Investigar a performance dos programas desenvolvidos em ou-

tras faixas de t* e BSte .

Utilizar rotinas para resolugao de sistemas nao-lineares de-
senvolvidas por outros autores, por exemplo oS algorltmos 314,
315, 316, 378 e 554 da ACM (Association for Computing Machine-
ry) e os programs ZSCNT e 7SPOW da Biblioteca IMSL (Internatigo
nal Mathematical & Statistical Libraries).

Investigar a possibilidade de efetuar as integrais no método
das fungoes de Green utilizando método de Gauss ou outro me to-

do de integragao numeérica.

Elaborar um programa de computador implementando o mé todo des
crito no item 4.3 para resolver um problema em que a temperatu
ra inicial da fase liquida & maior que a temperatura de fusao
Tf e um programa para resolver o mesmo problema utilizando ©
metodo das diferengas finitas.

Comparar a performance dos dois meétodos gquando o coeficiente

de transmissao de calor h e variavel.

Verificar a performance dos dois programas €m outro ambiente

computacional.

Utilizar diretamente a fungao de Green para problemas com coe-
ficiente de transmissao de calor h constante, para obter um
metodo que envolve somente a posicao da frente de solidificacao

como incognita.

Desenvolver uma tecoria para o0s erros quando da utilizagao do

metodo descrito no item 4.3.

Aplicar o metodo das fungoes de Green para resolugao de proble-
mas envolvendo a solidificagao de ligas metalicas, utilizando
varias fontes de calor para modelar o comportamento das ligas

entre as temperaturas de inicio e fim da solidificagao.
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A.1 - FORMULAS PARA 0 CALCULO NUMER1CO DAS INTEGRAIS INDICADAS
NO €aAPITULO 4

A.1.1- Formulas para o Calculo de I1.

A integral I1 pode ser sub-dividida em n integrais cada
uma para um trecho (tk_l- tk). Em cada um destes trechos o compor

tamento da fungao w(t) é dado pela equagdo 4.18 do capitulo 4.

n
I1(x,t) = 1§ 11, (x,t) (A1.1)
k=1
t
g (A B T.)
+ = X - 2 4 t-
onde Ilk(x,t)z k k 5 e Rl dn (A1.2)
e NVon  [t-1)%

Por sua vez estas integrais podem ser calculadas pela for-
mula de integracao equagao Al.3, cuja validade pode ser verifica-

da por derivagao,

[ (ar 5) oS -1y 4.
(t-t)z

/1 erf(—E—)4+ 2A écz/(t"‘) V-1 (A1, 3)

c t—-1

= (At+B+2Ac?)

Assim obtemos:
Ilk(x,t)= Flk(x,t)[F2(x,t~tk)—F2(x,t—tk_1)] +

+ FSk(x,t—tk)- Fsk(x’t"tk—l) (A1.4)
onde por conveniencia definimos:

N 2
F1,(x,t) = [%k(t—tk_1+ x*/2a)+ Wy ;- Ti] (A1.5)

F2(x,t) = X__ (A1.6)
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X
A x P e
K S 4ot )
F3 (. £) = t e (A1.7)
1 B0 Jar

No caso especifico em que k=n devemos calcular o limite para tket_
na equagao 4 desta forma obteremos:

Iln(x,t)= Fln(x,t){} - F2(x,t—tn_l?]- FSn(x,tutn_l) (A1.8)

Al.2 - Formulas para o Calculo de I2

Iremos sub-dividir a integral I2 em n integrais, cada uma
em um trecho [tk-l’ tk]' Em cada um destes trechos o comportamento
da fungao S(t) e descrito pela equacio 4.17 do Capitulo 4.

n
I2(x,t)= | IEk(x,t) (A1.9)
k=1
Ty
2
by ng(x,t)= ak e—[ak1+bk—XJ [Aa(t-1) y
2/arn{t-1)
t

1
-[ék +b+k]2/4a(t—t)
- e dr (A1.10)

Podemos definir

k T Te
13, (x,t)= °k Lot +oyx]" /4a (1) (A1.11)
2Var(t~-1)
tk—l
Desta forma:Iek(x,t) = Isk(x,t)— IBk(wx,t) (A1.12)

Utilizando a formula de integragao A1.13 podemos calcular
I3
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-(at+b)? /(t-1)

2a N 1 e dr = el‘f(—?’_‘r.._t.b_) +
at + b
- erf( +2a Jt~t ) (A1.13)
v t-1
_ S N e =
Iak(x,t)“ —5~ F2(Sk—h,t tk) F2(Sk_1 X, t tk—l) +

+F4k(x,t) FSk(Sk_l—x,tatk_l)uFSR(Sk-x,t—tk{] (Al.14)

ak/a[%k(t-tk_1)+sk_1—%}
onde F4k(x,t) = e (A1.15)

F5, (x,t) = erf|—2X __ . ] (A1.16)
2Va t v oa

No caso em que k=n € necessario calcular o limite para
t, * t  na equagdo Al.14. O limite por sua vez ira depender da po
sicdo de x em relacdo a posicio da frente de solidificacgao no

instante ¢t

Caso: X g5

+ F4n(x,t)[?SD(Sn_l-x,t—tn_l) -1 ] (A1.17)
Caso: X 2> S
n
1
IBn(x,t) = —E_ = [ FE(Sn_l-x,t—tnnl) +

i F4n(x,t) an(sn_l—x,t-tn_l) + 1] (A1.18)
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Pode-se constatar gue quando x:Sn as equagoes A1.17 e Al1.18
fornecem o mesmo resultado,Quando formos calcular I3(-x,t) devemos
utilizar sempre a equagéo Al.17, pois devido as caracteristicas do
problema S(t) > © e -x < 0 ,

Quando efetuamos a soma dos ISk pPara calcular I3 cbservamos

que uma serie de termos iraoc se cancelar pois:

n—l[
killfa(sk—x,t-tk) - F2(s, .- X, 6=t ) =

= F‘E(Sn__1 - x,t—tn_l) ~- F2(SO— x,t-to) (A1.19)

Le-ando em conta a equacao A1.19,seré conveniente realizar-~

mos o calculo de I3 de outra maneira:

I3(x,t) = I4(x,t) + I5(x,t) (A1.20)
r
1
5 [1 = F2(So—x,t—to)] caso x < Sn (A1.21)
onde: I4(x,t)=
1
k [}1- F2(So~x,t—to)J caso x > S_ (A1.22)
n
I5(x,t) = E ISk(x,t) (A1.23)
k=1
F4k(x,t)
e I5.(x,t)= p [FSk(Sk_l—x,t—tkul)—FB(Sk—x,t—tki] (A1.24)
rF4n(x,t)
L L [FSn(Sn_1~x,t-tn_1)— 1l]0aso xss_ (A1.25)

com ISn(x,t)=4
r4n(x,t)

= [%SH(Sn_l—x,t-tn_l}+ 1.]caso x>Sn (Al1.26)
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A1.3 - FORMULAS PARA O CALCULO DE 1I6.

BENE mah= S0 equagao Al.1 obtemos:
X
n 311 n
Ie{x,t) = ] (x,t) = ] I6k(x,t) (A1.27)
k=1 X k=1
3Ilk
onde definimos I6k = — (Al1.28)
3x
all
Calculando obtemos:
ax
Ak X
IGk(x,t) = -:——— F2(x,t—tk) = F2(x,t~tk_1) +
+F6k(x,t,tk) - F6k(x,t,tk_1) (A1.29)
onde definimos: ,
-X
= 4o (t=1) ‘[
515 (550 ) = [A (2t-t, . —t)+ W, =T.| (A1.30)
k /;;TET:T k k-1 kR-1"4]

No caso em que k=n obtemos da equacao Al.S8

A X
n

ISn(x,t)= [} = F2(x,t—tn_1{}— F6n(x,t—tn_1) (A1.31)

&

Al .4- Formulas para o Calculo de I7.

al2

desta maneira obtemos?x

Para calcular podemos utilizar as equacoes Al1.9 e Al.12

5 n 312k n aISk BIBk
I7(x,t)= — I2(x,t)= ] (x,t)= ] (x,t)+ (-x,t)
ax k=1 ax k=1
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Derivando a equagaoc Al.l14 iremos obter:

BIBk —ak
a0 = IBk(x,t) (A1.33)

ax o

A equagao acima poderé tambem ser utilizada para k=n, contan
to gue I5_ seja calculado pela equagao Al.25 quando x < S_ e pela
= RIS P .
equagac Al .26 gquande x > Xn . Ao calcularmos deveremos uti
lizar sempre a equagéo Al.25 para calcular ke I5n(—x,t) de-

vido aos mesmos motivos expostos apos a apresentacgao da equacgao

Al.l18.
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A2 - METODO PARA RESOLUGAO DOS SISTEMAS NAO-LINEARES

A2.1 - Método de Newton-Raphson [51 ], [53 ]
[ ™

- L™ a

Para resolvermos um sistema de duas equacces a duas in-
cégnitas, definido de maneira genérica pelas equacgoes A2.1 e A2.2,
a utilizagao do método de Newton depende de conhecermos uma pri-

meira estimativa para as raizes, por exemplo Xy, © yo 5

(A2.1)

Il
o

f(x,y)

(A2.2)

1
O

g{x,y)

Partindo da estimativa inicial desejamos obter ax e Ay

tais que:

(A2.3)

1]
o

f(xo + AX, Yo * Ay)

(A2.4)

i
&

X + AX + A
g(x, y Y, y)

Desenvolvendo em series de Taylor e mantendo somente os
termos lineares iremos obter:

af af

f(x_,vy )+ —— (x_,y. )} ax + — (x_,y ) oy = 0 (A2.5)
(@) o} 3% (@] (0] 3y (0] (0]
°g g -
f(xo,yo) + - (Xo,yo) AX + " (xo,yo) Ay = 0 (A2.6)

0 sistema acima pode ser resolvido para Ax e Ay

(f_ ayo = e ayo )
Ax = - 7 ig g 3T (A2.7)
370 o _ (o] o]
axX Y X 3y
onde f = f(x ); =g(x IR e | _af ( ) ; ete:
o O!yo y go—g O,yO r = X-O’yo : Etc:

.4 9X
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Bfo it Sgo £ )

Ay = - 3x (o) X 0 (A2.8)
Bfo Bgo ago Bfo
9X y ) X ag

Assim obtemos uma nova aproximagéo para as raizes:
X, = X_+ AX (A2.9)

¥q (A2.10)

]
<
Q
+
=3
g

Este processo pode ser repetido sucessivas vezes e a
cada iteragao teremos valores cada vez mais proximos das raizes.
0 sucesso na utilizacao deste método ira depender da escolha da
estimativa inicial e do comportamento das fungées f e g proximo
as raizes.

Quando as fungoes envolvidas sao de dificil manipulacio

podemos calcular as derivadas numericamente:

8f . flx_+ h, ¥y )} - f(x_,vy_)
o = 0 o o'’ 0 (A2.11)
3 X h
f(x ,y +k) - f(x_,y )
R S 2“0 i (A2.12)

ag Xk

Expressoes semelhantes podem ser utilizadas para calcu-

lar as derivadas de g .

Para estabelecermos um critério de convergéncia iremos
definir os erros percentuzis maximos para as raizes x e y que se-
rao designados por ex(%) e ey(%). Apods o calculo dos incrementos
AX e Ay pelas equagoes A2.7 e A2.8 iremos verificar se algum
destes e inferior ao incremento correspondente ao erro percentual
méximo, caso isto ocorra iremos substituir o incremento calculado
pela equagao A2.7 ou A2.8 pelo incremento relativo ao erro percen-
tual maximo. Este procedimento ira amenizar situacoes de convergég
cia lenta e além disto quando as novas estimativas para as raizes,
calculadas pelas equagaes A2,9 e A2.10, jé tiveram atingido 3 pre-
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cisdo necessaria os valores comegaraoc a se repetir a cada duas ite

ragdes, isto e (x .o » ¥y, »5) sera igual a (x,, ¥.).

Os valores de h e kK para o calculo numérico das deri-
vadas serao tomados como iguais aos Ax e Ay obtidos na itera-

gao anterior.

A2.2 - Método da Secante

Para resolvermos o sistema, dado pelas equagoes A2.1 e
A2.2, utilizando o metodo da secante, necessitamos de trés estima-
tivas inieciais para as raizes por ex.: (xl,yl), (x2, y2) e (xa,ya).

Obtemos entao o plano que interpola a f(x,y) passando
pelos pontos P,= (xl,yl,zl), p2=(x2,y2,22) € Pu= €x3’y3’23) onde
z;= f(xi,yi). 0 plano interpolador sera dado pela equa-
cao A2,13:

a;Xx + byy + ¢z = 4 (A2.13)

0 vetor (al’bl’cl) & normal ao plano interpclador. Este
podera ser calculado pelo produto vetorial entre (P2—P1) e (PS_Pl)

assim obteremos:

a;= (y,-y;)(z5-2.)-(yg-y; ) (25-2,) (A2.14)
b1=—(x2—x1)(zs—zl)+(x3—x1)(z2~zl) (A2.15)
cq= (x2—x1)(ya—yl)—(x3~x1)(y2—y1) (A2.16)

Podemos obter 4d pela substituigéo de qualguer um dos

1
pontos P,, P, ou P; na equagao A2.13, Utilizando P, obtemos:
dy = a; Xg + by Ya + €y Zg (A2.17)
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0 mesmo procedimento ¢ realizado para obter o plano que
interpola a fungao g , passando pelos pontos P1=(x1,y1,w1) o
P2(x2,y2,w2) e Py= (xs,ya,ws),onde W= g(xi,yi). Desta forma ire

mos obter a equagaoc A2.18:
a,X + byy + cpz = d, (A2.18)

A nova estimativa x,,y, para as reizes é dada pelo pon
to em que a reta, intersecgao entre o plano A2.13 e o planc z = O,
cruza com a reta, intersecgao entre o plano dado pela equagao A2.18
e o plano z=0. Para obtermos esta nova estimativa deveremos resol-

ver o sistema abaixo:

ajx + bly = d1 (A2.19)
a X + b2y = d, (A2.20)
Assim obtemos:
d, b, - d. b
X, = L I (A2.21)
b, -~ a, b
S 206l
a,. d4 - a, @
v, = B g J (A2.22)
85 by, - 8, by

O processo, acima indicado, pode ser repetido sucessivas
vezes, utilizando os trés ultimos pontos obtidos para determinar
os planos interpoladores. 0 sucesso nha utilizagao deste método ira
depender da escolha das estimativas iniciais, do comportamento das
funcdes f e g, proximo as raizes e de gue os trés pontos utiliza-

dos determinem um plano, isto e, nao sejam co-lineares.

Do mesmo modo como feoi feito no item anterior, podemos
definir os maximos erros percentuais ex(%) e ey(%) para as raizes
Ao obtermos um novo par de raizes pelas equacgoes A2.21 e A2.22 ve-
rificamos se algum dos incrementos em relagao as raizes anteriores
nao sao menores gque o relativo ao maximo erro percentual. Caso al-
gum dos incrementos seja inferior ao incremento relativo ao erro
maximo permitido substituiremos o valor calculado pela equagao

A2.21 ou A2.22., pelo valor obtido com incremento igual ao maximo
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erro permitido. Da mesma forma que no item anterior, este procedi-
mento ira evitar situacdes de convergéncia lenta e quando as rai-
zes ja estiverem dentro da preciszo desejada os valores comegarao

a se repetir a cada 2 passos.
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A.3 - PROGRAMA MFGN.

Programa em linguagem FORTRAN utilizando o método das

fungbes de Green, com o método de Newton para obtencao das railzes.

A3.1 - Instrucdes para Utilizagao do Programa.

Os dados de entrada a serem fornecidos sao:
a) O namerc de Stefan.
b) Nimero de pares de raizes a ser obtido.
¢) Intervalo de tempo at*.
d) Erro percentual na obtengéo dos Sk'
e) Erro percentual na obteng8o dos wk.
f) Primeiro instante de tempo para impressdo dos
resultados.
g) Incremento de tempo para impress3o dos resulta
dos.,
Os dados acima deverdo ser fornecidos er um cartédo ou
arquivo de dados no seguinte formato:
wnnn.nbnnnnﬁnnn.nnnnnwnnn.nnnwnnn.nn ¥nn . nnnn¥nn.nnnn
— “'—“v—_’“—\f"~j‘——\/-ja\_“wf—“ —_—
dados: a b c d e f g
n - Caractere numérico.

¥ - Caractere em branco.

. - Posigao do ponto decimal.

A unidade de leitura de dados € a unidade 2 e a uni-
dade de impressao de resultados & a numero 3. A unidade 1 indi-
ca dados a serem enviados a tela do terminal. Caso © sistema, uti
lizado, exija outros ntmeros para identificar estas unidades sera
necessario modificar todos os comandos READ e WRITE.

0 numero maximo de raizes que este programa permite
obter & 300. Caso haja necessidade de um numnero maior deve-se al

terar os comandos COMMON e DIMENSION,
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A3.2 - Listagem do Programa.

c***#**##*******¢*#**###*###*#*#******##***#*****#*#*#**#*t**#

C 530%IAMA JTILIZANDD METIDT DA FUNCZAT DI GRTEN *
£ M=T309 OF NSWTON  PARA ROSOLVER 35 SISTTMAS g
C NA? LINEARES ¥
o x
& GICANSTTIVAS D SNTRADA I SAITA UTILIZADNS *
C 1 - TERMINAL *
o 2 = ARTIIVI PARA SNTRADA DT TANOS =M [DISCH *
e 3 = ARNUIVD PARA SAIDA DI DADNDS M DISCT *
C ok ok T St T A2 L - L R L L ko dodook ok ok R R Rk
o LISTA DT VARTAVZIS ¥
C e o o e s i e e #
C TL{I) = INSTANTES DE TzZMPD T *
C SX({T) = S NIS INSTAWTES TK ¥
G WK(I) = W NOS INSTANTES T< #
£ STE - NUMZRT D5 STFFAN *
C NT - NUMZRD DI TBI~HTIS PARA AVALIAT AS INTIGRAIS *
C i ~ NUMERQ DI RATZES A $I°T4 CALCULADAS *
C o - INTERVALTY FNTRT TADA AVALTIACED DAS RAIZ=S *
o zpS -~ ©R37 PERCINTUAL MAXIMD PARA § *
C Tow = ERRD PERCENTUAL MAXIMT PARA W %
r TIM? — INSTANTZ DE TIMP7 SARA IM2RE5547 *
o JTIMF = INCREMENTO &M TIM®? *
c SO - ZSTIMATIVA PARA § *
c Wi - ESTIMATIVEA PARA W =
C N - NL+1 *
oo X = INOICE =
C***#$###ﬁ#*#*##*#*##*#ﬁ#*#*****#**#* s kok dokob ok Rk R R R R R ET X
ok w ook s 3 ko ook ool ek sk ok ok ook s ok R ook kR e o o ¢ A0 ok ok ko vl ok s kok olRekeiok &
C BRAGAMA UTILTZANQ JUPLA PRILCISAC *
Coe e kF FFERRERFREF R EE ks R ERERETRF R RE IR EFERRF R KR T ERTR X
TMPLICTT REALER (A=, 7=}
TETERNEL 501,202
~ & B ko WA OR R AR AR RER e R T W K R A Rk R S i s e o e ook o e AR R VO R ALK R
c S ONJMIRT MAXIMD DT RATZIS DU 237D PRNGIAME *
? p=aMITE N3Te? © 300« CAST SSJ2 NTLISS2RI0 UM *
C NJMI2] MATTR ALTIRAR A THATRUTAT ARALIXG *

it

SRR AR R KRR AR LR AR E R TR R R E AT s kR Rm R Rk d kA ok Ak R kK
COMYMIN TK{300) 4 203) 4 SCABCTE TTL e NT

C';:‘:"':-'Fyr-'&'r-* %***T*r*m* e Rk EE R AR RN R Sk g Ao dovodk SR Adokk ko R kg ok Xk

C LSIT 4RA ©0S DADRDS *

:##4?*#**mrv**v#******+*##*#$$z *w¢r sy ko Aok R ko A R RE d R
SA3(Z2950) STEyNLsOT#E2Se 5P TIM2STIMP

O *$#:* s ek R A K ********##*+?*** fokie ok Aok Ak Rk Ak kM kR Rk R

< IM222€240 M CARSZALHN xe

Ok X ok R A o ok Al R K FR ook B o o @ % R S R ek sk bk ke Aok ootk R ROk Rk R X
ﬂ?ITZ(% T0} ST 0T

T ERER ***#*##*#*****#***#%v*##*#####kkf*¥#$#k oo A ROk kR R F

" 'N"T: IZ2CAT DT VARIAVIIS ¥

£ et ot o ook ok e o ok o ok e s ol R R R oK e R O ek X R R R AR RO derk BoE
N=NL+1

T Yo I=1.N

1Y TL(T)=FLIAT(I~1)="T
NT=2
TK{il)=".
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WKil)=1.0
C ok R kR F FRk kR Rk R R Rk RopoR Rk R kR ok stk ok Rk ok ek ok ok Rk g kol %
C =STIMATIVAS INICTIAIS pARA. O PRIMEIRD PAR DE RAIZES *

T %o o Tk R o R A SRR KA R R AR Rk Rk Ak KK KRR R R R Ak R K R Rk K

SO0==1,0+0SQRT{ L0042, 0%TK{2}/5STE)
B W0=1,0/(50+1.0}

€ Rk o ok R O A ok ok Wl Ak ok ok Ak Aok ok ok ko dolok R ik R R dOR R ERRFRERR kR Rk %

C CHAMDA DA SUBROTINA NZWTON PARA OBTER AS RAIZES *
€ %% Aok ek Ak ol K A ok sk ok ok ok skl ok ol ok e ok ok ko R RO R Rk Aok dok ok

20 CALL NEWTON(EQLsEQZsSOWOEPSHEPWSKINT) JWKINT) )
€ F% kb Rk dok Rk R Rk kR ok ook ok ook ek ok ROk 3olok ok ok

C VERIFICA SE JA FOI ATINGIDO O INSTANTE PARA s ¥

C IMPRESSAQ DOS RESULTADOS B

(ke e e deie e e ek sk e o oKk e o e e skt ok skl ok ok ok ek kol ok ok % dok Rk ko ROk Rk KK
IFCTKINT ) JLT.TIMP) GNT TO 30

WRITE(3,80) TKINTY ¢WXK{NT},SKENT)
TIMP=TIMP+DTIMP
40 WRITE(1.%) NT
TRk R R Ak ke e FRR R R R R R AR R R R F o % ok KRR KRRk R Rk Rk Kk X
(ol VERIFICA SE QO ULTIMO PAR D= RAIZES JA FOY OBTIDD *
€ 8 ok ok ok ok $okk kokoE SRk dok Aok Sk ok R ok SRR e ook ok ol ok K sk kokoR sk

IF{NT.EO.N) GI TO 40
ok S deokok ootk otk ol ok ke oo ook Aok ok ok ok sk ek Kokokk b kRl ook ok R dkokoR R E Rk ¥

€  ESTIMATIVAS INITTIAIS PARA AS RAJZES 2

BN T Tt **#**#*#*#*###**#**##**#**M*#*********#***********‘#*

SO=SKINT)I+ISKINTI=SK(NT=1) )/ (TK {NT)~TK(NT~1) ) *
*(TKINT+1)=TK{NT)}

WOZWEKINT Y} +{ WK INT)=WK{NT=1) )/ (TCENT Y=TK INT=1) )%
BT INT+1) IRINTY)
NT=NT+1

G2 Tg 29
40  5Tar
60 FORMATI(1X,F5,1

By I X g T4 eI X gF a5l X9 FTa3 91X yF7 4331 XeFT7abs1X3FTe)
7O FORMAT(1O0X, *STE=P,F5,.,3,"' DT= ¥, FbH.4)
BOG FORMAT(IXsFB.241XyFR.5,1X,F844)

END

— e ——— —_— —————
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SUBROUTINE NEWTON(FeGeaXOe YO EPX 4EPYyXR,,YR)
CHEEFRREATFER R SRR R IR R R4k Rk o K ook ok 2R %k ok ok ok sk ook ok ok ok &

% # »l%

SUSROTINA QUE UTILIZA 9 METODD DE
NEWTON PARA RESOLVER O SISTEMA
DE EQUCIES NAO LINCARES
FI{X.Y)=0

- G{XseY)=0

o ok ek dok o gokok dok ok ok Ao Aok ko K oloRoR R R Rk ok ok kR ok kR ok R R ek koo Kk
LISTA DE VARTAVEIS

X0 - ESTIMATIVA PARA X

YO - ESTIMATIVA PARA Y _

EPX - ERRO PERCENTUAL ADMITIDO PARA X

Sy - ERRO PERCENTUAL ADMITIDO PARA Y

XRyYR = RAJZES OBTIDAS — o ol

IND - INDICADOR PARA A PRIMEIRA ITERACAD

TOLX = INCREMENTJ EM X CORREZSPONDENTE AD ERRD MAXIMO
—_ & TOY = INCREMENTO EM Y CORRESPONDENTEZ AJ ERRD MAXIMO

FO - F CALCULADA EM X0 E YO

50 - G CALCULADA EM YO FE YO

H = INCREMENTTY EM X PARA O TALTULO DAS DERIVADAS

K - INCREMENTO EM Y PARA O CALZULC 2AS DERIVADAS

Fanx = F  CALCULADA B XO0+4 E YN0

nr&ntwranwwncﬂcsnc1ntﬂrwncwrsncﬁr:n

. DFOXC =~ DERIVADA DE F TM RELACAQD A X 1

I

DYA ~ INCREMENTT ANTEZRIJR PARA Y
ook oy ok R dok Aok ok dkdkookaing ok ok ook bk ok ok kR B Rolob kolk ok ok kokokok R kokE

A S R B BT B N JNE N NP N I **b*'*HF*'*#F*'*i$* #

C 6G9DX ~ G CALCULADA SM  XO+H E YO

C DSDX3 =~ DERIVADA DS G SM RELACAD A X
C___FODY = F CALCULADA S X0 E YO4X L -
C  DFDY? =~ DERIVADA DE F EM RELACAD A Y
C GODY = G CALCULADA =M X0 E YO+K
C___DGDYD - DERIVADA DE G EM RELAZAD A Y
£ JAZOI3 = JACO3IAND

C X1 =~ NOVA ESTIMATIVA PARA X

c_ Y1 ~ NOVA ESTIMATIVA PARA Y

c DX - INCREMENTD EM X

Cl 43y - INCREMENTO EM Y

€ 9XA = INCREMENTO ANTERIQR PARA X
c

c

REAL*B JAC“B
(i e o e e e A ook o ok ok o ok ok o e o ok ol ok o ke 3 ok e skl ek A oo ok ok ok e ok kR ok R

= PRECARACAD PARA A PRIMSIRA JTERACAD *

C#*#*#***#**##****ﬁ#**p#**#**#***#********##**‘*****#**#$#*##*
T X=DABS (EPX*X0/100.0)
 TOLY=DABS(SPY*YO/170,0)

H=0.0003

K=3.00%3
__IND=1 b sl Bepem . e p . gup ol pa_n on _n = L
£ R AR IOR IR R Ak ook Rtk ok ko ko 40k ook ok ol ook el Rk R Rk SR KKK R R o K %
C INICIO DO CALCULDO ITERATIVO *

{C He e e e ook e *********#*m**********#**#**#**#*#********##*#********

10 FO=F{XO0,YO)
GO=G(X0,Y0)
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ciii***#*************#*m***i¥#*£#¥52¥*#¥¥§¥*1¥¥¥i**#i¢¢}¥*£¥#*
© CALCULD DAS DSRIVADAS *
C*********#*#*****##*###*#*#*#**#*###****##**#*##*#*##*#******

FODX=F(X0+H+YO)
DFDX0=(FODX=FO}/H
GODX=G{X0+1,Y0)

L DGDX0={G0ODX=GO)/H
FODY=F {XO0,Y0+K)
DFDYO={FODY=FO}/K

GODY=G{X0 yYO+K)
DGEDYO={GODY=G2)/K
JACT3=DFDX0*DGDYO~DGDXO¥DFDY O

IF(JACO3.EQ.0) 50 TO 50
DX={FO*DGDYO=GO%DFDYO)}/JACOR
DY= (GO*DF DX 0=FO*DGDX0) /JACDR

T IF(DABSIDX) LT .TOLX) DX=DSIGN{TOLX,DX)

IF{DA3SS(DY) ,LT.TOLY) DY=DSIGNI(TOLY,DY)
c******#*******x****##*****#**#*****#*********t*###**t**##****

N

TTTTC T T amTeNCAD DA NOVA ESTIMATIVA PARA AS RAIZES ¥
C*****#**#******&*#**#**##***##**#****#*#******#*#$**##*******
X1=X0=0X = B S et il
Yi=y0-2Y
C**##*ﬁ*********#**#**#*#**#*##*#*#******#**#*#***#*#**#**##**
€ VERTFICA SE ESTAMOS NA PRIMEIRA ITERACAD *

C ik k% S e oo oK e TR o e e T e R e % R o ek e AR R R R R R K K

IF{IND.EQ.1) GO TO 30
€ ok st ok do ok Aotk ol kool Skl e il 0k R Rl Ok ok ok R R ok ok s Ak Rk %

C VERTFICA SZ HOUVE CONVERGENCYA x
£ ook AR ook Ak ok Bk KKk Aok SR Ak ROk ok R ook R ARk kol X

IF{DX+DXA FE Qa0 ANDLDY+DYALEQ.0) GO TO 40

e e, e,y

C******##*#****##***#*#*#**#**#*#******#***##***###****####***

C PREFARACAD PARA NIVA ITERACAD
C*****#**************#**#*#***##*#$##3*##**##*###*#******##*#*

20 DX4=D)
—— D¥A=DY
X0=X1

Yo=vl
H=DX
K=DY

53 10 10
30 IND =0
GO TN 20
T4 XR= (X0+X1V/ 2.0
YR=(YO+YL)}/2
RETURN
50 WRITE(1,80)
STaP
630 FORMAT(*JACOSIANT NULD®)

=ND
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FUNCTIDN EQI‘VSpVH)
€ 5 K Ak o ORd ok A ko R Kok A Kok 300k ook ROk R R ok R KR R KR R K

¢ FUNCATD RELATIVA A PRIMEIRA EQUACAD *

c

W=DUDX (O, T)
C*******#**#*********#*******#******#**#**********##***#*****#

C LISTA D% VARIAVEIS *

c K i %

C Vs = NO INSTANTE DE TEMPO T *

c Vid - W NI INSTANTE DE TEMPG T *®

c PI - PI *

C TA - INSTANTE DE TEMPD ANTERIOR *
N . - S EM TA . BN

C WA - W EM TA ¥

c TN — INSTANTE DE TEMPO ATUAL *

C SN =S EM TN i) e _

c WN - W EM TN L

c BsSDY -~ DERIVADA DE S EM RELACAD A 7 *

€ DWRT = DERIVADA DE W £M RELACAD A T i *

c n = INSTANTE DE TEMPO ¥

< 16 = 1&6(N,T) £
i 17 - I71{0+7) . o

C I6K - TERMQO PARA O CALCULD DA INTEGRAL 15 *

C 17K - TERMG PARA 0O CALCULD DA INTEGRAL I7 *

~C  huDX - DERIVADA DA TEMPERATURA EM RELACAD A X *

c i - INDICE i

ok R A Rk iR Rk o ok e ol ol ko ol ARk R SRR ROR S0k JoR ek ROk Rk ok &
IMPLICIT REAL*8 (A=H,0=Z) -

REAL*8 I64IT9I6K,I7K

£ e g ok ko 3ok ok ek ol kKoK R ko R ok kol okt ok iok R kR R Rk o ok &

o C 0 NUMERG MAXIMI DS RAIZ:=S QUE ESTE PROGRAMA %

i PERMITS OBTZR £ 300, CASO SEJA NECZSSARIO UM *

c NUMERD MATOR ALTEZRAR & INSTRUCAD AZAIXO *

A e ek g ok g e ek ok ok ook ke ok R R ko o op R bR R kR dddokk ok kkdrxk R rEkk

LOMMON

TKE302) oWKI{303),SKI1300) STZHNT

£ ok ok ok Sokok Kok okl ok gk ok kb koo ok A kol dob ok ok Rk ok R Rk kR RE &
< DEFINICAD DE FUNCOES AUXTILTIARES *

O TR Bk ok ok A R 2ok kAR ok okl Rk ok R 0K R R R ok Sk AR i ok X
FIK(XV s TVISDHOTE(TV=TA+XVEXV /2. Q)+ WA~1 .0

. FZ2EXV,TVI=DERE(XV/(2.0%DSIRT(TVI )}

T UEBK (X s TVISOWOTHXVADSORTITV/PI) #DEXP (-~ ~(XVEXV}/(4.0%TV))
FA XV, TV )=DEXPIDSOTR{DSOT*{TV-TA}+SA=XV))
- = FSV(XVyTV) DERF XV /(2. 0*%DSQRTITV)I}I+DSDTHDSQRTITY))

F&K(XVvTVvTAJ!'““X’I-XV*XV/(&.O*ITV -TAUY)YY/

ADSORT(PIF(TV=TAU IR {IWDTH( 2. 0*TV=TA=TAU) +WA=-1.0]}
C*************************#*****#**#*##***#******#****#*#####*
C INICIALIZAZAD DS VARIAVEIS 2
(e s 42 s sl e sk ool ok Ak ool sieoie s oje e feole abo e e ok R e ok sk s el o Sl Al ek ok e ok o ok ok ko ek
PI=3.141592654

T=TK{NT)
SK{NT)=VS
WKINT)=VW

" 16=0.0
I7=0.0

WN=WK{1)

SN=SKE1)
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TN=TK(1)
DY 5 I=2,NT
C#*###**********ﬁk#***t#***#t*#*###*#‘# FEIXIT LT LIS TR 2 £ 23 ki dk ok

C CALCULDO DAS INTEGRAIS 16 £ 17 %*
c**********##**##*****#**#*#*#*#**t***********#*******#*#****t

WAZ WN

WN=WK(I)
SA=SN
SN=SK({T1}

TA=TN
: TN=TK(T}
DWDT={WN=WA )}/ TN=TA)

BSDT=({SN=SA}/(TN=-TA}
IF{T.EQ.NTY 50 T3 10
g**a***#****#*************#***#*************##******##*####*5§

€ PARCELAS PARA O CALCULO D= DUDX(N,T) (I DIFERENTE DE N) *
C********************#t#*t##*#******#****#*****#*****#}**t****
16K =F6X(0.04T,IN)=F6Kt0.0,T,TAY

TTK=F4Rki020sT)*FEFSKESNyT=TN) ~F5X (5S4, T=TA) }*DSDT
15 16=I6+16K
I7=I7+1I7K
5 CONTINUE
DUDX=16+STE*I7
_ EQl=vW-DUDX
RETURN
C###*##*####*#*****###*#***##*#*##*#ﬁ**##*#*****##*#*###*#####
L PARCSLAS PARA O CALCZULD DS DUNXEN,T) (I = N *
i

g***#******#**#***###**#*****tt**#**#*###*t#*#**#*#***?&#?i#*

10 T6X==C56X(0,0,T,TA)
I74=F4K (0«0 TIH¥ELo0=F5K(SA, T=TA) }I%DSOT

53 T2 15
NP




FUNCTION EQ2(VS,VW)
€tk A e dteokok A R Rk R Bk ok kR R Aok A Kk Ao ook KRR ROk SRR R R ARk ok ¥

i FUNTAD RFLATIVA A SEGUNDA FEIVACAQ *
C U{S,T) ¥
C##*t***###*##****#***#**#****#*#*##*#*i***#**##***#*****##**#
Gy LISTA DE VARTAVETS .
c 4 e s a—————— - *
c Vs - S NO INSTANTE DE TEMPO T *
C Vi ~ W NO INSTANYE DE TeMPO T *
€ Pl - P1 *
G TA -~ INSTANTE DE TEMPO ANTERIOR ¥
G SA 00 =5 EM TA . *
C WA - W EM TA %
C ™ « INSTANTE DT TEMPI ATUAL *
C SN =5 BA TN o S e e -
c WN - W EM TN *
C 50T -~ DERIVADA DE S EM RELACAD A T %
C  DwWDT - DERIVADA DF W EM RELACAD AT = o
C T ~ INSTANTE DE TEMPO *
C Il = T1(S,T) *
€ I2 - T2(S,T)Y _ %
c 11K ~ TERMQ PARA 7 CALCULO DA INTEGRAL = *
¢ I5KP - TERMO PARA N CALCULTD DA INTEGRAL IS(X,T) %
| C ISKN  ~ TERMO PARA 0O CALCULD DA INTE aﬁg"lﬁizﬁlt) *
C U - TEMPERATURA *
C 1 - INDICE *
C*****************#********$******#****#*#******#********#**##

IMPLIZIT REAL¥8 {A=H,0-Z)
REAL*B I1,I29I5NsI5P,11K,yISKN,I5KP

C*ff?i*f*##**#**#f#{#i*ﬁ#?f*###**#*m**jﬁ#fEf#m*#*##*#****#***ﬁ
C n NUMSEO MAXIMS DS RAIZES UT SSTE PROGRAMA *
C pPerMITE OSTER E 330, CASD SEJA NFCESSARIO L %
£ NJM=R0 MAIONX ALTSRAR A INSTRUCAD ABAIXD *

*

Carws kit h A% dor ok Aok Solodok B AR R d ok Aok ok R doR SRRk ok ok 4ok dokokoR Ak

COMMON TK{300) 4WKI300),SK{300),STZ,NY
(0 ok sk Aok o R R A e ek R R AR ik ko ook Rk R R R R R AR S e ook AokoR okl

¢  DEFINICAN DT FUNCNES AUXILTARES *

Coks ¥ xRk ok ok ok dok R for ok d Rk ko okl F kb ok S ko o ok ok Rk %
EIK (XV s TVI=DWITH(TV=TA+XV*XV/2. ") +WA=1.0

E2(XVsTVI=DZRFIXV/{2,0%DS0RT(TV)))
F3C (XV 5TV )=0WITHXVADSQRT (TV/PI) #DEXP {=IXVEXV}/ (4. 0*xTV))
| F&K {XV,TV)=DEXP(DSDT*(DSDT*(TV=-TA}+SA=XV))
TTEBRAXV TV I=DERFIXV/L 2, 0*¥DSQRTITV I} +DSDTHDSARTITV))
EAK (XY y TV, TAUY=OEX P (=XVIEXV /L&D R (TV=TAU) )}/

A)SORT (PI#(TV=TA) ) ¥ (DWDT* {2, *TV=TA=TAU) +WA=1,0)

ClkRkx o A e o SR B e AR R K R A ok ok R R R ROR KRR R KR R R K
C INICIALIZACAD DS VARTAVEIS %x

TPI=3.141592654
T=TKINT)
SK{NT}= VS
WKINT)=

X=VS§

11=0.0

ISN=1.0
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15P=0.0
WN=WK{1)
SN=5K (1) "

TN=TK(1}

DO 5 I=2,NT
C**##*#**#***##***#*#****##**#####*****#***###*#i#*##*#***#**# -t

€ CALCULD DAS INTEGRAIS I1 £ 12 * }
{:*****#** Sl Kok ok g ko kR ook ek ok Aok #****#**#********##**#****# * |

WA=WN .

WN=WK (1) 1
SA=SN
SN=SK(I) =

TA=TN
TN=TK{I)
DWDT={WN=HWA)/{TN=TA) B _ d S R

DIDT=TSN=5A)/{TN~TA}
IFIT.EQ.NT) GO TD 10
C ot sl kAol K ol R AAOR AR IOk o R Tk ok R Rk ok oK sk ek ok

c BPARCZLAS PARA O CALCULT Dz U(S,Ty (I DIFERENTE DE N) S *
c******$***********#**********#*##*#*#***#**#+*$***#*¢********

TIK=FIKEX  TIR(F2(X g T=TNI=F2Z{X,T~ ~TA))+

*F3K (X g T=TN} =F3K{X, T=TA)
ISKN=05¥F4KIX s TIR{FSK{SA=X, T=TA)=F5K{SN=Xs T=TN))

15 Ti=11+11K
I5N=I5N+I5KN
15P=15P+15KP —

5 LONTINUZ
12=I5N=15P+F2{X,T)
UsT1+STERT2 o

£qz2=1
RETURN
c**#**#**#*******###*###*##**#*####*#***#**#**#******##**#***#

C PARCELAS PARA O CALCULD DE U(S,T)y (I = N} *
£ % xRk ok ook 3ok Rk R R K R KR OR R PR kR R R ok Rk Rk ROk Rk R ok &

10 TIK=FIK{X TI¥{1.0=F2{X,T~TA) )=F3K{ X, T=TA)

T5KN=0 o 5*F4RK{X 3 T1*# (F5K(SA=X, T=-TA}~1,.0)
I5KP=0, 5*F4K(-X:T}*(FSK(SA+X;T‘TA)-1 0)
G T3 15 I SR

END
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A.4 - PROGRAMA MFGS.

Programa em linguagem FORTRAN utilizando o método das
fungoes de Green, com o método das secantes para obtengao das rai

ZES. =

A4.1 - Instrugoes para Utilizacac do Programa.

Os dados de entrada a serem fornecidos sao os mesmos
que no programa do apendice 3. As mesmas observagges,feitas para
0 prograna anterior,séo validas para este programa.

As sub-rotinas tipo fungao EQ1 e‘EQE,utiiizadas no

programa anterior, deverao ser acrescentas a este programa,
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A4.2 - Listagem do Programa.

C*t**#**#********#**#**#*****#*****#4**#***********#****#**#*#

C  PROGRAMA UTILIZANDO MZTOD7 DA FUNCAD DE GREEN %
¢ METODO DA SECANTE PARA RESOLUCAD DOS SISTEMAS *
c NAD LINEARES *
C *
& DISPOSITIVOS DE ENTRADA E SAINA UTILIZADNS *
c 1 - TERMINAL *
c 2 = ARQUIVD PARA ENTRADA DE DADOS EM DISCO *
. C 3 - ARQUIVO PARA SAIDA DE DADOS EM DISCO *
C*****#*#***#***$*****###*##**********#*****#***##******#*#***
c LISTA DE VARIAVEIS *
A T e o BT S et
& TKII) = INSTANTES b TEMPOD TX *
€ SK(I) = S NOS INSTANTES TK .ok
€ WK{I) =W NOS INSTANTES TK e
C STE = NUMERO DE STEFAN *
C NT - NUMERD DE TRECHJS PARA AVALIAR AS INTEGRAIS *
c NL -~ NUMERD DE RAIZES A STREM CALCULADAS *
c 0T ~ INTERVALO ENTRE CADA AVALIACAC DAS RAIZES *
C EPS - ERROD PERCENTUAL MAXIMI PARA S *
C FEpy = ERRO PERCENTUAL MAXIMO PARA W_ _x
C TIMP = INSTANTE DE TEMPO PARA IMPRESSAC *
C DTIMP - INCREMENTO EM TIMP *
€ 51452453 = TRES ESTIMATIVAS PARA § R sl
C Wl,W24W3 ~ TRES ESTIMATIVAS PARA W *
cC N -~ NL+1 *
c 1 - INDICE *

——

C#**##****####*###*****#*##*#********#*##**#*#*####**#****#***
C**?***#***********t***#*##*****###***#***#*##****#****#*##**#

C PROGRAMA UTIL IZANDO DUPLA PRECISAD *

C**********************#**#t***#?***#*#*###*####t#***##****#**
ITMPLICIT REAL*8{A=H,0-2)
EXTERNAL EQL,EQ2

—~—

FRE A F R T RR SR E R TR K R R gk ok 2% 8 % kK bk % ko ok R R R R R A F R AR KK

c 0 NUMERD MAXIMJ DE RAIZES QUT ESTz PROGRAMA *
~C PERMITE OBTER £ 300. CASO SEJA NECEZSSARIO UM *
c NUMERD MAIOR ALTERAR A INSTRUCATY AZAIXC *

€ o s ik oR sk ko ok o ok Rk RSk ROk R ok Rk Rk R kR R kR R R
COMMON TK300) yWK(307),SKI300)4STESNT

e c##*******$*¢****#***iii&***t#**#**********#3????##****#******

€ LEITURA DS DADDS *

€3 s oo R K o A Al e o R SR O KRR Rk f 4 de sk ok ok ko ok %
T T READ(Z,60) STESNL,DT¢EPS,EPW,TIMP,DTIM?

C &k % ¥ FAokE kEE *** 3ok e o o ok ok Aok sk ok A o ol o R ok Kok Rl Rk ROk R R Kl %

c IMPRESSAD DO CABECALHD *

C####*#**#*******#******####*#*#**#*###*********#***#*********

WRITE(3,70) STE,.DT
C**************************##*#****#**#***#**###**#**#*##**#ﬁ#

T  INICIALIZACAD DE VARIAYEIS *
C#*****#****#*****#**#****#*#****#*****#*&*******#**#*#*#*#**#
N=NL+] B Sl T _

DO 10 I=1,N
14 TKCI)=FLOAT{I-1}*DT .
SK{11=0.0 DT

WK 1}=100




NT=2
i b b L L L L Y YT 22T T T T T rrwwamwan
c ESTIMATIVAS INICIAIS PARA D PRIMEIRD PAR DE RAIZES *

100

c iiiiikiiiiaiiii*t*#******t**#*yxiii**t*#**##**t********#****
$3=(=1.0+DSQRT{1.0+2.0%TK(2)/5TE))
w3=1:0”53+ 1.0’

51=53+33*%EPS/100.0
$2=53
Wl=w3

W2=W3+W3*EPW/100,0
C**************#**#**t*#*****##**********#****#***#*#******#**

JAE CHAMADA DA SUSROTINA SECANT PARA DBTER AS RAIZES *

C**#*i&ii?&**t*********ii?ki%*i%&?&*#*#i?iiii%i?ﬁiii&ﬁ***##t**

20 CALL SECANT{EQLyE02,51952,53 Wl W2ZyW3
*eEPSHEPH SCINT )y WK INT )

E***#*****iiihi*ﬁ?iiiiitiiiiii%i***#£k*******#**t R AR R KRRk Ak
i VERIFICA SE JA FOI ATINGIDO O INSTANTE PARA *
C IMPRESSAD DAS RESULTADDS *

c#**#*##***iiiiﬁiiit******t***#**%%#%k#ii?if%ii#i*E*********t*
IFCTRKENT) LLT.TIMPY GO TO 30
WRITE{3,80) TRINT) s WCINT )}, SKINT )
T TIMP=TIMP+DTIMP
30 WRITF(1l,%) NT
ok ok A ok o stk ok ok S dl ok o ok o ol loK R A ok ok Rk ROk Rk ok ok ok g o

c VERIFICA SE O ULTIMO PAR DE RAIZES JA FOI J87Ipn %
C s ko ko doiok ek ek e kol ek ko ke kxk k¥ o ko ko ok ok de ok ook L+ & 3
IFINT.EQ.N) G2 TO 40

CRF R RARIRAA KR RK R ERFRE LR RARKE BKR Kk F RN FE R AR R R RN R AR AT TR & ==

L SSTIMATIVAS INICIAIS PARA AS RAIZES *
C Aok R 0 R Kok KOk Yok QR A0k R ok 3ok ok iR o ok Fok ok Ao R Rk o ok ok &

S3=SK(INT)+{SKINTY=3KINT~1} )1/ (TK (NT)=TK(NT=11}%
E(TK(NT+1)=TKINT))
W3=WKANT J +{WKENT)=WKENT=1) 3/ (TK (NT)=FK (NT~1) )%

FETKINT+1) <TKINTY)
51=33+53%EPS/100.0
$2=53

Wi=wW3
WZ=W3+W3*PW/100,0
NT=NT+1

GJ 10 20
40  SToP
60  FORMAT(1X,F5.,1,1X,

—*I’:ﬁ.x, FQ-5‘91X7F7o_§'1Y:E$}§11XtF?-4!1X:F7-4)
70  FORMAT(10X, *STE=?,F5,2,¢ DT= Y Fh.4)
__i') CD_R‘_':‘!_ETLI_X.fﬂ.zflg(ng.B,lx,Fe.ﬁ)
END i)

—l
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SUBROUTINE SECANT(F;GyX1sX2yX39Y1,¥2,Y3,SPX+EPY sXRyYR)
C 3ok A0k Bk R Rk Rk R kR R A 0Kk ok olok Aok Rk ok Rk ek K Rk Aok

b e =

c SUB=-ROTINA QUE UTILIZA 3 ¥METODT DA *
C SECANTE PARA RESOLVER -0 SISTEMA *
C DE EQUCOES NAD LINEARES %
C FiX,Y)=0 *
c “ GIXyY)=0 *
C 3 o e 3t o s o o e e sl s el ol ol e ool o o o e s e ol ok e ok o el ok sl ok e ok o el e sl sl ol o o ook ok e
C LISTA DE VARIAVEIS * N
C - —— *
= X1yX2 X3 = TRES ESTIMATIVAS PARA X *
il Yis¥2,Y3 = TRES ESTIMATIVAS PARA Y - *
c EeX - ERRO PERCENTUAL ADMITIDD PARA X *
C EPY = ERRD PERCENTUAL ADMITIDD PARA Y *
B XRyYR = RAJZES OBRTIDAS . *
c IND ~ INDICADOR PARA A PRIMEIRA ITERACAG *
C TOLX = INCREMENTD EM X CORRESPONDENTE AQ ERRO MAXIMD *
e TOLY = INCREMENTO EM ¥ CORRESPONDSNTE AT ERRD MAXIMN *
c Z1 ~ F CALCULADA COM X1 € Y1 x
c 22 - F CALCULADA COM X2 E Y2 *
C 23 = F CALCULADA COM X3 Fy3 L
& Wl = &G CALCULADA COM X1 £ vl *
C Wz = G CALCULADA C3M X2 £ Y2 *
— £ M3 = 6 CALCULADA COM X3 £ Y3 i sy . ¥
c AlsB1 401,01 =~ DEFINEM O PLANT QUE INTERPOLA A F *
C A24B24+C2,D02 = DESFINEM 0 PLAND QUE INTERPOLA A G %
@ X4 = NOVA ESTIMATIVA PARA X %
€ Y & — NDVA ESTIMATIVA PARA Y *
c DX = INCREMCNTO EM X *
iy € DY = = INCREMENTO EM Y . *
C DX& = INCREZMENTO ANTERIOR PARA X *
C DYA = INCREMENTO ANTERIOR PARA Y *
C 3% 50k Bk deok deoke oo ok ook 3ok e ob s ok ool e ok et e o ook il ok kel s sk sk sk okok ok oot ok ok ok ol ok ok

IMPLICIT REAL¥B{A=H,K-Z)
C koot e ook de ok Aok ok o ok obdon skeook ok O s s o e ke ok o o ek o o ook ek kol s ook o

C PREPARACAD PARA 4 PRIMEIRA ITERACAD *

CAd dokoRok ik R kAR Ak R Rk R A % A skodokok o ook ek o ok e Rk ok ok o o okok sk
TOLX=2DABS {X3%EPX/1272, )
TOLY=DABS(Y3*EPY/100,0)

IND=1

Z1=F(X1,Y1)
Z2=F{X2,Y2)
W1=5(X1,Y1)
W2=G{X2,Y2)

'E"' INICIO N3 CALCULD ITERATIVO *

€ st ek ol Ao o vl e o ok el o ok s o o e ok 8 o ol ok ok ok ot Sk ok oK ok o o s ol oo ol ke kol o o ok oK
17 73=F{X3,Y3)

W3=5{X3,Y3}
€% %ok dooke o skl ok ok ok oo ok o kool ok oo ok ko ok ek o ook sk sl i e o ok s kol e ok ok ok bk sk oo &

c OBTENCAT DO PLAND QUE INTERPOLA A F %

C A ok de Rk Aok Aok ok e k3o AR e o o sk o o Rk o i e A0 R o oo ok e o o oo oo ok
AL={Y2=YL)*¥({Z23=Z21)=(Y3~Y1)}%(Z2=~2Z1}
3l==(X2=X1}¥{23=21)+{X3A=X1)%(22=~21)

Cl1=AX2=X1)*{¥3~Y1)~{X3=X1)%(Y¥2~-Y1}




— e —
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D1=Al*X3+Bl*xY3+C1%73
C*#****###******t#*****#****#t**#********#***#**##*#**###*tt&*
c O3TENCAOD DO PLAND QUE INTERDPILA A G %

C**##****************#*#t*#**&*******#**#***#*##*********#**#*
A2Z Y2 =Y1) ¥ (W31 ) ={Y3=Y) )k (W2=W])
1825 =[X2=X1) ¥ {W3~W1)+(X3=X1)* (W2 ~W] )

C2=C1
92=A2#x3+82*Y3+62*w3
C*************************t****#***#*******t*#****##**********

C JBTENCAD DA NOVA ESTIMATIVA PARA AS R&IZES *
C**************#*t***t#*******t**##*t*##***##***#****##t**#***

X4=101*32-02*81)/!A1*52~A2*81’

Yoz (A1%D2-A2%D31)/ (A1*82~A2%31)
DX=X3=X4
DY=Y3-Y4

IFTDABSIDXY (LT .¥OLX) DX=DSIGN(THLX,DX)
IF{DASSIDY).LT.TOLY) DY=DSIGN(TOLY,DY)

X4=X3-DX ol 3
B Y4=Y3=0Y
C***###**#**********#*************#****#**********#**#********
c VERIFICA St ESTAMOS NA PRIMEIRA ITZRACAQ *

ci%?&*#*#**************&E&##ﬁ?ﬁii&&i##***kﬁi*iii**#**#***#**i*

IFLIND.EQ.Y) GO TO 30
c*******************#t***##*****t************Ey***t*********f#

3 VERIFICA SE HIUVE CONVERGENCTA *
ﬁ*******#******#********##***#***##*#********#****#*#*******#*

c#****#***#**#*t**#********#*#********#*****t**i?%*#**********
C PIEPARACAD PARA NNVA ITERACAD
C*#*****#*##***#***##**#*****#*#*##*ﬁ*****#*#**********#**##**

2% DXA=DX
Dya=DY
Xi=X2

XZ=X3
X3=X4
Yi=yp

ye=ys 7

Y3=Y4
Z1=22

22=713
Wl=W2
W2=W3

GO TO 10 I e ol
30 IND=0

GO T9 29 P e S L—

49 XR=(X3+X4)/2.5
YR={Y34Y4)/2.0
RETURN

END
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A.5 - PROGRAMA SOLDF,

Programa em linguagem FORTRAN utilizando o método

das diferengas finitas.

A5.1 - Instrugoes para Utilizacao do Prograna.

Os dados de entrada a serem fornecidos sao:
a) Numero de Stefan.
b) Incremento Ax*,
¢) Fator de seguranga para At*,
d) Primeiro instante de tempo para impressfo dos
resultados,
e) Incremento de tempo para impress8o dos resul-
tados.
f) Instante de tempo final.
[ Os dados acima deverZo ser fornecidos em um cartdo
' ou arquivo no seguinte formato:
wnn.nnnwn.nnnnnnnnﬁe;ﬁgﬁnn.nn nn.nnpnnn.nn,
dados: a b C d e bl

rd
{ n Caractere numerico.

¥ - Caractere em branco.

Posigao do ponto decimal.

A unidade 3 € de impressao dos resultados. A unida
de 2 € a de leitura de dados. A unidade 1 é o terminal. O numero
maximo de nos espaciais que este programa permite utilizar e 300.
Caso seja necessario utilizar um nimero maior deve-se alterar o

{ comando DIMENSION,



A5.2 - Listagem de¢ Programa.

CH¥ k2 dobkkohdd ok kb ok ok o 5 ok ok ok ok ok ke ook 3k o dok ok ok ek
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C SOLUCAGO PELO METODO DE DIFENCAS FINITAS *

c NOVA ABORDAGEM *
CHFREPEREHRIRERTRAFRRR R RS F SRR ARG ke g R R W ER ko F

c LISTA DE VARIAVEIS
C A TR -G S U i SR . Sy
c SIE =NUMERD DF STEFAN
B DX ~INCREMENTO NA DIKECACD X
- C FSEG =FATOR DE SEGURANCA PARA DT
I TIMP ~TEMPO PARA INICIO DE IMPRESSAD
& DTIMP =INTERVALD DE TEMPO PARA IMPRESSACQ
c TFIN =~TEMPO PARA TERMINDO DO PROCESSAMENTO
C DT1 =INCREMENTO DE TEMPO
c DT ~INCREMENTO DE TEMPOD
C TEMPO =TEMPO
¢ T¢ ___=TEMPERATURA DE FUSAD
c FG ~NUMERD DE FDURIER
€ Bl ~NUMERO DE BIOT
} C SA  =~POSICAD DA FRENTE NO INSTANTE ANTERIDOR

£ TOA ~TEMP « EM X=0 NO INSTANTE ANTcRIOR

c TEMPOA=INSTANTE DE TEMPO ANTERIOR

C DS =DISTANCIA DA FRENTE EM RELACAD AD NODO J=NFS

C TA ~VARIAVEL AUXILIAR £/ NOVA TEMPERATURA DU NODO -1

C N ~YARTAVEL AUXILIAX P/ NOVA TEMPERATURA DOC NODO I
- C S =POSICAD DA FRENTE DE SOLIDIFICACAQ

C TO1 =TEMP, EM X=0 PARA IMPRESSAC

€ NFS =INDICE DO NODO MAIS PROXIMI A FRENTE

C NFSA =NFES~]

c 1 ~INDICE

G T ~TEMPERATURAS

CHREERE AR RREX SR REF kbbb b bk kb Tunkrk

c C PROGRAMA UTILIZA DUPLA PRECISAC

CH #Fr e ik KR RRE R Sk k hk w3 ok for Rk dokdor ok Rk 2ok kK
IMPLUCIT REAL ¥ {A-H0=2)

£ o godeof stk kol ook 0k o 90k 3 ok KK R o ROk ROk ok % R ko Rk kR

C NUMERD MAXIMOD DE NODDS=300

C — LASC SEJA NECESSARID UM

c NUMERD MAIOR ALTERAR A

C INSTRUCAO ABAIXD

e e Sl 2 2 o e S o e e de o e o ol e e S o o e sieale S sesfole s e s ek o gk Sk

DIMENSION T{(30J0)

C-—_“----“--ﬂ-&- Elind e W i SN e O D A . A o G W

£ tEFTURA BOS BADBLS

U ———— = —
READ{245) STE+DX¢FSEGy TIMPyDTIMP,TFIN

¢ CONDICAG DE ESTASILIDADE P/ NUIDC 1

C— - T W S T A W v i - G A S T S Y S R . el i i -

—DTI=FSEGH0 TSFIXFFZ 07 (1. O¥DX) —

C‘ O SR e S S W R S TN e S e T e i

¢ CONDICAD DE ESTABILIDADE P/ NFS

‘ o T i T, A e T TSl P e il G . el T e T N it S i e W . o —— -

DT=FSESHDX*%2 J0/4e &

¢

T
L
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:“ C- *m-----«--“-“-“-ﬂﬂﬂ—--““”--ﬂ---_-“”
¢ ESCOLHA DO MENOR OT
i IF{DTI.LT.DT} DT=DT1
c'““v—. A D s A R I SR S e e i - S N A
' c IMPRESSAC DOS DADOS DE ENTRADA £ DT

C- e et o e ——

WRITE(2,10) ST=,DX,DT

C‘ e S SR S S W A e G A T W e W .

. € CONDICAD INICIAL SEGUNDQO SCLUCAD DE SCBAN

TEMPO={9,OADX*¥2 o0 /44 0+3,0¥IX) XSTE/2 .0

TI1)=0(2.0/(3.0%DX) )/ (1.0+2.07(3.0%2X})
T{2)=2,0%(1.0=T{1))/3.C+T(1)

Cu-——un-——--—--—q.u---- il Gl IR G T M D WS ALY A -

C " INICIALIZACAD DE VARIAVEIS

c- A O L WS A (Y, A o W W ORI S G i e P M . W, g Y P e O SN T o, A s Al e o

TF=1.0

FO=DT/{OX%%2,0)
B1=DX
NES=2

SA=3.0%DX/ 2.0
TOA=T{(1)
~ TEMPOA=TEMPD
. DS=DX/2.0
Ce & ok ko ok Fopkokokok ok kol ok Jokok ok s ok Aok ok ob ook o o ok ko ok ok

€ CALCULD DAS TEMPERATUKAS ND INSTANTE T+27

C ok deaieoge ek e ok e sk 2 koo skl 3 okoR ook ok R o R Rk R kKK e ik R Rk

20 NFSA=NFS=]
TEMPO=TEMPO+DT

C\- e Caaricer i L2 Wi e . S S T

c CALCULD DA TEMPEKATURA DO NODG 1

C Tt T e TS e o e O IS Ry T R T S T WA e I T e s i S A . T W A g 2 A

. TA=2.C*T{2Z)*#F0+(1,0=2,C%F0-2 ,0%F %) %T(1)
IFINFS.EQ.2) GO TO 50

{:-a“n-; T D W r—" . T R 0 W0 WG T e W SO _x At GRS . Mk aac W S Se W TR e

C- e et b e N e g e ——

DO 40 I=24NFSA

TN=FO(T(I+1)+#T{I~1) 1+ (1.0=2. C%F_)%T (I}
T(I=1)=TA
TA=TN

40 CONTINUE

C- e e L L L T T L T ————

C CALCULS DA TEMPERATURA PARA [ NODD NFS

c-. T T S SR - T T O e o . S S i W el mbn S W R P O 3 SR

20 TN=(T(NFS=1)/DX+TF/DS)}%Z ,0%DT/{DX+DS)+
+(1.0=2.0¥FO%DX/0S ) ¥T (NFS)

c- -l-—-\ b i R S —" P

c CALCULDG D= Ds

C-u——u---——-—-ﬁ—-—- el L Ll o d T P ——

DS=DS+(1.0=T(NFS))/(DS%ESTE)}*DT
TINFS=1)=TA
T(NFS)=TN

C CALCULD DAS TEMPZRATURAS P/ 0S N™S DE 2 A

b

(P
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¢

c-- P —— -

c "CASO DS SEJA MAJIDR QUE 3DX/2

c INTRODUZ IR UM NOVO NODC NA MALHA

C_- I v e S O i e vl B P S i M S S e W e o
IF{DS.LE.3.0%DX/2,0} GO TO 70
NFS=NFS+1

-C-..._,...._..,....__,____.._.,_,.,_,_,_.._'_,__,_,_,.,,.....,.....,,_,_,.___,._.,,‘,,,.._J..__.,....h

c INICIALTIZACAD DA TEMPERATUKRA pC

c DO NODC NFS, INTERPOLACAD LINEAR

c---—-----_—_ - — - - T T e Y T VD A O A A S

N _ TINFSI=(TF=T(NFS~1)}¥DX/0DS+T(NFS=1)
DS=DS=DX
70 S=FLOAT{NFS=1)*DX+DS

c-n-um—_ ----- B Sy ——— STy m—

C VERIFICA SE 0 INSTANTE DE

c TEMPD PARA IMPRESSAO JA EOI ALCANCADQ

% C--r - e TR e T R T e o W G T

IF{TEMPO.GELTIMP) GO TO 100 S Jol wem N

% 3% 2 o vk ok 3k v kel e e ol sk kol i ok e ok e e el s s ale s s alede e ale ol ol e ok Roole sk ok
o NUMERO MAXIMO DE NODOS=300G - o
c CASD SEJA NECESSARIC UM
C NUMERD MAIOR ALTERAR A
Bty INSTRUCAD ABAIXOQ
CRFFFFRERFERRRFR TR EF AR AR E R kR F R R A h k% F ¥k ok
13¢ IF(NFS.GT.300) GO TO 115
C-m_u-u‘_--‘_ﬁ-_n--_-_---uﬁ--___—--_‘l--ﬁ_mgu.-m
C VERIFICA SE O INSTANTE DE
C TEMPO PARA FINAL DE PRDCESSAMENTO
C JA FOI ALCANCADD
C-‘ - D e g P —
IFITEMPO.GT.TFIN) 60 YO 120
C__ﬁﬁ___W-ﬁ._,gnw-_-..--"__--_h_.,_*-_-wn-‘gw-w*
C PREPARACAD P/ NOVA 1TERACAC
C-WW_--‘mﬁ-m-u‘*ﬂg*ﬁ_—‘um--n---bﬁu—nsﬂu‘---—*-'
TEMPOA=TEMPD
TOA=T(1) —
SA=S
GO TO 20 -
e c----—---—-----------;—-~-----;-~----- =, & T
c IMPR=SSAG D= RESULTADC
C---'-m-x e [ —— P —— -

1006 SI-TS-SA)*TTIMP-T EMPOAY/(TEMPO~TEMPOA}+SA
Tbx-(T(l)-TGA)*{TIMP-TEHPSAI/(TEMDU-TEMPSA)+T0A
WRITE(3,110) TIMP,TOI,SI
TIMP=TIMP+3TINMP ‘" I B
GO TO 1320

115 WRITE{I,140)

- 120 ®Tar T - ey & =T
C-.----—-----_----_._--_‘-_—--—---—---mm“a--~
c FORMATOS DE IMPRESSAD F LEITURA

- i N O S S A S Sa S S S T L

-C---ﬂ--‘ﬁﬂ
5 FORMATUIXyFbu39lXoFl0eSsIXyFaa2elXyF54291XsF5¢231X3F6e2)
10 FORMATUIXy *STE=* 3Fi,29 % DX=VyF5,.3,4¢ DT=9,7F144124/91 Xy
¥t TEMPO TC S*)
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110 FDRMAT(1XrF8-3y1X,FB.5,1X,F8.4?
14C FORMAT(1X,%S ALCANCOU O FINAL DA MALHA?')
END

-




