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RESUMO

Um procedimento de otimizagao para uma viga em ba-
lango que realiza pequenas vibragdes transversais & estabele
cido. Para tanto, € definida uma fungao objetivo mista que -
envolve a frequéncia fundamental e a distribuigdo de massa -
ao longo da viga. A minimizagdo desta fungdo € vinculada i
obediéncia da Equagdoc de Euler para a viga e a condigdes de
contorno adequadas. As varidveis de controle utilizadas, siao,
de forma indireta, as fungOes area e raio de giragao, resul-
tando num problema de Controle Otimo. Este problema, por sua
vez, e tratado numericamente de modo a se obter, segundo o -
critério adotado, a distribuigac de massa que, para um dado
comprimento e condigdes minimas de resisténcia estabelecidas,
leva & viga de menor peso e maior frequéncia fundamental. -
Dez casos, decorrentes da combinagic de niveis minimos pre -
fixados de frequencia e resisténcia, sdo analisados e os re-
sultados obtidos sdo comparados a resultados anteriores dis-
poniveis na literatura.

ABSTRACT

An optimization proceédure to treat the problem of
a cantilever beam subjected to transverse vibration is esta-
blished . A performance index, which includes the first mode
frequency and mass distribution, is defined. The minimization
of this index is subjected to Euler's equation.for the beam
and to adequate boundary conditions. The optimal control pro
blem is then formulated such as to give the minimum weight
and the maximum frequency for a cantilever beam with fixed
length and subjected to given strenght comnstraints. A numeri-
cal solution is obtained in ten different cases. Each case is
a combination of specified minimum levels of frequency and
strength. The results are compared to other available results.
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CAPITULO 1

INTRODUCAC

A procura de solugbes para problemas de estruturas
que satisfagam determinados critérios de otimizagdo e que, si
multaneamente, respeitem certas restrigoes de resisténcia ou
de geometria, tem sido dedicada uma razodvel parte das pesqui
sas realizadas na area de projeto estrutural. Sob o aspecto
de projeto com restrigbes ou critérios dinamicos,existe a preo
cupag@io de se alterar a resposta dinamica de estruturas, no
tadamente sob o ponto de vista de se melhorar os niveis de -
frequéncia de vibragdo. E esta ultima situagdo que aqui se -
pretende abordar.

O presente trabalho tem por objetivo a determina-
¢do da distribuigZo de massa de uma viga em balango que leve
a minimizagdo do peso e a maxima frequéncia natural do primei
ro modo. Admite-se que tal viga realize pequenas vibragoes -
transversais livres. Este problema, de grande aplicagao a pro
jetos mecanicos e estruturais, seja pela importancia do ele-
mento estrutural em si, seja pelas aproximagGes que nele po-
dem ser baseadas, tem sido abordado em uma série de publica-
¢Ges por métodos em que se mantem constante a massa e maximiza
se a frequéncia ou, entido,mantem-se constante a frequeéncia ¢

minimiza-se a massa. A intengio aqui € tentar combinar estes -




dois efeitos através da definigao de uma fungao objetivo que
envolve a frequéncia fundamental e a distribuigac de massa ao
longo do comprimento da viga. A minimizagdo desta fungdo & vin
culada 3 obediéncia da Equagdo de Euler para vibragOes livres
da viga e a condi¢8es de contorno adequadas. Para se conse-
guir tal minimizag8o, as fungdes drea e raio de giragdo da seg
cdo transversal ao longo do comprimento sdo usadas, de maneira
indireta, como variaveis de controle. O problema assim formula
do resulta num problema do Controle Otimo, de modelo continuo,
com duas variaveis de controle, condigdes de contorno ndo to-
talmente especificadas nas extremidades e com o autovalor co-
locado como variavel de estado. Sdo incluidas também, restri-
cOes de desigualdade sobre algumas das variaveis de estado de
modo que, juntamente com condigoes de contorno impostas, esta-
belecam vinculos de resisténcia minima para a viga em estudo.
Com essas consideragdes, o modelo matematico resultante se mos
tra uma ampliacdo dos casos anteriormente estudados na litera
tura, ainda com a vantagem de que a forma da viga ndo precisa
ser definida a priori e sim ajustada a partir das solugbes Oti-
mas obtidas. Admite-se conhecido e fixo apenas o seu comprimen
to.

0 problema resultante ¢ tratado numericamente por -
um algoritmo de gradiente de primeira ordem que representa a
extensao de uma técnica, Jja conhecida e muito bem sucedida,
no sentido de permitir também o ajuste d0timo das condigbes de
contorno nio especificadas. Atraves desse algoritmo se obtem,

entdo, a distribuigdo de massa que, para um dado comprimento e




condigoes de resisténcia estabelecidas, leva a viga de menor
massa e maior frequéncia natural.

Um total de dez casos, resultantes de combinagoes
possiveis de frequéncia e restrigdes de desigualdade arbitra-
das, sdo processados e analisados de modo a se poder, primeira
mente, formar uma idéia mais completa acerca das virtudes e -
dos defeitos de todo o encaminhamento proposto e, depois, com-
parar os resultados com outros obtidos anteriormente na litera
tura.

Quanto 3 sequéncia em que os diferentes tdpicos -
sio abordados, deve-se dizer que o capitulo 2 tem a intengao -
de mostrar o atual estado da arte no campo de otimizagao de es
truturas. Sio citadas e comparadas as diversas técnicas dispo-
niveis e analisados os resultados existentes, de modo a se po-
der estabelecer parametros para uma definicao da abordagem a
ser seguida.

No capitulo 3, € montado o modelo matematico com a
obtencgao das equagles de controle e com a completa definigao -
do problema de Controle Otimo decorrente.

'No capitulo 4, sao desenvolvidas as condigoes ne-:
cessarias para otimizagdo do caso em estudo e a maneira de se
chegar a verificagao dessas condigdes por meio de um algoritmo
numérico implantado em computador. S50, também, descritas as
maneiras de tratamento numérico dos vinculos de desigualdade -
colocados sobre variaveis de estado e escolhida uma técnica pa

ra executar esse tratamento no citado algoritmo.




No capftulo 5,slo definidos os pariametros necessi-
rios & simulagido em computador e snalisados os resultados de
cada um dos dez casos processados. Os aspectos mais importan-
tes de cada caso sao, entdo, comparados de modo a se poder -~
tragar um quadro geral do problema tratado.

Nq capitulo 6, sio colocadas as consideragdes fi-
nais, com a comparagaoc entre os resultados obtidos e os ante-
riores, existentes na literatura, e as recomendsgdes para pos
siveis desenvoivimentos futuros.

O programa de solugdo num@rica tem seus aspectos -
de maior interesse sbordados nos apéndices que completam o -

trabalho apresentado.




capfTuLo 2

ANALISE PRELIMINAR

2.1 - CONSIDERACOES GERAIS

Um dos ramos mais antigos do conhecimento humano,o
calculo estrutural, passa atualmente por uma fase de acelera-
da -evolugdo. Ac sempre presente problema de se conhecer o con
portamento de estruturas sob condigles estaticas de carrega-
mentos diversos, o constante aperfeigoamento das miquinas, ca
da vez maiores e mals velozes, veio somar a necessidade de se
estabelecer também o comportamento sob condigdes dindmicas, -
pois, efeitos indesejados de oscilagBes podem representar se-
ria restrig@o a consecussdo dos objetivos pretendidos.

Devido as grandes dificuldades envolvidas na mode-
lagem fisica e matematica das estruturas, as técnicas desen-
volvidas para seu cdlculo, normalmente englobando um nimero -
muito grande. de parametros, ficaram restritas a poucos casos
mais simples. Com o aparecimento dos computadores digitais e
consequente implantagdo e aperfeigoamento das técnicas, permi
tindo a analise das mais complexas estruturas e, por outro la
do, a necessidade de sofisticacgado da tecnologia empregada em
algumas ireas da Engenharia como a Aerondutica, a Aeroespacial,
a Mecanica e a Civil, o projeto estrutural entrou em acentuado

ritmo de desenvolvimento. Desta forma, ampliou-se a possibili-




dade de, sem muito esforgo, montar-se uma série de projetos e
"reprojetos' de estruturas, todos satisfazendo as mesmas res-
trigGes e diferindo entre si apenas por modificagGes nas for-
mas ou nos materiais empregados e de se escolher, dentre os
possiveis projetos, aquele que fosse mais conveniente.

0 surgimento de técnicas de otimizagdo,aplicaveis
aos mais variados problemas encontrados no campo da tecnolo-
gia veio acrescentar novo e importante dado ao projeto estru-
tural. Assim, a elaboragfo intuitiva de uma série de projetos
pode ser trocada pela busca sistemdtica de um projeto que & -
otimo no sentido global. Ficou entdo criado um novo campo, -
ainda muito pouco explorado devido ao curto tempo de desenvol
vimento, denominado genericamente Otimizagao de Estruturas.

Os fins a que se propée a Otimizagao de Estruturas
sdo exatamente os mesmos do calculo estrutural. Projetar sem
utilizar as teorias de otimizagdo significa formular hipfteses
e verifica-las através de calculos. As teorias de otimizagao
tornam possivel determinar diretamente a solugdo Ootima basea-
da apenas em dadas condi¢bes de resistencia e geometria. Des-
sa maneira & teoricamente viavel que qualquer projeto envol-
vendo estruturas possa ser tratado através de metodos de oti-
mizacdo. No entanto, as dificuldades inerentes tanto a modela
gem estrutural como a metodos de programagdo para solugao nu~
mérica representam obstaculos a serem ainda transpostos para
uma colocacdo mais acessivel do projeto otimo.

Estas dificuldades aumentam quando se pretende a

otimizagdo de um problema dinamico. O interesse por este caso




se justifica pelo fato de projetos nas dreas de Engenharia -
Aeronautica e Aeroespacial ou, ainda, na Engenharia Mec@nica
quase sembre envolverem restrigtes quanto a comportamento di
namico. Assim, Pierson,|Pl|, cita como exemplo que, na maio-
ria dos projetos de veiculos espaciais, e desejdvel que vi-
rias das frequéncias naturais associadas com os modos mais
baixos de vibragdo estrutural estejam acima de determinados
niveis de modo a ndo permitir interfer8ncia com os sistemas
de controle. Caracteriza-se, dessa forma, a necessidade de um
estudo mais cuidadoso das partes estruturais criticas com re-
lag@o ds suas frequéncias, o que pode ser feito atraves de al
gum método de otimizagdo,

Neste trabalho, os casos considerados sdo tambéem
referentes & otimizagdo quanto &s frequéncias naturais. As
origens desses casos estdo ligadas a trabalho anterior, |F1],
onde foi desenvolvido o projeto de uma mesa para testes dina-
micos. Tal projeto consistia, em seus Itens principais, no di
mensionamento dinamico de um conjunto formado por: a) uma me-
sa de ferro fundido, onde seriam fixados os instrumentos e pe
gas em teste; b) um bloco de concreto, com a infengﬁo de se
obter maior inércia, constituindo assim um bloco sismico;
¢) conjunto de isolagao do bloco sismico formado por um siste
ma de molas e amortecedores; d) fundagbes para isolagéo dos
conjuntos acima em relaggo ao solo;/e) colunas para suporte
de wibradores ou de pegas. Eram previstos dois tipos de tes-
tes. O primeiro, chamado em circuito aberto, usado-principal~

mente para levantamento de caracteristicas de ressondncia dos




elementos em teste, exige o uso de um excitador de vibragles

¢ de uma massa calibrada, num esquema como © mostrado na Figu

MASTA CALIBRADA
PEGA EM YRETK

EXEI TADOR

MESA O FERRO FUNDICO
PAREDE

CONJUNTO 1BOLABONR

runpagio
BLOCO DE CONCARTG

_ ra 2.1.

PRI AT R BE 2

Figura 2.1 - Ensaio em . Circuito Aberto

0 segundo, conhecido como teste em circuito fecha
i do, & utilizado para ensaios de fadiga ou de modelos de com-
ponentes de madquinas e estruturas. Neste caso, & necessario o
uso de uma coluna-suporte para que se possa fechar o circuito
de forgas dentro do conjunto, como esquematizado na Figura -
Pieil |
I A coluna-suporte para testes em circuito fechado
representa a limitagao neste tipo de montagem. Esta limitagdo
ocorre porque a maioria dos excitadores colocados no mercado
sio estdveis para trabalhar acima de determinados niveis mini
mos de frequéncia,| F1 |. Para que possam ser feitos os tes-
M tes, & necessario que a coluna tenha frequéncia natural nao -
inferior, por exemplo, a cerca de dez vezes O nivel minimo da

frequéncia de estabilidade,de modo que ndo haja interferéncia
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Figura 2.2 - Ensaio em Circuito Fechado

da coluna nos resultados. Como a faixa de uso dos excitadores
de vibragdo, por outro lado, & muito larga,em termos de fre-
quéncias geradas, torna-se necessario que a coluna tenha fre-
quéncia natural muito alta para que se possa realizar este ti
po de testes. Conclue-se, entdo, que a coluna deve ter a -
maior frequeéncia natural acima de um certo limite. Caso con-
trario, os testes ficam restritos a frequéncias que podem ndo
ter maior interesse pratico.

Nesse trabalho anterior,| F1 |, condigles de si-
metria de carregamento,de fixagao da coluna a mesa de ferro
fundido e do tipo de pegas a serem testadas.levaram a modelar
d coluna por uma viga engastada - livre, ou, em balango; en
que deveriam ser levantadas as caracteristicas de vibragio em

flexdo. Com essas hipoteses,foi montado um programa de compu-
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tador, baseado no quociente de Rayleigh, para determinagao -
da frequéncia fundamental aproximada. VariagOes na geometria
das colunas levaram a simulagao de trés diferentes modelos -
fisicos. Em cada modelo simulado, a distribuigdo de massa foi
também variada, mantendo-se a configuragfo basica. Os resul-
tados obtidos, no entanto, ndo foram satisfatorios, razdo pg
la qual se optou pela construgao de uma coluna trabalhando a-
penas em vibragao axial, fato que garante um nivel mais alto
da frequencia fundamental. Pretendia-se, a partir desse pon-
to, ensaiar modelos em escala de colunas com outras configu
racoes geométricas, usando os dois tipos citados de testes ,
ate que se chegasse a uma forma definitiva que preenchesse -
os necessdrios requisitos de resposta dindmica.

0 esquema utilizado para o dimensionamento da co
luna-suporte para testes em circuito fechado mostra, entao ,
que, para certos casos, um processo repetitivo de projeto e
"reprojeto' nem sempre leva a bons resultados. Nesses casos,
parece necessdrio que se tente obter a solucdo atraves de al
gum processo de otimizagao, ou seja, que se chegue a uma so-
lugdo que € Otima num sentido mais amplo que a simples compa
ragcdo com outros projetos em condigoes pré-estabelecidas, -
que podem ser totalmente diferentes da &6tima. Este & o enfo-
que aqui abordado, tratando um problema de otimizagdo sob -
condicbes dindmicas, com restrigfes quanto as frequencias na
turais, usando como exemplo o caso da coluna.

Segue-se o eshogo de um quadro evolutivo da cha-

mada Otimizagdo de Estruturas, com a colocagao resumida de
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suas principais técnicas de modelagem e simulagao.

2.2 - OTIMIZAGAO DE ESTRUTURAS

A caracterizacdo de um problema de otimizagdo es-
trutural & feita através da definigdo de variaveis de projeto
ou de controle, de uma funcio objetivo,ou indice de desempe-
nho,e de vinculos. O que se procura & selecionar as variaveis
de projeto que, dentro de certos limites, descritos por vincu
los quanto ao comportamento estrutural ou a sua geometria, -
tornam otima a estrutura com relagdo a um critério de otimiza
¢do, expresso por uma fungdo objetivo.

Wasiutynski e Brandt, | W1 |, autores de um dos -
primeiros trabalhos de revisdo dentro do campo de otimizacac
de projeto estruturais, colocam que, se entendido do ponto -
de vista de um esquema iterativo, que permita a escolha do me
lhor entre uma série de projetos, o projeto Ootimo & inerente
ao cilculo estrutural. Estes autores ordenam no tempo as pri-
meiras publicacOes na drea, cerca de duas centenas, engloban-
do os progressos desde Galileu até o comego da década de 60.
A quase totalidade desses trabalhos se refere a otimizagao de
estruturas de formas conhecidas sob a acao de carregamentos
deterministicos e estaticos em que os critérios de otimizagao
normalmente empregados sdo os de minimo peso estrutural ou de
minima energia de deformagdo ou, ainda, de estruturas estati-

camente indeterminadas de resisténcia uniforme, | W1 |[.
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0 aumento da capacidade dos computadores aliada

& implantacdo de novos métodos de analise de estruturas e de
otimizagdo, apds esta &poca, s@o os responsdveis pela expan-
sao dos horizontes do projeto otimo. Numa segunda révis&n, -
compreendendo os anos de 1962 a 1968, Sheu e Prager,| S1 | ,
chamam a atengdo para o fato de que,nesse intervalo relativa
mente pequeno de tempo,o'nﬁmero de publicagGes supera a meta
de do nimero relacionado em | W1 |. Este fato sugere a impor
téncia da procura de novos métodos para que se consiga formu
lagbes mais acessiveis para problemas de otimizagfic estrutu-
ral. Nos trabalhos revistos em | 81 |, sdo notadas duas ten
déncias. A primeira se caracteriza por uma tentativa de gene
ralizagdo na aplicagdo de métodos, entdo j& conhecidos, a es
truturas de uso especifico e extremamente complexas. Tais de
senvolvimentos normalmente conseguem lotar a capacidade dos
maiores computadores e representam uma aproximagio bastante
boa para com a realidade fisica. A segunda tendéncia & carac
terizada pela busca de novos métodos de otimizac@o ou da apli
cacdo de técnicas desenvolvidas em outros campos da enge-
nharia para solug@io de problemas estruturais. B claro que as
peineiras aplicagOes,neste segundo caso,ficam restritas a es-
truturas mais simples ou membros estruturais e que, em alguns
casos, os métodos ndo se prestam a solugdes de estruturas mui
to complexas por :azﬁes tanto de modelagem matematica como de
implantacéo em computador para solugéo numérica. No entanto,a
aplicacgdo a estruturas simplificadas, através destes métodos, ~

permite que se obtenham solugbes em primeira aproximagdoc parae
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casos mais complexos que se prestam como excelentes pontos de
partida na formulagdo por métodos mais gerais.

De uma maneira geral, as duas tendéncias’citadas
sdo classificadas de acordo com a forma do modelo matemdtico
que exigem. Para estruturas complexas, o tratamento viavel im
plica a discretizag@o do modelo fisico através de quélquer -
das técnicas usuais de aniiise estrutural e a procura de um -
conjunte de variaveis discretas que otimizem uma dada fungdo
objetivo, impondo-se uma série de vinculos geométricos e de
resisténcia. Resulta, normalmente, um modelo com elevado nime
ro de graus de liberdade, mesmo que sejam poucas as varidveis
de projeto. A este procedimento se dd o nome de modelo discre
tizado, | P1 |. Em estruturas mais simples, & possivel a procu
ra de uma fungao ou conjuntd de fungOes com a mesma intencdo
de otimizacao de uma fungdo objetivo, respeitadas restrigdes
de forma ou resisténcia. Este procedimento toma entdo o nome
de formulacdo por modelo continuo,| P1 |.

A ja citada procura de novos métodos para a solu
gdo de problemas estruturais traz consigo a possibilidade de
uma ampliagéo na definigéo dos critérios de otimizagdo. Assim,
surgem, no periodo ﬁescrito por| S1 |, os primeiros trabalhos
na area de otimizagdo dinamica segundo critérios que podem -
ser, por exemplo, de frequencias naturais ou de maxima defle-
xdo dindmica num dado ponto.

Apds o intervalo de tempo coberto por | S1 |, o
niimero de publicagfes na &rea de otimizago estrutural dindmi

ca cresce rapidamente, o que torna desejavel uma separagio -
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quanto aos procedimentos adotados para um melhor entendimento
dos progressos no campo. Isto € feito com a separacdo segundo
o modelo matemdtico abordado, isto &, segundo modelos discre-

tizados ou continuos que seguem crité;;os dinamicos.

 2.2.1 - MODELOS DISCRETIZADOS

Conforme citado, entende-se por otimizagao segun
do modelos discretizados aos métodos em que se procura um con
junto de varidveis discretas que otimizam uma fungdo objetivo
para uma estrutura discretizada através de alguma das técnicas
usuais de andlise estrutural, como,por exemplo, elementos fi-
nitos. Modelos discretizados podem ser aplicados a estruturas
altamente complexas, servindo, portanto, a solugdo de proble-
mas de grande significagdo pratica.

Embora os critérios de otimizagdo utilizados se-
jam bastante variados, a maior preocupagéo parece estar concen
trada em estruturas de minimo peso sob condigGes quaisquer de
carregamento pxterho. Sob este ctitﬁrio. os trabalhos pilonei-
ros de Projeto Otimo desenvolvem a idéia de"projeto do maximo
de tensdo" (“fully stressed design') onde cada um dos elemen-
tos de uma dada estrutura & dimensionadg de forma a atingir -
um limite de tensfo permissivel para as condigdes dadas. No -
entanto, nem sempre este caminho leva a uma solugdo otima no

sentido global: isto s0 ocorre para alguns casos particulares,
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| G1 |.

O problema de minimizagdo do'peso de uma estrutu
ra sujeita a frequéncias naturais especificadas & pelalprimei
ra vez proposto por Turner,| Tl |, para o caso de uma barra -
engastada em um ext:emo. ca:regéndo uma massa puntual no ou-
tro e realizando pequenas vibragdes axiais. Com a frequéncia
natural do ﬁrimeiro modo suposta conhecida, a formulagiio &8 -~
feita através de um modelo discreto e de outro continuo pelo
uso de técnicas variacionais. O modelo continuo e seus desdo-
bramentos sdo comentados em outre Item. Para o.modelo discre-
to,.as condigbes necessarias para otimizaglo resultam num sis
tema de equactes algébricas lineares e quadriticas de onde a
solugdo & extraida através da aplicaciio de algoritmo que & -
uma modificag@o do algoritmo de Newton - Raphson. O procedi-
mento consiste em se partir de uma distribuigdo de massa que
fornega a frequéncia natural desejada e a cada iteracdo obter
se uma série de corregdes nessa distribuigdo até que a massa
minima seja conseguida. Matematicamente, esta formulacdo re~
presenta um problema de Programacido N&o Linear que comsiste -
na minimizaegd@o de um funcional linear, a massa'tatal, sujeito
a vinculos de igualdade quadrdticos.

APosieriormente,ZQrghamee,l Z1 |, coloca o proble
ma anterior na forma inversa: maximizar a frequencia natural
do primeiro modo para um dado peso conhecido. A formulagao &
feita de uma maneira muito mais geral no sentido de que & -
aplicivel a qualquer estrutura com nimero finito de membros.

Através de variagio da resisténcia de cada um dos membros che
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ga-se a resposta pelo uso do método de diregbes vidveis propos
to por Rosen. A importancia deste trabalho reside na obtengéo
de uma relagdo explicita da variagdo do autovalor com uma vari
agdo da matriz de rigidez da estrutura. O metodo foi aplicado
a uma trelica em balango, com bons resultados.

Baseado nas relagles obtidas em |[Z1],Rubin, [R1],colo
ca uma abordagem mais ampla no problema da frequéncia natural,
passando a trata-lo atraves de um vincule de desigualdade. O -
objetivo, como sempre, € a minimizagdo do peso,o que € conse-
guido por meic de um processoc que consiste de duas fases alter
nativas. Na primeira, um algoritmo de gradiente €& usado para -
aumentar a frequéncia fundamental até que esta esteja dentro de
uma faixa pré-estabelecida.Em seguida,o peso € minimizado atra-
vés de algoritmo andlogo.Se necessario,nesta segunda parte, o
método de modificacdo da frequéncia & usado para manter a fre-
quéncia dentro dos niveis pertinentes.As vantagens do método,na
forma proposta,se referem a possibilidade de ser aplicada a par
tes de uma estrutura e a simulagdo de estruturas complexas com
grande numero de graus de liberdade, aliada a uma convergencia
extremamente .rapida, necessitando de poucas iteracgdes para se
chegar a solug@o.0 algoritmo € aplicavel a qualquer técnica de
discretizagdo de estruturas, sendo que o autor usa Elementos
Finitos.

Yasaka, |Y1|, faz uma revisdo dos métodos empregados
até a epoca de publicagdo de seu trabalho, analisando detidamen
te teécnicas de calculo estrutural e de otimizagdo . Dentre

as estudadas, escolhe como base para proposigcdao de um nove
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método a técnica dos Elementos Finitos e algoritmos de gradi
ente. 0 m&todo proposto consiste na minimizagdo do peso com
restrigOes quanto &s midximas tensdes e quanto &s frquéncias
naturais da estrutura. Para tanto & apresentado um procedimen
to bastante simples para se obter as derivadas das frequéncias
conm relag&o_as varidveis de projeto através das matrizes -
de massa e rigidez. E possfvelt também, aplicacdo de métodos
de sub-estruturas dentro do problema de miminizagdo do peso -
estrutural. Exemplos de aplicagio do método foram desenvolvi-
dos para uma viga em balango,sujeita a uma carga de flexdio na
extremidade ,onde ndo se leva em conta o peso estrutural; para
uma treliga em dois andares sujeita a cargas axiais e laterais
e finalmente para a determinagdo da viga mais forte quando su
jeita a uma carga de flambagem.

. Tecnicas de otimizac8o de estruturas foram desen-
volvidas também com vistas a outras aplicagBes que ndo a mini
mizagdo do peso estrutural, Dessa forma, um tipo de problema
que se assemelha bastante aos problemas com vinculos de fre-
quéncia natural & aquele relacionado com autovalores aeroelds-
ticos especificados. Bste tipo de otimizag@o foi objeto de and
lise em uma longa série de trabalhos, |Pl]., Para uma outra -
classe de problemas, a satisfagdo dos vinculos nas frequéncias,
embora afete as caracteristféas de vibragdo da estrutura, re-
presenta apenas uma parte da solugdo’se sao consideradas quan-
tidades vinculadas que dependam diretamente da.resposta dinami-
ca. Nestes casos, & comum que os vinculos sejam paramétricos, -

como os que resultam de se colocar um limite superior na defle
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x80 ou nas tensdps durante todo o perfodo de tempo dé inte
resse para a anfilise. , | _

Fox e Kapoor, | F2 |, tratam o problema de minji
mizagdo do peso de uma estrutura sujeita a vinculos de mixim
ma tensdo, méximo deslocamento e menor frequéncia fundamental
que devem ser v?rificados,ao longo do tempo. Admitem a ine-
xisténcia de amortecimento estrutural, condicoes iniciais de
velocidade e deslocamento nulos e uma forga senoidal agindo -
sobre a estrutura. O algoritmo de diregdes vidveis na forma -
proposta por Zarghamee,| Z1 |, & usado para a otimizacdo. O mg
todo & ;ntﬁa aplicado a uma sé:ie de estruturas de barras com
resultados muito satisfatdrios.

Ainda dentro da mesma drea, outro problema que -
recebe muita atengdo & o relacionado com ¢ projeto Gtimo de
sistemas de isolagdo de choque e vibragdo,| P1 |.

De uma maneira geral, o esforgco com modelos dis-
cretizados parece agora se concentrar na viabilizagdo dos me -
todos, ja desenvolvidos em exemplos simples, para as estrutu-
ras mais complexas. Como exemplo, Alves de Lima,| Al |, pro-
p6e uma reformulagdo do método de diregdes vidveis de Rosen -
para tornar mais rapido o processo de computagdo. Isto & con~
seguido através de modificagdes no tamanho do passo entre -
duas iteragdes consecutivas. As aplicagdes, em | Al |, sédo de
senvolvidas para exemplos sob condigdes estdticas embora o au
tor ressalte a possibilidade de uso para condigdes dinamicas

mediante pequenas alteragles no algoritmio.
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Qutro aspecto importante e que & objeto de pes-
quisas atualmente se refere ao tratameﬁto numérico dos vincu
los de desigualdade. Exemplo disso & ¢ trabalho de Haug, Pan
e Streefer.I H1 |, que desenvolvem método semelhante ao pro
posto por Rubin,| Rl |, mas que permite tanto a colocagdo -
mais geral do critério de otimizagdo, ou seja, da fungdo ob-
jetivo, como tratamento de virios vinculos de désigualdade -
simult@neos. Bstes vinculos de desigualdade, no caso, podem
ser expressos por quantidades tdo diferentes como restrigdes
nos niveis maximos de tensdo, nos niveis de frequéncias natu
Tais cu’de cargas de flambagem,ou ainda quanto dsmidximas de-
formagOes elasticas em pontos'selecionados da estrutura. U-
sando a técnica de Blementos Finitos para andlise estrutu-
ral, o algoritmo & aplicado & solugéo da coluna de minimo pe
so para flambagem, & solugdo de um pdrtico de minimo peso -

com restricdes quanto i tensdo, & deformagdo e & flambagem e

ainda & solugdo de uma placa e de um pdrtico plano de trés

barras que devem atingir minimo peso sujeito a vinculos de

minima frequéncia fundamental.

2.2.2 - MODELOS CONTINUOS

No tipo de formulagdo denominada modelos conti-
nuos procura-se a fungdo ou conjunto de fungoes continuas -
que extremizam uma fung8o objetivo e satisfazem certas res-

trigdes de projeto. No campo de otimizag@o de estruturas sob
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critérios dindmicos, este tipo de formulagéo tem contribuido
principalmente na c:iaqﬁo de novos métodos, ainda em fase de
desenvolvimento, mas que apresentam enorme potencial para -
posterior aplicagdo a casos mais gerais.

0 interesse pela solugio Stima de problemas con
tinuos & bastante antigo. Por volta de 1770, Lagrange propos
o problema de se determinar a melhor forma de uma coluna de
Buler-Bernoulli sujeita a uma carga de compress@o, © qué -
significa a determinagdo de um autovalor . A solug@o de La-
grange ndo era correta devido a erros computacionais. A for-
ma correta foi obtida pdr Cilausen em 1851 e, independentemen
te, por Keller em 1960,| K1 |. O resultado obtido foi que, -
com o adelgacamento da coluna, mantido seu volume inicial, &
carga critica poderia ser aumentada em pelo menos 33%, para
o caso de uma coluna com secgbes transversais cilindricas.

No campo de otimizag@0 din@mica de estruturas,a
contribuigdo pioneira trouxe embutida uma nova abordagem pa-
ra o aspecto de otimizagdo de frequéncias naturais. Niordson,
| N1|, desenvolve um novo método para a maximi;agio da fre-
quéncia fundamental de estruturas simples. Considerande ¢ ca
so de uma viga bi-apoiada, o autor propde um algoritmo que &
baseado no quociente de Rayleigh e que é depois aplicado 8
outras estruturas simples, com pequenas alteragdes, como ex-
posto mais adiante. No problema original, Niordson admite -
que o material & conhecido, assim como 0 comprimento © o VO-
lume da viga e nido podem ser alterados durante © processo. -

Partindo da equagéo de Euler de vibragGes livres de uma viga
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em flexdo, a equagdo e as condigdes de contorno sdo adimensic
nalizadags em relag@o a uma nova coordenada definida ao longo

do eixo € a um parimet:o o que engloba o comprimento, o vo-
lume e a drea da secgdo transversal. Admitindo que seja vdli-
da uma relagdo momento de inércia de drea da secgdo transver-
sal - area dd seccdo na fprma.I(i) = c Az(x).onda c & uma ~
constante que depende da geometria da secgdo transversal, che

ga-se a uma relagéo da forma:
(a2 y" e ay=0 (2.1)

onde ,I & um parametro que engloba todas as constantes do -
problema, inclusive a frequéncia w2, e (') indica diferencia
¢do em relagdo & nova coordenada ao longo do eixo da viga.

A partir de (2.1) e usando as condigdes de con
torno do caso em estudo, & possivel estabelecer uma fungdo de-

finida pelo quociente:

-011[ a(x,e) 3%['1" (x,8). }2..1:;

A(e) = R(c,8)= - -
Of a(x,¢e) [Y(X,ﬁ) ] dx

(2.2)

Para ¢ = 0, 8 expressao (2.2) representa ¢ quoci-
ente de Rayleigh do problema de autovalér expresso por (2.1)
e pelas condigdes de coﬁto:no associadas. Niordson prova, en-
tdo, que o valor procurado que maximiza .I e,consequentemen~

te, w2, & dado por:
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3R e
9 | w0, 5m0

. (2.3)

ou seja, a relagdo (2.3) pgtmite obter a funciio a , Tepresen
tativa da drea, que extremiza o valor de _; ‘

A condigio (2.3) aplicada a (2.2) leva, assim, -
as condigdes necessﬁ:ias a serem satisfeit#s. A solugdo & en-
tdo obtida através de um processo de busca direta com itera-
cSes sucessivas, que mostra-se altamente convergente. Os re-
sultados, no entanto, ndo sdo muito compensadores: no caso de
uma vige com secgbes transversais circulares, o adelgacgamento
mais apropriado corresponde a um aumento de 6,6%, apenas, na
frequéncia fundamenta],comparado i viga de secgido constante e
mesmo volume. O método, entretanto, & aplicado em ums série de
outras pesquisas. ° | ,

Brach,| Bl |, estende o trabalho de Niordson pa-
ra o casc em que a relagdo momento de inércia - drea da seccio
transversal & linear. As condigdes de contorno sido colocados -
de forma que se permita a solucdo de diferentes vinculos exter
. nos: viga biapoiade, engastada-apoiada, engastada-livre, li-
vre-livre, engastada-engastada. Brach demonstra & existéncia -
de solucgiio para vigas do tipo bi-apoiada,engastada-apciada e
engastada-engastada. Para os outrés tipos, viga em balango (
engastada-liv;e) e livre-livre, ndor existe valor maximo para a
frequéncia fundamental na condigdo de relagio linear momento

de inércia - area. A abordagem empregada por Brach difere da
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proposta por Niordson apenas na forma do quociente de Rayleigh.
De fato, a forma proposta pbr Brach & mais geral no sentido de
que todas as condigbes de contorno sdo englobadas na expressiac
do quociente. ‘

Ainda seguindo a ‘mesma metodologia, Karihalo e

Niordson, |K2|, estudam o problema de uma viga em balango em -

- que se pretende maximizar a frequéncia fundamental, mantidos -

constantes o comprimento e volume, conhecidos a partir de uma
viga de secg@o transversal constante. A relagdo entre o momen-
to de inércia de drea e a drea de secgdo transversal & admiti-
da na forma I(x) = c.Ap(x).onde ¢ & uma constante. Os casos

de interesse para os autores sdo os valores do expoente p da -
relagdo acima iguais a 1, que pode ser representado por uma vi
ga com seccles transversais retangulares onde a altura & fixa

e a largura & varidvel;a 2, isto @, vigas com secgdes transver
sais circulares onde o raio & varidvel e finalmente igual a 3,

o que significa vigas com secgOes transversais retangulares emn

‘que & largura @ fixa e a altura variavel.Considera-se uma viga

em balanco que carrega uma massa concentrada nb_extremo livre e
& aplicado o,método de Niordson.No entanto, surgem problemas de
singularidades no extremo livre que exigem pequenas modifica-
¢Oes no algoritmo para poder contorna-los. Sd@o obtidos resulta
dos para o valor de frequéncia fundamental da viga otimizada -
comparada com o valor de frequencia-da viga de secgao constan-
te de mesmo volume, para diversos valores da‘massa puntual Q ,
concentrada no extremo livre, nos casos p=2ep# 3 Demons-

tra-se entiao que, quanto menor o valor de Q, maior o aumento -




que se consegue na f;equéncia fundamental, com o adelgacamen-
to da vigs, chegando, no limite de auséncia de massa, Q = 0,
a sumentos de 578%, para p = 2, e 325%, para p = 3. O caso
p » 1, na auséncia de massa concentrada no extremo livre, g -
um caso degene:ado. isto &, nio existe valor méximo, conforme
estabelecido anteriormente por Brach,| Bl |, Para valores di-
ferentes de zero dessa massa, no entanto, o caso tem solugdo,
embora os resultados sd possam ser conseguidos através de mo-
dificagdes sensiveis no algoritmo de Niordson. Este algoritmo
&, ainda, a base para dois trabalhos de otimizagdo de frequén
cias fundamentais de placas. Olhoff, em uma primeira publica-
céo,| 01 |, estuda o caso de uma placa circular apoiada em -
seu contorno em que & espessura & variada so longo de toda su
perficie da placa. Num segundo trabalho, Olhoff,| 02 |, estu-
da caso semelhante para o caso de uma placa retangular também
simplesmente apoiada ao longo de seu contorno.

As pesquisas feitas seguindo o desenvolvimento
de Niordson, com aplicagdes a vigas, foram reunidas em um {ni
co trabalho de Kamat,| K1 |, através de um modelo discreto.
Este autor usa uma formulagdo de deslocamentos por Elementocs
Finitos para maximizar a frequéncia do primeiro modo de uma -
viga de volume constante com vinculos extéohos el@sticos ou -
nio e apoiada sobre uma fundagdo eldstica continua. Um vincu-
lo de desigualdade & colocado sobre o menor valor desejivel -
para o momento de inércia. A relagdo momento de inércia-irea
da secgdo transversal & também da forma I(x) = ¢ AP{x) onde p

pode assumir valores 1, 2 e 3. As condigdes necessarias pars
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a otimizagdao sao obtidas de um quociente de Rayleigh de uma ma
neira pouco diferente do método de Niordson. Os resultados com
preendem quase todas as possiveis condigdes de contorno para a
viga e incluem efeitos de cargas axiais agindo nas extremida-
des da viga. Sao verificados os valores publicados em | N1 1 ;
| B1 | e| K1| com muito boa aproximagao. Numa pesquisa poste-
rior, Kamat,| K3 |, incorpora a esse estudo os efeitos de de-
formagdes por cisalhamento e inércia de rotagio, através de al
teragdes muito simples no procedimento antes utilizado. As mo-
dificagbes principais ocorrem na forma do quociente de Rayleigh
e na forma da fungdo objetivo anteriormente definidas. Elemen-
tos de viga do tipo Timoshenko sao usados. Os resultados obti
dos atraveés deste novo procedimento sao comparados aos valores
fornecidos pelo desenvolvimento com elementos de viga do tipo
Euler. Fica entdo caracterizado que os efeitos de inércia de
rotagdo e déformagdes cisalhantes aumentam consideravelmente -
com o adelgacamento da viga. No caso de uma viga bi-engastada.
com valor 2 para o expoente p da relacao momento de inércia-
irea da secgdo transversal, a redugdo na frequéncia fundamen-
tal otimizada devida aos efeitos citados & da ordem de 24% con
tra 10% de reducdo para o caso da viga de secgdo constante de
mesmo volume. Para uma viga engastada e valores do expoente p
iguais a 2 e 3,essas redugoes da frequéncia Otima devidas a -
efeitos de cisalhamento e rotagdo sao da ordem de 7 e 8%, res-
pectivamente, o que mostra que, em alguns casos, esses efeitos
podem ser desprezados.

Seguindc outra orientagao quanto a caminhos de




obtengdo de projetos otimos, Turnmer,| Tl |, como j& citado,pro
pde o problema de minimizagdo do peso de uma estrutura sujeita
a frequéncias naturais especificadas, usando para isto também

um modelo contfnuo. O exemplo fisico apresentado & o de uma -
barra, engastada num extremo e livre na outra, que carrega umna
massa concentrada na extremidade livre e realiza pequenas O0sci
lagbes axiais. Com a frequeéncia natural do primeiro modo su-
posta conhecida, um funcional de massa a ser minimizado e a ~
equacdo do movimento levam & formulagdao de um problema varia-

cional através da adigdoc de multiplicadores de Lagrange e das

condicdes de contorno associadas. A aplicagdo das condigoes de
otimalidade resultam em trés equagOes diferenciais que tem so

lucao analitica, fornecendo, dessa forma, a melhor distribui-

¢ao de massa.

Numa nota subsequente, Taylor,| TZ |, apresen-
ta um método alternativo para o problema de Turner,| T1 |. Ba-
seado num funcional relacionado com a energia, Taylor obtém a
mesma solugac e demonstra a equivalencia entre o problems de
determinacio da minima massa estrutural para uma frequencia es
pecificada e o da determinagao da distribuigdo de massa que ma
ximiza a fregquéncia fundamental para um dado peso total. Tayior,
| T3 |, ainda retorna a esse problema adicionando 3 frequencia
natural especificada do primeiro modo uma restricdao quanto ac
menor valor admitido para a drea da secgao transversal. A resg
lugdo & feita pelo uso doc mesmo funcional de energia de| T2 |.

0 problema citado, ainda na forma proposta por

Turner em |T1 |, & objeto de um terceiro modo de abordagem: -
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Hagedorn, |H2|, trata-o como um jogo difersncial de dois joga~
dores com soma zero..A formulagdo & feita por quociente de -
Rayleigh e a aplicagiio da teoria dos jogos diferenciais leva
3s mesmas relacGes obtidas em [T1]| e |T2].

A abordagem proporcionada pelos trabalhos de -
Taylor e Turner representam casos simples de uma linha mais am
pla de pesquisa de grande import@ncia déntro do projeto otimo
que explora o potencial tebrico e computacional .vindo do Con-
trole Otimo. Esta teoria & bastante recente e necessita ainda,
na sua aplicagdo a estruturas, de maiores desenvolvimentos né
sentido de tornd-la meis abrangente. A colocagdo mais geral -
desse esquema & feita primeiramente por Haug, |H3|, que apre-
senta & teoria de Controle Otimo e desenvolve as condigdes ne-
qessﬁrias para otiﬁizagio. As :elagﬁes obtidas através dessas
condicBes, via de regra, niio resultam em solugbes analiticas.
Hayg apresenta, entdo, um algoritmo de gradiente de primeira -
ordem, desenvolvido anteriormente por Bryson e Denham, [B2|, de
aplicagéio direta a problemas de Controle Otimo. O caso de uma
coluna de minimo peso, com comprimento e carga .de compressio -
conhecidos,"® resolvido pelos dois métodos. McCart , Hamg e -
Streatef, IM1|, apresentam um nove algoritmo de gradiente de -
primeira ordem para aplicagio a modelos continuos e dirigide -
a0 uso de projeto dtimo de estruturas. 0 algoritme ¢ uma modi-
ficagdo do método de Bryson e Denham, |B2|, permitindo umacolp
cagio direta do problema de contorno envolvido no cdlculo es-
trutursl e, assim, evitando a transformaglo do problema de con

torno num problema de valores iniciais pela definigio de varig
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veis auxiliares e outras restrigfes. O método é aplicado @ so-
lugdo do caso de minimizago do peso de um portico plano de -
tres membyos em que devem ser respeitadas réstrigﬁes de desi~
gualdade quanto @ frequéncia natural do primeiro modo de vibra
gdo e quanto &o menor valer do momento de inércia da secgdo -
transversal ao longo dos membros da estrutura. Admite-se que o
momento de inércia varisa éom a area da secgéo transversal se-
gundo & relagio I(x) = ¢ Az(x). Os autores apresentam resulta-
dos paras diversos nfveis de frequéncia e tipos de material. Em
todos os casos processados, 0s resultados mostram ser possivel
reduzir o peso do pdrtico em mais de 50% em relagdo ac peso -
original, tomado como o de um pdrtico de secglio uniforme que -
tem, nos engastamentos, as mesmas caractgristicas de rigidez -
(irea e momento de inércia) do pdrtico otimizado.

Finalmente, Haug, Pan e Streeter |H4|, estenden
o método apresentado em |H1| para o caso de modelos continuos.
Este método representa uma modificagdo dos propostos antericr
mente em |Mi| e |H3|, ao qual sBo adicionados novos resultados
de investigacdes sobre métodos de gradiente na dreas de Contro-
ie Otimo, principalmente os de Bryson e Ho, [B3|, para o trats
mento dos problemes de contorno advindos dﬁ analise estrutural.
Um dos aspectos importantes que resulta da nova abordagem & o
aumento da flexibilidade quanto aos critérios de otimizagdo em
pregados e quanto &0 uso de vinculos de desigualdade em rela=
¢io aos métodos anteriores citados, |H3| e |[M1|. O algoritmo
de gradiente de primeira ordem associado & aplicado aos mesmos

casos de |H1|, isto &, & minimizagio do peso de uma coluna, a
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minimizagdo do peso de um portico plano sujeito a vinculos de
tensdao, de deformagao e de flambagem e 3 minimizagdo do peso
de uma placa retangular com vinculos na frequéncia fundamen-
tal. Os dois primeiros casos sio comparados aos resultados ob-
tidos em |H1l|. Para o caso da placa retangular sao verifica-
dos os resultados logrados atraves de um modelo discretizado,
pelos mesmos autores, [Hl|, e atraves de um modelo continuc e
técnicas classicas do Cdlculo Variacional por Olheoff,|{0Z]. -
Haug e seus colaboradores ressaltam, ainda, a convergencia ex
tremamente rapida do algoritmo para os exemplos citados.

Trabalhos de otimizagdo apoiados em modelos con
tinuos tem sido desenvolvidos para diversas outras aplicagoes
estruturais que ndoc as aqui citadas. S3o exemplos problemas de
otimizagdo em aeroelasticidade, problemas de vinculos de desi-
gualdade sobre a resposta dinamica de estruturas e problemas -
de otimizacdo em sistemas de isolagdo de choque e vibragao, en-
tre outros, |[Pl}|.

Embora os métodos de tratamento do projeto oti-
mo com modelos continuos sejam bem mais numerosos e eficientes
que para casbs discretizados, a procura ou constante melhora
destes métodos merece ainda grande atengao. Em particular, 0
tratamento correto de vinculos de desigualdade & um problema
ainda ndo definitivamente contornado. Outro aspecto que deve -
ser mencionado € o esforco em se tentar colocar problemas mais
complexos sob esta formulagao. Este fato se desenvolve pratica
mente as expensas da aplicacdo da teoria de Controle Otimo a

sistemas de parametros distribuidos, que entra atualmente em
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fase de grande ampliag@o dos horizontes, |R2

2.3 - CONCLUSOES PRELIMINARES

A colocagdo do estado da arte da area de Otimi
zagdo de Estruturas.feita até aqui,permite extrair algumas -
conclusdes para se tomar uma linha de abordagem quanto a apli
cacdo a um problema especifico,que & o caso da coluna- supor-
te de testes dindmicos, sugerida no item 2.1.

Mo caso de Otimizagdo Estrutural sob o aspecto
dinamico, em se tratando de uma area muito nova, ainda ha mui
to por se fazer. Ressente-se, por exemplo, da falta de crite-
rios de otimizagdo mais emplos. O caso de restrigOes sobre as
frequéncias naturais de vibragao se encontra, de certa forma,
ja razoavelmente desenvolvido. O mesmo ndo acontece para o <&
so de restrigoes colocadas sobre a resposta dinamica, onde -~
até a selecdo dos Indices de desempenhc & bastante complicada,

|P1|. Outra lacuna existente € a que se refere ao tratamento

de problemas estruturais com carregamentos estoc@stices, uma -
importante irea que permanece praticamente intocada.

Quanto aos métodos, ja implantados e de inte-
resse para qualquer dos modelos citados, resta ainda a desco-
berta de um bom tratamento numérico para os vinculos de desi-
gualdade. A grande maioria dos trabalhos na area usa fungoes
de penalidades para esse tratamento mas ,nao existem maneiras

de se garantir que tal seja o melhor caminho. Geralmente, a
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intengio, quando do uso de fungoes de penalidade, € diminuir o
tempo de computagdo gasto, o que € conseguido @ custa de uma -
convergencia n3o muito precisa. As outras maneiras propostas -
para se tratar vinculos de desigualdade pecam,ou por serem de
muito dificil implantacdo em um programa de computador,ocu por
permitirem o tratamento de apenas um vinculo por vez.

Uma comparacgao entre os tipos de modelagemenvol
vidos na OtimizacgSo Estrutural fornece uma série de subsidios
para a definigdo completa de um problema. Assim, da rdpida ana
lise de uma pequena lista de publicacBes apresentada no item -
anterior, dentro do quase meio milhar de titulos levantados, €
possivel atribuir as vantagens e desvantagens de se utilizar
modelos discretizados ou continuos.

Modelos discretizados tem como principal carac-
teristica a possibilidade de aplicagac a estruturas complexas,
isto &, a problemas muito realistas.Alguns métodos se encon-
tram ja suficientemente desenvolvidos para permitir a aborda-
gem desses problemas.No entanto,persistem também entraves a -
uma maior generalizagao.Sdo poucos os métodos disponiveis para
solugdo e,mesmo para métodos ja testados,devido a sua natureza
iterativa e 3 relativa lentiddo das técnicas de an@lises estiu
tural, a computagdo se torna extremamente longa. Soma-se a is-
so o perigo de que © caso discretizado pode nac ter as mesmas
propriedades de estabilidade do sistema original o que pode -
acarretar em grandes erros na solugao, como ressaltado por -

Haug, [H4|. Uma outra grande desvantagem dos modelos discreti-
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zados & a reduzida flexibilidade quanto a alteragoes na geome
tria dos problemas de aplicagdo propostos. Quanto aos modelos
continuos, o principal obstaculo reside ainda na aplicagao ex
clusiva a estruturas mais simples, em virtude das dificulda-
des na modelagem estrutural e nas técnicas de uso onde estio
envolvidas duas ou mais dimensdes. Esta Ultima restrigdo esté
sendo levantada aos poucos com os progressos do ramo de Con-
trol Otimo de sistemas com parametros distribuidos. Em contra
posicdo aos modelos discretizados, para os continuos hé um -
grande numerc de metodos disponiveis, geralmente derivados do
Controle Otimo pelo uso do Principio de Maximo de Pontryaguin
ou das técnicas cldssicas do Calculo de VariagOes, das quais
sdo exemplos os algoritmos que utilizam quocientes de Rayleigh
utilizades por'Niordson e colaboradores. Os metodos citados -
apresentam normalmente excelente estabilidade e rapidez de -
convergencia, demonstrando sempre resultades um pouce melho-
res na comparagio com métodos aplicados a problemas inicial-
mente discretizados. Deve-se ressaltar ainda que os casos de-
dicados ao tratamento de modelos continuos sao caracterizados
pela simplificacao do modelo matematico decorrente em virtude
do estabelecimento a priori de relagoes entre as variaveis de
projeto. Isto significa que, em termos de aplicagdo, os exem-
plos exploram muito pouco a grande potencialidade dos métodas .
Finalmente,um aspecto que se cre muito importan
te é o fato do modelo continuo ser extremamente atrativo para
o projeto otimizado de estruturas destinadas a fins especifi-

cos ou para a solucgd@o do modelo inicial de uma estrutura com-
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plexa antes de uma discretizagdo fina necessaria para o deta
lhamento do projeto.

Estes dois {iltimos pontos de vista, & pouca -
exploragéo dos métodos e a utilizagdo do modelo continuo co-
mo uma primeira aproximagdo a estruturas mais complicadas, -
levam a se considerar a hipatese de uso de um modelo continuo
para simulagdo da coluna-suporte. Para tanto deve-se ampliar
as possibilidades dos modelosmatemiticos jdi simulados de modo a
tornar o problema de otimizagfo mais geral e verificar o méto
do computacional que melhor se adapta ao modelo proposto. N&o
ha a préocupagﬁo, neste trabalho, de se chegar a forme final
da coluna mas,sim,a de se extrair o maximo de informagdes pa-
ra a simulagdo de um modelo fIsico final. Isto significa que
se deve deixar livre a geometria da coluna, 0 que praticamen-

te s6 & possivel através de modelos continuos.




CAPITULO 3

DESENVOLVIMENTO DO MODELO

3.1 - DISCUSSAO DO PROBLEMA

Conclusdes apresentadas no capitulo anterior -
sugerem a formulagdo de um problema baseado num modelo conti-
nuo para se obter uma primeira aproximagdo para uma estrutura
complexsa. Esta, em resumo, € a linha a ser desenvolvida neste
trabalho, tendo em mente a aplicagd@o ao problema da coluna-su
porte para testes dina@micos.

Em decorréncia disso, & intengdo abordar aspec
tos de otimizagdo dindmica de um membro estrutural que, mesmo
tendo sido objeto de virias analises recentes, ndo se encon-
tra ainda suficientemente explorado. Trata-se do caso da vigs,
que se presta a um grande numero de aplicagdes a projetos me-
cinicos e que pode ser também vista como uma ﬁ;imeira aproxi=
magdo para uma série de projetos estruturais. Nests {ltima -
abordagem,encaixa-se o caso da coluna que pode ser suposta <g
mo uma viga em balango, isto &, engastada em um extremoelivre
no outro, em virtude da simetria do carregamento e outros fa-
tores ja citados, Este serd o particular problema aqui desen-
volvido, sob condigOes de vibragao em flexié, que & sempre o
caso mais critico.

Com o fim de se generalizar a abordagem, pre-
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tende-se que o critﬁrio de otimizagdo adotado seja expressc -
por uma fung@o objetivo que englobe a distribuigdo de massa -
ao longo éa viga e a frequéncia natural do seu primeiro modo
de vibragdo. Esta colocagdo representa um acoplamento de cri-
térios adotados na literatura sobre otimiagdo dindmica: o -
que se deseja &, respeitados ceftos limites, se chegar & viga
de menor massa e médxima £réqu5ncia fundamental ,a0 contrario -
dos exemplos citados,onde sempre uma delas, massa ou freqﬁﬁn-
éia. é mantida constante. Na referida literatura, é fato, tam
bém,que o estabelecimento a priori de uma relagdo entre o mo-
mento de inércia e & area da secgdo transve:sal leva a uma -
considerdvel simplificagio do modelo matematico decorrente, -
tornando mais direta a aplicaglo dos métodos de otimizagdo,ds
custas de uma menor generalidade do p:obiema. Pretende-se -
aqui tratar o caso de uma forma mais ampla, sem restrigdes do
tipo acima, de modo que se chegue a resultados mais conclusi-
vos sobre a melhor forma de uma estrutura que se pode supor -
unidimensional. Do mesmo modo, entende-se que se deve cons-
truir o modelo de tal forma que possa ser modif@cado para si-
mulag8o com gQutras condigbes de contormo, permitindo a deter-
minacdo das configurecbes Gtimas paré casos de vigas bi-apois
das ou outras, assim como & simulag@o do modelo com vinculos
realmente de interesse pratico.

Todos esses quesitos conduzem a fo:mulagﬁm do

problema da vige com o auxilio da Teoria de Controle Otimo. -

- Bsta teoria fornece uma sstia de métodos qﬁe permitem a gene-

ralizacdo dos resultados j&@ obtidos, bem como & extensdo a -
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problemas com outras condigles a serem :élpeitadns. mediante

pequenas modificagﬁas. Embora a pafte couputacional envelvida
seja bastante grande, como seﬁi visto adiante, a simplicidade
do modeld matem@tico decorrente & vantajoss, quando éomparad&
808 outros métodos derivados di:etanenta do cElculo variacio-
nal, como o de Niordson, [N1|. Por outro lado, o tratamento -
de vinculos de desigualdade se encontra mais desenvolvido nas
técnicas do Controle Otimo que em outros metodos, embora este
.ainda seja um ponto a ger convenientemente estudado dentro -

desta teoria.

3,2 - HIPOTESES B APROXIMACOES DO MODELO

~ 3.2.1 - EQUACOBS DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO DE UMA VIGA EM
FLEXAC

Para tornar mais claras-as hipdteses e aproxi
magdes usadas,neste item & desenvolvido ¢ modelo matemdtico =~
gafal para ¢ caso de pequenas oscilagﬁés t:ansve:s#is de fle-
xdo de uma.viga. Para tanto, segue-ée & o;ientngie proposta. -
por Meirovich, |M2|, através do Principio'da Hamilton.

Considere-~se um elemento qualquer ao longo de
uma viga sob agio de um carregamento externo, varidvel com o
tempo e perpendiéular ao eixo, conforme indicado nas figuras

3.1 ¢ 3.2, abaixo.
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A deflexao Y(x,t), para um dado ponto x ao
longo da viga, num dado instante t, & constituida de duas -
partes, uma causada pela flexdo e a outra pelo cisalhamento.
Desta maneira, a inclinagao da curva de deflexdo no ponto x

& descrita por:

XX - 0 (x,t) ¢+ y(x,t) (3.1)

X

onde n (x,t) € o angulo de rotacdo devido 3 flexdo e y(x,t)
& o angulo de distorgdo devido ao cisalhamento.
0 angulo de rotagio devido 3 flexdo & rela-

cionado ao momento fletor M(x,t) atraves de:
M(x,t) = E I(x) —20£X.8) (3.2)
ax

onde E & o mddulo de elasticidade do material da viga e -
I(x) € o momento de inércia de drea da secg@o transversal.
A deformagdao por cisalhamento, por sua vez ,

€ ligada ao esforgo cortante q(x,t) por:
q(x,t) = k' G A(x) v(x,t) (3.3)

onde k' & uma constante que depende da forma da secgdo -
transversal, G & o mddulo de elasticidade transversal do -
material e A(X) € a area da secgdo transversal considerada.

0 Principio Estendido de Hamilton estabelece

que, no caso da existencia de forgas nd#o conservativas, a con




<50

figuragdo de um sistema dinamico varia com o tempo de modo -
que
1

¢ ] (6T + 8W) dt = 0 (3.4)
O

-

onde T & a energia cinética do sistema e W a energia de
deformagao associada as forgas externas.

No caso da viga, as parcelas de energia ciné
tica de rotacdo e energia cinética de translagio podem ser -

compostas na energia cinética total atraves de:

T(t)= L Ofl [ 3 4659, ]zm(x)dx + A fz[jéﬂiﬁ&ﬁl:]zj(x)dx
2 3t Z)'e

ot

(3.5}

onde % € o comprimento da viga, m(x) € a massa por unidade
de comprimento e J(x) é o momento de inércia de massa por -
unidade de comprimento, tomado em relagao ao eixo , (Fig. -
3.1),pela linha neutra da viga.

Este momento de inércia de massa, supondo que
a viga e constituida por um Unico material de densidade o ,
constante, se relaciona com o momento de inércia de area da -

secgao transversal por:

(x) = p I(x) = pr2(X)A(X) = ri(x)m(x) (3.6)

i

2 3 ry . ] = =
onde v (x) indica o raio de giragdo da secgao transversal -
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da viga, medido a partir do eixo neutro.
Substituindo a Ultima expressao, (3.6), em -
(3.5) e tomando a variagdao da energia cinética, encontra-se

a primeira parcela do integrando de (3.4):

§T =OI£m Y 50 L yax +0]2 r’n 20 5¢ ANyax
ot ot at at

0 trabalho virtual, &W, das forgas externas
¢ formado por uma parte conservativa, ligada ao momento fle
tor e ao esforgo cortante, e uma parte nao conservativa, da-
da pela carga externa P(x,t). Como as forgas conservativas -
derivam de um potencial V e como o deslocamento Y e a -
carga externa P estdo na mesma diregdo, éW pode ser es-

crito:

sW(t) = - sV(t)+ [* P(x,t) &¥(x,t) dt (3.7)

0 potencial V(t), no caso, &:

vit) = L % oMex, 1) 208 gx o+ L 1P gxt)v(x ) dx
A 3X 2 €

(3.8)

que se transforma em:
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ax

2
V()= -E—- Of“EI(x)[U——(-’—‘-'-’-‘J] dx + —%—- JHKGA(x) Y2 (x, t) dx

(3.9)

pela utilizagao das relagoes (3.2) e (3.3).

Lembrando que <y pode ser escrito na forma:

3Y
X

y = “n (3.10)

a variagdo de V torna-se:

ov= f*B1 20 520 gax ¢ [MreaL g e (B - yax
ax 29X 89X 9 (3.11)

Entrando com os valores de 6T e 6W obti-

dos acima na expressdo do Principio de Hamilton:

t t
" if 1(6T+6W)dt=t / 1 szm =8 5(jgi)dx+ fgrzm 30 s(dyax -
0 o st Sk © 3t at

- JUED AL s 2hyax - ffreARan je(-2n yax
3 X ax 2 IxX 38X

+ 012 P&y dxj]dt = 0 (3.12)
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Devido a possibilidade de se intercambiar a
ordem de integragao em x e t , da comutatividade dos ope
— radores diferenciacao e variagdo e da anulagao de &Y e &n
nos extremos to e t,,a integracao por partes de parcelas
da relacao (3.12) conduz aos seguintes resultados:

2
2 s ar = -l m —2svae (3.13)
: o at at o at?
M t t )
S ieE e A s hae s - [l a2 gn ar (3.10)

o 3t at to 5t2

; 2
X 3X ’ 90X e} 3X ax

I (3.15)
£

) JEkGA( 2 e - g yax = [k'GM o ., )]GY -
ax X 3X , o

£ @ Y '
- = k' oA 3 ' Y
of = [ GA( =i )Jamx -Oj k'GA( Zx -n )én dx  (3.16)

Substituindo as relagoes (3.13) a (3.16) em
(3.12) obtem-se :
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t 2
A Y o I P I I I e e
o 2 3xX 9X at?

2
s [Flkeae- ny + 2 (BI 20 - rPp 20 sy dx -
g 39X X 3x at2

3 n
ax

f1dt =0 END
(o)

- (E1 ) én

= [%'Gﬂ(uiz-n )}ay

o ax

Em virtude da independéncia dos deslocamen-
tos virtuais 6n e &Y e do fato de serem arbitrarios, &y
e &Y podem ser tomados como quaisquer ao longo do compri-
mento da viga(0 < x < 2 )} e nulos nas extremidades x = 0 e

X = & . Resultam as equagOes diferenciais:

2
2 k6A ( 2 -n)fem 2L 4 p =0 (3.18)
3x 3x at?
) 2
=8 ET iy G ) S . TR (3.19)
X ax ax 3t2

que representam o movimento ao longo da viga em flexao.
As condigdes de contorno associadas ao pro-
blema de flexdo resultam da anulagio dos termos remanescentes

dentro da integral:
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L
OBl = L = 0 (3.20)
X
0
L
[k' GA ( =X~ -n )] sY | =0 (3.21)
2 X
(o}

As relagbes (3.20) e (3.21) representam as -
possiveis restrigOes nos extremos, sejam eles vinculos natu-
rais ou geométricos, isto e, resultantes do balango de momen
tos fletores e de esforgos cortantes ou decorrentes de pura

compatibilidade geométrica, respectivamente.

3.2.2 - APROXIMACOES NECESSARIAS

A formulacdo acima apresentada inclue os efel
tos de inércia de rotagao e de deformagao por cisalhamento. -
Inércia de rotagdo & causada pela aceleragdo angular de um -
elemento qﬁalquer ao longo da viga. Quando as dimensoes da -
secgdo transversal sdo pequenas, se comparadas 2o comprimento
da viga, os efeitos citados sdo normalmente desprezados -
Além disso, os resultados de Kamat, |K3|, indicam que os efel
tos de cisalhamentoe inércia rotativa, no caso de uma viga -
em balango otimizada com relacdo a sua frequéncia fundamen-
tal, representam diminuigdo de cerca de 8% na frequéncia,com

relagdo aos da viga de secgdo transversal constante de mesmo




45

volume. Sendo esse nimero pequeno, em comparagao aos outros ti
pos de vinculos externos para vigas e ao aumento que se preten
de na frequéncia fundamental, tais efeitos nado serdao levados -
em conta e a expressao (3.1), que define a inclinagao da curva

de deflexdao, pode ser recolocada como:

Byt L (x,t) (3.22)
X

Da mesma forma, a parcela de energia cinética

de rotagaoc da expressao (3.5),

€ admitida nula.
0 caso de interesse sendo o de vibracdes livres de
uma viga em flexdo, o carregamento externo P(x,t) deve ser nu-

lo, isto €:

P(x,t) = 0 (3.23)

Considerando a validade de (3.22), o momento fletor

e o esforco cortante podem ser reescritos na forma:

2
M(x,t)= EI(x) —21(X,.0) (3.24)
ax?
2
alx,t) = - 28 . L 2 pp(x EEEE) (3.25)
3X ax ax2
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De posse destas novas relagoes, uma segunda -

aplicagdo do Principio de Hamilton leva a uma {nica equagdo:

32 EI(x) 23%15431 + m(x) _Efgiﬁ;ﬁl = 0 . (3.26)
exX ot

3x2

desde que se integre, por partes,o termo correspondente a ener
gia potencial duas vezes.
Nesse caso, as condigoes de contorno associa

dos resultam na forma:

2 £
[EI o ]sc ¥ 5y 1" =0 (3.27)
ax? ax
O
2 2
ST - e O T =0 (3.28)
3x ax2
(s

Para se poder eliminar a dependéncia com o -
tempo do movimento da viga, deve-se admitir que as variaveis
tempo, t, e coordenada x sejam separaveis, isto &, o desloca’

mento Y(x,t) pode ser colocado na forma:

Y(x,t) = y(x) . F(t) (3.29)

Introduzindo (3.29) em (3.26), tem-se como -

resultado:
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2 2 2
1 d EI(x) 92X 1. _ L d£(t). 2 (3,30
m(x) y(x) dx? dx? f(t) dt2

se a constante de separagdo & chamada w?, valor real positivo

Decorrem, entdo, as equagoes:

2
d 2
e _éEXéQEl - w? m(x)y(x) =0 (3.31)
X
a®r(t
G E) 4 42 Bty =0 (3.32)
dt?

-

A solugdo de (3.32) e normalmente dada por
fungdes harménicas, o que € consistente com o fato do sistema,
em sendo conservativo, ter energia total constante.

A equagao (3.31) € a conhecida equagdo de -
Euler para vibragdes livres de uma viga que permite determinar
os autovalores w? e os modos associados a estes. Em se tratan
do de um meio continuo, a solugdo de (3.31), para um dado com-
primento finito, implica numa sequéncia infinita de valores -~
discretos dos autovalores w? que representam o quadrado das
frequencias angulares naturais da viga.

Para o caso de interesse, ou seja, para uma -
viga em balango, com coordenadas definidas conforme a Figura

3.3, abaixo, as condicdes de contorno nas duas extremidades -
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N
D
3
1
P
}%
J
Oylen_pu s meue mweleal sD ol SR e -
N X
0
N
l
U
i
i 2 N
Figura 3.3~ Viga Engastada - Livre
sao dadas por:
(a) extremidade engastada:
y(o) =0 (3.33)
S =0 (3.34)
X Ix=g
(b) extremidade livre:
d2
Bl ——ale = ( : (3.35)
dx2
x=2
d d’y
( EI ) = 0 (3.36)
dx dx?

Xx=2
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As relacgoes (3.33) a (3.36) satisfazem as -
condigbes (3.27) e (3.28) obtidas pela aplicagdo do Princi-
pio de Ha@ilton. A solugao do problema de otimizacao deve, -
portanto, respeitar a equacgdo diferencial do movimento de vi-
bragao da viga (3.31), e as condigodes de contorno estabeleci-

das por (3.33), (3.34), (3.35) e (3.36).

3.3 - FORMULAGAO DO PROBLEMA DE CONTROL OTIMO

3.3.1 - ESCOLHA DAS VARIAVEIS DE CONTROLE.

E intengdo,neste trabalho,que se chegue a
determinagao da distribuigio de massa ao longo do comprimento
i conhecido de uma viga, que leve a viga de menor massa e -
maior frequéncia natural do primeiro modo de vibragdo. Para -
tanto, uma analise da equagdo de Euler, (3.31), permite veri-
ficar que sO se pode atuar sobre duas das variiveis envolvi-
das, a saber, a massa distribuida ao longo do comprimento, -
m(x), e o momento de inércia de area da secgdao transversal,
I(x). Estabelecer uma relagdo entre as duas significa reduzir
o problema de otimizagdo a determinagdo de uma iUnica fungdo -
de controle, recaindo-se em problemas semelhantes aos trata-
dos por Karihaloo e Niordson, |K2|, e por Kamat e Simitses, -~
|K1|, onde esta hipdtese representa uma grande simplificagio

no modelo.




50

Uma forma alternativa, que se cre mais -
abrangente e conclusiva, & examinar separadamente a influen-
cia dessas duas variaveis no problema de otimizagdo da fre-
quéncia fundamental. Dessa maneira, admitindo que a viga em

— questio seja constituida de um Unico material, a massa por -
unidade de comprimento, m(x).,e o momento de iné€rcia de area,
I(x), est@o relacionadas entre si pela drea da secgdo trans-

versal, A(x}, podendo-se entao escrever:

— m(x) p A(x) (3.37)

rz(X) A(x) | (3.38)

I(x)

onde p e rz(x), conforme definigdo anterior, indicam a den
sidade de massa e o quadrado do raio de giragadoc da secgao -
transversal.

Surgem, entdo, duas varidveis que podem sex
determinadas independentemente que sao a area A(X) e o quadra-
do do raio de giracao rz(x). A 6bten§50 do comportamento des-
tas duas fungdes,dentro do problema de otimizagdo, significa -
determinar o quanto de massa se deve concentrar em cada ponto
ao longo do comprimento e a que distancia do eixo neutro esta
massa deve ser colocada para que as exigéncias de minima mas-

sa e maxima frequéncia fundamental sejam satisfeitas.
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3.3.2 - DEFINICAO DAS VARIAVEIS DE ESTADO E DE CONTROLE

Na formulagdio de um problema de Controle Otimo &
usual a coiocagéo na forma de varidveis de estado e de varia-
veis de controle. Entende-se por variaveis de estado aquelas
que definem completamente a resposta do sistema em qualquer -
instante. Varidveis de controle ou de projeto sao as que re-
presentam a capacidade de se alterar o sistema ou sobre ele se
agir.

Em geral, as variaveis de estado sdo definidas de
forma que estabelegcam um sistema de equagoes diferenciais de
primeira ordem com relagdo a variavel independente, no caso,

X . Uma inspegao da equagdo de Euler,(3.31), leva a se verifi-
car que a transformagdo dessa equagao de quarta ordem para um

sistema de quatro equagOes de primeira ordem implica no apare-
cimento de derivadas em relagdo a coordenada x tanto da fun-
¢do raio de giragdo como da fungdo de Srea. O mesmo sucede com
relagdo as condigdes de contorno. A fim de evitar que estas de
rivadas aparegam explicitamente nas equagOes citadas, as deri-
vadas segundas de A(x) e rz(x) devem ser tomadaé como as varia
veis de controle do problema.

Notando por y; as variaveis de estado e u; as
variaveis de controle e ainda reservando os fndices i = 128,
4 para as equagles de primeira ordem decorrentes da equacao de
Fuler, (3.31), define-se, entdo, a area da secgao transversal

e o raio de giragdo, bem como suas derivadas primeiras,

como variaveis de estado e as respectivas derivadas -
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segundas como variaveis de controle atraveés das seguintes re-

lages:
yg(x) = A(x) (3.39)
Ye(x) = 1i(x) (3.40)
yg(x) = £0(x) = y,(x) (3.41)
Ye(x) = fe(x) = yg(x) (3.42)
Fg) = £, 5w (3.43)
yg(x) = £g(x) = uy(x) (3.44)

onde ( ° ) representa a derivacdo em relagdo a coordenada x .
Pretende-se, tambem, que a frequéncia natu-
ral associada ao primeiro modo possa ser ajustada para que se
consiga atingir sua condig¢8o de maximo. Para tanto, € necessa-
rio que o autovalor w? possa ser alterado durante o proces-
so de otimizacdo. Ndo existem condigdes de se definir w2 co
mo variavel de controle pois se trata de um parametro. Resta,

entdo, a possibilidade de defini-lo como variavel de estado.

Isto deve ser feito de modo que:

Yo T U (3.45)

yg(x) = £4 = 0 (3.46)




Usando as definic8es acima, (3.39) a (3.46) &
possivel transformar a equagido de vibragdo da viga, (3.31),

em um sistema de primeira ordem. Dessa maneira, (3.31) toma a

forma:
:iz EI(x) ~9§§§51 ~w? pA(X)Y ="di2 EY¢Ye _§§§ i
- w2 pycy = 0 (3.47)
Definindo as relacoes:
y1(x) = y(x) (3.48)
y, = £,0x) = y,(x) (3.49)
v, = £,(x) = y5(x) (3.50)
ys = £5(x) = y,(x) (3.51)

entdo,(3.47) resulta numa equagdo diferencial de primeira or-
dem para y, :

s 1 2
Y4~ YSY "‘g"‘ YQ y5y1 - 2(Y7Y6+}'5y8))'4"(u1y6+2Y7y8+u2y5)Y3
6

(3.52)
As equagoes diferenciais definidas acima
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constituem os chamados vinculos dinadmicos a serem satisfeitos

no problema de otimizagao.

3.3.3 - ESCOLHA DA FUNCAOC OBJETIVO.

A Fungdo Objetivo, que na teoria de Contro-
le Otimo recebe também os nomes de Indice de Desempenho e In
dice de Performance, & a "tradug¢do matemdtica" do criterio de
otimizacado escolhido, em termos das configuragCes inicial e
final do sistema, expressa em termos das variaveis de estado
e de controle. Sera aqui denotada por J.

Como o critério de otimizagdo escolhido -
pressupoe que se deva determinar a distribuicdo de massa que
leva a viga de menor peso com maxima frequencia natural, tor-
na-se necessario definir uma fungdo objetivo mista que envol-
ve a frequéncia e a massa, suposto conhecido o comprimento &
da viga. Dessa maneira, impoe-se um Indice de Performance a

ser minimizado que € dado pelo funcional:

2 Z Ks
J o= J° Coyg + ) dx (3.53)
Yg

onde K, € uma constante dimensional de peso, estimada de for

ma a. tornar compativeis as duas parcelas do integrando.
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3.3.4 - VINCULOS DE DESIGUALDADE

Ao problema definido pela minimizagao da ~
funcdo objetivo, respeitadas restrigoes dadas pelos vinculos
dinamicos e condigbes de contorno adequadas, devem ser adicio
nados vinculos de desigualdade que tornem compativeis as defi
nigoes feitas anteriormente.

Assim, at€é agora foi dito que se pretende a
minimizagao da frequencia fundamental,embora todas as rela-
¢6es deduzidas sejam validas para qualquer dos modos de uma -
viga em balango. A fim de assegurar a existéncia apenas do -~
primeiro modo de vibragi@o,pode-se definir um vinculo de desi-

gualdade da seguinte maneira:

Cily,x) = =y,(x) <« 0 (3.54)

Se respeitada a restrigao (3.54), a inclina-
¢ao ndo troca seu sinal, positivo, ao longo do comprimento da
viga, o que significa que, nio existem ndos e realmente o modo
& o fundamental. Tenciona-se com isso evitar convergéncia para
qualquer outro modo, um dos imprevistos enfrentados por McCart
e co-autores, na aplicagao de seu algoritmo de Controle Otimo,
IML].

RestrigGes devem ser colocadas também sobre
as funcoes area e raio de giracdo. Estas fungOes devem ser es-
tritamente positivas ao longo da viga, podendo se anular em -

finico ponto que & o extremo livre. Além disso, a area e o raio
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de giraglo condicionam a resisténcia mecd@nica da viga, ra-

zoes pelas quais,de tais fungoes,deve-se exigir:
Cz(fo) = = YS(X) £ 0 (3‘55)
Cs(y,x) = [ - yﬁ(x) < 0 (3.56)

C e D das equagles (3.55) e (3.56) sao cons-
tantes positivas que representam os menores valores desejaveis
da area e do raio de giragdo, inclusive no extremo livre.

Finalmente, uma quarta e (ltima restrigdo de
ve ser colocada sobre a frequéncia natural da viga. Com isso ,
pretende-se evitar que a frequéncia, que pode ser alterada du-
rante o processo de otimizacfo, caia numa faixa fora de inte-

resse do problema. Define-se, entéao:
C4(y,x) ® g, =~ ¥g & 0 (3.57)

onde @y € uma constante positiva que estabelece o menor va-
lor conveniente para a frequencia fundamental.

0s vinculos de desigualdade definidos acima
sao aqueles necessarios para que o problema de procura da me-
lhor distribuigdo de massa, para satisfazer o critério de oti

mizacdo estabelecido, tenha um real significado pratico.




57

3.3.5 - CONDIGOES DE CONTORNO

Em vista das definigOes feitas nos items an
teriores, as condigles de contorno para uma viga em balango ,
obtidas em (3.33), (3.34), (3.35) e (3.36), devem ser redefi-
nidas em termos das novas variaveis de estado.

As condigdes de contorno para a extremidade

engastada, x = 0 , ficam, entao, na forma:

"Pl (xO'YO) = Yl = 0 (3.58)

v, (x .y ) = vy = 0 (3.59)
Z Yo’‘0 2], =0

As condigOes de contorno para a extremidade

livre, x = t , transformam-se em:
b3rpxg) = Ggrgysd)| =0 (3.60)
X=p
Ve lygixg) = {%4Y5Y6* (ygyg* Y6Y7)Y%] = 0 (3.61)
" X=4

onde os Indices o e f se referem as extremidades inicial e final.
No entanto, yg € Yg estao restritas, atra-

vés dos vinculos de desigualdade definidos, a assumirem ape-
nas valores estritamente positivos. Com isso, os vinculos de

contorno (3.60) e (3.61) devem ser escritos do seguinte modo:
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Vo (Xeoye) =y =N (3.62)
Vet 3 |yay

Ya(Xeoyed = vy =0 (3.63)
xX=%

As condigdes de contorno acima sdo homogée-
neas. Para se obter solugdo Unica ndoc trivial do problema de
otimizacdo, condig¢les ndo homogéneas devem ser adicionadas.
Especificam-se, entdo, duas novas condigoes a serem obedecidas:
a deflexdo maxima y; no extremo livre e o valor da fungao Y3
no extremo engastado, que define o valor do momento fletor -

neste ponto. Tais condigoes sdo dadas por:

velxeyed = 7g = ey (3.64)

ve(x vy ) = ¥y = € (3.65)
60’0 3 2

onde ¢, € ¢, sdo constantes arbitradas e positivas.

3,3.6 - FORMA FINAL DO PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO

Levando em conta todas as consideragoes fei
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tas, o problema de Controle Otimo correspondente de se deter
minar a distribuigao de massa de uma viga de comprimento %
de forma que esta tenha minima massa e maxima frequencia fun
damental pode ser entao colocado da maneira a seguir.

Minimizar a Funcdo Objetivo (Indice de Pexr
formance)

2 K

J=JJF Coygr —) ax (3.66)

) - - - - 3
sujeita aos vinculos dinamicos

<
-

[

~
e

<
™

i

\<
()

A S R E
Y4 g 797571 2(y YgtygYgly,~(Uugyet2y yg +
75Y6

+ uzys)ysj} | (3.67)

g
o

B

~
co




sujeita

e, ainda, sujeita

aos vinculos de contorno

¥q (X50¥5) = ¥y
v (xy¥o) =y,
V3(Xea¥ge) = ¥y
b (Xeaye) = vy

Ve (XgeYg) =

1
e
(]

x=0

L}
L=

X

x=%

X=4

x=0

1 = "y, 0

€, = C- ¥g € 0
C; = D - Yo € 0
Cy = w, =Yg € 0

it

60

(3.68)

aos vinculos adicionais de desigualdade

(3.69)




CAPITULO 4

FUNDAMENTOS TEORICOS:CONTROLE OTIMO E METODO DE SOLUCAO

4.1 - CONDIGOES NECESSARIAS PARA OTIMIZACAO

Sdo desenvolvidas, neste item, as condigSes -
necessarias para se obter a solugio do problema de Controle -
Otimo formulado nos capitulos anteriores.

Para tanto, o problema definido & englobado -
dentro da Teoria de Controle Otimo e, em seguida, sd@o estabele
cidas as relacbes que representam as condigOGes necessarias pa-

ra otimizacgao.

4.1.1 - COLOCAGAO GERAL DO PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO

No que se segue, & adotada notagdo vetorial.
Dessa maneira, y designa o vetor de variaveis de estado defi
nidas nas relagoes (3.39) a (3.42),(3.46) e (3.48) a (3.51) do
item 3.3.2.:

y = 472 ? (4.1)
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De modo analogo, u , vetor 2 x 1, designa -
as variaveis de controle, dadas pelas relagoes (3.43) e (3.44);
C passa a ser o vetor dos vinculos de desigualdade,de dimen
sao (4x1),e colocados em (3.54) a (3.57); e ¥ o vetor dos
vinculos de contorno ( 6 x 1 ), como definidos pelas relagdes
(3.58), (3.59) e (3.62) a (3.65).

Com isso, o problema de Controle Otimo em -
que se deve determinar a distribuigdo de massa numa viga em -
balango que minimiza o peso e maximiza a frequéncia fundamen-
tal pode ser colocado, feitas as devidas analogias com o item

3.3.6, na forma geral:

Minimizar

I JP Ly (4.2)
sujeito aos vinculos dinamicos de (3.67), item 3.3.6:

y=£0(y.,u) (9 egs.) (4.3)
aos vinculos de contorno (3.68):

¢ [xiyw =0 6 easy (4.4)

e aos vinculos de desigualdade como (3.69):

cC(y)s 0 (4 egs.) (4.5)
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Sobre o problema acima descrito deve-se ter
em conta que, do total de seis relagoes de contorno, trés sic
definidas na extremidade engastada ( x = 0) e as trés restan-
tes na extremidade livre ( x = ¢ ), o que significa que em ne
nhuma das extremidades o estado do sistema se encontra total-
mente especificado. Deve ser també&m notado que todos os vincu
los de desigualdade sao definidos apenas em termos de varia-
veis de éstado. isto €, ndo existem vinculos de desigualdade

nas variaveis de controle.

4.1.2 - ESTABELECIMENTO DAS CONDICOES NECESSARIAS

O desenvolvimento das condigGes necessarias
segue o procedimento adotado por Citron, |[Cl|. Admite-se, pri-
meiramente, que o problema a ser resolvido ndo tenha vinculoes
de desigualdade na variavel de estado o que equivale dizer
que as restrigoes (4.5) s@o satisfeitas no sentido estrito da
desigualdade. Com isso, o problema se resume a determinar as
fungdes u -que minimizam o funcional J e respeitam as equa
¢oes do movimento (4.3) e as condigdes de contorno (4.4).

A solugdo, nesse caso, pode ser obtida atra-
ves da adigdo, a fungdo objetivo, dos vinculos dinamicos e -~
das condigoes de contorno, atraves de multiplicadores de La-

grange. Assim, define-se uma fungdo F tal que:

F(y,y,u,) = L(y) + f[;’: - £ (y.u) ] (4.6)
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onde A , de dimensao igual ao vetor das variaveis de estado,
€ um vetor de multiplicadores de Lagrange.

Define~-se, também:

Gc[z’.(@' y(%) '.‘3.} vy [2(03 y(2) ] (4.7)

onde v & tambem um vetor de multiplicadores de Lagrange, -
com dimensdo idéntica ac vetor de vinculos de contorno.
A partir de (4.6) e (4.7) monta-se a chamada

.

fungao objetivo estendida, J , da seguinte maneira:

N PO R ORI B TR R L™ (4.8)

0 que se pretende , agora, € obter as fungdes
Y, U, A e os valores de v que tornam J estacionario, isto
&, fazem sua variagdo primeira, &J, nula. Procedendo de acor
do com as técnicas variacionais, & possivel mostrar que as -
condicOes necessarias para que ocorra valor estacionario de J

sdo, |C1]:

a) Equagbes de Euler - Lagrange para as variaveis de es-

tado e de controle:

b=y - = 0 (4.9)
dx 9z 3z
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L}
e
-
b
[
ot
B

onde Z; =y; . 10® 1,2,...,9 ou z

juntas:
n af .
Ao oot . L SR 20 i=1,2,0..,9 (4.10)
1 ay; =1 Ioaxy
e as equagoes de controle:
5L n of.
- J oA, —d =0 i=1,2 (4.11)
3u j=1 1 au,
i gl
No caso aqui tratado, e , de (4.11), € nu
au.,
i

lo.

b) Condigles de transversalidade, definidas nas extremi

dades, fixas, x =0 e x = & :

0 3G
A(0) - —= | dy;(0) =0 ; i=1,2,...,9 (4.12)
ayi(o
3G
AL + £ dy. (&) = 0; i =1,2,...,9 (4.13)
1(&) ayi(z) 1




Alem das condigoOes necessarias, (4.10) e
(4.13), a garantia de ser a solugdo minimizante deve ser ex-
traida pela verificacdo da chamada condigdo de minimo de
Weierstrass, |Cl|. Para o caso presente, esta condigao & ex~-

pressa pela relagao:

Fe™ [L(X-MJ - A_T:f.(x-!ﬂ - [L(K'Z'B)“Z‘.TE(X*E)}' 8 &

onde E ¢ o simbolo que designa a fungdo de Erdmann -

Weierstrass, u & o controle que minimiza o funcional J e

U e qualquer outro controle possivel.

A condigdo de minimo, acima estabelecida, €
equivalente ao conhecido Principio de Maximo de Pontryagin -
que pode ser expresso nos seguintes termos:

"Definida uma fungdo H, a Hamiltoniana do sis

tema, na forma
H= a f - L : (4.15)

a fungdo objetivo & minima quando a Hamiltoniana & maxima em
relacdo &s variaveis de controle"
Isto significa que a condigao (4.14) pode ser

reescrita da maneira que se segue:

HC A,y,u) 2 H(A,Y,U) (4.16)




relacdo da qual resultam as seguintes equagdes de controle, -

idénticas a (4.11):

aH
ou

=0 » J o= 1,2 (4.17)

e a relacgiao de verificagdo para solugdo minimizante

32H

auiauj

definida negativa (4.18)

A inclusao de vinculos de desigualdade no problema de
Controle Otimo torna o estabelecimento das condigdes necessa-
rias uma tarefa sensivelmente mais complexa. Em particular, se
as restricOes de desigualdade sao definidas apenas para as va-
riadveis de estado nio existe, em principio, uma forma de se do
sar o controle de modo a se manter o sistema sobre a fronteira
de estado, impedindo-o de penetrar a regiao proibida. Bryson -
et al, |B4[,“propuseram uma técnica que evita este problema e
que se resume na transformagdo da restrigdo sobre a variaveis
de estado numa restrigdo sobre variaveis de estado e de contrp
le , simultaneamente. Isto pode ser obtido pela derivagao suces
siva do vinculo de desigualdade sobre variaveis de estado em
relacdo a coordenada independente até que as variaveis de con-

trole aparecam explicitamente, |Cl].
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No caso de um tinico vinculo de desigualdade nas varii
veis de estado, este tratamento resulta razoavelmente simples,
pois o vinculo transformado pode ser adicionado as fungodes F,
de (4.6), e Gc, (4.7), através de um multiplicador de Lagran-
ge e pelos mesmos métodos usados para a determinagac das con-
digbes necessarias (aqui ndo demonstrados), no caso sem vincu
los de desigualdade, & possivel a determinagdo tanto da traje
tdria sobre a fronteira como das condigbes de transversalida-
de na entrada da mesma, |Cl|. Esta técnica, no entanto, mos-
tra~se por demais complicada quando se tem varios vincules so
bre as variaveis de estado, pois, ai, devem ser determinados
tantos multiplicadores de Lagrange e tantas condigoes de en-
trada na fronteira quantos sio o0s vinculos. Ademais, a sim-
ples inspegao das condigoes necessarias para o caso sem vincu
los de desigualdade mostra que se tem um sistema de dezoito
(18) equagoes diferenciais de primeira ordem, em y e X @
duas (2) equagdes de controle que devem ser resolvidas com as
dezoito condigGes de contorno decorrentes das condigoes de -
transversalidade associadas, ao mesmo tempo que se verificam
os vinculos de desigualdade impostos. Isto mosira a inviabili
dade de se obter uma solugdo analitica, fato,alias, comum 3
grande maioria dos problemas de Controle Otimo. Deve-se, en-
tio, procurar a solugdo através de algum método de solugdc nu
mérica por computador que acarrete a verificagdo das condigoes

necessarias estabelecidas.




4.2 - ESCOLHA DO METODO PARA SOLUCAO NUMERICA

0 desenvolvimento recente da Teoria de Controle -
Otimo foi acompanhada pela implantag3oc de um nimerc bastante
grande de¢ métodos de solugdo por programagdo numérica. Isto
se justifica pelo fato de mesmo problemas simples formulados
por Controle Otimo exigirem um nimero tac grande de calculos
que tornam inviavel sua solugdo por outra forma que ndo um
computador.

Problemas de Controle Otimo s3o equivalentes, no
minimo, a “problemas de contorno em dois pontos" (two-point
boundary-value problems). Casos como o que €& aqui tratado, -
onde existem vinculos de desigualdade nas variaveis de esta-
do, sdo "problemas de contorno miltiplo" (multi-point bounda-
ry-value problem). Esta comprovagdo leva a se concluir que
mesmo o procedimento numérico para obtengdo da solugdo & ra-
zoavelmente complicado.

Os diversos métodos desenvolvidos para aplicagéo
em Controle Otimo sdo geralmente processos iterativos que po
dem ser classificados em duas categorias: meétodos diretos e
métodos indiretos. Entende-se por métodos indiretos de solu-
cdo aqueles que se baseiam na exigéncia de que a variagiao -
primeira da fungdo objetivo, 63, deve ser nula para encontrar
a solugdo minimizante. Métodos diretos ndo levam em conta es
ta exigéncia e pode-se construir técnicas que permitem uma
determinagdo aproximada da solugao minimizante sem conhecimen

to préevic de que esta solugdo leva a um valor estacionario da
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fungdo objetivo, |[Cl|. Em ambos os casos, jsto &, seja o meto
do direto ou indireto, os algoritmos podem ser subdivididos -
em algoritmos de primeira ordem ou de segunda ordem, conforme
se baseiem em variagles primeiras ou segundas, respectivamen-
te, para efetuar as correcdes nos controles que levam para @
solugdo otima. De uma maneira geral, algoritmos de primeira -
ordem sio extremamente rapidos para se chegar até perto da sg
lugdo 6tima, |B3|. A medida que se aproximam desta solugdo, a
convergéncia se torna muito lenta. Algoritmos de segunda oOT-
dem dependem de uma estimativa inicial, sendo nuito lentas no
comego do processo, |B3|, e aumentando a velocidade de conver
géncia quando mais perto da solucdo. Nesses Gltimos, uma esti
mativa inicial ruim pode causar & divergencia do processo nu-
mérico. Assim, € procedimento comum em problemas onde se exi-
ge boa precis@o da resposta programar-se um método de primei-
ra ordem para se chegar até perto da solugdo e,quando este se
tornar lento, mudar-se para um algoritmo de segunda ordem. Em
problemas onde a precisdo da resposta nido € a grande preocupa
¢ao, basta o uso de um algoritmo de primeira ordem, |B3].
Dentre o extenso conjunto de algoritmo de aplica-
¢io a problemas de Controle Otimo destacam-se 0S chamados me-
todos de Gradiente. Desde a publicagao do trabalho pioneiro-
por Bryson e Denham, |B2|, uma série enorme de aperfeigoamen-
tos e modificagdes tem sido propostas de modo a tornar o méto
do aplicdvel a variados tipos de problemas. Trata-se de um mé
todo de busca direta que, a partir de uma estimativa inicial,

extrai as informagodes necessarias para chegar mais perto da -
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solugao extremante.Encontram-se plenamente desenvolvidos algo
ritmos de.gradiente de primeira e de segunda ordem, que S&0
de programagéo relativamente simples. Outros algoritmos tam-
bém notaveis sdo o do gradiente conjugado, |L1], que se desta
ca por ser um método simultaneamente de primeira e segunda 01
dem e os métodos indiretos de perturbagao, que sdao essencial-
mente de segunda ordem, como o de Jaswinski, |J1}. No entanto
uma importante vantagem dos métodos de gradiente sobre os de¢
mais pode ser colocada no fato de que seu desenvolvimento per
mite uma maior facilidade no tratamento dos vinculos de desi
gualdade, em particular,quando estao presentes varios desses
vinculos, como € o caso aquli exposto. Da mesma forma, os algo
ritmos de gradiente apresentam maior simplicidade para progra
macdo numérica em computador. Por estas razdes, o problema -
proposto € aqui tratado por um algoritme de gradiente.

No problema de Controle Otimo da viga procura-se
uma primeira aproximagdo para uma estrutura complexa. Isto -
significa que nao hi necessidade de grande precisdo na solu-
cdo. Em vista disso, julga-se que o problema possa ser trata-
do unicamente através de um método de gradiente de primeira -
ordem para se chegar d precisdo exigida. Dispensa-se, dessa -
forma, o acoplamento de qualquer outro método de segunda or-
dem para refinamento de solug2o.

0 método usado & baseado no algoritmo proposto por
Bryson e Denham, |B2|, e ampliado para se poder determinar, -
de forma Otima, as cendices iniciais ndo definidas. Isto se

faz necessario pelo fato da frequéncia natural ser tratada co
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mo uma variavel de estado ndo especificada que, portanto, de-
ve ser modificada ao longo do processo, bem como pelo fato de
nio se querer especificar totalmente o estado do sistema em -
nenhuma das duas extremidades.

Definido o algoritmo de solucdo numérica, resta -
ainda estabelecer uma maneira de se tratar convenientemente -
os vinculos de desigualdade nas vafi&veis de estado existentes

no problema.

4.3 - TRATAMENTO DOS VINCULOS DE DESIGUALDADE

Problemas de Controle Otimo, em virtude de exigen
cias do sistema considerado, podem ter de satisfazer determi~
nadas restricdes em pontos interiores ao seu intervalo de de-

finigdo. Estas restrigdes podem ser colocadas sobre variaveis

. de controle ou de estado, sendo normalmente expressas poT de-

sigualdades, |C1].

Vinculos de desigualdade dentro de um problema de
Controle Otimo definem as fronteiras permitidas para as varia
veis de estado e de controle. Quando estas variaveis evoluen
até que os vinculos de desigualdade se transformam em vincu-
los de igualdade, aparecem mudangas na diregio da trajetoria
(solugdo) de modo a se poder respeitar os vinculos. Este fato
implica a existéncia de descontinuidades nas derivada de Ha-

miltoniana em relagdo a coordenada independente, ou seja, a




existencia de uma quina no instante em que se tem a igualdade
no vinculo. Aparecem, entdo, condigles semelhantes as condi-

g¢oes de transversalidade, definidas no item 4.1, a serem sa-

tisfeitas pelas fungdes Hamiltoniana e G, no ponto conside-
rado.

0 tratamento dos vinculos de desigualdade nas va-
riaveis de controle & relativamente simples de ser feito pois,
nesse caso, pode-se dosar convenientemente o controle para -
que o sistema ndo atravesse a fronteira e caia dentro da re-
gido proibida. O mesmo ndo acontece com relagdo aos vinculos
de desigualdade nas varidveis de estado pois, nesse caso, nao
existe uma dependéncia explicita do vinculo com relagdo as va
riaveis de controle. Bryson, Denham e Dreyfus, |B4|, como ja
citado, criaram uma técnica de transformagdo do vinculo de es
tado numa restrig3o sobre variaveis de estado e de controle -
simultaneamente. Desta nova restrigio € possivel se extrair -
informagGes sobre qual o controle a ser usado para que o sis-
tema permanega sobre a fronteira ou volte para a regido permi
tida. Esta técnica &, posteriormente, incorporada por Denham
e Bryson, |Dl1|, ao método do gradiente de primeira ordem. O
aigoritmo resultante, no entanto, & de muito dificil aplica-
cdo mesmo no caso da existéncia de um Unico vinculo de desi-
gualdade.

Como no problema de otimizagdo proposto devem ser
satisfeitos quatro vinculos de desigualdades nas variaveis de
estado, & necessaria uma t&cnica mais simples de abordagem. -

Dessa forma, recorre-se a utilizagdo de fungoOes de penalidade.
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0 método das Fungdes de Penalidade consiste em se
penalizar a fungdo objetivo, indice de desempenho, pela adi-
cdo de uma parcela positiva que representa o quanto se pene-
trou dentfo da regido proibida, se o problema for de miniza-
gdo. Neste trabalho, segue-se o procedimento sugerido por Sa-
ge, |S2|. Para tanto, as restrigoes de desigualdade expressas
pelo vetor C(y) sdo transformadas em uma tinica restricdo de
igualdade através da definigdo de uma nova variavel de esta-
do.

Define-se, entdc, esta nova variavel, chamada ~

Yqo+ @través da relagdo:

s e = 2 2 2 i & D
710= £107 K (€)C3 + K, (C,)CF * Kg(C3)CE + Ky(€0)Cy  (4.19)

onde K;, i = 1,2,3,4, sao fungbes peso .definidas de forma -

que:

Ki[ti(zlj = {0 se C;(y)s 0

K , i=1,...,4 (4.20)
p,i se Ci(y)> 0

onde Kp i & uma constante positiva, i = 1,2,3,4.

A condigdo inicial a ser exigida para Y10 e que

ylo(o) =5y (4.21)
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£ possivel, entdo, observar que y,,(x) represen-
ta uma medida direta da penetragdo dos vinculos de desigualda
de nas respectivas fronteiras. Dada a condigdo acima, (4.21),
se ate a outra extremidade Yio Permanece nula & porque nao
houve violacio dos vinculos. A condigdo a ser, portanto, exi-

gida & que, idealmente;
y10(%) = 0 (4.22)

No entanto, a condicao expressa por (4.22) difi-
cilmente & satisfeita pois durante a propagagdo das equagoes
diferenciais do sistema ndo existem maneiras de assegurar que
os vinculos ndo sejam violados. Deste modo, a condigao (4.22)
deve ser transformada numa fungao de penalidade incorporada -
ao Indice de Desempenho, que fica, entdo, na seguinte forma -

modificada:

J= J+K [y P (4.23)

onde p € um expoente inteiro e KJ € um peso constante e
arbitrario.

Por conveniéncia, o expoente p € escolhido como
quadratico, embora isto nio seja obrigatorio. A Fungao Objeti

vo Modificada assume, entdo, a forma:

K
J = Kylygo(0)] + [ e yé + -—-}-r-s,;]dx (4.24)
' 9
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As condicbes necessdrias para otimizag@o sdo modi
ficadas com essa nova colocac@io dos vinculos de desigualdade.
Dessa forma, o vetor y das variaveis de estado passa a ter
dez componentes. O mesmo ocorre para o vetor A dos multipli
cadores de Lagrange e para o vetor £ das fungOes de defini-

¢dao dos vinculos din@micos. A décima componente do vetor f fi

ca, entdo:

y 2 2 ) 2 ] 2
Y10® flO“ (Yz) K1(C1)+(y5—C) KZ(C2)+(y6¢D) K3(L3}+(yg"w0] K4(C4)

(4.25)

A fungdo Hamiltoniana & também modificada, fican-

do na forma:

H = Ay £39 * (4.26)
Para as equagoes de controle e as equagoes adjun-
tas, no entanto, as relagOes obtidas em (4.9),(4.10) e (4.11)
permanecem as mesmas, bastando substituir H por Hp -
Para as condigOes de contorno, deve ser mudada a
definigdo da fungdo G_ de modo a englobar a fungio de pena-
lidade definida no Tndice de Desempenho e a condigao de con-

torno, em Xx = 0, da nova variavel de estado, Yig ° conforme

(4.21) . Chamando G 3 nova funcdo, esta & dada por:
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Gy = Ky [Ylo('“ﬂz syl g (4.27)

As condigoes de transversalidade, expressas por -
(4.12) e (4.13), ndo se alteram se G, & substituida por G
acima definida.

De posse das novas relagbes agora obtidas pode
se, entdo, passar ao desenvolvimento do método do gradiente

de primeira ordem.

4,4.~ ALGORITMO GRADIENTE DE PRIMEIRA ORDEM.

4.4.1 - DESENVOLVIMENTO DAS RELACOES NECESSARIAS

0 algoritmo de gradiente de primeira ordem, que &
aqui desenvalvido, representa uma extensdo da técnica propos-
ta por Bryson e Denham, |B2|, onde também as condigOes de con
torno numa das extremidades devem ser estabelecidas de forma
otima. No caso aqui tratado, das dez variaveis de estad<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>