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RESUMO

OLIVEIRA, T.L.. Aplicagao de conceitos de dimensionamento de vigas no
projeto de estruturas continuas. 2022. 122p. Dissertagao (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2022.

Com o desenvolvimento de ferramentas computacionais para o projeto e analise de es-
truturas, o uso de modelagem por vigas como método de projeto e andlise passou a ser
limitado ao desenvolvimento de estruturas trelicadas, também com auxilio computacional.
Porém, nesses casos comumente se assume uma secao transversal constante ao longo de
uma viga ou para todas as vigas, embora as modelagens matematicas de vigas admitam
secoes transversais variaveis. Esta pesquisa analisa a viabilidade de utilizar modelagens
computacionais de vigas para auxiliar e automatizar o projeto de estruturas continuas,
admitindo a possibilidade de vigas de secao transversal variavel para possibilitar isso, com
énfase em estruturas bidimensionais. O algoritmo foi primeiramente testado de forma
discretizada em uma implementagao em Python, na qual apresentou resultados promisso-
res. O algoritmo foi posteriormente refinado e implementado em um ambiente continuo
em C++, com o auxilio de geometria sélida construtiva. Também foi avaliado o uso de
otimizacao topologica para otimizar a distribuicao de material das geometrias resultantes,
assim como a possibilidade de reduzir o tempo de construgao na fabricacao por manufatura
aditiva. Os resultados mostram que esse algoritmo é capaz de criar automaticamente
estruturas capazes de resistir aos esforcos de projeto, especialmente quando em conjunto
com métodos de otimizacao estrutural. Porém, as diferengas entre os critérios de tensao

utilizados para cada etapa nao deixam claro qual seria a melhor forma de seleciona-los.

Palavras-chave: Projeto mecanico. Estruturas. Otimizacgao topologica. Automacao de

projeto. Método dos elementos finitos.






ABSTRACT

OLIVEIRA, T.L. Applying beam sizing concepts to the design of continuum
structures.. 2022. 122p. Dissertagdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2022.

Due to the development of computational tools for structural analysis and design, the
use of structural modeling by beam segments as a design and analysis method became
limited to the development of trussed structures, also aided by computational methods.
However, in those cases a constant cross-section is commonly used throughout a beam
or set of beams, even though mathematical beam models admit variable cross-sections.
This research analyses the viability of using computational beam models as a way to
assist and automate the design of continuum structures, admitting the possibility of
beams having variable cross-sections as a way to enable that, focusing on two-dimensional
structures. The algorithm was first tested in a discretized environment by means of a
Python implementation, in which it displayed promising results. Afterwards, the algorithm
was refined and implemented in a continuum environment in C++4, with the aid of
constructive solid geometry. The use of topology optimization was also evaluated as a way
to optimize material distribution in the resulting geometries, as well as the possibility
of reducing build time in additive manufacturing. The results show that the algorithm
is capable of automatically generating structures that are capable of resisting design
loads, especially when followed by structural optimization methods. However, due to the
differences between the stress criteria used for those two stages, it’s not clear what would
be the best way to define them.

Keywords: Mechanical design. Structures. Topology optimization. Design automation.

Finite element method.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contextualizacao

No ambito da otimizagao estrutural, as otimizagoes topolégica, de forma e dimensi-
onal sao os principais métodos, sendo comumente utilizadas em conjunto em diferentes
etapas do processo de desenvolvimento da estrutura. A otimizagao topologica é frequen-
temente utilizada durante a fase de conceptualizagdo, pois facilmente obtém topologias
otimizadas simplesmente com a definigdo de um dominio e condigoes de contorno (Saitou et
al., 2005). As otimizagoes de forma e dimensional tendem a ser utilizadas nos estagios finais
de desenvolvimento da geometria, por realizarem uma otimizacao mais fina da mesma
(Gao et al., 2020; Plocher; Panesar, 2019).

Porém, o processo de dimensionamento seria, teoricamente, melhor posicionado
como anterior a otimizagao topologica, pois apresenta a capacidade de criar uma topologia
simples e ja adaptada a uma tensao de projeto. Esse processo comumente gera uma topologia
com certo nivel de sobredimensionamento, particularmente quanto a relagdo entre massa
e resisténcia, o que poderia ser melhorado posteriormente pela otimizacao topolégica e
refinado pela otimizacao de forma. Essa sequéncia normalmente nao é empregada, pois
os métodos atuais de dimensionamento costumam ser manuais, iterativos e restritos a
geometrias simples e padronizadas, como elementos de maquinas, envolvendo processos de
dimensionamento de pecas individuais ou repetidas edi¢des de modelos CAD e analises de
elementos finitos (Budynas; Nisbett, 2015).

Portanto, um processo de dimensionamento que fosse tao simples e intuitivo quanto o
de otimizacao topoldgica, ainda que obtivesse resultados mais grosseiros, poderia aumentar
a qualidade e rapidez do processo de desenvolvimento de produtos, estruturas e geometrias
em geral. Esse processo poderia em seguida ser otimizado topologicamente para reduzir a

massa da estrutura.

1.2 Justificativa

Na manufatura aditiva, os principais fatores responsaveis pelo custo de producao sao
o custo do material e o tempo de fabricagdo. O custo do material tende a apresentar maior
peso, sendo dependente do volume, estratégia de preenchimento e geracao de estruturas de
suporte, enquanto o tempo de fabricagdo limita a taxa de produgao, isto é, a quantidade de
produtos que podem ser produzidos em determinado espaco de tempo, além de influenciar
o consumo de energia elétrica. O tempo de fabricagdo ¢ mais dificil de ser estimado
com precisao que o uso de material, mas é comumente influenciado por fatores como

complexidade da geometria, estratégia de preenchimento, geracao de estruturas de suporte,
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espessura da camada, area da base, area de superficie, entre outros fatores (Pradel et al.,
2017; Zhang et al., 2015; Teitelbaum, 2009).

Em geral, a quantidade de material utilizado é reduzida por estratégias de preen-
chimento e otimizagdo topolégica (Sabiston; Kim, 2020), e o tempo de fabricacdo, por
otimizacao da orientacao da pega (Angelo; Stefano; Guardiani, 2020; Matos; Rocha; Costa,
2020), mas existem também outros métodos, como algoritmos genéticos (Oh et al., 2020),
fatiamento adaptativo da pega (Chen; Xu; Zhang, 2021), redes neurais (Giri et al., 2021),
entre outros. Isso pode, por exemplo, evitar ou diminuir a formacao de estruturas de

suporte e diminuir as dimensoes ao longo do eixo vertical.

Embora a otimizagao topoldgica seja efetiva em reduzir o volume de uma peca,
para problemas que envolvem resistir a forcas e momentos as geometrias resultantes
comumente mantém grande parte do contorno da geometria original, portanto nao ha
reducao dimensional significativa em conjunto com a reducao de volume. Em termos
de garantir que a peca resista as cargas, isso é benéfico, pois contribui para aumentar
sua rigidez. Consequentemente, a geometria apresenta maior superficie e requer que
a ferramenta usada pelo método de manufatura aditiva percorra maiores distancias
(especialmente no perimetro e area de superficie, que sdo depositados mais lentamente

(Pradel et al., 2017)), resultando em maior tempo de fabricacao.

Existem métodos de otimizacao estrutural que ocasionam em reducao dimensional,
como a otimizagao de forma. Porém, ela também é uma abordagem iterativa, o que aumenta
o tempo necessario para projetar uma peca ou produto. Portanto, um método mais rapido
que resultasse em reducao dimensional e da mesma forma apresentasse volume minimo
resultaria em maior reducao do tempo de fabricacao e maior velocidade de desenvolvimento
do projeto, além de aumentar o nimero de pecas possiveis de serem fabricadas em um

mesmo lote, aumentando a eficiéncia do processo.

1.3 Objetivos

e Objetivo principal: desenvolver e implementar um algoritmo capaz de obter
topologias bidimensionais mais adequadas aos carregamentos e restrigoes de tensao
definidos por projeto utilizando métodos de dimensionamento de vigas, com posterior

otimizacao por métodos de otimizacao estrutural, como a topologica.

e Objetivo secundario: implementar o algoritmo desenvolvido para casos tridimensi-

onais.

1.4 Organizacao da dissertacao

O Capitulo 2 apresenta uma revisao dos principais conceitos utilizados no projeto,

em especial otimizacao topoldgica por SIMP. O Capitulo 3 apresenta o algoritmo desenvol-
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vido assim como uma primeira implementagao desenvolvida para analisar seus resultados,
baseada em um ambiente discretizado e com algumas simplificacoes. O Capitulo 4 apresenta
uma implementagdo em um ambiente continuo, sem a presenca de tais simplificagoes. Por

fim, o Capitulo 5 apresenta as principais conclusoes do projeto e sugestoes de trabalhos
futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Automacao de projeto

Automagao de projeto pode ser definida como um ramo da engenharia que trata do
desenvolvimento de técnicas, algoritmos e tecnologias que automatizem total ou parcial-
mente o processo de projetagem. O termo nao apresenta uma defini¢do exata na literatura.
A Design Automation Conference (DAC) organizada pela ASME, por exemplo, utiliza
o termo de forma mais abrangente, incluindo também o projeto de sistemas automati-
zados (Ragsdell, 1980; New. .., 2015). A drea também aparece na literatura sob o nome
de “Projeto Automatizado por Computador” (CAutoD - Computer-Automated Design)
(Moharrami; Grierson, 1993), em alusdo a sua relacdo com a area de Projeto Assistido por
Computador (CAD).

A automacao de projeto estd mais desenvolvida na area de engenharia eletronica,
formando o ramo de automacao de projeto eletronico, um dos principais responsaveis pelo
aumento da complexidade de circuitos integrados e, portanto, do aumento da velocidade de
processamento dos dispositivos digitais que acompanhou a miniaturizacao dos transistores
(Lavagno et al., 2016).

Porém, a area de automacao de projeto também apresenta espaco na engenharia
mecanica, como evidencia a DAC. A otimizagao topoldgica apresenta papel importante
nessa area, mas outros métodos de automacao também estao sendo pesquisados e de-
senvolvidos, como métodos utilizando redes generativas antagonicas (Oh et al., 2018;
Shu et al., 2019), aprendizado de maquina (Sharpe et al., 2019; Camburn et al., 2019),
design generativo (Oh et al., 2019) e inteligéncia computacional (Chen; Li, 2018), além
do método de crescimento (Growth Method) utilizado para a otimizagao de estruturas
trelicadas (Querin et al., 2017). Métodos de automacao de projeto ja apresentam aplicagoes
em manufatura aditiva (Wiberg; Persson; Olvander, 2019), design de produtos (Kusiak;
Salustri, 2007), desenvolvimento de dedos, garras e maos de robds (Honarpardaz et al.,
2017), desenvolvimento de rob6s médicos e mecanismos (Sun et al., 2019), entre outras

areas.

2.2 Modelagem de vigas

Modelos de vigas sao modelos que visam descrever matematicamente o comporta-
mento de barras, vigas, eixos e elementos similares. O modelo mais comumente utilizado é o
modelo linear de Euler-Bernoulli, que descreve a relacdo entre cargas verticais distribuidas
e a deformacao vertical da viga através de uma equacao diferencial. Assumindo pequenas

deformacoes, auséncia de deformacao da secao transversal, secao transversal simétrica em
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relagao ao plano XY, eixo central alinhado ao eixo X, deslocamento no eixo Y e vigas
finas (Goodno; Gere, 2018):

d? dPw(x))
3 (P10 1) = 1) )

em que E(x) é o médulo de elasticidade, I(x) o segundo momento de area, w(z)
o deslocamento e f.(x) a carga distribuida. A partir dela, é possivel obter também o

momento M (z) em cada ponto e a forca cortante F,(x):

3 (B0 ) - i), 2)
B ) — p). )

Embora apresente essas limitagoes, o modelo é comumente usado em conjunto com
outras técnicas para analisar vigas com formatos mais complexos, com cargas em diferentes

numeros e tipos, sobredeterminadas, dinamicas e sob grandes deformacoes.

Para o caso de vigas de maior espessura ha também o modelo de Timoshenko, que
considera os efeitos do cisalhamento (isto é, a deformagcao da secao transversal) e da inércia
rotacional (Graff, 1975). Para o caso estético, sem presumir se¢do transversal constante,

ela é apresentada como:

d dw
dr lGAF& (dx - 90>] = —fe(x)

dw d dep
an (S0 o) + L E1S7) =
G K(dx g0>+dx< d:c) 0,

(4)

onde G ¢ o médulo de cisalhamento, A a area da segdo transversal, ¢ o angulo
de curvatura da viga, e k o coeficiente de cisalhamento de Timoshenko. Isolando ¢ na

primeira equacao, podemos entao simplifica-la para:

d (F.(z) d>w  M(x)
d:L‘(GAK)_’_dZEQ_ EI”’ (5)

que evidencia sua relagdo com o modelo de Euler-Bernoulli. De mesma forma, ela
apresenta limitacoes que sao compensadas com o uso de extensoes e modificacoes do

modelo em conjunto com outras ferramentas, como métodos de discretizacao do espaco.
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2.3 Otimizacdo topologica
2.3.1 Conceito

Bendsge e Sigmund (2013) definem a otimizacao topoldgica de estruturas sélidas
como a “determinacgao de caracteristicas como ntimero, posicao e formato dos furos e
conectividade do dominio”. Ela, portanto, difere da otimizacao de forma, a qual Bendsge e
Sigmund (2013) definem como “encontrar o contorno étimo do dominio”, e do dimensiona-
mento, no qual o dominio e as variaveis de estado s@o conhecidas e constantes, variando-se

somente as varidveis de projeto (como espessura ou didmetro, por exemplo).

Partindo de um dominio de projeto fixo e continuo, isto ¢, uma topologia bi- ou
tridimensional continua, representada genericamente por €2, a otimizacao topoldgica pode
ser descrita como um problema de distribuicao de material. Varias abordagens podem ser
usadas para definir a distribuicdo de material, conforme os objetivos de projeto, sendo a

mais simples a de minimizagao de flexibilidade (isto é, maximizagao de rigidez).

Para uma estrutura que ocupa uma regiao {2 no espago e apresenta contorno
', Bendsge e Kikuchi (1988) definem o problema de minimizacao de flexibilidade para
estruturas continuas no regime elastico como a minimizagao do trabalho das cargas
atuantes (de campo b, aplicadas sobre todo o dominio, e de superficie ¢, aplicadas sobre
uma por¢ao do contorno I'r € T') sobre a estrutura para um campo de deslocamento u

(isto é, minimizagao do trabalho externo [(u), utilizado como medida de flexibilidade):
[(u) = / budQ+ | tudl, (6)

Q I'r

tal que o trabalho externo virtual para um campo de deslocamento v (I(v)) seja igual
ao trabalho virtual das tensdes em equilibrio em relagao a v (isto é, ao trabalho interno

virtual a(u,v)),

a(u,v) = /Q Euja(@)es; (w)em(v)de, (7)

em que E é o tensor constitutivo e € o tensor deformacao linearizado:
eij(u) = ; (gz; + ZZZ> , (8)

utilizando a notacao de Einstein para tensores. O problema de otimizacao é entao definido
como:

15161[1]1 l(u)

sujeito a a(u,v) =1l(v), Yo € U (9)

E e Ey

em que E,q é o conjunto de tensores constitutivos admissiveis e U é o conjunto dos campos

de deslocamento admissiveis.

Visto que as estruturas podem apresentar geometrias complexas, o problema é

comumente abordado através de algum método de discretizagao do dominio, como o
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método dos elementos finitos. Para o método dos elementos finitos com N elementos, o

trabalho externo pode ser escrito como:

N N
I(u) = / budQ—l—/ tudl’ = Z/ bZ@euedQ+Z/ t; Poudl (10)
Q T'r e=1 Qe e=17Te

tal que u.(z) = P.(z)u. é a aproximagao do campo de deslocamentos do elemento, em
que @, é a funcao de forma do elemento e e I', a por¢ao do contorno externo pertencente
ao contorno do elemento, 'y = G I'., e, analogamente, €2, é a regiao do dominio ocupada
pelo elemento e. A funcao de f(i;ma ®, representa de forma matricial o contorno de um
elemento, sendo cada por¢ao do contorno delimitada por um vértice, denominado “n6”. Os
campos u, b e t sdo transformados em vetores elementares cujos valores sao os valores das

funcoes de campo nos nos de cada elemento, para cada grau de liberdade.

Por isso, as integrais resultam em:

l(u) =c(u) =) flu.=f"u
e=1 (11)

f.= [ @b+ [ olt.dr
Qe Te

tal que f. = LIf é o vetor de forgas elementar, f, o global, u, = L.u o vetor de
deslocamentos local e u, o global, em que L, é a matriz que relaciona os resultados

elementares aos globais.

Para o trabalho interno, reduz-se o tensor deformagao de um tensor de segunda
ordem a um vetor € = Vgu(z), tal que &€, = Vgu.(z) e Vg é o operador V (gradiente)
reduzido a uma forma vetorial. Para o estado plano de tensoes, por exemplo, consiste em
(Huebner et al., 2001):

Vg =

glo o Flo
Flodle o

Portanto, ¢, = Vg®.u, = Beu,.

De forma semelhante, o tensor constitutivo é reduzido de um tensor de quarta
ordem a uma matriz quadrada C, para todo elemento e. Disso, pode-se obter o trabalho

interno de forma discretizada:
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a(u,v) =

S~

Eijii(z)ei;(u)er (v)d

ol ( I BIC.B.d2) v. 13)

LT</ BTCBdQ>Lv—uTKv

S

tal que K = YN | LTK, L, com K, = J;, B/C.B.dS).

Com isso,
a(u,v) =Il(v) = ' Kv=f'v=Ku=f (14)

Portanto, o problema pode ser reescrito como:

min fTu

uelU

sujeito a K(F)u=f (15)
E e Ead

2.3.2 SIMP

O método SIMP (abreviagao de Solid Isotropic Material with Penalization) foi um
dos primeiros métodos a serem desenvolvidos e ainda é amplamente utilizado devido a
facilidade de implementagao (Deaton; Grandhi, 2014), além de, por ser mais antigo, ser

mais testado e confiavel.

O método consiste em atrelar ao campo tensorial de rigidez um campo de densidade
continuo 0 < p(z) < 1 a ser utilizado como varidvel de projeto, penalizado por uma
poténcia p (Bendsge, 1989):

Eiju(x) = p(x)PEyy, p > 1,

(16)
0<p(x) <1, ze€Q,

em que EJ;; é o tensor constitutivo original do elemento. Na forma discreta é necessério
definir um valor minimo para a densidade, p,,;, (comumente p,;,, = 10~ ), para evitar

que a matriz de rigidez global seja singular:

K. =p’K’ p>1,
0<pmin <pe<1l,e=1,...,N,

(17)

em que K¢ é a matriz elementar de rigidez original do elemento.

A constante p é utilizada para a penalizagao dos valores de densidade. Para p(x) < 1,
pP(x) < p(x) (para p > 1), o que torna a rigidez do ponto muito menor do que o esperado

para seu volume (p(x)v(x)), incentivando a diminuigdo da densidade em alguns pontos e o
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aumento dela em outros, o que ocasiona na formacao de uma distribuicao de densidades
que alterna entre 1 e 0. O valor p = 3 é comumente usado, sendo o valor minimo que
possibilita a obtengao de topologias “preto e branco”. Porém, segundo Bendsge e Sigmund

(1999), o valor minimo de p depende do coeficiente de Poisson do material (v):

2 4
p> max{ ,} (em 2D)
1—]/ 1+I/ (18)
> {151_” 31_”} (em 3D)
m — m
Pl e T 01 -0 \°

restricdo que permite que densidades intermedidrias apresentem sentido fisico (como

compésitos formados por espagos vazios e preenchidos).

Ao ser implementado, é comum a adocdao de um p,,;, = 1073 para evitar que a
matriz K torne-se singular, o que impediria a resolucao do sistema de equagoes lineares,
redefinindo-se, portanto, os limites de p(x) para pg, < p(r) < 1. Também é possivel
remover os elementos do problema ao invés de utilizar uma densidade minima, mas isso
introduz algumas complexidades computacionais e instabilidades no processo de otimizacao
(Bruns; Tortorelli, 2003).

Também é possivel utilizar uma matriz rigidez minima K¢, (Sigmund, 2007):

K. = K" + pg(K — K'™) (19)

em que K™" pode ser definido, por exemplo, por K™" = 109K, resultando em (Silva;
Beck; Sigmund, 2019a):

K. = [1077 + p?(1 — 107?)|K? (20)

Para evitar problemas como a obtencao de resultados consideravelmente diferentes
com a refinacado da malha e a criacao de padroes de “tabuleiro de xadrez”, em que elementos
com material se alternam com elementos sem material, é preciso utilizar algum método ou
combinacgao de métodos de restricao do espaco de solucao. Alguns métodos comumente
usados sao: filtragem de sensibilidade, filtragem de densidade, controle de perimetro e
restricao de gradiente, que conseguem solucionar ambos os problemas. Ha também métodos
especificos para o problema do tabuleiro de xadrez, como métodos de remocao direta desse

padrao em grupos de elementos vizinhos e o método NoHinge (Bendsge; Sigmund, 2013).

O método de filtragem de sensibilidade ¢ eficiente para problemas simples e facil
de implementar, sendo um dos primeiros métodos a serem desenvolvidos para abordar
o problema de criacao de tabuleiros de xadrez (Sigmund; Petersson, 1998). Ele consiste
em “homogeneizar” o campo de sensibilidades, tornando a sensibilidade de cada elemento
igual a média das sensibilidades dos elementos dentro de um raio r,,;,, ponderadas pelo
fator Hy; (Bendsge; Sigmund, 2013):
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dc 1 N Oc
9 = N 7 Z Hkipiai

Hyi = roin — dist(k, i), {i € N|dist(k,7) < rmin}

O método é bem-sucedido em resolver o problema em casos simples, mas nao ¢é
matematicamente consistente nem apresenta uma interpretacao fisica bem definida, o que
pode torna-lo instavel em aplicagoes mais complexas, embora tenha gerado resultados

satisfatorios em um grande niimero de aplicagoes (Bendsge; Sigmund, 2013).

A filtragem de densidades ¢ um método mais estavel, melhor definido fisicamente e
gera resultados menos dependentes da malha utilizada. Ela consiste em tornar o campo
de densidades menos descontinuo, de forma anéloga a filtragem de sensibilidades (Bruns;
Tortorelli, 2001; Bourdin, 2001; Bendsge; Sigmund, 2013):

N Hy (22)
Hyi = 7 — dist(k, ), {i € N|dist(k,i) < rpmin}

Pk =

Em que d = dy, ds, ..., d, sao as variaveis de projeto, isto €, as variaveis utilizadas

pelo método de programagao matematica para realizar a otimizagao da funcao objetivo.

2.3.3 Calculo das sensibilidades

Quando o método de programagao matematica utilizado requer o céalculo do
gradiente da funcao objetivo ou das restri¢cdes, é preciso utilizar algum método que
facilite esse calculo considerando os requisitos do problema. No caso de minimizacao de
flexibilidade, tem-se:

c=fTu, (23)

tal que
K(p)u="f. (24)

O gradiente de ¢ é, portanto, calculado por:

Oc ou
— fT ) 2
dpe dpe (25)

Neste caso, u é fungao de p visto que K(p) o é. Como u ¢é definido implicitamente,

seu gradiente pode ser obtido, por exemplo, derivando-se a Equacao 24:

OKu  oOf
= 26
oo ape (26)
0 que resulta em
K
Kotk o, (27)

0pe ope
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e, portanto, o gradiente de u poderia ser calculado implicitamente por:

ou 0K
ope  Ope (28)

o que implicaria em resolver um problema de elementos finitos para cada elemento, um

processo que seria muito intensivo computacionalmente.
Um dos métodos usados para contornar isso ¢ o método adjunto, que consiste em
reescrever a fungao objetivo como (Bendsge; Sigmund, 2013):

c=ft"u— o’ (Ku—f), (29)

tal que @ é um vetor constante de deslocamentos virtuais. E importante notar que
Ku — f = 0, portanto, na pratica, a Equagao 29 é igual a Equagao 23. O célculo do

gradiente, porém, ¢é diferente:

Oc :fTﬁu T <8KH+K8u _f>
0pe Ope Ope dpe (30)
_ (fT - _TK) 811 B _Té?Ku
Ope Ope

O objetivo entdo é obter @ tal que i’ K(p) — fT = 0, eliminando é%le da funcdo.

Neste caso, como a equacao é equivalente a Ku = f, entdo u = u. Portanto:

dc +O0K(p

Ope -t Ope

~—

u (31)

Para atualizar o campo de densidades, é preciso utilizar algum método de otimizagao
nao linear. O método do critério de 6timo (Optimality Criteria - OC) é um dos mais
simples, enquanto o método das assintotas méveis (Method of Moving Asymptotes - MMA)

apresenta melhor desempenho para problemas mais complexos (Bendsge; Sigmund, 2013).

2.3.4 Programacao matematica
2.3.4.1 Método do Critério de Otimo

O método do critério de 6timo é uma abordagem baseada nos multiplicadores
de Lagrange. Considerando as restri¢des impostas pelo problema de minimizacao de

flexibilidade com restricio de volume, com volume méximo V, [, p(2)dQ2 <V e ppin <
p(z) <1, tem-se que (Bendsge; Sigmund, 2013):

L= l(u) = lap(u,u) — l(u)] + A </Q pla)dft = ‘_/>

(32)
+/QA+(Q;)(/)(3;) - 1)dQ+/Q>C(x)(pmm — p(x))dS2
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onde A, AT e A~ sdo multiplicadores de Lagrange, tal que AT > 0, A= > 0, AT (x)(p(x)—1) =
0 e A (2)(pmin — p(x)) = 0. No caso de minimizacao de flexibilidade, tem-se que u = u,
como presente na Subsegao 2.3.3. Derivando a fungao pela densidade e igualando-a a zero,

obtém-se:
OF;jk
dp

sij(u)skl(u) =A + )\+ — A" (33)

Porém, devido & defini¢do de AT e A7, tem-se que AT = 0 para p(x) <1leA” =0
para p(x) > pmin. Portanto, para pp,, < p(x) < 1:
OEijn
dp

gij(u)eg(u) = pp(x)p_lE?jkleij(u)gkl(u) = A. (34)

Isto é, a energia de deformacao deve ser constante em densidades intermediarias.
Porém, como areas que apresentam alta energia de deformacao também apresentam rigidez
muito baixa, ¢ utilizado um método de atualizagdo das densidades baseado em um passo
fixo:

max{(1 = C)p", pmin} se p'(B")" < max{(1 — ¢)p", pmin},
purr = qmin{(1+)p#, 1} se min{(1+¢)p#, 1} < p*(B*)", (35)

pH (B caso contrario

em que p é a iteragdo, ¢ é o passo maximo (comumente ¢ = 0,2), n o pardmetro de ajuste

(comumente n = 0,5) e B* é definido como:
B = (M) 'pp()P B e (w)en (u), (36)

o que significa que material é retirado de regides que apresentam maior energia de
deformagao (B* > 1) e adicionado em regides que apresentam menor energia (B* < 1) em
relagdo a A", que é proporcional a energia de deformacao média nas regioes que apresentam
densidades intermediarias (Bendsge; Sigmund, 2013). O A* pode ser calculado a cada

iteragao, por exemplo, por um método de bissec¢ao (Sigmund, 2001).

Este caso apresenta a derivacdo classica do método, em que se assume que as
densidades sao atualizadas diretamente, por exemplo, devido ao uso de filtragem de
sensibilidade. No caso do uso de filtragem de densidade, seria necessario atualizar as

variaveis de otimizagao d.

2.3.4.2 Método das Assintotas Moveis

O MMA é um método desenvolvido com base nos requisitos de problemas de
otimizagao estrutural e consiste em aproximar o problema por subproblemas separaveis e
convexos, de forma anédloga a abordagem da programacao linear (subproblemas lineares) e
programacao quadratica (subproblemas quadraticos) (Svanberg, 1987; Bendsge; Sigmund,
2013).



46

O MMA busca resolver um problema de otimizacao com o seguinte formato:

min fo(d), d € R"
sujeito a fi(d) < fi, i=1,...,m (37)

AP < dp <P j=1,..n

em que fy é a funcao objetivo, f;, as restri¢oes, sendo f; seus respectivos limites superiores,
e dj"" e dj"*" sao os limites das variaveis d; € d. Para solucionar o problema, o método

aproxima as fungdes f;(d) em torno de um ponto d* por somatoérios de fungdes convexas:

a3 (o %) -

J J
em que as variaveis U;, L; > 0 sao assintotas verticais atualizadas a cada iteracao u

(portanto, mdveis), fI'(d) é a estimativa da func¢ao f; para a iteragio u e:

phy = (U = dfPgie(d*) e qfj =0 se gi+(d%) >0

Py =0eqly = —(L{ —d)*gi(d") se gi(d%) <0 (39)
et () "
' —\uf—dt o dt - LY
tal que LY < d; < U}'.
Essa formulagao cria um subproblema de otimizag¢ao com o seguinte formato:
, PN "

min To —l—;(Uiﬂidi—i—di_”L,;) deR"

sujeito a i + zi: (U#p% i n I %%LQJ Foi=1,..m (41)

j SBJ’ j:17...,n

tal que L} < df"" < a; < d; < f; < dj** < UF, problema que pode ser resolvido
por métodos de otimizacao convexa. As assintotas L; e Uj;, assim como os limites do
subproblema («; e f3;), devem ser atualizadas a cada iteragao conforme as especificidades
das fungdes envolvidas. Por exemplo, a presenca de instabilidades na convergéncia implica
no uso de limites menores, enquanto baixas velocidades de convergéncia, no uso de limites

mais amplos (Svanberg, 1987).

2.3.4.3 MMA Globalmente Convergente

Embora a formulagao inicial do MMA apresentasse bons resultados em suas aplica-
goes, ela nao era globalmente convergente (ou seja, ndo convergia para um minimo a partir
de qualquer solugao possivel, isto é, de qualquer ponto inicial que se adéque as restrigoes

impostas) e falhava quando usada com certos problemas (Svanberg, 2002). Por isso foi
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desenvolvido o GCMMA, MMA Globalmente Convergente. O GCMMA busca resolver o

seguinte problema:

m 1
min fo(d) + Aoz + Z <C’¢yi + 2Diyi2> ,deR"
i—1

sujeito a  fi(d) — Az —y; <0, i=1,...,m

M < d; <47, j=1,...n

(42)

em que 'y = yi,...,Yn € 2 sa0 “variaveis artificiais de otimizacao”, utilizadas para trans-
formar esse problema geral em problemas mais especificos, sendo elas utilizadas apenas
pelo subproblema, em conjunto com os parametros Ag, Ay, ..., Ap, C1,....,Cyo € Dy, ..., Dy,
definidos pelo usuério de acordo com o problema de otimizacao a ser resolvido, tal que
Ag>0,A4,>0,C;>0,D;,>0,C;+D; >0e A;C; > Ag caso A; > 0.

Por exemplo, para transformar a Equacao 42 no problema da Equagao 37, usa-se
Ag=1,A4,=0 (i > 0), D; =1 e C; grande, sendo C; responsavel por manter f;(x) < 0.
Svanberg (2007) recomenda inicialmente definir C; = 1000 ou 10000 e aumenté-lo caso

esse valor nao seja suficiente para obter solugoes possiveis.

As fungoes envolvidas sdo entdo aproximadas da mesma forma que no MMA. As
principais diferencas do GCMMA para o MMA original sdo a utilizacao de “iteragoes

internas” e um passo adaptavel.

A cada “iteracao externa”, sao calculados os valores das funcoes e seus gradientes.
A partir desses resultados, calcula-se um ponto que possa ser uma solucao possivel. Esse
ponto é usado nas fungoes originais e comparado as estimativas. Caso os valores obtidos
sejam menores que as estimativas (isto é, conservativos), o método segue para a proxima
iteracdo externa. Caso contrario, as iteragoes internas sao usadas para melhorar essas

estimativas, até obter-se um ponto conservativo. A Figura 1 ilustra esse processo.

Essas estimativas sdo controladas pela varidavel &Y, atualizada a cada iterac¢ao
externa g e interna y. No inicio de cada iteracdo externa, ela é definida por:
0.1 &

o_ U
&' —72

=1

ofi
od,

(d]** —dj"™), i=0,..,m (43)

tal que &% > 1076,

Caso a estimativa nao seja conservativa, calcula-se:

A U I
P =L T a)@ - L)@ @) (44)
5;%)( — fi(d%X) - fiu(d'u’x) (45)

dw (du,x)
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Figura 1 — Diagrama de blocos do funcionamento do GCMMA.

Iteracdes internas

Fonte: Elaborado pelo autor.

e "% é atualizado por:

ghl min{1.1(&™ + 6;"%), 106} 67 >0 (46)
Z g SHX < ()

Isto é, caso o resultado obtido com d*X seja maior que a estimativa, "% é au-
mentado, caso contrario, se mantém. E quando a fungdo tende a convergir, £"* tende
a zero. As varidveis p;; e ¢;; no GCMMA sao definidas de forma diferente a do MMA,

incorporando &"X:

+ .~ X
piX = (U = dt')? <1,001 0/ (d") + 0,001 o (d") + ﬁ)
od; ad; dj*** — dj (47)
A+ = X
¢ = (d — L2 o,omaf’ (d") + 1,0016f’ (d") + s
1] 7 7 8d] adj d;nax _ d;m,n
em que:
0fi* = max Of; 0
(9dj adj,
3 ’ (48)
fim _ e 90 0
8dj 8d]

isto ¢, "% é responsdvel por definir o quao “otimista” serd a estimativa. E importante
notar que os valores das sensibilidades sao atualizados apenas a cada iteracdo externa, o

que é vantajoso para diminuir a carga computacional durante o processo de otimizagao
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(Svanberg, 2007), visto que, por exemplo, para otimizagoes topolégicas baseadas em tensao,

o calculo do gradiente de tensao requer a realizacao de uma segunda anélise de elementos

finitos (Yang; Chen, 1996).

Quantos as assintotas, nas duas primeiras iteragoes externas elas sao atualizadas

por:
L;‘ = d? — 0,5(d§”‘” — d;-””‘) (19)
U]‘.‘ = dg‘ + O,5(d§’m — d?“”)
e partir da terceira iteragao por:
-1 ~1
L= df - (i - 1) )

Ut =d + 48Ut —ai

tal que:
0,7 se (df —d!™ ) (d T —d ) <0

J
W= L2 se (df (T —di ) >0 (51)

J

1,0 se(df —d ) —di?) =0

J

contanto que:

di —10(dy"™* — d7"™") < LY < df —0,01(d]" — dj*™) (52)
E of e B}
off = max{d"™" L +0,1(df — LY),dj — 0,5(d]"** — d;""™)} (53
B = min{d" UL — 01(UF — d2), df + 0.5(d}" — d7'™))
em relagao a d;, esses limites sao:
—0,9(dj — Lj) < d; — dj <09(U} — dj) (54)
—0,5(d]"* — d"") < dj — df < 0,5(d —dJ"™)

Esse método de atualizacao das restrigbes pode também ser utilizado para o MMA,
em conjunto com uma forma de limitagdo da variagdo das variaveis de projeto (isto é, um

passo maximo constante ou variavel).
2.3.5 Outros métodos de otimizacao topologica
2.3.5.1 Visao geral

Outros métodos de otimizagao topoldgica também existem, os mais comuns sendo

o BESO e o Level-set, mas também existem outros derivados de métodos de otimizagao ja
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existentes. Alguns ja apresentam certo espago na literatura, como no caso do método de
campo de fases (phase-field) (Sigmund; Maute, 2013), outros apresentam menos espago
ou sdo mais recentes, como métodos baseados em algoritmos genéticos (Deaton; Grandhi,
2014), baseados no comportamento de seres vivos, como Colonia de Formigas, Enxames
de Particulas e Sistemas Imunoldgicos (Munk; Vio; Steven, 2015), Recozimento Simulado
(SHIM; MANOOCHEHRI, 1997), Programacao Linear Inteira (Sivapuram; Picelli, 2018),
Mowing Morphable Components (MMCs) (Zhang et al., 2017), Moving Morphable Void
(MMV) (Zhang et al., 2018), além de métodos baseados em redes neurais (Sosnovik;
Oseledets, 2017; White et al., 2019).

2.3.5.2 ESO

O método ESO (Evolutionary Structural Optimization) é um método mais simples
que o SIMP, baseado na razao da func¢ao objetivo de cada elemento em relagdo ao valor
maximo global da funcao objetivo na mesma iteracdo. Porém, ha a desvantagem de nao ser

possivel garantir que a solugdo obtida seja a melhor solugdao possivel (Huang; Xie, 2010).

No ESO baseado em niveis de tensao, primeira implementacao desenvolvida do

método, a cada iteracao é removido todo elemento e tal que:

Oe

(O-e)ma:c

< RR;, (55)

em que o, denota tensao de von Mises em um elemento e, (0¢)maez & tensao de von Mises
maxima da estrutura e RR; ¢ a razao de rejeicao, que, a cada estado de equilibrio atingido,

¢ aumentado por uma taxa de evolucao EFR:
RR,11 = RR; + ER, (56)

até que o estado 6timo de projeto seja atingido.

2.3.5.3 BESO

A partir do ESO, foi desenvolvido um segundo método, AESO (Additive Evolu-
tionary Structural Optimization), de carater aditivo ao invés de subtrativo. Partindo de
uma estrutura minima, suficiente para conectar a carga ao suporte, o algoritmo adicionava
material com base no nivel de tensionamento dos elementos ja presentes (Munk; Vio;
Steven, 2015; Querin; Steven; Xie, 1998). O AESO foi utilizado, em conjunto com o ESO,

para desenvolver o BESO (Bi-directional Evolutionary Structural Optimization).

Em implementagoes iniciais do método BESO, a cada iteracao elementos poderiam
ser removidos ou adicionados conforme a razao de rejeicao (RR), para elementos solidos,
ou a razao de inclusdo (I R) para elementos vazios, quando comparados a razao entre a

sensibilidade do elemento e a sensibilidade maxima. No caso, elementos solidos com razao
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menor que RR seriam removidos, e elementos vazios com razao maior que IR seriam
adicionados (Querin; Steven; Xie, 1998; Huang; Xie, 2010).

Implementagoes mais recentes retornam ao uso da func¢ao de flexibilidade usada
no método SIMP (Munk; Vio; Steven, 2015; Huang; Xie, 2010). As sensibilidades de
flexibilidade de cada elemento sao obtidas e suavizadas considerando os elementos vizinhos
e a iteracao anterior, para prover maior estabilidade ao algoritmo, e ordenadas de forma
descendente. Elementos vazios tém suas sensibilidades definidas através desse processo
de filtragem das sensibilidades. A razao de volume é utilizada como critério de parada,

variando a cada iteracao de acordo com uma razao evolucionaria (ER).

O volume de cada iteracao é utilizado para definir a quantidade final de elementos, e,
portanto, o nimero de elementos a serem removidos ou adicionados. A partir do nimero de
elementos sélidos e vazios e do ordenamento das sensibilidades, define-se as sensibilidades
limite de adigdo e subtracao: se forem restar apenas 725 elementos sélidos dentre os 1000
existentes, obtém-se a 725* menor sensibilidade (Huang; Xie, 2010). Elementos s6lidos com
sensibilidade menor que a de subtragao sao removidos, e elementos vazios com sensibilidade

maior que a de adi¢ao sao adicionados.

Embora tenha se desenvolvido utilizando a remocao ou adicao completa de material
(abordagem conhecida como hard-kill, em que nao ha presenga de valores intermediérios,
apenas alternancia entre presenga e auséncia de um elemento), hé também implementacoes
que utilizam métodos de interpolacdo com variaveis continuas, como o método SIMP
(abordagem soft-kill, isto é, com o uso de valores intermedidrios para as propriedades do
material e com um valor minimo para a variavel) (Huang; Xie, 2010; Xia et al., 2018a).
A versao soft-kill surgiu principalmente devido a um problema especifico de otimizagao
desenvolvido por Zhou e Rozvany (2001), no qual o ESO (e, da mesma forma, o BESO)
falha em obter um resultado otimizado que mantivesse a conexao com ambos suportes em

um sistema sobredeterminado (Xia et al., 2018a).

2.3.5.4 Level-set

O método Level-set é um método também comumente aplicado para otimizagao
topologica, sendo originalmente desenvolvido para o estudo de escoamentos multifasicos
(Dijk et al., 2013). Ele consiste em utilizar uma funcao ¢ que defina o contorno de um
dominio implicitamente:

»(X)>Ce=Xe
»(X)=C&Xel (57)
»(X)<Ce=Xe(D\Q)

em que C' é uma constante (normalmente C' = 0), (D \ ) representa um espago vazio e X
representa um ponto do dominio. A funcgao é entao discretizada e modificada para receber

os parametros de otimizagao. Essa geometria é em seguida mapeada para um modelo
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mecanico, utilizando, por exemplo, um funcional f:
[ rao= [ rH(g)d0 (58)
Q D

0 para ¢ < 0

H(¢) = (59)
1 para ¢ > 0

Como a funcao ¢ descreve implicitamente um contorno, o método torna-se essenci-

almente um tipo de otimizagao de forma, e, portanto, a topologia é atualizada com base

na analise das sensibilidades da forma. Utilizando uma func¢ao resposta R que descreve as

respostas do dominio e do contorno em func¢ao do deslocamento u:
R(Q,u(Q)) = / £ udQ + / b7 udr, (60)
Q r

é possivel obter, por exemplo, as sensibilidades de forma discretas ou parametrizadas, para

OR N,
— = d ' _dr 1
il K (61

em que NNV; é a funcao de forma do contorno, s; é um parametro de otimizag¢ao do contorno

e dsR ¢ o gradiente de forma da funcao resposta R.

E possivel obter também essas sensibilidades através do campo de densidades, caso

ele seja usado para o modelo mecanico:

OR L OR p.
Jsi ‘= Ope O0s;

(62)

As sensibilidades de forma sao utilizadas para alterar o contorno da topologia. Para
alterar a topologia, isto é, adicionar ou remover furos, é necessario o gradiente topologico
d.R:

. RQ\B(Y) - RQ)
RO YT T

em que B denota uma esfera de raio r e |B(r)|, seu volume. Esse gradiente informa os

(63)

efeitos de adicionar ou remover uma esfera de raio r na topologia, sendo utilizado para

determinar os locais mais propicios para realizar modificagdes topoldgicas.

2.3.6 Restrigcoes de tensao

O uso de restrigoes de tensao ainda traz algumas dificuldades devido ao carater
local e nao linear das tensoes, além da ocorréncia de solugoes singulares durante o processo
de otimizacao (isto é, a ocorréncia de pontos mais otimizados que nao sao atingiveis pelo
processo de otimizagao devido ao aumento dos niveis de tensao durante o processo de
remocao de um elemento) (Le et al., 2010; Cheng, 1997). Por isso, ainda nao hé consenso

sobre como seria a melhor forma de aplicar essas restrigbes (Bendsge; Sigmund, 2013).
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Varias abordagens sao propostas na literatura para aplicagdo sobre os diversos métodos de

otimizacao topologica.

Para o método SIMP, Cheng (1997) apresenta um método baseado no relaxamento
da restri¢do, no caso para um problema de minimizacao do volume de uma estrutura
trelicada, mas posteriormente adaptado para estruturas continuas (Duysinx; Bendsge,
1998). Le et al. (2010) apresentam um método de normaliza¢do para restri¢ao global
de tensao (para iguald-la progressivamente com a tensdao maxima), sendo esta baseada
na norma-p, assim como um método de restrigdo por regides (um intermedidrio entre
local e global). Senhora et al. (2020), Silva et al. (2021) utilizam o método aumentado de
Lagrange para restrigdes locais, baseados em Fancello e Pereira (2003) e Pereira, Fancello
e Barcellos (2004). Paris et al. (2009) apresentam dois métodos, um baseado em restri¢oes
locais e outro em uma restri¢ao global (este ultimo baseado na fun¢ao de Kreisselmeier-
Steinhauser). Silva, Cardoso e Beck (2019), Silva, Beck e Sigmund (2019a) apresentam
implementagoes robustas nao probabilisticas para compensar incertezas e Silva, Beck e
Cardoso (2018) apresentam uma abordagem probabilistica. Thillaithevan, Bruce e Santer
(2020) apresentam uma abordagem que mistura tensao em microescala e deformagao em
macroescala por sobreposicao linear para a analise de microestruturas trelicadas. Meng
et al. (2020) apresentam uma implementacao para problemas termoeldsticos. Além de
implementagoes para mecanismos flexiveis (Silva; Beck; Sigmund, 2020; Leon; Gongalves;

Souza, 2020). Entre outros métodos.

Para o BESO, existe uma implementacao baseada em agregacao para restri¢ao
global (norma-p) (Xia et al., 2018b), uma para restringir a primeira tensao principal (Chen

et al., 2021), uma para materiais nao lineares (Xu; Han; Zhao, 2020), entre outras.

Além de existirem algoritmos para outros métodos de otimizagao topoldgica, como
o level-set (Kambampati; Gray; Kim, 2020; Picelli et al., 2018; Song et al., 2020; Nguyen;
Kim, 2020) e aprendizado profundo (Deng; To, 2020).

E comum que restricdes de tensdo sejam utilizadas por si, na forma de problemas
de minimizacao de volume, visto que isso permite redugao do volume em conjunto com
controle dos niveis de tensao na topologia. Bendsge e Sigmund (2013), por exemplo, definem

esse problema como:

N
mpin V = ; VePe

64
sujeito a Ku=f (64)
O'egpze)o-xbgaO<pmin§pe§1,€:1,...,N

para casos com restricoes globais de tensao, usando o critério de von Mises, em

que v, é o volume do elemento e, o, a tensao von Mises medida no centro do elemento, e
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VM

max?

o a tensao limite. Para uma restricao de tensao global, isso se torna:

N
min V= )
i ezzl ePe

65
sujeito a Ku=1"f (65)

O'QSO'XL%, 0<pmzn§pe§ 17 621,...,N
em que o, ¢ a medida de tensao global maxima, comumente obtida através de uma funcao
de agregamento como forma de torna-la diferenciavel, possibilitando o calculo do gradiente

da restrigdo. Uma dessas fungoes é a norma-p (Le et al., 2010):

N 7
Og = (Z UepgTPUéD> ; (66)
e=1

em que pr ¢ um fator de relaxamento da medida de tensao e o volume ¢é utilizado como
fator de escala, e poderia ser substituido, por exemplo, por % (Holmberg; Torstenfelt;
Klarbring, 2013). Consequentemente, o gradiente da norma-p em fun¢ao da densidade é
definido por:
dg  doy 0
Ipe  Ope  Ope
em que g(p) é a fungdo restri¢ao, tal que:

& (Ku—f)], (67)

% _ <Z vmfaf) <pTPvep’e’TP_laf + PZviprpaip_la>
dp. P\ i=1 Ipe (68)
1-P P—1_P al P _p_100;
= Ug_ PrUepe - O, + Zvipsz g; - :
i=1 Ipe
A derivada ggz pode ser obtida através da regra da cadeia:
do;  do; o Ou; Ou (69)

8pe N 8(7,- (‘9111» ou 8pe'

A tensao elementar o; é a tensao de von Mises no centro do elemento i, e pode ser

calculada utilizando o vetor de tensdes no mesmo ponto o; por (Picelli et al., 2018):
1
g; = (O';TVO'l) : , (70)

em que V é a matriz de cdlculo da tensao equivalente de von Mises. Para o estado plano

de tensoes, por exemplo:

1 -0,5 0
V=105 1 0 (71)
0 0 3
Portanto: 5 9 - v
Ti _ o \2| Lo 35 1y _ i
90, ~ o, (0'1- VO'l) | =3 (O'i V0'> 20,V = p— (72)
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O vetor de tensoes no elemento é obtido por:

o; = C;Byu,, (73)
portanto,
00; 0
- = C;Biu;) = C;B.. 74
8ui 8ul- ( v ) ( )
E, por fim:
ou, )
‘= — (Lju) =L,.
Ju Ou (L) (75)
Portanto,
, T
Jo; _ o, VCiBiLia—u
0pe o 0pe
P do; al P T Ou (76)
V; P pT ZP ! L= 0_17P V; iT O'Z-Pi2 CszLz TVCZBZuz -,
Z op ; pi It ) ] .
e com isso,
N
839 [ PN it o2 [LB,C;VCBiy,] " — ﬁTK] gu
Pe i=1 oK Pe (77)
+pT01—PUep£TP—IUeP _ ﬁTiu
I Ipe

Para simplificacao da implementacao, a equacao pode ser reduzida a:

ag 1 P—1 P 13 T50
oo [p VeplT —pptT A K ue}, (78)
com: N
KA = ZUipszPO'iP_QLiBiCiVCiBiLiui, (79)
i=1
tal que: ~
u
A= U;*P' (80)

A otimizacao baseada em niveis de tensdo é equivalente a baseada em flexibilidade
quando o critério de tensdo é consistente com a medida de energia eldstica (Pedersen,
1998). Porém, o critério de von Mises nao ¢ consistente com essa medida em materiais
compressiveis, portanto os resultados podem diferir dos obtidos por minimizacao de

flexibilidade (Bendsge; Sigmund, 2013).

2.3.7 Outros objetivos

Embora os objetivos mais comuns da otimizagao topoldgica sejam a minimizagao
de flexibilidade com restricdo de volume e a minimizacao de volume com restricao de

tensao, é possivel também encontrar métodos que utilizem miltiplos materiais (Zuo;
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Saitou, 2017), que minimizem danos por fadiga (Holmberg; Torstenfelt; Klarbring, 2014),
controlem vibragoes (Zargham et al., 2016), lidem com incertezas (Silva; Beck; Sigmund,
2019b; da Silva; Beck; Cardoso, 2017), otimizem a interface fluido-sélido (Alexandersen;
Andreasen, 2020) e sistemas de corpos rigidos (Stoeckli; Shea, 2020), sintetizem mecanismos
flexiveis (Zhu et al., 2020; Zhang; Zhu, 2018), além de otimizarem topologias para tensao,
deformagao, flambagem, pressao, propagacao de ondas, criacao de suportes, entre outras,
com a possibilidade de otimiza¢ao multiobjetivo (Bendsge; Sigmund, 2013; Huang; Xie,
2010).
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3 IMPLEMENTACAO EM AMBIENTE DISCRETIZADO

3.1 Consideracoes iniciais

A Figura 2 esquematiza o algoritmo implementado tanto em ambiente discretizado
(neste capitulo) quanto em ambiente continuo (Capitulo 4). Primeiramente, as condigbes
de contorno sao utilizadas para formar as vigas iniciais, conectando as forcas aos suportes
através de um algoritmo de pathfinding, de forma que estejam contidas na geometria inicial
do problema (Figura 2a). Em seguida, é realizada uma andlise de elementos finitos sobre
a topologia formada pelas vigas e os resultados sao utilizados para redimensiona-las, no
caso pela criagdo de discos (em um ambiente bidimensional) ou esferas (em um ambiente
tridimensional) a partir do centro da secao transversal (Figura 2b). Este processo de criacao
e dimensionamento das vigas é denominado pré-dimensionamento. Por fim, o resultado é

otimizado topologicamente para redugao de massa (Figura 2c).

Figura 2 — Representacdo esquemadtica do algoritmo a ser implementado: (a) Criagao
da viga inicial; (b) Modificacao da segao transversal da viga de acordo com
os resultados da anédlise de elementos finitos; (¢) Otimizacao topoldgica do
resultado.

AAANNNANNNNANNNNNNN
<

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.2 Base tedrica

Como o método se baseia em conceitos de andlise e dimensionamento de vigas, é
necessario primeiramente definir esses conceitos e, em seguida, como eles serdo aplicados
para este caso. Partindo de Hibbeler (2014), assumindo um material isotrépico e tensoes
maximas de projeto 0,qae € Tmae € considerando um elemento de viga, para os casos de

cargas normais, axiais e de flexao respectivamente tem-se que:

E,
= — 1
7T A (81)
_ FQ
T= (82)
My
=W, (83)

Onde 7 se refere a tensoes de cisalhamento, o a tensoes normais, oy a tensoes
de flexao, F, a forca normal, F, a forca de cisalhamento, My ao momento fletor, () ao
primeiro momento de &rea (momento estético), I ao segundo momento de drea (momento
de inércia de drea), t a largura da segdo transversal, A a drea da secdo transversal e Wy

ao modulo de resisténcia a flexdo.

Essas equacgoes, assim como as seguintes, assumem vigas finas, isto é, com dimensoes
de secao transversal muito menores que seu comprimento, algo que nao é necessariamente
respeitado durante o processo de dimensionamento com o algoritmo desenvolvido, depen-

dendo dos problemas utilizados, sendo, portanto, uma ferramenta heuristica.

Para uma aplicagao bidimensional em regime plano de tensoes, com espessura

constante t e elementos quadrilaterais de lado h, tem-se que:

A=ht (84)
h*t

=— 85

Q=3 (85)
hit

I= 0 (86)
h*t

Wy=4 (87)

O objetivo é modificar a dimensao h das vigas para que as tensoes calculadas sejam
menores que suas respectivas tensoes de projeto (Figura 2), isto é, obter h em fungao da

tensao ou das cargas envolvidas. Portanto, este ¢ um problema de dimensionamento.

A partir disso, é possivel obter uma dimensao final iy a partir de uma dimensao

inicial h; em cada ponto, com base nas Equacoes 81 a 87.
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3.3 Programa base

A implementagao utilizou como base o programa ToPy, disponivel gratuitamente no
GitHub sob licenga MIT (Hunter et al., 2017; Hunter, 2009). O ToPy é uma implementacao
do algoritmo de minimizacao de flexibilidade utilizando o método dos elementos finitos,
SIMP, OC e filtragem de sensibilidades, como descrito por Sigmund (2001). A linguagem
utilizada para a implementacao é o Python 2 (Millman; Aivazis, 2011), em conjunto com
as bibliotecas NumPy (Harris et al., 2020), SymPy (Meurer et al., 2017), PySparse (Geus,
2002), entre outras. A implementagao suporta minimizacao de flexibilidade para problemas
de elasticidade linear, de conducao de calor e sintese de mecanismos flexiveis, tanto em duas
quanto em trés dimensoes, utilizando elementos quadrilaterais ou hexagonais regulares.
H4 suporte também para a definicdo de elementos ativos (que devem obrigatoriamente
se manter preenchidos) e passivos (que devem se manter vazios). Uma descrigdo mais

detalhada do programa original se encontra no Apéndice A.

O programa, foi escolhido por ser uma implementacao compacta, ainda que completa,
da otimizacao topologica por SIMP, feita com base em cédigos de MatLab desenvolvidos
por pesquisadores da area, especialmente a versao de 99 linhas desenvolvida por Sigmund
(2001) (Hunter, 2009). O fato de ser uma implementagao antiga, ja testada e ja avaliada

academicamente torna mais seguros os resultados das otimizacoes topologicas.

O Python, embora seja uma linguagem interpretada, vem ganhando mais espaco na
academia devido a sua facilidade de aprendizado e uso, sua flexibilidade e a disponibilidade
de bibliotecas voltadas para a matemaética, fisica e engenharia (Millman; Aivazis, 2011),

além de ser disponibilizado gratuitamente.

3.4 Implementacao do algoritmo
3.4.1 Modificagoes do programa base

Como o Python 2 estd atualmente obsoleto e a biblioteca PySparse nao é mais
mantida e estd limitada ao Python 2, foi necessario atualizar o codigo do programa para
facilitar seu uso e manutencao. No caso, o programa foi modificado para se adequar aos
padroes do Python 3 e a biblioteca PySparse foi substituida por outra que realizasse suas
funcgoes, isto é, a criagdo de matrizes esparsas e a solugao de problemas que as envolvam.
Para isso, foram escolhidas as bibliotecas SciPy (Virtanen et al., 2020) e MUMPS (Amestoy
et al., 2001; Amestoy et al., 2019).

A biblioteca MUMPS é uma biblioteca especializada em resolver equagdes matriciais
com matrizes esparsas de forma direta, utilizando também multiprocessamento para
aumentar a velocidade de resolugdo. A biblioteca SciPy foi utilizada principalmente para
armazenar e modificar matrizes esparsas. Algumas otimizac¢oes também foram feitas
utilizando a biblioteca NumExpr (McLeod et al., 2018).
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Como o algoritmo desenvolvido por esta pesquisa nao é uma modificagdo de algum
algoritmo de otimizacao topoldgica, mas sim um complemento idealizado para agir antes
do mesmo, ele foi implementado modificando o menos possivel a implementacao ja presente,
buscando garantir a validade dos resultados, além de preservar a implementacao original

para fins de comparacao.

3.4.2  Simplificagoes adotadas

Idealmente, busca-se utilizar vigas continuas com segoes transversais inicias quais-
quer. Porém, o ToPy utiliza ambientes previamente discretizados com elementos equilateros.

Portanto, a implementacao adotou duas simplificacbes para se adaptar a isso:

1. Toda secao de viga apresentara uma secao transversal com as mesmas dimensoes

(isto é, retangular ¢ x h; ou quadrada h; x h;); e

2. Os dimensionamentos se baseiam nas tensoes elementares (especificamente, a maxima

tensao dentre os nés de cada elemento).

Isso limita consideravelmente as aplicagoes da implementagao, mas seus resultados
sao suficientes para examinar a viabilidade do algoritmo, sendo, portanto, uma prova de

conceito. Destaca-se dois problemas causados pelos dois itens, respectivamente:

1. Vigas diagonais apresentarao rigidez diferente de vigas horizontais e verticais; e

2. Nao é possivel distinguir entre tensao normal originada de tragdo/compressao e
originada de flexdo, portanto, por seguranca, se dimensionara assumindo apenas
tragdo/compressao, resultando em topologias sobredimensionadas no caso de estru-
turas que apresentem flexao. No caso tridimensional, isso também significa assumir

tensoes de torcao como tensoes de cisalhamento.

Além disso, cargas aplicadas a vigas com secdo transversal maior do que um
elemento podem resultar em topologias subdimensionadas caso as cargas nao estejam
todas alinhadas perpendicularmente aos suportes, pois o fato das vigas iniciais apresentarem

maiores dimensoes resulta em grandes diminui¢oes dos niveis de tensao.

Considerando essas simplificagoes, denominando as tensoes calculadas por elementos
finitos como oy, (tensdes normais) e 7., (tensdes de cisalhamento), e partindo de uma
dimensao inicial (h;). de cada elemento de viga, busca-se obter uma nova dimensao (hy).

para obter uma secao transversal mais adequada aos carregamentos.

Portanto, de 81 e 84 tem-se que:

Ofea = (hi)et’ (88)
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o que implica em

F, = (hi)etofea. (89)

Aplicando-se as mesmas equagodes para 0,,q, € considerando F,, resulta em:

Fn o (hi)eafea

Omaz = = : (90)
(hf)et (hf)e
portanto,
g ea
(hp)e = (hi)e . (91)
amaz
E de 82, 85 e 86, para a tensao de cisalhamento, similarmente resulta em:
F o (ha)2t 3F
_ Ty c
Tfea = (hi)étt = Q(hi)et‘ (92)
12
portanto,
2 hz et ea
F, = 2l Tgen (93)
3
Para 7,,,.:
?)FC 32(hi)§tTfea (h/i)eTfea (94)
Tmaz = = = s
2(hg)et  2(hy)et (hf)e
e a nova dimensao ¢é calculada por:
T ea
(hp)e = (hi)e =" (95)
Portanto, para um estado plano de tensoes e um elemento e:
[(2)e| [(oy)el [(Tay)el
hi)e = (hi)e , 96

Similarmente, para analises tridimensionais com elementos hexagonais de lado (h;).
(portanto, t = (h;). em 84, 85 e 86):

m(hy):
(Ac) == (97)
_ (hy)e
m(hy)e
I — e
(L) = =2 (99)
Portanto, para tensdes normais:
_ _n _ 2
O fea = m = Fn — (hi)eafea
. Fn o 4(hi)zo—fea
Jmaz - ﬂ(hf)g - ﬂ_(hf)g (100)

4

40 foq
= (hp). = (hi)ey| 2
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E para tensoes de cisalhamento:

L (hi)2 3V 2(hy)2T
¢ 8 i)el fea
Tfea = 1 = = Fc
(}TQ)E (hi)e — 2(ha)? 3
F,toe 16F,  32(h)%r
c 12 c_ _ i)e!fea (101)

Portanto, para um elemento e:

(hy)e = (he). max N‘lmaxﬂ(ax)eu [CARNIEAATS

Wamax

(102)

\/32 max{|(Tay e, |(Taz)e|, | (Tyz)el}
YT Trnax
Como a implementagao se baseia em um espago discretizado, com elementos
quadrilaterais ou hexagonais regularmente distribuidos, as Equacoes 96 e 102 podem ser

reduzidas para:

N { . { (2)el 1(@,)e] 17 H 03

Umax O-TTLG,Z Tmaa:

N, - {max W4ma><{|<oz>e|, [CARRICART}

7T0-ma:p

(104)

YT Tz

\/32 max{|(Tay)el, [ (7n)els [ (7)ol } H

Em que N, é o diametro do circulo ou esfera a ser formado, mas medido em niimero
de elementos, arredondado para o préximo ntmero par superior, para garantir que o
algoritmo de preenchimento dos elementos nao o arredonde para baixo durante a criagao

da geometria devido a discretizagao do espago.

Ao gerar essa nova topologia, o espago de projeto é entao limitado a ela, resultando
em um menor numero de elementos a serem considerados em cada iteracao. Isso permite a
reducao dimensional da topologia final, e também espera-se que resulte em menor tempo
de otimizacao, visto que envolve menos elementos e o processo de pré-dimensionamento
nao ¢é iterativo. Por outro lado, isso introduz uma restri¢ao ao espaco de solugao, o que
significa que o resultado obtido posteriormente por otimizacao topolégica apresentara
minimo global no maximo tao otimizado quanto o que poderia ser obtido por otimizacao

topologica pura.
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3.4.3 Pathfinding

Como o espago utiliza uma malha regular, o algoritmo de pathfinding A* é o mais
apropriado, nao somente por ser otimizado para esses casos como por ser relativamente
simples de se implementar. E um algoritmo heuristico, cujo processo de tomada de decisao
baseia-se em uma funcao escalar heuristica, cujo valor em cada né é denominado “custo”.

O algoritmo como descrito por Hart, Nilsson e Raphael (1968) pode ser resumido em:

1. Obter o elemento que apresenta menor custo e remové-lo da lista de elementos;
2. Obter todos os elementos vizinhos e seus respectivos custos; e

3. Adicionar esses elementos a lista, associando-os ao elemento atual.

A sequéncia é repetida até que o destino seja alcangado, partindo de um elemento ou
conjunto de elementos iniciais pré-determinados. O caminho final é entao obtido seguindo-se
o caminho inverso, partindo do elemento que atingiu o objetivo. A funcao custo neste caso
é a menor distancia a um elemento ativo (se houver um a ser alcangado) ou a um suporte,
somado a distancia de um elemento a outro. Nos de suporte vizinhos sao considerados um

Unico suporte.

Para ser compativel com o método dos elementos finitos, apenas os elementos
presentes nos lados de cada elemento foram considerados seus vizinhos (isto é, elementos
diagonais nao foram considerados). Consequentemente, segoes diagonais serao mais rigidas

que secoes nao diagonais.

3.5 Validacao

Para validar os resultados, a topologia final (resultante do pré-dimensionamento
seguido pela otimizagao topolégica) foi utilizada como base para criar uma topologia
menos grosseira no software SolidEdge STS e foi testada no Ansys® Academic Research

Mechanical, Release 18.2 (ANSYS, Inc., 2018) utilizando as mesmas condigoes de contorno.

3.6 Estudos de caso

O programa foi testado com dois problemas comuns na literatura (um deles tanto
em 2D quanto em 3D) e um adicional, feito para explorar o uso de elementos ativos (isto
é, elementos que devem se manter na geometria ao fim do processo de otimizagao) e sua
influéncia na topologia final, assim como o efeito de vigas diagonais na rigidez da estrutura
antes do redimensionamento. O material utilizado como base para os testes foi o AISI
1020 (MatWeb, LLC, ). O material e outros pardmetros utilizados nos quatro testes estao
presentes nas Tabelas 1 e 2. Parametros especificos para cada teste estdo presentes na
Tabela 3.
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O Caso 1 é o problema da viga engastada (Figura 3a). O Caso 2, o ensaio de flexao
em trés pontos (Figura 3b). O Caso 3 ¢ similar ao Caso 1, mas ha dois elementos ativos
presentes na metade da largura da estrutura, um em cada extremo do eixo Y (Figura
3c). O Caso 4 é o problema da viga engastada em 3D (Figura 3d), usado para mostrar
as diferencas originadas da diferente forma de calcular (hy). (especialmente o formato

quadrético resultante dela).

Figura 3 — Problemas resolvidos pelos Casos 1 a 4: (a) Caso 1; (b) Caso 2; (¢) Caso 3; (d)
Caso 4.

AANANNNANNNNNNNNNNNN
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Fonte: Elaborado pelo autor.

As intensidades de carga foram calibradas para que as topologias preliminares
resultantes pudessem ocupar o maximo de espaco possivel, sem permitir que os circulos e
esferas gerados tivessem seus diametros maiores que alguma das dimensoes do espago de
projeto, e com isso permitir uma melhor comparacao com seus equivalentes da otimizacao
topolédgica tradicional. Os Casos 1 e 2 também foram realizados utilizando diferentes

intensidades de carga para mostrar as diferentes topologias resultantes.

Embora o método de otimizacao topolédgica utilizado seja de minimizagao de
flexibilidade, visto que é o método implementado pelo ToPy, as andlises se baseiam
também nos niveis de tensao obtidos ao fim do processo de otimizacao topoldgica, pois o
redimensionamento é feito com base nos niveis de tensao. Como consequéncia, as fragoes
de volume escolhidas para os testes (Tabela 3) sdo as menores fragoes de volume que
resultam em tensoes que se adéquam aos limites de projeto, considerando o efeito das
concentracoes de tensoes e a resolucao da malha utilizada. Visando aprimorar essa analise,
a implementagao desenvolvida posteriormente (Capitulo 4), utiliza minimizacao de volume

com restri¢coes de tensao.
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Tabela 1 — Parametros de material comuns a todos

os testes.
Parametro Valor
Modulo de elasticidade 186 GPa
Coeficiente de Poisson 0,29
Méxima tensdo normal (0,,44) 100 MPa

Méxima tensao de cisalhamento (7juq,) 100 MPa

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 2 — Parametros de otimizacao comuns a todos os

testes.
Parametro Casos 2D Casos 3D
Tolerancia 0.001 0.001
p inicial 3 1
Incremento de p - 0,1
P maximo - 3
q inicial 2,5 1
Incremento de ¢ - 0,05
¢ maximo - 5
Tteragoes com p e g constantes - )
7 0,5 0,4
Raio do filtro 2 1,8

Nota: O ToPy apresenta uma implementagao modificada do
método do critério de 6timo que permite a variaciao da
penalizacdo p, controle da velocidade de variacao da
densidade (pelo fator de amortecimento 7) e a defini¢ao
de um fator de filtro de escala de cinza ¢ (ver Apéndice

A).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 3 — Parametros especificos de cada teste.

Parametro Casol Caso2 Caso3 Caso 4

Largura do elemento (L)

mm) 20 20 20

(

Espessura (t) (mm) 50 50 50
Largura (eixo X) (elementos) 200 300 200
Altura (eixo Y) (elementos) 150 200 150
Profundidade (eixo Z) (elementos) - - -

Tipo de elemento Q4 Q4 Q4
Carga (kN) 15 50 100
Fracdo de volume 0.10 0.10 0.20

50
20
20
50
HS8
250
0.10

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.7 Resultados
3.7.1 Casol

A Figura 4 mostra os resultados principais do Caso 1. O nivel maximo de tensao
von Mises medido na topologia final foi de 30,7 MPa. Porém, esse nivel de tensao é
causado predominantemente pela concentragao de tensao no entorno do né no qual a
carga foi aplicada, como mostra a Figura 6, assim como por concentragoes de tensao
causadas pela qualidade da malha. Porém, a distribuicao de tensao também mostra
que os niveis de tensdo sao bem menores fora dessa regiao. Como (0¢)mazr < Tmaz, Tmaz,
portanto (04)maz, (Oy)maz < Tmaz € (Tay)maz < Tmaz, O que significa que o resultado
respeitou as tensdes maximas de projeto, embora a topologia resultante ainda possa ser
considerada sobredimensionada. Inclusive, pela Figura 6 é possivel notar que fora da regiao
de singularidade o nivel de tensao von Mises é menor que 6,4 MPa. Seria possivel utilizar
uma menor fragdo de volume para obter melhores resultados, mas isso necessitaria uma

malha mais refinada, visto que a fragdo de volume utilizada ja é reduzida (10%).

Figura 4 — Resultados do Caso 1. A distribuicao de tensao vai de maior nivel de tensao
von Mises (em preto) para menor nivel (em branco): (a) Viga resultante
(distribuigao de tensao); (b) Topologia inicial; (c¢) Topologia final; (d) Topologia
final (distribuigdo de tensao).

(a)
Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 5 compara as topologias resultantes com e sem o pré-dimensionamento, uti-
lizando os mesmos parametros de teste. Embora a topologia resultante do pré-dimensionamento
ainda seja consideravelmente sobredimensionada, seria esperado que, sem isso, a topologia
resultante fosse muito mais sobredimensionada, especialmente no caso de cargas de menor
intensidade. Embora o volume resultante seja o mesmo, as dimensoes de ambas as topolo-
gias resultantes sao consideravelmente diferentes. Para melhor evidenciar essa diferenca, a
Figura 7 mostra os resultados do mesmo teste utilizando cargas de menores intensidades

(conforme indicadas na legenda da figura).

A Tabela 4 mostra uma comparacao do tempo necessario para realizar o processo
completo de otimizagao, com e sem pré-dimensionamento. Mesmo com a adicao do pré-
dimensionamento e buscando preencher o espago de projeto, o tempo final de otimizacao

foi consideravelmente menor que o da otimizacao pura. A redugao no tempo por iteracao
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Figura 5 — Comparagao das topologias resultantes com e sem pré-dimensionamento no
Caso 1: (a) Com pré-dimensionamento. A tensao von Mises maxima foi de
30,7 MPa. A flexibilidade foi de 5,412 N - mm; (b) Sem pré-dimensionamento. A
tensao von Mises maxima foi de 18,7 MPa. A flexibilidade foi de 4,172 N - mm.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 6 — Andlise de elementos finitos realizada sobre modelo CAD aproximado da
topologia resultante do Caso 1: (a) Tensao von Mises (maximo: 54,622 MPa,
minimo: 0,354 MPa); (b) Tensao normal (eixo X) (méximo: 15,168 MPa, minimo:
—15,285MPa); (c) Tensao normal (eixo Y) (maximo: 52,408 MPa, minimo:
—48,209 MPa); (d) Tensao de cisalhamento (plano XY) (méaximo: 0,381 MPa,
minimo: —17,585 MPa).
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Fonte: Elaborado pelo autor (imagens geradas utilizando software de ANSYS Inc.).

¢é consequéncia da limitacao da andlise aos elementos definidos no processo de redimensio-
namento, significando que uma quantidade consideravel de elementos (aproximadamente

50% neste caso) é retirada do processo de andlise e otimizagao.

A flexibilidade resultante da otimizagao pura foi de 4,172N - mm, enquanto a
da otimizacao com pré-dimensionamento resultou em 5,412 N - mm, isto é, 29,7% maior.
Porém, o resultado foi obtido em um tempo 79,5% menor. Embora a flexibilidade seja
maior, o processo de pré-dimensionamento aparenta resultar em uma boa aproximacgao

do resultado da otimizagao topoldgica pura (considerando dimensoes finais semelhantes)
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Tabela 4 — Comparacdo do tempo de resolugao para o Caso 1
com e sem pré-dimensionamento.

Total (min) Num it. Por it. (s) Pré-dim. (s)

Sem 23,484 186 7,576 -
Com 4,804 66 4,167 13,244

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 7 — Caso 1 com diferentes intensidades de carga: (a) 15 kN. A tensdo von Mises
méaxima foi de 30,7 MPa. A flexibilidade foi de 5,412 N - mm; (b) 12 kN. A tenséo
von Mises maxima foi de 32,5 MPa. A flexibilidade foi de 5,119 N - mm; (c) 9 kN.
A tensao von Mises maxima foi de 30,5 MPa. A flexibilidade foi 5,155 N - mm;
(d) 6 kN. A tensao von Mises méaxima foi de 32,7 MPa. A flexibilidade foi de
5,602 N - mm.

ST

(c) (d)
Fonte: Elaborado pelo autor.

com a diferenca de envolver menor quantidade de elementos na andlise, resultando em um

tempo de resolu¢ao muito menor.

3.7.2 Caso 2

A Figura 8 mostra os resultados principais do Caso 2. A topologia resultante do
Caso 2, de forma similar a do Caso 1, também apresentou singularidades de tensao no
entorno do né que recebeu a aplicacao da carga. Mas, como os suportes também sao
nodais, ha singularidades no entorno de seus nés (Figura 8). Similarmente, ela também
resultou em tensdes von Mises menores que a de ambos os niveis maximos de projeto.
Essas caracteristicas também podem ser notadas nas andlises feitas no ANSYS (Figura
9), e o sobredimensionamento também estéd presente. O processo de otimiza¢ao com

pré-dimensionamento também é consideravelmente mais rapido do que sem ele (Tabela 5).

De forma semelhante ao Caso 1, a topologia resultante do processo com pré-
dimensionamento apresentou flexibilidade 29,4% maior que a sem pré-dimensionamento,
porém, o resultado foi obtido em um tempo 70,8% menor, significando, como no Caso 1,
uma reducao de aproximadamente trés quartos do tempo ao custo de uma flexibilidade

um quarto maior.
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Tabela 5 — Comparacao do tempo de resolucao para o Caso 2
com e sem pré-dimensionamento.

Total (min) Num it. Por it. (s) Pré-dim. (s)

Sem 18,204 70 15,603 -
Com 5,308 38 7,933 17,025

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 8 — Resultados do Caso 2. A distribuicao de tensao vai de maior nivel de tensao
von Mises (em preto) para menor nivel (em branco): (a) Viga resultante
(distribuigéo de tensao); (b) Topologia inicial; (¢) Topologia final; (d) Topologia
final (distribuicdo de tensao).

.<X>

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 9 — Andlise de elementos finitos realizada sobre modelo CAD aproximado da
topologia resultante do Caso 2: (a) Tensao von Mises (méximo: 96,219 MPa,
minimo: 0,488 MPa); (b) Tensao normal (eixo X) (méximo: 18,235 MPa, minimo:
—15,747MPa); (c) Tensao normal (eixo Y) (maximo: 93,507 MPa, minimo:
—88,592 MPa); (d) Tensao de cisalhamento (plano XY) (méximo: 30,331 MPa,
minimo: —34,322 MPa).

aaaaaaaaa
uuuuu

aaaaa

Fonte: Elaborado pelo autor (imagens geradas utilizando software de ANSYS Inc.).
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Figura 10 — Comparagao das topologias resultantes com e sem pré-dimensionamento no
Caso 2: (a) Com pré-dimensionamento. A tensdo von Mises méxima foi de
43,4 MPa. A flexibilidade foi de 10,733 N - mm; (b) Sem pré-dimensionamento.
A tensdo von Mises maxima foi de 31,9 MPa. A flexibilidade foi de
8,294 N - mm.

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 11 — Caso 2 com diferentes intensidades de carga: (a) 50 kN. A tensdo von Mises
méxima foi de 43,4 MPa. A flexibilidade foi de 10,733 N - mm; (b) 40 kN. A
tensao von Mises maxima foi de 34,6 MPa. A flexibilidade foi de 8,282 N - mm;
(c) 30 kN. A tensao von Mises maxima foi de 30,7 MPa. A flexibilidade foi
de 7,531 N - mm; (d) 20 kN. A tensdo von Mises maxima foi de 33,9 MPa. A
flexibilidade foi de 7,844 N - mm.

==

() (b) () (d)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.7.3 Caso 3

A Figura 12 mostra os resultados principais do Caso 3. O Caso 3 se diferenciou
dos anteriores por resultar em um nivel de tensao von Mises maximo de 125,6 MPa
e, consequentemente, o raciocinio usado na Subsecao 3.7.1 nao se aplica neste caso.
Naturalmente, isso é consequéncia de singularidades de tensdo, e as simulagoes realizadas
no ANSYS revelam que fora das singularidades as tensoes se mantém abaixo das de projeto

(Figura 13), havendo também sobredimensionamento.

E possivel notar que as simulacoes do ANSYS néo apresentam uma distribuicao
de tensoes totalmente similar a gerada pelo ToPy, em especial quanto a auséncia de
concentragao de tensao nos entalhes presentes na estrutura. Isso provavelmente resulta dos
niveis mais elevados de tensao obtidos pela malha mais refinada utilizada na simulacao
(uma consequéncia da concentragao de tensdo), resultando em faixas de tensdo mais largas
e menos detalhadas, em conjunto com possiveis imprecisoes resultantes da topologia ter

sido refeita manualmente no software CAD.

Como foi dito na Subsecao 3.4, havia o risco de que a adi¢ao de segoes diagonais
as vigas nesta implementacao resultassem em se¢oes com maior rigidez que o ideal. A
Figura 14 foi gerada para analisar essa hipdtese: a viga inicial criada no Caso 3 foi refeita
no Solid Edge ST8 para analisar como essas se¢oes diagonais impactariam o algoritmo.
Como a figura mostra, nao ha concentracao de tensao significativa no entorno do ponto de
intersecao das vigas diagonais, ao contrario do que é mostrado na Figura 12a. A analise
feita no modelo CAD usou uma malha com dimensoes similares, e mesmo assim resultou
em uma tensdao von Mises maxima quatro vezes maior, o que significa que o aumento da

rigidez resultante nessa implementacao é significativo, mesmo para malhas mais refinadas.

E importante notar, porém, que embora os elementos ativos tenham influenciado
efetivamente o formato da viga inicial e, consequentemente, o formato da estrutura final,

o método nao conseguiu manter os elementos ativos como parte da estrutura.

Figura 12 — Resultados do Caso 3. A distribui¢ao de tensao vai de maior nivel de tensao
von Mises (em preto) para menor nivel (em branco): (a) Viga resultante
(distribuigao de tensao); (b) Topologia inicial; (¢) Topologia final; (d) Topologia
final (distribuigdo de tensao).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 13 — Analise de elementos finitos realizada sobre modelo CAD aproximado da to-
pologia resultante do Caso 3: (a) Tensao von Mises (méximo: 347,74 MPa, mi-
nimo: 0,001 MPa); (b) Tensao normal (eixo X) (maximo: 53,918 MPa, minimo:
—71,814 MPa); (c) Tensao normal (eixo Y) (méximo: 338,79 MPa, minimo:
—334,88 MPa); (d) Tensdo de cisalhamento (plano XY) (méximo: 3,519 MPa,
minimo: —111,95 MPa).
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Fonte: Elaborado pelo autor (imagens geradas utilizando software de ANSY'S Inc.).

Figura 14 — Anélise de elementos finitos realizada sobre modelo CAD aproximado da
topologia presente na Figura 12a. A andlise também utilizou o método linear
de elementos finitos. E possivel notar a auséncia de concentracio de tensio
significativa na regidao de intersecao das duas vigas diagonais.
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Fonte: Elaborado pelo autor (imagens geradas utilizando software de ANSY'S Inc.).
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3.7.4 Caso 4

Como esperado, o Caso 4 resultou em uma topologia com perfil quadratico (Figura
15). Isso também resultou em um preenchimento maior do espago de projeto, mas a
velocidade de otimizacao ainda foi similar a dos Casos 1 e 2 (Tabela 6). A viga inicial
mostra uma distribui¢ao de tensao peculiar (Figura 15a), mas isso pode ser um artefato do

renderizador, visto que nao impactou a geracao da geometria intermediaria (Figura 15b).

Tabela 6 — Comparacao do tempo de resolu¢ao para o Caso 4
com e sem pré-dimensionamento.

Total (min) Num it. Por it. (s) Pré-dim. (s)

Sem 47,454 46 61,896 -
Com 17,221 43 23,289 31,826

Fonte: Elaborado pelo autor.

Similarmente ao Caso 3, o0 maximo nivel de tensao von Mises foi maior que ambas
as tensoes de projeto (176,1 MPa), mas a distribuicao de tensdo mostra que, fora da
vizinhanga da carga nodal, as tensoes tém intensidade muito menor. Neste caso, porém, o
método de otimizacao topolégica tradicional resultou em menores niveis maximos de tensao
von Mises, mas as mesmas observagoes feitas nos outros testes também se aplicam neste
caso: a topologia apresenta maiores dimensoes (ainda que apresente o mesmo volume) e
também precisaria de muito mais tempo para ser obtida (especialmente quando utilizando
cargas de menores intensidades), pois envolve a andlise de uma maior quantidade de

elementos.

Em relacao a flexibilidade, o resultado com pré-dimensionamento foi 54,9% maior,
com um tempo 75,6% menor. A redugao de tempo foi semelhante a dos testes 2D, porém
o aumento da flexibilidade foi o dobro. Isso pode ser resultado da escolha da se¢ao
transversal: distribui-se material igualmente em torno do centro da secao transversal, ao
invés de distribui-lo considerando a direcao das cargas. Pode-se notar isso no resultado da
otimizagao topolégica pura: a altura é muito maior que a espessura (sendo de 4 elementos
na maior parte da extensao). Como no ambiente 2D o aumento da se¢do transversal sempre

ocorre na direcao paralela a das cargas, isso nao é tao evidente.
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Figura 15 — Resultados do Caso 4. A distribuicao de tensao vai de maior nivel de tensao
von Mises (em vermelho) para menor nivel (em azul): (a) Viga resultante
(distribuigao de tensao); (b) Topologia inicial; (¢) Topologia final; (d) Topologia
final (distribuigdo de tensao).

(c) (d)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 16 — Comparacao das topologias resultantes com e sem pré-dimensionamento
no Caso 4: (a) Com pré-dimensionamento. A tensdo von Mises maxima
foi de 176,1 MPa. A flexibilidade foi de 261,659 N -mm; (b) Sem pré-
dimensionamento. A tensdo von Mises maxima foi de 160,4 MPa. A flexi-

bilidade foi de 168,892 N - mm.

(a)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4 IMPLEMENTACAO EM AMBIENTE CONTINUO

4.1 Consideracoes iniciais

Para superar as limitacoes da implementacao inicial, uma nova implementacao foi
desenvolvida, sem tomar outro programa como base. Neste caso, os calculos partem de um
meio continuo, ao invés de um meio ja discretizado, e com conhecimento da posicao e area
de contato das cargas aplicadas. Portanto, podemos calcular as tensdes em cada ponto da

linha central de cada viga, de forma geral, por:

Sp(X) = KpFy(X) (105)

Su(X) = Ky M(X)
S4(X) = KM, (X) (106)
Su(X) = K5 M.(X)
em que F(X) é a for¢a interna no ponto X, M(X), o momento interno, S representa um
componente de tensao e K, o coeficiente utilizado para o calculo de cada componente. A
escolha de K depende das cargas atuantes e suas direcoes e da se¢ao transversal da viga
inicial.
No caso de uma aplicagao bidimensional, o objetivo inicial dessa implementagao,

1SS0 se torna:

_ 6IM(X)]
oy (X) = 2o (107)
n(X) - F(X)
0, (X) = = ‘ (108)
7(X) = 2215 F(X) = n(X) - F(X)]n(X)| (109)

em que o(X) é a tensdo de flexdo no ponto X, 0,(X), a tensao normal, n(X), o vetor
normal & se¢ao transversal e 7(X) a tensao de cisalhamento. Consequentemente, é possivel

obter a nova altura h(X) por:

p(x) = [ M

(%) FX)
in(X) = L0 maz ‘ (110)
e(X) = 5 [F(X) ~ [n(X) - F(X)n(X)

h(X) = max{hy, hn, he, h; }



76

Onde h;(X) é, novamente, o h original da viga no ponto X, hy(X) é a estimativa
de dimensao final com base nos esforgos de flexdo, h,(X), para os esfor¢os normais e
he(X), para os de cisalhamento. Neste caso, hd a vantagem de que, caso as tensoes de
cisalhamento e normal sejam menores que as de flexao, a topologia gerada terda dimensoes

e volume menores que o equivalente feito com a implementacgao anterior.

Figura 17 — Diagrama de blocos do funcionamento da implementagdo em ambiente con-
tinuo. O fluxo do programa, assim como outros parametros, é definido pelo
arquivo de entrada.

Pré-dimensionamento

Fonte: Elaborado pelo autor.

A implementacao foi desenvolvida em C++, utilizando a biblioteca Open CAS-
CADE para modelagem sélida (Open Cascade, ), a biblioteca LAPACK para solugao de
sistemas de equagoes lineares (Anderson et al., 1999), principalmente para a implementacao
do método dos elementos finitos linear, a biblioteca GCMMASolver para GCMMA (Dumas,
2018) e a biblioteca Gmsh para geracao de malhas (Geuzaine; Remacle, 2009). A biblioteca
de modelagem solida foi utilizada para manipular a geometria de entrada, gerar a geometria
intermediaria e auxiliar na geracao de malha dessa geometria para o método de elementos
finitos. Para o pathfinding, foi utilizada a geracao de grafo de visibilidade em conjunto
com o A* (Berg et al., 2008). Para atingir um equilibrio entre esfor¢o computacional e
precisdo dos resultados, foram utilizados os elementos GT9 (Yuqiu; Yin, 1994), elementos
triangulares com graus de liberdade de rotacao, apresentando precisao mais proxima a dos
elementos quadraticos triangulares, mas utilizando 9 graus de liberdade por elemento ao
invés de 12. A Figura 17 ilustra o funcionamento da implementagdo. A implementacao

esta disponivel em: https://github.com/TarcisioLOliveira/SolidPrep.


https://github.com/TarcisioLOliveira/SolidPrep
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4.2 Abordagens consideradas
4.2.1 Questdes a serem superadas

Embora realizar os calculos e construgoes das topologias em um ambiente continuo
possibilita a obtencao de topologias e analises mais precisas, isso também apresenta dois

desafios principais:

1. Gerar topologias complexas resultantes do ambiente continuo ocasionadas pela uniao

das geometrias das vigas; e

2. Realizar calculos de vigas em um ambiente continuo considerando essas complexida-

des.

Tais complexidades se referem a trés categorias de interfaces fisicas entre as vigas que
poderiam ocorrer, dependendo do formato da geometria inicial e da disposicao das condi¢oes

de contorno:

1. Intersegao: cruzamento da linha central das vigas (Figura 18a);
2. Conexao: cruzamento parcial, sem cruzamento da linha central (Figura 18b); e

3. Sobreposigao: parte de uma viga ¢ completamente sobreposta por outra viga com

secao transversal de dimensdes iguais ou maiores (Figura 18c).

Figura 18 — Representacao esquematica das possiveis interfaces entre vigas. As linhas
continuas representam o contorno final, as tracejadas delimitam a regiao
comum entre as vigas, e as linhas traco-ponto representam a linha central das
vigas: (a) Intersegao; (b) Conexao; (c) Sobreposigao.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Visando possibilitar o calculo das vigas, algumas possiveis abordagens foram
conceitualizadas antes da abordagem utilizada nesta implementacao, mas que nao foram
adotadas por nao as resolverem por completo, e serao descritas e discutidas brevemente

nas proximas subsegoes.
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4.2.2 Modelagem por elementos de vigas

A primeira abordagem idealizada consistia em modelar as vigas apenas por elemen-
tos de vigas. Esses elementos apresentam a vantagem de ja serem adaptados aos calculos

de viga e automaticamente calcularem as cargas e momentos internos em cada no.

Esse tipo de modelagem poderia ocasionar em resultados razoaveis em situacgoes de
intersecao e sobreposicao, embora fosse um tanto dificil fazé-lo. Visto que os elementos
sao unidimensionais, seria preciso investigar cada viga par a par para encontrar os casos
de contato de vigas. A modelagem resultante seria, portanto, aproximada, pois implicaria
na sobreposicao parcial ou total dos elementos envolvidos, além de varia¢ées bruscas da
secao transversal no encontro entre os pares de vigas na transicao para uma situacao de

sobreposicao.

Porém, a maior questao seria a modelagem de conexdes. Como os elementos sao
unidimensionais, eles ndo apresentam suporte para o contato entre vigas que nao envolva
contato com a linha central da viga. Modelar essas interfaces como elementos de viga
poderia resultar em erros consideraveis, visto que esses elementos estariam completa-
mente sobrepostos aos elementos das vigas que eles conectam, e, portanto, o elemento

provavelmente nao modelaria corretamente essa interface.

4.2.3 Pontos centrais

Visando uma abordagem no meio continuo, outra possibilidade analisada foi de
aproveitar-se dos pontos obtidos pelo algoritmo de pathfinding para obter pontos de partida

para delimitar se¢oes transversais ao longo das vigas.

O método apresenta a vantagem de ser um pouco melhor adaptado ao meio continuo.
No caso de sobreposicao de vigas, o método se adaptaria perfeitamente, ainda que fosse de
certo modo redundante (os pontos de todas as vigas sobrepostas seriam analisados), e no

caso de conexoes, ele também se adaptaria ao aumento da se¢do transversal nessa regiao.

Porém, essa abordagem nao conseguiria avaliar os pontos de intersecao. Nesses
pontos, o ideal seria utilizar as menores segoes transversais da regiao, formadas pelos
vértices resultantes da uniao das vigas. Como a obtencao de secoes transversais é baseada
nos pontos obtidos por pathfinding, a linha que delimita a se¢ao transversal da regiao
seria formada pelo vetor perpendicular ao né. Portanto, nos pontos de intersecao a secao

transversal utilizada para os calculos seria maior que a ideal.

4.2.4 Abordagem elementar

Uma abordagem elementar, isto é, baseada no calculo por elementos finitos, seria
potencialmente mais geral e melhor adaptada ao meio continuo, e apresentaria a possi-

bilidade de obter resultados mais otimizados. Embora para a otimizagao de forma isso
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introduza imprecisoes de calculo e requeira refinamento da malha, o objetivo desse processo
de dimensionamento é que a variacao do tamanho do elemento nao seja iterativa, ou seja,

pelo menos heuristica, e, portanto, isso nao seria um problema.

Foi testada a possibilidade de tratar cada aresta de um elemento GT9 como uma
segao transversal, redimensionando-a com base nas forcas atuantes (simulando a andlise de
um ponto infinitesimal), isto é, com base em célculos de tensoes normais e de cisalhamento.
O método foi implementado, mas nao obteve resultados satisfatérios. Seria necessario

obter uma formulagao matematica mais precisa para obter melhores resultados.

4.3 Abordagem utilizada

A abordagem final escolhida é semelhante a dos pontos centrais, mas se valendo
dos nés do contorno da geometria para a realizacdo dos calculos. A abordagem utiliza
a geragao de malhas unidimensionais (ou bidimensionais, em 3D) no contorno realizada
pelo Gmsh durante o processo geracao da malha, sendo por isso denominada “pontos de

contorno”.

Os elementos gerados sao utilizados para obter o vetor normal ao contorno nesses
pontos, e esse vetor é entao utilizado para determinar a segao transversal a ser analisada.
No ambito bidimensional, isso significa encontrar o ponto oposto a ele no contorno. Esse
ponto oposto poderia ser um ponto obtido pelo Gmsh, mas nao ha garantia de que haveria
um ponto diretamente perpendicular, portanto é utilizado o ponto definido pela intersecao
entre a reta perpendicular e o contorno da geometria. Isso também implica que havera
certa redundancia no processo (pois pontos de ambos lados do contorno sao utilizados),
mas para a implementacao 2D isso contribui para aumentar a precisao do resultado,
especialmente para malhas mais grosseiras. No ambito 3D, porém, a quantidade de nés

presentes no contorno torna isso proibitivo, e outra estratégia precisara ser utilizada.

Esse método apresenta todas as vantagens do método de pontos centrais, com a
vantagem adicional de estar melhor adaptado para andlise de intersecoes, visto que ele

cria se¢oes transversais a partir dos vértices gerados pelas intersegoes.

As reacoes nos apoios sao calculadas pela analise de elementos finitos. Para cada
secao apoiada, soma-se os vetores forga para obter o vetor final da reagao. No caso de
estruturas estaticamente determinadas, o momento de reacao foi calculado utilizando o
equilibrio de momentos externos. Para estruturas superdeterminadas, em cada apoio foi
calculado o momento de reacao pela soma do produto vetorial do vetor distancia aos nés

do suporte (em relagdo ao centro do mesmo) com essas mesmas forgas nodais.

Esse método se baseia no calculo integral do momento de flexao baseado na

distribuicao de forcas internas ao longo da segao transversal, comumente usado para o
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célculo da tensao de flexdo (Hibbeler, 2014):
M:/erF:/rx(G-n)dA, (111)
A A

em que r é a distancia da linha neutra ao ponto onde é medida a forga. A partir dessa
equagao, seria possivel calcular com grande precisao o momento ao longo da segao trans-
versal. Porém, dada a semelhanca do calculo do vetor for¢ga na equacdo com o céalculo
do vetor de forgas nodais da Equacgao 11, entdo F pode ser discretizado em cada se¢ao

transversal por:

(fcs)e = / (I)eT<Ue : ne)dAe (112)

€

para cada elemento e que constitua essa secao transversal. Disso, a for¢a distribuida ao
longo da secao transversal é convertida em forgas nodais concentradas. Como sao forgas

concentradas, o cdlculo da Equacao 111 pode ser simplificado para:
M = Zri X (fes)i- (113)

para todo no ¢ presente na secao transversal. O método nao foi amplamente testado, mas
obteve resultados préximos aos analiticos no caso superdeterminado analisado, por isso foi

adotado para essa pesquisa.

O célculo dos esforcos internos na segao transversal é feito de forma similar ao
realizado manualmente. Antes de varrer as secoes transversais da geometria, o método
dos elementos finitos é utilizado para calcular os esforgos nos apoios. Em seguida, para
cada secao transversal o OpenCascade ¢ utilizado para dividir a geometria naquela reta, e
uma das partes ¢ utilizada para fazer os calculos, considerando apenas as forgas externas

presentes naquela parte.

Embora esse método obtenha os resultados esperados para estruturas simples, ele
nao funciona para estruturas trelicadas, visto que neste caso seccionar a geometria em
uma secao transversal nao resulta necessariamente em duas partes distintas, portanto essa
questao nao foi abordada nesta pesquisa. Embora o elemento GT9 utilize rotagoes nodais
para aumentar a precisao dos resultados de elementos finitos, essas rotagoes diferem da
definicao de rotacao utilizada na mecanica do continuo, e, portanto, ndo sao apropriadas
para o célculo dos momentos (Yuqiu; Yin, 1994). Uma possibilidade seria utilizar o mesmo
método de calculo das reacgodes para o calculo dos esforgos internos. Porém, esse método
envolveria avaliar todos os elementos para cada secdo, o que poderia ser lento. Seria

necessaria uma investigacao mais aprofundada para analisar sua viabilidade.

Para respeitar a restricdo geométrica (isto é, manter a geometria final dentro do
espago delimitado pela geometria inicial), apés o célculo das novas segdes transversais, os
pontos centrais obtidos anteriormente sao deslocados para manter todo o circulo a ser

formado dentro do espago da geometria inicial.
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Para todo centro de secao transversal, busca-se os pontos mais préximos presentes
no contorno da geometria original que se encontrem dentro do circulo a ser formado, e esse
centro ¢ deslocado ao longo de uma reta paralela a secao transversal que cruze o mesmo
para posicionar o ponto préximo obtido no contorno da se¢ao transversal. A Figura 19
ilustra esse processo. Como esse deslocamento pode afetar a posicao do centro do apoio, ele
pode também afetar o calculo dos momentos, portanto o redimensionamento é recalculado

iterativamente até que a posicao dos apoios se estabilize.

Na Figura 19, ponto azul é o centro da segao transversal, e o ponto vermelho, o
ponto na geometria original mais préximo dele. O vetor vermelho define a distancia entre
os pontos, o vetor verde define a distancia entre o ponto vermelho e o novo centro a ser
definido, apresentando norma igual ao raio do circulo, e o vetor azul define a distancia entre
0 novo centro e o centro atual, sendo paralelo a secao transversal. Como sdo conhecidas as
dimensodes de dois lados do tridngulo e um de seus angulos, é possivel descobrir a norma

do vetor azul pela lei dos cossenos, e com isso, a posi¢ao do novo centro.

Figura 19 — Esquematizagao do processo de reposicionamento da viga redimensionada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.4 Grafos de visibilidade

Em geometria computacional, um grafo de visibilidade é um grafo cujos nés sao os
vértices dos obstaculos do ambiente, conectados par a par caso a linha reta que os conecte
nao intersecione um obstédculo (Berg et al., 2008) (Figura 20). Isto é, cada né é conectado a
todos os nés visiveis a partir dele. O algoritmo se baseia na definicdo de espagos convexos:
uma linha reta que conecte quaisquer pares de pontos contidos no espaco também esta
inteiramente contida no espago. Neste caso, os nos do grafo representam a transicao entre

duas sub-regides convexas vizinhas da topologia.
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A Figura 20 apresenta uma representacao esquematica desse método. O ponto
vermelho simboliza a posi¢do atual, os pontos azuis, os nés do grafo, e os poligonos pretos,
os obstaculos. As linhas continuas representam os caminhos iniciais possiveis a partir da

posicao atual, e as tracejadas, possiveis caminhos a partir desses nos.

Figura 20 — Representacao esquematica de um grafo de visibilidade.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como na implementagdo as vigas nao apresentam dimensoes despreziveis, os nds
sao deslocados por uma distancia predeterminada, denominada restricdo, mais metade
da largura da secao transversal, para tentar manter toda a viga contida no espaco da
geometria inicial, embora no estado presente da implementagao (isto é, o estado usado
para a pesquisa e a obtengao dos resultados) seja possivel em alguns casos que o contorno
da viga intersecione o contorno da geometria inicial dependendo do valor da restricao.
Para possibilitar a atuacao dessa restricao da geracao do caminho, para cada vértice do
contorno da topologia é calculado o vetor normal a ele somando-se os vetores formados
pelas arestas conectadas a esse vértice. No caso de arestas nao retilineas, no estado presente
da implementacao sao criados oito pontos de espacamento constante ao longo da aresta
para permitir o pathfinding ao longo dela, porém isso pode nao ser o suficiente para arestas

muito longas, e essa geracao de nds deve ser aprimorada no futuro.

O menor caminho entre a regiao de aplicacao de forga e um dos apoios ¢é entao
obtido pelo algoritmo A*, listando a cada né todos os nds visiveis por ele e tomando como
proximo o né que apresentar minima distancia d = d,, + dp, em que d,, ¢ a distancia entre
os nés e dj, ¢ a distancia euclidiana entre o n6 sendo analisado e a regiao de apoio. Por fim,
a viga ¢é formada criando um caminho que parte do centro da regiao de aplicagao da carga e
se desloca com passo maximo constante e com rotacao maxima por passo predeterminada,

permitindo maior controle sobre o formato final da viga.

4.5 Otimizacao topologica

A parte de otimizacao topoldgica consiste em minimizacao de volume com restrigao
de tensao global, utilizando a medida de tensao global por norma-p como descrita por

Le et al. (2010). Foi também utilizado o filtro de densidade como descrito no artigo. O
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método foi escolhido principalmente por sua capacidade de modificar a geometria para
eliminar pontos de concentragao de tensao, além dos resultados do artigo servirem como

base para avaliar a implementacao do método.

Consequentemente, as restrigoes de tensao sao semelhantes as Equagoes 66 e 78,
utilizando pr = %, mas com a introdugao de uma variavel ¢* de normalizacao da medida

de tensao, atualizada a cada iteracao, resultando em:

N P
g(p") = ctoly = ¢ [Z ve<ps>pTP<az>P] (114)
e=1
09 _ w9 _ i guyi-r [prve ()P (o) = plpt ) () TK | (115)
8pe 8pe g e e e e e (&
N
KN =" v (pt)P " (o) " °L.B.C.VC.B u" (116)
e=1

para cada iteracao K. Como sera utilizado filtragem de densidade, entao a Equacao 115

torna-se:
9 X Ope
= TS oot (o) plet T TR S (1)
ad, ] ad
em que:
8pe Hei
_ e (118)
0dl ;-V:l Hej

o que resulta em um processo similar a filtragem de sensibilidade, mas com variagao dos

pesos de acordo com a variavel p, analisada, como descrito por Bourdin (2001).

A variavel ¢ é definida por:
“w
= oM (] — o) (119)

com o objetivo de aproximar a tensao obtida pela norma-p a tensao maxima por:

(0e)ae = oy (120)
com:
(0c)imae = max{oc}, e=1,... N (121)

e sendo 0 < o < 1 um valor escolhido para o caso de ¢* oscilar a cada iteracao (Le et al.,

2010). Para a implementacao, o* foi definido por:

CKflo.u (0_ )/J,
— : g €/mazx
o = min { CAT. cKlag} (122)

com c! = ol = 1.
Foi observado que a suavizagao da tensao global proporcionada por ¢* e o criam

um problema de convergéncia: como (o.)k,,, ndo apresenta uma relacio direta com cto¥,
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¢ comum que ao longo do processo de otimizagao (o) — alterne entre ser maior e menor

que ¢!, 0 que ocasiona oscilagoes nas medidas de tensdo, visto que o/ gera uma forma

de “inércia”. Isso prolonga o processo de otimizacao, pois sao necessarias algumas iteragoes

para que ¢*'o¥ volte a se tornar maior ou igual a (o¢)h,,,. Portanto, para remediar isso, foi
m

definido que quando (o)t > c'o¥, entdo ¢ = —F— e aF

7
max (0-6 max

o limite ¢ > (0¢)},q., O que contribui para aumentar a velocidade de convergéncia.

max?

1 = 0,5, portanto impondo

4.6 Detalhes da implementacao
4.6.1 Tamanho do elemento

Na implementacao, a quantidade de elementos da malha é determinada princi-
palmente pela propriedade “tamanho do elemento”, propriedade também presente em
programas de andlise por elementos finitos comerciais, como o ANSYS. No Gmsh, essa
propriedade ¢ definida por duas opg¢oes: tamanho méaximo e tamanho minimo do elemento.
Para a implementacao, ambas opg¢oes foram definidas com o mesmo nimero, que é o
tamanho do elemento definido pelo usuério para a otimizagao. Porém, isso nao significa
que todos os elementos apresentem o mesmo tamanho, algo que é visivel nos resultados. O
Gmsh sempre usa uma malha adaptativa, resultando em tamanhos diferentes de elementos,

e, portanto, em maior niimero de elementos para topologias mais complexas.

O Gmsh apresenta trés métodos principais de geracao de malha:

o Delaunay: método baseado na triangulacao de Delaunay. Método mais rapido para
geracao de malhas e que resulta em malhas mais “organicas”, apresentando maior

variacao de tamanho do elemento e melhor adaptacao a geometria;

o Frontal-Delaunay: método que resulta em malhas mais regulares, mas que também

se adaptam a geometria (Rebay, 1993); e

e MeshAdapt: malha adaptativa utilizada caso o método escolhido nao consiga

produzir uma malha.

Visto que os métodos de otimizacao topologica costumam ser desenvolvidos e
testados em malhas regulares, foi escolhido o método Frontal-Delaunay para a geracao das

malhas das geometrias.

4.6.2 Geragao da geometria
4.6.2.1 Maximo angulo de curvatura
O OpenCascade nao apresenta por padrao alguma funcao que permita construir

a geometria das vigas iniciais a partir dos pontos obtidos pelo algoritmo de pathfinding.

Existe uma funcao parecida (BRepPrimAPI_MakePipe), mas que nao rotaciona a se¢io
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transversal durante o processo. Por isso, foi desenvolvida uma funcdo que realiza essa
construgao utilizando duas fungoes de extrusao do OpenCascade: BRepPrimAPI_MakePrism

(para secoes retilineas) e BRepPrimAPI_MakeRevol (para segdes curvas).

A funcao BRepPrimAPI MakeRevol é utilizada para a criagao de sélidos de revolugao,
e, portanto apresenta uma limitacao: a geometria resultante nao pode apresentar auto-
intersecao. Consequentemente, o angulo de curvatura definido pelo usuario para o processo

de pathfinding deve ser, no maximo:

emax S
tan —— = — 123
an =5 = (123)

em que 6,,,, € o angulo maximo, s é o passo e h; a altura da secao transversal.

4.6.2.2 Geometria sélida construtiva no OpenCascade

A geometria é construida utilizando geometria sélida construtiva (CSG) através da
biblioteca OpenCascade. O CSG comumente é representado a partir de um conjunto de
formas primitivas relacionadas por operacoes, mas no OpenCascade as operagoes booleanas
estao implementadas para resultar em uma geometria bem definida, isto é, resultam em
vértices, arestas, faces e solidos. A formacao desses componentes é vantajosa e necessaria
para o algoritmo, visto que sao utilizados para a geracao de malha. Porém, é necessario
realizar as operacoes par a par, visto que adicionar todos os elementos em conjunto para a

geracao da geometria resulta em grande uso de memoria.

Além disso, a operagao booleana que se esperaria utilizar para a geracao da
geometria é a de uniao: unir, por exemplo, cada circulo gerado pelo algoritmo para gerar a

geometria redimensionada. Porém, no OpenCascade, esse processo consiste em trés etapas:

1. Calcular a intersecao entre as duas geometrias;
2. Obter a diferenca da intersecdo das duas geometrias; e

3. Unir as trés geometrias resultantes.

Mas como apresentam duas subtracoes e duas uniodes, consistem no total em cinco

etapas.

Testes realizados durante as fases iniciais de desenvolvimento mostraram que
esse processo ¢ lento demais para as necessidades do programa. Portanto, foi utilizado
um método alternativo, mas andlogo: obter a diferenca das geometrias geradas com a
geometria original (formando um “negativo” da geometria), e em seguida obter a diferenga

da geometria gerada com a original. O processo de corte consiste apenas em:

1. Calcular a intersecao entre as duas geometrias;
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2. Obter a diferenca entre a intersecao e a geometria base.

Testes realizados mostraram que esse processo é consideravelmente mais rapido,
mas ainda assim tende a ser muito mais lento do que o da implementagao inicial devido a
essas caracteristicas, especialmente considerando que o algoritmo apresenta duas etapas de
geragdo de geometria: a primeira, para a formacao das vigas iniciais (que também necessita
de operagoes de extrusao e revolugao para ser gerada), e a segunda, para a criagao das

vigas redimensionadas.

Portanto, a velocidade de geracao dessas geometrias pode ser muito dependente
da implementacao, e a implementacao fornecida pelo OpenCascade pode nao ser a mais

eficiente para o algoritmo.

4.6.3 Implementacao do GCMMA
4.6.3.1 Visao geral

Ao longo do desenvolvimento da implementacao, duas implementagoes do GCMMA
foram utilizadas, sendo a do NLopt utilizada inicialmente e a GCMMASolver escolhida

como a definitiva. Essa subse¢do é uma discussao sobre ambas e os motivos da escolha.

4.6.3.2 NLopt

NLopt é uma biblioteca de otimizagao nao linear escrita em C e com interfaces
para diversas outras linguagens. A implementagdo de GCMMA foi a primeira a compor
a biblioteca, mas nao é baseada no cédigo desenvolvido por Svanberg (Johnson, ). A
interface do NLopt é simples: define-se o objeto, critérios de parada e limites das variaveis
de otimizacao e define-se a funcao objetivo e as restri¢coes através de objetos de fungao. A

propria biblioteca é posteriormente responsavel por executar o laco de otimizagao.

No NLopt, nao hé separagao entre o calculo da iteragao externa (isto é, cdlculo dos
valores das fungoes e seus gradientes) e da iteragao interna (calculo apenas dos valores
das fungoes), a cada iteracao interna todos os valores e gradientes sao recalculados, e a
iteragao externa apenas utiliza os tultimos valores calculados para atualizar os limites e
assintotas. Isso que implica em maior esforco computacional a cada iteracao, visto que,
para a otimizacao baseada em tensao, isso resulta em duas andlises de elementos finitos

por iteragao interna, ao invés de apenas uma.

A implementacao do NLopt é mais proxima da formulagao original do MMA, nao
apresentando o uso dos parametros A;, C; e D; e se limitando ao problema basico de
minimizag¢ado ou maximizacao de uma fungao com restrigoes nao lineares. Por isso, se
o método parte de uma solucao nao possivel, a implementacao utiliza estratégias como

manter 1; = 1070 e 3; = 10%° até que um ponto possivel seja atingido. Porém, isso apresenta
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sucesso limitado, pois foram identificados casos em que a implementacao resultou em

E importante notar, porém, que a implementagao se mostra muito eficiente, embora
nao tenha adicionado varias vantagens do GCMMA. Por exemplo, o método dual utilizado
se mostra muito rapido, e consiste em resolver separadamente para cada d; a aproximagao
convexa da funcao objetivo. Em geral, a implementacao converge aos resultados esperados,
tendo sido testada para minimizacdo de tensao e minimizacao de conformidade, mas nem

sempre se encaixa nos requisitos dos problemas investigados nesta pesquisa.

4.6.3.3 GCMMASolver

GCMMASolver é um par de arquivos do repositério jdumas/mma (especificamente
GCMMASolver.h e GCMMASolver.cpp) mantido por Jérémie Dumas e baseado em cédigo
desenvolvido por Niels Aage (Svanberg, 2007), utilizando método descrito por Aage e
Lazarov (2013) para resolugdo do subproblema convexo e sendo mais proxima do método
como descrito por Svanberg, apresentando apenas algumas modifica¢oes além do método
de resolucio do subproblema. E uma biblioteca autocontida (isto é, ndo depende de outras

bibliotecas) que utiliza licenca MIT, por isso foi integrada inteiramente ao c6digo.

A biblioteca é baseada no uso de trés fungoes: OuterUpdate(), que realiza os
calculos de cada iteragao externa, InnerUpdate (), para as iteracoes internas, e ConCheck ()
para conferir se as aproximacoes sao conservativas, sendo o laco definido externamente a

biblioteca, isto é, por quem integrar a biblioteca ao préprio codigo.

Essa implementacao se mostrou mais propicia para a realizacao dos testes, visto que
permite reduzir a carga computacional das iteragoes externas e apresenta os parametros
do GCMMA. Definir C; = 10°, reverter ao método descrito por Svanberg para o calculo

de &} e utilizar como limites de U}" e LY:
d — 100(d — dim) < L < @ — 0,001(d7 — dm) o)
di +100(dj"*" — dj*™") > U}' > d; +0,001(d;"*" — d5"")

que no GCMMASolver original eram mais amplos, foram o suficiente para permitir que os
testes conseguissem convergir a partir de fracdes de volume inicial tao baixas quanto 0,05,

o que com o NLopt nao era possivel com os parametros usados para os testes.

Visto que ha maior flexibilidade para definicdo dos critérios de parada, eles foram

definidos como:

_ Vi —yr-l
max{|d} — d 1} <107° ou vr=—ve| <107
(U )H max (125)
contanto que - =1 < 1074
ctoyg

em que V* é o volume da geometria na iteracao p e V4., 0 maximo volume possivel

da geometria. Esses critérios visam impedir tanto que o processo de otimizacao termine
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prematuramente, por exemplo, por dificuldade de convergéncia devido a diferenca entre
a tensao real e normalizada ou devido a grande amplitude de variagao de volume entre
iteragoes, quanto que ele se estenda por muito tempo ou indefinidamente devido as

oscilagoes dos niveis de tensao quando proximo a convergéncia.

4.6.4 Tensoes maximas de projeto

Visto que a implementacao foi feita buscando minimizar as dimensoes das vigas
ap6s o dimensionamento, espera-se que as tensoes maximas finais da topologia sejam
proximas as tensoes de projeto, significando que a retirada de material ocasionaria no
aumento dos niveis de tensao, violando as tensoes de projeto. Portanto, deve-se investigar
a possibilidade de sobredimensionar para ser possivel reduzir massa, analisando também

se haverd reducao significativa da massa com esse processo.

Por outro lado, o processo de pré-dimensionamento se baseia nas componentes de
tensao, possibilitando melhor reducao das dimensoes ao se basear nas componentes das
cargas. A otimizacao topoldgica, porém, se baseia na tensao de von Mises maxima. Embora
esse critério diminua a carga computacional, ele abre a possibilidade das componentes
das tensoes finais serem maiores que as de projeto. Por um lado, utilizar o maior valor de
tensao de projeto seria insuficiente, visto que o critério analisa todos os componentes em
conjunto. Por outro, em situacgoes em que alguma das componentes é préxima de zero, as
outras podem ultrapassar seus valores maximos. Deve-se analisar, portanto, a escolha dos

critérios de tensao para cada etapa.

4.7 Estudos de caso

Para a avaliacdo da implementacao e, com isso, do método desenvolvido, foram
realizados trés tipos de estudo: andlise de elementos finitos, otimizacao topolédgica e tempo
de resolucao, utilizando-se problemas comuns da literatura para a analise (viga engastada,

flexdo em 3 pontos e viga em L) (Figura 21).

As andlises de elementos finitos visam avaliar a habilidade do algoritmo em gerar
estruturas que se adéquem as tensoes de projeto. Neste caso, nem todos os testes apresentam
dimensoes finais semelhantes as obtidas por otimizacao topologica pura, visto que a
capacidade de reducao de volume é um dos critérios de comparacao, especialmente para

as analises seguintes. Para esta andlise, foi utilizado tamanho de elemento de 3 mm.

Na subsecao de otimizacao topoldgica, foi analisada a necessidade de sobredimensi-
onamento (no caso, sobredimensionando por um coeficiente constante caso necessario),
influéncia do tamanho dos elementos, efeito de regioes de concentracao de tensao e os

volumes, geometrias e niveis de tensao obtidos ao final do processo.

A anélise do tempo de resolu¢ao visa comparar o tempo de resolugao, o volume
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Figura 21 — Problemas resolvidos pelos Casos 1 a 3: (a) Caso 1; (b) Caso 2; (c¢) Caso 3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

resultante, e outros possiveis fatores que possam afetar o tempo de resolucao.

A Figura 21 apresenta os problemas a serem analisados, a Tabela 7 apresenta os
parametros comuns aos quatro testes, a Tabela 8, os parametros especificos de cada um, e
a Tabela 9, parametros para comparacao de tempo, que também foram utilizados para
gerar algumas das geometrias analisadas na subsecdo de otimizagao topoldgica. Visto que
o coeficiente de Poisson é baixo, foi utilizado p = 4 para a penalizacao das densidades. A
maxima tensao normal e a de cisalhamento sao utilizadas para o dimensionamento das vigas,
enquanto a maxima tensao de von Mises ¢ utilizada para a otimizacao topologica, sendo
esta calculada a partir das outras duas. Diferentes tamanhos de elemento e intensidades de
forga foram escolhidos para balancear o tamanho da geometria com o esfor¢o computacional
necessario. Para o dimensionamento, foram utilizados elementos de tamanho 4 mm para

andlise das vigas iniciais, e para a otimizacao topologica, 5 mm.



Tabela 7 — Pardmetros comuns aos quatro testes analisados por ele-
mentos finitos. O material é uma aproximac¢ao do PLA
extrudado no processo de fabricacao por filamento fundido.

Propriedade Valor
Modulo de elasticidade 2,0 GPa
Coeficiente de Poisson 0,23
Miéxima tensao normal 10,0 MPa
Méxima tensao de cisalhamento 7,5 MPa
Miéxima tensao equivalente de von Mises 16,4 MPa
Espessura 20 mm
Dimensoes 400x400 mm?
Raio do filtro de densidade 2x o tamanho do elemento
P (norma-p) 8

p (penalizagao) 4

pr (relaxamento da tensao) 0,5

Fonte: Elaborado pelo autor, dados do material baseados em Dialami et al.
(2021).

Tabela 8 — Parametros especificos de cada teste.

Propriedade Caso 1.1 Caso 1.2 Caso 2 Caso 3.1 Caso 3.2

Volume total [10° mm?3] 32 32 32 24 24
Pathfinding

Passo [mm] 2 2 2 2 2

Maéxima rotagao [°] 5 5 5 5 1.5

Restri¢ao [mm)] 0 0 0 10 50

Carga

Vetor forca [10% N] (0, -2) (0,-5)  (0,-10) (0, -1) (0, -1)

Area de contato [mm] 20 50 30 20 20

Area de apoio [mm] 400 400 125 200 200

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 9 — Parametros para a comparacao de tempo de resolugao. O Caso
1.2 nao é utilizado para essa analise.

Parametro Caso 1.1 Caso 2 Caso 3.1 Caso 3.2
Fracao de volume inicial 0,1 0,05 0,1 0,1
Tamanho do elemento [mm] 5 5 5 5
Sobredimensionamento 1,0 1,0 1,7 1,0

Fonte: Elaborado pelo autor.



91

4.8 Resultados e discussao
4.8.1 Andlise de elementos finitos

A Figura 22 apresenta os resultados das andlises de elementos finitos para os
Casos 1.1 e 1.2. Para ambos, as tensoes maximas ficaram proximas do maximo esperado
(isto é, pouco acima de 10 MPa, por agao da flexdo em conjunto com a diminuta carga
cisalhante), porém ha a ocorréncia de concentragao de tensao nos cantos internos e externos
da geometria. Como as dimensoes das se¢oes transversais sao relativamente grandes (em
comparagao ao comprimento das vigas), e as tensoes nos cantos externos aumentam
com o aumento da secao transversal, isso pode ser resultante da violacao das premissas
da modelagem de viga utilizada. A Figura 23, para o Caso 2, apresenta um resultado

semelhante, mas com concentragao de tensao no local de aplicacao da carga também.

Figura 22 — Anélise de elementos finitos das vigas redimensionadas para os Casos 1.1 e
1.2. Tensao equivalente de von Mises (MPa): (a) Caso 1.1, tensdo méxima de
13,9 MPa; (b) Caso 1.2, tensdo maxima de 15,6 MPa.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 24 apresenta os resultados para os Casos 3.1 e 3.2. O Caso 3.1 representa
a geometria obtida buscando-se uma viga com o menor comprimento possivel. Isso resulta
em uma viga redimensionada com um canto interno, visto que a geometria se adapta ao
contorno da geometria inicial, que também apresenta esse canto interno. Como resultado, a
concentracao de tensao chega a 32,2 MPa nessa regiao. Porém, é possivel também modificar
os parametros de pathfinding para evitar a formacao desse canto interno, o que foi feito
para o Caso 3.2. Como mostra a Figura, nao ha presenca dessa concentracao de tensao, e
a tensao maxima ¢é de 17,0 MPa. Para comparagao, a Figura 25 apresenta as vigas como

criada pelo pathfinding (isto é, antes do dimensionamento).

Em todos os resultados, nota-se que as tensdes maximas estao muito acima da
tensao maxima de flexao, e em alguns casos também da tensao méxima de von Mises.

Para os Casos 1.1, 1.2 e 2, essas tensOes maximas originam de regioes de concentracao de
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Figura 23 — Anélise de elementos finitos das vigas redimensionadas para o Caso 2. Tensao
equivalente de von Mises (MPa). Tensao maxima de 15,7 MPa.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 24 — Anélise de elementos finitos das vigas redimensionadas para os Casos 3.1 e
3.2. Tensdo equivalente de von Mises (MPa): (a) Caso 3.1, tensao maxima de
32,2 MPa; (b) Caso 3.2, tensao maxima de 17,0 MPa.

0,00324

Fonte: Elaborado pelo autor.

tensao que sao facilmente removidas manual e parcialmente fruto da modelagem (isto é,
em aplicacoes praticas elas nao apresentariam cantos perfeitamente retos, embora esses
cantos reais ainda concentrem tensao). Para o Caso 3.1, porém, é necessario remover o
ponto de concentracao de tensao, por exemplo, através de otimizacao topoldgica ou de
forma. Para o Caso 3.2, esperava-se que a curvatura utilizada fosse suficiente para reduzir
as tensoes a um nivel aceitavel, mas é possivel que maiores curvaturas fossem necessarias.

Porém, como as tensoes sao mais proximas da tensao maxima de von Mises utilizada para



93

Figura 25 — Vigas geradas pelo algoritmo de pathfinding e utilizadas para o pré-
dimensionamento dos Casos 3.1 e 3.2: (a) Caso 3.1; (b) Caso 3.2.

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor.

otimizagao topologica, espera-se que ele apresente melhor desempenho nessa analise que o
Caso 3.1.

4.8.2 Otimizacao topoldgica

A Figura 26 apresenta os resultados obtidos de otimizagao topoldgica para o Caso

1.1. A Figura 26a apresenta o resultado para otimizacao topologica pura.

A Figura 26b apresenta os resultados de otimizagao com pré-dimensionamento.
Neste caso, embora haja grande reducao dimensional (a geometria se encaixa em um
retangulo de 400x 155 mm?), o volume final ¢ consideravelmente maior (2,32 vezes maior).
Considerando-se os resultados da implementagao em ambiente discretizado, isso é espe-
rado, pois, a restricdo geométrica impoe também uma restricao ao espago de solucao.
Porém, a redugao de volume ainda é grande (77,2%). Portanto, a redugao dimensional se
mostra desvantajosa em relacao a diminuicao de volume, embora a diminui¢do ainda seja

consideravel.

Como dito anteriormente, os resultados dependem do valor escolhido para tensao de
von Mises maxima, e o valor deve considerar a possibilidade dos componentes excederem
as tensoes maximas de projeto das componentes (normal e de cisalhamento), mas também
considerar que as componentes atuam em conjunto. A Figura 27 apresenta os resultados

da otimizacao com tensao maxima de 10 MPa.

Em ambos os casos, a tensao maxima final excedeu a tensao maxima de projeto.
No teste de flexdo (Figura 27a), a tensdo excedeu o limite em regides de concentracao de

tensao, isto é, nos cantos conectados aos apoios. No teste de compressao (27b), as tensoes
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Figura 26 — Resultados de otimizacao topoldgica para o Caso 1.1 com carga de intensidade
2000 N. Representagdo dos niveis de tensao de von Mises, em MPa: (a)
Otimizacdo topoldgica pura, com volume final de 264.635mm?® (8,3% do
volume inicial); (b) Utilizando pré-dimensionamento, com volume final de
614.733 mm? (22,8% do volume inicial).

Fonte: Elaborado pelo autor.

elevadas encontram-se predominantemente proximas a regiao de aplicacao, visto que a
area de aplicagdo é menor que a area da se¢ao transversal. Em ambos os casos, a maior
parte da geometria esta dentro das tensoes de projeto, mas a retirada de material é muito

baixa.

Considerando a Equacao 110, espera-se que a maior se¢ao transversal da viga
pré-dimensionada apresente altura de 154,9mm, o que resultaria em uma tensao de
cisalhamento de 0,97 MPa. Em conjunto com a tensao de flexao de 10 MPa, isso resulta

em uma tensao de von Mises de 10,1 MPa.

Porém, apds a otimizacao, a viga se divide em duas. Assumindo que cada parte

dessa secao transversal apresenta um terco da altura da original e com:

th?
I=2(thr*+— 126
< r 4+ 2 ) (126)
Q =rth (127)
sendo I o segundo momento de area e () o primeiro momento de area, com h = % mm

e sendo r = h a distancia entre as duas partes da secao transversal, disso resulta em uma
tensao de flexdo de 10,4 MPa e de cisalhamento de 0,89 MPa, portanto em uma tensao de
von Mises de 10,5 MPa. Como houve pouca variacao da secdo transversal (devido a baixa
retirada de material), os niveis de tensdo deveriam estar abaixo desse valor, ou pelo menos

proximo. Como as tensoes elevadas estao situadas predominantemente nos cantos, é mais
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Figura 27 — Caso 1 utilizando pré-dimensionamento e tensao de von Mises méaxima de
10,0 MPa. Representagao dos niveis de tensao de von Mises, em MPa: (a)
Flexao com carga de 2000 N, tensdao méaxima de 12,7 MPa; (b) Compressao
com carga de 5000 N, tensao maxima de 12,4 MPa (elemento de tamanho
3mm).

Fonte: Elaborado pelo autor.

provavel que sejam originadas de concentracao de tensao. O fato do tensionamento no
restante do contorno da topologia estd mais proximo 10 MPa contribui também para essa
interpretacao. Porém, para maiores dimensoes isso pode nao se manter, possibilidade que

nao foi testada nesta pesquisa.

A tensao de cisalhamento, por outro lado, apresenta maior contribuicdo em regioes
de menor secao transversal, como préximo ao ponto de aplicagdo de forca. Como a se¢ao
transversal inicial da carga é de 20 mm, isso resulta em uma tensao de cisalhamento de
7,5 MPa, e como a tensao normal nesse ponto é proxima de zero, a tensao de von Mises
total é de 13,0 MPa. Isso, porém, se mostra mais distante dos resultados obtidos por
elementos finitos. Por outro lado, a tensao na regiao de aplicacao da carga se mostra mais

proxima de 10 MPa do que de 7,5 MPa, indicando que essa restricao possa ter sido violada.

Consequentemente, a relagao entre as tensdes maximas para dimensionamento e a
tensao maxima de von Mises para a otimizacao nao é clara. Por um lado, como a estrutura
estd sendo dimensionada como uma viga, seria esperado que ela fosse otimizada com base
nas tensoes usadas para o dimensionamento. Por outro lado, a estrutura gerada pode
violar as premissas da modelagem de viga, tanto pelas dimensoes envolvidas como pela
possibilidade de intersecao das geometrias. Isto é, o resultado do pré-dimensionamento é
uma estrutura continua. Portanto, o critério de von Mises seria mais adequado. O processo
de geracao e otimizacao dessas geometrias deve considerar esses dois lados para a escolha

das tensoes de projeto, mas a relacao entre elas nao é clara.

A Figura 28 apresenta os resultados para o Caso 2. Neste caso, a topologia pré-

dimensionada obteve um volume final mais préximo ao da otimizagao topoldgica pura
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Figura 28 — Resultados da otimizacao topoldgica para o Caso 2. Representacao dos ni-
veis de tensao de von Mises, em MPa (a) Otimizagao topoldgica pura, com
volume final de 593.822mm? (18,6% do volume inicial). (b) Utilizando pré-
dimensionamento, com volume final de 623.840 mm?® (19,5% do volume inicial).

Fonte: Elaborado pelo autor.

(aumento de 5,1%), e o método também conseguiu reduzir a intensidade da concentragao
de tensao. Por outro lado, a distribuicao de tensao nao é tao homogénea, e se mantém

concentrada nos cantos dos apoios e na regiao de aplicacao da carga

A Figura 29 apresenta os resultados para o Caso 3.1. Para a otimizagao topolédgica
pura, o método utilizado foi capaz de eliminar a concentracao de tensao e reduzir conside-
ravelmente o volume. A Figura 29b apresenta os resultados para a otimizagao topoldgica
com pré-dimensionamento. Neste caso, a otimizacao nao foi capaz de diminuir os niveis de
tensdao o suficiente, devido a concentragdao de tensao no canto interno. Por isso, analisou-se

também a possibilidade de utilizar um coeficiente de aumento da se¢ao transversal.

A Figura 30 apresenta os resultados obtidos com a adicdo de um coeficiente
de sobredimensionamento, feito utilizando os mesmos parametros usados para obter os
resultados da Figura 29b (fracdo de volume inicial de 0,1 e elementos de 5mm). O
coeficiente de 1,15 foi suficiente para resultar em uma tensdo méaxima menor que a tensao
de projeto, porém nao foi suficiente para eliminar a regiao de concentracao de tensao, por
isso, quando malhas mais finas sdo usadas a tensao maxima final é maior que a tensao
méaxima de projeto. Para melhor controlar a concentracao de tensao, foi necessario um

sobredimensionamento de pelo menos 1,70.

Esses resultados implicam que, para o controle de concentragao de tensao, o uso de
topologias iniciais de maiores volumes é mais benéfico, ainda que resulte em maior tempo
de otimizacao. Esses maiores volumes iniciais também tendem a resultar em menores

volumes finais.
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Figura 29 — Resultados de otimizacao topoldgica para o Caso 3.1. Representagao dos
niveis de tensao de von Mises, em MPa: (a) Otimizacao topolédgica pura,
com volume final de 384.313mm? (16,0% do volume inicial); (b) Utilizando
pré-dimensionamento, com volume final de 611.341 mm? (22,7% do volume
inicial).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Porém, os parametros de pathfinding também podem ser ajustados para evitar a
formacao desse canto interno. A Figura 31 apresenta o resultado da otimizac¢ao topoldgica
para o Caso 3.2, desenvolvido para testar essa hipotese. A geometria pdde ser otimizada
sem a necessidade de sobredimensionamento e o resultado se mantém para malhas mais

finas.
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Figura 30 — Resultados de otimizagao topoldgica para o Caso 3.1 utilizando coeficiente
de sobredimensionamento. Representacao dos niveis de tensao de von Mises,
em MPa: (a) Coeficiente de 1,15, com volume final de 507.666 mm? (21,2%
do volume inicial); (b) Coeficiente de 1,70, com volume final de 405.546 mm?
(16,9% do volume inicial).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 31 — Resultados de otimizacao topoldgica para o Caso 3.2 utilizando coeficiente de
sobredimensionamento. Representacao dos niveis de tensao de von Mises, em
MPa. Volume final de 597.486 mm? (24,9% do volume inicial).

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.8.3 Tempo de otimizacao

A Tabela 10 compila os tempos de resolucao dos quatro casos analisados, assim
como o volume resultante, e a Tabela 11 apresenta uma comparacao de variacao de tempo
de resolucao e variagao de volume para cada caso, comparando os resultados com e sem

sobredimensionamento.
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Tabela 10 — Resultados dos Casos 1.1, 2, 3.1 e 3.2, com e sem pré-dimensionamento,
em termos de tempo de resolugao e volume final.

Caso Total (min) Num it. Por it. (s) Pré-dim. (s) Volume (mm?3)
L, Sem 1123,3 470 143,4 - 264.635
Com 96,7 448 12,9 38 614.733
N Sem 1386,2 490 169,7 - 593.822
Com 19,9 379 3,0 43 623.840
3.1 Sem 410,0 438 56,1 - 384.313
Com 65,4 110 35,0 64 405.546
3.9 Sem 410,0 438 56,1 - 384.313
Com 42,0 305 7,9 96 597.486

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 11 — Comparacao do tempo de resolucao e volume final
para os Casos 1.1, 2, 3.1 e 3.2, com e sem pré-
dimensionamento.

Caso Variagao de tempo (%) Variacao de volume (%)

1.1 91,4 +132,3
2 98,6 +5,1

3.1 84,0 +6,6

3.2 89,8 +57,1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em todos os casos, houve reducao do tempo de resolugao em aproximadamente
90%, mas o volume resultante apresentou grande variagdo, em um caso sendo mais de duas
vezes maior que o obtido sem pré-dimensionamento (Caso 1.1) e em outro, com aumento
de apenas 5,1% (Caso 2). Isto é, hd uma notavel troca entre tempo de resolugao e volume
final. Porém, a reducao de tempo é muito mais pronunciada que o aumento de volume,
visto que a redugao de volume em relagao ao volume da topologia original é de pelo menos

75% (Caso 3.2).

Nota-se também que, em geral, o nimero de iteragoes necessarias para atingir o
critério de parada é menor para topologias pré-dimensionadas, especialmente no Caso 3.1.
O namero de noés é uma das principais causas da reducao de tempo de resolucao, visto
que eles contribuem para o aumento do tempo de resolu¢ao do problema de elementos
finitos. Como as topologias s@o menores, elas apresentam menor nimero de elementos,
e, portanto, menor nimero de nés, resultando em menor tempo por iteragao externa. O
menor numero de iteragoes também contribui para a reducao do tempo total, mas como
o tempo por iteracdo em geral é consideravelmente menor, sua influéncia no tempo de

resolucao nao é tao significativa quanto seria para a otimizagao pura.
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5 CONCLUSOES

5.1 Conclusdes gerais

Considerando os resultados apresentados, o uso de métodos de dimensionamento
de vigas apresenta grande potencial para a area de projeto estrutural, especialmente para
a automagao de projeto, visto que se mostra bem-sucedido em gerar estruturas continuas
capazes de resistir aos esforcos de projeto quando em conjunto com a otimizagao topologica
(e, possivelmente, com outros métodos de otimizacao estrutural), embora seja necessério
ajustar os parAmetros de dimensionamento e pathfinding para isso em certos casos. E
preciso considerar, porém, que o uso de métodos de otimizacao estrutural tende a ser
necessario para obter estruturas viaveis, visto que os resultados podem nao se encaixar

completamente dentro das premissas de modelagem de vigas.

Em ambos os métodos implementados, é notavel a presenca de uma “troca” entre
reducao de tempo de resolucao e reducao dimensional, e reducao de volume e flexibilidade
(mesmo para as estruturas resultantes de minimizacao de volume, é esperado que o pré-
dimensionamento resulte em maior flexibilidade), embora nao seja uma relagao direta (isto

é, é possivel obter grande reducao de tempo de resolugao com baixo aumento de volume).

A maior vantagem seria nas fases iniciais do projeto estrutural, visto que a analogia
de vigas e a maior velocidade de otimizagao permitem obter resultados funcionais mais
rapidamente, mesmo considerando a necessidade de ajuste dos parametros de pathfinding

e pré-dimensionamento.

Quanto a manufaturabilidade, a redugao dimensional contribui para a diminuicao
da area da base e de superficie das estruturas, o que contribui para a reducao do tempo
de fabricacao em manufatura aditiva, e pode também aumentar a quantidade de pecas
fabricadas por lote. Por outro lado, o aumento do uso de material pode também contribuir
para o aumento dos custos. Em 3D, porém, a diminuicao das dimensoes pode contribuir
também para a diminuicao do material necessario para estruturas de suporte, o que pode
reduzir ou compensar o maior uso de material. Para manufatura subtrativa, as menores
dimensoes significam menor quantidade de material a ser removido, o que é um dos

principais fatores em questao de custo.

5.2 Conclusdes sobre a implementacao em ambiente discretizado

Embora o ambiente discretizado introduza limitagoes (no caso, concentragao de
tensao em contornos irregulares e modelagem imprecisa para vigas diagonais), a imple-
mentacao foi suficiente para demonstrar as caracteristicas do algoritmo para o problema

de minimizacao de flexibilidade: a elevada reducao do tempo de resolugao ao custo de um
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aumento pequeno da flexibilidade da topologia resultante (pequeno em relacao a redugao
de tempo), mesmo considerando que as geometrias obtidas pelo pré-dimensionamento

tendam a ser sobredimensionadas.

O algoritmo se mostrou eficiente na criacao de uma aproximagao da geometria
final, aumentando a velocidade do processo de projeto e otimizacdo sem ocasionar em
grandes prejuizos a qualidade do resultado. Porém, para o ambito tridimensional isso
nao se traduziu tao bem, visto que as simplificagoes usadas nao consideram a direcao de

aplicacao das cargas, resultando em topologias com maior perda de rigidez.

5.3 Conclusoes sobre a implementacao em ambiente continuo

Para a implementagdo em ambiente continuo, utilizando minimizacao de volume, os
resultados também se mostraram promissores: houve grande reducao de tempo de resolucao,
mas volumes finais maiores, embora a reducao ainda seja consideravel em comparagao com

o volume da geometria original.

Porém, o sucesso do pré-dimensionamento é dependente também dos parametros
utilizados para o pathfinding, assim como do volume da geometria resultante do pré-
dimensionamento. O préprio pathfinding apresenta a capacidade de remover cantos internos
da geometria, e o uso do sobredimensionamento pode resultar em volumes finais menores

e baixo tempo de resolucao, ao custo de dimensoes finais um pouco maiores.

A principal questao, porém, seria o uso dos critérios de tensao. Os critérios de
dimensionamento e o de otimizagao sao diferentes e de certa forma contraditérios, visto que
um controla as componentes de tensao e ¢é limitado a vigas, e o outro é mais abrangente e
também menos estrito. Usar o critério de von Mises como principal e selecionar os outros
com base nele, considerando a possibilidade de sobredimensionamento, pode ser uma
solugdo, mas nao ha uma forma clara de obter os pardmetros de dimensionamento a partir

dele e vice-versa.

5.4 Trabalhos futuros

Os resultados deste projeto abrem a possibilidade de novas pesquisas que visem

expandi-lo ou otimiza-lo, como:

1. Projeto de estruturas tridimensionais: utilizar as vigas em um ambiente tridi-

mensional para obter estruturas mais complexas;

2. Estudo de diferentes secoes transversais: no ambiente bidimensional, as se¢oes
transversais tendem a ser retangulares. Porém, em ambientes tridimensionais ha
maior variedade de secoes transversais possiveis, que podem resultar em menor uso

de material;
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Estudar o uso dos critérios de tensao: obter uma relagdo entre os critérios de
tensao usados, ou talvez modificar o critério de tensao da otimizacao topoldgica,

contribuiria para ao aumento da automatizacao do processo;

Desenvolvimento de outros métodos de formagao das vigas redimensiona-
das: o uso de formas primitivas para o redimensionamento das vigas (como circulos,
no caso bidimensional) torna a criacdo da geometria um processo mais simples de ser
implementado. Porém, o nimero de operagoes booleanas necessarias o torna lento, e
h& a possibilidade dos circulos tornarem o contorno mais complexo que o desejado,
aumentando o nimero de elementos necessarios e criando regioes de concentragao de

tensao;

Desenvolvimento de outros métodos de redimensionamento das vigas:
como mencionado anteriormente, o uso de um método que realizasse o redimensiona-
mento ao nivel de cada elemento individualmente, por exemplo, resultaria em uma

abordagem mais geral e com resultados potencialmente mais otimizados;

Utilizar uma implementacao de CSG melhor adaptada ao algoritmo:
uma implementac¢do melhor adaptada poderia aumentar a velocidade de criagdo da

geometria;

Utilizagcao de otimizacao de forma: embora o algoritmo apresentado possa
ser interpretado como uma forma heuristica da otimizagao de forma, esta também
poderia ser utilizada apds a etapa de otimizagdo topoldgica para refinar a geometria

e diminuir ainda mais seu volume e dimensoes.
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APENDICE A - O PROGRAMA TOPY

A.1 Visao geral

O ToPy foi desenvolvido de 2005 a 2009 (Hunter et al., 2017) no Departamento de
Engenharia Mecanica e Mecatronica da Universidade de Stellenbosch, na Africa do Sul por
Hunter (2009). O objetivo foi desenvolver uma implementacao de otimizacao topologica
que utilizasse somente ferramentas gratuitas de codigo aberto, como alternativa ao uso de
programas e linguagens proprietarios, como o MatLab, que é comumente utilizado para
desenvolver implementacoes compactas de otimizacao topoldgica, como a de 99 linhas
desenvolvida por Sigmund (2001), utilizada como base para a implementagao (Hunter,
2009).

Sendo assim, o ToPy é um programa de otimizagao topolégica baseado em SIMP
que utiliza filtragem de sensibilidades e o0 método do critério de 6timo (OC) como base
para a implementacgao, apresentando também algumas extensoes em relagdo ao coédigo

utilizado como base.

A.2 Ferramentas utilizadas
A.2.1 Python 2

O Python é uma linguagem interpretada de alto nivel orientada a objetos (Python
Software Foundation, 2021). Foi inicialmente criado com o objetivo de ser uma linguagem
de scripting, mas a participagao da comunidade desenvolvedora e subsequentes incrementos
as funcionalidades da linguagem a tornaram uma linguagem de programacao de proposito

geral.

A terceira versao da linguagem, conhecida como Python 3, foi lancada em 2008,
sem compatibilidade total com a versao anterior, o Python 2 (Python Software Foundation,
2008), significando que programas e bibliotecas desenvolvidos para versao anterior teriam
de ser adaptados para essa nova versao para funcionar plenamente. O Python 2 continuou
a ser mantido, na forma de sua versao 2.7, até 1 de janeiro de 2020, quando foi declarado
seu fim de vida (Python Software Foundation, 2020).

Embora a maior parte das bibliotecas e programas desenvolvidos com o Python 2
ja tenham migrado a nova versao, bibliotecas e programas que deixaram de ser mantidos

nao conseguem mais funcionar plenamente.
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A.2.2 PySparse

O PySparse é uma biblioteca de resolucao de problemas matriciais que utilizam
matrizes esparsas (Geus, 2002). Foi criada utilizando Python e C++, com o objetivo
de facilitar a resolucao de equagoes de Maxwell com o algoritmo de Jacobi-Davidson. O
Python foi utilizado como interface para facilitar o uso da biblioteca (em especial para
sua aplicagao na biblioteca de elementos finitos PyFemax), e a linguagem C++, para que

a implementacao tivesse maior desempenho.

O PySparse foi desenvolvido em Python 2 e ndo apresenta novas versdes desde
2010 (Geus et al., 2010), ndo havendo sido atualizado para o Python 3.

No ToPy, o PySparse foi utilizado para armazenar a matriz rigidez (K) e realizar

os calculos de elementos finitos.

A.2.3 NumPy

O NumPy é uma biblioteca de calculos matriciais feita em Python e C, com o
objetivo de facilitar seu uso (gragas a interface em Python) e ao mesmo tempo oferecer
um codigo de alto desempenho, sendo aplicado em diversas areas académicas, como na
fisica, quimica e engenharia (Harris et al., 2020). Além de oferecer uma interface intuitiva
para criar e utilizar vetores e matrizes n-dimensionais, também é utilizada como base para
outras bibliotecas com aplicagoes mais especificas, como a SciPy (computagao cientifica),

Pandas (estatistica), Astropy (astronomia), Biopython (biologia), entre outras.

O NumPy foi utilizado para armazenar e realizar operacoes sobre matrizes e vetores

densos, como a matriz de densidades e os vetores forga e deslocamento.

A.24 SymPy

O SymPy é uma biblioteca de computacao simbdlica, utilizada para obter com-
putacionalmente resultados analiticos de equagoes com varidveis incégnitas, incluindo

integragao e derivagao, sendo baseada no NumPy (Meurer et al., 2017).

No ToPy, foi utilizado para calcular a matriz rigidez elementar de cada elemento.

A.2.5 Outras bibliotecas
Para a visualizagao dos resultados, o ToPy utiliza a biblioteca Mathplotlib para
problemas bidimensionais e PyVTK para problemas tridimensionais.

Também sao usadas as bibliotecas Typing, para documentacao do codigo, e Pathlib,

para melhor lidar com caminhos de diretorios e arquivos no sistema.
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A.3 Implementacao
A.3.1 Capacidades e limitacoes

O ToPy é capaz de resolver problemas lineares de minimizacao de flexibilidade,
sintese de mecanismos e conducao de calor, tanto em duas quanto em trés dimensoes,
utilizando topologias iniciais retangulares (em 2D) ou em formato de prisma retangular
(em 3D), mas sem suporte a otimizagdo multiobjetivo. Utiliza apenas restri¢do de volume,
com dois critérios de parada possiveis (iteragdo méaxima ou critério de convergéncia). As
caracteristicas do material e dos elementos sdo sempre tratados como unitarias. Em duas

dimensoes, assume-se regime plano de tensoes.

O programa nao apresenta interface grafica, os problemas e seus parametros sao
descritos inteiramente em arquivos (um por problema). As condigoes de contorno sao
inseridas por né. Elementos ativos (que devem sem mantidos na topologia) e passivos (que

nao devem estar presentes) também podem ser especificados.

A.3.2 Elementos

Apenas elementos de lados de dimensoes iguais sao utilizados. Ha oito elementos

diferentes, cinco bidimensionais e trés tridimensionais:

1. Q4: elemento linear elastico simples com formato quadrilatero regular;

2. Q4T: elemento linear para problemas de conducao de calor com formato quadrilatero

regular;

3. Q4bar: adaptagao do Q4 para obter melhor precisdo em problemas de flexao (Klerk;
A.Groenwold, 2004);

4. Q5B: elemento quadrado linear elastico com equilibrio penalizado (Hunter, 2009,
pp. 24-26);

5. Q4a5B: aperfeicoamento do elemento Q4bar (Hunter, 2009, pp. 26-28);
6. H8: elemento linear elastico simples com formato hexagonal regular;
7. H18B: versao tridimensional do elemento Q4a5B;

8. H8T': elemento linear para problemas de condugao de calor com formato hexagonal

regular.

Os elementos sao criados utilizando o SymPy: as func¢oes de forma sao criadas
simbolicamente e submetidas a deriva¢oes para formar a matriz de interpolacao de defor-
magcao elementar (B). A matriz linear elastica (C) é criada de forma similar. As matrizes

sao utilizadas entao para obter a matriz rigidez (K), que utiliza integragao simbdélica para
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obter seu resultado, e os simbolos sao entao substituidos pelos seus respectivos valores.
Essa integragao ¢ realizada somente na primeira vez que o programa ¢é executado, sendo

entao salva como arquivo.

A.3.3 Anadlise de elementos finitos

O PySparse ¢ utilizado para criar e armazenar a matriz esparsa K, e também para
resolver a equagao matricial do método. Em problemas bidimensionais, a equacao é resolvida
de forma direta por fatorizagao LU. Para problemas tridimensionais, é resolvida de forma
iterativa por gradiente conjugado pré-condicionado (PCG), utilizando sobrerrelaxamento

simétrico sucessivo (SSOR) como pré-condicionador.

Os problemas bidimensionais sao resolvidos por um método direto por ser mais
exato e o nimero de graus de liberdade ser relativamente pequeno (8 por elemento). Para
problemas tridimensionais, o niimero de graus de liberdade é consideravelmente maior
(24 por elemento), significando que para problemas com grande nimero de elementos o
método direto requereria uma grande quantidade de memoria, por isso utiliza-se uma

abordagem iterativa.

A.3.4 Anélise de sensibilidades

As sensibilidades sao calculadas conforme descrito por Sigmund (2001), com adi¢ao
de calculos especificos para condugao de calor e sintese de mecanismos. A implementacao
utiliza funcoes de matematica vetorial e tensorial do NumPy para obter resultados mais

rapidamente.

A.3.5 Restrigdo do espago de solugao

Foi utilizada uma filtragem de sensibilidades de forma iterativa, como implementado
por Sigmund (2001).

Também foi introduzido um “filtro de escala de cinza” (GSF), uma modificacao do
OC baseada em otimizagao sequencial aproximada (SAO) que consiste em adicionar um

fator exponencial ¢ & atualizagdo das densidades, resultando em:

max{(1 = C)p", pmin} s [p"(B")"* < max{(1 = C)p", pmin},
Put1 = min{(1 + {)p#, 1} se min{(1+ Q)p*, 1} < [pH(B*)")4, (128)

[p*(B*)"]e caso contrario

A.3.6 Atualizagdo da matriz de densidades

A atualizagao da matriz de densidades pode ser feita de forma: reciproca, expo-

nencial e diagonal quadratica. A matriz é atualizada de forma iterativa, utilizando as
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operagoes vetoriais do NumPy quando possivel. O programa permite a especificagdo dos

seguintes parametros:

1. ETA: fator de amortecimento (controla a velocidade de variagdo da densidade);
2. APPROX: tipo de aproximagao;

3. P_FAC: fator exponencial p inicial (do SIMP);

4. P__INCR: incremento de p a cada iteracao;

5. P__CON: numero de iteracoes a serem feitas antes do primeiro incremento a p;

6. P_ MAX: valor maximo de p;

\]

. Q_FAQC: fator exponencial ¢ inicial (filtro de escala de cinza - GSF);

8. Q_INCR: incremento de ¢ a cada iteracao;

Ne}

. Q_CON: nuimero de iteragoes a serem feitas antes do primeiro incremento a g;

10. Q_MAX: valor maximo de ¢;

Apenas P__FAC e ETA devem ser obrigatoriamente especificados.

A.3.7 Resultados

Devido a auséncia de interface grafica, os resultados numéricos sao exibidos na
linha de comando e os resultados graficos sao salvos como arquivo. Para problemas

bidimensionais, sao salvos no formato PNG, e para problemas tridimensionais, no formato

VTK.

Sao exibidos a cada iteragdo: o nimero da iteracao, o valor da funcao objetivo, o
volume da topologia, a méxima variacao absoluta da matriz de densidades, o fator p, o
fator ¢, o n médio e a quantidade de elementos totalmente sélidos ou vazios em relagao ao

volume total.
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