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RESUMO

DE ANGELIS, V. S Feixes microestruturados compostos de superposicoes
continuas de feixes de Bessel ideais de ordem arbitraria para aplicagcoes em
aprisionamento 6ptico. 2022. 130p. Dissertacao (Mestrado) - Escola de Engenharia de
Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2022.

A utilizacao de feixes estruturados em sistemas de aprisionamento éptico tem possibilitado
a obtencao de caracteristicas inovadoras de manipulacao éptica. Este trabalho lida com
um feixe estruturado nao difrativo construido por meio de uma superposicao de feixes
de Bessel ideais co-propagantes de mesma ordem, mesma frequéncia angular mas com
diferentes angulos de dxicon que ficou conhecida na literatura como Frozen wave. De
caracter tedrico-computacional, este trabalho teve como primeiro objetivo comparagoes
graficas de forgas opticas calculadas pelo método da expansao multipolar da forca optica
truncado em termos de quadrupolo com a rigorosa e exata teoria generalizada de Lorenz-
Mie para diferentes tipos de feixes incidentes sobre uma particula esférica homogénea. Os
resultados mostram que os dois métodos estao de acordo, sugerindo, portanto, que hd uma
conexao intrinseca entre eles. O segundo objetivo consistiu na analise de forgas Opticas
produzidas por uma superposi¢ao continua de feixes de Bessel ideais de ordem arbitraria
sobre particulas de Rayleigh. As simulagoes revelam que tal superposicao, estruturada
sobre distancias longitudinais da ordem de dezenas de micrometros, consegue aprisionar
estavelmente particulas absortivas em trés dimensoes, além de permitir o aprisionamento
destas particulas em miltiplos planos paralelos ao longo da direcao de propagacao e a

transferéncia de momento angular orbital.

Palavras-chave: Feixes estruturados. Aprisionamento 6ptico. Forcas 6pticas. Transferén-

cia de momento angular.






ABSTRACT

DE ANGELIS, V. S Microstructured light beams composed of a continuous
superposition of arbitrary order ideal Bessel beams for applications in

optical trapping. 2022. 130p. Dissertagao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao
Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2022.

Structured light beams have been used in optical trapping systems allowing innovative
functionalities to optical manipulation. This work deals with a nondiffracting strucutured
beam composed of a superposition of ideal Bessel beams with the same order and angular
frequency but with different axicon angles, known in the literature as Frozen wave. Being a
computational and theoretical work, the first aim was to explore graphical comparisons of
the radiation forces calculated via the multipole expansion of optical force up to quadrupole
terms with the rigorous and exact generalized Lorenz—Mie theory for different incident
beams on a homogeneous spherical particle. The results show a great agreement between
both methods, thus suggesting an intrinsic connection between them. The second aim was
to analyse optical forces produced by a continuous superposition of ideal Bessel beams
with arbitrary order on Rayleigh particles. The simulations reveal that this superpostion
when structured over longitudinal distances of tens of micrometers is able to stably trap
absorptive particles in three dimensions, besides allowing trapping of these particles in
multiple parallel planes along the propagation direction and the transfer of orbital angular

momentum.

Keywords: Structured beams. Optical trapping. Radiation forces. Transfer of angular

momentum.
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1 INTRODUCAO

Na segunda metade do século XIX, Maxwell previu a natureza eletromagnética
da luz,! o que implica, tanto do ponto de visto do eletromagnetismo cldssico quanto da
mecanica quantica, que a luz carrega momento linear.? Nos processos de interacao da
luz com a matéria ocorrem os fendmenos de espalhamento, refracdo e absorcao, os quais
alteram o momento linear da luz. Como consequéncia, pela segunda lei de Newton, a
variagao temporal deste momento sugere que a luz exerce uma forca sobre a matéria,

denominada de forca de radiacdo.®*

A forca de radiacao foi verificada experimentalmente pela primeira vez por Lebedev®
e Nichols e Hull® em 1901, os quais observaram deflexdes em uma balanca de torsao
produzidas por uma lampada a arco voltaico. Mie” e Debye® respectivamente, em 1908 e
em 1909, assumindo uma onda plana como luz incidente, formularam um modelo fisico
exato para o célculo da forca de radiagao sobre particulas esféricas a partir das equagoes de
Maxwell. Este modelo é conhecido como teoria de Lorenz-Mie (LMT, do inglés Lorenz-Mie
theory) sendo também denominado de teoria de Lorenz-Mie-Debye. A forca de radiagao
produzida por uma onda plana sempre atua na direcao de propagacao da onda, tendendo,
portanto, a empurrar a particula. Forcas de radiacao que atuam na direcao de propagacao
da onda sao categorizadas como forca de pressao de radiagdo, também conhecida como

forca de espalhamento.??

Como tanto as forgas de pressao de radiacao previstas pela LMT quanto as forcas
medidas experimentalmente eram muito pequenas em relagao as forcas de atrito atuantes
sobre as particulas, ndo havia muito interesse pratico na forca de radiagao na primeira
metade do século XX.* Os tnicos trabalhos envolviam a analise da forca de radiacao no
espaco como em sistemas de propulsdao a vela solar.'® Devido a auséncia de forcas de
atrito no espago e pelo fato do material da vela ser altamente reflexivo, aumentando, desta
forma, a forca de pressao de radiacao produzida pela luz do Sol, a vela solar consegue ser
impulsionada com uma aceleracao consideravel. Para uma vela de formato quadrado de

drea 0,820 km? e densidade superficial 5,27g/m?, uma aceleracio de 1,56 mm/s? pode ser
obtida.!!

1.1 Pincas 6pticas

O aprisionamento 6ptico comegou a ter interesse pratico apos a invencao do laser
na década de 1960.'? Utilizando um feixe altamente focalizado, Ashkin et al.!® reportaram
em 1986 a primeira observacao do aprisionamento estavel em trés dimensoes de particulas
micrométricas proximo do foco do feixe. Esta técnica de manipulacao optica nao invasiva

que faz uso de apenas um tnico feixe laser para aprisionamento ficou conhecida na
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literatura como pinca éptica.® 4 1% Deste experimento, foi identificado outro tipo de forca
de radiacao: a forca gradiente, a qual é proporcional ao gradiente de intensidade do feixe e
atrai a particula para as regioes de maxima intensidade.'® Para que haja o aprisionamento
tridimensional estavel de uma particula em um sistema de pinga 6ptica, a forca gradiente
deve ser maior do que a for¢a de espalhamento. Por isso, para aumentar o gradiente de
intensidade do feixe, se faz necessario que o feixe incidente passe por uma lente objetiva

de alta abertura numérica e de baixas aberracoes épticas.'®17

Experimentos com pincas 6pticas mostram que tais sistemas conseguem aprisionar
desde particulas muito pequenas com tamanho de 1 nandmetro'® até particulas com
tamanho de dezenas de micrometros.!” A forca de radiacdo pode atingir desde alguns
femtonewtons até cerca de 100 pN'? e a particula consegue ser movimentada com resolucao
de poucos Angstroms (107'% m).!* Tanto esta faixa de tamanho da particula quanto
da amplitude da forca de radiacdo torna a pinga Optica uma oOtima ferramenta para
manipulacao e caracterizacao de particulas biolégicas e macromoléculas, o que tem sido
realizado desde a década de 1990.% Com a pinca éptica foi possivel, por exemplo, caracterizar
as propriedades mecéanicas de biomoléculas e motores biolégicos naturais como a miosina
e a cinesina, estruturas responsaveis pela maioria das formas de movimento dentro da

célula.? 2!

A pinca éptica também tem sido utilizada em outras areas do conhecimento. A
habilidade deste sistema em transportar e modificar células com precisao tem sido testada,
por exemplo, em técnicas de fertilizacao em vitro.?? Outras aplicacoes sdo encontradas em
areas da fisica e da quimica. Na area de nanotecnologia, a pinga 6ptica tem sido utilizada
na caracterizacdo e no controle de nanodispositivos.'® J4 na drea de termodinamica
estocastica, a pinga 6ptica tem permitido a investigagao de propriedades estatisticas em
nano sistemas chegando-se a conclusoes surpreendentes como a violagao da segunda lei da
termodinamica por curtos intervalos de tempo nestes sistemas por causa da presenca de

~ 7 . =
flutuacoes térmicas.!%23

1.2 Aprisionamento 6ptico utilizando feixes estruturados

Nas primeiras décadas apds o desenvolvimento da pinga Optica, apenas era utilizado
como feixe incidente o modo Gaussiano fundamental da fonte laser. A partir do final
dos anos 1990, feixes estruturados comegaram a ser introduzidos em sistemas de pinga

Sptica. s 14,24-26

A geracao de feixes estruturados ocorre por meio de elementos 6pticos difrativos
(DOE, do inglés Diffractive Optical Elements). O funcionamento dos DOEs se d4 no plano
de Fourier da objetiva tal que a distribuicdo de campo do feixe estruturado no plano de

aprisionamento (foco da objetiva) corresponde a transformada de Fourier da distribuigao

no plano do DOE. O mais comum destes elementos é o modulador espacial de luz (SLM, do
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inglés Spatial Light Modulator). A luz do feixe laser difratada pelo SLM adquire o padrao
de fase de um holograma gerado por computador. Um sistema de aprisionamento éptico
que faz uso de feixes gerados holograficamente, como no caso de SLMs, é comumente

denominado de pinca éptica hologréfica.? 42

Devido a propriedades intrinsecas de determinados feixes estruturados, novas
caracteristicas de manipulacao 6ptica podem ser obtidas.?” " Dentre tais propriedades
destacam-se as encontradas em feixes de ordem superior, ou seja, que apresentam carga
topoldgica nao nula e em feixes invariantes a propagacgao, os quais pertencem a classe de

ondas eletromagnéticas nao difrativas.?®

Feixes estruturados de ordem superior via de regra apresentam a propriedade de
seus campos elétrico e magnético terem um termo de fase com dependéncia azimutal ¢ da
forma exp(jr¢), sendo ¥ um nimero inteiro que representa a ordem e a carga topoldgica do
feixe *. Este termo faz com que as frentes de onda tornam-se helicoidais, sendo, portanto,
associado a helicidade do feixe. Para v > 0, a helicidade é positiva enquanto que para
v < 0, ela é negativa.? Por causa deste termo de fase, feixes de ordem superior apresentam
intensidade nula no centro, e, por isso, recebem a categorizacao de feixes ocos ou vortices
6pticos.® Além disso, como consequéncia da helicidade, tais feixes carregam momento
angular orbital (OAM, do inglés, Orbital Angular Momentum) que pode ser transferido
para a particula fazendo a mesma orbitar em relacdo ao eixo éptico do feixe.?*32 Esta,
transferéncia foi observada em particulas absortivas (com perdas)?*3? e em particulas
birrefringentes.? Em um sistema de pinca éptica, a transferéncia de OAM para particulas
absortivas foi demonstrada pela primeira vez utilizando feixe de Laguerre-Gauss de ordem

superior.3%:37

Solugoes eletromagnéticas nao difrativas sdo aquelas que conseguem manter a
distribuicao espacial de campo inalterada por distancias muito maiores do que aquelas

28,38 () feixe ndo difrativo mais comum é o

observadas, por exemplo, em um feixe Gaussiano.
feixe de Bessel (FB).??%0 O perfil de intensidade transversal de um FB ideal ¢ caracterizado
por uma fungao de Bessel de primeira espécie, a qual apresenta miltiplos anéis que se
estendem indefinitivamente na direcao transversal ao eixo éptico, como mostrado na figura
1(a) para um FB ideal de ordem zero (v = 0). Logo, o FB ideal apresenta fluxo de energia
infinito. A realizagdo préatica do FB se d4 por meio dos feixes de Bessel-Gauss (FBG), cujo
perfil de intensidade transversal é dado por funcao de Bessel apodizada por um envelope

gaussiano. 142

Ao contrario de FBs de ordem zero, FBs de ordem superior v > 1 apresentam
intensidade nula ao longo do eixo éptico e a regiao de intensidade méaxima é caracterizada

por um cilindro de intensidade constante (ndo nula) como mostrado na figura 1(b) para um

Uma excecdo a esta regra sao os feixes de ordem superior com polarizagdo azimutal e simetria
azimutal.?”
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FB ideal de ordem v = 5. Assim como feixes de Laguerre-Gauss de ordem superior, FBs
de ordem superior carregam OAM.** Foi demonstrado experimentalmente, utilizando-se
particulas de poliestireno absortivas, que caso, a particula seja muito menor do que o raio
do cilindro de maxima intensidade, ela, além de ser aprisionada nesta regido, ira orbita-la,
adquirindo OAM. Caso a dimensao da particula seja da ordem do raio do cilindro, h& apenas
aprisionamento estével sem transferéncia OAM.** Aprisionamento 6ptico de particulas
dielétricas nos multiplos anéis de um FB também foi observado experimentalmente, tanto

para um FB de ordem zero*>4® quanto para FBs de ordens superiores.*’

Figura 1 — Perfil de intensidade transversal de um FB ideal de ordem v = 0 (a) e de ordem

v =75 (b).
(IEVIEy))* (x. y, 2=0) (IEIED? (x, y, 2 = 0)
0.14
0.12
0.1
E 0.08
E
» 0.06
0.04
0.02
-10 -5 0 5 10
y (mm)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo um feixe nao difrativo, o FB consegue manter o perfil de intensidade trans-
versal [figuras 1(a)-(b)] & medida que se propaga.’’ No caso do FB ideal, esta manutengao
se da ao longo de todo o eixo de propagacao devido aos infinitos anéis que fornecem energia
constantemente para que o perfil permanega inalterado evitando, portanto, o alargamento
espacial provocado pela difracdo.?® No caso do FBG, a manutencao do perfil transversal
ocorre até certa distancia, denominada de zona de Bessel ou distancia de propagacao
nao difrativa, a qual é limitada pelo spot do envelope gaussiano e pelo angulo de axicon,
parametro intrinseco do FB. Portanto, quando um objeto opaco é colocado dentro da zona
de Bessel, o FB apresenta a propriedade de se auto reconstruir, recuperando o perfil de

intensidade transversal original apds certa distancia.*®

Um método teérico baseado em uma superposicao de FBs co-propagantes de mesma
frequéncia angular wy mas com diferentes angulos de 4xicon foi desenvolvido em 2004*°
e ficou conhecido na literatura como Frozen Wave (FW). Realizando-se uma escolha

adequada da amplitude e da fase de cada FB constituinte da superposicao, a intensidade
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do feixe ao longo da diregao de propagagao (daqui para frente correspondente ao eixo z)
pode ser controlada de forma que a mesma siga a amplitude de uma fungao F'(z) arbitraria
dentro de um intervalo —L/2 < z < L/2. Desde entdo, duas metodologias foram adotadas
na formulacao das FWs. Na primeira, a FW é construida por meio de uma superposicao
discreta de FBs de 2N + 1 FBs.? J4 na segunda, a construcao é realizada por meio de

uma, superposicao continua de FBs.?"

Na literatura, os estudos sobre FWs inciaram-se com uma formulacao escalar para
a superposicao discreta de FBs ideais, tanto de ordem v = 0*° quanto de ordem superior.®!
Sendo de natureza escalar, tal formulacao é adequada apenas sob condi¢oes paraxiais de
modo que a intensidade do feixe resultante pode ser controlada apenas em um intervalo
longitudinal L da ordem de centimetros (aproximadamente 1000 vezes o comprimento de
onda ), do feixe).15% Uma FW escalar de energia finita construida por meio de uma

superposicao discreta de FBGs de ordem arbitraria também ja foi estudada.®

Posteriormente, uma formulacao vetorial, aplicada para diversos tipos de polariza-
¢ao, foi desenvolvida para a superposicao discreta de FBs permitindo a estruturagao do
feixe em um comprimento longitudinal L na faixa micrométrica.’® No entanto, tal formu-
lagao é limitada a valores de L da ordem de centenas de micrometros, ja que para valores
de L menores (como na faixa de dezenas de micrdémetros) o ntimero de FBs propagantes
na superposicao é reduzido e, por consequéncia, o feixe resultante nao consegue seguir

satisfatoriamente a amplitude da fun¢ao F(z) ao longo da diregdo de propagagcao.

Geragoes experimentais de superposicoes discretas escalares de FBs tém sido
reportadas na literatura.’®°® Naturalmente, sendo escalares, elas sao nao adequadas para
aplicagoes na area de aprisionamento optico, ja que os perfis gerados se estendem por
dezenas de centimetros sobre a direcao de propagacao. No entanto, elas podem ser aplicadas

em outras areas como no guiamento de atomos.?”

Apesar de ainda nao terem sido geradas experimentalmente, as superposigoes conti-
nuas de FBs tém-se mostrado muito promissoras para aplicagbes em aprisionamento 6ptico.
Enquanto a formulacao vetorial das superposicoes discretas sdo limitadas a modelagem de
um padrao longitudinal sobre distancias na faixa de centenas de micrémetros, a formulacao
vetorial das superposigbes continuas consegue reproduzir a amplitude da fungdo F'(z2)
satisfatoriamente em distancias longitudinais da ordem de dezenas de micrometros. Além
disso, ao contrario da superposicao discreta de FBs ideais, a superposicao continua de
FBs ideais é de energia finita sendo, portanto, possivel de ser gerada na pratica, sem a

necessidade de ser formulada em termos de FBGs.?”

A FW tem se mostrado muito promissora na area de aprisionamento O6ptico,
permitindo novas possibilidades de manipulacao 6ptica. Como tal feixe estruturado mantém
as mesmas propriedades nao difrativas e de auto-reconstrugao dos FBs, multiplos planos

de aprisionamento estaveis e tridimensionais ao longo da dire¢do de propagacdao podem ser
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obtidos. Além disso, as posi¢oes destes planos podem ser controladas bastando garantir
que a derivada da fungdo F'(z) tenha um alto valor nestes planos de forma que a forga
gradiente supere a forca de espalhamento e, logo, o aprisionamento tridimensional possa ser
atingido. O uso de FBs de ordem superior na superposi¢ao permite ainda a transferéncia
de OAM.

Em 2020, foi demonstrado experimentalmente o aprisionamento éptico de micro-
particulas utilizando uma superposicao discreta de FBs de ordem zero. Modelada por meio
de uma fungao F(z) descrita por dois degraus unitarios localizados em pontos distintos
ao longo de z, a superposicao foi capaz de gerar pontos de aprisionamento estaveis e

tridimensionais em diferentes planos ao longo da direcio de propagacao.®

1.3 Calculo de forcas opticas

O céalculo exato da forga 6ptica produzida por um feixe incidente arbitrario sobre
uma particula de raio a pode ser realizado por meio da Teoria Generalizada de Lorenz-Mie
(GLMT, do inglés Generalized Lorenz-Mie Theory). Sendo uma generalizacao da LMT,
os campos incidente e espalhado pela particula sao descritos por meio de uma expansao
de ondas parciais com coeficientes, denominados de fatores de forma, responsaveis pela

completa caracterizacao do feixe incidente.?® %

Outro método exato é por meio da expansao multipolar da forga éptica (MEOF,
do inglés Multipolar Expansion of Optical Force) na qual o campo espalhado é escrito
como a soma dos campos radiados por multipolos elétricos e magnéticos. Dessa forma,
uma expressao analitica para a forca Optica é obtida resolvendo-se a integral de superficie
do tensor de stress de Maxwell sobre a particula.®® %2 Existem métodos numéricos que se
baseiam na determinacao numérica do campo espalhado e no calculo numérico da integral
de superficie do tensor de stress de Maxwell para a determinacao da forga optica. Dentre
eles destacam-se o método de elementos finitos e o método das diferencas finitas no dominio
do tempo (FDTD, do inglés, Finite-Difference Time-Domain).>%

Aproximacgoes podem ser realizadas no calculo da forga optica a depender do
tamanho da particula em comparacao com o comprimento de onda A\, do feixe incidente.
Com tais aproximacoes, o calculo da forca é simplificado e expressoes analiticas simples
sao obtidas. Quando a << \,,, o comportamento da particula pode ser aproximado para a
de um dipolo elétrico em um campo elétrico nao uniforme.%*% Este regime é denominado
de regime de Rayleigh. Ja quando a >> A, a interacao entre a particula e o feixe é descrita
pelas leis da éptica geométrica: reflexao e refracao, ja que nesse caso a propagacao do
feixe por meio de raios de luz é precisa e os efeitos difrativos tornam-se despreziveis. Esse
regime ¢ conhecido na literatura como aproximacao por éptica de raios ou regime de

Optica Geométrica.? 1766
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1.4 Objetivos

Este trabalho é de caracter tedrico-computacional e apresenta dois objetivos deta-

lhados a seguir.

Por meio de uma revisao de literatura, observou-se a auséncia de trabalhos ex-
plorando a comparagao entre o método da MEOF e outra teoria exata como a GLMT
para uma particula esférica. Considerando uma onda plana como feixe incidente, Mobini
et al.®” comparou o método da MEOF com o método numérico da FDTD realizado no
software comercial COMSOL. Diante disto, o primeiro objetivo deste trabalho consistiu
em realizar comparagoes entre o método da MEOF e a GLMT para diferentes tipos de
feixes incidentes dentre eles o feixe Gaussiano, o FB ideal e a superposicao discreta de FBs
ideais. Limitou-se a andlise para o método da MEOF truncado até termos de quadrupolos

elétrico e magnético.

O segundo objetivo consistiu em simulagoes de forgas épticas produzidas pela
superposicao continua de FBs ideais de ordem arbitraria v sobre uma particula esférica
visando aplicagoes em aprisionamento éptico. Explorou-se possibilidades de se obter pontos
de aprisionamento estaveis e tridimensionais em diferentes planos ao longo da direcao
de propagacao além da transferéncia de OAM para a particula. A andlise das forgas foi

realizada apenas no regime de Rayleigh.

Os algoritmos foram desenvolvidos em Matlab, ja que este é um dos softwares mais

utilizados em engenharia e no meio cientifico.

1.5 Estrutura do trabalho

O capitulo 2 realiza a descricao dos feixes incidentes utilizados no célculo das forgas
opticas. Partindo-se da solucao da equagao de onda escalar em coordenadas cilindricas,
obtém-se a descrigao do feixe escalar Gaussiano modo fundamental (v = 0), do FB ideal
de ordem arbitraria v e de ambas as superposicoes discreta e continua de FBs ideais
também de ordem arbitraria v. Logo apds, as solugoes vetoriais de todos estes feixes sao

construidas.

No capitulo 3 tem-se a descricdo da GLMT conforme apresentado por Gouesbet
e Gréhan.”® As solucoes eletromagnéticas dos campos incidente, espalhado e interno sao
determinadas a partir dos potenciais escalares de Bromwich. Depois, as forcas opticas sao
determinadas em termos dos fatores de forma do feixe incidente e dos coeficientes de Mie

de espalhamento.

Ja no capitulo 4, o método da MEOF ¢é descrito. A expressao da forca éptica
truncada até termos de quadrupolos é obtida limitando a descri¢gdo do campo espalhado a
apenas contribuicoes de dipolos e quadrupolos (elétricos e magnéticos). Depois, o regime

de Rayleigh é apresentado, mostrando que na formulagao da MEOF a forca optica em
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particulas de Rayleigh corresponde apenas a contribuicao de dipolo elétrico.

Os resultados sao apresentados no capitulo 5. No capitulo 6 tem-se as conclusoes e

as perspectivas para trabalhos futuros.
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2 DESCRICAO DOS FEIXES ESTRUTURADOS

Neste capitulo é apresentado o formalismo matematico para a descri¢gao de feixes
de luz. Inicialmente, parte-se da descricao escalar na secao 2.1. Ja na secao 2.2, as solugoes
vetoriais, ou seja, aquelas que satisfazem todas as equagoes de Maxwell, sao construidas a
partir das solugoes escalares. Por fim, a consideracao da poténcia da fonte dptica é tratada

na secao 2.3.

2.1 Feixe escalar

Considere a equagao de onda escalar em coordenadas cartesianas (z, y, z) em um
meio homogéneo, isotropico, nao dispersivo, sem perdas e sem absorcao, caracterizado por

uma permissividade €,, e uma permeabilidade f,,, ambas reais®:

UL N

82 " By | 022 WW)‘I/(%%ZJ) =0, (2.1)

em que U, = 1//éniim € a velocidade de fase da onda no meio e ¥(z,y, z,t) uma funcao
escalar.

Como os feixes mais comuns produzidos em laboratério apresentam simetria ci-

lindrica, é conveniente expressar a equagao 2.1 em coordenadas cilindricas (p, ¢, 2)%:

(82 19 1 0 0? 1 02

Por separacao de varidveis, pode-se expressar a fungao escalar W(p, ¢, z,t) como:

U(p, ¢, 2,1) = 9o(0)9¢()9=(2) g (1), (2.3)

em que g,(p) ¢ uma funcdo que depende apenas de p. Analogamente para as demais
fungoes g4(¢), g.(2) e g.(t). Substituindo a equacdo 2.3 na equagdo de onda escalar 2.2,

obtém-se as seguintes equacoes diferenciais:

L9 gk ) (2.4a)
‘ifgj = gs1”, (2.4b)
- (2.40)
ig; g, (2.4d)

em que identificam-se as constantes reais k,, k. e w como sendo o nimero de onda transver-

sal, o nimero de onda longitudinal &, e a frequéncia angular (temporal), respectivamente. A
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constante v serd identificada como a ordem do feixe, como sera visto a seguir. Substituindo-
se as equagoes diferenciais na equagao 2.2, obtém-se a seguinte relagao entre as constantes:
2
w
12, 12
— =k, + k, (2.5)
U’m

conhecida como relacao de dispersao.®®

A equacgao 2.4a refere-se a equacao diferencial de Bessel e suas solugoes linearmente
independentes sao dadas por J,(k,p) e Y, (k,p) em que J,(.) e Y, (.) referem-se as fungoes
de Bessel de ordem v de primeira espécie e de segunda espécie, respectivamente.®” ™ Como
as solugoes abordadas neste trabalho sao finitas na origem, g,(p) é expresso apenas em

funcao de J, (k,p).

As solucoes linearmente independentes da equagao 2.4b sdo g4(¢) = exp(£jro).
Como a condicao de fronteira g,(¢ + 2m) = g,(¢) deve ser satisfeita, segue que v =
0,£1,%£2,..., ou seja, v € Z.

J4 as solucgoes linearmente independentes das equagoes 2.4¢ e 2.4d sao, respectiva-

mente, g,(z) = exp(£jk.z) e g(t) = exp(Fjwt).

Portanto, as solugoes das equacoes diferenciais em 2.4 sao dadas por:

9p(p) = /0 h G, (kp)kpJo (kop)dk,, (2.6a)
9o(0) = V_io G,e?, (2.6b)

0.(2) = [ Gulk)e 7 dk, (26¢)
alt)= [ Z G (w)e™tduw, (2.6d)

em que Gy, (k,) refere-se a transformada de Hankel de ordem v da funcao g,(p) e G, aos
coeficientes da série de Fourier associada a funcao g4(¢). J& Gy, (k.) e Gy (w) referem-
se, respectivamente, as transformadas de Fourier de ¢.(z) e g,(¢). O sinal negativo da
exponencial exp(—jk,z) se dd pela escolha da convengao exp(jwt) para a dependéncia
temporal de tal forma que exp(jwt — jk,z) representa uma onda plana propagante na

dire¢do +z quando w > 0 e 0 < k, < w/up,.

Portanto, para uma determinada ordem v € Z, a solucdo V¥, (p, ¢, z,t) da equagao

de onda escalar em coordenadas cilindricas é dada por?®:

U, (p, 6, 2, ) = e /0 h [ O:o [ o; kody (kop)e 0B 00 (k, k) dkodwdk,,  (2.7)

sendo
E(kza kpa CU) = ka<kﬂ)sz(kz)Gw(w)v (28)

a funcao espectral de U, (p, ¢, z,t).
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Pela relacao de dispersao, nota-se que as varidveis k., k, e w nao sao totalmente
independentes entre si. Desse modo, o feixe escalar pode ser caracterizado por uma nova
funcao espectral A(k,,w) com dependéncia em k, e w, por exemplo. Assumindo-se que

apenas ondas propagantes (0 < k, < wg/u,,) estdao presentes na superposigao U, tem-se?®:

— w2
U(k,, kyw) = A(k,,w)o (kz “\z kg), (2.9)
sendo d(.) a fungdo de Dirac. Logo, substituindo-se 2.9 em 2.7 tem-se:
) 00 rwo/Um N .
U, (p, ¢, 2,t) = eW/ / kyJu(k,p)e "V eI Ak, w)dk,dw. (2.10)
—o0 JO

Como este trabalho envolve apenas solugoes monocromaticas (feixes), ou seja,
ondas eletromagnéticas com frequéncia angular Gnica w = wy > 0, o espectro A(k,,w) deve
satisfazer: A(k,,w) = S(k,)d(w —wp). Considerando solu¢oes harménicas com dependéncia
temporal da forma exp(jwyt), a solugao W, (p, ¢, z,t) passa a ser expressa em termos de
uma fungdo espectral unidimensional na varidvel k,, ou seja, S(k,)**:

—jzr | - —k

) ) wo /Um %
U, (p, 6, 2, 1) = eI"Peiont /0 T k3 p)e T VTS (k,)dk,, (2.11)

A solug¢ao apresentada em 2.11 é interpretada como uma sobreposicao de ondas

harmonicas propagantes em +z cujas amplitudes e fase sao determinadas pelo espectro
S(k,).

A equacao 2.11 pode ser reescrita em termos do nimero de onda longitudinal k..
Da relacao de dispersdo em 2.5, tem-se que dk, = —(k,/k,)dk,. Logo:

i fum 2 .
U, (p, 6, 2,1) = eiVoeiont / L (p 0 k2> e~ %=k, S(k.)dk, (2.12)
0 u

m
agora com o espectro S dado em termos de k,.

Como todos os feixes presentes neste trabalho apresentam dependéncia temporal

da forma exp(jwot), este fator serd omitido daqui em diante.

2.1.1 Feixe Gaussiano

O feixe Gaussiano escalar apresenta o seguinte espectro®®:

w2 2 Wo
S(k,) = 7%*’%70, (2.13)

em que Wy se refere ao raio do spot do feixe no plano z = 0, ou seja, no plano onde o feixe
apresenta menor largura, conhecido como plano da cintura do feixe Gaussiano. A andlise
sera feita para o modo fundamental que corresponde a v = 0, modo de mais baixa ordem

gerado pelas fontes lasers.?!
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Uma solugao analitica para o feixe Gaussiano escalar Wy(p, z) pode ser obtida
utilizando-se a aproximacgao paraxial, que considera que o feixe é extremamente direcional
e propaga-se aproximadamente na direcao z, com variagao lenta na direcao transversal.

Matematicamente, tal aproximagao é dada reescrevendo o nimero de onda longitudinal da

forma3!:
wi wo 1 k2
k,= | — — k2 —[1—=-L]. 2.14
z U?n o Um ( 2 L§ ( )

Substituindo-se as equacoes 2.13 e 2.14 na equacgao 2.11, obtém-se:

7% . W oo _ 1.2 W72_ 2z um
Uo(p, 2) = e 7o [ kyJo(kap)e (" ﬂzwo)dk,,

w, 1  (Srm) (2.15)

CcoI1n:

D(z) (2.16)

_1—j§,—§:—i_l—j2zwio’

em que o pardmetro s = u,,/(woWy), definido como o fator de confinamento do feixe
Gaussiano, quantifica quao focalizado é o mesmo em z = 0 (cintura do feixe). Nota-se que,
pela equagao 2.15, W, refere-se, de fato, ao raio da cintura do feixe no plano z = 0, ou
seja, a distdncia transversal nesse plano sobre a qual a amplitude do perfil ¥q(p, z) ao

quadrado (|¥y(p, 2)|?) decai em 1 /2357

Observa-se que quando s — 0 (Wy — o0) tem-se D(z) — 1, ou seja, o perfil
transversal de campo nao depende de z e ¥y(p, z) equivale a uma onda plana. Feixes
Gaussianos colimados apresentam s ~ 1073 e convergem (divergem) lentamente do plano
2z = 0. J4 feixes Gaussianos altamente focalizados apresentam s ~ 1072 e convergem
(divergem) rapidamente do plano z = 0, ou seja, sao altamente difrativos. O limite teérico

para o pardmetro s corresponde a Wy = A\, = 27/ (wp/um), ou seja, s ~ 0, 16.

2.1.2 Feixe de Bessel ideal

O espectro de um FB ideal é caracterizado por k, constante®®:

S(hy) = (ki — “2sen)), (2.17)

k, u

com f € [0,7/2]. Logo, k, = (wo/um)senp e, pela equacao 2.5, k, = (wo/u,)cos. Como
k, ¢ constante, o espectro do FB ¢ caracterizado por um anel de amplitude constante
no plano k, x k, (plano de Fourier). Portanto, um FB ideal pode ser interpretado como
uma superposicao de ondas planas de mesma amplitude e fase e cujos vetores de onda

localizam-se em uma superficie conica com angulo de cone 3, como mostrado na figura 2. O
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angulo § é denominado de angulo de dxicon em referéncia ao elemento éptico responsavel
por gerar FBs em laboratorio. Tal elemento constitui em uma lente refrativa de formato

conico responséavel por orientar os vetores de onda sobre esta superficie conica.?® "

Figura 2 — Representagao dos vetores de onda que compoem um feixe de Bessel ideal.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Substituindo-se a equacao 2.17 em 2.11, obtém-se a expressao analitica para o FB

escalar ideal de ordem 13?:

U, (p,p,2) =], <wosen(ﬁ)p> e OF (2.18)

Observe que a amplitude do FB ideal escalar |V, (p, ¢, z)| independe da distancia
longitudinal z, demonstrando a natureza nao-difrativa desse feixe. Além disso, essa ampli-
tude é dada por uma fun¢do de Bessel de ordem v, cuja regiao de maxima intensidade

consiste em uma superficie cilindrica de raio p = p.esc dado pela primeira raiz da equagao:

dJ, (kyp)

= 2.1
dp ‘P:pc,esc O ( 9)

Para v = 0, tem-se um caso especial em que a superficie cilindrica de intensidade

maxima colapsa sobre o eixo z, ou seja, peesc = 0.

2.1.3 Superposicao discreta de feixes de Bessel

O espectro de uma superposicao de 2N + 1 FBs ideais de mesma frequéncia angular
wp mas com diferentes angulos de axicons (3, é dado por:
Sty =L 3 4 5(ky — “Lsens,) (2.20)
P 2 . nO\Fe = %, n) :

P n=— m

em que os coeficientes A, ponderam a amplitude e a fase de cada FB. Nota-se que os
numeros de onda transversais e longitudinais de cada FB que compoe a superposicao sao

dados por: k,, = (wo/um)sen(B,) € k. = (wo/um)cos(By).
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Substituindo a equacao 2.20 em 2.11, obtém-se o feixe escalar correspondente a

superposicao discreta de FBs*:

N
U, (p,0,2) = N A, (kpnp)e 772, (2.21)

n=—N

Seja os nimeros de onda longitudinais k,,, da forma:

2
[ fW” (2.22)

sendo () > 0 o nimero de onda longitudinal central da superposicao e L uma distancia
longitudinal (em z). Substituindo-se a equacao 2.22 em 2.21 para v = 0, a amplitude de

campo ao quadrado sobre o eixo z é dada por:

2

[Wo(p=0,6,2)" = , (2.23)

N )
- 27
S AT
n=—N

ja que J,(0) = 1. O termo envolvendo a somatoria representa uma série de Fourier truncada.

Fazendo:

N
S AT I & F(2) (2.24)
n=—N

em que F'(z) representa a func¢ao responsavel por definir a intensidade do feixe escalar no

intervalo 0 < z < L.* Calculando os coeficientes A,, a partir da funcio F (2):

1 /L 2
A, = —/ F(z)eT™dz, (2.25)
L Jo

tem-se que a amplitude de campo ao quadrado |Wo(p = pe, ¢, 2)|?

|2

segue aproximadamente
o padrao definido por |F(z) 2
.

. Quanto maior o valor de N, mais o perfil |Uy(p = p., ¢, 2)

se aproxima de |F'(2)

O valor maximo de N, Ny, de forma a garantir que a superposicao em 2.21
envolva apenas FBs propagantes em +z, ou seja, 0 < k,,, < wo/u,, é obtido a partir das

. ~ =
condigoes K, - Nyue = Wo/Um € kzne—Ny.. = 0, resultando em®?:

w L
Nmax = min(”mo - Q7 Q) (226)
c 2
em que a fun¢do min(a, b) retorna o valor minimo entre os argumentos a e b.

Para ordens superiores (¥ > 1), observa-se que a amplitude da superposigao
W, (p, ¢, z)| esté aproximadamente concentrada em torno do cilindro definido pelo FB
central da superposi¢ao (k,,—o = @) de forma que 0 raio pes. do cilindro de méaxima

intensidade é aproximadamente dado pela primeira solucao de’':

2 _0)2
Ulboncop)) o/~ >‘
d’O P=Pesesc dp P=Pc,esc

=0, para v >1. (2.27)
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Para v = 0, a amplitude da superposi¢ao |¥q(p, ¢, z)| estd concentrada sobre o eixo

2 (peese = 0) e o raio do spot é aproximadamente dado por:

ro & 2.4048/\/(wo /um)? — Q2, (2.28)

ja que a funcdo Jo(z) apresenta o primeiro zero em = = 2,4048.

2.1.4  Superposicao continua de feixes de Bessel

Seja S(k,) dada por uma superposicao continua de FBs de mesma frequéncia
angular wy mas com diferentes angulos de cone s = cos#:
© §lk, — m
Stk.) = [ | (]:’0/ tm)s] So(wos)ds, (2.29)

em que Sop[(wo/um)s| contabiliza a amplitude e a fase de cada FB presente na superposicao.

Substituindo-se a equacgao 2.29 na equacao 2.12, tem-se:
WO/um w2
U (p o2 = [, (p o k?) €I o (). (2.30)
u
0 m

Impondo que nao haja ondas contra propagantes na superposicao, ou seja, So(k,) =

0 para —wp/u, <k, <0, a equagao pode ser reescrita como:

wo /Um 9
W, (p, ¢, 2) = el / Jy (p 2)—20 — k:g) e %28, (k,)dk,. (2.31)
—wo/Um m

Esta alteracao no limite inferior da integral na equagao 2.31 ira facilitar a resolugao

da mesma, como sera visto nos passos a seguir.

2.1.4.1 Ordem zero

Para superposigoes continuas de FBs de ordem v = 0, segue-se da equacao 2.31

que50;
wo/Um 9
Uy (p, 2) = So (k) Jo | py| 0 — k2| e=ik==d,. (2.32)
o\p, o\Rz)Jo | P 02 z P
—wo /Um m

Seja k, = (w/uy,) s. Logo, a equacdo 2.32 pode ser escrita por meio da varidvel

auxiliar s como:

1
Uy (p, 2) = ZJ—O / So (s) Jo <Z}0p\/ 1- 32> e Tum*ds, (2.33)
m_l m

Expandindo o espectro Sy(k.) em uma série de Fourier, tem-se:

So(k) = 3 Al Tk, (2.34)

n=—oo
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com K = 2wy/u,, e os coeficientes A,, dados por:

wo/um
1 - 27
A= 2 / Solk.)e I FoR= k. (2.35)
_WO/um

Substituindo-se 2.34 na equagao 2.33, é possivel demonstrar que a superposicao

Uy (p, z) pode ser escrita como:

Uo(p,z) =K > Apsinc(§), (2.36)
em que:
w3 wo \?
§=\| 5P+ (mr — z) , (2.37)
u2, Um

e sinc(§) = sen(&) /€. Para mais detalhes da dedugdo desta equagao, veja o Apéndice A.

Seja F'(z) uma fungao complexa sob a qual a intensidade do feixe escalar ao longo

do eixo z é construida, ou seja, |Ug(p = 0, 2)|? = |F(2)|*>. Da equagdo 2.36, tem-se:
Wo(p=0,2) =K 3 Ansinc(mr - “’Oz) —|F(2)]. (2.38)
n=-—00 Um

Além disso, da equagao 2.32:

UJO/Um
Wolp=0,2)= [ So(k:)e=dk. = |F(2)]. (2.39)

—Wwo /um

Substituindo a equacao 2.35 na equacao 2.38, obtém-se:

wo /Um
< 1| s
[F(2)] = K Z K[ / So(kz)eﬁ%kzdkz sinc(mr — ZJOZ)

n=—oo

o/ (2.40)
0o WO/Um
w N2
= > sinc(mr - 02) / So(kz)eﬁ%kzdk’z.
=z U,
n=—oo 7w0/um
As equagoes 2.39 e 2.40 sao iguais se, e somente se:
Wo Uy, 27N
——z2z=0—=z=n1— = —. 2.41
nm umZ z=nm o 7 (2.41)
Portanto, da equagao 2.38 segue que:
2mn 1 2mn
Flz=—]=KA, An:F< :>, 2.42
<Z K ) TAEECT R (2.42)

ou seja, os coeficientes A, sdo obtidos discretizando a fun¢ao F'(z) com periodo espacial
de amostragem igual a 27 /K. Substituindo a equagao 2.42 em 2.34, obtém-se a expressao

do espectro Sy(k,) em termos da fungao F'(z):

[e.o]

Solk:) = = - F(?) oIk (2.43)

n=—oo
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A expressao do feixe escalar de ordem zero em termos da fun¢ao F'(z) é obtida

substituindo a equacao 2.42 na equacio 2.36, resultando em®’:

Uo(p2) = 3 F(T) sinc(€). (2.44)

n=—oo

Seja F'(z) definido entre —Z0y < 2 < Zpax com F(z) = 0 fora deste intervalo, o

nimero maximo de termos na série da equagao 2.43 é igual a 2N, + 1 sendo:

KZ
Nopox = max 2.45
o (2.45)

Para garantir que o espectro Sy(k,) seja praticamente nulo para k, < 0 e, desse
modo, a superposicao Vy(p, z) é construida apenas com FBs propagantes em +z, deve-se
realizar uma pré-modulacao da funcdo F(z), ou seja, F(z) = f(z)exp(—jQz), com Q > 0
e f(z) uma fungao real, o que desloca o espectro relativo a fun¢ao f(z) para o ponto
k= Q2

2.1.4.2 Ordens superiores

Uma superposicao continua de ordem superior v pode ser obtida aplicando-se v
vezes o operador:
[0 50
=el? [ + ] (2.46)
dp ~ pI9

sobre a superposicao de ordem zero Wy(p, 2), j4 que é possivel demonstrar que se Wq(p, 2)
é solucao da equagao de onda escalar em 2.2, entao U, (p,z) =UU --- U ¥y(p, z,t) também
~—

é SOlugéJO.Qg v vezes

Aplicando o operador U uma vez na equagao 2.32 tem-se:

w/um 9
U (p6 )= | [— @/t - kgso(k;z)} Ji (p 0 k2> ek, (2.47)
—w/Um m

Note que a solucao encontrada para ordem v = 1 nao corresponde a solugao de

ordem zero v = 0 com Jj (p, / :—28 — kg) substituido por J; (p,/;@ — k§> eI, Isto se deve

ao fato da solugao de ordem v = 1 (equagdo 2.47) apresentar espectro dado por:

Si(kz) = =/ (wo/um)? — k2So(k.), (2.48)

e, portanto, nao ser igual a Sy(k.). No entanto, o fator —\/(wg/um)2 — k2 nao deteriora
significativamente o espectro Sy(k,) principalmente nos casos em que a banda espectral de

So(k.) nao é muito larga. Nestes casos pode-se escrever:

Si(k2) = =/ (wo/um)? — k2So(k.) = NSo(k.), (2.49)
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com N uma constante. Logo, S (k) difere de Sy(k.) a menos de uma constante e, portanto,
a solucao de ordem v = 1 (equagdo 2.47) trata-se de um feixe oco nao-difrativo que
apresenta o mesmo perfil de intensidade longitudinal da solugdo de ordem zero mas ao
longo de uma superficie cilindrica de raio peesc, ou seja, |Wi(p = peesc, @, 2, )|* ~ |F(2)]?,

com pcesc determinado a partir da equacao 2.27.

A constante N pode ser escrita da forma: N = —\/ [(wo/um)? — 1722] para algum k,
no intervalo —wg/u,;, <k, < wo/u,,. Para espectro Sy(k,) relativamente concentrado em

torno de k, = @, pode-se adotar N =~ —\/[(wo/um)2 - Q?].

Dado que pode-se assumir Sy (k,) ~ NSy(k,), segue que para N Sy(k,) ser igual ao
lado direito da equacao 2.43, deve-se discretizar a fungao F'(z)/N. Ou seja, a aplicacao do
operador U uma tnica vez sobre Wy implica que a discretizacao de F'(z) deva passar pela
transformagdo F' — F'/N. Portanto, aplicando o operador U na equagao 2.44, obtém-se a

superposi¢ao continua de FBs de ordem v = 1 em termos da funcao F'(z):

vy (p,¢,z):ej¢ﬁ > F( 7 a—psinc(f) . (2.50)

n=—oo

1 & 2n7r)8

Aplicando v vezes o operador U na equacao 2.32, obtém-se a generalizacao para

qualquer ordem v:

WO/um
) v/2 2 '
U, (p, ¢, 2) = / [Wo/um)2 — k| (=1)"So(k:)J, (ﬂ Z)TO - ’fQ) e M2k,
—wo /Um m
(2.51)
cujo espectro é dado por:
Sy(k.) = Sﬂ(kz)<_1)y[(W0/um)2 - kg]y/z‘ (2.52)

A seguinte aproximacao pode ser realizada sobre o espectro S, (k,) da superposi¢ao
em 2.51:
Sy(k.) = So(k)(—1)"[(wo/um)* — k2]"/* = N¥Sy(k.), (2.53)

com N = —\/ [(wo/um)? — Q?]. Ressalta-se, porém, que tal aproximagao é valida apenas
até um certo valor de v, valor o qual depende da largura de banda do espectro Sy(k,) que
¢é inversamente proporcional ao comprimento longitudinal L = 27,,,, em que a funcao
F(z) é definida. Nota-se que quanto maior o valor de v, mais significativo torna-se o fator
[(wo/tm)? — k?]¥/? e, por consequéncia, maior a deterioracio do espectro S, (k.) em frente
ao espectro Sy(k.). De maneira geral, observa-se que quanto maior v, menor deve ser

a largura de banda do espectro Sy(k,) para que S, (k,) seja aproximadamente igual a
N"So(k.).

Ao aplicar v vezes o operador U na equacao 2.44 e utilizando a transformacao

F — F/NY na funcao F(z), é possivel obter uma expressao para o feixe escalar da
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superposicao continua de ordem v > 1:

2 v— 1 o gv—m
\IIV (p7 ¢7 = ejl/(b Z F( nﬂ.) 67777 SinC(g) s (254)
n=-—oo m= 0 pm apy m
em que:
1, m =10
Cuom = C,/,mfl(V — m) + Cy—1m, M= 1, V= 1 (255>
0, m > V.

O apéndice B contém toda a descricao matemaética para a obtencao da equacgao
2.54.

2.2 Feixe Vetorial

Como as solugoes eletromagnéticas neste trabalho apresentam dependéncia temporal
da forma exp(jwot), os campos elétrico e magnético associados ao feixe vetorial sdo dados

por:

ginc (ﬂ ¢

0, 2,1) = Re[Ee(p, 0, 2)exp(jwot)] (2.56a)
Hinc(p’ ¢7Z

,t) = Re[Hipne(p, ¢, 2)exp(jwot)]. (2.56b)

O fasor Ey,.(p, ¢, z) é construido considerando apenas polarizac¢oes no plano xy, ou
seja, polarizagoes elipticas no geral descritas pelo vetor de Jones [X,Y]| = XZ + Y, em
que X e Y sdo parAmetros complexos.”t A funcio escalar W, (p, @, z), obtida na segdo 2.1 é
tomada, portanto, como a componente transversal de campo elétrico. Logo, as componentes

cartesianas do campo elétrico fasorial sao dadas por:
Einc(p,0,2) = Eo( X2+ Y9)V,(p,0,2) + E.2, (2.57)

em que Ej é uma constante com dimensao de campo elétrico e E, é a componente de campo

longitudinal, a qual serd determinada utilizando a Lei de Gauss elétrica V - Ei,. = 02

0 0
E. = —E X—/\Ifd —Y—/\Ifd , 2.58
o : dy - ( )
que para campos descritos em coordenadas cilindricas é reescrita da forma™:
dp p 09

com M;(¢) = X cosp+ Ysing e My(¢p) =Y cosp — X sin ¢.

Ja o campo magnético Hy,. associado a Ey,. é obtido a partir da lei de Faraday:

V x E;
Hinc - A — . (260)
—JWoltm
No apéndice C, é demostrado que os campos elétrico e magnético construidos
por meio das equagoes 2.57, 2.59 e 2.60 satisfazem todas as equacoes de Maxwell, e que,

portanto, o feixe vetorial trata-se, de fato, de um feixe Maxwelliano.
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2.2.1 Feixe Gaussiano
Substituindo-se a equagao 2.15 em 2.59, tem-se:

2 _ w0 _—p2D(z)

Ex(p6,2) = BosgMi(9) [ e 75 D(e ™ dz 2.61)
0

cuja integral nao apresenta solugao analitica. No entanto, dentro do regime paraxial pode-se

supor que o termo D(z)%exp(—D(z)p?/W¢) varia lentamente em relacio a exponencial

eI wo/um)z o portanto, obtém-se:
2 7y,

. w —£5D(z z . w,
[ D@ e s x D T [ = D7) (262

Wo

Logo, a descricao do feixe Gaussiano vetorial é dada por:

B = EoUo(Xi +Y§) + E.2, (2.632)
ik T D)
Uy =e7"*D(z)e™ | (2.63b)
E, = 2jsVVL (Xcosgb + Ysengb) D(2)¥(p, 2) Ep. (2.63c)
0

Devido as aproximacgoes paraxiais realizadas nas equacoes 2.14 e 2.62, a descricao
vetorial em 2.63 nao é Maxwelliana, ou seja, ela nao satisfaz todas as equagoes de
Maxwell de forma exata. O feixe Gaussiano descrito pelas equagoes em 2.63 corresponde a
formulacao de Davis de mais baixa ordem em s, comumente denominada de aproximacao
de ordem zero. Quanto menor o valor de s, mais proximo esta descri¢cdo se aproxima de
um feixe Maxwelliano. Para s = 0,02, obtém-se erro percentual médio de 0,817% quando
as componentes de campo sdo substituidas nas equacdes de Maxwell.”™ Portanto, a

descricao em 2.63 apenas é adequada para baixos valores de s.

2.2.2  Superposicao discreta de feixes de Bessel

Substituindo-se a equagao 2.21 em 2.57 e 2.59, obtém-se a descri¢ao do feixe vetorial

associado a superposicao discreta de feixes de Bessel:

ECYP) = ByW, (XG4 Y9) + .2, (2.64a)
N
U, (0, ¢,2) = > A (kynp)e o (2.64b)
n=—N
b N An g d jv
E.=—je’"?Ey Y e en M1(¢)d*p+?M2(¢) 3y (kpmp) (2.64c)
n=—N Z,n

2.2.3 Feixe de Bessel ideal

A descrigao vetorial do feixe de Bessel ideal é obtida tomando-se N = 0 e A,

= 1 na equagao 2.64. Os nimeros de onda longitudinal e transversal sdo, portanto,
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iguais a k, = (wo/um)cosf = k.o = Q e k, = (wo/um)sens = k,o = \/(cuo/um)2 — Q7
respectivamente. Logo:

EFP = B0, (X3 +Y9) + E.2, (2.65a)
U, (p, ¢, 2) = ], (k,op)e F=0* (2.65Db)
. 1 d
E, = _jejlﬂi’EOk:ie—jkz,OZ [M (qﬁ) dp + M2(¢):| Jy(kp,Op)- (2650)
2,0

2.2.4  Superposicao continua de feixes de Bessel

Para determinar a componente F,, calcula-se primeiro a integral da funcao escalar

U, (p, ¢, z) em relagao a z. Para ordem v = 0, tem-se:

woftim e Ik=2 wd
[l 2az= [ S () T oy 3 — 82 | b (2.66)
_UJO/um N m

ou seja, o espectro correspondente a funcao [ Wodz é igual a S(k,)/(—jk.). Logo, pela

propriedade de integragao em séries de Fourier, segue que os coeficientes do espectro
S(k.)/(—jk.) sao dados por:
2n77 1
B, = — 2.67
com ¢g(z) = [ F(z)dz. Portanto a fungao [ Wodz pode ser obtida a partir da equagao 2.44

utilizando-se a seguinte transformagao: F'(z) — g(z). Dessa forma, segue que:
2nm\ .
JazrE z g (5 sinc(©) (2.68)

e, portanto, substituindo 2.68 na equagao 2.59, a componente longitudinal de campo
elétrico E, para a superposicao continua de FBs de ordem zero é:
QHW) 0

E. (p, 6, 2) = —Eo(X cos ¢ + Y sin ¢) ,Z g( i) 5,snele). (2.69)

Para v = 1, integrando a equagao 2.47 em relacao a z, tem-se:

] wo/um e Jk=2 w2 ‘
/\Ifl (p, ¢, 2)dz = &I? / Sy (k) i Ji|p uTO — k2 e Ikl (2.70)
—wo /Um z m

ou seja, o espectro correspondente a [ Widz é igual a Sy(k.)/(—jk,). Portanto, a funcao
[ W,dz é obtida a partir da equagao 2.50 aplicando-se a transformagao F'(z) — g(2):
1 > 2n7r> 0

— i _-
/\If1 p,¢,2)dz = e n_zoog( 7 apsmc(ﬁ) . (2.71)
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Logo, utilizando-se a equagao 2.59, obtém-se a componente longitudinal E, de

campo elétrico para a superposicao continua de FBs de ordem v = 1:

o0

E. (P, ®, 2) = - Eoejd)]i[ [M1(¢)

+jM2p(¢) i g <2Zr> gpsinc(f)] )

n=—oo

(2.72)

Generalizando para qualquer ordem v > 1 (a partir da equacao 2.54), obtém-se a
descri¢ao do feixe vetorial associado a superposicao continua de feixes de Bessel de ordem

v arbitraria:

EWO) — EO\IIV(Xi +Y9) + E.2, (2.73a)
) v— 1 v—m
v, (pa ¢7 = e]Wb Z F< nﬂ) CLmai, SiHC(f) ) (273b)
n=—00 m= 0 pm apu "
1 & 2n = or1 o m
E, = —Fyel?— () M —1)™ Vm[ }
(p7 ¢7 Z) 0€ Nv n;wg K |: 1(¢) mz::o( ) Cy, ap pm ap,j,m
‘ v—1 o Com ov—m )
+ UM(9) 3 (—1)" e e sinel(€), (2.73¢)
m=0 p p
2 2
§= \lwzopQ + (mr — woz) (2.73d)
uz, U
Wy 2
N _ (u> o (2.73¢)

em que g(z) = [F(z2)dz, Mi(¢) = X cos¢p + Ysing, Ma(¢p) = Y cosep — Xsing e ¢,
dado pela equagao 2.55.

Em relagao aos feixes vetoriais de ordens superiores (v > 1) associados ao FB ideal
(equagao 2.65), a superposicao discreta de FBs (equacao 2.64) e a superposicao continua
de FBs (equagao 2.73), ressalta-se que, devido a presenga da componente longitudinal
2

E. de campo elétrico, a distribuicao de campo |Ei,|?/|Fo|? ¢ modificada podendo nao

corresponder & distribuigao de campo de feixe oco definida pelo feixe escalar | ¥, (p, @, z)|*.
Esta modificacao depende da polarizacao do feixe vetorial e dos angulos de axicons da
superposicao. Quanto maiores forem estes angulos, ou seja, quanto menor for o pardmetro
(), a componente E, torna-se mais significativa. Exemplos contemplando este fendmeno
sao estudados na subsecao 5.2.2 do capitulo 5. Uma das consequéncias é que o raio p. do
cilindro da regiao de maxima amplitude do feixe vetorial ¢ alterado e nao corresponde ao

raio do cilindro do feixe escalar (p. # peesc), ndo seguindo, portanto, a equacao 2.27.
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2.3 Calculo da poténcia do feixe

O calculo da poténcia P do feixe vetorial é determinado a partir da integracao do

fluxo de poténcia médio em um plano z = Z7:

P 00 27r1R
L

sendo S, a componente longitudinal do vetor de Poynting complexo:

S.(ps ¢,z = Z)| pdedp, (2.74)

S = Einc x HT

mc’

(2.75)

em que o simbolo * representa a operagao complexo conjugado.

Portanto, dada a poténcia P do feixe, pode-se utilizar a equagao 2.74 para deter-

minar a amplitude da constante Ej.

Dentre os feixes analisados neste trabalho, apenas o feixe Gaussiano e a superposicao
continua de FBs apresentam fluxo de energia finito. Observa-se que a descricdo matematica
destes dois feixes (equagbes 2.63 e 2.73) tratam-se de fungoes quadraticamente integraveis.
Especificadamente, tem-se que o feixes escalares W, destes feixes (equagoes 2.63b e 2.73b)

sao fungdes quadraticamente integraveis, ou seja, a integral:

fe’e) 2T 9
L[ wulp. 6.2 = 2)Fpdods, (2.76)

é convergente.

Para o feixe Gaussiano, utilizando-se as equagoes 2.63, 2.60 e 2.75, é possivel obter

uma expressao analitica que relaciona P e |Ey| avaliando-se a equagao 2.74 em z = Z = 0:

P= |E0|2%5mumW02(1 + 5%). (2.77)

Nao é possivel obter uma expressao analitica que relaciona P e |Ey| para a super-
posicao continua de FBs. Por isso, neste trabalho, para o célculo de |Ey| associado a este

feixe para uma dada poténcia P, a integral em 2.74 foi calculada numericamente.

O FB ideal e a superposicao discreta de FBs apresentam fluxo de energia infinito, ou
seja, a integral presente na equacgao 2.74 é divergente. Isto se deve ao fato da fungao escalar
U, destes feixes (equagoes 2.18 e 2.21) nao serem fungoes quadraticamente integraveis.
Alternativamente, observa-se que os espectros destas fungoes escalares (equagoes 2.17 e
2.20) também nao sao quadraticamente integraveis, j& que consistem, respectivamente, em
uma func¢ado de Dirac e em uma soma discreta de fungdes de Dirac. Este fato faz com que
a superposicao discreta de FBs seja periddica ao longo de z com periodo definido pelo

comprimento L.
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3 TEORIA GENERALIZADA DE LORENZ-MIE

Neste capitulo, o espalhamento de luz por uma particula esférica e a obtencao da
forca dOptica a partir deste espalhamento sdo analisados utilizando a GLMT seguindo-se o

formalismo apresentado por Gouesbet e Gréhan.*

Assume-se o campo incidente como uma onda eletromagnética com dependéncia
temporal da forma exp (jwot). O meio em que a particula estd imersa é isotrépico, linear,
homogéneo, nao dispersivo e sem perdas, caracterizado por uma permissividade ¢, e
permeabilidade u,,, ambas reais. Logo, a velocidade de fase de propagacdo do campo
incidente é u,, = 1/ VHm€m- O comprimento de onda da mesma ¢ dado por A, =

2T Uy w7

A particula, com formato esférico, também é composta por um meio isotrépico,
linear, homogéneo e nao dispersivo, caracterizado por uma permissividade ¢, e permea-
bilidade 41, ambas podendo assumir valores complexos. Portanto, a particula é definida
por meio de dois pardmetros: raio a e indice de refracao relativo M = \/eppt,/ (€mptm) =

Mpgr — jM;, com Mpr > 0 e M; > 0. Para uma particula com perdas tem-se M; £ 0.

A figura 3 mostra os sistemas de coordenadas adotados para a descricao dos
campos eletromagnéticos e para a determinacao de forgas épticas sobre a particula esférica
no contexto da GLMT. Adotou-se um sistema de coordenadas cartesiano (z,y,z) cuja
origem O, coincide com o centro da particula. Em coordenadas esféricas, este sistema
tem representacao dada por (r,0,¢). O campo incidente é descrito por outro sistema de
coordenadas cartesiano (u,v,w) de origem Op. A representacao em coordenadas cilindricas
deste sistema equivale as coordenadas cilindricas (p,,z) adotadas no capitulo 2. No sistema

(x,y,2), o ponto OF esté localizado em (x,yo0,20)-

Tanto os campos eletromagnéticos totais quanto a forca éptica atuante sobre a
particula sdo descritos em termos do sistema (z,y,z) e, portanto, sdo dados em funcao da
posi¢ao (xo,Y0,20) do campo incidente no sistema (x,y,2). Além disso, devido & simetria

esférica, serd utilizado a representacao em coordenadas esféricas (r,0,¢) para o sistema
(@,,2).

Sendo r o vetor posi¢ao no sistema (z,y,z), o campo elétrico total externo a particula
apresenta duas contribuigoes: o campo incidente Ei,.(r,t) e o campo espalhado E(r,t)
pela particula. J4 no interior da particula, o campo elétrico total ¢ denominado de campo

interno &;,(r,t). Portanto, em todo o espago (r,0,¢), o campo elétrico total é descrito por:

(3.1)
8int(r7t)7 r < a.

: >
E(r.1) = { Einc(r,t) + Es(r,t),r > a
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De maneira analoga, o campo magnético total em todo o espaco (r,0,¢) é dado por:

(3.2)

Hir.) Hino(r,t) + Hy(r,t),r > a
Ir =
’ Hint(rat)7 r S a,

em que Hi,(r,t), Hy(r,t) e Hiy(r,t) referem-se, respectivamente, ao campo magnético

incidente, espalhado e interno.

Figura 3 — Sistemas de coordenadas adotados para a determinacao de forgas opticas sobre
a particula esférica no contexto da GLMT.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1 Equacdes de Maxwell em coordenadas curvilineas ortogonais

Bromwich™ desenvolveu um método para a resolucio das equacdes de Maxwell
a partir de potenciais escalares denominados de potenciais de Bromwich. Na GLMT,
os campos incidente, espalhado e interno sao escritos em termos destes potenciais. O
método de Bromwich permite encontrar solugoes em sistemas de coordenadas curvilineas

ortogonais. Logo, nesta se¢ao, as equacoes de Maxwell sao escritas em tais sistemas.

Um sistema de coordenadas (x1,72,23) é curvilineo ortogonal se apresenta a seguinte

métrica:
gn 0 O (e1)* 0 0
Jkm = 0 g22 0 - 0 (62)2 0 s (33)
0 0 g3 0 0 (e3)?

e cujo diferencial de comprimento é, portanto, ds* = (e;dr;)? + (eadws)? + (ezdws)?.™”
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O sistema de coordenadas esférico (r,0,¢), o qual é de interesse neste trabalho, é
um sistema curvilineo ortogonal com métrica:
(1?2 0 0
Gem =1 0 (r)? 0 , (3.4)
0 0 (rsenf)?
e diferencial de comprimento ds? = (dr)? + (rdf)? + (rsenfd¢)?.

A seguir, as Equagbdes de Maxwell sao reescritas em coordenadas curvilineas orto-

gonais.

Para o meio considerado neste trabalho, as relacoes constitutivas sao dadas por:
D(r,t) = €,E(r,t) e B(r,t) = puH(r,t), sendo D o vetor de deslocamento elétrico, B o
vetor de inducao magnética e £ e H os vetores campo elétrico e magnético, respectivamente.
Logo, a forma diferencial das equagoes de Maxwell em termos do campo elétrico E(r,t) e

do campo magnético H(r,t) sao:

V. E(r 1) = pf’t) (3.50)

V. H(r,i) =0 (3.5b)

V x E(r,t) = —umiﬂ(r, t) (3.5¢)

V x E(r,1) = j(r, 1) + emig(r, ), (3.5d)

em que j(r,t) refere-se a densidade total de corrente elétrica e p(r,t) a densidade de cargas

elétricas.

Como o meio considerado ¢é sem fontes, j(r,t) = 0 e p(r,t) = 0, segue que:

V. E(r,t) =0 3.6a)
V-H(r,t)=0 (3.6b)

V x E(r,t) = —umgtH(r, t) (3.6¢)
V x E(r,t) = emaaté'(r,t). (3.6d)

Seja (En, Eq, Es) e (Hy, Hy, H3), respectivamente, as componentes do campo elétrico
e do campo magnético no sistema de coordenadas curvilinea ortogonal (z1,xs,23). Logo,

as equagoes de Maxwell em 3.6 sdo reescritas conforme segue-se a seguir.

Lei de Gauss elétrica (equagao 3.6a):

0 0 0
a—xl(egegEl) + Tb(egelEg) + 871;3(6162E3) = 0. (37)

Lei de Gauss magnética (equacao 3.6b):

0 0 0
a—xl(egeng) + 871‘2<€361H2> + 871:3(6162]‘]3) =0. (38)
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Lei de Faraday (equagao 3.6¢):

0 0 0H,

87{1}2(63E3) — 07(133(62E2) = —ﬂmegegﬁ (39&)
0 0 0H,

aixs(elEl) — aixl(egEg) == —Mmegelﬁ (39b)
0 0 OHj;

I (esBy) — L (er ) = — o .

0, (eaE) B2y (erBr) Fm€1€2 = = (3.9¢)

e lei de Ampere-Maxwell (equagao 3.6d):

0 0 0E,

87332(63]{3) — 871‘3(62H2) = €m€2€3ﬁ (310&)
0 0 0E,

aig]ﬁ))(@lHl) — aixl(egHg) Cmegelﬁ (310b)
0 0 0L;

— — —(e 1 H —_—. 1

O (e2H>) D0y (erH1) = emeres BN (3.10c)

3.2 Potenciais de Bromwich

Nesta secao, os potenciais de Bromwich sao definidos para modos transversos
magnéticos (TM, do inglés, transverse magnetic) e para modos transversos elétricos (TE,
do inglés, transverse electric). Em um sistema de coordenadas curvilineo ortogonal, um
modo TM é caracterizado pela componente H; ser nula, ou seja, H; = 0. Por outro lado,
um modo TE é caracterizado por F; = 0. Portanto, no sistema de coordenadas esférico,
modos TM nao apresentam componente radial de campo magnético enquanto que modos
TE nao apresentam componente radial de campo elétrico. A solucao eletromagnética geral

é escrita como a soma dos modos TM e TE.%

3.2.1 Modos TM

Da equagao 3.9a com H; = 0:

871.2(63E3) = aixs(egEQ). (311)
Definindo:
0 OUrm
Ey = A2
22 (9902 81’1 (3 a)
0 OUpy
63E3 61‘3 (‘91'1 (312b)

em que Uy € uma fungao potencial auxiliar denominada de potencial de Bromwich para
modos TM. A seguir, todas as componentes de campo elétrico (Eyv v, Eor, Estum) €

magnético (Hy v, Harm, Hsmv) de modos TM séo escritas em funcdo do potencial Ury.
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Segue das equagoes em 3.12 que as componentes de campo elétrico Fy e E3 em

funcao do potencial Uty sdo dadas por:

1 82UTM
—— 3.13
2™ €9 81’181’2 ( a)
1 82UTM
E = — .13b
3T™ e3 0x10x3 (3:13)

Substituindo-se as equagoes em 3.13 na equagao 3.10c (com H; = 0), tem-se:

) (3.14)

0 €169 82UTM 0 <€1€282UTM)_ 62UTM 0 (6162

— (eoHo) = =
6.1131 (62 2) €m es axlal'gat Emaxl es 63;3815 Em 33}3875 6961

€3

Seis sistemas de coordenadas curvilineos ortogonais, incluindo o sistema de coorde-

nadas esférico, satisfazem as seguintes relacoes:

ep =1 (3.15a)
Y (62) _o (3.15b)

81'1 €3

Restringindo a sistemas de coordenadas que satisfazem as expressoes presentes em

3.15, a equacao 3.14 reduz a:

8 8 €1€9 82UTM
87‘131<€2H2) B €m0x1 ( €3 8x38t ) (3 16)
e Hyry = Eﬂ% '
’ €3 8I38t ’

e, portanto, obtém-se a expressao da componente Hy y em funcao de Upy.

De maneira analoga ao procedimento utilizado para a determinacao da componente
Hjy 1\, ao substituir-se as equagoes em 3.13 na equacao 3.10b e utilizando-se as equacoes
em 3.15, segue que a componente Hs 1y € dada por:

€m 82 UTM

H = ——. 1
5TM €9 (‘3x28t (3 7)

Resta apenas, portanto, a determinacao da componente E; 1. Substituindo-se as
expressoes de Ho 1y (equagdo 3.16) e de E5 v (equacao 3.13b) na equagao 3.9b, obtém-se:

E . 82UTM B 82UTM
1,TM = (0,2 Um€m (01)2 .

(3.18)

Observa-se que a equacao 3.18 também pode ser obtida substituindo-se as expressoes
de Hsrum (equagao 3.17) e de Eyrym (equagao 3.13a) na equacao 3.9c. Outra expressao
para E; 1y pode ser obtida ao substituir as expressoes de Hy v (equagao 3.16) e de Hs i

(equacao 3.17) na equagao 3.10a:

|
Eyrm = — [ 0 <€3 UTM> + 2 <€2 UTM) (3.19)

€9€3 8.172 €9 01’2 8;1:5 €3 8333
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Igualando-se as equagoes 3.18 e 3.19 obtém-se a equacao diferencial parcial para o

potencial de Bromwich Ury:

= 0. (3.20)

82UTM_ c 82UTM+ 1 8 <€3UTM>+ 8 (62UTM>
<8I1)2 HmEm (81&)2 €92€3 8x2 €9 8x2 8x3 €3 3x3

Para campos harmonicos com dependéncia temporal da forma exp (jwot), a equacao

3.20 é reescrita como:

o k2 Uy =0 3.21
(a‘rl)Q €2€3 8.1'2 €9 axg ax3 es a.’]fg + m“Y TM ) ( )

62UTM 1 [8 (63UTM> 0 <62UTM>

agora com Uty sendo um fasor, ou seja, Uty = Uryi(eq, €2, €3).

3.2.2 Modos TE

Da equacao 3.10a com Fq = 0:

0 0
87@<€3H3> = 871‘3(62H2). (322)
Definindo:
0 U
€2H2 axQ axl (323&)
0 OUng
63H3 81’3 aml (323b)

em que Urg refere-se ao potencial de Browmich para modos TE. O procedimento para a
determinacao das componentes de campo elétrico e magnético de modos TE em func¢ao do

potencial Urg ¢ andlogo ao realizado para modos TM. Obtém-se:

Eorp = —’:; gzgj (3.24a)
Esrp = ‘::‘gzgi (3.24b)
Hyp = fag) i 3(8% (3.24¢)
Hymp = 6125;[];;2 (3.24d)
Hsrp = ;5;1(];;3 (3.24e)

A equacao diferencial parcial para Urg é idéntica a equacao diferencial parcial para

Urwmt-
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3.2.3 Em coordenadas esféricas

Para o sistema de coordenadas esférico (equagao 3.4), a equagao 3.21 torna-se:

82UTM 1 0 8UTM) 1 82UTM

9 2 _
or? +r2sen(9) 89<sen(9) 00 r2sen?(0) 0¢? KU =0, (3.25)

com Ury = Urm(r, 0, ¢). Segue-se a mesma equagao 3.25 para Urg = Utg(r, 0, ¢).

Considerando-se dependéncia temporal da forma exp (jwot) e utilizando-se as
equagoes 3.16-3.18, tem-se que as componentes fasoriais de campo elétrico e magnético

para modos TM tornam-se:

0*U
E,my = (%gM + k2 Upy (3.26a)
182UTM
E, = - .26b
oM o0 (3.26b)
1 82UTM
E = 3.26
T rsen(0) Orde (3.26¢)
Hyn =0 (3.26d)
Jwo€m OUrm
H = 2
o rsen(f) O0¢ (3:26¢)
Heyyg =~ U (3.26f)

r 09’

e para modos TE, a partir das equagoes em 3.24, as componentes fasoriais de campo

elétrico e magnético sao:

E?",TE =0 (327&)
Jwottm 0?Urg

E == 27b
o rsen(d) 0¢ (3.27b)
jWo Ly 02U
Eprp = (;M aeTE (3.27¢)
0*U
Hyrp = =5 + kiUt (3.27d)
182UTE
H, = —— 3.27
OB orog (3:27¢)
1 82UTE
H = — . 27
¢TE rsen(6) Orde (3:278)

3.3 Solucdes eletromagnéticas a partir dos potenciais de Bromwich

Para resolver a equacao diferencial parcial 3.25, utiliza-se o método de separacao

de variaveis. Logo, escrevendo U(r, 6, ¢) da forma:

U(r,0,0) = rR(k,r)O(u)®(¢), (3.28)
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com u = cos(f). Substituindo-se a equagao 3.28 na equagao 3.25, obtém-se as seguintes

equagoes diferenciais ordinarias:

2
2; +m?® =0 (3.29a)
26 do 2
(=)o = 2um n(n+1)—1T7u2 0 =0 (3.29D)
d , dR ,
4 _ IR = 2
T [N (kmr)] + [(kr)? = n(n + D]R =0, (3.29¢)

com n e m constantes.

Como ja visto no capitulo 2, as solugoes linearmente independentes da equacao
diferencial 3.29a sao exp(djme). Além disso, m deve ser inteiro para satisfazer a condigao

de fronteira ®(¢ + 27) = O(9).

A equacao 3.29b trata-se da equagao diferencial associada de Legendre. Como
m deve ser inteiro, as solugoes linearmente independentes sao dadas pelos polinémios
associados de Legendre de primeira espécie P! (cosf) e de segunda espécie Q" (cosfl), ambos
de grau n e ordem m. Os polinémios Q7'(cos#) nao sao regulares (ou seja, apresentam
comportamento assintético) em cos(f) = +1. Além disso, os polindémios P (cosfl) sdo
definidos para todo valor de cos(f) apenas se n for um inteiro positivo.” Portanto, a
dependéncia polar de todos os campos (incidentes, espalhados e internos) deve ser dada
em termos de P™(cosf) com n e m inteiros tal que n > 1 e —n < m < n. Para |m| > n
tem-se, por definigdo, que P (cosfl) = 0 e, portanto, é conveniente expressar a solugao da

equacao 3.29b como P™l(cosf).

Como n deve ser um inteiro positivo, as solugoes de interesse da equacao 3.29¢
neste trabalho sdo dadas por pela fungao esférica de Bessel de primeira espécie j,(kn,r) e
pela funcdo esférica de Hankel de segunda espécie h? (k,,7) que é dada por h{?) (k,,r) =
Jn(kmr) — JYyn(kmr), sendo y, (k,,r) a fungao esférica de Bessel de segunda espécie.®” Como
a expressao de U na equacgao 3.28 envolve a multiplicacao pelo termo r, é conveniente
utilizar as fungoes de Ricatti-Bessel U,,(k,,,r) e de Ricatti-Hankel &, (k,,7):

U, (kmr) = kprjn(kmr) (3.30a)
n(kmr) = kmrhP (kpr). (3.30b)

Para campos que satisfazem a condi¢ao de radiacao no infinito, como os campos
espalhados, a dependéncia radial é dada em termos de &, (k,,r), a qual no infinito (r — o)
assume comportamento de uma onda esférica de saida (propagando da origem até o

infinito) *. J4 para campos definidos na origem, ou seja, regulares na origem, como os

* Caso a dependéncia temporal dos campos fosse exp(—jwot), ao invés de exp(jwot), os

campos espalhados deveriam ser escritos em termos de kmrhg)(kmr), com hg)(kmr) =
n(km7) 4 3Yn (kmr).>
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campos incidentes e internos, a dependéncia radial é dada em termos de ¥, (k,,r), a qual
¢ definida para todos os valores de r e ndo apresenta singularidade em r = 0, ao contrario

do que acontece com a fungao &, (k7).

Portanto, os potenciais de Bromwich associados ao campo incidente e ao interno sao
escritos como uma superposicao das funcoes (1/k,, )V, (k) Pl (cosf)e™?. Por outro lado,
o potencial de Bromwich associado ao campo espalhado é escrito como uma superposicao

das funcoes (1/k,)En (kpmr)P™ (cosf)e’™? com n e m inteiros, n > 1 e —n < m < n.

3.3.1 Campo incidente

Os potenciais de Bromwich para modos TM e para modos TE associados ao campo

incidente sao, portanto, dados por:

1nc ™ — 7 Z Z pr,,TTM (ka')P'm'(COSH)ejqu, (331&)
m n=1m=-n
1nc TE — 7 Z Z prgn TE\IJ (ka)PT‘Lm‘(COSQ)Gjmd), (331b)

m n=1m=-n

em que Fy e Hy sdo identificados como as amplitudes de campo elétrico e magnético, respec-
tivamente, com Hy = Eo(1/p)(1/um) = Eoy/€m/ pim- Os coeficientes de cada superposicao

sao desmembrados em duas parcelas. O termo 2%, dado por:

v 1 (—1)" 2n+1 ’
N L n(n+1)

(3.32)

corresponde aos coeficientes que aparecem na teoria de Lorenz-Mie e, portanto, sao
exclusivos de ondas planas (o indice pw refere-se a plane waves, ondas planas, em inglés). Ja
os coeficientes g;'ty € g,'rg 20 denominados de fatores de forma do feixe, respectivamente,
para modos TM e modos TE, e sao responsaveis, portanto, pela completa caracterizacao
do campo incidente. A determinacao destes fatores de forma deve ser obtida por meio da

descricao do feixe incidente, como sera descrito na segao 3.5.

Substituindo-se as equagdes em 3.31 nas expressoes para as componentes de campo
fasoriais elétrico e magnético para modos TM (equagoes em 3.26) e para modos TE

(equagoes em 3.27) e somando as componentes desses dois modos, obtém-se as componentes



60

esféricas do campo elétrico e do campo magnético incidente:

Eicr = Einert™m + Einerme = kmEo AV g U ket + Uy, (ker ) | P (cosB) 7™
, T 5Ty n JIn,TM n n

n=1m=-—n

- 2 Z Z prgngM\I’n(kmr)Pq‘zm‘(C039)€jm¢, (3.33a)
mT' n=1m=-n 7
Eincp = Einco,rm + Eincote = — Z >k [gn ot U ()7 (cOs6) +
n=1m=-n
mgn gV (k) 'm'(cose)} em?, (3.33D)

o n

Einey = Eine,g, ™™ + Fine,¢, TE = 37 o> e [mgn o ¥ (k) 7™ (cos6) +

n=1m=-—n

eV (k)T 'm'(cose)] eme, (3.33¢)

Hincr = Hipcr,T™M T HinchE = kaO prgm v ka + \Ijn k’mT P‘m‘ cosf) Gjm¢
’ [ [ n TL,TE n n

n=1m=-n

(3.342)
Hine,o = Hine,0,rm + Hine,o,1E = - nf:l mgn:n " [mgn 1 Vn (kmr) " (cos) —
ngTM‘I/;(kmr)Tr‘Lm‘ (COSQ)} eme (3.34b)
Hinep = Hine,ptm + Hine g TE = —]7 nfél mzn;n A gV (k) 7l (cost)—
mgnon Vo (k) xlml (cos@)] elme (3.34¢)

em que o simbolo ’ representa derivada em relagdo ao argumento e 7."*(cosfl) e w1 (cosf)

sao as fungoes generalizadas de Legendre de ordem m e grau n dadas por:

Pm
7" (cost) = dnégose) (3.35a)
m B P (cosf)

3.3.2 Campo interno

Como o nimero de onda na particula é ki = Mk, em que M = \/epfip/Emblm €
o indice de refracdo relativo da particula, os potenciais de Bromwich para modos TM e

para modos TE associados ao campo interno sao:

Ey
Uint,Tm = Ve Z Z AV, (M) P™ (cosh)el™?, (3.36a)
m n=1m=-n
Hy
Uint, TR = i Z Z PV DMW, (Mk,y,r)P™ (cosf)el™. (3.36b)

m n=1m=-—n
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Logo, as componentes esféricas do campo elétrico e do campo magnético interno,

utilizando-se a equagdo em 3.36 nas equagoes 3.26 e 3.27, sao dadas por:

Eintr = Eintrrv + EintrTE = Mk;mr2 Ti minn n + 1) O™, (Mk,,r) P™(cosf)el™?,
(3.37a)
Einto = Bt o v + Eint o, 78 = 7 Z z”: v [C’m\IJ’ (Mkyr)T |m|(cos€)
n=lm=—n
mD,, (Mky,r)m |m|(cos€)] eme, (3.37Db)
Eint,p = Eint, ™ + Eint ¢ TE = j7 n§:1 mﬁ;n v { C™U (Mkyr)ml™ (cosh)+
D™, (Myr)r m(cose)} o, (3.37¢)

H X & .
Hint,r - int,r,TM + Hint,r,TE - WT:T’Q Zl Z n(n + 1>C$LWD:1n\Iln(Mka>P7llm|(Cose)ejm¢7
(3.38)
HO oo n
Hineo = Hintorm + Hieore = —— Y, > & [mD:f\I/ (Mkypr)ml™ (cosf) —
r n=1m=-n
™ (M) m(cose)} eimo. (3.38h)
Hint,p = Hint,p o + Hing g8 = —]7 > Cflw{ DM, (Mk,,r) 7™ (cosf) —
n=1m=-n
™! (M)l (cose)} o (3.38¢)

em que C]" e D" sao denominados de coeficientes internos de Mie generalizados.

3.3.3 Campo espalhado

Os potenciais de Bromwich para modos TM e para modos TE associados ao campo

espalhado sao dados por:

Ustm = —k:i Z S EYARE, (kyr) P (cosf) ™, (3.39a)
m n=1m=-n
Use = —,7 Z 3= VB, (k) P (cosh)el™?, (3.39b)

m n=1m=-n

em que a presenca do sinal negativo tem como objetivo apenas de evitar sinais nas
expressoes para A" e B". Desse modo, substituindo-se a equacao em 3.39 nas equagoes

3.26 e 3.27, obtém-se as componentes esféricas do campo elétrico e do campo magnético
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espalhado:

Es,r = ES,'I‘,TM + Es,r,TE = _kmEO Z Z CEWAnm [g{(k'mr) + gn(kmr) P‘m‘(cosg) ]mqb’

n=1m=-—n

(3.40a)
FEog=FEsprm + EspmE = - nf:l mgn:n o’ {Amf )T (cosf)+
mB™E, (kpr) ™! (cos@)} eIme (3.40b)
Esy = Espmm+ EspmE = —jT n§:1 mzn;n v {mAm € (kpmr)m™ (cosh)+
B (k)7 (cose)} eI, (3.40¢)

o0

Hg, = Hy;om + Hoprp = —kinHo > Y E¥B)" [ﬂ{(kmr) + & (kpr) | PI™ (cosB) ™,

n=1m=-—n

(3.41a)
Hso=H,prvm+ Hspre = — Z z": pr{ A7 & (k)i (cost) —
n=1 m=—n
mBE! (kpmr)T, |m|(cos€)}ejm¢, (3.41b)
Hs = Hspm+ Hsp1E = ]7 nfélmin o {Amfn( k)" (cos0) -
mB,T{%(kmr)WLW(COSQ)]ejm¢, (3.41c)

em que A” e B sao denominados de coeficientes de espalhamento de Mie generalizados.

Os coeficientes de Mie generalizados A", B", C7" e D" sao determinados pela
condicao de fronteira na superficie da particula. Como nao ha a presenca de fontes, é
requerido que em r = a tenha-se a continuidade das componentes tangenciais tanto do

campo elétrico quanto do campo magnético. Logo™

A x (B + Es — Ep)| =0 (3.42a)

r=a

=0, (3.42D)

r=a

ﬁ X (Hinc + Hs - Hint)

em que 0l é o versor normal a superficie da particula, ou seja: i = 1.

Ao substituir as expressoes dos campos incidente, espalhado e interno nas expressoes

em 3.42, obtém-se um sistema de quatro equagoes relacionando A", B*, C'" e D". Da
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resolucao deste sistema obtém-se:

Al = angnty (3.43a)
B = byg (3.43b)
Ch' = tdnm (3.43¢)
Dy = dygn're; (3.43d)
em que:

o U, (kna)V! (Mkya) — MY, (kpa)V,(Mk,,a) (3.44a)

" En(kma) V! (Mkya) — ME (kpa)V,(Mk,a) )

MY (kpa)V (MEga) — Y, (kna) Y, (Mky,a)

= AL (o)W (M) — &, () O (M i) (344b)
M6 (kma) P, (kna) = & (kna) Yy (kma)] .
T e (o) U (Mkya) — Mf’( @)U (MFrna) (344c)
i — M? (& (kpma) V), (kma) = & (kma) Y (kpa)] (3.44q)

ME&, (kpa) W, (Mkya) — & (kpna)¥,(MkEya)’

sao os coeficientes de Mie, j& conhecidos da LMT.® Os coeficientes a,, e b, sdo denominados
de coeficientes de espalhamento de Mie enquanto que ¢, e d,, de coeficientes de Mie para

campos internos.

3.4 Forcas Opticas

Nesta secao, as expressoes das forcas épticas no contexto da GLMT sao determi-
nadas seguindo-se o formalismo descrito por Gouesbet e Gréhan.’® Apenas os campos
externos a particula, ou seja, incidente e espalhado, produzem forga 6ptica. Portanto, os

campos totais fasoriais externos a particula sao dados por:

A

E :Einc + Es = (Einc,r + Es,r)f + (Einc,ﬁ + Es,@)e =

E, 7+ Egf) + Eyd (3.45a)
H :Hinc + Hs = (Hinc,r + Hs,r)f + (Hincﬂ + ]_—’5,9)0A -
H,# + Hyf + Hy. (3.45b)

Como o meio onde a particula se encontrada ¢ assumido sem perdas, o fluxo de
poténcia médio calculado por meio da integragao do vetor de Poynting complexo sobre

uma superficie esférica S contendo a particula e com orientacao dada pelo versor i = 7
1
74 S fdS = - Ref(E « H*)dS — ]f S,ds, (3.46)
s 2 s s

fornece uma medida da quantidade de energia saindo da particula. Na equagao 3.46, .S,

refere-se a componente radial do vetor de Poynting complexo, dada por:

1
S, = 5(EoHy — EyHy). (3.47)
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3.4.1 Secoes de choque associadas ao balanco de energia radiativa

Convencionalmente na GLMT, os problemas de espalhamento eletromagnético
trabalham com secoes de choque dadas em m?. Por isso, em todas as expressoes dos
diferentes tipos de se¢oes de choque, os campos elétrico e magnético totais sdo normalizados

de forma que:
EyH;  ley, 9
_ = En? =1 3.48

e, portanto, a componente S, passa a ser uma grandeza adimensional.®

A secao de choque de absorcao Cyy,s é definida como uma medida da quantidade de
energia da onda eletromagnética absorvida pela particula. Logo, ela se relaciona com a

equacao 3.46 por:
—Uabs — % SrdS - Qinc + Qs + Qmix, (349)
S

em que os trés termos: Qine, 25 € Qmix sdo dados por:

m™ r2m ] r
Qinc = / / 3 Re |EincoHinep — Line,o Hine 9} r*sen(0)dfde (3.50a)
0 0 L ’ )
m™ r2r ] r
2= / / g Re | ol — B oH; e} r’sen(6)dOde (3.50b)
o Jo I ; 7
w™ 2w ] r
lex = / = Re | By H: + E H;;C
0 0 2 © L @ ,0 No ,0
EineoH 4 — ES,(;H;W} rsen(0)d0de. (3.50¢)

O termo i, (equacdo 3.50a) envolve apenas o campo incidente. Como o meio
onde esta a particula é sem perdas, nao ha perda de energia associada apenas ao campo
incidente. Logo, i, € nulo. Ja o termo {2, envolve apenas o campo espalhado e, portanto,
Qs é denominado de segdo de choque de espalhamento Cy., (O prefixo sca provém de

scattering, do inglés, espalhamento). Logo:

Qe = 0, (3.51a)
Q= Cua. (3.51D)

Portanto, das equacoes 3.49 e 3.51 tem-se que:
Qmix = _Cabs - Csca = _Cexta (352)

ou seja, o termo misto Q,ic, que envolve tanto o campo incidente quanto o campo espalhado,
define a secao de choque de extingao Cyy a qual corresponde a soma da perda de energia

por absorcao mais a de espalhamento.
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3.4.2 Balanco de momento e pressao de radiacao

No campo distante, ou seja, para k,,r >> 1, as fungoes V(k,,r) e £(k,,r) assumem

os seguintes comportamentos assintéticos®!
U (kyr) — j e dkmr, (3.53a)
E(kpr) — jrHte T, (3.53b)
e além disso, tem-se que W (k1) +V,, (kpr) =0 e £ (k1) +&n(kmr) = 0. Como consequén-
cia, as componentes radiais de campo elétrico e magnético dos campos incidente e espalhado

(equacoes 3.33a, 3.34a, 3.40a e 3.41a) tornam-se nulas: Ei,., = Hine, = Es, = Hy . As

demais componentes no campo distante sao dadas por:

— r < 2” + 1 m m m im
ElnCG - ]k/‘ ka Z Z n + 1 |:gn TMT‘ ‘(COSQ) +]mgn TE7T| |(COSG):| e’ ¢7
n=1m=-n
(3.54a)
El o0 n
E;, = % Or Z Z [mgn TM?T‘m‘(COSQ) +jgn TETm(COSQ)} eime. (3.54b)
m' pn=1m=-—n

* 2 2n+1

Ese_jk 7karz Z

[A?T,'f”'(cosﬁ) + ij,Twnm(cosG)} eIme (3.54c)

n=1m=-—n TL + ]'
Egpy=——- E [mAm ml(cosf) + jB™ m(cos&)} eIme, (3.54d)
m n=1m=-n
Hy
Hineo = — 2 B 3.55
H,
Hiyco = — Fine 3.55b
7¢ EO 79 ( )
Hy
Hy=—20F 3.55
H
H,s= —=2FE,g, (3.55d)
Ey

em que a expressao de ¢® (equagao 3.32) foi substituida.

Portanto, no campo distante o campo total comporta-se como uma onda transversal,
ou seja, E e H sao ambos perpendiculares ao versor radial i. Como consequéncia o vetor
de Poynting apresenta apenas componente radial .S,.. Diante disso, tratando-se de uma
onda transversal, a variagao temporal do momento da mesma, calculado sobre qualquer
superficie fechada S é dada por:

dP 1

— =— ¢ S,7dS. 3.56
dt U J S " ( )

Pela segunda Lei de Newton, o negativo do lado esquerdo da equacao 3.56 corres-

ponde a forca total radiativa F.q atuante sobre a particula. Logo:

1
Fuug = ——— §, 5,75, (3.57)

U,
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Tradicionalmente, os problemas de espalhamento na GLMT expressao a forga optica
de radiacao em termos de secoes de choque de pressao de radiacao Cp,, com dimensao em

m?2, e que se relaciona com a forca total radiativa F,.q por:

Cpr = U Fraq = — 72 S, 7dS, (3.58)

em que os campos elétrico e magnético envolvidos na expressao de S, (equacao 3.47) sdo
normalizados conforme a equagao 3.48.
Como 7 = sen(f)cos(¢p)k + sen(f)sen(¢)§ + cos(#)z, e utilizando-se das equagoes

3.49-3.52, as componentes cartesianas da se¢ao de choque de pressao de radiacao sao:

Cpr.x = sen(6)cos(¢) Cext — sen(60)cos(¢) Cecea (3.59a)
Cpry = sen(f)sen(¢)Cox; — n(ﬁ) () Ciea, (3.59D)
Chr,» = €08(0) Cext — c08(6) Ciea, (3.59¢)

em que o termo sen(f)cos(¢)Cey representa a integragao da expressao de Cey (equacao
3.50¢) com a inclusdo do termo sen(f)cos(¢). Segue-se de maneira andloga para os demais

termos.

Substituindo-se as expressoes dos campo incidente e espalhado no campo distante
(equagdes 3.54 e 3.55) nas equagoes em 3.50, obtém-se as expressoes das componentes
cartesianas da secao de choque de pressao de radiagdo em fungao dos fatores de forma e
dos coeficientes de Mie (para mais detalhes matematicos veja as segoes 3.12.2 e 3.12.3 da

referéncia 59):

Ao o (n+1+p|)!
Cre= 20 Y e el

n—= —

x Re(an + ay = 26,07, 1)Gh taidhy 1T
+ (bn + b4 — 2buby 1) Gh TR TE)

2n+1 (n+|p])!
P2+ 12 (n = [p))!

(3.60)

Re[j(2a,b;, — an — bZ)gz,TMgngE]] )

|

ii Z (n+ [p|)!

(n 4 Ipl)!
T o= nmpm—p—tz0 | (0= [P])!

1 1
(ng_ﬁ + Spm — QUTI;LTnl =20, 1) (25m,n+1 — 25n,m+1> (3.61)
m n

n+1

—1 — -1 —
m5n,m(Tp =T b =2Vy "+ 2V P,

m,n
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em que Cp,, = Re[C], Cpry = Im[C] e

St = (an +ay,) gy TM(gm TM) + (b, + 05,98 TE(gﬁHE)* (3.62a)
Up i = anap, 95 TM(gm TM) + bubi, 9y, TE(gfnJr%E)* (3.62b)

Ty = j(bn + ay,) gy TE(QZJF%M)* — j(an + bm)gn,TM(ng,r%E)* (3.62¢)
Vf,m = jbnamgn,TE(gm,TM>* - janbjngz,TM(gfnJ,rll“E) (3.62d)

A forca de radiacao total em newtons, obtida por meio das expressoes da secao de

choque de pressio de radiacdo das equacoes 3.60 e 3.61, é dada por®

1
Frua = |Eol*= 16Mn5;c%m (3.63)

em que foi utilizado a equacao 3.58 juntamente com a normalizagdo em 3.48.

3.5 Determinacao dos fatores de forma

. o L m m
O método mais direto para a determinacao dos fatores de forma gy'ty\ € g;'rg €
conhecido como método de quadratura.” Este método é exato e equivalente ao método

utilizado para o calculo de coeficientes em uma série de Fourier.

A funcao exponencial complexa apresenta a seguinte propriedade de ortogonalidade:

2r )
/emwmm:%%p (3.64)
0

em que 9d,,, se refere ao delta de Kronecker:

1, m=
Sy = P (3.65)

0, m#p.
De maneira similar, os polinémios associados de Legendre satisfazem a seguinte
propriedade de ortogonalidade:

2 (n+m)!
2n+1(n —m)!

/7r P (cosf) P" (cosf)sen(0)dd = Ot (3.66)
0

e as fungoes esféricas de Bessel de primeira ordem satisifazem:

n=gq

/OO jn(km"’)jq%mr)d(kmr) = { 20ty (3.67)
0

sen[(n—q)m/2]
D@t 74

Multiplicando-se ambos os lados das equagoes das componentes radiais de campo elé-

trico Eiye, € magnético Hi,, incidente (equagoes 3.33a e 3.34a) por e P P (cosf) U, (ky,r),

realizando-se o processo de integragdo nas variaveis r, € e ¢ dos dois lados das equagoes e
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utilizando-se das propriedades de ortogonalidade em 3.64, 3.66 e 3.67, é possivel expressar

os fatores de forma g1\ € g/'rp em funcao das componentes radiais:

1 (2n+1)* (n—m) 2m (r, 9 ¢ .
mo = (k) P f)e—ime
In,TM kmen” 2m2n(n 4+ 1) (n +m) / / / n(kmr) B (cosB)e

sen( )d9d¢d(kmr) (3.68a)

1 (2n+1)* (n—m) 2 (r, 0 qb .
m__ v, (k. piml 9)e—ime
In,TE kmch” 2m2n(n + 1) (n +m) / / / (k) P2 (cosf)e

sen(f )d@dgbd(kmr). (3.68b)

O caso mais simples de cdlculo dos coeficientes g’y € g;'rp @ partir das equagoes
em 3.68 é para uma onda plana com polarizacao linear em x, cujo campo elétrico descrito
no sistema de coordenadas (u,v,w) da figura 3 é dado por: E, = tEyexp(—jky,w). No
sistema (x,y,2), tem-se Ei,. = Epy (2 = —w) = XEpexp(jkmz). A componente radial Fiy .,
portanto, ¢ igual a Ei,, = B - 7 = Epexp(jkmz)sen(f)cos(¢). O campo magnético,
obtido pela lei de Faraday fasorial (2.60), vale Hine = §(1/ 1) (1/um) Evexp(jkmz) €, logo,
Hiner = Hine - 7 = Hoexp(jkn,2)sen(f)sen(¢).

Portanto, substituindo-se as expressoes de Einc, € Hinc, Nas expressoes em 3.68, os

fatores de forma associados a onda plana com polarizacao linear em x avaliados na posicao

2 = 2 sao dados por®

Mo = e = 0,/m| # 1
X gn,_TlM gn,'l;E ’ | 7_£1 X (369)
9o, ™ = oM = J9n,TE = —I9n,TE = 39n;
coml:
Jn = ejkmz(). (370)

Para um feixe estruturado, o processo matematico para determinacao dos coefici-
entes g,'ry € gn i @ partir das equagoes em 3.68 ¢ envolvente e esta fora do escopo deste
trabalho. Nem sempre é possivel resolver as equagoes em 3.68 de forma analitica.”® Para
os feixes analisados no capitulo 2, apenas para o feixe de Bessel ideal e a superposicao
discreta de feixes de Bessel ideais é possivel obter solugoes analiticas as quais apenas
mostradas neste trabalho. Para detalhes do processo de determinacao dos fatores de forma

destes feixes podem ser encontrados em Ambrosio, Rached e Gouesbet.®?

Sendo (po, ¢o, 20) as coordenadas cilindricas associadas a posicao (x, y, z) = (o, Yo, 20),
os fatores de forma avaliados em (pg, ¢o, 20) associados & superposi¢ao discreta de feixes

de Bessel de ordem v e polarizacao linear em z (equagdes em 2.64 com X = 1e Y = 0)
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sao dados por®:

q

=N m
Intm = Cm Z Aqejkz’qz0 (me1(/€p,q)€j(m”1)¢’0 [mwn(cosaq) + Tf(cosaq)]
’ =N CosQy,

+ vt (kp’q)efj(m*’ﬂfl)(ﬁo [mﬂ':{l(cw
COSO{q

- Tﬁ(cosaq)]) : (3.71a)
7 (cosay)

m
cosa, + 7, (cosozq)}

qg=N
g;’fTE = —ij Z Aqejkz,qzo (Jm—u—l(kp,q)ej(myl)% [m

g=—N

. —j(m—v+1)¢o 71-ZL(COSOQ]) _.m :|
Tt (ko o)e [ﬂz(xxqu rm(cosag)| | (3.71b)
em que:
L. m-im| (n —m)!
Cp == mH )y T 3.72
27 (=1) (n+ |m|)! (3.72)

Nas equagoes em 3.71, A, refere-se aos coeficientes A, da equagao 2.25. Os para-
metros k. 4 e k, 4, aos ntimeros de onda longitudinais e transversais, respectivamente. E os
pardmetros o, , = cos (k. ,/km) aos nimeros de dxicons da superposi¢io . Os fatores de

forma associados ao feixe de Bessel ideal sao obtidos tomando-se N = 0e A, = 1.

< , ~ " m m
Néo ¢ possivel obter uma solugao analitica para os fatores de forma g;'ry € gp'rg
associados ao feixe Gaussiano utilizando-se as equacoes em 3.68.%7 Por isso, para este

feixe recorre-se ao método da aproximagao localizada integral (ILA, do inglés: integral

localized approzimation),®* método adequado apenas para a descricio de feixes paraxiais.®*

Expressoes para estes coeficientes associados a formulagao de Davis de mais baixa ordem

para polarizagao linear em x (equagdes em 2.63 com X = 1 e Y = 0) sdo dados por®®®:

Gnorm = S(n) ZfTM(_]')'mUF?TTM? (3.73a)
Jnore = S(n) Z’,JTE(_jym‘ TE (3.73b)
em que:
1 20 wg +yd (n+1/2)2%s?
) = 3059V " T g Tr2e (3.74)

sendo xj = xo/Wo, yg = yo/Wo € 2§ = z0/(kmW§), €

2n(n+1)
R?z,TM = R?L,TE = m (3.75a)
m o — RO 2\ > 1 3.75b
n, M — {ly TE = (2n—|— 1) ) |m| = ( . )

T Nas equacoes 28 e 31 da referéncia 82 hid um erro de digitacio nas expressoes
dos fatores de forma. Nestas equagOes, os termos entre colchetes estdo escritos como
[ma)? (cos agy) £ T (Cos augy) / cos agy] ao invés de [mm))! (cos o) / €os agy £ 7)) (cos agy)].
Este erro de digitacao esté corrigido nas equacoes em 3.71.
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Fr(z),TM _ | 2% Z 2J+1 X XY (3.76a)
F,QTE 2y (G +1)!
Fm xm XX .X+ + 75
nT,nTM — gt Z 2j—m+1 J—)?”rrl I, m >0, (3.76b)
Fl're ( (j —m)! Jom+l G+l
—|m| Im|-1 j—|m| 34 X Xy
Fn,TM _ a|m|—lX*7 + Z 2j— |m|+1% Jj—Im[+1 - j++1 , m<0,
—FH_@ (Im|—1)! j=m 7' = Im])! jfl)r(n_|+1 - JXTJrl
(3.76¢)
onde:
(n+1)s
=~ 7 3.77
142525 (3:772)
Xy =zd +jyg. (3.77¢)

Observa-se, que a descricao do campo incidente utilizando os coeficientes das
equagoes em 3.73 satisfazem exatamente todas as equagoes de Maxwell e que, portanto,
nao é equivalente a aproximacao de ordem zero (equagoes em 2.63). Mostrou-se que as
componentes transversais (E, e E,) do feixe Gaussiano remodelado pela GLMT segue
quase exatamente um padrao Gaussiano desde que s < 0,15 ao longo do eixo 6ptico 2% e
5 < 0,1 para pontos fora do eixo 6ptico.8” Portanto, para valores de s pequenos como s =
0,02, espera-se uma pequena diferenca entre a descricao de Davis de mais baixa ordem
(equagoes em 2.63) e a descri¢ao do feixe incidente utilizando os fatores de forma obtidos
pela ILA.
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4 EXPANSAO MULTIPOLAR DA FORCA OPTICA

Neste capitulo, o espalhamento de luz por uma particula esférica e a obtencao da

forca Optica sdo analisados utilizando o método da expansao multipolar da forca optica.

A figura 4 mostra os sistemas de coordenadas adotados para a descricao dos
campos eletromagnéticos e para a determinacao de forgas épticas sobre a particula esférica
no contexto da MEOF. Similarmente ao adotado no capitulo 4, adotou-se um sistema
de coordenadas cartesiano (z,y,2) cuja origem O, coincide com o centro da particula.
Em coordenadas esféricas, este sistema tem representacao dada por (r,0,¢). O campo
incidente é descrito por outro sistema de coordenadas cartesiano (u,v,w) de origem Op. A
representacao em coordenadas cilindricas deste sistema equivale as coordenadas cilindricas

(p,0,2) adotadas no capitulo 2.

Figura 4 — Sistemas de coordenadas adotados para a determinacao de forgas dpticas sobre
a particula esférica no contexto da MEOF.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A diferenga em relagao a configuracao adotada na GLMT é que, no sistema
(u,v,w), o ponto Op estd localizado em (zg,y0,20). No contexto da MEOF, os campos
eletromagnéticos totais sao descritos em termos do sistema (z,y,z), assim como na GLMT.
No entanto, a forca éptica atuante sobre a particula é descrita em termos do sistema

(u,v,w) e, logo, ela é dada em funcao da posigao (z,y0,20) da particula no sistema (u,v,w).
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4.1 Conservacao do momento linear e o tensor de stress de Maxwell

Considere a particula como sendo uma distribui¢ao de cargas com densidade p(r,t)
e de correntes com densidade j(r,t), sendo r o vetor posigdo no sistema (x,y,z). A onda
eletromagnética incidente sobre a particula é caracterizada por um campo elétrico &E(r,t)
e um campo magnético H(r,t). A forga de Coulomb-Lorentz que a onda exerce sobre
as distribuigoes p(r,t) e j(r,t) corresponde a variacdo do momento linear mecénico da

particula P8
d
dp _ / <p£ +ix MmH)dV, (4.1)
dt 1%

em que V' é um volume arbitrario envolvendo a particula.

E possivel demonstrar utilizando as equacoes de Maxwell (veja mais detalhes no

Apéndice D) que a equagdo 4.1 é reescrita da forma™8%:
d d S
P = —7/ 2 v / V. Tav, 42
dt dt Jv u2, + 1% (42)

sendo § = € x H o vetor de Poynting e ? ¢ denominado tensor de stress de Maxwell:

1
?:emgeaemm}l@?i—QT(emg-eme-H), (4.3)

=
em que ® representa o produto diddico e I o tensor diddico unitario (veja defini¢oes no
Apéndice E).

A integral no segundo termo da equacao 4.2 corresponde ao momento linear da

onda eletromagnética:

/ SV =Py (4.4)
|4

2
U,

Logo, substituindo-se a equagao 4.4 em 4.2, tem-se:

d
dt(PmechPonda) — /V v Tav. (4.5)

Aplicando-se o teorema da divergéncia no lado direito da equacao 4.5, tem-se:

d

Z (Pruce + Ponda :]{?fdsz—jf ~T') - adS 46
dt( * d > s " s( )-8 (46)
em que S é uma superficie fechada regular, fronteira do volume V' e com versor unitario fi

orientado para fora de S. A equagao 4.6 trata-se da lei de conservacao de momento linear

em eletrodinamica.

Pela segunda Lei de Newton, o lado esquerdo da equacao 4.6 é igual a forga de

radiacao total F,,q atuante sobre a particula:

Frog — ;é T . ads, (4.7)
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que corresponde, portanto, ao fluxo do tensor de stress de Maxwell sobre uma superficie

fechada S que envolve a particula.®®

Para campos harmoénicos com dependéncia temporal da forma exp(jwot), ou seja:
E(r,t) = Re[E(r)exp(jwot)] e H(r,t) = Re[H(r)exp(jwot)], a for¢a de radiagdo média

F = F,.q em fungao dos fasores E(r) e H(r) é dada por™ ®:

1 1
F = f Re |enB(E ) + o HH - 8) = 5 (e,B - B+, H-HJalds. (1)
S

Na equacao 4.8, E e H referem-se, respectivamente, aos campos elétrico e magnético
(fasoriais) totais externos a particula, ou seja, eles sdo dados pela soma do campo incidente
(Eine and H;,.) com o campo espalhado pela particula (E; and Hy). Logo: E = Ej,. + E;
and H=H;,. + H,.

4.2 Forca de extincao e forca de recuo

A seguir, avalia-se a equacio 4.8 em uma superficie esférica S, com raio R — oc.
Neste cenario, a integral envolve os campos distantes de E e H. Tais campos distantes
sao ortogonais ao vetor unitario radial i = 7 = r/r. Logo, substituindo Ey,. + E, e
H = H,,. + H; na equagdo 4.8 e sabendo que Re|Ey,Ef] = Re[E} E;| e Re[H;,H:] =

Re[H; .H,|, tem-se que a forca de radiagdo é dada por F = Fi,c + Fexy + Fiec, em que:

1
Finc = _Z%S |:€m|Einc‘2 + Mm’Hinc‘Q] ﬁdSv (49)
1
Foo =~ fg Re {emE*mC B, + i Hine Hj]ﬁds, (4.10)
F... = ! E,|? H.|?|AdS 4.11
rec — 4 S Em‘ S‘ +,um’ S’ n . ( ° )

A equagao 4.9 envolve apenas os campos incidentes e, logo, pela conservacao de
momento linear, é identicamente nula (Fy,. = 0), ja que corresponde ao caso da propagagao
do feixe na auséncia da particula.”® O termo F.y (equacio 4.10) envolve tanto os campos
incidentes quanto os espalhados e, portanto, representa a forca média temporal de extingao
(do ingés, extinction force), resultante da interagdo dos campos incidente e espalhado. Ja o
termo F.. envolve apenas os campos espalhados e representa a forga média temporal de

recuo (do inglés, recoil force), proveniente da reacao radiativa da particula.

A radiacao de campo distante dos campos espalhados apresenta a seguinte forma:

efjkmr
E; = a; (4.12a)
T
e_jkm"’
H, = b : (4.12b)

r
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em que ai e by dependem de 1, sdo ambos ortogonais entre si e ao vetor unitario i, e

satisfazem by = (i X aa)/\/ b /€m-%*

Substituindo as expressoes da equacao 4.12 na equagao 4.11, obtém-se:

rec: % |: ‘ n’2+ m€m |an| dQ
4 pom T (4.13)

2

em que a integragao é avaliada sobre a esfera de raio unitario com d€) = sin 0dfdq.

Os campos incidentes sdo escritos como uma superposicao de ondas planas:
Eie = 7{1 eae TP 0T Q) (4.14a)
Hie = ¢ hge 7m0 qQ), (4.14Db)
em que k,, = 27/\,, e 1 é um vetor real unitiario que denota a diregdo de propagagao de
cada onda plana. Os vetores e e hy sao ambos ortogonais a i, dependem de @ mas nao

de r e se relacionam por hy = (4 X €a)/+/tm/€m.

Substituindo as expressoes das equagoes 4.12 e 4.14 em 4.10, obtém-se:

6jka

e —jkmr
A d len(eqan) St 4 p(he bR
47 Soo

r r

1
Fext = —5 Re B_kau I} ndsS|.

(4.15)
Pode-se simplificar a equagao 4.15 no campo distante fazendo uso do lema de Jones
(veja o Apéndice 12 da referéncia 90):
211 ) .
7 ?f e ki g o T [G(ﬁ)e—ﬂkas - G(—ﬁ)ej"“'mRS} . (4.16)

o qual descreve o comportamento assintético quando k,, Ry — 0o. Na equagao 4.16, G(i1)

¢ uma funcao arbitraria de fi. Portanto, utilizando o lema de Jones, obtém-se para Fy:

1 2mg .
Fex = —3 Re ki]j{ dQ[ — (el - ag)l+ e (ef - a sy, )le rmls g
m J4r
(4.17)
pn(Bia - R g (g - b, ) e
Como:
hy bl = ™ (i x eq) - (L x a) = ™ (eq x al), (4.18)
Hm Hom
e analogamente, hg - b*. = —;—Tn(eﬁ X a* ), a equagdo 4.17 torna-se:
e . N « x ~2jkm R
Fou = - Re ]% dQu{ — (e -aa) + (e -an,)e Jimit4
m 4
(4.19)
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::1 a )6_2jkas _|_ (eﬁ .

a*, JeFmfs = 9cos(2k,, R,) Re(ef - a_x,) +sen(2k,, Rs) Re(e} - a_+,)] é grandeza puramente

61,
2me,,
Fop=— ’ iﬁ Im |e

m

Sabendo que eg - a} — e} - ag = —2jIm[e} - ag] e que (e

real, obtém-se

o *

~aﬁ}ﬁdfl (4.20)

4.3 Expansdao multipolar até termos de quadrupolo

O campo espalhado E; pode ser escrito como a soma dos campos elétricos radiados
por multipolos elétricos e magnéticos. No campo distante (k,,,r >> 1), tem-se apenas
os termos proporcionais a 1/r. Considerando apenas dipolos e quadrupolos elétricos e

magnéticos, tem-se:"!:

2
aﬁ:4i’:m i x (p x )—i——m(mxn)
K " K .
J < [ (Qa- ) = x Q- )] (4.21)

= aap T Aa,m T Aa,Qe T A4,Qm;

em que p e m sao o momento de dipolo elétrico e magnético, respectivamente. Ja @ e
m Sao o momento de quadrupolo elétrico e magnético, respectivamente,®® os quais sao

tensores simétricos e sem trago (veja definigdo no Apéndice E).
A seguir, obtém-se as forcas de extincdo e de recuo em funcdo dos momentos de
dipolo e de quadrupolo avaliadas na origem Op, ou seja, na posi¢ao (zo,Y0,20)-

4.3.1 Forca de extingao

Nota-se que, ao substituir a equagao 4.21 na equacao 4.20, obtém-se quatro termos,
cada um correspondendo a contribuicao de cada dipolo ou quadrupolo. Tem-se: Fo =
F, +Fo +Fq + Fan.

4.3.1.1 Forca dipolar elétrica

A forca dipolar elétrica é obtida considerando-se apenas o termo ag, ha equagao

4.20. Logo, tem-se:

2
By 25 {5 0 0]
km 47 7 k2 4m (422)
:_mlmFgﬂmg
2 A

onde foi utilizado propriedade vetorial: a - [b X (¢ x b)] =a-c.

Aplicando o gradiente no conjugado da expressao do campo elétrico incidente

(equacao 4.14a), tem-se:

VE = (jkn) §_ (0@ e;)e/07a, (4.23)
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em que foi utilizado a propriedade vetorial V(VA) = VU ® A + UV A e o fato de e} nao

depender de 7. Logo, a forca dipolar elétrica, avaliada na origem Op é dada por®':
1
F, =, Re[(VE;,) -p). (4.24)

4.3.1.2 Forca dipolar magnética

E conveniente expressar inicialmente F. em funcao de ej e bg. Como tem-se
que ag = (bg X Q)pnuy, e €5 = (hi x O)p,un, e utilizando a propriedade vetorial:

(axb)-(cxb)=a-c, segue que:
2m N .
Fow = = Him ?f Im [hﬁ : bﬁ} ado. (4.25)
m 4

Logo, a forca dipolar magnética é dada por:

2
By = 27 f i g b 000 = <2 f o [ 20 (m < )] e
m 4m

47

(4.26)

onde novamente foi utilizado a propriedade vetorial: a - [b x (¢ x b)] = a - c. Portanto, de
maneira andloga ao procedimento realizado para a forga dipolar elétrica (subsegao 4.3.1.1),

tem-se que a forca dipolar magnética avaliada na origem Op &°:
1 *
F., = 3 Re[(VB;,.) - m], (4.27)
onde By, = ﬂmHinc'

4.3.1.3 Forca quadrupolar elétrica

Considerando-se apenas o termo ag qe Na equacao 4.20, obtém-se a forca quadrupolar
elétrica:

2me, 2
Fge = — ZG jirlm{e

k
. aﬁ,Qe} ﬁdQ = Im

(=1

4 47
K

= —— Im
2

(4.28)

em que foi utilizado a propriedade tensorial a - b x [b x (6 -b)] = —(6) -b) - a.

Aplicando o gradiente duas vezes no conjugado da expressao do campo elétrico

incidente (equagao 4.14a), tem-se:

VVEL, = (jkn)? j{ (u®u® et 0rdQ), (4.29)
47
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em que novamente foi utilizado a propriedade vetorial V(VA) = VU ® A + YV A e o fato
de e} nao depender de r. Portanto, a for¢a quadrupolar elétrica avaliada na origem Op é
dada por®':

Fo. = | Re[(VVE;,) : Qi (4.30)

em que : indica a operac¢ao duplo produto escalar (veja definigdo no Apéndice E).

4.3.1.4 Forca quadrupolar magnética

Considerando-se apenas o termo bg gm ha equagao 4.25, obtém-se a forca quadru-
polar magnética:

k
Im [ . -bﬁ,Qm} a0 = 1, f T [jh;g- [t x (6% (G- ﬁ)]}ﬁdQ
47

Km ,
Z—fum]{ Im [J(@-ﬁ)- E}ﬁdQ,
4

2
(4.31)

De maneira analoga ao procedimento realizado para a for¢ca quadrupolar elétrica
(subsegao 4.3.1.3):

VVH,,, = (jkn)? §_(u @ u e hy)edg, (4.32)
47

e, portanto®!:

Fom = iRe[(VVB;*nC) - Qul. (4.33)

4.3.2 Forca de recuo

Ao substituir a equacao 4.21 na equacao 4.13, observa-se que os Unicos termos
nao nulos (e que, portanto, contribuem para a forga de recuo) sdo aqueles envolvendo o
produto do campo elétrico radiado por um multipolo simétrico com o campo radiado de
um multipolo antissimétrico. Um multipolo é simétrico quando o campo elétrico por ele
radiado apresenta a propriedade de invariancia a transformagao i — —n. Por outro lado,
ele é dito antissimétrico se hd uma mudanca de fase de 180° em seu campo elétrico quando
aplicado a transformacao i — —f. O dipolo elétrico a4, e o quadrupolo magnético as qm
sao simétricos, enquanto que o dipolo magnético as ., € o quadrupolo elétrico as g sa0
antissimétricos. Apenas os produtos envolvendo os campos de um multipolo simétrico com
um antissimétrico resulta em um padrao de radiacdo nao simétrico e, por consequéncia,

em uma forca 6ptica de recuo nao nula.”? Logo, tem-se:

Fiec = —em}l{ Re {afmp Caj , tanqe @, T
ix (4.34)
aﬁ7Qm . a;ilvm + aﬁ@e . angm} fldQ

Na equacao 4.34 é possivel identificar quatro termos que compoem a forga de

recuo: Fiee = Fpm + Fpge + Frngm + Fgeqm, 05 quais representam, respectivamente, as
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contribui¢oes de forga provenientes da interacdo entre os dipolos elétrico e magnético
(Fpm), entre o dipolo elétrico e o quadrupolo elétrico (Fpqe), entre o dipolo magnético e o

quadrupolo magnético (Fqm) € entre os quadrupolos elétrico e magnético (Fqeqm)-

A primeiro termo da equagao 4.34 ¢é igual a:

F,.= —em% Relagap, - aj ,,|0dQ
4m ’

k4

= " Toenun 5, Re 18 (0 x 8] m x 8] a2 (439)
k‘4

= T i6m%enun, ﬁr e {(p"m@ B WZ)] fisen(6)dfd.

Em coordenadas Cartesianas, tem-se:

i = sen(6)cos(¢)X + sen(f)sen(¢)§y + cos(0)z, (4.36)

Po = pucos(B)cos(¢) + pycos(f)sen(p) — p.sen(d) (4.37a)
Po = —pazsen(¢) + pycos(o), (4.37b)

my = mycos(f)cos(¢) + mycos(f)sen(¢) — m.sen(6) (4.38a)
my = —mysen(¢) + mycos(¢). (4.38b)

Logo, Substituindo-se as equagoes em 4.36, 4.37 e 4.38, a forca de recuo proveniente
da interacdo entre os dipolos elétrico e magnético, avaliada na origem Op é°1:
Fon = —L Re[p x m”| (4.39)
b 167 €U, ' '
A forca de recuo proveniente da interacdo entre o dipolo elétrico com o quadrupolo
elétrico (Fpqe) ¢ obtida substituindo-se as expressoes de as, € as e 1o segundo termo da

equacao 4.34:

Foqe = —€m j{; Relag - aa,qe]df2
vy

= o f e [ (o7 < ) 8¢ (8 (@2 0] a0 (1.40)
_ _3;%% § [@ f)-A(p*-h) — (Qo-h) - p*} fisen(0)d0do.

Como:
Qo - i = 5en(8)cos(6)(QuunX + Qua§ + Qena2) +
sen(0)sen()(QeayR + Qeyyd + Qezy2)+ (4.41)
c08(0)(Qe.azR + Qe g9 + Qe,z:2),
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e utilizando-se as equagoes 4.36 e 4.37, segue-se que a forca de interacao entre o dipolo

elétrico e o quadrupolo elétrico, avaliada na origem Op é%

m[Q, - p]. (4.42)

5

Foo =
PQ 407rem

De maneira analoga ao procedimento realizado para a forca F,q., a forca de
interacao entre o dipolo magnético e o quadrupolo magnético, avaliada na origem Op é

dada por®!
k‘5
Fgm = —— " Im[Qy, - m"]. (4.43)

40me U,

Finalmente, o ultimo termo da equagao 4.13 (Fqeqm) é dado por:

Fem:_mfR n,Qe * Aj dQ
QeQ € g e[a ,Q n,Qm]n

]{6
——_ "  § Rellh
6472€,, Uy, fm e |l x

- —gn | Re [@-ﬁ%@?-ﬁ)qﬁ—@ )G’ >a}nsen< )aos,

6472€,, Uy,
(4.44)

em que (Qu - )y = (Qu- 1) -0, (Qr-1)y = (Qo-1) - &, (Qu 1)y = (Quv 1) -0 c

(Qm 1)y = (Qm - 1) - ¢, sendo 6 e ¢ os versores polar e azimutal, respectivamente, que em

coordenadas cartesianas sdo descritos por: 6 = cos(6)cos(¢)& + cos(f)sen(¢)) — sen(H)2 e

A

¢ = —sen(¢)T + cos(¢)7.
Portanto, segue da equacgao 4.44 que a forca de interacao entre os quadrupolos

elétrico e magnético, avaliada na origem Op %

K,

240me,, U,

FQeQm = - Re[Qe,.’E X Q*m@' + Qe,y X Q*m7y + Qe,z X Q*m’z]7 (445)

em que Qex = QX + Q¥ + Q22 (ou seja, vetor formado pelos elementos da primeira

linha do tensor @) Analogo para os demais termos.

Deste modo, em notacao indicial, as componentes cartesianas (i = x,y, z) da forga

média de extingao e de recuo, avaliadas na origem Op, sao dadas por®!

1
FQXtvi - Re p]V EI*HC] + 5 Re V Bl*ncj +
(4.46)
1
Re Qekv Vk lan + Z Re v Vk?BlnC] ?
€
/{4 k5

Freos 127e U, Re | €rpmic | + 407e,), Im | Q5 | +

k5 k6 (4.47)
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em que €, refere-se ao tensor de Levi-Civita. Nas equacoes 4.46 e 4.47 adotou-se a notacao

de Einstein, em que somatorios sobre indices repetidos sao implicitos.

4.4 Momentos dipolares e quadrupolares em funcao dos campos incidentes

Nesta secao, os momentos de dipolo e quadrupolo sdo determinados em funcao
dos campos incidentes Ei,. e Hi,.. Expandindo-se estes campos em uma série de Taylor
centrada no centro da particula 0 = Op = (z9, o, 20), as componentes cartesianas desta

expansao sao dadas por:

- 1
Einc,i(r) = Einc,i(o) + vjEinc,z‘ T + EvkvjEinC,i Tk =+ ... (448&)
r=0 r=0
- 1
Binc,i(r) = Binc,i(o) + v]’Bincyi T + ivkvainc,i Tk + ceey (448b)
r=0 r=0

com ¢ = x,y, z. Cada termo da equacao 4.48 é responsavel pela excitacao de um multipolo

93,94

em particular. O dipolo elétrico p é proporcional ao primeiro termo da equacao 4.48a.

E o dipolo magnético m é proporcional ao primeiro termo da equagao 4.48b. Logo:

p = a.Ein. (4.49a)
m = anBin, (4.49b)

cujas constantes de proporcionalidade . e «,, sdo denominadas de polarizabilidade elétrica
e magnética, respectivamente. Como os momentos de quadrupolo @ e @ devem ser
tensores simétricos, eles interagem apenas com a parte simétrica do gradiente dos campos
incidentes ( segundo termo das equagoes 4.48a e 4.48b, respectivamente). Para um tensor

AN
A de ordem 2, a parte simétrica é dada por:

AHS:;CK@X%), (4.50)

<
em que jﬁ refere-se a transposta do tensor A .

Logo, as componentes de a e m sao”*:

co= %(&‘Emc,j + 8jEinc,i) (4.51&)

ij

m — Oégm (87;Binc’j + ajBinC7i)7 (451b)

]
em que as constantes de proporcionalidade age e agn, referem-se a quadrupolarizabilidade
elétrica e magnética, respectivamente. Nota-se que os tensores @ e m, obtidos por meio
das expressoes em 4.51, sdo tensores sem traco, ja que seus tragos sao, respectivamente,
V - Einc € V - By, 0s quais sdo nulos por causa da lei de Gauss elétrica (em um meio sem

fontes) e da lei de Gauss magnética (equagoes 3.6a e 3.6b).

Comparando-se o campo elétrico espalhado radiado pelos dipolos e quadrupolos

(equagoes 4.12 e 4.21) com o campo elétrico espalhado obtido pela GLMT no campo
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distante, é possivel relacionar as polarizabilidades elétrica e magnética, a. e a,,, com os
coeficientes de Mie a; e by, respectivamente. Do mesmo modo, é possivel relacionar as
quadrupolarizabilidades elétrica e magnética, age € agm, com os coeficientes de Mie ay e

bs, respectivamente.

Considera-se como feixe incidente uma onda plana polarizada em z. No sis-
tema de coordenadas (u,v,w), Ey, = XEjexp(—jky,w). Logo, no sistema (z,y,z) tem-
se: Bipe = Epw(z = —w) = XEpexp(jknmz) € Bine = (1/up) Evexp(jkn,z). Portanto, o
campo espalhado no campo distante calculado pela GLMT na posicao z = zy é obtido
substituindo-se os fatores de forma associados a onda plana (equagoes 3.69 e 3.70) nas

equacgoes em 3.54c¢ e 3.54d. Deste processo, obtém-se: Eg = Es,gé + qug, com:

“dhar 2 1
Ep= one coso Z nt gn {anTn(COSG) + bnwn(cose)} (4.52a)
hr 2 1
E,,= —one smgb > n j—_ D Jn [anwn(cosﬁ) + bnTn(cosﬁ)], (4.52b)
n(n

n=1
em que 7, (cosf) e 7} (cos) sdo as fungoes generalizadas de Legendre de ordem 1 e grau n

(veja equagoes em 3.35) e g, = exp(jkmzo)."’

A partir das equacoes 4.12 e 4.21, segue que a contribuicao para o campo elétrico

espalhado devido aos dipolos elétrico e magnético é dada por:

e Hkmr 2 1
ES dipolos — X (p X ﬁ) + 7(11’1 X ﬁ) =
’ r 4dwe, m
(4.53)
e gkmr T2n é A 1 é ~
r  Amen, [pe TPed ¥ %(m(ﬁ B mgqﬁ)].

Os momentos dipolares (equagoes em 4.49) para a onda plana polarizada em z sdo:
p = a.XEpexp(jknz) e m = ap,§(1/uy)Eoexp(jkn,z). Logo, substituindo-os na equagao
4.53 e comparando a expressao obtida avaliada em z = z5 com as equagoes em 4.52 para n

= 1, obtém-se:

6men,

Qe = —j—5 M (4.54a)
67

Qpy = —J N by. (4.54b)

De maneira andloga, a contribuicao para o campo elétrico espalhado devido aos

quadrupolos elétrico e magnético ¢ dada por:

—jkmr k?) 1
Es,quadrupolos = _6 r j87T€m 0 X [1’1 X (@ ﬁ)] + %ﬁ X (&n ﬁ)] =
e—jkmr kS R N
_ j_m | )0 — -1 4.55
e B (DS IUE (T (155)

+ Qe )06 — (G- 18],

m m
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O momento quadrupolar elétrico (equagao 4.51a) para a onda plana polarizada
em z é dado por: Q5, = QS, = (age/2)Eojkmexp(jknz) e os demais elementos do

tensor @ sdo nulos. J& para o momento quadrupolar magnético (equagao 4.51b), tem-se:
v = Q= (agm/2)(Gkm/um)Eoexp(jknz) e os demais elementos do tensor m sao
nulos. Substituindo-os na equagao 4.55 e comparando a expressao obtida avaliada em

z = zp com as equacoes em 4.52 para n = 2, tem-se:

A40me,,

AQe = —J 5 @ (4.56a)
. 407

agm = —J S bs. (4.56b)

4.5 Forcas 6pticas em particulas de Rayleigh

Uma particula de Rayleigh satisfaz a condigao k,,a << 1, ou seja a << \,,. Nesta
secao é mostrado que a forga radiativa sobre particulas de Rayleigh corresponde apenas a
forga dipolar elétrica (equagao 4.24) com a polarizabilidade elétrica «. (equagao 4.54a)

avaliada sob a condicao k,,a << 1.

A particula de Rayleigh é pequena o suficiente de tal modo que seu comportamento
se assemelha a um dipolo elétrico em um campo elétrico nao homogéneo, como ilustrado
na figura 5. O dipolo elétrico é formado por duas cargas opostas, +q e —gq, localizadas,
respectivamente, em r, e r_. O centro da particula esta localizado, portanto, em rq =

(ry +r_)/2. As cargas estdo separadas por uma distancia d, tal qued =1, —r_.3

Figura 5 — Sistemas de coordenadas adotados para a determinacao de forgas épticas em
particulas de Rayleigh.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A forca total instantanea sobre o dipolo é dada pela soma das forgas de Lorentz

em cada carga®:

d d
-+ X Binc(rJr?t) - 5 I-X Binc(r*ﬂf) : (457)

F:q ginc(rJrat) _ginc(rat)} +q dt dt

A particula é pequena o suficiente para assumir que |d| << |ry| e |d| << |r_|.
Neste cenario, pode-se expandir os campos incidentes &, e Bj,. em uma série de Taylor
centrada no centro da particula rqg = (ry +r_)/2, retendo-se apenas aos dois primeiros

termos”®:

ginc(r—H t) ~ 81nc<rd7 t) +

(re —rq) - v} Ene(ra, 1) (4.58a)

Binc(r—‘m t) ~ Binc(rda t) +

(rs —rq)- v] Binc(ra, 1) (4.58D)
Substituindo-se as equagoes em 4.58 na equacao 4.57, e sabendo-se que o momento
de dipolo é &P, = qd, a forca total instantanea sobre o dipolo, avaliada em r = rq é:

Py
dt

X Binc(rda t) + ird X (g&d . V)Binc(rd, t). (459)

d
F(I‘d,t) = gjd . Vé'inc(rd,t) + dt

Tratando-se de uma particula nao relativistica, o médulo da velocidade drq/dt é
muito menor do que a velocidade da luz no espago livre ¢, de tal forma que o ultimo termo

da equagao 4.59 pode ser desprezado.

Por propriedade vetorial, o segundo termo da equacao 4.59 pode ser reescrito como:

dP 4
dt

d d
X Binc<rdat) - dt|:g‘sd X Binc(rd7t):| - gbd X &Binc(rdat) =
d

dt|:g‘sd X Binc(rd,t)] + gsd x |V % Einc(rd,t)],

(4.60)

em que a Lei de Faraday foi aplicada no tltimo termo.

Portanto:

d
F(ra,) = Py - VEne(ra,t) + Py x [gsd « Binc(rd,t)} (4.61)

ta

v x Emc(rd,t)}

Considerando-se campos harmdnicos, tal que Eic(ra,t) = Re [E(rd)exp(jwot)},

Bine(ra,t) = Re {B(rd)exp(jwot)] e P,y = Re {p(rd)exp(jwot)}, tem-se que a média
temporal do iltimo termo da equacao 4.61 ¢ nula enquanto que a média temporal dos

demais termos em fungao dos fasores E(rq) e p(rq) é:

F(ra) = 5 Re (b~ V)5, +p x (V x B3, (1.62)
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Utilizando a propriedade vetorial p x (V x Ef ) =p - VE!_ — (p- V)E{ ., a forca
média temporal sobre a particula de Rayleigh é dada por?:
1
F(rq) = 5 Re {p : VEfnC], (4.63)

que corresponde a forga dipolar elétrica da equacgao 4.24.

Dentro do contexto de dipolo elétrico, a polarizabilidade elétrica a, de uma particula
de Rayleigh (. r), pode ser determinada seguindo-se o formalismo desenvolvido por Draine

e Goodman”® e detalhada & seguir.

O vetor polarizacao da particula é dado por:
P = ¢,,X(Einc + Es) = 6,(M? — 1)(Eine + Es), (4.64)

em que Eg refere-se ao campo espalhado e M = /e, /Empim ¢ 0 Indice de refragio relativo
da particula, que se relaciona com a susceptibilidade xy por M = /T + x.”* O momento
de dipolo ¢ igual a p = VP, sendo V o volume da particula. Como k,,a << 1 e logo

a << A\, pode-se assumir que E;,., Es e P sdo uniforme dentro do volume V.

Cada elemento infinitesimal de volume dV da particula apresenta momento de
dipolo dp = PdV e possui campo espalhado, definido a partir do centro do dipolo dp, dado

pelo campo radiado por um dipolo elétrico no campo préximo (em inglés, near field)*®%:

aE, = fm G i)+ (G iy~ 1) dp- (465
s — " - ' |
e oy coS (et )2 J T 7 + se (kmr)? J k.r p

Devido a simetria esférica da particula, a obtencao do campo espalhado no centro

da mesma devido a todas as contribui¢oes dos dipolos dp ¢ equivalente a integracao ao
longo do volume V' do campo espalhado produzido por um dipolo elétrico no centro da

particula:

2T o pra
E. — / dE, — / / / dE.r2senfdrdddo. (4.66)
v o Jo Jo
Como a particula é pequena, pode-se expandir a exponencial complexa da equagao
4.65 em uma série de Taylor centrada na origem até a terceira poténcia:

, 1 1 .
eI 1 — j(kpr) — i(kmr)z —|—j6(kmr)5, (4.67)
ja que (k,,m)™, n > 3, torna-se desprezivel no processo de integragdo em 4.66, uma vez que

kna << 1.

Para fins de determinagao de a, basta considerar apenas uma componente de Ej,,
Es e P. Tomando-se a componente longitudinal (ao longo do eixo z) da equagao 4.65 ja
com a aproximacao em 4.67, tem-se:

k3 1
dE o

s ™ Ame, (kpyr)?

(3c0s2(6) — 1) + ;(0052(9) 1) (or)? — j?)(kmr)3 P.AV, (468)
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sendo P, a componente longitudinal de P. E, logo, realizando-se o processo de integracao

em 4.66, obtém-se:

1 2
E,.— — [ 1+ (kma)? — j(kma>3] P.. (4.69)
' 3€m, 3

Logo, substituindo-se a equacao 4.69 na relagdo constitutiva da equagao 4.64,

obtém-se a seguinte relacao entre o vetor polarizacao P e o campo incidente E;,.:

M2—1)[ M?—1

2 -1
f— — _——— 2 pE— ‘7 3 .
P= 3em(M2 5 210 ((kma) jg(k‘ma) ﬂ E;... (4.70)

Portanto, como p = VP e V = (4/3)ma®, segue que:
pP= ae,REin07 (471)

com

M?—1

_ MQ+2<(kma)2 _ jQ(k;ma)Sﬂ o (4.72a)

3
M2—1)
M?2+2)

Qe R = OCM [1

aom = 47r6ma3( (4.72b)
O termo acy (equagao 4.72b) corresponde a relagao de Clausius-Mossotti e descreve

a polarizabilidade elétrica no limite quase estatico, ou seja, k,, — 0.

A seguir, o coeficiente de Mie a; é avaliado sob a condicéo kna << 1. Seja & = kna,
comumente denominado de pardmetro de tamanho da particula. Expandindo-se as fung¢oes
U, (z) e & (x) e suas derivadas V! (z) e £, (x) em série de poténcia e restringindo-se aos

primeiros termos, tem-se”7:

x> at
U, (x) 23 - 2303 (4.73a)

X X
v, (2) % 3 T52 (4.73b)
&n() = % 55+ % (4.73¢)
& (z) = —52 + ‘; + 2; (4.73d)

Logo, a expressao para o coeficiente de Mie a; (equagdo 3.44a com n = 1) utilizando-

se as aproximacoes da equacao 4.73 ¢ dada por®”:

4<M2—1

=532

2(M2—1
9

)2(/%@)6 +J3 W) (kma)®, (4.74)

em que restringiu-se tanto a parte real quanto a parte imaginaria apenas ao termo de mais

baixa ordem em (k,,a)".
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Portanto, substituindo-se a equacao 4.74 em 4.54a, segue que a polarizabilidade

elétrica sob a condicao k,,a << 1 é dada por:

(1 + kga%M) (1 +j by )_1 (4.75)
e = & o i )
oM 36m2e2, J e

Como kS a2y, é proporcional a (k,,a)®, que assume valor desprezivel sob a condigao

de k,,a << 1, tem-se:

i3 -1 2/M?—1
LA 14 j—m = L+ —— ) (kn 3} 4.
“ O‘CM< +]67r6maCM) O‘CM[ +J3<M2+2>( ] (4.76)

2 simplificacdo usualmente

1,.95,98,99

que corresponde & equagao 4.72 desprezando-se o termo (k,,a)

realizada na literatura para andlise de forgas épticas no regime de Rayleig
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5 RESULTADOS

5.1 Comparacao entre o método da expansao multipolar da forca 6ptica e a Teoria
Generalizada de Lorenz-Mie

Nesta secao, a forca 6ptica média total calculada pelo método MEOF truncado até
termos de quadrupolos é comparada com a forca radiativa obtida pela GLMT. Resultados
e analises provenientes desta comparacao foram publicados no periédico internacional

"Journal of the Optical Society of America B" e estdo presentes no artigo 100.

Utilizando-se o0 método da MEOF, a forca optica é calculada por meio das equagoes
4.46 e 4.47, com os momentos dipolares e quadrupolares dados pelas expressoes em 4.49 e
4.51; as polarizabilidades e quadrupolarizabilidades pelas equagoes em 4.54 e 4.56 e os

coeficientes de Mie aq, by,as e by pelas equagoes em 3.44a e 3.44b.

Para que a forca optica obtida pela GLMT siga a configuracao adotada no método
da MEOF (descrita na figura 4), é necessério realizar-se a transformagcao (xo, yo, 20) —

(—x0, —Y0, —20) na expressao 3.63 do calculo de forgas na GLMT:

1 Je, 1
Frad('TO)yOaZO) = |Eo|2§ Mfmufcpr(—xo» —Yo, —Zo)- (5-1>

m

com C,, calculado por meio das equagoes 3.61 e 3.63.

Adotou-se como campos incidentes o feixe Gaussiano descrito pela equagoes em
2.63, o feixe de Bessel ideal (equagdes em 2.65) e a superposigao discreta de feixes de
Bessel ideais (equagdes em 2.64). Para todos estes feixes incidentes, assumiu-se polarizagao
linear em z, ou seja, X =1 e Y = 0. Os fatores de forma g;'r\; € g7 associados a estes

feixes sao os descritos pelas equacgoes 3.73 e 3.71.

O meio onde a particula estd imersa é dielétrico (p,, = o) com indice de refragao
Ny = \/Em /€0 = 1,33, que corresponde a dgua destilada. A particula também é dielétrica
(p = o) com indice de refracao relativo M = /¢,/e,, = 1,2, que corresponde a uma
particula de poliestireno. O comprimento de onda da fonte laser (no espago livre) é Ag
= 1064 nm. Logo, A\, = Ao/n,, = 800 nm. Adotou-se P = 100 mW para a poténcia do
feixe. No caso do FB ideal e da superposigao discreta de FBs (os quais apresentam fluxo

de energia infinito), a forga dptica é expressa em termos de F/|Eyl|>.

A componente transversal F, da for¢a optica total ao longo do eixo nas posi¢oes
(x0,9%0 = 0,29 = 0) é analisada na figura 6 para um FB ideal (equagao 2.65) de ordem
v = 1 e angulo de cone 5 = 10°. Nas linhas sélidas pretas a componente F,. é calculada
pelo método da MEOF enquanto nas linhas azuis pontilhadas com circulos pela GLMT. A

andlise é realizada para raio da particula a = 0,2 A, (a), a = 0,3 A\, (b) e a = 0,35 A\,
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(¢). A amplitude ao quadrado do feixe incidente [E""|2/| Eo|? é representada pelas linhas

vermelhas pontilhadas.

Figura 6 — Componente transversal F, ao longo do eixo = calculado pelo MEFO (linhas
solidas pretas) e pela GLMT (linhas azuis pontilhadas com circulos) sobre uma
particula dielétrica com M = 1,2 e raio a = 0,2 \,,, (a), a = 0,3 A\, (b) e a
= 0,35 A\, (¢). O campo incidente é um feixe de Bessel ideal de ordem v = 1
(linhas vermelhas pontilhadas) com angulo de cone § = 10°.

. x‘ID'ZBI ‘Fx (x,l y= D: z= DI} M: 1I.2 al: 0.2/\I | x‘ID'Zﬁl
MEOF

—-8-—GLMT (b)

! T L IENE I

Fx (x,y=0,z=0) M:1.2 a: 0.3\

MEOF
—-8-—GLMT 4
————— IEIE 1

0.5

2 2 2
ForIEE (Nm?rvi)

15 L | L | L L L L | | | 1 1 | \ \ L
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E
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Fonte: Extraida da referéncia 100, publicada pelo autor.

Na figura 7, a comparagao é feita para um feixe Gaussiano (equagao 2.63) com
Wo/Am = 25/m (s = 0,02). As linhas sélidas pretas representam a forga éptica total em
piconewtons (pN) calculada pelo MEOF. Os termos da forca de extingao estao representados
pelas demais linhas sélidas: forcas dipolares elétrica e magnética, Fp, e Fy,, em vermelho
e em azul respectivamente; e forcas quadrupolares elétrica e magnética, Fqe € Fqm, em
magenta e em verde, respectivamente. Os termos da forca de recuo estao representados

pelas linhas tracejadas: Fpp (vermelho), Fpqe (azul), Foqm (magenta) ¢ Fgeqm (verde).
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A forca dptica calculada pela GLMT é mostrada pelas linhas pretas pontilhadas com
circulos. Nas figuras 7(a)-(c) tem-se a andlise para a componente longitudinal F, nas
posigoes (xg = 0,90 = 0, 29), respectivamente para a = 0,2 \,, (a), a = 0,3 \,,, (b) e
a = 0,35 A\, (¢). A mesma andlise é realizada nas figuras 7(d)-(f) para a componente

transversal F, nas posigoes (xg,yo = 0,29 = 0).

Na figura 8, a comparacao entre o método da MEOF e a GLMT ¢ realizada
considerando como feixe incidente uma superposigao discreta de FBs (equagao 2.64)
composta por 31 FBs (N = 15) de ordem v = 0. O comprimento de onda central
da superposigao é igual a @ = 0,95wy/u,, e a funcdo F(z), definida sobre o intervalo
—L/2 < 2y < L/2, é dada por:

F(z) = (5.2)

1,—(7/20)L < 2 < —(3/20)L e (3/20)L < z < (7/20)L
0, caso contrario
com L = 500 pym. O maior angulo de axicons presente na superposicdo € [pax =
acos(k, _n/(wo/um)| =~ 22,17°.

A amplitude de campo ao quadrado \E-(FWD) /| Eo|* ao longo do eixo 2z e sobre o

inc
plano yo = 0 sdo mostradas, respectivamente, nas figuras 8(a) (linhas sélidas pretas) e 8(c).
As linhas tracejadas vermelhas na figura 8(a) corresponde a |F(2)|? e a 8(b) apresenta
a amplitude e a fase de cada FB que compoe a superposigao (coeficientes A, obtidos
por meio da equacao 2.25) em fungao de seus respectivos niimero de onda longitudinais.
Observa-se na figura 8(a) que a amplitude de campo ao quadrado ndo é exatamente igual
as fungdes degrau que definem F(z) na equacao 5.2 ja que para uma reprodugio perfeita

de |F(z)|? seria necessario N — oc.

A componente longitudinal F, nas posigdes (zg = 0,yo = 0, z9) e a componente
transversal F, em (zg,yo = 0,29 = —100um) calculadas pelo MEOF (linhas sdlidas pretas)
e pela GLMT (linhas azuis tracejadas com circulos) sao mostradas, respectivamente, nas
figuras 8(d)-(f) e 8(g)-(i) para a = 0,2 A, [figuras (d) e (g)], a = 0,3 \,,, [figuras (e) e (h)]
ea= 0,35\, [figuras (f) e (i)].

Na figura 9 tem-se uma andlise similar ao da figura 8 alterando-se apenas a ordem
dos FBs que compoem a superposicao para v = 3 e o numero de onda longitudinal
central para Q) = 0,60wy/u,,. A amplitude de campo ao quadrado \Egcw D)]2 /| Eo|* sobre
o plano yp = 0 é mostrada na figura 9(a). Nas figuras 9(b)-(f) tem-se a componente
longitudinal da forca 6ptica F, ao longo do cilindro de maxima intensidade, localizado
em p = p. = 0,66764um. O método da MEOF (linhas pretas sélidas) é comparado com
a GLMT (linhas azuis tracejadas com circulos), respectivamente, para a = 0,2 A\, (b),

a=03M\, (c),a=035 X, (d),a =04\, (e) ea =05\, (f). As linhas vermelhas
(FWD

mc

tracejadas representam |E )|2 /|Eo|* ao longo do cilindro de raio p = p..
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Figura 7 — Componente longitudinal F, da forca éptica ao longo do eixo z calculada pelo
MEOF (linhas sélidas pretas) e pela GLMT (linhas pretas pontilhadas com
circulos). A particula é dielétrica com M = 1.2 e raio a = 0,2 \,,, (a), a =
0,3 A (b) e a = 0,35 Ay, (¢). Os termos da forca de extingao e de recuo sao
representados, respectivamente, por linhas sélidas e pontilhadas. O campo
incidente é um feixe Gaussiano com s = 0,02 (Wy/\,, = 25/7). A mesma
analise é feita para a componente transversal F, ao longo do eixo x nas figuras
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Fonte: Extraida da referéncia 100, publicada pelo autor.
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Figura 8 — Andlise para uma FW discreta contendo 31 feixes de Bessel ideais de ordem v =

0. (a) |F(2)]? (linha vermelha tracejada) e |E|*/|Ey|* ao longo do eixo z (linha
sélida preta). (b) Amplitude e fase dos coeficientes A,,. (c) [EEWP|2/| Ey|? no
plano zz. Nas figuras (d)-(1), forgas dépticas calculadas pelo método da MEOF
(linhas solidas pretas) e pela GLMT (linhas azuis pontilhadas com circulos)
sobre uma particula dielétrica com M = 1.2. Componente longitudinal F, /| E|?
ao longo do eixo z para a = 0,2 A, (d), a = 0,3 A, (e) e a = 0,35 \,,, ().
A mesma andlise para a componente transversal F,/|Fy|? em z = -100 ym
ao longo do eixo x é mostrada nas figuras (g)-(i). Para melhor visualizagao,

|EFWD

mc

|2/| Eo|? nas figuras (d)-(1), mostrado em linhas tracejadas vermelhas, ¢

multiplicado por max[F,/|Fy|?] x 1,5 ou max[F,/|Eo|*] x 1,5.
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Figura 9 —
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Andlise para uma FW discreta contendo 31 feixes de Bessel ideais de ordem
v =3 com Q = 0,60(wp/u,,) e L = 50um. (a) [EEWD

P2 /| Ep* no plano xz.
Componente longitudinal F, /| Ey|* sobre uma particula dielétrica com M = 1.2

ao longo do cilindro de raio p = p. para a = 0,2 \,,, (b), a = 0,3 A\, (¢), a =
0,35 A (d), a = 0,4 A\, () e a = 0,5 A\, (f). Linhas sélidas pretas: forga éptica
calculada pelo método da MEOF e linhas azuis pontilhadas com circulos pela
GLMT. Para melhor visualizagao, [EEWP|2 /| Ey|* nas figuras (b)-(f), mostrado

em linhas tracejadas vermelhas, ¢ multiplicado por max[F,/|Ey|*] x 1,5
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Observa-se nas figuras 6, 7, 8 e 9 que para a = 0,2 \,, o método da MEOF
truncado até termos de quadrupolo consegue reproduzir os resultados obtidos com a
GLMT com precisao. Para a = 0,3 A\, e a = 0,35 \,,, nota-se diferencas notaveis nos locais
de méxima amplitude de forga, como em xy = £Wy/2 e zy = 0 para o feixe Gaussiano
e em xy = +p./2 para o FB ideal. Tais diferencas indicam que para estes dois valores
de raio a se faz necessario ao menos incluir os termos de octupolo elétrico e octupolo
magnético no método da MEOF. Para a = 0,4 \,, e a = 0,5 \,,, analisados nas figuras
9(e)-(f), observa-se diferengas notaveis entre os dois métodos em vérios pontos indicando
que, possivelmente, para estes casos mais termos multipolares além dos de octupolos devem

ser incluidos no método da MEOF.

Figura 10 — Comparacao entre o método da MEOF (linhas solidas) e a GLMT (linhas
tracejadas) em funcdo do raio a da particula. (a) Componente transversal
F, exercida pelo feixe Gaussiano (linhas pretas) na posicao (zo = —Wy/2,
yo = 0,20 = 0) e pelo FB ideal (linhas vermelhas) na posigao (z¢g = p./2,y0 =
0,20 = 0). (b) Componente transversal F, exercida pelo feixe Gaussiano
(linhas pretas) na posicao (rg = 0, yo = 0,20 = 0) e pela superposigao
discreta de FBs ideais DVFW da figura 8 (linhas vermelhas) na posigao
(l‘o = O,yo = O,ZQ = 158um)
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Fonte: Extraida da referéncia 100, publicada pelo autor.

Na figura 10 tem-se a comparacao entre o método da MEOF (linhas s6lidas) com a
GLMT (linhas tracejadas) em fungao do raio a da particula nos pontos onde observou-
se maior diferenga entre a forga éptica obtida pelos dois métodos. Na figura 10(a), a
componente transversal F, é avaliada na posigao (rg = —Wy/2, yo = 0,29 = 0) para
o feixe Gaussiano (linhas pretas) e na posicao (zo = p./2,50 = 0,20 = 0) para o FB
ideal (linhas vermelhas). J& na figura 10(b), a componente longitudinal F, é avaliada

na posicao (zg = 0, yo = 0,29 = 0) para o feixe Gaussiano (linhas pretas) e na posi¢ao
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(xo = 0,y0 = 0,20 = 158um) para a superposicao discreta de FBs ideais da figura 8 (linhas

vermelhas).

Na analise da convergéncia dos coeficientes de Mie a,, e b, para um determinado
valor de a e de M,°7 nota-se que estes coeficientes tornam-se despreziveis quando n > Lyie.
Uma primeira aproximacao para o parametro Ly ¢ dada por Lyge ~ kpna.'%' Logo, pode-se
utilizar desta expressao para estimar o limite superior para o raio da particula ay., de
modo que o método da MEOF truncado em termos de quadrupolo consegue reproduzir
os resultados da GLMT satisfatoriamente. Logo, para Ly = 2, que envolve, portanto,

apenas os coeficientes ay, ag, by € by, tem-se amax = (1/7) A =~ 0,318\,,.

5.2 Forcas opticas produzidas por superposicoes continuas de feixes de Bessel em
particulas de Rayleigh

As forcas 6pticas foram calculadas no regime de Rayleigh por meio da equacao
4.63, que, como visto na secao 4.5, corresponde a forga dipolar elétrica (equagdo 4.24). A
expressao da polarizabilidade elétrica o, (equagdo 4.54a) simplifica-se para a equagdo em

4.72. A superposicao continua de FBs ideais é descrita por meio das equagoes em 2.73.

5.2.1 Ordem zero

Os resultados relativos a anélise de forgas Opticas produzidas pelas superposicoes
continuas de FBs ideais de ordem zero (v = 0) no regime de Rayleigh foram apresentados

e publicados nos anais da Conferéncia nacional SBFoton IOPC 2018.102

Assumiu-se comprimento de onda no espacgo livre A\g = 1064 nm, poténcia P = 1
mW, polarizacao linear em z (X = 1e Y = 0) e dgua (n,, = 1,33) sendo o meio contendo

a particula. A fungao F(z) é dada por:

F(z)= cos(?m )exp { = ;(3'2)2] exp(—jQz), (5.3)

max 16 Zmax
a qual é definida entre —30 pym < z < Z.c = 30 um. Adotou-se @ = 0,6 wo/Uy,.

As figuras 11(a) e 11(b) apresentam o médulo ao quadrado do campo elétrico da
superposi¢ao continua de FBS ideais de ordem zero \Egcw C)\Q /|Eo|* ao longo do eixo z
(eixo 6ptico) e no plano xz, respectivamente. A linha vermelha tracejada na figura 11(a)

|2 (FWC)

refere-se & |F'(2)|?. Nota-se que, de fato, |Ej,. |?/|Eo|* segue |F(z)|? ao longo do eixo z.

As figuras inseridas presentes nas figuras 11(a) e 11(b) mostram, respectivamente, o
médulo do espectro de ordem zero |So(k,)|, calculado pela equacdo 2.43, e [E 9|2/ | Ey|2
em escala logaritmica. Na figura 11(c) tem-se o fluxo de poténcia médio normalizado
(1/2) Re(S,) (para Ey = 1 V/m) no plano z = —30um. A integracao desse fluxo ¢ utilizado
para o célculo da constante Fy a partir da equagao 2.74, o que permite expressar as forgas

opticas em newtons.
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Na figura 11(d) tem-se a componente longitudinal F., da forca 6ptica no plano xz
sobre uma particula de poliestireno sem perdas (M = 1,1798) de raio a = 0,01\,,. As
linhas escuras indicam pontos onde a componente transversal F), é nula. Ao longo do eixo
éptico (zo = yo = 0), é possivel identificar trés pontos de aprisionamento estaveis os quais

estao indicados pelas setas. Nestes pontos, tem-se F, = F, = 0 e dF,/dz < 0.

Figura 11 — Superposi¢do continua de FBs ideais de ordem zero com fungao F'(z) definida
pela equagao 5.3 com @ = 0,6 wy /u,,. Médulo ao quadrado do campo elétrico ao
longo do eixo z (a) e no plano zz (b). (c¢) Fluxo de poténcia médio normalizado
(para Ey = 1 V/m) no plano z = —Z. (d) Forga 6ptica longitudinal F, no
plano zz sobre uma particula de poliestireno sem perdas e raio a = 0,01\,,.
As linhas escuras indicam pontos onde a componente F,, é nula.
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Fonte: Extraida da referéncia 102, publicada pelo autor.

A componente longitudinal F, nas posigoes (xg = yo = 0,29) é mostrada na figura
12(a) para uma particula de poliestireno com perdas (M = 1,1798 - jM;, com M; # 0).
Na figura, as perdas sao expressas em termos do coeficiente de absor¢ao oo = 4w My /\,,.
Os seguintes valores de coeficiente de absor¢ao a sdo considerados: a = 0, 1uym ™" (linha

em preto), a = 0,25um ™" (linha em vermelho) e a = 0, 5um ™" (linha em verde). Como
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esperado, quanto mais absortiva a particula, mais dificil torna-se o aprisionamento devido ao
aumento da forga de espalhamento perante a forca gradiente. A figura inserida corresponde

ao grafico da figura 11(a).

Na figura 12(b), tem-se a componente longitudinal F, nas posi¢oes (zg = yo = 0,20)
para uma particula sem perdas para diferentes valores de indice de refracao n, = Mn,,:
n, = 1,2 (linha em preto), n, = 1,4 (linha em vermelho) e n, = 1,6 (linha em verde).
Como esperado, observa-se que os pontos de aprisionamento estaveis para os casos em
que M > 1 (linhas em vermelho e em verde) correspondem a pontos de aprisionamento

instaveis para os casos em que M < 1 (linha em preto).

Figura 12 — Forca 6ptica longitudinal F, ao longo do eixo éptico produzida pela superpo-
sicao continua de FBs ideais de ordem zero da figura 11. (a) Para diferentes
valores de coeficiente de absor¢do « da particula e (b) para diferentes valores
de indice de refracao n, = Mn,,.

108 F, (fl: 0pm, y = 0pum, Zr) a: 0.01A n, 1.5:715 06 F,

(x=0pm,y=0pm,z) a:0.01A a: ﬂ;;m"
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= (IF | ¥
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Fonte: Extraida da referéncia 102, publicada pelo autor.

5.2.2 Ordens superiores

5.2.2.1 Ordem unitaria

Os resultados relativos a andlise de forgas 6pticas produzidas pelas superposicoes
continuas de FBs ideais de ordem v = 1 no regime de Rayleigh foram publicados no
periodico internacional "Journal of Quantitative Spectroscopy and Radiative Transfer
(JQSRT)" e estao presentes no artigo 73.

O meio onde a particula esta imersa é agua n,, = 1,33, o comprimento de onda
no espago livre é \g = 1064 nm (e, portanto, A,, = \g/n,, = 800 nm) e a poténcia do
feixe incidente ¢ P = 100 mW. A particula apresenta indice de refracao n, = 1,59 — 50,05
(M = 1,195 — j0,0376) e raio e a = 50 nm = 0,0625\,,. Para F(z) adotou-se a seguinte
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funcao:

F(z) =exp [— (Z2_O§>2

com u; = H(z+0,95Zax) — H(2) e ug = H(z) — H(z — 0,95Zax), onde H(.) é a fungao

de Heaviside:

} {COS(le)ul + cos(22)us | exp(—jQz), (5.4)

0, z<0
H(z)=41/2, z2=0 (5.5)
1, z > 0.

A funcao F(z) da equagio 5.4 é definida no intervalo —30 pum < z < Z. = +30 pm.
Além disso, adotou-se Q = 0, Twy /Uy, 1 = 0, 05wy /U, Q2 = 0, 1wy /U, 0 = 0,357 . €
6 =0.

As figuras 13(a) e 13(b) apresentam o médulo ao quadrado do campo elétrico
da FW continua de ordem v = 1 |El(fjv ¢
polarizacdo circular a esquerda (PCE) [X, Y] = (1/v/2)[1, j] e polarizacio circular a direita
(PCD) [X,Y] = (1/v2)[1, —j]. As figuras inseridas mostram a amplitude quadrado das
componentes de campo elétrico ao longo do eixo x (yo = 2o = 0). Em magenta tem-se
(1E:|/Eo)* = (|Ey|/Eo)? e em azul, (|E.|/Ep)*.

)|2/ |FEo|? no plano zz, respectivamente, para

(FWC
inc

Na figura 13(c) tem-se |E )|2/\E0\2 para o caso de PCE [figura 13(a)] ao longo
da superficie cilindrica de méaxima amplitude a qual esté localizada em p = p. = 0,3758
pm. A linha vermelha tracejada refere a |F(2)|2. O médulo do espectro |S; (k)| ¢ mostrado
na figura inserida.

Observa-se que no case de PCE [figura 13(a)], a amplitude ao quadrado do campo
(FWC

mc

elétrico [ES[2/| Ey|? esta concentrada ao longo de uma superficie cilindrica enquanto
que no caso da PCD tem-se valor maximo ao longo do eixo z. Este fato ocorre devido a
presenca da componente longitudinal de campo E,. Nota-se pela figura inserida em 13(a)
que no caso da PCE a componente E, apresenta ordem maior do que a ordem v = 1 da
componente transversal E,. Ja no caso da PCD, FE, apresenta ordem v = 0. Esta diferenca
na composicao da componente E, para cada tipo de polarizacao (PCE ou PCD) resulta
e 1P/ |Eof?.

mc

em configuracoes diferentes para a amplitude de campo |E

A ordem da componente F, pode ser analisada por meio da equagao 2.73c. Para o
caso de PCE, tem-se M;(¢) = Ma(¢) = exp(jo)/V/2 e, logo, a dependéncia azimutal de
E, éigual a exp[j(v + 1)¢], ou seja, E, apresenta ordem v + 1. J& para o caso de PCD,
My (¢) = My(¢) = exp(—jp)/+/2 e, portanto, a dependéncia azimutal de E, é dada por
explj(v — 1)¢|, ou seja, E, apresenta ordem v — 1. Esta conclusdo também é valida a
componente F, dos demais feixes vetoriais analisados se¢ao 2.2 do capitulo 2. Em particular

para um FB, esta conclusao esta de acordo com os resultados encontrados na referéncia 43.

A regiao de méxima amplitude do feixe escalar (definido apenas pelas componentes
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transversais £, e F,, ambas de ordem v = 1) corresponde a uma superficie cilindrica com
raio p = peesc = 0,3283 pm, calculado pela equagao 2.27. No caso da figura 13(a), ou seja,
PCE, observa-se que, por causa da componente F., de ordem v = 2, a regido de maxima

amplitude do feixe vetorial passa a ser uma superficie cilindrica de raio p = p. = 0,3758
pm.

J& no caso da figura 13(b), ou seja, PCD, a amplitude da componente E., de ordem
v = 0, é significativamente maior do que as amplitudes das componentes transversais F,
e I, e, portanto, apesar destas serem de ordem v = 1, o feixe vetorial nao apresenta a
caracteristica de um feixe oco assumindo uma distribui¢cao de campo tal que a regiao de

maxima amplitude se concentra ao longo do eixo z.
Figura 13 — |EEWV92/| Ey[? no plano 2z para polarizacio circular (a) a esquerda e (b) a
direita. As figuras inseridas mostram (|E.|/Ey)? e (|E.|/Ey)* = (|E |/ Fy)?

em azul tracejado e em magenta, respectivamente, para y = 0. (¢
IESVO 12| B2 e |F(2)[? no cilindro de méxima intensidade da ﬁgura 13( ).

mc

|S1(k.)| na figura inserida.
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Fonte: Extraida da referéncia 73, publicada pelo autor.

Na figura 14(a) a forga déptica longitudinal F, (linha em preto) é calculada ao longo
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do cilindro de maxima amplitude para o caso de PCE. Em vermelho tracejado tem-se

B! (FWC)

e 1?/|Eo|* nesta superficie. As setas indicam pontos de aprisionamento estdveis ao

longo de z. O primeiro ponto de equilibrio longitudinal estavel estd localizado em zy =
1,263 pum. Para o caso de PCD obtém-se a mesma curva para F, no entanto ao longo do
eixo z. Dessa forma, os pontos de equilibrio estaveis ao longo de z sdo os mesmos para
ambas as polarizagoes (PCE e PCD). Para outras polarizagoes (linear e eliptica) também

observa-se os mesmos pontos de equilibrio estaveis ao longo de z.

Figura 14 — (a) Componente longitudinal da forga éptica F, ao longo do cilindro de
méxima amplitude de campo p = p.. (b) e (¢) Componentes transversais
F, (linhas em preto) e F), (linhas em verde) em (xg,yo = 0, zp = 1,263pm)
para PCE (b) e para PCD (c). Pontos de equilibrio estdveis longitudinais sao
indicados pelas setas pretas em (a). As setas azuis [em (b) e (¢)] indicam
pontos onde F, = 0 e dF,/dz < 0. O médulo ao quadrado da amplitude de

campo [EXSVY|2/|Ey|2 6 mostrado em linha vermelha tracejada. As forcas sio
calculadas sobre uma particula com a = 50 nm, n, = 1,59 — 70,05 e imersa
em agua (n,, = 1,33).

Fz(x=0.3758;1,m,y=0,z) (x,y=0,z=1.263,um)

15

F(10"5N)

X (pm)

Fonte: Extraida da referéncia 73, publicada pelo autor.

A figura 14(b) mostra as componentes transversais F,, (linha em preto) e F, (linha
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em verde) ao longo do eixo x em zy = 1,263 pum para o caso de PCE. A mesma anélise é

(FWC

N )|2/|E0|2 ¢ mostrado em

realizada na figura 14(c) para PCD. Em ambas as figuras, |E
linha vermelha tracejada e as setas azuis indicam pontos onde F, = 0 e dF,/dz < 0, logo,

pontos de aprisionamento estaveis ao longo de x.

Os resultados das figuras 14(b)-(c) se generalizam-se para qualquer eixo p tomado
a partir da origem no plano xy com F), = F,cos¢ + Fysen¢ no lugar de F, e Fy =
—F,sen¢g + F,cos¢ no lugar de F,,. As setas azuis (no lado direito) das figuras 14(b)-(c)
representam, portanto, pontos onde F, = 0 e dF,/dp < 0, ou seja, pontos de equilibrio
estaveis ao longo do eixo p. Nota-se que nestes pontos, tem-se I}, < 0 e, logo, a particula
estd sujeita a uma forga éptica que a faz percorrer uma trajetéria circular no sentido
horério, orbitando o eixo éptico (z). Portanto, como a particula adquire OAM, conclui-se

que, de fato, tem-se transferéncia de OAM do feixe para a particula.

As distribuigoes das forcas transversais (F; e F,) em z = 1,263 ym para PCE, PCD
e polarizagao linear em = (X = 1 e Y = 0) sdo apresentadas nas figuras 15(a), 15(b) e
15(c), respectivamente pelas setas em preto. A intensidade do feixe em W/ cm® é mostrada
no plano de fundo. As linhas vermelhas indicam pontos onde a componente radial F), é
nula. Observa-se que ha, de fato, transferéncia de OAM do feixe para a particula, como
evidenciado pelo fato das linhas de forca se curvarem, particularmente notorio no anel de

méaxima amplitude de campo da figura 15(a).

Para os casos das figuras 15(a) e 15(b), a particula é aprisionada de forma estavel
em circunferéncias onde se verifica F, = 0 e dF,/dp < 0. Nestes locais, a particula é
submetida a uma forca F = F¢g3 de amplitude constante. Para a circunferéncia estavel
mais interna no caso de PCE [figura 15(a)], tem-se F,, = —3,52 fN. E no caso de PCD
[figura 15(b)], tem-se Fy = —1,22 {N.

Apesar de haver transferéncia de OAM na circunferéncia estavel mais interna no
caso de PCD, a estabilidade do aprisionamento nesta circunferéncia, ou seja |[dF,/dp|, é
muito pequena sendo muito menor do que a estabilidade na circunferéncia estavel mais
interna no caso de PCE conforme pode ser observado comparando as figuras 14(b) e 14(c).
Logo, na pratica, devido a presenca de forcas exercidas pelo meio, a particula dificilmente

serd aprisionada nesta circunferéncia (no caso de PCD).

Para as circunferéncias estaveis mais externas das figuras 15(a) e 15(b), observa-se
que a amplitude de F}, torna-se cada vez menor quanto maior o raio da circunferéncia.
Nota-se que o torque adquirido pela particula, ou seja, o produto de Fj pelo raio da
circunferéncia, é constante em todas as circunferéncias, indicando que, para uma mesma

polarizagao, em todos estes locais a particula adquire a mesma quantidade de OAM.
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Figura 15 — Distribuicoes de forcas 6pticas transversais (F, e F),) no plano z = 1,263um
[um dos pontos de aprisionamento longitudinal estavel da figura 14(a)| para
polarizagdo (a) circular a esquerda, (b) circular & direita, (c) linearmente polari-
zada em z, (d) polarizacdo eliptica & esquerda com [X,Y] = [1, /2 exp(jr/4)]
e (d) polarizacio eliptica a direita com [X, Y] = [1,v/2exp(—;jn/4)]. As linhas
vermelhas referem-se a locais onde a componente radial de forca F), é nula. As
forcas sao calculadas sobre uma particula com a = 50 nm, n, = 1,59 — 50,05
e imersa em agua (n, = 1,33). (f) Forca tangencial Fy(p, ¢) nos locais onde a
componente F, é nula para a polarizagao da figura 15(d). Nos demais pontos
da figura 15(f), adotou-se Fy(p, ¢) = 0.

1(x,y,z=1.263um) (W/cm?) I(x,y,z=1.263m) (W/cm?)
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1
0.5 ’
: |
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)

X (um) X (,u,m

y (p:m)

Fonte: Extraida da referéncia 73, publicada pelo autor.
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Ja no caso de polarizacao linear em x [figura 15(c)], verifica-se que os pontos onde
F,=0edF,/dp < 0 nao seguem um padrao (como circunferéncias). Além disso, a forca

em que a particula estda submetida F = Fy(x,y) nestes pontos nao é constante.

Nas figuras 15(d) e 15(e) tem-se as distribuicoes de forcas transversais em z = 1,263
pm respectivamente para polarizacao eliptica & esquerda com [X,Y] = [1,v/2exp(jm/4)] e
polarizacdo eliptica & direita com [X,Y] = [1, /2 exp(—jr/4)]. Nota-se a que os locais em
que a componente radial F}, ¢ nula sdo caracterizadas por elipses. Além disso, verifica-se
que nas elipses de aprisionamento estavel (onde F, = 0 e dF,/dp < 0), a forga em que a
particula estd submetida F = F(z, y)é nao constante. Este fato pode ser observado na
figura 15(f) a qual mostra Fy(x,y) nos locais onde a componente F, é nula para o caso de

polarizagao eliptica a esquerda [figura 15(d)].

A predicdo do comportamento dinamico da particula sob a agao da forca F =
Fy(,y)¢, principalmente nos casos de polarizacao linear e eliptica [figuras 15(c)-(e)] é
envolvente e estd fora do escopo deste trabalho. Nos casos de polarizagdo circular [figuras
15(a)-(b)] onde F}, é constante, é possivel prever tomando-se como base o estudo realizado
por Reichert e Stark,'®® que a particula tende a descrever as trajetérias circulares com
velocidade angular constante proporcional a amplitude de F; caso o meio onde ela estd
imersa satisfaca o regime de fluxo laminar, ou seja, tenha niimero de Reynolds baixo.
Logo, como na circunferéncia estével mais interna |Fy| é maior no caso de PCE [figura
15(a)] em comparagao com o caso de PCD [figura 15(b)], segue que a particula adquire
maior velocidade angular no caso em que o sentido da polarizagao (spin) é o mesmo da
helicidade do feixe (caso da PCE). Este resultado estda de acordo com os experimentos
realizados por Friese et al.?® em que, utilizando-se de um feixe de Laguerre-Gauss polarizado
circularmente com spin no mesmo sentido da helicidade, foi observado que a particula
absortiva adquire uma velocidade angular maior em comparagao com a utilizagao do feixe

polarizado circularmente com spin contrario ao sentido da helicidade.

5.2.2.2 Outras ordens superiores

Nas simulagoes desta sub-subsecao manteve-se os parametros n,, = 1,33, A\g = 1064
nm e P = 100 mW. A funcao F(z) é dada por:

ro1 = o[22 et 0

sendo definida no intervalo —40 pm < z < Z.x = 40 pm. Adotou-se @ = 0, 6wp /Uy,

Nas figuras 16(a) e 16(b) tem-se a amplitude ao quadrado da superposi¢ao continua

de ordem zero (v = 0) e PCE ao longo do eixo 6ptico e no plano zz, respectivamente. A

linha vermelha tracejada na figura 16(a) refere-se & |F(z)|?. Similarmente, a figura 16(c)

(FWC

mc

mostra |E )\2 /|Eo|* para ordem v = 3 e PCE no plano zz. As figuras inseridas em



16(b)-(c) apresentam (|E,|/Fy)? em magenta e (|E,|/FEy)? em azul nas posigoes (x, y = 0,
z =20 um).

A figura 16(d) mostra a B C)]2 /|Eo|* da superposi¢ao continua de ordem v = 3

e PCE em varios planos paralelos ao plano xy. Devido ao fato da componente E, ser de
ordem v = 4, o raio do cilindro de maxima amplitude, dado por p. = 0, 7224um, é maior

do que o raio pcesc = 0,6686m, calculado por meio da equagao 2.27.

Na figura 16(e), a amplitude do espectro Ss(k.) (linha preta sélida), calculada por
meio da equacgdo 2.52, é comparada com a amplitude do espectro N3Sy(k,) (linha vermelha
tracejada). O erro médio entre as duas curvas é igual a A = 1,52 x 1072 *. Portanto,
conclui-se que o espectro S3(k,) preserva o espectro de ordem zero Sy(k,), justificando-se
a aproximacao Ss(k,) ~ N3Sy(k,).

Anaélise similar é realizada na figura 17 para a superposi¢ao continua de ordem v
(FWC

= 5 e PCD. A amplitude ao quadrado do campo elétrico |E;,. )|2 /1Eo|* no plano zz é
mostrada na figura 17(a). Na figura inserida tem-se (|E,|/Fy)? em magenta e (|E,|/E)?
em azul nas posicoes (z, y =0, z = 20 um). E na figura 17(b), tem-se |E§§:VC)|2/|EO|2 em
varios planos paralelos ao plano zy. Devido ao fato da componente E, ser de ordem v = 4,
o raio do cilindro de maxima amplitude, dado por p. = 0,9365um, é menor do que o raio

Peesc = 1,0221pum, calculado por meio da equagao 2.27.

A amplitude do espectro S5(k.) (linha preta sélida), calculada por meio da equagao
2.52, é comparada com a amplitude do espectro N°Sy(k,) (linha vermelha tracejada) na
figura 17(c). O erro médio entre as duas curvas vale A = 2,51 x 1073, que, como esperado,
é maior que o erro obtido para a superposi¢ao de ordem v = 3 [figura 16(e)]. No entanto,
este erro ¢ ainda pequeno de forma que a aproximacao Ss(k.) =~ N°Sy(k.) permanece

valida.

As figuras 18(a)-(b) apresentam a andlise de forgas épticas produzidas pela super-
posi¢ao continua de FBs ideais de ordem v = 3 e PCE (figura 16). Na figura 18(a) tem-se
a forca longitudinal F), ao longo do cilindro de maxima amplitude p = p. = 0, 7224pm. O
raio da particula é igual a a = 0,02\, e a parte real do indice de refracao relativo vale
Mpr = 1,2. A andlise é realizada para diferentes valores de M;. As setas indicam posicoes
z = Z, onde ha aprisionamento estével na longitudinal para cada um dos valores de Mj.
As componentes radial F), e azimutal F, no plano z = Z, sao mostradas na figura 18(b),
respectivamente, pelas linhas solidas e pelas linhas tracejadas em funcao da distancia
radial p. Em ambas as figuras, o médulo ao quadrado do campo elétrico B9 2 /| Eo|? &

representado pela linha vermelha tracejada. O raio p. do cilindro de maxima amplitude é

indicado pela linha vertical tracejada laranja na figura 18(b).

* O erro médio entre as duas curvas é calculado por meio da seguinte expressao: A =

|AS /max(S3(k.))|, em que AS = N3Sy(k,) — S3(k.). A sobrelinha indica a operacio de

média e max(.) retorna o valor maximo.
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Figura 16 — Superposigao continua de FBs ideais construida a partir da fungdo F'(z) da

equacio 5.6 e PCE. Para ordem v = 0: (a) |F(2)[?* (linha vermelha tracejada)
e [EFWO2/| B2 (linha em preto) ao longo de z e no plano zz (b). Para
ordem v = 3: |[ESVY |2 /| Ey|? no plano 2z (c) e em varios planos paralelos ao
plano zy (d). (e) Amplitudes dos espectros S3(k,) (linha em preto) e N3Sy(k.)

(linha vermelha tracejada).
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Figura 17 — Superposigao continua de FBs ideais construida a partir da fungdo F'(z) da
gFWC

mc

equagdo 5.6 de ordem v = 5 e PCD. | )|2/|Eo|? no plano zz (a) e em
varios planos paralelos ao plano xy (b). (¢) Amplitudes dos espectros S5(k.)

(linha em preto) e N°Sy(k.) (linha vermelha tracejada).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O raio da primeira circunferéncia onde ha aprisionamento estavel na radial (F), =
0 e dF,/dp < 0), é ligeiramente maior do que o raio p. do cilindro de maxima amplitude
e levemente influenciado pelo valor de M;. Os valores da componente azimutal F} nesta
circunferéncia para cada valor de M; estao indicados pelas setas. Nota-se que, como
esperado, quanto mais absortiva a particula, maior a amplitude de Fy e, por consequéncia,
maior a transferéncia de OAM do feixe para a particula. Para o caso sem perdas, tem-se

F, = 0 e, logo, nao hé transferéncia de OAM do feixe para a particula.

Nas figuras 18(c)-(d) tem-se andlise similar as figuras 18(a)-(b) mas para a su-
perposi¢ao continua de FBs ideais de ordem v = 5 e PCD da figura 17. Observa-se que,
diferentemente do caso de v = 1 e PCD, a circunferéncia estavel mais interna apresenta

uma boa estabilidade apresentando valor de |dF),/dp| similar ao do caso de v = 3 e PCE.
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Figura 18 — Forcas 6pticas produzidas pela superposi¢do continua de FBs ideais de ordem

v = 3 e PCE da figura 16 sobre uma particula com a = 0,02\, e Mg
= 1,2. (a) Componente longitudinal F, ao longo do cilindro de méaxima
amplitude de campo para distintos valores de constante de perdas M;. As setas
indicam posicoes z = Z,, onde hé aprisionamento estavel na longitudinal. (b)
Componentes radial F, e azimutal F4 no plano z = Z,, em funcao da distancia
radial p. |E1(:27V C)|2 /|Eo|* é representado pela linha vermelha tracejada em
ambas as figuras. (c)-(d) Mesma andlise das figuras 18(a)-(b) mas para a

superposi¢ao continua de FBs ideais de ordem v = 5 e PCD (figura 17).
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6 CONCLUSOES

Em relacao ao primeiro objetivo deste trabalho, as comparacoes graficas das forgas
Opticas calculadas para diferentes tipos de feixes incidentes permitiu concluir que o método
da expansao multipolar da for¢a éptica truncado em termos de quadrupolo esté de acordo,
de fato, com a rigorosa e exata teoria generalizada de Lorenz-Mie para particulas esféricas
homogéneas com raio de até aproximadamente um quinto do comprimento de onda do
feixe incidente (a < 0,2M,,).

Como perspectiva futura, propoe-se obter uma especificagido precisa e tedrica do
intervalo de validade, em termos do raio a da particula e do indice de refracao relativo
M, da expansao multipolar da forga 6ptica truncada em termos de quadrupolo com a
teoria generalizada de Lorenz-Mie. Para isto, se faz necesséario realizar uma identificacao
matematica completa e rigorosa entre estes dois métodos. Recentemente, uma identificagao
formal e rigorosa da forca dipolar elétrica dentro da formulacao da teoria generalizada de
Lorenz-Mie foi realizada, tanto para a componente longitudinal da forca 6ptica'®® quanto

para as componentes de forca transversais.'%

Ja em relacao ao segundo objetivo deste trabalho conclui-se que, de fato, as super-
posicoes continuas de feixes de Bessel ideais sao feixes promissores para serem aplicados
na area de aprisionamento éptico. As simulagoes das forgas Opticas produzidas por estes
feixes estruturados sobre particulas de Rayleigh revelaram caracteristicas interessantes
de manipulacao 6ptica. Dentre elas, a presenca de multiplos planos paralelos de apri-
sionamento estaveis e tridimensionais ao longo da direcao de propagacao, assim como
observado em superposicoes discretas de feixes de Bessel. Além disso, a vantagem das
superposicoes continuas em modelar um padrao longitudinal sobre distancias longitudinais
da ordem de dezenas de micrometros resulta em forcas gradientes maiores e, portanto,
em pontos de aprisionamento mais estaveis do que aqueles obtidos com superposigoes
discretas. Consequentemente, para particulas absortivas, que sao mais dificeis de serem
aprisionadas tridimensionalmente devido ao aumento da for¢a de espalhamento por causa
da absorc¢ao, pontos de aprisionamento mais estaveis podem ser obtidos com a utilizacao

de superposi¢oes continuas de feixes de Bessel ideais.

O segundo objetivo deste trabalho também contemplou a analise da transferéncia
de momento angular orbital de superposicoes continuas de feixes de Bessel ideais de
ordem arbitraria v para particulas de Rayleigh absortivas. A analise foi realizada para
diferentes tipos de polarizagao. Observou-se que, em se tratando de um feixe altamente nao
paraxial, a componente longitudinal de campo elétrico F, pode alterar significativamente
a distribuicao de campo. Em particular para ordem v = 1 e polarizacoes circulares e

elipticas a direita, cujo sentido de spin é contrario ao da helicidade do feixe, nota-se que,
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como a componente de campo longitudinal F, apresenta ordem zero, a distribuicao pode
ser alterada de forma a nao corresponder ao feixe oco descrito pelas componentes de
campo transversais. Como consequéncia, a estabilidade das circunferéncias e elipses de
aprisionamento pode ser prejudicada tornando-se invidvel a utilizagao desta configuracao
(v = 1 e polarizagao a direita) para aplicagoes envolvendo transferéncia de momento

angular orbital.

Para outras ordens superiores (v > 2), a influéncia da componente E, apenas
provoca uma alteracao do raio do cilindro de maxima amplitude p. em relacao raio do
cilindro p.esc do feixe oco escalar descrito pelas componentes de campo transversais. Para
polarizacao circular a direita, a componente E, apresenta ordem v — 1 e tem-se p. < peesc
enquanto que para polarizacao circular a esquerda, a componente E, apresenta ordem
v+ 1 e tem-se p. > peesc. Observa-se valores similares de estabilidade |dF,/dp| para os
dois tipos de polarizacao. Como consequéncia, para tais ordens, o sentido da polarizacao

circular apenas altera a velocidade angular adquirida pela particula.

Por fim, os resultados apresentados contemplando as simulagoes das forcas dpticas
produzidas pela superposicao continua de feixes de Bessel ideais de ordem arbitraria
fornecem subsidios tedricos para possiveis aplicagoes deste feixe estruturado em um sistema
de aprisionamento 6ptico. As forcas avaliadas neste trabalho podem ser comparadas com
as obtidas na pratica em um sistema real, permitindo averiguar a influéncia de outras
forcas, de natureza nao Optica, no aprisionamento a particula. Outros parametros também
podem ser comparados como a estabilidade dos pontos de aprisionamento e o momento

angular orbital adquirido pela particula.
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APENDICE A - DEDUCAO DA EQUACAO 2.36

A substituicao da equagao 2.34 na equacgao 2.33 leva a:

Uo(p Z A, / Jo (p\/l — 32> i 2SI g

um n=-—oo

S A,

um n=-—oo

/ ( \/1—752) cos[(mr — u—z) }ds—i— (A1)

j/ Jo ( \/1—752) sen{(mr — Oz)s} ds|,

Um

onde foi aplicado a identidade de Euler.

Como a fungao Jo(.) é par, a segunda integral na equagao A.1 se anula ja que sen(.)
¢ uma funcao impar, resultando, portanto, no integrando uma funcao impar. Na primeira
integral, por outro lado, tem-se uma fun¢ao par no integrando. Logo, segue que:

Uo(p, 2) = 2— Z A, / ( m> cos{(mr — —z) }ds (A.2)

U,

Um n=-—oo

Realizando-se as seguintes trocas de variaveis:

a=1
b:ﬂp
U,
i (A.3)
c=nmw— —z
Um
r=3s

Da tabela de integrais (equagao 6.677-6) presente na referéncia 106, tem-se que:

/a Jo (b\/ a’? — xQ) cos(cx)dx = asinc(avb® + ), b>0 (A.4)
0

Logo, segue que:

1 2 2
/ Jo (wopvl - 52> cos[(mr - CL)Oz)s] ds = sinc [\/(%p) + (mr - woz)
0 um um um um

e, portanto:

Uo(p,2) = K i Apsine [\/(Z:py + (mr - woz)Z] : (A.6)

n=—oo

com K = 2wy /.






121

APENDICE B - DEDUCAO DA EQUACAO 2.54

De acordo com a equacao 2.44, o feixe escalar da superposicao continua de FBs de

ordem zero ¢ dado por:

~ Y F (2"”) sine(€). (B.1)

n=—oo

Co1:

wd wo \?
E=£&(p,2) = \IuQOpQ + (mr — Oz) . (B.2)
Aplicando o operador U, dado por:
o j0
U= T — B.3
L? * p@gb} (B3)
uma unica vez na equacao B.1 e a transformagao F' — F//N, com N = —\/[(wo/um)2 - Q?]

na fungao F(z), obtém-se a seguinte descri¢ao para o feixe escalar da superposi¢ao continua
de FBs de ordem v = 1:

1 & 2 0
Vi (p.0,2) = Uil ) =5 3 F (?) 55ne(©) (B.4)

O feixe escalar da superposicao continua de FBs de ordem v = 2 é obtido aplicando-
se o operador U duas vezes na equacao B.1 ou, equivalentemente, uma vez na equagao
B.4, obtendo-se:

W (p,6.2) = U |UBo(p. )| = U01(p,6.2) = 7 [Sﬁi;@ﬁ(ﬂ ¢2)
_ emlefni F(2)| jp +j (fp Jsinc(e) (B.5)
—onl s (B [jp - ;gp}mm

em que a transformacio F(z) — F(z)/N? foi aplicada.

De maneira analoga, segue-se a seguir a obtencao das expressoes dos feixes escalares

deordem v =3, v=4,v=5ev = 6:

Us (p,¢,2)=U {U[U\Ifo(p, z)” =UVs(p, 0, 2) = ej¢[ 0 + j(%] Ws(p, b, 2)
o )2 2
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[0 0
Vi(p.6.2) = UB(p.0.2) = [ 2+ 1 04(0.0,2)
2nm\ [ O /102 0 /10
jo_— i I ~ (=
R nzoo ( K ) Lopt “op (p@,o >+38p(p28p) B
BEX NI N P B
p8p3 28p2 p* Op
2ne\ [0* 60 150*° 150
— pJ4d_— /Ty |l -7 47 " TG
Mz nzoo ( K ) LOp*  pdp®  p2Op* PP 8p}smc(§),
[0 0
\115 (p7 Cb, Z) = U\Ij4(p7 ¢a Z) = 6]¢[ + ja¢:| 4<p7 ¢7Z)
N R 2n7r o° 0 /10 0 /1 0
— oI5 _— = I
N5 nZ_OOF< K ) [E)pf’ 8p(p8p ) +158p<p2 0p2>
010y 40 HP @ @Ol
Op\p*Op/)  pOp* ~ p>0p* p*dp*  p'Op
e 1S 2nT\ [0° 10 9* 45 83 105 9* 105 9
= % F() {_ A }
ENE n;oo K )Lopp pop* " p20p®  p* 92 pt Op sinc(8),
(B.8)
[0 9,
¥ (9. 6.2) = U¥s(p.6.2) = -+ L ] ws(p.0.2)
2nm\ [ O° 0 /104 g /1 93 0
o S PO ) n () o
=¢ N6 nzoo (K ) {3,06 Oap(pap )+ 5(‘9p p? 0p3 dp
TSN KA X K AR
dp 4<9p pOps  p2Op* P 9pP  p* Op PP Op
oo 1 <2n7r) {aﬁ 15 0° 105 0* 420 03 945 0
— e Z snmy (o b o 1o 4007, 94 07
N6 = NK JLopS pop>  p* 0p*  p* 0p*  p* Op?
945 07 .
— p58p:| SlnC(f).
(B.9)
nas quais foram aplicadas as transformagoes F(z) — F(2)/N?, F(z) — F(z)/N*, F(z) —

F(z2)/N° e F(z) - F

(2)/N°®, respectivamente.

Portanto, generalizando-se para qualquer ordem v > 1, a expressao do feixe escalar

da superposicao continua de FBs ideais pode ser escrita como:

— ejwzﬁ

gll/ (p7 ¢7

n=—oo

em que ¢, ,, sao coeficientes. Os valores destes coeficientes para as ordens v=1,...

B.4 a B.9) estao presentes na tabela 1.

Z 2 <2n7r)

v—1

> (="

m=0

Com ov—m

pm apy—m

sinc(§) (B.10)

|

,6 (equagoes

10
p? Op?
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Tabela 1 — Valores dos coeficientes c,,,, para v = 1,...,6.

w012345
14

1 1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 3 3 0 0 0
4 1 6 15 15 0 0
5 1 10 45 105 105 O
6 1 15 105 420 945 945

Nota-se que os coeficientes c,,,,, podem ser obtidos por meio da seguinte férmula

recursiva:
1, m =0

Com = Cym1(V—m)+Cpoim, m=1,..,v—1 (B.11)

0, m > v.
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APENDICE C - COMPROVACAO QUE OS FEIXES VETORIAIS
CONSTRUIDOS NA SECAOQ 2.2 SATISFAZEM TODAS AS EQUACOES DE
MAXWELL

As componentes transversais do campo elétrico F, e £, sao dadas por:

Em = EOX\IJW (Cla)
E, = EYU,, (C.1b)

em que V¥, é solucao da equacao escalar de Helmholtz:
V3, + k¥, =0, (C.2)

with k = Wor/Emflm = Wo/Um, cOM Uy, = 1/\/Emflm-

A componente longitudinal de campo elétrico F, é calculada utilizando-se a lei de

Gauss elétrica: V - E = 0, resultando em:
0 )
B.=-— [Ead:- — [ B .
o z oy ] By z (C.3)

E o campo magnético é obtido a partir da lei de Faraday:

H- Y XE (C.4)
—JWolbm

Aplicando o divergente (V-) em ambos os lados da equagdo C.4, tem-se:

V-H=0. (C.5)

Portanto, calculando-se o campo magnético H a partir da equacao C.4, tanto a lei
de Faraday quanto a lei de Gauss magnética sao satisfeitas. E, por construcao, a lei de

Gauss elétrica ¢é satisfeita por meio da equagao C.3.

A seguir, é mostrado que o campo elétrico formado pelas componentes nas equacdes

C.1la, C.1b e C.3, juntamente com o campo magnético dado pela equacao C.4, satisfazem
a lei de Ampere-Maxwell:

V x H = juwpe E. (C.6)

Substituindo-se o campo magnético da equacao C.4 na equagao C.6, tem-se:

V x (V x E) = wigppumE = k°E, (C.7)

Como V x (V x E) = V(V - E) — V2E e as componentes do campo elétrico

satisfazem a lei de Gauss elétrica V - E; a equagao C.7 reduz a:

V2E + k’E = 0, (C.8)
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que corresponde & equacdo vetorial de Helmholtz. Como V2E = V2E, % + V2E,j+ V?E.2,

tem-se que:
V?E, + k*E, =0, (C.9a)
V?E, + kK’E, =0, (C.9b)
V2E, + k*E, = 0. (C.9¢)

Substituindo-se as equagoes C.1a e C.1b nas equagoes C.9a e C.9b, respectivamente,

obtém-se a equacao C.2:

VI(XEW,) +kK*(XEW,) =0 — V20, + k*¥, =0 (C.10a)
VXY EyW,) + kK (YEW,) =0 — V20U, + >, =0 (C.10b)

e, portanto, as equagoes C.9a e C.9b sao satisfeitas.

Substituindo-se a equagao C.3 na equagao C.9c, tem-se:

VQ(—ai/Exdz—aay/Eydz> +k:2(—aax/Exdz—aa:y/Eydz> —0. (C.11)

Segue que:

e (—8I/Emdz> = (V3 +) ( /E dz)
' ( [ Vit [ Exdz>
— 5, / V2E,dz — 0,0.E,
— 5, / (V2 = 0?) Eydz — 0,0.E, (C.12)
— o, / V2 E,dz + 0, / 02 Eydz — 0,0,
— _p, / V2E,dz + 0, (0.E, + C) — 8,0.E,
_ —E)m/VQEgcdz,

e analogamente para V? (-9, [ E,dz). Na equagdo C.12, Vi = 92 + 85 corresponde ao
laplaciano transversal e C' é uma constante. Portanto:
0 /(WE +KE, )dz—a/(sz +KE )dzzO (C.13)
Or oy v Y ' '
Logo, das equagoes C.9a e C.9b, conclui-se que a equagao C.9¢c também é satisfeita.

Portanto, segue-se que os campos elétrico e magnético construidos a partir das equagoes

C.1, C.3 e C.4, satisfazem a lei de Ampere-Maxwell (equagio C.6).
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APENDICE D - DEDUCAO DA EQUACAO 4.2

O integrando da equacao 4.1 é:

p€ +j x unH. (D.1)

Segue-se da lei de Gauss elétrica e da lei de Ampere-Maxwell em um meio com

fontes que:
p=en(V-E) (D.2a)
0
j = —en—E. D.2
J=VxH -6 & (D.2b)

Logo, substituindo-se as equagoes em D.2 na equagao D.1, tem-se:

9,
PE +j X M = €,(V - E)E + pim, VXH—em—tf x H

0 ) (D.3)
=en(V-E)E — mH X (V X H) + €ppimMH X §8
Por propriedade vetorial:
0 0 0
Aplicando-se a lei de Faraday na equagao D.4:
0 1 0
—E&E=—— - — D.
H x 82&8 Mme(VxS) 8t(£XH) (D.5)

Substituindo-se a equacdo D.5 na equagao D.3 e adicionando o termo p,,(V - H)H

que pela lei de Gauss magnética é nulo, tem-se:
PE +j X M =€, (V- E)E — €€ X (VX E) 4+ (V- H)H — piy H X (V x H)

0
— Emﬂm&@g X H)

(D.6)
Por propriedade vetorial tem-se que:
£x (VX&) =—(E-V)E+ V(E-&) (D.7a)
HxWxHﬁhﬂfVW+;WHﬂﬁ (D.7h)
Logo, segue que:
(V-ag_ex(ngpqv-ag+@nvw—;vw-@ oy

:v-£®£—;££%
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Ry
em que ® representa o produto diddico e I o tensor diddico unitario (veja defini¢oes no

Apéndice E). E, de forma andloga:

L ] (D.9)

(V-H)H -Hx (VxH)=V-HoH - T (H-H)

Portanto:
> 0
T (umH-H)}—emum(exH).

1 !
pE+iX i H = V- [em£®£—2?(em£-£)+umn®ﬂ—2 -
(D.10)

O termo entre colchetes da equagao D.10 é definido como o tensor de stress de
Maxwell ? A expressao entre parénteses no ultimo termo corresponde ao vetor de

Poynting S = €& x H. E, portanto, a equacao 4.1 é reescrita como:

d d S
7Pmec = / : ? - — y D.11
dt 1% v v dt Jv ufndv ( )

com u2, = 1/(€mfim)-
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APENDICE E - DEFINICOES DE CALCULO VETORIAL UTILIZADAS NO
TRABALHO

Para todas as defini¢oes a seguir, considere uma base cartesiana Em uma base

cartesiana (Z, 9, 2) = (€,,6.€:).
E.1 Produto diadico

O produto diadico, também denominado de produto tensorial, de dois vetores a e

b resulta em um tensor de ordem n = 2 cuja matriz é dada por:

Ay azby axby azb.
a@b=la,| [0, b, b.]=|ab, ab, a,b.|. (E.1)
a, a.b, ab, ayb,

E comum simplificar a notacao de produto diddico escrevendo-se a @ b = ab.

<
Portanto, sendo A = A;;(é; ® é;) = A;;€;€; o tensor resultante do produto diddico

entre a e b, tem-se: a;b; = A;;, com ¢,j = z,y, 2.
E.2 Tensor diadico unitario

O tensor diadico unitario é composto pelas componentes dos vetores ortonormais

da base cartesiana. Logo, a matriz que o define corresponde a matriz identidade de ordem

2:

(E.2)

i

Il
o O =
S = O
_= o O

E.3 Tensor simétrico e sem traco

Um tensor A de ordem n ¢é dito simétrico quando os elementos da matriz que o
define sao invariantes a germutagées dos seus indices. Para n = 2, tal condicao se resume
A

< Ayve
a: A = ﬁ, em que = Ajié;¢; é a transposta de A.

Um tensor de ordem n é dito sem traco quando o traco da matriz que o define, ou
seja, a soma dos elementos da diagonal, é nula.
Avvd
Portanto, um tensor A de ordem n = 2 é simétrico e sem trago se os seus elementos
satisfazem:
Aj=A4A; com i,j=ux,9% (E.3a)
Ape + Ay, +A,.=0. (E.3b)
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E.4 Duplo produto escalar

Define-se o duplo produto escalar, também denominado de dupla contracao, entre
dois tensores como a multiplicagao dos produtos escalares dos vetores que o formam. Ha
dois tipos de duplo produto escalar: vertical (:) e horizontal (--). Considerando-se dois

Aved
tensores A e ﬁ, ambos de ordem n = 2, tem-se:

? : ﬁ = (Awézé\]) : (anémén) = Az]an(éz . ém)(éj . én) = Az’ijn(;im(sjn = AijBij
(E.4a)
(E.4b)

em que 0 refere-se ao delta de Kronecker. Ambos os produtos resultam em um escalar.
Ava
O duplo produto escalar vertical entre um tensor A de ordem n = 3 e um tensor

§> de ordem n = 2 resulta em um vetor dado por:

<—
AN B = (Ajeie;er) - (Bunbmtn) = Ay Buni(2; - 6m)(@n - 0)

= Aijkan€i5jm5kn = Az’jkBjkei~

(E.5)
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