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RESUMO

DE ANGELIS, V. S Feixes microestruturados compostos de superposições
contínuas de feixes de Bessel ideais de ordem arbitrária para aplicações em
aprisionamento óptico. 2022. 130p. Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de
São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2022.

A utilização de feixes estruturados em sistemas de aprisionamento óptico tem possibilitado
a obtenção de características inovadoras de manipulação óptica. Este trabalho lida com
um feixe estruturado não difrativo construído por meio de uma superposição de feixes
de Bessel ideais co-propagantes de mesma ordem, mesma frequência angular mas com
diferentes ângulos de áxicon que ficou conhecida na literatura como Frozen wave. De
carácter teórico-computacional, este trabalho teve como primeiro objetivo comparações
gráficas de forças ópticas calculadas pelo método da expansão multipolar da força óptica
truncado em termos de quadrupolo com a rigorosa e exata teoria generalizada de Lorenz-
Mie para diferentes tipos de feixes incidentes sobre uma partícula esférica homogênea. Os
resultados mostram que os dois métodos estão de acordo, sugerindo, portanto, que há uma
conexão intrínseca entre eles. O segundo objetivo consistiu na análise de forças ópticas
produzidas por uma superposição contínua de feixes de Bessel ideais de ordem arbitrária
sobre partículas de Rayleigh. As simulações revelam que tal superposição, estruturada
sobre distâncias longitudinais da ordem de dezenas de micrômetros, consegue aprisionar
estavelmente partículas absortivas em três dimensões, além de permitir o aprisionamento
destas partículas em múltiplos planos paralelos ao longo da direção de propagação e a
transferência de momento angular orbital.

Palavras-chave: Feixes estruturados. Aprisionamento óptico. Forças ópticas. Transferên-
cia de momento angular.





ABSTRACT

DE ANGELIS, V. S Microstructured light beams composed of a continuous
superposition of arbitrary order ideal Bessel beams for applications in
optical trapping. 2022. 130p. Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São
Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2022.

Structured light beams have been used in optical trapping systems allowing innovative
functionalities to optical manipulation. This work deals with a nondiffracting strucutured
beam composed of a superposition of ideal Bessel beams with the same order and angular
frequency but with different axicon angles, known in the literature as Frozen wave. Being a
computational and theoretical work, the first aim was to explore graphical comparisons of
the radiation forces calculated via the multipole expansion of optical force up to quadrupole
terms with the rigorous and exact generalized Lorenz–Mie theory for different incident
beams on a homogeneous spherical particle. The results show a great agreement between
both methods, thus suggesting an intrinsic connection between them. The second aim was
to analyse optical forces produced by a continuous superposition of ideal Bessel beams
with arbitrary order on Rayleigh particles. The simulations reveal that this superpostion
when structured over longitudinal distances of tens of micrometers is able to stably trap
absorptive particles in three dimensions, besides allowing trapping of these particles in
multiple parallel planes along the propagation direction and the transfer of orbital angular
momentum.

Keywords: Structured beams. Optical trapping. Radiation forces. Transfer of angular
momentum.
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1 INTRODUÇÃO

Na segunda metade do século XIX, Maxwell previu a natureza eletromagnética
da luz,1 o que implica, tanto do ponto de visto do eletromagnetismo clássico quanto da
mecânica quântica, que a luz carrega momento linear.2 Nos processos de interação da
luz com a matéria ocorrem os fenômenos de espalhamento, refração e absorção, os quais
alteram o momento linear da luz. Como consequência, pela segunda lei de Newton, a
variação temporal deste momento sugere que a luz exerce uma força sobre a matéria,
denominada de força de radiação.3,4

A força de radiação foi verificada experimentalmente pela primeira vez por Lebedev5

e Nichols e Hull6 em 1901, os quais observaram deflexões em uma balança de torsão
produzidas por uma lâmpada a arco voltaico. Mie7 e Debye8 respectivamente, em 1908 e
em 1909, assumindo uma onda plana como luz incidente, formularam um modelo físico
exato para o cálculo da força de radiação sobre partículas esféricas a partir das equações de
Maxwell. Este modelo é conhecido como teoria de Lorenz-Mie (LMT, do inglês Lorenz-Mie
theory) sendo também denominado de teoria de Lorenz-Mie-Debye. A força de radiação
produzida por uma onda plana sempre atua na direção de propagação da onda, tendendo,
portanto, a empurrar a partícula. Forças de radiação que atuam na direção de propagação
da onda são categorizadas como força de pressão de radiação, também conhecida como
força de espalhamento.3,9

Como tanto as forças de pressão de radiação previstas pela LMT quanto as forças
medidas experimentalmente eram muito pequenas em relação às forças de atrito atuantes
sobre as partículas, não havia muito interesse prático na força de radiação na primeira
metade do século XX.3 Os únicos trabalhos envolviam a análise da força de radiação no
espaço como em sistemas de propulsão à vela solar.10 Devido à ausência de forças de
atrito no espaço e pelo fato do material da vela ser altamente reflexivo, aumentando, desta
forma, a força de pressão de radiação produzida pela luz do Sol, a vela solar consegue ser
impulsionada com uma aceleração considerável. Para uma vela de formato quadrado de
área 0,820 km2 e densidade superficial 5,27g/m2, uma aceleração de 1,56 mm/s2 pode ser
obtida.11

1.1 Pinças ópticas

O aprisionamento óptico começou a ter interesse prático após a invenção do laser
na década de 1960.12 Utilizando um feixe altamente focalizado, Ashkin et al.13 reportaram
em 1986 a primeira observação do aprisionamento estável em três dimensões de partículas
micrométricas próximo do foco do feixe. Esta técnica de manipulação óptica não invasiva
que faz uso de apenas um único feixe laser para aprisionamento ficou conhecida na
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literatura como pinça óptica.3,14,15 Deste experimento, foi identificado outro tipo de força
de radiação: a força gradiente, a qual é proporcional ao gradiente de intensidade do feixe e
atrai a partícula para as regiões de máxima intensidade.13 Para que haja o aprisionamento
tridimensional estável de uma partícula em um sistema de pinça óptica, a força gradiente
deve ser maior do que a força de espalhamento. Por isso, para aumentar o gradiente de
intensidade do feixe, se faz necessário que o feixe incidente passe por uma lente objetiva
de alta abertura numérica e de baixas aberrações ópticas.16,17

Experimentos com pinças ópticas mostram que tais sistemas conseguem aprisionar
desde partículas muito pequenas com tamanho de 1 nanômetro18 até partículas com
tamanho de dezenas de micrômetros.17 A força de radiação pode atingir desde alguns
femtonewtons até cerca de 100 pN19 e a partícula consegue ser movimentada com resolução
de poucos Angstroms (10−10 m).14 Tanto esta faixa de tamanho da partícula quanto
da amplitude da força de radiação torna a pinça óptica uma ótima ferramenta para
manipulação e caracterização de partículas biológicas e macromoléculas, o que tem sido
realizado desde a década de 1990.3 Com a pinça óptica foi possível, por exemplo, caracterizar
as propriedades mecânicas de biomoléculas e motores biológicos naturais como a miosina
e a cinesina, estruturas responsáveis pela maioria das formas de movimento dentro da
célula.20,21

A pinça óptica também tem sido utilizada em outras áreas do conhecimento. A
habilidade deste sistema em transportar e modificar células com precisão tem sido testada,
por exemplo, em técnicas de fertilização em vitro.22 Outras aplicações são encontradas em
áreas da física e da química. Na área de nanotecnologia, a pinça óptica tem sido utilizada
na caracterização e no controle de nanodispositivos.18 Já na área de termodinâmica
estocástica, a pinça óptica tem permitido a investigação de propriedades estatísticas em
nano sistemas chegando-se a conclusões surpreendentes como a violação da segunda lei da
termodinâmica por curtos intervalos de tempo nestes sistemas por causa da presença de
flutuações térmicas.15,23

1.2 Aprisionamento óptico utilizando feixes estruturados

Nas primeiras décadas após o desenvolvimento da pinça óptica, apenas era utilizado
como feixe incidente o modo Gaussiano fundamental da fonte laser. A partir do final
dos anos 1990, feixes estruturados começaram a ser introduzidos em sistemas de pinça
óptica.3,14,24–26

A geração de feixes estruturados ocorre por meio de elementos ópticos difrativos
(DOE, do inglês Diffractive Optical Elements). O funcionamento dos DOEs se dá no plano
de Fourier da objetiva tal que a distribuição de campo do feixe estruturado no plano de
aprisionamento (foco da objetiva) corresponde à transformada de Fourier da distribuição
no plano do DOE. O mais comum destes elementos é o modulador espacial de luz (SLM, do
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inglês Spatial Light Modulator). A luz do feixe laser difratada pelo SLM adquire o padrão
de fase de um holograma gerado por computador. Um sistema de aprisionamento óptico
que faz uso de feixes gerados holograficamente, como no caso de SLMs, é comumente
denominado de pinça óptica holográfica.3,24,25

Devido a propriedades intrínsecas de determinados feixes estruturados, novas
características de manipulação óptica podem ser obtidas.25,27 Dentre tais propriedades
destacam-se as encontradas em feixes de ordem superior, ou seja, que apresentam carga
topológica não nula e em feixes invariantes à propagação, os quais pertencem à classe de
ondas eletromagnéticas não difrativas.28

Feixes estruturados de ordem superior via de regra apresentam a propriedade de
seus campos elétrico e magnético terem um termo de fase com dependência azimutal φ da
forma exp(jνφ), sendo ν um número inteiro que representa a ordem e a carga topológica do
feixe ∗. Este termo faz com que as frentes de onda tornam-se helicoidais, sendo, portanto,
associado à helicidade do feixe. Para ν > 0, a helicidade é positiva enquanto que para
ν < 0, ela é negativa.30 Por causa deste termo de fase, feixes de ordem superior apresentam
intensidade nula no centro, e, por isso, recebem a categorização de feixes ocos ou vórtices
ópticos.31 Além disso, como consequência da helicidade, tais feixes carregam momento
angular orbital (OAM, do inglês, Orbital Angular Momentum) que pode ser transferido
para a partícula fazendo a mesma orbitar em relação ao eixo óptico do feixe.30,32 Esta
transferência foi observada em partículas absortivas (com perdas)33,34 e em partículas
birrefringentes.35 Em um sistema de pinça óptica, a transferência de OAM para partículas
absortivas foi demonstrada pela primeira vez utilizando feixe de Laguerre-Gauss de ordem
superior.36,37

Soluções eletromagnéticas não difrativas são aquelas que conseguem manter a
distribuição espacial de campo inalterada por distâncias muito maiores do que aquelas
observadas, por exemplo, em um feixe Gaussiano.28,38 O feixe não difrativo mais comum é o
feixe de Bessel (FB).39,40 O perfil de intensidade transversal de um FB ideal é caracterizado
por uma função de Bessel de primeira espécie, a qual apresenta múltiplos anéis que se
estendem indefinitivamente na direção transversal ao eixo óptico, como mostrado na figura
1(a) para um FB ideal de ordem zero (ν = 0). Logo, o FB ideal apresenta fluxo de energia
infinito. A realização prática do FB se dá por meio dos feixes de Bessel-Gauss (FBG), cujo
perfil de intensidade transversal é dado por função de Bessel apodizada por um envelope
gaussiano.41,42

Ao contrário de FBs de ordem zero, FBs de ordem superior ν ≥ 1 apresentam
intensidade nula ao longo do eixo óptico e a região de intensidade máxima é caracterizada
por um cilindro de intensidade constante (não nula) como mostrado na figura 1(b) para um

∗ Uma exceção a esta regra são os feixes de ordem superior com polarização azimutal e simetria
azimutal.29
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FB ideal de ordem ν = 5. Assim como feixes de Laguerre-Gauss de ordem superior, FBs
de ordem superior carregam OAM.43 Foi demonstrado experimentalmente, utilizando-se
partículas de poliestireno absortivas, que caso, a partícula seja muito menor do que o raio
do cilindro de máxima intensidade, ela, além de ser aprisionada nesta região, irá orbitá-la,
adquirindo OAM. Caso a dimensão da partícula seja da ordem do raio do cilindro, há apenas
aprisionamento estável sem transferência OAM.44 Aprisionamento óptico de partículas
dielétricas nos múltiplos anéis de um FB também foi observado experimentalmente, tanto
para um FB de ordem zero45,46 quanto para FBs de ordens superiores.47

Figura 1 – Perfil de intensidade transversal de um FB ideal de ordem ν = 0 (a) e de ordem
ν = 5 (b).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo um feixe não difrativo, o FB consegue manter o perfil de intensidade trans-
versal [figuras 1(a)-(b)] à medida que se propaga.40 No caso do FB ideal, esta manutenção
se dá ao longo de todo o eixo de propagação devido aos infinitos anéis que fornecem energia
constantemente para que o perfil permaneça inalterado evitando, portanto, o alargamento
espacial provocado pela difração.28 No caso do FBG, a manutenção do perfil transversal
ocorre até certa distância, denominada de zona de Bessel ou distância de propagação
não difrativa, a qual é limitada pelo spot do envelope gaussiano e pelo ângulo de áxicon,
parâmetro intrínseco do FB. Portanto, quando um objeto opaco é colocado dentro da zona
de Bessel, o FB apresenta a propriedade de se auto reconstruir, recuperando o perfil de
intensidade transversal original após certa distância.48

Um método teórico baseado em uma superposição de FBs co-propagantes de mesma
frequência angular ω0 mas com diferentes ângulos de áxicon foi desenvolvido em 200449

e ficou conhecido na literatura como Frozen Wave (FW). Realizando-se uma escolha
adequada da amplitude e da fase de cada FB constituinte da superposição, a intensidade
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do feixe ao longo da direção de propagação (daqui para frente correspondente ao eixo z)
pode ser controlada de forma que a mesma siga a amplitude de uma função F (z) arbitrária
dentro de um intervalo −L/2 ≤ z ≤ L/2. Desde então, duas metodologias foram adotadas
na formulação das FWs. Na primeira, a FW é construída por meio de uma superposição
discreta de FBs de 2N + 1 FBs.49 Já na segunda, a construção é realizada por meio de
uma superposição contínua de FBs.50

Na literatura, os estudos sobre FWs inciaram-se com uma formulação escalar para
a superposição discreta de FBs ideais, tanto de ordem ν = 049 quanto de ordem superior.51

Sendo de natureza escalar, tal formulação é adequada apenas sob condições paraxiais de
modo que a intensidade do feixe resultante pode ser controlada apenas em um intervalo
longitudinal L da ordem de centímetros (aproximadamente 1000 vezes o comprimento de
onda λm do feixe).49,52 Uma FW escalar de energia finita construída por meio de uma
superposição discreta de FBGs de ordem arbitrária também já foi estudada.53

Posteriormente, uma formulação vetorial, aplicada para diversos tipos de polariza-
ção, foi desenvolvida para a superposição discreta de FBs permitindo a estruturação do
feixe em um comprimento longitudinal L na faixa micrométrica.54 No entanto, tal formu-
lação é limitada a valores de L da ordem de centenas de micrômetros, já que para valores
de L menores (como na faixa de dezenas de micrômetros) o número de FBs propagantes
na superposição é reduzido e, por consequência, o feixe resultante não consegue seguir
satisfatoriamente a amplitude da função F (z) ao longo da direção de propagação.

Gerações experimentais de superposições discretas escalares de FBs têm sido
reportadas na literatura.55,56 Naturalmente, sendo escalares, elas são não adequadas para
aplicações na área de aprisionamento óptico, já que os perfis gerados se estendem por
dezenas de centímetros sobre a direção de propagação. No entanto, elas podem ser aplicadas
em outras áreas como no guiamento de átomos.57

Apesar de ainda não terem sido geradas experimentalmente, as superposições contí-
nuas de FBs têm-se mostrado muito promissoras para aplicações em aprisionamento óptico.
Enquanto a formulação vetorial das superposições discretas são limitadas à modelagem de
um padrão longitudinal sobre distâncias na faixa de centenas de micrômetros, a formulação
vetorial das superposições contínuas consegue reproduzir a amplitude da função F (z)
satisfatoriamente em distâncias longitudinais da ordem de dezenas de micrômetros. Além
disso, ao contrário da superposição discreta de FBs ideais, a superposição contínua de
FBs ideais é de energia finita sendo, portanto, possível de ser gerada na prática, sem a
necessidade de ser formulada em termos de FBGs.29

A FW tem se mostrado muito promissora na área de aprisionamento óptico,
permitindo novas possibilidades de manipulação óptica. Como tal feixe estruturado mantém
as mesmas propriedades não difrativas e de auto-reconstrução dos FBs, múltiplos planos
de aprisionamento estáveis e tridimensionais ao longo da direção de propagação podem ser
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obtidos. Além disso, as posições destes planos podem ser controladas bastando garantir
que a derivada da função F (z) tenha um alto valor nestes planos de forma que a força
gradiente supere a força de espalhamento e, logo, o aprisionamento tridimensional possa ser
atingido. O uso de FBs de ordem superior na superposição permite ainda a transferência
de OAM.

Em 2020, foi demonstrado experimentalmente o aprisionamento óptico de micro-
partículas utilizando uma superposição discreta de FBs de ordem zero. Modelada por meio
de uma função F (z) descrita por dois degraus unitários localizados em pontos distintos
ao longo de z, a superposição foi capaz de gerar pontos de aprisionamento estáveis e
tridimensionais em diferentes planos ao longo da direção de propagação.58

1.3 Cálculo de forças ópticas

O cálculo exato da força óptica produzida por um feixe incidente arbitrário sobre
uma partícula de raio a pode ser realizado por meio da Teoria Generalizada de Lorenz-Mie
(GLMT, do inglês Generalized Lorenz-Mie Theory). Sendo uma generalização da LMT,
os campos incidente e espalhado pela partícula são descritos por meio de uma expansão
de ondas parciais com coeficientes, denominados de fatores de forma, responsáveis pela
completa caracterização do feixe incidente.59,60

Outro método exato é por meio da expansão multipolar da força óptica (MEOF,
do inglês Multipolar Expansion of Optical Force) na qual o campo espalhado é escrito
como a soma dos campos radiados por multipolos elétricos e magnéticos. Dessa forma,
uma expressão analítica para a força óptica é obtida resolvendo-se a integral de superfície
do tensor de stress de Maxwell sobre a partícula.61,62 Existem métodos numéricos que se
baseiam na determinação numérica do campo espalhado e no cálculo numérico da integral
de superfície do tensor de stress de Maxwell para a determinação da força óptica. Dentre
eles destacam-se o método de elementos finitos e o método das diferenças finitas no domínio
do tempo (FDTD, do inglês, Finite-Difference Time-Domain).3,63

Aproximações podem ser realizadas no cálculo da força óptica à depender do
tamanho da partícula em comparação com o comprimento de onda λm do feixe incidente.
Com tais aproximações, o cálculo da força é simplificado e expressões analíticas simples
são obtidas. Quando a << λm, o comportamento da partícula pode ser aproximado para a
de um dipolo elétrico em um campo elétrico não uniforme.64,65 Este regime é denominado
de regime de Rayleigh. Já quando a >> λ, a interação entre a partícula e o feixe é descrita
pelas leis da óptica geométrica: reflexão e refração, já que nesse caso a propagação do
feixe por meio de raios de luz é precisa e os efeitos difrativos tornam-se desprezíveis. Esse
regime é conhecido na literatura como aproximação por óptica de raios ou regime de
Óptica Geométrica.3,17,66
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1.4 Objetivos

Este trabalho é de carácter teórico-computacional e apresenta dois objetivos deta-
lhados à seguir.

Por meio de uma revisão de literatura, observou-se a ausência de trabalhos ex-
plorando a comparação entre o método da MEOF e outra teoria exata como a GLMT
para uma partícula esférica. Considerando uma onda plana como feixe incidente, Mobini
et al.67 comparou o método da MEOF com o método numérico da FDTD realizado no
software comercial COMSOL. Diante disto, o primeiro objetivo deste trabalho consistiu
em realizar comparações entre o método da MEOF e a GLMT para diferentes tipos de
feixes incidentes dentre eles o feixe Gaussiano, o FB ideal e a superposição discreta de FBs
ideais. Limitou-se a análise para o método da MEOF truncado até termos de quadrupolos
elétrico e magnético.

O segundo objetivo consistiu em simulações de forças ópticas produzidas pela
superposição contínua de FBs ideais de ordem arbitrária ν sobre uma partícula esférica
visando aplicações em aprisionamento óptico. Explorou-se possibilidades de se obter pontos
de aprisionamento estáveis e tridimensionais em diferentes planos ao longo da direção
de propagação além da transferência de OAM para a partícula. A análise das forças foi
realizada apenas no regime de Rayleigh.

Os algoritmos foram desenvolvidos em Matlab, já que este é um dos softwares mais
utilizados em engenharia e no meio científico.

1.5 Estrutura do trabalho

O capítulo 2 realiza a descrição dos feixes incidentes utilizados no cálculo das forças
ópticas. Partindo-se da solução da equação de onda escalar em coordenadas cilíndricas,
obtém-se a descrição do feixe escalar Gaussiano modo fundamental (ν = 0), do FB ideal
de ordem arbitrária ν e de ambas as superposições discreta e contínua de FBs ideais
também de ordem arbitrária ν. Logo após, as soluções vetoriais de todos estes feixes são
construídas.

No capítulo 3 tem-se a descrição da GLMT conforme apresentado por Gouesbet
e Gréhan.59 As soluções eletromagnéticas dos campos incidente, espalhado e interno são
determinadas a partir dos potenciais escalares de Bromwich. Depois, as forças ópticas são
determinadas em termos dos fatores de forma do feixe incidente e dos coeficientes de Mie
de espalhamento.

Já no capítulo 4, o método da MEOF é descrito. A expressão da força óptica
truncada até termos de quadrupolos é obtida limitando a descrição do campo espalhado a
apenas contribuições de dipolos e quadrupolos (elétricos e magnéticos). Depois, o regime
de Rayleigh é apresentado, mostrando que na formulação da MEOF a força óptica em
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partículas de Rayleigh corresponde apenas à contribuição de dipolo elétrico.

Os resultados são apresentados no capítulo 5. No capítulo 6 tem-se as conclusões e
as perspectivas para trabalhos futuros.
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2 DESCRIÇÃO DOS FEIXES ESTRUTURADOS

Neste capítulo é apresentado o formalismo matemático para a descrição de feixes
de luz. Inicialmente, parte-se da descrição escalar na seção 2.1. Já na seção 2.2, as soluções
vetoriais, ou seja, aquelas que satisfazem todas as equações de Maxwell, são construídas a
partir das soluções escalares. Por fim, a consideração da potência da fonte óptica é tratada
na seção 2.3.

2.1 Feixe escalar

Considere a equação de onda escalar em coordenadas cartesianas (x, y, z) em um
meio homogêneo, isotrópico, não dispersivo, sem perdas e sem absorção, caracterizado por
uma permissividade εm e uma permeabilidade µm, ambas reais68:(

∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 −
1
u2
m

∂2

∂t2

)
Ψ(x, y, z, t) = 0, (2.1)

em que um = 1/√εmµm é a velocidade de fase da onda no meio e Ψ(x, y, z, t) uma função
escalar.

Como os feixes mais comuns produzidos em laboratório apresentam simetria ci-
líndrica, é conveniente expressar a equação 2.1 em coordenadas cilíndricas (ρ, φ, z)68:

(
∂2

∂ρ2 + 1
ρ

∂

∂ρ
+ 1
ρ2

∂2

∂φ2 + ∂2

∂z2 −
1
u2
m

∂2

∂t2

)
Ψ(ρ, φ, z, t) = 0. (2.2)

Por separação de variáveis, pode-se expressar a função escalar Ψ(ρ, φ, z, t) como:

Ψ(ρ, φ, z, t) = gρ(ρ)gφ(φ)gz(z)gt(t), (2.3)

em que gρ(ρ) é uma função que depende apenas de ρ. Analogamente para as demais
funções gφ(φ), gz(z) e gt(t). Substituindo a equação 2.3 na equação de onda escalar 2.2,
obtém-se as seguintes equações diferenciais:

ρ2d2gρ
dρ2 + ρ

dgρ
dρ = gρ[(kρρ)2 − ν2], (2.4a)

d2gφ
dφ2 = gφν

2, (2.4b)

d2gz
dz2 = gzk

2
z , (2.4c)

d2gt
dt2 = gtω

2, (2.4d)

em que identificam-se as constantes reais kρ, kz e ω como sendo o número de onda transver-
sal, o número de onda longitudinal kz e a frequência angular (temporal), respectivamente. A
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constante ν será identificada como a ordem do feixe, como será visto a seguir. Substituindo-
se as equações diferenciais na equação 2.2, obtém-se a seguinte relação entre as constantes:

ω2

u2
m

= k2
ρ + k2

z , (2.5)

conhecida como relação de dispersão.68

A equação 2.4a refere-se à equação diferencial de Bessel e suas soluções linearmente
independentes são dadas por Jν(kρρ) e Yν(kρρ) em que Jν(.) e Yν(.) referem-se às funções
de Bessel de ordem ν de primeira espécie e de segunda espécie, respectivamente.69,70 Como
as soluções abordadas neste trabalho são finitas na origem, gρ(ρ) é expresso apenas em
função de Jν(kρρ).

As soluções linearmente independentes da equação 2.4b são gφ(φ) = exp(±jνφ).
Como a condição de fronteira gφ(φ + 2π) = gφ(φ) deve ser satisfeita, segue que ν =
0,±1,±2, ..., ou seja, ν ∈ Z.

Já as soluções linearmente independentes das equações 2.4c e 2.4d são, respectiva-
mente, gz(z) = exp(±jkzz) e gt(t) = exp(±jωt).

Portanto, as soluções das equações diferenciais em 2.4 são dadas por:

gρ(ρ) =
∫ ∞

0
Gkρ(kρ)kρJν(kρρ)dkρ, (2.6a)

gφ(φ) =
∞∑

ν=−∞
Gνe

jνφ, (2.6b)

gz(z) =
∫ ∞
−∞

Gkz(kz)e−jkzzdkz, (2.6c)

gt(t) =
∫ ∞
−∞

Gω(ω)ejωtdω, (2.6d)

em que Gkρ(kρ) refere-se à transformada de Hankel de ordem ν da função gρ(ρ) e Gν aos
coeficientes da série de Fourier associada à função gφ(φ). Já Gkz(kz) e Gω(ω) referem-
se, respectivamente, às transformadas de Fourier de gz(z) e gt(t). O sinal negativo da
exponencial exp(−jkzz) se dá pela escolha da convenção exp(jωt) para a dependência
temporal de tal forma que exp(jωt − jkzz) representa uma onda plana propagante na
direção +z quando ω > 0 e 0 < kz ≤ ω/um.

Portanto, para uma determinada ordem ν ∈ Z, a solução Ψν(ρ, φ, z, t) da equação
de onda escalar em coordenadas cilíndricas é dada por28:

Ψν(ρ, φ, z, t) = ejνφ
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

kρJν(kρρ)e−jkzzejωtΨ(kz, kρ, ω)dkzdωdkρ, (2.7)

sendo
Ψ(kz, kρ, ω) = Gkρ(kρ)Gkz(kz)Gω(ω), (2.8)

a função espectral de Ψν(ρ, φ, z, t).
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Pela relação de dispersão, nota-se que as variáveis kz, kρ e ω não são totalmente
independentes entre si. Desse modo, o feixe escalar pode ser caracterizado por uma nova
função espectral A(kρ, ω) com dependência em kρ e ω, por exemplo. Assumindo-se que
apenas ondas propagantes (0 ≤ kz ≤ ω0/um) estão presentes na superposição Ψν , tem-se28:

Ψ(kz, kρ, ω) = A(kρ, ω)δ
kz −

√√√√ ω2

u2
m

− k2
ρ

, (2.9)

sendo δ(.) a função de Dirac. Logo, substituindo-se 2.9 em 2.7 tem-se:

Ψν(ρ, φ, z, t) = ejνφ
∫ ∞
−∞

∫ ω0/um

0
kρJν(kρρ)e

−jz
√

ω2
u2
m
−k2

ρ
ejωtA(kρ, ω)dkρdω. (2.10)

Como este trabalho envolve apenas soluções monocromáticas (feixes), ou seja,
ondas eletromagnéticas com frequência angular única ω = ω0 > 0, o espectro A(kρ, ω) deve
satisfazer: A(kρ, ω) = S(kρ)δ(ω−ω0). Considerando soluções harmônicas com dependência
temporal da forma exp(jω0t), a solução Ψν(ρ, φ, z, t) passa a ser expressa em termos de
uma função espectral unidimensional na variável kρ, ou seja, S(kρ)28:

Ψν(ρ, φ, z, t) = ejνφejω0t
∫ ω0/um

0
kρJν(kρρ)e

−jz

√
ω2

0
u2
m
−k2

ρ

S(kρ)dkρ. (2.11)

A solução apresentada em 2.11 é interpretada como uma sobreposição de ondas
harmônicas propagantes em +z cujas amplitudes e fase são determinadas pelo espectro
S(kρ).

A equação 2.11 pode ser reescrita em termos do número de onda longitudinal kz.
Da relação de dispersão em 2.5, tem-se que dkρ = −(kz/kρ)dkz. Logo:

Ψν(ρ, φ, z, t) = ejνφejω0t
∫ ω0/um

0
Jν

ρ
√√√√ ω2

0
u2
m

− k2
z

 e−jkzzkzS(kz)dkz, (2.12)

agora com o espectro S dado em termos de kz.

Como todos os feixes presentes neste trabalho apresentam dependência temporal
da forma exp(jω0t), este fator será omitido daqui em diante.

2.1.1 Feixe Gaussiano

O feixe Gaussiano escalar apresenta o seguinte espectro28:

S(kρ) = W 2
0

2 e−k
2
ρ

W2
0

4 , (2.13)

em que W0 se refere ao raio do spot do feixe no plano z = 0, ou seja, no plano onde o feixe
apresenta menor largura, conhecido como plano da cintura do feixe Gaussiano. A análise
será feita para o modo fundamental que corresponde à ν = 0, modo de mais baixa ordem
gerado pelas fontes lasers.31
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Uma solução analítica para o feixe Gaussiano escalar Ψ0(ρ, z) pode ser obtida
utilizando-se a aproximação paraxial, que considera que o feixe é extremamente direcional
e propaga-se aproximadamente na direção z, com variação lenta na direção transversal.
Matematicamente, tal aproximação é dada reescrevendo o número de onda longitudinal da
forma31:

kz =

√√√√ ω2
0

u2
m

− k2
ρ ≈

ω0

um

1− 1
2
k2
ρ

ω2
0

u2
m

. (2.14)

Substituindo-se as equações 2.13 e 2.14 na equação 2.11, obtém-se:

Ψ0(ρ, z) = W 2
0

2 e−j
ω0
um

z
∫ ∞

0
kρJ0(kρρ)e−k

2
ρ

(
W2

0
4 −j

z
2
um
ω0

)
dkρ

= e−j
ω0
um

z 1
1− j 2z

W 2
0

um
ω0

e

−ρ2

W2
0

(
1

1−j 2z
W2

0

um
ω0

)

= e−j
ω0
um

zD(z)e
−ρ2

W2
0
D(z)

,

(2.15)

com:
D(z) = 1

1− j 2z
W 2

0

ω0
um

= 1
1− j2z s

W0

, (2.16)

em que o parâmetro s = um/(ω0W0), definido como o fator de confinamento do feixe
Gaussiano, quantifica quão focalizado é o mesmo em z = 0 (cintura do feixe). Nota-se que,
pela equação 2.15, W0 refere-se, de fato, ao raio da cintura do feixe no plano z = 0, ou
seja, à distância transversal nesse plano sobre a qual a amplitude do perfil Ψ0(ρ, z) ao
quadrado (|Ψ0(ρ, z)|2) decai em 1/e2.31,71

Observa-se que quando s → 0 (W0 → ∞) tem-se D(z) → 1, ou seja, o perfil
transversal de campo não depende de z e Ψ0(ρ, z) equivale a uma onda plana. Feixes
Gaussianos colimados apresentam s ≈ 10−3 e convergem (divergem) lentamente do plano
z = 0. Já feixes Gaussianos altamente focalizados apresentam s ≈ 10−2 e convergem
(divergem) rapidamente do plano z = 0, ou seja, são altamente difrativos. O limite teórico
para o parâmetro s corresponde à W0 ≈ λm = 2π/(ω0/um), ou seja, s ≈ 0, 16.

2.1.2 Feixe de Bessel ideal

O espectro de um FB ideal é caracterizado por kρ constante28:

S(kρ) = 1
kρ
δ
(
kρ −

ω0

um
senβ

)
, (2.17)

com β ∈ [0, π/2]. Logo, kρ = (ω0/um)senβ e, pela equação 2.5, kz = (ω0/um)cosβ. Como
kρ é constante, o espectro do FB é caracterizado por um anel de amplitude constante
no plano kx x ky (plano de Fourier). Portanto, um FB ideal pode ser interpretado como
uma superposição de ondas planas de mesma amplitude e fase e cujos vetores de onda
localizam-se em uma superfície cônica com ângulo de cone β, como mostrado na figura 2. O
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ângulo β é denominado de ângulo de áxicon em referência ao elemento óptico responsável
por gerar FBs em laboratório. Tal elemento constitui em uma lente refrativa de formato
cônico responsável por orientar os vetores de onda sobre esta superfície cônica.28,72

Figura 2 – Representação dos vetores de onda que compõem um feixe de Bessel ideal.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Substituindo-se a equação 2.17 em 2.11, obtém-se a expressão analítica para o FB
escalar ideal de ordem ν39:

Ψν(ρ, φ, z) = ejνφJν
(
ω0

um
sen(β)ρ

)
e−jnm

ω0
um

cos(β)z. (2.18)

Observe que a amplitude do FB ideal escalar |Ψν(ρ, φ, z)| independe da distância
longitudinal z, demonstrando a natureza não-difrativa desse feixe. Além disso, essa ampli-
tude é dada por uma função de Bessel de ordem ν, cuja região de máxima intensidade
consiste em uma superfície cilíndrica de raio ρ = ρc,esc dado pela primeira raiz da equação:

dJν(kρρ)
dρ

∣∣∣
ρ=ρc,esc

= 0 (2.19)

Para ν = 0, tem-se um caso especial em que a superfície cilíndrica de intensidade
máxima colapsa sobre o eixo z, ou seja, ρc,esc = 0.

2.1.3 Superposição discreta de feixes de Bessel

O espectro de uma superposição de 2N + 1 FBs ideais de mesma frequência angular
ω0 mas com diferentes ângulos de áxicons βn é dado por:

S(kρ) = 1
kρ

N∑
n=−N

Anδ
(
kρ −

ω0

um
senβn

)
, (2.20)

em que os coeficientes An ponderam a amplitude e a fase de cada FB. Nota-se que os
números de onda transversais e longitudinais de cada FB que compõe a superposição são
dados por: kρn = (ω0/um)sen(βn) e kzn = (ω0/um)cos(βn).
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Substituindo a equação 2.20 em 2.11, obtém-se o feixe escalar correspondente a
superposição discreta de FBs49:

Ψν(ρ, φ, z) = ejνφ
N∑

n=−N
AnJν(kρnρ)e−jkznz. (2.21)

Seja os números de onda longitudinais kzn da forma:

kzn = Q+ 2π
L
n, (2.22)

sendo Q > 0 o número de onda longitudinal central da superposição e L uma distância
longitudinal (em z). Substituindo-se a equação 2.22 em 2.21 para ν = 0, a amplitude de
campo ao quadrado sobre o eixo z é dada por:

|Ψ0(ρ = 0, φ, z)|2 =
∣∣∣∣ N∑
n=−N

Ane
−j 2π

L
nz

∣∣∣∣2, (2.23)

já que Jν(0) = 1. O termo envolvendo a somatória representa uma série de Fourier truncada.
Fazendo:

N∑
n=−N

Ane
−j 2π

L
nz ≈ F (z) (2.24)

em que F (z) representa a função responsável por definir a intensidade do feixe escalar no
intervalo 0 ≤ z ≤ L.49 Calculando os coeficientes An a partir da função F (z):

An = 1
L

∫ L

0
F (z)ej 2π

L
nzdz, (2.25)

tem-se que a amplitude de campo ao quadrado |Ψ0(ρ = ρc, φ, z)|2 segue aproximadamente
o padrão definido por |F (z)|2. Quanto maior o valor de N , mais o perfil |Ψ0(ρ = ρc, φ, z)|2

se aproxima de |F (z)|2.

O valor máximo de N , Nmax, de forma a garantir que a superposição em 2.21
envolva apenas FBs propagantes em +z, ou seja, 0 ≤ kzn ≤ ω0/um, é obtido a partir das
condições kz,n=Nmax = ω0/um e kz,n=−Nmax = 0, resultando em52:

Nmax = min
(
nm

ω0

c
−Q,Q

)
L

2π (2.26)

em que a função min(a, b) retorna o valor mínimo entre os argumentos a e b.

Para ordens superiores (ν ≥ 1), observa-se que a amplitude da superposição
|Ψν(ρ, φ, z)| está aproximadamente concentrada em torno do cilindro definido pelo FB
central da superposição (kz,n=0 = Q) de forma que o raio ρc,esc do cilindro de máxima
intensidade é aproximadamente dado pela primeira solução de51:

dJν(kρ,n=0 ρ)
dρ

∣∣∣
ρ=ρc,esc

=
dJν

(
ρ
√

(ω0/um)2 −Q2
)

dρ

∣∣∣
ρ=ρc,esc

= 0, para ν ≥ 1. (2.27)
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Para ν = 0, a amplitude da superposição |Ψ0(ρ, φ, z)| está concentrada sobre o eixo
z (ρc,esc = 0) e o raio do spot é aproximadamente dado por:

r0 ≈ 2.4048/
√

(ω0/um)2 −Q2, (2.28)

já que a função J0(x) apresenta o primeiro zero em x = 2, 4048.

2.1.4 Superposição contínua de feixes de Bessel

Seja S(kz) dada por uma superposição contínua de FBs de mesma frequência
angular ω0 mas com diferentes ângulos de cone s = cosθ:

S(kz) =
∫ ∞
−∞

δ[kz − (ω0/um)s]
kz

S0

(
ω0

um
s
)
ds, (2.29)

em que S0[(ω0/um)s] contabiliza a amplitude e a fase de cada FB presente na superposição.
Substituindo-se a equação 2.29 na equação 2.12, tem-se:

Ψν (ρ, φ, z) = ejνφ
ω0/um∫

0

Jν

ρ
√√√√ ω2

0
u2
m

− k2
z

 e−jkzzS0(kz)dkz. (2.30)

Impondo que não haja ondas contra propagantes na superposição, ou seja, S0(kz) =
0 para −ω0/um ≤ kz ≤ 0, a equação pode ser reescrita como:

Ψν (ρ, φ, z) = ejνφ
ω0/um∫
−ω0/um

Jν

ρ
√√√√ ω2

0
u2
m

− k2
z

 e−jkzzS0(kz)dkz. (2.31)

Esta alteração no limite inferior da integral na equação 2.31 irá facilitar a resolução
da mesma, como será visto nos passos à seguir.

2.1.4.1 Ordem zero

Para superposições contínuas de FBs de ordem ν = 0, segue-se da equação 2.31
que29,50:

Ψ0 (ρ, z) =
ω0/um∫
−ω0/um

S0 (kz) J0

ρ
√√√√ ω2

0
u2
m

− k2
z

 e−jkzzdkz. (2.32)

Seja kz = (ω/um) s. Logo, a equação 2.32 pode ser escrita por meio da variável
auxiliar s como:

Ψ0 (ρ, z) = ω0

um

1∫
−1

S0 (s) J0

(
ω0

um
ρ
√

1− s2
)
e−j

ω0
um

zsds. (2.33)

Expandindo o espectro S0(kz) em uma série de Fourier, tem-se:

S0(kz) =
∞∑

n=−∞
Ane

j n2π
K
kz , (2.34)
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com K = 2ω0/um e os coeficientes An dados por:

An = 1
K

ω0/um∫
−ω0/um

S0(kz)e−j
n2π
K
kzdkz. (2.35)

Substituindo-se 2.34 na equação 2.33, é possível demonstrar que a superposição
Ψ0(ρ, z) pode ser escrita como:

Ψ0(ρ, z) = K
∞∑

n=−∞
Ansinc(ξ), (2.36)

em que:

ξ =

√√√√ ω2
0

u2
m

ρ2 +
(
nπ − ω0

um
z
)2

, (2.37)

e sinc(ξ) = sen(ξ)/ξ. Para mais detalhes da dedução desta equação, veja o Apêndice A.

Seja F (z) uma função complexa sob a qual a intensidade do feixe escalar ao longo
do eixo z é construída, ou seja, |Ψ0(ρ = 0, z)|2 = |F (z)|2. Da equação 2.36, tem-se:

|Ψ0(ρ = 0, z)| = K
∞∑

n=−∞
Ansinc

(
nπ − ω0

um
z
)

= |F (z)|. (2.38)

Além disso, da equação 2.32:

|Ψ0 (ρ = 0, z) | =
ω0/um∫
−ω0/um

S0 (kz) e−jkzzdkz = |F (z)|. (2.39)

Substituindo a equação 2.35 na equação 2.38, obtém-se:

|F (z)| = K
∞∑

n=−∞

1
K

 ω0/um∫
−ω0/um

S0(kz)e−j
n2π
K
kzdkz

sinc(nπ − ω0

um
z
)

=
∞∑

n=−∞
sinc

(
nπ − ω0

um
z
) ω0/um∫
−ω0/um

S0(kz)e−j
n2π
K
kzdkz.

(2.40)

As equações 2.39 e 2.40 são iguais se, e somente se:

nπ − ω0

um
z = 0→ z = nπ

um
ω0

= 2πn
K

. (2.41)

Portanto, da equação 2.38 segue que:

F
(
z = 2πn

K

)
= KAn → An = 1

K
F
(
z = 2πn

K

)
, (2.42)

ou seja, os coeficientes An são obtidos discretizando a função F (z) com período espacial
de amostragem igual a 2π/K. Substituindo a equação 2.42 em 2.34, obtém-se a expressão
do espectro S0(kz) em termos da função F (z):

S0(kz) = 1
K

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

)
ej

nπ
K
kz . (2.43)
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A expressão do feixe escalar de ordem zero em termos da função F (z) é obtida
substituindo a equação 2.42 na equação 2.36, resultando em50:

Ψ0(ρ, z) =
∞∑

n=−∞
F
(2nπ
K

)
sinc(ξ). (2.44)

Seja F (z) definido entre −Zmax ≤ z ≤ Zmax com F (z) = 0 fora deste intervalo, o
número máximo de termos na série da equação 2.43 é igual a 2Nmax + 1 sendo:

Nmax = KZmax

2π . (2.45)

Para garantir que o espectro S0(kz) seja praticamente nulo para kz < 0 e, desse
modo, a superposição Ψ0(ρ, z) é construída apenas com FBs propagantes em +z, deve-se
realizar uma pré-modulação da função F (z), ou seja, F (z) = f(z)exp(−jQz), com Q > 0
e f(z) uma função real, o que desloca o espectro relativo à função f(z) para o ponto
kz = Q.29

2.1.4.2 Ordens superiores

Uma superposição contínua de ordem superior ν pode ser obtida aplicando-se ν
vezes o operador:

U = ejφ
[
∂

∂ρ
+ j

ρ

∂

∂φ

]
(2.46)

sobre a superposição de ordem zero Ψ0(ρ, z), já que é possível demonstrar que se Ψ0(ρ, z)
é solução da equação de onda escalar em 2.2, então Ψν(ρ, z) =UU · · ·U︸ ︷︷ ︸

ν vezes
Ψ0(ρ, z, t) também

é solução.29

Aplicando o operador U uma vez na equação 2.32 tem-se:

Ψ1 (ρ, φ, z) = ejφ
ω/um∫
−ω/um

[
−
√

(ω0/um)2 − k2
zS0(kz)

]
J1

ρ
√√√√ ω2

0
u2
m

− k2
z

 e−jkzzdkz. (2.47)

Note que a solução encontrada para ordem ν = 1 não corresponde à solução de
ordem zero ν = 0 com J0

(
ρ

√
ω2

0
u2
m
− k2

z

)
substituído por J1

(
ρ

√
ω2

0
u2
m
− k2

z

)
ejφ. Isto se deve

ao fato da solução de ordem ν = 1 (equação 2.47) apresentar espectro dado por:

S1(kz) = −
√

(ω0/um)2 − k2
zS0(kz), (2.48)

e, portanto, não ser igual à S0(kz). No entanto, o fator −
√

(ω0/um)2 − k2
z não deteriora

significativamente o espectro S0(kz) principalmente nos casos em que a banda espectral de
S0(kz) não é muito larga. Nestes casos pode-se escrever:

S1(kz) = −
√

(ω0/um)2 − k2
zS0(kz) ≈ NS0(kz), (2.49)
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com N uma constante. Logo, S1(kz) difere de S0(kz) a menos de uma constante e, portanto,
a solução de ordem ν = 1 (equação 2.47) trata-se de um feixe oco não-difrativo que
apresenta o mesmo perfil de intensidade longitudinal da solução de ordem zero mas ao
longo de uma superfície cilíndrica de raio ρc,esc, ou seja, |Ψ1(ρ = ρc,esc, φ, z, t)|2 ≈ |F (z)|2,
com ρc,esc determinado a partir da equação 2.27.

A constante N pode ser escrita da forma: N = −
√

[(ω0/um)2 − kz
2] para algum kz

no intervalo −ω0/um ≤ kz ≤ ω0/um. Para espectro S0(kz) relativamente concentrado em
torno de kz = Q, pode-se adotar N ≈ −

√
[(ω0/um)2 −Q2].

Dado que pode-se assumir S1(kz) ≈ NS0(kz), segue que para NS0(kz) ser igual ao
lado direito da equação 2.43, deve-se discretizar a função F (z)/N . Ou seja, a aplicação do
operador U uma única vez sobre Ψ0 implica que a discretização de F (z) deva passar pela
transformação F → F/N . Portanto, aplicando o operador U na equação 2.44, obtém-se a
superposição contínua de FBs de ordem ν = 1 em termos da função F (z):

Ψ1 (ρ, φ, z) = ejφ
1
N

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

)
∂

∂ρ
sinc(ξ) . (2.50)

Aplicando ν vezes o operador U na equação 2.32, obtém-se a generalização para
qualquer ordem ν:

Ψν (ρ, φ, z) = ejνφ
ω0/um∫
−ω0/um

[
(ω0/um)2 − k2

z

]ν/2
(−1)νS0(kz)Jν

ρ
√√√√ ω2

0
u2
m

− k2
z

 e−jkzzdkz,
(2.51)

cujo espectro é dado por:

Sν(kz) = S0(kz)(−1)ν [(ω0/um)2 − k2
z ]ν/2. (2.52)

A seguinte aproximação pode ser realizada sobre o espectro Sν(kz) da superposição
em 2.51:

Sν(kz) = S0(kz)(−1)ν [(ω0/um)2 − k2
z ]ν/2 ≈ NνS0(kz), (2.53)

com N = −
√

[(ω0/um)2 −Q2]. Ressalta-se, porém, que tal aproximação é válida apenas
até um certo valor de ν, valor o qual depende da largura de banda do espectro S0(kz) que
é inversamente proporcional ao comprimento longitudinal L = 2Zmax em que a função
F (z) é definida. Nota-se que quanto maior o valor de ν, mais significativo torna-se o fator
[(ω0/um)2 − k2

z ]ν/2 e, por consequência, maior a deterioração do espectro Sν(kz) em frente
ao espectro S0(kz). De maneira geral, observa-se que quanto maior ν, menor deve ser
a largura de banda do espectro S0(kz) para que Sν(kz) seja aproximadamente igual a
N νS0(kz).

Ao aplicar ν vezes o operador U na equação 2.44 e utilizando a transformação
F → F/N ν na função F (z), é possível obter uma expressão para o feixe escalar da
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superposição contínua de ordem ν ≥ 1:

Ψν (ρ, φ, z) = ejνφ
1
Nν

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) ν−1∑
m=0

(−1)m cν,m
ρm

∂ν−m

∂ρν−m

sinc(ξ) , (2.54)

em que:

cν,m =


1, m = 0

cν,m−1(ν −m) + cν−1,m, m = 1, ..., ν − 1

0, m ≥ ν.

(2.55)

O apêndice B contém toda a descrição matemática para a obtenção da equação
2.54.

2.2 Feixe Vetorial

Como as soluções eletromagnéticas neste trabalho apresentam dependência temporal
da forma exp(jω0t), os campos elétrico e magnético associados ao feixe vetorial são dados
por:

inc(ρ, φ, z, t) = Re[Einc(ρ, φ, z)exp(jω0t)] (2.56a)

inc(ρ, φ, z, t) = Re[Hinc(ρ, φ, z)exp(jω0t)]. (2.56b)

O fasor Einc(ρ, φ, z) é construído considerando apenas polarizações no plano xy, ou
seja, polarizações elípticas no geral descritas pelo vetor de Jones [X, Y ] = Xx̂+ Y ŷ, em
que X e Y são parâmetros complexos.71 A função escalar Ψν(ρ, φ, z), obtida na seção 2.1 é
tomada, portanto, como a componente transversal de campo elétrico. Logo, as componentes
cartesianas do campo elétrico fasorial são dadas por:

Einc(ρ, φ, z) = E0(Xx̂+ Y ŷ)Ψν(ρ, φ, z) + Ez ẑ, (2.57)

em que E0 é uma constante com dimensão de campo elétrico e Ez é a componente de campo
longitudinal, a qual será determinada utilizando a Lei de Gauss elétrica ∇ · Einc = 029:

Ez = −E0

X ∂

∂x

∫
Ψdz − Y ∂

∂y

∫
Ψdz

, (2.58)

que para campos descritos em coordenadas cilíndricas é reescrita da forma73:

Ez (ρ, φ, z) = −E0

[
M1(φ) ∂

∂ρ
+ M2(φ)

ρ

∂

∂φ

] ∫
Ψ(ρ, φ, z)dz, (2.59)

com M1(φ) = X cosφ+ Y sinφ e M2(φ) = Y cosφ−X sinφ.

Já o campo magnético Hinc associado a Einc é obtido a partir da lei de Faraday:

Hinc = ∇× Einc

−jω0µm
. (2.60)

No apêndice C, é demostrado que os campos elétrico e magnético construídos
por meio das equações 2.57, 2.59 e 2.60 satisfazem todas as equações de Maxwell, e que,
portanto, o feixe vetorial trata-se, de fato, de um feixe Maxwelliano.
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2.2.1 Feixe Gaussiano

Substituindo-se a equação 2.15 em 2.59, tem-se:

Ez(ρ, φ, z) = E0
2ρ
W 2

0
M1(φ)

∫
e−j

ω0
um

zD(z)2e
−ρ2

W2
0
D(z)

dz (2.61)

cuja integral não apresenta solução analítica. No entanto, dentro do regime paraxial pode-se
supor que o termo D(z)2exp(−D(z)ρ2/W 2

0 ) varia lentamente em relação à exponencial
e−j(ω0/um)z e, portanto, obtém-se:

∫
e−j

ω0
um

zD(z)2e
−ρ2

W2
0
D(z)

dz ≈ D(z)2e
−ρ2

W2
0
D(z) ∫

e−j
ω0
um

zdz = j
um
ω0
D(z)Ψ0(ρ, z). (2.62)

Logo, a descrição do feixe Gaussiano vetorial é dada por:

E(FG)
inc = E0Ψ0(Xx̂+ Y ŷ) + Ez ẑ, (2.63a)

Ψ0 = e−jkmzD(z)e
−ρ2

W2
0
D(z)

, (2.63b)

Ez = 2js ρ

W0

(
Xcosφ+ Y senφ

)
D(z)Ψ0(ρ, z)E0. (2.63c)

Devido às aproximações paraxiais realizadas nas equações 2.14 e 2.62, a descrição
vetorial em 2.63 não é Maxwelliana, ou seja, ela não satisfaz todas as equações de
Maxwell de forma exata. O feixe Gaussiano descrito pelas equações em 2.63 corresponde à
formulação de Davis de mais baixa ordem em s, comumente denominada de aproximação
de ordem zero. Quanto menor o valor de s, mais próximo esta descrição se aproxima de
um feixe Maxwelliano. Para s = 0, 02, obtém-se erro percentual médio de 0,817% quando
as componentes de campo são substituídas nas equações de Maxwell.74,75 Portanto, a
descrição em 2.63 apenas é adequada para baixos valores de s.

2.2.2 Superposição discreta de feixes de Bessel

Substituindo-se a equação 2.21 em 2.57 e 2.59, obtém-se a descrição do feixe vetorial
associado à superposição discreta de feixes de Bessel:

E(FWD)
inc = E0Ψν(Xx̂+ Y ŷ) + Ez ẑ, (2.64a)

Ψν(ρ, φ, z) = ejνφ
N∑

n=−N
AnJν(kρ,nρ)e−jkz,nz (2.64b)

Ez = −jejνφE0

N∑
n=−N

An
kz,n

e−jkz,nz

M1(φ) d
dρ + jν

ρ
M2(φ)

Jν(kρ,nρ) (2.64c)

2.2.3 Feixe de Bessel ideal

A descrição vetorial do feixe de Bessel ideal é obtida tomando-se N = 0 e An
= 1 na equação 2.64. Os números de onda longitudinal e transversal são, portanto,
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iguais a kz = (ω0/um)cosβ = kz,0 = Q e kρ = (ω0/um)senβ = kρ,0 =
√

(ω0/um)2 −Q2,
respectivamente. Logo:

E(FB)
inc = E0Ψν(Xx̂+ Y ŷ) + Ez ẑ, (2.65a)

Ψν(ρ, φ, z) = ejνφJν(kρ,0ρ)e−jkz,0z (2.65b)

Ez = −jejνφE0
1
kz,0

e−jkz,0z

M1(φ) d
dρ + jν

ρ
M2(φ)

Jν(kρ,0ρ). (2.65c)

2.2.4 Superposição contínua de feixes de Bessel

Para determinar a componente Ez, calcula-se primeiro a integral da função escalar
Ψν(ρ, φ, z) em relação à z. Para ordem ν = 0, tem-se:

∫
Ψ0 (ρ, z) dz =

ω0/um∫
−ω0/um

S (kz)
e−jkzz

−jkz
J0

ρ
√√√√ ω2

0
u2
m

− k2
z

 dkz, (2.66)

ou seja, o espectro correspondente à função
∫

Ψ0dz é igual à S(kz)/(−jkz). Logo, pela
propriedade de integração em séries de Fourier, segue que os coeficientes do espectro
S(kz)/(−jkz) são dados por:

Bn = g
(2nπ
K

) 1
K

, (2.67)

com g(z) =
∫
F (z)dz. Portanto a função

∫
Ψ0dz pode ser obtida a partir da equação 2.44

utilizando-se a seguinte transformação: F (z)→ g(z). Dessa forma, segue que:

∫
Ψ0(ρ, z)dz =

∞∑
n=−∞

g
(2nπ
K

)
sinc(ξ), (2.68)

e, portanto, substituindo 2.68 na equação 2.59, a componente longitudinal de campo
elétrico Ez para a superposição contínua de FBs de ordem zero é:

Ez (ρ, φ, z) = −E0(X cosφ+ Y sinφ)
∞∑

n=−∞
g
(2nπ
K

)
∂

∂ρ
sinc(ξ). (2.69)

Para ν = 1, integrando a equação 2.47 em relação à z, tem-se:

∫
Ψ1 (ρ, φ, z) dz = ejφ

ω0/um∫
−ω0/um

S1 (kz)
e−jkzz

−jkz
J1

ρ
√√√√ ω2

0
u2
m

− k2
z

 e−jkzzdkz, (2.70)

ou seja, o espectro correspondente à
∫

Ψ1dz é igual à S1(kz)/(−jkz). Portanto, a função∫
Ψ1dz é obtida a partir da equação 2.50 aplicando-se a transformação F (z)→ g(z):

∫
Ψ1 (ρ, φ, z) dz = 1

N
ejφ

∞∑
n=−∞

g
(2nπ
K

)
∂

∂ρ
sinc(ξ) . (2.71)
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Logo, utilizando-se a equação 2.59, obtém-se a componente longitudinal Ez de
campo elétrico para a superposição contínua de FBs de ordem ν = 1:

Ez (ρ, φ, z) =− E0e
jφ 1
N

M1(φ)
∞∑

n=−∞
g
(2nπ
K

)
∂2

∂ρ2 sinc(ξ)

+ j
M2(φ)
ρ

∞∑
n=−∞

g
(2nπ
K

)
∂

∂ρ
sinc(ξ)

 .
(2.72)

Generalizando para qualquer ordem ν ≥ 1 (a partir da equação 2.54), obtém-se a
descrição do feixe vetorial associado à superposição contínua de feixes de Bessel de ordem
ν arbitrária:

E(FWC)
inc = E0Ψν(Xx̂+ Y ŷ) + Ez ẑ, (2.73a)

Ψν (ρ, φ, z) = ejνφ
1
Nν

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) ν−1∑
m=0

(−1)m cν,m
ρm

∂ν−m

∂ρν−m

sinc(ξ) , (2.73b)

Ez (ρ, φ, z) = −E0e
jφ 1
N ν

∞∑
n=−∞

g
(2nπ
K

)M1(φ)
ν−1∑
m=0

(−1)mcν,m
∂

∂ρ

[ 1
ρm

∂ν−m

∂ρν−m

]

+ jνM2(φ)
ν−1∑
m=0

(−1)m cν,m
ρm+1

∂ν−m

∂ρν−m

sinc(ξ), (2.73c)

ξ =

√√√√ ω2
0

u2
m

ρ2 +
(
nπ − ω0

um
z
)2

(2.73d)

N = −
√(

ω0

um

)2
−Q2 , (2.73e)

em que g(z) =
∫
F (z)dz, M1(φ) = X cosφ + Y sinφ, M2(φ) = Y cosφ − X sinφ e cν,m

dado pela equação 2.55.

Em relação aos feixes vetoriais de ordens superiores (ν ≥ 1) associados ao FB ideal
(equação 2.65), à superposição discreta de FBs (equação 2.64) e à superposição contínua
de FBs (equação 2.73), ressalta-se que, devido à presença da componente longitudinal
Ez de campo elétrico, a distribuição de campo |Einc|2/|E0|2 é modificada podendo não
corresponder à distribuição de campo de feixe oco definida pelo feixe escalar |Ψν(ρ, φ, z)|2.
Esta modificação depende da polarização do feixe vetorial e dos ângulos de áxicons da
superposição. Quanto maiores forem estes ângulos, ou seja, quanto menor for o parâmetro
Q, a componente Ez torna-se mais significativa. Exemplos contemplando este fenômeno
são estudados na subseção 5.2.2 do capítulo 5. Uma das consequências é que o raio ρc do
cilindro da região de máxima amplitude do feixe vetorial é alterado e não corresponde ao
raio do cilindro do feixe escalar (ρc 6= ρc,esc), não seguindo, portanto, a equação 2.27.
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2.3 Cálculo da potência do feixe

O cálculo da potência P do feixe vetorial é determinado a partir da integração do
fluxo de potência médio em um plano z = Z:

P =
∫ ∞

0

∫ 2π

0

1
2 Re

Sz(ρ, φ, z = Z)
ρdφdρ, (2.74)

sendo Sz a componente longitudinal do vetor de Poynting complexo:

S = Einc ×H∗inc, (2.75)

em que o símbolo ∗ representa a operação complexo conjugado.

Portanto, dada a potência P do feixe, pode-se utilizar a equação 2.74 para deter-
minar a amplitude da constante E0.

Dentre os feixes analisados neste trabalho, apenas o feixe Gaussiano e a superposição
contínua de FBs apresentam fluxo de energia finito. Observa-se que a descrição matemática
destes dois feixes (equações 2.63 e 2.73) tratam-se de funções quadraticamente integráveis.
Especificadamente, tem-se que o feixes escalares Ψν destes feixes (equações 2.63b e 2.73b)
são funções quadraticamente integráveis, ou seja, a integral:∫ ∞

0

∫ 2π

0
|Ψν(ρ, φ, z = Z)|2ρdφdρ, (2.76)

é convergente.

Para o feixe Gaussiano, utilizando-se as equações 2.63, 2.60 e 2.75, é possível obter
uma expressão analítica que relaciona P e |E0| avaliando-se a equação 2.74 em z = Z = 0:

P = |E0|2
π

4 εmumW
2
0 (1 + s2). (2.77)

Não é possível obter uma expressão analítica que relaciona P e |E0| para a super-
posição contínua de FBs. Por isso, neste trabalho, para o cálculo de |E0| associado a este
feixe para uma dada potência P , a integral em 2.74 foi calculada numericamente.

O FB ideal e a superposição discreta de FBs apresentam fluxo de energia infinito, ou
seja, a integral presente na equação 2.74 é divergente. Isto se deve ao fato da função escalar
Ψν destes feixes (equações 2.18 e 2.21) não serem funções quadraticamente integráveis.
Alternativamente, observa-se que os espectros destas funções escalares (equações 2.17 e
2.20) também não são quadraticamente integráveis, já que consistem, respectivamente, em
uma função de Dirac e em uma soma discreta de funções de Dirac. Este fato faz com que
a superposição discreta de FBs seja periódica ao longo de z com período definido pelo
comprimento L.
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3 TEORIA GENERALIZADA DE LORENZ-MIE

Neste capítulo, o espalhamento de luz por uma partícula esférica e a obtenção da
força óptica a partir deste espalhamento são analisados utilizando a GLMT seguindo-se o
formalismo apresentado por Gouesbet e Gréhan.59

Assume-se o campo incidente como uma onda eletromagnética com dependência
temporal da forma exp (jω0t). O meio em que a partícula está imersa é isotrópico, linear,
homogêneo, não dispersivo e sem perdas, caracterizado por uma permissividade εm e
permeabilidade µm, ambas reais. Logo, a velocidade de fase de propagação do campo
incidente é um = 1/√µmεm. O comprimento de onda da mesma é dado por λm =
2πum/ω0.59

A partícula, com formato esférico, também é composta por um meio isotrópico,
linear, homogêneo e não dispersivo, caracterizado por uma permissividade εp e permea-
bilidade µp, ambas podendo assumir valores complexos. Portanto, a partícula é definida
por meio de dois parâmetros: raio a e índice de refração relativo M =

√
εpµp/(εmµm) =

MR − jMI , com MR > 0 e MI > 0. Para uma partícula com perdas tem-se MI 6= 0.

A figura 3 mostra os sistemas de coordenadas adotados para a descrição dos
campos eletromagnéticos e para a determinação de forças ópticas sobre a partícula esférica
no contexto da GLMT. Adotou-se um sistema de coordenadas cartesiano (x,y,z) cuja
origem Op coincide com o centro da partícula. Em coordenadas esféricas, este sistema
tem representação dada por (r,θ,φ). O campo incidente é descrito por outro sistema de
coordenadas cartesiano (u,v,w) de origem OF . A representação em coordenadas cilíndricas
deste sistema equivale às coordenadas cilíndricas (ρ,φ,z) adotadas no capítulo 2. No sistema
(x,y,z), o ponto OF está localizado em (x0,y0,z0).

Tanto os campos eletromagnéticos totais quanto a força óptica atuante sobre a
partícula são descritos em termos do sistema (x,y,z) e, portanto, são dados em função da
posição (x0,y0,z0) do campo incidente no sistema (x,y,z). Além disso, devido à simetria
esférica, será utilizado a representação em coordenadas esféricas (r,θ,φ) para o sistema
(x,y,z).

Sendo r o vetor posição no sistema (x,y,z), o campo elétrico total externo à partícula
apresenta duas contribuições: o campo incidente inc(r, t) e o campo espalhado s(r, t)
pela partícula. Já no interior da partícula, o campo elétrico total é denominado de campo
interno int(r, t). Portanto, em todo o espaço (r,θ,φ), o campo elétrico total é descrito por:

(r, t) =

 inc(r, t) + s(r, t),r ≥ a

int(r, t), r ≤ a.
(3.1)
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De maneira análoga, o campo magnético total em todo o espaço (r,θ,φ) é dado por:

(r, t) =

 inc(r, t) + s(r, t),r ≥ a

int(r, t), r ≤ a,
(3.2)

em que inc(r, t), s(r, t) e int(r, t) referem-se, respectivamente, ao campo magnético
incidente, espalhado e interno.

Figura 3 – Sistemas de coordenadas adotados para a determinação de forças ópticas sobre
a partícula esférica no contexto da GLMT.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1 Equações de Maxwell em coordenadas curvilíneas ortogonais

Bromwich76 desenvolveu um método para a resolução das equações de Maxwell
a partir de potenciais escalares denominados de potenciais de Bromwich. Na GLMT,
os campos incidente, espalhado e interno são escritos em termos destes potenciais. O
método de Bromwich permite encontrar soluções em sistemas de coordenadas curvilíneas
ortogonais. Logo, nesta seção, as equações de Maxwell são escritas em tais sistemas.

Um sistema de coordenadas (x1,x2,x3) é curvilíneo ortogonal se apresenta a seguinte
métrica:

gkm =


g11 0 0
0 g22 0
0 0 g33

 =


(e1)2 0 0

0 (e2)2 0
0 0 (e3)2

 , (3.3)

e cujo diferencial de comprimento é, portanto, ds2 = (e1dx1)2 + (e2dx2)2 + (e3dx3)2.77
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O sistema de coordenadas esférico (r,θ,φ), o qual é de interesse neste trabalho, é
um sistema curvilíneo ortogonal com métrica:

gkm =


(1)2 0 0

0 (r)2 0
0 0 (rsenθ)2

 , (3.4)

e diferencial de comprimento ds2 = (dr)2 + (rdθ)2 + (rsenθdφ)2.

À seguir, as Equações de Maxwell são reescritas em coordenadas curvilíneas orto-
gonais.

Para o meio considerado neste trabalho, as relações constitutivas são dadas por:
(r, t) = εm(r, t) e (r, t) = µm(r, t), sendo  o vetor de deslocamento elétrico,  o
vetor de indução magnética e  e  os vetores campo elétrico e magnético, respectivamente.
Logo, a forma diferencial das equações de Maxwell em termos do campo elétrico (r, t) e
do campo magnético (r, t) são:

∇ · (r, t) = ρ(r, t)
εm

(3.5a)

∇ ·(r, t) = 0 (3.5b)

∇× (r, t) = −µm
∂

∂t
(r, t) (3.5c)

∇× (r, t) = j(r, t) + εm
∂

∂t
(r, t), (3.5d)

em que j(r, t) refere-se a densidade total de corrente elétrica e ρ(r, t) a densidade de cargas
elétricas.

Como o meio considerado é sem fontes, j(r, t) = 0 e ρ(r, t) = 0, segue que:

∇ · (r, t) = 0 (3.6a)

∇ ·(r, t) = 0 (3.6b)

∇× (r, t) = −µm
∂

∂t
(r, t) (3.6c)

∇× (r, t) = εm
∂

∂t
(r, t). (3.6d)

Seja (E1, E2, E3) e (H1, H2, H3), respectivamente, as componentes do campo elétrico
e do campo magnético no sistema de coordenadas curvilínea ortogonal (x1,x2,x3). Logo,
as equações de Maxwell em 3.6 são reescritas conforme segue-se à seguir.

Lei de Gauss elétrica (equação 3.6a):
∂

∂x1
(e2e3E1) + ∂

∂x2
(e3e1E2) + ∂

∂x3
(e1e2E3) = 0. (3.7)

Lei de Gauss magnética (equação 3.6b):
∂

∂x1
(e2e3H1) + ∂

∂x2
(e3e1H2) + ∂

∂x3
(e1e2H3) = 0. (3.8)
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Lei de Faraday (equação 3.6c):

∂

∂x2
(e3E3)− ∂

∂x3
(e2E2) = −µme2e3

∂H1

∂t
(3.9a)

∂

∂x3
(e1E1)− ∂

∂x1
(e3E3) = −µme3e1

∂H2

∂t
(3.9b)

∂

∂x1
(e2E2)− ∂

∂x2
(e1E1) = −µme1e2

∂H3

∂t
, (3.9c)

e lei de Ampère-Maxwell (equação 3.6d):

∂

∂x2
(e3H3)− ∂

∂x3
(e2H2) = εme2e3

∂E1

∂t
(3.10a)

∂

∂x3
(e1H1)− ∂

∂x1
(e3H3) = εme3e1

∂E2

∂t
(3.10b)

∂

∂x1
(e2H2)− ∂

∂x2
(e1H1) = εme1e2

∂E3

∂t
. (3.10c)

3.2 Potenciais de Bromwich

Nesta seção, os potenciais de Bromwich são definidos para modos transversos
magnéticos (TM, do inglês, transverse magnetic) e para modos transversos elétricos (TE,
do inglês, transverse electric). Em um sistema de coordenadas curvilíneo ortogonal, um
modo TM é caracterizado pela componente H1 ser nula, ou seja, H1 = 0. Por outro lado,
um modo TE é caracterizado por E1 = 0. Portanto, no sistema de coordenadas esférico,
modos TM não apresentam componente radial de campo magnético enquanto que modos
TE não apresentam componente radial de campo elétrico. A solução eletromagnética geral
é escrita como a soma dos modos TM e TE.59

3.2.1 Modos TM

Da equação 3.9a com H1 = 0:

∂

∂x2
(e3E3) = ∂

∂x3
(e2E2). (3.11)

Definindo:

e2E2 = ∂

∂x2

∂UTM

∂x1
(3.12a)

e3E3 = ∂

∂x3

∂UTM

∂x1
, (3.12b)

em que UTM é uma função potencial auxiliar denominada de potencial de Bromwich para
modos TM. À seguir, todas as componentes de campo elétrico (E1,TM, E2,TM, E3,TM) e
magnético (H1,TM, H2,TM, H3,TM) de modos TM são escritas em função do potencial UTM.
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Segue das equações em 3.12 que as componentes de campo elétrico E2 e E3 em
função do potencial UTM são dadas por:

E2,TM = 1
e2

∂2UTM

∂x1∂x2
(3.13a)

E3,TM = 1
e3

∂2UTM

∂x1∂x3
. (3.13b)

Substituindo-se as equações em 3.13 na equação 3.10c (com H1 = 0), tem-se:

∂

∂x1
(e2H2) = εm

e1e2

e3

∂2UTM

∂x1∂x3∂t
= εm

∂

∂x1

(
e1e2

e3

∂2UTM

∂x3∂t

)
− εm

∂2UTM

∂x3∂t

∂

∂x1

(
e1e2

e3

)
(3.14)

Seis sistemas de coordenadas curvilíneos ortogonais, incluindo o sistema de coorde-
nadas esférico, satisfazem as seguintes relações59:

e1 = 1 (3.15a)
∂

∂x1

(
e2

e3

)
= 0. (3.15b)

Restringindo a sistemas de coordenadas que satisfazem as expressões presentes em
3.15, a equação 3.14 reduz a:

∂

∂x1
(e2H2) = εm

∂

∂x1

(
e1e2

e3

∂2UTM

∂x3∂t

)
⇐⇒ H2,TM = εm

e3

∂2UTM

∂x3∂t
,

(3.16)

e, portanto, obtém-se a expressão da componente H2,TM em função de UTM.

De maneira análoga ao procedimento utilizado para a determinação da componente
H2,TM, ao substituir-se as equações em 3.13 na equação 3.10b e utilizando-se as equações
em 3.15, segue que a componente H3,TM é dada por:

H3,TM = εm
e2

∂2UTM

∂x2∂t
. (3.17)

Resta apenas, portanto, a determinação da componente E1,TM. Substituindo-se as
expressões de H2,TM (equação 3.16) e de E3,TM (equação 3.13b) na equação 3.9b, obtém-se:

E1,TM = ∂2UTM

(∂x1)2 − µmεm
∂2UTM

(∂t)2 . (3.18)

Observa-se que a equação 3.18 também pode ser obtida substituindo-se as expressões
de H3,TM (equação 3.17) e de E2,TM (equação 3.13a) na equação 3.9c. Outra expressão
para E1,TM pode ser obtida ao substituir as expressões de H2,TM (equação 3.16) e de H3,TM

(equação 3.17) na equação 3.10a:

E1,TM = − 1
e2e3

 ∂

∂x2

(
e3

e2

UTM

∂x2

)
+ ∂

∂x3

(
e2

e3

UTM

∂x3

) (3.19)
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Igualando-se as equações 3.18 e 3.19 obtém-se a equação diferencial parcial para o
potencial de Bromwich UTM:

∂2UTM

(∂x1)2 − µmεm
∂2UTM

(∂t)2 + 1
e2e3

 ∂

∂x2

(
e3

e2

UTM

∂x2

)
+ ∂

∂x3

(
e2

e3

UTM

∂x3

) = 0. (3.20)

Para campos harmônicos com dependência temporal da forma exp (jω0t), a equação
3.20 é reescrita como:

∂2UTM

(∂x1)2 + 1
e2e3

 ∂

∂x2

(
e3

e2

UTM

∂x2

)
+ ∂

∂x3

(
e2

e3

UTM

∂x3

)+ k2
mUTM = 0, (3.21)

agora com UTM sendo um fasor, ou seja, UTM = UTM(e1, e2, e3).

3.2.2 Modos TE

Da equação 3.10a com E1 = 0:

∂

∂x2
(e3H3) = ∂

∂x3
(e2H2). (3.22)

Definindo:

e2H2 = ∂

∂x2

∂UTE

∂x1
(3.23a)

e3H3 = ∂

∂x3

∂UTE

∂x1
, (3.23b)

em que UTE refere-se ao potencial de Browmich para modos TE. O procedimento para a
determinação das componentes de campo elétrico e magnético de modos TE em função do
potencial UTE é análogo ao realizado para modos TM. Obtém-se:

E2,TE = −µm
e3

∂2UTE

∂x3∂t
(3.24a)

E3,TE = µm
e2

∂2UTE

∂x2∂t
(3.24b)

H1,TE = ∂2UTE

(∂x1)2 − µmεm
∂2UTE

(∂t)2 (3.24c)

H2,TE = 1
e2

∂2UTE

∂x1∂x2
(3.24d)

H3,TE = 1
e3

∂2UTE

∂x1∂x3
. (3.24e)

A equação diferencial parcial para UTE é idêntica à equação diferencial parcial para
UTM.
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3.2.3 Em coordenadas esféricas

Para o sistema de coordenadas esférico (equação 3.4), a equação 3.21 torna-se:

∂2UTM

∂r2 + 1
r2sen(θ)

∂

∂θ

(
sen(θ)∂UTM

∂θ

)
+ 1
r2sen2(θ)

∂2UTM

∂φ2 + k2
mUTM = 0, (3.25)

com UTM = UTM(r, θ, φ). Segue-se a mesma equação 3.25 para UTE = UTE(r, θ, φ).

Considerando-se dependência temporal da forma exp (jω0t) e utilizando-se as
equações 3.16-3.18, tem-se que as componentes fasoriais de campo elétrico e magnético
para modos TM tornam-se:

Er,TM = ∂2UTM

∂r2 + k2
mUTM (3.26a)

Eθ,TM = 1
r

∂2UTM

∂r∂θ
(3.26b)

Eφ,TM = 1
rsen(θ)

∂2UTM

∂r∂φ
(3.26c)

Hr,TM = 0 (3.26d)

Hθ,TM = jω0εm
rsen(θ)

∂UTM

∂φ
(3.26e)

Hφ,TM = −jω0εm
r

∂UTM

∂θ
, (3.26f)

e para modos TE, a partir das equações em 3.24, as componentes fasoriais de campo
elétrico e magnético são:

Er,TE = 0 (3.27a)

Eθ,TM = − jω0µm
rsen(θ)

∂2UTE

∂φ
(3.27b)

Eφ,TE = jω0µm
r

∂2UTE

∂θ
(3.27c)

Hr,TE = ∂2UTE

∂r2 + k2
mUTE (3.27d)

Hθ,TE = 1
r

∂2UTE

∂r∂θ
(3.27e)

Hφ,TE = 1
rsen(θ)

∂2UTE

∂r∂φ
. (3.27f)

3.3 Soluções eletromagnéticas a partir dos potenciais de Bromwich

Para resolver a equação diferencial parcial 3.25, utiliza-se o método de separação
de variáveis. Logo, escrevendo U(r, θ, φ) da forma:

U(r, θ, φ) = rR(kmr)Θ(u)Φ(φ), (3.28)



58

com u = cos(θ). Substituindo-se a equação 3.28 na equação 3.25, obtém-se as seguintes
equações diferenciais ordinárias:

d2Φ
dφ2 +m2Φ = 0 (3.29a)

(1− u2)d
2Θ
du2 − 2udΘ

du
+
n(n+ 1)− m2

1− u2

Θ = 0 (3.29b)

d

d(kmr)

[
(kmr)2 dR

d(kmr)

]
+ [(kmr)2 − n(n+ 1)]R = 0, (3.29c)

com n e m constantes.

Como já visto no capítulo 2, as soluções linearmente independentes da equação
diferencial 3.29a são exp(±jmφ). Além disso, m deve ser inteiro para satisfazer a condição
de fronteira Φ(φ+ 2π) = Φ(φ).

A equação 3.29b trata-se da equação diferencial associada de Legendre. Como
m deve ser inteiro, as soluções linearmente independentes são dadas pelos polinômios
associados de Legendre de primeira espécie Pm

n (cosθ) e de segunda espécie Qm
n (cosθ), ambos

de grau n e ordem m. Os polinômios Qm
n (cosθ) não são regulares (ou seja, apresentam

comportamento assintótico) em cos(θ) = ±1. Além disso, os polinômios Pm
n (cosθ) são

definidos para todo valor de cos(θ) apenas se n for um inteiro positivo.78 Portanto, a
dependência polar de todos os campos (incidentes, espalhados e internos) deve ser dada
em termos de Pm

n (cosθ) com n e m inteiros tal que n ≥ 1 e −n ≤ m ≤ n. Para |m| > n

tem-se, por definição, que Pm
n (cosθ) = 0 e, portanto, é conveniente expressar a solução da

equação 3.29b como P |m|n (cosθ).

Como n deve ser um inteiro positivo, as soluções de interesse da equação 3.29c
neste trabalho são dadas por pela função esférica de Bessel de primeira espécie jn(kmr) e
pela função esférica de Hankel de segunda espécie h(2)

n (kmr) que é dada por h(2)
n (kmr) =

jn(kmr)− jyn(kmr), sendo yn(kmr) a função esférica de Bessel de segunda espécie.69 Como
a expressão de U na equação 3.28 envolve a multiplicação pelo termo r, é conveniente
utilizar as funções de Ricatti-Bessel Ψn(kmr) e de Ricatti-Hankel ξn(kmr):

Ψn(kmr) = kmrjn(kmr) (3.30a)

ξn(kmr) = kmrh
(2)
n (kmr). (3.30b)

Para campos que satisfazem a condição de radiação no infinito, como os campos
espalhados, a dependência radial é dada em termos de ξn(kmr), a qual no infinito (r →∞)
assume comportamento de uma onda esférica de saída (propagando da origem até o
infinito) ∗. Já para campos definidos na origem, ou seja, regulares na origem, como os
∗ Caso a dependência temporal dos campos fosse exp(−jω0t), ao invés de exp(jω0t), os

campos espalhados deveriam ser escritos em termos de kmrh
(1)
n (kmr), com h

(1)
n (kmr) =

jn(kmr) + jyn(kmr).59
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campos incidentes e internos, a dependência radial é dada em termos de Ψn(kmr), a qual
é definida para todos os valores de r e não apresenta singularidade em r = 0, ao contrário
do que acontece com a função ξn(kmr).

Portanto, os potenciais de Bromwich associados ao campo incidente e ao interno são
escritos como uma superposição das funções (1/km)Ψn(kmr)P |m|n (cosθ)ejmφ. Por outro lado,
o potencial de Bromwich associado ao campo espalhado é escrito como uma superposição
das funções (1/km)ξn(kmr)P |m|n (cosθ)ejmφ, com n e m inteiros, n ≥ 1 e −n ≤ m ≤ n.

3.3.1 Campo incidente

Os potenciais de Bromwich para modos TM e para modos TE associados ao campo
incidente são, portanto, dados por:

Uinc,TM = E0

km

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TMΨn(kmr)P |m|n (cosθ)ejmφ, (3.31a)

Uinc,TE = H0

km

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TEΨn(kmr)P |m|n (cosθ)ejmφ, (3.31b)

em que E0 e H0 são identificados como as amplitudes de campo elétrico e magnético, respec-
tivamente, com H0 = E0(1/µ)(1/um) = E0

√
εm/µm. Os coeficientes de cada superposição

são desmembrados em duas parcelas. O termo cpwn , dado por:

cpwn = 1
jkm

(−1)n 2n+ 1
n(n+ 1) , (3.32)

corresponde aos coeficientes que aparecem na teoria de Lorenz-Mie e, portanto, são
exclusivos de ondas planas (o índice pw refere-se a plane waves, ondas planas, em inglês). Já
os coeficientes gmn,TM e gmn,TE são denominados de fatores de forma do feixe, respectivamente,
para modos TM e modos TE, e são responsáveis, portanto, pela completa caracterização
do campo incidente. A determinação destes fatores de forma deve ser obtida por meio da
descrição do feixe incidente, como será descrito na seção 3.5.

Substituindo-se as equações em 3.31 nas expressões para as componentes de campo
fasoriais elétrico e magnético para modos TM (equações em 3.26) e para modos TE
(equações em 3.27) e somando as componentes desses dois modos, obtém-se as componentes
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esféricas do campo elétrico e do campo magnético incidente:

Einc,r = Einc,r,TM + Einc,r,TE = kmE0

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TM

[
Ψ′′n(kmr) + Ψn(kmr)

]
P |m|n (cosθ)ejmφ

= E0

kmr2

∞∑
n=1

n∑
m=−n

n(n+ 1)cpwn gmn,TMΨn(kmr)P |m|n (cosθ)ejmφ, (3.33a)

Einc,θ = Einc,θ,TM + Einc,θ,TE = E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
gmn,TMΨ′n(kmr)τ |m|n (cosθ)+

mgmn,TEΨn(kmr)π|m|n (cosθ)
]
ejmφ, (3.33b)

Einc,φ = Einc,φ,TM + Einc,φ,TE = j
E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
mgmn,TMΨ′n(kmr)π|m|n (cosθ)+

gmn,TEΨn(kmr)τ |m|n (cosθ)
]
ejmφ, (3.33c)

Hinc,r = Hinc,r,TM +Hinc,r,TE = kmH0

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TE

[
Ψ′′n(kmr) + Ψn(kmr)

]
P |m|n (cosθ)ejmφ

(3.34a)

Hinc,θ = Hinc,θ,TM +Hinc,θ,TE = −H0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
mgmn,TEΨn(kmr)π|m|n (cosθ)−

gmn,TMΨ′n(kmr)τ |m|n (cosθ)
]
ejmφ, (3.34b)

Hinc,φ = Hinc,φ,TM +Hinc,φ,TE = −jH0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
gmn,TEΨn(kmr)τ |m|n (cosθ)−

mgmn,TMΨ′n(kmr)π|m|n (cosθ)
]
ejmφ, (3.34c)

em que o símbolo ′ representa derivada em relação ao argumento e τmn (cosθ) e πmn (cosθ)
são as funções generalizadas de Legendre de ordem m e grau n dadas por:

τmn (cosθ) = dPm
n (cosθ)
dθ (3.35a)

πmn (cosθ) = Pm
n (cosθ)
senθ . (3.35b)

3.3.2 Campo interno

Como o número de onda na partícula é kint = Mkm, em que M =
√
εpµp/εmµm é

o índice de refração relativo da partícula, os potenciais de Bromwich para modos TM e
para modos TE associados ao campo interno são:

Uint,TM = E0

Mkm

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn Cm
n Ψn(Mkmr)P |m|n (cosθ)ejmφ, (3.36a)

Uint,TE = H0

Mkm

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn Dm
n Ψn(Mkmr)P |m|n (cosθ)ejmφ. (3.36b)
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Logo, as componentes esféricas do campo elétrico e do campo magnético interno,
utilizando-se a equação em 3.36 nas equações 3.26 e 3.27, são dadas por:

Eint,r = Eint,r,TM + Eint,r,TE = E0

Mkmr2

∞∑
n=1

n∑
m=−n

n(n+ 1)cpwn Cm
n Ψn(Mkmr)P |m|n (cosθ)ejmφ,

(3.37a)

Eint,θ = Eint,θ,TM + Eint,θ,TE = E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
Cm
n Ψ′n(Mkmr)τ |m|n (cosθ)+

mDm
n Ψn(Mkmr)π|m|n (cosθ)

]
ejmφ, (3.37b)

Eint,φ = Eint,φ,TM + Eint,φ,TE = j
E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
mCm

n Ψ′n(Mkmr)π|m|n (cosθ)+

Dm
n Ψn(Mkmr)τ |m|n (cosθ)

]
ejmφ, (3.37c)

Hint,r = Hint,r,TM +Hint,r,TE = H0

Mkmr2

∞∑
n=1

n∑
m=−n

n(n+ 1)cpwn Dm
n Ψn(Mkmr)P |m|n (cosθ)ejmφ,

(3.38a)

Hint,θ = Hint,θ,TM +Hint,θ,TE = −H0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
mDm

n Ψn(Mkmr)π|m|n (cosθ)−

Cm
n Ψ′n(Mkmr)τ |m|n (cosθ)

]
ejmφ, (3.38b)

Hint,φ = Hint,φ,TM +Hint,φ,TE = −jH0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
mDm

n Ψn(Mkmr)τ |m|n (cosθ)−

Cm
n Ψ′n(Mkmr)π|m|n (cosθ)

]
ejmφ, (3.38c)

em que Cm
n e Dm

n são denominados de coeficientes internos de Mie generalizados.

3.3.3 Campo espalhado

Os potenciais de Bromwich para modos TM e para modos TE associados ao campo
espalhado são dados por:

Us,TM = −E0

km

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn Amn ξn(kmr)P |m|n (cosθ)ejmφ, (3.39a)

Us,TE = −H0

km

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn Bm
n ξn(kmr)P |m|n (cosθ)ejmφ, (3.39b)

em que a presença do sinal negativo tem como objetivo apenas de evitar sinais nas
expressões para Amn e Bm

n . Desse modo, substituindo-se a equação em 3.39 nas equações
3.26 e 3.27, obtém-se as componentes esféricas do campo elétrico e do campo magnético
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espalhado:

Es,r = Es,r,TM + Es,r,TE = −kmE0

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn Amn

[
ξ′′n(kmr) + ξn(kmr)

]
P |m|n (cosθ)ejmφ,

(3.40a)

Es,θ = Es,θ,TM + Es,θ,TE = −E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
Amn ξ

′
n(kmr)τ |m|n (cosθ)+

mBm
n ξn(kmr)π|m|n (cosθ)

]
ejmφ, (3.40b)

Es,φ = Es,φ,TM + Es,φ,TE = −jE0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
mAmn ξ

′
n(kmr)π|m|n (cosθ)+

Bm
n ξn(kmr)τ |m|n (cosθ)

]
ejmφ, (3.40c)

Hs,r = Hs,r,TM +Hs,r,TE = −kmH0

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn Bm
n

[
ξ′′n(kmr) + ξn(kmr)

]
P |m|n (cosθ)ejmφ,

(3.41a)

Hs,θ = Hs,θ,TM +Hs,θ,TE = H0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
mAmn ξn(kmr)π|m|n (cosθ)−

mBm
n ξ
′
n(kmr)τ |m|n (cosθ)

]
ejmφ, (3.41b)

Hs,φ = Hs,φ,TM +Hs,φ,TE = j
H0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn

[
Amn ξn(kmr)τ |m|n (cosθ)−

mBm
n ξ
′
n(kmr)π|m|n (cosθ)

]
ejmφ, (3.41c)

em que Amn e Bm
n são denominados de coeficientes de espalhamento de Mie generalizados.

Os coeficientes de Mie generalizados Amn , Bm
n , Cm

n e Dm
n são determinados pela

condição de fronteira na superfície da partícula. Como não há a presença de fontes, é
requerido que em r = a tenha-se a continuidade das componentes tangenciais tanto do
campo elétrico quanto do campo magnético. Logo79:

n̂× (Einc + Es − Eint)
∣∣∣∣∣
r=a

= 0 (3.42a)

n̂× (Hinc + Hs −Hint)
∣∣∣∣∣
r=a

= 0, (3.42b)

em que n̂ é o versor normal à superfície da partícula, ou seja: n̂ = r̂.

Ao substituir as expressões dos campos incidente, espalhado e interno nas expressões
em 3.42, obtém-se um sistema de quatro equações relacionando Amn , Bm

n , Cm
n e Dm

n . Da
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resolução deste sistema obtém-se:

Amn = ang
m
n,TM (3.43a)

Bm
n = bng

m
n,TE (3.43b)

Cm
n = cng

m
n,TM (3.43c)

Dm
n = dng

m
n,TE, (3.43d)

em que:

an = Ψn(kma)Ψ′n(Mkma)−MΨ′n(kma)Ψn(Mkma)
ξn(kma)Ψ′n(Mkma)−Mξ′n(kma)Ψn(Mkma) (3.44a)

bn = MΨn(kma)Ψ′n(Mkma)−Ψ′n(kma)Ψn(Mkma)
Mξn(kma)Ψ′n(Mkma)− ξ′n(kma)Ψn(Mkma) , (3.44b)

cn = M [ξn(kma)Ψ′n(kma)− ξ′n(kma)Ψn(kma)]
ξn(kma)Ψ′n(Mkma)−Mξ′n(kma)Ψn(Mkma) (3.44c)

dn = M2[ξn(kma)Ψ′n(kma)− ξ′n(kma)Ψn(kma)]
Mξn(kma)Ψ′n(Mkma)− ξ′n(kma)Ψn(Mkma) , (3.44d)

são os coeficientes de Mie, já conhecidos da LMT.80 Os coeficientes an e bn são denominados
de coeficientes de espalhamento de Mie enquanto que cn e dn de coeficientes de Mie para
campos internos.

3.4 Forças ópticas

Nesta seção, as expressões das forças ópticas no contexto da GLMT são determi-
nadas seguindo-se o formalismo descrito por Gouesbet e Gréhan.59 Apenas os campos
externos à partícula, ou seja, incidente e espalhado, produzem força óptica. Portanto, os
campos totais fasoriais externos à partícula são dados por:

E =Einc + Es = (Einc,r + Es,r)r̂ + (Einc,θ + Es,θ)θ̂ =

Err̂ + Eθθ̂ + Eφφ̂ (3.45a)

H =Hinc + Hs = (Hinc,r +Hs,r)r̂ + (Hinc,θ +Hs,θ)θ̂ =

Hrr̂ +Hθθ̂ +Hφφ̂. (3.45b)

Como o meio onde a partícula se encontrada é assumido sem perdas, o fluxo de
potência médio calculado por meio da integração do vetor de Poynting complexo sobre
uma superfície esférica S contendo a partícula e com orientação dada pelo versor n̂ = r̂:∮

S
S · n̂dS = 1

2 Re
∮
S
(E×H∗)n̂dS =

∮
S
SrdS, (3.46)

fornece uma medida da quantidade de energia saindo da partícula. Na equação 3.46, Sr
refere-se à componente radial do vetor de Poynting complexo, dada por:

Sr = 1
2(EθHφ − EφHθ). (3.47)
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3.4.1 Seções de choque associadas ao balanço de energia radiativa

Convencionalmente na GLMT, os problemas de espalhamento eletromagnético
trabalham com seções de choque dadas em m2. Por isso, em todas as expressões dos
diferentes tipos de seções de choque, os campos elétrico e magnético totais são normalizados
de forma que:

E0H
∗
0

2 = 1
2
εm
µm
|E0|2 = 1, (3.48)

e, portanto, a componente Sr passa a ser uma grandeza adimensional.59

A seção de choque de absorção Cabs é definida como uma medida da quantidade de
energia da onda eletromagnética absorvida pela partícula. Logo, ela se relaciona com a
equação 3.46 por:

−Cabs =
∮
S
SrdS = Ωinc + Ωs + Ωmix, (3.49)

em que os três termos: Ωinc, Ωs e Ωmix são dados por:

Ωinc =
∫ π

0

∫ 2π

0

1
2 Re

[
Einc,θH

∗
inc,φ − Einc,φH

∗
inc,θ

]
r2sen(θ)dθdφ (3.50a)

Ωs =
∫ π

0

∫ 2π

0

1
2 Re

[
Es,θH

∗
s,φ − Es,φH∗s,θ

]
r2sen(θ)dθdφ (3.50b)

Ωmix =
∫ π

0

∫ 2π

0

1
2 Re

[
Einc,φH

∗
s,θ + Es,φH

∗
inc,θ

− Einc,θH
∗
s,φ − Es,θH∗inc,φ

]
r2sen(θ)dθdφ. (3.50c)

O termo Ωinc (equação 3.50a) envolve apenas o campo incidente. Como o meio
onde está a partícula é sem perdas, não há perda de energia associada apenas ao campo
incidente. Logo, Ωinc é nulo. Já o termo Ωs envolve apenas o campo espalhado e, portanto,
Ωs é denominado de seção de choque de espalhamento Csca (O prefixo sca provém de
scattering, do inglês, espalhamento). Logo:

Ωinc = 0, (3.51a)

Ωs = Csca. (3.51b)

Portanto, das equações 3.49 e 3.51 tem-se que:

Ωmix = −Cabs − Csca = −Cext, (3.52)

ou seja, o termo misto Ωmix, que envolve tanto o campo incidente quanto o campo espalhado,
define a seção de choque de extinção Cext a qual corresponde à soma da perda de energia
por absorção mais a de espalhamento.
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3.4.2 Balanço de momento e pressão de radiação

No campo distante, ou seja, para kmr >> 1, as funções Ψ(kmr) e ξ(kmr) assumem
os seguintes comportamentos assintóticos81:

Ψ(kmr)→ jn+1e−jkmr, (3.53a)

ξ(kmr)→ jn+1e−jkmr, (3.53b)

e além disso, tem-se que Ψ′′n(kmr)+Ψn(kmr) = 0 e ξ′′n(kmr)+ξn(kmr) = 0. Como consequên-
cia, as componentes radiais de campo elétrico e magnético dos campos incidente e espalhado
(equações 3.33a, 3.34a, 3.40a e 3.41a) tornam-se nulas: Einc,r = Hinc,r = Es,r = Hs,r. As
demais componentes no campo distante são dadas por:

Einc,θ = j
E0

kmr
e−jkmr

∞∑
n=1

n∑
m=−n

2n+ 1
n(n+ 1)

[
gmn,TMτ

|m|
n (cosθ) + jmgmn,TEπ

|m|
n (cosθ)

]
ejmφ,

(3.54a)

Es,φ = − E0

kmr

∞∑
n=1

n∑
m=−n

[
mgmn,TMπ

|m|
n (cosθ) + jgmn,TEτ

|m|
n (cosθ)

]
ejmφ, (3.54b)

Es,θ = j
E0

kmr
e−jkmr

∞∑
n=1

n∑
m=−n

2n+ 1
n(n+ 1)

[
Amn τ

|m|
n (cosθ) + jmBm

n π
|m|
n (cosθ)

]
ejmφ, (3.54c)

Es,φ = − E0

kmr

∞∑
n=1

n∑
m=−n

[
mAmn π

|m|
n (cosθ) + jBm

n τ
|m|
n (cosθ)

]
ejmφ, (3.54d)

Hinc,θ = −H0

E0
Einc,φ (3.55a)

Hinc,φ = H0

E0
Einc,θ (3.55b)

Hs,θ = −H0

E0
Es,φ (3.55c)

Hs,φ = H0

E0
Es,θ, (3.55d)

em que a expressão de cpwn (equação 3.32) foi substituída.

Portanto, no campo distante o campo total comporta-se como uma onda transversal,
ou seja, E e H são ambos perpendiculares ao versor radial n̂. Como consequência o vetor
de Poynting apresenta apenas componente radial Sr. Diante disso, tratando-se de uma
onda transversal, a variação temporal do momento da mesma, calculado sobre qualquer
superfície fechada S é dada por:

dP
dt = 1

um

∮
S
Srr̂dS. (3.56)

Pela segunda Lei de Newton, o negativo do lado esquerdo da equação 3.56 corres-
ponde à força total radiativa Frad atuante sobre a partícula. Logo:

Frad = − 1
um

∮
S
Srr̂dS. (3.57)
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Tradicionalmente, os problemas de espalhamento na GLMT expressão a força óptica
de radiação em termos de seções de choque de pressão de radiação Cpr, com dimensão em
m2, e que se relaciona com a força total radiativa Frad por:

Cpr = umFrad = −
∮
S
Srr̂dS, (3.58)

em que os campos elétrico e magnético envolvidos na expressão de Sr (equação 3.47) são
normalizados conforme a equação 3.48.

Como r̂ = sen(θ)cos(φ)x̂ + sen(θ)sen(φ)ŷ + cos(θ)ẑ, e utilizando-se das equações
3.49-3.52, as componentes cartesianas da seção de choque de pressão de radiação são:

Cpr,x = sen(θ)cos(φ)Cext − sen(θ)cos(φ)Csca (3.59a)

Cpr,y = sen(θ)sen(φ)Cext − sen(θ)sen(φ)Csca, (3.59b)

Cpr,z = cos(θ)Cext − cos(θ)Csca, (3.59c)

em que o termo sen(θ)cos(φ)Cext representa a integração da expressão de Cext (equação
3.50c) com a inclusão do termo sen(θ)cos(φ). Segue-se de maneira análoga para os demais
termos.

Substituindo-se as expressões dos campo incidente e espalhado no campo distante
(equações 3.54 e 3.55) nas equações em 3.50, obtém-se as expressões das componentes
cartesianas da seção de choque de pressão de radiação em função dos fatores de forma e
dos coeficientes de Mie (para mais detalhes matemáticos veja as seções 3.12.2 e 3.12.3 da
referência 59):

Cpr,z = λ2
m

π

∞∑
n=1

n∑
p=−n

 1
(n+ 1)2

(n+ 1 + |p|)!
(n− |p|)!

× Re[(an + a∗n+1 − 2ana∗n+1)gpn,TMg
p∗
n+1,TM

+ (bn + b∗n+1 − 2bnb∗n+1)gpn,TEg
p∗
n+1,TE]

+ p
2n+ 1

n2(n+ 1)2
(n+ |p|)!
(n− |p|)! Re[j(2anb∗n − an − b∗n)gpn,TMg

p∗
n,TE]

,
(3.60)

C = λ2
m

2π

∞∑
p=1

∞∑
n=p

∞∑
m=p−16=0

(n+ |p|)!
(n− |p|)!

(Sp−1
m,n + S−pn,m − 2Up−1

m,n − 2U−pn,m)
( 1
m2 δm,n+1 −

1
n2 δn,m+1

)

+ 2n+ 1
n2(n+ 1)2 δn,m(T p−1

m,n − T−pn,m − 2V p−1
m,n + 2V −pn,m)

,
(3.61)



67

em que Cpr,x = Re[C], Cpr,y = Im[C] e

Spn,m = (an + a∗m)gpn,TM(gp+1
m,TM)∗ + (bn + b∗m)gpn,TE(gp+1

m,TE)∗ (3.62a)

Up
n,m = ana

∗
mg

p
n,TM(gp+1

m,TM)∗ + bnb
∗
mg

p
n,TE(gp+1

m,TE)∗ (3.62b)

T pn,m = j(bn + a∗m)gpn,TE(gp+1
m,TM)∗ − j(an + b∗m)gpn,TM(gp+1

m,TE)∗ (3.62c)

V p
n,m = jbna

∗
mg

p
n,TE(gp+1

m,TM)∗ − janb∗mg
p
n,TM(gp+1

m,TE). (3.62d)

A força de radiação total em newtons, obtida por meio das expressões da seção de
choque de pressão de radiação das equações 3.60 e 3.61, é dada por59:

Frad = |E0|2
1
2

√
εm
µm

1
um

Cpr, (3.63)

em que foi utilizado a equação 3.58 juntamente com a normalização em 3.48.

3.5 Determinação dos fatores de forma

O método mais direto para a determinação dos fatores de forma gmn,TM e gmn,TE é
conhecido como método de quadratura.59 Este método é exato e equivalente ao método
utilizado para o cálculo de coeficientes em uma série de Fourier.

A função exponencial complexa apresenta a seguinte propriedade de ortogonalidade:

∫ 2π

0
ejmφe−jpφdφ = 2πδmp (3.64)

em que δmp se refere ao delta de Kronecker:

δmp =

1, m = p

0, m 6= p.
(3.65)

De maneira similar, os polinômios associados de Legendre satisfazem a seguinte
propriedade de ortogonalidade:

∫ π

0
Pm
n (cosθ)Pm

l (cosθ)sen(θ)dθ = 2
2n+ 1

(n+m)!
(n−m)!δnl, (3.66)

e as funções esféricas de Bessel de primeira ordem satisifazem:

∫ ∞
0

jn(kmr)jq(kmr)d(kmr) =


π

2(2n+1) , n = q

sen[(n−q)π/2]
n(n+1)−q(q+1) , n 6= q.

(3.67)

Multiplicando-se ambos os lados das equações das componentes radiais de campo elé-
trico Einc,r e magnéticoHinc,r incidente (equações 3.33a e 3.34a) por e−jpφPm

l (cosθ)Ψq(kmr),
realizando-se o processo de integração nas variáveis r, θ e φ dos dois lados das equações e
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utilizando-se das propriedades de ortogonalidade em 3.64, 3.66 e 3.67, é possível expressar
os fatores de forma gmn,TM e gmn,TE em função das componentes radiais:

gmn,TM = 1
kmc

pw
n

(2n+ 1)2

2π2n(n+ 1)
(n−m)!
(n+m)!

∫ ∞
0

∫ 2π

0

∫ π

0

Er(r, θ, φ)
E0

Ψn(kmr)P |m|n (cosθ)e−jmφ

sen(θ)dθdφd(kmr) (3.68a)

gmn,TE = 1
kmc

pw
n

(2n+ 1)2

2π2n(n+ 1)
(n−m)!
(n+m)!

∫ ∞
0

∫ 2π

0

∫ π

0

Hr(r, θ, φ)
H0

Ψn(kmr)P |m|n (cosθ)e−jmφ

sen(θ)dθdφd(kmr). (3.68b)

O caso mais simples de cálculo dos coeficientes gmn,TM e gmn,TE a partir das equações
em 3.68 é para uma onda plana com polarização linear em x, cujo campo elétrico descrito
no sistema de coordenadas (u,v,w) da figura 3 é dado por: Epw = ûE0exp(−jkmw). No
sistema (x,y,z), tem-se Einc = Epw(z = −w) = x̂E0exp(jkmz). A componente radial Einc,r,
portanto, é igual a Einc,r = Einc · r̂ = E0exp(jkmz)sen(θ)cos(φ). O campo magnético,
obtido pela lei de Faraday fasorial (2.60), vale Hinc = ŷ(1/µm)(1/um)E0exp(jkmz) e, logo,
Hinc,r = Hinc · r̂ = H0exp(jkmz)sen(θ)sen(φ).

Portanto, substituindo-se as expressões de Einc,r e Hinc,r nas expressões em 3.68, os
fatores de forma associados à onda plana com polarização linear em x avaliados na posição
z = z0 são dados por59:

 gmn,TM = gmn,TE = 0,|m| 6= 1
g1
n,TM = g−1

n,TM = jg1
n,TE = −jg−1

n,TE = 1
2gn,

(3.69)

com:

gn = ejkmz0 . (3.70)

Para um feixe estruturado, o processo matemático para determinação dos coefici-
entes gmn,TM e gmn,TE a partir das equações em 3.68 é envolvente e está fora do escopo deste
trabalho. Nem sempre é possível resolver as equações em 3.68 de forma analítica.59 Para
os feixes analisados no capítulo 2, apenas para o feixe de Bessel ideal e a superposição
discreta de feixes de Bessel ideais é possível obter soluções analíticas as quais apenas
mostradas neste trabalho. Para detalhes do processo de determinação dos fatores de forma
destes feixes podem ser encontrados em Ambrosio, Rached e Gouesbet.82

Sendo (ρ0, φ0, z0) as coordenadas cilíndricas associadas à posição (x, y, z) = (x0, y0, z0),
os fatores de forma avaliados em (ρ0, φ0, z0) associados à superposição discreta de feixes
de Bessel de ordem ν e polarização linear em x (equações em 2.64 com X = 1 e Y = 0)
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são dados por82:

gmn,TM = Cm

q=N∑
q=−N

Aqe
jkz,qz0

Jm−ν−1(kρ,q)e−j(m−ν−1)φ0

[
m
πmn (cosαq)

cosαq
+ τmn (cosαq)

]

+ Jm−ν+1(kρ,q)e−j(m−ν+1)φ0

[
m
πmn (cosαq)

cosαq
− τmn (cosαq)

], (3.71a)

gmn,TE = −jCm
q=N∑
q=−N

Aqe
jkz,qz0

Jm−ν−1(kρ,q)e−j(m−ν−1)φ0

[
m
πmn (cosαq)

cosαq
+ τmn (cosαq)

]

− Jm−ν+1(kρ,q)e−j(m−ν+1)φ0

[
m
πmn (cosαq)

cosαq
− τmn (cosαq)

], (3.71b)

em que:

Cm = 1
2j

m+1(−1)
m−|m|

2
(n−m)!
(n+ |m|)! . (3.72)

Nas equações em 3.71, Aq refere-se aos coeficientes An da equação 2.25. Os parâ-
metros kz,q e kρ,q, aos números de onda longitudinais e transversais, respectivamente. E os
parâmetros αρ,q = cos−1(kz,q/km) aos números de áxicons da superposição †. Os fatores de
forma associados ao feixe de Bessel ideal são obtidos tomando-se N = 0 e Aq = 1.

Não é possível obter uma solução analítica para os fatores de forma gmn,TM e gmn,TE
associados ao feixe Gaussiano utilizando-se as equações em 3.68.59 Por isso, para este
feixe recorre-se ao método da aproximação localizada integral (ILA, do inglês: integral
localized approximation),83 método adequado apenas para a descrição de feixes paraxiais.84

Expressões para estes coeficientes associados à formulação de Davis de mais baixa ordem
para polarização linear em x (equações em 2.63 com X = 1 e Y = 0) são dados por59,85:

gmn,TM = S(n)Rm
n,TM(−j)|m|jFm

n,TM, (3.73a)

gmn,TE = S(n)Rm
n,TE(−j)|m|Fm

n,TE, (3.73b)

em que:

S(n) = 1
2(1 + 2jz+

0 )exp
(
j
z+

0
s2 −

x+
0 + y+

0
1 + 2jz+

0
− (n+ 1/2)2s2

1 + 2jz+
0

)
, (3.74)

sendo x+
0 = x0/W0, y+

0 = y0/W0 e z+
0 = z0/(kmW 2

0 ), e

R0
n,TM = R0

n,TE = 2n(n+ 1)
2n+ 1 (3.75a)

Rm
n,TM = R0

n,TE =
( 2

2n+ 1

)|m|−1
, |m| ≥ 1 (3.75b)

† Nas equações 28 e 31 da referência 82 há um erro de digitação nas expressões
dos fatores de forma. Nestas equações, os termos entre colchetes estão escritos como
[mπmn (cosαqν)± τmn (cosαqν) / cosαqν ] ao invés de [mπmn (cosαqν) / cosαqν ± τmn (cosαqν)].
Este erro de digitação está corrigido nas equações em 3.71.
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F 0
n,TM

F 0
n,TE

 =
 2x+

0

2jy+
0

 ∞∑
j=0

a2j+1 Xj
−X

j
+

j!(j + 1)! (3.76a)
Fm

n,TM

Fm
n,TE

 = am−1 Xm−1
−

(m− 1)! +
∞∑
j=m

a2j−m+1 X
j
−X

j−m
+

j!(j −m)!

 X+
j−m+1 + X−

j+1
X+

j−m+1 −
X−
j+1

 , m > 0, (3.76b)
 F−|m|n,TM

−F−|m|n,TE

 = a|m|−1 X
|m|−1
−

(|m| − 1)! +
∞∑
j=m

a2j−|m|+1 X
j−|m|
− Xj

+
j!(j − |m|)!

 X−
j−|m|+1 + X+

j+1
X−

j−|m|+1 −
X+
j+1

 , m < 0,

(3.76c)

onde:

a = (n+ 1)s
1 + 2jz+

0
, (3.77a)

X− = x+
0 − jy+

0 , (3.77b)

X+ = x+
0 + jy+

0 . (3.77c)

Observa-se, que a descrição do campo incidente utilizando os coeficientes das
equações em 3.73 satisfazem exatamente todas as equações de Maxwell e que, portanto,
não é equivalente à aproximação de ordem zero (equações em 2.63). Mostrou-se que as
componentes transversais (Ex e Ey) do feixe Gaussiano remodelado pela GLMT segue
quase exatamente um padrão Gaussiano desde que s ≤ 0, 15 ao longo do eixo óptico z86 e
s ≤ 0, 1 para pontos fora do eixo óptico.87 Portanto, para valores de s pequenos como s =
0,02, espera-se uma pequena diferença entre a descrição de Davis de mais baixa ordem
(equações em 2.63) e a descrição do feixe incidente utilizando os fatores de forma obtidos
pela ILA.
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4 EXPANSÃO MULTIPOLAR DA FORÇA ÓPTICA

Neste capítulo, o espalhamento de luz por uma partícula esférica e a obtenção da
força óptica são analisados utilizando o método da expansão multipolar da força óptica.

A figura 4 mostra os sistemas de coordenadas adotados para a descrição dos
campos eletromagnéticos e para a determinação de forças ópticas sobre a partícula esférica
no contexto da MEOF. Similarmente ao adotado no capítulo 4, adotou-se um sistema
de coordenadas cartesiano (x,y,z) cuja origem Op coincide com o centro da partícula.
Em coordenadas esféricas, este sistema tem representação dada por (r,θ,φ). O campo
incidente é descrito por outro sistema de coordenadas cartesiano (u,v,w) de origem OF . A
representação em coordenadas cilíndricas deste sistema equivale às coordenadas cilíndricas
(ρ,φ,z) adotadas no capítulo 2.

Figura 4 – Sistemas de coordenadas adotados para a determinação de forças ópticas sobre
a partícula esférica no contexto da MEOF.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A diferença em relação à configuração adotada na GLMT é que, no sistema
(u,v,w), o ponto OP está localizado em (x0,y0,z0). No contexto da MEOF, os campos
eletromagnéticos totais são descritos em termos do sistema (x,y,z), assim como na GLMT.
No entanto, a força óptica atuante sobre a partícula é descrita em termos do sistema
(u,v,w) e, logo, ela é dada em função da posição (x0,y0,z0) da partícula no sistema (u,v,w).
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4.1 Conservação do momento linear e o tensor de stress de Maxwell

Considere a partícula como sendo uma distribuição de cargas com densidade ρ(r, t)
e de correntes com densidade j(r, t), sendo r o vetor posição no sistema (x,y,z). A onda
eletromagnética incidente sobre a partícula é caracterizada por um campo elétrico (r, t)
e um campo magnético (r, t). A força de Coulomb-Lorentz que a onda exerce sobre
as distribuições ρ(r, t) e j(r, t) corresponde à variação do momento linear mecânico da
partícula Pmec

88:
d
dtPmec =

∫
V

(
ρ + j× µm

)
dV , (4.1)

em que V é um volume arbitrário envolvendo a partícula.

É possível demonstrar utilizando as equações de Maxwell (veja mais detalhes no
Apêndice D) que a equação 4.1 é reescrita da forma79,89:

d
dtPmec = − d

dt

∫
V


u2
m

dV +
∫
V
∇ ·←→T dV , (4.2)

sendo  =  × o vetor de Poynting e ←→T é denominado tensor de stress de Maxwell:

←→T = εm ⊗  + µm ⊗ − 1
2
←→I
(
εm ·  + µm ·

)
, (4.3)

em que ⊗ representa o produto diádico e ←→I o tensor diádico unitário (veja definições no
Apêndice E).

A integral no segundo termo da equação 4.2 corresponde ao momento linear da
onda eletromagnética: ∫

V


u2
m

dV = Ponda. (4.4)

Logo, substituindo-se a equação 4.4 em 4.2, tem-se:

d
dt

(
Pmec + Ponda

)
=
∫
V
∇ ·←→T dV . (4.5)

Aplicando-se o teorema da divergência no lado direito da equação 4.5, tem-se:

d
dt

(
Pmec + Ponda

)
=
∮
S

←→T · n̂dS = −
∮
S
(−←→T ) · n̂dS (4.6)

em que S é uma superfície fechada regular, fronteira do volume V e com versor unitário n̂
orientado para fora de S. A equação 4.6 trata-se da lei de conservação de momento linear
em eletrodinâmica.

Pela segunda Lei de Newton, o lado esquerdo da equação 4.6 é igual à força de
radiação total Frad atuante sobre a partícula:

Frad =
∮
S

←→T · n̂dS, (4.7)
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que corresponde, portanto, ao fluxo do tensor de stress de Maxwell sobre uma superfície
fechada S que envolve a partícula.88

Para campos harmônicos com dependência temporal da forma exp(jω0t), ou seja:
(r, t) = Re[E(r)exp(jω0t)] e (r, t) = Re[H(r)exp(jω0t)], a força de radiação média
F = Frad em função dos fasores E(r) e H(r) é dada por79,88:

F = 1
2

∮
S

Re
[
εmE(E∗ · n̂) + µmH(H∗ · n̂)− 1

2

(
εmE · E∗ + µmH ·H∗

)
n̂
]
dS. (4.8)

Na equação 4.8, E e H referem-se, respectivamente, aos campos elétrico e magnético
(fasoriais) totais externos à partícula, ou seja, eles são dados pela soma do campo incidente
(Einc and Hinc) com o campo espalhado pela partícula (Es and Hs). Logo: E = Einc + Es

and H = Hinc + Hs.

4.2 Força de extinção e força de recuo

À seguir, avalia-se a equação 4.8 em uma superfície esférica S∞ com raio R→∞.
Neste cenário, a integral envolve os campos distantes de E e H. Tais campos distantes
são ortogonais ao vetor unitário radial n̂ = r̂ = r/r. Logo, substituindo Einc + Es e
H = Hinc + Hs na equação 4.8 e sabendo que Re[EincE∗s] = Re[E∗incEs] e Re[HincH∗s] =
Re[H∗incHs], tem-se que a força de radiação é dada por F = Finc + Fext + Frec, em que:

Finc = −1
4

∮
S∞

[
εm|Einc|2 + µm|Hinc|2

]
n̂dS, (4.9)

Fext = −1
2

∮
S∞

Re
[
εmE∗inc · Es + µmHinc ·H∗s

]
n̂dS, (4.10)

Frec = −1
4

∮
S∞

[
εm|Es|2 + µm|Hs|2

]
n̂dS. (4.11)

A equação 4.9 envolve apenas os campos incidentes e, logo, pela conservação de
momento linear, é identicamente nula (Finc = 0), já que corresponde ao caso da propagação
do feixe na ausência da partícula.90 O termo Fext (equação 4.10) envolve tanto os campos
incidentes quanto os espalhados e, portanto, representa a força média temporal de extinção
(do ingês, extinction force), resultante da interação dos campos incidente e espalhado. Já o
termo Frec envolve apenas os campos espalhados e representa a força média temporal de
recuo (do inglês, recoil force), proveniente da reação radiativa da partícula.

A radiação de campo distante dos campos espalhados apresenta a seguinte forma:

Es = an̂
e−jkmr

r
(4.12a)

Hs = bn̂
e−jkmr

r
, (4.12b)
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em que an̂ e bn̂ dependem de n̂, são ambos ortogonais entre si e ao vetor unitário n̂, e
satisfazem bn̂ = (n̂× an̂)/

√
µm/εm.61

Substituindo as expressões da equação 4.12 na equação 4.11, obtém-se:

Frec = −1
4r

2
∮

4π

[
εm
r2 |an̂|2 + µm

εm
µm

|an̂|2

r2

]
n̂dΩ

= −εm2

∮
4π
|an̂|2n̂dΩ,

(4.13)

em que a integração é avaliada sobre a esfera de raio unitário com dΩ = sin θdθdφ.

Os campos incidentes são escritos como uma superposição de ondas planas:

Einc =
∮

4π
eûe

−jkmû·rdΩ (4.14a)

Hinc =
∮

4π
hûe

−jkmû·rdΩ, (4.14b)

em que km = 2π/λm e û é um vetor real unitário que denota a direção de propagação de
cada onda plana. Os vetores eû e hû são ambos ortogonais à û, dependem de û mas não
de r e se relacionam por hû = (û× eû)/

√
µm/εm.

Substituindo as expressões das equações 4.12 e 4.14 em 4.10, obtém-se:

Fext = −1
2 Re

 ∮
4π
dΩ

∮
S∞

[
εm(e∗û · an̂)e

−jkmr

r
ejkmû·r + µm(hû · b∗n̂)e

jkmr

r
e−jkmû·r

]
n̂dS

.
(4.15)

Pode-se simplificar a equação 4.15 no campo distante fazendo uso do lema de Jones
(veja o Apêndice 12 da referência 90):

1
Rs

∮
S∞

G(n̂)e−jkmû·n̂RsdS ≈ 2πj
km

[
G(û)e−jkmRs −G(−û)ejkmRs

]
, (4.16)

o qual descreve o comportamento assintótico quando kmRs →∞. Na equação 4.16, G(n̂)
é uma função arbitrária de n̂. Portanto, utilizando o lema de Jones, obtém-se para Fext:

Fext = −1
2 Re

2πj
km

∮
4π
dΩ
[
− εm(e∗û · aû)û + εm(e∗û · a−̂u)ûe−2jkmRs+

µm(hû · b∗û)û− µm(hû · b∗−̂u)ûe2jkmRs
].

(4.17)

Como:
hû · b∗û = εm

µm
(û× eû) · (û× a∗û) = εm

µm
(eû × a∗û), (4.18)

e analogamente, hû · b∗−̂u = − εm
µm

(eû × a∗−̂u), a equação 4.17 torna-se:

Fext = − πε
km

Re
j ∮

4π
dΩû

[
− (e∗û · aû) + (e∗û · a−̂u)e−2jkmRs+

(eû · a∗û) + (eû · a∗−̂u)e2jkmRs
].

(4.19)
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Sabendo que eû · a∗û − e∗û · aû = −2j Im[e∗û · aû] e que (e∗û · a−̂u)e−2jkmRs + (eû ·
a∗−̂u)e2jkmRs = 2[cos(2kmRs) Re(e∗û ·a−̂u) + sen(2kmRs) Re(e∗û ·a−̂u)] é grandeza puramente
real, obtém-se61:

Fext = −2πεm
km

∮
4π

Im
[
e∗û · aû

]
ûdΩ. (4.20)

4.3 Expansão multipolar até termos de quadrupolo

O campo espalhado Es pode ser escrito como a soma dos campos elétricos radiados
por multipolos elétricos e magnéticos. No campo distante (kmr >> 1), tem-se apenas
os termos proporcionais a 1/r. Considerando apenas dipolos e quadrupolos elétricos e
magnéticos, tem-se:91:

an̂ = k2
m

4πεm

[
n̂× (p× n̂) + 1

um
(m× n̂)−

j
km
2 n̂× [n̂× (←→Qe · n̂)]− j km2um

n̂× (←→Qm · n̂)
]

= an̂,p + an̂,m + an̂,Qe + an̂,Qm,

(4.21)

em que p e m são o momento de dipolo elétrico e magnético, respectivamente. Já ←→Qe e
←→Qm são o momento de quadrupolo elétrico e magnético, respectivamente,61 os quais são
tensores simétricos e sem traço (veja definição no Apêndice E).

À seguir, obtém-se as forças de extinção e de recuo em função dos momentos de
dipolo e de quadrupolo avaliadas na origem OP , ou seja, na posição (x0,y0,z0).

4.3.1 Força de extinção

Nota-se que, ao substituir a equação 4.21 na equação 4.20, obtém-se quatro termos,
cada um correspondendo à contribuição de cada dipolo ou quadrupolo. Tem-se: Fext =
Fp + Fm + FQe + FQm.

4.3.1.1 Força dipolar elétrica

A força dipolar elétrica é obtida considerando-se apenas o termo aû,p na equação
4.20. Logo, tem-se:

Fp = −2πεm
km

∮
4π

Im
[
e∗û · aû,p

]
ûdΩ = −km2

∮
4π

Im
[
e∗û · [û× (p× û)]

]
ûdΩ

= −km2

∮
4π

Im
[
e∗û · p

]
ûdΩ,

(4.22)

onde foi utilizado propriedade vetorial: a · [b× (c× b)] = a · c.

Aplicando o gradiente no conjugado da expressão do campo elétrico incidente
(equação 4.14a), tem-se:

∇E∗inc = (jkm)
∮

4π
(u⊗ e∗û)ejkmû·rdΩ, (4.23)
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em que foi utilizado a propriedade vetorial ∇(ΨA) = ∇Ψ⊗A + Ψ∇A e o fato de e∗û não
depender de r. Logo, a força dipolar elétrica, avaliada na origem OP é dada por61:

Fp = 1
2 Re[(∇E∗inc) · p]. (4.24)

4.3.1.2 Força dipolar magnética

É conveniente expressar inicialmente Fext em função de e∗û e bû. Como tem-se
que aû = (bû × û)µmum e e∗û = (h∗û × û)µmum, e utilizando a propriedade vetorial:
(a × b) · (c× b) = a · c, segue que:

Fext = − 2π
km

µm

∮
4π

Im
[
h∗û · bû

]
ûdΩ. (4.25)

Logo, a força dipolar magnética é dada por:

Fm = −2πεm
km

µm

∮
4π

Im
[
h∗û · bû,m

]
ûdΩ = −km2 µm

∮
4π

Im
[
h∗û · [û× (m× û)]

]
ûdΩ

= −km2 µm

∮
4π

Im
[
h∗û ·m

]
ûdΩ,

(4.26)

onde novamente foi utilizado a propriedade vetorial: a · [b× (c× b)] = a · c. Portanto, de
maneira análoga ao procedimento realizado para a força dipolar elétrica (subseção 4.3.1.1),
tem-se que a força dipolar magnética avaliada na origem OP é61:

Fm = 1
2 Re[(∇B∗inc) ·m], (4.27)

onde Binc = µmHinc.

4.3.1.3 Força quadrupolar elétrica

Considerando-se apenas o termo aû,Qe na equação 4.20, obtém-se a força quadrupolar
elétrica:

FQe = −2πεm
km

∮
4π

Im
[
e∗û · aû,Qe

]
ûdΩ = k2

m

4

∮
4π

Im
[
je∗û · [û× (u× (←→Qe · û))]

]
ûdΩ

= −km2

∮
4π

Im
[
j(←→Qe · û) · e∗û]ûdΩ,

(4.28)

em que foi utilizado a propriedade tensorial a · b× [b× (←→Q · b)] = −(←→Q · b) · a.

Aplicando o gradiente duas vezes no conjugado da expressão do campo elétrico
incidente (equação 4.14a), tem-se:

∇∇E∗inc = (jkm)2
∮

4π
(u⊗ u⊗ e∗û)ejkmû·rdΩ, (4.29)
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em que novamente foi utilizado a propriedade vetorial ∇(ΨA) = ∇Ψ⊗A + Ψ∇A e o fato
de e∗û não depender de r. Portanto, a força quadrupolar elétrica avaliada na origem OP é
dada por61:

FQe = 1
4 Re[(∇∇E∗inc) :←→Qe], (4.30)

em que : indica a operação duplo produto escalar (veja definição no Apêndice E).

4.3.1.4 Força quadrupolar magnética

Considerando-se apenas o termo bû,Qm na equação 4.25, obtém-se a força quadru-
polar magnética:

FQm = −2πεm
km

µm

∮
4π

Im
[
h∗û · bû,Qm

]
ûdΩ = km

4 µm

∮
4π

Im
[
jh∗û · [û× (û× (←→Qm · û)]

]
ûdΩ

= −km2 µm

∮
4π

Im
[
j(←→Qm · û) · h∗û

]
ûdΩ,

(4.31)

De maneira análoga ao procedimento realizado para a força quadrupolar elétrica
(subseção 4.3.1.3):

∇∇H∗inc = (jkm)2
∮

4π
(u⊗ u⊗ h∗û)ejkmû·rdΩ, (4.32)

e, portanto61:
FQm = 1

4 Re[(∇∇B∗inc) :←→Qm]. (4.33)

4.3.2 Força de recuo

Ao substituir a equação 4.21 na equação 4.13, observa-se que os únicos termos
não nulos (e que, portanto, contribuem para a força de recuo) são aqueles envolvendo o
produto do campo elétrico radiado por um multipolo simétrico com o campo radiado de
um multipolo antissimétrico. Um multipolo é simétrico quando o campo elétrico por ele
radiado apresenta a propriedade de invariância à transformação n̂→ −n̂. Por outro lado,
ele é dito antissimétrico se há uma mudança de fase de 180◦ em seu campo elétrico quando
aplicado a transformação n̂→ −n̂. O dipolo elétrico an̂,p e o quadrupolo magnético an̂,Qm

são simétricos, enquanto que o dipolo magnético an̂,m e o quadrupolo elétrico an̂,Qe são
antissimétricos. Apenas os produtos envolvendo os campos de um multipolo simétrico com
um antissimétrico resulta em um padrão de radiação não simétrico e, por consequência,
em uma força óptica de recuo não nula.92 Logo, tem-se:

Frec = −εm
∮

4π
Re

[
an̂,p · a∗n̂,m + an̂,Qe · a∗n̂,p+

an̂,Qm · a∗n̂,m + an̂,Qe · a∗n̂,Qm

]
n̂dΩ.

(4.34)

Na equação 4.34 é possível identificar quatro termos que compõem a força de
recuo: Frec = Fpm + FpQe + FmQm + FQeQm, os quais representam, respectivamente, as
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contribuições de força provenientes da interação entre os dipolos elétrico e magnético
(Fpm), entre o dipolo elétrico e o quadrupolo elétrico (FpQe), entre o dipolo magnético e o
quadrupolo magnético (FmQm) e entre os quadrupolos elétrico e magnético (FQeQm).

A primeiro termo da equação 4.34 é igual a:

Fpm = −εm
∮

4π
Re[an̂,p · a∗n̂,m]n̂dΩ

= − k4
m

16π2εmum

∮
4π

Re
[
[n̂× (p× n̂)] · [m× n̂]

]
n̂dΩ

= − k4
m

16π2εmum

∮
4π

Re
[
(pθm∗φ − pφm∗θ)

]
n̂sen(θ)dθdφ.

(4.35)

Em coordenadas Cartesianas, tem-se:

n̂ = sen(θ)cos(φ)x̂ + sen(θ)sen(φ)ŷ + cos(θ)ẑ, (4.36)

pθ = pxcos(θ)cos(φ) + pycos(θ)sen(φ)− pzsen(θ) (4.37a)

pφ = −pxsen(φ) + pycos(φ), (4.37b)

e

mθ = mxcos(θ)cos(φ) +mycos(θ)sen(φ)−mzsen(θ) (4.38a)

mφ = −mxsen(φ) +mycos(φ). (4.38b)

Logo, Substituindo-se as equações em 4.36, 4.37 e 4.38, a força de recuo proveniente
da interação entre os dipolos elétrico e magnético, avaliada na origem OP é61:

Fpm = − k4
m

16πεmum
Re[p×m∗]. (4.39)

A força de recuo proveniente da interação entre o dipolo elétrico com o quadrupolo
elétrico (FpQe) é obtida substituindo-se as expressões de an̂,p e an̂,Qe no segundo termo da
equação 4.34:

FpQe = −εm
∮

4π
Re[a∗n̂,p · an̂,Qe]n̂dΩ

= k5
m

32π2εm

∮
4π

Re
[
j[n̂× (p∗ × n̂)] · [n̂× (n̂× (←→Qe · n̂)]

]
n̂dΩ

= − k5
m

32π2εm

∮
4π

Im
[
(←→Qe · n̂) · n̂(p∗ · n̂)− (←→Qe · n̂) · p∗

]
n̂sen(θ)dθdφ.

(4.40)

Como:
←→Qe · n̂ = sen(θ)cos(φ)(Qe,xxx̂ +Qe,yxŷ +Qe,zxẑ)+

sen(θ)sen(φ)(Qe,xyx̂ +Qe,yyŷ +Qe,zyẑ)+

cos(θ)(Qe,xzx̂ +Qe,yzŷ +Qe,zzẑ),

(4.41)
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e utilizando-se as equações 4.36 e 4.37, segue-se que a força de interação entre o dipolo
elétrico e o quadrupolo elétrico, avaliada na origem OP é61:

FpQe = k5
m

40πεm
Im[←→Qe · p∗]. (4.42)

De maneira análoga ao procedimento realizado para a força FpQe, a força de
interação entre o dipolo magnético e o quadrupolo magnético, avaliada na origem OP é
dada por61:

FmQm = k5
m

40πεmum
Im[←→Qm ·m∗]. (4.43)

Finalmente, o último termo da equação 4.13 (FQeQm) é dado por:

FQeQm = −εm
∮

4π
Re[an̂,Qe · a∗n̂,Qm]n̂dΩ

= − k6
m

64π2εmum

∮
4π

Re
[
[n̂× (n̂× (←→Qe · n̂)] · [n̂× (←→Qm · n̂)]

]
n̂dΩ

= − k6
m

64π2εmum

∮
4π

Re
[
(←→Qe · n̂)θ(

←−→
Qm

∗ · n̂)φ − (←→Qe · n̂)φ(
←−→
Qm

∗ · n̂)θ
]
n̂sen(θ)dθdφ,

(4.44)

em que (←→Qe · n̂)θ = (←→Qe · n̂) · θ̂, (←→Qe · n̂)φ = (←→Qe · n̂) · φ̂, (←→Qm · n̂)θ = (←→Qm · n̂) · θ̂ e
(←→Qm · n̂)φ = (←→Qm · n̂) · φ̂, sendo θ̂ e φ̂ os versores polar e azimutal, respectivamente, que em
coordenadas cartesianas são descritos por: θ̂ = cos(θ)cos(φ)x̂+ cos(θ)sen(φ)ŷ − sen(θ)ẑ e
φ̂ = −sen(φ)x̂+ cos(φ)ŷ.

Portanto, segue da equação 4.44 que a força de interação entre os quadrupolos
elétrico e magnético, avaliada na origem OP é61:

FQeQm = − k6
m

240πεmum
Re[Qe,x ×Q∗m,x + Qe,y ×Q∗m,y + Qe,z ×Q∗m,z], (4.45)

em que Qe,x = Qxxx̂ +Qxyŷ +Qxzẑ (ou seja, vetor formado pelos elementos da primeira
linha do tensor ←→Qe). Análogo para os demais termos.

Deste modo, em notação indicial, as componentes cartesianas (i = x, y, z) da força
média de extinção e de recuo, avaliadas na origem OP , são dadas por61:

Fext,i = 1
2 Re

pj∇iE
∗
inc,j

+ 1
2 Re

mj∇iB
∗
inc,j

+

1
4 Re

Qe
jk∇i∇kE

∗
inc,j

+ 1
4 Re

Qm
jk∇i∇kB

∗
inc,j

,
(4.46)

e

Frec,i = − k4
m

12πεmum
Re

εijkpjm∗k
+ k5

m

40πεm
Im

Qe
ijp
∗
j

+

k5
m

40πεmum
Im

Qm
ijm

∗
j

− k6
m

240πεmum
Re

εijkQe
lj(Qm

lk)∗
,

(4.47)
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em que εijk refere-se ao tensor de Levi-Civita. Nas equações 4.46 e 4.47 adotou-se a notação
de Einstein, em que somatórios sobre índices repetidos são implícitos.

4.4 Momentos dipolares e quadrupolares em função dos campos incidentes

Nesta seção, os momentos de dipolo e quadrupolo são determinados em função
dos campos incidentes Einc e Hinc. Expandindo-se estes campos em uma série de Taylor
centrada no centro da partícula ~0 = OP = (x0, y0, z0), as componentes cartesianas desta
expansão são dadas por:

Einc,i(r) = Einc,i(~0) +∇jEinc,i

∣∣∣∣∣
r=~0

rj + 1
2∇k∇jEinc,i

∣∣∣∣∣
r=~0

rjrk + ... (4.48a)

Binc,i(r) = Binc,i(~0) +∇jBinc,i

∣∣∣∣∣
r=~0

rj + 1
2∇k∇jBinc,i

∣∣∣∣∣
r=~0

rjrk + ..., (4.48b)

com i = x, y, z. Cada termo da equação 4.48 é responsável pela excitação de um multipolo
em particular.93,94 O dipolo elétrico p é proporcional ao primeiro termo da equação 4.48a.
E o dipolo magnético m é proporcional ao primeiro termo da equação 4.48b. Logo:

p = αeEinc (4.49a)

m = αmBinc, (4.49b)

cujas constantes de proporcionalidade αe e αm são denominadas de polarizabilidade elétrica
e magnética, respectivamente. Como os momentos de quadrupolo ←→Qe e ←→Qm devem ser
tensores simétricos, eles interagem apenas com a parte simétrica do gradiente dos campos
incidentes ( segundo termo das equações 4.48a e 4.48b, respectivamente). Para um tensor
←→A de ordem 2, a parte simétrica é dada por:

←→AS = 1
2

(←→A +
←→
AT

)
, (4.50)

em que
←→
AT refere-se à transposta do tensor ←→A .

Logo, as componentes de ←→Qe e ←→Qm são94:

Qe
ij = αQe

2 (∂iEinc,j + ∂jEinc,i) (4.51a)

Qm
ij = αQm

2 (∂iBinc,j + ∂jBinc,i), (4.51b)

em que as constantes de proporcionalidade αQe e αQm referem-se à quadrupolarizabilidade
elétrica e magnética, respectivamente. Nota-se que os tensores ←→Qe e ←→Qm, obtidos por meio
das expressões em 4.51, são tensores sem traço, já que seus traços são, respectivamente,
∇ ·Einc e ∇ ·Binc, os quais são nulos por causa da lei de Gauss elétrica (em um meio sem
fontes) e da lei de Gauss magnética (equações 3.6a e 3.6b).

Comparando-se o campo elétrico espalhado radiado pelos dipolos e quadrupolos
(equações 4.12 e 4.21) com o campo elétrico espalhado obtido pela GLMT no campo
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distante, é possível relacionar as polarizabilidades elétrica e magnética, αe e αm, com os
coeficientes de Mie a1 e b1, respectivamente. Do mesmo modo, é possível relacionar as
quadrupolarizabilidades elétrica e magnética, αQe e αQm, com os coeficientes de Mie a2 e
b2, respectivamente.

Considera-se como feixe incidente uma onda plana polarizada em x. No sis-
tema de coordenadas (u,v,w), Epw = x̂E0exp(−jkmw). Logo, no sistema (x,y,z) tem-
se: Einc = Epw(z = −w) = x̂E0exp(jkmz) e Binc = ŷ(1/um)E0exp(jkmz). Portanto, o
campo espalhado no campo distante calculado pela GLMT na posição z = z0 é obtido
substituindo-se os fatores de forma associados à onda plana (equações 3.69 e 3.70) nas
equações em 3.54c e 3.54d. Deste processo, obtém-se: Es = Es,θθ̂ + Es,φφ̂, com:

Es,θ = jE0
e−jkmr

kmr
cosφ

∞∑
n=1

2n+ 1
n(n+ 1)gn

[
anτn(cosθ) + bnπn(cosθ)

]
(4.52a)

Es,φ = −jE0
e−jkmr

kmr
sinφ

∞∑
n=1

2n+ 1
n(n+ 1)gn

[
anπn(cosθ) + bnτn(cosθ)

]
, (4.52b)

em que τ 1
n(cosθ) e π1

n(cosθ) são as funções generalizadas de Legendre de ordem 1 e grau n
(veja equações em 3.35) e gn = exp(jkmz0).59

A partir das equações 4.12 e 4.21, segue que a contribuição para o campo elétrico
espalhado devido aos dipolos elétrico e magnético é dada por:

Es,dipolos = e−jkmr

r

k2
m

4πεm

[
n̂× (p× n̂) + 1

um
(m× n̂)

]
=

e−jkmr

r

k2
m

4πεm

[
pθθ̂ + pφφ̂+ 1

um
(mφθ̂ −mθφ̂)

]
.

(4.53)

Os momentos dipolares (equações em 4.49) para a onda plana polarizada em x são:
p = αex̂E0exp(jkmz) e m = αmŷ(1/um)E0exp(jkmz). Logo, substituindo-os na equação
4.53 e comparando a expressão obtida avaliada em z = z0 com as equações em 4.52 para n
= 1, obtém-se:

αe = −j 6πεm
k3
m

a1 (4.54a)

αm = −j 6π
µmk3

m

b1. (4.54b)

De maneira análoga, a contribuição para o campo elétrico espalhado devido aos
quadrupolos elétrico e magnético é dada por:

Es,quadrupolos = −e
−jkmr

r
j
k3
m

8πεm

[
n̂× [n̂× (←→Qe · n̂)] + 1

um
n̂× (←→Qm · n̂)

]
=

− e−jkmr

r
j
k3
m

8πεm

[
− (←→Qe · n̂)θθ̂ − (←→Qe · n̂)φφ̂

+ 1
um

(←→Qm · n̂)θφ̂−
1
um

(←→Qm · n̂)φθ̂
]
.

(4.55)
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O momento quadrupolar elétrico (equação 4.51a) para a onda plana polarizada
em x é dado por: Qe

xz = Qe
zx = (αQe/2)E0jkmexp(jkmz) e os demais elementos do

tensor ←→Qe são nulos. Já para o momento quadrupolar magnético (equação 4.51b), tem-se:
Qm
yz = Qm

zy = (αQm/2)(jkm/um)E0exp(jkmz) e os demais elementos do tensor ←→Qm são
nulos. Substituindo-os na equação 4.55 e comparando a expressão obtida avaliada em
z = z0 com as equações em 4.52 para n = 2, tem-se:

αQe = −j 40πεm
k5
m

a2 (4.56a)

αQm = −j 40π
µmk5

m

b2. (4.56b)

4.5 Forças ópticas em partículas de Rayleigh

Uma partícula de Rayleigh satisfaz a condição kma << 1, ou seja a << λm. Nesta
seção é mostrado que a força radiativa sobre partículas de Rayleigh corresponde apenas à
força dipolar elétrica (equação 4.24) com a polarizabilidade elétrica αe (equação 4.54a)
avaliada sob a condição kma << 1.

A partícula de Rayleigh é pequena o suficiente de tal modo que seu comportamento
se assemelha a um dipolo elétrico em um campo elétrico não homogêneo, como ilustrado
na figura 5. O dipolo elétrico é formado por duas cargas opostas, +q e −q, localizadas,
respectivamente, em r+ e r−. O centro da partícula está localizado, portanto, em rd =
(r+ + r−)/2. As cargas estão separadas por uma distância d, tal que d = r+ − r−.3

Figura 5 – Sistemas de coordenadas adotados para a determinação de forças ópticas em
partículas de Rayleigh.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A força total instantânea sobre o dipolo é dada pela soma das forças de Lorentz
em cada carga65:

 = q
[
inc(r+, t)− inc(r−, t)

]
+ q

[ d
dtr+ ×inc(r+, t)−

d
dtr− ×inc(r−, t)

]
. (4.57)

A partícula é pequena o suficiente para assumir que |d| << |r+| e |d| << |r−|.
Neste cenário, pode-se expandir os campos incidentes inc e inc em uma série de Taylor
centrada no centro da partícula rd = (r+ + r−)/2, retendo-se apenas aos dois primeiros
termos95:

inc(r+, t) ≈ inc(rd, t) +
[
(r± − rd) · ∇

]
inc(rd, t) (4.58a)

inc(r+, t) ≈ inc(rd, t) +
[
(r± − rd) · ∇

]
inc(rd, t) (4.58b)

Substituindo-se as equações em 4.58 na equação 4.57, e sabendo-se que o momento
de dipolo é Pd = qd, a força total instantânea sobre o dipolo, avaliada em r = rd é:

 (rd, t) = Pd · ∇inc(rd, t) + dPd

dt ×inc(rd, t) + d
dtrd × (Pd · ∇)inc(rd, t). (4.59)

Tratando-se de uma partícula não relativística, o módulo da velocidade drd/dt é
muito menor do que a velocidade da luz no espaço livre c, de tal forma que o último termo
da equação 4.59 pode ser desprezado.

Por propriedade vetorial, o segundo termo da equação 4.59 pode ser reescrito como:

dPd

dt ×inc(rd, t) = d
dt

[
Pd ×inc(rd, t)

]
−Pd ×

d
dtinc(rd, t) =

d
dt

[
Pd ×inc(rd, t)

]
+ Pd ×

[
∇× inc(rd, t)

]
,

(4.60)

em que a Lei de Faraday foi aplicada no último termo.

Portanto:

 (rd, t) = Pd · ∇inc(rd, t) + Pd ×
[
∇× inc(rd, t)

]
+ d

dt

[
Pd ×inc(rd, t)

]
. (4.61)

Considerando-se campos harmônicos, tal que inc(rd, t) = Re
[
E(rd)exp(jω0t)

]
,

inc(rd, t) = Re
[
B(rd)exp(jω0t)

]
e Pd = Re

[
p(rd)exp(jω0t)

]
, tem-se que a média

temporal do último termo da equação 4.61 é nula enquanto que a média temporal dos
demais termos em função dos fasores E(rd) e p(rd) é:

F(rd) = 1
2 Re

[
(p · ∇)E∗inc + p× (∇× E∗inc)

]
. (4.62)
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Utilizando a propriedade vetorial p× (∇×E∗inc) = p · ∇E∗inc − (p · ∇)E∗inc, a força
média temporal sobre a partícula de Rayleigh é dada por3:

F(rd) = 1
2 Re

[
p · ∇E∗inc

]
, (4.63)

que corresponde à força dipolar elétrica da equação 4.24.

Dentro do contexto de dipolo elétrico, a polarizabilidade elétrica αe de uma partícula
de Rayleigh (αe,R), pode ser determinada seguindo-se o formalismo desenvolvido por Draine
e Goodman96 e detalhada à seguir.

O vetor polarização da partícula é dado por:

P = εmχ(Einc + Es) = εm(M2 − 1)(Einc + Es), (4.64)

em que Es refere-se ao campo espalhado eM =
√
εpµp/εmµm é o índice de refração relativo

da partícula, que se relaciona com a susceptibilidade χ por M =
√

1 + χ.71 O momento
de dipolo é igual a p = VP, sendo V o volume da partícula. Como kma << 1 e logo
a << λm, pode-se assumir que Einc, Es e P são uniforme dentro do volume V .

Cada elemento infinitesimal de volume dV da partícula apresenta momento de
dipolo dp = PdV e possui campo espalhado, definido a partir do centro do dipolo dp, dado
pelo campo radiado por um dipolo elétrico no campo próximo (em inglês, near field)88,95:

dEs = k3
m

4πεm
e−jkmr

kmr

2cosθ
( 1

(kmr)2 + j
1
kmr

)
r̂ + senθ

( 1
(kmr)2 + j

1
kmr
− 1

)
θ̂

dp. (4.65)

Devido à simetria esférica da partícula, a obtenção do campo espalhado no centro
da mesma devido a todas as contribuições dos dipolos dp é equivalente à integração ao
longo do volume V do campo espalhado produzido por um dipolo elétrico no centro da
partícula:

Es =
∫
V
dEs =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ a

0
dEsr

2senθdrdθdφ. (4.66)

Como a partícula é pequena, pode-se expandir a exponencial complexa da equação
4.65 em uma série de Taylor centrada na origem até a terceira potência:

e−jkmr ≈ 1− j(kmr)−
1
2(kmr)2 + j

1
6(kmr)3, (4.67)

já que (kmr)n, n > 3, torna-se desprezível no processo de integração em 4.66, uma vez que
kma << 1.

Para fins de determinação de αe, basta considerar apenas uma componente de Einc,
Es e P. Tomando-se a componente longitudinal (ao longo do eixo z) da equação 4.65 já
com a aproximação em 4.67, tem-se:

dEs,z ≈
k3
m

4πεm
1

(kmr)3

[
(3cos2(θ)− 1) + 1

2(cos2(θ) + 1)(kmr)2 − j 2
3(kmr)3

]
PzdV , (4.68)
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sendo Pz a componente longitudinal de P. E, logo, realizando-se o processo de integração
em 4.66, obtém-se:

Es,z = 1
3εm

[
− 1 + (kma)2 − j 2

3(kma)3
]
Pz. (4.69)

Logo, substituindo-se a equação 4.69 na relação constitutiva da equação 4.64,
obtém-se a seguinte relação entre o vetor polarização P e o campo incidente Einc:

P = 3εm
(
M2 − 1
M2 + 2

)[
1− M2 − 1

M2 + 2

(
(kma)2 − j 2

3(kma)3
)]−1

Einc. (4.70)

Portanto, como p = VP e V = (4/3)πa3, segue que:

p = αe,REinc, (4.71)

com

αe,R = αCM

[
1− M2 − 1

M2 + 2

(
(kma)2 − j 2

3(kma)3
)]−1

(4.72a)

αCM = 4πεma3
(
M2 − 1
M2 + 2

)
. (4.72b)

O termo αCM (equação 4.72b) corresponde à relação de Clausius-Mossotti e descreve
a polarizabilidade elétrica no limite quase estático, ou seja, km → 0.

À seguir, o coeficiente de Mie a1 é avaliado sob a condição kma << 1. Seja x = kma,
comumente denominado de parâmetro de tamanho da partícula. Expandindo-se as funções
Ψn(x) e ξn(x) e suas derivadas Ψ′n(x) e ξ′n(x) em série de potência e restringindo-se aos
primeiros termos, tem-se97:

Ψn(x) ≈ x3

3 −
x4

30 (4.73a)

Ψ′n(x) ≈ 2x
3 −

2x3

15 (4.73b)

ξn(x) = j

x
+ j

x

2 + x2

3 (4.73c)

ξ′n(x) = − j

x2 + j

2 + 2x
3 . (4.73d)

Logo, a expressão para o coeficiente de Mie a1 (equação 3.44a com n = 1) utilizando-
se as aproximações da equação 4.73 é dada por97:

a1 = 4
9

(
M2 − 1
M2 + 2

)2
(kma)6 + j

2
3

(
M2 − 1
M2 + 2

)
(kma)3, (4.74)

em que restringiu-se tanto a parte real quanto a parte imaginária apenas ao termo de mais
baixa ordem em (kma)n.
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Portanto, substituindo-se a equação 4.74 em 4.54a, segue que a polarizabilidade
elétrica sob a condição kma << 1 é dada por:

αe = αCM

(
1 + k6

mα
2
CM

36π2ε2
m

)(
1 + j

k3
m

6πεm
αCM

)−1
. (4.75)

Como k6
mα

2
CM é proporcional a (kma)6, que assume valor desprezível sob a condição

de kma << 1, tem-se:

αe ≈ αCM

(
1 + j

k3
m

6πεm
αCM

)−1
= αCM

[
1 + j

2
3

(
M2 − 1
M2 + 2

)
(kma)3

]
, (4.76)

que corresponde à equação 4.72 desprezando-se o termo (kma)2, simplificação usualmente
realizada na literatura para análise de forças ópticas no regime de Rayleigh.95,98,99
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5 RESULTADOS

5.1 Comparação entre o método da expansão multipolar da força óptica e a Teoria
Generalizada de Lorenz-Mie

Nesta seção, a força óptica média total calculada pelo método MEOF truncado até
termos de quadrupolos é comparada com a força radiativa obtida pela GLMT. Resultados
e análises provenientes desta comparação foram publicados no periódico internacional
"Journal of the Optical Society of America B" e estão presentes no artigo 100.

Utilizando-se o método da MEOF, a força óptica é calculada por meio das equações
4.46 e 4.47, com os momentos dipolares e quadrupolares dados pelas expressões em 4.49 e
4.51; as polarizabilidades e quadrupolarizabilidades pelas equações em 4.54 e 4.56 e os
coeficientes de Mie a1, b1,a2 e b2 pelas equações em 3.44a e 3.44b.

Para que a força óptica obtida pela GLMT siga a configuração adotada no método
da MEOF (descrita na figura 4), é necessário realizar-se a transformação (x0, y0, z0) →
(−x0,−y0,−z0) na expressão 3.63 do cálculo de forças na GLMT:

Frad(x0, y0, z0) = |E0|2
1
2

√
εm
µm

1
um

Cpr(−x0,−y0,−z0). (5.1)

com Cpr calculado por meio das equações 3.61 e 3.63.

Adotou-se como campos incidentes o feixe Gaussiano descrito pela equações em
2.63, o feixe de Bessel ideal (equações em 2.65) e a superposição discreta de feixes de
Bessel ideais (equações em 2.64). Para todos estes feixes incidentes, assumiu-se polarização
linear em x, ou seja, X = 1 e Y = 0. Os fatores de forma gmn,TM e gmn,TE associados a estes
feixes são os descritos pelas equações 3.73 e 3.71.

O meio onde a partícula está imersa é dielétrico (µm = µ0) com índice de refração
nm =

√
εm/ε0 = 1,33, que corresponde a água destilada. A partícula também é dielétrica

(µp = µ0) com índice de refração relativo M =
√
εp/εm = 1,2, que corresponde a uma

partícula de poliestireno. O comprimento de onda da fonte laser (no espaço livre) é λ0

= 1064 nm. Logo, λm = λ0/nm = 800 nm. Adotou-se P = 100 mW para a potência do
feixe. No caso do FB ideal e da superposição discreta de FBs (os quais apresentam fluxo
de energia infinito), a força óptica é expressa em termos de F/|E0|2.

A componente transversal Fx da força óptica total ao longo do eixo nas posições
(x0, y0 = 0, z0 = 0) é analisada na figura 6 para um FB ideal (equação 2.65) de ordem
ν = 1 e ângulo de cone β = 10◦. Nas linhas sólidas pretas a componente Fx é calculada
pelo método da MEOF enquanto nas linhas azuis pontilhadas com círculos pela GLMT. A
análise é realizada para raio da partícula a = 0,2 λm (a), a = 0,3 λm (b) e a = 0,35 λm
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(c). A amplitude ao quadrado do feixe incidente |E(FB)
inc |2/|E0|2 é representada pelas linhas

vermelhas pontilhadas.

Figura 6 – Componente transversal Fx ao longo do eixo x calculado pelo MEFO (linhas
sólidas pretas) e pela GLMT (linhas azuis pontilhadas com círculos) sobre uma
partícula dielétrica com M = 1,2 e raio a = 0,2 λm (a), a = 0,3 λm (b) e a
= 0,35 λm (c). O campo incidente é um feixe de Bessel ideal de ordem ν = 1
(linhas vermelhas pontilhadas) com ângulo de cone β = 10◦.

Fonte: Extraída da referência 100, publicada pelo autor.

Na figura 7, a comparação é feita para um feixe Gaussiano (equação 2.63) com
W0/λm = 25/π (s = 0,02). As linhas sólidas pretas representam a força óptica total em
piconewtons (pN) calculada pelo MEOF. Os termos da força de extinção estão representados
pelas demais linhas sólidas: forças dipolares elétrica e magnética, Fp e Fm, em vermelho
e em azul respectivamente; e forças quadrupolares elétrica e magnética, FQe e FQm, em
magenta e em verde, respectivamente. Os termos da força de recuo estão representados
pelas linhas tracejadas: Fpm (vermelho), FpQe (azul), FpQm (magenta) e FQeQm (verde).
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A força óptica calculada pela GLMT é mostrada pelas linhas pretas pontilhadas com
círculos. Nas figuras 7(a)-(c) tem-se a análise para a componente longitudinal Fz nas
posições (x0 = 0, y0 = 0, z0), respectivamente para a = 0,2 λm (a), a = 0,3 λm (b) e
a = 0,35 λm (c). A mesma análise é realizada nas figuras 7(d)-(f) para a componente
transversal Fx nas posições (x0, y0 = 0, z0 = 0).

Na figura 8, a comparação entre o método da MEOF e a GLMT é realizada
considerando como feixe incidente uma superposição discreta de FBs (equação 2.64)
composta por 31 FBs (N = 15) de ordem ν = 0. O comprimento de onda central
da superposição é igual a Q = 0, 95ω0/um e a função F (z), definida sobre o intervalo
−L/2 ≤ z0 ≤ L/2, é dada por:

F (z) =

 1,− (7/20)L ≤ z ≤ −(3/20)L e (3/20)L ≤ z ≤ (7/20)L
0, caso contrário ,

(5.2)

com L = 500 µm. O maior ângulo de áxicons presente na superposição é βmax =
acos[kz,−N/(ω0/um)] ≈ 22, 17◦.

A amplitude de campo ao quadrado |E(FWD)
inc |2/|E0|2 ao longo do eixo z0 e sobre o

plano y0 = 0 são mostradas, respectivamente, nas figuras 8(a) (linhas sólidas pretas) e 8(c).
As linhas tracejadas vermelhas na figura 8(a) corresponde a |F (z)|2 e a 8(b) apresenta
a amplitude e a fase de cada FB que compõe a superposição (coeficientes An obtidos
por meio da equação 2.25) em função de seus respectivos número de onda longitudinais.
Observa-se na figura 8(a) que a amplitude de campo ao quadrado não é exatamente igual
às funções degrau que definem F (z) na equação 5.2 já que para uma reprodução perfeita
de |F (z)|2 seria necessário N →∞.

A componente longitudinal Fz nas posições (x0 = 0, y0 = 0, z0) e a componente
transversal Fx em (x0, y0 = 0, z0 = −100µm) calculadas pelo MEOF (linhas sólidas pretas)
e pela GLMT (linhas azuis tracejadas com círculos) são mostradas, respectivamente, nas
figuras 8(d)-(f) e 8(g)-(i) para a = 0,2 λm [figuras (d) e (g)], a = 0,3 λm [figuras (e) e (h)]
e a = 0,35 λm [figuras (f) e (i)].

Na figura 9 tem-se uma análise similar ao da figura 8 alterando-se apenas a ordem
dos FBs que compõem a superposição para ν = 3 e o número de onda longitudinal
central para Q = 0, 60ω0/um. A amplitude de campo ao quadrado |E(FWD)

inc |2/|E0|2 sobre
o plano y0 = 0 é mostrada na figura 9(a). Nas figuras 9(b)-(f) tem-se a componente
longitudinal da força óptica Fz ao longo do cilindro de máxima intensidade, localizado
em ρ = ρc = 0, 66764µm. O método da MEOF (linhas pretas sólidas) é comparado com
a GLMT (linhas azuis tracejadas com círculos), respectivamente, para a = 0,2 λm (b),
a = 0,3 λm (c), a = 0,35 λm (d), a = 0,4 λm (e) e a = 0,5 λm (f). As linhas vermelhas
tracejadas representam |E(FWD)

inc |2/|E0|2 ao longo do cilindro de raio ρ = ρc.
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Figura 7 – Componente longitudinal Fz da força óptica ao longo do eixo z calculada pelo
MEOF (linhas sólidas pretas) e pela GLMT (linhas pretas pontilhadas com
círculos). A partícula é dielétrica com M = 1.2 e raio a = 0,2 λm (a), a =
0,3 λm (b) e a = 0,35 λm (c). Os termos da força de extinção e de recuo são
representados, respectivamente, por linhas sólidas e pontilhadas. O campo
incidente é um feixe Gaussiano com s = 0,02 (W0/λm = 25/π). A mesma
análise é feita para a componente transversal Fx ao longo do eixo x nas figuras
(d)-(f).

Fonte: Extraída da referência 100, publicada pelo autor.
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Figura 8 – Análise para uma FW discreta contendo 31 feixes de Bessel ideais de ordem ν =
0. (a) |F (z)|2 (linha vermelha tracejada) e |E|2/|E0|2 ao longo do eixo z (linha
sólida preta). (b) Amplitude e fase dos coeficientes An. (c) |EFWD

inc |2/|E0|2 no
plano xz. Nas figuras (d)-(l), forças ópticas calculadas pelo método da MEOF
(linhas sólidas pretas) e pela GLMT (linhas azuis pontilhadas com círculos)
sobre uma partícula dielétrica comM = 1.2. Componente longitudinal Fz/|E0|2
ao longo do eixo z para a = 0,2 λm (d), a = 0,3 λm (e) e a = 0,35 λm (f).
A mesma análise para a componente transversal Fx/|E0|2 em z = -100 µm
ao longo do eixo x é mostrada nas figuras (g)-(i). Para melhor visualização,
|EFWD

inc |2/|E0|2 nas figuras (d)-(l), mostrado em linhas tracejadas vermelhas, é
multiplicado por max[Fz/|E0|2]× 1, 5 ou max[Fx/|E0|2]× 1, 5.

Fonte: Extraída da referência 100, publicada pelo autor.
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Figura 9 – Análise para uma FW discreta contendo 31 feixes de Bessel ideais de ordem
ν = 3 com Q = 0,60(ω0/um) e L = 50µm. (a) |EFWD

inc |2/|E0|2 no plano xz.
Componente longitudinal Fz/|E0|2 sobre uma partícula dielétrica com M = 1.2
ao longo do cilindro de raio ρ = ρc para a = 0,2 λm (b), a = 0,3 λm (c), a =
0,35 λm (d), a = 0,4 λm (e) e a = 0,5 λm (f). Linhas sólidas pretas: força óptica
calculada pelo método da MEOF e linhas azuis pontilhadas com círculos pela
GLMT. Para melhor visualização, |EFWD

inc |2/|E0|2 nas figuras (b)-(f), mostrado
em linhas tracejadas vermelhas, é multiplicado por max[Fz/|E0|2]× 1, 5

Fonte: Extraída da referência 100, publicada pelo autor.
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Observa-se nas figuras 6, 7, 8 e 9 que para a = 0,2 λm o método da MEOF
truncado até termos de quadrupolo consegue reproduzir os resultados obtidos com a
GLMT com precisão. Para a = 0,3 λm e a = 0,35 λm, nota-se diferenças notáveis nos locais
de máxima amplitude de força, como em x0 = ±W0/2 e z0 = 0 para o feixe Gaussiano
e em x0 = ±ρc/2 para o FB ideal. Tais diferenças indicam que para estes dois valores
de raio a se faz necessário ao menos incluir os termos de octupolo elétrico e octupolo
magnético no método da MEOF. Para a = 0,4 λm e a = 0,5 λm, analisados nas figuras
9(e)-(f), observa-se diferenças notáveis entre os dois métodos em vários pontos indicando
que, possivelmente, para estes casos mais termos multipolares além dos de octupolos devem
ser incluídos no método da MEOF.

Figura 10 – Comparação entre o método da MEOF (linhas sólidas) e a GLMT (linhas
tracejadas) em função do raio a da partícula. (a) Componente transversal
Fx exercida pelo feixe Gaussiano (linhas pretas) na posição (x0 = −W0/2,
y0 = 0,z0 = 0) e pelo FB ideal (linhas vermelhas) na posição (x0 = ρc/2,y0 =
0,z0 = 0). (b) Componente transversal Fz exercida pelo feixe Gaussiano
(linhas pretas) na posição (x0 = 0, y0 = 0,z0 = 0) e pela superposição
discreta de FBs ideais DVFW da figura 8 (linhas vermelhas) na posição
(x0 = 0,y0 = 0,z0 = 158µm).

Fonte: Extraída da referência 100, publicada pelo autor.

Na figura 10 tem-se a comparação entre o método da MEOF (linhas sólidas) com a
GLMT (linhas tracejadas) em função do raio a da partícula nos pontos onde observou-
se maior diferença entre a força óptica obtida pelos dois métodos. Na figura 10(a), a
componente transversal Fx é avaliada na posição (x0 = −W0/2, y0 = 0,z0 = 0) para
o feixe Gaussiano (linhas pretas) e na posição (x0 = ρc/2,y0 = 0,z0 = 0) para o FB
ideal (linhas vermelhas). Já na figura 10(b), a componente longitudinal Fz é avaliada
na posição (x0 = 0, y0 = 0,z0 = 0) para o feixe Gaussiano (linhas pretas) e na posição
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(x0 = 0,y0 = 0,z0 = 158µm) para a superposição discreta de FBs ideais da figura 8 (linhas
vermelhas).

Na análise da convergência dos coeficientes de Mie an e bn para um determinado
valor de a e de M ,97 nota-se que estes coeficientes tornam-se desprezíveis quando n > LMie.
Uma primeira aproximação para o parâmetro LMie é dada por LMie ≈ kma.101 Logo, pode-se
utilizar desta expressão para estimar o limite superior para o raio da partícula amax de
modo que o método da MEOF truncado em termos de quadrupolo consegue reproduzir
os resultados da GLMT satisfatoriamente. Logo, para LMie = 2, que envolve, portanto,
apenas os coeficientes a1, a2, b1 e b2, tem-se amax = (1/π)λm ≈ 0, 318λm.

5.2 Forças ópticas produzidas por superposições contínuas de feixes de Bessel em
partículas de Rayleigh

As forças ópticas foram calculadas no regime de Rayleigh por meio da equação
4.63, que, como visto na seção 4.5, corresponde à força dipolar elétrica (equação 4.24). A
expressão da polarizabilidade elétrica αe (equação 4.54a) simplifica-se para a equação em
4.72. A superposição contínua de FBs ideais é descrita por meio das equações em 2.73.

5.2.1 Ordem zero

Os resultados relativos a análise de forças ópticas produzidas pelas superposições
contínuas de FBs ideais de ordem zero (ν = 0) no regime de Rayleigh foram apresentados
e publicados nos anais da Conferência nacional SBFoton IOPC 2018.102

Assumiu-se comprimento de onda no espaço livre λ0 = 1064 nm, potência P = 1
mW, polarização linear em x (X = 1 e Y = 0) e água (nm = 1,33) sendo o meio contendo
a partícula. A função F (z) é dada por:

F (z) = cos
( 6πz
Zmax

)
exp

− 1
2
( z

3
16Zmax

)2
exp(−jQz), (5.3)

a qual é definida entre −30 µm ≤ z ≤ Zmax = 30 µm. Adotou-se Q = 0,6 ω0/um.

As figuras 11(a) e 11(b) apresentam o módulo ao quadrado do campo elétrico da
superposição contínua de FBS ideais de ordem zero |E(FWC)

inc |2/|E0|2 ao longo do eixo z
(eixo óptico) e no plano xz, respectivamente. A linha vermelha tracejada na figura 11(a)
refere-se à |F (z)|2. Nota-se que, de fato, |E(FWC)

inc |2/|E0|2 segue |F (z)|2 ao longo do eixo z.

As figuras inseridas presentes nas figuras 11(a) e 11(b) mostram, respectivamente, o
módulo do espectro de ordem zero |S0(kz)|, calculado pela equação 2.43, e |E(FWC)

inc |2/|E0|2

em escala logarítmica. Na figura 11(c) tem-se o fluxo de potência médio normalizado
(1/2) Re(Sz) (para E0 = 1 V/m) no plano z = −30µm. A integração desse fluxo é utilizado
para o cálculo da constante E0 a partir da equação 2.74, o que permite expressar as forças
ópticas em newtons.
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Na figura 11(d) tem-se a componente longitudinal Fz da força óptica no plano xz
sobre uma partícula de poliestireno sem perdas (M = 1,1798) de raio a = 0,01λm. As
linhas escuras indicam pontos onde a componente transversal Fx é nula. Ao longo do eixo
óptico (x0 = y0 = 0), é possível identificar três pontos de aprisionamento estáveis os quais
estão indicados pelas setas. Nestes pontos, tem-se Fz = Fx = 0 e dFz/dz < 0.

Figura 11 – Superposição contínua de FBs ideais de ordem zero com função F (z) definida
pela equação 5.3 comQ= 0,6 ω0/um. Módulo ao quadrado do campo elétrico ao
longo do eixo z (a) e no plano xz (b). (c) Fluxo de potência médio normalizado
(para E0 = 1 V/m) no plano z = −Z. (d) Força óptica longitudinal Fz no
plano xz sobre uma partícula de poliestireno sem perdas e raio a = 0,01λm.
As linhas escuras indicam pontos onde a componente Fx é nula.

Fonte: Extraída da referência 102, publicada pelo autor.

A componente longitudinal Fz nas posições (x0 = y0 = 0,z0) é mostrada na figura
12(a) para uma partícula de poliestireno com perdas (M = 1,1798 - jMI , com MI 6= 0).
Na figura, as perdas são expressas em termos do coeficiente de absorção α = 4πMI/λm.
Os seguintes valores de coeficiente de absorção α são considerados: α = 0, 1µm−1 (linha
em preto), α = 0, 25µm−1 (linha em vermelho) e α = 0, 5µm−1 (linha em verde). Como
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esperado, quanto mais absortiva a partícula, mais difícil torna-se o aprisionamento devido ao
aumento da força de espalhamento perante à força gradiente. A figura inserida corresponde
ao gráfico da figura 11(a).

Na figura 12(b), tem-se a componente longitudinal Fz nas posições (x0 = y0 = 0,z0)
para uma partícula sem perdas para diferentes valores de índice de refração np = Mnm:
np = 1,2 (linha em preto), np = 1,4 (linha em vermelho) e np = 1,6 (linha em verde).
Como esperado, observa-se que os pontos de aprisionamento estáveis para os casos em
que M > 1 (linhas em vermelho e em verde) correspondem a pontos de aprisionamento
instáveis para os casos em que M < 1 (linha em preto).

Figura 12 – Força óptica longitudinal Fz ao longo do eixo óptico produzida pela superpo-
sição contínua de FBs ideais de ordem zero da figura 11. (a) Para diferentes
valores de coeficiente de absorção α da partícula e (b) para diferentes valores
de índice de refração np = Mnm.

Fonte: Extraída da referência 102, publicada pelo autor.

5.2.2 Ordens superiores

5.2.2.1 Ordem unitária

Os resultados relativos a análise de forças ópticas produzidas pelas superposições
contínuas de FBs ideais de ordem ν = 1 no regime de Rayleigh foram publicados no
periódico internacional "Journal of Quantitative Spectroscopy and Radiative Transfer
(JQSRT)" e estão presentes no artigo 73.

O meio onde a partícula está imersa é água nm = 1,33, o comprimento de onda
no espaço livre é λ0 = 1064 nm (e, portanto, λm = λ0/nm = 800 nm) e a potência do
feixe incidente é P = 100 mW. A partícula apresenta índice de refração np = 1, 59− j0, 05
(M = 1, 195− j0, 0376) e raio e a = 50 nm = 0,0625λm. Para F (z) adotou-se a seguinte
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função:

F (z) = exp
[
−(z − δ)2

2σ2

][
cos(Ω1z)u1 + cos(Ω2z)u2

]
exp(−jQz), (5.4)

com u1 = H(z + 0, 95Zmax)−H(z) e u2 = H(z)−H(z − 0, 95Zmax), onde H(.) é a função
de Heaviside:

H(z) =


0, z < 0

1/2, z = 0

1, z > 0.

(5.5)

A função F (z) da equação 5.4 é definida no intervalo−30 µm≤ z ≤ Zmax = +30 µm.
Além disso, adotou-se Q = 0, 7ω0/um, Ω1 = 0, 05ω0/um, Ω2 = 0, 1ω0/um, σ = 0, 35Zmax e
δ = 0.

As figuras 13(a) e 13(b) apresentam o módulo ao quadrado do campo elétrico
da FW contínua de ordem ν = 1 |E(FWC)

inc |2/|E0|2 no plano xz, respectivamente, para
polarização circular à esquerda (PCE) [X, Y ] = (1/

√
2)[1, j] e polarização circular à direita

(PCD) [X, Y ] = (1/
√

2)[1,−j]. As figuras inseridas mostram a amplitude quadrado das
componentes de campo elétrico ao longo do eixo x (y0 = z0 = 0). Em magenta tem-se
(|Ex|/E0)2 = (|Ey|/E0)2 e em azul, (|Ez|/E0)2.

Na figura 13(c) tem-se |E(FWC)
inc |2/|E0|2 para o caso de PCE [figura 13(a)] ao longo

da superfície cilíndrica de máxima amplitude a qual está localizada em ρ = ρc = 0,3758
µm. A linha vermelha tracejada refere à |F (z)|2. O módulo do espectro |S1(kz)| é mostrado
na figura inserida.

Observa-se que no case de PCE [figura 13(a)], a amplitude ao quadrado do campo
elétrico |E(FWC)

inc |2/|E0|2 está concentrada ao longo de uma superfície cilíndrica enquanto
que no caso da PCD tem-se valor máximo ao longo do eixo z. Este fato ocorre devido à
presença da componente longitudinal de campo Ez. Nota-se pela figura inserida em 13(a)
que no caso da PCE a componente Ez apresenta ordem maior do que a ordem ν = 1 da
componente transversal Ex. Já no caso da PCD, Ez apresenta ordem ν = 0. Esta diferença
na composição da componente Ez para cada tipo de polarização (PCE ou PCD) resulta
em configurações diferentes para a amplitude de campo |E(FWC)

inc |2/|E0|2.

A ordem da componente Ez pode ser analisada por meio da equação 2.73c. Para o
caso de PCE, tem-se M1(φ) = M2(φ) = exp(jφ)/

√
2 e, logo, a dependência azimutal de

Ez é igual a exp[j(ν + 1)φ], ou seja, Ez apresenta ordem ν + 1. Já para o caso de PCD,
M1(φ) = M2(φ) = exp(−jφ)/

√
2 e, portanto, a dependência azimutal de Ez é dada por

exp[j(ν − 1)φ], ou seja, Ez apresenta ordem ν − 1. Esta conclusão também é válida a
componente Ez dos demais feixes vetoriais analisados seção 2.2 do capítulo 2. Em particular
para um FB, esta conclusão está de acordo com os resultados encontrados na referência 43.

A região de máxima amplitude do feixe escalar (definido apenas pelas componentes
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transversais Ex e Ey, ambas de ordem ν = 1) corresponde a uma superfície cilíndrica com
raio ρ = ρc,esc = 0,3283 µm, calculado pela equação 2.27. No caso da figura 13(a), ou seja,
PCE, observa-se que, por causa da componente Ez, de ordem ν = 2, a região de máxima
amplitude do feixe vetorial passa a ser uma superfície cilíndrica de raio ρ = ρc = 0,3758
µm.

Já no caso da figura 13(b), ou seja, PCD, a amplitude da componente Ez, de ordem
ν = 0, é significativamente maior do que as amplitudes das componentes transversais Ex
e Ey e, portanto, apesar destas serem de ordem ν = 1, o feixe vetorial não apresenta a
característica de um feixe oco assumindo uma distribuição de campo tal que a região de
máxima amplitude se concentra ao longo do eixo z.

Figura 13 – |E(FWC)
inc |2/|E0|2 no plano xz para polarização circular (a) à esquerda e (b) à

direita. As figuras inseridas mostram (|Ez|/E0)2 e (|Ex|/E0)2 = (|Ey|/E0)2

em azul tracejado e em magenta, respectivamente, para y = z = 0. (c)
|E(FWC)

inc |2/|E0|2 e |F (z)|2 no cilindro de máxima intensidade da figura 13(a).
|S1(kz)| na figura inserida.

Fonte: Extraída da referência 73, publicada pelo autor.

Na figura 14(a) a força óptica longitudinal Fz (linha em preto) é calculada ao longo
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do cilindro de máxima amplitude para o caso de PCE. Em vermelho tracejado tem-se
|E(FWC)

inc |2/|E0|2 nesta superfície. As setas indicam pontos de aprisionamento estáveis ao
longo de z. O primeiro ponto de equilíbrio longitudinal estável está localizado em z0 =
1,263 µm. Para o caso de PCD obtém-se a mesma curva para Fz no entanto ao longo do
eixo z. Dessa forma, os pontos de equilíbrio estáveis ao longo de z são os mesmos para
ambas as polarizações (PCE e PCD). Para outras polarizações (linear e elíptica) também
observa-se os mesmos pontos de equilíbrio estáveis ao longo de z.

Figura 14 – (a) Componente longitudinal da força óptica Fz ao longo do cilindro de
máxima amplitude de campo ρ = ρc. (b) e (c) Componentes transversais
Fx (linhas em preto) e Fy (linhas em verde) em (x0, y0 = 0, z0 = 1, 263µm)
para PCE (b) e para PCD (c). Pontos de equilíbrio estáveis longitudinais são
indicados pelas setas pretas em (a). As setas azuis [em (b) e (c)] indicam
pontos onde Fx = 0 e dFx/dx < 0. O módulo ao quadrado da amplitude de
campo |E(FWC)

inc |2/|E0|2 é mostrado em linha vermelha tracejada. As forças são
calculadas sobre uma partícula com a = 50 nm, np = 1, 59− j0, 05 e imersa
em água (nm = 1,33).

Fonte: Extraída da referência 73, publicada pelo autor.

A figura 14(b) mostra as componentes transversais Fx (linha em preto) e Fy (linha
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em verde) ao longo do eixo x em z0 = 1,263 µm para o caso de PCE. A mesma análise é
realizada na figura 14(c) para PCD. Em ambas as figuras, |E(FWC)

inc |2/|E0|2 é mostrado em
linha vermelha tracejada e as setas azuis indicam pontos onde Fx = 0 e dFx/dx < 0, logo,
pontos de aprisionamento estáveis ao longo de x.

Os resultados das figuras 14(b)-(c) se generalizam-se para qualquer eixo ρ tomado
a partir da origem no plano xy com Fρ = Fxcosφ + Fysenφ no lugar de Fx e Fφ =
−Fxsenφ+ Fycosφ no lugar de Fy. As setas azuis (no lado direito) das figuras 14(b)-(c)
representam, portanto, pontos onde Fρ = 0 e dFρ/dρ < 0, ou seja, pontos de equilíbrio
estáveis ao longo do eixo ρ. Nota-se que nestes pontos, tem-se Fφ < 0 e, logo, a partícula
está sujeita a uma força óptica que a faz percorrer uma trajetória circular no sentido
horário, orbitando o eixo óptico (z). Portanto, como a partícula adquire OAM, conclui-se
que, de fato, tem-se transferência de OAM do feixe para a partícula.

As distribuições das forças transversais (Fx e Fy) em z = 1,263 µm para PCE, PCD
e polarização linear em x (X = 1 e Y = 0) são apresentadas nas figuras 15(a), 15(b) e
15(c), respectivamente pelas setas em preto. A intensidade do feixe em W/cm2 é mostrada
no plano de fundo. As linhas vermelhas indicam pontos onde a componente radial Fρ é
nula. Observa-se que há, de fato, transferência de OAM do feixe para a partícula, como
evidenciado pelo fato das linhas de força se curvarem, particularmente notório no anel de
máxima amplitude de campo da figura 15(a).

Para os casos das figuras 15(a) e 15(b), a partícula é aprisionada de forma estável
em circunferências onde se verifica Fρ = 0 e dFρ/dρ < 0. Nestes locais, a partícula é
submetida a uma força F = Fφφ̂ de amplitude constante. Para a circunferência estável
mais interna no caso de PCE [figura 15(a)], tem-se Fφ = −3, 52 fN. E no caso de PCD
[figura 15(b)], tem-se Fφ = −1, 22 fN.

Apesar de haver transferência de OAM na circunferência estável mais interna no
caso de PCD, a estabilidade do aprisionamento nesta circunferência, ou seja |dFρ/dρ|, é
muito pequena sendo muito menor do que a estabilidade na circunferência estável mais
interna no caso de PCE conforme pode ser observado comparando as figuras 14(b) e 14(c).
Logo, na prática, devido à presença de forças exercidas pelo meio, a partícula dificilmente
será aprisionada nesta circunferência (no caso de PCD).

Para as circunferências estáveis mais externas das figuras 15(a) e 15(b), observa-se
que a amplitude de Fφ torna-se cada vez menor quanto maior o raio da circunferência.
Nota-se que o torque adquirido pela partícula, ou seja, o produto de Fφ pelo raio da
circunferência, é constante em todas as circunferências, indicando que, para uma mesma
polarização, em todos estes locais a partícula adquire a mesma quantidade de OAM.
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Figura 15 – Distribuições de forças ópticas transversais (Fx e Fy) no plano z = 1,263µm
[um dos pontos de aprisionamento longitudinal estável da figura 14(a)] para
polarização (a) circular à esquerda, (b) circular à direita, (c) linearmente polari-
zada em x, (d) polarização elíptica à esquerda com [X, Y ] = [1,

√
2 exp(jπ/4)]

e (d) polarização elíptica à direita com [X, Y ] = [1,
√

2 exp(−jπ/4)]. As linhas
vermelhas referem-se a locais onde a componente radial de força Fρ é nula. As
forças são calculadas sobre uma partícula com a = 50 nm, np = 1, 59− j0, 05
e imersa em água (nm = 1,33). (f) Força tangencial Fφ(ρ, φ) nos locais onde a
componente Fρ é nula para a polarização da figura 15(d). Nos demais pontos
da figura 15(f), adotou-se Fφ(ρ, φ) = 0.

Fonte: Extraída da referência 73, publicada pelo autor.
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Já no caso de polarização linear em x [figura 15(c)], verifica-se que os pontos onde
Fρ = 0 e dFρ/dρ < 0 não seguem um padrão (como circunferências). Além disso, a força
em que a partícula está submetida F = Fφ(x, y) nestes pontos não é constante.

Nas figuras 15(d) e 15(e) tem-se as distribuições de forças transversais em z = 1,263
µm respectivamente para polarização elíptica à esquerda com [X, Y ] = [1,

√
2 exp(jπ/4)] e

polarização elíptica à direita com [X, Y ] = [1,
√

2 exp(−jπ/4)]. Nota-se a que os locais em
que a componente radial Fρ é nula são caracterizadas por elipses. Além disso, verifica-se
que nas elipses de aprisionamento estável (onde Fρ = 0 e dFρ/dρ < 0), a força em que a
partícula está submetida F = Fφ(x, y)φ̂ não constante. Este fato pode ser observado na
figura 15(f) a qual mostra Fφ(x, y) nos locais onde a componente Fρ é nula para o caso de
polarização elíptica à esquerda [figura 15(d)].

A predição do comportamento dinâmico da partícula sob a ação da força F =
Fφ(x, y)φ̂, principalmente nos casos de polarização linear e elíptica [figuras 15(c)-(e)] é
envolvente e está fora do escopo deste trabalho. Nos casos de polarização circular [figuras
15(a)-(b)] onde Fφ é constante, é possível prever tomando-se como base o estudo realizado
por Reichert e Stark,103 que a partícula tende a descrever as trajetórias circulares com
velocidade angular constante proporcional à amplitude de Fφ caso o meio onde ela está
imersa satisfaça o regime de fluxo laminar, ou seja, tenha número de Reynolds baixo.
Logo, como na circunferência estável mais interna |Fφ| é maior no caso de PCE [figura
15(a)] em comparação com o caso de PCD [figura 15(b)], segue que a partícula adquire
maior velocidade angular no caso em que o sentido da polarização (spin) é o mesmo da
helicidade do feixe (caso da PCE). Este resultado está de acordo com os experimentos
realizados por Friese et al.36 em que, utilizando-se de um feixe de Laguerre-Gauss polarizado
circularmente com spin no mesmo sentido da helicidade, foi observado que a partícula
absortiva adquire uma velocidade angular maior em comparação com a utilização do feixe
polarizado circularmente com spin contrário ao sentido da helicidade.

5.2.2.2 Outras ordens superiores

Nas simulações desta sub-subseção manteve-se os parâmetros nm = 1,33, λ0 = 1064
nm e P = 100 mW. A função F (z) é dada por:

F (z) =
 exp

[
− 1

2

(
z + Zmax/2
Zmax/8

)8]
+ exp

[
− 1

2

(
z − Zmax/2
Zmax/8

)8] exp(−jQz), (5.6)

sendo definida no intervalo −40 µm ≤ z ≤ Zmax = 40 µm. Adotou-se Q = 0, 6ω0/um.

Nas figuras 16(a) e 16(b) tem-se a amplitude ao quadrado da superposição contínua
de ordem zero (ν = 0) e PCE ao longo do eixo óptico e no plano xz, respectivamente. A
linha vermelha tracejada na figura 16(a) refere-se à |F (z)|2. Similarmente, a figura 16(c)
mostra |E(FWC)

inc |2/|E0|2 para ordem ν = 3 e PCE no plano xz. As figuras inseridas em
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16(b)-(c) apresentam (|Ex|/E0)2 em magenta e (|Ez|/E0)2 em azul nas posições (x, y = 0,
z = 20 µm).

A figura 16(d) mostra a |E(FWC)
inc |2/|E0|2 da superposição contínua de ordem ν = 3

e PCE em vários planos paralelos ao plano xy. Devido ao fato da componente Ez ser de
ordem ν = 4, o raio do cilindro de máxima amplitude, dado por ρc = 0, 7224µm, é maior
do que o raio ρc,esc = 0, 6686µm, calculado por meio da equação 2.27.

Na figura 16(e), a amplitude do espectro S3(kz) (linha preta sólida), calculada por
meio da equação 2.52, é comparada com a amplitude do espectro N3S0(kz) (linha vermelha
tracejada). O erro médio entre as duas curvas é igual a ∆ = 1, 52 × 10−3 ∗. Portanto,
conclui-se que o espectro S3(kz) preserva o espectro de ordem zero S0(kz), justificando-se
a aproximação S3(kz) ≈ N3S0(kz).

Análise similar é realizada na figura 17 para a superposição contínua de ordem ν

= 5 e PCD. A amplitude ao quadrado do campo elétrico |E(FWC)
inc |2/|E0|2 no plano xz é

mostrada na figura 17(a). Na figura inserida tem-se (|Ex|/E0)2 em magenta e (|Ez|/E0)2

em azul nas posições (x, y = 0, z = 20 µm). E na figura 17(b), tem-se |E(FWC)
inc |2/|E0|2 em

vários planos paralelos ao plano xy. Devido ao fato da componente Ez ser de ordem ν = 4,
o raio do cilindro de máxima amplitude, dado por ρc = 0, 9365µm, é menor do que o raio
ρc,esc = 1, 0221µm, calculado por meio da equação 2.27.

A amplitude do espectro S5(kz) (linha preta sólida), calculada por meio da equação
2.52, é comparada com a amplitude do espectro N5S0(kz) (linha vermelha tracejada) na
figura 17(c). O erro médio entre as duas curvas vale ∆ = 2, 51× 10−3, que, como esperado,
é maior que o erro obtido para a superposição de ordem ν = 3 [figura 16(e)]. No entanto,
este erro é ainda pequeno de forma que a aproximação S5(kz) ≈ N5S0(kz) permanece
válida.

As figuras 18(a)-(b) apresentam a análise de forças ópticas produzidas pela super-
posição contínua de FBs ideais de ordem ν = 3 e PCE (figura 16). Na figura 18(a) tem-se
a força longitudinal Fz ao longo do cilindro de máxima amplitude ρ = ρc = 0, 7224µm. O
raio da partícula é igual a a = 0,02λm e a parte real do índice de refração relativo vale
MR = 1,2. A análise é realizada para diferentes valores de MI . As setas indicam posições
z = Zp onde há aprisionamento estável na longitudinal para cada um dos valores de MI .
As componentes radial Fρ e azimutal Fφ no plano z = Zp são mostradas na figura 18(b),
respectivamente, pelas linhas sólidas e pelas linhas tracejadas em função da distância
radial ρ. Em ambas as figuras, o módulo ao quadrado do campo elétrico |E(FWC)

inc |2/|E0|2 é
representado pela linha vermelha tracejada. O raio ρc do cilindro de máxima amplitude é
indicado pela linha vertical tracejada laranja na figura 18(b).

∗ O erro médio entre as duas curvas é calculado por meio da seguinte expressão: ∆ =
|∆S/max(S3(kz))|, em que ∆S = N3S0(kz) − S3(kz). A sobrelinha indica a operação de
média e max(.) retorna o valor máximo.
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Figura 16 – Superposição contínua de FBs ideais construída a partir da função F (z) da
equação 5.6 e PCE. Para ordem ν = 0: (a) |F (z)|2 (linha vermelha tracejada)
e |E(FWC)

inc |2/|E0|2 (linha em preto) ao longo de z e no plano xz (b). Para
ordem ν = 3: |E(FWC)

inc |2/|E0|2 no plano xz (c) e em vários planos paralelos ao
plano xy (d). (e) Amplitudes dos espectros S3(kz) (linha em preto) e N3S0(kz)
(linha vermelha tracejada).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 17 – Superposição contínua de FBs ideais construída a partir da função F (z) da
equação 5.6 de ordem ν = 5 e PCD. |E(FWC)

inc |2/|E0|2 no plano xz (a) e em
vários planos paralelos ao plano xy (b). (c) Amplitudes dos espectros S5(kz)
(linha em preto) e N5S0(kz) (linha vermelha tracejada).

Fonte: Elaborada pelo autor.

O raio da primeira circunferência onde há aprisionamento estável na radial (Fρ =
0 e dFρ/dρ < 0), é ligeiramente maior do que o raio ρc do cilindro de máxima amplitude
e levemente influenciado pelo valor de MI . Os valores da componente azimutal Fφ nesta
circunferência para cada valor de MI estão indicados pelas setas. Nota-se que, como
esperado, quanto mais absortiva a partícula, maior a amplitude de Fφ e, por consequência,
maior a transferência de OAM do feixe para a partícula. Para o caso sem perdas, tem-se
Fφ = 0 e, logo, não há transferência de OAM do feixe para a partícula.

Nas figuras 18(c)-(d) tem-se análise similar às figuras 18(a)-(b) mas para a su-
perposição contínua de FBs ideais de ordem ν = 5 e PCD da figura 17. Observa-se que,
diferentemente do caso de ν = 1 e PCD, a circunferência estável mais interna apresenta
uma boa estabilidade apresentando valor de |dFρ/dρ| similar ao do caso de ν = 3 e PCE.
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Figura 18 – Forças ópticas produzidas pela superposição contínua de FBs ideais de ordem
ν = 3 e PCE da figura 16 sobre uma partícula com a = 0,02λm e MR

= 1,2. (a) Componente longitudinal Fz ao longo do cilindro de máxima
amplitude de campo para distintos valores de constante de perdasMI . As setas
indicam posições z = Zp onde há aprisionamento estável na longitudinal. (b)
Componentes radial Fρ e azimutal Fφ no plano z = Zp em função da distância
radial ρ. |E(FWC)

inc |2/|E0|2 é representado pela linha vermelha tracejada em
ambas as figuras. (c)-(d) Mesma análise das figuras 18(a)-(b) mas para a
superposição contínua de FBs ideais de ordem ν = 5 e PCD (figura 17).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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6 CONCLUSÕES

Em relação ao primeiro objetivo deste trabalho, as comparações gráficas das forças
ópticas calculadas para diferentes tipos de feixes incidentes permitiu concluir que o método
da expansão multipolar da força óptica truncado em termos de quadrupolo está de acordo,
de fato, com a rigorosa e exata teoria generalizada de Lorenz-Mie para partículas esféricas
homogêneas com raio de até aproximadamente um quinto do comprimento de onda do
feixe incidente (a ≤ 0, 2λm).

Como perspectiva futura, propõe-se obter uma especificação precisa e teórica do
intervalo de validade, em termos do raio a da partícula e do índice de refração relativo
M , da expansão multipolar da força óptica truncada em termos de quadrupolo com a
teoria generalizada de Lorenz-Mie. Para isto, se faz necessário realizar uma identificação
matemática completa e rigorosa entre estes dois métodos. Recentemente, uma identificação
formal e rigorosa da força dipolar elétrica dentro da formulação da teoria generalizada de
Lorenz-Mie foi realizada, tanto para a componente longitudinal da força óptica104 quanto
para as componentes de força transversais.105

Já em relação ao segundo objetivo deste trabalho conclui-se que, de fato, as super-
posições contínuas de feixes de Bessel ideais são feixes promissores para serem aplicados
na área de aprisionamento óptico. As simulações das forças ópticas produzidas por estes
feixes estruturados sobre partículas de Rayleigh revelaram características interessantes
de manipulação óptica. Dentre elas, a presença de múltiplos planos paralelos de apri-
sionamento estáveis e tridimensionais ao longo da direção de propagação, assim como
observado em superposições discretas de feixes de Bessel. Além disso, a vantagem das
superposições contínuas em modelar um padrão longitudinal sobre distâncias longitudinais
da ordem de dezenas de micrômetros resulta em forças gradientes maiores e, portanto,
em pontos de aprisionamento mais estáveis do que aqueles obtidos com superposições
discretas. Consequentemente, para partículas absortivas, que são mais difíceis de serem
aprisionadas tridimensionalmente devido ao aumento da força de espalhamento por causa
da absorção, pontos de aprisionamento mais estáveis podem ser obtidos com a utilização
de superposições contínuas de feixes de Bessel ideais.

O segundo objetivo deste trabalho também contemplou a análise da transferência
de momento angular orbital de superposições contínuas de feixes de Bessel ideais de
ordem arbitrária ν para partículas de Rayleigh absortivas. A análise foi realizada para
diferentes tipos de polarização. Observou-se que, em se tratando de um feixe altamente não
paraxial, a componente longitudinal de campo elétrico Ez pode alterar significativamente
a distribuição de campo. Em particular para ordem ν = 1 e polarizações circulares e
elípticas à direita, cujo sentido de spin é contrário ao da helicidade do feixe, nota-se que,
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como a componente de campo longitudinal Ez apresenta ordem zero, a distribuição pode
ser alterada de forma a não corresponder ao feixe oco descrito pelas componentes de
campo transversais. Como consequência, a estabilidade das circunferências e elipses de
aprisionamento pode ser prejudicada tornando-se inviável a utilização desta configuração
(ν = 1 e polarização à direita) para aplicações envolvendo transferência de momento
angular orbital.

Para outras ordens superiores (ν ≥ 2), a influência da componente Ez apenas
provoca uma alteração do raio do cilindro de máxima amplitude ρc em relação raio do
cilindro ρc,esc do feixe oco escalar descrito pelas componentes de campo transversais. Para
polarização circular à direita, a componente Ez apresenta ordem ν − 1 e tem-se ρc < ρc,esc

enquanto que para polarização circular à esquerda, a componente Ez apresenta ordem
ν + 1 e tem-se ρc > ρc,esc. Observa-se valores similares de estabilidade |dFρ/dρ| para os
dois tipos de polarização. Como consequência, para tais ordens, o sentido da polarização
circular apenas altera a velocidade angular adquirida pela partícula.

Por fim, os resultados apresentados contemplando as simulações das forças ópticas
produzidas pela superposição contínua de feixes de Bessel ideais de ordem arbitrária
fornecem subsídios teóricos para possíveis aplicações deste feixe estruturado em um sistema
de aprisionamento óptico. As forças avaliadas neste trabalho podem ser comparadas com
as obtidas na prática em um sistema real, permitindo averiguar a influência de outras
forças, de natureza não óptica, no aprisionamento a partícula. Outros parâmetros também
podem ser comparados como a estabilidade dos pontos de aprisionamento e o momento
angular orbital adquirido pela partícula.
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APÊNDICE A – DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO 2.36

A substituição da equação 2.34 na equação 2.33 leva a:

Ψ0(ρ, z) = ω0

um

∞∑
n=−∞

An

∫ 1

−1
J0

(
ω0

um
ρ
√

1− s2
)
e−j

ω0
um

zsejnπds

= ω0

um

∞∑
n=−∞

An

 ∫ 1

−1
J0

(
ω0

um
ρ
√

1− s2
)
cos
[
(nπ − ω0

um
z)s

]
ds+

j
∫ 1

−1
J0

(
ω0

um
ρ
√

1− s2
)
sen

[
(nπ − ω0

um
z)s

]
ds
,

(A.1)

onde foi aplicado a identidade de Euler.

Como a função J0(.) é par, a segunda integral na equação A.1 se anula já que sen(.)
é uma função ímpar, resultando, portanto, no integrando uma função ímpar. Na primeira
integral, por outro lado, tem-se uma função par no integrando. Logo, segue que:

Ψ0(ρ, z) = 2 ω0

um

∞∑
n=−∞

An

∫ 1

0
J0

(
ω0

um
ρ
√

1− s2
)
cos
[
(nπ − ω0

um
z)s

]
ds (A.2)

Realizando-se as seguintes trocas de variáveis:

a = 1

b = ω0

um
ρ

c = nπ − ω0

um
z

x = s

(A.3)

Da tabela de integrais (equação 6.677-6) presente na referência 106, tem-se que:∫ a

0
J0
(
b
√
a2 − x2

)
cos(cx)dx = asinc(a

√
b2 + c2), b > 0 (A.4)

Logo, segue que:
∫ 1

0
J0

(
ω0

um
ρ
√

1− s2
)
cos
[
(nπ − ω0

um
z)s

]
ds = sinc

√( ω0

um
ρ
)2

+
(
nπ − ω0

um
z
)2
, (A.5)

e, portanto:

Ψ0(ρ, z) = K
∞∑

n=−∞
Ansinc

√( ω0

um
ρ
)2

+
(
nπ − ω0

um
z
)2
, (A.6)

com K = 2ω0/um.
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APÊNDICE B – DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO 2.54

De acordo com a equação 2.44, o feixe escalar da superposição contínua de FBs de
ordem zero é dado por:

Ψ0(ρ, z) =
∞∑

n=−∞
F
(2nπ
K

)
sinc(ξ). (B.1)

com:

ξ = ξ(ρ, z) =

√√√√ ω2
0

u2
m

ρ2 +
(
nπ − ω0

um
z
)2

. (B.2)

Aplicando o operador U , dado por:

U = ejφ
[
∂

∂ρ
+ j

ρ

∂

∂φ

]
, (B.3)

uma única vez na equação B.1 e a transformação F → F/N , com N = −
√

[(ω0/um)2 −Q2]
na função F (z), obtém-se a seguinte descrição para o feixe escalar da superposição contínua
de FBs de ordem ν = 1:

Ψ1 (ρ, φ, z) = UΨ0(ρ, z) = ejφ
1
N

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

)
∂

∂ρ
sinc(ξ) . (B.4)

O feixe escalar da superposição contínua de FBs de ordem ν = 2 é obtido aplicando-
se o operador U duas vezes na equação B.1 ou, equivalentemente, uma vez na equação
B.4, obtendo-se:

Ψ2 (ρ, φ, z) = U
[
UΨ0(ρ, z)

]
= UΨ1(ρ, φ, z) = ejφ

[
∂

∂ρ
+ j

ρ

∂

∂φ

]
Ψ1(ρ, φ, z)

= ej2φ
1
N2

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) [
∂2

∂ρ2 + j

ρ
j
∂

∂ρ

]
sinc(ξ)

= ej2φ
1
N2

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) [
∂2

∂ρ2 −
1
ρ

∂

∂ρ

]
sinc(ξ),

(B.5)

em que a transformação F (z)→ F (z)/N2 foi aplicada.

De maneira análoga, segue-se à seguir a obtenção das expressões dos feixes escalares
de ordem ν = 3, ν = 4, ν = 5 e ν = 6:

Ψ3 (ρ, φ, z) = U
{
U
[
UΨ0(ρ, z)

]}
= UΨ2(ρ, φ, z) = ejφ

[
∂

∂ρ
+ j

ρ

∂

∂φ

]
Ψ2(ρ, φ, z)

= ej3φ
1
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F
(2nπ
K

) [
∂3
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(1
ρ

∂
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− 2
ρ

∂2

∂ρ2 + 2
ρ2

∂

∂ρ

]
sinc(ξ)

= ej3φ
1
N3
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F
(2nπ
K

) [
∂3

∂ρ3 −
3
ρ
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]
sinc(ξ),

(B.6)
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Ψ4 (ρ, φ, z) = UΨ3(ρ, φ, z) = ejφ
[
∂

∂ρ
+ j

ρ

∂

∂φ

]
Ψ3(ρ, φ, z)

= ej4φ
1
N4

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) [
∂4

∂ρ4 − 3 ∂
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ρ
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( 1
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ρ

∂3
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ρ2
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ρ3

∂
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= ej4φ
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F
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K
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ρ3

∂

∂ρ

]
sinc(ξ),

(B.7)

Ψ5 (ρ, φ, z) = UΨ4(ρ, φ, z) = ejφ
[
∂

∂ρ
+ j

ρ

∂

∂φ

]
Ψ4(ρ, φ, z)

= ej5φ
1
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F
(2nπ
K

) [
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∂ρ

(1
ρ
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∂ρ3 −
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ρ3
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ρ4

∂

∂ρ

]
sinc(ξ)

= ej5φ
1
N5

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) [
∂5

∂ρ5 −
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ρ

∂4

∂ρ4 + 45
ρ2

∂3

∂ρ3 −
105
ρ3

∂2

∂ρ2 + 105
ρ4

∂

∂ρ

]
sinc(ξ),

(B.8)

Ψ6 (ρ, φ, z) = UΨ5(ρ, φ, z) = ejφ
[
∂

∂ρ
+ j

ρ

∂

∂φ

]
Ψ5(ρ, φ, z)

= ej6φ
1
N6

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) [
∂6

∂ρ6 − 10 ∂
∂ρ

(1
ρ

∂4

∂ρ4

)
+ 45 ∂

∂ρ

( 1
ρ2
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∂ρ3

)
− 105 ∂

∂ρ

( 1
ρ3

∂2

∂ρ2

)

+ 105 ∂
∂ρ

( 1
ρ4

∂

∂ρ

)
− 5
ρ

∂5

∂ρ5 + 50
ρ2

∂4

∂ρ4 −
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ρ3

∂3

∂ρ3 + 525
ρ4

∂2

∂ρ2 −
525
ρ5

∂

∂ρ
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sinc(ξ)

= ej6φ
1
N6

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) [
∂6

∂ρ6 −
15
ρ

∂5

∂ρ5 + 105
ρ2

∂4

∂ρ4 −
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ρ3

∂3

∂ρ3 + 945
ρ4

∂2

∂ρ2

− 945
ρ5

∂

∂ρ

]
sinc(ξ).

(B.9)

nas quais foram aplicadas as transformações F (z)→ F (z)/N3, F (z)→ F (z)/N4, F (z)→
F (z)/N5 e F (z)→ F (z)/N6, respectivamente.

Portanto, generalizando-se para qualquer ordem ν ≥ 1, a expressão do feixe escalar
da superposição contínua de FBs ideais pode ser escrita como:

Ψν (ρ, φ, z) = ejνφ
1
N ν

∞∑
n=−∞

F
(2nπ
K

) ν−1∑
m=0

(−1)m cν,m
ρm

∂ν−m

∂ρν−m

sinc(ξ) , (B.10)

em que cν,m são coeficientes. Os valores destes coeficientes para as ordens ν=1,...,6 (equações
B.4 a B.9) estão presentes na tabela 1.
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Tabela 1 – Valores dos coeficientes cν,m para ν = 1,...,6.

ν
m 0 1 2 3 4 5

1 1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 3 3 0 0 0
4 1 6 15 15 0 0
5 1 10 45 105 105 0
6 1 15 105 420 945 945

Nota-se que os coeficientes cν,m podem ser obtidos por meio da seguinte fórmula
recursiva:

cν,m =


1, m = 0

cν,m−1(ν −m) + cν−1,m, m = 1, ..., ν − 1

0, m ≥ ν.

(B.11)
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APÊNDICE C – COMPROVAÇÃO QUE OS FEIXES VETORIAIS
CONSTRUÍDOS NA SEÇÃO 2.2 SATISFAZEM TODAS AS EQUAÇÕES DE

MAXWELL

As componentes transversais do campo elétrico Ex e Ey são dadas por:

Ex = E0XΨν , (C.1a)

Ey = E0YΨν , (C.1b)

em que Ψν é solução da equação escalar de Helmholtz:

∇2Ψν + k2Ψν = 0, (C.2)

with k = ω0
√
εmµm = ω0/um, com um = 1/√εmµm.

A componente longitudinal de campo elétrico Ez é calculada utilizando-se a lei de
Gauss elétrica: ∇ · E = 0, resultando em:

Ez = − ∂

∂x

∫
Exdz −

∂

∂y

∫
Eydz. (C.3)

E o campo magnético é obtido a partir da lei de Faraday:

H = ∇× E
−jω0µm

(C.4)

Aplicando o divergente (∇·) em ambos os lados da equação C.4, tem-se:

∇ ·H = 0. (C.5)

Portanto, calculando-se o campo magnético H a partir da equação C.4, tanto a lei
de Faraday quanto a lei de Gauss magnética são satisfeitas. E, por construção, a lei de
Gauss elétrica é satisfeita por meio da equação C.3.

À seguir, é mostrado que o campo elétrico formado pelas componentes nas equações
C.1a, C.1b e C.3, juntamente com o campo magnético dado pela equação C.4, satisfazem
a lei de Ampère-Maxwell:

∇×H = jω0εmE. (C.6)

Substituindo-se o campo magnético da equação C.4 na equação C.6, tem-se:

∇× (∇× E) = ω2
0εmµmE = k2E, (C.7)

Como ∇ × (∇ × E) = ∇(∇ · E) − ∇2E e as componentes do campo elétrico
satisfazem a lei de Gauss elétrica ∇ · E, a equação C.7 reduz a:

∇2E + k2E = 0, (C.8)
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que corresponde à equação vetorial de Helmholtz. Como ∇2E = ∇2Exx̂+∇2Eyŷ+∇2Ez ẑ,
tem-se que:

∇2Ex + k2Ex = 0, (C.9a)

∇2Ey + k2Ey = 0, (C.9b)

∇2Ez + k2Ez = 0. (C.9c)

Substituindo-se as equações C.1a e C.1b nas equações C.9a e C.9b, respectivamente,
obtém-se a equação C.2:

∇2(XE0Ψν) + k2(XE0Ψν) = 0→ ∇2Ψν + k2Ψν = 0 (C.10a)

∇2(Y E0Ψν) + k2(Y E0Ψν) = 0→ ∇2Ψν + k2Ψν = 0 (C.10b)

e, portanto, as equações C.9a e C.9b são satisfeitas.

Substituindo-se a equação C.3 na equação C.9c, tem-se:

∇2
(
− ∂

∂x

∫
Exdz −

∂

∂y

∫
Eydz

)
+ k2

(
− ∂

∂x

∫
Exdz −

∂

∂y

∫
Eydz

)
= 0. (C.11)

Segue que:

∇2
(
−∂x

∫
Exdz

)
=
(
∇2
T + ∂2

z

)(
−∂x

∫
Exdz

)
= −∂x

(∫
∇2
TExdz + ∂2

z

∫
Exdz

)
= −∂x

∫
∇2
TExdz − ∂x∂zEx

= −∂x
∫ (
∇2 − ∂2

z

)
Exdz − ∂x∂zEx

= −∂x
∫
∇2Exdz + ∂x

∫
∂2
zExdz − ∂x∂zEx

= −∂x
∫
∇2Exdz + ∂x (∂zEx + C)− ∂x∂zEx

= −∂x
∫
∇2Exdz,

(C.12)

e analogamente para ∇2 (−∂y
∫
Eydz). Na equação C.12, ∇2

T ≡ ∂2
x + ∂2

y corresponde ao
laplaciano transversal e C é uma constante. Portanto:

− ∂

∂x

∫ (
∇2Ex + k2Ex

)
dz − ∂

∂y

∫ (
∇2Ey + k2Ey

)
dz = 0. (C.13)

Logo, das equações C.9a e C.9b, conclui-se que a equação C.9c também é satisfeita.
Portanto, segue-se que os campos elétrico e magnético construídos a partir das equações
C.1, C.3 e C.4, satisfazem a lei de Ampère-Maxwell (equação C.6).
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APÊNDICE D – DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO 4.2

O integrando da equação 4.1 é:

ρ + j× µm. (D.1)

Segue-se da lei de Gauss elétrica e da lei de Ampère-Maxwell em um meio com
fontes que:

ρ = εm(∇ · ) (D.2a)

j = ∇× − εm
∂

∂t
. (D.2b)

Logo, substituindo-se as equações em D.2 na equação D.1, tem-se:

ρ + j× µm = εm(∇ · ) + µm

[
∇× − εm

∂

∂t

]
×

= εm(∇ · ) − µm × (∇×) + εmµm ×
∂

∂t


(D.3)

Por propriedade vetorial:

 × ∂

∂t
 =  × ∂

∂t
 − ∂

∂t
( ×) (D.4)

Aplicando-se a lei de Faraday na equação D.4:

 × ∂

∂t
 = − 1

µm
 × (∇× )− ∂

∂t
( ×) (D.5)

Substituindo-se a equação D.5 na equação D.3 e adicionando o termo µm(∇ ·)
que pela lei de Gauss magnética é nulo, tem-se:

ρ + j× µm = εm(∇ · ) − εm × (∇× ) + µm(∇ ·) − µm × (∇×)

− εmµm
∂

∂t
( ×)

(D.6)

Por propriedade vetorial tem-se que:

 × (∇× ) = −( · ∇) + 1
2∇( · ) (D.7a)

 × (∇×) = −( · ∇) + 1
2∇( ·). (D.7b)

Logo, segue que:

(∇ · ) −  × (∇× ) = (∇ · ) + ( · ∇) − 1
2∇( · )

= ∇ ·
[
 ⊗  − 1

2( · )
]
,

(D.8)
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em que ⊗ representa o produto diádico e ←→I o tensor diádico unitário (veja definições no
Apêndice E). E, de forma análoga:

(∇ ·) − × (∇×) = ∇ ·
[
 ⊗ − 1

2
←→I ( ·)

]
. (D.9)

Portanto:

ρ+j×µm = ∇·
[
εm⊗−

1
2
←→I (εm ·)+µm⊗−

1
2
←→I (µm ·)

]
−εmµm

∂

∂t
(×).
(D.10)

O termo entre colchetes da equação D.10 é definido como o tensor de stress de
Maxwell ←→T . A expressão entre parênteses no último termo corresponde ao vetor de
Poynting  =  ×. E, portanto, a equação 4.1 é reescrita como:

d
dtPmec =

∫
V
∇ ·←→T dV − d

dt

∫
V


u2
m

dV , (D.11)

com u2
m = 1/(εmµm).
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APÊNDICE E – DEFINIÇÕES DE CÁLCULO VETORIAL UTILIZADAS NO
TRABALHO

Para todas as definições à seguir, considere uma base cartesiana Em uma base
cartesiana (x̂, ŷ, ẑ) = (êx,êy,êz).

E.1 Produto diádico

O produto diádico, também denominado de produto tensorial, de dois vetores a e
b resulta em um tensor de ordem n = 2 cuja matriz é dada por:

a ⊗ b =


ax

ay

az

 [bx by bz
]

=


axbx axby axbz

aybx ayby aybz

azbx azby azbz

 . (E.1)

É comum simplificar a notação de produto diádico escrevendo-se a ⊗ b = ab.

Portanto, sendo ←→A = Aij(êi⊗ êj) = Aij êiêj o tensor resultante do produto diádico
entre a e b, tem-se: aibj = Aij, com i, j = x, y, z.

E.2 Tensor diádico unitário

O tensor diádico unitário é composto pelas componentes dos vetores ortonormais
da base cartesiana. Logo, a matriz que o define corresponde à matriz identidade de ordem
2:

←→I =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (E.2)

E.3 Tensor simétrico e sem traço

Um tensor ←→A de ordem n é dito simétrico quando os elementos da matriz que o
define são invariantes a permutações dos seus índices. Para n = 2, tal condição se resume
a: ←→A =

←→
AT, em que

←→
AT = Ajiêiêj é a transposta de ←→A .

Um tensor de ordem n é dito sem traço quando o traço da matriz que o define, ou
seja, a soma dos elementos da diagonal, é nula.

Portanto, um tensor←→A de ordem n = 2 é simétrico e sem traço se os seus elementos
satisfazem:

Aij = Aji com i, j = x, y, z (E.3a)

Axx + Ayy + Azz = 0. (E.3b)
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E.4 Duplo produto escalar

Define-se o duplo produto escalar, também denominado de dupla contração, entre
dois tensores como a multiplicação dos produtos escalares dos vetores que o formam. Há
dois tipos de duplo produto escalar: vertical (:) e horizontal (··). Considerando-se dois
tensores ←→A e ←→B , ambos de ordem n = 2, tem-se:

←→A :←→B = (Aij êiêj) : (Bmnêmên) = AijBmn(êi · êm)(êj · ên) = AijBmnδimδjn = AijBij

(E.4a)
←→A · ·←→B = (Aij êiêj) · ·(Bmnêmên) = AijBmn(êj · êm)(êi · ên) = AijBmnδjmδin = AijBji,

(E.4b)

em que δ refere-se ao delta de Kronecker. Ambos os produtos resultam em um escalar.

O duplo produto escalar vertical entre um tensor ←→A de ordem n = 3 e um tensor
←→B de ordem n = 2 resulta em um vetor dado por:

←→A :←→B = (Aijkêiêj êk) : (Bmnêmên) = AijkBmnêi(êj · êm)(êk · ên)

= AijkBmnêiδjmδkn = AijkBjkêi.
(E.5)
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