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Resumo

Gagliardi, G. M. Algoritmos para Controle e Filtragem de Sistemas Lineares com
Atraso Variante no Estado. 104 p. Dissertagcdo de mestrado — Escola de Engenharia de
Sédo Carlos, Universidade de Sdo Paulo, 2018.

Esta dissertacdo apresenta solucdes recursivas para os problemas de controle e de filtragem
robustos para sistemas lineares de tempo discreto com atraso variante no estado. O atraso € as-
sumido desconhecido no problema de controle, enquanto tanto a situacdo de atraso conhecido
quanto a de atraso desconhecido sdo consideradas no problema de filtragem. A metodologia
utilizada supde que os valores do atraso obedecem a uma cadeia de Markov finita de tempo
discreto subjacente, e baseia-se em um procedimento de aumento que transforma o sistema
com atraso em um sistema linear sujeito a saltos Markovianos livre de atrasos, a partir do qual
os reguladores e os filtros sdo deduzidos. Assim, o conhecimento do atraso do sistema original
torna-se equivalente a observacao do modo de operacao do sistema Markoviano. Sendo o atraso
desconhecido, uma representacdo que engloba todos os possiveis estados da cadeia de Markov
€ construida, possibilitando-se a obtencdo de solugdes independentes de modo. Os problemas
sdo estabelecidos como otimizacdes do tipo min-max de um funcional de custo quadratico,
através das quais buscam-se as solu¢des 6timas sob a maxima influéncia das incertezas, e sao
resolvidos pela combinag¢do do método de funcdes penalidade a solu¢do 6tima de problemas de
minimos quadrados, resultando solucdes dadas em termos de equacdes de Riccati organizadas
em uma estrutura matricial. Exemplos numéricos ilustram o desempenho das solu¢des propos-
tas, e mostram que elas podem oferecer vantagens quando comparadas a abordagens alternativas

existentes na literatura.

Palavras-chave: Sistemas lineares com atraso. Sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos.
Controle Robusto. Filtragem Robusta. Minimos quadrados regularizados robustos. Estimativa

minima quadratica.






Abstract

Gagliardi, G. M. Control and Filtering Algorithms for Linear Systems with Varying
State Delay. 104 p. Master Thesis — Sao Carlos School of Engineering, University of Sdo
Paulo, 2018.

This master thesis presents recursive solutions to the robust control and filtering problems
for discrete-time linear systems with a varying state delay. The delay is assumed to be known
in the control problem, while both the situations of known and unknown delays are considered
in the filtering problem. The applied methodology assumes that the values of the delay are
governed by an underlying discrete-time finite Markov chain, and is based on an augmentation
procedure that transforms the delay system into a delay-free Markovian jump linear system,
which the regulators and filters are deduced from. Thus, knowledge of the delay of the origi-
nal system becomes equivalent to mode observation in the Markovian system. If the delay is
unknown, a model which encompasses every possible state of the Markov chain is formulated,
making it possible to obtain mode-independent solutions. The problems are established as min-
max optimizations of a quadratic cost functional, in which the optimal solutions are sought
under the worst influence of the uncertainties, and are solved by combination of the penalty
function method and the optimal solution to least squares problems, which results in solutions
given in terms of Riccati equations arranged in a matrix structure. Numerical examples illus-
trate the performance of the proposed solutions, and show that they might offer advantages

when compared to existing alternative approaches.

Keywords: Linear time-delay systems. Markovian jump linear systems. Robust control. Ro-

bust filtering. Robust regularized least squares. Minimal quadratic estimation.
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CAPITULO

Introducao

Uma grande variedade de sistemas dindmicos tem a presenca de atraso em seus modelos.
Segundo Mahmoud (2000, Cap. 1), o atraso pode advir de caracteristicas fisicas inerentes a
planta ou processo representado, ou pode ser introduzido pelos meios de comunicacdo ou de
transporte, ou mesmo deliberadamente, para fins de controle.

O atraso pode ter impacto considerdvel sobre a estabilidade e o desempenho de um sistema
(BOUKAS; LIU, 2002; FRIDMAN, 2014). Consequentemente, sistemas com atraso podem
exibir comportamento complexo, e os problemas de anélise e controle dos mesmos sdo capazes
de impor dificuldades significativas (MAHMOUD, 2000; WU et al., 2010).

Pela complexidade de seu estudo e por terem aplicacdes importantes, os sistemas com atraso
mobilizam esfor¢cos que podem ser tracados desde os primeiros trabalhos sobre equacdes com
atraso no século XVIII, com maior sistematizacdo desde a década de 1940 e uma forte acen-
tuacdo a partir da dltima década do século XX, quando comegaram a surgir pesquisas com
enfoque na robustez do tratamento de sistemas com atraso incertos (FRIDMAN, 2014; GU;
NICULESCU, 2003).

Os resultados obtidos encontram utilidade em dreas tao diversas quanto gerenciamento de
estoque (IGNACIUK, 2014), modelos de infec¢des virais (WANG; LIU, 2015; YI et al., 2008),
modelos fisiologicos (VIELLE; CHAUVET, 1998; NICULESCU et al., 2010), processos qui-
micos (GARCfA—SANZ et al., 2001) e automacdo e robética (AILON; GIL, 2000; MASOUD
et al., 2003).

Algumas das principais aplica¢des surgem, naturalmente, em situagdes que envolvem siste-
mas distribuidos ou a comunicagdo remota entre dispositivos, sensores ou atuadores, como em
sistemas de controle em rede (QIU et al., 2015; LIU et al., 2014), controle de congestionamento
em redes de comunicagdo (MASCOLO, 1999) e teleoperacao de equipamentos (LELEVE et al.,
2001; NIEMEYER; SLOTINE, 1997). Outras aplicagdes podem ser encontradas nas extensas
pesquisas apresentadas por Gu e Niculescu (2003), Richard (2003) e Sipahi et al. (2011), e nas
referéncias nelas contidas.

Nesta dissertacdo, o interesse estard em sistemas lineares com atraso no estado (SLAEs)

de tempo discreto, caracterizados pelo fato de que seu estado no passo corrente depende nao
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apenas do valor deste no passo anterior, mas também de valores mais antigos. Contudo, a
variacdo de tempo continuo também ja recebeu grande atencdo (FRIDMAN; SHAKED, 2003;
JIANG; HAN, 2005; ZHANG et al., 2013), e, de acordo com a natureza do processo modelado,
o atraso pode surgir, alternativamente, nas entradas de controle (TZES et al., 2005; XIAO et
al., 2000; KEQI; ZHI, 2015) ou nas varidveis de medidas (SAHEBSARA et al., 2007; HAN;
ZHANG, 2009). Por vezes, adotam-se modelos com multiplos atrasos (GAO; WANG, 2004;
KIM, 2010; KWAKERNAAK, 1967; KEQI; ZHI, 2015; ZHANG et al., 2013).

Em algumas situacdes, assume-se que o atraso pode ser medido, e € conhecido a todo ins-
tante (SUN; CHEN, 2012; DU et al., 2007); em outras, ele € assumido desconhecido (SHI et al.,
2003). Alguns modelos apresentam atraso constante (FRIDMAN; SHAKED, 2005; WANG et
al., 2006), enquanto em outros ele € variante no tempo, embora com frequéncia estabelecam-se
limites conhecidos para os valores que ele pode tomar (MENG et al., 2010; SEURET et al.,
2015; SU et al., 2014; KAO, 2012).

As abordagens mais comumente encontradas para a andlise da estabilidade e para o controle
de sistemas com atraso fornecem solu¢des calculadas por meio de desigualdades matriciais
lineares (ou LMIs, do inglés Linear Matrix Inequalities), frequentemente derivadas de critérios
escritos com base em funcionais de Lyapunov-Krasovskii ou em funcdes de Razumikhin, tanto
em tempo discreto (SEURET et al., 2015; XU et al., 2014; MIRANDA; LEITE, 2008; LIU
et al., 2010; MENG et al., 2010; GAO; CHEN, 2007; KEQI; ZHI, 2015), quanto em tempo
continuo (FEI et al., 2009; YU; CHU, 1999; JIANG; HAN, 2005).

Tratamentos envolvendo LMIs sdao também comuns no caso do problema de filtragem para
sistemas com atraso; por exemplo, Wang et al. (2006), e Du et al. (2007), que assumem atrasos
constantes, e, no caso dos primeiros, incertezas paramétricas limitadas em norma no modelo;
Zhang et al. (2013), que consideram atrasos variantes no estado, e fazem uso de funcionais
de Lyapunov-Krasovskii para obter as solu¢des e Gao e Wang (2004), que obtiveram um fil-
tro H., para um sistema com multiplos atrasos constantes e conhecidos, € sujeito a incertezas
paramétricas politopicas.

Os SLAEs de tempo discreto s@o passiveis de um processo de transformacao em um sistema
aumentado livre de atrasos. Esse processo é denominado método de elevacdo (do inglés lifting
method), e ja foi aplicado principalmente a drea de Sistemas de Controle em Rede (MAO et al.,
2007; QIU et al., 2015). A transformacdo facilita o desenvolvimento de estratégias recursivas,
em termos de equagdes de Riccati, para o tratamento de SLAEs. Fridman (2014, Cap. 6), por
exemplo, utilizou-a para a obten¢do um regulador linear quadrético para SLAEs, supondo um
atraso constante. Seguindo a mesma linha, Bortolin et al. (2018) apresentaram um regulador
linear quadrético robusto para SLAEs incertos com atraso constante, deduzido com base na
técnica de minimos quadrados regularizados robustos.

Embora o método de elevagdo simplifique o tratamento de SLAEs quando o atraso € conhe-

cido e constante, o problema continua complexo quando o atraso € desconhecido ou variante
(FRIDMAN, 2014, Cap. 6), MAHMOUD, 2010). Como observa-se na primeira referéncia, a
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utilizacdo do método quando o atraso 4 variante resulta em um sistema aumentado que pode ser

considerado um sistema chaveado.

Sistemas chaveados constituem uma classe de modelos que sdo compostos por uma fami-
lia de subsistemas, ou modos de operacdo, e por uma regra que coordena a transicdo entre
estes (MAHMOUD, 2010). No contexto dos SLAEs transformados pelo método de elevagao,
cada modo do sistema aumentado corresponde a um dos valores dentre o conjunto de possi-
veis valores do atraso, e a regra que coordena a transi¢ao entre os valores do atraso determina
também a transicdo entre os modos do sistema transformado. Hetel et al. (2008) estabelece-
ram a equivaléncia entre as abordagens de andlise de estabilidade por meio de funcionais de
Lyapunov-Krasovskii para sistemas com atraso discretos e as condi¢des de estabilidade para

sistemas chaveados construidos através do método de elevacao.

O tratamento de sistemas com atraso variante através de um sistema chaveado equivalente,
por meio do método de elevagdo, ja foi realizado principalmente no caso dos problemas de
analise de estabilidade e de controle (XIA et al., 2007; ZHANG; SHI, 2012; SUN; CHEN,
2012); Sun et al. (2009) empregam o conceito de tempo médio de permanéncia, bastante comum
no estudo de sistemas chaveados. Todas essas referéncias apresentam suas solugdes em termos
de LMIs.

Fazendo-se a suposicao adicional de que a transicdo entre os valores do atraso a cada passo
obedece a uma cadeia de Markov finita de tempo discreto subjacente, as transicdes entre os
modos do sistema resultante do método de elevagdo serdo coordenadas pela mesma cadeia,
de modo que este pode ser reconhecido como um tipo particular de sistema chaveado: um
sistema linear sujeito a saltos Markovianos (SLSM) (COSTA et al., 2005). Dessa forma, o
conhecimento do atraso do sistema original corresponde a observacdo do modo de operacao do

sistema Markoviano, ou, equivalentemente, ao conhecimento da cadeia de Markov associada.

A modelagem do atraso como uma cadeia de Markov pode ser adequada em diversas situa-
coes, especialmente na drea de Controle em Rede. Segundo Zhang et al. (2005), por exemplo,
0s atrasos existentes em sistemas de comunicagdo em um instante estdo, em geral, correlaci-
onados com o atraso ocorrido no instante anterior, e, de acordo com Xiao et al. (2000), essa

modelagem ¢é geral o bastante para descrever esse tipo de sistema.

O atraso também tem comportamento Markoviano em Bahreini et al. (2015), supondo-se
que a matriz de probabilidades de transi¢do de estado associada a cadeia de Markov é par-
cialmente desconhecida, bem como em Li et al. (2014), Zhang et al. (2014), Khalil ¢ Wang
(2012) e Shi e Yu (2009); em todas essas referéncias, o problema de controle para sistemas com
atraso recebe solugdes baseadas em LMIs. Fazendo uso da transformac¢do em um SLSM com
cadeia de Markov observada, Odorico (2018) propds reguladores lineares quadréticos robustos
para sistemas lineares com atraso variante conhecido. Han e Zhang (2009) propuseram um fil-
tro para sistemas lineares de tempo discreto com atraso Markoviano nas observagdes, com a

solucdo dada em termos de equacgdes de Riccati.

A transformacdo do sistema com atraso em um SLSM ¢ 1til, pois os problemas de controle
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e filtragem para esta classe de sistemas ja foram bastante estudados, e diversos resultados ja
foram estabelecidos, tanto dependentes de modo, para os casos em que a cadeia de Markov é
conhecida, quanto independentes de modo, para as situacdes em que a cadeia nao € observada.
Por exemplo, solugdes recursivas em termos de equacdes de Riccati para esse tipo de problema
foram obtidas por Costa (1994), Costa et al. (2005), Cerri (2013) e Bortolin (2017).

1.1 Objetivos

Este trabalho tem por objetivos obter solugdes recursivas para os problemas de controle e
de filtragem robustos para SLAEs de tempo discreto. No caso mais geral, o modelo estudado é

do tipo

Xer1 = (A4 6Ar) xk+ (Agk + A k) Xk—ag, + (B + 8By) ug + (Ci + 8Cy) wy,
Ve = (Dr+06Dy)xi+ (Ex+SEx) vy, Yk>0,
Xk = (P0<k)7 ke [_dmax> 0]7

onde x; € o estado no passo k, x;_4, € o estado atrasado em dj, amostras, yj € o vetor de medida,
ui € a entrada de controle, wy e v sdo ruidos aleatérios gaussianos mutuamente independentes
com média nula e ¢y (k) é a condicdo inicial do sistema para k = —dyax, —dmax + 1, . . -, 0.

As incertezas paramétricas sao do tipo limitado em norma, modeladas como:

[3Ak 5Aqx OBy ack} = LiAig [NAk Ni,, Ng ch],
[SDk 5Ek} = Lyxhog [NDk NEk], [Agill <1, g=1.2,

sendo Lj y e Ly matrizes ndo-nulas, Ny, ,Ny wxNBwNe; Np, e NE, matrizes conhecidas com
dimensdes apropriadas e A ; € A, ; matrizes de contragdo arbitrarias.

O atraso variante no tempo dj € um inteiro com valores minimo e maximo conhecidos. As
transi¢cdes entre os valores do atraso a cada passo serdo assumidas governadas por uma cadeia
de Markov finita de tempo discreto, associada a uma dada matriz de probabilidades de transi¢ao.
No caso do regulador, o atraso serd suposto desconhecido, enquanto para o filtro serdo estudadas
tanto a situacdo de atraso desconhecido quanto a de atraso conhecido, ou mensurdvel.

Para ambos os problemas, controle e filtragem, serdo considerados tanto o caso nominal,
em que o SLAE ¢ livre de incertezas (§Ay, 0Ay k, 0B, 8Cy, 0Dy e SE) nulas), quanto o caso

incerto, em que o SLAE estd sujeito as incertezas paramétricas.

1.2 Metodologia

Para que se atinjam os objetivos estabelecidos, propde-se uma extensao das estratégias de
Fridman (2014, Cap. 6), de Bortolin et al. (2018) e de Odorico (2018) para o caso de atraso
variante e desconhecido, e uma adaptacdo da metodologia utilizada nesses trabalhos para o

problema de filtragem.
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Fazendo-se a suposicao de que as transicdes entre os valores do atraso obedecem a uma ca-
deia de Markov de tempo discreto, realiza-se a transformacao por meio do método de elevagao,
e os reguladores e os filtros para o SLAE sdo deduzidos a partir do SLSM equivalente.

A deducdo dos reguladores segue, entdo, a abordagem de Bortolin (2017, Cap. 7) para
SLSMs com cadeia de Markov ndo observada, segundo a qual utiliza-se a func¢do indicadora
para reformular o SLSM como um sistema deterministico sem saltos denominado sistema au-
mentado singular, o qual engloba todos os possiveis estados da cadeia. Os filtros do tipo Kal-
man, por sua vez, sdo obtidos conforme as técnicas de Cerri (2013) para a filtragem dependente
e independente de modo de SLSMs, que também emprega a fungdo indicadora para construir
uma reformulagcdo independente de modo para o SLSM, no caso de cadeia de Markov nao
observada.

Dando continuidade as metodologias de Bortolin (2017) e de Cerri (2013), os problemas de
controle e de filtragem dos sistemas reformulados sdo estabelecidos, de maneira deterministica,
em termos da otimizag¢do de fungdes de custo quadratico sob a médxima influéncia das incertezas
paramétricas. Os problemas de otimizacdo sao resolvidos com base nas técnicas de minimos
quadrados regularizados robustos, no caso do controle, e das estimativas minimas quadréticas,
no caso da filtragem.

Essas duas técnicas proveem solugdes que sdo calculadas, de maneira semelhante aquela
proposta por Cerri (2009) para o controle de sistemas lineares de tempo discreto, pela combi-
nacao do método de fung¢des penalidade, o qual permite aproximar um problema de otimizacao
restrito por uma sequéncia de problemas de otimizacgdo irrestritos, aos problemas cldssicos de
minimos quadrados ponderados e minimos quadrados regularizados. A recursividade das solu-
¢oes € constituida por equagdes de Riccati apresentadas em uma estrutura matricial.

Exemplos numéricos sdo fornecidos, apds as deducdes, para ilustrar o desempenho das so-
lucdes desenvolvidas. Os reguladores sdo comparados a abordagens dadas em termos de LMIs
existentes na literatura, enquanto os filtros sdo comparados a estimadores recursivos nominais
e robustos para sistemas sem atraso, de forma a permitir a avaliagdo do impacto do atraso no

desempenho destes e da superioridade oferecida pelas solucdes desenvolvidas aqui.

1.3 Organizacao do Texto

Sdo apresentadas, a seguir, breves descrigdes dos demais capitulos desta dissertacdo, cuja

organizacao estd ilustrada na Figura 1.1.

(1 Capitulo 2: Apresenta resultados preliminares que fundamentam os desenvolvimentos
dos préximos capitulos, como o método de funcdes penalidade e as técnicas de minimos

quadrados regularizados robustos e das estimativas minimas quadraticas;

(1 Capitulo 3: Contém o desenvolvimento dos reguladores nominal e robusto para sistemas

com atraso desconhecido, incluindo a transformacao desse tipo de sistema em SLSMs,
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a construcdo da representacdo independente de modo denominada sistema aumentado
singular, a obtencdo da solucdo recursiva por meio da técnica de minimos quadrados

regularizados robustos e exemplos numéricos;

Capitulo 4: Apresenta os filtros nominal e robusto para sistemas com atraso conhecido,
o que inclui a transformacao do SLAE em um SLSM e o calculo das solu¢des com base
nas técnicas de estimativas minimas quadraticas. Por fim, apresenta exemplos numéricos

ilustrativos;

Capitulo 5: Contém o desenvolvimento dos filtros nominal e robusto para sistemas com
atraso desconhecido, com a construcao de um sistema aumentado independente de modo
equivalente ao SLSM transformado e a deducdo das solucdes, de modo andlogo ao do
caso de atraso conhecido, pela aplicacdo das técnicas de estimativas minimas quadraticas.

Ao final, os desempenhos dos filtros sdo ilustrados através de exemplos numéricos;

Capitulo 6: Apresenta as conclusdes sobre os desenvolvimentos realizados e os resul-
tados obtidos, bem como alguns dos trabalhos futuros que podem dar prosseguimento a

eles.

O Apéndice A contém uma breve revisdo sobre cadeias de Markov de tempo discreto e sua

simulacdo computacional, conceitos extensivamente empregados neste trabalho.

1.4 Publicacoes Decorrentes deste Trabalho

(d GAGLIARDI, G. M.; BORTOLIN, D. C.; TERRA, M. H. Regulador robusto recursivo

para sistemas lineares com atraso variante nos estados: uma abordagem via cadeia de
Markov. In: Congresso Brasileiro de Automatica (CBA). Joao Pessoa, PB, Brasil,
2018.

(d BORTOLIN, D. C.; GAGLIARDI, G. M.; TERRA, M. H. Recursive Robust Regulator

for Uncertain Linear Systems with Random Delays Based on Unknown Markov Chain.
In: Conference on Decision and Control (CDC). Miami, FL, USA, 2018.
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Figura 1.1 — Organizacdo dos capitulos da dissertacao.
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CAPITULO

Resultados Preliminares

Este capitulo apresenta alguns resultados que fundamentam o desenvolvimento dos regu-
ladores e filtros para sistemas lineares com atraso variante no estado. Inicialmente, define-se
o método de funcdes penalidade (LUENBERGER; YE, 2008) para a solu¢ao de problemas
de otimizagdo restrita. A combinacdo desse método com a solucdo 6tima para os problemas
de minimos quadrados (KAILATH et al., 2000; SAYED; NASCIMENTO, 1999) d4 origem
aos resultados apresentados, que constituem as técnicas de minimos quadrados regularizados
robustos e das estimativas minimas quadraticas. Essas técnicas permitem o desenvolvimento
de solugdes em termos de equacdes de Riccati para os problemas de controle e de filtragem

robustos para sistemas lineares sujeitos a incertezas.

2.1 Funcoes Penalidade

O método de funcdes penalidade, descrito nesta secdo, permite que se aproxime um pro-
blema de otimizacdo com restricdes por uma sequéncia iterativa de problemas irrestritos, cuja
solu¢do converge para a solucdo do problema original. As demonstragdes dos resultados apre-
sentados podem ser encontradas com detalhes em Luenberger e Ye (2008).

Considere o seguinte problema de minimizagao restrito:

min f(x), (2.1)

xes

onde a funcdo objetivo f : R” — R € uma fun¢do continua e S C R” é um conjunto de restricoes.
O método consiste em incorporar as restricoes a fungdo objetivo através do pardmetro de
penalidade 1 € R, de forma que, para cada i > 0, o problema (2.1) possa ser substituido pelo

seguinte problema irrestrito:

min q(,Ll,)C) = f(x) -I-[.LP()C), (2.2)

xeR”

onde P(x) é denominada fungdo penalidade, e possui as seguintes propriedades:

d P : R" — R ¢ uma fungdo continua;
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O P(x) > 0 para todo x € R";
O Px)=0<x€S.

Note que, nas regides em que as restri¢des nio sdo respeitadas, o termo P (x) impde uma
penalizacdo a funcdo objetivo.
O procedimento para a solucdo do problema restrito (2.1) pelo método de fungdes penali-

dade é composto pelos seguintes passos:
1. Define-se uma sequéncia de nimeros reais { /.Lk},‘:’l tal que

M > 05 ey > e lim py = +-oo; (2.3)
k—too

2. Obtém-se, para cada L, a fungdo objetivo penalizada q(Ly,x);

3. Resolve-se, para cada k, o problema irrestrito (2.2), com U = U, obtendo-se a solucdo

K k-

Resolvendo-se (2.2) iterativamente dessa forma, obtém-se uma sequéncia de solugdes {x, 4 }
que converge para a solugdo 6tima global de (2.1) 2 medida em que yu — . A convergéncia é

assegurada pelos resultados apresentados a seguir.

Lema 2.1. (CERRI, 2013) Seja { Hk}/j; uma sequéncia de niimeros reais definida de acordo
com as propriedades (2.3) e q(Uy,x) a fungdo dada por q(U.x) = f(x) + wP(x). Entdo, as

seguintes sentengas sdo verdadeiras:
(1) q(MiXp k) < (M1 X0 k1)
(ii) P(xyx) > P(xp 1)
(iti) f(xup) < f(Xpps1)-
Lema 2.2. (CERRI, 2013) Seja x* uma solucdo para o problema (2.1). Entdo, para cada
k=1,... 4o, tem-se f(x*) > q(Mpxux) > f(Xuk)-

Antes da apresentacdo do resultado principal, define-se o conceito de ponto de acumulagdo

de uma sequéncia.

Defini¢do 2.1. Um ponto a é um ponto de acumulacdo da sequéncia {a;} se existir uma sub-
sequéncia de {a;} que converge para a. Dessa maneira, a é um ponto de acumulagdo de {ay }
se existir um subconjunto K dos inteiros positivos tal que a sequéncia {ay }rcx converge para

a.

O préximo teorema, que segue dos lemas 2.1 e 2.2, afirma que qualquer ponto de acumu-
lagdo da sequéncia {xy x} construida pelo método de fungdes penalidade é uma solugio para o

problema restrito (2.1).



2.2. Minimos Quadrados Regularizados Robustos 37

Teorema 2.1. (LUENBERGER; YE, 2008) Seja {xy x} uma sequéncia gerada pelo método de
fungées penalidade. Entdo, qualquer ponto de acumulacdo dessa sequéncia é uma solugdo

para o problema de otimizacdo (2.1).

2.2 Minimos Quadrados Regularizados Robustos

Nesta secdo, apresenta-se um resultado que permite a obten¢do de uma solucdo recursiva
para o problema de controle robusto para sistemas lineares sujeitos a incertezas. O resul-
tado baseia-se em uma estrutura que combina o método de fun¢des penalidade a solucdo 6tima
do problema de minimos quadrados regularizados com incertezas (SAYED; NASCIMENTO,
1999).

Considere o problema de determinar a solug@o 6tima z* para

min ~ max  F(z) = ||z|? + ||(M+ M)z — (w+ w)|?,
z 8M,5w,6N,8y (@) = llzllg + i€ ) M (2.4)

s.a (N+06N)z=y+ 0y,

com M € R™ e N € R’ matrizes conhecidas, w € R” e y € R! vetores de medidas, z € R® um vetor
desconhecido, U > 0 e V > 0 matrizes de ponderacdo e {dM,dw,ON, 5y} incertezas modeladas
por
oM 8w = Loy [Ee B,
(2.5)
[SN Sy} = L/ [EN Ey:| ;
sendo {L;,L,} matrizes ndo-nulas, {A,A\,} matrizes de contragdo arbitrarias e {Ey,Ew,Ey,E,}
matrizes conhecidas.
De acordo com o método de funcdes penalidade, o problema de otimizagdo restrito (2.4)
pode ser aproximado por uma sequéncia de problemas irrestritos. Assim, associado a (2.4),

tem-se, para cada parametro de penalidade u > 0, o seguinte problema de otimizacgao irrestrito:

: 2 2
min_ max () = [Jxu[ o+ [|(A+6A4) xu — (b+5b)HW”’

(2.6)
com [SA Sb} =HA [EA Eb] ,
M oM 0
sendo  x,=z, Q=U, A=| |, A= =", sp=1""],
N ON y Oy
vV 0 L1 0 Al 0 EM w
W“: ,H: ,A: ,EA: eEb:
0 ul 0 L, 0 Ay Ey y

A solugdo 6tima x;, para o problema de otimizag@o (2.6) foi apresentada por Sayed e Nas-
cimento (1999) e reescrita em termos de uma estrutura matricial por Cerri e Terra (2017).
Considera-se, aqui, o caso geral do funcional apresentado por esta tltima referéncia, assumindo-
se a existéncia de parametros incertos na fun¢do objetivo. O Lema 2.3 apresenta a solu¢do 6tima

para os problemas (2.4) e (2.6).
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Lema 2.3. (BORTOLIN, 2017) Considere os problemas de otimizacdo (2.4) e (2.6). Suponha

. ]S
que a matriz [ ];_4

} tem posto coluna pleno. Entdo,
A

(i) para cada u>0, a solucdo otima xi; e o valor minimo J (x;) referentes ao problema

u
irrestrito (2.6) sdo dados por

- _T _1
0 o' 0o o0 I
x| 0o W' 0 A b
J(x}) 0 Ep 0 0 AT Ey Ep|’
0 I, AT EI 0 0

onde

A~

' — diag (V—l —iglLlL{,u—ll—igleLg)

"
e Zu =(l14+a) ||diag(L1TVL1, uL2TL2)||, para algum o > 0;

(i) quando a matriz Egg tem posto linha pleno, a solugdo dtima z* = limy e X € 0
valor minimo F(z*) = limy_eo J (x},) referentes ao problema restrito (2.4) sdo dados por

o o]'fut o o o o 1] '[o]

0 w o vio o o0 M w

| |0y 0 0O 0 0 0 N y

F()| |0 E, 0 0 0 0 0 Ey E,

0 E|l |0 0o 0o 0 0 Eyv| |E

I, 0 I, M" NT El EL O 0

2.3 Estimativa Minima Quadratica Ponderada

E apresentado, nesta se¢io, um resultado que serve de base para a solugdo do problema de
filtragem para sistemas lineares nominais. A demonstracio desse resultado é obtida pela com-
bina¢cdao do método de funcdes penalidade a solugdo 6tima do problema de minimos quadrados
ponderados.

Considere o problema de estimativa de um vetor de estado y por meio de um vetor de

observacao z proveniente do seguinte sistema dinamico:
z=Cy+ Dy, 2.7

onde C e D sdo matrizes conhecidas e v é um vetor de ruido aleatério com média E{v} =0e

matriz de variancia E{ww!} = R = 0. As estimativas 6timas do estado, y*, e do ruido, ¥*, sdo

definidas como as solugdes para o seguinte problema:
min () = v,

(2.8)
s.az=Cy+Dv.
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Sendo é = (y —§*) o erro de estimativa do estado, define-se a matriz de variincia desse erro
como P :=[E{éee’}.

De acordo com o método de fungdes penalidade, o problema restrito (2.8) pode ser aproxi-
mado por uma sequéncia de problemas irrestritos. Assim, associado a (2.8), tem-se, para cada

u > 0, o seguinte problema irrestrito:

min J(xy) = (Axy —b)" Wy (Axy —b), (2.9)

x#GRm
0 R0
2 0 ul

sendo x, = Y , A=
y

A solugdo 6tima xj; do problema (2.9) foi apresentada por Kailath et al. (2000) e reescrita em

I 0
D C

termos de uma estrutura matricial por Cerri e Terra (2012), conforme o Lema 2.4, que apresenta

as solugdes Otimas para os problemas (2.8) e (2.9).
Lema 2.4. (CERRI; TERRA, 2012) Considere os problemas de otimizacdo (2.8) e (2.9). Supo-
nha que a matriz A tem posto coluna pleno. Entdo,

(i) para cada u> 0, a solugdo otima x,, o valor minimo J (x;‘l) e a matriz de varidancia do

erro de estimativa Py, referentes ao problema irrestrito (2.9) sdo dados por

* T -1 -1
x| _ 0 b W, A b |
J(x3) 1 0 AT 0 0

T -1
b (0] (W' A 0.
S 4 B

(ii) quando a matriz [ D C) tem posto linha pleno, as estimativas dtimas (7, $*)T =limy_, 1o Xpp»
o valor minimo F(¥*) = limy 1w J(x},) e a matriz de varidncia do erro de estimativa

P =1limy . Py referentes ao problema restrito (2.8) sdo dados por

T —1
. 00 0 R 0 I 0 0
"l oozl o0 pc| |z
Y |7 lr ool |1 b7 0 o |of
F(v%) T
01 0 ocl 0o o0 0
T —1
00 R 0 I 0 0 0
p_ |00 0 0 DC 0 0
|1 o I DT 0 0 1 0
0 I 0 ct 0 o0 0 —I

2.4 Estimativa Minima Regularizada Robusta

Nesta se¢do, apresenta-se um resultado que serve como base para a obten¢ao de uma solugdo

recursiva para o problema de filtragem para sistemas lineares sujeitos a incertezas. A demons-
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tracdo desse resultado € obtida através da solucdo 6tima do problema de minimos quadrados
regularizados com incertezas.
Considere o problema de estimar um vetor de estado y por meio de um vetor de observagao

incerto (z+ 8z), proveniente do sistema linear sujeito a incertezas paramétricas
(z40z) = (C+8C)y+v,

onde v é um vetor de ruido aleatério independente de y, com média E{v} = 0 e matriz de

varidncia E{ww! } = R. As incertezas sdo modeladas como
6C 62| =HA[Ec E| |8l <1.

Segundo Cerri (2013), a estimativa minima quadratica regularizada robusta do vetor y é

definida como a solucdo para o seguinte problema de otimizacao do tipo min-max:

minmax ||y||5+[|(C+8C)y — (z+ 82)|%-1- (2.10)
Yy 6C,6z

Pode-se reconhecer (2.10) como um problema de minimos quadrados regularizados com
incertezas, cuja solucdo 6tima foi apresentada por Sayed e Nascimento (1999), para Q > 0, e
reescrita em uma estrutura matricial por Cerri (2013).

Considerando-se que, como nos problemas de filtragem que serdo tratados mais a frente,

tenha-se

0
0= [QOI O],comQ1>O,

entdo, segundo Cerri (2013), a existéncia e a unicidade da solu¢io continuam garantidas, e ela

€ calculada como na proposi¢do a seguir.

Proposicao 2.1. (CERRI, 2013) A estimativa minima quadrdtica regularizada robusta ¥* e a

respectiva matriz de varidncia P = E{éé"} do erro de estimativa & = (¥* —y) sdo dadas por:

o' o 0 7 0
0 R' o0 C z
0 0 A1 Ec E. 0
g ct EL 0 0

- -

~ O O© O

com

J:[I ]

R=R'"+R'HAI-H"R'H)'HTR™!
e A= (14 a)||[HTR™'H||, para algum o > 0.
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CAPITULO

Reguladores Recursivos para
Sistemas com Atraso Desconhecido

Este capitulo tem por objetivo desenvolver uma estratégia recursiva para o problema de con-
trole robusto de sistemas lineares com atraso variante e desconhecido no estado. Assumindo-se
que o atraso pode ser representado por uma cadeia de Markov, o SLAE ¢ transformado, pela
aplicacao do método de elevacdo, em um sistema linear sujeito a saltos Markovianos (COSTA et
al., 2005). Dessa forma, o problema de controle do SLAE € reduzido ao problema de controle
de um SLSM sem observacdo da cadeia de Markov. Uma estratégia andloga foi seguida por
Odorico (2018, Cap. 4), que deduziu reguladores lineares quadraticos robustos para sistemas
com atraso variante conhecido no estado, através de um SLSM equivalente com observacgdo da

cadeia de Markov.

Para a solucdo do problema Markoviano, utiliza-se uma metodologia proposta por Bortolin
(2017, Cap. 7), a qual, com o uso da fun¢do indicadora, reformula o SLSM como um sistema
deterministico que engloba todos os possiveis estados da cadeia, denominado sistema aumen-
tado singular (SAS).

Assim, a solu¢do para o problema de controle do SLAE € obtida através de outro equivalente
definido para o SAS, o qual consiste na otimiza¢do de um funcional de custo quadratico sujeito
a uma restricao linear. A solucdo é dada pela aplicacdo da técnica de minimos quadrados regu-
larizados robustos (Sec¢do 2.2), de maneira semelhante a abordagem proposta por Cerri (2009)
para sistema lineares de tempo discreto no espago de estados, cuja recursividade € estabelecida

por meio de equagdes de Riccati apresentadas em uma estrutura matricial.

Ao final do capitulo, exemplos numéricos ilustram o desempenho dos reguladores propostos

e os comparam a alternativas existentes na literatura que sao dadas em termos de LMIs.
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3.1 Formulacao do Problema

Considere o seguinte SLAE:

X1 = A +Ag g xi—a, + Brug, Vk >0,
Xk = (PO(k)a ke [_dmaxv 0]7

(3.1)

sendo x; € R" o estado no passo k, x;_g, € R" 0 estado atrasado em dy amostras, u; € R a
entrada de controle e ¢y(k) a condigdo inicial do sistema para k = —dynay, —dmax + 1, . .., 0.

O atraso desconhecido d; € variante no tempo tal que
0< dmin < dk < dmax; (32)

com os inteiros conhecidos dy,i, € diqax representando os valores minimo € maximo de dy, res-
pectivamente. Observe que, na situac@o de atraso conhecido e constante, tem-se dpin = dinax-

Dois possiveis casos sdo considerados para as matrizes de parametros:

Caso A: SLAE Nominal

Ak (—Ak, .AdJ( <_Ad7k (§] Bk — Bk;

Caso B: SLAE Incerto

Ak — A+ 6Ak, ‘Ad,k < Ad,k + SAd’k € Bk — B+ SBk,

sendo as matrizes Ay, Ay x € R™" e B € R conhecidas e as matrizes de incertezas 6Ay, 0A, x €

R™" e B € R™™ modeladas da seguinte forma:
SAv 8Aqx 8By =LA [N, Na,, N, (3.3)

onde L; € R™ € uma matriz ndo-nula, Na,, Na,, € R?" e Ng, € R?™ s@o matrizes conhecidas
e Ay € R?%9 é uma matriz de contragdo tal que ||Ay| < 1.

Segundo Nilsson (1998), em muitas aplicacdes reais, o atraso em um determinado passo
estd correlacionado com o atraso no passo anterior. Assim, neste trabalho, assume-se que o
atraso d; comporta-se como uma cadeia de Markov de tempo discreto. A hipétese de que o
atraso € regido por uma cadeia de Markov é muito utilizada na drea de Sistemas de Controle em
Rede, como nos trabalhos de Chan e Ozguner (1995), Mao et al. (2007) e Qiu et al. (2015). As
probabilidades de transi¢ao, que governam as varia¢des do atraso dy, podem ser obtidas através
de experimentos fisicos ou de simulacdes numéricas.

Associado ao SLAE (3.1), considere o custo de N passos Jy(x,u) definido por

N—-1

In(eu) = X Pyxy+ Y (x,{ Oxx+ul Ry uk> , (3.4)
k=0
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onde QO >~ 0, R, > 0 e Py = 0 sdo matrizes de ponderacao com dimensdes apropriadas.

O problema de regulacdo robusta para o SLAE (3.1) consiste em determinar uma sequéncia
de controle 6timo admissivel U = {uy, ..., uy_,} que minimiza o valor esperado do custo (3.4)
sob a maxima influéncia das incertezas paramétricas (3.3), sujeito a restricdo (3.1), ou seja,

min _ max E{JN(x,u)},
Uy 5Ak,6Ad7k75Bk

(3.5)
s.a X1 = Apxg + Ad g Xk—d, + B .
Observe que o problema (3.5) reduz-se ao seguinte problema de minimizac¢ao quando considera-

se 0 SLAE nominal (3.5, Caso A):
min E{JN(x,u)},

Uk

(3.6)
8. X1 = Ag Xk +Ad g Xk—dy, + B iy

3.1.1 Equivaléncia com Sistema Linear Sujeito a Saltos Markovianos

Um procedimento denominado método de elevacdo (XIA et al., 2007; HETEL et al., 2008)
pode ser aplicado ao SLAE (3.1) para a obtencdo de um sistema aumentado livre de atrasos,
mantendo-se a dinamica do sistema original. Com base nesse método, o projeto do controlador
para o SLAE (3.1), cujos atrasos possuem comportamento Markoviano, pode ser reduzido ao
problema de regulagdo de um SLSM (COSTA et al., 2005).

Com este propdsito, considere que os valores assumidos pelo atraso dj sejam governados
pela cadeia de Markov de tempo discreto 6(k) que assume valores no conjunto
§=1{1,...,s}, sendo s = dyax — dpin + 1, de modo que dy = d,;, + 6(k) — 1. Associada a ca-
deia, tem-se uma matriz de probabilidades de transi¢do P = [p;;] € R**, para todo i,j € §, cujas
entradas satisfazem a:

Pr[6(k+1)

]|6(k) = i] = pl‘j, Pl’[e(k) = i] = 7'[,"]{,
s (3.7)

Zpij:l € ng,-jgl.
j=1
Definindo-se, entdo, o vetor de estado aumentado z;, a condicdo inicial zp e a entrada de

controle v, como

Xk ®0(0)
Xg—1 ¢o(—1)
i = : , 20 = : e Vi = U, (3.8)
Xk—dpat 1 @o(—dmax+1)
Xhk—dpmax | ®0(—dmax)

o SLAE (3.1) pode ser reescrito como o seguinte SLSM:
Zket1 = Fo(k) k 2k + S (k) Vs Yk =0, (3.9)

em que as matrizes Fg(;)x € R e Gg(y x € R"™, com ng = (dmax + 1)n, sdo definidas de
acordo com o caso considerado para o SLAE:
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Caso A: SLAE Nominal

Fowx < Foyk © Gomx < Gow) ks

Caso B: SLAE Incerto

Foyk < Fowk+0Foyx € Sew)k < Gow) +06Ga k) ks

onde, para todo 0 (k) =i € §, tem-se

(i+dmin)* coluna (i+dmin)® coluna
—_—— —_———
Ay 0 -~ 0 Agre - 0 0Ar 0 --- 0 0Agr -+ 0
F; 0 OF; 0
ik = o ik =
Idmaxn : Odmaxn
0 0
B ] (5B,

0 0
Giy:=|0| e dG:=| 0 |[. (3.10)

0 0

As matrizes de pardmetros incertos sdo definidas como

(6Fix 8Giy| = Mix Dix [Nr, o, (3.11)

onde
T
M= [Ll{ 0... O} e R4 Ay = A € R,
(H'dmin)g coluna
—_——
NF}',k = |:NAk 0 e () NAd7k e () :| ERq,nd
e Ng,, = Np, € R?™ VieS.

Deve-se ressaltar que, quando i + dy,;, = 1, 0 elemento da primeira coluna da matriz Nf,, €
igual a E4, + E,,,, € os outros sdo nulos. Uma observagdo andloga € viélida para os elementos
da primeira coluna das matrizes F; ; € 0F; .

De forma semelhante, define-se uma versdo do custo (3.4) associada ao SLSM (3.9) como

N—1
In(0.2v) = 2y Povyvan + Y (ZZ Qo (k) 2k + Vi Roe) x Vk) ) (3.12)
k=0
com as seguintes matrizes de ponderacao:

Pyv)n := diag(Py,0,...,0), Qg = diag(0Ox,0,...,0) e Ry x = Re.
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Pelo que foi apresentado até aqui, estabeleceu-se uma equivaléncia entre o SLAE (3.1)
e o SLSM (3.9), sendo cada possivel valor assumido pelo atraso dj € [dyin,dmax] do SLAE
correspondente a um modo de operacao diferente do SLSM.

Portanto, o problema de projetar um regulador recursivo para o SLAE (3.1) é equivalente
ao problema de controle para o SLSM (3.9), definido por

min max ]E{HN(G,Z,V)},

Vk  8Fg (1) k:0Ga k) k (3.13)

S.a Zk+1 = g:e(k)’ka‘*—gg(k)’ka.

Como, por hipoétese, o atraso di € desconhecido, entdo o controlador nao tem acesso aos
estados da cadeia de Markov. Assim, assume-se uma lei de controle por realimentacdo de

estado independente de modo dada por
Vi = Ky zk, Vk >0, (3.14)

onde a matriz K € R™" ¢ o ganho de realimentacdo a ser determinado. Note que (3.13)
reduz-se a um problema de minimizacao no caso nominal.

A solugdo para o problema (3.13) serd determinada a partir de uma metodologia que consiste
em reformular o SLSM como um sistema deterministico que independe da cadeia de Markov,
a partir da funcdo indicadora, resultando em um sistema aumentado singular (BORTOLIN,
2017, Cap. 7). Entdo, o regulador recursivo serd projetado através da aplicacdo da técnica de
minimos quadrados regularizados robustos (Secao 2.2), da qual resultard uma solucao recursiva

em termos de equagdes de Riccati para o SLSM sem observacdo da cadeia de Markov.

3.2 Sistema Aumentado Singular

Nesta se¢do, considera-se uma abordagem deterministica do problema (3.13), segundo a
qual o SLSM (3.9) € reescrito como um sistema que agrega todos os possiveis estados da cadeia
de Markov. Para a obtencdo desse novo sistema, considere a fungao indicadora 1e, para um

conjunto C, definida por

1,seweC,

le(0) = { > y (3.15)
0, caso contrério .

Para todo i € 8, tem-se que 19— (@) =1 se (k) =i, € 11g()—;3 (@) = 0 em caso con-

trario. O SLSM (3.9) pode ser reescrito em termos da funcdo indicadora da seguinte forma:

N

Y Low=inzke1 =Y, (Fixliom=n) = + Z Gixlip=i}) Vk- (3.16)
i=1

i=1
Pré- e pds- multiplicando (3.16) pelas probabilidades de transi¢do p;;, segue que

<Zpij1{6(k)—i}> Tkl = (Zpijl{e(k)—i} Sri,k) % + (ZPU Lok 1}9zk) Vi, VjES.
i=1 i=1

(3.17)
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Sendo o estado da cadeia de Markov 0 (k) desconhecido a cada passo k, a fung¢éo indicadora
Lig(k)=iy pode ser considerada um parametro incerto. Assim, a partir da representagéo matricial
do sistema de equagdes formado por (3.17), define-se um sistema dindmico composto apenas

por matrizes de parimetros incertas, denominado sistema aumentado singular (BORTOLIN,
2017), o qual € representado por

SErzist = OMyzp -+ SNywy, (3.18)
sendo
I, F1k G1k
BT ||, sne=7 [ 3= |7, com
Iy, Fsk Gs.k
| Liowy=1yp1iln,  lioy=2yp21ln, - l{e(k):s}psllnd—
5 Liowy=1yp12ln,  Yioy=2yp22ln, -+ ligi)=s}Ps2In,
| Low=1yP1slny  Lig=2yP2slny -+ L{o(t)=s}Psslng |

As matrizes de incertezas sdo modeladas da seguinte forma:

SE, M, 6Nk}::}mmk [eEk Ext, x| (3.19)
em que
hyy 0 hpp 0 his 0
3= ' s ,
0 hgp 0 . hp 0 hg

EL = [err et e o],

Agp=diag (Az11,..., Az 1g, .. Agsl, ..o Args),

e os elementos de cada matriz sdo dados de acordo com o caso considerado para o SLSM,
definido a partir do SLAE:

Caso A: SLSM Nominal

hij =Iu, €ij = pijln, mij=pijF, nij=pijGj; e Agij=diag (1{g=i)Ins) :
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Caso B: SLSM Incerto

hij = |:Ind Mi,k} ; €ij = [pijlnd 0,{[,74} , Myj = [pijFi?/; PijNg_k} ;

ny = Gl puNG, | e Anij=diag (1o I 1oy 21)

Similarmente, a funcio indicadora também pode ser utilizada para reescrever o custo (3.12),
resultando na seguinte funcdo de custo associada ao sistema (3.18):

N—-1

V(zy) =zxPnav + Y. [zgwg,k Qi 80 1)z + i (834 Re 537/()1/4, (3.20)
k=0

onde Py € R ", Q) =diag(Qi ;. -.,0Qsk) € Rk =diag(Rix, .. .,Rs k). Os pardmetros incertos
Ok € Og x sdo modelados por

Opk =Hp Apx Ex € O = Ho Agy Eq, (3.21)
com
T
Hp =Iom, Ex=1In, A= |:1{9(k):1}1m'-~ l{e(k):s}lm] ;

T
j‘CQ :Isnd, EQ :Ind € AQ,k: |:1{9(k):1}1ﬂd I{G(k):s}lnd:| .

Portanto, o problema de projetar um regulador recursivo para o SLSM (3.13) € equivalente

ao problema de controle para o SAS, definido por

min max V(z,v),
o (3.22)
s.a OEzxi1 = OMyzx + ON vy,

onde 87 = {8q,,6x,,0 Ex,6 My, 6N, }, e com uma lei de controle por realimentagdo de estado
vk = K2k, Yk > 0. (3.23)

Observe que o vetor de estado z; e a entrada de controle v, pertencem tanto ao SAS (3.18)
quanto ao SLSM (3.9). Consequentemente, o ganho de realimentacdo que estabiliza o SAS
poderd estabilizar o SLSM.

3.3 Reguladores Robustos Recursivos via SAS

A solucdo para o problema (3.22) pode ser obtida recursivamente através da técnica de
programacdo dindmica (BERTSEKAS, 1995), resolvendo-se a seguinte sequéncia de problemas

de otimizagdo irrestrita:

min max {2%0 (zl,vo) + min max {Su,l(zg,vl) + ...+ min max {Su,t,l(z,,vt,l) +

20 83 2.V1 8y UsVi-1 &g,y

...+ min max {S,u,Nfl (ZN,VNfl) + Z]{;TNZN} }}}, (3.24)

ZNVN-1 5«3’7]\1_]
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sendo Oy = {0q,,0,,0Ex, 6 My, 8Ni} € o custo por estdgio £, x obtido pela aplicagdo do método

de funcdes penalidade (Secdo 2.1) ao problema (3.22) a cada passo k > 0, resultando em

T
0 Sy, 0
Kt 1
Lok (Ths1,v) = 0 0 [ v+ ] — | =0ax | | X
5Ek —6Nk ¢ 5Mk

Re O O
O % O (o), (3.25)
O 0 ul,

com U > 0 fixo. Assim, a solucdo para (3.24) pode ser obtida iterativamente pela otimizagao

do funcional (3.25) a cada passo, ou seja, resolvendo-se o seguinte problema:

Zgl]igk rgﬁf Tk (@r1ve) = Lus (@) + 2hs1 Prr12ast- (3.26)

Note que (3.26) € um caso particular do problema de minimos quadrados regularizados com

incertezas (2.6). Assim, a solucdo para (3.26) pode ser obtida, a cada passo, através da técnica

de minimos quadrados regularizados robustos (Se¢do 2.2), a partir das seguintes identificacdes
entre (2.6) e (3.25):

0 Prsr, x4 [Z"“], (3.27)
Vk
00 0 g 0
A<~ |00O|,0A+ | O O |,b<+ |0O]|z,
00 SE, —8N, 0
) 0 &y )
Ob —5Qk %, Ea< | O O |, Ep <+ _SQk )

S, &k, —Ex, &,

Wy  diag(Ri,Qx,puly,), H < diag (Hg,Ho,H) e A< diag (Agzk,AQk,A‘Lk).

O Lema 3.1 apresenta a solug@o 6tima para (3.26), por meio da aplicagdo do Lema 2.3, com

o relaxamento da condigdo sobre a positividade de Py, 4.

Lema 3.1. (BORTOLIN, 2017) Considere o problema de otimizagdo (3.26), com 1>0 fixado.

A solugdo dotima (7, . ,,v; ;) para cada k > 0 é dada por

T
Zz,k-Fl Ind 0 O L)L,k
vi,k = 0 Im 0 :Kl,k ks
U 00 z] [Pax
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sendo que as matrizes Ly i, X i e Py sdo determinadas por meio de

— a9 —1 — -

0 I, 0 I, O
Lk 00 0 I, O] [ly, ~Payss O 0O 0O
Kax| =100 0 0 I |0 0 Y E -N, M|, (3.28)
Pk o0 M o o0f |, O ET 0 0

0 o N 0o o0

com os blocos matriciais
~ T T T
Eeefo 0 el], Moo —ef el ], N e o el ],
2ediag(ifllm,ifllnd,%ll) e 1>0.

A solugdo apresentada pelo Lema 3.1 pode ser reduzida para a forma algébrica, resultando
nas equacdes de Riccati cldssicas obtidas para o problema de controle de sistemas sem a pre-
senca de incertezas. Dessa forma, quando o regulador robusto recursivo fornece uma solugao
para o problema de regulacdo do SLSM, e consequentemente para o SLAE, as condi¢des de es-
tabilidade e convergéncia sao equivalentes as dos sistemas lineares de tempo discreto no espaco
de estados (LANCASTER; RODMAN, 1995).

O Teorema 3.1 apresenta a solugdo algébrica robusta recursiva obtida a partir de manipula-

coes algébricas de (3.28).

Teorema 3.1. (BORTOLIN, 2017) Considere o problema de otimizacdo (3.26). A solucdo al-
gébrica robusta recursiva para cada A é dada por

-1 ~ —~ ~ —1 ~ —~ -1
Lre=(Ehep) egk{[z_xl(wk;ﬁxlgmegk) ]aMk—eNk(Mm%jﬂk\PkHaNk) x

83T\[k@k+183v[k} ;
= R NN
K= — (/Um + 87T\rk‘Pk+15Nk) &%, Prr1 €ty

_ —~ —~ ~ —~ -1 ~
Pri =0 + €5 Bey 1€, — E0 Pes €, (Mm + eyﬂkqfkﬂem) &L Wy 1€,

~ A~ 71 [— -~
sendo Wy = (/1*11—1— EEk[P/{IkHEEk) e Q= llnd.

O Algoritmo 3.1 sumariza os desenvolvimentos deste capitulo, apresentando o procedi-
mento para a obtencdo da sequéncia 6tima {vZ}kN;OI para o problema (3.22), que pode ser uma

solugdo para o problema de controle do SLAE (3.5).

3.4 Exemplos Numéricos

Sao apresentados, nesta secdo, dois exemplos ilustrativos da aplica¢do dos reguladores re-

cursivos para SLAEs desenvolvidos no capitulo. Para que tenham seus desempenhos avaliados,
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Algoritmo 3.1 Regulador Robusto Recursivo para Sistemas com Atraso Desconhecido

SLSM: Determine os parametros do SLSM: Fyx) 1> Go(x) k> Mo (k) k> N4 NGggy € 20-

SAS: Defina os parametros do SAS: I, g, Cu,, €, Ha, €, Hyp € Ex.
Regulador Robusto Recursivo:

Passo 1: Defina 1, NePy=0.
Passo 2: Calcule, paracadak=N—1,...,0:
Lok Kpxe Py via(3.28).
SLAE: Obtenha, paracadak=0,...,N —1:

X1 = Apxx +Ag g Xi—a, + Bive,

com v = fK;L’ka.

esses reguladores sdo comparados a abordagens existentes na literatura que apresentam suas
solucdes em termos de LMIs.

Cada curva de trajetdria e de custo apresentada corresponde a média calculada considerando-
se simulacdes de Monte Carlo com 1000 diferentes realiza¢des da cadeia de Markov, com hori-
zonte definido.

Em cada realizacdo, o atraso dj foi selecionado aleatoriamente, a cada passo k, no intervalo
[dmin, dmax), segundo a matriz de probabilidades de transi¢do IP, de acordo com o algoritmo pro-
posto por Haggstrom (2002, Cap. 3), apresentado no Apéndice A. No caso incerto, o parametro
de contragdo Ay foi selecionado aleatoriamente, com distribui¢io uniforme, no intervalo [—1, 1],
e fixado a cada passo de cada realizag@o.

O desempenho de cada método de controle seréd avaliado de acordo com o valor maximo do
atraso, dygyx € [1, 7], com dyin = 0 fixo.

Todas as rotinas foram implementadas no software MATLAB®, versdo 9.0.0.341360 (R2016a),
em um computador com processador Intel® Core™ i7-3770 com frequéncia de 3,40 GHz,
memoria RAM de 8,0 GB e sistema operacional Windows® 10 Home. As LMIs foram imple-
mentadas na plataforma Yalmip (LOFBERG, 2004), com o solver SeDuMi (STURM, 1999).

Exemplo 3.1 (SLAE Nominal). Considere o SLAE nominal (3.1, Caso A) com as seguintes

matrizes de pardmetros:
L_fooos] o fos o] 3
““log 10" T los o5 ¢ |3

T
e a condigdo inicial ¢o(k) = [1 —1] , para todo k < 0. Considera-se, neste exemplo, um hori-

zonte de valor igual a 1000.
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Com relagdo ao custo de N passos (3.4), adotam-se as seguintes matrizes:

Para as probabilidades de transicdo, tomam-se:

1 L., .
Pij = —, Tci,O = _7VZ7] € 87
S S

sendo s = dpgy — dpin + 1,

ou seja, a cada passo k, todos os possiveis valores do atraso sdo igualmente provdveis.

O regulador robusto recursivo, implementado conforme o Algoritmo 3.1, terd seu desempe-
nho comparado as abordagens baseadas em LMIs propostas por Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun
et al. (2009, Thm. 2).

Para o Algoritmo 3.1, assumem-se os seguintes pardmetros:

~

A=15 e Py=diag(h,0,...,0).

Consideram-se os seguintes valores para os parametros da abordagem de Sun et al. (2009,
Thm. 2):

M=M=13, =12 ic[2]]
00=02, 6,=03, §;=0,1, j€[2,7] e pu=12.
A Figura 3.1 apresenta o comportamento da média da norma euclidiana dos estados do
SLAE obtida por cada método, para dpyx =1 e dpax =1. Observe que, apesar de o valor de
dmax ter influéncia sobre o desempenho de todos os métodos, todas as trajetorias convergem

para zero. No entanto, o regulador robusto recursivo apresenta um desempenho mais suave em

relacdo as abordagens via LMIs.

Figura 3.1 — Comparagdo das médias das normas dos estados regulados.

(@) dpax =1 (b) dnax =17
175 T T T T T 175 T T T T T
—— Regulador Robusto Recursivo —— Regulador Robusto Recursivo
--------- Xia et al. (2007, Cor. 4) - Xia et al. (2007, Cor. 4)
|7 Sun et al. (2009, Thm. 2) - - = Sun et al. (2009, Thm. 2)
—~ s I —— |
= =
= =
Ny Ny
H 0,5} — = —
SO e
0L T i = Y

1
100 120
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Os ganhos de realimentacdo obtidos pelo regulador robusto recursivo e pelas abordagens
de Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun et al. (2009, Thm. 2) para dy.; = 1 foram, respectivamente,

K 1000 = [—0,3754 —0,2659 —0,1233 —0,0380] :
Ky = [—0,3394 —0,1753} e K = [_0,4553 —0,2409} .

O comportamento da média do custo de N passos Jy (3.4) obtida por cada método é apre-
sentado na Figura 3.2, para dyqx = 1 e dygx = 7. Observe que, para cada método, Jy converge
conforme o valor de N aumenta. As médias do custo otimo de N passos obtidas por cada

método sdo apresentadas na Tabela 3.1.

Figura 3.2 — Comparagdo das médias dos custos de N passos Jy.

(@) dipax =1 (b) dpax =17
15 T T T T T 40 T T T T T
—— Regulador Robusto Recursivo —— Regulador Robusto Recursivo
12,5 F—— weeernns (XIA et al., 2007, Cor. 4) Ho e (XIA et al., 2007, Cor. 4)
- -- (SUN et al., 2009, Teo. 2) 30 - - - - (SUN et al., 2009, Teo. 2) i
——
=
—
=

Tabela 3.1 — Médias do custo 6timo de N passos para cada método, conforme .

Meédia do custo otimo Jj,

Atraso .
Regulador Xia et al. (2007) Sun et al. (2009)
dypax = 1 4,77 7,96 3,31
dpax =7 13,78 21,37 15,40

Na Figura 3.3 sdo ilustradas as médias dos custos totais otimos J3y, obtidos por cada
método, conforme o valor de dy,. Note que a abordagem de Xia et al. (2007, Cor. 4) obtém
os maiores valores, ao passo que o regulador robusto recursivo e o método de Sun et al. (2009,
Thm. 2) obtém valores proximos.

Na Figura 3.4 sdo apresentadas as médias, obtidas a partir de 100 experimentos, dos tem-
pos de CPU despendidos por cada método para determinar o valor do ganho de realimentagdo.
Consideraram-se o tempo necessdrio para a resolugcdo das LMIs de cada abordagem e o tempo
para o regulador robusto recursivo determinar o ganho otimo em regime fK;kl,NC’ sendo N, o

horizonte que satisfaz a condi¢do ||Py y,+1 — Py n,|| < 0,001



3.4. Exemplos Numéricos 53

Figura 3.3 — Comparagdo das médias dos custos totais 6timos J7,, em fun¢io de dyqx.

40 T T T T T
—— Regulador Robusto Recursivo
--------- Xia et al. (2007, Cor. 4)

30 | - - - Sun et al. (2009, Thm. 2) N

Figura 3.4 — Comparac¢ao das médias dos tempos de CPU em funcdo de d,q;.

12 T T T T T
—— Regulador Robusto Recursivo ,
10 e Xia et al. (2007, Cor. 4) S
w1 ’
~ - == Sun et al. (2009, Thm. 2) ’
D 8 [ ,l -
[aW ’
@) )
3 6 v i
2. a
qa) o ,"’*
g prmm .- |
Y clckalntel p------ [ 1 ‘
1 2 3 4 5 6 7
Amax

Como a dimensdo do sistema aumentado cresce com o aumento de dy,,x, 0 tempo de CPU
despendido também cresce. No entanto, o regulador recursivo se destaca em relagcdo as abor-
dagens via LMIs por despender o menor tempo para todos os valores atribuidos a dpgy. Em
particular, para dyq, =7, as abordagens de Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun et al. (2009, Thm. 2)
apresentaram os tempos de CPU Tx ~3,97 s e Ts ~ 11,08 s, respectivamente, enquanto o tempo

do regulador recursivo foi T ~ 0,61 s.

Exemplo 3.2 (SLAE Incerto). Considere o SLAE incerto (3.1, Caso B), sendo que as matrizes
de parametros nominais, a condicdo inicial e as matrizes de ponderagdo do custo sdo como no

Exemplo 3.1. As matrizes de parametros incertos sao dadas por
1
L= | |+ Na=[02 03], Nay, =02 0], Mg =[15].

Neste caso, o regulador robusto recursivo terd seu desempenho comparado a abordagem
baseada em LMIs proposta por Xia et al. (2007, Cor. 5). As probabilidades de transi¢do e os
parametros para a execucdo do Algoritmo 3.1 sdo os mesmos que foram adotados no Exemplo

3.1, sendo o horizonte igual a 300.
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As médias das normas euclidianas dos estados do SLAE obtidas por cada método sdo mos-
tradas na Figura 3.5, para dyqx = 1 € dygx = 7. Embora o aumento no valor mdximo do atraso
impacte os desempenhos dos métodos, todas as trajetorias convergem para zero, e o regulador

recursivo apresenta um comportamento mais suave comparado a abordagem via LMIs.

Figura 3.5 — Comparagao das médias das normas dos estados regulados.
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Os ganhos de realimentacdo obtidos pelo regulador robusto recursivo e pela abordagem de

Xia et al. (2007, Cor. 5) para dy,qx = 1 foram, respectivamente,
K300 = [—0,3509 —0,2607 —0,1152 —0,0372]
e Kp = [—0,2596 —0,2043} .

O comportamento da média do custo de N passos Jy (3.4) obtida por cada método é apre-
sentado na Figura 3.6, para dy,,x = 1 e dypax = 7. Observe que, para cada método, Jy converge
conforme o valor de N aumenta. As médias do custo otimo de N passos obtidas por cada

método sdo apresentadas na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Médias do custo 6timo de N passos para cada método conforme d,;,,y-

Média do custo 6timo J5,,

Atraso .

Regulador Xia et al. (2007)
dypax = 1 6,18 67,54
7 —— 17,47 124,54

A Figura 3.7 ilustra as médias dos custos totais otimos J3, obtidos por cada método, con-
forme o valor de dy,.. Note que o regulador robusto recursivo obteve os menores valores
quando comparado a abordagem de Xia et al. (2007, Cor. 5).

Na Figura 3.8, apresentam-se as médias, obtidas a partir de 100 experimentos, dos tempos

de CPU despendidos por cada regulador para calcular o valor do ganho de realimentacdo.
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Figura 3.6 — Comparac¢ao das médias dos custos de N passos Jy.

(@) dpax =1 (b) Aimax =1
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Figura 3.7 — Comparacdo das médias dos custos totais 6timos J3,, em funcdo de dy,qy.
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Consideraram-se o tempo necessdrio para a resolucdo das LMIs da abordagem de Xia et al.
(2007, Cor. 5) e o tempo para o regulador robusto recursivo determinar o ganho otimo em
regime :KjL,NC’ sendo N, tal que ||P) n.1 — Py n.|| <0,001.
Observe que o regulador robusto recursivo despendeu menores tempos de CPU em rela¢do
a abordagem via LMIs. Em particular, para dpg, =1, tem-se que Tg ~ 0,93 s e Tx ~ 5,30 s.
Para ilustrar a influéncia da matriz de probabilidades de transicdo P sobre desempenho do
regulador robusto recursivo, a simula¢do de Monte Carlo foi realizada considerando-se trés

matrizes distintas, dadas por:

b

0,5 0,5 0,20 0,80

L pi_ [0:05 095
0,80 0,20

pi_ [05 05, 095 005
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Figura 3.8 — Comparac¢ao das médias dos tempos de CPU em funcao de d,q;.
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A Figura 3.9 apresenta as médias das normas dos estados regulados obtidas pelo regulador
robusto recursivo para cada matriz de probabilidades de transi¢do, com dy,,x = 1. Note que a

dindmica do sistema depende dos valores atribuidos as probabilidades de transicdo.

Figura 3.9 — Médias dos estados obtidas pelo regulador robusto recursivo para d,,, = 1.
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CAPITULO

Filtros de Kalman para Sistemas com
Atraso Conhecido

Apresenta-se, neste capitulo, um método recursivo para a filtragem robusta de sistemas
lineares com atraso variante no estado, supondo-se que o valor do atraso pode ser medido, e &,
portanto, conhecido a cada passo. Como em um tipico problema de filtragem, deseja-se obter,
através das varidveis de medidas, a melhor estimativa para o estado do sistema, o qual ndo é

perfeitamente observado.

De maneira semelhante a do desenvolvimento dos reguladores, faz-se uso da suposi¢do
de que as transi¢Oes entre os valores do atraso obedecem a uma cadeia de Markov de tempo
discreto. Realiza-se, entdo, a transformacao do SLAE em um SLSM equivalente, e o problema
de filtragem € redefinido em termos do SLSM, assumindo-se que ha observa¢ao do modo de

operagio.

A partir da defini¢do do problema de filtragem Markoviano, segue-se a estratégia de Cerri
(2013) para a obtengdo das estimativas de estado para SLSMs com cadeia de Markov obser-
vada. As solugdes recursivas sdo obtidas segundo uma metodologia deterministica, através da
otimizacdo de um funcional de custo quadréitico de um passo sujeito a uma restri¢ao linear, com

base nas técnicas de estimativas minimas quadraticas, apresentadas no Capitulo 2.

A recursividade das solucdes obtidas € estabelecida em termos de uma estrutura matricial

que pode ser reduzida para uma forma algébrica andloga a do filtro de Kalman convencional.

Exemplos numéricos fornecidos ao final do capitulo avaliam o desempenho das estimativas
preditoras propostas, € as comparam a outras obtidas por filtros recursivos que ndo incorporam

informacdes sobre o atraso em suas formulacdes.
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4.1 Formulacao do Problema
Considere o seguinte SLAE:

Xep1 = Arxe+Agixi—a, + Crowp,

“4.1)
i = Dixi+ Epvi, Vk >0,

sendo x; € R" o estado no passo k, x;_q, € R" 0 estado atrasado em dy amostras e y, € R” o
vetor de medida. Os vetores wy € R™ e v € R” sdo ruidos aleatdrios gaussianos mutuamente
independentes, ambos com média nula, e com matrizes de variancia E{wkwlT} = Q0 € R™™M
e E{vkvlT} = Ry 6y € R"", respectivamente, com §; = 1 se k =1 e §; = 0 em caso contrério.
Adicionalmente, as sequéncias {wy} e {v;} e a varidvel aleatdria xy s3o mutuamente indepen-
dentes.

O atraso variante d; € um inteiro que atende a condicao
0< dmin < dk < dmax;

onde os inteiros dyi, € dyqx $a0 assumidos conhecidos. A situac@o de atraso constante pode ser
tratada tomando-se i, = dinax.

Assim como no estudo do problema de controle, segue-se a linha de trabalhos como os de
Chan e Ozguner (1995), Mao et al. (2007) e Qiu et al. (2015), e supde-se que as transi¢des entre
os valores de d a cada passo obedecem a uma cadeia de Markov finita de tempo discreto.

As matrizes de parametros sdo dadas segundo dois casos considerados para o SLAE (4.1):

Caso A: SLAE Nominal

Ap Ay, Agp <A, Cr < Ci,

®k <—Dk c 8k<—Ek;

Caso B: SLAE Incerto

Ag = A+ 6Ay, Agp < Agg+0A4k, Cp < G+ 0C,
Dy < Dy + 0Dy e & < E;+ OEy,

com Ay, Az € R, G € R, Dy € RP" e Ep € RP" assumidas conhecidas. Para o SLAE
incerto, as incertezas paramétricas limitadas em norma 6Ay, 84, € R"", 6C, € R™™, 6Dy €

RP"™ e §E), € RP" seguem o seguinte modelo:

[SAk SA4k 6Ck] = LigAx [NAk Nayy ch},

[aDk 6Ek] = Loghog [NDk NE,J, (4.2)
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onde Ly € R e Ly, € RP%2 sdo matrizes ndo-nulas, as matrizes Ny, € R?", Ny, € RV,
Ec, e R1"™ Np, € R%" e N, € R?" sdo conhecidas e Ay € R4 e Ay ; € R92:92 sdo matrizes
de contragao arbitrdrias tais que [|Aj || < 1,7 =1,2.

Admitindo-se que o processo {x; } associado ao SLAE (4.1) ndo é perfeitamente observado,
tem-se por objetivo obter, a cada passo, a melhor estimativa para o estado x; do sistema. Mais
precisamente, deseja-se, com base no conjunto Z; de informacdes disponiveis até o passo k,
calcular recursivamente as estimativas 6timas filtrada, £y, e preditora, £ 1, para X € X1,
respectivamente. A saida do sistema, y, € sempre assumida mensuravel, e d; € suposto conhe-

cido, embora ndo de forma antecipada, de modo que

Zk:{y17"'7yk7d07"'7dk}' (4'3)

Serdo denotados por ey = (xx — £ x) 0 erro da estimativa filtrada e por ey = (Xx1 —
Xt «) o erro da estimativa preditora, sendo suas respectivas matrizes de varincia Pk © Pry k-
Para que se atinja o objetivo estabelecido, serd utilizada a interpretacdo deterministica do
problema seguida por Cerri (2013), baseada na solu¢do de um problema de minimos quadrados.
Segundo essa interpretacdo, as varidveis X1, X, Wy € Uk substituem as varidveis aleatdrias x|,

Xk, W € Vg, € considera-se, no lugar do sistema (4.1), o modelo deterministico equivalente

Rer1 = A+ Agpfi—a, + Criy,

(4.4)
Vi = DX+ Exvr, Yk > 0.

Associa-se, entdo, ao modelo (4.4), o seguinte funcional de custo quadratico de um passo:
N [P 2 A 12 112
T (R, Wi, V) = ka—xk|k71|‘pk—‘kl T [Vl ot HVkHRk—l, (4.5)

no qual as matrizes Oy e Ry sdo reinterpretadas como ponderagdes para os desvios de ajuste Wy
e Vi, respectivamente. Da mesma forma, Py, e Py, jx passam a ser tratadas como ponderagoes
para os respectivos erros de aproximagao & = (£ — Fxji) € i = (Frr1 — L1 ic)-

O problema estudado € entdo estabelecido como a determinagdo, para cada k > 0, das solu-
¢Oes Otimas &y, |, &, W; e ¥} que minimizam Jy (£, Wy, V) sob a maxima influéncia das incer-
tezas paramétricas, ou

min  max Jy (£, W, ),
Wi VR ki1
Ber1 = Aike+Aaifi—ag, + Cov, (4.6)
Vi = Difi+ Ebx, Vk > 0,

com & = {0A;,06A4k,0Cy,0D,0E;} € Py—y = 0. Note que, no caso do SLAE nominal, o
problema (4.6) reduz-se a uma minimizacao simples.

A partir das solucdes para o problema, definem-se

" . ok Aok A Ak A Ak
.Xk+l‘k .—Xk+], .Xk‘k .—xk, Wk|k = Wk’ c Vk|k = Vk,
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onde estdo incluidas as estimativas filtrada e preditora desejadas.
A exemplo dos desenvolvimentos do capitulo anterior, apresenta-se, a seguir, um processo
de transformac@o do SLAE (4.4) em um SLSM livre de atrasos, o que permitird que o problema

de filtragem seja reestabelecido em termos deste.

4.1.1 Equivaléncia com Sistema Linear Sujeito a Saltos Markovianos

Adota-se aqui novamente a estratégia de transformagcdao do SLAE em um SLSM livre de
atrasos, através do método de elevagdo. Para isso, os atrasos d; sdo uma vez mais assumidos
governados por uma cadeia de Markov de tempo discreto 0(k) € 8§ = {1,...,s}, s = dpax —
dmin + 1, de modo que dy = dyiy + 0(k) — 1, com uma matriz de probabilidades de transi¢dao
P = [p;ij] e R**,i,j € 8, sendo que

Pri0(k+1) = j|0(k) =i] = pij, Pr[0(k)=1i] = my,

s “4.7)
Zpijzl e 0<p;;<1
j=1
Dessa maneira, o SLAE (4.1) pode ser reescrito como o seguinte SLSM:
= F W
Tk+1 0(k).k2k T Wao (k) kWi 4.8)

Yo = Howizk+Vowivk: Vk=0,
onde o estado aumentado z; € dado por
Xk
Xk—1
T = )

Xk—dpax+1

xk - dmax a

e as matrizes de parametros sdo dadas de acordo com o caso considerado para o SLAE:

Caso A: SLAE Nominal

Fowk < Forks Woyx < Woi) ks

Howyx < Ho) .k © Vo) x < Vo) ks

Caso B: SLAE Incerto

Fow) ke < Fo i+ 6Fa ) ks Wow) x < W) + Wo k) i
Howyx < How) .k + Howy x € Vo) x < Vo) .k + Vo) ks

sendo, para cada i = 0 (k) € S,
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(i+dpin)® coluna (i+dpin)* coluna
—— —N—
Ay 0 <o 0 Agp - 0 SAr 0 - 0 8Agx 0
F; 0 OF; 0
ik = R ik = .
Idmaxn : Odmaxn :
0 0
] [5¢;)
0 0
Wig:= 0], Wy:=| 0 |, (4.9)
0 0
Hig:= Dy 0 0 ... 0], 8H:=[6D, 0 0 ... 0],

Vik := Ex e 6Viy := OEy,

com Fjy, 8F;y € R""d; W, i, 6W; € R™™; Hyy, 6H; € RP™ e Vg, 8V € RP, sendo ng =

(dmax + 1)n. Assim, tem-se o seguinte modelo para as matrizes de incertezas:

[5Fi,k SVVi,k} =Mk Dok [NFi,k NWi,k] )

[SHi,k 5Vi,k} =My ;i Dok [NHi,k Nv,»,k] ,

com as matrizes aumentadas

T
M= [LlTJc 0 ... 0} ERMA Ny = A € RIV,
(i+dpin)¢ coluna
N
NFi,k = [ NAk 0O --- 0 NAd,k e 0 ] c RCIh”d, NWi,k ::NCk c qu,m,

Mz,i,k = Lz/k € Rp7q2’ AZ,l,k = Az,k c R%ﬂz)

Ny i=|[Np, 0 ... O] €R™M, Ny := Ny €R2', Vi€,

(4.10)

(4.11)

Nota-se que, quando i + dp, = 1, 0 elemento da primeira coluna da matriz N, € igual a

E4, +Ea,,, e os demais sdo nulos. Os elementos da primeira coluna das matrizes Fjx e 6F;

estdo sujeitos a uma observagdo andloga.

Foi estabelecida, entdo, uma equivaléncia entre o SLAE (4.1) e o SLSM (4.8), segundo

a qual cada possivel valor do atraso dy € [din,dmay] do SLAE corresponde a um modo de

operacdo diferente do SLSM. As estimativas para o SLAE podem, entdo, ser obtidas a partir
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das estimativas filtrada e preditora para o SLSM, denotadas, respectivamente, por

Lxjk Ker 1)k
Kk 1lk Rklk
Lk = : e Lkt = : ; (4.12)
Ke—dpa+ 1]k Xk dpa+2Jk
| k—dpalk | | Skt 1]k

cujas respectivas matrizes de variancia do erro de estimativa sdo denotadas por Py € Pryqjk-
Adotando-se novamente a interpretacdo deterministica utilizada para formular o sistema
(4.4), com as varidveis Wy, x,Zx € Zx41 substituindo as varidveis aleatorias wy,vi,zx € Zx+1 do

sistema (4.8), o custo quadrdtico (4.5) pode ser reescrito em termos do SLSM como:
(o, 00) = 12— et 151+ I0ell? 1+ 19l (4.13)
klk—1 2 k

O problema de filtragem para o SLAE € equivalente, portanto, ao problema definido para o
SLSM, estabelecido da seguinte maneira:
_min - max Ji(Z, Wk, V),
WisVkoZkolier1 8
1 = Fow)alk + Wo i) kWi (4.14)
Yo = Howulk+Vouyide, k=0,

cujas solugdes minimizam o custo (4.13) sob a méxima influéncia das incertezas paramétri-
cas & := {6Fp () x,0Wo k) k:OHo (k) 1-0 Vo (r) x }» € incluem as estimativas filtrada e preditora para o

SLSM, respectivamente:
2o =2 € L= Zeg- (4.15)

Note que, no caso do sistema nominal, o problema (4.14) reduz-se a uma minimizacao
simples.

Na equivaléncia construida, o conhecimento do atraso do SLAE a cada passo corresponde a
observacao do modo de operacdo do SLSM. Sendo assim, serd apresentada, na préxima sec¢ao,
a solucdo para o problema (4.14), sob a suposicdo de que o modo de operacdao do SLSM ¢

observado.

4.2 Filtros de Kalman via SLSM

Nesta se¢do, buscam-se solugdes para o problema (4.14) na situagdo em que o atraso dy do
sistema (4.1) € conhecido a cada passo, o que, no contexto da transformacao realizada na secao

anterior, corresponde a observag¢do do modo 6(k) do sistema (4.8).
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As estratégias para a obten¢do da solucao baseiam-se no método de fun¢des penalidade e nos
resultados para as estimativas minimas quadraticas ponderada e regularizada robusta, apresen-
tados no Capitulo 2. Inicialmente, o problema (4.14) é colocado em um formato conveniente, a

depender do caso considerado para o SLSM, derivado do SLAE: nominal ou incerto.
Caso A: SLSM Nominal
Neste caso, reescreve-se o problema (4.14) como

min AR
Wies Xkt 1 v H]" (4.16)

s.a Y =M X1 +News,

sendo
g)k|k—1 0 0 2 2k — 2k|k—1
Pr=1 0 O 0], Xgy1:= [2k+1 y Wii= Wi ) 4.17)
0 0 Ry Dk
I 0 -1 0 0 Zkjk—1
My = Fe(k),k —I|, Ne:=10 WG(k),k 0 e % = 0
Ho(p 0 0 0 Vopx Vi

Caso B: SLSM Incerto

Pelo método de funcdes penalidade, o problema de otimizagao restrito (4.14) pode, neste

caso, ser aproximado, para cada k > 0 e cada u > 0, como o problema irrestrito

rréi/nrg%x %(Tgke%( + (T +6T%) Zi — Z,k)T,uI((‘Ik +0T) 2k — Zi), (4.18)
k k
onde | ) ) )
Tk_|k—l 0 0 00 2k — Zkfk—1
0 Q' 0 00 Wi
= 0 0 R 0O, = Dk :
0 0 0O 00 2k
| 0 0 0 0 0] Zkr1
-1 0 0 1 0 Zklk—1
Te:=10 We(k),k 0 FB(k)k 1|, Zy:= 0
0 0 Vewi Howus O Yk
0 0 0 0 0

€ 57[( = |0 6W9(k),k 0 5F9(k),k 0
0 0 6V9(k),k 6H6(k),k 0
Com o problema reformulado convenientemente, ele pode ser reconhecido como um caso

particular do problema de minimos quadrados ponderados (Se¢do 2.3), no caso nominal, e de
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minimos quadrados regularizados com incertezas (Se¢do 2.4), no caso incerto. Estabelecem-se,

entdo, as seguintes identificacdes entre (4.16) e (2.8):

Ve Wi, ¥4 Xy, R Py,

C+ My, D+ Ny, 2+ %, (4.19)
e as seguintes identificacdes entre (4.18) e (2.10):

Q<+ Dp, vy 2, C Ty 24 2y, 6C + 8Ty,

0
soe o] Eoe |0 Mows O N O g 0],
0 0 0 NVO(k)Jc NHe(k),k 0 0
0 X A 0
H< (Mjgpx 0 ,A<—[ 178(")”‘ N ],R<—u11. (4.20)
2,0(k) k
0 M k) k A

Tendo-se em vista as identificagdes realizadas, o problema (4.14) pode ser solucionado pela
aplicacao do Lema 2.4, no caso nominal, e da Proposicao 2.1, no caso incerto.

Ap6s manipulacdes algébricas, € possivel mostrar que as estimativas filtrada e preditora para
o SLSM (4.8), a partir das quais podem ser obtidas as estimativas para o SLAE (4.1), podem
ser calculadas através de uma mesma estrutura matricial, tanto no caso nominal quanto no caso

incerto, como no lema a seguir.

Lema 4.1. (CERRI, 2013) As estimativas de estado para o sistema (4.8) e as respectivas ma-

trizes de varidncia do erro, para cada | > 0, sdo dadas por:

00/ |22 0o 1 o0 0 0
2k|k iPk|k * _ 00 0 6;17]{ dﬁ( '@k % 0 7 (421)
T * Prgap d | 0 I 0 0 0
0 I 0 A 0 0 0 —I
com
Prk1 0 0 -1 0 0
P=1 0 O 0|, =0 Wopp 0 |, (4.22)
0 0 R 0 0 Vewu
1 0 Zhk—1
@k = FO(k),k —1 ,% = 0 s
Hopyx O Yx

sendo as matrizes de parametros dadas de acordo com o caso considerado para o SLSM:
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Caso A: SLSM Nominal

~

Fouyx = For) ks W)k = Wo) ko Hok)x = Hok) ko Vo) x = Vo(k) ks
I=1, Sux=M1 "1, Y=y

Caso B: SLSM Incerto

= Fowyk | o Wowr k| 5 Howyk| o Vo (k)

Fowy,x = " Wouk = s Horyx = s Yok = e

NFe(k),k NWe(k) k NHG(k) k NVe(k),k
ulr o0 0
f: ! 76uk_ 0 E]Hk 0 7‘Hk_ Yk ’
0 ’ 0
0 0 X0k

onde

-1 a1 T
WA M kMg O |,
k= 0 /i_l , J = 1,4,

e A é obtido de acordo com a Proposicdo 2.1, levando-se em conta as identificacoes (4.20).

Pelo método de funcdes penalidade, a solu¢do 6tima para o problema (4.14) é fornecida

pelo Lema 4.1 a medida em que u — . Como a Proposi¢do 2.1 estabelece que

).

tem-se que (L — oo implica A — oo, de forma que &, x — 0, tanto no caso nominal quanto

S <H/,L diag (Mfe(kLle,9(k),k7M2T,6(k),kM279(k)>k)

no caso incerto.

Na situagdo descrita no pardgrafo anterior, as estimativas preditoras fornecidas em (4.21)
e suas respectivas matrizes de variancia do erro podem ser escritas como solucdes algébricas,
as quais assemelham-se as equacdes do filtro de Kalman padrao (KALMAN, 1960; SAYED,

2001), como mostra o proximo lema.

Lema 4.2. (CERRI, 2013) A estimativa preditora i 1k e sua matriz de varidncia do erro,

apresentadas no Lema 4.1, podem ser reescritas, quando L — oo, como:
Caso A: SLSM Nominal

Zir 1k = Fooy xlir—1 + F(-)(k),kfpk\kleeT(k),k(He(k),kfpk\kflHeT(k)_,k + Ve(k),kRkVQT(k),k)il (x — Ho (k) i Zkjk—1)>
Prer 11k = FouoPrwFo .1 + Wo «QiWe i i

onde

Prke = Prgp—1 — ka|k—1Hg(k),k(He(k),ka|k—1Hg(k),k + Ve(k),kRkveT(k),k)71H9(k),kfpk\k—l-
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Caso B: SLSM Incerto

g = 1k (Fe(k),k2k|k71 +F9(k),k?k\k71H6T(k).,k X

N N N N -1 N
(He(k),k?k\kleg(k%k + Ve(k)7kRkV9T(k)7k> ) <Hk - He(k),k2k|kfl> ;

. . . . -1 N . .
Ho o xPu—1Hgg 1 + Ve(k).,kRkVeT(k),k) He(k),k?km) Fg a1+ Wow) xQcWe o) 4

A 1
sendo Piy = (ﬁE,{‘U)
O Algoritmo 4.1 sintetiza os desenvolvimentos do capitulo, fornecendo os passos para a
obtencdo das estimativas de estado para o SLAE (4.1), cujo atraso é conhecido, através da

metodologia proposta.

Algoritmo 4.1 Estimativas Filtrada e Preditora Recursivas para Sistemas com Atraso Conhe-
cido

SLSM: Determine os parémetros do SLSM: FG(k)JC’ We(k),k’ He(k),k’ V@(k)7k’ M179(k)7k’ MZ,G(k),k’
NFG(k),k’ NWG(k)ﬁk’ NHe(km ¢ NVe(k),k'

Filtro Recursivo:
Passo 1: Defina t, N, Zo|_1 € Po—1 = 0.

Passo 2: Calcule, paracada k=0,...,N—1:

ks Zhr 1l Prge © Prprp via (4.21).

Passo 3: Obtenha, paracadak=0,...,N —1,

Kkl Rhr1lk
. . X1k . . ik
Rk de Gk = : e X1k de Zepp =
x\k_d;ntu'k jc\k_dmax"‘l |k

4.3 Exemplos Numéricos

Sao apresentados, nesta sec¢do, dois exemplos de aplicagdo dos filtros nominal e robusto
para sistemas com atraso conhecido apresentados no Algoritmo 4.1, denominados aqui "filtros

com atraso". Nesses exemplos, seus desempenhos sdo comparados aos de filtros nominais e
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robustos que nao incorporam explicitamente em sua formulagdo a presenca de atraso no sis-
tema estudado, chamados de "filtros sem atraso". Assim, pode-se avaliar o nivel de degradacao
imposto pelo atraso no desempenho dos filtros sem atraso, e a vantagem oferecida pelas estra-
tégias propostas neste trabalho, nesta situacdo. No primeiro exemplo, considera-se o caso do
SLAE nominal, e, no segundo, o do SLAE incerto.

Como filtros sem atraso, foram empregados para estimar o estado do sistema (4.1) os pro-
prios filtros nominal e robusto do Lema 4.1, mas sem aplicar ao sistema o processo de trans-
formacdo apresentado no capitulo. Dessa forma, os filtros tratam o modelo como um SLSM
degenerado, com um dnico modo (s = 1,6, = 1Vk, P = 1), e o termo do atraso é completa-
mente ignorado por eles. Conforme notado por Cerri (2013), esses filtros assemelham-se a
abordagens tradicionais como o filtro de Kalman padrao (KALMAN, 1960), no caso nominal,
e o filtro robusto para sistemas lineares proposto por Sayed (2001), no caso incerto.

As comparagdes sdo estabelecidas por meio do critério (4.23), utilizado por Sayed e Nasci-
mento (1999), de forma que, nas figuras 4.1 e 4.2, cada ponto no passo k do horizonte N = 1000
corresponde a média do quadrado das normas dos erros das estimativas preditoras, calculada
considerando-se simulacdes de Monte Carlo com T = 1000 realiza¢des da cadeia de Markov,

ou

1

T . .
Elecl®} = E{lbe =}~ 7 1 i =5 (4.23)
]:

onde x,(cj Ve x](cf ,2_1 representam, respectivamente, o estado real no passo k e a estimativa preditora
no passo k — 1, na realizacao j.

Os processos de ruido {wy } e {v;} foram selecionadas aleatoriamente para cada realizagdo,
com distribuicdo normal, média nula e variancias Q; e Ry, respectivamente. O atraso d; foi
selecionado aleatoriamente no intervalo [dpin, dmax), segundo a matriz de probabilidades de
transi¢do [P, de acordo com o algoritmo de Héaggstrom (2002, Cap. 3), e fixado a cada passo k
de cada realizacdo, conforme os desenvolvimentos do Apéndice A. As contragdes Ay € Ay i
foram selecionadas aleatoriamente, com distribui¢éo uniforme, no intervalo [—1, 1], e fixadas a
cada passo.

O desempenho de cada filtro sera avaliado de acordo com o valor méximo do atraso, para
dpax = 1 € dpax = 7, com d,,;, = 0 fixo.

Todas as rotinas foram implementadas no software MATLAB®, versdo 9.0.0.341360 (R2016a),
em um computador com processador Intel® Core™ i7-3770 com frequéncia de 3,40 GHz, me-

moria RAM de 8,0 GB e sistema operacional Windows® 10 Home.

Exemplo 4.1 (SLAE Nominal). Considere o SLAE nominal (4.1, Caso A) com as seguintes

matrizes de pardametros:

09 05 —045 025 10
y Agx = , G =
0 09 0 —045 11

k_

Y

Dy = [1 —3], E, =0.5.
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Para as matrizes de varidncia dos ruidos, tomam-se:
Qk:212 e RkZI, \V/kZO

Além disso, os seguintes valores sdo adotados para os pardametros de inicializagcdo do Al-

goritmo 4.1 e para as entradas da matriz de probabilidades de transicdo do valor do atraso:

u=10%Po_y =1,%_; =0,

1 1
Pij = §7 o= ;’ Vi?j € 87 sendo s = dpax — dmin + 17

de forma que, a cada passo, todos os possiveis valores do atraso sdo igualmente provadveis.

A Figura 4.1 apresenta as médias dos erros de estimativa obtidas pelo filtro nominal com
atraso e pelo filtro nominal sem atraso, para dyq, = 1 e para dy =7, para o caso do SLAE
nominal. E possivel observar que o filtro com atraso foi capaz de obter erros menores em

relacdo ao filtro nominal sem atraso, para os dois valores de atraso mdximo.

Figura 4.1 — Comparagao das médias dos erros de estimativa.

(a) dmax =1 (b) dmax =7
40 T T T TTTTIT T T T TTTTIT T T 1T T 1111 40 T T T TTTTTT T T T TTTTIT T T T T 1111
--------- Filtro Nominal sem Atraso - Filtro Nominal sem Atraso
—— Filtro Nominal com Atraso —— Filtro Nominal com Atraso
~ 30| 1 = 30 |
/M /M
o o
N N
~ | e v vy ——
I T T S E o (i
< =
N N
— —
I (N 1 H
i RV NPTV
/_/' ey es g
0 Lol Lol L1l Lo il Lo il Lo LIl
100 10! 102 103 100 10! 102 103

k k

Exemplo 4.2 (SLAE Incerto). Considere o SLAE incerto (4.1, caso B) com os pardmetros no-

minais iguais aqueles utilizados no Exemplo 4.1, e com os seguintes pardmetros de incertezas:

:
L= , Lo =1,
Na,= (001 06|, N, =001 06], Ne,=[1 2],
Np, = [1 2|, Ng, =075

Consideram-se os mesmos valores adotados no Exemplo 4.1 para as matrizes de varidncia
dos ruidos, para os parametros de inicializagdo do Algoritmo 4.1, para I e para as entradas

da matriz de probabilidades de transicdo do valor do atraso.
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Para o pardametro A, toma-se A = 1,5|H'R'H
identificacoes (4.20).

As médias dos erros de estimativa obtidas pelo filtro robusto com atraso e pelos filtros

, com H e R dados de acordo com as

nominal e robusto sem atraso sdo apresentadas na Figura 4.2, para dy,.x = 1 e para dyqx = 7.
Observa-se que todos os filtros tiveram seus desempenhos afetados pelo aumento do valor de
dmax- Apesar disso, para ambos os valores considerados, os menores erros de estimativa foram

obtidos pelo filtro robusto com atraso. O filtro robusto sem atraso apresentou erros menores em
relacdo ao filtro nominal sem atraso.

Figura 4.2 — Comparagdo das médias dos erros de estimativa.

LFTh
-

(@) dypax =1 (b) dax =7
50 T T T TTTTIT T T T TTTTIT T T T T 11717 60 T T T TTTTIT T T T TTTTIT T T T T 1111
--------- Filtro Nominal sem Atraso «wewees Filtro Nominal sem Atraso
40 || = - - Filtro Robusto sem Atraso il 50 || - - - Filtro Robusto sem Atraso
a —— Filtro Robusto com Atraso a —— Filtro Robusto com Atraso
ke o
= (SRR SRR VPRI
= =
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CAPITULO

Filtros de Kalman para Sistemas com
Atraso Desconhecido

Este capitulo € dedicado a apresentacdo de um método recursivo para a filtragem robusta de

sistemas lineares com atraso variante e desconhecido no estado.

Uma vez mais, faz-se uso da suposicdo de que as transi¢cdes entre os valores do atraso
obedecem a uma cadeia de Markov finita de tempo discreto, e estabelece-se o problema de
filtragem em termos de um SLSM equivalente, assumindo-se que ndo hd observacdo do modo

de operacao.

Utiliza-se, entdo, a abordagem de Cerri (2013) para a obten¢@o das estimativas de estado
para SLSMs com cadeia de Markov ndo observada, segundo a qual o SLSM ¢é reformulado
como um sistema sumentado, o qual € independente do modo de operacdo, através da funcao
indicadora. Essa reformulacdo € inspirada no filtro linear recursivo baseado no critério de erro
minimo quadratico médio (MMSE, do inglés Minimum Mean Square Error), proposto por Costa
(1994).

Seguindo-se uma metodologia deterministica, as solu¢gdes recursivas sdao obtidas por meio
da otimizacdo de um funcional de custo quadratico de um passo sujeito a uma restricao linear,
com base nas técnicas de estimativas minimas quadraticas, apresentadas no Capitulo 2. Elas sdo
calculadas por meio de uma estrutura matricial andloga aquela apresentada no caso de atraso
conhecido, e que pode ser reduzida a uma forma algébrica semelhante a do filtro de Kalman

convencional.

O desempenho das estimativas preditoras propostas € ilustrado por meio de exemplos apre-
sentados ao final do capitulo, nos quais elas sdo comparadas a estimativas obtidas por filtros

recursivos que nao incorporam, em suas formulagdes, informagdes sobre o atraso.
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5.1 Formulac¢ao do Problema

Considere o seguinte SLAE:

X1 = Ak +AdpXc—a, + Ciewr,

(5.1)
i = Dpxg+Epvg, Vk >0,

sendo x; € R" o estado no passo k, x;_q, € R" 0 estado atrasado em dy amostras e y; € R” o
vetor de medida. Os vetores wy € R” e v € R” sdo ruidos aleatdrios gaussianos mutuamente
independentes, ambos com média nula e com variancia unitdria, isto €, com as respectivas
matrizes de variancia E{wyw! } = QO = 1,6y € E{vyv] } = R = 1,8y, para todo k, com & = 1
se k =1 e &y = 0 em caso contrdrio. As sequéncias {wy} e {vi} e a varidvel aleatdria xo sdo
mutuamente independentes.

O atraso variante d; € um inteiro desconhecido tal que
0< dmin < dk < dmax;

onde 0s inteiros dy,;;, € dyq a0 assumidos conhecidos.

Como j4 € usual neste trabalho, segue-se a linha de abordagens como as de Chan e Ozguner
(1995), Mao et al. (2007) e Qiu et al. (2015), supondo-se que as transi¢des entre os valores de
dy a cada passo obedecem a uma cadeia de Markov de tempo discreto (k) € S={1,...,s},s=
dyax — dmin + 1, de forma que d, = d;, + 0 (k) — 1, com uma matriz de probabilidades de transi¢ao
P = [pij] € R%*,i,j € §, sendo que

Pr(6(k+1) = jl6(k) = i] = pij, Pr[0(k)=i] =T,
(5.2)

N
Y pij=1e0<p;<l.
j=1

As matrizes C, € R ¢ E; € RP"" sdo conhecidas, sendo E E kT > (0 para todo k. Consideram-

se dois casos para as demais matrizes de parametros do SLAE (5.1):
Caso A: SLAE Nominal

Ap A, Agp < A

(& 'Dk — Dk;
Caso B: SLAE Incerto

Ak — A+ SAk, .AdJ( < Ad,k + 6Ad7k
e Dy« Dy+ 06Dy,
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com Ay, Agx € R™" e D € RP" assumidas conhecidas. No caso incerto, as incertezas parameé-

tricas limitadas em norma 0Ay, 644 € R"" e 0Dy € RP" sdo modeladas como:

[SAk 6Ad7k} = LijAik [NAk NAd’k]v
0Dy = Ly A iNp,, (5.3)

onde as matrizes Ly ; € R™9! e L, ; € RP% sdo ndo-nulas, as matrizes Ny, € RY", Nay,. € R4
e Np, € R%" sdo conhecidas e Ay, € R79! e Ay € R992 sdo matrizes de contragdo tais que
1Al < 1,j=1.2.

Supondo-se que o processo {x; } ndo é perfeitamente observado, tem-se por objetivo calcular
recursivamente, a cada passo, as estimativas otimas filtrada, %y, e preditora, % 1, para xy €
Xk+1, respectivamente, com base no conjunto Z; de informacdes disponiveis até o passo k. A

saida do sistema, y;, ¢ sempre assumida mensuravel, de forma que

Zi={y1, .-y} (5.4)

Assim como no capitulo anterior, adota-se aqui a abordagem segundo a qual o SLAE (5.1)

€ reescrito como o seguinte SLSM:

Zr1 = Fowazk +Wok) xWes (5.5)
Yo = Howizk+Vowivk: Vk=0,
sendo as matrizes de parametros dadas de acordo com o caso considerado para o SLAE:
Caso A: SLAE Nominal
Fow)k < Fowker Wokyk < Woi) ks
How)x < How .k € Vo) k < Vo) k>
Caso B: SLAE Incerto
Fok)x < Fow)k+ Fok) 6 W)k < Wor) + Wo i) 1
Howyx < Ho )k + Ho) x € Vo) < Vo) k + Vo) ks
com
[aFi,k 5VVi7k} =My Dk {NF,-J{ NW,',,{] ,
[5Hi,k 5Vi7k} =Mk Dok [NH,},{ Nv,-vk] : (5.6)

O estado aumentado z; e as matrizes de parametros nominais € de incertezas do sistema
(55)9 E,ka 5E,k € R, W/i,/ﬂ 6‘/Vi,k € R, iks 5Hi,k € R ¢ ‘/i,k75‘/i,k € RP", com ng =
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(dmax + 1)n, sdo construidas pelo método de elevagdo, de maneira idéntica aquela apresentada

na Subseg¢do 4.1.1. Note que aqui assumem-se 6Cy e 0 E; nulas, de forma que
6W6(k),k =0 e 6V9(k),k =0.

Além disso, os processos {wy } e {vi } e a cadeia de Markov 6 (k) sdo assumidos mutuamente
independentes, e as varidveis aleatérias zp e 6(0), independentes.
As estimativas para o SLAE podem, portanto, ser obtidas a partir das estimativas filtrada e

preditora para o SLSM, as quais sdo denotadas, respectivamente, por

Lkl K1)k
X1k Xilk
2k = e Zkripk = . 5.7)
K+ 1)k Kk —dpax 2]k
| K- dpak | |kt 1k |

Como, neste capitulo, supde-se que o atraso d; do sistema (5.1) é desconhecido, entdo
ndo hd observacdo do modo de operacdo 0 (k) do SLSM (5.5). Sendo assim, apresenta-se,
na proxima secdo, uma metodologia através da qual o SLSM ¢é reescrito como um sistema
aumentado que engloba todos os possiveis modos de operagdo. Observe que, diferentemente
do sistema aumentado singular (Capitulo 3), este modelo € obtido por meio de uma varidvel

auxiliar dada em termos da funcao indicadora.

5.2 Sistema Aumentado

Para que seja possivel obter as estimativas para o sistema (5.5) sem observacao do modo de
operacdo, constrdi-se, nesta secao, uma representacao equivalente independente de modo.

A metodologia, apresentada por Cerri (2013), consiste na aplicacdo de um segundo processo
de aumento ao sistema (5.5), fazendo-se uso, novamente, da fun¢do indicadora 1e, para um
conjunto C, definida por

1, se w e C,

le(w) = . (5.8)
0, caso contrério ,

de modo que, paratodo i € 8, 1 ()= (@) =1 se 6(k) =i, e 1;9()—; (@) = 0 em caso contrdrio.

Definindo-se, para cada j € 8, a varidvel auxiliar

3jk =2l {o()=j) € R™, (5.9)

constroi-se o estado aumentado
31k
=1 ¢ | eR™, (5.10)

ds.k
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A equacdo de estado do SLSM (5.5) pode ser reescrita em termos da varidvel auxiliar (5.9)

como
1 = Fowyazk T Won) kWi
N

= Y Fukarlgow=iy + Wo ) oWk
i=1
)
= Y Fisrdik +Wor) kW
i=1

de modo que, para cada j € §, tem-se

ikt = 2 Lo(ka)=j) = (Z \ffi,kﬁi,k> Lioks1)=j3 T Wow) oWk liok+1)=j)-
i=1

Somando-se e subtraindo-se o termo [pl iF1k o ps jﬁ},k} 3k ao segundo membro dessa

igualdade, vem
Jjktl = [mﬁ"l,k st"fs,k]3k+We(k),ka1{e(k+1):j}
+<1{9(k+1):j} [?uc ?s,k]—[mjfﬂ,k psj?s,kDZak- (5.11)

Por sua vez, a equagdo de saida do SLSM pode ser representada em termos do estado au-

mentado (5.10), como:

Ve = Heowrzk + Vo) kv
S

= ) Hirzliowy=ir + Vo) kvk (5.12)
i=1
= [g{l,k Hop -+ st,k] 3+ Vo) kve-

Empilhando-se as equacdes (5.11) para todos os j € S e tomando-se (5.12), é possivel repre-

sentar o SLSM (5.5) em termos do estado aumentado (5.10) como o seguinte sistema auxiliar:

3k+1 = Skdk +Mpr13k+ O,

(5.13)
Vi = ikt Vo) iV

onde as matrizes de parametros §; € R*®%d e §, € RP*'4 sao dadas de acordo com o caso

considerado para o SLSM:

Caso A: SLSM Nominal

Sk < i, Dr — I

Caso B: SLSM Incerto

Sk Fi+ 0F, Oy — I+ 6.4,
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com
F=PT@1,,)Fr, 7= (PT ®1,,)5F,
M1 = ((.Tk_,_] ®Ind)Fk € R
onde
Fk = diag(FLk,...,F,,k), 5Fk = diag(5F17k,...,5FS7k) €
Ligkry=1y =Pt ljorn=1y —P21 --- ligr1)=1} —Ps1
| New+n=2y — P12 Legin=2y —P22 - l{ow+1)=2} —Ps2
Tk+1 = . . . . )
Ligkrny=s} —P1s  l{or1)=st —P2s - l{ok+1)=s} — Pss
e
Wo ) xWiklio(ks1)=1}
W wil _
o= | ok k'{e(k+l)72} e R,
Wo ) kWil {6(k+1)=s)
«%'%Z[Hl,k Hyp - Hs,k]7 5%2[5H1,/< OHy; - 6Hs,k] € EPd,

As matrizes de incertezas paramétricas podem ser escritas segundo o modelo limitado em

norma, como:
0%y = M Az Nz,
0.7, = Mk Ay kN, (5.14)
onde

M= P @I, diag(My ji)'—, Az g = diag(Ay i)'y, No, = diag(Ng,, )5,

Mo = My Mapi - Mz,s,k] s Ao g = diag(Da jx)jo1, Nog = diag(Nuy,)j—1-
Definindo-se, a partir do sistema auxiliar (5.13),

& = M1z + S

(5.15)
O = Vo Ve

€ possivel reescrevé-lo uma vez mais como o sistema aumentado independente de modo

31 = Skdk+ G

(5.16)
Yk = Sidk+ O,

no qual & e ¢ sdo interpretados como ruidos aleatdrios aditivos.
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A estratégia para a obtengdo das estimativas de estado para o SLSM (5.5) consiste, entdo,
em calculé-las a partir das estimativas filtrada e preditora para o sistema aumentado (5.16),

dadas, respectivamente, por

31Kk 31t 1)k
= | e Skiilk = : ; (5.17)

ds,k|k ds,k+1|k

e que estdo associadas as respectivas matrizes de variancia do erro de estimativa Zk‘ k€ Zk+1\ k-
Antes que o problema de estimativa para o sistema (5.16) seja definido, apresentam-se, no
préximo lema, expressdes para as médias e as matrizes de covariancia dos ruidos &; e @. Os

detalhes de demonstragdo podem ser encontrados em Cerri (2013).

Lema 5.1. (CERRI, 2013) Sejam {wy} e {vi} sequéncias de ruidos aleatdrios satisfazendo:
O E{wi} =0, E{wew! } =Ie E{wyw! } =0 para k # I;
O E{w}=0,E{wv]} =Ie E{vpv! } =0 para k #1;
O E{wyv! } =0paratodokel.

Considere as sequéncias {&;} e { @i} geradas por meio de (5.15). Entdo, para todo k e l:

(i) E{&} =0e E{¢g} =0;
(ii) Tem-se
N N
Qk = E{ékng} = diag (Z pijﬂ-'nkzl-’kﬂ-{k) —SkaSIZ +diag (Z DijT;, kWi W, k > - 07
i=1 =1

sendo Zy -= E{gkgz} =diag(Zjx) e Zjy:= E{gﬁkg,]r’k}, com Zj y dada pela seguinte equa-
cdo recursiva:
N
Zij = Y pijFixZix Tl + ZPzﬂTl Wik Wih

i=1 i=1

S
(iii) R :=E{Qe@) } =Y mxViaVili
i=1

(iv) E{&S&} =0 e E{gup/ } =0, se k #1;

(v) BE{&zl } =0, E{quz] } =0 e E{& o] } = 0.

E possivel obter limites superiores e inferiores para as matrizes de variancia incertas Z ik €
Q. (CERRI, 2013). Para todo j € S e todo instante k, verifica-se

Zrjkr1t 2 Zjkv1 2 Lsjker s
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com
: 1 1 AT 1 T T
Z1jkr1 = Zpij (Fi,k(ZLi,k + 04y 4 Ng NEL) ™ Fig— 0i M i M 1,i7k> +
i—1
. T T
Y piimiaWiaWiy, Z1jo = E{z02) } 70 (5.18)
i=1
e

S
R —1 -1 T —1 T T
Zs j ki1 i= ) Dij (Fi,k(ZsM — O NE NE )™ Fip+ s kM i M 1,i,k) +
i=1

S
Y i WiaWik, Zs,jo = E{z07 } ;0. (5.19)
i=1

Como consequéncia, tem-se também
Qrk = U = Qs

onde

N
: -1 —1 AT —1 5T T
Qi = diag | ) pij <Fi,k(Zz,l~,k +04 N NEG) ™ Fig — oMy oM 1,i,k>
i=1

S
(ﬁk (Z, P ﬁs?i}k‘N(T%cNﬁQ_lykT + Bs,i M1 M, 1Tk> +diag | Y. i Wik Wi (5.20)
i=1

S
: ~1 —1 N 1T T
Qs = diag Y pij (Fl}k(ZS,i,k = O i 4 NF NEy )™ Fig+ O kM i kM 1,i,/<>
i=1

N
(a@k(zf, ¢ +BLANENZ) T F - ﬁl7i,k///1,k///17:k> +diag | Y. pijm Wi Wi |, (5.21)

i=1
sendo Z; y = diag(Z; j) € Zsx = diag(Zs jx). Em (5.19)-(5.18) e (5.20)-(5.21), os escalares
Oi ks Osiks Brik € Bs,ix sdo ajustados de forma apropriada para garantir a invertibilidade das

expressdes matriciais associadas.

Note que, no caso do SLSM nominal (Ng,,, My ;x, Nz, e .# i nulas), tem-se

Zijk+1 = Zjj1 = Zsji+1 € Uk = QU = Qg

Seré adotada novamente a abordagem deterministica segundo a qual as estimativas &, Qx,3«
e 3111 sdo consideradas, respectivamente, no lugar das varidveis aleatérias &, @y, 3 € 3141 do

sistema (5.16). Associa-se, entdo, a esse sistema, o funcional de custo quadratico de um passo
A (3 80b0) = e =dunal3) | +1EIE+ 10 (5.22)

onde Zk|k_1, Qg x e Ry sdo tratadas como ponderagdes para o erro de aproximagdo é"k‘ k—1 =

3k — 3k|k—1 € para os desvios & e @y, respectivamente.
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As matrizes de ponderagdo dos desvios, Qg i € Ry, sdo calculadas a partir das expressdes
para as matrizes de varidncia dos respectivos ruidos aleatérios associados, & e ¢, conforme o
Lema 5.1, sendo que, para o desvio ¢, considera-se o limite superior da matriz de variancia,
fornecido em (5.21).

O problema de filtragem para o sistema aumentado (5.16) € entdo estabelecido como

_ min max % (319 Ek;@k) ;
& Pcikdin 8T8 A
el = Sidkt+ &k
Y = S+ ¢

dentre cujas solucdes definem-se as estimativas filtrada e preditora para o sistema aumentado

(5.23)
s. a

(5.16) como, respectivamente,

Bk =3k € Sk = Sk (5.24)

Observe que o problema reduz-se a uma minimizacao simples no caso do SLSM nominal.
Uma vez obtidas as estimativas 3 € 5x, 1« para o estado do sistema aumentado (5.16), as

estimativas Zxx € Zx41x para o SLSM (5.5) podem ser recuperadas, por constru¢do, como

N S
Bk = 3 Bikfe © Ltk = Y Bid1lke (5.25)
i=1 i=1

5.3 Filtros de Kalman via Sistema Aumentado

As solugdes para (5.23) sdo calculadas de modo completamente andlogo ao que foi utilizado
para solucionar o problema (4.14), na situacdo de atraso conhecido, valendo-se do método
de fungdes penalidade e dos resultados para as estimativas minimas quadréticas ponderada e
regularizada robusta, apresentados no Capitulo 2.

Inicialmente, o problema (5.23) € reformulado convenientemente, de acordo com o caso

considerado para o SLSM, derivado do SLAE: nominal ou incerto.
Caso A: SLSM Nominal

O problema (5.23) pode ser reescrito, neste caso, como

min -1,
yin vl (5.26)

s.a Y =M X1 +News,

sendo
Zie—r 00 . 3k — 3klk—1
D=1 0 Qs 0, Xpqp:= [f”‘ ] Y= & , (5.27)
0 0 R dk+1 &
I 0 -1 0 0 gk‘k,I
My:=1|F —1|,Ne:=1[0 I 0| e%.:= 0

4 0 0 0 1 Vi
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Caso B: SLSM Incerto

Neste caso, faz-se uso do método de fungdes penalidade para aproximar o problema restrito

(5.28), para cada k > 0 e cada u > 0, pelo seguinte problema irrestrito:

n%ﬂ@;f ZE D 2+ (Ti+ 8T) Zic — 20)" I (Te+ 8Tp) Zic — ), (5.28)
com ~ _
Zyyy 00 00 -3k_§k|k—1-
0 QS‘}( 0 00 &
=1 0 0 R0 O, %= Pr ,
0 0 0 00 3k
0 0 0 00 Skt
I 00 I O] Skji—1
Tklz 0 I O yk —1I ,Z-kI: 0
0 01 54 0] Vi

000 O O
€ 571( =10 0 O 5?]{ 0
0 00 654 0

Tendo o problema sido reestabelecido de maneira conveniente, ele pode ser reconhecido
como um caso particular do problema de minimos quadrados ponderados (Se¢do 2.3), no caso
nominal, e de minimos quadrados regularizados com incertezas (Secdo 2.4), no caso incerto.

Desse modo, podem ser estabelecidas as seguintes identificacdes entre (5.26) e (2.8):

Vi Y, ¥4 X1, R P,

C+— My, DNy, 2+, (5.29)
e as seguintes identificacOes entre (5.28) e (2.10):

0« 2,y Zi, C+ T, 24 Zy, 0C < 0T,

0
0 00 Ng O 0
0z |0 yEc < % aEZ )
0 000 Ny O 0
0 0
Aﬂ,k 0 -1
H<« My 0 |, A« A , R—u I (5.30)
0 Moy ok

Com as identificagcdes realizadas, o problema (4.14) pode ser solucionado pela aplicacdo do

Lema 2.4, no caso nominal, e da Proposi¢do 2.1, no caso incerto.
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Apd6s manipulagdes algébricas, as estimativas filtradas e preditoras para os casos nominal e
incerto do SLSM (5.5), a partir das quais podem ser obtidas as estimativas para o SLAE (5.1),
sao obtidas conforme o Lema 5.2. Novamente, as estimativas podem ser calculadas através de

uma mesma estrutura matricial, andloga aquela do Lema 4.1.

Lema 5.2. (CERRI, 2013) As estimativas filtrada Zy; e preditora Zi 1 para o sistema (5.5)

sdo dadas por

S S
Sk = X Biklk € Zkr1le = Y Bikr1o (5.31)
i=1 i=1

com as estimativas 3y € 31|k € suas respectivas matrizes de varidncia do erro de estimativa

calculadas, para cada |t > 0, como:

T —1
00 Py 0 I 0 0 0
Sk Lk * 100 0 Gux “ % 628 (5.32)
5k+1|k * Zk+1|k u 1 0 1 ékaT 0 0 0 ’
0 I 0 2 0 0 0 —I
com
Zige1 00 -1 0 0
Pr=| 0 Qg 0|, %:=[0 I~ 0|,
0 0 Ry] L0 0 I
I 0] [ Sjk1
e@k = yk —If ,% - 0 9
0] | Yk
onde Ry, é atualizada como
S
Ri=Y, 7Ti,kVi7kVi7Tk»
i=1
os parametros de inicializacdo sao
HoTt1 0
Soc1=gq0=| i |, Zy-1=2—qoqh, com po="E{z}, (5.33)
HoTs.0

e as matrizes de pardmetros e de ponderacdo sdo dadas de acordo com o caso considerado
para o SLSM:

Caso A: SLSM Nominal

ﬁk:ﬁka Ié;:I? %C:%a I%/ﬂ\:Iu

Sup=u""1, Y=y,
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e a matriz Qg i € atualizada como:

S S
Qsi :=diag | Y pijFisZisFy | — Fui T +diag | Y pijmiaWicWil | |
o .

i i=1

em que Zy = diag(Z; ), com Z; ;. dada pela equagdo recursiva
N N
Zijir = Y. PiiFiZikFl+ Y pijmigWixWili, Zjo = Zomjo, com Zo=E{z0z } -

i=1 i=1

Caso B: SLSM Incerto

<%7{: y é\: ; %(: ’ %/p\: y
N/k O N%ﬂj{ O
ulr 0 0
Yk
Gu,k— 0 217u7k 0 79/(_ 0 )
0 0 22_‘“7/(
onde
-1 -1 T
I—A"" M M 0
= | ik =12,

sendo 1 obtido de acordo com a Proposigdo 2.1, levando-se em conta as identifica¢oes (5.30),

e a matriz Qg atualizada como:
- 1 1 nT 1 T T
Qs = diag | ). pij (Fi,k(zs,i,k — O (Ni N )™ Fipt s kM i M 1,i,k>
i=1

N
(% (Zi + B ANGENz) " T — Brist ot 1T,k> +diag Y. pijm WixWih |
i=1

com Zyy = diag(Z; j) e Zsy = diag(Zs, j k), sendo Zy i e Zs j x calculadas pela seguinte re-

cursdo:
- 1 1 AT 1 T T
Zpj k1 = Y, Pij (Fi,k(zl,i,k + 04 Vg NEL) T Fig — 0 glMy M l,i,k) +
i=1
. T T

Z PijTikWixWik, Zijo = ZoTjp, com Zo=E {z0z }
i=1

e

N
- —1 —1 AT —1pT T
Zs.jur1 7= Y Dij (Fi,k(ZS,i,k = O 1, N NE) ™ Fjet s kM i kM 1,i,k> +
i=1

T T
p,-jn,-,kwi,kwhk, ZS7j7() = Z()TL'L(), com Z() =K {Z()ZO } R
1

N
=

e os escalares oy >0, Brix > 0e Os;x > ||NFiAkZS7l‘7kNI77;k|| calculados apropriadamente de

forma a assegurar a invertibilidade das expressoes matriciais associadas.
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Assim como no caso de atraso conhecido, observa-se que o método de fun¢des penalidade

estabelece que a solugdo 6tima para o problema (5.23) € calculada pelo Lema 5.2 com t — oo,

700)7

entdo (L — oo implica A — oo, de modo que & p1—se0k — 0, tanto no caso nominal quanto no caso

e como, segundo a Proposigao 2.1,

/)\L c (Hu diag (//f{k//fhk,«//g’kjlz,k)

incerto.

Com u — oo, as estimativas preditoras fornecidas em (5.32) e suas respectivas matrizes de
variancia do erro podem ser reduzidas a um formato semelhante ao do filtro de Kalman padrao
(KALMAN, 1960; SAYED, 2001), como mostra o Lema 5.3.

Lema 5.3. (CERRI, 2013) A estimativa preditora 3.,k e sua respectiva matriz de varidncia do

erro Zk+1 ko apresentadas no Lema 5.2, podem ser reescritas, quando [l — oo, como:

Caso A: SLSM Nominal

Sk = Tt + Falipr G (A2 A"+ Ri) ™ (e — Hdi—)
Zk+1|k - ﬁkzk‘kykT + Qk,

com

Zigk = Zigi—1 — Zp1 A (21 A6+ Re) ™ A Zgp 1.

Caso B: SLSM Incerto

_ . . - i _
e = —Yxn (ykgkkl+3’7kzk|k1j%? (%’%Zk\kqﬁ/’? +Ij;,733k§7) > (yk*%&?k\kfl)v

1

sendo Yy = (%E,:ll §) fTAE,jl, com

/. B . R o R
& = F <Zk|kl —Zk\kq%{r (%kaqﬁ/’? +(ﬁyk§;ﬂ\> %Zkk1>@+[§9&k%,

-1
e
eZyik = (1#,{ 1§> .

Os desenvolvimentos do capitulo sdo sintetizados no Algoritmo 5.1, o qual apresenta o
procedimento para a obtengdo das estimativas filtradas e preditoras para SLAEs cujo atraso €

desconhecido, através da metodologia proposta.

5.4 Exemplos Numéricos

Esta secdo apresenta dois exemplos de aplicacdo dos filtros nominal e robusto para siste-

mas com atraso desconhecido implementados pelo Algoritmo 5.1. Seguindo a nomenclatura do
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Algoritmo 5.1 Estimativas Filtrada e Preditora Recursivas para Sistemas com Atraso Desco-
nhecido

SLSM: Determine os parametros do SLSM: Fg 1) t» Wo (k) k> Ho(x) k> Vo k) k> M1,0(k) k> M2,60(k) k>
NFe(k),k’ NWG(k).k’ NHe(k),k € NVB(k).k'

Sistema Aumentado: Defina os parametros do sistema aumentado (5.16): S, k. 41 k.
%271(, Nyk € Nf,g;(

Filtro Recursivo:

Passo 1: Defina u, N, Zo\—l = 0 e Zy (caso nominal) ou Z; o € Zs o (caso incerto).

Passo 2: Calcule, paracadak=0,...,N —1:

2k|k72k+1‘k7 Zk|k eZk+l|k via (531)-(532)

Passo 3: Obtenha, paracadak=0,...,N—1,

Kkl Kt 1)k
. . L1k R . ki
Kk de Zx = : e Xk de Zpppp =
Kk Rk dypan+1]k

capitulo anterior, estes serdo denominados aqui "filtros com atraso". Nos exemplos, seus desem-
penhos sdo comparados aos de filtros nominais e robustos que ndo incorporam explicitamente

em sua formulagao a presenca de atraso no sistema estudado, os "filtros sem atraso".

O objetivo €, novamente, avaliar o nivel de degradacdo imposto pelo atraso no desempenho
dos filtros sem atraso, e a vantagem oferecida pelas estratégias propostas nesta situacdo. No

primeiro exemplo, considera-se o SLAE nominal, e, no segundo, o SLAE incerto.

De maneira anédloga a do capitulo anterior, empregaram-se, como filtros sem atraso, os
filtros nominal e robusto do Lema 4.1, mas sem aplicar ao sistema (5.1) nenhum dos processos
de aumento apresentados. Assim, os filtros tratam o modelo como um SLSM degenerado, com
um tnico modo (s = 1,6, = 1Vk,P = 1), e o termo do atraso é completamente ignorado por
eles. Como observa Cerri (2013), esses filtros assemelham-se a abordagens tradicionais como
o filtro de Kalman padrao (KALMAN, 1960), no caso nominal, e o filtro robusto proposto por
Sayed (2001), no caso incerto.

Os desempenhos dos filtros sdao avaliados por meio do critério (5.34), empregado por Sayed
e Nascimento (1999). Dessa forma, cada ponto no passo k do horizonte N = 1000 nas figu-
ras (5.1-5.3) € dado pela média do quadrado das normas dos erros das estimativas preditoras,

calculada considerando-se simulacdes de Monte Carlo com 7' = 1000 realiza¢des da cadeia de
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Markov, ou

T
Eflecl?) = Bt P} ~ Y.l =2 I, (5.34)
j=
onde x]((j Ve x](cj 271 representam, respectivamente, o estado real no passo k e a estimativa preditora
no passo k — 1, na realizacao j.

Os processos de ruido {wy } e {v;} foram selecionadas aleatoriamente para cada realizagio,
com distribuicao normal, média nula e variancias Qy e Ry, respectivamente. O atraso dj foi
selecionado aleatoriamente no intervalo [dyin, dmax|, segundo a matriz de probabilidades de
transi¢do P, de acordo com o algoritmo de Hiaggstrom (2002, Cap. 3), detalhado no Apéndice
A, e fixado a cada passo k de cada realizagdo. As contragdes Aj; e Ay foram selecionadas
aleatoriamente, no intervalo [—1, 1], com distribuicdo uniforme, e fixadas a cada passo.

O desempenho de cada filtro sera avaliado de acordo com o valor méximo do atraso, para
dpax = 1 € dpax = 7, com d,,;;, = 0 fixo.

Todas as rotinas foram implementadas no software MATLAB®, versdo 9.0.0.341360 (R2016a),
em um computador com processador Intel® Core™ i7-3770 com frequéncia de 3,40 GHz, me-

moéria RAM de 8,0 GB e sistema operacional Windows® 10 Home.

Exemplo 5.1 (SLAE Nominal). Considere o SLAE nominal (5.1, Caso A) com as seguintes

matrizes de pardmetros:
L [0o0s] o [-0ss 02s] i
““lo oo T o —oas|” T 1)

O
““lo 005 T 1|

e com as seguintes matrizes de varidncia para os ruidos:
QkZI e Rk:1, \V/kZO

Os seguintes valores sdo adotados para o pardmetro |l e para as entradas da matriz de

probabilidades de transicdo do valor do atraso:

U= 108,
1 ..
Pij = ;: Tio= E» Vi,j €38, sendo s = dpax — dpmin + 1,
de forma que, a cada passo, todos os possiveis valores do atraso sdo igualmente provdveis.

Os pardmetros de inicializacdo da recursdo do Algoritmo 5.1 sdo:
Zo-1=1,Z9=1,30-1 = 0.

A Figura 5.1 mostra as médias dos erros de estimativa obtidas pelo filtro nominal com
atraso e pelo filtro nominal sem atraso, para dyq, = 1 e para dpyq = 1. Para os dois valores de

dmax, 0 filtro com atraso forneceu erros menores em relacdo ao filtro nominal sem atraso.
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Figura 5.1 — Comparagao das médias dos erros de estimativa.

(a) dmax =1 (b) dmax =7
40 T T T TTTTIT T T T TTTTIT T T 1T T 1111 40 T T T TTTTTT T T T TTTTIT T T T T 1111
--------- Filtro Nominal sem Atraso - Filtro Nominal sem Atraso
—— Filtro Nominal com Atraso —— Filtro Nominal com Atraso
~ 30 - ~
o) /M
=T B R A G s Yoy o)
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~ —~
('\1: 20 [ | (\l:
= <
S N
= =
B o104 P — =
::-/_/_,_/-' MBI Aakd o baig i ¥
0 L1 il L1 il L1 i O L1l Lol L1l
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Exemplo 5.2 (SLAE Incerto). Considere o SLAE incerto (5.1, caso B) com os pardametros no-
minais iguais aqueles utilizados no Exemplo 5.1, e com os seguintes pardmetros de incertezas:
1 1

) L — )
! 2.k

Li,=
1k 1

Na,= [005 05|, Na =005 03],
Np, = [0,05 0,5}.

Adotam-se os mesmos valores utilizados no Exemplo 5.1 para as matrizes de variancia dos
ruidos, para |, para as probabilidades de transicdo do valor do atraso e para os parametros
de inicializa¢do do Algoritmo 5.1, sendo Zjo = Zs o = I.

Os pardmetros 0y j i, By i € Us ; x foram escolhidos, de forma automdtica, como os menores
valores para os quais a invertibilidade das expressoes matriciais que compdem fosse garantida,
respeitando-se as restricoes para seus limitantes inferiores.

Para o parametro A, usa-se A = 1,5|HTR'H

, com H e R como nas identificacéoes (5.30).

Na Figura 5.2 sdo ilustradas as médias dos erros de estimativa obtidas pelo filtro robusto
com atraso e pelos filtros nominal e robusto sem atraso, para dy,q = 1 e para dy,qx = 1. Assim
como no caso de atraso conhecido, nota-se que o filtro robusto com atraso conseguiu os me-

nores erros, com o filtro robusto sem atraso apresentando vantagem sobre sua versdo nominal.

Para exemplificar os efeitos da matriz P sobre o desempenho do filtro, considere dyc =1 e

trés matrizes distintas dadas por:
pl 0,5 05 p2 0,95 0,05
0,5 05| 0,20 0,80

pa_ 005 095
~ 10,80 0,20



5.4. Exemplos Numéricos

87

Figura 5.2 — Comparagao das médias dos erros de estimativa.

(a) dmax =1
60 T TTTTIT T T TTTTIT T T 1 T 11717
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(b) dmax =17
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A Figura 5.3 apresenta os erros de estimativa resultantes da aplicacdo do filtro robusto

recursivo para SLAEs com atraso desconhecido proposto, para cada uma das trés matrizes

de probabilidades. Nota-se que a matriz de probabilidades de transicdo teve impacto sobre

o desempenho do filtro; em particular, com P = P2, os erros de estimativa produzidos foram

maiores em relacdo aqueles obtidos com as outras matrizes.

Figura 5.3 — Médias dos erros de estimativa produzidos pelo filtro robusto com atraso para

dmax: L.
20 —
_]P)?)
......... ]PJZ
~ 15
= |
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Q
&
—
=

10!
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CAPITULO

Conclusao

Este trabalho apresentou algoritmos recursivos para o controle e a filtragem robustos de
sistemas lineares de tempo discreto com atraso variante no estado. As estratégias baseiam-
se na suposi¢cdo de que as transi¢des entre os valores do atraso obedecem a uma cadeia de
Markov finita de tempo discreto, e ttm como ponto de partida a transformacao do sistema com
atraso em um sistema linear sujeito a saltos Markovianos livre de atrasos, segundo uma técnica
denominada método de elevacdo. Assim, os reguladores e filtros foram desenvolvidos a partir
do SLSM.

No caso do problema de controle, o atraso foi assumido desconhecido, o que se traduz em
um SLSM equivalente sem observacdo do modo de operacdo. Seguiu-se, entdo, a abordagem
de Bortolin (2017, Cap. 7) para o controle de SLSMs com cadeia de Markov ndo observada.
Com o auxilio da fun¢do indicadora, um modelo deterministico denominado sistema aumen-
tado singular foi construido, o qual engloba todos os possiveis estados da cadeia de Markov, e
permite a deducdo das leis de controle nominal e robusta independentes de modo.

Os filtros foram desenvolvidos tanto sob a hipétese de atraso conhecido quanto sob a de
atraso desconhecido. Foram empregados os resultados de Cerri (2013) para a filtragem de
SLSMs nominais e incertos, que também empregam um sistema aumentado deterministico,
obtido através da funcao indicadora, quando o atraso € desconhecido.

Tanto os ganhos das leis de controle quanto as estimativas filtradas e preditoras foram ob-
tidos por meio de problemas de otimizacdo do tipo min-max, nos quais um funcional de custo
quadratico € minimizado sob a médxima influéncia das incertezas paramétricas. As solugdes
foram calculadas com base em técnicas que combinam o método de fung¢des penalidade as so-
lucdes Otimas para problemas de minimos quadrados. Essas técnicas permitem a obtencao de
solucdes recursivas em termos de equacdes de Riccati, dadas em uma estrutura matricial, para
problemas de otimizagdo com incertezas nos parametros.

Os reguladores foram comparados, para valores crescentes do limite maximo do atraso, a
solugdes existentes na literatura dadas em termos de LMIs. Nos exemplos fornecidos, eles
foram capazes de obter trajetorias mais suaves do que estas e menores tempos de processamento

para a convergéncia da equacgdo de Riccati em relagdo ao tempo para a resolucdo das LMISs.



90 Capitulo 6. Conclusdo

Exemplos numéricos também foram apresentados ilustrando a aplicacdo dos filtros desen-
volvidos, nos quais eles foram comparados a filtros recursivos que n@o incorporam em sua
formulacao a existéncia de atraso no sistema, e os primeiros foram capazes de fornecer meno-
res erros de estimativa, tanto na situacao de atraso conhecido quanto na de atraso desconhecido,
especialmente para valores menores do atraso.

Tendo-se em vista os desenvolvimentos realizados e os resultados obtidos, pode-se afirmar
que os reguladores e filtros recursivos para SLAEs deduzidos a partir do modelo Markoviano
equivalente mostraram-se uma estratégia viavel. Observa-se, contudo, que, no caso de sistemas
sujeitos a atrasos de alta magnitude, a transformacdo resulta em modelos de alta dimensdo, o que

pode ocasionar o comprometimento do desempenho computacional dos algoritmos propostos.

6.1 Trabalhos Futuros

Alguns dos trabalhos futuros que podem dar continuidade aos resultados apresentados nesta

dissertacdo sdo:

(1 Desenvolvimento de técnicas de reducao de ordem do SLSM equivalente ou, até mesmo,
a investigacdo de abordagens que ndo utilizem o método de elevacdo, a fim de evitar o

problema de dimensionalidade do sistema;

(Q Extensao dos resultados para sistemas com atraso nas entradas de controle ou com multi-

plos atrasos;

(Q Extensao dos resultados para o caso em que as probabilidades de transicdo que regem a

alternancia dos valores do atraso sdo incertas ou desconhecidas.
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APENDICE A

Conceito e Simulacao Computacional
de Cadeias de Markov

As técnicas desenvolvidas neste trabalho para o controle e a filtragem de sistemas lineares
com atraso variante no estado t€m por base a transformacao destes em sistemas lineares sujeitos
a saltos Markovianos. Desta forma, é importante que se tenha uma compreensdo do modelo
subjacente a formulacdo deste tltimo tipo de sistema: as cadeias de Markov de tempo discreto.

As cadeias de Markov constituem um importante tipo de processo estocdstico, com propri-
edades que as tornam interessantes para a modelagem de diversos tipos de situagcdes e fendme-
nos. Esta secdo inicia-se, portanto, com uma breve revisdo dos conceitos de varidvel aleatdria e
de processo estocdstico. A seguir, apresentam-se a defini¢ao e algumas das caracteristicas das
cadeias de Markov de tempo discreto propriamente ditas.

No estudo desse tipo de modelo, um aspecto de particular interesse para este trabalho € sua
simulacdo computacional. Logo, a secdo € finalizada com a formula¢do do algoritmo utilizado
para esse fim nos exemplos numéricos dos capitulos precedentes. As defini¢cdes e os desenvol-

vimentos apresentados a seguir sdo baseados em Higgstrom (2002).

A.1 Variaveis Aleatorias e Processos Estocasticos

Dado um espago amostral Q, define-se a varidvel aleatéria X € 8§ como uma fungio X (o) :
Q — 8, aqual associa um valor X (@) a cada evento @ € Q.

Se § é um conjunto enumeravel — por exemplo, como ocorre com frequéncia, se § é um
subconjunto dos nimeros inteiros —, entdo X é denominada uma varidvel aleatdria discreta.

Um processo estocdstico com espago de estados S é definido como uma colegio {X (¢, @), t €
T, o € Q} de varidveis aleatdrias X (r) que assumem valores em 8. Frequentemente, os elemen-
tos ¢t do conjunto de pardmetros 7T representam tempo, e X (¢) é compreendido como o estado
do processo no instante . Nessa situacdo, e sendo 7 um conjunto enumerdvel, o processo

estocdstico é denominado de tempo discreto.
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A.2 Conceito de Cadeias de Markov de Tempo Discreto

As cadeias de Markov sdo um importante tipo de processo estocdstico, que se caracteriza
principalmente por uma propriedade de "auséncia de memoria", a qual o torna especialmente
adequado para a modelagem de sistemas e fendmenos em muitas aplicacdes na engenharia e
nas ciéncias (HAGGSTROM, 2002).

Para estudar as caracteristicas desse tipo de modelo, tomemos novamente um espago amos-
tral Q, ao qual associa-se uma medida de probabilidade Pr. Consideremos, entdo, o processo
estocdstico de tempo discreto ® = {6 (k)}, sendo k um inteiro ndo-negativo, que assume valores
no espago de estados enumeravel 8, isto é, 0 (k, ) € 8, com € Q. Nesta situacdo, diz-se que
0 processo ® estd no estado i no passo k se 0(k) =i € 8.

O processo O ¢ definido como uma cadeia de Markov se ele possui a propriedade de que, a
cada passo k, o estado seguinte 6 (k+ 1) é condicionalmente independente dos estados passados
0(0),...,0(k—1), dado o estado presente 6(k), ou

PrlO(k+1)=j| 0(0),....0(k) =Prl0(k+1)=j|68(k)], ¥V j€S e k>0.

Informalmente, pode-se afirmar que, para uma cadeia de Markov, basta o conhecimento do
estado atual da cadeia para que se estabeleca a distribui¢ao de probabilidades do estado seguinte,
sendo irrelevantes os estados passados. Essa € a propriedade de "auséncia de memoria'referida
anteriormente, com frequéncia denominada propriedade de Markov.

Adicionalmente, este texto concentra-se em cadeias com homogeinidade temporal, cujas
probabilidades condicionais do estado seguinte dado o estado atual sdao independentes do passo

k. Definem-se, entdo, as probabilidades de transi¢do do estado i para o estado j como
pij=Pr(0(k+1)=j|0(k) =i, Vij€S.

E usual organizar as probabilidades de transi¢do p; j em uma matriz de probabilidades de
transicdo P, cujas linhas e colunas representam, respectivamente, o estado atual e o estado
seguinte da cadeia.

As cadeias de Markov consideradas neste trabalho possuem um conjunto de estados finito do
tipo 8§ = {1,...,s}, de modo que estdo associadas a uma matriz de probabilidades de transi¢do
P = [p;j] € R**, para todo i,j € 8. De acordo com as propriedades usuais de probabilidades, as

entradas dessa matriz satisfazem a
S
Y pij=1e0<p;<L. (A.1)
j=1

A distribui¢do de probabilidades da cadeia no passo k € representada por
o = [71'17]C Ok --- 71737/(] s (A.2)

onde
Ty = Pr[0(k) =]
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denota a probabilidade de que a cadeia esteja no estado i no passo k. Pode-se mostrar (HAGGS-
TROM, 2002, Th. 2.1) que, para uma cadeia de Markov com homogeinidade temporal, verifica-

S€

™ = moP~, (A.3)

sendo 7y a distribui¢do de probabilidades inicial da cadeia, assumida conhecida.

Frequentemente, uma cadeia de Markov de tempo discreto é representada graficamente
como um grafo orientado, denominado diagrama de transig¢do, no qual os nds correspondem
aos estados possiveis, e, as arestas, as transicdes entre esses estados, com as probabilidades
associadas. O Exemplo A.l a seguir ilustra essa representacdo e os demais conceitos apresen-

tados.

Exemplo A.1 (Cadeia de Markov de tempo discreto). Consideremos uma cadeia de Markov de
tempo discreto com s = 4, ou, equivalentemente, conjunto de estados 8 ={1,2,3,4}. Suponha-

mos, associada a este modelo, a seguinte matriz de probabilidades de transig¢do:

0,50 025 025 0

020 0 080 0

060 0 0 040
1 0 0 0

A Figura A.l apresenta a representacdo do modelo deste exemplo como um diagrama de

transigdo.

Figura A.1 — Diagrama de transi¢des para a cadeia de Markov de tempo discreto do exemplo.
‘Q
/
1 . 0,25

0,2
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A.3 Simulaciao Computacional de Cadeias de Markov de Tempo

Discreto

Os exemplos numéricos deste trabalho utilizam extensivamente simulagdes computacionais
de cadeias de Markov de tempo discreto. Nesta secdo, discute-se esse item de grande relevancia
em aplicacdes desse tipo de modelo. A abordagem seguida aqui foi desenvolvida por Higgstrom
(2002, Cap. 3), e € apresentada a seguir.

A metodologia adotada permite a simula¢do de uma cadeia de Markov ® = (6(0),6(1),...)
com espago de estados § = {1,. .., s}, matriz de probabilidades de transi¢do P = [p;;] € R*~, para
todo i,j € 8, e distribui¢do de probabilidades inicial 7y, e requer, inicialmente, a construcdo de
duas fungdes, denominadas funcdo de inicializacdo e fungdo de atualizacdo.

A fungido de inicializagio ®gy(v) : [0,1] — 8 é utilizada para gerar o estado inicial da cadeia,

0(0), e deve obedecer a duas condicdes:

1. A fungdo ®y(v) deve ser constante por partes em seu dominio [0,1];

2. A soma dos comprimentos dos intervalos nos quais ®y(v) =i deve serigual a m; o, Vi€ 8,

ou, equivalentemente,

1
/O Ligy(v)=iy AV = Tip,

onde 1(g(y)=; € a funcdo indicadora, definida por

1, se ®y(v) =1,
: . A4
{®Po(v)=i} { 0, caso contrario . ( )

Apés a obtengdo do estado inicial 6(0), a funcao de atualizagdo ®(i,v) : 8 x [0,1] — 8 é em-
pregada sucessivamente para a geragdo de cada estado 0 (k+ 1), a partir do estado 0 (k); ela deve

atender a duas condi¢Oes, semelhantes aquelas estabelecidas para a funcao de inicializacao:

1. Paracadai € 8, a fungdo ®(i,v) deve ser constante por partes para v € [0,1];

2. A soma dos comprimentos dos intervalos nos quais ®(i,v) = j deve serigual a p;;, Vi,j €

S, ou, equivalentemente,
1
/0 Waiv=p 4V = Ppij:

As propriedades de constru¢do de ®y(v) e ®(i, V), permitem a geracdo da sequéncia de
estados a partir de uma sequéncia independente e identicamente distribuida (i.i.d.) {U(k)} de
nimeros (pseudo-)aleatdrios com distribui¢do uniforme no intervalo [0,1]. Assumindo-se que

{U(k)} esteja disponivel, os 6 (k) podem ser calculados como a seguir:

6(0) = oo (U(0))
o(k) = D(O(k—1),U(k)), k> 0. (A.5)
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Resta, portanto, escolher fun¢des de inicializacdo e de atualizagdo que obedecam as con-
dicdes estabelecidas, o que também pode ser realizado segundo as sugestdes de Higgstrom
(2002, Cap. 3), como a seguir. Uma funcéo de inicializacdo ®(v) vélida pode ser construida

da seguinte maneira:

1, parav € [0, m o),
2, para v € [T g, T 0+ M),

> = ; ; A.
O(V) i, para v € [ lj;l1 nj707 lezl nj,O) , ( 6)
s, para Vv € [Zj;% o, l] )
\
Similarmente, a fungdo de atualiza¢do ®(i, v) pode ser construida como
( 17 parav € [07 pil)a
2, para Vv € [pi1, pi1 +pia),
d(i,v) = (A.7)

. . .
Jj, parav e [ L Pils Z{le,-z> :

| s, paraV € [Z}:l]p,-l, 1] )

O Algoritmo A.1 a seguir contém o algoritmo de simulacdo de cadeia de Markov de tempo
discreto utilizado neste trabalho, implementado, segundo o desenvolvimento tedrico apresen-
tado nesta secdo, na plataforma MATLAB®. No cédigo apresentado, tem-se uma fungio que
retorna o proximo estado ou estado inicial j da cadeia, com base no estado corrente i (um va-
lor especial indica que se trata do cdlculo do estado inicial) e na matriz de probabilidades de

transicao [P ou na distribui¢ao de probabilidades inicial 7.

A cada passo k da simulagdo, deve-se realizar uma chamada a nextStateMarkovChain(),
com os pardmetros adequados. O nimero (pseudo-)aledtorio U (k) é obtido através da fun-
¢do rand(), e as linhas 18 e 15 implementam, respectivamente, as fungdes ®y(v) e D(i, V),
conforme dadas nas equacdes (A.6) e (A.7). Para isso, faz-se uso das fun¢des embutidas do
MATLAB® cumsum(), a qual retorna um vetor com a soma acumulada dos elementos de um
vetor recebido como parmetro, e da funcdo find(), para selecionar, no vetor recebido como

parametro, a posi¢ao correspondente ao préoximo estado.
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APENDICE A. Conceito e Simulagido Computacional de Cadeias de Markov

Algoritmo A.1 Cédigo para simulagdo computacional de uma cadeia de Markov de tempo dis-

creto.

O 0 9 A AW N =

[ S e T o T e SO = SO S
S O 0 N N N kA WD = O

% Funcao nextStateMarkovChain ()

Y% Calcula o proximo estado ou o estado inicial
Y% de uma cadeia de Markov de tempo discreto.

% Retorno :

% j — proximo estado da cadeia;

% Argumentos:

% 1 — estado atual da cadeia (ou O para indicar
% que deve ser calculado o estado inicial);
% P — matriz de probabilidades de transicao;

% pi0 — distribuicao de probabilidades inicial.

function [ j ] = nextStateMarkovChain( i, P, pi0 )

% Obtem o proximo estado da cadeia
if 1 >0
j = find (cumsum(P(i,:)) > rand (), 1);
% Obtem o estado inicial da cadeia
else
j = find (cumsum(piO) > rand (), 1);
end
end
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