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Resumo

Gagliardi, G. M. Algoritmos para Controle e Filtragem de Sistemas Lineares com
Atraso Variante no Estado. 104 p. Dissertação de mestrado – Escola de Engenharia de
São Carlos, Universidade de São Paulo, 2018.

Esta dissertação apresenta soluções recursivas para os problemas de controle e de filtragem
robustos para sistemas lineares de tempo discreto com atraso variante no estado. O atraso é as-
sumido desconhecido no problema de controle, enquanto tanto a situação de atraso conhecido
quanto a de atraso desconhecido são consideradas no problema de filtragem. A metodologia
utilizada supõe que os valores do atraso obedecem a uma cadeia de Markov finita de tempo
discreto subjacente, e baseia-se em um procedimento de aumento que transforma o sistema
com atraso em um sistema linear sujeito a saltos Markovianos livre de atrasos, a partir do qual
os reguladores e os filtros são deduzidos. Assim, o conhecimento do atraso do sistema original
torna-se equivalente à observação do modo de operação do sistema Markoviano. Sendo o atraso
desconhecido, uma representação que engloba todos os possíveis estados da cadeia de Markov
é construída, possibilitando-se a obtenção de soluções independentes de modo. Os problemas
são estabelecidos como otimizações do tipo min-max de um funcional de custo quadrático,
através das quais buscam-se as soluções ótimas sob a máxima influência das incertezas, e são
resolvidos pela combinação do método de funções penalidade à solução ótima de problemas de
mínimos quadrados, resultando soluções dadas em termos de equações de Riccati organizadas
em uma estrutura matricial. Exemplos numéricos ilustram o desempenho das soluções propos-
tas, e mostram que elas podem oferecer vantagens quando comparadas a abordagens alternativas
existentes na literatura.

Palavras-chave: Sistemas lineares com atraso. Sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos.
Controle Robusto. Filtragem Robusta. Mínimos quadrados regularizados robustos. Estimativa
mínima quadrática.





Abstract

Gagliardi, G. M. Control and Filtering Algorithms for Linear Systems with Varying
State Delay. 104 p. Master Thesis – São Carlos School of Engineering, University of São
Paulo, 2018.

This master thesis presents recursive solutions to the robust control and filtering problems
for discrete-time linear systems with a varying state delay. The delay is assumed to be known
in the control problem, while both the situations of known and unknown delays are considered
in the filtering problem. The applied methodology assumes that the values of the delay are
governed by an underlying discrete-time finite Markov chain, and is based on an augmentation
procedure that transforms the delay system into a delay-free Markovian jump linear system,
which the regulators and filters are deduced from. Thus, knowledge of the delay of the origi-
nal system becomes equivalent to mode observation in the Markovian system. If the delay is
unknown, a model which encompasses every possible state of the Markov chain is formulated,
making it possible to obtain mode-independent solutions. The problems are established as min-
max optimizations of a quadratic cost functional, in which the optimal solutions are sought
under the worst influence of the uncertainties, and are solved by combination of the penalty
function method and the optimal solution to least squares problems, which results in solutions
given in terms of Riccati equations arranged in a matrix structure. Numerical examples illus-
trate the performance of the proposed solutions, and show that they might offer advantages
when compared to existing alternative approaches.

Keywords: Linear time-delay systems. Markovian jump linear systems. Robust control. Ro-
bust filtering. Robust regularized least squares. Minimal quadratic estimation.
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CAPÍTULO 1
Introdução

Uma grande variedade de sistemas dinâmicos tem a presença de atraso em seus modelos.
Segundo Mahmoud (2000, Cap. 1), o atraso pode advir de características físicas inerentes à
planta ou processo representado, ou pode ser introduzido pelos meios de comunicação ou de
transporte, ou mesmo deliberadamente, para fins de controle.

O atraso pode ter impacto considerável sobre a estabilidade e o desempenho de um sistema
(BOUKAS; LIU, 2002; FRIDMAN, 2014). Consequentemente, sistemas com atraso podem
exibir comportamento complexo, e os problemas de análise e controle dos mesmos são capazes
de impor dificuldades significativas (MAHMOUD, 2000; WU et al., 2010).

Pela complexidade de seu estudo e por terem aplicações importantes, os sistemas com atraso
mobilizam esforços que podem ser traçados desde os primeiros trabalhos sobre equações com
atraso no século XVIII, com maior sistematização desde a década de 1940 e uma forte acen-
tuação a partir da última década do século XX, quando começaram a surgir pesquisas com
enfoque na robustez do tratamento de sistemas com atraso incertos (FRIDMAN, 2014; GU;
NICULESCU, 2003).

Os resultados obtidos encontram utilidade em áreas tão diversas quanto gerenciamento de
estoque (IGNACIUK, 2014), modelos de infecções virais (WANG; LIU, 2015; YI et al., 2008),
modelos fisiológicos (VIELLE; CHAUVET, 1998; NICULESCU et al., 2010), processos quí-
micos (GARCÍA-SANZ et al., 2001) e automação e robótica (AILON; GIL, 2000; MASOUD
et al., 2003).

Algumas das principais aplicações surgem, naturalmente, em situações que envolvem siste-
mas distribuídos ou a comunicação remota entre dispositivos, sensores ou atuadores, como em
sistemas de controle em rede (QIU et al., 2015; LIU et al., 2014), controle de congestionamento
em redes de comunicação (MASCOLO, 1999) e teleoperação de equipamentos (LELEVE et al.,
2001; NIEMEYER; SLOTINE, 1997). Outras aplicações podem ser encontradas nas extensas
pesquisas apresentadas por Gu e Niculescu (2003), Richard (2003) e Sipahi et al. (2011), e nas
referências nelas contidas.

Nesta dissertação, o interesse estará em sistemas lineares com atraso no estado (SLAEs)
de tempo discreto, caracterizados pelo fato de que seu estado no passo corrente depende não
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apenas do valor deste no passo anterior, mas também de valores mais antigos. Contudo, a
variação de tempo contínuo também já recebeu grande atenção (FRIDMAN; SHAKED, 2003;
JIANG; HAN, 2005; ZHANG et al., 2013), e, de acordo com a natureza do processo modelado,
o atraso pode surgir, alternativamente, nas entradas de controle (TZES et al., 2005; XIAO et
al., 2000; KEQI; ZHI, 2015) ou nas variáveis de medidas (SAHEBSARA et al., 2007; HAN;
ZHANG, 2009). Por vezes, adotam-se modelos com múltiplos atrasos (GAO; WANG, 2004;
KIM, 2010; KWAKERNAAK, 1967; KEQI; ZHI, 2015; ZHANG et al., 2013).

Em algumas situações, assume-se que o atraso pode ser medido, e é conhecido a todo ins-
tante (SUN; CHEN, 2012; DU et al., 2007); em outras, ele é assumido desconhecido (SHI et al.,
2003). Alguns modelos apresentam atraso constante (FRIDMAN; SHAKED, 2005; WANG et
al., 2006), enquanto em outros ele é variante no tempo, embora com frequência estabeleçam-se
limites conhecidos para os valores que ele pode tomar (MENG et al., 2010; SEURET et al.,
2015; SU et al., 2014; KAO, 2012).

As abordagens mais comumente encontradas para a análise da estabilidade e para o controle
de sistemas com atraso fornecem soluções calculadas por meio de desigualdades matriciais
lineares (ou LMIs, do inglês Linear Matrix Inequalities), frequentemente derivadas de critérios
escritos com base em funcionais de Lyapunov-Krasovskii ou em funções de Razumikhin, tanto
em tempo discreto (SEURET et al., 2015; XU et al., 2014; MIRANDA; LEITE, 2008; LIU
et al., 2010; MENG et al., 2010; GAO; CHEN, 2007; KEQI; ZHI, 2015), quanto em tempo
contínuo (FEI et al., 2009; YU; CHU, 1999; JIANG; HAN, 2005).

Tratamentos envolvendo LMIs são também comuns no caso do problema de filtragem para
sistemas com atraso; por exemplo, Wang et al. (2006), e Du et al. (2007), que assumem atrasos
constantes, e, no caso dos primeiros, incertezas paramétricas limitadas em norma no modelo;
Zhang et al. (2013), que consideram atrasos variantes no estado, e fazem uso de funcionais
de Lyapunov-Krasovskii para obter as soluções e Gao e Wang (2004), que obtiveram um fil-
tro H∞ para um sistema com múltiplos atrasos constantes e conhecidos, e sujeito a incertezas
paramétricas politópicas.

Os SLAEs de tempo discreto são passíveis de um processo de transformação em um sistema
aumentado livre de atrasos. Esse processo é denominado método de elevação (do inglês lifting

method), e já foi aplicado principalmente à área de Sistemas de Controle em Rede (MAO et al.,
2007; QIU et al., 2015). A transformação facilita o desenvolvimento de estratégias recursivas,
em termos de equações de Riccati, para o tratamento de SLAEs. Fridman (2014, Cap. 6), por
exemplo, utilizou-a para a obtenção um regulador linear quadrático para SLAEs, supondo um
atraso constante. Seguindo a mesma linha, Bortolin et al. (2018) apresentaram um regulador
linear quadrático robusto para SLAEs incertos com atraso constante, deduzido com base na
técnica de mínimos quadrados regularizados robustos.

Embora o método de elevação simplifique o tratamento de SLAEs quando o atraso é conhe-
cido e constante, o problema continua complexo quando o atraso é desconhecido ou variante
(FRIDMAN, 2014, Cap. 6), (MAHMOUD, 2010). Como observa-se na primeira referência, a
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utilização do método quando o atraso á variante resulta em um sistema aumentado que pode ser
considerado um sistema chaveado.

Sistemas chaveados constituem uma classe de modelos que são compostos por uma famí-
lia de subsistemas, ou modos de operação, e por uma regra que coordena a transição entre
estes (MAHMOUD, 2010). No contexto dos SLAEs transformados pelo método de elevação,
cada modo do sistema aumentado corresponde a um dos valores dentre o conjunto de possí-
veis valores do atraso, e a regra que coordena a transição entre os valores do atraso determina
também a transição entre os modos do sistema transformado. Hetel et al. (2008) estabelece-
ram a equivalência entre as abordagens de análise de estabilidade por meio de funcionais de
Lyapunov-Krasovskii para sistemas com atraso discretos e as condições de estabilidade para
sistemas chaveados construídos através do método de elevação.

O tratamento de sistemas com atraso variante através de um sistema chaveado equivalente,
por meio do método de elevação, já foi realizado principalmente no caso dos problemas de
análise de estabilidade e de controle (XIA et al., 2007; ZHANG; SHI, 2012; SUN; CHEN,
2012); Sun et al. (2009) empregam o conceito de tempo médio de permanência, bastante comum
no estudo de sistemas chaveados. Todas essas referências apresentam suas soluções em termos
de LMIs.

Fazendo-se a suposição adicional de que a transição entre os valores do atraso a cada passo
obedece a uma cadeia de Markov finita de tempo discreto subjacente, as transições entre os
modos do sistema resultante do método de elevação serão coordenadas pela mesma cadeia,
de modo que este pode ser reconhecido como um tipo particular de sistema chaveado: um
sistema linear sujeito a saltos Markovianos (SLSM) (COSTA et al., 2005). Dessa forma, o
conhecimento do atraso do sistema original corresponde à observação do modo de operação do
sistema Markoviano, ou, equivalentemente, ao conhecimento da cadeia de Markov associada.

A modelagem do atraso como uma cadeia de Markov pode ser adequada em diversas situa-
ções, especialmente na área de Controle em Rede. Segundo Zhang et al. (2005), por exemplo,
os atrasos existentes em sistemas de comunicação em um instante estão, em geral, correlaci-
onados com o atraso ocorrido no instante anterior, e, de acordo com Xiao et al. (2000), essa
modelagem é geral o bastante para descrever esse tipo de sistema.

O atraso também tem comportamento Markoviano em Bahreini et al. (2015), supondo-se
que a matriz de probabilidades de transição de estado associada à cadeia de Markov é par-
cialmente desconhecida, bem como em Li et al. (2014), Zhang et al. (2014), Khalil e Wang
(2012) e Shi e Yu (2009); em todas essas referências, o problema de controle para sistemas com
atraso recebe soluções baseadas em LMIs. Fazendo uso da transformação em um SLSM com
cadeia de Markov observada, Odorico (2018) propôs reguladores lineares quadráticos robustos
para sistemas lineares com atraso variante conhecido. Han e Zhang (2009) propuseram um fil-
tro para sistemas lineares de tempo discreto com atraso Markoviano nas observações, com a
solução dada em termos de equações de Riccati.

A transformação do sistema com atraso em um SLSM é útil, pois os problemas de controle
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e filtragem para esta classe de sistemas já foram bastante estudados, e diversos resultados já
foram estabelecidos, tanto dependentes de modo, para os casos em que a cadeia de Markov é
conhecida, quanto independentes de modo, para as situações em que a cadeia não é observada.
Por exemplo, soluções recursivas em termos de equações de Riccati para esse tipo de problema
foram obtidas por Costa (1994), Costa et al. (2005), Cerri (2013) e Bortolin (2017).

1.1 Objetivos

Este trabalho tem por objetivos obter soluções recursivas para os problemas de controle e
de filtragem robustos para SLAEs de tempo discreto. No caso mais geral, o modelo estudado é
do tipo

xk+1 = (Ak +δAk)xk +
(
Ad,k +δAd,k

)
xk−dk +(Bk +δBk)uk +(Ck +δCk)wk,

yk = (Dk +δDk)xk +(Ek +δEk)vk, ∀k ≥ 0,
xk = ϕ0(k), k ∈ [−dmax, 0],

onde xk é o estado no passo k, xk−dk é o estado atrasado em dk amostras, yk é o vetor de medida,
uk é a entrada de controle, wk e vk são ruídos aleatórios gaussianos mutuamente independentes
com média nula e ϕ0(k) é a condição inicial do sistema para k =−dmax,−dmax +1, . . . ,0.

As incertezas paramétricas são do tipo limitado em norma, modeladas como:[
δAk δAd,k δBk δCk

]
= L1,k∆1,k

[
NAk NAd,k NBk NCk

]
,[

δDk δEk

]
= L2,k∆2,k

[
NDk NEk

]
, ‖∆q,k‖ ≤ 1, q = 1,2,

sendo L1,k e L2,k matrizes não-nulas, NAk ,NAd,k ,NBk ,NCk ,NDk e NEk matrizes conhecidas com
dimensões apropriadas e ∆1,k e ∆2,k matrizes de contração arbitrárias.

O atraso variante no tempo dk é um inteiro com valores mínimo e máximo conhecidos. As
transições entre os valores do atraso a cada passo serão assumidas governadas por uma cadeia
de Markov finita de tempo discreto, associada a uma dada matriz de probabilidades de transição.
No caso do regulador, o atraso será suposto desconhecido, enquanto para o filtro serão estudadas
tanto a situação de atraso desconhecido quanto a de atraso conhecido, ou mensurável.

Para ambos os problemas, controle e filtragem, serão considerados tanto o caso nominal,
em que o SLAE é livre de incertezas (δAk,δAd,k,δBk,δCk,δDk e δEk nulas), quanto o caso
incerto, em que o SLAE está sujeito às incertezas paramétricas.

1.2 Metodologia

Para que se atinjam os objetivos estabelecidos, propõe-se uma extensão das estratégias de
Fridman (2014, Cap. 6), de Bortolin et al. (2018) e de Odorico (2018) para o caso de atraso
variante e desconhecido, e uma adaptação da metodologia utilizada nesses trabalhos para o
problema de filtragem.
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Fazendo-se a suposição de que as transições entre os valores do atraso obedecem a uma ca-
deia de Markov de tempo discreto, realiza-se a transformação por meio do método de elevação,
e os reguladores e os filtros para o SLAE são deduzidos a partir do SLSM equivalente.

A dedução dos reguladores segue, então, a abordagem de Bortolin (2017, Cap. 7) para
SLSMs com cadeia de Markov não observada, segundo a qual utiliza-se a função indicadora
para reformular o SLSM como um sistema determinístico sem saltos denominado sistema au-

mentado singular, o qual engloba todos os possíveis estados da cadeia. Os filtros do tipo Kal-
man, por sua vez, são obtidos conforme as técnicas de Cerri (2013) para a filtragem dependente
e independente de modo de SLSMs, que também emprega a função indicadora para construir
uma reformulação independente de modo para o SLSM, no caso de cadeia de Markov não
observada.

Dando continuidade às metodologias de Bortolin (2017) e de Cerri (2013), os problemas de
controle e de filtragem dos sistemas reformulados são estabelecidos, de maneira determinística,
em termos da otimização de funções de custo quadrático sob a máxima influência das incertezas
paramétricas. Os problemas de otimização são resolvidos com base nas técnicas de mínimos
quadrados regularizados robustos, no caso do controle, e das estimativas mínimas quadráticas,
no caso da filtragem.

Essas duas técnicas proveem soluções que são calculadas, de maneira semelhante àquela
proposta por Cerri (2009) para o controle de sistemas lineares de tempo discreto, pela combi-
nação do método de funções penalidade, o qual permite aproximar um problema de otimização
restrito por uma sequência de problemas de otimização irrestritos, aos problemas clássicos de
mínimos quadrados ponderados e mínimos quadrados regularizados. A recursividade das solu-
ções é constituída por equações de Riccati apresentadas em uma estrutura matricial.

Exemplos numéricos são fornecidos, após as deduções, para ilustrar o desempenho das so-
luções desenvolvidas. Os reguladores são comparados a abordagens dadas em termos de LMIs
existentes na literatura, enquanto os filtros são comparados a estimadores recursivos nominais
e robustos para sistemas sem atraso, de forma a permitir a avaliação do impacto do atraso no
desempenho destes e da superioridade oferecida pelas soluções desenvolvidas aqui.

1.3 Organização do Texto

São apresentadas, a seguir, breves descrições dos demais capítulos desta dissertação, cuja
organização está ilustrada na Figura 1.1.

o Capítulo 2: Apresenta resultados preliminares que fundamentam os desenvolvimentos
dos próximos capítulos, como o método de funções penalidade e as técnicas de mínimos
quadrados regularizados robustos e das estimativas mínimas quadráticas;

o Capítulo 3: Contém o desenvolvimento dos reguladores nominal e robusto para sistemas
com atraso desconhecido, incluindo a transformação desse tipo de sistema em SLSMs,
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a construção da representação independente de modo denominada sistema aumentado
singular, a obtenção da solução recursiva por meio da técnica de mínimos quadrados
regularizados robustos e exemplos numéricos;

o Capítulo 4: Apresenta os filtros nominal e robusto para sistemas com atraso conhecido,
o que inclui a transformação do SLAE em um SLSM e o cálculo das soluções com base
nas técnicas de estimativas mínimas quadráticas. Por fim, apresenta exemplos numéricos
ilustrativos;

o Capítulo 5: Contém o desenvolvimento dos filtros nominal e robusto para sistemas com
atraso desconhecido, com a construção de um sistema aumentado independente de modo
equivalente ao SLSM transformado e a dedução das soluções, de modo análogo ao do
caso de atraso conhecido, pela aplicação das técnicas de estimativas mínimas quadráticas.
Ao final, os desempenhos dos filtros são ilustrados através de exemplos numéricos;

o Capítulo 6: Apresenta as conclusões sobre os desenvolvimentos realizados e os resul-
tados obtidos, bem como alguns dos trabalhos futuros que podem dar prosseguimento a
eles.

O Apêndice A contém uma breve revisão sobre cadeias de Markov de tempo discreto e sua
simulação computacional, conceitos extensivamente empregados neste trabalho.

1.4 Publicações Decorrentes deste Trabalho

o GAGLIARDI, G. M.; BORTOLIN, D. C.; TERRA, M. H. Regulador robusto recursivo
para sistemas lineares com atraso variante nos estados: uma abordagem via cadeia de
Markov. In: Congresso Brasileiro de Automática (CBA). João Pessoa, PB, Brasil,
2018.

o BORTOLIN, D. C.; GAGLIARDI, G. M.; TERRA, M. H. Recursive Robust Regulator
for Uncertain Linear Systems with Random Delays Based on Unknown Markov Chain.
In: Conference on Decision and Control (CDC). Miami, FL, USA, 2018.
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Figura 1.1 – Organização dos capítulos da dissertação.

Capítulo 1:
Introdução

Capítulo 2:
Resultados Preliminares

Controle Filtragem

Capítulo 3:
Reguladores Recursivos para 

Sistemas com Atraso Desconhecido

Capítulo 4:
Filtros de Kalman para 

Sistemas com Atraso Conhecido

Capítulo 5:
Filtros de Kalman para 

Sistemas com Atraso Desconhecido

Capítulo 6:
Conclusão
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CAPÍTULO 2
Resultados Preliminares

Este capítulo apresenta alguns resultados que fundamentam o desenvolvimento dos regu-
ladores e filtros para sistemas lineares com atraso variante no estado. Inicialmente, define-se
o método de funções penalidade (LUENBERGER; YE, 2008) para a solução de problemas
de otimização restrita. A combinação desse método com a solução ótima para os problemas
de mínimos quadrados (KAILATH et al., 2000; SAYED; NASCIMENTO, 1999) dá origem
aos resultados apresentados, que constituem as técnicas de mínimos quadrados regularizados
robustos e das estimativas mínimas quadráticas. Essas técnicas permitem o desenvolvimento
de soluções em termos de equações de Riccati para os problemas de controle e de filtragem
robustos para sistemas lineares sujeitos a incertezas.

2.1 Funções Penalidade

O método de funções penalidade, descrito nesta seção, permite que se aproxime um pro-
blema de otimização com restrições por uma sequência iterativa de problemas irrestritos, cuja
solução converge para a solução do problema original. As demonstrações dos resultados apre-
sentados podem ser encontradas com detalhes em Luenberger e Ye (2008).

Considere o seguinte problema de minimização restrito:

min
x∈S

f (x), (2.1)

onde a função objetivo f : Rn→R é uma função contínua e S⊂Rn é um conjunto de restrições.
O método consiste em incorporar as restrições à função objetivo através do parâmetro de

penalidade µ ∈ R, de forma que, para cada µ > 0, o problema (2.1) possa ser substituído pelo
seguinte problema irrestrito:

min
x∈Rn

q(µ,x) := f (x)+µP(x), (2.2)

onde P(x) é denominada função penalidade, e possui as seguintes propriedades:

o P : Rn→ R é uma função contínua;
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o P(x)≥ 0 para todo x ∈ Rn;

o P(x) = 0 ⇔ x ∈ S.

Note que, nas regiões em que as restrições não são respeitadas, o termo µP(x) impõe uma
penalização à função objetivo.

O procedimento para a solução do problema restrito (2.1) pelo método de funções penali-
dade é composto pelos seguintes passos:

1. Define-se uma sequência de números reais {µk}+∞

k=1 tal que

µk > 0; µk+1 > µk e lim
k→+∞

µk =+∞; (2.3)

2. Obtém-se, para cada µk, a função objetivo penalizada q(µk,x);

3. Resolve-se, para cada k, o problema irrestrito (2.2), com µ = µk, obtendo-se a solução
xµ,k.

Resolvendo-se (2.2) iterativamente dessa forma, obtém-se uma sequência de soluções {xµ,k}
que converge para a solução ótima global de (2.1) à medida em que µ → ∞. A convergência é
assegurada pelos resultados apresentados a seguir.

Lema 2.1. (CERRI, 2013) Seja {µk}+∞

k=1 uma sequência de números reais definida de acordo

com as propriedades (2.3) e q(µk,x) a função dada por q(µk,x) = f (x)+ µkP(x). Então, as

seguintes sentenças são verdadeiras:

(i) q(µk,xµ,k)≤ q(µk+1,xµ,k+1);

(ii) P(xµ,k)≥ P(xµ,k+1);

(iii) f (xµ,k)≤ f (xµ,k+1).

Lema 2.2. (CERRI, 2013) Seja x∗ uma solução para o problema (2.1). Então, para cada

k = 1, . . . ,+∞, tem-se f (x∗)≥ q(µk,xµ,k)≥ f (xµ,k).

Antes da apresentação do resultado principal, define-se o conceito de ponto de acumulação
de uma sequência.

Definição 2.1. Um ponto a é um ponto de acumulação da sequência {ak} se existir uma sub-

sequência de {ak} que converge para a. Dessa maneira, a é um ponto de acumulação de {ak}
se existir um subconjunto K dos inteiros positivos tal que a sequência {ak}k∈K converge para

a.

O próximo teorema, que segue dos lemas 2.1 e 2.2, afirma que qualquer ponto de acumu-
lação da sequência {xµ,k} construída pelo método de funções penalidade é uma solução para o
problema restrito (2.1).
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Teorema 2.1. (LUENBERGER; YE, 2008) Seja {xµ,k} uma sequência gerada pelo método de

funções penalidade. Então, qualquer ponto de acumulação dessa sequência é uma solução

para o problema de otimização (2.1).

2.2 Mínimos Quadrados Regularizados Robustos

Nesta seção, apresenta-se um resultado que permite a obtenção de uma solução recursiva
para o problema de controle robusto para sistemas lineares sujeitos a incertezas. O resul-
tado baseia-se em uma estrutura que combina o método de funções penalidade à solução ótima
do problema de mínimos quadrados regularizados com incertezas (SAYED; NASCIMENTO,
1999).

Considere o problema de determinar a solução ótima z∗ para

min
z

max
δM,δw,δN,δy

F(z) = ‖z‖2
U +‖(M+δM)z− (w+δw)‖2

V ,

s.a (N +δN)z = y+δy,
(2.4)

com M ∈Rr,s e N ∈Rl,s matrizes conhecidas, w ∈Rr e y ∈Rl vetores de medidas, z ∈Rs um vetor
desconhecido, U � 0 e V � 0 matrizes de ponderação e {δM,δw,δN,δy} incertezas modeladas
por [

δM δw
]

= L141

[
EM Ew

]
,[

δN δy
]

= L242

[
EN Ey

]
,

(2.5)

sendo {L1,L2} matrizes não-nulas, {41,42} matrizes de contração arbitrárias e {EM,Ew,EN ,Ey}
matrizes conhecidas.

De acordo com o método de funções penalidade, o problema de otimização restrito (2.4)
pode ser aproximado por uma sequência de problemas irrestritos. Assim, associado a (2.4),
tem-se, para cada parâmetro de penalidade µ > 0, o seguinte problema de otimização irrestrito:

min
xµ

max
δA,δb

J(xµ) =
∥∥xµ

∥∥2
Q +

∥∥(A+δA)xµ − (b+δb)
∥∥2

Wµ
,

com
[
δA δb

]
= H ∆

[
EA Eb

]
,

(2.6)

sendo xµ = z, Q =U, A =

[
M

N

]
, δA =

[
δM

δN

]
, b =

[
w

y

]
, δb =

[
δw

δy

]
,

Wµ =

[
V 0
0 µIl

]
, H =

[
L1 0
0 L2

]
, ∆ =

[
41 0
0 42

]
, EA =

[
EM

EN

]
e Eb =

[
Ew

Ey

]
.

A solução ótima x∗µ para o problema de otimização (2.6) foi apresentada por Sayed e Nas-
cimento (1999) e reescrita em termos de uma estrutura matricial por Cerri e Terra (2017).
Considera-se, aqui, o caso geral do funcional apresentado por esta última referência, assumindo-
se a existência de parâmetros incertos na função objetivo. O Lema 2.3 apresenta a solução ótima
para os problemas (2.4) e (2.6).
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Lema 2.3. (BORTOLIN, 2017) Considere os problemas de otimização (2.4) e (2.6). Suponha

que a matriz
[

Is
A

EA

]
tem posto coluna pleno. Então,

(i) para cada µ> 0, a solução ótima x∗µ e o valor mínimo J
(
x∗µ
)

referentes ao problema

irrestrito (2.6) são dados por

[
x∗µ

J(x∗µ)

]
=


0 0

0 b

0 Eb

Is 0


T 

Q−1 0 0 Is

0 Ŵ−1
µ 0 A

0 0 λ̂−1
µ I EA

Is AT ET
A 0


−1

0

b

Eb

0

 ,
onde

Ŵ−1
µ = diag

(
V−1− λ̂

−1
µ L1LT

1 ,µ
−1I− λ̂

−1
µ L2LT

2

)
e λ̂µ = (1+α) ||diag(LT

1 V L1, µLT
2 L2)||, para algum α > 0;

(ii) quando a matriz
[

N
EM
EN

]
tem posto linha pleno, a solução ótima z∗ = limµ→+∞ x∗µ e o

valor mínimo F(z∗) = limµ→+∞ J(x∗µ) referentes ao problema restrito (2.4) são dados por

[
z∗

F(z∗)

]
=



0 0
0 w

0 y

0 Ew

0 Ey

Is 0



T 

U−1 0 0 0 0 Is

0 V−1 0 0 0 M

0 0 0 0 0 N

0 0 0 0 0 EM

0 0 0 0 0 EN

Is MT NT ET
M ET

N 0



−1

0
w

y

Ew

Ey

0


.

2.3 Estimativa Mínima Quadrática Ponderada

É apresentado, nesta seção, um resultado que serve de base para a solução do problema de
filtragem para sistemas lineares nominais. A demonstração desse resultado é obtida pela com-
binação do método de funções penalidade à solução ótima do problema de mínimos quadrados
ponderados.

Considere o problema de estimativa de um vetor de estado y por meio de um vetor de
observação z proveniente do seguinte sistema dinâmico:

z =Cy+Dv, (2.7)

onde C e D são matrizes conhecidas e v é um vetor de ruído aleatório com média E{v} = 0 e
matriz de variância E{vvT} = R � 0. As estimativas ótimas do estado, ŷ∗, e do ruído, v̂∗, são
definidas como as soluções para o seguinte problema:

min
y,v

F(v) = ‖v‖2
R−1,

s. a z =Cy+Dv.
(2.8)
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Sendo ẽ = (y− ŷ∗) o erro de estimativa do estado, define-se a matriz de variância desse erro
como P := E{ẽẽT}.

De acordo com o método de funções penalidade, o problema restrito (2.8) pode ser aproxi-
mado por uma sequência de problemas irrestritos. Assim, associado a (2.8), tem-se, para cada
µ > 0, o seguinte problema irrestrito:

min
xµ∈Rm

J(xµ) =
(
Axµ −b

)T Wµ

(
Axµ −b

)
, (2.9)

sendo xµ =

[
v

y

]
, A =

[
I 0
D C

]
, b =

[
0
z

]
e Wµ =

[
R−1 0

0 µI

]
.

A solução ótima x∗µ do problema (2.9) foi apresentada por Kailath et al. (2000) e reescrita em
termos de uma estrutura matricial por Cerri e Terra (2012), conforme o Lema 2.4, que apresenta
as soluções ótimas para os problemas (2.8) e (2.9).

Lema 2.4. (CERRI; TERRA, 2012) Considere os problemas de otimização (2.8) e (2.9). Supo-

nha que a matriz A tem posto coluna pleno. Então,

(i) para cada µ> 0, a solução ótima x∗µ , o valor mínimo J
(
x∗µ
)

e a matriz de variância do

erro de estimativa Pµ referentes ao problema irrestrito (2.9) são dados por[
x∗µ

J(x∗µ)

]
=

[
0 b

I 0

]T [
W−1

µ A

AT 0

]−1 [
b

0

]
,

Pµ =

[
0
I

]T [
W−1

µ A

AT 0

]−1 [
0
−I

]
;

(ii) quando a matriz [D C ] tem posto linha pleno, as estimativas ótimas (v̂∗, ŷ∗)T = limµ→+∞ x∗µ ,

o valor mínimo F(v̂∗) = limµ→+∞ J(x∗µ) e a matriz de variância do erro de estimativa

P = limµ→+∞ Pµ referentes ao problema restrito (2.8) são dados por

 v̂∗

ŷ∗

F(v̂∗)

=


0 0 0
0 0 z

I 0 0
0 I 0


T 

R 0 I 0
0 0 D C

I DT 0 0
0 CT 0 0


−1 

0
z

0
0

 ,

P =


0 0
0 0
I 0
0 I


T 

R 0 I 0
0 0 D C

I DT 0 0
0 CT 0 0


−1 

0 0
0 0
−I 0
0 −I

 .

2.4 Estimativa Mínima Regularizada Robusta

Nesta seção, apresenta-se um resultado que serve como base para a obtenção de uma solução
recursiva para o problema de filtragem para sistemas lineares sujeitos a incertezas. A demons-
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tração desse resultado é obtida através da solução ótima do problema de mínimos quadrados
regularizados com incertezas.

Considere o problema de estimar um vetor de estado y por meio de um vetor de observação
incerto (z+δ z), proveniente do sistema linear sujeito a incertezas paramétricas

(z+δ z) = (C+δC)y+ v,

onde v é um vetor de ruído aleatório independente de y, com média E{v} = 0 e matriz de
variância E{vvT}= R. As incertezas são modeladas como[

δC δ z
]
= H∆

[
EC Ez

]
, ‖∆‖ ≤ 1.

Segundo Cerri (2013), a estimativa mínima quadrática regularizada robusta do vetor y é
definida como a solução para o seguinte problema de otimização do tipo min-max:

min
y

max
δC,δ z

‖y‖2
Q +‖(C+δC)y− (z+δ z)‖2

R−1. (2.10)

Pode-se reconhecer (2.10) como um problema de mínimos quadrados regularizados com
incertezas, cuja solução ótima foi apresentada por Sayed e Nascimento (1999), para Q � 0, e
reescrita em uma estrutura matricial por Cerri (2013).

Considerando-se que, como nos problemas de filtragem que serão tratados mais à frente,
tenha-se

Q =

[
Q1 0
0 0

]
, com Q1 � 0,

então, segundo Cerri (2013), a existência e a unicidade da solução continuam garantidas, e ela
é calculada como na proposição a seguir.

Proposição 2.1. (CERRI, 2013) A estimativa mínima quadrática regularizada robusta ŷ∗ e a

respectiva matriz de variância P = E{ẽẽT} do erro de estimativa ẽ = (ŷ∗− y) são dadas por:

[
ŷ∗ P

]
=


0
0
0
I


T 

Q−1
1 0 0 I

0 R̂−1 0 C

0 0 λ̂−1I EC

IT CT ET
C 0


−1

0 0
z 0

Ez 0
0 −I

 ,
com

I=
[
I 0

]
,

R̂ = R−1 +R−1H(λ̂ I−HT R−1H)†HT R−1

e λ̂ = (1+α) ||HT R−1H||, para algum α > 0.
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CAPÍTULO 3
Reguladores Recursivos para

Sistemas com Atraso Desconhecido

Este capítulo tem por objetivo desenvolver uma estratégia recursiva para o problema de con-
trole robusto de sistemas lineares com atraso variante e desconhecido no estado. Assumindo-se
que o atraso pode ser representado por uma cadeia de Markov, o SLAE é transformado, pela
aplicação do método de elevação, em um sistema linear sujeito a saltos Markovianos (COSTA et
al., 2005). Dessa forma, o problema de controle do SLAE é reduzido ao problema de controle
de um SLSM sem observação da cadeia de Markov. Uma estratégia análoga foi seguida por
Odorico (2018, Cap. 4), que deduziu reguladores lineares quadráticos robustos para sistemas
com atraso variante conhecido no estado, através de um SLSM equivalente com observação da
cadeia de Markov.

Para a solução do problema Markoviano, utiliza-se uma metodologia proposta por Bortolin
(2017, Cap. 7), a qual, com o uso da função indicadora, reformula o SLSM como um sistema
determinístico que engloba todos os possíveis estados da cadeia, denominado sistema aumen-

tado singular (SAS).

Assim, a solução para o problema de controle do SLAE é obtida através de outro equivalente
definido para o SAS, o qual consiste na otimização de um funcional de custo quadrático sujeito
a uma restrição linear. A solução é dada pela aplicação da técnica de mínimos quadrados regu-
larizados robustos (Seção 2.2), de maneira semelhante à abordagem proposta por Cerri (2009)
para sistema lineares de tempo discreto no espaço de estados, cuja recursividade é estabelecida
por meio de equações de Riccati apresentadas em uma estrutura matricial.

Ao final do capítulo, exemplos numéricos ilustram o desempenho dos reguladores propostos
e os comparam a alternativas existentes na literatura que são dadas em termos de LMIs.
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3.1 Formulação do Problema

Considere o seguinte SLAE:

xk+1 =Ak xk +Ad,k xk−dk +Bk uk, ∀k ≥ 0,

xk = ϕ0(k), k ∈ [−dmax, 0],
(3.1)

sendo xk ∈ Rn o estado no passo k, xk−dk ∈ Rn o estado atrasado em dk amostras, uk ∈ Rm a
entrada de controle e ϕ0(k) a condição inicial do sistema para k =−dmax,−dmax +1, . . . ,0.

O atraso desconhecido dk é variante no tempo tal que

0≤ dmin ≤ dk ≤ dmax, (3.2)

com os inteiros conhecidos dmin e dmax representando os valores mínimo e máximo de dk, res-
pectivamente. Observe que, na situação de atraso conhecido e constante, tem-se dmin = dmax.

Dois possíveis casos são considerados para as matrizes de parâmetros:

Caso A: SLAE Nominal

Ak← Ak, Ad,k← Ad,k e Bk← Bk;

Caso B: SLAE Incerto

Ak← Ak +δAk, Ad,k← Ad,k +δAd,k e Bk← Bk +δBk,

sendo as matrizes Ak, Ad,k ∈Rn,n e Bk ∈Rn,m conhecidas e as matrizes de incertezas δAk, δAd,k ∈
Rn,n e δBk ∈ Rn,m modeladas da seguinte forma:[

δAk δAd,k δBk

]
= Lk ∆k

[
NAk NAd,k NBk

]
, (3.3)

onde Lk ∈ Rn,q é uma matriz não-nula, NAk , NAd,k ∈ Rq,n e NBk ∈ Rq,m são matrizes conhecidas
e ∆k ∈ Rq,q é uma matriz de contração tal que ‖∆k‖ ≤ 1.

Segundo Nilsson (1998), em muitas aplicações reais, o atraso em um determinado passo
está correlacionado com o atraso no passo anterior. Assim, neste trabalho, assume-se que o
atraso dk comporta-se como uma cadeia de Markov de tempo discreto. A hipótese de que o
atraso é regido por uma cadeia de Markov é muito utilizada na área de Sistemas de Controle em
Rede, como nos trabalhos de Chan e Ozguner (1995), Mao et al. (2007) e Qiu et al. (2015). As
probabilidades de transição, que governam as variações do atraso dk, podem ser obtidas através
de experimentos físicos ou de simulações numéricas.

Associado ao SLAE (3.1), considere o custo de N passos JN(x,u) definido por

JN(x,u) = xT
N PN xN +

N−1

∑
k=0

(
xT

k Qk xk +uT
k Rk uk

)
, (3.4)
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onde Qk � 0, Rk � 0 e PN � 0 são matrizes de ponderação com dimensões apropriadas.
O problema de regulação robusta para o SLAE (3.1) consiste em determinar uma sequência

de controle ótimo admissível U= {u∗0, . . . ,u∗N−1} que minimiza o valor esperado do custo (3.4)
sob a máxima influência das incertezas paramétricas (3.3), sujeito à restrição (3.1), ou seja,

min
uk

max
δAk,δAd,k,δBk

E
{

JN(x,u)
}
,

s.a xk+1 =Ak xk +Ad,k xk−dk +Bk uk.
(3.5)

Observe que o problema (3.5) reduz-se ao seguinte problema de minimização quando considera-
se o SLAE nominal (3.5, Caso A):

min
uk

E
{

JN(x,u)
}
,

s.a xk+1 = Ak xk +Ad,k xk−dk +Bk uk.
(3.6)

3.1.1 Equivalência com Sistema Linear Sujeito a Saltos Markovianos

Um procedimento denominado método de elevação (XIA et al., 2007; HETEL et al., 2008)
pode ser aplicado ao SLAE (3.1) para a obtenção de um sistema aumentado livre de atrasos,
mantendo-se a dinâmica do sistema original. Com base nesse método, o projeto do controlador
para o SLAE (3.1), cujos atrasos possuem comportamento Markoviano, pode ser reduzido ao
problema de regulação de um SLSM (COSTA et al., 2005).

Com este propósito, considere que os valores assumidos pelo atraso dk sejam governados
pela cadeia de Markov de tempo discreto θ(k) que assume valores no conjunto
S = {1, . . . ,s}, sendo s = dmax− dmin + 1, de modo que dk = dmin + θ(k)− 1. Associada à ca-
deia, tem-se uma matriz de probabilidades de transição P= [pi j] ∈ Rs,s, para todo i, j ∈ S, cujas
entradas satisfazem a:

Pr[θ(k+1) = j|θ(k) = i] = pi j, Pr[θ(k) = i] = πi,k,
s

∑
j=1

pi j = 1 e 0≤ pi j ≤ 1.
(3.7)

Definindo-se, então, o vetor de estado aumentado zk, a condição inicial z0 e a entrada de
controle vk como

zk :=



xk

xk−1
...

xk−dmax+1

xk−dmax


, z0 :=



ϕ0(0)
ϕ0(−1)

...
ϕ0(−dmax +1)

ϕ0(−dmax)


e vk := uk, (3.8)

o SLAE (3.1) pode ser reescrito como o seguinte SLSM:

zk+1 = Fθ(k),k zk + Gθ(k),k vk, ∀k ≥ 0, (3.9)

em que as matrizes Fθ(k),k ∈ Rnd ,nd e Gθ(k),k ∈ Rnd ,m, com nd = (dmax + 1)n, são definidas de
acordo com o caso considerado para o SLAE:
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Caso A: SLAE Nominal

Fθ(k),k← Fθ(k),k e Gθ(k),k← Gθ(k),k,

Caso B: SLAE Incerto

Fθ(k),k← Fθ(k),k +δFθ(k),k e Gθ(k),k← Gθ(k)+δGθ(k),k,

onde, para todo θ(k) = i ∈ S, tem-se

Fi,k :=


Ak 0 · · · 0

(i+dmin)
a coluna︷ ︸︸ ︷

Ad,k · · · 0

0

Idmaxn
...
0

 , δFi,k :=


δAk 0 · · · 0

(i+dmin)
a coluna︷ ︸︸ ︷

δAd,k · · · 0

0

0dmaxn
...
0

 ,

Gi,k :=



Bk

0
0
...
0


e δGi :=



δBk

0
0
...
0


. (3.10)

As matrizes de parâmetros incertos são definidas como[
δFi,k δGi,k

]
= Mi,k 4i,k

[
NFi,k NGi,k

]
, (3.11)

onde

Mi,k :=
[
LT

k 0 . . . 0
]T
∈ Rnd ,q, 4i,k := ∆k ∈ Rq,q,

NFi,k :=
[

NAk 0 · · · 0

(i+dmin)
a coluna︷ ︸︸ ︷

NAd,k · · · 0
]
∈ Rq,nd

e NGi,k := NBk ∈ Rq,m, ∀i ∈ S.

Deve-se ressaltar que, quando i+dmin = 1, o elemento da primeira coluna da matriz NFi,k é
igual a EAk +EAd,k , e os outros são nulos. Uma observação análoga é válida para os elementos
da primeira coluna das matrizes Fi,k e δFi,k.

De forma semelhante, define-se uma versão do custo (3.4) associada ao SLSM (3.9) como

JN(θ ,z,v) = zT
N Pθ(N),N zN +

N−1

∑
k=0

(
zT

k Qθ(k),k zk + vT
k Rθ(k),k vk

)
, (3.12)

com as seguintes matrizes de ponderação:

Pθ(N),N := diag(PN ,0, . . . ,0), Qθ(k),k := diag(Qk,0, . . . ,0) e Rθ(k),k := Rk.



3.2. Sistema Aumentado Singular 45

Pelo que foi apresentado até aqui, estabeleceu-se uma equivalência entre o SLAE (3.1)
e o SLSM (3.9), sendo cada possível valor assumido pelo atraso dk ∈ [dmin,dmax] do SLAE
correspondente a um modo de operação diferente do SLSM.

Portanto, o problema de projetar um regulador recursivo para o SLAE (3.1) é equivalente
ao problema de controle para o SLSM (3.9), definido por

min
vk

max
δFθ(k),k,δGθ(k),k

E
{
JN(θ ,z,v)

}
,

s.a zk+1 = Fθ(k),k zk +Gθ(k),k vk.
(3.13)

Como, por hipótese, o atraso dk é desconhecido, então o controlador não tem acesso aos
estados da cadeia de Markov. Assim, assume-se uma lei de controle por realimentação de
estado independente de modo dada por

vk =Kk zk, ∀k ≥ 0, (3.14)

onde a matriz Kk ∈ Rm,nd é o ganho de realimentação a ser determinado. Note que (3.13)
reduz-se a um problema de minimização no caso nominal.

A solução para o problema (3.13) será determinada a partir de uma metodologia que consiste
em reformular o SLSM como um sistema determinístico que independe da cadeia de Markov,
a partir da função indicadora, resultando em um sistema aumentado singular (BORTOLIN,
2017, Cap. 7). Então, o regulador recursivo será projetado através da aplicação da técnica de
mínimos quadrados regularizados robustos (Seção 2.2), da qual resultará uma solução recursiva
em termos de equações de Riccati para o SLSM sem observação da cadeia de Markov.

3.2 Sistema Aumentado Singular

Nesta seção, considera-se uma abordagem determinística do problema (3.13), segundo a
qual o SLSM (3.9) é reescrito como um sistema que agrega todos os possíveis estados da cadeia
de Markov. Para a obtenção desse novo sistema, considere a função indicadora 11C, para um
conjunto C, definida por

11C(ω) =

{
1, se ω ∈ C,

0, caso contrário .
(3.15)

Para todo i ∈ S, tem-se que 11{θ(k)=i}(ω) = 1 se θ(k) = i, e 11{θ(k)=i}(ω) = 0 em caso con-
trário. O SLSM (3.9) pode ser reescrito em termos da função indicadora da seguinte forma:

s

∑
i=1

11{θ(k)=i} zk+1 =
s

∑
i=1

(
Fi,k 11{θ(k)=i}

)
zk +

s

∑
i=1

(
Gi,k 11{θ(k)=i}

)
vk. (3.16)

Pré- e pós- multiplicando (3.16) pelas probabilidades de transição pi j, segue que(
s

∑
i=1

pi j 11{θ(k)=i}

)
zk+1 =

(
s

∑
i=1

pi j 11{θ(k)=i}Fi,k

)
zk +

(
s

∑
i=1

pi j 11{θ(k)=i}Gi,k

)
vk, ∀ j ∈ S.

(3.17)
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Sendo o estado da cadeia de Markov θ(k) desconhecido a cada passo k, a função indicadora
11{θ(k)=i} pode ser considerada um parâmetro incerto. Assim, a partir da representação matricial
do sistema de equações formado por (3.17), define-se um sistema dinâmico composto apenas
por matrizes de parâmetros incertas, denominado sistema aumentado singular (BORTOLIN,
2017), o qual é representado por

δ Ēk zk+1 = δMk zk +δNk vk, (3.18)

sendo

δ Ēk = T


Ind

Ind
...

Ind

 , δMk = T


F1,k

F2,k
...

Fs,k

 , δNk = T


G1,k

G2,k
...

Gs,k

 , com

T =


11{θ(k)=1}p11Ind 11{θ(k)=2}p21Ind . . . 11{θ(k)=s}ps1Ind

11{θ(k)=1}p12Ind 11{θ(k)=2}p22Ind . . . 11{θ(k)=s}ps2Ind

...
... . . . ...

11{θ(k)=1}p1sInd 11{θk=2}p2sInd . . . 11{θ(k)=s}pssInd

 .

As matrizes de incertezas são modeladas da seguinte forma:[
δ Ēk δMk δNk

]
=H∆T,k

[
EĒk

EMk ENk

]
, (3.19)

em que

H =


h11 . . . 0 h12 . . . 0 . . . h1s . . . 0

... . . . ...
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . hs1 0 . . . hs2 . . . 0 . . . hss

 ,
ET

Ēk
=
[

e11 . . . e1s . . . es1 . . . ess
]
,

ET
Mk

=
[

m11 . . . m1s . . . ms1 . . . mss
]
,

ET
Nk

=
[

n11 . . . n1s . . . ns1 . . . nss
]
,

∆T,k=diag(∆T,11, . . . ,∆T,1s, . . . ,∆T,s1, . . . ,∆T,ss) ,

e os elementos de cada matriz são dados de acordo com o caso considerado para o SLSM,
definido a partir do SLAE:

Caso A: SLSM Nominal

hi j = Ind , ei j = pi j Ind , mi j = pi j FT
i,k, ni j = pi j GT

i,k e ∆T,i j = diag
(
11{θ(k)=i} Ind

)
;
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Caso B: SLSM Incerto

hi j =
[
Ind Mi,k

]
, ei j =

[
pi jInd 0T

nd ,q

]
, mi j =

[
pi jFT

i,k pi jNT
Fi,k

]
,

ni j =
[

pi jGT
i,k pi jNT

Gi,k

]
, e ∆T,i j = diag

(
11{θ(k)=i} Ind ,11{θ(k)=i}4i

)
.

Similarmente, a função indicadora também pode ser utilizada para reescrever o custo (3.12),
resultando na seguinte função de custo associada ao sistema (3.18):

V(z,v) = zT
N PN zN +

N−1

∑
k=0

[
zT

k (δ
T
Q,kQk δQ,k)zk + vT

k (δ
T
R,kRk δR,k)vk

]
, (3.20)

onde PN ∈Rnd ,nd , Qk = diag(Q1,k, . . . ,Qs,k) e Rk = diag(R1,k, . . . ,Rs,k). Os parâmetros incertos
δR,k e δQ,k são modelados por

δR,k =HR ∆R,k ER e δQ,k =HQ ∆Q,k EQ, (3.21)

com

HR = Ism, ER = Im, ∆R,k =
[
11{θ(k)=1}Im . . . 11{θ(k)=s}Im

]T
,

HQ = Isnd , EQ = Ind e ∆Q,k =
[
11{θ(k)=1}Ind . . . 11{θ(k)=s}Ind

]T
.

Portanto, o problema de projetar um regulador recursivo para o SLSM (3.13) é equivalente
ao problema de controle para o SAS, definido por

min
vk

max
δT

V(z,v),

s.a δ Ēk zk+1 = δMk zk +δN vk,
(3.22)

onde δT = {δQk ,δRk ,δ Ēk,δMk,δNk}, e com uma lei de controle por realimentação de estado

vk =Kk zk, ∀k ≥ 0. (3.23)

Observe que o vetor de estado zk e a entrada de controle vk pertencem tanto ao SAS (3.18)
quanto ao SLSM (3.9). Consequentemente, o ganho de realimentação que estabiliza o SAS
poderá estabilizar o SLSM.

3.3 Reguladores Robustos Recursivos via SAS

A solução para o problema (3.22) pode ser obtida recursivamente através da técnica de
programação dinâmica (BERTSEKAS, 1995), resolvendo-se a seguinte sequência de problemas
de otimização irrestrita:

min
z1,v0

max
δT,0

{
Lµ,0

(
z1,v0

)
+min

z2,v1
max
δT,1

{
Lµ,1

(
z2,v1

)
+ . . .+ min

zt ,vt−1
max
δT,t−1

{
Lµ,t−1

(
zt ,vt−1

)
+

. . . + min
zN ,vN−1

max
δT,N−1

{
Lµ,N−1

(
zN ,vN−1

)
+ zT

NPNzN
} }}}

, (3.24)
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sendo δT,k = {δQk ,δRk ,δ Ēk,δMk,δNk} e o custo por estágio Lµ,k obtido pela aplicação do método
de funções penalidade (Seção 2.1) ao problema (3.22) a cada passo k ≥ 0, resultando em

Lµ,k
(
zk+1,vk

)
=


 0 δR,k

0 0
δ Ēk −δNk

[zk+1

vk

]
−

 0
−δQ,k

δMk

 zk


T

×

Rk O O

O Qk O

O O µInd

(•), (3.25)

com µ > 0 fixo. Assim, a solução para (3.24) pode ser obtida iterativamente pela otimização
do funcional (3.25) a cada passo, ou seja, resolvendo-se o seguinte problema:

min
zk+1,vk

max
δT,k

Jµ,k
(
zk+1,vk

)
:= Lµ,k

(
zk+1,vk

)
+ zT

k+1Pk+1zk+1. (3.26)

Note que (3.26) é um caso particular do problema de mínimos quadrados regularizados com
incertezas (2.6). Assim, a solução para (3.26) pode ser obtida, a cada passo, através da técnica
de mínimos quadrados regularizados robustos (Seção 2.2), a partir das seguintes identificações
entre (2.6) e (3.25):

Q← Pk+1, x←

[
zk+1

vk

]
, (3.27)

A←

O O

O O

O O

, δA←

 O δRk

O O

δEk −δNk

, b←

O

O

O

zk,

δb←

 O

−δQk

δMk

zk, EA←

 O ERk

O O

EEk −ENk

, Eb←

 O

−EQk

EMk

,
Wµ ← diag(Rk,Qk,µInd), H← diag(HR,HQ,H) e ∆← diag

(
∆Rk ,∆Qk ,∆T,k

)
.

O Lema 3.1 apresenta a solução ótima para (3.26), por meio da aplicação do Lema 2.3, com
o relaxamento da condição sobre a positividade de Pλ ,k+1.

Lema 3.1. (BORTOLIN, 2017) Considere o problema de otimização (3.26), com λ̂ > 0 fixado.

A solução ótima (z∗
λ ,k+1,v

∗
λ ,k) para cada k ≥ 0 é dada por


z∗

λ ,k+1

v∗
λ ,k

J∗
λ ,k

=


Ind 0 0

0 Im 0

0 0 zk


T 

Lλ ,k

Kλ ,k

Pλ ,k

 zk,
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sendo que as matrizes Lλ ,k, Kλ ,k e Pλ ,k são determinadas por meio de


Lλ ,k

Kλ ,k

Pλ ,k

=

0 0 0 Ind 0

0 0 0 0 Im

0 0 M̂T
k 0 0




0 Ind 0 Ind 0

Ind −Pλ ,k+1 0 0 0

0 0 Σ Êk −N̂k

Ind 0 ÊT
k 0 0

0 0 −N̂T
k 0 0



−1 

0

0

M̂k

0

0


, (3.28)

com os blocos matriciais

Êk←
[
0 0 ET

Ēk

]T
, M̂k←

[
0 −ET

Q ET
Mk

]T
, N̂k←

[
ET
R 0 ET

Nk

]T
,

Σ← diag
(

λ̂
−1Im, λ̂

−1Ind , λ̂
−1I
)

e λ̂ > 0.

A solução apresentada pelo Lema 3.1 pode ser reduzida para a forma algébrica, resultando
nas equações de Riccati clássicas obtidas para o problema de controle de sistemas sem a pre-
sença de incertezas. Dessa forma, quando o regulador robusto recursivo fornece uma solução
para o problema de regulação do SLSM, e consequentemente para o SLAE, as condições de es-
tabilidade e convergência são equivalentes às dos sistemas lineares de tempo discreto no espaço
de estados (LANCASTER; RODMAN, 1995).

O Teorema 3.1 apresenta a solução algébrica robusta recursiva obtida a partir de manipula-
ções algébricas de (3.28).

Teorema 3.1. (BORTOLIN, 2017) Considere o problema de otimização (3.26). A solução al-
gébrica robusta recursiva para cada λ̂ é dada por

Lλ ,k =
(
ET

Ēk
EĒk

)−1
ET

Ēk

{[
I− λ̂

−1
(

Ψ̂
−1
k+1 + λ̂

−1ENkE
T
Nk

)−1
]
EMk −ENk

(
λ̂ Im +ET

Nk
Ψ̂k+1ENk

)−1
×

ET
Nk

Ψ̂k+1EMk

}
,

Kλ ,k = −
(

λ̂ Im +ET
Nk

Ψ̂k+1ENk

)−1
ET
Nk

Ψ̂k+1EMk ,

Pλ ,k = Q + ET
Mk

Ψ̂k+1EMk −ET
Mk

Ψ̂k+1ENk

(
λ̂ Im +ET

Nk
Ψ̂k+1ENk

)−1
ET
Nk

Ψ̂k+1EMk ,

sendo Ψ̂k+1 =
(

λ̂−1I +EĒk
P−1

λ ,k+1E
T
Ēk

)−1
e Q= λ̂ Ind .

O Algoritmo 3.1 sumariza os desenvolvimentos deste capítulo, apresentando o procedi-
mento para a obtenção da sequência ótima {v∗k}

N−1
k=0 para o problema (3.22), que pode ser uma

solução para o problema de controle do SLAE (3.5).

3.4 Exemplos Numéricos

São apresentados, nesta seção, dois exemplos ilustrativos da aplicação dos reguladores re-
cursivos para SLAEs desenvolvidos no capítulo. Para que tenham seus desempenhos avaliados,
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Algoritmo 3.1 Regulador Robusto Recursivo para Sistemas com Atraso Desconhecido

SLSM: Determine os parâmetros do SLSM: Fθ(k),k, Gθ(k),k, Mθ(k),k, NFθ(k),k , NGθ(k),k e z0.

SAS: Defina os parâmetros do SAS: H, EĒk
, EMk , ENk , HQ, EQ, HR e ER.

Regulador Robusto Recursivo:

Passo 1: Defina λ̂ , N e PN � 0.

Passo 2: Calcule, para cada k = N−1, . . . ,0:

Lλ ,k, Kλ ,k e Pλ ,k via (3.28).

SLAE: Obtenha, para cada k = 0, . . . ,N−1:

xk+1 =Ak xk +Ad,k xk−dk +Bk vk,

com vk =Kλ ,k zk.

esses reguladores são comparados a abordagens existentes na literatura que apresentam suas
soluções em termos de LMIs.

Cada curva de trajetória e de custo apresentada corresponde à média calculada considerando-
se simulações de Monte Carlo com 1000 diferentes realizações da cadeia de Markov, com hori-
zonte definido.

Em cada realização, o atraso dk foi selecionado aleatoriamente, a cada passo k, no intervalo
[dmin, dmax], segundo a matriz de probabilidades de transição P, de acordo com o algoritmo pro-
posto por Häggström (2002, Cap. 3), apresentado no Apêndice A. No caso incerto, o parâmetro
de contração ∆k foi selecionado aleatoriamente, com distribuição uniforme, no intervalo [−1,1],
e fixado a cada passo de cada realização.

O desempenho de cada método de controle será avaliado de acordo com o valor máximo do
atraso, dmax ∈ [1, 7], com dmin = 0 fixo.

Todas as rotinas foram implementadas no software MAT LABr, versão 9.0.0.341360 (R2016a),
em um computador com processador Intelr CoreT M i7-3770 com frequência de 3,40 GHz,
memória RAM de 8,0 GB e sistema operacional Windowsr 10 Home. As LMIs foram imple-
mentadas na plataforma Yalmip (LÖFBERG, 2004), com o solver SeDuMi (STURM, 1999).

Exemplo 3.1 (SLAE Nominal). Considere o SLAE nominal (3.1, Caso A) com as seguintes

matrizes de parâmetros:

Ak =

[
0,9 0,5
0,8 1,0

]
, Ad,k =

[
0,8 0
0,8 0,5

]
, Bk =

[
3
3

]
,

e a condição inicial φ0(k) =
[
1 −1

]T
, para todo k ≤ 0. Considera-se, neste exemplo, um hori-

zonte de valor igual a 1000.
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Com relação ao custo de N passos (3.4), adotam-se as seguintes matrizes:

PN = Qk = I2 e Rk = 1, ∀k ≥ 0.

Para as probabilidades de transição, tomam-se:

pi j =
1
s
, πi,0 =

1
s
, ∀i, j ∈ S,

sendo s = dmax−dmin +1,

ou seja, a cada passo k, todos os possíveis valores do atraso são igualmente prováveis.

O regulador robusto recursivo, implementado conforme o Algoritmo 3.1, terá seu desempe-

nho comparado às abordagens baseadas em LMIs propostas por Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun

et al. (2009, Thm. 2).

Para o Algoritmo 3.1, assumem-se os seguintes parâmetros:

λ̂ = 1,5 e PN = diag(I2,0, . . . ,0).

Consideram-se os seguintes valores para os parâmetros da abordagem de Sun et al. (2009,

Thm. 2):

λ0 = λ1 = 1,3, λi = 1,2, i ∈ [2,7]

δ0 = 0,2, δ1 = 0,3, δ j = 0,1, j ∈ [2,7] e µ = 1,2.

A Figura 3.1 apresenta o comportamento da média da norma euclidiana dos estados do

SLAE obtida por cada método, para dmax = 1 e dmax = 7. Observe que, apesar de o valor de

dmax ter influência sobre o desempenho de todos os métodos, todas as trajetórias convergem

para zero. No entanto, o regulador robusto recursivo apresenta um desempenho mais suave em

relação às abordagens via LMIs.

Figura 3.1 – Comparação das médias das normas dos estados regulados.
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Os ganhos de realimentação obtidos pelo regulador robusto recursivo e pelas abordagens

de Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun et al. (2009, Thm. 2) para dmax = 1 foram, respectivamente,

K∗R,1000 =
[
−0,3754 −0,2659 −0,1233 −0,0380

]
,

K∗X =
[
−0,3394 −0,1753

]
e K∗S =

[
−0,4553 −0,2409

]
.

O comportamento da média do custo de N passos JN (3.4) obtida por cada método é apre-

sentado na Figura 3.2, para dmax = 1 e dmax = 7. Observe que, para cada método, JN converge

conforme o valor de N aumenta. As médias do custo ótimo de N passos obtidas por cada

método são apresentadas na Tabela 3.1.

Figura 3.2 – Comparação das médias dos custos de N passos JN .
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Tabela 3.1 – Médias do custo ótimo de N passos para cada método, conforme dmax.

Atraso Média do custo ótimo J∗1000
Regulador Xia et al. (2007) Sun et al. (2009)

dmax = 1 4,77 7,96 3,31

dmax = 7 13,78 21,37 15,40

Na Figura 3.3 são ilustradas as médias dos custos totais ótimos J∗1000 obtidos por cada

método, conforme o valor de dmax. Note que a abordagem de Xia et al. (2007, Cor. 4) obtém

os maiores valores, ao passo que o regulador robusto recursivo e o método de Sun et al. (2009,

Thm. 2) obtêm valores próximos.

Na Figura 3.4 são apresentadas as médias, obtidas a partir de 100 experimentos, dos tem-

pos de CPU despendidos por cada método para determinar o valor do ganho de realimentação.

Consideraram-se o tempo necessário para a resolução das LMIs de cada abordagem e o tempo

para o regulador robusto recursivo determinar o ganho ótimo em regime K∗
λ ,Nc

, sendo Nc o

horizonte que satisfaz a condição ||Pλ ,Nc+1−Pλ ,Nc ||< 0,001.
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Figura 3.3 – Comparação das médias dos custos totais ótimos J∗1000 em função de dmax.
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Figura 3.4 – Comparação das médias dos tempos de CPU em função de dmax.
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Como a dimensão do sistema aumentado cresce com o aumento de dmax, o tempo de CPU

despendido também cresce. No entanto, o regulador recursivo se destaca em relação às abor-

dagens via LMIs por despender o menor tempo para todos os valores atribuídos a dmax. Em

particular, para dmax = 7, as abordagens de Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun et al. (2009, Thm. 2)

apresentaram os tempos de CPU TX ≈ 3,97 s e TS≈ 11,08 s, respectivamente, enquanto o tempo

do regulador recursivo foi TR ≈ 0,61 s.

Exemplo 3.2 (SLAE Incerto). Considere o SLAE incerto (3.1, Caso B), sendo que as matrizes

de parâmetros nominais, a condição inicial e as matrizes de ponderação do custo são como no

Exemplo 3.1. As matrizes de parâmetros incertos são dadas por

Lk =

[
1
1

]
, NAk =

[
0,2 0,3

]
, NAd,k =

[
0,2 0,1

]
, NBk =

[
1,5
]
.

Neste caso, o regulador robusto recursivo terá seu desempenho comparado à abordagem

baseada em LMIs proposta por Xia et al. (2007, Cor. 5). As probabilidades de transição e os

parâmetros para a execução do Algoritmo 3.1 são os mesmos que foram adotados no Exemplo

3.1, sendo o horizonte igual a 300.
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As médias das normas euclidianas dos estados do SLAE obtidas por cada método são mos-

tradas na Figura 3.5, para dmax = 1 e dmax = 7. Embora o aumento no valor máximo do atraso

impacte os desempenhos dos métodos, todas as trajetórias convergem para zero, e o regulador

recursivo apresenta um comportamento mais suave comparado à abordagem via LMIs.

Figura 3.5 – Comparação das médias das normas dos estados regulados.
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(b) dmax = 7
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Os ganhos de realimentação obtidos pelo regulador robusto recursivo e pela abordagem de

Xia et al. (2007, Cor. 5) para dmax = 1 foram, respectivamente,

K∗R,300 =
[
−0,3509 −0,2607 −0,1152 −0,0372

]
e K∗X =

[
−0,2596 −0,2043

]
.

O comportamento da média do custo de N passos JN (3.4) obtida por cada método é apre-

sentado na Figura 3.6, para dmax = 1 e dmax = 7. Observe que, para cada método, JN converge

conforme o valor de N aumenta. As médias do custo ótimo de N passos obtidas por cada

método são apresentadas na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 – Médias do custo ótimo de N passos para cada método conforme dmax.

Atraso Média do custo ótimo J∗300
Regulador Xia et al. (2007)

dmax = 1 6,18 67,54

dmax = 7 17,47 124,54

A Figura 3.7 ilustra as médias dos custos totais ótimos J∗300 obtidos por cada método, con-

forme o valor de dmax. Note que o regulador robusto recursivo obteve os menores valores

quando comparado à abordagem de Xia et al. (2007, Cor. 5).

Na Figura 3.8, apresentam-se as médias, obtidas a partir de 100 experimentos, dos tempos

de CPU despendidos por cada regulador para calcular o valor do ganho de realimentação.



3.4. Exemplos Numéricos 55

Figura 3.6 – Comparação das médias dos custos de N passos JN .
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(b) dmax = 7
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Figura 3.7 – Comparação das médias dos custos totais ótimos J∗300 em função de dmax.
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Consideraram-se o tempo necessário para a resolução das LMIs da abordagem de Xia et al.

(2007, Cor. 5) e o tempo para o regulador robusto recursivo determinar o ganho ótimo em

regime K∗
λ ,Nc

, sendo Nc tal que ||Pλ ,Nc+1−Pλ ,Nc ||< 0,001.

Observe que o regulador robusto recursivo despendeu menores tempos de CPU em relação

à abordagem via LMIs. Em particular, para dmax = 7, tem-se que TR ≈ 0,93 s e TX ≈ 5,30 s.

Para ilustrar a influência da matriz de probabilidades de transição P sobre desempenho do

regulador robusto recursivo, a simulação de Monte Carlo foi realizada considerando-se três

matrizes distintas, dadas por:

P1 =

[
0,5 0,5
0,5 0,5

]
, P2 =

[
0,95 0,05
0,20 0,80

]

e P3 =

[
0,05 0,95
0,80 0,20

]
.
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Figura 3.8 – Comparação das médias dos tempos de CPU em função de dmax.
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A Figura 3.9 apresenta as médias das normas dos estados regulados obtidas pelo regulador

robusto recursivo para cada matriz de probabilidades de transição, com dmax = 1. Note que a

dinâmica do sistema depende dos valores atribuídos às probabilidades de transição.

Figura 3.9 – Médias dos estados obtidas pelo regulador robusto recursivo para dmax = 1.
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CAPÍTULO 4
Filtros de Kalman para Sistemas com

Atraso Conhecido

Apresenta-se, neste capítulo, um método recursivo para a filtragem robusta de sistemas
lineares com atraso variante no estado, supondo-se que o valor do atraso pode ser medido, e é,
portanto, conhecido a cada passo. Como em um típico problema de filtragem, deseja-se obter,
através das variáveis de medidas, a melhor estimativa para o estado do sistema, o qual não é
perfeitamente observado.

De maneira semelhante à do desenvolvimento dos reguladores, faz-se uso da suposição
de que as transições entre os valores do atraso obedecem a uma cadeia de Markov de tempo
discreto. Realiza-se, então, a transformação do SLAE em um SLSM equivalente, e o problema
de filtragem é redefinido em termos do SLSM, assumindo-se que há observação do modo de
operação.

A partir da definição do problema de filtragem Markoviano, segue-se a estratégia de Cerri
(2013) para a obtenção das estimativas de estado para SLSMs com cadeia de Markov obser-
vada. As soluções recursivas são obtidas segundo uma metodologia determinística, através da
otimização de um funcional de custo quadrático de um passo sujeito a uma restrição linear, com
base nas técnicas de estimativas mínimas quadráticas, apresentadas no Capítulo 2.

A recursividade das soluções obtidas é estabelecida em termos de uma estrutura matricial
que pode ser reduzida para uma forma algébrica análoga à do filtro de Kalman convencional.

Exemplos numéricos fornecidos ao final do capítulo avaliam o desempenho das estimativas
preditoras propostas, e as comparam a outras obtidas por filtros recursivos que não incorporam
informações sobre o atraso em suas formulações.



58 Capítulo 4. Filtros de Kalman para Sistemas com Atraso Conhecido

4.1 Formulação do Problema

Considere o seguinte SLAE:

xk+1 = Akxk +Ad,kxk−dk +Ckwk,

yk = Dkxk +Ekvk, ∀k ≥ 0,
(4.1)

sendo xk ∈ Rn o estado no passo k, xk−dk ∈ Rn o estado atrasado em dk amostras e yk ∈ Rp o
vetor de medida. Os vetores wk ∈ Rm e vk ∈ Rr são ruídos aleatórios gaussianos mutuamente
independentes, ambos com média nula, e com matrizes de variância E{wkwT

l }= Qkδkl ∈ Rm,m

e E{vkvT
l } = Rkδkl ∈ Rr,r, respectivamente, com δkl = 1 se k = l e δkl = 0 em caso contrário.

Adicionalmente, as sequências {wk} e {vk} e a variável aleatória x0 são mutuamente indepen-
dentes.

O atraso variante dk é um inteiro que atende à condição

0≤ dmin ≤ dk ≤ dmax,

onde os inteiros dmin e dmax são assumidos conhecidos. A situação de atraso constante pode ser
tratada tomando-se dmin = dmax.

Assim como no estudo do problema de controle, segue-se a linha de trabalhos como os de
Chan e Ozguner (1995), Mao et al. (2007) e Qiu et al. (2015), e supõe-se que as transições entre
os valores de dk a cada passo obedecem a uma cadeia de Markov finita de tempo discreto.

As matrizes de parâmetros são dadas segundo dois casos considerados para o SLAE (4.1):

Caso A: SLAE Nominal

Ak← Ak, Ad,k← Ad,k, Ck←Ck,

Dk← Dk e Ek← Ek;

Caso B: SLAE Incerto

Ak← Ak +δAk, Ad,k← Ad,k +δAd,k, Ck←Ck +δCk,

Dk← Dk +δDk e Ek← Ek +δEk,

com Ak, Ad,k ∈ Rn,n, Ck ∈ Rn,m, Dk ∈ Rp,n e Ek ∈ Rp,r assumidas conhecidas. Para o SLAE
incerto, as incertezas paramétricas limitadas em norma δAk, δAd,k ∈ Rn,n, δCk ∈ Rn,m, δDk ∈
Rp,n e δEk ∈ Rp,r seguem o seguinte modelo:[

δAk δAd,k δCk

]
= L1,k∆1,k

[
NAk NAd,k NCk

]
,[

δDk δEk

]
= L2,k∆2,k

[
NDk NEk

]
, (4.2)
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onde L1,k ∈ Rn,q1 e L2,k ∈ Rp,q2 são matrizes não-nulas, as matrizes NAk ∈ Rq1,n, NAd,k ∈ Rq1,n,
ECk ∈Rq1,m, NDk ∈Rq2,n e NEk ∈Rq2,r são conhecidas e ∆1,k ∈Rq1,q1 e ∆2,k ∈Rq2,q2 são matrizes
de contração arbitrárias tais que ‖∆ j,k‖ ≤ 1, j = 1,2.

Admitindo-se que o processo {xk} associado ao SLAE (4.1) não é perfeitamente observado,
tem-se por objetivo obter, a cada passo, a melhor estimativa para o estado xk do sistema. Mais
precisamente, deseja-se, com base no conjunto Zk de informações disponíveis até o passo k,
calcular recursivamente as estimativas ótimas filtrada, x̂k|k, e preditora, x̂k+1|k, para xk e xk+1,
respectivamente. A saída do sistema, yk, é sempre assumida mensurável, e dk é suposto conhe-
cido, embora não de forma antecipada, de modo que

Zk = {y1, . . . ,yk,d0, . . . ,dk}. (4.3)

Serão denotados por ek|k = (xk− x̂k|k) o erro da estimativa filtrada e por ek+1|k = (xk+1−
x̂k+1|k) o erro da estimativa preditora, sendo suas respectivas matrizes de variância Pk|k e Pk+1|k.

Para que se atinja o objetivo estabelecido, será utilizada a interpretação determinística do
problema seguida por Cerri (2013), baseada na solução de um problema de mínimos quadrados.
Segundo essa interpretação, as variáveis x̂k+1, x̂k, ŵk e v̂k substituem as variáveis aleatórias xk+1,
xk, wk e vk, e considera-se, no lugar do sistema (4.1), o modelo determinístico equivalente

x̂k+1 = Akx̂k +Ad,kx̂k−dk +Ckŵk,

yk = Dkx̂k +Ekv̂k, ∀k ≥ 0.
(4.4)

Associa-se, então, ao modelo (4.4), o seguinte funcional de custo quadrático de um passo:

Jk(x̂k, ŵk, v̂k) := ‖x̂k− x̂k|k−1‖2
P−1

k|k−1
+‖ŵk‖2

Q−1
k
+‖v̂k‖2

R−1
k
, (4.5)

no qual as matrizes Qk e Rk são reinterpretadas como ponderações para os desvios de ajuste ŵk

e v̂k, respectivamente. Da mesma forma, Pk|k e Pk+1|k passam a ser tratadas como ponderações
para os respectivos erros de aproximação êk|k = (x̂k− x̂k|k) e êk+1|k = (x̂k+1− x̂k+1|k).

O problema estudado é então estabelecido como a determinação, para cada k ≥ 0, das solu-
ções ótimas x̂∗k+1, x̂∗k , ŵ∗k e v̂∗k que minimizam Jk(x̂k, ŵk, v̂k) sob a máxima influência das incer-
tezas paramétricas, ou

min
ŵk,v̂k,x̂k,x̂k+1

max
δk

Jk(x̂k, ŵk, v̂k),

s. a

{
x̂k+1 = Akx̂k +Ad,kx̂k−dk +Ckŵk,

yk = Dkx̂k +Ekv̂k, ∀k ≥ 0,
(4.6)

com δk = {δAk,δAd,k,δCk,δDk,δEk} e P0|−1 � 0. Note que, no caso do SLAE nominal, o
problema (4.6) reduz-se a uma minimização simples.

A partir das soluções para o problema, definem-se

x̂k+1|k := x̂∗k+1, x̂k|k := x̂∗k , ŵk|k := ŵ∗k , e v̂k|k := v̂∗k ,
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onde estão incluídas as estimativas filtrada e preditora desejadas.
A exemplo dos desenvolvimentos do capítulo anterior, apresenta-se, a seguir, um processo

de transformação do SLAE (4.4) em um SLSM livre de atrasos, o que permitirá que o problema
de filtragem seja reestabelecido em termos deste.

4.1.1 Equivalência com Sistema Linear Sujeito a Saltos Markovianos

Adota-se aqui novamente a estratégia de transformação do SLAE em um SLSM livre de
atrasos, através do método de elevação. Para isso, os atrasos dk são uma vez mais assumidos
governados por uma cadeia de Markov de tempo discreto θ(k) ∈ S = {1, . . . ,s}, s = dmax−
dmin + 1, de modo que dk = dmin + θ(k)− 1, com uma matriz de probabilidades de transição
P= [pi j] ∈ Rs,s, i, j ∈ S, sendo que

Pr[θ(k+1) = j|θ(k) = i] = pi j, Pr[θ(k) = i] = πi,k,
s

∑
j=1

pi j = 1 e 0≤ pi j ≤ 1.
(4.7)

Dessa maneira, o SLAE (4.1) pode ser reescrito como o seguinte SLSM:

zk+1 = Fθ(k),kzk +Wθ(k),kwk,

yk = Hθ(k),kzk +Vθ(k),kvk, ∀k ≥ 0,
(4.8)

onde o estado aumentado zk é dado por

zk :=



xk

xk−1
...

xk−dmax+1

xk−dmax


,

e as matrizes de parâmetros são dadas de acordo com o caso considerado para o SLAE:

Caso A: SLAE Nominal

Fθ(k),k← Fθ(k),k, Wθ(k),k←Wθ(k),k,

Hθ(k),k← Hθ(k),k e Vθ(k),k←Vθ(k),k;

Caso B: SLAE Incerto

Fθ(k),k← Fθ(k),k +δFθ(k),k,Wθ(k),k←Wθ(k)+δWθ(k),k,

Hθ(k),k← Hθ(k),k +δHθ(k),k e Vθ(k),k←Vθ(k),k +δVθ(k),k,

sendo, para cada i = θ(k) ∈ S,
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Fi,k :=


Ak 0 · · · 0

(i+dmin)
a coluna︷ ︸︸ ︷

Ad,k · · · 0

0

Idmaxn
...
0

 , δFi,k :=


δAk 0 · · · 0

(i+dmin)
a coluna︷ ︸︸ ︷

δAd,k · · · 0

0

0dmaxn
...
0

 ,

Wi,k :=



Ck

0
0
...
0


, δWi,k :=



δCk

0
0
...
0


, (4.9)

Hi,k :=
[
Dk 0 0 . . . 0

]
, δHi,k :=

[
δDk 0 0 . . . 0

]
,

Vi,k := Ek e δVi,k := δEk,

com Fi,k,δFi,k ∈ Rnd ,nd ; Wi,k,δWi,k ∈ Rnd ,m; Hi,k,δHi,k ∈ Rp,nd e Vi,k,δVi,k ∈ Rp,r, sendo nd =

(dmax +1)n. Assim, tem-se o seguinte modelo para as matrizes de incertezas:

[
δFi,k δWi,k

]
= M1,i,k 41,i,k

[
NFi,k NWi,k

]
,[

δHi,k δVi,k

]
= M2,i,k 42,i,k

[
NHi,k NVi,k

]
, (4.10)

com as matrizes aumentadas

M1,i,k :=
[
LT

1,k 0 . . . 0
]T
∈ Rnd ,q1, 41,i,k := ∆1,k ∈ Rq1,q1,

NFi,k :=
[

NAk 0 · · · 0

(i+dmin)
a coluna︷ ︸︸ ︷

NAd,k · · · 0
]
∈ Rq1,nd , NWi,k := NCk ∈ Rq1,m, (4.11)

M2,i,k := L2,k ∈ Rp,q2, 42,i,k := ∆2,k ∈ Rq2,q2,

NHi,k :=
[
NDk 0 . . . 0

]
∈ Rq2,nd , NVi,k := NEk ∈ Rq2,r, ∀i ∈ S.

Nota-se que, quando i+ dmin = 1, o elemento da primeira coluna da matriz NFi,k é igual a
EAk +EAd,k , e os demais são nulos. Os elementos da primeira coluna das matrizes Fi,k e δFi,k

estão sujeitos a uma observação análoga.

Foi estabelecida, então, uma equivalência entre o SLAE (4.1) e o SLSM (4.8), segundo
a qual cada possível valor do atraso dk ∈ [dmin,dmax] do SLAE corresponde a um modo de
operação diferente do SLSM. As estimativas para o SLAE podem, então, ser obtidas a partir
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das estimativas filtrada e preditora para o SLSM, denotadas, respectivamente, por

ẑk|k =



x̂k|k

x̂k−1|k
...

x̂k−dmax+1|k

x̂k−dmax|k


e ẑk+1|k =



x̂k+1|k

x̂k|k
...

x̂k−dmax+2|k

x̂k−dmax+1|k


, (4.12)

cujas respectivas matrizes de variância do erro de estimativa são denotadas por Pk|k e Pk+1|k.

Adotando-se novamente a interpretação determinística utilizada para formular o sistema
(4.4), com as variáveis ŵk,v̂k,ẑk e ẑk+1 substituindo as variáveis aleatórias wk,vk,zk e zk+1 do
sistema (4.8), o custo quadrático (4.5) pode ser reescrito em termos do SLSM como:

Jk(ẑk, ŵk, v̂k) := ‖ẑk− ẑk|k−1‖2
P−1

k|k−1
+‖ŵk‖2

Q−1
k
+‖v̂k‖2

R−1
k
. (4.13)

O problema de filtragem para o SLAE é equivalente, portanto, ao problema definido para o
SLSM, estabelecido da seguinte maneira:

min
ŵk,v̂k,ẑk,ẑk+1

max
δ ′k

Jk(ẑk, ŵk, v̂k),

s. a

{
ẑk+1 = Fθ(k),kẑk +Wθ(k),kŵk,

yk = Hθ(k),kẑk +Vθ(k),kv̂k, ∀k ≥ 0,
(4.14)

cujas soluções minimizam o custo (4.13) sob a máxima influência das incertezas paramétri-
cas δ ′k := {δFθ(k),k,δWθ(k),k,δHθ(k),k,δVθ(k),k}, e incluem as estimativas filtrada e preditora para o
SLSM, respectivamente:

ẑk|k := ẑ∗k e ẑk+1|k := ẑ∗k+1. (4.15)

Note que, no caso do sistema nominal, o problema (4.14) reduz-se a uma minimização
simples.

Na equivalência construída, o conhecimento do atraso do SLAE a cada passo corresponde à
observação do modo de operação do SLSM. Sendo assim, será apresentada, na próxima seção,
a solução para o problema (4.14), sob a suposição de que o modo de operação do SLSM é
observado.

4.2 Filtros de Kalman via SLSM

Nesta seção, buscam-se soluções para o problema (4.14) na situação em que o atraso dk do
sistema (4.1) é conhecido a cada passo, o que, no contexto da transformação realizada na seção
anterior, corresponde à observação do modo θ(k) do sistema (4.8).
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As estratégias para a obtenção da solução baseiam-se no método de funções penalidade e nos
resultados para as estimativas mínimas quadráticas ponderada e regularizada robusta, apresen-
tados no Capítulo 2. Inicialmente, o problema (4.14) é colocado em um formato conveniente, a
depender do caso considerado para o SLSM, derivado do SLAE: nominal ou incerto.

Caso A: SLSM Nominal

Neste caso, reescreve-se o problema (4.14) como

min
ψk,Xk+1

‖ψk‖P−1
k
,

s. a Yk =MkXk+1 +Nkψk,
(4.16)

sendo

Pk :=

Pk|k−1 0 0
0 Qk 0
0 0 Rk

 , Xk+1 :=

[
ẑk

ẑk+1

]
, ψk :=

ẑk− ẑk|k−1

ŵk

v̂k

 , (4.17)

Mk :=

 I 0
Fθ(k),k −I

Hθ(k),k 0

 , Nk :=

−I 0 0
0 Wθ(k),k 0
0 0 Vθ(k),k

 e Yk :=

ẑk|k−1

0
yk

 .
Caso B: SLSM Incerto

Pelo método de funções penalidade, o problema de otimização restrito (4.14) pode, neste
caso, ser aproximado, para cada k ≥ 0 e cada µ > 0, como o problema irrestrito

min
Xk

max
δTk

X T
k QkXk +((Tk +δTk)Xk−Zk)

T
µI ((Tk +δTk)Xk−Zk) , (4.18)

onde

Qk :=


P−1

k|k−1 0 0 0 0

0 Q−1
k 0 0 0

0 0 R−1
k 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , Xk :=


ẑk− ẑk|k−1

ŵk

v̂k

ẑk

ẑk+1

 ,

Tk :=

−I 0 0 I 0
0 Wθ(k),k 0 Fθ(k),k −I

0 0 Vθ(k),k Hθ(k),k 0

 , Zk :=

ẑk|k−1

0
yk



e δTk :=

0 0 0 0 0
0 δWθ(k),k 0 δFθ(k),k 0
0 0 δVθ(k),k δHθ(k),k 0

 .
Com o problema reformulado convenientemente, ele pode ser reconhecido como um caso

particular do problema de mínimos quadrados ponderados (Seção 2.3), no caso nominal, e de
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mínimos quadrados regularizados com incertezas (Seção 2.4), no caso incerto. Estabelecem-se,
então, as seguintes identificações entre (4.16) e (2.8):

v← ψk, y← Xk+1, R←Pk,

C←Mk, D←Nk, z← Yk, (4.19)

e as seguintes identificações entre (4.18) e (2.10):

Q←Qk, y←Xk, C← Tk, z← Zk, δC← δTk,

δ z←

0
0
0

, EC←

[
0 NWθ(k),k 0 NFθ(k),k 0

0 0 NVθ(k),k NHθ(k),k 0

]
, Ez←

[
0
0

]
,

H←

 0 0
M1,θ(k),k 0

0 M2,θ(k),k

, ∆←

[
41,θ(k),k 0

0 42,θ(k),k

]
, R← µ

−1I. (4.20)

Tendo-se em vista as identificações realizadas, o problema (4.14) pode ser solucionado pela
aplicação do Lema 2.4, no caso nominal, e da Proposição 2.1, no caso incerto.

Após manipulações algébricas, é possível mostrar que as estimativas filtrada e preditora para
o SLSM (4.8), a partir das quais podem ser obtidas as estimativas para o SLAE (4.1), podem
ser calculadas através de uma mesma estrutura matricial, tanto no caso nominal quanto no caso
incerto, como no lema a seguir.

Lema 4.1. (CERRI, 2013) As estimativas de estado para o sistema (4.8) e as respectivas ma-

trizes de variância do erro, para cada µ > 0, são dadas por:

[
ẑk|k Pk|k ∗

ẑk+1|k ∗ Pk+1|k

]
µ

=


0 0
0 0
I 0
0 I


T 

Pk 0 I 0
0 Sµ,k Ak Bk

I A T
k 0 0

0 BT
k 0 0


−1

0 0
Yk 0
0 0
0 −I

 , (4.21)

com

Pk :=

Pk|k−1 0 0
0 Qk 0
0 0 Rk

 ,Ak :=

−I 0 0
0 Ŵθ(k),k 0
0 0 V̂θ(k),k

 , (4.22)

Bk :=

 I 0
F̂θ(k),k −Î

Ĥθ(k),k 0

 ,Yk :=

ẑk|k−1

0
Yk

 ,
sendo as matrizes de parâmetros dadas de acordo com o caso considerado para o SLSM:
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Caso A: SLSM Nominal

F̂θ(k),k = Fθ(k),k, Ŵθ(k),k =Wθ(k),k, Ĥθ(k),k = Hθ(k),k, V̂θ(k),k =Vθ(k),k,

Î = I, Sµ,k = µ
−1I, Yk = yk;

Caso B: SLSM Incerto

F̂θ(k),k =

[
Fθ(k),k

NFθ(k),k

]
, Ŵθ(k),k =

[
Wθ(k),k

NWθ(k),k

]
, Ĥθ(k),k =

[
Hθ(k),k

NHθ(k),k

]
, V̂θ(k),k =

[
Vθ(k),k

NVθ(k),k

]
,

Î =

[
I

0

]
, Sµ,k =

µ−1I 0 0
0 Σ1,µ,k 0
0 0 Σ2,µ,k

 , Yk =

[
yk

0

]
,

onde

Σ j,µ,k =

[
µ−1I− λ̂−1M j,θ(k),kMT

j,θ(k),k 0

0 λ̂−1I

]
, j = 1,2,

e λ̂ é obtido de acordo com a Proposição 2.1, levando-se em conta as identificações (4.20).

Pelo método de funções penalidade, a solução ótima para o problema (4.14) é fornecida
pelo Lema 4.1 à medida em que µ → ∞. Como a Proposição 2.1 estabelece que

λ̂ ∈
(∥∥∥µ diag

(
MT

1,θ(k),kM1,θ(k),k,M
T
2,θ(k),kM2,θ(k),k

)∥∥∥,∞) ,
tem-se que µ → ∞ implica λ̂ → ∞, de forma que Sµ→∞,k → 0, tanto no caso nominal quanto
no caso incerto.

Na situação descrita no parágrafo anterior, as estimativas preditoras fornecidas em (4.21)
e suas respectivas matrizes de variância do erro podem ser escritas como soluções algébricas,
as quais assemelham-se às equações do filtro de Kalman padrão (KALMAN, 1960; SAYED,
2001), como mostra o próximo lema.

Lema 4.2. (CERRI, 2013) A estimativa preditora ẑk+1|k e sua matriz de variância do erro,

apresentadas no Lema 4.1, podem ser reescritas, quando µ → ∞, como:

Caso A: SLSM Nominal

ẑk+1|k = Fθ(k),kẑk|k−1 +Fθ(k),kPk|k−1HT
θ(k),k(Hθ(k),kPk|k−1HT

θ(k),k +Vθ(k),kRkV T
θ(k),k)

−1(yk−Hθ(k),kẑk|k−1),

Pk+1|k = Fθ(k),kPk|kFT
θ(k),k +Wθ(k),kQkW T

θ(k),k,

onde

Pk|k = Pk|k−1−Pk|k−1HT
θ(k),k(Hθ(k),kPk|k−1HT

θ(k),k +Vθ(k),kRkV T
θ(k),k)

−1Hθ(k),kPk|k−1.
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Caso B: SLSM Incerto

ẑk+1|k = −ϒk

(
F̂θ(k),kẑk|k−1 + F̂θ(k),kPk|k−1ĤT

θ(k),k ×(
Ĥθ(k),kPk|k−1ĤT

θ(k),k +V̂θ(k),kRkV̂ T
θ(k),k

)−1
)(

Yk− Ĥθ(k),kẑk|k−1

)
,

em que ϒk =
(

ÎT Ξ
−1
k Î
)−1

ÎT Ξ
−1
k , com

Ξk = F̂θ(k),k

(
Pk|k−1−Pk|k−1ĤT

θ(k),k ×(
Ĥθ(k),kPk|k−1ĤT

θ(k),k +V̂θ(k),kRkV̂ T
θ(k),k

)−1
Ĥθ(k),kPk|k−1

)
F̂T

θ(k),k +Ŵθ(k),kQkŴ T
θ(k),k,

sendo Pk+1|k =
(

ÎT Ξ
−1
k Î
)−1

.

O Algoritmo 4.1 sintetiza os desenvolvimentos do capítulo, fornecendo os passos para a
obtenção das estimativas de estado para o SLAE (4.1), cujo atraso é conhecido, através da
metodologia proposta.

Algoritmo 4.1 Estimativas Filtrada e Preditora Recursivas para Sistemas com Atraso Conhe-
cido

SLSM: Determine os parâmetros do SLSM: Fθ(k),k, Wθ(k),k, Hθ(k),k, Vθ(k),k, M1,θ(k),k, M2,θ(k),k,
NFθ(k),k , NWθ(k),k , NHθ(k),k e NVθ(k),k .

Filtro Recursivo:

Passo 1: Defina µ , N, ẑ0|−1 e P0|−1 � 0.

Passo 2: Calcule, para cada k = 0, . . . ,N−1:

ẑk|k, ẑk+1|k, Pk|k e Pk+1|k via (4.21).

Passo 3: Obtenha, para cada k = 0, . . . ,N−1,

x̂k|k de ẑk|k =


x̂k|k

x̂k−1|k
...

x̂k−dmax|k

 e x̂k+1|k de ẑk+1|k =


x̂k+1|k
x̂k|k

...
x̂k−dmax+1|k

.

4.3 Exemplos Numéricos

São apresentados, nesta seção, dois exemplos de aplicação dos filtros nominal e robusto
para sistemas com atraso conhecido apresentados no Algoritmo 4.1, denominados aqui "filtros
com atraso". Nesses exemplos, seus desempenhos são comparados aos de filtros nominais e
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robustos que não incorporam explicitamente em sua formulação a presença de atraso no sis-
tema estudado, chamados de "filtros sem atraso". Assim, pode-se avaliar o nível de degradação
imposto pelo atraso no desempenho dos filtros sem atraso, e a vantagem oferecida pelas estra-
tégias propostas neste trabalho, nesta situação. No primeiro exemplo, considera-se o caso do
SLAE nominal, e, no segundo, o do SLAE incerto.

Como filtros sem atraso, foram empregados para estimar o estado do sistema (4.1) os pró-
prios filtros nominal e robusto do Lema 4.1, mas sem aplicar ao sistema o processo de trans-
formação apresentado no capítulo. Dessa forma, os filtros tratam o modelo como um SLSM
degenerado, com um único modo (s = 1,θk = 1∀k, P = 1), e o termo do atraso é completa-
mente ignorado por eles. Conforme notado por Cerri (2013), esses filtros assemelham-se a
abordagens tradicionais como o filtro de Kalman padrão (KALMAN, 1960), no caso nominal,
e o filtro robusto para sistemas lineares proposto por Sayed (2001), no caso incerto.

As comparações são estabelecidas por meio do critério (4.23), utilizado por Sayed e Nasci-
mento (1999), de forma que, nas figuras 4.1 e 4.2, cada ponto no passo k do horizonte N = 1000
corresponde à média do quadrado das normas dos erros das estimativas preditoras, calculada
considerando-se simulações de Monte Carlo com T = 1000 realizações da cadeia de Markov,
ou

E{‖ek‖2}= E{‖xk− x̂k|k−1‖2} ≈ 1
T

T

∑
j=1
‖x( j)

k − x̂( j)
k|k−1‖

2, (4.23)

onde x( j)
k e x( j)

k|k−1 representam, respectivamente, o estado real no passo k e a estimativa preditora
no passo k−1, na realização j.

Os processos de ruído {wk} e {vk} foram selecionadas aleatoriamente para cada realização,
com distribuição normal, média nula e variâncias Qk e Rk, respectivamente. O atraso dk foi
selecionado aleatoriamente no intervalo [dmin, dmax], segundo a matriz de probabilidades de
transição P, de acordo com o algoritmo de Häggström (2002, Cap. 3), e fixado a cada passo k

de cada realização, conforme os desenvolvimentos do Apêndice A. As contrações ∆1,k e ∆2,k

foram selecionadas aleatoriamente, com distribuição uniforme, no intervalo [−1,1], e fixadas a
cada passo.

O desempenho de cada filtro será avaliado de acordo com o valor máximo do atraso, para
dmax = 1 e dmax = 7, com dmin = 0 fixo.

Todas as rotinas foram implementadas no software MAT LABr, versão 9.0.0.341360 (R2016a),
em um computador com processador Intelr CoreT M i7-3770 com frequência de 3,40 GHz, me-
mória RAM de 8,0 GB e sistema operacional Windowsr 10 Home.

Exemplo 4.1 (SLAE Nominal). Considere o SLAE nominal (4.1, Caso A) com as seguintes

matrizes de parâmetros:

Ak =

[
0,9 0,5
0 0,9

]
, Ad,k =

[
−0,45 0,25

0 −0,45

]
, Ck =

[
1 0
1 1

]
,

Dk =
[
1 −3

]
, Ek = 0,5.
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Para as matrizes de variância dos ruídos, tomam-se:

Qk = 2I2 e Rk = 1, ∀k ≥ 0.

Além disso, os seguintes valores são adotados para os parâmetros de inicialização do Al-

goritmo 4.1 e para as entradas da matriz de probabilidades de transição do valor do atraso:

µ = 108,P0|−1 = I, ẑ0|−1 = 0,

pi j =
1
s
, πi,0 =

1
s
, ∀i, j ∈ S, sendo s = dmax−dmin +1,

de forma que, a cada passo, todos os possíveis valores do atraso são igualmente prováveis.

A Figura 4.1 apresenta as médias dos erros de estimativa obtidas pelo filtro nominal com

atraso e pelo filtro nominal sem atraso, para dmax = 1 e para dmax = 7, para o caso do SLAE

nominal. É possível observar que o filtro com atraso foi capaz de obter erros menores em

relação ao filtro nominal sem atraso, para os dois valores de atraso máximo.

Figura 4.1 – Comparação das médias dos erros de estimativa.
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Exemplo 4.2 (SLAE Incerto). Considere o SLAE incerto (4.1, caso B) com os parâmetros no-

minais iguais àqueles utilizados no Exemplo 4.1, e com os seguintes parâmetros de incertezas:

L1,k =

[
1
1

]
, L2,k = 1,

NAk =
[
0,01 0,6

]
, NAd,k =

[
0,01 0,6

]
, NCk =

[
1 2

]
,

NDk =
[
1 2

]
, NEk = 0,75.

Consideram-se os mesmos valores adotados no Exemplo 4.1 para as matrizes de variância

dos ruídos, para os parâmetros de inicialização do Algoritmo 4.1, para µ e para as entradas

da matriz de probabilidades de transição do valor do atraso.
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Para o parâmetro λ̂ , toma-se λ̂ = 1,5‖HT R−1H‖, com H e R dados de acordo com as

identificações (4.20).
As médias dos erros de estimativa obtidas pelo filtro robusto com atraso e pelos filtros

nominal e robusto sem atraso são apresentadas na Figura 4.2, para dmax = 1 e para dmax = 7.

Observa-se que todos os filtros tiveram seus desempenhos afetados pelo aumento do valor de

dmax. Apesar disso, para ambos os valores considerados, os menores erros de estimativa foram

obtidos pelo filtro robusto com atraso. O filtro robusto sem atraso apresentou erros menores em

relação ao filtro nominal sem atraso.

Figura 4.2 – Comparação das médias dos erros de estimativa.
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CAPÍTULO 5
Filtros de Kalman para Sistemas com

Atraso Desconhecido

Este capítulo é dedicado à apresentação de um método recursivo para a filtragem robusta de
sistemas lineares com atraso variante e desconhecido no estado.

Uma vez mais, faz-se uso da suposição de que as transições entre os valores do atraso
obedecem a uma cadeia de Markov finita de tempo discreto, e estabelece-se o problema de
filtragem em termos de um SLSM equivalente, assumindo-se que não há observação do modo
de operação.

Utiliza-se, então, a abordagem de Cerri (2013) para a obtenção das estimativas de estado
para SLSMs com cadeia de Markov não observada, segundo a qual o SLSM é reformulado
como um sistema sumentado, o qual é independente do modo de operação, através da função
indicadora. Essa reformulação é inspirada no filtro linear recursivo baseado no critério de erro
mínimo quadrático médio (MMSE, do inglês Minimum Mean Square Error), proposto por Costa
(1994).

Seguindo-se uma metodologia determinística, as soluções recursivas são obtidas por meio
da otimização de um funcional de custo quadrático de um passo sujeito a uma restrição linear,
com base nas técnicas de estimativas mínimas quadráticas, apresentadas no Capítulo 2. Elas são
calculadas por meio de uma estrutura matricial análoga àquela apresentada no caso de atraso
conhecido, e que pode ser reduzida a uma forma algébrica semelhante à do filtro de Kalman
convencional.

O desempenho das estimativas preditoras propostas é ilustrado por meio de exemplos apre-
sentados ao final do capítulo, nos quais elas são comparadas a estimativas obtidas por filtros
recursivos que não incorporam, em suas formulações, informações sobre o atraso.
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5.1 Formulação do Problema

Considere o seguinte SLAE:

xk+1 = Akxk +Ad,kxk−dk +Ckwk,

yk = Dkxk +Ekvk, ∀k ≥ 0,
(5.1)

sendo xk ∈ Rn o estado no passo k, xk−dk ∈ Rn o estado atrasado em dk amostras e yk ∈ Rp o
vetor de medida. Os vetores wk ∈ Rm e vk ∈ Rr são ruídos aleatórios gaussianos mutuamente
independentes, ambos com média nula e com variância unitária, isto é, com as respectivas
matrizes de variância E{wkwT

l }= Qk = Imδkl e E{vkvT
l }= Rk = Irδkl , para todo k, com δkl = 1

se k = l e δkl = 0 em caso contrário. As sequências {wk} e {vk} e a variável aleatória x0 são
mutuamente independentes.

O atraso variante dk é um inteiro desconhecido tal que

0≤ dmin ≤ dk ≤ dmax,

onde os inteiros dmin e dmax são assumidos conhecidos.

Como já é usual neste trabalho, segue-se a linha de abordagens como as de Chan e Ozguner
(1995), Mao et al. (2007) e Qiu et al. (2015), supondo-se que as transições entre os valores de
dk a cada passo obedecem a uma cadeia de Markov de tempo discreto θ(k)∈ S= {1, . . . ,s}, s =

dmax−dmin+1, de forma que dk = dmin+θ(k)−1, com uma matriz de probabilidades de transição
P= [pi j] ∈ Rs,s, i, j ∈ S, sendo que

Pr[θ(k+1) = j|θ(k) = i] = pi j, Pr[θ(k) = i] = πi,k,
s

∑
j=1

pi j = 1 e 0≤ pi j ≤ 1.
(5.2)

As matrizes Ck ∈Rn,m e Ek ∈Rp,r são conhecidas, sendo EkET
k � 0 para todo k. Consideram-

se dois casos para as demais matrizes de parâmetros do SLAE (5.1):

Caso A: SLAE Nominal

Ak← Ak, Ad,k← Ad,k

e Dk← Dk;

Caso B: SLAE Incerto

Ak← Ak +δAk, Ad,k← Ad,k +δAd,k

e Dk← Dk +δDk,
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com Ak, Ad,k ∈ Rn,n e Dk ∈ Rp,n assumidas conhecidas. No caso incerto, as incertezas paramé-
tricas limitadas em norma δAk, δAd,k ∈ Rn,n e δDk ∈ Rp,n são modeladas como:[

δAk δAd,k

]
= L1,k∆1,k

[
NAk NAd,k

]
,

δDk = L2,k∆2,kNDk , (5.3)

onde as matrizes L1,k ∈Rn,q1 e L2,k ∈Rp,q2 são não-nulas, as matrizes NAk ∈Rq1,n, NAd,k ∈Rq1,n

e NDk ∈ Rq2,n são conhecidas e ∆1,k ∈ Rq1,q1 e ∆2,k ∈ Rq2,q2 são matrizes de contração tais que
‖∆ j,k‖ ≤ 1, j = 1,2.

Supondo-se que o processo {xk} não é perfeitamente observado, tem-se por objetivo calcular
recursivamente, a cada passo, as estimativas ótimas filtrada, x̂k|k, e preditora, x̂k+1|k, para xk e
xk+1, respectivamente, com base no conjunto Zk de informações disponíveis até o passo k. A
saída do sistema, yk, é sempre assumida mensurável, de forma que

Zk = {y1, . . . ,yk}. (5.4)

Assim como no capítulo anterior, adota-se aqui a abordagem segundo a qual o SLAE (5.1)
é reescrito como o seguinte SLSM:

zk+1 = Fθ(k),kzk +Wθ(k),kwk,

yk = Hθ(k),kzk +Vθ(k),kvk, ∀k ≥ 0,
(5.5)

sendo as matrizes de parâmetros dadas de acordo com o caso considerado para o SLAE:

Caso A: SLAE Nominal

Fθ(k),k← Fθ(k),k, Wθ(k),k←Wθ(k),k,

Hθ(k),k← Hθ(k),k e Vθ(k),k←Vθ(k),k;

Caso B: SLAE Incerto

Fθ(k),k← Fθ(k),k +δFθ(k),k,Wθ(k),k←Wθ(k)+δWθ(k),k,

Hθ(k),k← Hθ(k),k +δHθ(k),k e Vθ(k),k←Vθ(k),k +δVθ(k),k,

com [
δFi,k δWi,k

]
= M1,i,k 41,i,k

[
NFi,k NWi,k

]
,[

δHi,k δVi,k

]
= M2,i,k 42,i,k

[
NHi,k NVi,k

]
. (5.6)

O estado aumentado zk e as matrizes de parâmetros nominais e de incertezas do sistema
(5.5), Fi,k,δFi,k ∈ Rnd ,nd ; Wi,k,δWi,k ∈ Rnd ,m; Hi,k,δHi,k ∈ Rp,nd e Vi,k,δVi,k ∈ Rp,r, com nd =
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(dmax +1)n, são construídas pelo método de elevação, de maneira idêntica àquela apresentada
na Subseção 4.1.1. Note que aqui assumem-se δCk e δEk nulas, de forma que

δWθ(k),k = 0 e δVθ(k),k = 0.

Além disso, os processos {wk} e {vk} e a cadeia de Markov θ(k) são assumidos mutuamente
independentes, e as variáveis aleatórias z0 e θ(0), independentes.

As estimativas para o SLAE podem, portanto, ser obtidas a partir das estimativas filtrada e
preditora para o SLSM, as quais são denotadas, respectivamente, por

ẑk|k =



x̂k|k

x̂k−1|k
...

x̂k−dmax+1|k

x̂k−dmax|k


e ẑk+1|k =



x̂k+1|k

x̂k|k
...

x̂k−dmax+2|k

x̂k−dmax+1|k


. (5.7)

Como, neste capítulo, supõe-se que o atraso dk do sistema (5.1) é desconhecido, então
não há observação do modo de operação θ(k) do SLSM (5.5). Sendo assim, apresenta-se,
na próxima seção, uma metodologia através da qual o SLSM é reescrito como um sistema
aumentado que engloba todos os possíveis modos de operação. Observe que, diferentemente
do sistema aumentado singular (Capítulo 3), este modelo é obtido por meio de uma variável
auxiliar dada em termos da função indicadora.

5.2 Sistema Aumentado

Para que seja possível obter as estimativas para o sistema (5.5) sem observação do modo de
operação, constrói-se, nesta seção, uma representação equivalente independente de modo.

A metodologia, apresentada por Cerri (2013), consiste na aplicação de um segundo processo
de aumento ao sistema (5.5), fazendo-se uso, novamente, da função indicadora 11C, para um
conjunto C, definida por

11C(ω) =

{
1, se ω ∈ C,

0, caso contrário ,
(5.8)

de modo que, para todo i∈ S, 11{θ(k)=i}(ω)= 1 se θ(k)= i, e 11{θ(k)=i}(ω)= 0 em caso contrário.

Definindo-se, para cada j ∈ S, a variável auxiliar

z j,k := zk11{θ(k)= j} ∈ Rnd , (5.9)

constrói-se o estado aumentado

zk :=


z1,k

...
zs,k

 ∈ Rsnd . (5.10)
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A equação de estado do SLSM (5.5) pode ser reescrita em termos da variável auxiliar (5.9)
como

zk+1 = Fθ(k),kzk +Wθ(k),kwk

=
s

∑
i=1

Fi,kzk11{θ(k)=i} +Wθ(k),kwk

=
s

∑
i=1

Fi,kzi,k +Wθ(k),kwk,

de modo que, para cada j ∈ S, tem-se

z j,k+1 := zk+111{θ(k+1)= j} =

(
s

∑
i=1

Fi,kzi,k

)
11{θ(k+1)= j}+Wθ(k),kwk11{θ(k+1)= j}.

Somando-se e subtraindo-se o termo
[

p1 jF1,k · · · ps jFs,k

]
zk ao segundo membro dessa

igualdade, vem

z j,k+1 =
[

p1 jF1,k · · · ps jFs,k

]
zk +Wθ(k),kwk11{θ(k+1)= j}

+
(

11{θ(k+1)= j}

[
F1,k · · · Fs,k

]
−
[

p1 jF1,k · · · ps jFs,k

])
zk. (5.11)

Por sua vez, a equação de saída do SLSM pode ser representada em termos do estado au-
mentado (5.10), como:

yk = Hθ(k),kzk +Vθ(k),kvk

=
s

∑
i=1

Hi,kzk11{θ(k)=i}+Vθ(k),kvk

=
[
H1,k H2,k · · · Hs,k

]
zk +Vθ(k),kvk.

(5.12)

Empilhando-se as equações (5.11) para todos os j ∈ S e tomando-se (5.12), é possível repre-
sentar o SLSM (5.5) em termos do estado aumentado (5.10) como o seguinte sistema auxiliar:

zk+1 = Fkzk +Mk+1zk +ϑk,

yk = Hkzk +Vθ(k),kvk,
(5.13)

onde as matrizes de parâmetros Fk ∈ Rsnd ,snd e Hk ∈ Rp,snd são dadas de acordo com o caso
considerado para o SLSM:

Caso A: SLSM Nominal

Fk←Fk, Hk←Hk;

Caso B: SLSM Incerto

Fk←Fk +δFk, Hk←Hk +δHk,
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com

Fk =
(
PT ⊗ Ind

)
Fk, δFk =

(
PT ⊗ Ind

)
δFk,

Mk+1 = (Tk+1⊗ Ind)Fk ∈ Rsnd ,snd ,

onde

Fk := diag(F1,k, . . . ,Fs,k), δFk := diag(δF1,k, . . . ,δFs,k) e

Tk+1 :=


11{θ(k+1)=1}− p11 11{θ(k+1)=1}− p21 . . . 11{θ(k+1)=1}− ps1

11{θ(k+1)=2}− p12 11{θ(k+1)=2}− p22 . . . 11{θ(k+1)=2}− ps2
...

... . . . ...
11{θ(k+1)=s}− p1s 11{θ(k+1)=s}− p2s . . . 11{θ(k+1)=s}− pss

 ,
e

ϑk =


Wθ(k),kwk11{θ(k+1)=1}

Wθ(k),kwk11{θ(k+1)=2}
...

Wθ(k),kwk11{θ(k+1)=s}

 ∈ Rsnd ,

Hk =
[
H1,k H2,k · · · Hs,k

]
, δHk =

[
δH1,k δH2,k · · · δHs,k

]
∈ Ep,snd .

As matrizes de incertezas paramétricas podem ser escritas segundo o modelo limitado em
norma, como:

δFk = M1,k ∆F ,k NFk ,

δHk = M2,k ∆H ,k NHk , (5.14)

onde

M1,k = (PT ⊗ Ind)diag(M1, j,k)
s
j=1, ∆F ,k = diag(41, j,k)

s
j=1, NFk = diag(NFj,k)

s
j=1

e

M2,k =
[
M2,1,k M2,2,k · · · M2,s,k

]
, ∆H ,k = diag(42, j,k)

s
j=1, NHk = diag(NH j,k)

s
j=1.

Definindo-se, a partir do sistema auxiliar (5.13),

ξk := Mk+1zk +ϑk,

ϕk := Vθ(k),kvk,
(5.15)

é possível reescrevê-lo uma vez mais como o sistema aumentado independente de modo

zk+1 = Fkzk +ξk,

yk = Hkzk +ϕk,
(5.16)

no qual ξk e ϕk são interpretados como ruídos aleatórios aditivos.
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A estratégia para a obtenção das estimativas de estado para o SLSM (5.5) consiste, então,
em calculá-las a partir das estimativas filtrada e preditora para o sistema aumentado (5.16),
dadas, respectivamente, por

ẑk|k =


ẑ1,k|k

...
ẑs,k|k

 e ẑk+1|k =


ẑ1,k+1|k

...
ẑs,k+1|k

 , (5.17)

e que estão associadas às respectivas matrizes de variância do erro de estimativa Z̃k|k e Z̃k+1|k.

Antes que o problema de estimativa para o sistema (5.16) seja definido, apresentam-se, no
próximo lema, expressões para as médias e as matrizes de covariância dos ruídos ξk e ϕk. Os
detalhes de demonstração podem ser encontrados em Cerri (2013).

Lema 5.1. (CERRI, 2013) Sejam {wk} e {vk} sequências de ruídos aleatórios satisfazendo:

o E{wk}= 0, E{wkwT
k }= I e E{wkwT

l }= 0 para k 6= l;

o E{vk}= 0, E{vkvT
k }= I e E{vkvT

l }= 0 para k 6= l;

o E{wkvT
l }= 0 para todo k e l.

Considere as sequências {ξk} e {ϕk} geradas por meio de (5.15). Então, para todo k e l:

(i) E{ξk}= 0 e E{ϕk}= 0;

(ii) Tem-se

Qk := E{ξkξ
T
k }= diag

(
s

∑
i=1

pi jFi,kZi,kF
T
i,k

)
−FkZkF

T
k +diag

(
s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k

)
� 0,

sendo Zk :=E{zkz
T
k }= diag(Z j,k) e Z j,k :=E{z j,kz

T
j,k}, com Z j,k dada pela seguinte equa-

ção recursiva:

Z j,k+1 =
s

∑
i=1

pi jFi,kZi,kF
T
i,k +

s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k;

(iii) Rk := E{ϕkϕ
T
k }=

s

∑
i=1

πi,kVi,kV T
i,k;

(iv) E{ξkξ T
l }= 0 e E{ϕkϕT

l }= 0, se k 6= l;

(v) E{ξkzT
k }= 0, E{ϕkzT

k }= 0 e E{ξkϕT
l }= 0.

É possível obter limites superiores e inferiores para as matrizes de variância incertas Z j,k e
Qk (CERRI, 2013). Para todo j ∈ S e todo instante k, verifica-se

ZI, j,k+1 � Z j,k+1 � ZS, j,k+1,
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com

ZI, j,k+1 :=
s

∑
i=1

pi j

(
Fi,k(Z−1

I,i,k +α
−1
I,i,kNT

Fi,k
NFi,k)

−1FT
i,k−αI,i,kM1,i,kMT

1,i,k

)
+

s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k, ZI, j,0 = E{z0zT

0 }π j,0 (5.18)

e

ZS, j,k+1 :=
s

∑
i=1

pi j

(
Fi,k(Z−1

S,i,k−α
−1
S,i,kNT

Fi,k
NFi,k)

−1FT
i,k +αS,i,kM1,i,kMT

1,i,k

)
+

s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k, ZS, j,0 = E{z0zT

0 }π j,0. (5.19)

Como consequência, tem-se também

QI,k � Qk � QS,k,

onde

QI,k = diag

(
s

∑
i=1

pi j

(
Fi,k(Z−1

I,i,k +α
−1
I,i,kNT

Fi,k
NFi,k)

−1FT
i,k−αI,i,kM1,i,kMT

1,i,k

))
−

(
Fk(Z−1

S,k −β
−1
S,i,kNT

Fk
NFk)

−1F T
k +βS,i,kM1,kM

T
1,k

)
+diag

(
s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k

)
(5.20)

e

QS,k = diag

(
s

∑
i=1

pi j

(
Fi,k(Z−1

S,i,k−α
−1
S,i,kNT

Fi,k
NFi,k)

−1FT
i,k +αS,i,kM1,i,kMT

1,i,k

))
−

(
Fk(Z−1

I,k +β
−1
I,i,kNT

Fk
NFk)

−1F T
k −βI,i,kM1,kM

T
1,k

)
+diag

(
s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k

)
, (5.21)

sendo ZI,k = diag(ZI, j,k) e ZS,k = diag(ZS, j,k). Em (5.19)-(5.18) e (5.20)-(5.21), os escalares
αI,i,k, αS,i,k, βI,i,k e βS,i,k são ajustados de forma apropriada para garantir a invertibilidade das
expressões matriciais associadas.

Note que, no caso do SLSM nominal (NFi,k , M1,i,k, NFk e M1,k nulas), tem-se

ZI, j,k+1 = Z j,k+1 = ZS, j,k+1 e QI,k = Qk = QS,k.

Será adotada novamente a abordagem determinística segundo a qual as estimativas ξ̂k,ϕ̂k,ẑk

e ẑk+1 são consideradas, respectivamente, no lugar das variáveis aleatórias ξk,ϕk,zk e zk+1 do
sistema (5.16). Associa-se, então, a esse sistema, o funcional de custo quadrático de um passo

Jk

(
ẑk, ξ̂k,ϕ̂k

)
:= ‖ẑk− ẑk|k−1‖2

Z̃−1
k|k−1

+‖ξ̂k‖2
Q−1

S,k
+‖ϕ̂k‖2

R−1
k
, (5.22)

onde Z̃k|k−1, QS,k e Rk são tratadas como ponderações para o erro de aproximação Êk|k−1 :=
ẑk− ẑk|k−1 e para os desvios ξ̂k e ϕ̂k, respectivamente.



5.3. Filtros de Kalman via Sistema Aumentado 79

As matrizes de ponderação dos desvios, QS,k e Rk, são calculadas a partir das expressões
para as matrizes de variância dos respectivos ruídos aleatórios associados, ξk e ϕk, conforme o
Lema 5.1, sendo que, para o desvio ϕ̂k, considera-se o limite superior da matriz de variância,
fornecido em (5.21).

O problema de filtragem para o sistema aumentado (5.16) é então estabelecido como

min
ξ̂k,ϕ̂k,ẑk,ẑk+1

max
δFk,δHk

Jk

(
ẑk, ξ̂k,ϕ̂k

)
,

s. a

{
ẑk+1 = Fkẑk + ξ̂k

yk = Hkẑk + ϕ̂k
,

(5.23)

dentre cujas soluções definem-se as estimativas filtrada e preditora para o sistema aumentado
(5.16) como, respectivamente,

ẑk|k := ẑ∗k e ẑk+1|k := ẑ∗k+1. (5.24)

Observe que o problema reduz-se a uma minimização simples no caso do SLSM nominal.
Uma vez obtidas as estimativas ẑk|k e ẑk+1|k para o estado do sistema aumentado (5.16), as

estimativas ẑk|k e ẑk+1|k para o SLSM (5.5) podem ser recuperadas, por construção, como

ẑk|k =
s

∑
i=1

ẑi,k|k e ẑk+1|k =
s

∑
i=1

ẑi,k+1|k. (5.25)

5.3 Filtros de Kalman via Sistema Aumentado

As soluções para (5.23) são calculadas de modo completamente análogo ao que foi utilizado
para solucionar o problema (4.14), na situação de atraso conhecido, valendo-se do método
de funções penalidade e dos resultados para as estimativas mínimas quadráticas ponderada e
regularizada robusta, apresentados no Capítulo 2.

Inicialmente, o problema (5.23) é reformulado convenientemente, de acordo com o caso
considerado para o SLSM, derivado do SLAE: nominal ou incerto.

Caso A: SLSM Nominal

O problema (5.23) pode ser reescrito, neste caso, como

min
ψk,Xk+1

‖ψk‖P−1
k
,

s. a Yk =MkXk+1 +Nkψk,
(5.26)

sendo

Pk :=

Z̃k|k−1 0 0
0 QS,k 0
0 0 Rk

 , Xk+1 :=

[
ẑk

ẑk+1

]
, ψk :=

ẑk− ẑk|k−1

ξ̂k

ϕ̂k

 , (5.27)

Mk :=

 I 0
Fk −I

Hk 0

 , Nk :=

−I 0 0
0 I 0
0 0 I

 e Yk :=

ẑk|k−1

0
yk

 .
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Caso B: SLSM Incerto

Neste caso, faz-se uso do método de funções penalidade para aproximar o problema restrito
(5.28), para cada k ≥ 0 e cada µ > 0, pelo seguinte problema irrestrito:

min
Xk

max
δTk

X T
k QkXk +((Tk +δTk)Xk−Zk)

T
µI ((Tk +δTk)Xk−Zk) , (5.28)

com

Qk :=



Z̃−1
k|k−1 0 0 0 0

0 Q−1
S,k 0 0 0

0 0 R−1
k 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, Xk :=


ẑk− ẑk|k−1

ξ̂k

ϕ̂k

ẑk

ẑk+1

 ,

Tk :=

−I 0 0 I 0
0 I 0 Fk −I

0 0 I Hk 0

 , Zk :=

ẑk|k−1

0
yk



e δTk :=

0 0 0 0 0
0 0 0 δFk 0
0 0 0 δHk 0

 .
Tendo o problema sido reestabelecido de maneira conveniente, ele pode ser reconhecido

como um caso particular do problema de mínimos quadrados ponderados (Seção 2.3), no caso
nominal, e de mínimos quadrados regularizados com incertezas (Seção 2.4), no caso incerto.
Desse modo, podem ser estabelecidas as seguintes identificações entre (5.26) e (2.8):

v← ψk, y← Xk+1, R←Pk,

C←Mk, D←Nk, z← Yk, (5.29)

e as seguintes identificações entre (5.28) e (2.10):

Q←Qk, y←Xk, C← Tk, z← Zk, δC← δTk,

δ z←

0
0
0

,EC←

[
0 0 0 NFk 0
0 0 0 NHk 0

]
, Ez←

[
0
0

]
,

H←

 0 0
M1,k 0

0 M2,k

, ∆←

[
∆F ,k 0

0 ∆H ,k

]
, R← µ

−1I. (5.30)

Com as identificações realizadas, o problema (4.14) pode ser solucionado pela aplicação do
Lema 2.4, no caso nominal, e da Proposição 2.1, no caso incerto.
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Após manipulações algébricas, as estimativas filtradas e preditoras para os casos nominal e
incerto do SLSM (5.5), a partir das quais podem ser obtidas as estimativas para o SLAE (5.1),
são obtidas conforme o Lema 5.2. Novamente, as estimativas podem ser calculadas através de
uma mesma estrutura matricial, análoga àquela do Lema 4.1.

Lema 5.2. (CERRI, 2013) As estimativas filtrada ẑk|k e preditora ẑk+1|k para o sistema (5.5)
são dadas por

ẑk|k =
s

∑
i=1

ẑi,k|k e ẑk+1|k =
s

∑
i=1

ẑi,k+1|k, (5.31)

com as estimativas ẑk|k e ẑk+1|k e suas respectivas matrizes de variância do erro de estimativa

calculadas, para cada µ > 0, como:

[
ẑk|k Z̃k|k ∗
ẑk+1|k ∗ Z̃k+1|k

]
µ

=


0 0
0 0
I 0
0 I


T 

Pk 0 I 0
0 Sµ,k Ak Bk

I A T
k 0 0

0 BT
k 0 0


−1

0 0
Yk 0
0 0
0 −I

 , (5.32)

com

Pk :=

Z̃k|k−1 0 0
0 QS,k 0
0 0 Rk

 ,Ak :=

−I 0 0
0 Î

F̂
0

0 0 Î
Ĥ

 ,

Bk :=

 I 0
F̂k −Î

F̂

Ĥk 0

 ,Yk :=

ẑk|k−1

0
Yk

 ,
onde Rk é atualizada como

Rk :=
s

∑
i=1

πi,kVi,kV T
i,k,

os parâmetros de inicialização são

ẑ0|−1 = q0 =


µ0π1,0

...

µ0πs,0

 , Z̃0|−1 = Z0−q0qT
0 , com µ0 = E{z0} , (5.33)

e as matrizes de parâmetros e de ponderação são dadas de acordo com o caso considerado

para o SLSM:

Caso A: SLSM Nominal

F̂k = Fk, Î
F̂

= I, Ĥk = Hk, Î
Ĥ

= I,

Sµ,k = µ
−1I, Yk = yk,
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e a matriz QS,k é atualizada como:

QS,k := diag

(
s

∑
i=1

pi jFi,kZi,kFT
i,k

)
−FkZkF

T
k +diag

(
s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k

)
,

em que Zk = diag(Z j,k), com Z j,k dada pela equação recursiva

Z j,k+1 =
s

∑
i=1

pi jFi,kZi,kFT
i,k +

s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k, Z j,0 = Z0π j,0, com Z0 = E

{
z0zT

0
}
.

Caso B: SLSM Incerto

F̂k =

[
Fk

NFk

]
, Î

F̂
=

[
I

0

]
, Ĥk =

[
Hk

NHk

]
, Î

Ĥ
=

[
I

0

]
,

Sµ,k =

µ−1I 0 0
0 Σ1,µ,k 0
0 0 Σ2,µ,k

 , Yk =

[
yk

0

]
,

onde

Σ j,µ,k =

[
µ−1I− λ̂−1M j,kM

T
j,k 0

0 λ̂−1I

]
, j = 1,2,

sendo λ̂ obtido de acordo com a Proposição 2.1, levando-se em conta as identificações (5.30),
e a matriz QS,k atualizada como:

QS,k = diag

(
s

∑
i=1

pi j

(
Fi,k(Z−1

S,i,k−α
−1
S,i,kNT

Fi,k
NFi,k)

−1FT
i,k +αS,i,kM1,i,kMT

1,i,k

))
−

(
Fk(Z−1

I,k +β
−1
I,i,kNT

Fk
NFk)

−1F T
k −βI,i,kM1,kM

T
1,k

)
+diag

(
s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k

)
,

com ZI,k = diag(ZI, j,k) e ZS,k = diag(ZS, j,k), sendo ZI, j,k e ZS, j,k calculadas pela seguinte re-

cursão:

ZI, j,k+1 :=
s

∑
i=1

pi j

(
Fi,k(Z−1

I,i,k +α
−1
I,i,kNT

Fi,k
NFi,k)

−1FT
i,k−αI,i,kM1,i,kMT

1,i,k

)
+

s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k, ZI, j,0 = Z0π j,0, com Z0 = E

{
z0zT

0
}

e

ZS, j,k+1 :=
s

∑
i=1

pi j

(
Fi,k(Z−1

S,i,k−α
−1
S,i,kNT

Fi,k
NFi,k)

−1FT
i,k +αS,i,kM1,i,kMT

1,i,k

)
+

s

∑
i=1

pi jπi,kWi,kW T
i,k, ZS, j,0 = Z0π j,0, com Z0 = E

{
z0zT

0
}
,

e os escalares αI,i,k > 0, βI,i,k > 0 e αS,i,k > ‖NFi,kZS,i,kNT
Fi,k
‖ calculados apropriadamente de

forma a assegurar a invertibilidade das expressões matriciais associadas.
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Assim como no caso de atraso conhecido, observa-se que o método de funções penalidade
estabelece que a solução ótima para o problema (5.23) é calculada pelo Lema 5.2 com µ → ∞,
e como, segundo a Proposição 2.1,

λ̂ ∈
(∥∥∥µ diag

(
M T

1,kM1,k,M
T
2,kM2,k

)∥∥∥,∞) ,
então µ→∞ implica λ̂ →∞, de modo que Sµ→∞,k→ 0, tanto no caso nominal quanto no caso
incerto.

Com µ → ∞, as estimativas preditoras fornecidas em (5.32) e suas respectivas matrizes de
variância do erro podem ser reduzidas a um formato semelhante ao do filtro de Kalman padrão
(KALMAN, 1960; SAYED, 2001), como mostra o Lema 5.3.

Lema 5.3. (CERRI, 2013) A estimativa preditora ẑk+1|k e sua respectiva matriz de variância do

erro Z̃k+1|k, apresentadas no Lema 5.2, podem ser reescritas, quando µ → ∞, como:

Caso A: SLSM Nominal

ẑk+1|k = Fkẑk|k−1 +FkZ̃k|k−1H
T

k (HkZ̃k|k−1H
T

k +Rk)
−1(yk−Hkẑk|k−1),

Z̃k+1|k = FkZ̃k|kF
T
k +Qk,

com
Z̃k|k = Z̃k|k−1− Z̃k|k−1H

T
k (HkZ̃k|k−1H

T
k +Rk)

−1HkZ̃k|k−1.

Caso B: SLSM Incerto

ẑk+1|k = −ϒk+1

(
F̂kẑk|k−1 + F̂kZ̃k|k−1Ĥ

T
k

(
ĤkZ̃k|k−1Ĥ

T
k + Î

Ĥ
Rk ÎT

Ĥ

)−1
)(

Yk−Ĥkẑk|k−1

)
,

sendo ϒk+1 =
(

ÎT
F̂

Ξ
−1
k Î

F̂

)−1
ÎT
F̂

Ξ
−1
k , com

Ξk = F̂k

(
Z̃k|k−1− Z̃k|k−1Ĥ

T
k

(
ĤkZ̃k|k−1Ĥ

T
k + Î

Ĥ
Rk ÎT

Ĥ

)−1
ĤkZ̃k|k−1

)
F̂ T

k + Î
F̂
QS,k ÎT

F̂
,

e Z̃k+1|k =
(

ÎT
F̂

Ξ
−1
k Î

F̂

)−1
.

Os desenvolvimentos do capítulo são sintetizados no Algoritmo 5.1, o qual apresenta o
procedimento para a obtenção das estimativas filtradas e preditoras para SLAEs cujo atraso é
desconhecido, através da metodologia proposta.

5.4 Exemplos Numéricos

Esta seção apresenta dois exemplos de aplicação dos filtros nominal e robusto para siste-
mas com atraso desconhecido implementados pelo Algoritmo 5.1. Seguindo a nomenclatura do
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Algoritmo 5.1 Estimativas Filtrada e Preditora Recursivas para Sistemas com Atraso Desco-
nhecido

SLSM: Determine os parâmetros do SLSM: Fθ(k),k, Wθ(k),k, Hθ(k),k, Vθ(k),k, M1,θ(k),k, M2,θ(k),k,
NFθ(k),k , NWθ(k),k , NHθ(k),k e NVθ(k),k .

Sistema Aumentado: Defina os parâmetros do sistema aumentado (5.16): Fk, Hk, M1,k,
M2,k, NFk e NHk .

Filtro Recursivo:

Passo 1: Defina µ , N, Z̃0|−1 � 0 e Z0 (caso nominal) ou ZI,0 e ZS,0 (caso incerto).

Passo 2: Calcule, para cada k = 0, . . . ,N−1:

ẑk|k, ẑk+1|k, Z̃k|k e Z̃k+1|k via (5.31)-(5.32).

Passo 3: Obtenha, para cada k = 0, . . . ,N−1,

x̂k|k de ẑk|k =


x̂k|k

x̂k−1|k
...

x̂k−dmax|k

 e x̂k+1|k de ẑk+1|k =


x̂k+1|k
x̂k|k

...
x̂k−dmax+1|k

.

capítulo anterior, estes serão denominados aqui "filtros com atraso". Nos exemplos, seus desem-
penhos são comparados aos de filtros nominais e robustos que não incorporam explicitamente
em sua formulação a presença de atraso no sistema estudado, os "filtros sem atraso".

O objetivo é, novamente, avaliar o nível de degradação imposto pelo atraso no desempenho
dos filtros sem atraso, e a vantagem oferecida pelas estratégias propostas nesta situação. No
primeiro exemplo, considera-se o SLAE nominal, e, no segundo, o SLAE incerto.

De maneira análoga à do capítulo anterior, empregaram-se, como filtros sem atraso, os
filtros nominal e robusto do Lema 4.1, mas sem aplicar ao sistema (5.1) nenhum dos processos
de aumento apresentados. Assim, os filtros tratam o modelo como um SLSM degenerado, com
um único modo (s = 1,θk = 1∀k, P = 1), e o termo do atraso é completamente ignorado por
eles. Como observa Cerri (2013), esses filtros assemelham-se a abordagens tradicionais como
o filtro de Kalman padrão (KALMAN, 1960), no caso nominal, e o filtro robusto proposto por
Sayed (2001), no caso incerto.

Os desempenhos dos filtros são avaliados por meio do critério (5.34), empregado por Sayed
e Nascimento (1999). Dessa forma, cada ponto no passo k do horizonte N = 1000 nas figu-
ras (5.1-5.3) é dado pela média do quadrado das normas dos erros das estimativas preditoras,
calculada considerando-se simulações de Monte Carlo com T = 1000 realizações da cadeia de
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Markov, ou

E{‖ek‖2}= E{‖xk− x̂k|k−1‖2} ≈ 1
T

T

∑
j=1
‖x( j)

k − x̂( j)
k|k−1‖

2, (5.34)

onde x( j)
k e x( j)

k|k−1 representam, respectivamente, o estado real no passo k e a estimativa preditora
no passo k−1, na realização j.

Os processos de ruído {wk} e {vk} foram selecionadas aleatoriamente para cada realização,
com distribuição normal, média nula e variâncias Qk e Rk, respectivamente. O atraso dk foi
selecionado aleatoriamente no intervalo [dmin, dmax], segundo a matriz de probabilidades de
transição P, de acordo com o algoritmo de Häggström (2002, Cap. 3), detalhado no Apêndice
A, e fixado a cada passo k de cada realização. As contrações ∆1,k e ∆2,k foram selecionadas
aleatoriamente, no intervalo [−1,1], com distribuição uniforme, e fixadas a cada passo.

O desempenho de cada filtro será avaliado de acordo com o valor máximo do atraso, para
dmax = 1 e dmax = 7, com dmin = 0 fixo.

Todas as rotinas foram implementadas no software MAT LABr, versão 9.0.0.341360 (R2016a),
em um computador com processador Intelr CoreT M i7-3770 com frequência de 3,40 GHz, me-
mória RAM de 8,0 GB e sistema operacional Windowsr 10 Home.

Exemplo 5.1 (SLAE Nominal). Considere o SLAE nominal (5.1, Caso A) com as seguintes

matrizes de parâmetros:

Ak =

[
0,9 0,5
0 0,9

]
, Ad,k =

[
−0,45 0,25

0 −0,45

]
, Ck =

[
1
1

]
,

Dk =

[
1 −3
0 0,05

]
, Ek =

[
1
1

]
,

e com as seguintes matrizes de variância para os ruídos:

Qk = 1 e Rk = 1, ∀k ≥ 0.

Os seguintes valores são adotados para o parâmetro µ e para as entradas da matriz de

probabilidades de transição do valor do atraso:

µ = 108,

pi j =
1
s
, πi,0 =

1
s
, ∀i, j ∈ S, sendo s = dmax−dmin +1,

de forma que, a cada passo, todos os possíveis valores do atraso são igualmente prováveis.

Os parâmetros de inicialização da recursão do Algoritmo 5.1 são:

Z̃0|−1 = I, Z0 = I, ẑ0|−1 = 0.

A Figura 5.1 mostra as médias dos erros de estimativa obtidas pelo filtro nominal com

atraso e pelo filtro nominal sem atraso, para dmax = 1 e para dmax = 7. Para os dois valores de

dmax, o filtro com atraso forneceu erros menores em relação ao filtro nominal sem atraso.
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Figura 5.1 – Comparação das médias dos erros de estimativa.
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Exemplo 5.2 (SLAE Incerto). Considere o SLAE incerto (5.1, caso B) com os parâmetros no-

minais iguais àqueles utilizados no Exemplo 5.1, e com os seguintes parâmetros de incertezas:

L1,k =

[
1
1

]
, L2,k =

[
1
1

]
,

NAk =
[
0,05 0,5

]
, NAd,k =

[
0,05 0,5

]
,

NDk =
[
0,05 0,5

]
.

Adotam-se os mesmos valores utilizados no Exemplo 5.1 para as matrizes de variância dos

ruídos, para µ , para as probabilidades de transição do valor do atraso e para os parâmetros

de inicialização do Algoritmo 5.1, sendo ZI,0 = ZS,0 = I.

Os parâmetros αI,i,k, βI,i,k e αS,i,k foram escolhidos, de forma automática, como os menores

valores para os quais a invertibilidade das expressões matriciais que compõem fosse garantida,

respeitando-se as restrições para seus limitantes inferiores.

Para o parâmetro λ̂ , usa-se λ̂ = 1,5‖HT R−1H‖, com H e R como nas identificações (5.30).
Na Figura 5.2 são ilustradas as médias dos erros de estimativa obtidas pelo filtro robusto

com atraso e pelos filtros nominal e robusto sem atraso, para dmax = 1 e para dmax = 7. Assim

como no caso de atraso conhecido, nota-se que o filtro robusto com atraso conseguiu os me-

nores erros, com o filtro robusto sem atraso apresentando vantagem sobre sua versão nominal.

Para exemplificar os efeitos da matriz P sobre o desempenho do filtro, considere dmax = 1 e

três matrizes distintas dadas por:

P1 =

[
0,5 0,5
0,5 0,5

]
, P2 =

[
0,95 0,05
0,20 0,80

]

e P3 =

[
0,05 0,95
0,80 0,20

]
.



5.4. Exemplos Numéricos 87

Figura 5.2 – Comparação das médias dos erros de estimativa.

(a) dmax = 1

100 101 102 103
0

20

40

60

k

E
{ ‖e k
‖2
} (d

B
)

Filtro Nominal sem Atraso
Filtro Robusto sem Atraso
Filtro Robusto com Atraso
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A Figura 5.3 apresenta os erros de estimativa resultantes da aplicação do filtro robusto

recursivo para SLAEs com atraso desconhecido proposto, para cada uma das três matrizes

de probabilidades. Nota-se que a matriz de probabilidades de transição teve impacto sobre

o desempenho do filtro; em particular, com P = P2, os erros de estimativa produzidos foram

maiores em relação àqueles obtidos com as outras matrizes.

Figura 5.3 – Médias dos erros de estimativa produzidos pelo filtro robusto com atraso para
dmax = 1.

100 101 102 103
0

5

10

15

20

k

E
{ ‖e k
‖2
} (d

B
)

P3

P2

P1



88 Capítulo 5. Filtros de Kalman para Sistemas com Atraso Desconhecido



89

CAPÍTULO 6
Conclusão

Este trabalho apresentou algoritmos recursivos para o controle e a filtragem robustos de
sistemas lineares de tempo discreto com atraso variante no estado. As estratégias baseiam-
se na suposição de que as transições entre os valores do atraso obedecem a uma cadeia de
Markov finita de tempo discreto, e têm como ponto de partida a transformação do sistema com
atraso em um sistema linear sujeito a saltos Markovianos livre de atrasos, segundo uma técnica
denominada método de elevação. Assim, os reguladores e filtros foram desenvolvidos a partir
do SLSM.

No caso do problema de controle, o atraso foi assumido desconhecido, o que se traduz em
um SLSM equivalente sem observação do modo de operação. Seguiu-se, então, a abordagem
de Bortolin (2017, Cap. 7) para o controle de SLSMs com cadeia de Markov não observada.
Com o auxílio da função indicadora, um modelo determinístico denominado sistema aumen-
tado singular foi construído, o qual engloba todos os possíveis estados da cadeia de Markov, e
permite a dedução das leis de controle nominal e robusta independentes de modo.

Os filtros foram desenvolvidos tanto sob a hipótese de atraso conhecido quanto sob a de
atraso desconhecido. Foram empregados os resultados de Cerri (2013) para a filtragem de
SLSMs nominais e incertos, que também empregam um sistema aumentado determinístico,
obtido através da função indicadora, quando o atraso é desconhecido.

Tanto os ganhos das leis de controle quanto as estimativas filtradas e preditoras foram ob-
tidos por meio de problemas de otimização do tipo min-max, nos quais um funcional de custo
quadrático é minimizado sob a máxima influência das incertezas paramétricas. As soluções
foram calculadas com base em técnicas que combinam o método de funções penalidade às so-
luções ótimas para problemas de mínimos quadrados. Essas técnicas permitem a obtenção de
soluções recursivas em termos de equações de Riccati, dadas em uma estrutura matricial, para
problemas de otimização com incertezas nos parâmetros.

Os reguladores foram comparados, para valores crescentes do limite máximo do atraso, a
soluções existentes na literatura dadas em termos de LMIs. Nos exemplos fornecidos, eles
foram capazes de obter trajetórias mais suaves do que estas e menores tempos de processamento
para a convergência da equação de Riccati em relação ao tempo para a resolução das LMIs.
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Exemplos numéricos também foram apresentados ilustrando a aplicação dos filtros desen-
volvidos, nos quais eles foram comparados a filtros recursivos que não incorporam em sua
formulação a existência de atraso no sistema, e os primeiros foram capazes de fornecer meno-
res erros de estimativa, tanto na situação de atraso conhecido quanto na de atraso desconhecido,
especialmente para valores menores do atraso.

Tendo-se em vista os desenvolvimentos realizados e os resultados obtidos, pode-se afirmar
que os reguladores e filtros recursivos para SLAEs deduzidos a partir do modelo Markoviano
equivalente mostraram-se uma estratégia viável. Observa-se, contudo, que, no caso de sistemas
sujeitos a atrasos de alta magnitude, a transformação resulta em modelos de alta dimensão, o que
pode ocasionar o comprometimento do desempenho computacional dos algoritmos propostos.

6.1 Trabalhos Futuros

Alguns dos trabalhos futuros que podem dar continuidade aos resultados apresentados nesta
dissertação são:

o Desenvolvimento de técnicas de redução de ordem do SLSM equivalente ou, até mesmo,
a investigação de abordagens que não utilizem o método de elevação, a fim de evitar o
problema de dimensionalidade do sistema;

o Extensão dos resultados para sistemas com atraso nas entradas de controle ou com múlti-
plos atrasos;

o Extensão dos resultados para o caso em que as probabilidades de transição que regem a
alternância dos valores do atraso são incertas ou desconhecidas.
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APÊNDICE A
Conceito e Simulação Computacional

de Cadeias de Markov

As técnicas desenvolvidas neste trabalho para o controle e a filtragem de sistemas lineares
com atraso variante no estado têm por base a transformação destes em sistemas lineares sujeitos
a saltos Markovianos. Desta forma, é importante que se tenha uma compreensão do modelo
subjacente à formulação deste último tipo de sistema: as cadeias de Markov de tempo discreto.

As cadeias de Markov constituem um importante tipo de processo estocástico, com propri-
edades que as tornam interessantes para a modelagem de diversos tipos de situações e fenôme-
nos. Esta seção inicia-se, portanto, com uma breve revisão dos conceitos de variável aleatória e
de processo estocástico. A seguir, apresentam-se a definição e algumas das características das
cadeias de Markov de tempo discreto propriamente ditas.

No estudo desse tipo de modelo, um aspecto de particular interesse para este trabalho é sua
simulação computacional. Logo, a seção é finalizada com a formulação do algoritmo utilizado
para esse fim nos exemplos numéricos dos capítulos precedentes. As definições e os desenvol-
vimentos apresentados a seguir são baseados em Häggström (2002).

A.1 Variáveis Aleatórias e Processos Estocásticos

Dado um espaço amostral Ω, define-se a variável aleatória X ∈ S como uma função X(ω) :
Ω → S, a qual associa um valor X(ω) a cada evento ω ∈Ω.

Se S é um conjunto enumerável – por exemplo, como ocorre com frequência, se S é um
subconjunto dos números inteiros –, então X é denominada uma variável aleatória discreta.

Um processo estocástico com espaço de estados S é definido como uma coleção {X(t,ω), t ∈
T, ω ∈ Ω} de variáveis aleatórias X(t) que assumem valores em S. Frequentemente, os elemen-
tos t do conjunto de parâmetros T representam tempo, e X(t) é compreendido como o estado
do processo no instante t. Nessa situação, e sendo T um conjunto enumerável, o processo
estocástico é denominado de tempo discreto.
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A.2 Conceito de Cadeias de Markov de Tempo Discreto

As cadeias de Markov são um importante tipo de processo estocástico, que se caracteriza
principalmente por uma propriedade de "ausência de memória", a qual o torna especialmente
adequado para a modelagem de sistemas e fenômenos em muitas aplicações na engenharia e
nas ciências (HÄGGSTRÖM, 2002).

Para estudar as características desse tipo de modelo, tomemos novamente um espaço amos-
tral Ω, ao qual associa-se uma medida de probabilidade Pr. Consideremos, então, o processo
estocástico de tempo discreto Θ= {θ(k)}, sendo k um inteiro não-negativo, que assume valores
no espaço de estados enumerável S, isto é, θ(k,ω) ∈ S, com ω ∈Ω. Nesta situação, diz-se que
o processo Θ está no estado i no passo k se θ(k) = i ∈ S.

O processo Θ é definido como uma cadeia de Markov se ele possui a propriedade de que, a
cada passo k, o estado seguinte θ(k+1) é condicionalmente independente dos estados passados
θ(0), . . . ,θ(k−1), dado o estado presente θ(k), ou

Pr[θ(k+1) = j | θ(0), . . . ,θ(k)] = Pr[θ(k+1) = j | θ(k)], ∀ j ∈ S e k ≥ 0.

Informalmente, pode-se afirmar que, para uma cadeia de Markov, basta o conhecimento do
estado atual da cadeia para que se estabeleça a distribuição de probabilidades do estado seguinte,
sendo irrelevantes os estados passados. Essa é a propriedade de "ausência de memória"referida
anteriormente, com frequência denominada propriedade de Markov.

Adicionalmente, este texto concentra-se em cadeias com homogeinidade temporal, cujas
probabilidades condicionais do estado seguinte dado o estado atual são independentes do passo
k. Definem-se, então, as probabilidades de transição do estado i para o estado j como

pi j := Pr[θ(k+1) = j | θ(k) = i], ∀i, j ∈ S.

É usual organizar as probabilidades de transição pi j em uma matriz de probabilidades de

transição P, cujas linhas e colunas representam, respectivamente, o estado atual e o estado
seguinte da cadeia.

As cadeias de Markov consideradas neste trabalho possuem um conjunto de estados finito do
tipo S= {1, . . . ,s}, de modo que estão associadas a uma matriz de probabilidades de transição
P = [pi j] ∈ Rs,s, para todo i, j ∈ S. De acordo com as propriedades usuais de probabilidades, as
entradas dessa matriz satisfazem a

s

∑
j=1

pi j = 1 e 0≤ pi j ≤ 1. (A.1)

A distribuição de probabilidades da cadeia no passo k é representada por

πk :=
[
π1,k π2,k . . . πs,k

]
, (A.2)

onde
πi,k := Pr[θ(k) = i]
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denota a probabilidade de que a cadeia esteja no estado i no passo k. Pode-se mostrar (HÄGGS-
TRÖM, 2002, Th. 2.1) que, para uma cadeia de Markov com homogeinidade temporal, verifica-
se

πk = π0Pk, (A.3)

sendo π0 a distribuição de probabilidades inicial da cadeia, assumida conhecida.

Frequentemente, uma cadeia de Markov de tempo discreto é representada graficamente
como um grafo orientado, denominado diagrama de transição, no qual os nós correspondem
aos estados possíveis, e, as arestas, às transições entre esses estados, com as probabilidades
associadas. O Exemplo A.1 a seguir ilustra essa representação e os demais conceitos apresen-
tados.

Exemplo A.1 (Cadeia de Markov de tempo discreto). Consideremos uma cadeia de Markov de

tempo discreto com s = 4, ou, equivalentemente, conjunto de estados S= {1,2,3,4}. Suponha-

mos, associada a este modelo, a seguinte matriz de probabilidades de transição:

P=


0,50 0,25 0,25 0
0,20 0 0,80 0
0,60 0 0 0,40

1 0 0 0

 .

A Figura A.1 apresenta a representação do modelo deste exemplo como um diagrama de

transição.

Figura A.1 – Diagrama de transições para a cadeia de Markov de tempo discreto do exemplo.
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A.3 Simulação Computacional de Cadeias de Markov de Tempo
Discreto

Os exemplos numéricos deste trabalho utilizam extensivamente simulações computacionais
de cadeias de Markov de tempo discreto. Nesta seção, discute-se esse item de grande relevância
em aplicações desse tipo de modelo. A abordagem seguida aqui foi desenvolvida por Häggström
(2002, Cap. 3), e é apresentada a seguir.

A metodologia adotada permite a simulação de uma cadeia de Markov Θ = (θ(0),θ(1), . . .)
com espaço de estados S= {1, . . . ,s}, matriz de probabilidades de transição P= [pi j]∈Rs,s, para
todo i, j ∈ S, e distribuição de probabilidades inicial π0, e requer, inicialmente, a construção de
duas funções, denominadas função de inicialização e função de atualização.

A função de inicialização Φ0(ν) : [0,1]→ S é utilizada para gerar o estado inicial da cadeia,
θ(0), e deve obedecer a duas condições:

1. A função Φ0(ν) deve ser constante por partes em seu domínio [0,1];

2. A soma dos comprimentos dos intervalos nos quais Φ0(ν)= i deve ser igual a πi,0, ∀i∈ S,
ou, equivalentemente, ∫ 1

0
11{Φ0(ν)=i} dν = πi,0,

onde 11{Φ0(ν)=i} é a função indicadora, definida por

11{Φ0(ν)=i} =

{
1, se Φ0(ν) = i,

0, caso contrário .
(A.4)

Após a obtenção do estado inicial θ(0), a função de atualização Φ(i,ν) : S× [0,1]→ S é em-
pregada sucessivamente para a geração de cada estado θ(k+1), a partir do estado θ(k); ela deve
atender a duas condições, semelhantes àquelas estabelecidas para a função de inicialização:

1. Para cada i ∈ S, a função Φ(i,ν) deve ser constante por partes para ν ∈ [0,1];

2. A soma dos comprimentos dos intervalos nos quais Φ(i,ν)= j deve ser igual a pi j, ∀i, j∈
S, ou, equivalentemente, ∫ 1

0
11{Φ(i,ν)= j} dν = pi j.

As propriedades de construção de Φ0(ν) e Φ(i,ν), permitem a geração da sequência de
estados a partir de uma sequência independente e identicamente distribuída (i.i.d.) {U(k)} de
números (pseudo-)aleatórios com distribuição uniforme no intervalo [0,1]. Assumindo-se que
{U(k)} esteja disponível, os θ(k) podem ser calculados como a seguir:

θ(0) = Φ0 (U(0))

θ(k) = Φ(θ(k−1),U(k)) , k > 0. (A.5)



A.3. Simulação Computacional de Cadeias de Markov de Tempo Discreto 103

Resta, portanto, escolher funções de inicialização e de atualização que obedeçam às con-
dições estabelecidas, o que também pode ser realizado segundo as sugestões de Häggström
(2002, Cap. 3), como a seguir. Uma função de inicialização Φ0(ν) válida pode ser construída
da seguinte maneira:

Φ0(ν) =



1, para ν ∈ [0, π1,0) ,

2, para ν ∈ [π1,0, π1,0 +π2,0) ,
...

i, para ν ∈
[
∑

i−1
j=1 π j,0, ∑

i
j=1 π j,0

)
,

...

s, para ν ∈
[
∑

s−1
j=1 π j,0, 1

]
.

(A.6)

Similarmente, a função de atualização Φ(i,ν) pode ser construída como

Φ(i,ν) =



1, para ν ∈ [0, pi1) ,

2, para ν ∈ [pi1, pi1 + pi2) ,
...

j, para ν ∈
[
∑

j−1
l=1 pil, ∑

j
l=1 pil

)
,

...
s, para ν ∈

[
∑

s−1
l=1 pil, 1

]
.

(A.7)

O Algoritmo A.1 a seguir contém o algoritmo de simulação de cadeia de Markov de tempo
discreto utilizado neste trabalho, implementado, segundo o desenvolvimento teórico apresen-
tado nesta seção, na plataforma MAT LABr. No código apresentado, tem-se uma função que
retorna o próximo estado ou estado inicial j da cadeia, com base no estado corrente i (um va-
lor especial indica que se trata do cálculo do estado inicial) e na matriz de probabilidades de
transição P ou na distribuição de probabilidades inicial π0.

A cada passo k da simulação, deve-se realizar uma chamada a nextStateMarkovChain(),
com os parâmetros adequados. O número (pseudo-)aleátorio U(k) é obtido através da fun-
ção rand(), e as linhas 18 e 15 implementam, respectivamente, as funções Φ0(ν) e Φ(i,ν),
conforme dadas nas equações (A.6) e (A.7). Para isso, faz-se uso das funções embutidas do
MAT LABr cumsum(), a qual retorna um vetor com a soma acumulada dos elementos de um
vetor recebido como parâmetro, e da função f ind(), para selecionar, no vetor recebido como
parâmetro, a posição correspondente ao próximo estado.
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Algoritmo A.1 Código para simulação computacional de uma cadeia de Markov de tempo dis-
creto.

1 % Funcao n e x t S t a t e M a r k o v C h a i n ( )
2 % C a l c u l a o proximo e s t a d o ou o e s t a d o i n i c i a l
3 % de uma c a d e i a de Markov de tempo d i s c r e t o .
4 % Reto rno :
5 % j − proximo e s t a d o da c a d e i a ;
6 % Argumentos :
7 % i − e s t a d o a t u a l da c a d e i a ( ou 0 p a r a i n d i c a r
8 % que deve s e r c a l c u l a d o o e s t a d o i n i c i a l ) ;
9 % P − m a t r i z de p r o b a b i l i d a d e s de t r a n s i c a o ;

10 % p i 0 − d i s t r i b u i c a o de p r o b a b i l i d a d e s i n i c i a l .
11 f u n c t i o n [ j ] = n e x t S t a t e M a r k o v C h a i n ( i , P , p i 0 )
12

13 % Obtem o proximo e s t a d o da c a d e i a
14 i f i > 0
15 j = f i n d ( cumsum ( P ( i , : ) ) > rand ( ) , 1 ) ;
16 % Obtem o e s t a d o i n i c i a l da c a d e i a
17 e l s e
18 j = f i n d ( cumsum ( p i 0 ) > rand ( ) , 1 ) ;
19 end
20 end
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