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RESUMO 

FRANCO, V. R. Técnicas de otimização aplicadas em sistemas de conversão de 
energia. 2014. 170p. Tese (Doutorado)- Escola de Engenharia de São Carlos, 
Universidade de São Paulo, São Carlos, 2014. 

Recentemente, o processo de conversão de energia através do uso de materiais 
piezelétricos tem se destacado. Com o objetivo de obter a melhor performance do 
dispositivo de conversão de energia, este trabalho apresenta a aplicação e desenvolvi­
mento de técnicas de otimização que, através da otimização de múltiplos parâmetros 
(multiparâmetros) do sistema, obtenha a maior potência de saída do conversor. A teoria 
de viga de Euler-Bemouli foi utilizada na modelagem do acoplamento eletromecânico 
de estruturas tipo viga cantilever parcialmente recobertas com material piezelétrico, 
com massa concentrada na extremidade livre, e excitadas harmonicamente pela base. 
O modelo foi, então verificado, através de testes experimentais. Múltiplos parâmetros 
do sistema foram aj ustados empregando-se diferentes técnicas de otimização: método 
SQP (do inglês, Sequential Quadratic Program), Algoritmos Genéticos (GA, do in­
glês Genetic Algorithms), e um método de otimização desenvolvido nesse trabalho 
nomeado como "Busca Extensiva Modificada"(MES, sigla do inglês Modified Exten­
sive Search) , que se baseia na variação dos parâmetros do sistema (ou das variáveis de 
projeto) a fim de se encontrar, através de um trabalho modificado de busca, a melhor 
configuração que otimize a função objetivo analisada. Outro método de otimização 
implementado no presente trabalho é o método de programação estocástica (ou pro­
babilística), no qual são tratados parâmetros aleatórios do sistema. Uma comparação 
entre as técnicas de otimjzação foi realizada para as conexões em série e paralelo das 
camadas piezelétricas e para 5 diferentes faixas de frequência, envolvendo uma varia­
ção de 5 a 80Hz. Ademais, uma di scussão sobre os efeitos de incertezas paramétricas 
na dinâmica do conversor de energia foi realizada utilizando o método de Simulações 
de Monte Carlo (MCS, sigla do inglês Monte Carla Simulations). Os resultados das si­
mulações numéricas revelaram um melhor desempenho apresentado pelo método MES 
quando comparado com os métodos SQP e GA. Ainda, os resul tados da otimização es­
tocástica reforçaram a importância de se levar em conta incertezas nos parâmetros de 
projeto do sistema de conversão de energia, uma vez que pequenas variações em al­
guns parâmetros de projeto podem causar variações significantes no potência elétrica 
de saída, o que sugere fortemente que incertezas sejam levadas em conta no projeto de 
um conversor de energia. 

Palavras chave: Energy Harvesting, otimização, materiais piezelétricos, incertezas 



ABSTRACT 

FRANCO, V. R. Optimization techniques aplieo in energy harvesting systems. 
2014. 170p. Thesis (Doctorate) - São Carlos Engineering School, University of São 
Paulo, São Carlos, 2014. 

In the past years considerable research efforts have been dedicated to the develop­
ment of harvesting ambient structural vibration signals through piezoelectric materiais. 
Aimed to reach the best performance of the harvester in terms power generation, this 
work presents the study and development of optimization techniques where multipara­
meters of the system are adjust to obtain the maximum output power. Euler-Bernoulli 
beam theory is employed in developing an electromechanical model of a bimorph har­
vester carrying a tip mass and driven from its base by a single frequency harmonic 
motion. The model was then validated through experimental tests. Then, multipara­
meters are adjusted by employing different optirnization strategies: Sequential Qua­
dratic Programming (SQP), Genetic Algorithms (GA) and a proposed method called 
Modified Extensive Search (MES) that is based in the parameters variation in order 
to reach, through a modified search scheme, the best configuration for the harvester. 
Another classical optirnization technique implemented in the present work is the Sto­
chastic Programming Method in which stochastic variations are introduced in some 
key parameters. A comparison among the optimization techniques was performed for 
the series and parallel connection of the piezoelectric layers and for 5 different opera­
tion frequency ranges, from 5 to 80Hz. Additionally, a comprehensive discussion on 
the effects of aleatory uncertainties on the dynarnics of the harvester was performed 
using the well known Monte Carlo Simulation (MCS) method. Resul ts from the nume­
rical simulations revealed that the superior performance o f the MES method compared 
to the SQP and GA methods. Additionally the results obtained from the stochastic 
programming approach reinforce the importance of accounting for uncertainties in the 
design of energy harvesting systems since small variations in some design parameters 
can cause a significant variation in the output electrical power, what strongly suggests 
that uncertainties must be accounted for in the design of energy harvesting systems. 

Key words: Energy Harvesting, optimization, piezoelectric material , uncertainties 
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Massa por unidade de comprimento da viga 

Massa modal 

Função restrição não-linear (otimização) 

Força mecânica moda) 

Componente inercial da força mecânica modal 



Componente devido ao amortecimento da força mecânica moda! 

Número de realizações na MCS 

Ppar Potência elétrica de saída para conexão em paralelo das camadas pieze-

létricas 

Pser Potência elétrica de saída para conexão em série das camadas piezelé-

tricas 

Probabilidade específica (otimização) 

Resistência de carga do conversor 

rn Números aleatórios 

Componentes de deformação da subestrutura 

Componentes de deformação da camada piezelétrica 

Compliância elástica em um campo elétrico constante 

Componentes de tensão mecânica da subestrutura 

Componentes de tensão mecânica da camada piezelétrica 

Ur(x) Autofunção do r-ésimo modo de vibrar 

Us(x) Autofunção do s-ésimo modo de vibrar 

UB Vetor contendo as fronteiras superiores (otimização) 

Maior resistência de carga (otimização) 

ULs Maior Comprimento da Subestrutura (otimização) 

Maior altura da massa da extremidade da viga (otimização) 

u(xJ) Deslocamento absoluto da viga 

Deslocamento transversal da base 



Urel (x, t) Deslocamento relativo da viga ( deflexão) 

u~!~(x,t) Deslocamento relativo da viga (deflexão) para a conexão em série das 

camadas piezelétricas 

par( ) 
urel x,t Deslocamento relativo da viga (deflexão) para a conexão em paralelo 

das camadas piezelétricas 

Amplitude complexa da tensão elétrica para a conexão em paralelo das 

camadas piezelétricas 

Amplitude complexa da tensão elétrica para a conexão em série das 

camadas piezelétricas 

Volp Volume total das camadas piezelétricas 

Vols Volume da subestrutura 

v(t) Tensão elétrica 

Vser(t) Tensão elétrica para conexão em série das camadas piezelétricas 

Vpa.r(t) Tensão elétrica para conexão em paralelo das camadas piezelétricas 

X Vetor de projeto (otimização) 

y Vetor de variáveis aleatórias e independentes (otimização) 

Yo Amplitude da translação da base 

Ys Módulo de Young da subestrutura 

Módulo de Young da camada piezelétrica 

Módulo de Young da massa da extremidade da viga 

YJ Rigidez flexionai 

Rigidez flexionai na seção bimorph 

(Y 1)5 Rigidez flexionai da subestmtura (sem camada piezelétrica) 



FRF que relaciona a tensão elétrica de saída considerando entrada de 

translação da base para a conexão em paralelo das camadas piezelétricas 

O.ser(ro) FRF que relaciona a tensão elétrica de saída considerando entrada de 

translação da base para a conexão em série das camadas piezelétricas 

Autovalor 

~par(ro, t) FRF que relaciona o deslocamento transversal de saída considerando 

entrada de translação da base para a conexão em paralelo das camadas 

piezelétricas 

~ od 
~,:O r ( ro, Ls) FRF que relaciona a velocidade absoluta da extremidade da viga para a 

conexão em paralelo das camadas piezelétricas 

~ser( ro, t ) FRF que relaciona o deslocamento transversal de saída considerando 

entrada de translação da base para a conexão em série das camadas 

piezelétricas 

- od ~;r ( w,Ls) FRF que relaciona a velocidade absoluta da extremidade da viga para a 

conexão em série das camadas piezelétricas 

Função delta de Kronecker 

Pennissividade em tensão constante 

Permissividade em deformação constante 

Tl r(t ) Resposta mecânica do r-ésimo modo de vibrar 

Tlser(t ) Resposta mecânica moda] para conexão em série das camadas piezelé-

tricas 

Tl par(t ) Resposta mecânica moda] para conexão em paralelo das camadas pie-

zelétricas 

lC,. Acoplamento modal na equação do circuito elétrico 



Jl.ser( W) 

Jl.ser ( W) 

ú) 

<!>j (pi) 

<l>ser (W,t) 

$par(W,t) 

8o 

-ô(t ) 

'Ôser (t) 

FRF que relaciona a tensão elétrica de saída considerando entrada de 

rotação da base para a conexão em série das camadas piezelétricas 

FRF que relaciona a tensão elétrica de saída considerando entrada de 

rotação da base para a conexão em paralelo das camadas piezelétricas 

Frequência natural não-arnoretecida 

Frequência natural não-arnoretecida do r-ésimo modo de vibrar 

Frequência natural não-arnoretecida do r-ésimo modo de vibrar 

Valor da variação normal padrão correspondente a probabilidade p j 

FRF que relaciona o deslocamento transversal de saída considerando 

entrada de rotação da base para a conexão em série das camadas pieze­

létricas 

FRF que relaciona o deslocamento transversal de saída considerando 

entrada de rotação da base para a conexão em paralelo das camadas 

piezelétricas 

Média (otimização) 

Densidade mássica da camada piezeléuica 

Densidade mássica da subestrutura 

Variância (otimização) 

Amplitude da rotação da base 

Acoplamento piezelétrico 

Acoplamento piezelétrico para conexão em série das camadas piezelé­

tricas 

Acoplamento piezelétrico para conexão em paralelo das camadas pie­

zelétricas 



fator de amortecimento modal 



1 INTRODUÇÃO 

Desde o início da humanidade, a busca por sobrevivência levou à emergência das 

fontes de energia, que ao passar do tempo foram cada vez mais utilizadas e pesquisa­

das. Ao passar dos anos, o mundo entrou em colapso devido à crescente necessidade 

por maiores quantidades de energia. Grandes guerras e poluição ambiental foram cau­

sadas pelo uso desta energia. 

Nos anos 70, tem surgido a tecnologia de Sistemas Microeletromecânicos (MEMS) 

e foi utilizada na composição de sistemas elétricos e mecânicos. Mais recentemente, 

esta tecnologia foi expandida, incluindo sistemas biológicos, óticos, fluídicos, magné­

ticos e outros (REBELLO, 2004). Os MEMS de baixa potência são máquinas com­

plexas que permitem chips se tomarem inteligentes. Estes di spositivos atuam como 

uma ligação entre a eletrônica digital e o mundo físico, permitindo a integração entre 

sistemas eletrônicos e mecânicos em um só chip. A aplicação dos MEMS é apropriada 

para sistemas de todos os tipos, devido ao fato de serem pequenos, rápidos, eficientes 

energeticamente e possuírem um menor custo (STEPHEN, 2006). 

Com os recentes avanços na tecnologia sem fio e de MEMS, a demanda por dis­

positivos eletrônicos portáteis está crescendo rapidamente. Devido ao fato destes di s­

positivos serem portáteis, torna-se necessário que estes carreguem sua própria fonte de 

energia. Na maioria dos casos, esta fonte de energia é uma bateria convencional ; entre­

tanto, problemas podem ocorrer quando estas baterias são utilizadas, devido ao ciclo de 

vida finito que elas possuem (LEFEUVRE et al. , 2005a). Para di spositivos eletrônicos 
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portáteis, substituir a bateria pode se tomar urna tarefa cara e entediante, ou até mesmo 

impossível de ser realizada devido à localização remota destes di spositivos (SODANO 

et al., 2005; SODANO; INMAN, 2004). 

Isto levou à possibilidade de sensores auto-suficientes em energia, e a necessi­

dade de se carregar sistemas remotos ou dispositivos embarcados tem motivado muitas 

pesquisas em coletar energia elétrica proveniente de várias fontes vindas do ambiente 

(SHU; LIEN, 2006a). Estas fontes incluem energia solar (GUILAR et al. , 2009), gra­

dientes térmicos (GUYOMAR et ai., 2009) e vibração mecânica (BEEDY et al. , 2006). 

Se a energia contida no ambiente ao redor de uma estrutura pudesse ser obtida 

como uma fonte alternativa de energia, então esta energia poderia ser utilizada para 

prolongar a vida útil de uma fonte de energia ou, no caso ideal , providenciar energia 

infinita para os dispositivos eletrônicos. Tais dispositivos poderiam ser empregados 

em ambientes hostis ou inacessíveis, necessitando de pouca ou nenhuma manutenção 

(STEPHEN, 2006). Assim, surgiu o conceito de Energy Harvesting (do inglês, co­

lheita de energia), atribuído ao fato de converter energia ambiente (antes desperdiçada) 

em energia elétrica útil, através de conversores, e depois armazenar esta energia para 

ser utilizada por algum equipamento/dispositivo (SODANO et al., 2005). Há vários ti­

pos de dispositivos para armazenamento de energia, incluindo tradicionais capacitares 

eletrolíticos, baterias recarregáveis e supercapacitores (GUAN; LlAO, 2008). 

Entre as diferentes soluções para a obtenção desta energia desperdiçada, técnicas 

de conversão de energia baseadas em vibrações mecânicas têm se destacado devido 

à presença quase universal das vibrações mecânicas. Por algum tempo, esta fonte 

inestimável de energia tem sido ignorada e, em muitos casos, são procuradas soluções 

para reduzir as vibrações através da di ssipação de energia. Hoje em dia, em vez de 

di ssipar a energia proveniente das vibrações, convertendo-a em calor, são procuradas 

maneiras de se converter esta energia em energia elétrica útil. 

Coletar energia de vibrações ambientais desperdiçadas através da conversão de 
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energia mecânica em energia elétrica, e posteriormente armazená-la, é um campo 

muito estudado nos últimos anos. Os mecanismos básicos de transdução utilizados 

para conversão de vibração em eletricidade são o piezelétrico (SODANO et al. , 2004; 

LEFEUVRE et al. , 2005b; AJITSARIA et al. , 2007; ERTURK et al. , 2009a; ER­

TURK; INMAN, 2009; ERTURK; INMAN, 2008), eletromagnético (BEEBY et al., 

2007; MANN; SIMS, 2009; STANTON et al., 2010), eletrostático (BARTSCH et al., 

2007), magnetoestrictivo (WANG; YUAN, 2008) ou a combinação destes mecanis­

mos (STANTON et al., 2009; ERTURK et al. , 2009b; COITONE et al., 2009). Uma 

revisão em conversão de energia utilizando vibrações mecânicas e materiais piezelétri­

cos pode ser vista em (SODANO; INMAN, 2004; ANTON; SODANO, 2007; ZHEN; 

QING, 2011 ). 

Independente do mecanismo de transdução, uma primeira questão em Energy Har­

vesting baseada em vibrações mecânicas é que o melhor desempenho de um gera­

dor é usualmente limitado a excitações em sua frequência fundamental de ressonância 

(YANG et al., 2010; ERTURK; ThTMAN, 2009). Entretanto, se a vibração ambiente 

aplicada desvia-se ligeiramente da condição de ressonância, a energia de saída é drasti­

camente reduzida. A fim de solucionar este problema, várias soluções têm sido propos­

tas na literatura, tais como técnicas_ ativas/passivas de ajuste de frequênc-ia e técnicas 

que aumentam a largura da banda de frequência (YANG et ai. , 2010). 

Vários tipos de estruturas, materiais para conversão, circuitos para conversão e ar­

mazenamento de energia, e mecanismos de transdução foram e ainda estão sendo de­

senvolvidos para se obter a melhor configuração para um sistema eficiente/otimizado 

de conversão de energia. Baseados neste fato, muitos pesquisadores focaram seus es­

tudos na otimização do projeto e desempenho de sistemas de conversão de energia ba­

seados em vibrações mecânicas. A otimização de um sistema de conversão de energia 

requer a consideração do sistema global e seu ambiente (redor) , da excitação mecânica 

externa que gera a vibração, e das característi cas das cargas eletrônicas (LEFEUVRE 
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et al., 2005a). 

1.1 Motivação 

Sistemas de conversão e armazenamento de energia utilizando materiais piezelé­

tricos têm grande utilidade em diversas aplicações. Nesse contexto, esta pesquisa é 

motivada pela busca de um projeto ótimo que maximize o desempenho de sistemas de 

conversão de energia em termos de potência elétrica de saída. 

1.2 Objetivos da pesquisa 

• Objetivo geral da pesquisa: tentando obter o melhor desempenho para o dispo­

sitivo de conversão de energia, esta pesquisa tem por objetivo geral a aplicação 

e desenvolvimento de técnicas de otimização que, através da otimização de mul­

tiparâmetros do sistema, obtenha a maior potência de saída do conversor. As 

técnicas serão numericamente aplicadas em estruturas tipo vigas cantilever par­

cialmente recobertas com material piezelétrico e excitadas harmonicamente pela 

base. Para isso, rotinas computacionais serão utili zadas na modelagem do aco­

plamento eletromecânico dessas estruturas quando submetidas a uma vibração 

estrutural. 

• Objetivos específicos (metas): através da modelagem e otimização do conver­

sor, esta pesquisa tem como meta a criação de um modelo completo para o pro­

jeto de um sistema de conversão de energia formado por uma viga cantilever e 

baseado em vibrações mecânicas. A melhor técnica de otimização a ser aplicada 

no "modelo ótimo" será obtida através da comparação entre diversos métodos de 

otimização apresentados. 
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1.3 Organização da tese 

O trabalho está organizado em 5 partes. A primeira parte consiste na introdução do 

problema, apresentada no capítulo 1, e de uma revisão da literatura sobre as técnicas 

de otimização aplicadas em sistemas de conversão de energia baseados em vibrações 

mecânicas, apresentada no capítulo 2. 

A segunda parte, apresentada nos capítulos 3 e 4, consiste na modelagem completa 

e na posterior validação experimental do dispositivo de conversão de energia formado 

por uma viga cantilever recoberta em ambas as superfícies (superior e inferior) por 

camadas de material piezelétrico e submetida a uma excitação pela base. Esta parte é 

de fundamental importância para a obtenção de uma expressão analítica da potência 

elétrica de saída do conversor, função a qual se deseja otimizar. O desempenho do 

conversor otimizado depende, além de outros fatores, de quão bem representativo é o 

modelo estrutural. 

A terceira parte apresenta (no capítulo 5), inicialmente, o problema de otimização 

proposto, envolvendo o estudo do sistema de conversão de energia, juntamente com 

a descrição dos parâmetros a serem otimizados e das restrições de projeto. Uma vez 

apresentado o problema proposto, as técnicas de otimjzação que foram utilizadas no 

trabalho são apresentadas. Entre elas, encontram-se técnicas clássicas como o método 

SQP (do inglês, Sequential Quadratic Problem) e o método proposto "Busca Extensiva 

Modifi.cada"(MES, sigla do inglês Modified Extensive Search) , que é uma modifica­

ção do método de busca exaustiva. Ainda entre os métodos clássicos de otimização, 

encontra-se o método de programação estocástica (ou probabilística), seguido do es­

tudo de incertezas nos parâmetros do sistema. Por último, o método de otimização 

que utili za algoritmos genéticos (AGs) também é apresentado, se enquadrando entre 

os métodos modernos de otimização. 

A quarta parte consta de aplicações numé1icas (capítulo 6) envolvendo as técni-
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cas de otimização apresentadas . Esta parte abrange uma comparação entre as técnicas 

utilizadas com a finalidade de se encontrar a técnica mais eficiente, definindo os parâ­

metros que configuram o máximo desempenho do dispositivo de conversão de energia 

associado com a maior potência elétrica de saída. Ainda nessa parte, uma análise de 

incertezas é realizada considerando incertezas nos parâmetros de projeto do conversor. 

Essa análise é importante pois, além de viabilizar a aplicação do método de otimização 

estocástica, permite um estudo do comportamento do conversor de energia quando esse 

possui variações nos valores dos seus parâmetros de projeto (incertezas paramétricas). 

Por fim, na quinta e última parte, serão apresentadas as considerações finai s, as 

conclusões do trabalho e trabalhos futuros .( capítulo 7). 



2 MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO APLICADOS 
EM SISTEMAS DE CONVERSÃO DE 
ENERGIA BASEADOS EM VIBRAÇÃO: 
REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

7 

Este capítulo apresenta uma revisão de técnicas de otimização aplicadas em sis-

temas de conversão de energia baseados em vibração mecânica. A seção 2. 1 foca 

nos métodos de otimização através da análise dos parâmetros de projeto, tais como a 

carga resistiva, o coeficiente de acoplamento eletromecânico (EMCC, sigla do inglês, 

Electromechan.ical Coupling Coefficient) e fator de amortecimento, no desempenho 

do conversor; A seção 2.2 foca em métodos de otimização baseados na configuração 

do circuito acoplado ao sistema; a seção 2.3 foca no problema de converter a maior 

quantidade de energia com limites na massa e na forma do conversor; a seção 2.4 apre-

senta o uso do fenômeno não linear como uma técnica de otimização; finalmente, a 

seção 2.5 apresenta técnicas de otimização aplicadas em sistemas microeletromecâni-

cos (MEMS) de conversão de energia. 

2.1 Otimização baseada na variação dos parâmetros de 
projeto 

Além das características das vibrações de entrada (frequência e aceleração), a po-

tência elétrica de saída proveniente de um conversor de energia depende do coeficiente 

de acoplamento eletromecânico (EMCC), da massa do gerador, da frequência natural, 

do fator de amortecimento mecânico e do grau no qual o resistor de carga maximiza 
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a transmissão de energia (CHOI et ai., 2006; SHU e LIEN. 2006a,b; SHU, 2009; 

ROUNDY, 2005). Assim, muitos pesquisadores focaram seus estudos em técnicas de 

otimização baseadas no efeito dos parâmetros de projeto no desempenho do sistema 

de conversão de energia. Mossi et al. (2001) já tinham atentado ao fato de que os 

parâmetros de projeto afetam ou influenciam nas capacidades de conversor de energia. 

Então, um procedimento de otimização dos parâmetros de projeto foi conduzido em 

um sistema piezelétrico de conversão de energia formado por um atuador ferroelétrico 

unimorph pré-tensionado. Os resultados mostraram que através de ajustes nos parâ­

metros geométricos e do material do conversor, um bom desempenho na conversão de 

energia pôde ser obtido. 

Roundy (2005) apresentou uma teoria geral usada para comparar diferentes dispo­

sitivos de conversão de energia baseados em vibração. Uma expressão para a efetivi­

dade incorporando um conjunto de parâmetros de projeto foi desenvolvida e utilizada 

para calcular a potência de saída teoricamente. A teoria geral foi aplicada em transdu­

tores eletromagnéticos, piezelétricos, magnetoestrictivos e eletrostáticos. Os resulta­

dos de medições em uma ampla faixa de vibrações foram apresentadas, e a teoria foi 

aphcada a essas fontes de vibrações. Finalmente, a teoria apresentada foi comparada 

com resultados experimentais para duas vigas cantilever bimorphs utilizadas como sis­

temas de conversão de energia (Fig. (1 )). Outras análises utilizando vigas cantilever 

e incorporando parâmetros de projeto podem ser vistas nos trabalhos de Shu and Lien 

(2006a,b) e Shu (2009). 

Mateu et aJ. (2005) analisaram várias estruturas piezelétricas tipo vigas utilizadas 

para converter a atividade mecânica humana de andar (energia mecânica) em energia 

elétrica a fim de se obter a configuração que determine a condição ótima de ener­

gia convertida. A deformação resultante para cada tipo de viga foi obtida como uma 

função dos parâmetros geométricos e do material. As diferenças entre as vigas pieze­

létricas analisadas foram agrupadas por forma, material empregado, posição, tipo do 
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Figura 1: Vigas cantilever bimorphs utilizadas como dispositivos piezelétricos de con­
versão de energia (ROUNDY, 2005). 

suporte e restrições devido ao espaço disponível para aplicação. Através da análise dos 

parâmetros, a configuração ótima pôde ser selecionada. 

Saha et al. (2006) apresentaram a modelagem e a otimização do desempenho de 

um sistema eletromagnético de conversão de energia consistindo de ímãs suspensos 

em uma viga vibrando relativamente a uma bobina. As equações da modelagem pro-

posta descrevendo tais conversores foram apresentadas e as condições para a máxima 

conversão de energia foram descritas a fim de se investigar as condições para o amor-

tecimento eletromagnético e resistor de carga. Resultados numéricos e experimentais 

para dois conversores, diferenciando nos parâmetros de projeto, mostraram que exis-

tem algumas configurações (ótimas) nas quais a máxima energia de saída é obtida. 

Guizzetti et al. (2009) apresentaram uma técnica de otimização na qual a geometria 

de um conversor de energia composto por uma viga cantilever foi variada a fim de se 

verificar a existência de uma espessura ótima para o dispositivo piezelétrico que maxi-

mize a potência elétrica de saída, computada através do Método dos Elementos Finitos 

(FEM, sigla do inglês Finite Element Method). Os resultados obtidos foram capazes de 

determinar a espessura ótima para o dispositivo piezelétrico na qual a potência máxima 

de saída foi obtida. 

Liao e Sodano (2009) estudaram os efeitos do EMCC, amortecimento e resistor de 

carga na eficiência de um sistema de conversão de energia a fim de desenvolver uma 

definição para a eficiência do sistema. Simulações foram realizadas e os resultados 
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mostraram que a máxima potência ocorre na condição de impedância combinada. En­

tretanto, a eficiência ótima não coincide com a máxima potência de saída, porque o alto 

amortecimento gerado pelo conversor reduz o deslocamento da viga cantilever utili­

zada, e assim fornece menor deformação para ser convertida. Os resultados também 

mostraram que para materiais com alto EMCC, a máxima potência de saída é gerada 

perto das ressonâncias em circuito aberto e uma menor eficiência é obtida em circuito 

fechado. 

A fim de se obter um projeto ótimo de um sistema de conversão de energia, Li 

et al. (2009) apresentaram uma configuração geral de um sistema composto por uma 

viga cantilever carregando uma massa concentrada na extremidade. Eles estudaram a 

influência que os parâmetros comprimento da viga e valor da massa concentrada exer­

ciam na freqüência de ressonância do conversor, levando em consideração o fato de que 

a potência de saída é maximizada quando o dispositivo é excitado em sua frequência 

fundamenta] de ressonância. Através de simulações numéricas, foi possível observar 

que, ou o aumento do comprimento da viga, ou até mesmo a adição de uma pequena 

massa concentrada na extremidade resultou em uma grande dinunuição na frequência 

fundamental de ressonância. De acordo com os autores, para se ajustar a frequência 

de ressonância, a adição de uma massa concentrada é preferível devido ao fato de que 

o aumento no comprimento da viga resulta em uma diminuição da potência de saída 

do conversor de energia. Assim, através da variação dos parâmetros geométricos de 

projeto, toda a estrutura pode ser otimizada para se ajustar ao seu ambiente natural. 

Bourisli et al. (2010)utilizaram algoritmos genéticos (GAs) para otimizar a área 

de cobertura do dispositivo piezelétrico de uma viga cantilever para os três primeiros 

modos de vibrar, a fim de se obter o máximo EMCC associado com a máxima energia 

convertida. Além disso, o efeito da razão en tre a espessura do material piezelétrico 

e a espessura da subestrutura na cobertura do material piezelétrico foi analisado. Os 

resultados indicaram que a área de cobertura ótima foi obtida através da localização da 
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Figura 2: Distribuição ótima do material piezelétrico para os três primeiros modos de 
vibrar (BOURISLI et al., 2010). 

máxima flexão da viga (Fig. (2)), mostrando que a cobertura piezelétrica é fortemente 

dependente do modo de vibrar, devido ao fenômeno de cancelamento de carga. 

Kim e Kim (2011) propuseram vários modelos matemáticos de vigas para analisar 

a eficiência de vigas cantilever utilizadas como conversores piezelétricos de energia. 

Nestes modelos, o efeito da razão largura/comprimento e também o efeito da distri-

buição da massa da extremidade foram considerados na determinação das respostas 

elétricas. A validação e precisão dos modelos propostos foram verificadas através da 

comparação dos resultados para os modelos propostos, para modelos convencionais 

de vigas e para modelos de elementos finitos tridimensionais. As comparações mos-

traram que o modelo desenvolvido forneceu melhorias na determinação das respostas 

elétricas, mostrando ser útil para o projeto de sistemas piezelétricos de conversão de 

energia compostos por vigas cantilever. 

2.2 Otimização baseada nas características do circuito 

A fim de desenvolver um circuito adaptativo que maximize a transferência de ener-

gia de um dispositivo piezelétrico de conversão de energia, alguns autores focaram 

seus estudos em encontrar uma configuração ótima para o circuito elétrico acoplado 

que obtenha o melhor desempenho do sistema. Ottman et ai. (2002) desenvolveram 
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um circuito que maximiza a energia transferida de um transdutor piezelétrico para uma 

bateria. Primeiramente, uma expressão analítica para o escoamento ótimo de energia 

foi derivada. O circuito consiste de um retificador AC-DC com um capacitar na saída, 

uma bateria e um conversor DC-DC chaveado (no modo interruptor). Uma técnica de 

controle adaptativo para o conversor DC-DC foi utilizada na implementação da teoria 

de transferência de energia ótima e, assim, na maxirnização da energia armazenada pela 

bateria. A técnica foi validada através de resultados experimentais. De acordo com os 

autores, o algoritmo de controle permitiu o desenvolvimento de projetos de sistemas 

otimizados baseados na excitação ou na carga eletrônica que alimentará o sistema. Pa­

râmetros externos tais como localização do dispositivo, nível de vibrações mecânicas 

ou tipo de dispositivo piezelétrico não afetaram as operações do controlador. 

Guyomar et al. (2005) apresentaram uma nova técnica de conversão de energia 

utilizando materiais piezelétricos mecanicamente excitados e um processo não linear. 

Esta técnica, chamada de Conversão Sincronizada Chaveada em lndutor (SSHI, si­

gla do inglês, Synchronized Switch Harvesting on Inductor), é derivada do Amorteci­

mento Sincronizado Chaveado (SSD, sigla do inglês Synchronized Switch Damping) , 

que é um técnica não linear anteriormente desenvolvida para solucionar problemas de 

amortecimento de vibrações em estruturas mecânicas. O método SSHI consiste em 

adicionar um dispositivo de chaveamento em paralelo com o elemento piezelétrico. 

Este dispositivo é composto por um interruptor (chave) e uma indutância conectada 

em série. A saída AC e DC, para a técnica padrão (sem o processo não linear) e para o 

método SSHI (com o processo não linear) foram desenvolvidas e comparadas teórica 

e experimentalmente. 

A chamada técnica padrão é, na verdade, uma maneira simples de visualizar uma 

fonte de carga. No case da tensão AC, consiste em conectar a carga diretamente com 

o elemento piezelétrico, e no caso da tensão DC, a carga é conectada através de um 

retificador. Resultados experimentais obtidos em uma viga cantilever com elementos 
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piezelétricos acoplados em sua superfície e excitada tanto em sua frequência de resso­

nância quanto fora da ressonância foram discutidos e comparados para diferentes resis­

tores de carga e EMCCs. O processo não linear apresentado aumentou artificialmente a 

tensão de saída nos elementos piezelétricos, resultando em um aumento significante da 

energia elétrica transferida. Comparativamente com a técnica padrão, a energia con­

vertida através do método SSHI apresentou uma melhoria de 900%. Para estruturas 

excitadas em suas frequências de ressonância, técnicas não lineares são muito inte­

ressantes para estruturas fracamente acopladas porque a energia convertida por uma 

estrutura com baixo EMCC é maior para o método SSHI do que para a técnica padrão. 

Assim, métodos SSID requerem menos material piezelétrico para uma dada energia 

convertida. 

No trabalho de Lefeuvre et ai. (2007), o desempenho de um conversor de energia 

baseado em vibrações e empregando materiais piezelétricos associado a dois diferentes 

circuitos de condicionamento de energia foi estudado. Uma aproximação para a con­

versão de energia baseada em um processamento não linear da tensão elétrica foi apre­

sentada e implementada. Então, a eficiência de uma técnica de otimização chamada 

de Extração Síncrona de Carga Elétrica (SECE, sigla do inglês Synchronous Electric 

Charge Extraction), foi comparada com a técnica padrão para vibrações aleatórias em 

amplas faixas de frequências. Predições teóricas e resultados experimentais mostra­

ram que a técnica SECE pôde aumentar a energia convertida por um fator de até 4 

quando comparada com a técnica padrão. De acordo com os autores, a implementação 

da técnica SECE é mais simples do que a da técnica padrão. 

Guan and Liao (2007) basearam-se no fato de que a energia armazenada pelo dis­

positivo conversor de energia é um importante fator que influencia na eficiência do 

processo de conversão. Assim, a eficiência pode ser melhorada pelo aumento da ener­

gia armazenada se vários di spositivos de armazenagem estão di sponíveis. Além disso, 

células de armazenamento de energia podem ser conectadas em série para aumentar a 
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quantidade de energia. Circuitos empregados em sistemas piezelétricos de conversão 

de energia possuem basicamente três esquemas: esquemas de um, dois e três estágios. 

Um esquema de um estágio inclui um retificador convencional de ponte retificadora 

e um dispositivo de armazenamento de energia. Um esquema de dois estágios inclui 

um conversor DC-DC no circuito e o sistema de três estágios inclui um tratamento 

não linear na tensão elétrica do elemento piezelétrico (como por exemplo, a técnica 

SSHI). Então, os autores apresentaram questões importantes sobre a eficiência dos 

circuitos de conversão de energia considerando a tensão elétrica nos dispositivos de 

armazenamento. Os esquemas de um e dois estágios foram comparados e os resulta­

dos mostraram que o esquema de um estágio tem uma maior eficiência pela escolha 

do dispositivo de armazenamento ótimo quando comparado com o esquema de dois 

estágios dentro de uma dada faixa de excitação. 

O aperfeiçoamento de sistemas conversores de energia através da mudança do ciclo 

de trabalho do conversor foi considerado por alguns autores, como por exemplo, Liu 

et al. (2007), que propuseram um ciclo de trabalho quase estático projetado para con­

verter energia através de materiais piezelétricos com a hipótese de que não há energia 

convertida em calor. Resultados teóricos mostraram que o ciclo proposto resultou em 

uma maior energia convertida quando comparada com o método SSHI. Lefeuvre et al. 

(2009) apresentaram uma técnica derivada do ciclo termodinâmico de Ericsson. Uma 

solução para implementação prática foi proposta, e resultados teóricos e experimentais 

foram comparados e discutidos. A aplicação do ciclo termodinâmico de Ericsson para 

a conversão de energia utilizando-se materiais piezelétricos resultou em um ganho de 

energia potencialmente maior do que os ganhos provenientes dos esquemas de um, 

dois e três estágios. 

De acordo com Brufau-Penella e Puig-Vidal (2009), urna maneira de aumentar a 

efi ciência de um sistema de conversão de energia corresponde ao complexo conjugado 

da impedância elét1ica do sistema. Em sistemas piezelétricos de conversão, esta com-
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binação é realizada ao incremento de energia de uma fonte de vibração a um circuito de 

armazenamento de energia. A combinação completa é realizada quando a impedância 

de saída se equipara com a impedância da carga em que o sistema foi submetido. O 

valor da impedância tem que ser o complexo conjugado do valor da impedância equi­

valente do conversor. Quando isto acontece, o trabalho mecânico é maximizado de tal 

forma que a energia elétrica de saída também é otimizada. A teoria desenvolvida foi 

validada em um transdutor piezelétrico comercial em sua quarta frequência de resso­

nância (referente ao quarto modo de vibrar). Os autores apresentaram a comparação 

entre a energia convertida utilizando a correspondência do módulo da impedância e 

a energia convertida utilizando o complexo conjugado da impedância. Os resultados 

mostraram que a utilização do complexo conjugado da impedância aumentou a ener­

gia convertida em mais de 20% quando comparada com a utilização do módulo da 

impedância. 

Renno et al. (2009) forneceram um compreensão analítica dos efeitos do an1orteci­

mento estrutural e do EMCC na conversão ótima de energia proveniente de uma fonte 

de vibrações. A otimização da energia convertida por um sistema piezelétrico baseado 

em vibrações na configuração de pilha (Fig. (3)) foi realizada utilizando-se um cir­

cuito de conversão empregando um resistor de carga puro e/ou um indutor em série ou 

paralelo com um resistor de carga. O problema de otimização foi formulado com um 

problema de programação não linear (assim pode ser chamado um problema de otimi­

zação e será viso no capítulo 4) no qual as condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 

foram estabelecidas e os casos resultantes foram tratados e examinados otimjzando­

se os parâmetros do circuito para configurar a máxima potência elétrica de saída. Os 

resultados mostraram que, utilizando-se os elementos elétricos ótimos, o circuito pro­

posto foi capaz de converter mais energia em qualquer frequência de excitação e forne­

cer performance superior comparado com o circuito formado por um resistor de carga 

puro. Os autores mostraram que os efeitos do amortecimento estrutural e do EMCC 
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Figura 3: Esquema do dispositivo piezelétrico de conversão de energia tipo pilha 
(RENNO et al., 2009). 

devem ser incorporados na análise do desempenho do sistema de conversão de energia. 

Rupp et al. (2009) desenvolveram uma metodologia para analisar quantitativa-

mente um sistema eletromecânico formado por um circuito não linear conectado a 

uma estrutura piezelétrica de conversão de energia. A metodologia apresentada foi 

baseada na técnica de balanço harmônico e a análise foi realizada em sistemas pie-

zelétricos com circuitos retificadores de ponte completa submetidos a uma excitação 

harmônica. O modelo apresentado foi capaz de prever um feedback do circuito não 

linear na estrutura piezelétrica de conversão, causando uma excitação em frequências 

mais altas com a possibilidade de excitar modos estruturais de ordens mais altas. Atra-

vés de exemplos, os autores mostraram que a omissão dos efeitos não lineares de um 

circuito retificador de ponte completa pode causar erros significantes. O aumento da 

precisão no modelo do circuito e a flexibilidade do método apresentado comparados 

com outros métodos na literatura superou o custo do esforço computacional requerido. 

Wickenheiser et al. (2010) estudaram as condições ótimas de operação em dis-

positivos piezelétricos de conversão de energia quando conectados a quatro circuitos 

diferentes: um simples resistor de carga, o circuito retificador padrão, o SSHI em série 

e em paralelo. Os pontos de máxima potência de conversão de energia para excitação 

pela base em regime permanente foram apresentados, e os parâmetros do transdutor e 

do ci rcuito necessários para alcançá-los foram discutidos mediante o estudo dos efeitos 
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do amortecimento estrutural, do EMCC, do fator de qualidade do circuito e da tensão 

no retificador. De acordo com os autores, os resultados permitem ao projetista escolher 

a frequência ótima de ressonância e a impedância de carga para maximizar a energia 

convertida dependendo das características do sistema de conversão de energia. 

Lallart et al. (2010a) investigaram a resposta transiente do dispositivo padrão e do 

di spositivo não linear (SSHI) de conversão de energia quando o sistema, inicialmente 

em repouso (deslocamento e tensão nulos), é submetido a uma força de magnitude 

constante com frequência próxima da frequência de ressonância com período de tempo 

mais ou menos longo. Medições experimentais, realizadas com a finalidade de vali-

dar a abordagem teórica, confirmaram os resultados esperados, exibindo um aumento 

na largura da banda e/ou um importante aumento da energia convertida por parte do 

método SSHI quando comparado com o método padrão. 

Lefeuvre et al. (2010) apresentaram a evolução do método SSHI, das técnicas ori-

ginais até os últimos avanços na área de conversão de energia. As diferentes técnicas 

foram comparadas em termos de desempenho teórico. Questões práticas de implemen-

tação, as tendências futuras, desafios e perspectivas de desenvolvimento para conversão 

de energia através de materiais piezelétricos foram discutidos pelos autores. 

2.3 Otimização baseada no formato do conversor de 
energia 

Motivados pelo problema de converter a maior quantidade de energia com limites 

na massa ou no formato do di spositivo piezelétrico de conversão de energia, alguns 

autores focaram seus estudos em métodos de otimjzação baseados em mudanças nas 

características geométricas do conversor, como por exemplo, Yoon et al. (2005) que 

otimizaram os parâmetros de projeto de uma viga piezelétrica unimorph para maxi-

mizar a conversão de energia devido à ação de um carregamento mecânico. Com a 

finalidade de identificar e otimizar as variáveis fundamentai s no processo de projeto 
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do dispositivo, um modelo analítico do sistema foi desenvolvido utilizando a teoria 

de casca superficial fina e as equações lineares constitutivas da piezeletricidade. Uma 

expressão foi derivada em termos das dimensões geométricas, propriedades do mate­

rial e do carregamento aplicado na estrutura. O modelo foi validado através de testes 

experimentais em amostras com diferentes geometrias e carregamentos. Finalmente, 

o modelo analítico foi utilizado para gerar as características ótimas do projeto de um 

sistema piezelétrico de conversão de energia. 

Rupp et al. (2009) desenvolveram uma técnica computacional para analisar e pro­

jetar sistemas piezelétricos de conversão de energia compostos de camadas de placas e 

cascas conectadas a um circuito elétrico. O método dos elementos finitos (FEM, sigla 

do inglês Finite Element Method ) foi utilizado na obtenção do modelo eletromecânico 

acoplado da estrutura e do modelo de parâmetro concentrado para a dinâmica do cir­

cuito elétrico. O conversor foi submetido a uma excitação harmônica pela base e as 

respostas (mecânica e elétrica) foram consideradas lineares. O Método de Otimização 

Topológica (TOM, sigla do inglês Topology Optimization Method) foi utilizado para 

projetar o layout de uma estrutura de multicamadas, composta por camada estrutural, 

piezelétrica e eletrodos, e do circuito elétrico para obter a máxima energia convertida. 

O problema de otimização foi formulado através da técnica clássica de otimização 

conhecida como Programação Sequencial Quadrática (SQP, sigla do inglês Sequen­

tial Quadratic Programming). Com o objetivo de maximizar a energia convertida, os 

autores investigaram as características ótimas de projeto para várias razões de espes­

sura (material piezelétrico/subestrutura), o efeito do carregamento no projeto ótimo e a 

sensibilidade do projeto a variações do formato do conversor. De acordo com os resul­

tados, os autores concluíram que a metodologia apresentada forneceu uma ferramenta 

poderosa para detern1inar a configuração da subestrutura, do material piezelétrico e 

dos componentes do circuito de um conversor piezelétrico de energia, podendo ser fa­

cilmente utilizada em projetos detalhados de problemas particulares com restrições e 
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Figura 4: Vigas cantilever bimorphs projetadas e testadas por Dietl et al. (2010). 

objetivos específicos. 

Dietl et al. (2010) propuseram uma técnica de otimização baseada na mudança do 

fonnato do di spositivo para obter a máxima conversão de energia mecânica em ener­

gia elétrica. Assim, desenvolveram um modelo de uma viga cantilever bimorph com 

largura não uniforme, espessura uniforme, e com uma massa concentrada na extremi­

dade livre. As camadas piezelétricas foram conectadas em paralelo entre si e a um 

resistor de carga. A largura da viga foi ajustada de maneira a afetar a distribuição de 

deformação através do comprimento da viga, fornecendo um aumento na eficiência da 

transdução na frequência de ressonância, uma vez que a deformação não é constante ao 

longo do comprimento da viga bimorph. Para validar o modelo, foram utilizadas três 

vigas (Fig. (4)) com diferentes formatos e com as mesmas frequências de ressonân­

cia: retangular, afunilada (largura aumentando até a extremidade) e afunilada inversa 

(largura diminuindo até a extremidade). As vigas foram testadas considerando os dois 

modos de vibrar mais baixos. 

Vigas ótimas foram encontradas para melhorar a conversão de energia para ex­

citações pela base com amplitude constan te e variável. A otimização foi realizada 

através de um algoritmo padrão de busca, implementado através do software comer­

cial MATLAB®. A primeira otimização foi realizada em uma viga com perfil linear 
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de largura submetida e uma excitação pela base com amplitude constante. O algoritmo 

encontrou uma viga cuja energia convertida foi maior quando comparada a das três 

vigas anteriormente testadas. Em seguida, ensaios com as mesmas condições de exci­

tação foram realizados em vigas com perfil curvo de largura. O algoritmo encontrou 

um fonnato cuja conversão de energia foi a mesma do perfil linear de largura. O pro­

cedimento de otimização também foi aplicado para excitações com amplitude variável 

e os resultados mostraram que o formato ótimo encontrado para a viga superou ao das 

três vigas anteriormente testadas. Os autores também estudaram o efeito da razão entre 

a massa concentrada na extremidade e a massa da viga no desempenho da conversão 

de energia para a viga retangular. Os autores acreditam que vigas de perfil não linear 

de largura estão ao alcance das tecnologias de fabricação atuais e esta solução pode ser 

um método barato para aumentar o desempenho da conversão de energia. 

Outro procedimento de otimização baseado na variação do fonnato do dispositivo 

conversor de energia pode ser visto no trabalho de Paquin e St-Amant (2010), no qual 

a espessura da viga utilizada como conversor foi variada ao longo do seu comprimento 

com a finalidade de se obter uma distribuição de deformação mais uniforme ao longo 

do material piezelétrico, e assim, maximizar a energia convertida pelo dispositivo. Um 

modelo mecânico semi-analítico foi desenvolvido e posterionnente validado através de 

um modelo confeccionado através do FEM. Simulações numéricas foram realizadas 

para diferentes configurações de espessura de vigas cantilever bimorphs com massa 

concentrada na extremidade livre, compondo um circuito formado por um resistor de 

carga. Os resultados mostraram que vigas com perfil de espessura afunilado resultam 

em uma distribuição de deformação mais uni forme ao longo do material piezelétrico, 

resultando em um melhor EMCC com aumento no desempenho da conversão de ener­

gia. De acordo com os autores, o uso de vigas com perfil de espessura levemente 

afunilado possui vantagens quando comparados com o uso de vigas clássicas que em­

pregam perfis de espessura constante. 
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Nakasone e Silva (2010) desenvolveram uma formulação baseada no TOM para 

projetar a dinâmica de placas piezelétricas laminadas utilizadas como sensores, atua­

dores, e dispositivos de conversão de energia. O material piezelétrico foi di stribuído 

na superfície de uma placa metálica com a finalidade de se obter o comportamento 

dinâmico desejado com características específicas, tais como frequências naturais e 

EMCCs. O problema de otimização foi resolvido através do método clássico SQP. 

Através desta formulação, uma aproximação para o projeto de di spositivos de conver­

são de energia foi obtida. Os resultados numéricos mostraram que a formulação ba­

seada no TOM e aplicada em transdutores piezelétricos laminados tem potencial para 

ser urna ferramenta auxiliar muito eficiente no projeto de dispositivos piezelétricos de 

conversão de energia. 

2.4 Otimização baseada no fenômeno não linear 

Ao contrário de dispositivos de conversão de energia que operam no regime linear, 

a frequência de excitação na qual a máxima potência elétrica de saída é obtida pode ser 

em uma frequência fora da ressonância linear. Este fato resultou na procura de outros 

métodos para obter o melhor desempenho de um sistema de conversão de energia. 

Assim, os autores foram motivados pelo fato de que o fenômeno não linear pode ser 

explorado para melhorar a eficiência de di spositivos de conversão de energia. 

Existem várias maneiras de se introduzir não linearidades em um sistema de con­

versão de energia, como por exemplo, Nakano et al. (2007) que introduziram um 

modelo para descrever a dinâmica eletromecânica acoplada em uma maneira unificada 

e representar a potência elétrica a ser convertida no caso de transdutores piezelétri­

cos e eletromagnéticos. Expressões analíticas para a energia convertida para ambos os 

tipos de transdutores em uma viga simplesmente apoiada foram derivadas e as condi­

ções ótimas para a máxima conversão de energia foram obtidas. Os resultados foram 

obtidos em função de alguns parâmetros do di spositivo de conversão de energia. No 
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exemplo numérico apresentado, o transdutor piezelétrico foi capaz de converter mais 

energia do que o transdutor eletromagnético. Entretanto, a energia convertida pelo 

transdutor piezelétrico foi drasticamente diminuída quando o dispositivo foi excitado 

fora da frequência de ressonância. Em contraste, as condições ótimas do transdutor 

eletromagnético foram mantidas para qualquer frequência, permitindo a conversão de 

energia em uma banda larga de frequências. 

Galayko et al. (2007) apresentaram urna análise, modelagem e projeto de um 

conversor de energia capacitivo baseado em vibrações composto por um ressonador 

mecânico, um transdutor capacitivo (eletrostático) e um circuito de condicionamento. 

O conversor foi tratado como um sistema não linear com um forte acoplamento entre 

o fenômeno elétrico e mecânico. A condição ótima de operação foi apresentada para 

o modelo completo do sistema e o sistema foi analisado através de simulações compu­

tacionais. Assim, a máxima energia convertida, atribuída ao mínimo resistor de carga, 

para a operação ótima foi encontrada. De acordo com os autores, o estado do circuito 

de condicionamento e a magnitude da aceleração externa tiveram grande influência no 

comportamento do conversor. Este fenômeno está relacionado ao acoplamento eletro­

mecânico, atribuído ao efeito da não linearidade do transdutor capacitivo. 

Mann e Sims (2009) apresentaram o projeto e análi se de um dispositivo eletromag­

nético não linear de conversão de energia que usa levitação magnética para produzir um 

oscilador com uma ressonância ajustável. As equações governantes para os domínios 

elétricos e mecânicos foram derivadas e o disposi tivo foi modelado através da equação 

de Duffing submetido a excitação estática e harmônica. O objetivo foi utilizar as for­

ças restauradoras (magnéticas) não lineares para permitir o ajuste da ressonância linear 

do sistema. Assim, uma expressão para a frequência de excitação na qual a máxima 

conversão de energia ocorre foi desenvolvida. Investigações teóricas foram seguidas 

por urna série de ensaios experimentais que val idaram as respostas preditas. Os re­

sultados mostraram que a resposta não linear do conversor demonstrou ser fortemente 
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Figura 5: Esquema do sistema eletromagnético de conversão de energia utilizado por 
Stanton et al. (2009). 

dependente do nivel de amortecimento e um endurecimento (do inglês, hardening) na 

resposta em frequência foi provocado para ampliar a faixa de frequência, revelando o 

fato de que atribuir uma resposta não linear do sistema pode aumentar a energia con-

vertida. Entretanto, uma limitação encontrada está no fato de que o endurecimento da 

resposta pode somente ampliar a banda de frequência em apenas urna direção. Então, 

Stanton et al. (2009) propuseram um dispositivo fenomenologicarnente similar que 

supera esta dificuldade. Através da introdução de interações magnéticas não lineares, 

tanto o endurecimento quanto o amolecimento (do inglês, softening) da resposta ocor-

rerarn , permitindo a resposta em frequência ser ampliada bidirecionalrnente. O dispo-

sitivo proposto também foi bem sucedido na conversão de energia através de vibrações 

com frequências variando lentamente. O dispositivo consiste de urna viga piezelétrica 

com um massa magnética concentrada na extremidade livre interagindo com o campo 

oposto dos pólos magnéticos estacionários, corno mostra a Fig. (5). 

Os desempenhos do conversor de energia para as configurações linear e não linear 

(isto é, com os dois pólos magnéticos estacionários removidos) foram comparados, 

como mostra a Fig. (6). Os resultados mostraram que não somente uma banda mais 

larga de frequências, mas também um melhor desempenho pode ser obtido pelo con-

versor não linear de energia quando comparado com a configuração linear, revelando a 

capacidade de superar a ressonância linear, deixando para trás qualquer noção de que 



24 

,, J: p IJ 
r •~'<PH-E•'\ 1 H: 1 

,, , .. 

Figura 6: . Conversão não linear de energia superando a ressonância linear (STANTON 
et al. , 2009). 

a ressonância linear é um limite superior na conversão de energia. 

Daqaq et al. (2009) apresentaram uma investigação analítica e experimental da 

conversão de energia através de vigas cantilever excitadas parametricamente (Fig. ( 4) ). 

Para este fim, os autores consideraram um modelo não linear com parâmetros concen-

trados que descreve a dinâmica do primeiro modo de vibrar do conversor. O modelo 

levou em conta as não linearidades geométricas e de inércia tão bem quanto as não 

linearidades que representam o efeito do meio em que a estrutura está contida (ar). 

Expressões analíticas utilizando o método das múltiplas escalas foram obtidas para 

descrever a resposta da viga, a tensão resu1tante em um resistor de carga e a potência 

elétrica de saída na vizinhança da primeira ressonância paramétrica. 

Utilizando estas expressões, o efeito do acoplamento eletromecânico e do resistor 

de carga na potência elétrica de saída foi estudado. Os resultados mostraram que exis-

tem valores ótimos para o EMCC e para o resistor de carga. Os resultados também 

mostraram que existe um nível crítico de excitação abaixo do qual nenhuma energia 

pode ser convertida. A amplitude desta excitação crítica aumentou com o aumento do 

EMCC e foi maximizada para um dado valor do resistor de carga. Resultados teóricos, 

que foram comparados com resultados experimentais, mostraram uma boa concordân-

cia e refletiram as tendências gerais. 
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Figura 7: Esquema de uma viga cantilever excitada parametricamente e utili zada como 
conversor de energia (DAQAQ et al., 2009). 
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Triplett e Quin (2009) investigaram a influência de uma relação piezelétr:ica não 

linear no EMCC e no desempenho de um conversor de energia baseado em vibrações 

mecânicas. O sistema de conversão de energia consiste de uma massa sujeita a uma 

excitação pela base. Os autores utilizaram uma análise de perturbação de Poincaré­

Lindstedt para obter uma resposta aproximada do sistema de conversão, incluindo o 

amortecimento mecânico, rigidez não linear, e uma relação constitutiva piezelétr:ica 

não linear. Para obter os parâmetros ótimos, as equações do acoplamento eletromecâ­

nico foram normalizadas de tal forma que as não linearidades, amortecimento, EMCC, 

e a excitação pudessem ser variadas independentemente. O comportamento previsto 

foi então comparado com simulações numéricas do sistema linear original, focando na 

relação entre a energia convertida pelo dispositivo, nas características das vibrações 

ambientes, e nas não linearidades do sistema. Resultados mostraram que os efeitos 

da não linearidade manifestaram-se somente quando a amplitude de excitação foi vari­

ada. Quando uma pequena não linearidade foi considerada, a energia convertida pelo 

sistema foi aumentada com relação ao sistema linear, mas conforme a não lineari­

dade aumentou, o desempenho do dispositivo diminuiu. De acordo com os autores, a 

energia convertida pelo sistema pode ser melhorada através da introdução de não line­

aridades no acoplamento eletromecânico do sistema durante o processo de projeto do 

di spositivo de conversão de energia. 

Lallart et al. (2010b) propuseram uma aplicação do tratamento não linear para a 

conversão de energia acústica introduzindo uma aproximação que permite predizer o 

comportamento da interface proposta e de interfaces clássicas utilizadas na conversão 

de energia acústica. Os autores levam em consideração tanto o efeito do amortecimento 

(através de uma ampla faixa de frequência de excitação) quanto o efeito da mudança 

de frequência acústica introduzida pelo processo de conversão. Os resultados demons­

traram que a técnica apresentada permitiu aumentar a largura da banda em termos de 

energia convertida e um aumento significante na energia convertida para sistemas com 
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baixo acoplamento excitados fora da frequência de ressonância. 

2.5 Técnicas de otimização aplicadas em sistemas mi­
croeletromecânicos (MEMS) de conversão de ener­
gia 

No futuro, dispositivos rrilcroeletromecânicos irão converter energia proveniente 

de vibrações ambientes. Pode-se prever um sensor autônomo de monitoramento da 

condição de uma estrutura sendo alimentado por essas vibrações e transmitindo da-

dos de um ambiente inacessível ou de difícil acesso através de urna conexão sem fio 

(STEPHEN, 2006). 

O maior interesse na fabricação de MEMS é obter pequenos dispositivos com bai-

xas frequências de ressonância, uma vez que as fontes de vibrações ambientais pos-

suem componentes significantes de vibrações em baixas frequências (DUTOIT et al., 

2005). Assim, conforme o tamanho diminui, a frequência de ressonância do di sposi-

tivo aumenta e a condição de ressonância ocorre em ordens de magnitude maior do 

que as frequências ambientes, acarretando em urna perda da eficiência do di spositivo 

de conversão de energia. Baseados nas lirriltações impostas pelo processo de fabri-

cação de MEMS, os autores procuram técnicas de otirrilzação aplicadas em MEMS 

de conversão de energia para se obter um sistema capaz de converter a energia pro-

veniente das vibrações ambientes eficientemente. O processo de otimização pode ser 

realizado de diversas maneiras. Esta seção apresenta uma revisão de métodos de oti-

rrilzação baseados nos parâmetros de projeto do conversor, no formato do conversor e 

na modelagem utilizada para representar o MEMS de conversão de energia. 

Um tipo muito comum de conversor de energia consiste de uma viga cantilever re-

coberta (em um lado, unimorph, ou em ambos os lados, bimorph) por finas camadas pi-

ezelétricas e carregando uma massa concentrada na extremidade livre. Sua frequência 

de ressonância é, então, sintonjzada na frequência dominante das vibrações ambientais 
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para se obter o melhor desempenho do conversor. Este tipo de estrutura é simples, 

possui baixa rigidez estrutural , baixo custo, além de ser compatível com o processo de 

fabricação dos MEMS. 

duToit et al. (2005) apresentaram considerações de projeto relacionadas ao de­

sempenho mecânico de um MEMS piezelétrico de conversão de energia baseado em 

vibrações mecânicas, incluindo uma revisão nesta área. O objetivo dos autores foi apre­

sentar informações suficientes com a finalidade de facilitar a comparação de diferentes 

dispositivos encontrados na literatura, levando em consideração o tamanho do dispo­

sitivo, a massa do dispositivo, o amortecimento mecânico, o carregamento elétrico e 

a frequência e magnitude das vibrações de entrada. Modelos básicos, modelos aco­

plados em 1-D e 20, e modelos modais foram desenvolvidos para analisar a resposta 

e predizer o desempenho, especialmente a potência elétrica, de conversores de micro 

escala compostos por vigas cantilever unimorphs e bimorphs carregando uma massa 

concentrada na extremidade livre, considerando tanto o efeito piezelétrico longitudinal 

(1) e o transversal (3). Os sistemas foram otimizados para obter a máxima potência 

elétrica de saída e os resultados foram apresentados para diferentes resistores elétricos 

de carga assumindo que a frequência ótima de operação é a frequência de ressonância. 

Foi mostrado que os esquemas de seleção diferem para dispositivos de macro e micro 

escalas e são influenciados pelas condições de operação para os di spositivos de mjcro 

escala, uma vez que os componentes dominantes de amortecimento são diferentes para 

cada tipo de escala. 

Peano e Tambosso (2005) apresentaram um método para o projeto e otimização 

de um microconversor capacitivo não linear. Os autores focaram na importância de 

se considerar não linearidades no processo de otimização, apresentando um conjunto 

de parâmetros de otimização. O esquema básico do conversor usa um eletreto posici ­

onado entre dois eletrodos, um fixo (B, o substrato) e outro (A, a "massa de prova") 

excitado pelas vibrações ambientes (Fig. (8)) . As vibrações causam um escoamento 
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Figura 8: Micro conversor capacitivo de energia utilizado por Peano e Tambosso 
(2005). 

de carga entre o eletrodo fixo e os dois capacitares variáveis. As tensões elétricas nos 

capacitares variam não linearmente com o deslocamento da massa. 

Uma vez que uma expressão explícita para a potência elétrica de saída é difícil de 

ser encontrada, os autores recorreram às soluções numéricas. O tempo computacional 

requerido para se obter a solução depende do número de parâmetros livres, ou seja, 

parâmetros que podem ser variados a fim de se obter a melhor configuração. Então, os 

autores adotaram uma sé1ie de restrições no projeto do microconversor com a finali-

dade de reduzir o número de parâmetros livres e, consequentemente, reduzir o tempo 

computacional necessário para se obter a solução. Depois que algumas considerações 

e restrições foram adotadas, uma expressão para a potência de saída foi obtida em fun-

ção de três parâmetros livres: o resistor de carga (mencionado como "Joad"na figura), 

a posição inicial entre os "dedos"fixos e móveis (mencionada como "h"na figura) e 

a frequência de ressonância. Para validar o modelo proposto, uma comparação entre 
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Figura 9: Esquema do microconversor descrito no trabalho de Marboutin et al. (2007) 

o modelo não linear apresentado e o modelo linearizado foi realizada. Os resultados 

mostraram que o comportamento não linear do micro conversor foi decisivo no pro-

cesso de otimização uma vez que uma potência elétrica muito menor foi obtida para 

o dispositivo no qual os parâmetros de projeto foram otimizados utilizando o modelo 

linearizado. 

Marboutin et ai. (2007) desenvolveram um modelo completo de um micro conver-

sor baseado em vibrações e propuseram um projeto ótimo para a potência elétrica de 

saída. O esquema do micro conversor consistindo de uma massa sísmica ("massa de 

prova") vibrando e convertendo energia através do movimento vibratório é mostrado 

na Fig. (9). 

Uma expressão para a potência máxima de saída foi definida de tal forma que os 

parâmetros a serem otimizados foram a folga (entre os eletretos e os eletrodos opostos) 

e o resistor de carga para uma dada amplitude e frequência de excitação. Os resultados 

mostraram que para o MEMS de conversão de energia apresentado, a condição ótima 

de projeto é dependente da magnitude da massa sísmica versus seu comprimento li-

mite. Os autores descobriram que quando a amplitude da massa sísmjca é menor que 

o seu comprimento limite de deslocamento, múltiplas condições ótimas existem para a 

folga e para o resistor de carga. Para esta condição, o resistor de carga não mudou com 

o aumento da amplitude das oscilações externas. Entretanto, quando a amplitude da 



31 

massa sísrrúca se iguala ao seu comprimento limite de deslocamento, apenas uma folga 

e um resistor de carga são determinados, e os valores destes parâmetros decrescem com 

o aumento da amplitude da oscilação externa. 

Choi et al. (2006) consideraram uma viga cantilever binw rph com uma massa 

concentrada na extremidade livre para estudar o efeito dessa massa, do comprimento 

da viga e do amortecimento no desempenho da conversão de energia. O conversor foi 

modelado para fornecer um guia de projeto para se obter a máxima energia convertida 

de vibrações ambientais disponíveis em baixas frequências. De acordo com os autores, 

o tamanho da estrutura e o valor da massa concentrada devem ser otimizados de tal 

forma que minimize o amortecimento enquanto mantém a rigidez da viga para uma 

baixa frequência de ressonância. Então, através da análise destes parâmetros, uma 

configuração otirnizada foi encontrada e os resultados mostraram que, para o sistema 

otimizado (correspondente ao caso de amortecimento minimizado), a energia de saída 

foi mais de quatro vezes maior quando comparada a do sistema não otimizado. 

Devido à dificuldade em se projetar MEMS com baixas frequências de ressonân­

cia, alguns autores propuseram novas geometrias para MEMS cantilever de conversão 

de energia com baixas frequências fundamentais de ressonância sem aumentar o seu 

tamanho, fazendo com que o dispositivo seja compacto e compatível com as faixas de 

frequências das vibrações ambientes. Choi et al. (2006) propuseram uma viga canti­

lever espiral com a finalidade de obter, simultaneamente, um sistema compacto, com 

baixa frequência de ressonância e mínimo coeficiente de amortecimento. A idéia é 

dobrar uma viga cantilever longa para uma estrutura constituída por uma serpentina 

cantilever para superar o problema do tamanho. Serpentinas cantilever, incluindo urna 

viga espiral (Fig. (10a), urna viga espiral "sandwich" (Fig. (l Ob)) e urna estrutura 

"amarrada" (Fig. (1 0c)) foram projetadas para "ressonar" em baixas frequências. Ka­

ranú e Inrnan (2011) propuseram, modelaram e resolveram um MEMS conversor de 

energia com geometria "zigzag" (Fig. (1 Od)) . A análise foi baseada na hipótese de 
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Figura 10: Geometrias dos MEMS conversores de energia: (a) viga espiral, (b) 
viga espiral "sandwich", (c) estrutura "amarrada"(CHOI et al. (2006)) e (d) "zig­
zag"(KARAMI; INMAN, 2011). 

que cada ligação se comportasse como uma viga Euler-Bernoulli em flexão e torção, 

acoplada por pequenos links. Uma solução analítica foi apresentada e a validação do 

modelo analítico proposto foi confirmada através da aproximação da frequência fun-

damental de ressonância com o método de Rayleigh e através de verificações experi-

mentais. Os resultados do método analítico confirmaram a possibilidade de se projetar 

dispositivos compactos de conversão de energia com baixas frequências de ressonân-

cia, removendo a barreira e revelando os benefícios da geometria "zigzag" proposta 

para aplicações em MEMS conversores de energia. 

Outra maneira usada para converter energia de vibrações ambientes é fornecida por 

uma excitação pela base de uma massa sísmica magnética que se move com relação a 

uma bobina. A amplitude limite de deslocamento da massa sísmica, juntamente com 

as características da fonte de excitação, define a máxima energia que pode ser extraída 

(convertida) do ambiente. Uma aplicação de um método de otimização neste tipo de es-

trutura foi apresentado por Stephen (2006). De acordo com o autor, a máxima energia 

é obtida através de um resistor de carga quando seu valor é igual a soma da resistên-

cia interna da bobina e da resistência elétrica análoga do coeficiente de amortecimento 

mecânico. Ao mesmo tempo, a resistência interna da bobina e o amortecimento mecâ-

nico devem ser minimizados, caso em que um mínimo coeficiente de amOiiecimento 

global é definido pelo máximo deslocamento (movimento) da massa sísmica. Maior 

amortecimento elétrico conduz a um dispos itivo menor, e maior densidade de energia. 
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Figura 11: Esquema do conversor híbrido de energia proposto por Wu et al. (2008). 

Um possível comportamento de um dispositivo adaptativo, projetado para operar em 

um ambiente de amplitude variável, também foi considerado. O autor sugeriu que, 

para um ambiente no qual a amplitude da excitação é variável, o dispositivo deve ser 

projetado para a amplitude inferior da faixa, mas deve ter a inteligência para aumentar 

o amortecimento elétrico (através da redução do valor do resistor de carga), e converter 

mais energia, para as amplitudes mais altas. 

Wu et al. (2008) introduziram uma técnica hfbrida de conversão de energia, atra-

vés dos mecanismos eletromagnético e piezelétrico, para alcançar altas densidades de 

energia e alta eficiência na conversão de energia em um MEMS com alto amorteci-

mento mecânico (Fig. (11 )). 

O dispositivo foi projetado de tal forma que quando a massa sísmica vibra para 

cima e para baixo, a bobina gera uma tensão AC, e as molas piezelétricas na forma 

de serpentinas, eletricamente conectadas através de uma moldura (estator), converte a 

deformação das molas em outra tensão AC. De acordo com os autores, maximizar a 

energia convertida também requer "casar" o amortecimento elétrico ao amortecimento 

mecânico. Portanto, a tecnologia de conversores híbridos de energia são aplicáveis em 

MEMS de conversão de energia quando a conversão eletromagnética e piezelétrica são 

comparáveis. Com um alto coeficiente de amortecimento elétrico (não excedendo o 

amortecimento mecânico), conversores híbridos de energia maximizam a densidade de 

energia de saída e melhoram a eficiência de conversão de energia. Os autores também 
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ressaltaram que, conforme o tamanho do conversor diminui na escala de milímetros e 

micrômetros, que dizem ser as escalas utilizadas tipicamente em MEMS, a amplitude 

de vibração da massa sísmica é limitada se a amplitude da vibração ambiente é muito 

alta. Assim, para vibrações com acelerações constantes, conversores de energia em 

meso escala são mais adequados para aplicações em vibrações de grandes amplitudes 

e baixas frequências , enquanto que MEMS conversores de energia são mais adequados 

para aplicações em vibrações de baixas amplitudes a altas frequências. 
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3 MODELAGEM ESTRUTURAL 

3.1 Modelagem de uma viga cantilever bimorph utili­
zada como um dispositivo piezelétrico de conversão 
de energia. 

Uma viga cantilever bimorph com massa na extremidade e excitada pela base é ge-

ralmente utilizada como um sistema de conversão de energia, ou Energy Harvesting. A 

derivação da equação acoplada da viga em coordenadas físicas é realizada juntamente 

com as expressões para análise modal. A derivação da equação do circuito elétrico 

para uma deflexão instantânea em uma viga cantilever vibrando é explicada baseando-

se nos fundamentos da piezoeletricidade e dinâmica estrutural analítica. A modelagem 

da viga usada como um dispositivo de conversão de energia é descrita nesse capítulo. 

O conversor consiste em uma viga cantilever com uma camada piezelétrica cobrindo 

as superfícies superior e inferior (configuração bimorph) e uma massa concentrada na 

extremidade livre. As camadas piezelétricas são assumidas serem perfeitamente cola-

das na subestrutura. O conversor é submetido a uma aceleração pela base composta por 

um movimento transversal e rotacional. Como sugerido por Timoshenko et al. (1974 

apud Erturk et ai. , 2009c) o movimento transversal absoluto de uma viga em qualquer 

posição (x) e tempo (t) pode ser escrito como 

u(x,t ) = ub(x,t) + urel (x ,t ) (3. 1) 
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Figura 12: (a) Viga cantilever bimorph utilizada como conversor de energia e (b) seção 
transversal A-A do conversor. 

em que u (x,t) é o deslocamento transversal absoluto da viga, ub (x,t) é o deslocamento 

transversal da base e Uret (x,t ) é deftexão da viga (movimento vibratório relativo da 

viga). 

A configuração do conversor é mostrada na Fig. (12a) e a seção transversal A-A é 

mostrada na Fig. (12b). 

A equação do movimento governante é dada em termos do movimento transversal 

absoluto por: 

êJ2Mb(x,t) éJlu(x,r) é15u(x,t) é1u(x,t ) - J( ) 
dx2 +m dt2 +csl dJ..Adt +ca dt - x ,t (3 .2) 

O primeiro termo na equação do movimento está relacionado ao momento ftetor 

interno; o segundo termo está relacionado à força de inércia; o terceiro e quarto ter-

mos estão relacionadas ao efeito do amortecimento e o último termo (do lado direito) 

é a força de excitação imposta ao conversor. Uma breve descrição desses termos é 

mostrada a seguir. 

3.1.1 Momento Fletor (Mb) 

O momento interno pode ser obtido integrando-se o primeiro momento da distri-

buição de tensão na seção transversal através da área da seção transversal, ou seja, 
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(3.3) 

em que o termo relacionado a área da seção transversal, dA , é dado por 

dA = bdy (3.4) 

no qual b é a largura do conversor (viga+ piezo). 

As relações constitutivas da piezeletricidade fornecem as relações tensão-deformação 

e estas são expressas para a subestrutura e para a camada piezelétrica como 

(3 .5) 

(3.6) 

nas quais: 

- o subscrito e o sobrescritoS estão relacionados a subestrutura; 

- o subscrito e sobrescrito p estão relacionados a camada piezelétrica; 

- T é a componente da tensão; 

- S é a componente da deformação; 

- Y é o modulo de Young; 

- d é a constante piezelétrica e 

- E é o campo elétrico. 

A equação (3.6) foi obtida através da relação constitutiva da piezeletricidade 

(3.7) 

na qual Sf1 é a compliância elástica em um campo elétrico constante. O módulo de 
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Young é o inverso de Sf1. Assim, o termo Sf1 pode ser escrito como 

(3.8) 

A equação (3.7) pode ser reescrita para a estrutura piezelétrica como 

(3.9) 

Substituindo a relação piezelétrica 

(3 .10) 

na Eq. (3.9), resulta 

(3.11) 

As direções 1 e 3 são coincidentes com as direções (x) e (y ), sendo 1 a direção da 

tensão axial e 3 a direção de polarização. Então, o momento interno pode ser escrito 

como 

(3.12) 

em que hs é a espessura da subestrutura, hp é a espessura da camada piezelétrica, bs é 

a largura da subestrutura e bp é a largura do piezo. Nas Eqs. (3.9) e (3.11 ), o termo S1 

(componentes da deformação) é devido somente à flexão. Assim, a deformação axial 

em certa posição (y) do eixo neutro da viga bimorph é simplesmente proporcional à 

curvatura da viga em uma posição (x) , ou seja 

S ( 1 
)-- êPurel(x,t) 

J X,),l - y àx2 (3. 1 3) 

Substituindo as Eqs. (3.5) e (3.11) na Eq. (3.12) e aplicando a Eq. (3.13), a 

equação resultante para o momento ft etor torna-se 

) ( 
ê"Pu,.e,(x,r) 

Mb(x,t = YI) ox2 +-ôv(t ) (3.14) 
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Figura 13: Conexão em (a) série e (b) paralelo das camadas piezelétricas. 

na qual, o termo (Y I) , referente a rigidez flexionai , é dado por 

2 s hs 1s 
{ 

h
3 [ ( ) 3 J 3] } (YI) = :3 Ysbsg- +Ypbp hp + 2 -8 (3.15) 

O segundo termo da equação do momento fletor, 'Ôv (t), está relacionado com a 

tensão elétrica através dos eletrodos, v (t ), que depende da componente do campo elé-

trico, E3, e com o coeficiente de acoplamento piezelétrico, 'Ô. A componente do campo 

elétrico, E3, deve ser expressa em termos das respectivas tensões elétricas em cada 

configuração bimorph, ou seja, na conexão em série, Vser(t), e paralelo, Vpar(t) , das 

camadas piezelétricas (ver Fig. (13)). Este é o ponto no qual as equações mecânicas 

resultantes se diferem uma das outras, sendo que a rigidez devido à flexão, (Y I), é a 

mesma para ambas as configurações. 

Assumindo que as camadas piezelétricas são idênticas, a tensão nos eletrodos é 

V ser (t) /2 para a conexão em série e V par (t) para a conexão em paralelo. 

Para a conexão em série, e3 1 possui sinais opostos nas camadas piezelétricas supe-

rior e inferior (devido à polarização oposta), de modo que os campos elétricos instan-

tâneos estão na mesma direção, ou seja, 

g~ (t) = _ Vser (t) 
. 2hp 

(3 .16) 

em ambas as camadas. 
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Para a conexão em paralelo, ê31 possui o mesmo sinal na camada superior e infe-

rior, de modo que os campos elétricos instantâneo estão em direções opostas, ou seja, 

(3.17) 

em ambas as camadas 

Assim, o momento fletor é dividido em duas análises: momento fletor para cone-

xão em série e para conexão em paralelo das camadas piezelétricas. 

3.1.1.1 Momento fletor para conexão em série das camadas piezelétricas 

O momento fletor para conexão em série é dado pela expressão 

ê'Purel (x,t) 
Mb=(YI) dx2 + 'ÔserVser(t) (3 . 1 8) 

em que o termo referente ao acoplamento piezelétri co, 'Ôser (t ), é dado por 

-~ _ ê31bp [ h~ _ ( hs) 2] 
User - hp + 

2hp 4 2 
(3. 19) 

3.1.1.2 Momento fletor para conexão em paralelo das camadas piezelétricas 

O momento fl etor para conexão em paralelo é dado pela expressão 

(3.20) 

em que o termo referente ao acoplamento piezelétrico, 'Ôpor (t ), é dado por 

_ _ e31 bp [h~ ( hs) 2] {}por - 2fJ.IW - -- -- hp +-
hp 4 2 

(3.2 1) 
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3.1.2 Componente Inercial 

O termo referente ao componente inercial é dado por 

o2u (x,t) 
Finercia = [m+Mr8(x- Ls)] ot2 (3 .22) 

Substituindo a Eq. (3.1) na Eq. (3.22), tem-se 

(3.23) 

em que M1 é massa concentrada na extremidade livre, 8 (x) é a função Delta de Dirac 

em é a massa por comprimento da viga, que pode ser expressa por 

ms+mp 
111 = -----'-

Ls 
(3.24) 

em que ms é a massa da subestrutura, mp é a massa das duas camadas e Ls é o compri-

mento da subestrutura. O termo ms é dado por 

ms = PsVols (3.25) 

em que Ps é a densidade da subestrutura e Vols é o volume total da subestrutura, dado 

por 

Vols = Lsbshs (3 .26) 

Os termos bs e hs são, respectivamente, a largura e a espessura da subestrutura. 

A massa da camada piezelétrica, mp, pode ser escrita como 

(3.27) 

em que p" é a densidade do material piezelétrico e Volp é o volume total das camadas 

piezelétricas (das duas camadas), dado por 

(3.28) 
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Os termos Lp , bp e hp são, respectivamente, o comprimento, a largura e a espes-

sura da camada piezelétrica. Na configuração bimorph, o comprimento e a largura da 

camada piezelétrica são os mesmos da subestrutura, ou Lp = Ls e bp = bs. 

Assim, substituindo a Eq. (3.26) na Eq. (3 .25), a Eq. (3.28) na Eq. (3 .27), e depois 

substituindo as equações resultantes na Eq. (3.24), uma expressão pode ser obtida para 

o termo m como 

(3.29) 

O termo [m + M1cS(x- Ls)] a
2

u:1~x,t) na Eq. (3.23) é considerado como uma compo­

nente da força de excitação e será considerado na análise da força de excitação, f (x, t) . 

3.1.3 Efeito do amortecimento 

Dois mecanismos de amortecimento podem ser incluídos na modelagem do con-

versar piezelétrico: amortecimento viscoso do ar (meio) e o amortecimento Kelvin-

Voigt (ou estrutural, devido a deformação). O amortecimento estrutural é devido ao 

atrito interno da viga (BANK et al., 1991, apud ERTURK; INMAN, 2008). O amorte-

cimento estrutural, por sua vez, se mostra como um momento interno, Ms, na equação 

do movimento resultando, expresso por 

(3.30) 

Assim, o efeito do amortecimento pode ser dado pela seguinte equação 

(
a2Ms) 
~ +Famort .visc . 

.X amort .est rut . 
(3 .31 ) 

ou 

(3.32) 
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ou ainda 

( 
ê15u,-el(x,t)) êJu,-et(x,t) êJub(x,t ) 

csf ()_0êJt + Ca CJt + Ca êJl (3.33) 

em que cs é o coeficiente equivalente para o amortecimento estrutural, Ca é o coe-

ficiente de amortecimento viscoso e I é o momento de inércia equivalente da seção 

transversal composta. Então, o termo Ca aurea~x,t) é considerado como uma componente 

da excitação externa, f(x ,t ), cuja análise é realizada na seção a seguir. 

3.1.4 Excitação externa f (x, t) 

Para obter a expressão para a excitação externa, é necessário obter a equação do 

movimento completo através da substituição das Eqs. (3.12), (3.23) e (3.32) na Eq. 

(3.2). Antes de substituir estas equações, o termo elétrico da equação do momento 

fletor (Eq. (3.12)) deve ser mul6plicado por H (x - L1)- H (x - L2) em que H (x) é a 

função degrau unitário e L1 e L2 são a posição inicial e final da camada piezelétrica que 

correspondem, respectivamente, a O e Ls (ERTURK et al., 2008a). Então, a equação 

do movimento toma-se 

(3.34) 

Reescrevendo a equação do movimento, tem-se 

a2urer(x,t ) + 1Cfi urrl (x.T) + aure~ (x,T) + (YJ) d4ureT(x,t) 
111 ar - CS aJ.<4ar Ca Jt dx4 

+-ôv (t ) { lr [H (x - L1) - H (x - L2)]} = - [m + M/J (x - Ls)] a21~1~x,t) - ca auba~x,r) 
(3.35) 

Usando a propriedade da função degrau unitário 

dH (x) = 0 (x) 
dx 

(3 .36) 
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a equação mecânica do movimento com o acoplamento elétrico torna-se 

(3.37) 

Assim, a força de excitação, f(x,t), na Eq. (3.2) é dada em termos do movimento 

transversal da base por 

f( ) - [ s:( )]êPub(x,t) dub(xJ) 
x,t -- m+M1u x - Ls dt2 -c0 dt (3.38) 

Nota-se que, depois de expressar o movimento absoluto transversal da viga, u (x, t ), 

em termos do movimento transversal da base, ub (x, t), e da deftexão da viga, a equa-

ção do movimento (Eq. (3 .35)) torna-se uma equação de vibração forçada para o mo-

virnento vibratório relativo da viga. A excitação externa não está relacionada apenas 

como a inércia de corpo rígido, mas também ao efeito do amortecimento viscoso (re-

lativo ao ar) presente no corpo rígido que pode ou não ser desprezado dependendo da 

natureza do amortecimento externo. 

3.1.5 Equação acoplada da viga em coordenadas modais. 

Baseando-se no amortecimento proporcional e no teorema da expansão, a resposta 

à vibração da viga bimorph relativa à base pode ser representada corno uma série con-

vergente absoluta e uniforme de autofunções como 

00 

Urel(x,t) = [U,.(x)Tlr(t) (3.39) 
r=l 

U,. (x) é a autofunção (nonnalizada pela massa) do r-ésimo modo de vibrar (r= 

1, 2, 3 ... ), ll r (t) é a expressão da resposta mecânica rnodal. 

Para calcular as formas modais e as frequências naturais, é necessário considerar 

o caso de vibração livre não-amortecida sem a componente de tensão elétrica v(t). 

Substituindo a Eq. (3 .39) na Eq. (3.37), e considerando vibração livre não-amortecida, 



45 

tem-se 

(3.40) 

Rearranjando, Eq. (3.40) resulta 

(3.41) 

em que ffi é a frequência natural não-amortecida. A Equação (3.4 1) pode ser reescrita 

como 

- rfr (YI) 1 d4Ur 2 
--=----- = (I) 

'll r m Ur dl.A 
(3.42) 

A equação (3.42) pode ser substituída por duas equações diferentes, obtendo-se o 

seguinte sistema linear: 

Reescrevendo, o sistema linear torna-se 

rr,. + 1lr ffi2 = o 
a4u,_ ~4u - o 
ax4 fJ r-

em que 

e 

2 
~4 = mffi 

(YI) 

As soluções para as Eqs. (3.44) são 

Ur (x) =A 1 cos (~x) + A2 sin ( ~x) + A3 cosh (~x) + A4sinh Wx) 

(3.43) 

(3.44) 

(3 .45) 

(3.46) 

(3.47) 

Ur (x) representa as formas modais para cada autovalor de~. correspondente a cada 

modo de vibrar. As constantes 8 1 e 82 são encontradas através das cond ições iniciais 

e as constantes A 1 até A4 são encontradas através das condições de contorno para a 
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viga cantilever bimorph com massa concentrada na extremidade livre. As condições 

de contorno na extremidade engastada são: 

Urel (O,t) =O 

que representa deslocamento nulo na extremidade engastada, e 

duret(O ,t) =O 
dx 

que representa inclinação nula na extremidade engastada. 

As condições de contorno na extremidade livre são: 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

isto é, a força cortante na extremidade livre é igual a força de inércia da massa da 

extremidade, Mt. e 

(3.51) 

isto é, o momento ftetor na extremidade livre é igual a inércia de rotação, 11, da massa 

da extremidade. É importante mencionar que a inércia de rotação da massa concen-

trada pode ser calculada também utilizando as características geométricas e do material 

que compõe a massa. 

Utilizando a Eq. (3.47) e as condições de contorno, as autofunções Ur (x) são 

dadas por: 

Ur (x) = Cr{ cos (~~x) - cosh (~~x) + ar [sin (~~x) -sinh (~~x)]} (3.52) 

em que 

sin (:h.r )- sinh (Àr) + ~;;~; [cos (Àr) - cosh (Àr )] 
ar = . 

cos (Àr) - cosh (Àr)- ~~'(_; [sin (:h.r) - sinh (Àr )] 
(3.53) 

À,. = ~rLs e C· é a constante moda! de amplitude que deve ser analisada através 

da normalização das autofunções de acordo com as condições de ortogonalidade. Os 
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autovalores ~r são então Àr/ Ls. Substituindo essa expressão na Eq. (3.45), a frequência 

natural não-amortecida do r-ésimo modo de vibrar, COr, é dada por 

(3.54) 

A frequência natural não-amortecida também pode ser expressa em termos da 

massa modal, mr, e da rigidez moda] , kr, de acordo com a equação 

(3.55) 

Os autovalores Àr podem ser obtidos através da equação característica da frequên-

cia, dada por 

1 + cos (!..) cosh (/..) + ;:{~ [cos (/..) sinh (/..)- sin (/..) cosh (!..)] 

-~Llr [cosh (/..) sin (/..) + sinh (/..) cos (!..)] + Ã4 ~Lr{r [1- cos (À) cosh (/..) ] = O 
m S m S 

(3.56) 

As autofunções Ur (x), dadas pela Eq. (3.52), sati sfazem as seguintes condições de 

ortogonalidade: 

(3.57) 

e 

(3.58) 

em que Õrs é a função delta de Kronecker, definida como sendo igual a unidade para 

r = se igual a zero para r =F s. 

A forma das Eqs. (3 .57) e (3.58) normalizadas pela massa são respectivamente 

(Ls 
Jo mUs (x)Ur (x) dx = Õrs (3.59) 

e 

(3.60) 

A Eq. (3.39) pode ser substituída na equação do movimento (Eq. (3.37)), obtendo-
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se assim 

(3.61) 

A viga utilizada como conversor de energia é tipicamente excitada devido ao mo-

vimento da sua base. Se uma translação da base, denotada por g (t), e uma pequena 

rotação, denotada por h (t), são consideradas, então o movimento da base, ub (x ,t ), 

na viga pode ser representado por (TIMOSHENKO, 1974, apud ERTURK; INMAN, 

2009) 

ub(x,t ) =g(t)+xh(t ) (3.62) 

A Eq. (3. 62) pode ser substituída na Eq. (3. 6 1 ) e a equação resultante pode ser 

mul tiplicada por Us (x) e integrada de O a Ls a fim de se aplicar as condições de orto-

gonalidade. Então, a equação do movimento torna-se 

El { Jts mUs (x) Ur (x) dxii (t) + foLs (Y /)Us (x) d
4

~~(x) dXIl (t ) + Ji5 csl Us (x) d
4

~;1x) dxiJ (t ) + 

+ Jts CaUs (x) Ur (x) dxf] (t) + Jts -ôv (t )Us (x) [ dô(~~Lt) - dô(~~Lz) J dx } = 

__ rLs[ + M ~ ( -L )]U ( )d (d2
g(t) + d

2
h(r)) _ rLs U ( )d ( d2g(r) + d2h(r) ) 

- JQ m 1u X S s X X ~ X~ JO C0 s X X ~ X~ 

(3.63) 

Utili zando-se a propriedade da função delta de Dirac 

(3.64) 

e aplicando-se as condições de ortogonalidade (dadas pelas Eqs. (3 .59) e (3 .60)), tem-

se: 

1 { ~ (t ) +ü>~ll (t) + csl (;;) 'iJ (t) +~'li (t ) Hv(t ) [c - 1 ) 1 dU~~LJ) - ( - 1 )1 dU~~L,)]} =N, (t) 

(3.65) 

A força mecânica modal , N,. (t ), pode ser expressa como 

Nr (t) = N;.' (r) +N~ (t ) (3.66) 
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nas quais as componentes da excitação mecânica, que são a inercial, N;1 (t), e a exci-

tação devido ao amortecimento, N; (t), são dadas pelas seguintes expressões: 

(3.67) 

em que 

(Ls 
i/= lo U,. (x)dx (3.68) 

e 
( Ls 

fr= lo xU,.(x)dx (3.69) 

Se a excitação devido ao amortecimento viscoso (do meio, geralmente ar) é des-

prezível quando comparada com a excitação devido à inércia (ou seja, N; (t) « N~n (t)), 

a Eq. (3.66) pode ser simplificada fazendo Nf. (t) = O. 

Rearranjando, a Eq. (3.65) toma-se 

(3.70) 

em que 

(3. 71) 

Através de manipulações algébricas, a Eq. (3.70) pode ser escrita como 

tj (t) + 2Ç,.W,.'fÍ (t) + w;Tj (t) + XrV (t) = N,. (t) (3.72) 

em que o fator de amortecimento modal, Ç,., é dado por 

(3.73) 

A Eq. (3.70) é a equação do movimento em coordenadas modais para o sistema 

de conversão de energia. A determinação dos coeficientes de amortecimento na Eq. 

(3.73) é, geralmente, de difícil realização e a maneira mais comum de se tratar o amor-
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tecimento é através da obtenção experimental do valor do fator de amortecimento mo-

dal, Ç,.. Esta maneira foi utili zada neste trabalho e considerações adicionais sobre a 

influência do amortecimento no processo de otimização será apresentado nas seções 

posteriores. 

3.1.6 Modelagem da viga cantilever bimorph para conexão em série 
das camadas piezelétricas. 

Nessa seção, a modelagem do conversor para conexão em série das camadas pi-

ezelétricas é descrita. Existem algumas diferenças na modelagem comparada com as 

seções anteriores. 

3.1.6.1 Equação acoplada da viga em coordenada modais. 

Baseando-se na hipótese de amortecimento proporcional, a resposta à vibração 

da viga bimorph relativa à base pode ser representada, para o caso da conexão em 

série das camadas piezelétricas, como uma série convergente absoluta e uniforme de 

autofunções como 

ser ( ) _ " V ( ·) ser ( ) urel x,t - L r x 11,. t (3.74) 
r= I 

A equação mecânica do movimento em coordenadas modais pode ser obtida como 

d2 ser (t ) d ser (t) 
ll r + 2Y w . ll r +w211ser(t)+Xserv (t)=N.(t) dt2 ':>r ' dt r'i r r ser 1 

(3.75) 

em que o termo acoplamento eletromecânico moda] é 

ser= t} . [dUr (L2) _ dU,. (LJ )] 
X,. ser d d X X 

(3.76) 

fJ.~er foi definido na seção 3. 1.J . I. 
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y 

Direção de polarização 

~v,,(t) 
Figura 14: Viga cantilever bimorph com camadas piezelétricas conectadas em série. 

3.1.6.2 Equação do circuito elétrico acoplada de uma camada piezelétrica sub­
metida a flexão dinâmica. 

A fim de derivar as equações governantes do circuito das configurações bimorphs, 

primeiramente, deve-se examinar a dinâmica elétrica de uma única camada piezelétrica 

submetida a vibrações que causam flexões. 

A figura (14) mostra uma viga cantilever bimorph cujas camadas piezelétricas 

estão conectadas em séri e. 

Os eletrodos pertencentes a camada piezelétrica cobrem totalmente a camada su-

perior e inferior e estão conectados a um resistor de carga, R,. 

Uma vez que somente fonte de deformação mecânica axial devido a fl exão está 

presente, a representação tensorial da relação constitutiva da piezeletricidade (IEEE 

1987) que dá o vetor de deslocamentos elétricos pode ser reduzido a seguinte equação 

escalar. 

(3.77) 

em que D3 é a componente de deslocamento elétri co e €.~3 é permissividade em defor-

mação constante com hipótese de estado plano de tensões, dada por 

(3.78) 

em que ~::r3 é a permissividade em tensão constante. Uma vez que a adimi tância do 

circuito nos eletrodos é ~' , 
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Gauss 

:, (! D.ndA) v (t) 
RI 

(3.79) 

em que D é o vetor das componentes de deslocamento elétrico na camada piezelétrica, 

n é a componente unitária normal e a integração é realizada através da área de cobertura 

do eletrodo, A. Antecipando, a única contribuição do produto interno do integrando na 

Eq. (3.79) é de D3, uma vez que os eletrodos são perpendiculares à direção 3, ou seja, 

direção y. 

Depois de representar a deformação média na camada piezelétrica em termos da 

curvatura (ver Eq. (3.13)) e o campo elétrico uniforme em termos da diferença de 

potencial elétrico por 

E
3 

(t) = -Vser(t) 
2hp 

a Eq. (3.77) pode ser usada na Eq. (3.79) para obter 

(3.80) 

(3 .81 ) 

Na Eq. (3.81), Lp é o comprimento da camada piezelétrica e hpc é a distância entre 

o eixo neutro e o centro da camada piezelétrica. 

Então, substituindo a expansão modal (Eq. (3.74)) na Eq. (3.8 1 ), obtém-se 

(3.82) 

em que Kr é o termo acoplamento moda) na equação do circuito elétrico dado por 

(3 .83) 

De acordo com a Eq. (3.82), originada da lei de Gauss, a excitação de um sim-

ples circuito RC, considerado nesta modelagem, ou também dos mais sofisticados cir-

cuitos utilizados em Energy Harvesting, é proporcional ao integrando da distribuição 

dinâmica de deformação através da área de cobertura do eletrodo. Para os modos de 
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vibração diferentes do primeiro modo (fundamental), a distribuição dinâmjca de de­

formação na viga cantilever muda de sinal quando passa por um nó. Da Eq. (3.13), 

tem-se que a curvatura em um ponto é a medida direta da deformação devido a flexão. 

Assim, para excitações modais, os nós são pontos de inflexão das autofunções (fun­

ções correspondentes às formas modais) e o integrando na Eq. (3.83) é a autofunção 

curvatura. Se a carga elétrica desenvolvida nos lados opostos de um nó é coletada 

por eletrodos contínuos para vibrações em uma certa forma modal, um cancelamento 

ocorre devido a diferença de fase na di stribuição da defonnação mecânjca. Matema­

ticamente, as áreas parciais abaixo da função integrando na Eq. (3.83) se cancelam 

através do domínio de integração. Como uma consequência indesejável , a excitação 

do circuito elétrico, e portanto a saída elétrica dimjnui drasticamente. Com o propósito 

de evitar esses cancelamentos, eletrodos segmentados podem ser utilizados na trans­

dução de energia. Pode-se notar que o r-ésimo modo de vibrar de uma viga cantilever 

possui r- 1 nós, e consequentemente, o primeiro modo (fundamental) não possui o 

problema de cancelamento. O problema de cancelamento é dependente das condições 

de contorno em que a viga foi submetida. 

Baseando-se na Eq. (3.82), e sabendo que um elemento piezelétrico pode ser 

representado como uma fonte de corrente em paralelo com sua capacitância interna 

(ERTURK; INMAN, 2009) é muito útil representar o domínio elétrico de um sistema 

acoplado pelo simples e completo circuito mostrado na Fig. ( 15). Esta representação 

considera somente o domínio elétrico. O domínio mecânico devido ao acoplamento 

piezelétrico será incorporado no equacionamento em seções posteriores. 

Os componentes do circuito são: 

Cp: capacitância interna da camada piezelétrica; 

R( resistor de carga e 

i~er: fonte de corrente. 

De acordo com a Fig. (15), a tensão no resistor de carga é denotada por Vw(t) . 
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Camada piezelétrica 

Figura 15: Circuito elétrico representando a conexão em série das camadas piezelétri­
cas. 

Então, a lei de Kirchhoff pode ser aplicada no circuito elétrico para obter 

(3.84) 

em que os termos capacitância interna e fonte de corrente podem ser extraídos combi-

nando as Eqs. (3.82) e (3.84), obtendo-se 

(3.85) 

e 

·ser ( ) _ ~ d11:.er (t) 
z,. t - ~ K r--'-'--....:.....:.. 

r= l dt 
(3.86) 

3.1.6.3 Expressões da resposta da vibração e tensão na forma fechada. 

As Eqs. (3.75) e (3.84) constituem as equações acopladas para resposta mecânica 

modalllser (t ) e a resposta da tensão Vser (t) no resistor de carga. 

Nesta seção, a solução para o estado permanente foi obtida para entradas harmô-

nicas. Se as componentes de deslocamento transversal e rotacional da base, dadas pela 
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Eq. (3.62) são harmônicas da forma 

(3.87) 

(3.88) 

em que Yo e 9o são, respectivamente, as amplitudes da translação e pequena rotação da 

base, w é a frequência de excitação e j = .;=I. Assim, a função força modal dada 

pela Eq. (3.65) pode ser expressa por 

em que F,. é dada por 

F,.= w2 [m (Yof0Ls U,. (x)dx+ 9o fcf5 xU,. (x) dx) + M,U,. (Ls) (Yo + Ls9o)] 

- j(J)Ca [ ( Yo fcf5 U,. (x) dx + 9o fcf5 xU,. (x) dx)] 

(3.89) 

(3.90) 

Para movimentos harmônicos da base em uma frequência w, a resposta mecânica 

modal em regime permanente da viga e a resposta da tensão através de um resistor 

de carga são assumidas ser lineares e harmônicas na mesma frequência e podem ser 

expressas como 

(3.91) 

(3.92) 

em que as amplitudes H;er e Vser são valores complexos. Assim, substituindo a Eq. 

(3.91) na Eq. (3.75) e a Eq. (3.92) na Eq. (3.84), tem-se duas equações para H;er e 

( 2 2 ·2r ) H ser serv - D W,. - (l) +} ':lr WW,. r + Xr ser - r,. 

( 
] . Cp) V . ~ H ser O - + ]W- ser - ]W L K,. r = 

Rt 2 r = l 

(3.93) 

(3.94) 
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A amplitude complexa da resposta mecânica modal H;er pode ser extraída da Eq. 

(3.93) e substituída na Eq. (3.94) para obter a amplitude complexa da tensão Vser 

explicitamente. Então, da Eq. (3.93), 

(3 .95) 

Através da substituição desta equação na Eq. (3.94), a amplitude complexa da 

tensão Vser é dada explicitamente por 

(3.96) 

Se v5er (t) = Vserejwt , a resposta em regime permanente da tensão através do re-

sistor de carga é dada por 

(3.97) 

A amplitude complexa da tensão Vser pode ser substituída na Eq. (3.93) para obter 

a resposta mecânica moda! em regime permanente (utilizando a Eq. (3 .89)) como: 

(w~ - w2+1·2r .(J)(l).) jwt 

{ 
E ~~~ } 

ser ( ) - - ser r= I I ':>I I e 
T],. t - F,. X,. oo 2 2 · 

_L+ ·w Cp + '\' jWKrX~rr ( Wr - W + ;2Ç,.ww,.) 
R } 2 L ( ~ 2 ·2r ) 

I r= 1 ülr -ül + 1 ':>rülülr 

(3.98) 

A resposta de deslocamento transversal (relativo a base- u~~Í (x,t)) no ponto (x) 

da viga pode ser obtida em coordenadas físicas através da substituição da Eq. (3.98) 

na Eq. (3.74), resultando 

{ 

;: jWK1.F1 
} 

oo L (w~ - w2 + ·?r (J)(l) ) U ( ) jw1 ser ( ) _ ~ c _ ser r= I r 1-':>r r r X e 
u,.ef x,t - ~ r r Xr oo . X 2 2 . 

r= 1 _L + jw c, + [ JWK,.x_;er ( w, - w + ;2Ç,.WWr) 
R I 2 r= I ( (J)~ - (J)~ + j2 Sr(J)(!)r) 

(3.99) 



57 

A Eq. (3.99) é a resposta de vibração da viga relativa ao movimento de sua base. 

Se o interesse é no deslocamento absoluto da viga em coordenadas físicas (relativo a 

um corpo fixo), dado por user (t), este é a superposição do deslocamento da base e do 

deslocamento vibratório relativo a base, ou seja, 

user (x ,t ) = ub (x,t) + u~~Í (x ,t ) (3.100) 

em que ub (x,t) é o deslocamento da base dado pela Eq. (3.62). 

3.1.7 Modelagem da viga cantilever bimorph para conexão em pa­
ralelo das camadas piezelétricas. 

Esta seção descreve, de maneira análoga à seção anterior, a modelagem do conver-

sor para a conexão em paralelo das camadas piezelétricas. 

3.1.7.1 Equação acoplada da viga em coordenadas modais. 

Baseando-se na hipótese de amortecimento proporcional, a resposta à vibração 

da viga bimorph relativa à base pode ser representad.a, para o caso da conexão em 

paralelo das camadas piezelétricas, como uma série convergente absoluta e uniforme 

de autofunções como 
00 

u~;r (x ,t ) =L Ur (x) TJ far (t ) (3.101) 
r = I 

A equação do movimento mecânica em coordenadas modais pode ser obtida por 

(3. 1 02) 

em que o termo de acoplamento eletromecânico modal é 

par _ -ô [dUr (L2) _ dUr (LI)] _ 2-ô [dU,. (L2) _ dU,. (Lt)] 
Xr - par dx dx - ser dx dx (3. 1 03) 

'Ôser foi definido na_ seção 3.1. J .2. 
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y 

Figura 16: Viga cantilever bimorph com camadas piezelétricas conectadas em paralelo. 

Camada pi<>zclétdca 

r-=----=------~ 

~ t 

~ R, 
I l 

' , ________ _. 

Figura 17: Circuito elétrico representando a conexão em paralelo das camadas pieze­
létricas. 

3.1.7.2 Equação acoplada do circuito elétrico de uma camada piezelétrica sub­
metida a flexão dinâmica. 

A figura (16) mostra uma viga cantilever bimorph cujas camadas piezelétricas 

estão conectadas em paralelo. 

O circuito elétrico que representa a conexão em paralelo das camadas piezelétricas 

é mostrado na Fig. (17) 

De acordo com a Fig. (17), a tensão através do resistor de carga é denotada por 

Vpar (t) . Então, a lei de Kirchhoff pode ser aplicada no circuito elétrico, obtendo-se 

C d v par (t) + Vpar (t) _ ·por ( ) 
p - 1,. t 

dt 2R1 
(3.104) 

em que 

·par ( ) - L= dYJ{wr (!) 
I 1 - K r---
r dl 

r= I 

(3 .1 05) 
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3.1.7.3 Expressões da resposta da vibração e tensão na forma fechada. 

As Eqs. (3.101) e (3.104) constituem as equações acopladas para a resposta mecâ­

nica modal 11far (t) e a resposta da tensão V ser (t) através do resisto r de carga. 

Para movimentos harmônicos da base em uma frequência ro, a resposta mecânica 

moda] em regime permanente da viga e a resposta da tensão através de um resistor de 

carga são assumidas ser lineares e harmônicas na mesma frequência: 

(3.1 06) 

(3 .107) 

em que as amplitudes Hra'" e Vpar são calores complexos. Assim, substituindo a Eq. 

(3.106) na Eq. (3.102) e a Eq. (3.107) na Eq. (3.104), tem-se duas equações para Hfar 

( 2 2 + -2 r ) Hpar parv _ F. ror - ffi J '=>rffiror r + X r par - r 

( 
1 ·,.,r ) V . ~ Hpar -O 2R + }WL-p par - J{ü i....J Kr r -

I r= l 

(3.108) 

(3 .109) 

A amplitude complexa da resposta mecânica rnodal H:Or pode ser extraída da Eq. 

(3.1 08) e pode ser substituída na Eq. (3. 1 09) para obter a amplitude complexa da 

tensão Vpar explicitamente. Então, da Eq. (3.108), tem-se: 

par V 
H par = F,. - Xr par 

r ( ro~ - ffi2 + j2ÇrffiW,.) 
(3.110) 

Através da substituição desta equação na Eq. (3.1 09), a amplitude complexa da 

tensão Vpar é dada explicitamente por 

E jCJJK,.F,. 

r= I ( w;. - ro2+ j 2Ç,.(J)(J),. ) 
Vpar = - -----=oo=----. - -po-r--

1 + 'ffiC + L ](l)KrXr 
2Rt 1 P r= 1 ( w;. - ro2+ j 2Ç,.(l)(l),.) 

(3 .111) 
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Se V par (t) = ~Jarejc.ur, a resposta da tensão em regime permanente através do re-

sistor de carga é dada por 

f jWK,.Fr 
r=1 ( cu;-w2+ j 2Ç,.(J)ü),.) 

(t) ejWl Vpar = oo . par 
_1_ + ·wc + L JWKrXr 
2R1 1 P (~-w2+1·2r .(J)ü) ) r=1 r .,, r 

(3. 112) 

A amplitude complexa da tensão Vpar pode ser substituída na Eq. (3.1 10) para 

obter a resposta mecânica modal em regime permanente (utilizando a Eq. (3.102)) 

como: 

par (t) -- "C' - par r= 1 r } ':>r r e 

{ 
E (~-~w:~~~ (J)ü) ) l jwt 

TJ r l" r X r oo . par --=-2 -----=---. -:------:-
_1 + ·cue + L JWKr'Xr ( (J)r - rol + j2Ç,-ffiffi,-) 
2R, 1 P r=l ( cu;-w2+ j2Çrww,.) 

(3.113) 

A resposta de deslocamento transversal (relativo a base- u~~r (x, t )) no ponto (x) 

da viga pode ser obtida em coordenadas físicas através da substituição da Eq. (3. 113) 

na Eq. (3 .101), resultando 

par( ) Loo { J?ar ,.El (cu; -~~:j~Çr(J)ü)r ) } Ur(x)ejwr 
U X t = F, - X X - -=--- -=--'------re/ ' r r oo . par ( 2 2 + ·2r ) 

r=l _1 + jffiC + L jWK,·Xr ffi,. - ú) J ':>r ffi(J),. 
2R1 P r= 1 ( cu;-w2+ j2Çr(J)ü)r) 

(3. 1 14) 

A Equação (3.114) é a resposta a vibração da viga relativa ao movimento da sua 

base. 

3.2 Funções de Resposta em Frequência (FRFs) eletro­
mecânicas. 

No modelo eletromecânico proposto, as entradas no sistema são: translação da 

base na direção transversal, sua pequena rotação e a força devido ao coeficiente de 

amortecimento do ar. 

Para estas entradas, as saídas resultantes são a resposta de tensão elétrica e a res-
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posta de vibração mecânica. Assim, para excitações harmônicas da base, podem ser 

definidas quatro FRFs eletromecânicas: 

1. Saída de tensão elétrica para entrada de translação da base; 

2. Saída de tensão elétrica para entrada de rotação da base; 

3. Resposta vibratória para entrada de translação da base; 

4. Resposta vibratória para entrada de rotação da base. 

3.2.1 FRFs eletromecânicas multimodais. 

Antes de identificar as FRFs mencionadas anteriormente, é necessário rearranjar a 

amplitude complexa da força modal, dada pela Eq. (3.90), como segue: 

F,. = u} { [m - J~a] foLs U,. (x) dx + MrUr (Ls)} Yo 

+w2 
{ [m- J~ ] J/;sxu,. (x) dx + M1LsUr (Ls)} So 

Em uma fom1a mais compacta, a Eq. (3 .115) torna-se 

2 2 F,. = -a,.w Yo- -r,.w 8o 

em que 

( 
jc0 ) 1 Ls -r,. = - m - w 

0 

xU,.(x)dx+M1LsU,.(Ls) 

(3 .115) 

(3.116) 

(3.117) 

(3. 11 8) 

3.2.1.1 FRFs eletromecânicas multimodais para conexão em série das camadas 
piezelétricas. 

A resposta em regime permanente da tensão elétiica, Vser (t), dada pela Eq. (3.97), 

pode ser escrita em termos da aceleração de translação e rotação da base substituindo 
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F,. na Eq. (3.90) por F,. dada pela Eq. (3.116), resultando 

(3. 119) 

em que a FRF que relaciona a tensão elétrica de saída para entrada de translação da 

base, a ser ( w) , é dada por 

(3 .1 20) 

e a FRF que relaciona a tensão elétrica de saída para entrada de rotação da base, 

f.lser ( ú)) , é dada por 

(3. 121) 

Similarmente, a resposta em regime permanente da vibração relativa à base (Eq. 

(3.99)) pode ser escrita em termos da aceleração de translação e rotação da base, resul-

tando 

ser ( ) _ R ( ) ( 2y, ) j mr th ( ) ( 28 ) j wr Uref X, { - f-' ser ú), f - ú) 0 e +'!'Ser ú) , { - ú) 0 e (3.122) 

em que a FRF que relaciona o deslocamento transversal de saída para entrada de trans-

]ação da base, ~ser ( w, t ), é dada por 

{ 

~ jWK1
!J,. l = L (m2-m2+ ·2ç.(J)(J).) U ( ) 

R ( ) _ ~ _ ser r= 1 ' 1 ' ' . r X 
!-'ser W,x - 1..... crr Xr = X 2 2 . 

r= 1 l_ + ·w Cp + " jmK,x;er ( W,. - ú) + ;2ÇrWCDr) 
R J 2 L ( ' ' ·2ç ) I r= l m;: - úr + 1 , (J)(J), 

(3 .123) 

e a FRF que relaciona o deslocamento transversal de saída para entrada de rotação da 
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base, <P ser ( w, t)' é dada por 

3.2.1.2 FRFs eletromecânicas multimodais para conexão em paralelo das cama­
das piezelétricas. 

A resposta em regime permanente da tensão elétrica, V par (t), dada pela Eq. (3.112), 

pode ser escrita em termos da aceleração de translação e rotação da base substituindo 

Fr na Eq. (3.90) por Fr dada pela Eq. (3.116), resultando 

(3.125) 

em que a FRF que relaciona tensão elétrica de saída para entrada de translação da base, 

U par ( W ), é dada por 

(3. 126) 

e a FRF que relaciona a saída de tensão elétrica para entrada de rotação da base, 

Jlpar ( W ), é dada por 

00 • L jOJKr't ,. 

r= I ( ~-ro2+ j 2Ç,.(l)ú),.) 
Jl par (w) = - --- - --------

00 . par 
_1 + ·wc + [. JffiKrXr _ 
2R1 1 P (~-ro2+1·2r .(l)ú) .) r= l. ' .,, ' 

(3. 127) 

Similarmente, a resposta em regime permanente da vibração relativa à base (Eq. 

(3.1 14)) pode ser escrita em termos das acelerações de translação e rotação da base, 

resultando 

par ( ) _ R ( ) ( 2 v ) j CJ)[ n. ( ) ( 29 ) jffil ure/ x,t - ~par W, t - W 10 e +'!'par W, t - W o e (3 .128) 

em que a FRF que relaciona o deslocamento transversal de saída para entrada de trans-
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lação da base, ~par ( w, t), é dada por 

e a FRF que relaciona o deslocamento transversal de saída para entrada de rotação da 

base, <P par ( W , t) , é dada por 

{ 

= } 
L jffiK,.'Cr 

= r=I ((J)f-w+j2Çr(J)(J)r) Ur (x) 
ú) X - 't; - par X 

<Ppar ( , ) - L r Xr = . par ( w2 _ w2 + "2Ç ww ) 
r= l _1 + jWC + L JffiKrXr r } r r 

2R, P (~-w+1·2r (J)(J) ) r=l r ';,r r 

(3.130) 

3.2.2 FRFs eletromecânicas para um único modo. 

As equações anteriores (Eq. (3.120), (3.121), (3 .1 26) e (3.127)) representam a di-

nâmica do sistema acoplado não somente para excitações na frequência de ressonância 

do conversor, mas também para excitações fora da condição de ressonância. 

A fim de se obter a máxima perfom1ance da resposta elétrica de um dispositivo 

conversor, é preferível excitá-lo em sua frequência fundamental de ressonância (w = 

w,.), correspondente ao primeiro modo, ou seja, para r = 1. Este fato implica em 

grandes simplificações nas equações das FRFs, sendo que a soma de infinitos termos 
= 

em r ( [ . . . ) toma-se um único termo. 
r= l 

3.3 Modelagem de uma viga cantilever bimorph com massa 
concentrada na extremidade e camadas piezelétri­
cas segmentadas. 

Com a finalidade de aumentar o desempenho de um sistema de conversão de ener-

gia baseado em vibrações, algumas mudanças no dispositivo podem ser reali zadas, 

como por exemplo, mudanças no comprimento da camada piezelétrica. Nesta seção, 
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"""'n------~')tp 
h ]H' ,Y 

A-A B-B 

(a) (b) 

Figura 18: (a) viga cantilever bimorph com camadas piezelétricas segmentadas e (b) 
cortes A-A e B-B. 

a modelagem de um di spositivo conversor modificado é descrita. O conversor con-

siste de uma viga cantilever bimorph com uma massa concentrada na extremidade 

submetida a uma aceleração pela base e com camadas piezelétricas que não cobrem 

totalmente o comprimento da viga, mas uma região entre um comprimento L1 e L2, 

que são a posição inicial e final das camadas píezelétricas. Para camadas piezelétricas 

segmentadas, L1 pode ou não ser igual a O, e L2 pode ou não ser igual a L5• Se L1 = O 

e L2 = Ls , obtém-se uma viga cantilever totalmente bim.orph. 

A viga cantilever com camadas piezelétricas segmentadas é mostrada na Fig. (18a) 

e os cortes A-A e B-B correspondentes as seções transversais são mostrados na Fig. 

(18b). 

A equação do movimento é dada por 

(3 .131) 

Se as camadas piezelétricas não cobrem o comprimento total da viga, isto é, se as 

camadas piezelétricas são segmentadas, alguns parâmetros na equação do movimento 

tornam-se diferentes da análise anteriormente descrita. Essas diferenças são apresen-

tadas nas seções seguintes. 
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3.3.1 Momento fletor. 

A momento fletor é composto de duas partes, ou seja 

( ) cPurel (x,t) . <:! ( ) 
M b = Y I dx2 + uv t (3.132) 

A primeira parte corresponde a rigidez devido o movimento de flexão e para uma 

viga cantilever com camadas piezelétricas segmentadas, o parâmetro (Y I ) pode ser 

representado através de uma forma aproximada como 

(Yl)=(Yl) L1 +(YI) (L2-Lt) +(YI) (Ls - L2) 
s Ls 8 Ls s Ls 

(3.133) 

em que (Yl) 5 é a rigidez devido à flexão da viga sem a camada piezelétrica (que cor-

responde aos intervalos O < x < L1 e L2 < x < Ls da viga) e a componente (Y I) 8 é a 

rigidez devido à flexão da viga bimorph (que corresponde ao intervalo L1 < x < L2 da 

viga). Os termos (YI)5 e (YI)8 são dados por 

Yshsh~ 
(YI)5 = Ysls = -1-2~ 

2 { h~ [ ( hs) 
3 

h~ l } (YI)8 = 3 Ysbsg +Ypbp hp + 2 - 8 

(3.134) 

(3 . 135) 

Para validar a Eq. (3.133), primeiramente, é considerado que L1 = O. Então, 

substituindo L1 =O na Eq. (3.133) , a rigidez devido à flexão resulta 

(Y I) = (Y I)s ~s + (Y I)s (L2L~ O) + (Y l)s (Ls ~ L2) = (Y I)B ~~ + (Y I)s (Ls ~ L2) 

(3 .1 36) 

Agora, considerando que a viga é totalmente bimorph no seu comprimento, ou 

seja, (YI)5 = (YI) 8 , a Eq. (3. 136) torna-se 

(3 .1 37) 



67 

A Eq. (3.137) representa a rigidez devido à fl exão para uma viga totalmente bi-

morph. 

Outra maneira de validar a Eq. (3.133) é manter a viga segmentada com L1 =O e 

fazer o comprimento L2 igual ao comprimento Ls, ou seja, forçar a camada piezelétrica 

a cobrir totalmente o comprimento da viga. Assim, a rigidez devido à flexão resultante 

deve corresponder a (Y I) 8 . Para verificar este fato, o comprimento L 1 é substituído por 

O e o comprimento L2 é substituído por Ls na Eq. (3.133), resultando 

(3 .1 38) 

É importante lembrar que a segunda parte do momento fletor, correspondente a 

tensão nos eletrodos, deve ser multiplicada por H (x- L1) - H (x- L2), em que H (x) 

é a função degrau unitário. Assim, a expressão para o momento fletor torna-se 

) (J1urel (x,t) ( ) [ ( )] Mb = (YI dx2 +-ôv t H (x- Lt) - H x-L2 (3.139) 

3.3.2 Massa por unidade de comprimento. 

A massa por unidade de comprimento da viga, m , é dada pela Eq. (3.29) no caso 

da viga totalmente bimorph. Para o caso de camadas piezelétricas segmentadas, o 

comprimento da camada piezelétrica não é igual ao comprimento da subestrutura, ou 

seja Lp ;f. Ls. Então, a massa por unidade de comprimento pode ser escrita como 

PsLsbshs + 2p P (L2- L1) bphp 
m =-----....:..._-----'--'-

Ls 
(3.140) 

3.3.3 Equação das formas modais. 

Baseando-se na hipótese de amortecimento proporcional , a resposta à vibração 

da viga bimorph relativa à base pode ser representada como uma série convergente 
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absoluta e uniforme de autofunções como 

00 

U,-el (x,t) =L V,.(x)TJ,.(t) (3.141 ) 
r=l 

Como resultado da descontinuidade causada pela segmentação, obter V,. (x) pode 

requerer passos adicionais. Devido às quebras artificiais em x = L1 ex= L2, o disposi-

tivo conversor pode ser visto como três vigas Euler-Bernoulli separadas, satisfazendo 

as condições de continuidade e compatibilidade nas intersecções. De acordo com Stan-

ton et. ai (2010), as formas modais V,. (x) podem ser representadas como 

00 3 

V,.(x) =L L Vr,dx)Hk(x) (3. 142) 
r=lk=l 

em que k é o número de seções e Hk (x) é a função degrau unitário, calculada em cada 

seção. V,-,k (x) pode ser calculada utilizando as condições de contorno apropriadas para 

cada seção. 

Entretanto, neste estudo, o método para calcular a equação das formas modais é 

baseado na comparação da estrutura totalmente bimorph e da estrutura parcialmente 

coberta com camadas piezelétricas. Uma vez que a espessura da camada piezelétrica 

pode ser considerada bem menor que a espessura da subestrutura, será considerado, 

também, que a configuração (formato) das formas modais não modificará, apenas a 

amplitude das formas. Com esta hipótese, o dispositivo conversor pode ser visto como 

uma única viga Euler-Bernoulli. A equação que representa as formas modais perma-

nece 

na qual 
sin (À,.)- sinh (f..,.)+ ~~Z' [cos (Àr) - cosh (À,.) ] 

Ur = ----------------~~----------------
COS (À,.) - cosh (À,.) - ~;;'(; [sin (Àr)- sinh (À,.)] 

(3. 144) 

Com estas equações, a amplitude das formas modais será influenciada pelos ter-

mos C,. e m, que são, respectivamente, a constante de amplitude modal (que deve ser 
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~ I) - -..; X Mt 

Figura 19: Viga cantilever bimorph com várias segmentações das camadas piezelétri­
cas. 

y 

X 

Figura 20: Viga cantilever com apenas uma segmentação das camadas piezelétricas. 

avaliada através da normalização das autofunções de acordo com as condições de or-

togonalidade) e a massa por unidade de comprimento, esta última relacionada com a 

inércia da viga. Como uma primeira forma de validar as hipóteses assumidas, é consi-

derado que as camadas piezelétricas são segmentadas em várias partes, e distanciadas 

uma das outras, como pode ser visto na Fig. (19). 

Quando a distância entre duas camadas piezelétricas consecutivas tender a zero, 

ou seja, L\x ---1 O, a equação das formas modais irá tomar a forma da Eq. (3.143). 

Neste estudo, será considerada apenas uma camada piezelétrica em cada lado da 

viga, com L1 = O, como mostra a Fig. (20). 

3.4 Potência de saída do conversor de energia. 

A potência de saída, que é a fu nção a ser otimizada nesta pesquisa, relaciona o pico 

da FRF de tensão e é dada para a conexão em série e paralelo das camadas piezelétri cas 
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por 

(3. 145) 

e 

(3.146) 

em que Vser e Vpar neste caso, são o pico da FRF de tensão para conexão em série e 

paralelo das camadas piezelétricas respectivamente. 
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4 VERIFICAÇÃO EXPERIMENTAL 

Uma maneira de verificar as expressões das FRFs e analisar o dispositivo con-

versor acoplado é através da utilização do vibrômetro laser, que é um dispositivo é 

utilizado na medição de vibração experimental. Neste caso, o vibrômetro laser mede 

a velocidade absoluta na extrenúdade livre da viga cantilever. Entretanto, as FRFs de 

deslocamento, dadas pelas Eqs. (3.123) e (3.129), para x = Ls correspondem ao des-

locamento relativo da extremidade. Sendo assim, as Eqs. (3.123) e (3. 129) devem ser 

modificadas de tal forma que possam ser comparadas com as medidas experimentais da 

velocidade absoluta na extremidade da viga. Assim, a FRF que relaciona a velocidade 

da extremidade da viga toma-se: 

A diiser(Ls,r) 1._ [Yoej(l)t +user(Ls t )] 1 A 

~mod (w,Ls) = dt = dr r~/ , = -. + jCD~ser(W, Ls) (4.1) 
ser -WYoeJWT - WYo eJWI jW 

em que 1\ refere-se às funções obtidas para o primeiro modo (r = 1 ). 

O mesmo procedimento pode ser feito para o caso da conexão em paralelo das 

camadas piezelétricas, obtendo-se a FRF: 

A diifJOr(Ls,t) dd [iíoe.i(l)t + upa,r (Ls t )] 1 A 

R. mod ( L ) = dt = I re , · R. ( L ) (4 2) 
1-'par W, s - wYoeJwt - WYo e.iwt = jw + JWppar w, s . 

Assim, as FRFs de velocidade absoluta na extremidade, dadas pelas Eqs. (4. I) 

e (4.2) são utilizadas em comparações com medidas realizadas pelo vibrômetro laser. 

Deve ser lembrado que as FRFs apresentadas estão multiplicadas pela aceleração gra­

vitacional (g = 9, 81 m. js2) para estarem de acordo com as medidas experimentais, uma 
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vez que as FRFs são dadas com relação a aceleração da base em g . 

Este capítulo apresenta uma série de testes experimentais realizados com a fina­

lidade de verificar o modelo da viga cantilever bimorph com camadas piezelétricas 

segmentadas, carregando uma massa concentrada na extremidade livre, e excitada har­

monicamente pela base. 

A verificação experimental consiste na comparação entre as FRFs medidas experi­

mentalmente e as FRF obtidas através da modelagem estrutural apresentada no capítulo 

3, sendo realizada tanto para o caso da FRF de tensão (Eqs. (3.120) e (3 .126)) quanto 

para a FRF de velocidade da extremidade da viga (Eqs. (4.1) e (4.2)). 

Para que a verificação seja possível, projetou-se o experimento conforme mostra a 

Fig. (21). Os equipamentos utilizados no experimento constituem: 

• Shaker eletromagnético B&K Type 4808 e amplificador de potência; 

• Acelerômetro PCB Piezotronics modelo 352C22; 

• Laser Doppler Polytec CLV 700; 

• Década resistiva Minipa MDR-611 Resistance Box® (equivalente a um potenci­

ômetro, com resistência elétrica ajustável); 

• Analisador Espectral SignalCalc ACE®; 

• Componentes piezelétricos QuickPack fabricados pela MIOE®; 

• Computador para análise dos resultados. 

Para a excitação, foi utilizado um sinal pseudo-randômico e somente o primei ro 

modo de vibrar foi considerado. É importante mencionar que o mecanismo engaste 

no qual o conversor de energia está sujeito foi especialmente projetado de forma a 

proporcionar uma condição de contorno mais próxima possível de um engaste perfeito. 
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Figura 21: Projeto do experimento 

O setup experimental final utilizado na verificação do modelo pode ser visto na Fig. 

(22). 

Basicamente, um total de 9 testes experimentais foram realizadas, divididos em 

três seções, a saber: 

1. a primeira seção consiste de testes experimentais nos quais o valor da resistência 

de carga (R,) é variado, assumindo três diferentes valores, mantendo constantes 

os outros parâmetros do conversor de energia; 

2. na segunda seção de testes, o valor da massa concentrada na extrerrildade da viga 

(M1 ) é variado; 

3. por fim, a última seção é composta de testes experimentais nos quais os valores 

do comprimento da subestrutura (Ls) e da camada piezelétrica (Lp) são varia-

dos simultaneamente, assumindo, também, três diferentes configurações, para 
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as quais os outros parâmetros se mantém constantes. É importante ressaltar o 

fato de que os parâmetros mencionados nesta seção são parâmetros que, nas 

próximas seções, serão utilizados como parâmetros de projeto do conversor de 

energia. 

Figura 22: Setup experimental utilizado na validação do modelo 

Os valores dos parâmetros utilizados nas seções 1., 2. e 3. de testes estão apresen­

tados, respectivamente, nas Tabs. (1 ), (2) e (3). Para cada seção de testes, as Figs. (23), 

(24) e (25) apresentam a comparação entre as FRFs de tensão obtidas experimental­

mente e através da modelagem estrutural. Da mesma forma, as Figs . (26), (27) e (28) 

apresentam a comparação entre as FRFs de velocidade da extremidade da viga obtidas 
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expelimentalmente e através da modelagem estrutural. 

Tabela 1: Parâmetros utilizados na validação do modelo (seção 1. - variação no parâ­
metro R1) 

Teste no Ls (m) Lp (m) Mr (g) R, (k.Q) 

1 0,11654 0,03100 14 10 
2 0,11654 0,03100 14 100 
3 0,11654 0,03100 14 500 

Tabela 2: Parâmetros utilizados na validação do modelo (seção 2. - variação no parâ­
metroM1) 

Teste no Ls (m) Lp (m) Mt (g) Rz (k.Q) 

4 0,1 1654 0,03100 14 500 
5 0,11654 0,03100 16 500 
6 0,11654 0,03100 18 500 

Tabela 3: Parâmetros utilizados na validação do modelo (seção 3. -variação nos parâ­
metros Ls e Lp) 

Teste n° Ls (m) Lp (m) Mt (g) R, (k.Q) 

7 0,11915 0,03376 14 10 

8 0,12318 0,03730 14 10 
9 0,12800 0,04290 14 10 

Através de uma inspeção das curvas de FRF, é possível observar que as respostas 

obtidas numericamente possuem características muito semelhantes com as respostas 

obtidas experimentalmente, principalmente para o caso das FRFs de tensão. Para o 

caso das FRFs de velocidade da extremidade, nota-se uma ligeira diferença na frequên-

cia de ressonância do conversor, sendo que os resultados de simulações fornecem urna 

frequência natural menor do que a frequência obtida experimentalmente. 
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Figura 23: Comparação entre FRFs de tensão variando o parâmetro R1 (seção 1.) 
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Figura 24: Comparação entre FRFs de tensão variando o parâmetro M1 (seção 2.) 
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Figura 26: Comparação entre FRFs de velocidade da extremidade variando o parâme­
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Figura 27: Comparação entre FRFs de velocidade da extremidade variando o parâme­
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5 TÉCNICAS DE OTIMIZAÇÃO 

Otimização é o ato de se obter o melhor resultado mediante dadas circunstâncias. 

Em projeto, construção e manutenção de qualquer sistema de engenharia, os engenhei­

ros tem que tomar muitas decisões tecnológicas e gerenciais em vários estágios. O 

último objetivo de tais decisões é também minimizar os esforços requeridos ou maxi­

mizar os benefícios desejados. Uma vez que os esforços requeridos ou os benefícios 

desejados podem ser expressos como uma função de certas variáveis de decisão, otimi­

zação pode ser definida como o processo de encontrar as condições que dão o máximo 

e o núnimo valor de uma função (RAO, 2009). 

Um grande número de métodos de otimização foram desenvolvidos para resolver 

diferentes tipos de problemas de otimização. Os métodos de busca pelo ótimo também 

são conhecidos como técnicas de programação matemática (do inglês, mathematical 

programming techniques) e geralmente são estudados como um ramo da matemática 

preocupado com a aplicação de técnicas e métodos científicos para tomadas de deci­

sões e com o estabelecimento das melhores soluções, ou soluções ótimas. Técnicas de 

programação matemáticas são úteis em encontrar o núnimo de uma função de várias 

variáveis submetidas a um conjunto prescrito de restrições. 

Os métodos modernos de otimização, também chamados de métodos de otimi­

zação não tradicionais, surgiram como métodos populares e eficientes para resolução 

de problemas de otimização complexos na engenharia. Dentre esses métodos, podem 

ser citados os algoritmos genéticos, otimização por enxame de partículas, colônia de 
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formigas, otimização baseada em redes neurais e otimização fuzzy. 

5.1 Formulação de um problema de otimização. 

Um problema de otimização ou de programação matemática pode ser estabelecido 

como (RAO, 2009) : 

Encontrar X = que minimizai (X), sujeito às restrições 

g1 (X) ::; O, j = 1, 2, ... , m (5 .1 ) 

h1(X) = 0, j= 1, 2, ... , p (5.2) 

em que X é um vetor n-dimensional chamado de vetor de projeto, f (X ) é denominada 

função objetivo, gJ (X ) e h J (X) são conhecidos como restrições de desigualdade e de 

igualdade respectivamente. O número de variáveis m e o número de restrições n e/ou 

p não precisam estar relacionados entre si. Este problema apresentado é chamado de 

problema de otimização com restri ções. 

Qualquer componente ou sistema de engenharia é definido por um conjunto de 

quantidades algumas das quais são vistas como variáveis durante o processo de pro­

jeto. Em geral , certas quantidades são usualmente fixas no início e são chamadas de 

parâmetros pré-estabelecidos. Todas as outras quantidades são tratadas como variáveis 

no processo de projeto e são chamadas de variáveis de decisão ou variáveis de projeto, 

descritas por x; , i = 1, 2, .. . , n. As variáveis de projeto são representadas através 

do vetor de projeto X = {x1, x2, ... , X11 V (vetor coluna), em que o sobrescri to T 

representa transposição. 
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Em muitos problemas práticos, as variáveis de projeto tem que satisfazer certos re­

quisitos específicos, coletivamente chamados de restrições de projeto. Restrições que 

representam limitações no comportamento ou desempenho do sistema são denomina­

das restrições funcionais ou de comportamento. Restrições que representam limitações 

físicas nas variáveis de projeto, tais como disponibilidade, facilidade na fabricação e 

no transporte, são conhecidas como restrições geométricas. 

O procedimento convencional de projeto foca em encontrar um projeto aceitável 

e adequado que satisfaz as funções e outros requisitos do problema. Em geral, haverá 

mais de um projeto aceitável ou adequado, e a finalidade da otimização é escolher o 

melhor dos muitos projetos aceitáveis disponíveis. Deste modo, um critério tem que 

ser escolhido para comparar os diferentes projetos aceitáveis e, então, selecionar o 

melhor. O critério no qual o projeto é otimizado, quando expresso corno urna função 

das variáveis de projeto, é conhecido corno critério, mérito ou função objetivo. 

Os problemas de otimização podem ser classificados de várias maneiras, e nesse 

trabalho, assumem uma classificação baseada na natureza das equações envolvidas, ou 

seja, baseiam-se na natureza das expressões para a função objetivo e para as restrições. 

De acordo com essa classificação, os problemas de otimização podem ser classifica­

dos como problemas de programação linear, não linear, geométrica e quadrática. Esta 

classificação é extremamente útil do ponto de vista computacional, uma vez que exis­

tem muitos métodos especiais disponíveis para se obter uma solução eficiente de uma 

classe particular de problemas. 

Se qualquer uma das funções entre a função objetivo e as restrições for não linear, 

então o problema é tratado como um problema de programação não linear. Este é o 

caso mais geral e todos os outros problemas podem ser considerados como casos es­

peciais de programação não linear. Há muitos métodos disponíveis para a solução de 

um problema de programação não li near com restrições e podem ser classificados em 

duas grandes categorias: métodos diretos e indiretos. Nos métodos diretos, as restri-
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ções são tratadas de forma explícita, enquanto que, nos métodos indiretos, o problema 

é resolvido como uma sequência de problemas de m.inimização sem restrições. 

5.2 Definição do problema de otimização proposto. 

Este estudo tem como objetivo desenvolver técnicas de otimização aplicadas em 

sistemas de conversão de energia. De outra forma, consiste em otimizar múltiplos pa­

râmetros (multiparâmetros) do sistema a fim de se obter a máxima energia convertida 

pelo transdutor piezelétrico. Os parâmetros a serem otim.izados são: o comprimento da 

camada piezelétrica, Lp, o comprimento da subestrutura, Ls, a altura da massa concen­

trada na extremidade, h1, e o resistor de carga, R1. O problema de otimização consta de 

um problema de minimização e pode ser estabelecido como: 

Ls 

Encontrar X = que minim.izaf (X), sujeito às restrições 

g1 (X) : ror ;:::: Wrrún = 2 nfmin 

g2(X): (J)r :S Wmax = 21t.fmax 

g3(X): Ls ;:::: LLs 

g4 (X) : Ls :S V Ls 

gs(X): ht ;:::: Lht 

g6(X): h, :::; Uh, 

g7(X): Lp ;:::: LLp 

gs (X) : Lp :S Ls 

g9(X): Rt ;:::: LR, 

gw(X) : R1 :S V R1 

(5.3) 

nas quais os lermos fixos LLs (menor comprimento da subestrutura), V Ls (maior com-
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primento da subestrutura), Lh1 (menor altura da massa da extremidade), Uh1 (maior 

altura da massa da extremidade), LLp (menor comprimento da camada piezelétrica), 

LR, (menor carregamento resistivo) e U R1 (maior carregamento resistivo) são os parâ­

metros pré-estabelecidos e seus valores são definidos de acordo com as características 

do projeto. A função objetivo, f (X), é o inverso das funções potência de saída para 

a conexão em série e paralelo das camadas piezelétricas, dadas pelas Eqs. (3 .145) e 

(3.146). 

As restrições g1 (X) e g2 (X) indicam que o conversor é projetado de tal fonna 

que sua frequência fundamental de ressonância esteja entre uma faixa de frequência de 

projeto, definida pelos valores de fmin e fmax· As restrições g1 (X) a g10 (X) dependem 

dos parâmetros (variáveis) de projeto e o problema de otimização encontra os valores 

que dão a maior potência elétrica de saída correspondente ao maior valor para a energia 

elétrica coletagalconvertida. Neste estudo, g1 (X ) e g2 (X), anteriormente descritas, são 

restrições não lineares, uma vez que as frequências naturais modais não amortecidas, 

Wr, relacionam as variáveis de projeto de acordo com uma equação não linear; as 

restrições g3 (X), g4 (X), gs (X), g6 (X), g9 (X) e g10 (X) são fronteiras (boundaries) e 

g7 (X) e gg (X) são restrições lineares, uma vez que as variáveis de projeto envolvidas 

são relacionadas linearmente. Detalhes das relações lineares e não lineares entre os 

parâmetros a serem otimizados serão apresentados nas próximas seções. 

Este trabalho lida com uma série de técnicas de otimização, entre elas, o método 

SQP (do inglês, Sequential Quadratic Programming) que é um dos mais recentes mé­

todos desenvolvidos e talvez um dos melhores métodos de otimização (RAO, 2009). 

Outro método de otimização que será apresentado e desenvolvido nesse trabalho é uma 

modificação da clássica técnica de otimização conhecida como "Busca Extensiva" (ES, 

sigla do inglês Extensive Search) , e será chamado de "Busca Extensiva Modificada" 

(MES, sigla do inglês Modified Extensive Search) , que se baseia na variação dos pa­

râmetros do sistema (ou das variáveis de projeto) a fim de se encontrar, através de um 
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trabalho diferenciado de busca, a melhor configuração que otimize a função objetivo 

analisada. Ainda entre os métodos clássicos de otimização, será estudado o método de 

programação estocástica (ou probabilística), no qual serão tratados parâmetros aleató­

rios do sistema. Este tópico abre espaço para o estudo de incertezas nos parâmetros 

e as consequências que estas causam na resposta e no comportamento dos dispositi­

vos de conversão de energia. Além dos métodos clássicos, será estudada, também, a 

aplicação dos algoritmos genéticos (GAs, sigla do inglês Genetic Algorithm), que se 

apresenta como um dos métodos modernos de otimização. Detalhes da implementação 

destes métodos serão apresentados nas seções posteriores. 

A literatura em otimização na engenharia é ampla e diversa. Vários livros texto es­

tão disponíveis e muitos artigos foram publicados relacionados a problemas de otimi­

zação aplicados em diversas áreas da engenharia. A solução da maioria dos problemas 

práticos de otimização requer o uso de computadores. Assim, vários softwares comer­

ciais estão disponíveis para resolver problemas de otimização de diferentes áreas da 

engenharia. MATLAB® é um software popular que é usado para a solução de uma va­

riedade de problemas científicos e de engenharia e será utilizado para a implementação 

dos métodos de otimização estudados neste trabalho. 

5.3 Implementação do método de otimização SQP. 

O método SQP é uma técnica muito eficiente para solução de problemas de pro­

gramação não linear de pequeno, médio e certas classes de problemas de grande porte. 

Este método tem uma base teórica que está relacionada à (i) solução de um conjunto 

de equações não lineares usando o método de Newton e (ii) a derivação de equações 

não lineares utilizando as condições de Kuhn-Tucker para o Lagrangiano do problema 

de otimização com restrições (RAO, 2009). 

O método SQP pode ser implementado utilizando o software MATLAB® através 
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do comando ''jmincon". Esta rotina computacional encontra o mínimo de uma função 

de várias variáveis submetida a restrições de acordo com as seguintes relações: 

X] 

Encontrar X = que minirniza.f (X), sujeito às restrições 

A * X :S B , A eq * X = B eq (5.4) 

C (X) :S O , Ceq (X) = O (5.5) 

(5.6) 

As desigualdades dadas pelas Eqs. (5.4), (5 .5) e (5.6) referem-se, respectivamente, 

a restrições lineares, não lineares e fronteiras. O subscrito eq refere-se a restrições de 

igualdade. A é uma matriz envolvendo as restrições de desigualdade lineares, A eq é 

uma matriz envolvendo as restrições de igualdade lineares, B é uma matriz envolvendo 

as restrições de desigualdade lineares, B eq é uma matriz envolvendo as restrições de 

igualdade lineares, LB é um vetor contendo as fronteiras inferiores (menores valores 

dos parâmetros pré-estabelecidos), UB é um vetor contendo as fronteiras superiores 

(maiores valores dos parâmetros pré-estabelecidos), C (X) e Ceq (X) são funções que 

retomam vetores (podem ser funções não lineares) e f (X) é a função objetivo que 

retoma um escalar. 

Primeiramente, é necessário definir as varáveis de projeto. Assim, através da defi -
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nição do problema de otimização, 

x r Ls 

X= (5.7) 

Para se obter a solução do problema de otimização através do comando "finincon", 

as restrições g1 (X) a gw (X) (na forma da Eq. (5.3)) devem ser reescritas na fonna 

correspondente às Eqs. (5.4) a (5.6). 

Assim, as restrições g 1 (X) e g2 (X) podem ser reescritas como 

gr (X) : -Wr + 2nfmin :::; O 
(5.8) 

g2 (X) : Wr- 2nJ,,uv: :::; O 

Então, a matriz de funções na Eq. (5.5) é do tipo C2x1, dada por 

C = r -Wr + 2nj,nin 1 
W,. - 2nfnwx 

(5.9) 

em que w,. é uma função não linear que relaciona as variáveis de projeto de acordo com 

a Eq. (3 .54). Os termos Àr e (Y I) são funções que também relacionam as variáveis de 

projeto (Eqs. (3.56) e (3.15)). 

As restrições g3 (X) a g6 (X) , gg (X) e g1 O (X) podem ser associadas a Eq. (5.6), 

definindo um conjunto de fronteiras inferiores e superiores para as variáveis de projeto, 

de tal forma que uma solução pode ser encontrada no intervalo LB :::; X :::; UB, no qual 

LLs ULs 

LB = 
Lh1 

, UB = (5.10) 
Uh1 
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É possível notar que a variável de projeto x3 não está relacionada através das fron-

teiras, uma vez que seu valor será sempre positivo, menor ou igual ao comprimento da 

subestrutura. 

As restrições g7 (X) e gg (X) podem ser reescritas como 

g7 (X) : -Lp ~ -LLp 

g8 (X) : - Ls +Lp ::; O 
(5.11) 

Como as restrições são lineares, elas podem ser formuladas através da matriz de-

sigualdade dada pela Eq. (5.4), na qual 

A = 

r 
o o -1 

-1 o 1 
(5.12) 

Nota-se que as variáveis de projeto x2 e X4 não estão relacionadas nas restrições 

lineares, fazendo com que a segunda e a quarta coluna da matriz A sejam nulas. 

Depois que todas as matrizes das Eqs. (5.4) a (5.6) estão defirudas, o comando 

"finincon" pode ser aplicado na resolução do problema de minirruzação como 

X = fm incon(f(X) ,Xo,A,B,Aeq,Beq,LB, UB ,NONCON) (5.13) 

em que Xo é um vetor correspondente ao chute inicial para a solução. A função res-

trição não linear, NONLCON, aceita X e retoma os vetores C e Ceq, que representam, 

respectivamente, as restrições de desigualdade e de igualdade. Sendo que não há res­

trições de igualdade, as matrizes Aeq, Beq e Ceq devem ser expressas como Aeq = [ ], 

Beq = [ ] e Ceq = [ ]. 
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5.4 Método de otimização "Busca Extensiva Modificada" 
(MES). 

O método MES é baseado na variação dos parâmetros de projeto do conversor de 

energia para se obter a máxima energia convertida. Para a implementação desse mé-

todo, é necessário estabelecer uma faixa de frequência de projeto para o dispositivo de 

conversão, ou seja, estabelecer uma frequência de projeto mínima e uma frequência 

de projeto máxima de tal forma que os principais componentes das vibrações ambi-

entes estejam localizados nessa faixa. Para se obter as respostas elétricas máximas, a 

primeira frequência fundamental de ressonância (natural) do conversor, necessita estar 

dentro dessa faixa de projeto . A escolha da faixa de frequência de projeto depende das 

características das vibrações correspondentes a estrutura, máquina ou equipamento no 

qual se deseja coletar energia proveniente dos sinais de vibração. 

Depois que as frequências de projeto (mínima e máxima) foram escolhidas, o pró-

ximo passo é determinar o comprimento da subestrutura, Ls, e a altura da massa da 

extremidade, h,, a fim de se obter a frequência natural do conversor dentro da faixa 

de frequência de projeto. Determinar a altura da massa concentrada na extremidade 

é o mesmo que determinar o valor da massa. A largura da massa da extremidade é 

a mesma do dispositivo piezelétrico e da subestrutura. A altura e o comprimento da 

massa concentrada são os mesmos, dados por h1 • 

O procedimento para se obter os valores Ls e h1 é o seguinte: 

1° passo: o comprimento da viga!subestrutura é variado de um comprimento in i-

cial até um comprimento final, por exemplo, variado de 6 até 15 polegadas, com passos 

de 0,5 em 0,5 polegadas. Estes valores são determinados pelo projetista e podem variar 

de acordo com o projeto, podendo assumir qualquer valor; 

2° passo: para cada valor de Ls do passo ante1ior, o valor de h1 é variado de um 

valor inicial até um valor final, por exemplo, variado de S até 20 mm, com passos de 2 
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em2mm. 

É importante notar que as espessuras do material piezelétrico e da subestrutura não 

mudam de um passo para outro. Entretanto, esses parâmetros podem assumir qualquer 

valor de acordo com as necessidades do projeto. 

Para todas as possíveis configurações obtidas nos dois passos anteriormente mos­

trados, nenhuma, uma ou várias configurações de Ls e h1 podem ser utilizadas para se 

obter a frequência natural do conversor dentro da faixa de projeto. A melhor configu­

ração depende das características de projeto, como por exemplo, da localização onde 

o conversor será instalado, dos materiais disponíveis para construção do conversor, do 

custo de construção, etc. 

Se apenas uma configuração for obtida, esta é, então, tomada como ótima e uti­

lizada na continuação do processo de otimização. Se várias configurações de Ls e 

h1 foram obtidas, o procedimento para se obter a melhor configuração depende for­

temente das características geométricas do projeto. Este fato é interessante devido à 

dificuldade de se constluir sistemas de conversão de energia cuja primeira frequência 

fundamental de ressonância (natural) seja a mesma da estrutura em que o sistema foi 

instalado. 

Agora, se nenhuma configuração de Ls e h1 for obtida, é necessário mudar alguns 

valores dos parâmetros do conversor. Um ou mais parâmetros podem ser modificados 

ao mesmo tempo. Se a faixa de frequência de projeto não puder ser modificada, uma 

solução é a mudança das propriedades físicas e/ou geomét.Iicas da subestrutura ou do 

material piezelétrico. Alguns parâmetros que podem ser modificados são: material, 

largura ou espessura da subestrutura, do material piezelétrico ou dos doi s ao mesmo 

tempo. 

A influência do material piezelétri co na determinação de Ls e hr é a seguinte: an­

tes de variar o comprimento do material piezelétrico para se obter a máxima potência 
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elétrica de saída, um determinado comprimento é necessário ser utilizado para se obter 

a frequência natural do conversor. Este procedimento requer certa atenção devido ao 

fato do comprimento do material piezelétrico também estar relacionado à frequência 

natural do conversor. Sendo assim, a melhor opção é considerar uma estrutura total­

mente bimorph para cada passo de Ls, ou seja, para cada passo de Ls, o parâmetro Lp 

assume o mesmo valor de L5 . Se várias combinações de Ls e h1 forem encontradas, a 

melhor combinação é aquela em que Ls é máximo e, para este valor de Ls, h1 é rrúnimo. 

Esta escolha é justificada devido ao fato de, quando Lp é variado de O até Ls, quase 

todas as frequências naturais correspondentes estarão dentro da faixa de frequência de 

projeto. 

Depois que os convenientes valores de Ls e h1 foram obtidos, uma relação entre o 

pico da FRF de tensão e o comprimento do material piezelétrico é obtida. Neste pro­

cedimento, é possível observar que, para certo valor de Lp, o pico da tensão é máximo. 

Este valor de Lp é, então, o valor ótimo para o comprimento do material piezelétrico. 

Se o valor de Lp correspondente ao pico da tensão na FRF gera um conversor cuja 

frequência natural não se encontrar dentro da faixa de frequência de projeto, é necessá­

rio tomar o menor e mais próximo valor de Lp que configura um conversor desejável. 

Em alguns casos, mais de um valor ótimo de Lp pode ser obtido na mesma análise. 

Neste caso, se os picos de tensão na FRF são aproximadamente os mesmos, é conve­

niente usar o menor valor de L1)> devido aos custos do projeto atribuídos ao custo do 

material piezelétrico. A escolha do valor óti mo de Lp não é trivial e em alguns casos, 

pode envolver um estudo mais detalhado do projeto do dispositivo de conversão de 

energ1a. 

O procedimento para se obter Lp para maximizar a FRF da tensão elétrica é reali­

zado utilizando um resistor de carga cujo valor é estabelecido como um valor mínimo 

dentro de uma faixa de resistores determinada pelo projetista do dispositivo, que no 

presente estudo, foi estabelecida ser de I até 470 k.Q. Assim, a carga resistiva utili zada 
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foi de 1 k.Q. Este procedimento é realizado devido ao fato de que, quando a influência 

do resistor de carga na potência elétrica de saída é analisada, um valor mais baixo para 

o resistor, correspondente ao pico de energia coletado (máxima potência de saída), é 

possível de ser obtido. Este fato pode ser visto, por exemplo, no trabalho de Erturk et 

al. (2009b). Os resultados obtidos neste estudo também estão de acordo com este fato . 

Para finalizar o procedimento do método MES, a potência elétrica de saída do conver­

sor é obtida para cada valor de resistor de carga dentro da faixa determinada (através 

das Eqs. (3.145) e (3.146)). O valor de R1 ótimo é, então, aquele que configura uma 

maior potência de saída do conversor. 

5.5 Programação estocástica. 

Programação estocástica ou probabilística lida com simulações nas quais alguns 

parâmetros do problema de otimização são descritos por varáveis estocásticas (ou ale­

atórias, ou probabilísticas) e não por quantidades determinísticas (RAO, 2009). As 

fontes de variáveis randômicas podem ser várias, dependendo da natureza e do tipo de 

problema. No projeto de um sistema mecânico, a dimensão real de qualquer parte (ou 

peça) do sistema é uma variável randômica, uma vez que a dimensão pode se encontrar 

dentro de uma faixa de tolerância específica (permitida) . 

Dependendo da natureza das equações envolvidas no problema (em termos das va­

ri áveis randômicas), um problema de otimização estocástica é chamado de problema 

de programação estocástica linear, dinâmica, geométri ca ou não li near. A idéia bá­

sica utilizada na programação estocástica é converter o problema estocástico em um 

problema determinístico equivalente. O problema detem1inístico resultante é, então, 

resolvido através do uso das técnicas familiares tais como a programação linear, geo­

métrica, dinâmica e não linear. 

A implementação dessa técnica de otimização requer o conhecimento de alguns 
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conceitos básicos da teoria da probabilidade, incluindo a definição de funções de uma 

ou várias variáveis randômicas. 

5.5.1 Programação estocástica não linear. 

Quando alguns dos parâmetros envolvidos na função objetivo e restrições variam 

ao redor de seus valores médios, um problema geral de otimização tem que ser for­

mulado como um problema de programação estocástica não linear. Para este fim, de 

início, assume-se que todas as variáveis randômicas envolvidas são independentes e se­

guem uma distribuição normal (Gaussiana). Um problema de programação estocástica 

não linear pode ser estabelecido como: 

Ls 
Ls 

Encontrar X = que minimiza f(Y = ), sujeito a 

(5.14) 

em que Y é o vetor de N variáveis aleatórias e independentes, y1, y2, . .. , YN e X inclui 

as variáveis de decisão x 1, x2 , ... , x 11 • A equação 5.14 estabelece que a probabilidade 

de realizar g1 (Y) maior ou igual a zero deve ser maior ou igual a uma probabilidade 

específica p 1, que no caso deste trabalho foi assumir ser 95%. 

De acordo com Rao (2009), a idéia básica na programação estocástica é converter 

o problema de otimização em um problema determinístico equivalente. O problema 

determinístico resultante é então resolvido através de uma técnica de otimização não 

linear tal como o método SQP anteriormente discutido. O problema de otimização es­

tabelecido pode ser convertido em um problema de otimização não linear determinís­

tico através da aplicação da técnica Programação de Chance Restri ta (CCP, do inglês, 

Chance Constrained Programming). Esta técnica é apl icada na fu nção objetivo ori-
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ginal, submetida a restrições propostas pelo problema de otimização apresentado. As 

restrições dadas pela Eq. (5.3) devem ser rearranjadas de tal forma que elas assumem 

a forma da Eq. (5.14). 

Uma vez que a técnica CCP é aplicada, uma nova função objetivo em termos dos 

valores médios e variância, F (Y), pode ser formulada de acordo com 

(5.15) 

em que a média (\jf) e a variância (cr'V) de 'V são dados por 

\j1 =f (Y) (5.16) 

e 

2 N ( df I )
2 

2 V ar (\jf) = a'lf = [. ~ _ a y; 
i=l Yl y 

(5.17) 

uma vez que todo y; (i= 1, 2, ... ,N) segue uma di stribuição normal e se os desvios pa-

drões de y;, a y; , são pequenos. k 1 > O e k2 > O são constantes e seus valores numéricos 

indicam a relativa importância de 'V e cr~ para a minimização. 

Se alguns parâmetros são aleatórios por natureza, as restrições também serão pro-

babilísticas e estas restrições consideram a probabilidade que uma certa restrição é 

satisfeita ser maior que um certo valor. Isto é precisamente o que também está esta-

belecido na Eq. (5.14 ). A restrição de desigualdade depois de aplicada a técnica CCP 

pode ser expressa como 

(5.18) 

em que <P J (p J) é o valor da variação normal padrão correspondente a probabilidade 
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(5. I 9) 

Assim, o problema de otirrilzação estabelecido primeiro pode ser estabelecido em 

sua forma determinística equivalente como: minirrilzar F (Y) dado pela Eq. (5.1 5), 

sujeito as m restrições dadas pela Eq. (5.18). 

5.5.2 Incertezas (MACE et ai., 2005). 

Os efeitos das incertezas são de crescente preocupação no projeto de estruturas de 

engenharia. O fato de que as propriedades da estrutura são incertas implica na con­

sequente incerteza na resposta dinâmka. Simj)armente, existe uma variabilidade ine­

vitável na manufatura de qualquer parte estrutural: ítens produzidos em massa nunca 

são idênticos. Certamente, as propriedades de um sistema individual mudarão com o 

tempo devido às condições ambientais, aos carregamentos aplicados, desgaste, entre 

outros fatores. 

Incerteza e variabilidade acarretam em preocupações com segurança, confiabili­

dade, qualidade do desempenho, mau comportamento, e em detrimento desses fato­

res, conduzem à demanda de métodos de modelagem que incluem especificamente 

incertezas nas propriedades da estrutura. No passado, fatores de segurança deviam ser 

introduzidos. Entretanto, o desejo de grande eficiência, melhoria no desempenho e 

redução de custos acarretou na demanda pela melhoria de métodos computacionais, 

especialmente para estruturas de alto custo. O objetivo é aplicar tais métodos no está­

gio de projeto para produzir estruturas que são seguras, confiáveis e possuem níveis de 

vibração e ruído aceitáveis sob todas condições ambientais e de operação, e produzir 

projetos que são robustos com respeito a variabilidade na manufatura. 

Incertezas nas propriedades estruturais propagam através do sistema para dar as 
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incertezas na resposta: frequências naturais, FRFs e outras. 

Uma aproximação possível para quantificar as incertezas na resposta é através da 

simulação de Monte Carlo (MCS, sigla do inglês Monte Carla Simulations). Entre­

tanto, o custo computacional para o cálculo da resposta estrutural dinâmica é frequen­

temente alto, de tal modo que o custo de repetir a análise muitas vezes é proibitivo, 

especialmente pelo fato de que estruturas reais geralmente possuem muitos parâme­

tros com incertezas. Este fato tem estimulado a pesquisa para aproximações mais 

sofisticadas e melhoradas para os problemas de incertezas na dinâmica estrutural. 

De uma maneira mais ampla, incerteza na propriedade é usualmente descrita em 

termos de duas maneiras diferentes. Nas aproximações probabilísticas, as propriedades 

tem que assumir distribuições estatísticas e o objetivo é predizer respostas estatísticas. 

Entretanto, quantificar as estatísticas das propriedades é um grande problema, espe­

cialmente em um contexto industrial. Em aproximações "possibilísticas", por outro 

lado, as propriedades são assumidas estar em certas faixas e não atentam ao fato de 

descrever qualquer distribuição probabilística dentro dessas faixas. Entretanto, estabe­

lecer limites para essas faixas também é um problema. Na prática, o engenheiro está 

apto a estimar as incertezas nos parâmetros de entrada baseado na experiência própria 

e talvez com um número muito limitado de medidas. Esta dificuldade em quantificar 

incertezas nas propriedades físicas tem feito com que alguns pesquisadores incorporem 

incertezas de uma maneira não paramétrica. 

Os efeitos da incerteza variam com a frequência e isto também afeta a aproxima­

ção da análise. Em baixas frequências, e quando os níveis de incerteza são baixos, 

a resposta é tipicamente descrita por frequências naturais pobremente definidas e as 

FRFs estão espalhadas ao redor do sistema determinístico, baseline ou "melhor chute". 

É neste ponto que os métodos "possibilísticos" e de perturbação tendem a ser mais 

valiosos. Conforme a frequência aumenta, as incertezas na frequência natural também 

aumentam e pode ocorrer a sobreposição (overlap) estocástica. Quando a sobreposição 
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(overlap) estocástica é maior que 1, a característica determirustica do conjunto deres­

postas se toma perdida. A situação é geralmente melhorada pelo fato de que o overlap 

modal tende a aumentar com o aumento da frequência, de modo que a variabilidade 

na resposta se reduz. Em altas frequências, parece que as estatísticas da frequência 

natural assíntotam para uma distribuição universal governada por estatísticas Gaussi­

anas Ortogonais, de modo que a natureza exata de incerteza nas propriedades físicas 

toma-se irrelevante se as incertezas são grandes o suficiente. 

Técnicas que utilizam análises de incertezas são utilizadas para estimar envelopes 

de FRFs e respostas estruturais dinâmicas de dispositivos de conversão de energia. Tais 

técnicas incluem o método dos elementos espectrais (NUNES et al., 2006 ), configura­

ção Fuzzy (DE GERSEM et al., 2005; NUNES et al., 2006), método da transformação 

curta (DONDERS et al., 2005), método da máxima probabilidade (FONSECA et al. , 

2005). As incertezas serão consideradas no caso em que muitos dispositivos de conver­

são de energia serão construídos de modo que existam incertezas em alguns parâmetros 

físicos, como por exemplo na dimensão do material piezelétrico. No presente traba­

lho, serão estudados os efeitos dessas incertezas na aquisição dos parâmetros ótimos do 

sistema de conversão bem como o efeito da propagação dessas incertezas através dos 

parâmetros, e o que eventualmente possa causar na quantidade de energia convertida 

pelo sistema. 

5.6 Algoritmo genético (GA). 

Alguns métodos de otimização são conceitualmente diferentes das técnicas tradi­

cionais (clássicas) de programação matemática. Estes métodos são denominados de 

métodos modernos ou não tradicionais de programação matemática. A maioria destes 

métodos é baseada em certas características e comportamento de sistemas biológicos, 

moleculares, neurobiológicos entre outros. Os Algoritmos Genéticos são baseados no 

princípio da genética e seleção natura] dos indivíduos. Os elementos básicos da ge-
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nética natural utilizada no procedimento de busca são a reprodução, o cruzamento e a 

mutação. GAs diferem dos métodos tradicionais de otimização nos seguintes aspectos 

(RAO, 2009): 

1. a população de pontos (vetores de projeto tentativa - "chute inicial") é utilizada 

para iniciar o procedimento de otimização ao invés de um simples ponto de pro­

jeto. Se o número de variáveis de projeto é n, usualmente, o tamanho da popu­

lação é tomada como 2n ou 4n. Entretanto, em algumas aplicações, este número 

não é suficiente. Uma vez que vários pontos são utili zados como candidatos à 

solução, GAs são menos prováveis de falhar em um ótimo não global; 

2. GAs utilizam somente os valores da função objetivo. As derivadas não são utili­

zadas no procedimento de busca; 

3. nos GAs, as variáveis de projeto são representadas por strings de variáveis biná­

rias que correspondem aos cromossomos na genética natural. Assim, o método 

de busca é naturalmente aplicável para resolver problemas de programação di s­

creta e integral. Para variáveis de projeto contínuas, o comprimento da string 

pode ser variado para obter qualquer resolução desejada; 

4. o valor da função objetivo correspondente a um vetor de projeto e desempenha 

o papel de .fitness na genética natural; 

5. em cada nova geração, um novo conjunto de strings é produzido pela utilização 

da seleção aleatória dos pais e pelo cruzamento proveniente da geração antiga 

(conjunto antigo de strings). Embora aleatório, GAs não são técnicas randômi­

cas simples de busca. Eles exploram efi cientemente as novas combinações com 

o conhecimento di sponível para encontrar uma nova geração com melhor valor 

da função objetivo. 

GAs podem ser utilizados para resolução de problemas de difícil resolução através 

das técnicas tradicionais de otimização. A implementação dos GAs podem ser encon-
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tradas em toolboxes de diversos softwares, entre eles, o software MATLAB®. Neste 

caso, o GA do toolbox pode ser utilizado quando a função, tanto objetivo quanto res­

trição, é descontínua, altamente não linear, estocástica ou possui derivadas indefinidas 

ou instáveis. 
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6 APLICAÇÕES NUMÉRICAS 

Os métodos de otimização anteriormente apresentados foram numericamente apli­

cados em um sistema de conversão de energia configurado por uma viga cantilever 

bimorph com massa concentrada na extremidade livre e camadas piezelétricas seg­

mentadas. O conversor foi submetido a uma aceleração pela base composta somente 

por um movimento de translação na direção vertical. 

O desempenho dos métodos de otimização foi comparado para 5 diferentes fai­

xas de frequência de operação (de projeto), faixas nas quais a frequência fundamental 

de ressonância e os componentes signifi cativos das vibrações ambientais estão loca­

lizadas, são elas: de 5 a 20, 20 a 35, 35 a 50, 50 a 65 e 65 a 80 Hz. Essas faixas 

de frequências foram estabelecidas devido ao fato das vibrações ambientes possuírem 

componentes significantes em baixas frequências, geralmente, abaixo de 100 Hz (DU­

TOIT et ai., 2005). O procedimento de obtenção da máxima potência de saída do 

conversor foi realizado para os casos envolvendo as conexões em série e paralelo das 

camadas piezelétricas. Os valores dos parâmetros geométricos e dos materiais utili za­

dos na modelagem estão apresentados na Tab. (4). A pe1missividade em deformação 

constante é dada em termos da permissividade em espaço livre, C(). 

A análise dos resultados se inicia com o método de "Busca Extensiva Modificada". 

A fi gura (S.la) mostra a influência de combinações Ls e h1 na frequência natural do 

conversor, considerando uma faixa de frequência de O a 100Hz. Nesta figura, é possí­

vel observar que, para cada fai xa de frequência de projeto, existem muitas combinações 



100 

Tabela 4: Parâmetros geométricos e do material utili zados na modelagem do sistema 
Estrutura/Parte Estrutural 

Parâmetros Geométricos Subestrutura Piezo. Massa 
(Aço Mola) (PZT-SA) Concentrada 

Comprimento, L (m) 0.0508 - 0.2032 O -Ls 0.005 - 0.020 
Largura, b ( m) 0.0254 0.0254 0.0254 

Espessura, h (m) 0.00254 0.00254 0.005 - 0.020 
Propriedades do Material 

Densidade, p (kg/mj) 7860 7800 7860 
Módulo de Young, Y (GPa) 207 67 207 

Constante Piezo. , d 31, (prn!V) - -190 -
Permissividade, t~3 , (F/m) - 830Eo * -

* Eo = 8.854 pF/m 

que resultam em uma frequência fundamental de ressonância (pri meira frequência na-

tural) do conversor dentro da faixa analisada. O procedimento para se obter a melhor 

combinação foi mostrado na seção 5.4. 

Depois de se obter Ls e h1 ótimos, o próximo passo é obter o comprimento ótimo 

da cam ada piezelétrica para maximizar o pico da FRF de tensão. Para ilustrar este 

procedimento, a Fig. (5 . 1 b) mostra como a variação do parâmetro Lp afeta a configu-

ração da FRF para a faixa de frequência de projeto de 5 a 20 Hz e conexão em série 

das camadas piezelétricas. A Fig. (5. 1c) mostra como a frequência natural foi afetada 

pela variação do parâmetro Lp. Nesta figura, é possível observar que todas as possíveis 

combinações geram frequências naturai s dentro da faixa de frequência de projeto. A 

Fig. (5. 1 d) mostra a influência da variação de Lp no pico da FRF de tensão. Pode ser 

visto que os picos formados na Fig. (5 . 1 b) são exatamente os mesmos mostrados na 

Fig. (5.ld). Através da visualização da Fig. (5.ld), é possível conclu ir que a melhor 

configuração para o conversor não é uma viga cantilever totalmente bimorph, uma vez 

que Lp ótimo é menor do que o comprimento da subestrutura. 

Resultados para outras faixas de frequência de proj eto mostraram que quando Lp é 

variado, existem combinações nas quais a frequência natural resultante não se encon-

tra dentro da faixa de frequência de projeto. Entretanto, para o valor ótimo de Lp, a 
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Figura 29: (a) Influência dos parâmetros Ls e ht na frequência natural do conversor; 
influência de Lp (b) na configuração da FRF de tensão, (c) na frequência natural do 
conversor e (d) no pico da FRF de tensão para faixa de frequência de projeto de 05 a 
20 Hz e conexão em série das camadas piezelétricas. 

frequência natural encontra-se dentro da faixa de projeto. Assim, o ajuste da frequência 

natural não depende somente das características da massa concentrada na extremidade 

livre, mas também das características geométricas do material piezelétrico. O com-

primento da camada piezelétrica tem uma grande influência na frequência natural do 

conversor conforme o valor da frequência natural aumenta, uma vez que menores valo-

res do dispositivo conversor (composto pela subestrutura e camadas piezelétricas) são 

obtidos. Assim, uma variação mínima no comprimento da camada piezelétrica resulta 

em uma grande diferença na frequência natural do dispositivo conversor de energia. 

Depois de obtidos os valores ótimos de Ls, ht e Lp, o próximo passo é variar o valor 
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carga para conexão em (a) série e (b) paralelo das camadas piezelétricas. 

de saída do conversor. Assim, um vetor contendo valores de resistores comerciais na 

faixa de 1 a 470 k.Q foi utilizado. Os resistores de carga utilizados foram: 1, 4.7, 10, 22, 

47, 56, 68, 100, 120, 150, 180, 220, 330 e 470 k.Q. Essa variação pode assumir outros 

valores dentro da faixa, sendo uma escolha do projetista do dispositivo de conversão. A 

Fig. (30) mostra como a variação do resistor de carga afetou a configuração da potência 

elétrica de saída para cada faixa de frequência de projeto e cada conexão das camadas 

piezelétricas. Nessa figura, a notável característica não linear das curvas mostra que 

o valor ótimo do Rt não é o valor utilizado para se calcular o parâmetro Lp ótimo (ou 

seja, 1 k.Q). As curvas também mostram que é possível obter o mesmo valor ótimo 

do Rt para diferentes faixas de frequência de projeto e que o pico de potência elétrica 

diminui conforme a faixa de frequência assume maiores valores. 
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Em seguida, a mesma análise realizada para a faixa de frequência de projeto de 5 

a 20 Hz é realizada para todas as faixas de frequência de projeto em análise. Assim, 

as matrizes de projeto, contendo os vetores de projeto, obtidas para o método MES 

(com dimensões em metros e Ohms) para a conexão em série e paralelo das camadas 

piezelétricas são dadas, respectivamente, pelas Eqs. (6.1) e (6.2). Nestas matrizes, 

cada coluna representa o vetor de projeto para cada faixa de frequência de projeto 

analisada. 

Xser _ 
MES -

X
par _ 
MES -

0, 1905 0, 1206 0,0889 0,0762 0,0635 

0,0090 0,0050 0,0075 0,0060 0.0065 

0,1708 0,0994 0,0788 0,0740 0,0597 

56000 56000 68000 68000 56000 

0,1905 0,1206 0,0889 0,0762 0,0635 

0,0090 0,0050 0,0075 0,0060 0,0065 

0,1708 0,0994 0,0788 0,0740 0,0597 

10000 1 0000 22000 22000 22000 

(6. 1) 

(6.2) 

Depois de se aplicar o comando através do software MATLAB® como meneio-

nado na Eq. (5 .1 3), o procedimento de otimização utilizando o método SQP resultou 

nas seguintes matrizes de projeto (com dimensões em metros e Ohms) para a conexão 

em série (Eq. (6.3)) e paralelo (Eq. (6.4)) das camadas piezelétricas. 

o, 1904 0, 11 50 o, 1001 0,0629 0,0599 

0,0050 0,0051 0,0050 0,0062 o 0059 
Xs{2p= (6.3) 

0, 1863 0,0993 0,0800 0,0205 0,0241 

8569 22473 27991 31274 36251 
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Tabela 5: Propriedades e parâmetros utilizados no método dos GAs 
Tamanho da População 20 
Número de Gerações 100 

Distribuição de Probabilidade Uniforme 

X par 
SQP -

Função de Seleção Torneio 
Probabilidade de Crossover 80% 
Probabilidade de Mutação 20% 

Contagem de Elite 2 

0,1901 0,1153 0,1013 0,0738 0,0596 

0,0050 0,0062 0,0050 0,0050 0,0050 

0, 1836 0,1095 0,0868 0,0342 0,0153 

12491 1575 1 17583 101 55 41844 

(6.4) 

Como mencionado em seções anteriores, um conjunto de parâmetros deve ser de-

terminado antes da implementação do GA. A tabela (5) apresenta as probabilidades e 

os parâmetros utilizados no processo de otimização por GA. O software MATLAB® 

contém um toolbox para implementação do GA que atende ao problema de otimização 

proposto para o sistema de conversão de energia. O procedimento de otimização utili-

zando o método dos GAs resultou nas matrizes de projeto (com dimensões em metros 

e Ohms) dadas pelas Eqs. (6.5) (conexão em série das camadas piezelétricas) e Eq. 

(6.6) (conexão em paralelo). 

xc~ = 

O, 1724 0, 11 72 0,0933 0,0750 0,0580 

0,0051 0,0051 0,0050 0,0050 0,0074 

O, 1724 O. 1 I 72 O, 0933 O, 0692 O. 0564 

65701 32134 37204 71748 71513 

(6.5) 
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0 ,2029 o, 1172 0,0904 0,0734 0,0514 

xpar-
0 ,0067 0,0051 0,0051 0 ,0050 0 ,0092 

GA- (6.6) 
0,2029 0, 1172 0,0904 0,0716 0 ,0514 

100000 43383 46777 48121 88824 

Para efeito de comparação entre os métodos apresentados, a Fig. (31) mostra os 

valores ótimos obtidos para cada método de otimização e para cada conexão das cama-

das piezelétricas. Nessa figura, S e P correspondem, respectivamente, à conexão em 

série e paralelo das camadas piezelétricas. É possível observar que há uma tendência 

para o comprimento da subestrutura e da camada piezelétrica conforme a frequência 

aumenta: os valores dos parâmetros diminuem. Este fato não foi observado para os 

outros parâmetros. Para verificar se os valores ótimos obtidos podem ser utilizados 

para configurar um sistema de conversão cuja frequência natural está contida dentro da 

faixa de frequência de projeto, a Fig. (32) mostra as frequências naturais resultantes 

para cada combinação de parâmetros e cada conexão das camadas piezelétricas. Essa 

figura revela que os parâmetros ótimos obtidos em todos os métodos de otimização 

apresentados podem ser utilizados no projeto do conversor de energia. O fato de to-

das as frequências naturais estarem dentro da faixa de frequência decorre da influência 

combinada de Ls, h1 e Lp. 

Apesar das frequências naturais serem praticamente as mesmas para os métodos 

MES e SQP, os parâmetros ótimos obtidos geram diferentes FRFs conforme mostra 

a Fig. (33a). Uma inspeção dessas curvas revela que as tensões de pico para o mé-

todo MES são maiores do que o método SQP para a conexão em série e paralelo das 

camadas piezelétricas. As curvas também revelam que as diferenças entre os picos 

são maiores para a conexão em série. Este fato afetará a potência elétrica de saída do 

conversor. 

Analisando a Fig. (33b) , nota-se que a potência eléuica de pico obtida através do 
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método MES foi maior do que para os outros métodos em todas as faixas de frequência 

analisadas. Observa-se, também, que não há uma tendência comum entre os três mé­

todos de otirrúzação quando se compara a potência de saída para a conexão em série e 

paralelo das camadas piezelétricas. 

Os resultados também mostram que os métodos SQP e GA não obtiveram boas 

performances em algumas faixas de frequência analisadas. Este resultado se deve ao 

valor baixo de Lp ótimo obtido, como pode ser visto na Fig. (31). Para as três primei­

ras faixas de frequência, os comprimentos da camada piezelétrica são próximos para 

os três métodos de otimização apresentados. Entretanto, para as duas últimas faixas, 

há uma discrepância entre os valores ótimos de Lp. Este fato, juntamente com a di s­

crepância nos valores ótimos de R1 resultam em uma diferença no pico da potência 

elétrica, como pode ser visto na Fig. (33b ). 

Em geral, as técnicas de otimização clássicas obtiveram melhores resultados quando 

comparados com o método moderno dos GAs para o sistema de conversão de energia 

apresentado. Este fato pode ser explicado pela diferença entre as frequências naturais 

dos conversores, ou seja, para a mesma faixa de frequência de projeto, os métodos 

resultaram em diferentes parâmetros ótimos que configuraram conversores com dife­

rentes frequências naturais. Para o método GA, os parâmetros configuraram converso­

res com frequências naturais maiores, podendo causar uma perda na performance do 

sistema de conversão de energia. É importante mencionar que o desempenho do sis­

tema de conversão de energia, atribuído a potência elétrica de saída do conversor, está 

relacionado ao efeito combinado dos parâmetros ótimos obtidos para cada método. 

Além disso, uma fai xa de frequência de projeto ampla pode vir a causar uma perda 

de eficiência por parte do conversor, uma vez que, para conversores de energia pura­

mente resist ivos, uma excitação com um pequeno desvio da frequência natural causa 

uma grande perda na efi ciência (devido do pico acentuado característico desse tipo de 

conversor de energia). 
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Quando o custo computacional é levado em conta, o método MES não obteve 

uma boa performance, devido ao alto custo computacional atribuído a variação dos 

parâmetros. Para os métodos SQP e GA, nenhuma diferença significativa relacionada 

com o custo computacional foi observada. 

6.1 Incertezas e Otimização Estocástica 

Uma característica comum entre muitas das técnicas de otimização é que elas pro­

curam por um único parâmetro ótimo de urna única vez. Em aplicações práticas, vários 

parâmetros podem variar simultaneamente e causar um efeito combinado no desempe­

nho de um conversor de energia. Além disso, levar em conta variações nos parâmetros 

ótimos de um dado modelo é de extrema importância uma vez que seu desempenho 

e fortemente dependente da combinação entre a frequência natural do conversor e o 

conteúdo de frequência do sinal de excitação. Nesta seção, a preocupação está em dis­

cutir os efeitos das incertezas no projeto e otimização de um conversor piezelétrico de 

energia baseado em vibrações mecânicas. 

A importância de se levar em conta as incertezas para melhorar a preditividade de 

um certo modelo tem sido considerada em vários trabalhos recentes.( SOIZE, 2005, 

CAPIEZ-LERNOUT et al. , 2006). De uma maneira mais geral, o processo de modela­

gem matemática de um dado fenômeno físico pode incorporar dois tipos de incertezas 

(GUO; DU, 2007): epistêrnica e aleatória. A primeira ocorre devido ao conhecimento 

incompleto do sistema (também conhecida como incerteza no modelo) em que são 

consideradas incertezas no modelo (simplificações, por exemplo, para torná-lo mais 

simples). Incertezas aleatórias são comumente encontradas em praticamente todos os 

produtos da engenharia, uma vez que todos os processos de manufatura são sujeitos a 

discrepâncias dimensionais que irão resultar em um produto modificado quando com­

parado com o sistema miginal projetado. Portanto, essas discrepâncias podem afetar 

significativamente as propriedades do produto final (DUCHEREAU; SOlZE, 2006, 
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GAO, 2007). 

No contexto de conversores piezelétricos de energia, a maioria dos trabalhos da 

literatura apresentam urna avaliação simplificada do problema de propagação de incer­

tezas. Urna exceção é o trabalho de Ali, Friswell e Adhikari (2010). Neste trabalho, 

os autores apresentam resultados de uma investigação de incertezas paramétricas em 

um conversor piezelétrico de energia tipo pilha de um grau de liberdade. Resultados 

de Simulações de Monte Carlo apontaram para conclusões gerais em termos de um 

decréscimo de energia convertida quando incertezas estão presentes na frequência na­

tural e no coeficiente de acoplamento eletromecânico do conversor de energia. Kim et 

al. (201 O) investigaram os efeitos de uma massa concentrada no desempenho de um 

conversor de energia formado por uma viga cantilever. A análi se é restri ta a variação 

na frequência natural quando a massa concentrada é variada por uma pequena quanti­

dade na vizinhança da frequência natural fundamental para um número mui to reduzido 

de amostras. 

6.1.1 Análise de Incertezas 

Sistemas estruturais reais inevitavelmente apresentam incertezas em seus compor­

tamentos dinâmicos e a quanti ficação adequada dessas incertezas é crucial para se 

estabelecer um modelo dinâmico confiável de uma dada estrutura. 

Uma maneira de quantificar incertezas aleatóri as ou paramétricas é através do uso 

de um dado número de amostras dos parâmetros que podem apresentar variações e com 

a utilização das Simulações de Monte Carlo (MACE; WORDEN; MANSON, 2005). 

O primeiro passo nas MCS consiste em criar um modelo paramétrico e então gerar um 

conjunto de amostras aleatórias/randômicas correspondentes aos parâmetros incertos. 

O próximo passo cons iste em avaliar o modelo para as amostras anteriormente geradas 

e armazenar os resultados. O procedimento é reali zado para todas as amostras e os 

resultados são anali sados util izando histogramas, análise estatística, intervalos de con-
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fiança, etc. O principal problema deste método é o custo computacional uma vez que 

um grande número de amostras randômicas é usualmente necessário para o procedi­

mento das MCS. Apesar dessa desvantagem aparente, MCS são amplamente utilizadas 

na obtenção de intervalos de confiança para sistemas estruturas simples e complexos 

que apresentam parâmetros com incertezas. 

A análise de incertezas do dispositivo de conversão de energia estudado no pre­

sente trabalho utiliza da técmca MCS e pode ser dividida em três passos fundamentais. 

Primeiro, o modelo médio em termos das FRFs de tensão e da potência elétrica de 

saída é gerado com a utilização da técnica de otimização de multiparâmetros SQP. A 

FRF do modelo médio é gerada de acordo com uma faixa de frequência específica. 

Segundo, um conjunto de parâmetros chave é defimdo com a finalidade de gerar amos­

tras de números aleatórios de acordo com uma Função Densidade de Probabilidade 

(PDF) prescrita e os parâmetros perturbados são utilizados nas MCS. Os parâmetros 

que serão perturbados são: o comprimento da subestrutura, Ls, a altura da massa con­

centrada, h1 , o comprimento da camada piezelétrica, Lp. a resistência de carga, R1 e o 

fator de amortecimento modal , Ç1. Para cada um destes parâmetros, um vetor de nú­

meros aleatórios seguindo uma distribuição normal (Gaussiana) é gerado. Os valores 

médios desses números aleatórios são os valores obtidos através do método de oti­

mização SQP (considerados os parâmetros ótimos de projeto). Uma MCS com 2500 

realizações (ns = 2500) foi então realizada com a finalidade de obter os intervalos 

de confiança das FRFs. Para esse fim, os vetores de realizações aleatórios para cada 

parâmetro foram combinados em ns conjuntos de (Ls,/11 ,Lp.Rt.SJ) números aleatórios 

(rn), que são então aplicados para avaliar as reali zações das FRF a(rnj,ffi) utilizando 

a equação 3.120. Primeiramente, os efeitos de todos os parâmetros com incertezas são 

avaliados simultaneamente. A convergência com respeito ao modelo ótimo (modelo 

médio) e ao número total ns de realizações utilizado nas MCS pode então ser estudada 
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Tabela 6: Desvio padrão para cada parâmetro. 
Parâmetro Desvio Padrão 

Ls 0.0005 (m) 
h, 0.0005 (m) 
Lp 0.0005 (m) 

R1 IO% R1 
çl 10% çl 

com a utilização da seguinte relação (SOIZE, 2005): 

1 ll s f 
Conv(ns) =- [ llat(rnj, ro) - a~P1 (w)ll2dw 

ns j = l 
(6.7) 

em que a~pt ( w) é a FRF (considerando primeiro modo de vibração) gerada através 

dos parâmetros ótimos obtidos através do método de otimização SQP. O terceiro e 

último passo na análise das incertezas é considerar os efeitos das perturbações em cada 

parâmetros individualmente. Como é de ser esperado, os efeitos das incertezas podem 

apresentar variações para diferentes frequências. Sendo assim, a análise é realizada 

para as cinco faixas de frequência de projeto anteriormente descri tas e, para efeito de 

simplificação, somente para a conexão em série das camadas piezelétricas. 

A análise de incertezas se inicia com a definição dos vetores aleatórios. Para cada 

um dos parâmetros ótimos obtidos através do método SQP para a conexão em série 

das camadas piezelétricas (primeira coluna da matriz da Eq. (6.3)), o valor ótimo 

corresponde ao valor médio do vetor formado pelas amostras aleatórias. Para o fator 

de amortecimento, o valor médio utilizado foi de zeta = 0.027 e corresponde a um fator 

de amortecimento equivalente ao obtido de dados experimentais (ERTURK; INMAN, 

2009). Para a geração do vetor com as amostras randômicas correspondendo a PDF 

Gaussiana, é necessário defini r um desvio padrão para cada parâmetro com incertezas e 

estes valores estão apresentados na Tab. (6). Os valores do desvio padrão são utilizados 

para gerar as PDFs de cada parâmetro que podem ser visualizadas na Fig. (34). 

Uma vez que todos os números randômicos foram gerados para todos os parâme-
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tros com incertezas, uma MCS com 2500 amostras foi realizada. A Fig. (35) mostra 

a análise de convergência considerando incertezas em todos os parâmetros. É possível 

observar que, para todas as faixas de frequência anali sadas, aproximadamente 2000 

amostras já são suficientes para assegurar a convergência. 

A Fig. (36) mostra as regiões de confiança para as FRFs do sistema estocástico 

(com parâmetros aleatórios) e a comparação entre a resposta determinística do modelo 

analítico médio (correspondente a "FRF ótima") e a média da resposta randômica para 

o modelo estocástico, obtido através da MCS (correspondente a "FRF por MCS"). 

Nessa figura, é possível notar que, em baixas frequências, a resposta é tipicamente 

descrita por uma frequência natural pobremente descrita, e as FRFs para o conjunto 

se espalham ao redor do sistema detenninístico. Conforme a frequência aumenta, as 

regiões dos picos das FRFs se tornam mais largas e a diferença entre os picos da FRF 
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ótima e da FRF por MCS torna-se maior. Este fato também foi verificado por Mace, 

Worden e Manson (2005), os quais afirmam que os efeitos das incertezas dependem da 

frequência e do nível da incerteza. Para baixas faixas de frequência, o modelo numé­

rico médio é relativamente robusto com respeito a incertezas nos dados. Conforme a 

frequência aumenta, a robustez do modelo médio tende a diminuir e os efeitos das in­

certezas nos parâmetros do sistema se tornam mais evidentes. Além disso, para todas 

as frequências de excitação, a resposta do modelo médio encontra-se dentro de uma 

região de confiança. Este fato é comumente verificado em outras contribuições que 

consideram incertezas paramétricas (ver por exemplo Chen; Duhamel; Soize, 2006). 

Para o caso de análises probabilísticas não paramétricas, existem frequências de excita­

ção para as quais a resposta do modelo médio cai fora da região de confiança (SOIZE, 

2005; CAPIEZ-LERNOUTetal., 2006; CHEN; DUHAMEL; SOIZE, 2006; DUCHE­

REAU; SOIZE, 2006). 

A Fig. (37) mostra a região de confiança para a FRF de tensão elétrica quando 

as incertezas são consideradas simultaneamente em todos os parâmetros perturbados. 

Nessa fi gura, é possível observar claramente um decréscimo na energia elétrica con­

vertida conforme a frequência de excitação aumenta. 

A análise de incertezas continua com o estudo da influência das incertezas em 

cada parâmetro individualmente. O objetivo desta simulação é investigar qual parâme­

tro ou quais parâmetros terão a maior influência na energia convertida. Esta simulação 

é particularmente importante no processo de projeto do sistema de conversão de ener­

gia uma vez que é fundamental a combinação da frequência natural com os principais 

componentes de freq uência do sinal de excitação. Assim, se o valor da frequência na­

tural toma-se sensível a flutuações em um ou mais parâmetros de projeto, este efeito irá 

tomar-se evidente na FRF de tensão e na potência elétrica de saída. A Fig. (??) mostra 

a região de variação dos picos da FRF de tensão quando são consideradas incertezas 

em apenas um parâmetro . Por conveniência , o primeiro resultado, o qual considera 
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incertezas em todos os parâmetros, foi mostrado novamente para efeito de compara­

ção. Na Fig.(??), pode-se notar que as regiões onde incertezas em todos os parâmetros 

são consideradas são maiores do que as regiões onde incertezas em apenas um único 

parâmetro são consideradas, indicando claramente o efeito combinado das incertezas 

quando se considera todos os parâmetros de projeto do dispositivo de conversão de 

energia. Entretanto, para o caso em que incertezas no parâmetro h1 é considerado, os 

efeitos das incertezas se tornam mais acentuados. A variação no pico da FRF de tensão 

é praticamente a mesma para os parâmetros Ls, h1 e Lp, mas a variação na frequência 

natural do dispositivo é consideravelmente diferente. A variação da frequência natu­

ral quando incertezas no parâmetro h1 são consideradas é maior do que para os outros 

parâmetros. Para as duas faixas de frequências mais altas, os resultados mostraram 

valores dos parâmetros do conversor para os quais as frequências naturais resultantes 

não estão na faixa de frequência de projeto. Isto pode, certamente, afetar o desempe­

nho do dispositivo de conversão de energia. Quando os picos das FRFs de tensão são 

comparados para incertezas em R1 e Ç1, as frequências naturais do conversor quase não 

exibem variações significantes, mas a variação de amplitude para R1 é maior do que as 

variações quando incertezas em Ç1 são consideradas. 

Para melhor verificar a influência em todos os parâmetros, a Fig. (39) mostra 

a porcentagem do pico da FRF por MCS com respeito a FRF ótima. Nessa figura, 

cada barra conesponde a essa porcentagem. É possível notar que, com o aumento 

da faixa de frequência, a porcentagem diminui e a influência das incertezas torna-se 

maior. Apesar da amplitude da FRF por MCS mudar com relação à condição ótima, a 

frequência natural da FRF média (obtida através de MCS) não mostra variações signi­

ficativas. 

A Fig. (40) mostra as regiões de confiança para as FRFs do sistema estocástico 

para faixa de frequência de 5-20 e 65-80Hz, que correspondem, respectivamente, as 

regiões com menor e maior influência das incertezas. Essa figura também mostra a 
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Figura 39: Porcentagem da variação da tensão de pico da MCS FRF com respeito ao 
pico da FRF ótima. 

comparação entre a resposta determinística do modelo médio analítico e das respostas 

randômicas para o modelo estocástico considerando incertezas em cada parâmetro se-

paradamente. Assim, é possível observar qual parâmetro incerto tem maior influência 

nas respostas estocásticas do conversor de energia. 

6.1.2 Resultados da Otimização Estocástica 

O método de otimização estocástica foi aplicado considerando-se como aleatórios 

os parâmetros que mais influenciaram a potência de saída do conversor na análise de 

incertezas, ou seja: Ls, h1 e Lp. Os desvios padrões para estes parâmetros são os 

mesmos mostrados na Tab. (6) e os valores da variação normal padrão conespondente 

a probabilidade de 95%, <1> J (0 , 95) é 1,645 (RAO, 2009). Os valores tanto de k t quanto 

k2 usado nas simulações é 0,5 represenlando 50% de impm1ância de \j/ e o ljl para 

minimização. A técnica de otimização estocástica foi aplicada no mesmo conversor 
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Figura 41 : Comparação dos resultados no método SQP e de otimização estocástica 

de energia utilizado anteriormente, e para efeito de comparação, a Fig.(41) apresenta 

os resultados do processo de otimização obtidos através da técnica SQP e da técnica 

de otimização estocástica. Essa figura releva a diferença entre os parâmetros obtidos 

para cada método e cada faixa de frequência. Entretanto, deve-se reafirmar que os 

valores dos parâmetros encontrados confirmam as restrições impostas pelo problema 

de otimização, incluindo a frequência natural resultante para o conversor estar contida 

na faixa de frequência desejada (faixa de projeto). Adicionalmente, a Fig. (42a) mostra 

os picos das FRFs de tensão geradas utili zando os parâmetros ótimos obtidos e a Fig. 

(42b) apresenta a comparação entre a potência elétrica de saída (normalizadas pelo 

maior valor) obtidas com os parâmetros para ambos os métodos de otimização. 

Através de uma inspeção das curvas das FRFs, confirma-se que todas as frequên-

cias naturai s estão dentro da faixa desejada e ainda é possível verificar que as tensões 
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de pico para o problema de otimização estocástica são maiores do que os correspon­

dentes valores para o método de otimização não linear determinístico (SQP) para a 

conexão em série das camadas piezelétricas. Pode-se notar, na Fig. ( 42b ), que as 

potência elétricas de pico obtidas através do método de otimização estocástica foram 

maiores do que os correspondentes valores obtidos pelo método determinístico para 

todas as faixas de frequência consideradas. Assim, os resultados mostraram que a in­

clusão dos parâmetros incertos no processo de otimização é de extrema importância, 

uma vez que a eficiência do sistema de conversar de energia resultante aumentou em 

termos de potência elétrica de saída quando comparado com técnicas de otimização 

determinísticas. 
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS E CONCLUSÃO 

Três diferentes técnicas de otimização foram comparadas com o intuito de obter a 

máxima potência elétrica de saída de um conversor piezelétrico de energia composto 

por uma viga cantilever bimorph parcialmente recoberta por camadas piezelétricas. 

A partir da otimização de multiparâmetros do sistema, parâmetros de projeto do con­

versor foram otimizados para obter a máxima eficiência em termos de conversão de 

energia a partir das vibrações ambientais. A frequência natural do conversor foi desig­

nada estar em uma faixa de frequência de projeto prescrita, ou seja, urna faixa na qual 

os principais componentes de frequência ambiental estão contidas. Este procedimento 

foi realizado para cinco diferentes faixas de frequência de projeto e para a conexão 

em série e paralelo das camadas piezelétricas da viga bimmph. Todos os três métodos 

de otimização apresentados foram capazes de resolver o problema de otimização pro­

posto e, para o problema apresentado, o método MES apresentou melhores resultados 

quando comparados com o método SQP e GA. As frequências naturais resultantes, ob­

tidas através da utilização dos parâmetros ótimos, atenderam a restrição proposta pelo 

problema de otimização, ou seja, para todos os métodos, configuraram-se dentro da 

faixa de frequência de projeto. Através de urna comparação entre os valores ótimos 

para cada método de otimização, é possível concluir que o comprimento do camada 

piezelétrica nem sempre necessita ser igual ao comprimento da subestrutura para se 

obter a condição de máxima potência de saída do conversor. Este fato implica menores 

custos atribuídos ao desenvolvimento/construção do conversor. 

Dois pontos importantes podem ser citados quando os métodos são comparados. 
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O primeiro ponto é que os métodos SQP e GA podem encontrar valores ótimos para a 

resistência de carga que somente podem ser obtidos através do uso de potenciômetros, 

nos quais a resistência de carga pode ser selecionada de acordo que os valores obtidos 

pelo método de otimização. Caso resistores comerciais forem utilizados, é necessário 

mencionar que os valores ótimos podem não estar di sponiveis comercialmente. As­

sim, o resistor de carga comercial correspondente é aquele cujo valor é mais próximo 

possível do valor obtido pelo método. Com isso, a potência elétrica de saída do con­

versor pode diminuir quando este resistor de carga é utilizado, o que causa uma perda 

de desempenho por parte do conversor. O segundo ponto é que a influência dos parâ­

metros no comportamento eletromecânico não pode ser estudada nos métodos SQP e 

GA, nos quais somente vetores de projeto são obtidos como resultado do processo de 

otimização. 

Os resultados mostraram que os métodos clássicos de otimização SQP e MES obti­

veram melhores resultados quando comparados com o moderno método dos GAs. Este 

fato pode ser explicado pelas características do sistema de conversão de energia que 

contém urna carga resistiva pura, no qual o desempenho é perdido quando os principais 

componentes de frequência da excitação (do ambiente) não correspondem exatamente 

a frequência natural do conversor, até mesmo se estiverem espalhados dentro da faixa 

de frequência de projeto . Apesar de todos os métodos apresentados atenderem ao pro­

blema de otimização proposto, a discrepância obtida nas freguências naturais resultou 

em conversores com diferentes potências elétricas de saída 

O presente trabalho também ressaltou o fato de que a variabilidade nos parâme­

tros durante produção, degradação do materi al após longo uso juntamente com ruídos 

as medidas e considerações na modelagem são fontes de incertezas e podem alterar o 

comportamento dinâmico de um sistemas de conversão de energia. Assim, uma aná­

li se e modelagem estocástica utilizando Simulação de Monte Carlo foi reali zada para 

avaliar os efeitos de incertezas paramétricas em um conversor de energia otimizado. 
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Os números aleatórios/randômicos seguiram uma Função Densidade de Probabilidade 

Gaussiana. Apesar do alto esforço computacional atribuído às soluções por MCS, os 

resultados apresentaram um bom entendimento da influência das incertezas paramétri­

cas em um sistema linear de conversão de energia. Os resultados mostraram a influên­

cia das faixas de frequência na resposta eletromecânica sob incertezas paramétricas. 

Foi observado que os efeitos das incertezas são maiores para as mais altas frequências 

e que existem alguns parâmetros incertos que tem maior influência na preditividade 

do modelo eletromecânico. Se estes parâmetros incertos puderem ser controlados du­

rante o processo de produção, a preditividade torna-se melhor. Quando incertezas em 

todos os parâmetros foram consideradas, notou-se a propagação das incertezas nas 

respostas eletromecânicas. A reali zação da análise probabilística paramétrica foi útil 

para estimar a robustez com respeito a incertezas nos dados de projeto, ou incertezas 

paramétricas. 

Depois de se obter os parâmetros que apresentam uma maior influência na predi­

cabilidade do modelo eletromecânico, um método de otimização estocástica foi imple­

mentado para se obter a configuração ótima para o sistema de conversão de energia, 

mediante o fato de uma variabilidade nos parâmetros do projeto do conversor. O mé­

todo considerou os efeitos das incertezas no procedimento de otimização e os resulta­

dos mostraram que a inclusão dos parâmetros incertos no procedimento de otimização 

é importante, uma vez que a eficiência do conversor resultante aumentou em termos de 

potência elétrica de saída quando comparado com uma técnica determinística conside­

rada com uma das melhores j á desenvolvidas (RAO, 2004). 

7.1 Trabalhos Futuros 

Com a finalidade de considerar um conversor de energia mais geral e um mé­

todo que envolva uma maior quantidade de parâmetros do sistema no procedimento 

de otimização, trabalhos futuros serão realizados com a finalidade de adicionar mais 
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parâmetros ao procedimento de otimização e para considerar uma modelagem estrutu­

rais mais geral envolvendo qualquer tipo de sistema de conversão, e não somente vigas 

cantilever bimorph. AJém disso, outras técnicas de otimização, como por exemplo 

o método de otimização topológica, também serão utilizadas. Assim, uma estratégia 

de otimização completa envolvendo um conjunto de parâmetros que configuram da 

melhor maneira um dispositivo de conversão de energia pode ser obtido. 

Além disso, como uma extensão da aplicação das técnicas de otimização e incer­

tezas, conversores de energia não lineares serão estudados. Nestes dispositivos, serão 

consideradas não linearidades tanto do material que compõe o conversor de energia 

quanto na configuração (construção) do próprio sistema, como por exemplo, através 

da inclusão de forças magnéticas agindo no sistema. Uma vez definida a configuração 

do conversor, as técnicas de otimização, bem como a análise de incertezas, serão apli ­

cadas com a finalidade de obter a configuração que converta, da maneira mais eficaz, 

energia proveniente de vibrações mecânicas. 
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