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Resumo

Esta dissertagiio apresenta uma modelagem matematica do escoamento laminar em
tubos de paredes permeaveis aplicada a micro-filtragdo de suspensdes. A modelagem
utilizou-se da formulagiio integral das equagdes de conservagio e de fungdes pré-
estabelecidas para o representar os campos de velocidade e de concentragdo ao longo do
tubo permeavel. As equagdes integrais da quantidade de movimento e da conservagao das
espécies quimicas forneceram duas equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem para
as variaveis funcionais “n (z)” e “m (z)” presentes nas fungdes pré-estabelecidas. Para a
solugio destas equagdes optou-se pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem devido a
sua simplicidade e versatilidade conhecida da literatura. No entanto a equagio para a
conservagio da quantidade de movimento apresentou grande instabilidade ao ser submetida
a solugdio numérica, contomada a partir da imposi¢éo de diferentes formas de evolugio para
o campo de velocidade, através do funcional n(z) cujas formas de variagio foram impostas
segundo uma dependéncia linear, exponencial e polinomial. Por outro lado, a solugdo da
equagiio para conservagdo das espécies foi numericamente convergente. De posse das
funcdes pré-estabelecidas e ajustadas a partir da equagiio da conservagio das espécies na
forma integral, obtém-se neste trabalho os valores correspondentes para o adimensional de
Sherwood, quantificando o processo de transferéncia de massa. Com os valores de
Sherwood, os resultados desta modelagem foram comparados com os da literatura, Grober
et al. (Apud Zeman & Zydney, 1996) e outros, € apresentaram-se de acordo para estudos de
casos particulares, no intervalo de Peclet de 10* - 10°.

Palavras-chave: Tubos porosos; Escoamento laminar; Modelagem matematica,

Formulagdo integral;, Microfiltragio; Sherwood.
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Abstract

Summary: This dissertation presents a mathematical modeling of the laminar flow in
permeable tubes applied to the micro-filtration of suspensions. The modeling uses of
integral formulation of the conservation equations and of functions pre-established for to
represent the fields of velocity and concentration along the permeable tube. The integral
equations of the momentum and of conservation of the chemical species its supplied two
differential ordinary equations if first order for the variables functional “n(z)” and “m(z)”
presents in the pre-established functions. For the solution of these equations was opted for
the method of Runge-Kutta of fourth order due to its simplicity and well-known versatility
of the literature. However the equation for the conservation of the momentum presented
great instability to be submitted to the numeric solution, outlined starting from the
imposition forms different from evolution for the field of velocity, through the functional
“n(z)” with lineal, exponential and polynomial dependence. However, the solution of the
equation for conservation of the species was convergent numerical. Through of the pre-
established functions and adjusted starting from the equation of the conservation of the
species in the integral form, it was obtained in this work the corresponding values for the
dimensionless of Sherwood, quantifying the process of mass transfer. With the values of
Sherwood, the results of this modeling were compared with the one of the literature, Grober
et al. (Apud Zeman & Zydney, 1996) and other, and they came of agreement for particular
cases in the interval of Peclet of 10" the 10°.

Keywords: Permeable tube; Laminar flow; Micro-filtration; Mathematical modeling;

Similarity method; Sherwood.



1. Introdugio e Objetivos

1.1 Introducéo

A microfiltragdo tangencial é um processo que envolve a separagio de misturas gas-
solido particulado, solido-liquido (coloides e suspensdes) e liquido-liquido (emulsdes).
Nesse processo, mantém-se a mistura fluida circulando paralelamente a uma superficie
permeavel (membrana), sujeita a diferengas de pressdes transmembrana entre 2 e 8 bar. A

Figura 1 ilustra o escoamento tipico do processo de microfiltragéo.

Superficie permeavel

Fluxo de permeado

= T___T_TCTE/ET __________ L

[ " Pressio
‘ | | transmembrana
Concentragio v v v V (Ap)
T

inicial de soluto

E‘:

Fluxo de permeado

Figural: Escoamento tipico da filtragdo tangencial (microfiltragdo) em um tubo

permeavel.

Esta técnica é classificada como microfiltragio, ultrafiltragio ou nanofiltragio de
acordo com tamanho das particulas na mistura a serem separadas. O espectro aproximado

deste campo de filtragdo e suas aplicagdes estdo ilustrados na Tabela 1.



Tabela 1: Espectro aproximado do campo de filtragdo tangencial.

o . - Mo leculay Macro Micro
Espécie quimica mica ERal molecular particulado
Tamanho das
particulas (jun) | 000100005 0,001-0,008 0,1-0,8 k10
Massa molecular
(Daltons) 100 200-100,000 500,000
Ions Metalicos T — Amido
Agua Salgada
Emulsies
Algumas
subsiincias
COMUNS Sacarose
Hactérias
Corantes i
ansdas
Virus (Macromoléculas)
. i UI.TRAFI[.TRAC.!'SD
rocessos de .
separacio _ MICROFILTRACAO
NANOFILTRACAO
1

A vazio de fluido pela superficie permeavel é chamada de vazido transmembrana ou
permeado. O permeado é objeto de analise, onde a partir de suas propriedades fisicas e
quimicas, avalia-se a qualidade do processo e também da superficie seletiva na retengdo de
uma ou mais fases de uma mistura. A modelagem da fluidodindmica do processo € muito
complexa, pois envolve equagdes para leis de conserva¢io do escoamento confinado em
geometria de placas ou tubos porosos. Tais equagdes sdo ndo-lineares e conseqlientemente
ndo possuem solugio analitica.

Este processo é empregado em diversas areas da Engenharia. Na Engenharia
Mecinica, por exemplo, é aplicado no tratamento de residuos no processo de usinagem de
metais, € na desemulsificagio de misturas em processos particulares da engenharia de

petroleo (Benito et. al., 1999).



Outra aplicagdo importante da ultrafiltragiio é feita na indastria de pintura por
eletrodeposigio, cujo objetivo principal € o de recuperar a tinta jogada em efluentes. Hoje,
no entanto, esta tinta é utilizada também com outros propdsitos dentro de instalagdes de
eletroforese. A industria de bens de consumo que se utiliza gabinetes ou carrocerias
metalicas esta atualmente no Brasil, se desenvolvendo com o objetivo de reduzir os custos e
melhorar a qualidade do produto. Dentro deste escopo situam-se claramente as pinturas por
eletrodeposig¢io. Tal processo se da em um tanque, onde a pega permanece totalmente
imersa na emulsio (tinta + agua). A emulsdio residual é tratada com o processo de
ultrafiltracdo (Zeman & Zydney, 1996).

A filtragdo por membrana oferece simplicidade e baixo custo de operagio em
comparagio a outras técnicas, como por exemplo, a separagio por centrifugagio, filtragio a
vacuo e secagem por vaporizagio (spray drying). Na produgdo de sucos e agucares, por
exemplo, no que diz respeito ao processo de concentracdo, utiliza-se a microfiltragéo, ja
que € mais vantajosa do ponto de vista econémico, com menor consumo de energia em
relagio ao equipamento tradicional de evaporagio (Scott, 1995).

Deve-se ressaltar que outras formas de escoamento podem ser elaboradas para um
processo de microfiltragiio. O filtro prensa “dead-end” é uma alternativa para o processo de
microfiltragdio, e ao contrario da filtragdo tangencial, ¢ um processo mais simples, porém de
aplicagGes mais restritas. A Figura 2 ilustra o modo de operag¢io do dispositivo “dead-end”.
Notamos que neste processo de filtragio, a mistura é conduzida perpendicularmente a

superficie permeavel (membrana).



Corrente Principal

A\
v v
| Membrana |
vl
Permeado

Figura 2: Dispositivo de filtragdo “dead-end”.

Um dos aspectos criticos na diminuigdo de fluxo transmembrana nos médulos para
microfiltragiio sdo os fendmenos de transferéncia de massa que vem a ocorrer na superficie
seletiva.

A seletividade da superficie permeavel combinada com a vazio transmembrana
(permeado), ¢ adequada se a transferéncia de massa do soluto for suficientemente grande
para evitar a intensificagio de uma camada limite de concentragdo, capaz de reduzir a
vazio pela superficie permeavel. Este fendmeno geralmente denominado polarizagéo,
freqiientemente é um fator dominante no controle do desempenho do processo de
microfiltra¢do.

Para obter altas taxas de transferéncia de permeado através da superficie da
membrana, ¢ necessario termos altas velocidades tangenciais e/ou turbuléncia nas
vizinhangas da membrana. Isto é mais facilmente atingido usando a filtragio tangencial na
qual a solugfo escoa paralela & membrana e o permeado escoa perpendicularmente como

mostrado na Figura 3.



Filiracfo tangencial

Corrente Principal Retentado
STAOYVYYY Y
v A v v v v
| Membrana |
bbb
Permeado

Figura 3: Dispositivo de filtragdo tangencial

A compreensdo do motivo pelo qual a filtragdo tangencial € mais complexa que o
dispositivo “dead-end”, requer a consideragdo de trés particularidades do escoamento e do
fluido: a concentragiio da solugiio, o permeado € o retentado.

No dispositivo “dead-end” é relevante apenas a concentragdo da solugio e a vazio de
permeado. Na industria farmacéutica este processo € utilizado para a remogao de particulas,
limpando os canais por onde passam as solugdes biologicas e/ou quimicas, por exemplo,
em muitas aplicagdes na industria eletronica, em algumas aplicagdes biomédicas, e para
outras em pequena escala em laboratérios (Zydney & Zeeman, 1996).

A TFigura 4 nos fornece um espectro aproximado do campo de filtragio dos

dispositivos acima mencionados.



Filtragdo Vti.mgencial | j
Dead-end

Ultrafiltragiio

Microfiltragio

Filtragdo Convencional

103 102 10" 1 10 107 10°

. 5 -0
Tamanho médio das particulas de soluto, microns (10" m)

Figura 4: Modo de operagio e aplicabilidade dos processos de filtragdo com membranas.

O actimulo de soluto ou particulas na superficie da membrana produz o que é
comumente chamado de camada de resisténcia ou polarizagdo, citado na literatura em
inglés como “cake layer” (Zydney, 1997 e Guell & Davis, 1986). A polarizagio é o
principal fendmeno responséavel pela redugiio da vazio transmembrana, quando comparado
com a vazdo de um fluido puro. O conhecimento deste fenémeno, préprio do processo, é
muito importante, pois a estimativa da vazio trans-membrana ¢ fundamental para efetivar
sua instalagio industrial.

O perfil da concentragio de soluto varia da superficie permeavel (membrana) de “C,,

para aqueles valores na corrente principal da solugio C,” — valor referenciado como

acima da espessura da camada limite de concentragdo. A Figura 6 ilustra a camada limite de
concentragdo proveniente da corrente principal do escoamento de uma mistura fluida junta

a uma superficie permeavel. As grandezas J e N; sdo respectivamente, os valores da vazio

» oC | N aen N
de filtrado e vazéio de soluto. O termo D o ¢ a transferéncia difusiva de soluto na diregio

radial.
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Figura 5: Perfil de concentragio em condi¢es de estado estacionario.

Durante a microfiltragdo de suspensdes coloidais, particulas contidas na solugdo sdo
convectivamente dirigidas para a superficie da membrana onde elas se acumulam e tendem
a formar uma camada de resisténcia junto & superficie do canal. Esta pelicula aderente
formada junto a superficie da membrana, também conhecida como camada gel-polarizada,
resulta num aumento da resisténcia hidriulica ao escoamento de permeado. Como
resultado, a vazdo de permeado decresce com o tempo, principalmente no inicio do
processo. Os custos operacionais dos sistemas de membranas sio diretamente dependentes
da vazdo de permeado. Conseqiientemente, essa vazio e os fatores que a afetam sfo
consideragdes determinantes na viabilidade da membrana e custo do processo.

A maior vantagem da microfiltragio no tratamento da agua, por exemplo, é a
eficiéncia em purificar e descontaminar este insumo em um tnico processo, sem o uso de
produtos quimicos e, portanto, sem produgio de agentes agressivos ao meio ambiente. Esta
tecnologia tem sido recebida com um crescente interesse, como um método integrado aos
atuais processos e para a futura demanda de agua potavel de alta qualidade (Lee & Clark,
1997),

Fundamentalmente associado a esta tecnologia, temos o escoamento num tubo ou
entre placas de superficie permeavel. Um dos primeiros estudos citados na literatura a

respeito do escoamento laminar newtoniano num tubo permeavel € o de Berman (1953). O



autor utiliza as equagdes de Navier-Stokes para obter uma completa descrigdo do
escoamento de um fluido através de um canal de secgdio retangular com ambas paredes
igualmente permeaveis. Este estudo foi limitado ao escoamento bidimensional
incompressivel em regime permanente. A solugéo das equagdes do escoamento levaram a
expressdes detalhadas para a dependéncia da velocidade e pressdo ao longo do canal.

Outro trabalho desta natureza é o de Altena e Belfort (1984), que aborda o
movimento de particulas em um escoamento bidimensional de Poiseuille em placas e tubos
com paredes permeaveis. As trajetorias das particulas foram calculadas para sucgdo e
inje¢iio através da superficie. Os resultados mostram que, contrariamente ao escoamento
em tubo nfio poroso, as particulas sempre alcangam os poros da parede, a partir dos efeitos

de sucgao.



1.2. Objetivos

Esta disserta¢fio tem os seguintes objetivos:

A partir da formulagio integral das equagdes de conservagio da massa,
quantidade de movimento e espécie quimica, estudar a modelagem com fungdes
pré-estabelecidas para os campos de velocidade e concentragdo, o escoamento
laminar permanente de fluidos newtonianos num tubo permeavel com misturas

de uma Ginica espécie;

Avaliar o potencial desta modelagem com base na comparagiio e ajuste a

resultados do adimensional de Sherwood encontrados na literatura.



2. Revisio Bibliografica

2.1. Caracteristicas Gerais do Processo e Citacdes da

Literatura

y

Em microfiltragio tangencial (MFT), a mistura fluida escoa paralelamente a
superficie da membrana e o permeado atravessa perpendicularmente & membrana devido a
diferenga de pressdo. A formagdo da camada gel-polarizada reduz a vazdo de permeado,
que apés alguns minutos do inicio do processo, estabiliza-se. Desta forma, € possivel obter
e tratar o escoamento em regime quase-permanente por um longo periodo de tempo.

Segundo Ripperger & Altman (2002) a microfiltragdo € um processo que envolve
diferenca de pressio dirigida numa membrana (supetficie permeavel) como forga motriz
para a separagiio de pequenas particulas como microorganismos e emulsdes. As membranas
usadas tem estrutura micro-porosa a qual separa pequenas particulas com tamanho variando
de 0,02 — 20 um. Trata-se da mais antiga e pioneira tecnologia de membrana. Ela teve
inicio no comego do século XX com a preparagdo de membranas micro-porosas de
celulose. Pela primeira vez em 1907, encontrou-se com experimentagio, que na filtragio de
suspensdes coloidais o escoamento tangencial a superficie permeavel, conduzia ao aumento
de filtrado com o aumento da pressio. Este foi o principio de invengdo da microfiltragio
tangencial.

Atualmente as técnicas de operagio com membranas sfo aplicadas, por exemplo, na
fabricagio de muitos farmacos, alimentos e sistemas de protegdo ao meio ambiente. E uma
técnica utilizada para produgiio de liquidos puros, concentrados de suspensdes, na
reconstitui¢io de processos liquidos, e na separagio de bactérias e emulsGes. A vazdo de
permeado na filtragio tangencial ¢ influenciada por um grande niimero de pardmetros,
como por exemplo, velocidade tangencial, pressdo transmembrana, resisténcia hidraulica da
membrana, resisténcia da camada gel-polarizada, distribuigdo das particulas em suspensdo,
forma das particulas, comportamento quimico da aglutinagdo das particulas na superficie,

dentre outros.
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De acordo com Bowen & Willians (2000), a aplicagdo de membranas nos processos
de separagiio é o mais recente e significante desenvolvimento da engenharia aplicada aos
processos quimicos e bioldgicos. Tais processos sdo usados em uma ampla faixa de
operagdes industriais para a separagio de moléculas organicas, macromoléculas biolégicas,
coldides, ions e solventes. O projeto e a operagio dos processos de membranas requerem
métodos quantitativos para a estimativa do desempenho da separagéo.

Benito et. al. (1999) estudaram um processo integrado com ultrafiltragio para
remogdo de oOleos em efluentes da industria siderargica. O 6leo contido no permeado
proveniente do estagio de ultrafiltragdo é 75% menor que os limites estabelecidos por todos
os paises da Unido Européia. Além disso, todas as particulas solidas em suspensio foram
removidas durante o estagio de ultrafiltragio. A regeneragéo dos efeitos de entupimento da
membrana foi realizada com recirculagio de detergentes comerciais.

Os métodos comumente usados podem ser limitados e de baixa confiabilidade na
avaliagio de um processo aplicado com membrana. Geralmente € necessario fazer
extensivos testes, os quais podem ser caros € demorados. Ha em particular, uma
necessidade de um método previsor que tome como ponto de partida as propriedades fisico-
quimicas dos materiais a serem separados.

Existem métodos que possuem potencial para avaliar os fenomenos de superficie, sdo
eles: variagio da condutividade elétrica e técnicas a laser. O uso do laser a partir do
principio de triangulometria (Ripperger & Altman, 2002), mostrou mais flexibilidade neste
Caso.

As particulas que constituem um sistema ou mistura coloidal tem um didmetro
compreendido entre 100A e 100 pum as quais encontram-se suspensas em um fluido como a
agua. Sdo exemplos de suspensdes coloidais: agua com matéria orgdnica, bactérias e
proteinas. Coloides inorginicos sdo misturas em agua de residuos como talco, 6xidos
metalicos, e outros materiais particulados.

De acordo com Schifer et. al (1999), a microfiltragio é um processo extremamente
eficiente na remogio de material particulado de aguas superficiais. Investigando o
tratamento de agua com parcela de soluto muito baixa, também foi observado um
acentuado declinio na vazio de permeado. Isto foi devido a agregados orginicos confinados

na camada de resisténcia. Os autores examinaram a camada gel-polarizada por
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espectroscopia eletrénica dispersiva e verificaram que os coldides que compde o material
inorginico continham silicio, aluminio e ferro.

Neste estudo, um modelo foi desenvolvido para uma melhor compreenséo dos fatores
que influenciam a formagdio da camada de resisténcia e seus efeitos na filtragio da
membrana. Particulas de 6xido de ferro, hematita (Fe,0s), de diferentes tamanhos foram
selecionadas como representantes de um coléide inorganico.

O comportamento da microfiltragio foi estudado em diferentes solugdes quimicas
(variando o pH, forga idnica, tipo e concentragiio dos orgénicos, concentragido de célcio, e
outros) e para diferentes misturas de hematita com organicos e solugiio salina. As citagGes
neste estudo sdo para um entendimento da interagdo coléide e misturas orgénicas e seus
impactos na superficie de filtragio.

Aguas de correntes superficiais, tais como rios, corredeiras e lagos, contém matéria
orgénica natural e moléculas orginicas de baixa e alta massa molecular, microorganismos e
coldides inorganicos. Coloides inorginicos contidos na agua podem ser oxidos/hidroxidos
de Mn, Fe, Al e Si, bem como carbonatos e argilas, com tamanho variando de poucos
nandmetros a milimetros.

Drozd & Shwartzbrod (1997) utilizaram um sistema experimental de microfiltragdo
com membrana cerdmica de porosidade 0,2 pm e area superficial de 0,1 35m?, na remogio
de bactérias Cryptosporidium. Uma amostra de agua de rio foi contaminada artificialmente
e filtrada, sendo que a taxa de remogio do microorganismo foi extremamente satisfatoria,
maior que 99,9%.

Em microfiltragio, os coldides (bactérias e suspensdes macromoleculares) podem
aderir a superficie da membrana ou aos poros, dependendo do tamanho e da forma do
coloide. Particulas muito menores que os poros da membrana podem ser depositadas
internamente, as quais eventualmente iniciam a obstrugéio dos poros. Particulas de tamanho
similar ao dos poros podem bloquea-los e particulas muito maiores serdo depositadas na

superficie da membrana formando uma camada de resisténcia conforme mostra a Figura 6.
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Figura 6: Figura ilustrativa da camada polarizada na superficie de uma membrana.

A retengiio das particulas € devido ao fendmeno da camada polarizada, bem como as
forgas hidrodindmicas (forgas inerciais) de suspenséo e difusdo por tensio induzida as quais
aumentam com o tamanho das particulas da mistura. Para pequenos coloides, capazes de
passar através da membrana, a vazdo de permeado podera ser baixa devido & um
irreversivel entupimento interno conhecido na literatura em inglés como fouling. Este
fendmeno manifesta-se tipicamente como um decaimento da vazio de permeado e alteragao
nas propriedades seletivas da membrana.

O fouling é um fendmeno de entupimento dos poros da membrana, que causa
alteragdes irreversiveis devido a interagdes fisicas e/ou quimicas especificas entre a
membrana e 0s varios componentes presentes na mistura.

Nos efeitos de entupimento fouling, a vazio de filtrado e soluto passam a ter variagdes
semelhantes aquelas associadas com o fendmeno de polarizagio. No entanto, a polarizagfio
é um fendmeno reversivel a nivel de camada limite. Polarizagdo pode ser controlada, por
exemplo, com condigdes de operagio de fluxo reverso. Esses efeitos podem ser reduzidos
ou até eliminados pelo aumento da tensdo de cisalhamento do fluido na superficie
permeavel.

Em contrapartida, o entupimento ocorre porque interagdes (atrativas) fisicas e/ou
quimicas ocorrem entre os varios macrosolutos (particulas) e a membrana. A taxa e alcance

do entupimento ¢ tipicamente uma fungio do dispositivo fluido mecéinico, mas ndo pode,
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em geral ser eliminada simplesmente pelo acréscimo da taxa de transferéncia de massa do
soluto.

O entupimento fouling permanece um fendmeno pouco entendido. Em principio,
todos 0s componentes presentes no processo de filtragio podem obstruir a membrana. A
natureza e o alcance do entupimento sio determinados pelas caracteristicas fisico-quimicas
moleculares dos componentes individuais e da membrana. Em muitos sistemas, as espécies
que causam os efeitos dominantes do entupimento estdio presentes em pequenas
quantidades, e suas concentra¢gdes podem ser independentes dos principais componentes
envolvidos no processo de filtragdo.

Um dos maiores problemas relacionados ao entendimento do mecanismo de formagao
do fouling é distingui-lo entre os efeitos de polarizagio. Muitos pesquisadores tém atribuido
o rapido declinio da vazio como o comego do processo de polarizagdo. Qualquer redugdo
sistematica da vazdo transmembrana ¢ entdo atribuida ao entupimento do tipo fouling. No
entanto, este entupimento também pode desenvolver-se muito rapidamente. Por exemplo, o
tempo caracteristico para a adsor¢do de proteinas em superficies solidas pode geralmente
ser de apenas alguns segundos. Mudangas fisicas na estrutura da membrana podem ser
causadas por compactagio ou deformagio. A degradagio quimica também pode ser um
problema em muitos sistemas, se o pH, temperatura, ou composi¢do quimica da solugdo ou
agentes de limpeza forem incompativeis com composi¢do quimica da membrana.

Existe uma enorme variedade de espécies inorginicas que podem causar um
significante fouling em membranas durante a microfiltragdo. Muitos destes compostos
inorgdnicos estdo presentes nos alimentos e nas aguas de superficie. Eles incluem sulfato de
calcio, carbonato de calcio, fosfato de calcio, silica, Oxidos metalicos e hidroxidos
(particularmente de ferro e de aluminio), coloides de enxofre, e outros particulados
inorgdnicos. O entupimento causado por compostos de metais e sais, geralmente ocorre por
precipitagdo ou floculagdo dentro dos poros da membrana. Sais de calcio sdo um dos mais
relevantes agentes de indugdo ao entupimento fouling em muitos processos, como por
exemplo, na industria de processamento de queijo (Zydney & Zeeman, 1996).

Em modelos microscopicos leva-se em consideragio os efeitos de forgas entre
particulas. A Figura 7 ilustra as forgas que agem numa particula esférica, que sio: arrasto,

atrito, empuxo e outras de natureza eletrostatica.
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As forgas de polarizagio estdo associadas as forgas de London ,Van der Waals ou
interagdes do tipo dipolo induzido. Estas forgas surgem a partir das flutuagdes na densidade
de cargas das nuvens de elétrons dos atomos individuais. As flutuagdes na densidade
eletrénica  produzem  constantemente  mudangas  instantineas  dipolares  nos
atomos/moléculas que entio induzem dipolos semelhantes nas suas vizinhangas. As
interagdes entre esses dipolos induzidos levam a uma forga de atragio de alcance

relativamente grande entre os &tomos no contato mistura e membrana.

Campo de Velocidade
=

Forga de
@"" Difusio Arrasto

%

Interagéo entre

Q-p-— & _ T Particulas
For¢a de Atrite =% Forga de Arrasto
“~——Particula

—— Interagdo Particula e Forga de Arrasto

Camada de Polarizagio Vazio de Filtrado
ou Permeado

Figura 7: Forgas inerciais e eletrostaticas que atuam em particulas esféricas.

A literatura (Zydney & Zeman, 1996) encontrada sobre estudos de adsorg¢iio de
macrosolutos tem focalizado as proteinas, devido a importincia critica da adsor¢io protéica
em muitos sistemas biolégicos e que possuem uma imensa gama de interagdes eletrostaticas
com a superficie permeavel.

Pesquisadores tém medido a quantidade de proteina adsorvida na superficie da
membrana. No entanto, quantificar as caracteristicas de adsor¢io, ¢ algo muito complexo,
podendo levar a conclusdes errdneas sobre o comportamento da adsor¢do. Medidas de

reducio na concentragio de proteinas no volume da solugéio causado por adsorgdo podem

15



incluir a proteina acumulada contida na concentragdo da camada limite adjacente a
membrana (Zydney & Zeman1996).

Segundo Piron et.al (1995), o aumento da camada de polarizagdo envolve dois fluxos
opostos: um difusivo que surge devido a pressao, que faz com que as particulas retornem a
superficie da membrana; e outro convectivo devido a corrente principal com efeitos de
tensdo de cisalhamento. Dessa forma € necessario um coeficiente de difusdo para avaliar
este transporte difusivo. A difusdo Browniana nfo € capaz de estimar o fluxo de permeado
para microfiltragdo pois devido ao tamanho das particulas envolvidas, o valor do
coeficiente de difusdo também é muito baixo, o que leva a um valor subestimado da vazio
de permeado, denominado “Paradoxo do Fluxo”. A principal teoria proposta para explicar o
transporte difusivo € a difus@o por tenséio induzida.

A difusido por tensdio induzida origina-se da interagio entre as particulas do soluto.
Tais interagdes provocam os movimentos laterais das particulas e so de dois tipos: cada
particula esférica gira e cria um campo de velocidades que exerce forgas de arrasto nas
esferas vizinhas; as colisdes entre as esferas ocorrem devido as linhas de corrente
possuirem diferentes velocidades. Em contraste, a difusdo Browniana ocorre devido as
colisdes das moléculas do solvente com as particulas do soluto, o que faz com que estas
ultimas executem movimentos aleatorios (Probstein, 1976).

Zydney (1997) apresenta um desenvolvimento de um modelo matematico para o filme
adjacente a camada limite de concentragio devido ao fendmeno de polarizagdo. A Figura 8
ilustra o perfil de concentragio de soluto adjacente a superficie permeavel. O valor da
concentragdo na superficie € indicado por C,, enquanto o valor de concentragio no nicleo

do escoamento (bulk solution) por C, ; a espessura da camada limite € representada por 8.

O acumulo de soluto (particulas) junto a superficie provoca uma resisténcia hidraulica
adicional ao escoamento, em série com a resisténcia hidraulica da membrana. Este efeito é
mais intenso para misturas ou suspensdes, com macromoléculas, formando uma camada
densa, dando origem a chamada camada gel polarizada, reduzindo a vazio de permeado

através da membrana, conforme ilustra a Figura 8.
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Figura 8: Modelo de resisténcia para camada gel-polarizada.

O niimero de Sherwood (Sh) (Cheryan, 1998) é definido como o valor da razio do
coeficiente de transferéncia de massa por convecgdo pela transferéncia molecular de massa.
Nenhuma das metodologias de modelagem discutidas na literatura descreve de maneira
completa a relagdo entre a vazio e a pressido transmembrana em MF e UF. Uma forma de
modelagem, bastante utilizada, ¢ obtida com o uso da “resisténcia em série”, conceito que
¢ comum em transferéncia de calor.

Para uma membrana ideal sujeita a uma solug¢do concentrada, podemos estabelecer a

relagéo:
FmB AL
7

onde A é o coeficiente de permeabilidade da membrana, o qual inclui as propriedades
caracteristicas da propria membrana, p € a viscosidade do permeado ou filtrado, e Pt é a
pressdo transmembrana aplicada. Para uma solugdo concentrada, numa dada temperatura, a
viscosidade é geralmente incluida no valor de A e esta constante pode entdo ser escrita

como 1/Ry;, onde Ry € a resisténcia intrinseca da membrana usando agua pura como fluido:

17



l)T
Jégua = '1{—
M

Neste caso, o valor de Ry ou A sfio uteis ndo apenas para os propositos da
modelagem, mas também para avaliar a efetividade do procedimento de limpeza e para o
mapeamento do longo periodo de estabilidade da membrana.

Por outro lado, se um significante fouling ocorrer na membrana, a resisténcia
intrinseca da membrana pode variar. Isto € levado em conta adicionando um outro termo de

resisténcia devido ao fouling (Ry ) ao modelo:

o PT
R,;+R;

Desde que este tipo de fouling ocorre geralmente devido a interagdes fisico-quimicas,
Ry é freqiientemente agregado com a resisténcia intrinseca da membrana, como R, onde
R, =R, +R,. Para a concentragio de polarizagio e a camada limite, um termo de

resisténcia adicional, Rg, pode ser somado a equagdo para a vazo na forma:

_ Py
RM +RF +RG

onde Rg € uma fungdo de parametros operacionais e propriedades fisicas tal que:
R = ¢P1'
Dessa forma o modelo de resisténcia fica:

= PT
RIM + ¢PT
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Conceitualmente este modelo é adequado para dados tipicos da relagdo entre vazio
e pressdo. Para baixas pressdes transmembrana (Pr), o termo Rg podera ser muito menor
comparado & R, e o fluxo poderd ser uma fungio da pressdo. Para altas pressdes
transmembrana, o termo Rg torna-se relativamente grande. O fluxo ¢ menos dependente da
pressdo e aproxima-se do valor limite 1/¢, pois quando Pr se torna grande comparado a
R}, temos que (R),/Pr)=0, e portanto:
fo X8 1
Pt *
T
O termo ¢ serd uma fungiio de variaveis que influenciam a transferéncia de massa

como a viscosidade, a razio tensdio-velocidade e a temperatura. A pressdo Otima para

operagio com sistemas é o produto onde as resisténcias R\, e Rg se igualam:

(PT)élima = RlM /.
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2.2. Modelagem Matematica

Bhattacharjee et. al. (1996) apresentam uma solugfo analitica para a queda de
pressio em um escoamento de fluido em placas retangulares e tubos cilindricos com
paredes porosas para o caso de permeabilidade constante na parede. Demonstra-se que o
modelo para o caso particular de velocidade constante na parede em placas retangulares
com paredes permeaveis concorda muito bem com a solugéo de Berman (1953).

Sirshendu et. al. (1996) apresentam solugdes de similaridade e integral generalizada
para o perfil de concentragdo com a variagdo da pressdo transmembrana no processo de
filtragdio tangencial. As solugdes para o perfil de concentragdo na transferéncia de massa na
camada limite foram obtidas e as previsdes do modelo sio comparadas com experimentos
realizados com Dextrana T-40 e T-20 e os resultados do modelo concordaram bem com os
resultados experimentais.

Segundo Lee & Clark (1997) os mecanismos de transporte de massa durante a
filtragio tangencial sdo matematicamente expressos usando a equagio de difusfio
convectiva bidimensional, onde o termo de difusdo axial é desprezivel devido ao nimero de
Peclet (Pe = Re. Sc) na diregiio axial ser muito maior que o nimero de Peclet na diregfo
transversal. Um método numérico é apresentado para solucionar a equagiio de difuséo
convectiva em duas dimensdes para o caso simples de vaziio de permeado uniforme.

No entanto, neste processo de ultrafiltragio, a vazdo de permeado ao longo da diregéo
axial é desconhecida e geralmente decresce com a distincia axial. Além disso, um
algoritmo iterativo é desenvolvido para predizer a vaziio de permeado em regime
permanente, baseado na hipétese de que a concentragdio na superficie da membrana néo
pode exceder um certo valor limite.

Usando um modelo numérico com um coeficiente de difusdo efetivo, o qual é
considerado como sendo a soma dos coeficientes de difusio molecular e da tensdo
hidrodindmica induzida, foram utilizados para investigar os efeitos do tamanho das
particulas, a concentragiio da solugfo e a velocidade axial da vazdo de permeado em regime
permanente.

De acordo com Huang & Morrissey (1998) a analise de elementos finitos € um

poderoso método de analise de muitos problemas em engenharia. Neste estudo, a analise de
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elementos finitos foi usada para simular o desenvolvimento da polarizagio em ultrafiltragdo
de solugdes protéicas. Um pequeno filtro de membrana foi desenvolvido para verificar a
modelagem. Um disco de membrana de polissulfeto de 47 mm de didmetro foi usado neste
estudo. Solugiio de albumina de diferentes concentragdes foi bombeada para escoar através
do canal da membrana. A velocidade do escoamento tangencial da solugéo protéica foi
cuidadosamente controlada para a regiio laminar. Com a velocidade do escoamento
confinada no canal e estimada pela solugiio de perturbagfio, a concentragio de proteinas na
superficie da membrana e o coeficiente de transferéncia foram precisamente estimados pelo
modelo.

De acordo com Huisman e Trigardh (1998), a vazio limite na microfiltragiio de

suspensdes de particulas foi calculada numericamente a partir da solugdo da equagdo de

transporte difusivo-convectivo que governa o escoamento u&+ vV———

onde C é a concentragio de soluto na solugio.

Os resultados numéricos obtidos para o modelo de difusdo Browniana e por difusfio
por tensdo-induzida podem ser reunidos em uma equagao aproximada, a qual mostra que a
vazio transmembrana depende de pardmetros tais como tensio de cisalhamento,
concentragio da solugfio e comprimento da membrana. Os resultados numéricos concordam
bem com os da vazio medidas no escoamento tangencial. Demonstrou-se que a difusdo
turbulenta contribui apenas superficialmente para o transporte de particulas na camada
limite de concentragio. A vazio de microfiltragio para escoamentos em condigdes
turbulentas foi por essa razio predita acuradamente por calculos numéricos, apesar da
difusdo turbulenta ser desprezada.

Bowen et. al. (2000) investigaram a influéncia das condigGes fisico-quimicas na vazao
de permeado em ultrafiltragio de suspensdes coloidais. Uma solugio numérica das
equagdes de Navier-Stokes, continuidade, e difuséo convectiva acopladas foram usadas
para modelar o perfil de concentragdo e, portanto, estimar a vazio de permeado na filtragdo
tangencial. Uma solugiio bidimensional usando o método de diferencas finitas foi
desenvolvida em termos do algoritmo de Thomas e implementada na linguagem Fortran. O
modelo pode ser aplicado em modulos de placas planas (com uma ou duas paredes porosas)

e pode ser adaptado para médulos tubulares. Neste trabalho, segundo Bowen et. al. (2000) o
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modelo foi versatil e pode ser executado para propriedades constantes ou variaveis. Levou-
se em conta os efeitos da variagio de trés propriedades principais: pressio osmotica,
coeficiente de difusdo e viscosidade através do modulo. A determinagio destas trés
propriedades fisicas foi possivel mediante calculos fundamentais de interagdes coloidais
entre particulas as quais levam em conta as interagdes eletrostaticas.

Estas descri¢des de interagdes coloidais foram usadas para desenvolver um modelo a
priori, com parimetros ndo ajustaveis, que permitem uma predigio quantitativa das
propriedades da dispersiio coloidal como uma fungdo do pH, tamanho do coloide, forga
idnica e concentracio do coldide. O resultado do modelo tem sido comparado com dados
para proteinas animal e humana. Boa concordéncia entre predigdes teodricas e dados
experimentais foi obtida.

Similarmente, Bowen & Willians (2000) apresentaram uma descrigio numérica por
diferengas finitas do processo de ultrafiltragdo, que tambeém envolve a solugio acoplada das
equagdes de Navier-Stokes, continuidade e difusio convectiva, enquanto os pardmetros
calculados da pressdo osmética, coeficiente do gradiente de difusdo e viscosidade foram
desenvolvidos e testados para biocoléides.

Os calculos mostram que os efeitos da viscosidade e do coeficiente de difuséio sdo
ambos relevantes e comparaveis em magnitude. Esta é a descri¢io do processo de filtragéo
tangencial em que interagdes de biocoldides controladas pela pressdio osmdtica, gradiente
de difusdo e viscosidade, sio calculadas a partir do conhecimento da seqiéncia de
aminoacidos. Quando as equagdes de conservacdo sdo acopladas para a descrigio da
hidrodindmica laminar e do transporte de soluto no médulo de membrana, o resultado nos
permite iniciar a estimativa da taxa de ultrafiltragao de proteinas para todos os tipos de
solugdes.

A descrigio numérica da filtragio tangencial desenvolvida & totalmente genérica e
permite a incorporagio de muitas descrigdes tedricas ou dados experimentais para o
coeficiente de difusio e viscosidade. Isto inclui futura incorporagio de descrigdes mais
sofisticadas de propriedades reolégicas que podem mais adiante melhorar a concordancia

entre teoria e experimento.
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3. Formula¢do Diferencial das Equacdes de Conservacio

As equagdes fundamentais que govemam o escoamento laminar newtoniano, em
tubos circulares com superficies permeaveis, serdo escritas para coordenadas cilindricas.
Apresentamos abaixo tais equagdes, e em seguida as manipulagdes algébricas necessarias
para deixa-las em suas respectivas formas adimensionais. Na Figura 9 consideramos uma

representagiio do campo de velocidade do escoamento estudado neste trabalho.

velocidade na
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(eixo) tubo de parede /|
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Figura 9: Escoamento em tubo cilindrico poroso.

Em coordenadas cilindricas a equagio da continuidade é obtida pelo principio de

conservagiio da massa detalhado em Bird & Stewart (1960), sendo dada por:

lavﬂ +_8Vi:0
r 68 oz

(1)

5
lf\—(f\’[)+
ror

€_ .3

Neste trabalho, assumimos v, = “v” que corresponde & velocidade transmembrana ou
velocidade radial (vi); vo =0, ou seja, rotagdes no fluido sdo desprezadas; e v, = “u”, que é
a velocidade axial do escoamento, isto é, a velocidade ao longo do eixo z. Neste caso a
equacio (1) é simplificada e torna-se:
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@+lg~(vr)=0 (2)
0z ror

Utilizando os seguintes adimensionais para o campo de velocidade e coordenadas

geométricas:
.« U .V « & i I . .
we=— v'=—, z'== er =— ; onde up vyeRslo respectivamente a
u G
0 w

velocidade na entrada do tubo, a velocidade radial de permeado na superficie do tubo € o

raio do tubo.

Podemos reescrever a Equagio (2) na forma adimensional para obter:

* Re, 1 5 @ d
au‘! + Cu —;—as—(r v )=0;onde Re P : ReDzﬂ,e d =2R.
0z Re,r or 1l il
Fazendo o =—=,temos que:
€p
ou” 1 @,
,‘ls ¥ty J=0 3)
r or

Assim a Equagio (3) torna-se a forma adimensional da Equag@o (2).
Para a equagiio da conservagio da quantidade de movimento consideraremos neste
trabalho a equagdio para a descri¢io do escoamento na diregfio axial. De acordo com o

principio de conservagdo da quantidade de movimento detalhado em Bird & Stewart

(1960), temos:

ou ou ou V, du 1 oP 16( éu) &°u
—+u—+VT+-——*: i,_——*j—-l'l) - | ' = + 5 (4)
ot oz oo r 00 p Oz ror\ or) oz

24



" . B du . .
Na Equagdio (4) assumimos por hipotese que —75:0, ou seja, ndo estamos
0

considerando variagdes de u com 0; o campo gravitacional nio atua ao longo da diregdo

axial “z”, ou seja g, = 0; e ainda, considerando como desprezivel o termo de transporte

0*u
axial | —— |, que em regime permanente pode ser simplificada como segue:
0Z

ou ou 1 oP 16( ou
ll——+V—::——'—+U*’ I'T (5)
oz or p 0z ror\ or
Considerando os adimensionais:
. u N A% . Zz _* r P . ) . )
n-=-—, V==, z =—,I =7, P’ = —=, & substituindo esses adimensionais na
U, Vi R R Pug
equacdo (5) acima, e rearranjando a equagdo termo a termo, teremos:
@ & ~ & &
« 00 Re, | « éu oP 211 0 «Cu
u 5t v e i TN e r B (6)
oz Rep or 0z Re, | r or or
ou ainda:
-
. ou’ . ou’ oP 2 |1 & ..ou
u —+av —=——D + 2| T s (7)
0z or oz Re, |1t ar or

A Equagfio (7) ¢é a equagio da conservagio da quantidade de movimento em sua forma
adimensional.

O principio de conservagio que modela a migragio das espécies quimicas num meio
liquido é o da conservagdo da massa aplicado a uma espécie quimica. Para o escoamento
de uma espécie “i” num meio bidimensional, obtemos como detalhado em Bejan (1984) a

seguinte equagio:
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(8)

oC oC oC o’C 9°C
+tu—+v—=D *
6‘[ Ox ay axz ayz

Esta é a equagdo bidimensional da concentragédo do soluto ou das espécies em coordenadas

cartesianas. Numa forma mais compacta, temos:

%=DVZC ©)

DE : . ; ; "
Onde —te a derivada material da propriedade extensiva C (concentragdo de soluto) e o

parimetro D que aparece no lado direito da equagdo é a chamada difusividade do soluto.

Deve-se ressaltar que esta equagio foi modelada para o fluxo de massa difusivo de acordo

com a equagdo constitutiva estabelecida por Adolph Fick (1829-1901) em 1855.
Escrevendo a Equagdo (8) em coordenadas cilindricas, de acordo com o escoamento

tubular deste trabalho, obtemos:

&C oC oC v,eC (1a( e&C) 10°C 8°C
T+IIT+V7+'—'—:D A T~ +T > + 3 (]O)
ot oz o r 06 ror\ or) r°08° oz

Vamos considerar por hipotese neste trabalho, que a concentragio de soluto seja

-~ 2
. e . oC o :
homogénea na diregio 6, ou seja, %= 0; o termo difusivo axial

desprezivel em
A2
oz

relagio a difusdo radial; e o escoamento em regime permanente. Com estas hipoteses

simplificadoras, a Equagio (10) pode ser reescrita como:

)
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Cuja forma ¢é a mais comumente utilizada na literatura (Zydney, 1997) para modelagem de

processos de microfiltragdo. Considerando os seguintes adimensionais:

P

, ¢C :i;onde C,e R ,séo
CO

respectivamente a concentragdo na entrada do tubo e o raio do tubo.

Substituindo os adimensionais na Equagio (11) obtemos:

&

« dc « 0c 1 1 & ( .ac
U _——+vo_—= |V == (12)
0z dr  Re,Sc|r or or

Sabendo que Re,, Sc =Pe, onde Sc é o adimensional de Schimidt, dado por Sc = p/pD e D

¢ a difusividade massica, a Equagio (12) torna-se:

8¢ . 8 1 . 0c
PRGN L P (13)
oz or Pe|lr ér or
Re u,R X
onde ¢ =—, Sc:—i e Pe=—"— ¢ o0 numero adimensional de Peclet.
es PD D

A literatura especifica do processo de microfiltragio (Cheryan, 1984 e Zeman &
Zydney, 1996) indica a relevancia dos adimensionais citados acima, na modelagem do
processo. Corregdes caracteristicas sdo sugeridas na forma Sc = f(Re, Pe). A difusividade
também ¢é objeto de estudos particulares. Zeman & Zydney (1996) apresentam a seguinte

correlagdo para o coeficiente de difusividade adequado para solugdes de macromoléculas:

/3
M’

D :8,34-10'03[ ) onde p,M,T sdo respectivamente a viscosidade da solugdio, a

massa molecular da macromolécula e a temperatura absoluta.
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3.1. Formulacdo Integral

As equagdes diferenciais de conservagio (Equagdes 7 e 13), serdio reescritas na forma

integral para atender a modelagem proposta neste trabalho. As equagdes pré-estabelecidas

para os campos de velocidade e concentragdo, visam reproduzir o comportamento

aproximado do escoamento, e serdo ajustadas com o uso das equagdes de conservagio

integradas para toda segio tubular.

Para obtermos a equagdo integral da quantidade de movimento na sua forma

adimensional, vamos proceder com a integragio no elemento de area “dA”, proprio da

geometria do escoamento, que € um anel circular de area dA=2nrdr.

A equagdo da conservagio da quantidade de movimento em sua forma adimensional é

dada pela Equagéio (7):

. Ou . ou’ oP” 2 (1 & .ou
u — tav = = o —s—rl. T =
oz o 0z Re|r ar\ or

Integrando a Equacéo (3) (Equagdo da continuidade) na variavel r, obtemos:

J‘au& rdr’ +J% ﬁae ('vHr'dr’ =0
or

A
o Oz A

¢ o
.[ az*

0

r'dr” +ar'v' =0

Isolando da Equagéo (15) a componente radial da velocidade v, temos:

.
. 1 J-ﬁu" S
i@ E ]
ar’ 5 0z
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A partir deste ponto, retiramos o simbolo de asterisco das equagdes, o qual representa a
adimensionalidade das mesmas, para maior comodidade na notagao.
Substituindo (16) em (14) e integrando a tultima para toda segdo transversal,

obtemos:

0

1
J.u—rd1+ J.——J.—rd @rd OP d L 12( LF}u]rd1:>
0z | Re, prar or

| 1 2
J.u@rdr J-l J‘@rdr @rd ﬁaiil+—2 r@1:>
o Oz NGO or 0z 2 Re, o'

1éP 2 ou
[ Rl L2, 2 0
oz or 20z Re, or|

1 1
ju@rdr_j{[f%] }d:—la—P+—2 & a7
. oz or 20z Rey or|,.

0 0

que € a forma integral da equagdo da conservagiio da quantidade de movimento na sua
forma adimensional.
Na seqiiéncia realizamos o mesmo procedimento de integragdo na equacdo de

conservagio das espécies, Equagio (13) em relagdo a toda area da segdo. Assim obtemos:

‘ " o, . 1pl 1l o i),
u r =—||—=—|r — dr
A 4 o’ Pey|r or cr

Substituindo a Equagdio (16) na equagdo (17), e mais uma vez, retirando o simbolo para a

adimensionalidade da equagdo, vem:
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0 0 1|
qurdr+ja[——f Olzl ]a—:rdr :P_e;[

o ©

1 1(r 1
Jugrdr—j I@rdr ikdrij‘[ig(r@]}dr =
0z AGE or Peg|rar or

0

‘ ou éc 1 ¢l o( éc
% e[| [Pear |Lar=L[| 2[c 2 .
;[l( ! I[I(fzr ! or Pe: ar(ré‘r] ] ou scja.

1
ju?crdrj‘[jaurerchr—lac
o Oz oz or Pe cr
Esta é a equagdio integral da concentragdo do soluto em sua forma sua forma adimensional.
Para estabelecer uma condigdo de contorno para o escoamento, verificamos a
igualdade entre o transporte de massa por convecgdo, e o transporte de massa por difusio
Jjunto a superficie permeavel. Considerando a concentragdo do soluto na solugdo confinada

6! )7

como C; (r, z). O transporte convectivo de soluto “i” junto a superficie do tubo é dado por:

N;(R,2) =h¢ (2)[Cy,(2)-C;(R, 2)] (19)

onde ¢ assumido que o coeficiente convectivo de transferéncia de massa h.. , € uma fungéo

l“ 23

da posigio axia
Como o segundo membro da Equagdo (19) representa o fluxo difusivo, podemos
igualar com fluxo convectivo integrado para toda superficie permeavel. Na forma

dimensional teremos:

Thm[cih (z) -C,(R,2z)]ldr= Rj D; f( %, ]rdr =5 (20)

~
p I or or
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oC,

h[Cy (2) - C; (R, 2)]R = D;R——
or

=R

aci(l’za)‘ =R (€,0,2)-Col)
=1

&®
ar
Ou simplificadamente:

cC;(1,z)

or

=$h(C,(1,2)-Cy(2))

r=1

do soluto na superficie do tubo, onde temos que C;(z)= J.

adimensional de Sherwood.

Adimensionalizando a Equagéo (21), temos:
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A Equagiio (22) trata-se da condigdo de contorno adimensionalizada da concentragio
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4. Metodologia ¢ Modelagem Matematica

Neste trabalho a metodologia para modelagem do escoamento em tubos permeaveis,
visa a otimizagdo de fungdes aproximadas para os campos de velocidade e concentragdo.

A formulagiio integral bem descrita na literatura geral (Ward & Smith, 1980) e
especifica (Sirshendu et al.,, 1997), é também conhecida como método de Karman-
Pohlhausen ou similaridade (Deen, 1999).

Para modelagem do campo de velocidades do escoamento, estabelecemos neste

trabalho, a seguinte proposta na forma funcional:
1 n 2
u(r,z) = 2(5~a z)(1-r )(1+—) (23)
n

onde “n” é fungdo da variavel adimensional longitudinal “z” ou seja, n(z). Nesta expressio,
z 1 «
o termo entre parénteses E—a 7z refere-se a sucgiio de massa na parede do tubo ao longo

da coordenada axial z.Assim, para @ = 0, temos um tubo impermeével, ao passo que para @
<0 e a> 0 temos respectivamente injegio ou sucgio de massa junto a parede permeavel
(Gupta C. R., 1970).

A Equagio (23) foi escrita apos diversas tentativas, sempre com 0 objetivo de
descrever aproximadamente o campo de velocidade do escoamento laminar num tubo
permeavel, com as condigdes pré-estabelecidas. A Figura 10 apresenta o grafico dos perfis
de velocidade, u(r, z), dado pela Equago (23), em fungio da posigdo radial adimensional “r
» para valores de n(z) no intervalo (3,100). Observa-se na F igura 10 que para intervalos
diferentes de n, desde n =3, ha ocorréncias diferenciadas na evolugio dos perfis de
velocidade.

O perfil referente a n=100 representa a condigdo de velocidade do escoamento na
entrada do tubo, e os outros perfis, o campo de velocidade em posi¢des a jusante da
entrada. Neste modelo, valores de “n” menores que 100 poderdo representar perfis em
desenvolvimento, ou desenvolvido caso ele seja mantido constante ao longo do tubo,

dependendo das condigdes de injegio ou sucgio de massa pela superficie permeéavel.
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O valor n = 100 para a posi¢iio de entrada do tubo, foi escolhido por ja representar um
perfil constante. Esta condigo é restrita para tubos com pequenos didmetros e com razio
de contragiio elevada, e sera admitida nesta modelagem. Esta condigéo torna-se compativel
com construgdes experimentais especificas na entrada do tubo.

Desta forma o campo de velocidades representado na Figura 10 indica um bom grau
de liberdade de estabelecermos um perfil pistonado ou mais homogéneo, de acordo com
variagdes do parimetro n. Em regime laminar num tubo impermeavel, o perfil de

velocidade para n=2 apresenta o formato parabdlico.

2,0 T v T T T T T T T T T
o .ﬁ-'—._iﬁ.r
e
15 ~ ]
A—A A A A,
yY—y—y—vyvY—vy— vy
o 104 -—8—8a —8—8—8— -
N2
=
0,5 . A n:loo .
—e— =3
—A—n=5
0,0 —v—n=10 7]
T T T T T T T v T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 10: Perfil de velocidade pré-estabelecido para diferentes valores de n(z).

Para tornar a Equagfo (23) representativa do escoamento investigado neste trabalho, o
pardmetro “n(z)” sera especificado a partir da Equagdo (17). Assim a Equagdo (23) para
u(r, z), é substituida na equagdo (17). Realizando as integragdes requeridas para toda a
secgio transversal do tubo, obtemos, apés varias manipulagdes algébricas, a seguinte

equagdo diferencial:
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n+l) n+l Re, u, (24)

5 —az)[(o’so"z) PV F— }
(n+1D)?  2n+1)*(n+2)

2 4
20,(0,5—0,2)['” ]+ ¢ 2[1——\,“'LR}+(0,SﬁU,z)(11+2)
dn

o

onde utilizou-se para o termo de pressdo a seguinte expressio da literatura (Deen 1999):

P 16 ' e a Coa ) . ;
—= 1-—L, |, onde “Lg” € a distancia ao longo do eixo axial do tubo a partir da
oz Rey, u,

jusante.
A partir da elaboragiio em linguagem Pascal da rotina numérica de Runge-Kutta de
quarta ordem (Rice & Duong, 1995), procedeu-se a busca da solugdo numérica para a
equaciio diferencial ordinaria, Equagdo (24).

Por causa da presenga fisica dos termos do denominador desta equagdo serem
numericamente muito inferiores que os termos do numerador, tornou-se inconsistente a
convergéncia do método numérico devido a erros de flutuagéo do tipo “divisdio por zero”.

Trabalhos especificos sobre problemas associados & rotina de Runge-Kutta foram
encontrados na literatura (Buther & Wanner, 1996; Spijker, 1996; Veen et. al, 1995). Spiker
(1996) estuda a problematica de propagagio de erro no método. O trabalho apresenta uma
revisio dos métodos classicos e seu comportamento com a implementagdo do passo “h”, e a
respectiva propagagio de erro durante os calculos. Neste trabalho um novo teorema &
apresentado para normalizar acimulos de erro, o que demonstra que existem atualmente
estudos de aprimoramento no método de Runge-Kutta.

Dessa forma, devido 4 impossibilidade de estabelecermos o pardmetro funcional n(z)
através da solugio numérica da Equagdo (24) criou-se uma alternativa necessaria de
estabelecer previamente a forma funcional para n(z), e com isto, impor a forma da evolugio
do perfil de velocidade, u (r, z).

A implantagio de diferentes fungdes n(z) tem como objetivo estabelecer diferentes
formas de variagio na evolugdo dos perfis de velocidade ao longo do tubo poroso,
conseqiientemente modelando a taxa de crescimento da camada limite. Nas propostas que

seriio apresentadas a seguir serdo explicitados as fungdes n(z) e seus respectivos intervalos de

variagio.
X

2 fillioleea }
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Adotamos neste trabalho para o parimetro de modelagem do campo de velocidade,

n(z), as formas de variagiio polinomial, exponencial e linear, dadas respectivamente por:

a)n(z) =19.87 + 0.026.z - 0.000652.z* —0.0000141.z°
Intervalo: n(0) = 19,87 =20 a n(100) = 2,

b) n(z) = 1,76 + 18,98exp (-z/19,97)

Intervalo: n(0)=20,74 ~ 20 a n(100)= 2.

¢) n(z) =100 - 0,98z

Intervalo: n(0) = 100 a n(100) = 2.

Na Figura 11 apresentamos as diferentes imposigSes para o funcional n(z) escritos
acima, que rege o comportamento dos perfis de velocidade. Observamos que a forma
polinomial de variagio de n(z) nos da uma evolugdo para o perfil de velocidade
praticamente constante na entrada do tubo e faz com que este perfil varie significativamente
da metade do tubo até sua saida. A forma linear nos oferece, obviamente, uma variagéo
constante para este perfil, enquanto que a forma exponencial faz o oposto da proposta
polinomial, ou seja, no caso de n(z) variar exponencialmente, o perfil de velocidades varia
significativamente na entrada do tubo para permanecer praticamente constante da sua

metade até sua saida.

40 T T T T T T T T T T T
—m— Forma linear de variagfio de n(z)
--------- Forma polinomial de variagfo de n(z)
Forma cxponencial de variagio de n(z)
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n(z)

10

-10 T L T v T T T v T T T
0 20 40 60 80 100

Figura 11: Modos de variagio do funcional n(z)
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Para esclarecer diferengas do modelo implantado em relagio ao crescimento da
camada limite de velocidade, considere o grafico da Figura 12. Nesse grafico apresentamos
a espessura da camada limite em fungfio da posigdo longitudinal “z”. A espessura 6 foi
calculada dividindo o valor da velocidade longitudinal (u) fora da camada limite (uc) pela
velocidade dentro da camada limite (u;), com referéncia ao valor 0,999, ou seja a fronteira
da camada limite. Os valores de “u” foram obtidos a partir do modelo apresentado na
Equagdo (23) com a = 0, ¢ os valores de “z” para a taxa de variagdo linear: n(z)=100-
98*z., onde para z = 1 temos o completo desenvolvimento da camada limite.

Desta forma, a curva da Figura 12 representa o modelo de crescimento da camada

limite para n(z) apresentado. Diferentes n(z) resultam em diferentes taxas de crescimento

da camada limite.

T . T ¥ T ® T L T L ]
104 —=—n(z)=100-98%z m A
0,8 i
0,6 i
d=ufu, .
0,4 / 4
4 ] 4
a o
0,2 - T -
m — e
0,0 T T T Y T v T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Z

Figura 12: Grafico da espessura da camada limite (8 = u/u;) em fungdo da posigdo

longitudinal no tubo (z), decorrente do modelo deste trabalho.

A equagiio proposta para modelagem do campo de concentragio € estabelecida neste
(€-C,) _
(C,-Co)

trabalho como: ¢= 1—r™® na forma adimensional, onde “m” é fungdo da

v : . p . . w % . < s
posi¢io longitudinal “z”, e o adimensional “c 7 possui em sua expressio matematica, Co

que é a concentragio de soluto ao longo do eixo de simetria (corrente principal), e de C,, a
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concentragio na parede permeavel. Mais uma vez, para maior comodidade na notagio

retiramos o asterisco que simboliza as variaveis adimensionalizadas. Assim temos:

=g (25)

A Figura 13 apresenta o grafico do perfil de concentragio, ¢ (r, z), em fungfio de r
para valores de m(z) entre (0,1). Observa-se que para intervalos diferentes desde m = 1, ha
ocorréncias diferentes para a evolugio da camada limite de concentragio, também com
grau de liberdade de estabelecermos um perfil pistonado ou mais homogéneo, de acordo

com variag¢des do parametro m.

1,0- \t—ht‘__;t-xwx:v\, -

- \ B
= 0,8 -\ .
1 \
O’ 0,64 u i
= | \. |
S 044 1
[ | —u—m=1
= —e—m=3
> 0.2+ i
O, ’ | —A—m=3 .\.
0.0 —v—m=10 \‘ |
T T 1 ' T L T ¥ | L T
0,0 0,2 0.4 0,6 0.8 1,0

I

Figura 13: Perfil de concentragdo pré-estabelecida em fungdo de m(z).

. 1 2
Substituindo as expressdes de u (r,z). u= 2[5 —c,z)(l —r" (1 + —) ;e c=c(z,r):
n

m(z)

c=1-1"® na Equaciio (18) e apos inimeras manipulagdes algébricas e adequagio dos

limites de integragdo, obtemos a seguinte equagdo diferencial ordinaria:
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1 dm 2 n
-2 ——oz|(n+2)— + 3 S
2 dz\m+n+2 (m+2)(m+n+2)

dn 1
+ - N el =0 26
(m+n +2)° m(z) dz Pe m(z) (26)

Onde j—n é dada pela Equagdo (24), e/ou estabelecidas na forma linear, polinomial e
Z

exponencial para n(z).

Reescrevendo a Equagio (26), obtemos:

2m(0,5-0.z) [dnJ _m

dm _ n(m+2)n+2)\dz) Pe 27)

(O,S—G,z)l: ! . ! —2}
(m+2)" (m+n+2)

~ ; ; N . dn ;
Uma vez que nido foi possivel obtermos a solugdo numeérica para 4 devido a
z

instabilidades no método numérico empregado, esta taxa de variagdo de n com relagdo a z ¢
obtida diferenciando-se os perfis pré-estabelecidos em (a), (b) e (c) (pag.34), ¢ sua
expressdo posteriormente substituida na Equagio (27) cuja solugiio numérica sera realizada
pelo método de Runge Kutta de 4" ordem (Rice & Duong, 1 995),

Substituindo cada uma das fungdes n(z) e suas respectivas derivadas na equagdo
anterior, podemos obter para cada caso, a fungio m(z) a partir da solugdo numérica, o que
permite na formulagéio integral, encontrar os perfis de concentragio e avaliar a modelagem
com a comparagio e/ou ajuste a resultados experimentais da literatura.

Deve-se ressaltar que devido & complexidade do escoamento, a literatura Ripperger &
Altman, (2002) enfatiza que modelos analiticos dificilmente concordam com resultados
experimentais. Porém o objetivo deste trabalho ¢ avaliar uma modelagem que deve

produzir a principio, resultados para uma ampla faixa de condigdes de escoamento.
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m-1

=-—m

=1

oc
Através da equagiio para c (r,z), Equagiio (25), obtemos: (T‘ =—mr
or r=1

Substituindo na condicdo de contorno para a transferéncia de massa na camada limite:

oC; (1 ;
LE’—Z) =Sh(C;(1,z)—C,,(2)) e levando em consideragio que C,(1,z) =0, temos que:
or

r=1

m
Ci (2)

Uma vez que a concentragio no centro do escoamento (bulk flow) pode ser calculada

-m=Sh(0-C,,(z)) >Sh=

j C,udA

A

LudA ’

como: C,(z) = calcula-se o valor desta integral a partir das expressdes de

u(r, z) e c(r, z). Dessa forma, calculando ¢, e fazendo as manipulagdes algébricas
necessarias, temos a seguinte forma para o calculo de Sherwood:

Sh — (m+2)(m+n+2)m
(m+2)(m+n+2)-2(n+2)

(28)
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5. Resultados e Discussiao

Para compararmos os resultados obtidos por este modelo com os da literatura, foram
feitos dois grupos de graficos, um para Sherwood local em fungdo de z =z, que é 0
adimensional que nos dé a distancia axial no tubo, e outro grupo para Sherwood médio em
fungio de Reynolds. Nestes graficos, os resultados deste trabalho para Sherwood,
correspondem a valores de Peclet (Pe) no intervalo de 10* a 3.10°% respectivamente a
valores de Schmidt entre 10 ¢ 10°.

Na Figura 14 sio apresentados os resultados de Sherwood local (Sh), considerando
perfis de n (z) na forma de variagio exponencial, desde n = 20 até n =2 com Pe = 104, 2.10*
e 3.10". Os resultados da modelagem sdio comparados com o trabalho de Grober et. al.
(apud  Zeman &  Zydney, 1996), cuja  correlagio  tem a forma:
Sh =0,664.(Re)** (Sc)** (d/L). Apés diversas tentativas de ajuste, sem flexibilidade a
maiores aproximagdes, observa-se na Figura 14 que os resultados deste modelo sdo
inferiores aos resultados da literatura. Neste caso foi impossivel executar a rotina para o
programa numérico, variando pardmetros de modelagem n(z) e m(z), de modo a gerar
valores Sherwood local mais proximos aos de Grober et. al. (apud Zeman & Zydney, 1996).

Na Figura 15 apresentam-se os resultados de Sherwood local, considerando perfis de
n(z) na forma de variagio polinomial, desde n = 20 até n =2 com Pe = 10%, 2.10" e 3.10".
Os resultados da modelagem sdo numericamente inferiores aos de Grober et. al. (apud
Zeman & Zydney, 1996). A forma de variagdo polinomial para o pardmetro n(z) também

mostrou-se inflexivel a maiores aproximagdes com os resultados da literatura.
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Figura 14; Grafico de Sherwood local em fungfio da posigdo adimensional z/R para Pe

variando de 10* a 3.10".
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Figura 15: Grafico de Sherwood local em fungfio da posigdo adimensional z/R para Pe

variando de 10" a 3.10",

Nas Figuras 16 e 17, apresentam-se os resultados de Sherwood local desta modelagem

e sua comparagio com os da correlagio de Grober et. al. (apud Zeman & Zydney, 1996) e
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Lipnizki & Field (2001), considerando os perfis de n(z) na forma de variagéo linear. Os
resultados deste trabalho foram calculados para Pe = 10, 2.10* e 3.10" e apresentados na
Figura 16,e os resultados para Pe = 10°® foram apresentados na Figura 17. Para representar
os valores da correlagio da literatura foram considerados para o didmetro do tubo poroso o
valor d=3 mm e para o comprimento L do tubo, o valor de 0,45 m.

Observa-se na Figura 16 que os resultados deste trabalho aproxima-se da literatura
Grober et. al. (apud Zeman & Zydney, 1996), principalmente para Pe =3.10* e ZR > 10,
ainda com tendéncia assintotica para o mesmo valor de Sherwood nos outros casos. De
modo geral os resultados obtidos neste trabalho apresentam boa concordancia com a
literatura para os casos de Sc=10.

Na Figura 17 é apresentada a comparagdo com os resultados da literatura para Pe
=10°, indicando também neste caso (Sc =1000) que este modelo se aproxima a correlagdo
de Grober et. al. (apud Zeman & Zydney, 1996) e Lipnizki & Field (2001), de acordo com
valores implementados para m(z) e n(z). Observa-se ainda que as curvas geradas neste
modelo colocam os valores da literatura numa faixa intermediaria. Sendo assim, no
intervalo de Pe: 10* a 10°, o modelo possui um grau de liberdade para encontrar

numericamente diferentes “Sh”. de modo a representar escoamentos com valores diferentes
3>

Peclet.
80 1 T T T v T T T T T
Sc=10 com variagdo linear para n(z) de 100 a 2
704 ¢ 7]
| Pe=10"; m=70 _
g b J
o 1t == Pe=2.10"; m=85
|
30 .‘l’ -------- Pe=3. 104; m=100 T
40 4 W Grober et. al (apud Zeman & Zydney, 1996) |
Sh | ]
304\
20
10 ~
0 - i
T I I T I T
0 5 10 15 20 25 30
zZ/R

Figura 16: Grafico de Sherwood local em fungio da posi¢do adimensional z/R para Pe de
10*a 3.10"
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Figura 17: Grafico de Sherwood local em fungéo da posi¢io adimensional z/R para Pe de

10%a 3.10°

A seguir, nas Figuras 18, 19 e 20, sdo apresentados resultados para o adimensional de
Sherwood médio (Shy,) em fungdo de Reynolds (Re), para trés valores do adimensional de
Schmidt, Sc=10, 100 e 1000. Neste caso o intervalo de Peclet fica entre 10" ¢3.10°%

Observa-se na Figura 18 uma boa concordancia entre os resultados da modelagem

deste trabalho com a correlagio de Grober et. al. (apud Zeman & Zydney, 1996),
principalmente para Re entre 2500 e 3000.
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Figura 18. Grafico de Sherwood médio (Shy) em fungdo de Reynolds (Re) para Pe de 10" a
3.10*.

Na Figura 18, observa-se um afastamento dos valores deste trabalho com os de
Grober et. al. (apud Zeman & Zydney, 1996) para valores de Sc < 10. Os resultados obtidos
neste trabalho para Sherwood médio sdo maiores que os da literatura. E possivel, no
entanto, aproximar os valores reduzindo o valor do pardmetro m(z) e tomando um
coeficiente linear menor para o perfil de n(z), mas ainda assim ocorrera discordancias entre
modelo ¢ literatura para Re = 3.10°,

Para os casos onde Sc =10 ¢ Sc = 103, respectivamente apresentados nas Figuras 19
e 20, os resultados deste trabalho se aproximam dos obtidos pela correlagio de Grober et.

al. (apud Zeman & Zydney, 1996), para o intervalo de Reynolds de 1000 a 3000.
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Figura 19: Grafico de Sherwood médio (Sh,,) em fungio de Reynolds (Re) para Pe de 10°a
3.10°.
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Figura 20: Grafico de Sherwood médio (Shy,) em fungéo de Reynolds (Re) para Pe de 10%a
3.10%

Como niio foram encontradas outras correlagdes na literatura, as aproximagdes e

ajustes ficaram limitados a referéncia citada. Por outro lado, deve-se ressaltar que a

modelagem deste trabalho permite variar os valores numéricos de Sherwood, com a

redugdo do parimetro m(z) e tomando outras variagdes lineares para o perfil de n(z).
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A analise desta modelagem indicou grande proximidade a alguns casos relatados na
literatura. Isto foi possivel ajustando o desenvolvimento dos perfis de velocidade e de
concentragdo caracteristicos da camada limite com variagdes para “m” € “n”.

Dos perfis de velocidade analisados, os que proporcionaram resultados compativeis
com os da literatura, foram aqueles onde estabelecemos uma variagio linear para n(z).
Particularmente aqueles que representam perfis de velocidade em desenvolvimento,
fortemente pistonados na entrada do tubo e desenvolvidos na saida do tubo.

Por outro lado, na equagiio de modelagem do campo de concentragdo, ¢=1-r"®

,a
escolha de um valor inicial para o parimetro m(z) foi de fundamental importincia nesta
modelagem, pois modela a taxa de crescimento da camada limite de concentragdo em

(14

fungdio do nimero de Reynolds. O aumento do pardimetro “m” deve representar uma
camada limite menos espessa, de acordo com o aumento do niimero de Reynolds.

Os valores atribuidos ao pardmetro “m” foram em alguns casos elevados (maiores
que 100), bem como os valores para “n” na forma de variagdo linear. Isto foi necessario
para compatibilizar este modelo no que se refere ao adimensional de Sherwood com os
resultados da literatura.

Para valores de Schmidt menores que 10 ou maiores que 10°, os resultados do modelo
niio se aproximaram da correlagio de Grober et. al. (apud Zeman & Zydney, 1996). Na
maioria dos ensaios para Schmidt menores que 10, foram registrados muitos problemas de
instabilidade numérica na rotina de Runge-Kutta de quarta ordem, de modo a ndo permitir
convergéncia nos calculos.

Para Schmidt maior que 10* 0 modelo forneceu valores de Sherwood menores que 0s

da literatura, embora seja possivel trabalhar a adequagio dos pardmetros “m” e “n”, e

assim, ajustar os resultados deste trabalho com a literatura para Reynolds igual a 10°.
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Figura 21: Grafico de Sherwood médio (Shn) em fungiio de Reynolds (Re). Comparagao
dos resultados deste trabalho com outros da literatura. (a) Goma Guar, escoamento laminar;

(b) Solugio de Levéque (Zeman & Zydney, 1996).

Na Figura 21 sdo apresentados outros resultados da literatura, dentre eles os do
trabalho de Léveque (Zeman & Zydney, 1996) e outros obtidos experimentalmente para
suspenses de goma guar por Fontes (1999). Os melhores valores desta modelagem sdo
comparados com os da literatura, e representados na figura pelo simbolo circulo “cheio”.

Observamos na figura que os resultados desta modelagem se aproximam dos da
literatura para Re = 700 e Re = 1000, correspondente a Sc = 1000. Nestes calculos utilizou-
se a dependéncia linear para n(z) desde 100 até 2, e para m(z) em torno de 20.

Outros ensaios foram realizados para Re = 450, na tentativa de produzir um valor
correspondente para Sherwood médio. Neste caso observou-se o limite de estabilidade
numérica desta modelagem, e ndo foi possivel convergir a resultados fisicamente
compativeis, ou seja, prever a variagio decrescente de Sherwood em fungdo do
crescimento das camadas limites de velocidade e concentragio.

Desta forma para Peclet < 7.10° este trabalho ndo permite modelagens do
escoamento estudado. Observamos também que, mantendo Re = 430 e aumentando o
nimero de Peclet através do aumento do nimero de Schimidt, o método numérico ainda

assim, niio fornece resultados fisicamente compativeis. Neste ensaio foi mantido Peclet,
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calculado para Re = 430, da mesma ordem de magnitude que Peclet calculado para Re =
730. Verificou-se desse modo, que 4 medida que aumentamos o numero de Reynolds,
obtemos estabilidade na rotina numérica da equagio integral da concentragdo, enquanto
diminuindo, Re < 700 a modelagem ndo conduz a resultados satisfatorios para Sherwood.
De modo geral os casos estudados onde Reynolds varia entre 1000 e 3000, e
Schmidt entre 10 e 1000, a modelagem produz resultados fisicamente compativeis com a
literatura especifica. Por outro lado, as diversas magnitudes para o valor de Sherwood sdo
devidas as influéncias diretas de variagio do adimensional de Schmidt, Reynolds, a posigdo

axial, o didmetro de um tubo, dentre outros.
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6. Conclusdoes

A partir da pesquisa desenvolvida nesta dissertagio de mestrado concluimos que:

1) A formulagio integral foi insatisfatoria ao tratamento numérico da equagio
diferencial ordinaria para o principio da conserva¢ido da quantidade de movimento. No
denominador desta equagdio, a presenga de termos de magnitude muito pequena em relagio
aos demais termos da mesma equagio, foi responsavel por grande instabilidade na rotina
numérica do programa de Runge-Kutta de 4. ordem, de modo que foi freqiiente a
ocorréncia de erros de compilagio, tais como “divisdo por zero” e impossibilitou a

execugdo desta rotina nesta equagio;

i) A formulagio integral foi satisfatoria ao tratamento numeérico da equagéo diferencial
ordinaria para o principio da conservagio das espécies. A rotina numérica do programa de
Runge-Kutta de 4* ordem foi convergente na maioria dos casos em busca do pardmetro

m(z);

i) A implantagio de pardmetros funcionais para descrigdo do perfil de velocidades ao
longo do tubo foi conveniente em substituigdo aos resultados esperados da equagio da
quantidade de movimento. Das fungdes testadas, exponencial, polinomial e linear, aquela

que melhor se adequou aos resultados da literatura, foi a linear para o pardmetro n(z);

v) Conforme os resultados apresentados para Sherwood local e médio (Figuras 13 a
19) e a devida comparagiio com a literatura, a modelagem fo1 satisfatoria no intervalo de
Peclet de 10* a 10°, o que pode incluir uma extensa gama de misturas. A modelagem ainda
apresentou um potencial para o ajuste a outros resultados experimentais, de acordo com a

implantagéio de variagdes numéricas para n(z) e m(z);
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v) Os resultados desta modelagem indicam que para valores de Reynolds menores que
700, ha ocorréncias freqiientes de instabilidade na rotina numérica da equagiio integral da

concentragio ou ainda gerando resultados fisicamente incompativeis.

7. Sugestiao

Sugerimos para futuros trabalhos a exploragio da problematica de propagagio de
erro e a nio convergéncia da rotina Runge Kutta no uso da equagio integral da quantidade
de movimento, bem como um estudo detalhado do crescimento da camada limite com

diferentes taxas de inje¢do e sucgio de massa pela parede permeavel.
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8. Apéndice I — Solugdes de Integrais obtidas a partir do Software

Mathematica®.

Integrais para o campo de velocidades e de concentragio

1 r
Calculo da integral : I I@rdr @ r
0z or

0 0

(+1IMPANDO AS VARIAVEIS)

Clear[r, z, v, a, 8, £, 2]
(*ENTRADA DE DADOS«)
(#B=.01;%) (xextremidade direita do intervalo de definigao da integralx)

(*xa=1;%) (xConstantex)

(*ATRIBUIGAO DE VARIAVEIS«)
f=n[z]);

(+DEFININDO VARTAVEIS#)

1 £ £f+2 . 2 " n
u=2(5—az) (1—r)(7f—)(weloc1dade*);Pmt[ u= , ul
Print|
(*CAICULO DAS DERIVADAS:)
derl = 9z u; Print["8; u= ", derl]

Print(

der? = 8y1u; Print["d, u= ", der2]
Print[

(*CALCULO DA INTEGRAL INTERNAx)

(+*CALCULO DA INTEGRAL EXTERNAx)
0.0001
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P

U=
n[z]

2 (1-1"3) ¢ (2+n[z]) 2 (1~ (% - za) 0'[z]
9z u=- + e
n[z] nfz]
2 (1- "= (—; -za) (2+n[z]) 0'[Z] 2 e (% - za) Log[r] (2+n[z)) n'(z]

n[z]?2 - n[z) .

dr u= Zr’lm[zj( —za) (2+n[z])

intl- If[.[b 0&sReln[z)] >-2,
B2 (an(z)2+ (-1+2za) (-1+ 6" ) n'[z] +n(z) (-2a (-1+ ") - (-1+22a) ¥ 1og[B] n'(2]))

n{z]?
~,8r 2 (1- ™2y o (2+n[z]) . 7 iy (_% —Za) n'(z) )
0 nfz] n[z]
i (% -za) (2+n[z]) W[z]  2x" (% - za) Logfr) (2+n[z]) n'(z] ) ]
B dr

n[z)? n[z]

1
1
int2= -2l (51“) (J rf[ﬁmame[n[zn > -2,
0,0001
B lanfz)?+ (-1+22a) (-1+p"F) (2] +n[z] (-2 (-1 s My (14 2za) P Log(B) M2)))
n[z)?

C 2 (1-y e (2 +nfz]) 2 (1- ) (%'2“} o[z
F|l-— LEg — e
§ n{z] nfz]

2(1-3) (1 _za) (zenfz]) ofz] 20 (1 - za) Leglr) (2+n(z]) (2]
- 2 -~ L clr] ap
n[z]? nfz]

(2+nlz])

1 1 n[z]2 (Ba +12an(z] +4an[z]®+ (1-2za) ' [2])
*Z(E—za) *[ - ]

b [ 4(1+n[2])2 (2+n[2])

n[z]?
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1
. : ou
Calculo da integral Iu ——rdr
o or
(+1IMPANDO AS VARIAVEIS#)

Clear[r, z, u, a, B, ¥, Z]

(*ENTRADA DE DADOS*)
B = .0l; (xextremidade direita do intervalo de definigao da integralx)
a=1; (*Constantex)

(*ATRIBUIGAO DE VARTAVEISx)
¥ =n[z];

{*DEFININDO VARTAVEIS#)
u=2 (i -a z) (L-x%) [lf) (»velocidadex)
2 ¥

(*CALCULO DAS DERIVADASk)

(*CALCULO DA INTEGRAL EXTERNAx)

Print[
s==========z====z=s=====
2 (1- "3y (% -z) (2+n(z])
n[z]
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2 (1- "%y (2+n[z]) 2(1- ) (2 -z) 0z
J; U=—— + =

nfz] n[z]

2(1-e"7) (L-2) 2+n(z) n(z) 2" (3 -z) Log[r] (2+n(z]) W'(z]

n[z]2 nfzl

1
s Ti==Z 0 (E - z) (2+n[2Z])

1
n[z])2(2.+1.n[z])2

-2 (% - z) If[Re[n[z]] > -2,

Integrais para o campo de concentra¢io

1

. oc
Calculo da integral: I u —Oﬁ— rdr
0 (erA

Clear[a, z, r, n, f]

f=n[z]
g=m[z]

nlz]
m[z)

uzz(; ~az) (1-1) (525)

c=1-29

2 (1-1"3) (L -za) (2+n([2])

2

n[z]

¥ rm[z]

equl = 9, C

_r"? Tog(r]) w'[z]

equ2 = urequlsrx
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2 M (1 2y (L _zq) Log(r] (2+n(z]) W[zZ)

nlz)

1
equd:f equ2dr
0

1
n[zj]

(2 (% —Za) If[Re[m[z]} > -2 &&Re[n[z]] > 0,

1 1 1 +1IN| 2 Z ’
" 2emiz))?  (2+miz) +n[z])2" Jc £ (1- ") Log(x] dx] (2+n(z]) w(z]

1 i
T (2+m(z])? | (2+m[z] +n[z])?

x:esu].t=——17 *2(—:- -za)*{

) * (2+n[z]) m' [z]
n[z]

A N SE 1
2 ( 2 Za) (2+n[z]) ( (2+1’n[2])2 * (2+m[z]+n[7.]]2)m’[2]

nfz]

a=.5;
z=2.3
nf(z] =1.;
m[z] =2.;
m[z] =1.;
result
result2

-0.0675
-0.213333

Expand[result]

([ Z] 2zanl[z] 21l [2) 4zonl[2z)

(2+m(z])2  (2+m(z])2 (2+m[z])2n[z] (2+m(2])2n(z] )
7rr([z] - 2 zom[z] 2ml [Z]

_(2+m[z] +n[z])2 (2+m[z] +n[z])? n[z] (2+M[2] +n[z])2

dzoanl[z]
e
n(z] (2+m[(z] +n[z])?2

Simplify[result]

L1+22a) (2+n[z]) (4+2m[z] +n[z]) ' [ 2]
(2+m[z])2 (2+m(z] +n[2z])?

n[iz] +2
n(z] x (n[z] +2)2

result2=2*(—:—-a*z)* *m'[z]-z*(%—a*z)*
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*m’[z]—2*(1-a*z)* nlz) 2 * m' [Z]
2 n[z] = (n[z] +m[z] +2)2

nfz] +2
n[z] * (n[z] +2)2

2 (5 -za)nl{z] 2(-za) (2+n(z]) W(z]

n(z] (2+nfz])  n[z] (2+m[z] +n[z])2

3]
Calculo da integral : I[ frd ](C

Oz

Clear[a, 2, ¥, m, f]

f=m[z]
g=n[z]

m[z]
nf[z]

c=1-xf

u:2(% —az) (1-19 (f+2)

lﬁrln[zl
2 (1 — x4 (—; -za) (2+m(z])

mfz]

equacaol = g u
2(1_rn[2])a(2+m[zl) 2(l—r“[21)(§—za)n([z]
m[Z] m[ z]
2 (1- "3 (f - za) (2+m[z]) (2] 2 iz (% - za) Log[r] (2+m[z]) n'(Z]

m(z] 2 m[ z]
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5]

B
j (equacaolxx) dx
0

T£[p> 046 Re(nlz]] > -2,
1

“m(z)2 (2 +n(z])?
2 (-1+2za) B"F (<1+2Loglp]) n'lz] +nlz] (-de (-2+ ") -2 (-1+ 2za) B Log[B] nlz])) +

m{z)? (4o (-1« 6"y van(z)? - (-1 2za) 6" (-1 +210glB]) 1 (2] +

n(z] (-2a (-2+ 1) - -1+ 2z " LoglB] 0 (2])))),

Jﬂr(_z (1-r"3y ¢ (2 +mz)) N i (_; =) rle] _ 25 (é ~zg) (Z+nlel)nil2)

0

m[ z] m[ z] m[z]?

(65 ((-1+2za) (-2+ 26" _n[z]) (2+n[z]) w[z] +m[z] (-8a (-1 + Ay 4 2an[z)? -

27 (2 - za) Teglr] (2+m[z]) 0'[2]

m[z] 4 ]:]

equacao? =
1
" m[z)2 (2+n[z])2
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Observamos que mesmo apds simplificagdes o resultado da integral ¢ ainda muito
extenso, de modo que para contornarmos esse problema, calculamos a integral utilizando
resultados parciais de cada elemento que figura no integrando, através do software
Mathematica®, apés o que, tomamos todos esses resultados em conjunto para finalmente
obtermos o resultado da integral. Assim, através dos resultados apresentados a seguir, foi

possivel obter a expressio para a integral dada pela Equagéo (18).

J(rf*l.og[r]) dr

Pzl ;’ r Log[x] . r
\ 1+n[z] (-1-n[z]) (L+n[2Z]) )

1
J; (f « Log[x]) dr
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ol 2 2+n )

1 1
If[Re[m+ n] >-2, 2 g J Il*m*ndr]
2+m+n 0

De todas as integrais calculadas, uma integral merece destaque por aparecer constantemente
nos calculos de ambas as equagdes integrais (quantidade de movimento- Equagio (17) e
concentragiio das espécies- Equagdo (18)) a saber:
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1o
L (¥ +Log[r]) dr
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e[n[z]]>41,—ﬁ[zl)2, 01 Log[r] dr
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As restrigdes nas respostas das integrais sio sempre satisfeitas, pois nesta modelagem,
temos sempre n > 2 ¢ também m > 2. Devemos acrescentar ainda, que foram feitas

algumas simplificagdes nestes calculos para que os resultados das equagdes integrais
assumam a forma final dadas pelas Equagoes (24) e (27).

9. Apéndice I - Programa Pascal elaborado para Runge-Kutta de 4°. Ordem.
PROGRAM TUBOPOROSO;

CONST
RESULT = 'D:RESP.TXT';
TYPE
ZVECTOR=ARRAY [1..2000] OF EXTENDED;
NVECTOR=ARRAY [1..2000] OF EXTENDED;
VAR
RESP:TEXT;
%V : ZVECTOR;
NV : NVECTOR ;
VAR
D, DD, I, TEST:INTEGER;
%, N, H, K1, K2, K3, K4, MI, ZI, ZN, MM, ZF, REYW, REYD, ALFA,
VW, U0, LR, A, B, M, PE: EXTENDED;

[**************PROCEDURE RUNGE_WTTA*************]

PROCEDURE RUNGE;
BEGIN

2:=21;
M:=MI;
A:=100-0.98*%Z;
B:=-0.98;
{ A:=50-0.48*Z;
B:=-0.48;}
{ A:= 19.87+0.026*%-0.000652*2*2-0.0000141*Z2*Z2*Z;
B:=0.026-0.001304*2-0.0000423*2*Z; }
{ A:=20-0.18%2;
B:=-0.18;}
{ A:= 1.76 + 18.98*EXP(-2/19.27);
B:=-0.985*EXP(-%/19.27); }

K1l:=( (ALFA* (M* (M+A+4) / ( (M+A+2) * (M+2) ) ) +(2*M* (0.5
ALFA*Z) *B) / (B* (M+2) * (A+2) ) - (M/PE) ) )/
((2*(0.5—ALFA*Z)*((1/((M+2)*(M+2)))—((l/((M+A+2)*(M+A+2)))))))F
{WRITELN(' K1 = ', Kl1:8:4);
READLN; }
7:=2I+H/2;

M:=MI+K1/2;
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{ A:=20-0.18%Z;

B:=-0.18;}
A:=100-0.98%2;
B:=-0.98;
{ A:=50-0.2%*%;
B:=-0.2;}

{ A:=50-0.48%*Z;

B:=-0.48;}
{ A:= 19.87+0.026*%-0.000652*2*Z-0.0000141*Z*Z2*7;
B:=0.026-0.001304*2-0.0000423%2*%; }
{ A:= 1.76 + 18.98*EXP(-%/19.27);
B:=-0.985*EXP(-2/19.27);
{ A:=100-0.2*Z;
B:=-0.2;}

K2:=((ALFA*(M*(M+A+4)/((M+A+2)*(M+2)))+(2*M*(0.5—
ALFA*Z) *B) / (A* (M+2) * (A+2) ) - (M/PE) ) )/
((2*(0.5~ALFA*Z)*((1/((M+2)*(M+2)))f((1/((M+A+2)*(M+A+2))))))):
{ K2 :=(2*M* (0.5-ALFA*Z) *B/ (A* (M+2) * (A+2) ) - (M/PE) )/
(2*(O-S—ALFA*Z)*((1/((M+2)*(M+2)))—((1/((M+A+2)*(M+A+2))))));]
{ WRITELN(' K2 = ', K2:8:4);
READLN; }

7:=2I+H/2;
M:=MI+K2/2;

{ B:=20-0.18*%;

B:=-0.18;}
A:=100-0.98*%Z;
B:=-0.98;
{ n:=50-0.2*%2%;
B:=-0.2;}

{ A:=50-0.48%Z;
B:=-0.48; }

{ A:
B:=
{ A:

19.8740.026%2-0.000652*%2*%-0.0000141*2*2*Z;
.026-0.001304*2-0.0000423*%Z*%; }
1.76 + 18.98*EXP(-2/19.27);
—0.985*EXP(-2/19.27); }
:=4-0.02%%;
=-0.02;}
K3:=( (ALFA* (M* (M+A+4) / ( (M+A+2) * (M+2)) ) +(2*M* (0.5~
ALFA*Z)*B) / (A* (M+2) * (A+2) ) - (M/PE) ) )/
((2*(0.5—ALFA*Z)*((1/((M+2)*(M+2)))—((1/((M+A+2)*(M+A+2)))))));
{ K3:=(2*M*(O.S—ALFA*Z)*B/(A*(M+2)*(A+2))—(M/PE))/
(2*(0-5*ALFA*Z)*((1/((M+2)*(M+2)))—((1/((M+A+2)*(M+A+2))))));}
{WRITELN (' K3 = ', K3:8:4);
READLN; }

ol

(-

B:
{
B:
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Z:=21I+H;
M:=MI+K3;

A:=20-0.18*%%;

{
B:=-0.18;}

A:=100-0.98*7;

B:=-0.98;
{ A:=50-0.2*2;
B:=-0.2;}

{ A:=50-0.48%Z;
=-0.48;}
{ A:= 19.8740.026*2%-0.000652*%*2-0.0000141*2*Z2*Z;
B:=0.026-0.001304*2-0.0000423*2*Z; }
{ A:= 1.76 + 18.98*EXP(-2/18.27);

B:=-0.985*EXP(-2/19.27); }
{ A:=4-0.02%2;
B:=-0.02;}
K4 :=( (ALFA* (M* (M+A+4) / ( (M+A+2) * (M+2) ) ) +(2*M* (0.5~
ALFA*Z) *B) / (A* (M+2) * (A+2) ) - (M/PE) ) )/
((2%(0.5- ALFA*Z)* (((1/ ((M+2)* (M+2))) - ((1/ ( (MERA+2) * (M+A+2)) ) ) ) ) )/
{ Kd:=(2*M*(0.5- ALFA*Z) *B/ (A% (M+2) * (A+2) ) - (M/PE) )/
(2% (0.5-ALFA*Z) * ( (1/ ( (M+2) * (M+2) ) ) - ((1/ ({(M+A+2) * (M+A+2) ) ) ) ) )7 }
{ WRITELN(' K4 = ', K4:8:4);
READLN; }
END;

{*****************PROCEDURE RESULTADOS***************}

PROCEDURE RESULTADOS;
BEGIN

FOR I:=1 TO DD DO

BEGIN

APPEND (RESP);

WRITELN (RESP{, bkkXT '] = 1, T33, TR¥*V});

{ WRITELN;}

{ WRITELN ('ENTRE COM OS VALORES DE UO, VW, REYU E REYD');}
WRITE (RESP, { 'ZN = ',} ZV[I]:8:4 ,{' NN= ',} NV([I]:8:4);
WRITELN;

{ IF I MOD 12 = 0 THEN READLN; }

END;
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]

END;

BEGIN

CLOSE (RESP);

{******************PROGRAMA PRINCIPAL*****************}

ASSIGN (RESP, RESULT):;
REWRITE (RESP);

{ CONDICAO

INICIAL NA DIRECAO LONGITUDINAL}
21:=0;

{CONDICAO FINAL NA DIRECAO LONGITUDINAL}
ZF:=100;

{CONDICAO INICIAL DO PAR{METRO DE MODELAGEM}
MI:=200;

{DIVISCO DO INTERVALO}
DD:=1000;

{CONTADOR DO RK4}
D:=1;

{TAMANHO DO PASSO NA DISCRETIZAECO }
H:=(ZF-ZI1)/DD;

ZN:=21;
MM:=MI;
REYW:=0.1;

REYD:=2000;
ALFA:=REYW/REYD;

PE:=16000;
APPEND (RESP);
WRITELN (RESP, ' PE= ', PE:8:4 , ' REYD= ', REYD:8:4,
'REYW=', REYW:8:4, 'MI=', MI:8:4, 'ZF=', ZF:8:4);
WRITELN;

CLOSE (RESP);

WHILE D<=DD DO

BEGIN
RUNGE ;
MM:= MI + (1/6)* (Kl + 2*K2 + 2*K3 + K4);
WRITELN(' MM = ', MM: 8 :4);

APPEND (RESP);

WRITELN (RESP, 2I:8:4 , MM:8:4);
WRITELN;
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{ CLOSE (RESP);
READLN; !

{ WRITELN(' ESTA PRIMEIRA APROXIMAECO DO RUNGE KUTTA ESTA
CORRETA') ; }

MI:=MM;
zI:= ZN + D*H;

ZV[D]) :=21;
NV [D] :=MI;
D:=D+1;
END;
RESULTADOS;

READLN;
END.
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