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RESUMO 
 
 
SCADELAI, M.A. (2004). Dimensionamento de pilares de acordo com a 

NBR 6118:2003. São Carlos, 2004. 124 p. Dissertação (Mestrado) - Escola de 

Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo. 
 
Este trabalho apresenta o dimensionamento de pilares, de acordo com a nova 

NBR 6118:2003 – Projeto de Estruturas de Concreto. É considerado o estado limite 

último de instabilidade, possível de ocorrer em configurações de equilíbrio de peças de 

concreto armado submetidas a solicitações normais. Esse estudo torna-se fundamental 

para que seja possível propor soluções estruturais seguras e economicamente viáveis, de 

modo a suprir os questionamentos que possam surgir aos projetistas de estruturas e 

profissionais da área, além constituir uma bibliografia básica de consulta com relação a 

esse tema. O objetivo é pesquisar os itens relacionados ao dimensionamento de pilares, 

e investigar a validade dos processos aproximados, através de exemplos abrangendo as 

situações possíveis dentro do campo de aplicação proposto, de forma a criar um 

conteúdo de “Prática Recomendada”, mais acessível aos profissionais da área e 

envolvendo critérios práticos de dimensionamento, colocando à disposição um resumo 

do que existe na Norma e o que é importante que seja seguido. Inicialmente, mostra-se o 

cálculo do comprimento equivalente do pilar, enquanto elemento isolado da estrutura, e 

do índice de esbeltez limite, abaixo do qual os efeitos de 2ª ordem podem ser 

desprezados. Em seguida, os diferentes processos para determinação dos efeitos locais 

de 2a ordem são comparados entre si. 
 

Palavras-chave: concreto armado, pilares, normalização, instabilidade, 
dimensionamento. 
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ABSTRACT 
 
 

 
SCADELAI, M.A. (2004)  Computing of columns in accordance with the 

NBR 6118:2003. São Carlos, 2004. 124 p. Dissertação (Mestrado) - Escola de 

Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo. 
 
This work presents the computing of columns, in accordance with the new 

NBR 6118:2003 – Project of Structures of Concrete. It’s considered the ultimate limit 

state of instability, possible to occur in equilibrium configuration of reinforced concrete 

columns submitted to normal loads. This study has been fundamental to make possible 

to propose safe and economically reasonable structural solutions, in order to supply the 

questionings that can appear to the designers of structures and professionals of the area, 

beyond to constitute a basic bibliography of consultation with regard to this subject. The 

objective is research details related to the columns project, and investigate the validity 

of the approached processes, through examples enclosing the possible situations inside 

the application field, to created a content of "Recommended Practice", more accessible 

to the professionals of the area and involving practice criterions of computing, placing 

to the disposal a summary of that exists in the Norm and what is important to be 

followed. Initially, will be showed the calculation of the equivalent length of the column 

while isolated element and the limit of the index of slenderness, below of which reveals 

that the 2ª order effects can be rejected. After that, the different processes for 

determination of the local effects of 2a order are compared between itself. 
 

Key-words: reinforced concrete, columns, normalization, instability, computing. 
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11..11..  IIMMPPOORRTTÂÂNNCCIIAA  DDOO  AASSSSUUNNTTOO  

Nos últimos anos, os avanços na tecnologia dos materiais resultaram na 

viabilidade de produção de concretos com elevadas resistências à compressão, 

normalmente designados como concretos de alto desempenho (CAD). A utilização de 

novos materiais tem resultado em elementos estruturais mais esbeltos, já que suas 

seções transversais têm diminuído consideravelmente. Com o aumento da esbeltez, 

ganham importância os efeitos de 2a ordem. Há um acréscimo dos esforços solicitantes 

e, conseqüentemente, dos deslocamentos, aumentando o perigo de instabilidade da 

estrutura ou mesmo do seu colapso. 

Por um lado, esses avanços permitiram a idealização de estruturas muito mais 

versáteis e ousadas, com projetos arrojados e ganhos com relação à área livre e 

liberdade de criação. No entanto, a conseqüência principal desses avanços está 

relacionada com a maior probabilidade de se atingir um estado limite de instabilidade da 

estrutura, principalmente dos pilares, elementos destinados a transmitir os esforços da 

estrutura para as fundações. 

No caso de pilares de concreto armado, a instabilidade é um estado limite último 

que pode ser atingido nos elementos submetidos à flexo-compressão, resultado da 

atuação de um carregamento em que cessa sua capacidade portante antes que a estrutura 

atinja a ruína por ruptura do concreto ou por deformação plástica excessiva da 

armadura. 

O comportamento estrutural de um pilar esbelto de concreto armado, em geral 

bastante complexo, é um comportamento tipicamente não-linear. A não-linearidade 

física, decorrente das equações constitutivas não-lineares do concreto e do aço, e a não-
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linearidade geométrica, caracterizada pela substancial alteração sofrida pelas 

solicitações em função dos deslocamentos transversais do eixo do pilar, impõem a 

necessidade de uma análise detalhada desse elemento estrutural. 

Salienta-se ainda, como motivação para o presente estudo, a nova 

NBR 6118:2003 – Projeto de Estruturas de Concreto, que apresenta, a respeito da 

instabilidade, uma abordagem muito mais sofisticada e complexa do que a antiga 

NBR 6118:1978 – Projeto e Execução de Obras de Concreto Armado. Dessa forma, é 

muito importante desenvolver estudos e trabalhos que utilizem os novos conceitos 

apresentados pela Nova Norma, de modo a suprir os questionamentos que possam surgir 

aos projetistas de estruturas e profissionais da área, além constituir uma bibliografia 

básica de consulta com relação a este tema. 

11..22..  JJUUSSTTIIFFIICCAATTIIVVAA  

No dimensionamento de pilares, é indispensável a análise de sua estabilidade e a 

consideração, além das solicitações iniciais devidas às cargas aplicadas à estrutura e das 

solicitações devidas às excentricidades acidentais, também dos momentos decorrentes 

dos deslocamentos sofridos pela estrutura por ação desse carregamento, que 

caracterizam os efeitos de 2a ordem. 

Assim, os efeitos de 2a ordem são aqueles que se somam aos obtidos em uma 

análise de 1a ordem (em que o equilíbrio da estrutura é estudado na configuração 

geométrica inicial), quando a análise do equilíbrio passa a ser efetuada considerando a 

configuração deformada. 

Segundo a NBR 6118:2003, a análise estrutural com efeitos de 2a ordem deve 

assegurar que, para as combinações mais desfavoráveis das ações de cálculo, não ocorra 

perda de estabilidade, nem esgotamento da capacidade resistente de cálculo, devendo 

ser obrigatoriamente considerada a não-linearidade física, presente nas estruturas de 

concreto armado. 

Dessa forma, a análise da instabilidade pode ser efetuada levando-se em conta as 

não-linearidades física e geométrica, através de métodos aproximados ou do método 

geral. 

O cálculo pelo método geral consiste em efetuar uma análise não-linear de 2a 

ordem, com discretização adequada da barra, consideração da relação momento-

curvatura real em cada seção e consideração não aproximada da não-linearidade 
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geométrica. Portanto, a não-linearidade física é levada em conta a partir da consideração 

da relação momento-curvatura real em cada seção, enquanto que considerar a não-

linearidade geométrica de maneira não aproximada requer o cálculo da curvatura, com 

os deslocamentos reais da estrutura. 

Quanto aos métodos aproximados, a NBR 6118:2003 permite a utilização de 

alguns deles, como o do pilar-padrão e o do pilar-padrão melhorado, cujas 

aproximações são relativas às não-linearidades física e geométrica.  

O “Método do pilar-padrão com curvatura aproximada” pode ser empregado 

apenas no cálculo de pilares com λ ≤ 90, seção constante e armadura simétrica e 

constante ao longo do seu eixo. A não-linearidade geométrica é considerada de forma 

aproximada, supondo-se que a deformação da barra seja senoidal, e a não-linearidade 

física é levada em conta por meio de uma expressão aproximada da curvatura na seção 

crítica. 

No “Método do pilar-padrão com rigidez k aproximada”, aplicável a seções 

retangulares, valem as mesmas restrições que o método anterior (λ ≤ 90, seção 

constante e armadura simétrica e constante ao longo do seu eixo) e o mesmo tratamento 

para a não-linearidade geométrica. Porém, a não-linearidade física deve ser considerada 

por meio de uma expressão aproximada da rigidez. 

Já o “Método do pilar-padrão acoplado a diagramas M, N, 1/r” pode ser 

empregado no cálculo de pilares com λ ≤ 140; entretanto, se λ > 90, é obrigatória a 

consideração dos efeitos da fluência. A determinação dos esforços locais de 2a ordem 

pode ser feita utilizando-se para a curvatura da seção crítica valores obtidos de M, N, 1/r 

específicos para o caso. 

O último método, denominado “Método do pilar-padrão para pilares de seção 

retangular submetidos à flexão composta oblíqua”, pode ser utilizado quando λ < 90 nas 

duas direções principais. Nessas condições, pode ser aplicado o método do pilar-padrão 

com rigidez k aproximada, simultaneamente em cada uma das duas direções. 

Portanto, tem-se como justificativa para este trabalho a necessidade de 

desenvolver estudos nesta área, com o intuito de tornar acessíveis, a engenheiros 

projetistas e pesquisadores, os procedimentos de cálculo constantes da NBR 6118:2003, 

de forma a permitir uma utilização mais eficaz e o conhecimento das características e 

limitações dessas ferramentas de cálculo, contribuindo para o desenvolvimento de um 
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projeto estrutural mais seguro e um melhor aproveitamento da capacidade do material 

concreto armado. 

11..33..  OOBBJJEETTIIVVOOSS  

Devido ao fato dos pilares apresentarem uma elevada suscetibilidade ao 

fenômeno da instabilidade, existe a tendência dos engenheiros projetistas de evitar, 

sempre que possível, pilares muito esbeltos. O interesse dos pesquisadores que 

trabalham nesta área é pois, tornar conhecido e acessível aos projetistas o 

comportamento desses elementos, para que deles possa ser aproveitada ao máximo sua 

capacidade resistente, sem comprometer a segurança. 

Para isso, é necessário testar a viabilidade dos métodos existentes, a fim de 

propor soluções e, com isso, tornar mais amplo o uso de pilares de concreto armado, 

incentivando a adoção de projetos mais arrojados, com um grau de confiabilidade 

adequado, que permita a concepção de estruturas mais esbeltas. Além disso, é 

importante dar credibilidade aos chamados processos simplificados, já que eles são 

propostos pela Norma, dispensam o uso de software específico e fornecem resultados 

adequados, desde que observadas as suas condições de aplicação. 

Com esse intuito, este trabalho tem como proposta estudar o comportamento de 

pilares de concreto armado submetidos à flexão composta, de acordo com as prescrições 

da NBR 6118:2003, com objetivo principal de investigar a validade dos processos 

aproximados de dimensionamento de pilares. Serão apresentados exemplos, dentro do 

campo de aplicação proposto, de forma a criar um conteúdo de “Prática Recomendada”, 

mais acessível aos profissionais da área e envolvendo critérios práticos de 

dimensionamento. 

11..44..  RREEVVIISSÃÃOO  BBIIBBLLIIOOGGRRÁÁFFIICCAA  

Até por volta de 1960, os pilares eram dimensionados “à flambagem” 

simplificadamente, multiplicando-se a carga de trabalho, suposta axial, pelo coeficiente 

de segurança γ e um coeficiente de majoração ω, que dependia do índice de esbeltez, e 

tinha como base teórica a consideração da flambagem além do limite de 

proporcionalidade. Esse processo de cálculo era denominado Processo ω (Ômega). Nos 
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casos de flexão composta, calculava-se a armadura para esta solicitação e verificava-se 

depois o pilar com a força axial isoladamente, majorada por γ e ω.  

Ao longo dos anos, foram desenvolvidos estudos que vêm aperfeiçoando o 

dimensionamento de pilares, por meio de análises envolvendo tipos variados de seções e 

solicitações. A complexidade envolvida nesse dimensionamento recai no fato do 

comportamento dos pilares ser tipicamente não-linear, ou seja, além da não-linearidade 

geométrica, caracterizada pela substancial alteração sofrida pelas solicitações 

decorrentes dos deslocamentos transversais do eixo do pilar, observa-se também a não-

linearidade física, decorrente das equações constitutivas não-lineares do concreto e do 

aço. 

No Brasil, a Universidade de São Paulo (USP) tem dado uma grande 

contribuição, por meio de trabalhos desenvolvidos nessa linha. Nos últimos anos, esse 

assunto vem sendo tratado visando o desenvolvimento de estudos e de programas 

computacionais, com o intuito de analisar o comportamento estrutural dos pilares e, com 

isso, otimizar o seu uso na Construção Civil. 

AUFIERO (1977) apresenta um estudo sobre estabilidade de pilares solicitados à 

flexo-compressão normal, considerando a influência do comportamento inelástico do 

material concreto armado, do tipo de carregamento e da esbeltez, para fins de 

dimensionamento e definição da capacidade de carga, utilizando o processo 

simplificado do pilar-padrão, cujos resultados são comparados com valores 

apresentados pelo Boletim de Informação n º 103 do CEB, utilizando o método geral. 

Esse trabalho chama a atenção para o verdadeiro significado do fenômeno da 

flambagem que, para as publicações da época, era considerado como sendo sinônimo de 

perda de estabilidade na flexo-compressão. 

O processo do pilar-padrão também consiste no processo utilizado por 

BUCHAIM (1979), para analisar os conceitos que intervêm na consideração dos efeitos 

de 2a ordem e da instabilidade por divergência do equilíbrio, em pilares de concreto 

armado sob flexo-compressão. 

Em MARCOTTI (1984), apresenta-se uma análise ampla do problema da 

instabilidade de pilares de concreto armado submetidos à flexo-compressão oblíqua, que 

inclui o cálculo de diagramas de curvatura e de interação, com consideração da esbeltez.  

FRANÇA (1984) faz um estudo detalhado das relações momento versus 

curvatura, em seções poligonais quaisquer submetidas à flexo-compressão oblíqua.  
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PAULA (1988) apresenta um estudo sobre estabilidade das configurações de 

equilíbrio, de pilares esbeltos de concreto armado, submetidos a flexo-compressão 

normal e compressão axial, além de fazer um estudo comparativo entre pilares esbeltos 

em estado limite último, analisado por meio de algoritmos e programas baseados no 

método geral e no processo aproximado do pilar-padrão. 

MENDES NETO (1991) apresenta um estudo sobre estabilidade de pilares de 

seção qualquer, solicitados à flexo-compressão oblíqua, através do processo do pilar-

padrão. 

Em FRANÇA (1991) discute-se a questão dos parâmetros que devem ser 

utilizados para definir o comportamento reológico das peças de concreto armado, 

necessários para a análise de segunda ordem. Nesse trabalho é proposta a troca da 

utilização das relações momento-normal-curvatura por relações momento-normal-

rigidez. 

BACARJI (1993) analisa os vários aspectos que devem ser levados em 

consideração no projeto estrutural e que estão relacionados ao cálculo de pilares. 

Apresenta também os métodos para a análise da estabilidade de peças comprimidas, na 

flexão normal composta, além de fornecer os conceitos e os critérios envolvidos no 

dimensionamento de pilares, incluindo-se as prescrições das normas brasileiras. Por fim, 

apresenta alguns exemplos visando avaliar e tirar conclusões sobre os estudos 

realizados. 

No trabalho de CADAMURO JR. (1997) encontra-se um estudo geral sobre o 

dimensionamento de seções isoladas no estado limite último, como também, sobre 

pilares esbeltos de concreto armado solicitados à flexo-compressão oblíqua, levando-se 

em consideração as não-linearidades física e geométrica e o efeito da fluência, além de 

seção transversal de forma poligonal qualquer e disposição arbitrária da armadura.  

Alguns autores têm incluído, em suas publicações sobre os vários aspectos das 

peças de concreto armado, considerações sobre o fenômeno da instabilidade de pilares 

esbeltos, como FUSCO (1981), SANTOS (1981,1994) e SÜSSEKIND (1987). 

Revistas técnicas como o ACI Structural Journal, Journal of Structural 

Engineering, The Structural Engineer e Material and Structures têm, nos últimos anos, 

publicado trabalhos sobre o tema, mostrando o interesse e a preocupação de 

pesquisadores do mundo inteiro, por meio de trabalhos sobre métodos de análise de 

pilares, como BAZANT, CEDOLIN & TABBARA (1991) e EL-METWALLY (1994). 
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BORGES (1999) apresenta a análise de alguns aspectos que interferem no 

estudo da estabilidade de pilares esbeltos de concreto armado, através de uma 

abordagem envolvendo aspectos teóricos, como também aspectos práticos, incluindo a 

resolução de exemplos. Seu estudo é feito com base nos métodos geral e do equilíbrio, 

com os processos exato e do pilar-padrão, através do software desenvolvido por 

CADAMURO JR (1997). 

SOUZA (2003) apresenta os resultados de estudos paramétricos de pilares de 

concreto armado, realizados com dois modelos computacionais em análise física e 

geometricamente não-linear, utilizando as recomendações da NBR 6118:1978 e da 

NBR 6118:2003. Versões anteriores desses estudos foram enviadas à comissão revisora 

da NBR:6118, que considerou os resultados apresentados na elaboração da Nova 

Norma. 

KATAOKA (2003) apresenta, através de uma análise minuciosa, o estudo 

teórico do procedimento de cálculo da armadura longitudinal de pilares com espessura 

inferior a 20 cm, de acordo com as prescrições da NBR 6118:2003, comparando-as com 

as recomendações das normas estrangeiras vigentes. 

Em seu trabalho, BANKI (2004) faz uma análise do processo simplificado que é 

introduzido pela NBR 6118:2003, para determinação dos efeitos locais de 2a ordem em 

pilares de concreto armado, denominado “Método do pilar-padrão com rigidez κ 

aproximada”. É apresentada uma abordagem direta, evitando o procedimento iterativo 

sugerido pela Norma, e uma análise dos resultados obtidos em função do índice de 

esbeltez e da excentricidade de 1a ordem. 
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22..11..  NNÃÃOO--LLIINNEEAARRIIDDAADDEESS  

O estudo das não-linearidades física e geométrica é fundamental, pois interfere 

no comportamento das estruturas. Essa interferência é verificada através da relação 

entre momento e curvatura. 

Segundo BORGES (1999), o conceito de linearidade, por vezes, é confundido 

com o conceito de elasticidade: se é dito que um determinado material tem 

comportamento elástico-linear, os conceitos elástico e linear são distintos. Uma barra é 

de material elástico quando, cessada a ação do carregamento aplicado, volta ao 

comprimento inicial; isso quer dizer que, quando a tensão retorna ao valor zero, a 

deformação também é nula,  não havendo pois nenhuma deformação residual.  

Além disso, para as barras sob carregamento monotônico, o conceito mais 

importante é o de linearidade, ficando o conceito de elasticidade como essencial ao 

estudo de barras sob carregamento cíclico. 

A análise do conceito de elasticidade pode ser feita observando-se o diagrama da 

Figura 1: se, ao retirar o carregamento, a deformação resultante for nula, ou seja, a 

relação tensão-deformação retroceder pela curva em traço cheio, o comportamento do 

material será elástico, mas, se o caminhamento se der através da linha tracejada, existirá 

deformação residual, portanto, o material terá comportamento inelástico. O fato do 

diagrama ser curvo demonstra que o material não tem comportamento linear, ou seja, 

não existe proporcionalidade entre tensão e deformação.  
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Figura 1. Diagrama tensão-deformação de um material não-linear: trechos de descarregamento 

2.1.1. Não-Linearidade Geométrica 

Ao se considerar, em uma análise estrutural, os efeitos da mudança de geometria 

da estrutura, a relação força-deslocamento deixa de ser linear. Essa não-linearidade, 

denominada geométrica, em geral pode ser desconsiderada quando a hipótese dos 

pequenos deslocamentos é admitida válida. No entanto, a não-linearidade geométrica 

torna-se relevante nos casos em que os deslocamentos, relativamente significativos, 

podem acentuar os problemas de instabilidade ou a interação do esforço axial com os 

momentos fletores. Nesses casos, devido à grandeza dos deslocamentos, surge a 

necessidade de se escreverem as equações de equilíbrio em relação à configuração 

deformada da estrutura. Mesmo que com deslocamentos relativamente pequenos, 

combinados com certas disposições de cargas na estrutura, podem ocorrer situações de 

instabilidade ou o surgimento de esforços adicionais.  

Segundo BENJAMIN (1982), quando os efeitos não-lineares implicarem em 

enrijecimento da estrutura, a utilização de uma análise linear pode conduzir a estruturas 

mais seguras, porém antieconômicas. Por outro lado, se o comportamento não-linear 

implicar em perda de rigidez ou de estabilidade, a utilização de uma análise linear pode 

resultar ou induzir a uma falsa noção de segurança estrutural. 
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A determinação dos esforços solicitantes ao longo das seções transversais de 

uma peça é feita, geralmente, supondo a estrutura na sua posição indeformada, ou seja, 

desprezando-se as deformações da peça. Diz-se então que se trata da teoria de 1a ordem. 

A rigor, deve-se sempre considerar a posição deformada da estrutura – Teoria de 

2a ordem – para calcular os esforços solicitantes, já que isso significa grau mais elevado 

de aproximação. Porém, do ponto de vista prático, a diferença entre os resultados 

obtidos mediante as teorias da 1a e da 2a ordem pode ser tão pequena que não compensa 

executar um cálculo mais elaborado. Entretanto, no cálculo de pilares, um dos objetos 

de estudo deste trabalho, a não consideração desses efeitos pode causar discrepâncias 

consideráveis nos cálculos, sendo imprescindível a consideração da não-linearidade 

geométrica nos projetos de pilares. 

2.1.2. Não-Linearidade Física 

A não-linearidade geométrica prova que pode não haver proporcionalidade entre 

causa e efeito, mesmo quando o comportamento do material é elástico-linear. O 

problema se agrava quando o próprio material apresenta comportamento não-linear, o 

que caracteriza a não-linearidade física. 

O comportamento do material é linear quando obedece à Lei de Hooke, ou seja, 

quando a tensão é proporcional à deformação. Caso contrário, o comportamento do 

material é não-linear. 

Ao contrário da não-linearidade geométrica, a não-linearidade física é uma 

propriedade intrínseca do material, e acarreta não-proporcionalidade entre causa e 

efeito, mesmo na teoria de 1a ordem. Considerando-se uma estrutura de concreto 

armado, a não-linearidade física resulta da resposta não-linear do aço e do concreto, 

conforme a Figura 2. 
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Figura 2. Diagramas tensão-deformação para materiais de comportamento linear e não-linear 

 

22..22..  CCOOMMPPOORRTTAAMMEENNTTOO  DDOO  CCOONNCCRREETTOO  

O concreto armado apresenta comportamento de difícil descrição, resultado da 

associação de dois materiais estruturais (aço e concreto). O diagrama tensão-

deformação do concreto não é linear, e é variável para as várias classes de resistência. O 

concreto é considerado como um material elastoplástico, no entanto apresenta um 

comportamento aproximadamente elástico-linear para tensões da ordem de até 30% de 

sua máxima tensão de compressão. A partir desse valor, inicia-se a plastificação do 

concreto que, graficamente, é traduzida pela deflexão e, principalmente, pelo trecho 

descendente da curva tensão-deformação.  
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Figura 3. Diagramas tensão-deformação: compressão axial (COLLINS et alii., 1993) 
 

Observando-se a Figura 3, tem-se a idéia de que, para concretos de baixa 

resistência, o pico das tensões no concreto ocorre em torno da deformação 2‰,  

enquanto que para concretos com resistência mais elevada, esse valor sofre um aumento 

gradativo. No entanto, sabe-se que a forma da curva tensão-deformação depende de 

vários fatores, entre os quais: idade do concreto, velocidade e duração do carregamento, 

além da resistência do concreto. 

Segundo a NBR 6118:2003, para dimensionamentos de peças de concreto de 

seção qualquer, no estado limite último, pode ser empregado o diagrama tensão-

deformação idealizado, mostrado na Figura 4, composto de uma parábola do 2o
 grau 

entre os valores de εc de zero a 2‰, cuja ordenada é 0,85.fcd, e de um trecho reto 

correspondente aos valores de εc entre 2‰ e 3,5‰. 
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Figura 4. Diagrama tensão-deformação do concreto (NBR 6118:2003) 

22..33..  EEQQUUAAÇÇÃÃOO  DDIIFFEERREENNCCIIAALL  DDAA  LLIINNHHAA  EELLÁÁSSTTIICCAA  

Ao ser solicitada à flexão simples ou composta, uma barra se deforma até atingir 

uma situação de equilíbrio, sendo a sua configuração deformada denominada linha 

elástica. Ela surge devido ao fato das seções transversais se deformarem ao longo da 

barra. Daí, desprezando-se as deformações axiais, e admitindo-se a hipótese de 

manutenção das seções planas, é possível, a partir da viga da Figura 5, chegar à equação 

diferencial da linha elástica. 

Após a aplicação da carga, o eixo da viga, inicialmente retilíneo e horizontal, 

deforma-se e assume a forma curva. Para conhecer a forma dessa curva, ou seja, a 

equação y = f(x) que determina essa curva, deve-se considerar um elemento dx da barra. 

Após a deformação, as seções transversais, distantes dx entre si, inicialmente paralelas, 

giram de um ângulo dθ. 

Admitindo-se que o material obedeça à Lei de Hooke, a curvatura numa seção 

genérica é dada pela expressão: 

EI
M

r
1

−=  

onde: 

r
1

 é a curvatura do eixo da barra na configuração deformada. 
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Uma vez que o momento M varia ao longo da barra, a linha elástica terá uma 

curvatura variável.  

O próximo passo é estabelecer, a partir da Figura 5, uma relação entre os 

deslocamentos na direção y e o valor do momento M, através da dedução do valor da 

curvatura 1/r em função desses deslocamentos. 
 

x
dx

y

dθ

y

x

0

r = raio de curvatura

F F

ds

 

 
Figura 5. Deformação de uma viga de concreto armado sob flexão 

 

Tem-se então: 

θ⋅= drds  

 

de onde se tira: 

ds
dx

dx
d

ds
d

r
1

⋅
θ

=
θ

=  (1)

 

Por outro lado: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=θ→=θ

dx
dy  tgarc

dx
dy tg  (2)

 

Derivando-se a eq. (2) em relação a x, tem-se: 
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2

2

2 dx
yd

dx
dy1

1
dx
d

⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
θ  

(3)

 

e ainda 
222 dydxds +=  

resultando em: 

2
1

2

dx
dy1

dx
ds

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=  (4)

 

Portanto, substituindo as eq. (3) e (4) em (1), tem-se: 

EI
M

dx
dy1

dx
yd

r
1

2
3

2

2

2

−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=  (5)

que é a equação diferencial completa da linha elástica. 
 

Algumas simplificações podem ser feitas, por exemplo desprezando-se dy/dx, 

por ser uma parcela muito pequena comparada com as demais grandezas, chegando-se à 

equação simplificada da linha elástica, que tem a seguinte forma: 

EI
M

dx
yd

r
1

2

2

−==  (6)

 

Uma outra forma de se obter a equação simplificada é considerar rotações muito 

pequenas, de forma que, com grande aproximação, se tenha: 

 

dx
dy  que    tal tg  e  dxds ≅θθ≅θ≅  

e portanto: 

EI
M

dx
yd

dx
dx
dyd

dx
d

ds
d

r
1

2

2

−==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

=
θ

=
θ

=  
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Para barras com deformações muito pequenas, essas simplificações podem ser 

feitas porque dy/dx, e em particular o seu quadrado, são praticamente desprezíveis, 

podendo ser desconsideradas sem que haja diferenças que comprometam os resultados 

obtidos. 

Outra forma de se obter a curvatura é através das deformações de um elemento 

de barra de comprimento dx, indicado na Figura 6, na qual se admite que a barra esteja 

em equilíbrio após a deformação e que ε  seja a deformação relativa de uma fibra 

genérica distante z do eixo que passa pelo CG da seção. 

LN

C

CG
fibra genérica

r

z

x

h/2

dx ε 1. dx/2

h/2

ε 2. dx/2

 
Figura 6. Elemento de barra de comprimento elementar dx 

 
Da condição de permanência das seções planas, tem-se: 

 

( )
zr

1
2

dx

x
2

dx

xh
2

dx
21

+

ε−⋅
=

⋅ε
=

−

⋅ε−
 

 
ou: 
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hzr
1

xxh
1221 ε−ε

=
+

ε−
=

ε
=

−
ε−  

 
As expressões anteriores podem ser simplificadas, pelo fato de que ε<<1 e z<<r; 

ou seja, pode-se admitir que: 

r
1

zr
1

=
+

ε−  

Com essa simplificação, pode-se reescrever a equação anterior, da seguinte 

forma: 

hr
1 12 ε−ε

=  

No caso de uma viga de concreto armado, com deformações extremas εc no 

concreto comprimido e εs na armadura de tração, resulta: 

dr
1 sc ε−ε

=  (7)

 

A eq. (7) é uma expressão geral da curvatura, escrita em função das 

deformações, válida para casos de flexão composta com LN não só dentro como fora da 

seção, exigindo para a dedução apenas a validade da Lei de Bernoulli, que considera 

que as seções permanecem planas após a flexão. 

22..44..  RREELLAAÇÇÕÕEESS  MMOOMMEENNTTOO  ––  CCUURRVVAATTUURRAA  

Segundo BORGES (1999), as relações momento-curvatura são expressões que 

envolvem grandezas intimamente ligadas aos conceitos de não-linearidade. No caso da 

relação momento interno versus curvatura, o conceito mais importante é o de não-

linearidade física e, no caso da relação momento externo versus curvatura, o de não-

linearidade geométrica. 

2.4.1. Relação Momento Interno – Curvatura 

Considerando-se materiais de comportamento elástico-linear, a cada 

configuração da elástica corresponde uma certa distribuição de momentos fletores, ou 

seja, em cada seção o momento interno é dado pela eq. (8), o que corresponde dizer que, 

graficamente, o diagrama é linear. 
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EI
r
1Mint ⋅=  (8)

No caso de materiais de comportamento não-linear, como o concreto armado, 

não existe proporcionalidade entre tensão e deformação, sendo necessária a obtenção do 

momento interno através do cálculo direto da resultante das tensões correspondentes ao 

momento, devido ao fato de que a não-linearidade física do material acarreta não-

linearidade entre momento interno e curvatura, ou seja, o resultado é um diagrama 

curvo, conforme a Figura 7. 

Regime Linear Regime Não-Linear 

Mint Mint 

1/r 1/r 

 
Figura 7. Diagrama Momento Interno  versus Curvatura 

2.4.2. Relação Momento Externo – Curvatura 

A utilização da equação diferencial completa da linha elástica afeta diretamente 

a determinação do momento externo, tanto na compressão axial como na flexo-

compressão. Para a compressão axial, só é possível considerar os efeitos de 2a
 ordem 

quando da utilização da equação completa, que possibilita o cálculo dos deslocamentos 

que surgem para cargas maiores que a crítica. Na flexo-compressão é possível, através 

da equação simplificada, obter valores para os deslocamentos, embora não sejam estes 

os verdadeiros. 

Em ambos os casos a expressão do momento externo depende dos valores dos 

deslocamentos, que são obtidos a partir das equações diferenciais. 

Para a compressão axial, tem-se: 

 

yFMext ⋅=  (9)
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e, para flexo-compressão: 

 

( )yeFM iext +⋅=  (10)

onde: 

y é o deslocamento num ponto qualquer ao longo da altura da barra; 

ei é a excentricidade inicial. 

 

Considerando as eq. (9) e (10), e a eq. (5) que contém a equação completa da 

linha elástica, chega-se a uma relação não-linear momento externo versus curvatura, 

cujos diagramas têm a forma indicada na Figura 8. 

  
Figura 8. Diagramas momento externo versus curvatura (BORGES, 1999) 

 

Com a utilização da eq. (6), que é a equação simplificada da linha elástica, só é 

possível chegar a alguma relação na flexão composta, e que resultará em uma relação 

linear, como mostra a Figura 9. 

 
Figura 9. Diagrama momento externo versus curvatura - equação simplificada (BORGES, 1999) 
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22..55..  DDIIAAGGRRAAMMAA  ((MM,,NN,,11//rr))  

Segundo BORGES (1999), os problemas de instabilidade, assim como outros 

problemas da Engenharia, baseiam-se em equações de equilíbrio e de compatibilidade. 

Essas equações referem-se a estados de deformação, desde solicitações muito baixas até 

atingir a ruína, seja por esgotamento da resistência do concreto ou por deformação 

excessiva da armadura, seja por perda de estabilidade. Isso se dá porque os diagramas 

de ε numa seção podem não pertencer aos domínios de deformação, mas serem 

constituídos por uma reta qualquer, correspondente a uma situação de serviço ou a uma 

fase intermediária entre uma situação de serviço e uma de ruína. 

A análise de pilares de concreto armado submetidos a flexo-compressão envolve 

a consideração da teoria de 2a ordem, sendo essencial definir uma relação entre a 

curvatura e os esforços, através de diagramas de interação força normal - momento 

fletor - curvatura. Esses diagramas são a ferramenta básica de qualquer cálculo de 

verificação da estabilidade. 

O diagrama (M,N,1/r) define graficamente uma relação entre essas três 

grandezas, porém é de execução trabalhosa. Como a curvatura está relacionada com as 

deformações, e estas se ligam às tensões através das equações constitutivas, sendo 

conhecidas as tensões, a deformação εc e a curvatura 1/r, tem-se todos os elementos para 

calcular o esforço normal e o momento fletor. 

Considere-se um pilar esbelto de concreto armado sujeito a força de compressão 

excêntrica N, sendo conhecidos: dimensões, quantidade e distribuição da armadura, tipo 

de aço e concreto e vinculações. Do estudo feito até então, conclui-se ser de 

fundamental importância determinar o máximo momento interno que a seção pode 

desenvolver, em função da curvatura da deformada naquela mesma seção. 
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Figura 10. Seção submetida a flexão (BORGES, 1999) 

 

Seja a seção fletida da Figura 10, com armadura conhecida. Rearranjando a 

eq. (7), tem-se: 

dr
1 sc ε−ε

=  

 

Por semelhança de triângulos, tem-se: 

r
yc

0c +ε=ε  

r
ysi

0s −ε=ε  

 

Os estados limites últimos relativos ao material não serão atingidos, enquanto 

forem obedecidos os limites: 

00
0c

0c 5,3
r
y

≤+ε=ε  

00
0si

0s 10
r

y
≤−ε=ε  

 

Assim, a seção, para uma dada curvatura 1/r, não esgotará sua capacidade 

resistente enquanto não se chegar a um valor (εo)max tal que faça ser atingida, no 

concreto ou no aço, suas deformações específicas limites. Desse modo, para cada par de 

valores (1/r, εo) tem-se definidos os valores de cálculo dos esforços Nd e Md capazes de 

serem resistidos pela seção. 
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Desta forma, para cada curvatura arbitrada (1/ri), estabelecem-se os vários pares 

de valores (Md, Nd) correspondentes a essa curvatura, ou seja, obtém-se, para uma dada 

curvatura, os grupos de valores interligados (1/ri, Md, Nd), referentes às variações de εo, 

até se atingir εo,max. Feito isso, tem-se conhecido o terno (M,N,1/r). Adotando-se outros 

valores da curvatura e mantendo-se fixos os demais dados, obtém-se o diagrama 

(M,N,1/r). 

22..66..  EEFFEEIITTOOSS  DDEE  22aa  OORRDDEEMM  

Efeitos de 2a ordem são aqueles que se somam aos obtidos numa análise de 1a 

ordem, quando a análise do equilíbrio passa a ser efetuada considerando a configuração 

deformada. Esses efeitos podem ser desprezados quando não representem acréscimo 

superior a 10% nas reações e nas solicitações relevantes da estrutura. 

Quando as estruturas são submetidas a ações verticais e horizontais, seus nós 

deslocam-se horizontalmente. Os esforços de 2a ordem decorrentes desses 

deslocamentos são denominados efeitos globais de 2a ordem. Nas barras da estrutura, 

os respectivos eixos não se mantêm retilíneos, surgindo aí efeitos locais de 2a ordem, 

que afetam principalmente os esforços solicitantes ao longo dessas barras. Em princípio, 

todas as estruturas são deslocáveis. Por conveniência de análise, no entanto, elas são 

classificadas em estruturas de nós fixos e estruturas de nós móveis. 

As estruturas de nós fixos são aquelas em que os deslocamentos horizontais 

dos nós são pequenos, e, por decorrência, os efeitos globais de 2a ordem são 

desprezíveis (inferiores a 10% dos respectivos esforços de 1a ordem). Nessas estruturas, 

basta considerar os efeitos locais de 2a ordem. As estruturas de nós móveis são aquelas 

em que os deslocamentos horizontais dos nós não são pequenos, e, conseqüentemente, 

os efeitos globais de 2a ordem são importantes (superiores a 10% dos respectivos 

esforços de 1a ordem). Nessas estruturas, devem ser obrigatoriamente considerados 

tanto os esforços de 2a ordem globais, como os locais. 

Nas estruturas de nós fixos, permite-se considerar isoladamente cada elemento 

comprimido, como barra vinculada nas extremidades aos demais elementos estruturais 

que ali concorrem, onde se aplicam os esforços obtidos pela análise da estrutura 

segundo a teoria de 1a ordem. Submetida às ações horizontais, a estrutura é sempre 

calculada como deslocável. O fato de a estrutura ser classificada como sendo de nós 
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fixos dispensa apenas a consideração dos esforços globais de 2a ordem, mas não sua 

análise como estrutura deslocável. 

A NBR 6118:2003 considera elementos isolados: 

• os elementos estruturais isostáticos; 

• os elementos contraventados; 

• os elementos das estruturas de contraventamento de nós fixos; 

• os elementos das subestruturas de contraventamento de nós móveis desde que, 

aos esforços nas extremidades, obtidos numa análise de 1a ordem, sejam 

acrescentados os determinados por análise global de 2a ordem. 
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33..11..  CCOOMMPPRRIIMMEENNTTOO  DDEE  FFLLAAMMBBAAGGEEMM  

O comprimento de flambagem depende da vinculação na base e no topo do pilar. 

Para a determinação do comprimento de flambagem de um pilar, considera-se sua 

deformada de flambagem quando ele encontra-se submetido ao carregamento mais 

desfavorável. O comprimento de flambagem determinante corresponde, como indica a 

Figura 11, à distância entre pontos de inflexão da deformada de flambagem do pilar. 

Conforme o grau de engastamento, o ponto de inflexão situa-se mais ou menos 

próximo do nó, podendo inclusive coincidir com ele, em algumas situações. Portanto, 

para os casos mais usuais de vinculações, o valor de l e varia de 0,5l a 2l. 

 

N N

Ponto de
Inflexão

N

le
Pontos de
Inflexão

N

0,25l

l

le = 2l le = l le = 0,5 lle = 0,7 l

le

 
Figura 11. Comprimentos de Flambagem 
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33..22..  DDIIMMEENNSSÕÕEESS  MMÍÍNNIIMMAASS  

Com o objetivo de evitar um desempenho inadequado e propiciar boas condições 

de execução, a NBR 6118:2003, no seu item 13.2.3, estabelece que a seção transversal 

dos pilares, qualquer que seja a sua forma, não deve apresentar dimensão menor que 

19 cm. Em casos especiais, permite-se a consideração de dimensões entre 19 cm e 12 

cm, desde que no dimensionamento se multipliquem as ações por um coeficiente 

adicional γn, indicado na Tabela 1, onde: 
 

b05,095,1n ⋅−=γ  
 

b é a menor dimensão da seção transversal do pilar, em cm. 

 

Tabela 1. Valores do coeficiente adicional γn em função de b (NBR 6118:2003) 

b (cm) ≥ 19 18 17 16 15 14 13 12 
γn 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 

 

Portanto, o coeficiente γn deve majorar os esforços solicitantes finais de cálculo 

nos pilares, quando de seu dimensionamento. 

Todas as recomendações referentes aos pilares são válidas nos casos em que a 

maior dimensão da seção transversal não exceda cinco vezes a menor dimensão 

(h ≤ 5b). Quando esta condição não for satisfeita, o pilar deve ser tratado como pilar-

parede. 

Em qualquer caso, não se permite pilar com seção transversal de área inferior a 

360 cm². 

33..33..  CCOOMMPPRRIIMMEENNTTOO  EEQQUUIIVVAALLEENNTTEE  

Segundo a NBR 6118:2003, o comprimento equivalente le pilar, suposto 

vinculado em ambas extremidades, é o menor dos seguintes valores: 
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⎩
⎨
⎧ +

≤
l

l
l

h0
e  

lo é a distância entre as faces internas dos elementos estruturais, supostos 

horizontais, que vinculam o pilar (Figura 12); 

h é a altura da seção transversal do pilar, medida no plano da estrutura; 

l é a distância entre os eixos dos elementos estruturais aos quais o pilar está 

vinculado. 

No caso de pilar engastado na base e livre no topo, le = 2l. 

h l0

h/2

h/2

ll0 + h

 
Figura 12. Distâncias lo  e l 

33..44..  PPIILLAARREESS  IINNTTEERRNNOOSS,,  DDEE  BBOORRDDAA  EE  DDEE  CCAANNTTOO..  

Os pilares podem ser classificados com relação às solicitações iniciais, como é 

mostrado na Figura 13. 

Serão considerados pilares internos aqueles submetidos a compressão simples, 

ou seja, que não apresentam excentricidades iniciais. 

Nos pilares de borda, as solicitações iniciais correspondem a flexão composta 

normal, ou seja, há excentricidade inicial em uma direção. Para seção quadrada ou 

retangular, a excentricidade inicial ocorre na direção perpendicular à borda. 
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Pilares de canto são submetidos a flexão oblíqua. As excentricidades iniciais 

ocorrem nas direções das bordas. 

PILAR 
INTERNO

PILAR DE 
BORDA

PILAR DE 
CANTO

 
Figura 13. Classificação quanto às solicitações iniciais 

33..55..  CCLLAASSSSIIFFIICCAAÇÇÃÃOO  QQUUAANNTTOO  ÀÀ  EESSBBEELLTTEEZZ  

O índice de esbeltez é definido pela relação: 

i
el=λ  

le é o comprimento equivalente do elemento isolado (ver item 3.3); 

i é o raio de giração mínimo da seção bruta de concreto. 

 

De acordo com o índice de esbeltez (λ), os pilares podem ser classificados em: 

• pilares robustos ou pouco esbeltos →  λ ≤ λ1

• pilares de esbeltez média  →  λ1 < λ ≤  90 

• pilares esbeltos ou muito esbeltos →  90 < λ ≤  140 

• pilares excessivamente esbeltos →  140 < λ  ≤  200 

 

O valor de λ1 será considerado no item seguinte. A NBR 6118:2003 não admite, 

em nenhum caso, pilares com índice de esbeltez λ superior a 200. 
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33..66..  EESSBBEELLTTEEZZ  LLIIMMIITTEE  

O conceito de esbeltez limite surgiu a partir de análises teóricas de pilares, 

considerando material elástico-linear. Corresponde ao valor da esbeltez a partir do qual 

os efeitos de 2a ordem começam a provocar uma redução da capacidade resistente do 

pilar no estado limite último, quando comparada com a capacidade resistente obtida de 

acordo com a teoria de 1a ordem. Segundo SOUZA (2003), o valor dessa redução é 

definido arbitrariamente, não devendo ser superior a 5% no ACI:1995, ou a 10% no 

CEB:1990. Os principais fatores que influenciam essa redução da capacidade resistente 

são: 

• a excentricidade relativa de 1a ordem e1/h; 

• a vinculação dos extremos do pilar isolado; 

• a magnitude e a forma do diagrama de momentos de 1a ordem. 

 

A influência desses fatores sobre a resistência de pilares de concreto foi 

quantificada por SOUZA (1992), através de uma análise paramétrica de pilares isolados. 

Os resultados obtidos permitiram a obtenção de equações para o cálculo da redução da 

capacidade resistente dos pilares sob flexo-compressão normal. Essas equações são 

válidas para os casos de pilares isolados, com excentricidades iguais e de mesmo 

sentido nos extremos (curvatura única), de seção retangular, com armaduras iguais e 

distribuídas ao longo de dois lados opostos. Para o cálculo da esbeltez limite em pilares 

de concreto armado, SOUZA (1992) deduziu uma equação válida quando a 

excentricidade relativa de 1a ordem e1/h é menor que 0,6, e admitindo-se uma perda 

máxima de 10% na capacidade resistente do pilar: 

 

( ) ( )he311,04,0
06,0100

1
1 ⋅+⋅ω⋅−

⋅=λ  (11)

ω é a taxa mecânica de armadura; 

e1/h é a excentricidade relativa de 1 a ordem, de igual valor e sentido nos 

extremos do pilar. 
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Posteriormente, SOUZA et al. (1995 e 1998) apud SOUZA (2003) 

desenvolveram um estudo de casos de pilares de seção retangular, excentricidades 

iguais e de mesmo sentido e armaduras iguais e distribuídas ao longo de dois lados 

opostos, analisando e simulando 115 pilares, para diferentes índices de esbeltez, 

amplitudes de excentricidades, taxas de armadura e relação entre as excentricidades 

extremas. 

Baseado nos resultados obtidos nesses dois trabalhos, SOUZA et al. (1995 e 

1998) apud SOUZA (2003) propuseram as seguintes equações, que permitem a 

avaliação do valor de λ1 para diversos casos práticos: 
 

34,0h
e para                     h

e5042 a1a1
1 ≤⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅−⋅α=λ  (12)

75,0h
e0,34  para                                          25 a1

1 <<α⋅=λ  (13)

75,0h
e para                     h

e1613 a1a1
1 ≥⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅+⋅α=λ  (14)

801 ≤λ  (15)
 

e1a é a maior das excentricidades de 1a ordem nos extremos do pilar; 

α é o coeficiente que leva em conta a influência da forma do diagrama de 

momentos de 1a ordem ao longo do pilar no valor de λ1. 

 

O limite indicado na eq. (15) foi arbitrado de forma a limitar o índice de esbeltez 

máximo absoluto para a dispensa dos efeitos de 2a ordem. Para a determinação do 

coeficiente α, SOUZA et al. (1995 e 1998) apud SOUZA (2003) utilizou uma 

metodologia semelhante à utilizada para a determinação de λ1, ou seja, considerando 

uma perda de 10% da capacidade resistente do pilar, obtiveram as seguintes equações: 

 

05,0h
e para                     e

e35,035,1 1a

a1

b1 =⋅−=α  (16)

10,0h
e para                     e

e60,060,1 1a

a1

b1 =⋅−=α  (17)
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Para efeito prático, deve-se fixar a equação de α de acordo com a excentricidade 

mínima adotada no projeto dos pilares. Para o caso da NBR 6118:2003, caso seja 

respeitado o momento mínimo de 0,10.h.Nd, a excentricidade e1a/h seria no mínimo 

igual a 0,10, podendo-se utilizar a eq. (17). 

Em estruturas de nós fixos, dificilmente um pilar de pórtico, não muito esbelto, 

terá seu dimensionamento afetado pelos efeitos de 2a ordem, pois o momento fletor total 

máximo provavelmente será apenas o de 1a ordem, num de seus extremos. 

Segundo a NBR 6118:2003, item 15.8.2, os esforços locais de 2a ordem em 

elementos isolados podem ser desprezados quando o índice de esbeltez λ for menor que 

o valor limite λ1 , que pode ser calculado pelas expressões: 

 

( )
b

1
1

he5,1225
α

⋅+
=λ  (18)

9035 1 ≤λ≤  (19)

sendo e1 a excentricidade de 1a ordem. A NBR 6118:2003 não deixa claro como se 

adota este valor. Na dúvida, pode-se admitir, no cálculo de λ1, e1 igual ao menor valor 

da excentricidade de 1a ordem, no trecho considerado. 

O valor de  deve ser obtido conforme estabelecido a seguir: bα

 

a) Pilares biapoiados sem forças transversais 

0,10,4     :sendo                  ,     40,0
M
M40,060,0 b

A

B
b ≤α≤≥+=α  

 

MA é o momento fletor de 1a ordem no extremo A do pilar (maior valor absoluto 

ao longo do pilar biapoiado); 

MB é o momento fletor de 1a ordem no outro extremo (B) do pilar (toma-se para 

MB o sinal positivo, se tracionar a mesma face que MA, e negativo em caso contrário). 

 

b) Pilares biapoiados com forças transversais significativas, ao longo da altura 

1=αb  

 

 

c) Pilares em balanço 
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0,10,85     :sendo              ,     85,0
M
M20,080,0 b

A

C
b ≤α≤≥+=α  

 

MA é o momento fletor de 1a ordem no engaste; 

MC é o momento fletor de 1a ordem no meio do pilar em balanço. 

 

d) Para pilares biapoiados ou em balanço com momentos fletores menores que o 

mínimo 

1=αb  

 

Segundo SOUZA (2003), nos pilares considerados isoladamente, a 

excentricidade de 2a ordem varia ao longo da reta que liga os seus extremos, nestes se 

anulando. A Figura 14 mostra a variação desta excentricidade para os pilares com 

curvatura única e reversa. 

 

 

e1b

e1a

e2

Nd

Nd

Nd

Nd

e1a

e1b

e2

 
Figura 14. Pilar com efeito de 2a ordem em curvatura única ( 0ee a1b1 ≥ ) e reversa ( 1b 1ae e 0< ) 

 

Verifica-se pela Figura 14 que para os pilares com curvatura única e 

excentricidades de 1a ordem iguais nos extremos, e1a = e1b, a excentricidade de 1a 



CCCAAARRRAAACCCTTTEEERRRÍÍÍSSSTTTIIICCCAAASSS   GGGEEEOOOMMMÉÉÉTTTRRRIIICCCAAASSS   
 

32

ordem, e1, e a excentricidade de 2a ordem, e2, são aditivas em todos os pontos ao longo 

do pilar. A determinação da seção crítica no dimensionamento é imediata e corresponde 

à seção do meio do vão, pois é onde se situa o ponto de máximo da soma de e1 com e2. 

Entretanto, quando os pilares estão submetidos a excentricidades ou momentos 

desiguais nas duas extremidades, a curvatura da peça é diferente e a determinação da 

seção crítica deixa de ser imediata. Para este caso, a NBR 6118 (2003), em seu item 

15.8.2.a, utiliza a eq. (20) originária das normas americanas de estruturas de aço. 

 

4,0e
e4,06,0

a1

b1
b ≥⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=α  (20)

 

Em estudos anteriores, SOUZA (1992) e SOUZA et al. (1993), apud 

SOUZA (2003), propõem que o limite inferior de 0,4 para o valor de αb poderia ser 

desconsiderado. Cabe salientar ainda que o CEB (1990) também desconsidera o limite 

inferior de 0,4, enquanto que SALMON & JOHNSON (1996), citando vários estudos 

sobre pilares metálicos, concluem que a adoção de um limite inferior de 0,4 na equação 

de αb é “um procedimento muito conservador”. 

SOUZA (2003) apresenta ainda em seu trabalho uma comparação dos valores 

propostos pela NBR 6118:2003 para λ1 com outras normas e estudos, considerando-se 

sempre o mesmo comprimento de flambagem (Tabela 2). Deve-se observar que este 

procedimento pode resultar em algumas discrepâncias, já que algumas normas permitem 

reduzir o comprimento de flambagem dos pórticos de nós móveis, ou de nós fixos, para 

cerca de 75% do comprimento livre (BS-8110, 1985). No método proposto, foi adotado 

e1a/h igual a 0,05 ou 0,10, sendo α calculado sempre pela eq. (17) em função da relação 

e1b/e1a.  

Os valores grifados da Tabela 2 correspondem aos maiores valores encontrados 

para λ1 em cada situação estudada. 
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Tabela 2. Comparação entre diversas normas e propostas para valores de λ1 (SOUZA, 2003) 

e1b / e1a = 1,0 e1b / e1a = 0,5 e1b / e1a = 0 e1b / e1a  = - 0,5 e1b / e1a  = - 1,0 
Método e1a / h 

0,05 
e1a / h 
0,10 

e1a / h 
0,05 

e1a / h 
0,10 

e1a / h 
0,05 

e1a / h 
0,10 

e1a / h 
0,05 

e1a / h 
0,10 

e1a / h 
0,05 

e1a / h 
0,10 

NBR 6118 
(2003)1 - 35 - 44 - 58 - 88 - 88 

NBR 6118 
(1978) 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 

CEB/902

(1990) 12 12 18 18 24 24 30 30 36 36 

EuroCode 2 
(1989) 25 25 37,5 37,5 50 50 62,5 62,5 75 75 

ACI-318 
(1995) 22 22 28 28 34 34 40 40 46 46 

BS-81103

(1985) 52 52 52 52 52 52 52 52 52 52 

MacGregor4

(1993) 
a) 13 
b) 35 

13 
35 

19 
35 

19 
35 

25 
35 

25 
35 

31 
35 

31 
35 

31 
35 

31 
35 

Santos 
(1991) 12,5 14,6 - - 33,6 39,2 - - 74 82 

Souza5

(1992) 37,3 35,1 43,8 41,2 50,4 47,4 56,9 53,5 63,4 59,7 

França6

(1994) 30 30 37,5 37,5 45 45 52,5 52,5 60 60 

Souza et al 
(1995 e 1998) 39,5 37 46,4 43,5 53,3 50 60,2 56,4 67,2 62,9 

Observações:  1 – Recomenda excentricidade mínima de h / 10 
2 – Equação para ν maior que 0,39 
3 – Para o caso de colunas pertencentes a pórticos de nós fixos 
4 – a) Pórticos indeslocáveis     b) Pórticos deslocáveis 
5 – Para α dado pela equação 1.7 e ω igual a 0,2436 
6 – Recomenda excentricidade mínima de h / 10 

 
 

Os valores mostrados na Tabela 2 indicam que para os valores da relação e1b /e1a 

maiores ou iguais a zero os valores de λ1 recomendados pela NBR 6118:2003 são os 

maiores, entre as referências pesquisadas. 
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44..11..  EEXXCCEENNTTRRIICCIIDDAADDEESS  DDEE  11aa  OORRDDEEMM  

4.1.1. Excentricidade Inicial 

Em estruturas de edifícios de vários andares, ocorre um monolitismo nas 

ligações entre vigas e pilares que compõem os pórticos de concreto armado. A 

excentricidade inicial, oriunda das ligações dos pilares com as vigas neles 

interrompidas, ocorre em pilares de borda e de canto. A partir das ações atuantes em 

cada tramo do pilar, as excentricidades iniciais no topo e na base são obtidas pelas 

expressões (Figura 15): 
 

N
M

e topo
topoi =,       e       

N
M

e base
basei =,  

 

N M topo ei, topo

M base ei, base  
Figura 15. Excentricidades iniciais no topo e na base do pilar (SILVA & PINHEIRO, 2002) 
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O cálculo do momento atuante no topo e na base do pilar é realizado segundo 

esquema estático apresentado na Figura 16. 
 

lvig

l sup

2

2
l inf

 
Figura 16. Esquema estático 

 

Quando não for realizado o cálculo exato da influência da solidariedade dos 

pilares com a viga, deve ser considerado, nos apoios extremos, momento fletor igual ao 

momento de engastamento perfeito multiplicado pelos coeficientes estabelecidos na 

NBR 6118:2003 pelas seguintes relações: 
 

• na viga:    
supinfvig

supinf

rrr
rr
++

+
 (21)

• no tramo superior do pilar::  
supinfvig

sup

rrr
r

++
 (22)

• no tramo inferior do pilar:  
supinfvig

inf

rrr
r

++
 (23)

sendo ri a rigidez do elemento i no nó considerado, avaliada conforme indicado na 

Figura 16, dada por: 

i

i
i

Ir
l

=  
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Deve-se atentar para o fato de que as eq. (21), (22) e (23), dados pela 

NBR 6118:2003, não são válidos para o esquema estático apresentado na Figura 16, 

presente na norma. Apesar de estar a favor da segurança, os coeficientes são os mesmos 

utilizados pela NBR 6118:1978, quando os apoios extremos dos pilares eram 

considerados como engaste e utilizava-se no cálculo todo o comprimento do pilar. 

Portanto, com essas alterações, os coeficientes corretos seriam: 
 

• na viga:    
supinfvig

supinf

r3r3r4
r3r3
++

+
 (24)

• no tramo superior do pilar::  
supinfvig

sup

r3r3r4
r3

++
 (25)

• no tramo inferior do pilar:  
supinfvig

inf

r3r3r4
r3

++
 (26)

 

A NBR 6118:2003 considera indiretamente o valor da excentricidade eiC, que é a 

excentricidade inicial no centro do pilar, no cálculo do coeficiente αb. 

4.1.2. Excentricidade Acidental 

Segundo a NBR 6118:2003, na verificação do estado limite último das estruturas 

reticuladas, devem ser consideradas as imperfeições do eixo dos elementos da estrutura 

descarregada. Essas imperfeições podem ser divididas em dois grupos: imperfeições 

globais e imperfeições locais. 

Muitas das imperfeições podem ser cobertas apenas pelos coeficientes de 

ponderação, mas as imperfeições dos eixos das peças não. Elas devem ser 

explicitamente consideradas porque têm efeitos significativos sobre a estabilidade da 

construção. 

O conceito das imperfeições locais foi uma modificação importante da nova 

norma, e substitui o da excentricidade acidental da NBR 6118:1978. 

a) Imperfeições globais 

Na análise global das estruturas reticuladas, sejam elas contraventadas ou não, 

deve ser considerado um desaprumo dos elementos verticais, conforme Figura 17: 
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l100
1

1 =θ  (27)

2

11
1

n
a

+
= θθ  (28)

l é a altura total da estrutura em metros; 

n é o número total de elementos verticais contínuos; 

θ1min = 1/400 para estruturas de nós fixos ou 1/300 para estruturas de nós móveis e 

imperfeições locais. 

 

a

 
Figura 17. Imperfeições geométricas globais (NBR 6118:2003) 

 

Esse desaprumo não precisa ser superposto ao carregamento de vento. Entre os 

dois, vento e desaprumo, pode ser considerado apenas o mais desfavorável (que provoca 

o maior momento total na base de construção). O valor máximo de θ1 será de 1/200. 

b) Imperfeições locais 

Na análise local de elementos dessas estruturas reticuladas, devem também ser 

levados em conta efeitos de imperfeições geométricas locais. Para a verificação de um 

lance de pilar deve ser considerado o efeito do desaprumo ou da falta de retilinidade do 

eixo do pilar (Figura 18). 

Admite-se que, nos casos usuais, a consideração da falta de retilinidade seja 

suficiente. Assim, a excentricidade acidental ea pode ser obtida pela expressão: 

 

2e 1a
l⋅θ=  
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No caso de elementos, usualmente vigas e lajes, que ligam pilares 

contraventados a pilares de contraventamento, deve ser considerada a tração decorrente 

do desaprumo do pilar contraventado (Figura 18). Para pilar em balanço, 

obrigatoriamente deve ser considerado o desaprumo, ou seja: 

 

l⋅θ= 1ae  

1

21

3

1/2 1

1 .P ila r de  con traven tam ento
2 .P ila r con traven tado
3 .E lem ento  de  ligação  en tre  
os  p ila res  1  e  2

a )Fa lta  de  re tilin idade        b )D esaprum o

                      Lance  de  p ila r

E lem ento  de  ligação

 
Figura 18. Imperfeições geométricas locais (NBR 6118:2003) 

4.1.3. Momento mínimo 

Segundo a NBR 6118:2003, item 11.3.3.4.3, o efeito das imperfeições locais nos 

pilares pode ser substituído em estruturas reticuladas pela consideração do momento 

mínimo de 1a ordem dado a seguir: 
 

( )h03,0015,0NM dMin,d1 +=  (29)
 

h é a altura total da seção transversal na direção considerada, em metros. 
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Nas estruturas reticuladas usuais admite-se que o efeito das imperfeições locais 

esteja atendido se for respeitado esse valor de momento total mínimo. A esse momento 

mínimo devem ser acrescidos os momentos de 2a ordem. A imposição desse momento 

mínimo implica na consideração de uma excentricidade mínima de 1a ordem. 

No caso de pilares submetidos à flexão composta oblíqua, esse mínimo deve ser 

respeitado em cada uma das direções principais, separadamente; isto é, o pilar deve ser 

verificado à flexão composta oblíqua e, em cada verificação, pelo menos um dos 

momentos deve respeitar o valor mínimo indicado. 

4.1.4. Excentricidade devida à fluência 

Segundo a NBR 6118:2003, a consideração da fluência deve obrigatoriamente 

ser realizada em pilares com índice de esbeltez λ > 90 e pode ser efetuada de maneira 

aproximada acrescentando à excentricidade de 1ª ordem, a excentricidade adicional ecc 

dada a seguir: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅θ+= −

⋅φ

1718,2
2N

M
e Sge

Sg

NN
N

e
1

Sg

Sg
cc

l
 (30)

sendo: 

2
e

cc
e

IE10N
l

⋅⋅
=  

Ic é o momento de inércia do pilar; 

Ec é o módulo de elasticidade secante do concreto; 

θ1 é o desaprumo, dado conforme item 4.1.2.a); 

Msg  e Nsg são os esforços solicitantes devidos à combinação quase permanente, 

calculados conforme as tabelas 11.2 e 11.4 da NBR 6118:2003; 

φ é o coeficiente de fluência. 

44..22..  EEXXCCEENNTTRRIICCIIDDAADDEE  DDEE  22aa  OORRDDEEMM  

A força normal atuante no pilar, sob as excentricidades de 1a ordem 

(excentricidade inicial), provoca deformações que dão origem a uma nova 

excentricidade, denominada excentricidade de 2a ordem. 
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A determinação dos efeitos locais de 2a ordem, segundo a NBR 6118:2003, em 

barras submetidas à flexo-compressão normal, pode ser feita pelo método geral ou por 

métodos aproximados. 

A consideração da fluência é obrigatória para índice de esbeltez λ > 90, 

acrescentando-se ao momento de 1a ordem M1d a parcela relativa à excentricidade 

suplementar ec. 
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55..11..  MMÉÉTTOODDOO  GGEERRAALL  

O método denominado Método Geral envolve equações diferenciais que 

geralmente não têm solução direta conhecida e, portanto, é necessário empregar 

soluções aproximadas para o cálculo, como os métodos iterativos (carregamento ou 

excentricidade incremental). Ainda assim, o método iterativo, apesar de haver a 

possibilidade de algumas simplificações tais como o processo de equilíbrio, requer um 

considerável esforço de cálculo, dificultando o cálculo manual e exigindo a utilização 

de softwares específicos para dimensionamento de pilares. 

O método consiste em estudar o comportamento das estruturas de concreto 

armado, à medida que se dá o aumento do carregamento ou da excentricidade do 

carregamento na barra. O método geral é aplicável a qualquer tipo de pilar, inclusive 

nos casos em que as dimensões da peça, a armadura ou a força aplicada são variáveis ao 

longo do seu comprimento. 

Este processo justifica sua utilização pela qualidade dos seus resultados, que 

retratam com maior precisão o comportamento real da estrutura, pois considera a não-

linearidade geométrica de maneira bastante precisa. 

De acordo com BORGES (1999), o método geral, quanto ao rigor, faz duas 

concessões: admite ser a curvatura igual à segunda derivada da equação da linha elástica 

e, já que para sua execução necessita de processos numéricos, precisa da subdivisão da 

peça em elementos, tornando os resultados dependentes do número de elementos 

considerado. A precisão será, portanto, tanto maior quanto maior for o número de 

subdivisões da peça. 
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Portanto, para a determinação da carga crítica pelo método geral, deve-se 

proceder por etapas. O carregamento é aplicado por incrementos progressivos e, para 

cada etapa, é calculado o deslocamento correspondente de uma determinada seção que 

corresponde ao deslocamento característico do efeito de 2a ordem, essencial para 

cálculo do momento da etapa posterior. O carregamento crítico é obtido através do valor 

crítico da carga, para o qual tende assintoticamente o diagrama carga x deslocamento 

(Figura 19). 

 

F 

Fcr 

Fn 
Fn-1 

F1 

y1 yn-1 yn 
y 

 
Figura 19. Método geral aplicado através do carregamento progressivo 

 
Para a aplicação do método geral através de acréscimos de carga, deve-se utilizar 

uma ferramenta para o cálculo dos deslocamentos, sendo suficiente o conhecimento dos 

diagramas (M, N, 1/r). 

Outra forma de aplicação do método geral se dá através da utilização de 

acréscimos de excentricidade. Nesse processo o cálculo obedece a mesma seqüência, 

mas ao invés de excentricidades constantes e variação do módulo da força aplicada, 

utilizam-se cargas constantes e variam-se os valores das excentricidades de 1a ordem. O 

valor crítico da excentricidade é obtido como o valor assintótico do diagrama 

excentricidade x deslocamento (Figura 20). 
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ei

ei ,cr 

ei, n 

ei, n-1 

ei, 1 

y1 yn-1 yn 
y 

(M1 = F . ei)

 
Figura 20. Método geral aplicado através de excentricidades progressivas 

 

Um outro método que permite a verificação da estabilidade é o método do 

equilíbrio. Esse método consiste em garantir a segurança contra o estado limite de 

instabilidade, através da verificação de que, sob a ação do carregamento de cálculo ou 

da excentricidade de cálculo, o deslocamento de uma seção de referência corresponde a 

uma configuração estável de equilíbrio. 

No entanto, como no método do equilíbrio a verificação da segurança contra o 

estado limite último de instabilidade é feita através da constatação da existência de um 

possível estado de equilíbrio, onde o esforço é maior que a solicitação, o método garante 

a segurança, mas não dá a melhor solução. 

Em resumo, o intuito da aplicação do método do equilíbrio é reduzir o problema 

ao cálculo de apenas um ponto do diagrama ação x deslocamento. Já o método geral 

tem o compromisso de analisar cada ponto do diagrama ação x deslocamento. Portanto, 

pode-se perceber que o método geral consiste em se aplicar várias vezes o método do 

equilíbrio. 

55..22..  PPRRIINNCCÍÍPPIIOO  DDOO  MMÉÉTTOODDOO  GGEERRAALL  

Considere-se o pilar da Figura 21, engastado na base e livre no topo, sujeito à 

força excêntrica de compressão Nd. 
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l

e
Nd

 
Figura 21. Pilar sujeito à compressão excêntrica 

 

Sob a ação do carregamento, o pilar apresenta uma deformação que, por sua vez, 

gera um momento incremental Nd.y nas seções, provocando novas deformações e novos 

momentos. Se as ações externas (Nd e Md) forem menores que a capacidade resistente 

da barra, essa interação continua até que seja atingido um estado de equilíbrio para 

todas as seções da barra. Tem-se, portanto, uma forma fletida estável (Figura 22.a). 

Caso contrário, se as ações externas forem maiores que a capacidade resistente da barra, 

o pilar perde estabilidade (Figura 22.b). A verificação que se deve fazer é quanto à 

existência da forma fletida estável. 
 

e
Nd

a

a) equilíbrio estável

y    a y    ∞

b) equilíbrio instável

e
Nd

 
Figura 22. Configurações fletidas 
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A estabilidade será atingida quando o pilar parar numa forma deformada estável, 

como mostra a Figura 23, de flecha a, com equilíbrio alcançado entre esforços internos 

e externos, respeitada a compatibilidade entre curvaturas, deformações e posições da 

linha neutra, assim como as equações constitutivas dos materiais e sem haver, na seção 

crítica, deformação convencional de ruptura do concreto ou deformação plástica 

excessiva do aço. 
 

ea

N d
y

x

0

1

2

n

y 2

y 1

y 0 = a

2 '

1 '

 
Figura 23. Deformada estável 

5.2.1. Método Geral com variação da flecha a 

Segundo BACARJI (1993), como não é conhecida a flecha a e nem a expressão 

y=y(x) da deformada, o problema deve ser resolvido por tentativas. Para tanto, deve-se 

seguir o seguinte roteiro: 

 

a) Divide-se o pilar em n trechos de comprimento: 

∆x = l/n (31)
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b) Arbitra-se um valor para a flecha a: 

yo = a (32)

 

c) Conhecendo-se a força normal Nd, calcula-se o momento de 2a ordem no 

engastamento: 

( ) a.NM dod2 =  (33)

 

d) Conhecendo-se a excentricidade inicial e1, calcula-se o momento fletor total na 

seção engastada: 

d2d1o MMM +=  (34)
 

que em termos de adimensionais torna-se: 

( )0210 µ+µ=µ  (35)

 

e) A partir do diagrama (µ, ν, 1/r), para ν, ω e µo conhecidos, obtém-se a 

correspondente curvatura 1/ro. 
 

f) Usando-se a fórmula aproximada da curvatura e com o emprego das diferenças 

finitas, obtém-se y1:  

o
o

2

1
o

2
1o1

o
2

2

y
r
1.

2
xy

r
1

x
yy2y

dx
yd

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆

−=∴⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∆
+⋅−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 

(36

) 

 

g) De posse de y1, repete-se o processo a partir do item c):  

( ) 1d1d2 y.NM =  (37)

( )1211 µ+µ=µ  (38)

 

h) Utilizando novamente o diagrama (µ, ν, 1/r), obtém-se a curvatura 
1r

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

i) Calcula-se y2 através da expressão: 

∴⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∆
+⋅−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1
2

21o

1
2

2

r
1

x
yy2y

dx
yd

1o
1

2
2 y2y

r
1xy ⋅+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅∆−=  (39)
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j) Continua-se o processo para as demais seções utilizando-se a expressão genérica. 

i

2
1ii1i r

1xyy2y ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅∆−−⋅= −+  (40)

 

k) Chegando-se à seção do topo deve-se ter yn = 0; caso contrário, recomeçam-se as 

tentativas arbitrando-se novo valor da flecha a. 
 

Para yn = 0, tem-se a forma fletida estável. 

55..33..  MMÉÉTTOODDOOSS  AAPPRROOXXIIMMAADDOOSS  

A NBR 6118:2003, no item 15.8.3.3 (Métodos Aproximados), estabelece que a 

determinação dos efeitos locais de 2a ordem pode ser feita por métodos aproximados, 

como o do pilar-padrão e do pilar-padrão melhorado, explicitando os seguintes 

processos: 

• Método do pilar-padrão com curvatura aproximada; 

• Método do pilar-padrão com rigidez κ aproximada; 

• Método do pilar-padrão acoplado a diagramas M, N, 1/r; 

• Método do pilar-padrão para pilares da seção transversal submetidos à flexão 

composta oblíqua. 

 

Segundo BORGES (1999), a desvantagem do processo do pilar-padrão reside no 

fato de que seus resultados são precisos apenas nos casos em que a seção é constante, 

inclusive armadura, e o carregamento não é composto por forças transversais, ou seja, o 

método do pilar-padrão só conduz a bons resultados se a linha elástica for muito 

próxima da senoidal. Para os casos em que isso não acontece, pode-se optar pelo 

processo do pilar-padrão melhorado, cujo objetivo é estender a aplicação do processo a 

casos de barras submetidas a carregamento transversal, através de uma correção no 

método, resultado de uma linearização do diagrama (M, N, 1/r). 

Resumindo, enquanto que no método geral a determinação da carga crítica exige 

o traçado de uma curva, seja ela carga x deslocamento, no caso de carregamento 

progressivo, ou excentricidade x deslocamento, no caso de excentricidades progressivas, 

o processo do pilar-padrão exige apenas o traçado do diagrama momento x curvatura, 

que é de obtenção mais simples que os demais. 
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5.3.1. Método do pilar-padrão com curvatura aproximada 

O método do pilar-padrão com curvatura aproximada é permitido para pilares de 

seção constante e de armadura simétrica e constante ao longo de seu eixo e λ ≤ 90. A 

não-linearidade geométrica é considerada de forma aproximada, supondo-se que a 

configuração deformada da barra seja senoidal. A não-linearidade física é levada em 

conta através de uma expressão aproximada da curvatura na seção crítica. A 

excentricidade de segunda ordem e2 é dada pela seguinte equação: 

r
e e 1

10

2

2 ⋅=
l  (41)

 

1/r é a curvatura na seção crítica, que pode ser avaliada pela expressão: 

 

hhr
005,0

)5,0(
005,01

≤
+

=
ν

 (42)

h é a altura da seção na direção considerada; 

ν = NSd / (Acfcd) é a força normal adimensional. 

 

Assim, o momento total máximo no pilar é dado por: 

Mín,d1A,d1

2
e

dA,d1btot,d MM
r
1

10
.NMM ≥≥

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+α=

l
 (43)

5.3.2. Método do pilar-padrão com rigidez κ aproximada 

Segundo a NBR 6118:2003, item 15.8.3.3.3, o método do pilar-padrão com 

rigidez κ aproximada pode ser empregado apenas no cálculo de pilares com λ ≤ 90, 

seção retangular constante, armadura simétrica e constante ao longo de seu eixo. A não-

linearidade geométrica deve ser considerada de forma aproximada, supondo-se que a 

deformação da barra seja senoidal. A não-linearidade física deve ser levada em conta 

através de uma expressão aproximada da rigidez. 

O momento total máximo no pilar deve ser calculado pela expressão: 

A,d12
A,d1b

tot,d M

120
1

M
M ≥

νκ
λ

−

α
=  

(44)
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κ é valor da rigidez adimensional, dado aproximadamente pela expressão: 

νκ ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

d

totd

Nh
M

.
.5132 ,  (45)

h é a altura da seção na direção considerada 

( )cdcSd fAN=ν  é a força normal adimensional 

M1d, A ≥ M1d, min (ver item 4.1.3) 

 

O momento M1d,A e o coeficiente αb têm as mesmas definições dadas no 

item 3.6, sendo M1d, A o valor de cálculo de 1a ordem do momento MA. 

Observa-se que o valor da rigidez adimensional κ é necessário para o cálculo de 

Md,tot, e para o cálculo de κ utiliza-se o valor de Md,tot. Assim, a solução somente pode 

ser obtida por tentativas (usualmente duas ou três iterações são suficientes). 

a) Processo direto de solução 

Segundo BANKI (2004) a abordagem iterativa da Norma não é 

fundamentalmente necessária à aplicação do processo, uma vez que o termo 

independente (Md,tot) aparece apenas em funções polinomiais que podem ser resolvidas 

diretamente.  

Desta forma, substituindo-se a eq. (45) na eq. (44) e considerando 
2

1k 1
3840

λ
= − , 

obtém-se: 

( )2
d,tot 1 d b 1d,A d,tot d b 1d,A5 M k h N 5 M M h N M 0⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅α ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅α ⋅ =  

 

Resolvendo a equação do segundo grau, adotando  e 

 (Anexo I), resulta: 

1 b 1d,M M= α ⋅ A

d2 1k k h N= ⋅ ⋅

 

( )2 2
1 2 2 1 d 2 1

d,tot

5 M k k 10 M 2 h N k 25 M
M

10
⋅ − + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅

=  (46)
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A eq. (46) fornece de forma direta o valor de Md, tot, pelo método do pilar-padrão 

com rigidez aproximada, sem a necessidade de utilizar procedimento iterativo.  

b) Excentricidade de 2a ordem 

BANKI (2004) conclui ainda que uma forma mais usual de calcular os efeitos 

locais de 2a ordem é a determinação de uma “excentricidade adicional de 2a ordem” (e2), 

sendo esta uma maneira mais compacta de apresentar a eq. (45), obtendo-se os mesmos 

resultados. 

Dessa forma, dividindo-se os dois lados da eq. (45) por Nd, tem-se: 

( )
2

2 21 1
1 1 1

d dd,tot

d

M M5 k h k h 10 h 2 k 25
N NM

N 10

⎛ ⎞
⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠=

1

d

M
N

 

Com isso, pode-se obter uma expressão em função apenas das excentricidades: 

 

( )2 2 2
1 1 1 1 1 1

tot

5 e k h k h 10 e h 2 k 25 e
e

10
⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅

=  (47)

 

d,tot
tot

d

M
e

N
=       e      

d

1
1 N

Me =  

 

Definindo a excentricidade de 2a ordem de forma usual 

, pode-se reescrever a eq. (46) para se obter etot 1 2 2 tot 1e e e e e= + ⇒ = − e 2: 

 

( )2 2 2
1 1 1 1 1

2

k h 10 e h 2 k 25 e 5 e k h
e

10
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ − ⋅

= 1  (48)

c) Análise paramétrica 

Segundo BANKI (2004), embora a eq. (48) já permita a aplicação do método do 

pilar-padrão com rigidez aproximada da maneira direta, pode-se ainda sintetizar um 

pouco mais essa expressão, colocando-a em termos de excentricidades relativas (e/h), a 

fim de analisar os resultados que podem ser obtidos. 

Assim, definindo-se hee 1
'
1 =  e hee 2

'
2 = , tem-se: 
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( )
10

e5ke25k2e10k
e

'
11

2'
11

'
1

2
1'

2

⋅−−⋅+−⋅⋅+
=  

Rearranjando: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2
e

10
k

5
e

2
e

10
ke

'
11

'
1

2'
11'

2  (49)

A eq. (49) representa a dependência entre os valores de e2 e e1 (efeitos de 2ª 

ordem em relação aos efeitos de 1ª ordem) em função apenas do parâmetro λ, tendo sido 

todos os demais eliminados pela manipulação algébrica. Pode-se notar que a expressão 

tem resultado válido para qualquer valor de λ ou e1 (supostos positivos), o que prova 

que o processo sempre será convergente. 

A Figura 24 apresenta os valores obtidos para diversos índices de esbeltez. 

Método do pilar padrão com rigidez aproximada
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Figura 24. Comparação entre as excentricidades relativas de 1a e 2a ordem 

 
Analisado a Figura 24, pode-se observar como as excentricidades de 2ª ordem 

são influenciadas pelo valor da excentricidade de 1ª ordem. 

Para efeito de comparação, pode-se desenvolver de maneira semelhante a 

expressão de Md,tot no método do pilar-padrão com curvatura aproximada, obtendo-se 

como excentricidade relativa de 2ª ordem: 
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( ) 240005,024000
e

22
'
2

λ
≤

+ν⋅
λ

=  (50)

 

A eq.(50) não é função da excentricidade de 1ª ordem, mas sim da força normal 

adimensional ν. Assim, não é possível comparar diretamente as eq. (49) e (50), mas 

pode-se visualizar, na Figura 25, a variação em função da esbeltez. 

 
Método do pilar padrão com curvatura aproximada
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Figura 25. Comparação entre a força normal adimensional ν e a excentricidade relativa de 2a ordem 

 

Como os gráficos apresentados na Figura 24 e na Figura 25 não possuem a 

mesma abscissa, não é possível a sobreposição, no entanto pode-se verificar que, para o 

caso mais crítico, onde λ = 90, o método do pilar-padrão com rigidez aproximada 

resulta em valores variando entre 0,222 e 0,368, enquanto que o método do pilar-padrão 

com curvatura aproximada resulta em valores variando entre 0,225 e 0,338. Pode-se 

supor que, nos projetos correntes, a diferença encontrada na aplicação de um ou outro 

processo será bastante pequena. 

5.3.3. Método do pilar-padrão acoplado a diagramas M, N, 1/r 

Segundo a NBR 6118:2003, item 15.8.3.3.4, a determinação dos esforços locais 

de 2a ordem em pilares com λ ≤ 140 pode ser feita pelo método do pilar-padrão ou pilar-
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padrão melhorado, utilizando-se para a curvatura da seção crítica valores obtidos de 

diagramas M, N, 1/r específicos para o caso. Podem ser utilizados, também, diagramas 

µ, η, 103d/r, com grandezas adimensionais, como o indicado na Figura 26, em que 

( )cdcSd fAN=ν , heν=µ  e ( )cdcydS fAfA=ω . 

 

 

 

Figura 26. Diagrama µ, η, 103d/r (Extraído de FUSCO, 1981) 
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5.3.4. Método do pilar-padrão para pilares de seção retangular submetidos 

à flexão composta oblíqua 

O último método, denominado “Método do pilar-padrão para pilares de seção 

retangular submetidos à flexão composta oblíqua”, pode ser utilizado quando λ < 90 nas 

duas direções principais. Nessas condições, pode ser aplicado o método do pilar-padrão 

com rigidez k aproximada simultaneamente em cada uma das duas direções. 

Obtida a distribuição de momentos totais, de 1a e 2a ordem, em cada direção, 

deve-se verificar, para cada seção ao longo do eixo, se a composição desses momentos 

solicitantes fica dentro da envoltória de momentos resistentes para a armadura 

escolhida. 

55..44..  CCÁÁLLCCUULLOO  SSIIMMPPLLIIFFIICCAADDOO  

A NBR 6118:2003, item 17.2.5, apresenta processos simplificados para 

dimensionamento à flexão composta normal e à flexão composta oblíqua. 

5.4.1. Flexão composta normal 

O cálculo para o dimensionamento de seções retangulares ou circulares com 

armadura simétrica, sujeitas a flexo-compressão normal, em que a força normal 

reduzida (ν) seja maior ou igual a 0,7, pode ser realizado como um caso de compressão 

centrada equivalente, onde: 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+=

h
e1NN Sdeq,Sd  e 0M eq,Sd =  
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sendo o valor de α dado por: 

α = -1/αS, se αS < 1 em seções retangulares; 

α = αS, se αS ≥ 1 em seções retangulares; 

α = 6, se αS > 6 em seções retangulares; 

α = -4, em seções circulares. 

 

Supondo que todas as barras sejam iguais, αS é dado por: 

( )
( )1n

1n

v

h
S −

−
=α  

 

O arranjo de armadura adotado para detalhamento (Figura 27) deve ser fiel aos 

valores pressupostos de αS e d’/h. 

nv  barras de 
área As

nv 

nh 

MSdh

d'

d'

b

nh  barras de 
área As

 
Figura 27. Arranjo de armadura caracterizado pelo parâmetro αS (Figura 17.2  da NBR 6118:2003) 
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5.4.2. Flexão composta oblíqua 

Nas situações de flexão simples ou composta oblíqua, pode ser adotada a 

aproximação dada pela expressão de interação: 

 

1
M
M

M
M

yy,Rd

y,Rd

xx,Rd

x,Rd =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
αα

 

 
MRd,x; MRd,y são as componentes do momento resistente de cálculo em flexão 

oblíqua composta, segundo os dois eixos principais de inércia x e y, da seção 

bruta, com um esforço normal resistente de cálculo NRd igual à normal solicitante 

NSd. Esses são os valores que se deseja obter; 

MRd,xx; MRd,yy são os momentos resistentes de cálculo segundo cada um dos 

referidos eixos em flexão composta normal, com o mesmo valor de NRd. Esses 

valores são calculados a partir do arranjo e da quantidade de armadura em estudo; 

α é um expoente cujo valor depende de vários fatores, entre eles o valor da força 

normal, a forma da seção, o arranjo da armadura e de suas porcentagens. Em geral 

pode ser adotado α = 1, a favor da segurança. No caso de seções retangulares, 

pode-se adotar α = 1,2. 
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66..11..  CCOOBBRRIIMMEENNTTOO  DDAASS  AARRMMAADDUURRAASS  

O cobrimento das armaduras é considerado no item 7.4.7 da NBR 6118:2003. 

Cobrimento mínimo é o menor valor que deve ser respeitado ao longo de todo o 

elemento considerado. Para garantir o cobrimento mínimo (cmin), o projeto e a execução 

devem considerar o cobrimento nominal (cnom), que é o cobrimento mínimo acrescido 

da tolerância de execução (∆c). Assim, as dimensões das armaduras e os espaçadores 

devem respeitar os cobrimentos nominais, estabelecidos na Tabela 3, para ∆c = 10 mm. 

nom minc c= + ∆  

Tabela 3. Valores de cnom em pilares de concreto armado para ∆c = 10 mm. (NBR 6118:2003) 

Classe de agressividade I II III IV 

cnom ( mm) 25 30 40 50 
 

As classes de agressividade, que segundo a NBR 6118:2003 estão relacionadas 

às ações físicas e químicas que atuam sobre as estruturas de concreto, 

independentemente das ações mecânicas, das variações volumétricas de origem térmica, 

da retração hidráulica e outras previstas no dimensionamento das estruturas de concreto 

podem ser avaliadas segundo a Tabela 4. 
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Tabela 4. Classes de agressividade ambiental (NBR 6118:2003) 

Classe de agressividade 

ambiental 

Agressividade Classificação geral do tipo de 

ambiente para efeito de projeto 

Risco de deterioração 

da estrutura 

Rural I Fraca 
Submersa 

Insignificante 

II Moderada Urbana Pequeno
MarinhaIII Forte 
Industrial 

Grande 

IndustrialIV Muito forte 
Respingos de maré 

Elevado 

 

Nas obras correntes, o valor de ∆c deve ser maior ou igual a 10 mm. Quando 

houver um adequado controle de qualidade e rígidos limites de tolerância da 

variabilidade das medidas durante a execução, pode ser adotado o valor ∆c = 5 mm, mas 

a exigência de controle rigoroso deve ser explicitada nos desenhos de projeto. Permite-

se, então, redução de 5 mm dos cobrimentos nominais prescritos na Tabela 3. 

Os cobrimentos são sempre referidos à superfície da armadura externa, em geral 

à face externa do estribo. O cobrimento nominal deve ser maior que o diâmetro da 

barra. 

A dimensão máxima característica do agregado graúdo utilizado não pode 

superar em 20% o cobrimento nominal, ou seja: 

nomcd ⋅≤ 2,1max  

66..22..  DDEESSTTAACCAAMMEENNTTOO  DDOO  CCOOBBRRIIMMEENNTTOO  

O aumento da espessura do cobrimento da armadura, imposto pela 

NBR 6118:2003, em comparação com a antiga NBR 6118:1978, tem como principal 

objetivo o aumento da durabilidade das estruturas, que é altamente dependente da 

espessura e da qualidade do concreto do cobrimento da armadura. 

No entanto, é importante observar que esse aumento pode acarretar problemas 

referentes ao destacamento da região do cobrimento, durante a aplicação das cargas de 

projeto, já que esta é uma região mais frágil, principalmente por não apresentar 

armadura. Esse problema pode ser observado em ensaios experimentais, em que 

normalmente o rompimento dos pilares ocorre por destacamento do cobrimento, o que 
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pode ser verificado nos trabalhos de LIMA (1997), GUIMARÃES (1999) e 

VANDERLEI (1999). 

Além disso, COLLINS et alii (2003) explica que, em virtude da baixa 

permeabilidade dos CARs, a secagem do cobrimento ocorre primeiro do que a do 

concreto do núcleo. Esse fenômeno gera um gradiente de tensões dentro da massa do 

concreto, que resulta na formação de planos de ruptura responsáveis pelo destacamento. 

FOSTER et alii (1998), por meio de análise com Elementos Finitos, mostraram que as 

deformações laterais do núcleo são inferiores às do cobrimento, uma vez que a 

armadura transversal impede a expansão lateral do núcleo (Figura 28). Esse gradiente de 

deformações gera tensões de tração entre o núcleo e o cobrimento que, quando atinge a 

resistência do concreto à tração, ocasiona o surgimento de fissuras na interfase núcleo-

cobrimento, as quais ocasionam a separação entre as duas partes. Ainda segundo os 

autores citados, para acontecer o destacamento do cobrimento, é preciso não só o 

surgimento das fissuras, mas também outros mecanismos, como a flexão e a expansão 

da armadura longitudinal, e a instabilidade lateral a que fica sujeito o cobrimento, 

devido a sua baixa esbeltez. A fissuração na interface núcleo-cobrimento também ocorre 

nos pilares de concreto de resistência usual, porém o destacamento não acontece de 

forma brusca, imediatamente após o início da fissuração. Dessa forma, o cobrimento 

perde sua capacidade de carga de forma gradual durante a ativação do confinamento 

passivo. 
 

 
Figura 28. Mecanismo de destacamento do cobrimento (FOSTER et alii, 1998) 
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Para PAULTRE et al. (1996), o comportamento de pilares em CAD é 

caracterizado pela ruptura rápida e repentina do cobrimento de concreto. Contribuindo 

para este fenômeno está a fragilidade na interface do concreto confinado com o não 

confinado (cobrimento), criado pela armadura. Acredita-se que a adição de fibras à 

mistura de concreto de alta resistência pode prevenir a separação prematura do 

cobrimento de concreto. Desse modo, o efeito das fibras casualmente posicionadas na 

massa de concreto atrasa essa ruptura antes do pilar atingir o colapso. O destacamento 

prematuro do cobrimento de concreto nos pilares em CAD é observado quando são 

usados concretos com resistências superiores a 80 MPa ou mais. 

A Figura 29 ilustra a flambagem que sofre a chapa de concreto que constitui o 

cobrimento de armadura, quando da aplicação da força nos pilares. Esse comportamento 

é reportado em LANGLOIS & PAULTRE (1996), apud GUIMARÃES (1999). Com 

um mínimo de adição de fibras ao concreto, essa flambagem do cobrimento não ocorre, 

já que as fibras “costuram” o cobrimento junto ao núcleo, mas sem fazer com que a 

seção transversal total seja mais resistente à força aplicada no pilar. 

 

comprimento de flambagem 
do cobrimento da armadura

Plano de ruptura definido 
pela armadura

flambagem do cobrimento 
da armadura

 

Figura 29. Destacamento do cobrimento da armadura.(LANGLOIS & PAULTRE, 1996) 

 

 



DDDIIISSSPPPOOOSSSIIIÇÇÇÕÕÕEEESSS   CCCOOONNNSSSTTTRRRUUUTTTIIIVVVAAASSS   
 

61

Segundo GUIMARÃES (1999), as fibras têm a qualidade de controlar a 

fissuração, de forma que o seu emprego impede o destacamento prematuro do 

cobrimento dos pilares carregados, enquanto aumenta a ductilidade e a resistência ao 

meio agressivo. O aumento da ductilidade de elementos estruturais é uma qualidade 

muito procurada em projetos de estruturas, para suportar ações sísmicas. 

Segundo LIMA (1997), que ensaiou pilares à compressão centrada, na série com 

taxa de armadura transversal ρw = 2,02%, que era o dobro da taxa utilizada nas demais 

séries, ficou a impressão de que a maior taxa de armadura transversal realmente confina 

melhor e inclusive impede a flambagem das armaduras longitudinais, que só ocorreriam 

com o escoamento dos estribos (Figura 30). Evidentemente não mais existia cobrimento 

das armaduras, pois já ocorrera destacamento do concreto, mesmo sem ocorrer a 

flambagem das armaduras longitudinais. 

 

Concreto 
confinado 

Cobrimento 

Figura 30. Efeito das armaduras no confinamento (CUSSON & PAULTRE, 1994) 

 

KÖNIG & SIMSCH (1996) verificaram que a ductilidade é aumentada com o 

acréscimo da armadura lateral e que uma clara superfície de ruptura se forma com o 

destacamento do cobrimento. Como proposta para a norma alemã, indicam que, para 

evitar o destacamento do cobrimento, a força de projeto deve ser menor que a 

capacidade última dos pilares dividida por um fator de segurança de 1,25. 
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25,1
AfAf

F sykcck ⋅+⋅
=  (51)

fck é a resistência característica do concreto à compressão; 

Ac é a área de concreto da seção transversal; 

fyk é o valor característico da resistência do aço ao escoamento; 

As é a área de aço da seção transversal; 
 

Nos ensaios de pilares de concreto armado solicitados à flexão composta normal, 

realizados por VANDERLEI (1999), os resultados indicaram que a ruptura das seções 

de concreto simples e pouco armadas são muito frágeis. Pilares com espaçamento dos 

estribos igual à menor dimensão do pilar romperam subitamente quando houve o 

destacamento do cobrimento de concreto. Uma seção bem confinada pode apresentar 

um comportamento dúctil, mantendo a força aplicada para grandes deformações.  

Além disso, na análise dos gráficos força x deformação, ocorre uma mudança 

na inclinação da curva quando a força atinge 55% da força de ruptura. 

VANDERLEI (1999) conclui que essa mudança pode ser proveniente do início do 

destacamento do cobrimento de concreto que envolvia a armadura, ocasionando uma 

acomodação da estrutura. 

66..33..  AARRMMAADDUURRAASS  LLOONNGGIITTUUDDIINNAAIISS  

A escolha e a disposição das armaduras devem atender não só à função estrutural 

como também às condições de execução, particularmente com relação ao lançamento e 

adensamento do concreto. Os espaços devem permitir a introdução do vibrador e 

impedir a segregação dos agregados e a ocorrência de vazios no interior do pilar (item 

18.2.1 da NBR 6118:2003). 

As armaduras longitudinais colaboram para resistir à compressão, diminuindo a 

seção do pilar, e também resistem às tensões de tração. Além disso, têm a função de 

diminuir as deformações do pilar, especialmente as decorrentes da retração e da 

fluência. 

O diâmetro das barras longitudinais não deve ser inferior a 10 mm e nem 

superior a 1/8 da menor dimensão da transversal (item 18.4.2.1 da NBR 6118:2003): 

l
b10 mm 8≤ φ ≤  
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66..44..  LLIIMMIITTEESS  DDAA  TTAAXXAA  DDEE  AARRMMAADDUURRAA  LLOONNGGIITTUUDDIINNAALL  

Segundo o item 17.3.5.3 da NBR 6118:2003, a armadura longitudinal mínima 

deve ser: 

d
min c

yd

N0,15 0,004 A
f

ρ = ⋅ ≥ ⋅  

O valor máximo da área total de armadura longitudinal é dado por: 

ctots AA %0,8max,, =  

A maior área de armadura longitudinal possível deve ser 8% da seção real, 

considerando-se inclusive a sobreposição de armadura nas regiões de emenda por 

transpasse. Assim, tem-se: 

%8min ≤≤ ρρ  

66..55..  NNÚÚMMEERROO  MMÍÍNNIIMMOO  DDEE  BBAARRRRAASS  

A NBR 6118:2003, no item 18.4.2.2, estabelece que as armaduras longitudinais 

devem ser dispostas de forma a garantir a adequada resistência do elemento estrutural. 

Em seções poligonais, deve existir pelo menos uma barra em cada vértice; em seções 

circulares, no mínimo seis barras distribuídas ao longo do perímetro. A Figura 31 

apresenta o número mínimo de barras para alguns tipos de seção. 

 

 
Figura 31. Número mínimo de barras 
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66..66..  EESSPPAAÇÇAAMMEENNTTOO  DDAASS  BBAARRRRAASS  LLOONNGGIITTUUDDIINNAAIISS  

O espaçamento mínimo livre entre as faces das barras longitudinais, medido no 

plano da seção transversal, fora da região de emendas, deve ser igual ou superior ao 

maior dos seguintes valores (Figura 32): 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅
φ≥

          agregado)  do  máximo  (diâmetro d1,2   
                                                                     

                                                               mm  20
a

max

l  

Esses valores se aplicam também às regiões de emenda por traspasse. 

a

a a

Ø
l

Sem  em endas 
por traspasse

lb

a Ø
l

Com  em endas 
por traspasse  

Figura 32. Espaçamento entre as barras da armadura longitudinal 
 

Quando estiver previsto no plano de execução da concretagem o adensamento 

através de abertura lateral na face da fôrma, o espaçamento das armaduras deve ser 

suficiente para permitir a passagem do vibrador. 

O espaçamento máximo sl entre os eixos das barras deve ser menor ou igual a 

duas vezes a menor dimensão da seção no trecho considerado, sem exceder 40 cm, ou 

seja: 

⎩
⎨
⎧

≤
cm

b
s

40
2

l  
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Para LEONHARDT & MÖNNIG (1978) esse espaçamento máximo não deve 

ser maior do que 30 cm. Entretanto, para pilares com dimensões até 40 cm, basta que 

existam as barras longitudinais nos cantos. 

66..77..  AARRMMAADDUURRAASS  TTRRAANNSSVVEERRSSAAIISS  

A armadura transversal de pilares, constituída por estribos e, quando for o caso, 

por grampos suplementares, deve ser colocada em toda a altura do pilar, sendo 

obrigatória sua colocação na região de cruzamento com vigas e lajes (item 18.4.3 da 

NBR 6118:2003). Os estribos devem ser fechados, geralmente em torno das barras de 

canto, ancorados com ganchos que se transpassam, colocados em posições alternadas. 

Os estribos têm as seguintes funções: 

a) garantir o posicionamento e impedir a flambagem das barras longitudinais; 

b) garantir a costura das emendas de barras longitudinais; 

c) confinar o concreto e obter uma peça mais resistente ou dúctil. 

 

De acordo com a NBR 6118:2003, o diâmetro dos estribos em pilares não deve 

ser inferior a 5 mm nem a 1/4 do diâmetro da barra isolada ou do diâmetro equivalente 

do feixe que constitui a armadura longitudinal, ou seja: 

⎩
⎨
⎧

≥
44

5

n
t ou

mm
φφ

φ
l

 

Em pilares com momentos nas extremidades (portanto, nos pilares em geral), e 

nos pré-moldados, LEONHARDT & MÖNNIG (1978) recomendam que se disponham, 

nas suas extremidades, 2 a 3 estribos com espaçamento igual a st/2 e st/4 (Figura 33). 
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Figura 33. Estribos adicionais nos extremos e ganchos alternados (LEONHARDT & MÖNNIG, 1978) 

 

FUSCO (1995) ainda comenta que, de modo geral, nos edifícios, os estribos não 

são colocados nos trechos de intersecção dos pilares com as vigas que neles se apóiam. 

Isso decorre do fato de a presença de estribos nesses trechos dificultar muito a 

montagem da armadura das vigas. 

66..88..  EESSPPAAÇÇAAMMEENNTTOO  MMÁÁXXIIMMOO  DDOOSS  EESSTTRRIIBBOOSS  

O espaçamento longitudinal entre estribos, medido na direção do eixo do pilar, 

deve ser igual ou inferior ao menor dos seguintes valores: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−φ
−φ

≤

          25CA  para   25
          50CA  para   12

seção  da  dimensãomenor  
                                cm  20

st

l

l

 

Permite-se adotar o diâmetro dos estribos 4t lφ<φ , desde que as armaduras 

sejam constituídas do mesmo tipo de aço e o espaçamento respeite também a limitação 

(fyk em MPa): 

2
t

max
yk

1s 90.000
f

⎛ ⎞φ
= ⋅ ⋅⎜ ⎟φ⎝ ⎠l

 

 



DDDIIISSSPPPOOOSSSIIIÇÇÇÕÕÕEEESSS   CCCOOONNNSSSTTTRRRUUUTTTIIIVVVAAASSS   
 

67

66..99..  EESSTTRRIIBBOOSS  SSUUPPLLEEMMEENNTTAARREESS  

Sempre que houver possibilidade de flambagem das barras da armadura, situadas 

junto à superfície, devem ser tomadas precauções para evitá-la. A NBR 6118:2003 (item 

18.2.4) considera que os estribos poligonais garantem contra flambagem as barras 

longitudinais situadas em seus cantos e as por eles abrangidas, situadas no máximo à 

distância de 20φt do canto, se nesse trecho de comprimento 20φt não houver mais de 

duas barras, não contando a do canto (Figura 34). 

tt t t t t

 
Figura 34. Proteção contra a flambagem das barras longitudinais (LEONHARDT & MÖNNIG, 1978) 

 

Quando houver mais de duas barras no trecho de comprimento 20φt ou barras 

fora dele, deve haver estribos suplementares. Se o estribo suplementar for constituído 

por uma barra reta, terminada em ganchos, ele deve atravessar a seção do pilar e os seus 

ganchos devem envolver a barra longitudinal. Se houver mais de uma barra longitudinal 

a ser protegida junto à extremidade do estribo suplementar, seu gancho deve envolver 

um estribo principal em um ponto junto a uma das barras, o que deve ser indicado no 

projeto de modo bem destacado (Figura 35). Essa amarra garantirá contra a flambagem 

essa barra encostada e mais duas no máximo para cada lado, não distantes dela mais de 

20φt. No caso da utilização dessas amarras, para que o cobrimento seja respeitado, é 

necessário prever uma distância maior entre a superfície do estribo e a face do pilar. 
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(um estribo poligonal e uma barra 
com ganchos)

(dois estribos poligonais) (barra com gancho envolvendo o  
estribo principal) 

 
Figura 35. Estribos suplementares/ganchos para proteção contra flambagem das barras longitudinais 

 

É oportuno comentar que a presença de estribos suplementares pode dificultar a 

concretagem. Uma alternativa seria concentrar as barras nos cantos, para evitar os 

estribos suplementares.  

A NBR 6118:2003 comenta ainda que, no caso de estribos curvilíneos cuja 

concavidade esteja voltada para o interior do concreto, não há necessidade de estribos 

suplementares. Se as seções das barras longitudinais se situarem em uma curva de 

concavidade voltada para fora do concreto, cada barra longitudinal deve ser ancorada 

pelo gancho de um estribo reto ou pelo canto de um estribo poligonal. 
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Apresentam-se neste item alguns exemplos de dimensionamento de um pilar 

(Figura 36), utilizando-se os métodos da curvatura aproximada, da rigidez κ aproximada 

e acoplado a diagramas M, N, 1/r, segundo a NBR 6118:2003. 

Dados: 

   77
• Concreto C25, aço CA 50; 

• Cobrimento nominal Cnom = 2,5 cm e d’=4,0 cm; 

• Nk = 930 kN; 

• Comprimento do pilar: 675 cm; 

• Seção transversal: 26 cm x 40 cm; 

 

Posição da 
Armadura Principal  

Figura 36. Detalhes do pilar 
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∴
⋅⋅

⋅
=

⋅⋅
=ν

4,1
5,24026

9304,1
fhb

N

cd

d 7,0=ν  

∴==
1212

i 26h 506,7i =  

∴==λ
506,7i

e 675l 90=λ  

Sendo o pilar biapoiado, com momentos aplicados nas duas extremidades, tem-

se a configuração indicada na Figura 37. Para este exemplo, serão adotados momentos 

nas extremidades superior e inferior (MA e MB, respectivamente), com valor em módulo 

igual ao valor do momento mínimo dado pela eq. (29), para permitir que sejam 

utilizadas duas abordagens diferentes para resolução do mesmo problema, e sejam 

comparadas as respostas obtidas. 

Portanto, o índice de esbeltez λ do pilar em estudo é 90. Considerando o pilar 

biapoiado e sem carregamento transversal, tem-se duas situações possíveis, no cálculo 

de αb. 

- -
B

C

B

C

A

+

A

+
M A = 2969 kN.cm

M B  = 2969 kN.cm

e1A  = 2,28 cm

e1B  = 2,28 cm  
Figura 37. Momentos atuantes no pilar 
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77..11..  PPIILLAARREESS  BBIIAAPPOOIIAADDOOSS  SSEEMM  FFOORRÇÇAASS  TTRRAANNSSVVEERRSSAAIISS  

Para essa primeira situação, o valor de αb é dado por: 

⇒≥+=α 40,0
M
M40,060,0

A

B
b

( )
⇒≥=

−
⋅+=α 40,020,0

2969
296940,060,0b 40,0b =α  

∴
⋅+

=
α

⋅+
=λ

4,0
26/28,25,1225h/e5,1225

b

1
1 1λ = 65,24  

⇒≤≤ 9035 1λ 24,651 =λ  

Portanto, sendo λ = 90 > λ1 = 65,24, devem ser considerados os efeitos de 2a 

ordem. 

7.1.1. Método do pilar-padrão com curvatura aproximada 

( ) ( ) ⇒⋅+⋅⋅=+= 26,003,0015,09304,1h03,0015,0NM dmin,d1 m.kN 69,29M min,d1 =  

( ) ( )∴=≥= m.kN 69,29Mm.kN 69,29M mín,d1A,d1 m.kN 69,29M A,d1 =  

 

( ) h
005,0

5,0h
005,0

r
1

≤
+ν

= ⇒
( ) ∴=≤=

+
= 0192,0

26,0
005,0016,0

5,07,026,0
005,0

r
1 016,0

r
1

=  

∴⋅⋅⋅+⋅=⋅⋅+⋅α=   016,0
10
75,69304,169,2940,0

r
1

10
NMM

22
e

dA,d1btot,d
l m.kN 8,106M tot,d =  

 

⇒
⋅

==
9304,1
80,106

N
M

e
d

tot,d
tot cm 20,8etot =  

∴
⋅

=
⋅ν

=µ
26

20,87,0
h
etot 22,0=µ  

 

A partir do valor de µ, e utilizando o ábaco A-3 (Figura 38) de VENTURINI et 

al. (1987), obtém-se o valor de ω: 
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Figura 38. Ábaco A3  (Extraído de VENTURINI, 1987) 
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∴⋅=ω⋅=
⋅⋅

=ω⋅
⋅

=⇒=ω 56,071,4271,42

15,1
50

4,1
5,24026

f
fAA56,0

yd

cdc
s

2
s cm 92,23A =  

Taxa de Armadura: %30,2
4026
92,23

=
⋅

=ρ  

 

Armadura adotada:  - 12 φ 16 mm (24,0 cm²) (Figura 39) 

- Alternativa: 8 φ 20 mm (25,20 cm²) 

 

Será utilizado estribo duplo para evitar a flambagem das barras intermediárias, 

que não estariam protegidas no caso da utilização de estribo simples. 

No cálculo dos estribos, serão respeitadas as especificações da NBR 6118:2003: 

• Diâmetro 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ==φ

≥φ
                   mm 5

mm 44
16

4t

l
 

Adotado φt = 5 mm 

• Espaçamento 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=⋅=φ≥φ

                              cm 20
    cm 2,196,11212

dimensão)(menor   cm 62

t l  

Adotado s = 19 cm 

• Estribos suplementares 
 

cm 105,02020 t =⋅=φ   
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Figura 39. Detalhe da seção: 12 φ 16 (24,0 cm²), estribos φ 5 c/ 19 

 

7.1.2. Método do pilar-padrão com rigidez κ aproximada 

Serão vistos dois processos: processo iterativo da NBR 6118:2003 e o processo 

direto, proposto por BANKI (2004). 

a) Processo iterativo 
 

Utilizando as eq. (44) e (45), tem-se: 

• 1a. Iteração: 

Será adotado para 1a aproximação o valor do momento total obtido pelo método 

anterior. 

( ) ⇔= m.kN 8,106M
0.1tot,d ( ) ∴⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅

+=ν
κ

9304,126,0
8,1065132

1
( ) 48,82

1
=ν

κ  

( ) m.kN 39,65

48,82120
901

69,2940,0M 21.1tot,d =

⋅
−

⋅
=  

 

Para a próxima iteração, será considerada a média entre o valor inicial e final da 

iteração anterior, ou seja: 

( ) ⇒
+

=
2

39,658,106M
0.2tot,d ( ) kN.m ,1068M

0.2tot,d =  
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• 2a. Iteração: 

( ) ⇔= m.kN 10,86M
0.2tot,d ( ) ∴⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅

+=ν
κ

9304,126,0
10,865132

1
( ) 69,72

2
=ν

κ  

( ) m.kN 26,166

69,72120
901

69,2940,0M 21.2tot,d =

⋅
−

⋅
=  

( ) ⇒
+

=
2

26,16610,86M
0.3tot,d ( ) kN.m 126,18M

0.3tot,d =  

• 3a. Iteração: 

( ) ⇔= m.kN 18,126M
0.3tot,d ( ) ∴⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅

+=ν
κ

9304,126,0
16,1225132

1
( ) 64,91

3
=ν

κ  

( ) m.kN 09,45

64,91120
901

69,2940,0M 21.3tot,d =

⋅
−

⋅
=  

( ) ⇒
+

=
2

09,4518,126M
0.4tot,d ( ) kN.m ,6358M

0.4tot,d =  

 

Como se pode observar, o problema parece que não está convergindo. No 

entanto, segundo BANKI (2004), pela relação entre as eq. (44) e (45), não há 

possibilidade do processo não convergir. A questão está na forma de aplicação do 

processo iterativo. Na primeira iteração, partiu-se de um valor arbitrário para 

Md,tot = 106,8 kN.m, obtendo um novo Md,tot = 65,39 kN.m. Estes valores definem um 

limite inferior e outro superior para o resultado esperado. Para a segunda iteração, pode-

se adotar a média como um valor razoável, ou seja, Md,tot = 86,10 kN.m. 

Partindo-se deste valor médio, obteve-se novo Md,tot = 166,26 kN.m. No entanto, 

estando este valor fora do intervalo definido na primeira iteração 

(65,39 ≤ Md,tot ≤ 106,8), este resultado não deve ser adotado como parâmetro para a 

próxima iteração. 

BANKI (2004) afirma que processo correto consiste em fazer uma pesquisa 

binária no intervalo. Dado o intervalo de pesquisa (65,39 ≤ Md,tot ≤ 106,8), com seu 

valor médio Md,Méd = 86,10 kN.m, ao obter uma resposta superior à média, deve-se 

concluir simplesmente que o valor desejado encontra-se na parte superior do intervalo, 

ou seja, na faixa (86,10 ≤ Md,tot ≤ 106,8). Para a próxima iteração, uma estimativa 
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correta deveria estar dentro do intervalo encontrado, podendo-se utilizar o valor médio 

Md,Méd = 96,45. 

Tem-se, portanto, o processo iterativo indicado na Tabela 5 e apresentado 

graficamente na Figura 40. Deve-se observar que na 1a iteração é definido o intervalo de 

pesquisa, e a partir deste intervalo todo o processo iterativo é desenvolvido. Assim, o 

que está apresentado na Tabela 5 como 1a iteração, na verdade se trata da 2a iteração, já 

limitada pelo intervalo. Outra observação importante é a de que a definição do intervalo 

de pesquisa não impõe que o valor do momento total na próxima iteração esteja contido 

neste intervalo, mas apenas o descarta no caso de estar fora.  

 

Tabela 5. Iterações do Método do pilar-padrão com rigidez κ aproximada 

Intervalo de Pesquisa 
Iterações 

Valor Mín.Valor Máx. Média 
k 

Md,tot 
(kN.m) 

Erro       
(%) 

1 65,38 106,80 86,09 72,69 166,27 93,13% 
2 86,09 106,80 96,45 77,58 91,35 5,28% 
3 86,09 96,45 91,27 75,14 116,81 27,98% 
4 91,27 96,45 93,86 76,36 102,32 9,02% 
5 93,86 96,45 95,15 76,97 96,48 1,40% 
6 95,15 96,45 95,80 77,28 93,84 2,05% 
7 95,15 95,80 95,48 77,13 95,14 0,35% 
8 95,15 95,48 95,31 77,05 95,81 0,52% 
9 95,31 95,48 95,39 77,09 95,47 0,08% 

10 95,39 95,48 95,44 77,11 95,30 0,14% 
11 95,39 95,44 95,41 77,10 95,39 0,03% 
12 95,39 95,41 95,40 77,09 95,43 0,03% 
13 95,40 95,41 95,41 77,10 95,41 0,00% 
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Convergência do Método da Rigidez Aproximada
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Figura 40. Convergência do Método da Rigidez Aproximada 

Pode-se notar que, embora encontrado um valor com suficiente precisão (1,40%) 

de Md,tot = 96,48 kN.m na 5a iteração, este erro ainda flutua ligeiramente acima deste 

valor até convergir para o valor final de Md,tot = 95,41 kN.m. 

b) Processo direto 
 

Utilizando-se o processo direto proposto por BANKI (2004), em que o processo 

iterativo proposto pela Norma é substituído pela eq. (46), tem-se: 

1,11k1 −=⇒−=
λ

−=
3840
901

3840
1k

22

1  

⇒⋅⋅⋅−=⋅⋅= 9304,126,011,1Nhkk d12 55,375k 2 −=  

kN.m  11,87M1 =⇒⋅=⋅α= 69,294,0MM A,d1b1  

( )
kN.m 95,41M totd, =⇒

⋅+−⋅⋅⋅⋅++−⋅
=

10
M25kNh2M10kkM5

M
2
12d1

2
221

tot,d

 

 

Portanto, pode-se observar que o momento calculado pelo processo direto 

corresponde ao obtido pelo processo iterativo; no entanto foram necessárias várias 

iterações para se atingir o valor que pode ser obtido simplesmente pela utilização da 

eq. (46), o que demonstra ser muito mais viável e interessante o cálculo pelo processo 
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direto, que evita as dificuldades na aplicação do processo iterativo, como os comentados 

anteriormente, e facilita os cálculos. 

Dando continuidade ao dimensionamento, tem-se: 
 

m.kN 41,95M tot,d =  ⇒ 
9304,1
41,95

N
M

e
d

tot,d
tot ⋅

== tote 0,0733 m = 7,33 cm  

tote 0,7 7,33
h 26

ν ⋅ ⋅
µ = = ∴ µ = 0,20  

 

A partir do valor de µ, e utilizando o ábaco A-3 de VENTURINI et al. (1987), 

obtém-se o valor de ω: 

c cd
s

yd

2,526 40
A f 1,40,49 A 42,71 42,71 0,4950f

1,15

⋅ ⋅
⋅

ω = ⇒ = ⋅ω = = ⋅ω = ⋅ ∴
2

sA = 20,93 cm  

Taxa de Armadura: 20,93ρ = = 2,01%
26×40

 

Armadura adotada:  - 10 φ 16 mm (20 cm²) 

- Alternativa: 8 φ 20 mm (25,2 cm²) 

Para o posicionamento da armadura longitudinal, como nem todas as barras 

estão protegidas pelo estribo contra a flambagem, e para manter a simetria da armação, 

será utilizado estribo duplo, conforme a Figura 41. 

O cálculo dos estribos é análogo ao do caso anterior. 

 



EEEXXXEEEMMMPPPLLLOOOSSS   DDDEEE   AAAPPPLLLIIICCCAAAÇÇÇÃÃÃOOO   
 

79

 
Figura 41. Detalhe da seção: 10 φ 16 (20,0 cm²), estribos φ 5 c/ 19 

 

7.1.3. Método do Pilar-padrão acoplado a diagramas M-N-1/r 

Consideram-se e2 e µ2 dados pelas equações: 

base

2
e

2 r
1

10
e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

l

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅=µ⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
⋅⋅

⋅
ν

=
⋅ν

=µ
r
d1005576,0

r
d10

10dhh
e 3

2

3

4

2
e2

2
l  

 

Para o cálculo do coeficiente µ1, deve-se multiplicar a excentricidade de 1a 

ordem e1 por αb, visto que para os demais métodos apresentados pela Norma, para o 

cálculo da excentricidade total, é utilizado este procedimento. Portanto, tem-se: 

( ) 0246,0h03,0015,04,0
hh

e
1

1b
1 =µ⇒⋅+⋅⋅

ν
=

⋅α⋅ν
=µ  

 

Aproximação inicial: 103.d/r = 5 

 

0246,0
2788,0505576,0

1

2

=µ
=⋅=µ

 3034,021 =µ+µ  
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Na Figura 42, tem-se: 

7,0

15,0
h
'd

=ν

=
 Diagrama M-N-1/r:  ω = 0,40  ⇒   2

s cm 08,1771,42A =ω⋅=

Taxa de Armadura: %64,1
4026

08,17
=

×
=ρ  

Armadura adotada:  - 10 φ 16 mm (20 cm²) (Figura 41) 

- Alternativa: 6 φ 20 mm (18,90 cm²). 
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µ2 = 0,2788 

µ1 = 0,0246 

Figura 42. Diagrama µ , ν, 103 d/r (Extraído de FUSCO, 1981) 
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77..22..  PPIILLAARREESS  BBIIAAPPOOIIAADDOOSS  OOUU  EEMM  BBAALLAANNÇÇOO  CCOOMM  MMOOMMEENNTTOOSS  MMEENNOORREESS  

QQUUEE  OO  MMOOMMEENNTTOO  MMÍÍNNIIMMOO  

Para este caso, tem-se: 
1b =α  

 

∴
⋅+

=
α

⋅+
=λ

0,1
26/28,25,1225h/e5,1225

b

1
1 1λ = 26,10  

⇒≤λ≤ 9035 1 351 =λ  
 

Portanto, sendo λ = 90 > λ1 = 35, devem ser considerados os efeitos de 2a ordem 

também para este segundo caso. 

7.2.1. Método do Pilar-padrão com Curvatura Aproximada 

( ) ( ) ⇒⋅+⋅⋅=+= 26,003,0015,09304,1h03,0015,0NM dmin,d1 m.kN 69,29M min,d1 =  

( ) ( )∴=≥= m.kN 69,29Mm.kN 69,29M mín,d1A,d1 m.kN 69,29M A,d1 =  

( ) h
005,0

5,0h
005,0

r
1

≤
+ν

= ⇒
( ) ∴=≤=

+
= 0192,0

26,0
005,0016,0

5,07,026,0
005,0

r
1

016,0
r
1

=  

∴⋅+⋅=+α= 016,0
10
75,69304,169,290,1

r
1

10
NMM

22
e

dA,d1btot,d
l kN.m 61,124M tot,d =  

⇒
⋅

==
9304,1
61,124

N
M

e
d

tot,d
tot cm 57,9etot =  

∴
⋅

=
⋅ν

=µ
26

57,97,0
h
etot 26,0=µ  

 

A partir do valor de µ, e utilizando o ábaco A-3 de VENTURINI et al. (1987), 

obtém-se o valor de ω: 

∴⋅=ω⋅=
⋅⋅

=ω⋅
⋅

=⇒=ω 68,071,4271,42

15,1
50

4,1
5,24026

f
fAA68,0

yd

cdc
s

2
s cm 04,29A =  

Taxa de Armadura: %79,2
4026
04,29

=
⋅

=ρ  

Armadura adotada:  - 10 φ 20 mm (31,50 cm²) 

- Alternativa: 16 φ 16 mm (32 cm²). 

O cálculo dos estribos é análogo aos dos casos anteriores. 
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Figura 43. Detalhe da seção: 10 φ 20 (31,5 cm²), estribos φ 5 c/ 19 

 

7.2.2. Método do Pilar-padrão com Rigidez κ Aproximada 

Utilizando as eq. (44) e (45), tem-se: 
 

• 1a. Iteração: 

Será adotado para 1a aproximação o valor do momento total obtido pelo método 

anterior. 

( ) ⇔= m.kN 61,124M
0.1tot,d ( ) ∴⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅

+=ν
κ

9304,126,0
61,1245132

1
( ) 08,91

1
=ν

κ  

( ) m.kN 68,114

08,91120
901

69,290,1M 21.1tot,d =

⋅
−

⋅
=  

Para a segunda iteração, pode-se considerar como estimativa razoável a média 

entre os valores encontrados: 
 

( ) ⇒
+

=
2

68,11461,124M
0.2tot,d ( ) kN.m 119,84M

0.2tot,d =  
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• 2a. Iteração: 

( ) ⇔= m.kN 84,119M
0.2tot,d ( ) ∴⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅

+=ν
κ

9304,126,0
84,1195132

1
( ) 64,88

2
=ν

κ  

( ) m.kN 48,124

64,88120
901

69,290,1M 21.2tot,d =

⋅
−

⋅
=  

( ) ⇒
+

=
2

48,12484,119M
0.3tot,d ( ) kN.m 122,16M

0.3tot,d =  

 

• 3a. Iteração: 

( ) ⇔= m.kN 16,122M
0.3tot,d ( ) ∴⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅

+=ν
κ

9304,126,0
16,1225132

1
( ) 74,89

3
=ν

κ  

( ) m.kN 81,119

74,89120
901

69,290,1M 21.3tot,d =

⋅
−

⋅
=  

( ) ⇒
+

=
2

16,12281,119M
0.4tot,d ( ) kN.m 121,0M

0.4tot,d =  

 

Novamente, utilizando-se o processo direto para comparação, substituindo o 

processo iterativo proposto pela Norma pela eq. (46), tem-se: 

1,11k1 −=⇒−=
λ

−=
3840
901

3840
1k

22

1  

⇒⋅⋅⋅−=⋅⋅= 9304,126,011,1Nhkk d12 55,375k 2 −=  

⇒⋅=⋅α= 69,290,1MM A,d1b1 kN.m  ,6992M1 =  

( )
⇒

⋅+−⋅⋅⋅⋅++−⋅
=

10
M25kNh2M10kkM5

M
2
12d1

2
221

tot,d m.kN 36,211M totd, =  

 

A pequena diferença ocorre porque o resultado do processo direto corresponde 

ao valor final obtido pelo processo iterativo, ou seja, após um número n de iterações tal 

que não ocorram mais mudanças no valor do momento, conforme pode ser observado na 

Figura 44. 
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Convergência do Método da Rigidez Aproximada

124.48 121.36

0

50

100

150

1 3 5 7 9 11 13 15 17

No. de iterações

M
om

en
to

 (k
N

.m
)

 
 

Figura 44. Convergência do Método da Rigidez Aproximada 

 

Em relação à convergência, pode-se perceber que, para este exemplo (Figura 

44), o processo iterativo convergiu mais rápido (três iterações) do que no exemplo 

anterior, em que foram necessárias seis iterações para se obter um valor adequado. Essa 

diferença deve-se principalmente ao valor adotado para 1a aproximação do momento 

total, ou seja, quanto mais próximo este valor estiver da solução algébrica, menos 

iterações serão necessárias. Para exemplificar, serão apresentados dois casos de 

convergência do processo iterativo. Na Figura 45, o valor inicial adotado foi 

, bem acima do valor esperado e, na Figura 46, , 

bem abaixo. 

m.kN 1000M tot,d = m.kN 60M tot,d =

Analisando-se inicialmente a Figura 45, pode-se perceber que, no emprego de 

um valor inicial muito alto, a 1a iteração resulta em um valor muito pequeno, no entanto 

o problema converge pois o resultado final está contido no intervalo. Na Figura 46, 

partindo-se de um valor baixo para o momento inicial, a 1a iteração resulta em um valor 

alto, e a convergência também ocorre, pois o resultado final está contido no intervalo. 

Portanto, para que ocorra convergência, é necessário que a solução algébrica do 

problema, ou seja, o momento final, esteja contido no intervalo de pesquisa definido 

pela 1a aproximação do momento total e o valor obtido na 1a iteração. 
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Convergência do Método da Rigidez Aproximada

1000
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Figura 45. Convergência do Método da rigidez aproximada para momento inicial Md,tot = 1000 kN.m 

 

Convergência do Método da Rigidez Aproximada

60

250,91

121,37

0
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N
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Figura 46. Convergência do Método da rigidez aproximada para momento inicial Md,tot = 60 kN.m 

 
Dando continuidade ao dimensionamento, tem-se: 
 

∴
⋅

==
9304,1
0,121

N
M

e
d

tot,d
tot cm 29,9m 0929,0etot =  
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∴
⋅

=
⋅ν

=µ
26

29,97,0
h
etot 25,0=µ  

 
A partir do valor de µ, e utilizando o ábaco A-3 de VENTURINI et al. (1987), 

obtém-se o valor de ω: 

∴⋅=ω⋅=
⋅⋅

=ω⋅
⋅

=⇒=ω 65,071,4271,42

15,1
50

4,1
5,24026

f
fAA65,0

yd

cdc
s

2
s cm 76,27A =  

Taxa de Armadura: 27,76ρ = = 2,67%
26×40

 

 

Armadura adotada:  - 14 φ 16 mm (28 cm²) (Figura 48) 

- 10 φ20 mm (31,5 cm²) 

7.2.3. Método do Pilar-padrão acoplado a diagramas M-N-1/r 

base

2
e

2 r
1

10
e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

l

 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅=µ⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
⋅⋅

⋅
ν

=
⋅ν

=µ
r
d1005576,0

r
d10

10dhh
e 3

2

3

4

2
e2

2
l

 

 

( ) 0614,0h03,0015,0
hh

e
1

1
1 =µ⇒⋅+⋅

ν
=

⋅ν
=µ

 
 

 Como para este caso αb = 1, a excentricidade de 1a ordem e1, multiplicada por 

este valor, não se altera. Adotando, em seguida, uma aproximação inicial para a 

utilização do diagrama µ, η, 103d/r, tem-se: 103.d/r = 5 

0614,0
2788,0505576,0

1

2

=µ
=⋅=µ

 3402,021 =µ+µ  
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Figura 47. Diagrama µ , ν, 103 d/r (Extraído de FUSCO, 1981) 

 
µ1 = 0,0614 

µ2 = 0,2788 

 
 

Na Figura 47, tem-se: 

7,0

15,0
h
'd

=ν

=
 Diagrama µ, η, 103d/r: ω = 0,61 ⇒  2

s cm 05,2671,42A =ω⋅=

Armadura adotada:  - 14 φ 16 mm (28 cm²)  (Figura 48) 

- 8 φ 20 mm (25,20 cm²) 

As seis barras centrais precisam de estribo suplementar. São adotados os estribos 

múltiplos, indicados na Figura 48. 
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Figura 48. Detalhe da seção: 14 φ 16 (28,0 cm²), estribos φ 5 c/ 19  

 
Os resultados obtidos no exemplo 1 (λ = 90), respectivamente para αb=1 e 

αb=0,4, estão indicados na Tabela 6 e na Figura 49. 

 
Tabela 6. Valores obtidos no Exemplo 1 

Exemplo:      
λ= 90 

Diagramas M-N-1/r
As,cal (cm²) 

Rigidez Ap. 
As,cal (cm²) 

Diferença 
(%) 

Curvatura Ap. 
As,cal (cm²) 

Diferença 
(%) 

αb = 1,0 26,05 27,76 6,6 29,04 11,5 
αb = 0,4 17,94 20,93 16,7 23,92 33,3 

Diferença (%) 45,2 32,6 - 21,40 - 
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90

17,94

26,05

20,93

27,76

23,92

29,04

0

10

20

30
A

s,c
al

 (c
m

²)

Curvatura AproximadaRigidez AproximadaDiagramas M-N-1/r

Métodos Aproximados

Valores obtidos no Exemplo 1

α = 0,4
α = 1,0

 

Figura 49. Comparação entre os métodos 

77..33..  EEXXEEMMPPLLOO  11  PPAARRAA  λλ  ==  5500  

O exemplo 1, para λ = 90, cujos resultados estão expressos na Tabela 6, 

apresentou diferenças aceitáveis, na comparação entre o método acoplado a diagramas 

M-N-1/r, mais preciso, e os demais, com resultados menos confiáveis. Além dos erros 

referentes às aproximações dos métodos e de leitura dos ábacos, pode-se creditar uma 

parcela dessa diferença à utilização dos métodos da curvatura aproximada e da rigidez 

aproximada no limite de aplicação, ou seja, λ = 90. Assim, estima-se que para valores 

de λ menores, essa diferença tenda a diminuir. 

Portanto, torna-se interessante, para efeito de comparação entre os métodos, um 

exemplo com λ  menor, para verificar se essa diferença alta se mantém. Foi adotado 

λ=50. Assim, aplicando as alterações necessárias, tem-se: 

• Concreto C25, aço CA 50; 

• Cobrimento nominal Cnom = 2,5 cm e d’=4,0 cm; 

• Nk = 1.330 kN; 

• Comprimento do pilar: 375 cm; 

• Seção transversal: 26 cm x 40 cm; 
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∴
⋅⋅

⋅
=

⋅⋅
=ν

4,1
5,24026

13304,1
fhb

N

cd

d 0,1=ν  

∴==
1212

i 26h 506,7i =  

∴==λ
506,7i

e 375l 50=λ  

Como para este exemplo a força normal reduzida (ν) é maior que 0,7, será 

calculada também a armadura pelo cálculo simplificado (item 5.4.1). Para isto, 

adotando-se a armadura distribuída no lado maior do pilar (Figura 50), tem-se: 

• nv = no de barras;  

• nh = 2 

Assim, considerando-se um número de barras igual a sete em cada face, tem-se: 

( )
( ) 6

1
17
12

1n
1n

v

h
S =

−
−

=
−
−

=α  

sendo o valor de α dado por: 

α = -1/αS, se αS < 1 em seções retangulares; 

α = αS, se αS ≥ 1 em seções retangulares; 

α = 6, se αS > 6 em seções retangulares; 

α = -4, em seções circulares. 

 

Portanto: 

⇒
α
−

=α
s

1
α = -6, 

( ) ( ) ⇒⋅+⋅⋅=+= 26,003,0015,013304,1h03,0015,0NM dmin,d1 m.kN 45,42M min,d1 =  

 

⇒
⋅⋅

==
26,013304,1

45,42
hN

M
h
e

Sd

Sd 088,0
h
e

=  

 

( ) ( )
⇒

⋅−−⋅+
=

−α+
=β

26
48,0)6(01,039,0

1

h
'd8,001,039,0

1 833,4=β  
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( ) ⇒⋅+⋅⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+⋅= 088,0833,4113304,1

h
e1NN Sdeq,Sd m.kN 1,2651N eq,Sd =  

0M eq,Sd =  

⇒
⋅

==σ
4026

1,2651
A

N

c

eq,Sd
Sd MPa 5,25cm/kN 55,2 2

Sd ==σ  

 

⇒
⋅−

⋅−
=

⋅−
⋅−σ

=ρ

4,1
2585,0

15,1
500

4,1
2585,05,25

f85,0f
f85,0

cdyd

cdSd 0246,0=ρ  

 

⇒⋅⋅=⋅ρ= 40260246,0AA cs
2

s cm 48,25A =  

Msd40

26

As

 
Figura 50. Disposição da armadura e do momento 

 

Como a metodologia de resolução dos métodos aproximados será a mesma 

utilizada no exemplo anterior, não serão mostrados todos os cálculos, mas apenas os 

resultados obtidos, considerando apenas o coeficiente αb=1,0. Assim, tem-se os 

resultados expressos na Tabela 7. 
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Tabela 7. Valores obtidos para λ=50 

Exemplo  
λ= 50 

Diagramas 
M-N-1/r 

As,cal (cm²) 

Rigidez 
Aproximada
As,cal (cm²) 

Dif.
(%)

Cálculo 
Simplificado 
As,cal (cm²) 

Dif. 
(%) 

Curvatura 
Aproximada 
As,cal (cm²) 

Dif. 
(%) 

αb = 1,0 23,92 24,77 3,4 25,48 6,5 26,48 10,7
 

Visando atender à configuração e número de barras definidos para a aplicação 

do cálculo simplificado, deve-se adotar a configuração descrita na Figura 48. 

77..44..  EEXXEEMMPPLLOO  11  PPAARRAA  λλ  ==  114400  

Para este exemplo, teoricamente apenas o Método Geral e o Método do Pilar-

Padrão Acoplado a Diagramas M-N-1/r poderiam ser utilizados, já que λ = 140. 

Entretanto, serão utilizados os Métodos da Rigidez Aproximada e Curvatura 

Aproximada para efeito de comparação com o Método do Pilar-Padrão Acoplado a 

Diagramas M-N-1/r e verificação dos resultados obtidos por estes métodos fora do seu 

limite de aplicação, que é λ ≤ 90. 

Assim, aplicando as alterações necessárias, tem-se: 

• Concreto C25, aço CA 50; 

• Cobrimento nominal Cnom = 2,5 cm e d’=4,0 cm; 

• Nk = 400 kN; 

• Comprimento do pilar: 1050 cm; 

• Seção transversal: 26 cm x 40 cm; 

∴
⋅⋅

⋅
=

⋅⋅
=ν

4,1
5,24026

4004,1
fhb

N

cd

d 30,0=ν  

∴==
1212

i 26h 506,7i =  

∴==λ
506,7i

el 1050 140=λ  

Assim, o primeiro passo é calcular a excentricidade adicional de 1ª ordem 

relativa ao efeito da fluência, obrigatória sempre que λ > 90. 
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7.4.1. Cálculo da Fluência 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅θ+= −

⋅φ

1718,2
2N

M
e Sge

Sg

NN
N

e
1

Sg

Sg
cc

l
 

Nk = 400 kN 

Ngk = 0,85 x Nk = 340 kN 

Nqk = 0,15 x Nk = 60 kN 

NSg = Nqk + ψ3 x Nqk = 340 + 0,3 x 60 ∴ NSg = 358 kN 

( ) ( ) ⇒⋅+⋅=+= 26,003,0015,0358h03,0015,0NM SgSg m.kN 16,8M min,d1 =  

 

∴⋅⋅=⋅⋅= 25560085,0f560085,0E ckc
2

c kN/cm 2380  MPa 23800E ==  

∴
⋅

=
⋅

=
12

2640
12

hbIc

33
4

c cm 58587I =  

∴
⋅⋅

== 22
e

cc
e 1050

N
l

⋅⋅ 58587238010IE10 kN 7,1264Ne =  

φ = 2 (coeficiente de fluência) 

Desaprumo (θ1):  

3
1

3
min,1

3
11

10x33,310x33,3
300
1

10x09,3
5,10100100

−−

−

=θ∴==

11
=θ→==

l

θ

θ
 

Substituindo os valores, tem-se: 

∴⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+= −

⋅
− 1718,2

2
105010x33,328,2e 3587,1264

3582
3

cc cm 84,4ecc =  
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A excentricidade adicional ecc devido ao efeito da fluência deve ser somada às 

excentricidades de 1ª e 2ª ordem obtidas pelo Método Geral ou pelos Métodos 

Aproximados. 

7.4.2. Método do pilar-padrão com curvatura aproximada 

Utilizando a mesma metodologia aplicada aos exemplos anteriores, tem-se: 

m.kN 3,131M tot,d =  

Entretanto, deve-se considerar a excentricidade adicional ecc, somada à 

excentricidade total obtida pelo método: 

( ) ∴+
⋅

=+=++= 0484,0
4004,1
3,131e

N
eeee cc

d

tot,d
cc21tot

M
cm 29,28m 2829,0etot =  

∴=
⋅⋅ν 29,283,0e

=µ
26h

tot 326,0=µ  

A partir do valor de µ, e utilizando o ábaco A-3 de VENTURINI et al. (1987), 

obtém-se o valor de ω: 

∴⋅=ω⋅=ω
⋅⋅

=ω
⋅

=⇒=ω 66,071,4271,42

15,1
50

4,1
5,24026

f
fAA66,0

yd

cdc
s

2
s cm 19,28A =  

7.4.3. Método do pilar-padrão com rigidez aproximada 

Para este método, tem-se: 

m.kN 03,135M tot,d =  

A excentricidade total é dada por: 

( ) ∴+
⋅

=+=++= 0484,0
4004,1

e
N

eeee cc
d

tot,d
cc21tot

03,135M
cm 95,28m 2895,0etot =  
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∴=
⋅⋅ν 95,283,0e

=µ
26h

tot 334,0=µ  

A partir do valor de µ, e utilizando o ábaco A-3 de VENTURINI et al. (1987), 

obtém-se o valor de ω: 

∴⋅=ω⋅=ω
⋅⋅

=ω
⋅

=⇒=ω 68,071,4271,42

15,1
50

4,1
5,24026

f
fAA68,0

yd

cdc
s

2
s cm 04,29A =  

7.4.4. Método do pilar-padrão acoplado a diagramas M-N-1/r 

base

e
2 r

1
10

e ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

l2

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅=µ⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
⋅⋅

⋅
ν

=
⋅ν

=µ
r
d100578,0

r
d10

10dhh
e 3

24
e2

2
l 32

cm 84,4e =

( )

 

cc  

( ) 0821,0eh03,0015,0
hh 1cc

cc1
1 =µ⇒+⋅+⋅=

ee ν+⋅ν
=µ  

Aproximação inicial: 103.d/r = 6 

0821,01

2

=µ
3468,060578,0 =⋅=µ

 4289,021 =µ+µ  

 

3,0

15,0
h

=ν

=
'd

 Diagrama µ, η, 103d/r: ω = 0,78 ⇒  2
s cm 31,3371,42A =ω⋅=
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7.4.5. Resultados Obtidos 

Tabela 8. Valores obtidos para λ=140 

Exemplo  
λ= 140 

Diagramas 
M-N-1/r 

As,cal (cm²)

Rigidez 
Aproximada
As,cal (cm²) 

Dif.
(%)

Curvatura 
Aproximada 
As,cal (cm²) 

Dif. 
(%) 

αb = 1,0 33,31 29,04 12,8 28,19 15,4 
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h = 9 cm

h = 9 cm h = 9 cm

h = 9 cmh = 9 cm

P1 P2 P3

P6P5
(15x45)

P4

P7 P8
(25x45)

P9

P10 P11 P12

V1 (15 x 50)

V2 (15 x 60)

V3 (15 x 60)

V4 (15 x 50)

V5
 (1

5 
x 

50
)

V6
 (1

5 
x 

40
)

V7
 (1

5 
x 

50
)

 

   88

Figura 51. Planta de forma do edifício 
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Para ilustrar o cálculo segundo a NBR 6118:2003, será feito o dimensionamento 

do pilar P5, utilizando-se o Método da Curvatura Aproximada. (Figura 51, Figura 52 e 

Figura 53) e o Método da Rigidez κ Aproximada. Dados: 

 

• Concreto C25 - Aço CA 50; 

• Cobrimento nominal Cnom = 2,5 cm e d’=4,0 cm; 

• Nk = 650 kN; 

• Comprimento do pilar: 290 cm; 

• Seção transversal: (15 x 45) cm²; 

• pk, VIGA = 24 kN/m. 

 

V6  (15x40)

V3
  (

15
x6

0)

P5
(15x45)

V2
  (

15
x6

0)

P8
(45x25)

477,5
 

Figura 52. Detalhe em planta 
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V6 (15x40)

V6 (15x40)

P5
(15x45)

P8
(25x45)

V2

V2 V3

V3

 
Figura 53. Detalhe em corte 

 

Como a menor dimensão do pilar é inferior a 19 cm, no dimensionamento deve-

se multiplicar as ações por um coeficiente adicional γn, indicado na Tabela 1, onde b é a 

menor dimensão da seção transversal do pilar. Dessa forma, tem-se: 

 

( ) ⇒⋅⋅=⋅γ⋅γ=⇒==γ 6502,14,1NN    cm15b 20,1 knfdn kN 1092N d =  

∴
⋅⋅

⋅
=

⋅⋅
=ν

4,1
5,24515

7804,1
fdb

N

cd

d 9,0=ν  

88..11..  CCOOMMPPRRIIMMEENNTTOO  EEQQUUIIVVAALLEENNTTEE,,  RRAAIIOO  DDEE  GGIIRRAAÇÇÃÃOO  EE  ÍÍNNDDIICCEE  DDEE  

EESSBBEELLTTEEZZ  

O comprimento equivalente le do pilar deve ser o menor dos seguintes valores: 
 

⇒
⎩
⎨
⎧ =+

≤⇒
⎩
⎨
⎧ +

≤
cm 290

cm 26515250h
e

0
e l

l

l
l cm 265e =l  

 

Calculando-se o raio de giração e o índice de esbeltez, temos: 

∴==
12

15
12
hi 33,4i =  

 



EEEXXXEEEMMMPPPLLLOOOSSS   DDDEEE   AAAPPPLLLIIICCCAAAÇÇÇÃÃÃOOO   
 

101

∴==λ
33,4

265
i
el 2,61=λ  

88..22..  EEXXCCEENNTTRRIICCIIDDAADDEE  IINNIICCIIAALL  

Para o cálculo da excentricidade inicial, temos que definir algumas grandezas. 
 

8.2.1. Vão efetivo da viga 

O vão efetivo da viga V6 é calculado conforme a Figura 54. 

l0t1 t2

h

 
Figura 54. Vão efetivo da viga 

210ef aa ++= ll  

 

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==⋅

==⋅
≤

cm 202
40h2

1
cm 5,72

15t2
1

a 1
1 cm 5,7a1 =  

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==⋅

==⋅
≤

cm 202
40h2

1
cm 5,222

45t2
1

a 2
2 cm 20a 2 =  

 

⇒++=++= 205,75,462aa 210ef ll cm 490ef =l  

 

 



EEEXXXEEEMMMPPPLLLOOOSSS   DDDEEE   AAAPPPLLLIIICCCAAAÇÇÇÃÃÃOOO   
 

102

8.2.2. Momentos na ligação viga-pilar 

Para o cálculo dos momentos na ligação viga-pilar, deve ser considerado o 

esquema apresentado na Figura 55. 

 

lvig

l sup

2

2
l inf

 
Figura 55. Esquema estático para cálculo do momento de ligação viga-pilar 

 

Portanto, para o caso em estudo, tem-se (Figura 56): 
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650 kN

24 kN/m

2,
65

4,90

 
Figura 56. Esquema estático para o pilar em estudo 

 

⇒

⋅

===
5,132
25,12656

2
265
12

1545
Irr

3

e
infsup

l
3

infsup cm 5,95rr ==  

⇒=

⋅

==
490

80000
490
12

4015

l
I

r

3

ef

vig
vig 3,163rvig =  

⇒
⋅

=
⋅

=
12
49024

12
qM

22

eng
l mkN 4802Meng ⋅=  

⇒
⋅+⋅+⋅

⋅
⋅=

⋅+⋅+⋅

⋅
⋅=

5,9533,16345,953
5,9534802

r3r4r3
r3

MM
infvigsup

sup
engsup cmkN 1122Msup ⋅=  

⇒
⋅+⋅+⋅

⋅
⋅=

⋅+⋅+⋅
⋅

⋅=
5,9533,16345,953

5,9534802
r3r4r3

r3MM
supviginf

inf
enginf cmkN 1122Minf ⋅=  

 

Na Figura 57, pode ser visualizado o diagrama de momento fletor traçado pelo 

programa Ftool, desenvolvido por MARTHA (2001), que apresentou o mesmo 

resultado obtido pelo cálculo manual. 
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Figura 57. Resultados obtidos pelo programa Ftool (kN.m) 

 

Dessa forma, para obtenção do momento total no topo e base do pilar em estudo, 

tem-se: 
 

⇒⋅⋅=−= 11222,14,1MM base ,dtopo ,d cmkN 1885MM base d,topo d, ⋅=−=  

8.2.3. Excentricidade inicial no topo e na base 

⇒==
1092
1885

N
M

e
d

topo ,d
i cm 73,1ei =  

88..33..  CCÁÁLLCCUULLOO  DDOO  MMOOMMEENNTTOO  MMÍÍNNIIMMOO  

( ) ( )1d,min dM N 0,015 0,03h 1,4 1,2 650 0,015 0,03 0,15= + = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⇒ 1d,minM = 21,29 kN.m  

88..44..  VVEERRIIFFIICCAAÇÇÃÃOO  DDAA  DDIISSPPEENNSSAA  DDOOSS  EEFFEEIITTOOSS  DDEE  22aa  OORRDDEEMM  

Para pilares biapoiados sem forças transversais, e sendo os momentos de 1a. 

ordem nos extremos do pilar A B 1d, minM M 1885 kN.cm < M 2129 kN.cm= − = = , tem-

se, segundo o item 15.8.2.d da NBR 6118:2003: 

bα = 1,0  
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Considerando-se e1 = 0, que está a favor da segurança e provoca uma alteração 

muito pequena , conforme pode ser verificado no exemplo anterior, resulta: 
 

⇒=
α

⋅+
=λ

0,1
25he5,1225

b

1
1 25λ 1 =  

⇒≤λ≤⇒≤λ≤ 90359035 11 1λ = 35  

 

 Como λ = 61,2 > λ1 = 35 ⇒ Deve-se considerar o efeito de 2a ordem. 

88..55..  MMÉÉTTOODDOO  DDOO  PPIILLAARR--PPAADDRRÃÃOO  CCOOMM  CCUURRVVAATTUURRAA  AAPPRROOXXIIMMAADDAA  

( ) ( )1d,min d
M N 0,015 0,03 h 1,4 1,2 650 0,015 0,03 0,15= + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⇒ 1d,minM = 21, 29 kN.m  

( ) ( )1d,A 1d,mínM 18,85 kN.m   M 21,29 kN.m= < = ∴ 1d,AM = 21,29 kN.m  

( ) h
005,0

5,0h
005,0

r
1

≤
+ν

= ⇒
( ) ∴=<=

+
= 033,0

15,0
005,00236,0

5,091,015,0
005,0

r
1 0,0236

r
1

=  

⇒⋅⋅⋅⋅+=+α= 0236,0
10
65,26502,14,129,21

r
1

10
NMM

22
e

dA,d1btot,d
l kN.m  39,39M totd, =  

⇒
⋅⋅

==
6502,14,1

39,39
N

M
e

d

tot,d
tot cm 3,61etot =  

0,22µ =∴
⋅

=
⋅ν

=µ
15

61,391,0
h
etot  

 

Será considerado: 

25,027,0
15
4

h
'd

≅==  

Utilizando-se o ábaco A-5 (Figura 58) de VENTURINI et al. (1987), obtém-se: 

c cd
s

yd

2,515 45
A f 1,40,90 A 27,72 27,72 0,9050f

1,15

⋅ ⋅
⋅

ω = ⇒ = ⋅ω = = ⋅ω = ⋅ ∴
2

sA = 24,95 cm  

Taxa de Armadura: 24,95ρ = = 3,70%
15×45

 

Armadura adotada:  - 12 φ 16 mm (24,0 cm²) (Figura 59) 

   - Alternativa: 8 φ 20 mm (25,20 cm²) 
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Figura 58. Ábaco A5  (Extraído de VENTURINI, 1987) 
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8.5.1. Estribos 

a) Diâmetro 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ==φ

≥φ
                   mm 5

mm 44
16

4t

l
 

Adotado φt = 5 mm 

b) Espaçamento 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=⋅=φ≥φ

                              cm 20
    cm 2,196,11212

dimensão)(menor   cm 15

t l  

Adotado s = 15 cm 

c) Estribos suplementares 
 

cm 105,02020 t =⋅=φ   

 

As quatro barras centrais precisam de estribo suplementar. São adotados os 

estribos múltiplos, indicados na Figura 59. 
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Figura 59. Detalhe da seção: 12 φ 16 (24,0 cm²), estribos φ 5 c/ 15 

 

 



 
 

 

 

 

 

999...   CCCOOONNNCCCLLLUUUSSSÕÕÕEEESSS   
 
 

 

Neste item serão apresentados alguns aspectos que foram observados durante a 

evolução do trabalho, no que diz respeito aos métodos apresentados pela 

NBR 6118:2003, para projeto de pilares. 

Inicialmente, é importante salientar que a excentricidade de 1a ordem e1 não 

inclui a excentricidade acidental ea, apenas a excentricidade inicial ei, sendo que a 

excentricidade acidental não interfere no resultado quando M1d,A > M1d, Min, pois este 

último leva em conta uma excentricidade acidental mínima. Essa foi uma importante 

mudança na Norma, ao considerar um momento mínimo que engloba todas as 

excentricidades. No entanto, deve-se observar que a excentricidade inicial e a acidental 

são provocadas por diferentes fenômenos, a primeira pelo monolitismo existente na 

ligação entre os pilares e as vigas, e o segundo devido às imperfeições dos eixos da 

estrutura, e portanto seria mais conveniente a consideração de cada excentricidade 

isoladamente. 

Uma segunda observação a ser feita se refere aos diferentes casos para cálculo 

do coeficiente αb: na primeira, considerando o pilar como biapoiado sem forças 

transversais, tem-se αb = 0,4; na segunda situação o pilar é tratado como sendo 

biapoiado com momento menor que o momento mínimo, sendo αb = 1,0. Ou seja, o 

pilar em estudo se encaixa nessas duas definições dadas pela Norma, sendo este o 

motivo para a comparação. Dessa forma, para o primeiro exemplo apresentado, e 

adotando-se propositalmente os momentos atuantes nos extremos do pilar igual ao 

momento mínimo, recaiu-se nessas duas situações possíveis de dimensionamento. 

Analisando os resultados da Tabela 6, pode-se perceber que as diferenças encontradas 

foram muito elevadas, chegando a ficar em torno de 45% para o método acoplado a 

diagramas M-N-1/r, que é muito alta, se for levado em conta que ambas estariam de 

   99
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acordo com a Norma. Conclui-se, portanto, que fica mais interessante considerar, no 

dimensionamento, o valor αb = 1,0, já que desta forma o dimensionamento estará a 

favor da segurança e evitará problemas. No entanto, é necessário que se defina com 

maior clareza, a partir de mais parâmetros, os casos em que o valor αb = 0,4 deva ser 

tomado, de modo a evitar possíveis gastos desnecessários com a estrutura. 

Analisando-se a Tabela 1, pode-se observar que, na determinação do índice de 

esbeltez limite λ1 os valores propostos pela NBR 6118:2003 tendem para o lado 

contrário à segurança em relação aos estudos apresentados e a outras normas 

estrangeiras. Segundo SOUZA (2003), isto ocorre quando os valores da excentricidade 

relativa de 1a ordem e1/h estão entre 0,2 a 1,2. Por outro lado, os valores de λ1 propostos 

pela NBR 6118:2003 tendem a ser mais conservadores que os valores propostos para 

valores da excentricidade relativa inferiores a 0,14, freqüentes em edifícios residenciais. 

Já em relação à eq. (10), SOUZA (2003) conclui que a adoção de um limite 

inferior igual a 0,4 para o coeficiente αb feito pela NBR 6118:2003 não se mostrou 

justificável para pilares bi-rotulados sem forças horizontais ao longo do vão, quando se 

deseja efetuar uma avaliação da excentricidade equivalente dos pilares com relações 

quaisquer entre as excentricidades nodais para as situações de projeto. A utilização do 

coeficiente αb, também para avaliação da esbeltez limite, obriga à utilização do limite 

inferior de 0,4 para o coeficiente αb, visando limitar a consideração excessivamente 

otimista, em termos de capacidade resistente, dos pilares com curvatura reversa. 

Para se determinar a influência da solidariedade dos pilares com a viga, no 

cálculo do momento atuante no pilar devido a essa ligação, deve-se considerar o 

esquema estático da Figura 55. No entanto, os coeficientes devem ser calculados 

segundo as equações (46), (47) e (48), já que aqueles apresentados na NBR 6118:2003, 

e indicados nas equações (43), (44) e (45), podem dar margem a dúvidas, por não 

apresentarem os coeficientes completos, e sim para o caso geral. A NBR 6118:2003 

ainda sugere que, como alternativa, pode-se melhorar o modelo, considerando-se a 

solidariedade dos pilares com a viga, mediante a introdução de uma rigidez à flexão nos 

pilares extremos e intermediários. No entanto, é necessária uma avaliação cuidadosa do 

modelo empregado, através de uma análise dos resultados obtidos. 

Outra questão a ser discutida na NBR 6118:2003 é relativa ao tratamento dado à 

consideração do carregamento de vento e desaprumo, estando ambos relacionados à 

excentricidade acidental. A Norma especifica que o desaprumo não deve 
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necessariamente ser superposto ao carregamento de vento, e que deve ser considerado 

apenas aquele que tiver o efeito mais desfavorável. Entretanto, os dois não se anulam, e 

podem atuar conjuntamente em uma estrutura, podendo resultar em uma combinação 

desfavorável e resultar em problemas para a estrutura. 

Deve-se observar que os valores de cobrimento das armaduras apresentaram um 

aumento em relação a NBR 6118:1978, demonstrando desta forma uma maior 

preocupação com a durabilidade das estruturas de concreto, que é altamente dependente 

da qualidade e da espessura do concreto de cobrimento das armaduras. Assim, 

subentende-se que os projetos baseados na Nova Norma terão um desempenho, ao 

longo do tempo, muito mais otimizado, com um conseqüente aumento da vida útil das 

estruturas de concreto. No entanto, com o aumento do cobrimento, mantendo-se a 

mesma seção transversal, ocorre a diminuição da seção de concreto confinado pelos 

estribos, já que no dimensionamento é considerada toda a seção transversal do pilar, o 

que pode resultar na diminuição da ductilidade do pilar no caso de destacamento do 

cobrimento, provocando uma ruptura frágil. Essa questão torna-se mais preocupante no 

caso de pilares com seção transversal reduzidas, já que são permitidos pilares com 

dimensão mínima de até 12 cm (item 3.2) e também para os casos de CADs e CARs, 

que normalmente são muito esbeltos.  

Analisando-se os métodos aproximados para dimensionamento de pilares, foi 

tomado como base para comparações o Método do pilar-padrão acoplado a diagramas 

M-N-1/r, pois esse método apresenta uma formulação mais refinada, além de poder ser 

utilizado no dimensionamento de pilares com λ ≤ 140, apresentando resultados mais 

confiáveis do que os demais métodos aproximados, que só podem ser utilizados até um 

limite de λ ≤ 90. Ele define graficamente uma relação entre essas três grandezas (M-N-

1/r), o que garante uma melhor análise do comportamento real da estrutura. No entanto, 

apesar dos resultados mais precisos, existem as dificuldades de confecção dos 

diagramas, de encontrar os ábacos na literatura, além da imprecisão visual do uso dos 

ábacos. Em vista disso, é importante a existência dos métodos mais simples, no entanto 

é necessária a aferição dos resultados obtidos por meio deles através de métodos mais 

precisos. 

Comparando-se o Método do Pilar-padrão com Rigidez κ Aproximada com o 

Método do Pilar-padrão acoplado a diagramas M-N-1/r, a partir dos resultados da 

Tabela 6, com αb = 1,0 conforme o que foi discutido anteriormente, pode-se verificar 
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que a diferença ficou em torno de 6%, que é uma diferença pequena e aceitável, 

considerando ainda que está a favor da segurança. Portanto, pode-se concluir que o 

método da rigidez aproximada é importante, pois possui rápida convergência e é de fácil 

aplicação, sem a necessidade de utilização de ábacos, que são de confecção trabalhosa e 

apenas alguns casos particulares são encontrados na literatura. Os bons resultados 

apresentados por este método são muito importantes também pois, na situação geral de 

flexão composta oblíqua, à qual estão submetidos, em maior ou menor grau, todos os 

pilares de uma edificação, o processo a utilizar deve ser o da rigidez κ aproximada, nas 

duas direções, conforme comenta a NBR 6118:2003, em seu item 15.8.3.3.5. 

Na aplicação do Método do Pilar-padrão com Rigidez κ Aproximada, houve 

inicialmente alguma dificuldade no processo iterativo, pois não era obtida convergência, 

conforme pode ser analisado no item 7.1.2.a). No entanto, com a fixação do intervalo de 

pesquisa, que limita a variação do momento fletor a partir de um intervalo definido na 

1a iteração e que tem como limites a estimativa inicial e o resultado da 1a iteração, 

conforme sugerido por BANKI (2004), o processo iterativo passou a apresentar 

convergência. 

Analisando-se a convergência do Método da rigidez κ aproximada, existem 

algumas considerações a serem feitas. A primeira questão a observar se refere à 

aproximação inicial do método. Quando se estima um valor alto, a 1a iteração resulta 

um valor baixo, e no caso de se estimar um valor baixo, a tendência é a de obter um 

valor ainda baixo, na 1a iteração. Assim, para entender todo o processo iterativo, é 

necessário uma análise em conjunto da eq. (44) e da eq. (45), considerando duas 

hipóteses. 

A primeira hipótese consiste em considerar, como aproximação inicial do 

processo iterativo, um momento “infinito”. Assim, se ficar garantida a convergência 

para este valor, estará garantida também para todas as situações em que a 1a 

aproximação for maior que a solução do processo iterativo. 

Partindo dessa primeira idéia, e substituindo-se o momento “infinito” na 

eq. (45), pode-se afirmar que o valor de νκ  também será “infinito”. Portanto, ao se 

substituir esse valor na eq. (44), o denominador tenderá a 1, e a solução para a 1a 

iteração será a parcela Md,tot . αb. Definido esse intervalo de pesquisa, e estando a 

solução algébrica contida no intervalo, o processo iterativo certamente convergirá, 

apesar de serem necessárias várias iterações até atingir a solução. 
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Por outro lado, considerando agora uma segunda hipótese, e adotando para 1a 

aproximação do momento o valor “zero”, tem-se outra situação a considerar. Para este 

caso, o resultado da 1a iteração resultou, em todos os exemplos analisados, em um valor 

do momento muito menor do que a solução algébrica, ou seja, essa solução algébrica 

está fora do intervalo de pesquisa e, portanto, o problema não apresenta convergência. 

Portanto, conclui-se que é sempre preferível, ao se iniciar o processo iterativo, 

superestimar o valor do momento total Md,tot na aproximação inicial, de tal forma que 

este seja maior que a solução algébrica do processo iterativo e se tenha garantida a 

convergência. 

Por fim, ainda com relação ao Método com Rigidez κ Aproximada, foi analisada 

uma nova formulação, proposta por BANKI (2004), que apresenta o mesmo resultado 

obtido pelo processo iterativo proposto pela Norma, porém de forma muito mais 

simples e sem os problemas de convergência encontrados na utilização prescrita na 

NBR 6118:2003, sendo assim uma maneira muito mais interessante de utilização do 

método. Essa proposta, baseada no rearranjo das equações (44) e (45), é mostrada no 

Anexo I, indicando as substituições e transformações matemáticas até a formulação 

final, representada pela eq. (46) ou então pela eq. (47), que é a mesma expressão, no 

entanto com algumas substituições para se obter uma equação em função apenas das 

excentricidades. Portanto, com base nestes resultados obtidos, recomenda-se que seja 

abandonado o processo iterativo e utilizado apenas o processo direto, proposto por 

BANKI (2004), no dimensionamento de pilares pelo Método do Pilar-padrão com 

Rigidez κ Aproximada. 

Comparando-se o Método do Pilar-padrão com Curvatura Aproximada com o 

Método do Pilar-padrão acoplado a diagramas M-N-1/r, apresentados na Tabela 6, 

também considerando-se αb = 1,0, verifica-se que a diferença ficou em torno de 12%, 

que é o dobro daquela encontrada para o método da rigidez aproximada. Analisando 

estes resultados, conclui-se que a diferença encontrada é significativa, no entanto são 

necessárias algumas observações: o método da curvatura aproximada é o mais simples 

de todos os métodos aproximados, e que apresenta a aplicação mais direta, a partir de 

uma fórmula que engloba os momentos de 1a e 2a ordem; além disso, a sua utilização é 

permitida pela NBR 6118:2003, com um resultado que, apesar de ser maior que os dos 

demais métodos, está a favor da segurança. Portanto, a sua utilização deve ser analisada 

com cuidado, observando alguns critérios, mas sua utilização não deve ser descartada, 
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pois pode ser de grande utilidade no caso de estimativas ou pré-dimensionamentos de 

pilares, assim como em obras de pequeno porte, não sendo necessário softwares 

estruturais para o dimensionamento, pois a diminuição do custo da obra é praticamente 

desprezível. 

É importante analisar também os resultados apresentados na Tabela 7, para um 

pilar com comprimento de flambagem λ = 50. Este exemplo foi desenvolvido para 

analisar se as diferenças encontradas no exemplo com λ = 90 tinham alguma relação 

com o fato de que os métodos da curvatura aproximada e da rigidez aproximada 

estavam sendo utilizados no limite de aplicação. Assim, comparando-se os resultados, 

pode-se observar que, em relação ao Método do Pilar-padrão acoplado a diagramas M-

N-1/r, o Método com Rigidez κ Aproximada apresentou uma diferença em torno de 3%, 

menor do que a diferença apresentada para o exemplo em que λ = 90, enquanto que para 

o Método do pilar-padrão com Curvatura Aproximada a diferença foi da ordem de 

11%, da mesma ordem de grandeza. Assim, a partir dessas comparações, pode-se 

concluir que os métodos apresentam resultados adequados mesmo no limite de 

aplicação, ou seja, o limite estipulado pela NBR 6118:2003 para utilização desses 

métodos está compatível com os resultados obtidos. Já na comparação do Método do 

Pilar-padrão acoplado a diagramas M-N-1/r com o Cálculo Simplificado, a diferença 

foi de 6,5%, menor do que a diferença para o método da curvatura aproximada e muito 

próximo do método da rigidez aproximada, indicando que método também pode ser 

utilizado e que conduz a resultados compatíveis com as simplificações que facilitam os 

cálculos. 

Por fim, têm-se os resultados da Tabela 8, para um pilar com comprimento de 

flambagem λ = 140. Apesar dos métodos da curvatura aproximada e da rigidez 

aproximada estarem fora do seu limite de aplicação (válidos apenas para λ ≤ 90), os 

resultados foram comparados com o obtido pelo Método acoplado a diagramas M-N-1/r 

(válido para λ = 140) para uma análise do comportamento desses métodos acima do 

limite de norma. As diferenças encontradas foram consideráveis, em torno de 13% para 

o Método da Rigidez Aproximada e 15% para o Método da Curvatura Aproximada, o 

que já era esperado. Entretanto, diferente do que ocorreu nos exemplos anteriores, neste 

caso o resultado está contra a segurança, já que os métodos da Curvatura Aproximada 

e Rigidez Aproximada resultaram armaduras menores do que o Método acoplado a 

diagramas M-N-1/r, mais preciso. 
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Portanto, comparando-se de forma geral os resultados obtidos entre os métodos 

aproximados, para comprimentos de flambagem de 50, 90 e 140, pode-se concluir que o 

limite de λ = 90, estipulado pela NBR 6118:2003, para a aplicação do Método da 

Curvatura Aproximada e do Método da Rigidez Aproximada está coerente com os 

resultados, já que para λ = 50 as diferenças encontradas foram menores do que para 

λ = 90, porém nestes dois casos os resultados estavam a favor da segurança, enquanto 

que para λ = 140 os métodos demonstraram estar contra a segurança, na comparação 

com o Método acoplado a diagramas M-N-1/. 

Estas são as questões abordadas nesta dissertação, referentes à NBR 6118:2003, 

demonstrando que ocorreram muitas mudanças na passagem da antiga para a nova 

Norma, mudanças que com certeza vão provocar um grande avanço nas obras 

brasileiras de concreto armado e protendido. É importante salientar a necessidade de 

serem discutidos todos esses aspectos, procurando sempre contribuir para o progresso 

nos meios técnico e acadêmico. Nota-se que existem mudanças que incorporaram o 

desenvolvimento tecnológico ocorrido nestes últimos anos, procurando adequar os 

resultados obtidos no campo experimental para as práticas de dimensionamento, assim 

como a inclusão de processos e teorias mais refinadas de cálculo, devido ao 

desenvolvimento da informática e softwares de cálculo estrutural. No entanto, pode-se 

analisar e verificar, segundo os resultados apresentados, que existem abordagens e 

estudos em desenvolvimento que devem ser analisados e, sempre que possível, 

incorporados de forma a enriquecer a Norma Brasileira de estruturas de concreto e 

incentivar a produção científica do país. 

Como sugestão para a continuidade deste trabalho, pode-se analisar os exemplos 

apresentados, utilizando-se o Método Geral, e comparar os resultados obtidos, 

possibilitando desta forma um real diagnóstico e certificação a respeito dos Métodos 

Aproximados. Outro item que poderia ser abordado seria o dimensionamento de pilares 

submetidos à flexão oblíqua, comparando-se os resultados obtidos pelo Método Geral 

com o Método do pilar-padrão para pilares de seção retangular submetidos à flexão 

composta oblíqua, que utiliza o Método do pilar-padrão com Rigidez κ Aproximada nas 

duas direções, e o Método Simplificado para a Flexão Composta Oblíqua. 
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 Para a obtenção da eq. (46), que permite a aplicação direta do método da rigidez 

κ aproximada, deve-se partir das equações que regem o processo iterativo, dadas a 

seguir: 

     
 

A,d12
A,d1b

tot,d M

120
1

M
M ≥

νκ
λ

−

α
=  

(52)

κ é valor da rigidez adimensional, dado aproximadamente pela expressão: 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=ν

κ
d

tot,d

N.h
M

.5132  (53)

 

 Desta forma, substituindo-se a eq. (45) na eq. (44) obtém-se: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅⋅

λ
−

=

d

tot,d

2
1

tot,d

N.h
M

.5132120
1

MM  

Adotando-se A,d1b1 MM ⋅α=  e realizando-se transformações matemáticas de 

modo a melhorar a disposição da equação, tem-se: 

( )tot,dd

2
d

1
tot,d

M5Nh3840
Nh1

MM

+⋅⋅
λ⋅⋅

−
=  

( )
( )

( )
( )

3840
NhM5Nh

MM5Nh

M5Nh3840
NhM5Nh3840

MM 2
d

tot,dd

1tot,dd

tot,dd

2
dtot,dd

1
tot,d λ⋅⋅

−+⋅

⋅+⋅
=

+⋅⋅
λ⋅⋅−+⋅⋅

=  
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tot,d11d
d

2
tot,d2

tot,dtot,dd MM5MNh
3840

NhM
M5MNh ⋅⋅+⋅⋅=

⋅⋅λ⋅
−⋅+⋅⋅  

0MM5MNhM5
3840

1MNh tot,dA,d1bA,d1bd
2

tot,d

2

tot,dd =⋅⋅α⋅−⋅α⋅⋅−⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ λ
−⋅⋅⋅  

Considerando 
2

1k 1
3840

λ
= − , tem-se: 

( ) 0MNhMM5NhkM5 1dtot,d1d1
2

tot,d =⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅  

Adotando-se , resulta a seguinte equação do segundo grau: 2 1k k h N= ⋅ ⋅ d

( ) 0MNhMM5kM5 1dtot,d12
2

tot,d =⋅⋅−⋅⋅−+⋅  

 

Resolvendo a equação: 

( ) ( ) 1d
2
112

2
21d

2
12 MNh20M25Mk10kMNh54M5k ⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅−=⋅⋅−⋅⋅−⋅−=∆

 

10
M25)kNh2(M10kkM5

M
2
12d1

2
221

tot,d

⋅+−⋅⋅⋅⋅+±−⋅
=  

Portanto, desprezando-se a raiz negativa, já que o valor esperado do momento 

tem que ser positivo, a equação fica: 

 

( )2 2
1 2 2 1 d 2 1

d,tot

5 M k k 10 M 2 h N k 25 M
M

10
⋅ − + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅

=  (54)

 

A eq. (46) fornece de forma direta o valor de Md, tot, pelo método do pilar-padrão 

com rigidez aproximada, sem a necessidade de utilizar procedimento iterativo. Nesta 

equação, como já se viu, tem-se: 

 

A,d1b1 MM ⋅α=  

2

1k 1
3840

λ
= −  

2 1k k h N= ⋅ ⋅ d  
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