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RESUMO

SILVA, R. C. S. Analise da interacéo estaca inclinada e o solo via combinacdo MEC/MEF.
2020. 132p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Engenharia Civil (Engenharia de
Estruturas))- Escola de Engenharia de S8o Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos,
2020.

O uso de estacas inclinadas esta cada vez mais recorrente tendo em vista a sua eficiéncia em
determinados problemas, estas sdo elementos de fundacdo profunda muito utilizados na
engenharia civil devido a sua capacidade de atingir camadas de solos mais resistentes e por
suportar grandes cargas. Tendo em vista que as analises numéricas surgem como alternativa em
relagdo as andlises empiricas, o presente trabalho tem como objetivo realizar a analise numérica
de estacas inclinadas isoladas e em grupos por meio do acoplamento MEC/MEF. A estaca é
modelada por varios elementos finitos de pértico tridimensional com dois nos, cinco parametros
nodais e qualquer inclinacdo. O solo é modelado pelo método dos elementos de contorno, sendo
considerado um meio semi-infinito, elastico-linear, homogéneo e isotropico. Tendo sido a
solucdo fundamental de Mindlin utilizada, a discretizacdo do solo é feita somente na superficie
de contato com a estaca, ndo sendo necessario a discretizagdo da superficie do solo. O
acoplamento da formulacdo MEC/MEF ¢ feito considerando a transformacdo da matriz dos
coeficientes do solo (MEC) em uma matriz equivalente do MEF, que somada a matriz de rigidez
do pértico tridimensional fornece o sistema final. As forcas de interacdo na interface estaca-
solo tém uma distribuicdo linear. Os resultados obtidos foram validados através de comparacéo
com os disponiveis na literatura, mostrando eficacia e robustez da formulacdo. Assim sendo,
foram realizadas as analises paramétricas para estacas isoladas e em grupos, cujos resultados
demonstram pouca influéncia do angulo de inclinacdo nos deslocamentos das estacas inclinadas
isoladas; porém, para grupo de estacas inclinadas, o angulo de inclinacdo apresenta maior
relevancia nas alterac6es dos deslocamentos.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno. Método dos Elementos Finitos.

Acoplamento MEC/MEF. Estacas Inclinadas. Intera¢do Solo-Estrutura.






ABSTRACT

SILVA, R. C. S. Analysis of inclined pile and soil interaction via BEM/FEM coupling.
2020. 132p. Dissertation (M. Sc. in Civil Engineering (Structural Engineering)) - School of
Engineering of Sdo Carlos, University of Sdo Paulo, Sao Carlos, 2020.

The use of battered piles is more and more recurrent in view of their efficiency in certain
problems, these are deep-foundation elements widely used in civil engineering due to their
ability to reach more resistant soil layers and to support large loads. Bearing in mind that the
numerical analyzes appear as an alternative in relation to the empirical analyzes, the present
work aims to perform the numerical analysis of isolated battered piles and in groups through
the BEM/FEM coupling. The pile is modeled by several finite elements of three-dimensional
frame with two nodes, five nodal parameters and any inclination. The soil is modeled by the
boundary element method, being considered a semi-infinite, elastic-linear, homogeneous and
isotropic medium. Having been the fundamental solution of Mindlin used, the soil discretization
is done only on the contact surface with the pile, it is not necessary to discretize the soil surface.
The coupling of the BEM / FEM formulation is done considering the transformation of the
matrix of soil coefficients (BEM) into a matrix equivalent to the FEM, which added to the
stiffness matrix of the three-dimensional frame provides the final system. The interaction forces
at the stake-ground interface have a linear distribution. The results obtained were validated by
comparison with those available in the literature, showing effectiveness and robustness of the
formulation. Therefore, parametric analyzes were carried out for isolated and group piles, the
results of which showed little influence of the angle of inclination on the displacements of
isolated battered piles; however, for a group of battered piles, the angle of inclination is more
relevant in the changes in displacements.

Key-words: Boundary Element Method. Finite Element Method. BEM/FEM Coupling.

Battered Piles. Soil-Structure Interaction.
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1. INTRODUCAO

1.1. Consideracdes iniciais

As estacas sdo elementos estruturais que fazem parte do sistema de fundacao estaca-solo,
estando-as necessariamente envolvidas pelo maci¢co de solo. Sdo geralmente empregadas
quando as camadas superficiais de solo ndo possuem resisténcia suficiente, sendo que sua
capacidade resistente € composta por duas parcelas: resisténcia de fuste e resisténcia de ponta.
A primeira parcela é oriunda do atrito lateral entre o fuste da estaca e o0 solo, ou adeséo quando
o solo for argila, por outro lado, a segunda parcela é referente ao surgimento de tensdes normais

a sua base. O esquema ¢€ ilustrado na Figura 1-1.

Figura 1-1- Capacidade resistente da estaca

lr,

Fonte: Adaptado de Cintra (2010).

A interacdo estaca-solo ha bastante tempo é um dos temas que tem recebido atencédo
especial de pesquisadores do mundo todo, dada a sua grande aplicabilidade pratica. Em um
projeto de engenharia é necessario determinar a carga Ultima que a estaca pode suportar e
também a méxima deflex&o que esse elemento de fundag&o ira sofrer (recalque). Haja vista a
complexidade para determinar essas grandezas de forma precisa analiticamente, surge como
alternativa os métodos numeéricos, tais quais 0 método dos elementos finitos (MEF), método
dos elementos de contorno (MEC), método das diferencas finitas (MDF), entre outros. Os dois
primeiros sdo utilizados neste trabalho.

A combinacdo MEC/MEF tem se mostrado apropriada para a resolucéo de problemas

compreendendo dominios infinitos interagindo com dominios finitos, possibilitando um melhor
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aproveitamento de ambos os métodos. As estacas, por se tratar de meios com dimensoes finitas,
sdo modeladas pelo método dos elementos finitos (MEF). Tal método tem se comprovado a
melhor opcdo para 0s chamados “problemas de dominio” devido a sua praticidade e eficiéncia,
convertendo-se no método numérico mais difundido pelo meio técnico.

Contudo, quando é preciso analisar meios infinitos ou semi-infinitos como o solo, este
método torna-se limitado, tendo em vista a grande quantidade de elementos a serem
empregados. Uma alternativa que tem se mostrado viavel para modelagem desses meios é o
método dos elementos de contorno (MEC), onde em analises elasticas o meio € discretizado
somente em seu contorno, reduzindo-se o nimero de equacGes e varidveis envolvidas e
diminuindo o custo computacional.

A analise do sistema estaca-solo é geralmente realizada com as estacas dispostas
verticalmente. Porém, as estacas inclinadas sdo usualmente utilizadas em algumas situacdes
especificas, como nos casos de pontes, muros de arrimo sobre estacas e etc. Seu uso €
recomendado quando este elemento passa a participar ativamente no equilibrio da estrutura,
ocasionado por esforcos horizontais de grande preponderancia, tais quais: vento, empuxo da

agua, frenagem de veiculos, empuxo do solo ou até mesmo combinacgdes destes.

1.2. Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo analisar por meio da combinacdo MEC/MEF a
interacdo solo-estrutura para o caso de estacas inclinadas isoladas e em grupos, estando sujeitas
a carregamentos verticais, horizontais, inclinados e momentos. Para isso, sera desenvolvimento
um codigo computacional com formulacdes matematicas baseadas no método dos elementos
finitos e no método dos elementos de contorno. Tal formulacdo permitird discretizar a estaca

inclinada com varios elementos finitos, buscando uma resposta mais precisa.

1.3. Justificativa

A interacéo solo-estrutura continua sendo um tema muito abordado, isso se deve ao fato
de muitos problemas terem surgido devido ao seu negligenciamento, como 0s casos de
recalques diferenciais altos e cargas expressivas ndo previstas em projeto, que levam desde o
aparecimento de manifestacGes patoldgicas a ruina de todo o sistema estrutural.

Dado o0 aumento da capacidade de armazenamento e processamento dos computadores,

tornou-se possivel a implementacéo de codigos computacionais com maior refinamento. Desta
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forma, problemas considerados complexos podem ser solucionados de forma mais répida e
precisa, como o caso das analises do conjunto estaca-solo. Sendo assim, o presente trabalho se
prople a analisar esses tipos de problema no contexto de estacas inclinadas atendendo as
sugestdes deixadas em trabalhos anteriores do mesmo grupo de pesquisa.

As estacas inclinadas estdo em crescente uso em estruturas com grandes solicitagoes
horizontais, tais como: muro de contencdo, torres eolicas, estruturas offshore, fundacgdes de
pontes, estruturas de portos e cais, entre outros. Porém, a literatura ainda é incipiente acerca do
tema, 0 que acaba gerando o ndo aproveitamento de todo o potencial deste elemento de

fundacao.

1.4. Metodologia

A fim de cumprir os objetivos propostos, o desenvolvimento desse trabalho foi
organizado em quatro etapas que sdao complementares e contiguas para demonstrar as
formulagdes matematicas baseadas no método dos elementos finitos e no método dos elementos
de contorno

Na primeira etapa, foi feita uma reviséo bibliografica sobre os seguintes temas: método
dos elementos de contorno, método dos elementos finitos, acoplamento MEC/MEF e estudos
numeéricos de estacas. A partir disto, foi projetado um acervo de problemas da literatura para a
subsequente validacdo da formulagdo proposta.

Na etapa seguinte foi desenvolvido o codigo computacional em linguagem Fortran para
a analise numérica MEC/MEF. Primeiramente tratou-se da estaca inclinada isolada,
discretizada em varios elementos finitos, desenvolveu-se uma matriz de rotacdo entre 0s
sistemas de coordenadas adotados e foram analisadas as mudancas nas formulacGes e
procedimentos numéricos de ambos os métodos decorrente dessa rotacdo de eixos. Na
sequéncia, a formulacéo foi estendida para grupo de estacas inclinadas.

A terceira etapa consistiu na validagdo numérica do cddigo desenvolvido. Para tanto,
exemplos numéricos e experimentais encontrados na literatura tiveram suas respostas
confrontadas com as respostas deste trabalho. Onde foram feitas discussdes pertinentes aos
resultados obtidos por diferentes formulagodes.

Por fim, o autor redigiu a dissertacdo de mestrado onde apresentou a reviséo
bibliografica realizada, metodologias empregadas, a formulagdo proposta, exemplos de
validacao e conclusdes obtidas. Em seguida, sera feita a divulgacdo da pesquisa desenvolvida

a comunidade cientifica por meio de artigos em periddicos e congressos.
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1.5. Organizacéo do texto

No presente capitulo é feita a introducdo ao tema e contextualizacdo da pesquisa a ser
realizada neste trabalho. Os demais capitulos sdo apresentados e descritos a seguir:

Capitulo 2: E feita uma reviso bibliografica sobre estacas, modelos de calculo, métodos
numéricos, MEF, MEC e trabalhos anteriores;

Capitulo 3: E realizada uma breve descri¢do da formulagio do método dos elementos
de contorno, bem como sua origem e caracteristicas do método;

Capitulo 4: Contém os conceitos utilizados do método dos elementos finitos, tais como:
formulacdo geral, formulagéo do elemento finito empregado para modelar a estaca;

Capitulo 5: Apresenta a formulagdo desenvolvida, mostrando as hipdteses adotadas, a
implementacdo computacional e como é feito o acoplamento entre os métodos;

Capitulo 6: Exemplos numéricos sdo resolvidos e comparados com ensaios
experimentais e formulagdes de outros autores. Além disso, também séo realizadas algumas
andlises paramétricas;

Capitulo 7: Traz as conclusdes do trabalho e sugestfes para trabalhos futuros.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Toda obra civil é basicamente dividida em trés partes: superestrutura (lajes, vigas e
pilares), fundacdo (sapatas, estacas, caixdes, tubuldes, etc.) e 0 macico de solo. Dentre estes,
existe um mecanismo de interagdo e interface que garante a transferéncia dos esforcos e a
compatibilidade dos deslocamentos, ainda que muitas vezes essa interacdo entre 0s meios é

ignorada na prética de projetos (Rosa, 2013).

Figura 2-1- Sistema Estrutural de um edificio
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Fonte: Rosa (2013)

Geralmente as analises dos meios vém sendo feitas de forma isolada. O engenheiro de
estruturas esta preocupado somente com os fendbmenos que ocorrem na superestrutura, sem
levar em conta a redistribuicdo dos esforgos que ocorre devido aos deslocamentos gerados no
solo. Sob outra perspectiva, 0 engenheiro geotécnico se atenta exclusivamente a analise da
interacdo da subestrutura com o macico de solo, ndo prevendo um estado de tensdo que venha
a aparecer decorrente das mudancas de configuragdo na superestrutura. Essas simplificacdes
adotadas se justificam pelo alto nivel de complexidade ao analisar todo o conjunto unido, visto
gue, cada um dos meios ja compreende um grande campo de estudos (Almeida, 2003).

Toda estrutura € mais bem modelada quando assumido um modelo matematico que
represente a estrutura real, inclusive suas condi¢des de apoio da forma mais veridica. Porém, a
pratica comumente adotada € considerar a superestrutura engastada sobre uma superficie rigida
indeformavel, o que de fato ndo acontece, pois 0 solo € um meio deformavel que sofre recalques
diferenciais, os quais conduzem a superestrutura para uma nova posicao de equilibrio.

A interacdo solo-estrutura pode ser entendida como um Unico sistema mecanico

composto por superestrutura, fundacdo e solo, onde cada parte exerce influéncia direta nas
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demais. Tal consideracdo conduz a uma redistribuicdo nos esfor¢os dos elementos da
superestrutura ndo prevista convencionalmente, principalmente em pilares. Inimeros fatores
contribuem para essa redistribuicdo, como: rigidez relativa estrutura-estrutura, rigidez relativa
estrutura-solo, numero de pavimentos, edificaces vizinhas e processo construtivo (Colares,
2006).

Quando analisados de forma isolada, os modelos que representam a superestrutura tém
se mostrado bastante avancados, no entanto, no que se refere aos macicos de solo o
comportamento se mostra complexo, podendo ser assumido um meio ndo-homogéneo ou
homogéneo, com comportamento elastico ou plastico, isétropo ou anisotropico, dependendo do
modelo adotado. Em meio as dificuldades para a sua representacdo, foram desenvolvidos
diversos modelos de calculo que estimam seus deslocamentos e tensdes.

Winkler (1867) propds que a reacdo do solo em um ponto qualquer é diretamente
proporcional ao deslocamento neste ponto, independente dos deslocamentos em outros pontos.
Neste modelo, o solo é discretizado por uma série de molas lineares e independentes entre si.
Dentre as dificuldades do método podem-se citar a ndo consideracdo do efeito de vizinhanca e
a determinacdo do valor da constante da mola (mddulo de reacdo do solo), tal constante é
determinada através de ensaios e correlagfes empiricas, possuindo um alto grau de incertezas.
Por outro lado, apresenta como vantagem a sua simplicidade e facil implementacédo
computacional.

Uma outra técnica, a qual considera 0 meio como continuo, é baseada na teoria da
elasticidade. Quando o solo € estratificado sdo aplicadas as condi¢des de equilibrio e
compatibilidade nas superficies de contanto entre as camadas, como nos trabalhos de Burmister
(1945a,1945b), onde foram obtidas as expressdes de deslocamentos e tensdes para solos com
duas e trés camadas, respectivamente. Esses modelos apresentam algumas limitacdes, pois
foram solucionados para problemas especificos, no caso de problemas mais gerais, suas
solucBes ndo foram obtidas, por tratar-se de uma abordagem analitica de alta complexidade.

Um terceiro método proposto € o modelo de dois parametros. Duas constantes elasticas
independentes sdo definidas para avaliar as respostas do solo, essas constantes sdo definidas
por meio do modelo de Winkler em conjunto com o modelo de meio continuo, tendo como sua
principal vantagem a redugdo das descontinuidades do modelo de Winkler e a relativa
simplicidade em relacdo ao modelo baseado na teoria da elasticidade. Ainda assim, segundo
Selvadurai (1979), alguns pesquisadores propuseram seus proprios modelos de dois parametros,

sendo eles: Pasternak, Filonenko-Borodich, Hetényi, Vlasov, entre outros.
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O método da camada finita (MCF) é outro modelo que simula o comportamento do solo.
Nesta técnica, é aplicada a transformada de Fourier nas varidveis de interesse (como 0s
deslocamentos e tensdes), fazendo com que a dimenséo do problema seja reduzida.

O Problema de Valor de Contorno é resolvido por meio das funcdes de tensdo de Airy,
obtendo de forma exata a relagéo de flexibilidade de cada camada; a constru¢éo da matriz de
flexibilidade de todo o sistema é feita respeitando as condi¢des de continuidade e equilibrio
entre camadas; as analises de interacdo do solo com estruturas séo feitas combinando o MCF
com o MEF, sendo este ultimo método é utilizado para analisar os radiers e estacas; 0 MCF
apresenta facil implementagdo computacional e grande eficiéncia, tendo em vista a reducéo do
problema; o solo pode ser considerado com diversas camadas e anisotropia. Sua principal
limitacdo fica por conta da restricdo a analise no regime elastico.

Os métodos numéricos surgiram devido as limitacdes das solucbes analiticas, sua
utilizacdo nas mais diversas linhas de pesquisas vem em constante crescente, e apesar das
solucBes ndo serem matematicamente exatas, possui um carater mais generalista. O emprego
desta ferramenta de célculo sé foi possivel devido ao surgimento dos computadores.

Com o crescente avanco tecnologico, o desempenho dos microcomputadores é cada vez
melhor, tornando estes métodos alternativas vidveis e muito precisos. Dentre os métodos
numericos mais utilizados pelo meio académico em estudos de estruturas hoje em dia podemos
citar: método dos elementos finitos (MEF) e o método dos elementos de contorno (MEC).

O conceito de discretizar um problema continuo para poder resolve-lo data de mais de
dois mil anos atrds, quando os filosofos gregos propuseram que tudo era constituido por
infinitas particulas muito pequenas, chamadas de atomos. Mais tarde, Eudoxio criou o método
da exaustdo, o qual utilizava de figuras e solidos retilineos para determinar areas, volumes e
perimetros, tais como: cones, esferas e circulos. Recentemente, na década de 30, engenheiros
aeronauticos britanicos desenvolveram, o que viria a ser mais tarde os primeiros elementos
finitos para a anélise de tensGes em chapas de asa de avido. Somente em Turner et al. (1956) e
Clough (1960) que foi proposta a formulacdo (através do PTV) e denominagdo de como
conhecemos hoje do MEF (Assan, 2003).

Quando o MEF é empregado na andlise de dominio semi-infinito, como é o caso do
solo, é necesséaria a discretizacdo de todo o dominio ou grande parte dele, gerando um grande
custo computacional para armazenamento e resolucdo do sistema final. Mesmo com as
desvantagens apresentadas pelo MEF para esse tipo de problema, alguns trabalhos nesse sentido

ja foram realizados, é o caso dos trabalhos de Bae et al. (2005) e Karakus et al. (2007) para



26

andlise de tuneis, j& no &mbito da interacdo solo-estrutura, podem ser citados os trabalhos de
Ottaviani (1975) e Chow & Teh (1991).

O MEC é um método numérico que tem suas raizes nos fundamentos do célculo e na
teoria da elasticidade. As primeiras solu¢des numéricas foram desenvolvidas na década de 60,
com os trabalhos de Jaswon (1963) no problema de potencial no plano e Rizzo (1967) para o
problema elastico no plano. Em Brebbia (1978a) o método é demonstrado atraves do Métodos
dos Residuos Ponderados, igualmente a outros métodos numéricos, promovendo um maior
embasamento ao mesmo. Com isso, tornou-se possivel formulagdes hibridas do MEC com
outros métodos numéricos. Foi em Brebbia (1977) que o “Método das Equacdes Integrais”
(como era conhecido na época) passou a se chamar “Método dos Elementos de Contorno”.

O método so € passivel de aplicacdo quando a solucdo fundamental € conhecida, estas
sdo expressdes analiticas que fornecem os campos mecanicos de um determinado problema.
Diversos autores desenvolveram solugdes fundamentais para diferentes problemas, pode-se
citar: Kelvin (1848), Cerruti (1882), Boussinesq (1885), Flamant (1892), Melan (1932) e
Mindlin (1936).

Lord Kelvin (1848) obteve as solugcbes fundamentais para um problema elastostatico
tridimensional, isotropico, com dominio infinito e submetido a uma forca concentrada unitaria
em qualquer direcdo do meio. Estas solugdes vieram mais tarde a receber o seu nome. Estas
foram melhor detalhadas no Anexo B do presente trabalho.

Cerruti  (1882) propbs solucBes fundamentais para um meio semi-infinito
tridimensional, elastico, homogéneo, isotropico, submetido a cargas concentradas unitarias
tangenciais ao plano de corte, assumindo que as forc¢as de superficie fossem nulas nesse plano.

Boussinesq (1885) apresentou solugbes fundamentais para um problema similar ao de
Cerruti (1882), mudando apenas a direcdo da carga, que passou a ser normal ao plano de corte.

Quando somadas as duas ultimas solucdes, obtem-se a solucdo fundamental de
Boussinesq-Cerruti, a qual representa os campos de deslocamentos e tensdes dentro do semi-
espaco infinito quando em sua superficie séo aplicadas forcas concentradas unitarias nas trés
direcbes. A versdo 2D do problema fundamental de Boussinesq-Cerruti € coincidente ao
problema fundamental de Flamant (1892). Tais expressdes da solugdo fundamental e ilustracdo
do problema podem ser consultadas no Anexo B.

Mindlin (1936) deu prosseguimento aos estudos de meios semi-infinitos. Em seu
trabalho, s&o assumidas forcas unitérias aplicadas no interior de um meio semi-infinito, elastico,
homogéneo e isotrépico. Para a resolucao desse problema, Mindlin utilizou dezoito nucleos de

tensdes com condi¢des de contorno em tensdes nulas na superficie livre do semi-espaco,
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conforme Anexo B. Quando analisado um semi-plano, as solu¢des fundamentais de Mindlin
coincidem com as de Melan (1932).

Um dos primeiros estudos numéricos sobre o comportamento de estaca-solo foi o de
Poulos & Davis (1968), os quais empregaram o acoplamento MEC/MDF. Neste trabalho, é
analisado o problema de uma estaca cilindrica incompressivel submetida a agdo de uma carga
axial, a estaca é dividida em varios elementos cilindricos, onde sdo assumidas tensdes
cisalhantes uniformes e uma base alargada com tensGes normais constante.

Para meios estratificados ndo homogéneos e/ou com camada indeslocavel prescrita, €
possivel empregar a solucéo fundamental de Mindlin juntamente com a técnica de Steinbrenner
(1934). Para a determinagéo de qualquer deslocamento final no solo, promove-se a diferenga
entre o deslocamento obtido por Mindlin no ponto desejado e o deslocamento da superficie
indeslocavel, o meio semi-infinito é considerado elastico, homogéneo e isotropico e ao final,
séo obtidas as solucgdes para os deslocamentos e a distribuicdo da tensdo cisalhante ao longo da
estaca.

Em Poulos (1968) sdo analisados grupos de estacas com a mesma formulagéo. Primeiro,
séo analisados os deslocamentos de duas estacas idénticas imersas no mesmo meio, verifica-se
0 aumento nos deslocamentos em relacdo a analise da estaca isolada e determina-se um
coeficiente de interacdo « . Este coeficiente é utilizado para a determinac¢do do aumento do
deslocamento em cada estaca devido a interagdo com outras estacas. Posteriormente, a analise
é expandida para grupos maiores de estacas com simetria, tomadas de duas em duas. O aumento
no deslocamento individual da estaca é obtido através da superposicdo dos valores de «.

Mattes e Poulos (1969) incluem a consideracdo da compressibilidade da estaca na
formulacdo anterior. As equacOes diferenciais de deslocamentos sdo resolvidas pelo método
das diferencas finitas. Os resultados encontrados evidenciam que a compressibilidade da estaca
influencia consideravelmente nos deslocamentos. Futuramente, Poulos (1971a) acrescenta na
formulacdo a consideracdo de cargas horizontais e momentos aplicados no topo da estaca
isolada, propondo ainda em seu trabalho subsequente, Poulos (1971b) propde 0 mesmo para
grupos de estacas.

Polous e Madhav (1971) realizaram uma analise no plano dos deslocamentos de estacas
inclinadas isoladas e em grupos. Os carregamentos aplicados em seu topo podiam ser: forca
transversal, axial e momento. Quando solicitada axialmente, a estaca foi considerada
incompressivel, entretanto, na flexao a estaca possuia flexibilidade. Os resultados obtidos via
teoria da elasticidade (solucao de Mindlin) e diferencas finitas constatou que para uma gama de

angulos utilizadas na pratica (-30° a 30°), os deslocamentos calculados quase que independem
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do angulo de inclinagéo, e que, a solucéo para a estaca vertical poderia ser utilizada sem grandes
prejuizos. Com isso, 0s autores propuseram um método simples para calcular os deslocamentos,
através do uso de apenas formulas e tabelas construidas para estacas verticais, obtendo boa
concordancia com resultados experimentais da literatura.

Outro sistema de fundacdo utilizado em obras civis sdo os “radiers estaqueados”, em
cujas subestruturas sdo combinados dois elementos de fundagéo. O primeiro, compreende um
tipo de fundacdo rasa denominada radier, o qual consiste em uma grande laje de concreto
armado que recebe as cargas da superestutura e descarrega diretamente no solo em que se
encontra apoiado. Apresenta comportamento mecanico equivalente ao de uma placa apoiada
continuamente em uma base eléstica. As estacas sdo acopladas com o intuito de diminuir os
recalques diferenciais do radier. Entretanto, os modelos de calculo convencionais ndo preveem
essa contribuicdo, levando a um super-dimensionamento dessa estrutura. Diante desse cenario,
alguns pesquisadores propuseram modelos numéricos que avaliam o comportamento desse
conjunto.

No estudo de Poulos (1968b), que considera a interacdo placa-estaca-solo, analisa-se a
influéncia que o capeamento rigido exerce sobre o deslocamento das estacas sujeitas ao
carregamento axial, tendo-as dispostas ao longo da circunferéncia. Buterfield & Banerjee
(1971) ampliam a referida formulacdo para capeamentos rigidos de qualquer geometria,
considerando a compressibilidade radial da estaca, no entanto, verificam que este Ultimo
parametro pouco influencia nas analises.

Hain & Lee (1978) propdem uma formulacao, na qual o método dos elementos finitos é
empregado em conjunto com as solucdes de Mindlin, para realizar o estudo de um grupo de
estacas sob capeamento flexivel, cuja analise considerou a interacdo completa entre a placa,
grupos de estacas e o solo. Este ultimo pode ser tratado como um material elastico linear ou um
material elastico que tem seu modulo de elasticidade variando com a profundidade. O MEF é
utilizado para modelar as placas, bem como na analise do solo ndo-homogéneo. A referida
formulacéo desenvolvida foi comparada com as medicdes reais de dois edificios localizados
em paises diferentes, tendo-se obtido resultados satisfatorios que a validaram.

Em Paiva (1993), estuda-se todas as interagOes envolvidas no conjunto placa-estaca-
solo via MEC. A estaca é considerada como um unico elemento de contorno, a placa pode ser
considerada tanto rigida quanto flexivel e os elementos de contorno triangulares sdo usados
para modelar a interface placa-solo. Todo o sistema de equacdes € escrito em torno dos nos que

discretizam a superficie do solo.
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Segundo Brebbia el al. (1984), o emprego das solugdes fundamentais de Mindlin no
método dos elementos de contorno foi apresentado em Nakaguma (1979). Neste trabalho, €
utilizada uma formulacdo direta do método, na qual as incdgnitas do problema ja sdo as
grandezas de interesse. Como a solucdo fundamental de Mindlin considera as forcas na
superficie livre do solo nulas, ndo é necesséria a discretizacdo desta superficie; promovendo,
assim, significativo ganho computacional. Dessa forma, evidencia-se a potencialidade do MEC
para aplicacdes nestes tipos de problemas de meio semi-infinito. Ha, ainda, a analise de
problemas geotécnicos, inclusive, de solo estrutura.

A combinacéo entre diferentes métodos numéricos tem sido uma solugdo encontrada
por diversos autores das areas do conhecimento. O objetivo desse acoplamento € aproveitar as
vantagens que cada um dos métodos tem a oferecer. Em problemas que envolvem certo grau de
complexidade, geralmente, as partes envolvidas tém naturezas diferentes; sendo, portanto,
melhor representadas por um determinado método numérico.

A combinacdo MEC/MEF foi apresentada pela primeira vez na engenharia elétrica, em
McDonald e Wexler (1972). A mesma combinacdo foi utilizada por Chen e Mei (1974), em
mecanica dos fluidos, e por Zienkiewicz et al. (1977), em mecanica dos sélidos. Na engenharia
estrutural e geotécnica, as quais enfrentam problemas de dominios finitos imersos em dominios
infinitos ou semi-infinitos, o acoplamento entre 0 método dos elementos de contorno (MEC)
pode ser feito com o método dos elementos finitos (MEF) ou com o método das diferencas
finitas (MDF).

Pode-se destacar inimeros trabalhos que utilizam o MEC/MDF para analisar problemas
de solo estrutura, dentre os quais: Buterfield e Banerjee (1971), Poulos e Davis (1980), Al et
al. (2011), Rosa (2013). Qutros trabalhos, por outro lado, tratam 0 mesmo problema com o
acoplamento MEC/MEF, quais sejam, Vallabhan et al (1984), Beer (1986), Paula et al. (1987),
Coda (1993), Almeida (2003), Ribeiro (2005), Ramos (2012) e Luamba (2018).

Cumpre acrescer que, no Brasil, o0 método de Aoki e Lopes (1975) é um dos mais
utilizados, por engenheiros, para as analises de estacas. Neste, os recalques do solo estratificado
séo calculados por meio da solugéo de Mindlin (1936), em que pese o solo ndo seja um material
elastico, homogéneo e isotropo. Para levar em conta a estratificacdo do solo, é utilizado o
procedimento de Steinbrenner (1934). Diversos trabalhos académicos se basearam no referido
método para anélise de problemas de solo estrutura, a exemplo de Moura (1995), Reis (2000),
Iwamoto (2000), Colares (2006), Araujo (2009), Mota (2009).

A aplicacdo da solucdo fundamental de Mindlin no MEC possui limitagdes, visto que a

sua formulagéo foi desenvolvida considerando o meio elastico, homogéneo, isotropico e livre
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de forcas de superficie. Devido a isso, dentro da teoria da elasticidade, ndo € possivel a
introdugdo de solos estratificados, mesmo com a consideracdo da hipétese de Steinbrenner
(1934). Uma forma de solucionar esse problema é empregar a solucdo fundamental de Kelvin,
que possibilita a compatibilizacdo e o equilibrio entre as superficies de fronteira e, assim,
obedece a continuidade do meio. Entre os autores que utilizaram a referida alternativa em suas
pesquisas, destacam-se: Banerjee (1976), Banerjee e Davies (1977), Maier e Novati (1987),
Almeida (2003), Ribeiro (2005) e Ribeiro (2009).

No Departamento de Engenharia de Estruturas, da Escola de Engenharia de Séo Carlos,
da Universidade de S&o Paulo, foram desenvolvidos significativos trabalhos na linha de
pesquisa de interacéo solo estrutura via MEC/MEF. Dentre eles, serdo comentados os que forem
considerados convenientes ao desenvolvimento deste trabalho.

Ferro (1993) utilizou uma formulacdo MEC/MEF para a analise da interacao estrutura-
estaca-solo. A estaca foi considerada com um elemento finito de barra, enquanto o solo foi
modelado pelo MEC, utilizando as solugdes fundamentais de Mindlin. A superestrutura foi
modelada pelo software de elementos finitos COSMOS/M (1988). Os resultados dos
deslocamentos e forcas de interacdo foram comparados com testes experimentais e outras
formulacGes, ao que obteve-se bons resultados. Posteriormente, Ferro (1999) expande sua
formulagdo para a andlise estaca-solo, passando a considerar a ndo linearidade fisica do solo na
interface com a estaca.

Mendonca (1997) empregou a formulacao hibrida MEC/MEF para a analise da interacao
placa-estaca-solo. A placa foi modelada pelos elementos finitos DKT (Discrete Kirchhoff
Theory) e HSM (Hybrid Stress Model). A estaca foi representada por apenas um elemento, com
3 pontos nodais, tendo sua tensédo cisalhante aproximada por um polindmio do segundo grau e
a tensdo normal na sua base inferior constante. O solo, por sua vez, foi modelado por elementos
de contorno como um meio elastico semi-infinito e a solugdo fundamental de Mindlin. Os
resultados apresentaram boa convergéncia quando comparados com outros métodos,
principalmente com o de Paiva (1993).

Matos Filho (1999) apresentou alguns tipos de formulagdes numéricas para a anélise da
interacdo estaca-solo com ou sem blocos de capeamento rigidos, adotando cargas verticais,
horizontais e momentos. A estaca ¢ modelada pelo método das diferencas finitas (MDF) ou
pelo MEF. Quando modelada pelo MEF, os deslocamentos e forcas de interacdo foram
representadas por varias funcGes polinomiais, chegando-se a um elemento finito final

considerado eficiente. O elemento é composto por quatro nds e quatorze parametros nodais,



31

sendo doze de translagdes ( X,, X, € X, ) e dois de rotagdo no topo da estaca, a fim de permitir

a consideracdo do momento fletor. O solo € modelado como sendo um meio continuo, eléstico-
linear, semi-infinito, isétropo e homogéneo.

Almeida (2003), por sua vez, fez uma analise da interacdo superestrutura-subestrutura-
solo. A subestrutura e a superestrutura foram modeladas pelo MEF, usando elementos
reticulares e laminados. O solo foi modelado pelo MEC e considerado um meio néo
homogéneo, com uma camada de apoio indeslocavel a uma distancia conhecida. Para isso, as
solugdes fundamentais de Kelvin foram utilizadas e os resultados obtidos foram considerados
satisfatorios.

Em Ribeiro (2005) € dada continuidade ao trabalho de Almeida (2003), adicionando-se
ao codigo computacional um bloco tridimensional acoplado nas estacas. E utilizada a técnica
das sub-regides para acopla-lo ao sistema final de equacdes. Por fim, analisa-se a interacdo do
conjunto bloco-estaca-solo com um edificio tridimensional modelado pelo MEF. Os resultados,
ao serem comparados com o programa Ansys e publica¢fes de outros autores, demonstraram
boa consisténcia.

Oshima (2004) expande a formulacdo desenvolvida por Matos Filho (1999) para
analisar estacas inclinadas isoladas, grupo de estacas inclinadas e grupo de estacas inclinadas
acopladas com uma placa rigida no topo. Nesse caso, consideram-se forcas horizontais,
verticais e momento fletor aplicados no topo da estaca. As forgas de interagdo sdo aproximadas
por funcBes polinomiais clbicas nas direcBes transversais. Ja para as forcas de interacdo na
direcdo longitudinal da estaca é utilizado um polindmio quadratico, além de se assumir uma
tensdo normal constante atuando na base (Gltimo nd). Neste trabalho, pode-se perceber que,
para estacas inclinadas sujeitas a carregamentos verticais ou horizontais, 0 comportamento é
muito similar ao das estacadas verticais, pois 0s deslocamentos sdo poucos influenciados pelo
angulo de inclinacéo.

Luamba (2018), por seu turno, fez uma analise tridimensional de problemas de interacédo
solo-estrutura com o acoplamento MEC/MEF. Os elementos de estacas sdo modelados por
varios elementos finitos de viga com dois nos e dez parametros nodais; as placas (radiers,
sapatas e bloco de fundagdes) sdo modeladas por elementos finitos de casca plana, permitindo
a consideracdo dos efeitos de flexdo e membrana. O solo é modelado pelo MEC, utilizando a
solugdo fundamental de Mindlin e considerado um meio homogéneo, elastico linear e
isotropico. Promove-se anélises de grupos de estacas com capeamento rigido e com um radier

estaqueado flexivel. Uma das maiores contribui¢fes deste trabalho é o desenvolvimento de um
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cédigo computacional em que a estaca é modelada através de varios elementos finitos de viga
tridimensional. Diverge, portanto, dos trabalhos anteriores dessa linha de pesquisa que
consideraram a estaca como um Unico elemento finito de viga com quatro nos.

A tematica acerca da analise numérica de estacas continua sendo de grande relevancia
atualmente, tanto assim que trabalhos com diversas propostas de formulagfes foram e
continuam a ser desenvolvidos no mundo inteiro.

Aietal. (2011) apresentam como solucdo fundamental para o solo 0 método de elemento
de camada, o qual é obtido através da abordagem de autovalor, apds a aplicacdo de uma
transformada de Laplace-Hankel. As equag0es governantes sdo resolvidas analiticamente. Este
método possui a vantagem de ndo existirem funcbes exponenciais positivas e reducdo da
operacdo da matriz, o que proporciona maior eficiéncia e estabilidade computacional.

Ai et al. (2013) realizam a analise estatica de estacas isoladas carregadas lateralmente
em solos transversalmente isotropicos e de multiplas camadas. A interacdo estaca-solo é
modelada pelo MEC. A estaca é modelada pelo método das diferencas finitas (MDF), utilizando
a viga de Euler-Bernoulli. As camadas de solo sdo representadas pelo seu método de elemento
de camada.

Uma discussao detalhada sobre o caréater estratificado do solo revela que as camadas
rasas desempenham um papel preponderante na influéncia do comportamento das estacas em
comparacdo com as camadas profundas, o que significa que o reforco nos solos rasos ira
efetivamente melhorar o desempenho das estacas. Em resumo, o comportamento da estaca
carregada lateralmente é na verdade uma acdo combinada dos seguintes fatores: a isotropia
transversal; o carter estratificado do solo; e o tamanho da estaca e suas propriedades fisicas.

Ai & Cheng (2013) realizam a andlise estatica de estacas isoladas carregadas
verticalmente em solos transversalmente isotropicos e de multiplas camadas. Baseado na
solucdo analitica de elemento de camada, um estudo paramétrico da diferenca de rigidez entre
as direcOes horizontal e vertical de solos transversalmente isotrdpicos mostra que a rigidez da
cabeca de estacas pode ser aumentada com o0 aumento da razdo mddulo do solo
transversalmente isotropico.

Ai & Feng (2014) estendem o estudo de Al et al. (2013) para um grupo de estacas
carregadas lateralmente e engastadas no topo por um bloco de capeamento rigido. Os resultados
obtidos foram comparados com os da literatura, ao que se pode concluir pela precisdo do estudo
entdo desenvolvido.

Ghasemzadeh et al. (2018) realizam um estudo da interagdo estaca-solo-estaca para

grupos de estacas inclinadas sob capeamento rigido. O método dos elementos finitos &
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empregado via software comercial Abaqus. O contato entre a estaca e o solo é considerado de
duas formas. Na primeira, é considerada a aderéncia perfeita, sem deslizamentos. Na segunda
forma, é utilizado um modelo de Moher Coulomb para analisar o efeito da plastificacdo do solo

nos deslocamentos.
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3. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) € um método numeérico de resolucéo de
equac0es integrais escritas no contorno que apresenta grande eficiéncia e precisdo em analises
de problemas de meios infinitos, semi-infinitos e de concentracdo de tensdo (mecénica da
fratura). Na engenharia de Estruturas, esse método é utilizado para resolver problemas de
valores de contorno (Anexo A). Para isso, transformam-se as equacdes diferenciais governantes
do problema em equacdes integrais por meio do Teorema da Divergéncia do calculo vetorial.

Uma das mais importantes caracteristicas do método é que geralmente s6 o contorno
precisa ser discretizado e ndo o dominio, como é feito no MEF. Com isso, em face de problemas
de dominio bidimensional apenas sera preciso representar a linha (unidimensional) do contorno.
Assim, pode-se concluir que ha a diminuicdo de uma dimensdo na analise do problema, o que,
por conseguinte, reduz o custo computacional para a geragdo de malhas e sistemas de equacdes.
A Figura 3-1 ilustra as diferencas entre as malhas do MEF e do MEC.

Figura 3-1-(a) Malha do MEF (b) Malha do MEC

(a) (b)

Fonte: Luamba (2018)

Em problemas de dominios de grandes dimensdes, em que a discretizagdo em elementos
finitos seria muito custosa, 0 MEC surge como uma alternativa de menor custo computacional.
Isso fez com que seu uso fosse difundido na comunidade cientifica, principalmente em analises
de meios infinitos ou semi-infinitos.

Apesar de toda a formulacdo ser proposta em relacdo ao contorno do problema, é
possivel calcular os valores dos campos mecanicos no dominio usando-se, novamente, as
equacOes integrais e os valores obtidos no contorno. Os resultados fornecidos sdo de alta

preciséo.
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Em contrapartida, a construcdo das matrizes (ndo-esparsas), integrais numéricas de
nacleos singulares e resolucdo do sistema de equacgdes pode ser custosa computacionalmente.
Sendo este um dos motivos que acabam por dificultar a popularizagdo do método. Contudo,
devido ao crescente avanco computacional das Ultimas décadas, o MEC tornou-se uma

alternativa mais vidvel (Andrade, 2017).

3.1. Formulagéo integral de contorno

Seja a equacéo de equilibrio governante do problema:

Segundo o Teorema da Reciprocidade Betti (1872), dado dois estados, (I) e (1),
submetidos a diferentes estados de tensdes que provocam dois diferentes campos de
deslocamentos, o trabalho obtido pelas tensbes do estado (1) sobre as deformacdes do estado

(1) e das tensdes do estado (1) sobre as deformaces do estado (1) sdo iguais. Como se segue:
[Lole{"da=] of’sdQ (3.2)

Com Q sendo o dominio do problema.

Da relagdo deformagéo-deslocamento (A.20):

U +U;
gijz( 12 j ):ui,j (3.3)
Substituindo em (3.2):
OyMMgo = [ 0"
[ oPuPda=] ofuldo (3.4)
Do Teorema da Divergéncia:
[Loyu, dQ=] aynudr-| o udQ (3.5)
Substituindo em (3.4):
My Mo = [ M " (OM0)
J.l"o-ij n,y; dF—IQUu,;Ui dQ—LUij n,u; dl“—Lzaij,jui dQ (3.6)
Sabendo que:
on, = p, (3.7)

Da Equacéo de equilibrio (3.1):

o =—h (3.8)
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Entdo:
(1), (1) (1), (1) _ (1), (1) (U]
[ pudr+ [ bPu™da=[ pMuPdr+| b"udo (3.9)

Para o prosseguimento da demonstracdo, chamemos o estado (I) de problema real e nas
equacdes subsequentes 0s sobrescritos deixam de existir. O estado (I1) é agora chamado de
problema fundamental, podendo ser assumido qualquer um do Anexo B. E utilizado sobrescrito
(*) para escrever tais campos. Empregando essas novas nomenclaturas, a expressdo (3.9) é

reescrita da seguinte forma:
*) Odo = [ n® *)
[ pufdr+] bufdQ=| pPudr+| budo (3.10)

No problema fundamental, a componente bi* da forca de volume corresponde a forca

concentrada aplicada no meio semi-infinito. Esta forca é representada pela funcéo delta de Dirac
aplicada sobre um ponto arbitrario "s", dito “source point”, ou ponto fonte, na qual o

componente pode agora ser representada por:
b =Ace (3.11)
Onde¢, é o versor na direcdo i .

A variavel ui(*) presente na expressdo (3.10) representa o deslocamento na direcdo i de
um ponto campo” f ", localizado a uma distancia “r” do ponto fonte “s”, provocado pela
aplicacdo da forca unitaria concentrada na direcdo €, do problema fundamental. Os
deslocamentos gerados possuem parcelas provenientes de cada direcdo €, de aplicacdo da forca

concentrada unitaria, conforme Figura 3-2.

Figura 3-2- (a) Componentes dos deslocamentos (b) Componentes das for¢as de superficie

x -~ A gl ..'- - ' Y
| | R )
o | 4t p: ‘P'L:_
. i i a1 . .
My My S Pun Py
Ae, - - : ; Ale, —
A, I - ! A . e
! n, : P
X, [ X,
s g ¥ ’l*._"rrﬂl - | s g i'.l'.’rc’: T
Xy T . =Xy
(a) (b)

Fonte: Adaptado Andrade (2017)
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A partir da Figura 3-2 (a) é possivel ver como é dada a composicdo dos deslocamentos
em cada direcdo no plano. A composicdo para os deslocamentos no espaco € analoga, assim

como para as forcas de superficie pi(*). Tais grandezas podem ser obtidas por meio das

expressoes (3.12) e (3.13).
™ _y®
U’ =uj’e, (3.12)

p® = p}?ej (3.13)
Onde j € adirecdo da aplicacdo da forca unitaria, i a direcdo do deslocamento provocado e €;

¢ o0 versor na dire¢éo j.

(

As componentes u j? e p}? sdo obtidas por meio das solu¢cbes fundamentais mostradas

no ANEXO B.
Substituindo as expressdes (3.11), (3.12) e (3.13) na expressdo (3.10), obtém-se:

(J'r piug?dl“)ej +(IQQu§f)dQ)ej =(J'r p}?uidr)ej +(L}A5uid§2)ei (3.14)
Fazendo-se uso da propriedade do delta de Dirac e realizando operagdes indiciais na

expressao (3.14), chega-se a:

L pudr+ IQ buf’dQ = L pudT+u,(s) (3.15)

i ji
u J.(S) é o deslocamento do ponto fonte na dire¢do j, sendo possivel determina-lo em

todo o dominio analisado, desde que: sejam conhecidos os deslocamentos e for¢as de superficie
em todo o contorno, e as forcas de volume em todo o dominio.

Tal expressdo (3.15) é conhecida como identidade Somigliana, ou equacdo integral
singular, devido ao processo de singularidade que ocorre quando a distancia “r” entre o ponto

fonte S e o ponto campo f (“field point”) tende a zero.

3.2. Formulagdes Integrais para pontos no contorno

A determinacdo do deslocamento U; no dominio Q por meio da identidade Somigliana

requer o conhecimento dos campos mecanicos no contorno. Desse modo, deve-se buscar uma

equacao integral que permita o calculo dessas grandezas, pois a expressao (3.15) é valida apenas
para S no dominio. Assim, considera-se um dominio ficticio semi-esférico €, de raio ¢ ao

redor do ponto fonte S posicionado sobre o contorno, conforme Figura 3-3. Com isso, a
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identidade Somigliana pode ser aplicada, uma vez que o ponto fonte faz parte do dominio.
Nesse contexto, é aplicado o processo limite, no qual o raio ¢ tende a zero. Assim sendo,
manipulacdes algébricas apresentadas neste tdpico sdo executadas de maneira que a incognita
do dominio associada ao ponto fonte se torne incognita do contorno gerando a equacéo integral
desejada, pois os deslocamentos e forcas de superficie conhecidos e incognitos pertencem ao

contorno.

Figura 3-3- Dominio ficticio

Fonte: Adaptado Alatawi (2016).

As expressdes obtidas para pontos sobre o contorno dependem do tipo de solucdo
fundamental empregada, por essa razao, nesta secdo serdo demonstradas tanto para o problema
fundamental de Kelvin, quanto para o problema fundamental de Mindlin.

3.2.1. Problema fundamental de Kelvin

A realizacdo do processo limite é feita na identidade Somigliana (3.15) considerando o
novo dominio igual a Q+ €, e novo contorno igual a T—T", +T",, conforme Figura 3-3. Com

iss0, a Expressao(3.15) pode ser reescrita como:

i ® i “dO | = [i )
Ilm(.[rr€+r; pU; dl“)+|g|£rg('[mg£ buj; dQ)_ l'LTJ(Lrﬁr; Pj; uidl")+uj(s) (3.16)

>0

Onde I" é o contorno inicial, I', é o trecho do contorno inicial subtraido devido a adi¢éo do

contorno T, da esfera.
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As integrais da expressdo (3.16) serdo analisadas separadamente, examinando o
comportamento de cada termo quando ¢ tende a zero, de maneira que seja possivel tratar
eventuais singularidades.

Inicialmente, separa-se a primeira integral do lado esquerdo da expressao (3.16), como

Se Ssegue:

Iim(Irgw; piUE?dF)=LiLTg(L u”dl‘)+|lm(j p,u(?dl") (3.17)

-0

No limite temos:

Iim(J.r u()dl“)+llm(j p,u(i)dl")zj'r piuﬁ?dlﬁrlirrg(jr* piuﬁ?dl“) (3.18)

-0

Considerando a solucdo fundamental de Kelvin (Anexo B.1), a primeira integral do lado
direito da expressdo (3.18)pode ser avaliada como uma integral imprépria. Na parcela adicional,

correspondente a segunda integral do lado direito da expressao (3.18), os valores das solucdes

fundamentais u';’ (Eq. (B.14)) possuem singularidade de ordem o(1/¢), enquanto o diferencial

de contorno I', produz &2, resultando em:

|im(j o <>dr)_nm(152] 0 (3.19)
&0 &0\ ¢

Ao analisar a integral com os termos de dominio da expressdo (3.16), percebe-se que
ndo ha alteracdo no processo limite, pois, quando £ —0 o dominio ficticio 2, -0 e o

dominio do problema retorna a Q, conforme pode ser visto na expressao (3.20).
Ligg(j ,uj}dQ) [ bufde (3.20)

Por fim, a integral do segundo membro da expressdo (3.16) é analisada da seguinte

forma:

|im(j .o dr)—nm(j P dr)+||m(j POy, dF) (3.21)

-0 &0 &0

A primeira integral do lado direito no processo limite se comporta como uma integral

impropria e deve ser avaliada no sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC). Ja a segunda
integral se comporta de maneira diferente, pois seu nacleo p}? apresenta uma singularidade
forte de ordem 0(1/52). Para regularizar esta integral, é utilizado o procedimento descrito em

Aliabadi (2002), no qual é somado e subtraido o primeiro termo da expansédo em série de Taylor

dos deslocamentos sobre o ponto fonte, obtendo-se:
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Iim( J. pg’i*)uidr): Ligg( J. pg?[ui(x)—ui(s)]dr)+m(ui(s) J. pg?dr) (3.22)

-0

Na expressdo (3.22), o primeiro termo do lado direito tende a zero, devido a condicao

de continuidade em deslocamentos exigida. No ultimo termo da expressdo (3.22), U;(S) é
constante e pode sair da integral. Como a ordem de singularidade de p}f’ e do diferencial de

contorno I', é a mesma (1/ 52), a expresséo (3.22) resulta em:

Ligg( [ p}?uidr) = &, (5, (5) (3.23)

Onde a;(S) é o coeficiente de geometria do contorno.

No caso do ponto fonte estar situado em um contorno sem angulosidade (dito “smooth”),
o coeficiente de geometria do contorno ¢; (S) =—0; / 2. Para os demais casos, pode-se recorrer
a imposicdo de movimento de corpo rigido.

Com isso, substituindo os limites das integrais fornecidos pelas expressoes (3.18), (3.19)

, (3.20), (3.22) e (3.23) na expressao (3.16), obtém-se uma expressdo geral para 0s

deslocamentos:

VPC . * *
C; (s)u(s)+ L pPudr = L pulldr+ jgb.u(. 'dQ (3.24)

1 ji
Onde:
C; (s) =6; — Ponto fonte interno ao dominio;

C; (s) =9 +; (s) — Ponto fonte sobre o contorno; (3.25)
C; (s) =0— Ponto fonte externo ao dominio.

3.2.2. Problema Fundamental de Mindlin

A expressdo Somigliana (3.15) sofre uma importante alteracdo quando aplicada a

dominio semi-infinito. A parcela que envolve pi(j*’ desaparece, pois na solu¢do fundamental de

Mindlin (Anexo B.2) as forcas de superficie séo consideradas nulas quando em superficie que
delimita o semi-espaco. Com isso, a identidade Somigliana para o meio semi-infinito pode ser

reescrita da seguinte forma:

Ir piug?dl“+jgbiu§?d§2:uj(s) (3.26)
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A expressao (3.26) também é valida para pontos fontes no contorno. Isso por que 0s

nacleos u}? das integrais possuem singularidade de ordem 0(1/ r) e o diferencial de contorno

dI" é de ordem o(r?)em coordenadas esféricas. Com isso, quando ¢ =0 (ver Anexo B.2),

ambas as integrais da expressdo (3.26) podem ser avaliadas no sentido usual, com a

singularidade fraca removida.

Figura 3-4- Corpo com parte do seu contorno coincidindo com a superficie do meio semi-infinito.

—FI"

Fonte: Brebbia et al. (1984).

Quando ha a existéncia de um corpo no meio semi-infinito, em que parte do contorno
desse corpo coincide com a superficie do espaco semi-infinito (Figura 3-4), a integral com essa
parcela de contorno desaparece devido a solu¢cdo fundamental empregada. Assim, a equacao

integral de deslocamentos é dada por:
u;(s)= Ip, j,)dl“+_[ budQ- I pSu,dl (3.27)

Onde T'' representa a parte do contorno I" do corpo imersa, ou seja, quando X, > 0.

A andlise do ponto fonte sobre o contorno I''do corpo € feita de forma equivalente ao
do problema de Kelvin. Sabe-se que as solu¢des fundamentais de Mindlin sdo compostas por
duas parcelas. A parcela complementar ndo apresenta comportamento singular, enquanto a
parcela da solucdo fundamental de Kelvin apresenta exatamente as mesmas singularidades de
sua formulacéo. Por essa razéo, a seguinte equacéo geral para deslocamentos € obtida:

Cy(s)u;(s) = [ pufdr+ | bufdQ- j pOudr (3.28)

i ji

Onde:
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C; (s) =6; — Ponto fonte interno ao dominio;
C.(s) =6, — Ponto fonte sobre a superficie livre;

! ! (3.29)
C;(s) =9, +;(s) — Ponto fonte sobre o contorno I'";

C; (s) =0— Ponto fonte externo ao dominio.
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4. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos é o método numérico que possui aplicabilidade mais
ampla, simples e eficiente em anélise de estruturas, como pode ser visto pela gama de softwares
comerciais disponiveis. Nada obstante, ha casos praticos em que outros métodos numeéricos
oferecem desempenho superior, a exemplo do MEC na anélise de dominios infinitos ou semi-
infinitos.

O MEF é formulado a partir do tipo de grandeza de interesse adotada como parametro
nodal, enquanto as demais grandezas sdo obtidas por meio das equacGes da elasticidade. Tal
formulagdo pode se dar por modelos de equilibrio, método dos deslocamentos, métodos
hibridos ou métodos mistos.

Na formulacdo em deslocamentos, 0s parametros nodais a serem determinados sdo 0s
deslocamentos no dominio, cuja aproximacéo de cada elemento é realizada de forma suave
através das “fungdes de forma”. Quanto aos modelos de equilibrio, promove-Se uma
distribuicéo suave e equilibrada das tensdes no dominio de cada elemento, sendo as tensdes 0s
parametros nodais utilizados. Por fim, nos métodos hibridos e mistos, desenvolvem-se diversas
formulacGes através de combinagdes de duas ou mais grandezas de interesse como parametros
nodais, aproximadas no dominio de cada elemento. Oportunamente, cumpre esclarecer que,
devido a maior simplicidade, versatilidade e facilidade de ser encontrado na literatura, o método
dos deslocamentos sera o unico abordado neste trabalho.

A formulacdo do método poder ser obtida através dos principios variacionais, residuos
ponderados ou Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Um principio variacional é baseado em
conceitos de energia e no calculo variacional, no qual deve ser satisfeita a condicdo de
estacionariedade de um funcional. No método dos residuos ponderados, a formulacéo é obtida
diretamente das equacdes diferenciais e condi¢Bes de contorno do problema, sem a necessidade
de um funcional. Nesta abordagem é possivel fazer uma generalizacdo do método devido a sua
forte base matematica.

O PTV pode ser utilizado no desenvolvimento das formulagdes anteriores, como
também pode ser utilizado de forma direta ao impor deslocamentos e deformagdes virtuais no

corpo analisado, obrigando o trabalho externo e interno a serem iguais.
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4.1. Formulagéo geral do MEF

E possivel formular o método dos elementos finitos de forma geral através de principios
variacionais, utilizando o funcional que representa a energia potencial total, conforme
desenvolvido nos trabalhos de Assan (1996), Assan (2003), Savassi (2016) e Soriano (2003).

O carater aproximado do método exige que as grandezas de interesse sejam
representadas por fungdes aproximadoras no dominio do elemento. As fungdes polindbmios séo
geralmente escolhidas para essa aproximacdo. Quando utilizada uma formulacdo baseada em
deslocamentos, ou seja, os parametros nodais e fungfes aproximadas sao em relacdo aos

deslocamentos, temos a seguinte funcéo aproximadora para um determinado deslocamento:

U°(X) = 4 (4.1)
Onde o sobrescrito “e” representa o elemento ¢ sdo as funcdes de interpolacdo ou funcodes de
forma e V, séo os deslocamentos nodais do elemento.

As fungdes de forma ¢° devem ser linearmente independentes e devem satisfazer

individualmente as condic6es de contorno, além de serem continuas até o grau m—1, sendo m
a ordem da maior derivada do funcional que sera visto mais adiante.

Assumindo que podem existir deslocamentos em todos o0s eixos do espaco

tridimensional, temos o seguinte vetor {ue} que contém as func¢des aproximadoras:

{usf=4ve (4.2)

O vetor de fungdes de deslocamentos {ue} é obtido combinando a expressédo (4.1) com
(4.2), como se segue:
{us}=[Ne]{ve} (4.3)
Onde | N° | representa a matriz de fungdes de formae {v°| o vetor de deslocamentos nodais.

A equacgédo (A.24) que relaciona tensdo com deformacdo pode ser escrita de forma

matricial da seguinte maneira:

o} =0 {7 (4.4
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Onde {o°} é 0 pseudo-vetor de tenses, {z°}| o pseudo-vetor de deformagges e [ D° | a pseudo-

matriz constitutiva que contém parametros elésticos do material.

Para materiais isotropicos em comportamento linear elastico, a matriz [De] depende

apenas do madulo de elasticidade E e do coeficiente de Poisson v do material.
As deformacbes ¢ do material em funcdo dos deslocamentos é expressa em (A.20),

reescrevendo-a para notacdo matricial, temos:

ey =1 J{u} (45)
Onde [Le] € uma matriz de operadores diferenciais, podendo variar de acordo com o problema.

Para o caso geral tridimensional, por exemplo, a expressao (4.5) é dada por:

92 0 O
OX
e 0 9 0
x oy
&
gy 0 O aﬁ ue
- 2 e (4.6)
Vxy 9 9 | e
oy  ox w
7/XZ
7ol o 2 2
oz  oX
0o 2 9
oz oy

Substituindo a expressdo (4.3) em (4.5), obtém-se:

e} =[N v =[] @)

Onde:
[Be]=[L]In] (48)
Sabendo-se que a energia interna de deformacéo é dada por:
U3} ferlov =3[ e} ol ov @9
A energia potencial das forgas volumétricas {b} e forgas externas {p} € expressa por:

Q=-[ {u}" {b}av [ {u} {p}ds (4.10)

Onde V e S séo o volume do elemento e a superficie de aplicacdo das cargas, respectivamente.
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A energia potencial total é obtida somando (4.9) com (4.10), resultando no funcional

I1, como se segue:

= % [ {=} {o7}av - {u} {b}av [ {u} {p}av (4.11)

Sabendo que a condicdo de estacionariedade do funcional energia potencial total é

também condicdo de minimo, a primeira variacdo do funcional deve ser nula e a segunda

variacdo positiva. Impondo-se a nulidade da primeira variagéo do funcional (4.11), obtém-se:
1= {se7) (o} av - [ {su}" {b}av - [ {su} {p}dV =0 (4.12)

IV {5se}T {oe} dv = J.V {éue}T {b}dV + L {éue}T {p}dv (4.13)
A expressao (4.13) mostra que os trabalhos interno e externo sao iguais.

As variagOes das incognitas sdo obtidas a partir da variacdo dos deslocamentos nodais

{ov*} e sao expressas da seguinte forma:
{ouc}=N°]{sv"} (4.14)
{oe°} =] B° [{ov°} (4.15)
Substituindo (4.14) e (4.15) em (4.13), tem-se:
[{ove) [B°] {o*hav =] {ov) [N] {ohav + [ {ov) [NT {p}av  (4.16)
Como as variagoes {5ve} podem ser quaisquer, obtém-se:

[,[B°] {ohav =] [N {o}av+ [ [NT {p}av (4.17)

As tensBes podem ser substituidas pelas deformacdes, conforme (4.4), as quais, por sua
vez, podem ser substituidas pelos deslocamentos nodais, conforme (4.7). Portanto, substituindo
(4.4)e (4.7) em (4.17), tem-se:

(Ll T Lo eJav)iv= [ [N fojav e [[NT fpjov )

A expressao (4.18) é comumente encontrada na literatura na forma compacta:

[k J{vey=1{f} (4.29)

Onde:

= [ (877 [ e Jov (20
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(=] [N°] {b}av +[[N] {p}as (4.21)
O vetor {fe} da expressdo (4.19) e (4.21) é conhecido como vetor de cargas nodais

equivalentes, pois transforma carregamentos ao longo do dominio do elemento em

carregamentos nodais equivalentes. A matriz [ke] da expressdo (4.19) e (4.20) e conhecida

como matriz de rigidez do elemento finito, pois relaciona os deslocamentos nodais com as
forcas nodais.

Lembrando que, até aqui, foram estudadas as expressdes para um Unico elemento finito.
Para que possa ser considerada a contribuicdo de todos os elementos finitos de uma estrutura

em uma analise geral, é preciso levar em conta a contribui¢do das matrizes de rigidez de cada

elemento. Nesta senda, faz-se necessario definir um Gnico vetor geral de deslocamentos {u},

que contenha todos os deslocamentos nodais de todos os elementos finitos, e um Gnico vetor de

forcas {F} . A contribuicdo de cada matriz de rigidez (elemento) em uma matriz de rigidez geral

[K] é feita nas posicdes nodais correspondentes. Enfim, tem-se o seguinte sistema:

[KJ{u}={F} (4.22)

Para resolver este sistema é preciso aplicar as condi¢Bes de contorno em forcas e
deslocamentos. Como resultado tém-se os valores de todos os deslocamentos nodais, que séo
usados para determinar o restante das forcas nodais incognitas (reacdes de apoio). Por fim, com
os vetores de deslocamentos e forcas nodais conhecidos € possivel voltar em cada elemento e

determinar quaisquer grandezas de interesse.

4.2. Elemento finito de portico tridimensional

A estaca deste trabalho serd& modelada como um elemento finito de pértico
tridimensional. Sua discretizacdo € feita por um elemento unidimensional e é representada por
seu eixo baricéntrico. O elemento e formado por dois nos, tendo cinco graus de liberdade por
no (trés translacdes e dois giros), totalizando dez graus de liberdade. Vale destacar que a rigidez
a torcdo foi desprezada e, portanto, o grau de liberdade referente ao giro no eixo longitudinal

foi desconsiderado. Como resultado, tém-se o seguinte elemento finito e parametros nodais:
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Figura 4-1-Decomposi¢do do elemento
(a) Elemento de viga plano X X; (b) Elemento de viga plano X,X; (c)Elemento de trelica

Wi Wi
J, l.l1 V1 ' l
4 T e
X1
X2 T uL s u'y V1
= + +
U2 \.-'2

th/o—»«— O—— Uy oO—— V2 o}
v | ., |
w w
2

(a) (b) (c)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

A fim de facilitar a compreensédo, conforme pode ser visto na Figura 4-1, o elemento de
portico tridimensional pode ser dividido em trés elementos j& conhecidos: duas vigas e uma

trelica. As vigas se encontram em planos distintos, sendo uma no plano X X;e a outra no plano
X, Xs .

Os deslocamentos sdo aproximados por fungdes polinomiais. O grau do polindmio é
determinado de acordo com o nimero de parametros nodais do elemento. Para o elemento de

viga, por exemplo, tém-se quatro parametros nodais e o seguinte polinémio de grau 3 é

utilizado:
V(X) =a, +a,x+ax’* +a,x° (4.23)
Os coeficientes a; sdo determinados através das condigdes de contorno:

vi0)=v, > a =V,

V'(0)=v, > a, =V,

V(|) =V, >a,= 3(V2|2_V1) _ \P) _:2\/1 (4.24)
vi()=v, »>a, = 20V, =Vp) | Vi + Vs
I3 12
A expresséo (4.23) resulta em:
V(X) =V, +V,X + {3(\/2' 2_ Vi) Vo +| 2V, } X2 + { 2(le: v2) + |+2V2 } X3 (4.25)
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Conforme (4.3), € preferivel escrever a funcdo aproximadora em fungéo dos parametros
nodais, entdo a expressdo (4.25) é reescrita adotando-se também a coordenada adimensional

& =x/1 com intervalo [0,1], como se segue:

V(ég) = ¢1(§) v+ ¢2 (é)vl + ¢3 (f)Vz +¢4 (§)V2 (4.26)

Onde as funcdes de forma ¢ sdo:

#(&)=1-3¢" +2&°
$,(8)=(£-25"+ &)
#,(£) =35 -2&°
¢(8)=(53-2)

Cumpre observar que as fun¢des de forma, ou suas derivadas, sdo unitarias no ponto

(4.27)

onde se determina o parametro nodal que a acompanha, e nulas no outro ponto, como pode ser

Vvisto na expressao seguinte:

v(0)=v, > ¢(0) =1
v(0)=v, > ¢,(0)=1
v =v, > ¢,(1) =1
V(D) =v, > 4,0 =1

(4.28)

As funcdes aproximadoras dos deslocamentos para o elemento de trelica sdo obtidas
pelo mesmo procedimento apresentado para vigas. Tendo em vista que possuem dois
parametros nodais, emprega-se um polindmio de grau 1 como funcdo aproximadora em

coordenadas adimensionais no intervalo de [0,1], como Se segue:

W(S) = g W, + @,W, (4.29)
Onde as fungdes de forma ¢, séo:
:l—
w=1-s (4.30)
9, =<

Por fim, as fungdes de deslocamentos para o elemento de pértico no seu sistema de

coordenadas local s3o:

ul
o=[NJfu) =4 & 4 4, (431)
X

2
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<

(4.32)

w=[N*J{w}=[o %][le (4.33)

4.3. Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez do elemento de portico pode ser obtida segundo a expressao (4.20)
da formulacgéo geral do MEF, para o que se requer apenas a determinacao de suas matrizes [B]
e [D]. Para tanto, divide-se a analise em trés elementos, de modo que cada um representa a

rigidez em determinada direcéo, possibilitando que ao final seja montada a matriz de rigidez.
Para o elemento de trelica, sabe-se que a sua deformacéo longitudinal € fornecida por:

oW

g, = 4.34
X3 6X3 ( )

Portanto, sua matriz de operadores diferenciais é:

0
== 4.35
-] 9
A matriz [B] é obtida usando a equacdo (4.8), na qual faz-se o uso do operador

diferencial (4.35) na matriz de func6es de forma da trelica (4.33), como se segue:
0 -1 1
B®|=| —|[(1- =|— =
#]ea a7 ] 0o

Nota-se que a regra da cadeia foi utilizada na expressdo anterior e sera utilizada daqui
pra frente, tendo em vista que a diferenciagéo é feita no dominio X;, enquanto as fungdes de
forma estdo em funcdo de £. Como & =x/L tem-se de forma geral que:

ON(g) _oN a&  O"N(5) "N 1
X  OF OX X" aEM I

(4.37)

Por se tratar de um caso uniaxial, a matriz constitutiva [Dlj é dada por:
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(4.38)

[0']-{e

Reunindo as expressdes (4.36) e (4.38) na expressdo da matriz de rigidez (4.20), para o

elemento de trelica tem-se:

-1 E E
1)1 -1 1 i

[k]:l | [E][T I-}Adx:! e e Aldé (4.39)
|2 |2

Integrando no dominio adimensional, sabendo-se que dx =1d& , obtém-se a matriz de

rigidez do elemento de treliga que representa a rigidez na diregéo X;:

A EA
| | (4.40)

- L o
I |

Para ambos elementos de viga (plano X X, e plano X,X;), o procedimento € 0 mesmo

que o utilizado para trelica. As matrizes de rigidez das duas vigas se diferenciam apenas pelo

momento de inércia de cada plano.
Sabe-se que para os elementos de viga que seguem a hipGtese cinematica de Euler-

Bernoulli as deformacdes assumidas sdo:

g =y
% dx?
&, =0 (4.41)
&,=0
Por isso, sua matriz de operadores diferenciais é:
(4.42)

82
L' =|-y—
v [ ! axs}
Onde y € a distancia da fibra analisada até o centro de gravidade da se¢&o transversal.
Usando a expressdo (4.42) e a matriz de fungdes de forma da viga (4.31) em (4.8),

obtém-se:

(6-125) =~ (4-60) =~ (6+129) =~ (2-69) y} (4.43)

[Bl]{ 12 | 12 |

A matriz constitutiva | D* | devido a hipdtese cinematica adotada é dada por:
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(4.44)

[D']=[E]
A matriz de rigidez da viga no plano é obtida substituindo as expressoes (4.43) e (4.44)

em (4.20), resultando na seguinte integral:

(6-12¢)

|2

(4-62)
I [E]{(ﬁ—li%) (4-65) (6+129) (2_65)}&2-'-0'5 (4.45)

(-6+12¢) | |2 |
|2

(2-6¢)
|

Onde 0 momento de inércia em relagdo ao eixo X, é dado por:
1,, = [ y2dA

Resolvendo a integral (4.45), obtém-se a matriz de rigidez na direcdo X, da viga no

O ey

(4.46)

plano X X;:
[ 12E1,  6EIl, 12El,  6El, |
E 2P |2
6EI,  4El, 6EI,  2El,
[k]=| " ! 12 ! (4.47)
12El,  6El_  12El, 6EI,, '
BTN P
6EI,  2El, 6El,  4El,
.12 | |2 I

Por analogia, a matriz de rigidez na direcdo X, da viga no plano X,X, é fornecida por:

[ 12El,  6El,  12El,  6El, |

2 13 2

|3

6El,  4El,  BEl,  2El,

[k]=| " | * ! (4.48)
12EI,  6El, 12El,  6El,
EEE 32
6EI,  2EI, 6EI,  4EI,

2 I

L 12 I

E necessario a escolha de uma ordem dos dez parametros nodais do elemento para

auxiliar na montagem da matriz de rigidez do elemento final, por isso define-se o seguinte vetor

local de deslocamentos do elemento:



T . . . ,
]
{v} ={ul v, WU v, U, Vv, W, U v2}
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(4.49)

Logo, a matriz de rigidez do elemento de portico tridimensional no sistema local pode

ser obtida com as devidas contribuices das matrizes [ k* |,/ k* | e [k®| em seus respectivos

pardmetros nodais. O resultado é uma matriz simétrica, com dez linhas e dez colunas:

[ 12EI, 6EI, 12El, 6EIl,
2 0 0 2 - 2 0 2 0
|3 |2 |3 |2
12El, 6EI, 12El, 6EI,
0 1 0 1 _ 1 0 1
I3 |2 I3 I2
0 0 ? 0 0 0 0 —? 0 0
6EI, 4EI, 6EI, 2El,
2 0 0 2 0 - 2 0 2 0
|2 | |2 |
6EI, 4El, 6EI, 2El,
0 L 0 L 0 - L 0 0 L
[keJ: 12 | 12 |
12El, 6EI, 12El, 6EI,
_ 2 0 0o - 2 0 2 0 0o - 2 0
I3 |2 I3 |2
12El, 6El, 12El 6El,
0 - L 0 - 0 a 0 0 - !
I3 I2 I3 |2
0 0 —% 0 0 0 0 % 0 0
6EI, 2El, 6EI, 4El,
2 0 0 2 0 - 2 0 0 2 0
12 | |2 |
6EIl, 2El, 6EIl, 4EI,
0 L 0 L 0 - L 0 0 L
L |2 | |2 I

4.4. Vetor de cargas nodais

(4.50)

Conforme a expressao (4.21), o vetor de carregamentos é constituido por duas parcelas:

uma de forcas de corpo e outra de forc¢as externas. O vetor {b} , referente as forcas volumeétricas,

é assumido nulo neste trabalho. Como pode ser visto na Figura 4-2 (a) e (b), pode-se dividir a
parcela de forcas externas em duas. Na expressdo (4.51), a primeira parcela corresponde as

forcas aplicadas diretamente nos nos e a segunda parcela é proveniente de forcas atuantes no

elemento.

)=+ 15

Onde {fg, .

equivalentes, respectivamente.

(4.51)

} e {fq} sdo os vetores de forcas externas aplicadas nos nos e forcas externas
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Figura 4-2: (a) Forcas no topo da estaca (b) Forgas distribuidas (c) For¢as nodais equivalentes

I

fxai
. i
Moo’ J' My -
D

X3 g 2 £
) Qg
o
&
ITth mxl]
o }o fuo)
fxzj l
szj f:gj
(a) (b) (c)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

O vetor {fnos} é obtido inserindo a forca nodal diretamente na posi¢do do parametro

nodal correspondente, obedecendo a convencdo de sinais adotada. Por exemplo, o vetor de
forcas nodais aplicadas no topo da estaca é:

W oMM

N

=

) =

(4.52)

o o o oo XL

Para determinar o vetor { feq} é preciso aproximar o carregamento atuante no elemento,

conforme pode ser visto na Figura 4-2 (b). E utilizada uma funcéo aproximadora polinomial de
grau um para todas as direcGes de carregamento, de modo que, o carregamento em qualquer
direcdo do sistema local é representado pela expressao (4.53):

o} =[a-9) (s]{QXk} (453)

k

Onde k=1,2,3
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Para o elemento de portico tridimensional, o vetor de forcas nodais equivalentes é obtido

a partir da expressao (4.21). A expressao (4.54) apresenta a integral que deve ser resolvida a

partir do produto da matriz de fungdes de forma e matriz de carregamento:

(1-3+22)
0
0
(£-252+ &)
e : 0
=] oa-2ey
0
0
(-
0

0
(L-3c2+2¢7)
0
0
(g-2c2+&I)
0
(32-2¢7)
0
0

(-2l

0

0

(349
0

0
0
0
4
0
0

q,
,
q,
0

0
Gy,

f

G,
q f
0

0

s (4.54)

Por fim, ao resolver a integral, obtém-se o vetor de forcas nodais equivalentes:

Onde | T* | é amatriz de transformag&o dada por:

a,
O,
a,
0
0

f

O,

f

o
qf
0

0

(4.55)
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O sistema de equacOes do elemento pode agora ser escrito como:

N

-

oo o ooXZX<

a,
s,
O,
0
0

f

o,

f

a
q f
0

0

o wl=—

(4.56)

(4.57)
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5. ANALISE DA INTERACAO ESTACA-SOLO

5.1. Introducgéo

A andlise da interacdo estaca-solo € feita por uma formulacdo baseada no acoplamento
entre 0 método dos elementos de contorno (Capitulo 3) e 0 método dos elementos finitos
(Capitulo 4).

O MEC ¢é empregado para modelar o solo como um meio semi-infinito, por meio deste
método é obtida a interacdo entre o solo e as estacas contidas em seu dominio. Ja as estacas séo
consideradas elementos finitos de pdrticos tridimensionais orientados em qualquer direcdo do
espaco, conforme apresentado no Capitulo 4.

A combinacdo entre os métodos pode se dar de duas maneiras. Na primeira, o sistema
de equacOes obtido pelo método dos elementos de contorno é transformado em um sistema
equivalente ao do método dos elementos finitos. Na segunda, € feito o inverso, transforma-se o
sistema de equacfes do MEF em um equivalente ao do MEC. Neste trabalho, por questfes de

simplicidade, foi adotada a primeira opcao.

5.2. Hipoteses adotadas

Diversos fatores influenciam na analise do sistema estaca-solo, tendo como exemplo: o
método de execucdo da estaca, regime fisico considerado, regime de deslocamentos,
deslizamento relativo, estratificacdo do solo, forcas volumétricas e etc. Por essa razdo, algumas

hipdteses simplificadoras sdo utilizadas na analise numérica, sendo elas:

v" O solo é considerado um meio elastico-linear, homogéneo e isétropo;

v A estaca trabalha no regime elastico-linear de pequenos deslocamentos e pequenas
deformacdes;

v' As estacas e 0 solo estdo livres de tensdes iniciais provenientes da execucao
construtiva;

v" Né&o é admitido o deslizamento relativo na interface do conjunto estaca-solo,
existindo a compatibilidade entre os deslocamentos;

v" As forcas de volume sdo assumidas nulas;

v" A deformacdo radial da estaca é desprezada.
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5.3. Formulacéo

5.3.1. Interacdo de um meio tridimensional com estruturas de barras gerais

Neste trabalho sdo considerados elementos finitos de porticos tridimensionais ligados
ao meio semi-infinito tridimensional. Uma forma de avaliar essa interagdo é proposta em
Venturini (1988), nesta estratégia sao consideradas linhas de carga aplicadas no meio semi-
infinito como forma de representar as forcas de interacdo ao longo da estaca, estas, devem ser
consideradas na formula¢ido do MEC.

Considere uma linha de carga I'° com componentes nas trés dire¢des do sistema de
coordenadas global atuando em um meio semi-infinito de dominio Qe contorno I'", conforme
Figura 5-1. A presenca da linha de carga acrescenta um termo na identidade Somigliana da
expressao(3.26), a deducdo desse termo é feita a partir do limite da integral de dominio das

forgas volumétricas.

Figura 5-1- Linha de carga

Fonte: Matos Filho (1999)

A equagdo integral de deslocamentos para um dominio com N, linhas de carga
representando as estacas é expressa da seguinte forma:
Ne
uy(s)=| piugi>dr+jgbiugi>dg+zlljuggqfdr (5.1)
e=lr,
Onde g’ representa a forca de interagdo da linha de carga € na diregdo i, N, é o nimero de

estacas e I', € a linha onde essas forcas estdo aplicadas.

Neste trabalho sdo assumidas algumas simplificagdes na expressédo (5.1). A parcela

referente as forcas volumétricas é desprezada, e a priori ndo sdo consideradas forcas atuando
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na superficie livre do solo em X; =0. Portanto, a expressédo (5.1) pode ser reescrita como se

segue:

0(6) =, [ueor 52)

e=1 e

5.3.2. Implementacdo numérica do MEC

A formulacéo desenvolvida no topico anterior é totalmente analitica. Tendo em vista a
implementacdo computacional, é preciso calcular essas grandezas numericamente. Para isso, €
necessario discretizar a linha de carga em um ndmero finito de elementos, os quais sdo
aproximados por funcdes polinomiais, analogo ao MEF (Eq.(4.1)).

Os elementos utilizados neste trabalho sdo isoparamétricos e, portanto, as grandezas de
interesse sdo aproximadas pela mesma funcéo polinomial adotada para a geometria. Quaisquer
valores ao longo do elemento séo obtidos por interpolacéo via funcdes de forma de valores
nodais. As funcBes de forma séo obtidas a partir dos polinémios de Lagrange:

n £
& :Hﬁ (5.3)
jj é:i _fj
Onde ¢ é o polindmio de Lagrange de grau n—1 associado ao n6 i, & é a coordenada
adimensional de um ponto qualquer dentro do elemento, cujo intervalo é de [-1,1], & é a
coordenada adimensional don6 i e &; € a coordenada adimensional do no j.

No presente trabalho é adotada uma aproximacao linear para os elementos. Portanto, as
fungdes de forma séo:

i3
iy

¢ =
(5.4)

+ N
Wiy

¢2:l

N ‘

Ao discretizar a linha de carga I', da expressdo (5.2) em nelems elementos e

aproximando as forcas de interagdo ¢, obtém-se:

e=l k=1 \

e

mm{uf}m=i““§s[f[u<*>]3xg[¢]3xsdr]{czk}; 55

Onde:
[I]: Matriz identidade;
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{u"}: Vetor de deslocamentos do ponto fonte;
[U (*)] : Matriz que contém as componentes da solucdo fundamental de Mindlin;
[#]: Matriz com as funcBes de forma do elemento k;

[Qk]e: Vetor com as forgas de interface nos nos do elemento k da estaca €.

Para calcular numericamente a integral da expressdo (5.5) é utilizada a quadratura de

Gauss-Legendre. Todavia, € necessaria a transformacéo do dominio real de cada elemento para

um dominio adimensional ¢ compreendido no intervalo [—1,1]. O espaco real e 0 espaco

adimensional se relacionam por meio do Jacobiano Jac;, de modo que a integral da expresséo

(5.5) pode ser reescrita da seguinte forma:

{u f }3Xl inelems{_‘. [U Q) :|3x3 [¢]3X6 Jac, dgl{Qk }le (5.6)

e=1 k=1 \ -1

B d_Xl 2 % 2
Jacl_\/(ng +(d§} (5.7)

Determinando-se o nimero de pontos de Gauss ( NPtS, ), é possivel substituir a integral

Onde:

da expressédo (5.6) por um somatério ponderado de valores da funcdo nestes pontos, como se

segue:

N

R0 3 hof (I ) RESRA M ) 50

e=1 k=1 m=1

Além disso, alerta-se que a aproximacdo em linha de carga apresenta singularidade
qguando o ponto fonte encontra-se sobre o elemento integrado. Uma alternativa para a resolugéo
desse problema é apresentada em Ferro (1999), na qual a estratégia utilizada consiste na
consideracao das forcas de interacdo agindo de maneira constante sobre a superficie de contato
estaca-solo. Dessa maneira, a menor distancia entre o ponto fonte e o ponto campo passa a ser
0 raio da estaca, ndo havendo, portanto, singularidade. As integrais numéricas passam entéo a
ser realizadas tambem ao longo da circunferéncia.

A metodologia de Ribeiro (2009) é empregada neste trabalho, pois apresenta uma forma

mais eficiente computacionalmente para considerar as forgas de interagdo agindo no perimetro
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da estaca. Nesta proposta, as solucGes fundamentais sdo calculadas em quatro pontos
distribuidos de forma simétrica em relagdo ao eixo da linha de carga, conforme o esquema
ilustrado na Figura 5-2. Com isso, as contribui¢cbes do ponto campo para cada direcdo séo

obtidas pela média das quatro soluces.

Figura 5-2- Projecdes do ponto campo

ul
$o
L
o
.=
.
1
¥ ]
_TE_
1
O

. ""'C)E; 7

secdo transversal

elxo da linha de carga

Fonte: Ribeiro (2009)

Sabendo-se que a expressdo (5.8) é obtida para apenas um ponto de colocacdao f . O

sistema de equacdes algébricas resultante da integracdo numérica para os N pontos de

colocacéo é dado por:

=2 [c"]{Q’) (5.9)
Onde {u'} sdo as componentes de deslocamento no ponto de colocagdo i, {Q’} s&o as

componentes da forca de intera¢do no ponto de colocagédo je [G”] é a matriz de influéncia de

um ponto de colocagdo i sobre um ponto de colocacao j.

Por fim, reescreve-se a expressao (5.9) de acordo com os parametros nodais adotados
no MEF:

{UMEC} = [G]{QMEC} (5.10)
Onde:

{uMEC} . E o vetor de deslocamentos nodais da estaca (linha de carga) obtido pelo MEC:;
[G]: E a matriz de coeficientes de influéncia do solo;

{Quec } - E 0 vetor de forgas de interface.
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5.3.3. Matriz de Rotagédo

Para realizar o acoplamento MEC/MEF € necessario escrever as equacgdes do solo e da
estaca num mesmo sistema de coordenadas, pois € sabido que as soluc¢des fundamentais do solo
séo escritas em relacdo ao sistema global, enquanto as grandezas mecanicas da estaca estdo em
seu sistema local. Consequentemente é preciso definir uma matriz de rotacdo que relacione o
sistema de coordenadas global e o sistema de coordenadas local adotado.

Nesta demonstracdo serdo utilizadas as letras minusculas x, Y, z para representar 0s eixos
locais e X,Y,Z para representar os eixos globais. As equacdes (5.11) e (5.12) relacionam o

sistema de coordenadas local e o sistema de coordenadas global.
{x=Irl{Xs) (5.11)

{(Xe}=[rT {x} (5.12)
Onde {x_L} é o sistema de coordenadas local, { X } é o sistema de coordenadas global e [r] éa

matriz de rotacdo dada por:

cosd, cosd, cosb,
[r]=|cosé, cosb, cosd, (5.13)
cosd, cosd, cosd,

A partir das expressoes (5.11), (5.12) e (5.13), pode-se perceber que a determinacao da
matriz de rotacdo [r]acaba recaindo na determinacdo dos seus nove elementos, onde cada
elemento representa o cosseno diretor de um eixo local em relagdo a um eixo global.

Os trés cossenos diretores da terceira linha da matriz [r], referentes ao eixo local z, sdo

facilmente determinados por trigonometria, conforme expressdes (5.14), (5.15), (5.16) e Figura
5-3.

X=X,
cosd, = L (5.14)
cos@, =1
A (515)
L
1 7,-7
cosd, = - (5.16)

Onde o comprimento L do elemento é dado por:
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L=J(X;=X)? +(Y,=Y)* +(Z,-Z) (5.17)

Para calcular os demais cossenos diretores é necessaria a determinacdo de um plano de

referéncia. Por questdes de simplicidade de implementacdo é adotado um plano de referéncia
baseado na estratégia do “angulo de rolagem” descrita em Kassimali (2012).

Sua obtencdo acontece da seguinte forma: o eixo local z esta orientado na dire¢do do

eixo longitudinal do membro, enquanto os eixos locaisX e y estdo orientados de forma que o

plano zX seja vertical e o eixo y esteja em um plano horizontal, conforme a Figura 5-3.

Figura 5-3-Sistemas de coordenada global e local

w*

lA( /
F S

v

Z
Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

A~

Como o eixo Y é perpendicular ao plano vertical zx, um vetor § com a mesma
orientacdo de y pode ser determinada pelo produto vetorial entre o vetor iZ e um vetor unitéario
vertical ik , estando ik necessariamente na direcdo oposta de Z para que o produto vetorial

resultante seja o do eixo local convencionado (Figura 5-3) e que obedeca a dextrosidade do

sistema de coordenadas. Assim, o vetor § € obtido pela expressao (5.18).

IX Iy 1z
y=i2®k =|cosd, cosd, cosb, |=—cosh, IX+cosh, Iy (5.18)
0 0 -1

Para obter o vetor unitéario iy da direcdo do eixo local y é necessario dividir o vetor y

pela sua magnitude, conforme a expresséo (5.19).
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if = %‘ —cosd,, 1X+cosé, Y costYIxAJrcosezx 1y (5.19)
9] \/(—cosé’zy) +c0s” 6., y

Agora, 0 vetor unitario iX na direcdo do eixo local X é obtido pelo produto vetorial
entre iy e 1Z:
cosé, cosd, . cosb, coso.
- IX+
9 [

N.

i =i§ ®i =

g|12 (5.20)

Finalmente, através das expressdes (5.14) a (5.20) é possivel estabelecer a matriz de
rotacdo da expresséo (5.13), dada por:

[ cosd, cosd, cosd,, cosd, .
y y
GE - co:s 0, COSf’zx 0 (5.21)
y y
cosd,, cosd,, cosd,

Vale ressaltar que quando a estaca esta orientada na vertical, alguns termos da matriz de
rotacdo (5.21) tornam-se indefinidos. Neste caso, a matriz de rotacdo de estacas verticais é

fornecida pela expressao (5.22).

00
10 (5.22)
01

A matriz de rotacdo para o sistema de equagdes do acoplamento MEC/MEF é dada por:

1 [0] - [0
S
[r] |

(5.23)

Onde:

00
00 (5.24)
00
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5.3.4. Acoplamento MEC/MEF

No item 5.3.2, a equacdo (5.10) de deslocamentos do solo obtida pelo MEC é reescrita
de forma anéloga ao MEF, ou seja, em fungdo dos nds. Assim, ao discretizar a linha de interacdo
estaca-solo de forma igual em ambos os métodos, é possivel realizar o acoplamento por meio
das condicGes de equilibrio e compatibilidade entre seus n6s. Além disso, no item anterior foi
apresentada a matriz de rotacdo, tornando-se possivel analisar os meios (estaca e solo) em um
sistema de coordenadas comum.

A equacdo de equilibrio da estaca pelo MEF (sistema de coordenadas local) é dada pela
expressao (4.22), dividindo-se o vetor de forcas como em (4.57) e assumindo que as forcgas

distribuidas sejam as forcas de interacdo estaca-solo, tem-se:

(K] {u}, = { fe) +[T] {0}, (5.25)
Onde:

{f.s}, : Vetor de forgas externas aplicadas no topo da estaca;

[T], : Matriz de transformagéo de forgas;
{qe}L : Vetor de forgas de interacéo;

Subscrito L: Sistema de coordenadas local.

A partir da equacgéo de deslocamentos do solo (5.10), a equacéo da forca de interagao

pelo MEC ¢ facilmente obtida:

{Quec ) =[G];l{uMEc b (5.26)

Onde o subscrito G indica o sistema de coordenas global.
Para escrever a equacao de equilibrio nodal é necessario adotar um sistema de
coordenadas em comum. Por ser mais abrangente, é utilizado o sistema de coordenadas global
do solo, podendo assim rotacionar as grandezas da expressdo (5.25) do sistema local para o

sistema global através da expressao (5.11), obtendo-se:

(K] [RHuls =[RI{ fus}s +[TL [RIa"}, (5.27)

Do equilibrio de forcas na interface, tem-se:

{qe}e =—{Quec s (5.28)

Substituindo as expressoes (5.28) e (5.26) em (5.27), alcanga-se:

[KLIRHule =[RI fros}e = [T [RIG. {unec e (5.29)
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Da condigéo de compatibilidade de deslocamentos, detém-se:

{U}G :{UMEC}G (5.30)
Substituindo a expressdo (5.30) em (5.29) e rearranjando-a, consegue-se:
[K] [RHu}e +[T] [RI[GI {u}s =[R]{ fu ) (5.31)

Pré-multiplicando toda a expressao (5.31) por [R]' e sabendo que [R] [R]=[!], disp&e-

Se:

[R]" [K] [R]{u}s +[R] [T][RI[G] {u}g ={fus)e (5.32)
A expressao (5.32) representa a equacdo de equilibrio do conjunto estaca-solo via

acoplamento MEC/MEF. Finalmente, sugere-se uma matriz de rigidez equivalente do conjunto,

resultando no seguinte sistema:

LK s ={frs)e (5.33)
Onde:
(K, =([%uer o +[Knec o) (5.34)
[Kuer ] =[R] [K],[R] (5.35)
[Kuec s =[] [G] (5.36)
[T]. =[R] [T].[R] (5.37)

5.4. Apoio Inclinado

Em alguns casos de estacas inclinadas € necessario restringir o giro em torno do eixo
longitudinal causados pelo surgimento de momento torsor (Figura 5-4), pois a presente
formulacdo ndo contempla esse grau de liberdade e para isso, é necessaria a introdugdo de um
apoio inclinado. Todavia, como a formulacéo adota o sistema de coordenadas global, permite-
se apenas a restricdo do apoio nas dire¢des principais e ndo na inclinada.

Uma alternativa evidente seria orientar o sistema de coordenadas global para o sistema
local inclinado e assim fazer as devidas restricdes do giro de tor¢do. No entanto, essa solugéo
ndo e valida quando temos mais de uma estaca inclinada, e com angulos diferentes.

A solugéo encontrada consiste em introduzir na extremidade de cada estaca um

elemento imaginario de rigidez a tor¢do altissima. Este elemento, que funciona como um apoio
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inclinado, é orientado na mesma direcdo da estaca e liga seu ultimo nd a um engaste imaginario,
0 qual serve para garantir que apenas 0 momento torsor se desenvolva no elemento quando a

estaca for carregada. Todo o esquema ¢é exposto na Figura 5-4.

Figura 5-4- Elemento Imaginario

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Com o intuito de garantir que este membro ndo influencie na rigidez da estaca e
desenvolva apenas momento torsor de reacdo, é adotada apenas rigidez a tor¢do. Por fim, a
restricdo do giro de tor¢do é feita no engaste imaginario restringindo-se qualquer giro no sistema
de coordenadas global.

Para que o elemento imaginario represente com exatiddo o efeito do apoio inclinado,
seu tamanho deve ser da mesma ordem dos elementos da estaca e sua rigidez a tor¢cdo deve ser
suficientemente grande para que sua rotacao seja desprezivel. Entretanto, a adocdo de valores

de rigidez elevados demais pode fazer com que ocorram erros numéricos na resolucdo do

sistema. Neste trabalho, foi adotado um valor de 10° multiplicado pelo maior termo da rigidez

a flexao.
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6. RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados exemplos para a validacdo da formulacdo MEC/MEF
proposta. Primeiramente, exemplos de estacas verticais sdo resolvidos com intuito de atestar a
formulacéo antes de prosseguir para a estaca inclinada, estas sdo analisadas sob a agdo exclusiva
dos seguintes esforcos: forga axial, transversal ou momento, onde séo realizadas algumas
analises paramétricas. Este estudo busca ainda aferir a influéncia do angulo de inclinacao nos
deslocamentos para 0os mais diversos casos de geometria e propriedades mecanicas. Por ultimo,
uma estaca inclinada sujeita a agdo simultanea desses trés carregamentos é estudada e 0s
resultados obtidos sdo confrontados com os de outros autores.

Posteriormente, os estudos sdo estendidos para grupos de estacas. Inicia-se pela
validacdo da formulacdo para grupo de estacas verticais submetidos a carga horizontal e
vertical, entdo prossegue-se com um estudo paramétrico de grupo de estacas inclinadas
solicitadas axialmente e transversalmente.

Por fim, é apresentado um exemplo com uma quantidade maior de estacas e com dois
arranjos possiveis, um somente com estacas verticais e 0 outro com algumas estacas inclinadas,
diante disso é feita uma analise da influéncia que a quantidade de estacas exerce nos
deslocamentos, buscando-se também a solucdo de arranjo mais vantajosa para o problema
apresentado.

Destaca-se que séo utilizados 20 elementos finitos de portico tridimensional como

quantidade padrdo em todos os exemplos.

6.1. Ensaio de Whitaker & Cooke

No ensaio de Whitaker & Cooke (1966, apud Poulos & Davis, 1980) foi analisada uma
estaca vertical de 12,2m submetida a um carregamento vertical de 1100kN. O esquema

estrutural e demais dados do problema séo mostrados na Figura 6-1.
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Figura 6-1-Ensaio de Whitaker & Cooke

P=1100kN

l

i = e

X, |
E,.ns=20,67GPa |
E..,=72.4MPa !
0,,,=0,5 L=12,2m

w s
L e

[
-

d=0,61m
Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Na Figura 6-2 os deslocamentos verticais obtidos com a presente formulagdo séo
comparados com os obtidos por Almeida (2003). Tal autor considera o solo como um meio
semi-infinito e, por utilizar a solucdo fundamental de Kelvin, sdo utilizados elementos de
contorno triangulares planos para discretizar a superficie da estaca e a superficie livre do solo
até distancias consideradas sem perturbagdes.

Figura 6-2- Deslocamentos verticais ao longo da estaca

Deslocamento Vertical (mm)
1,7 19 2,1 2,3 25 2,7 2,9 31

75 1

Elxo Vertical da Estaca (m)

10 1

125 4

—— Almeida (2003) —@—20 Elementos  —a&— 200 Elementos
Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
Whitaker & Cooke aferiram um deslocamento vertical no topo da estaca de 2,84mm.

Almeida (2003) utilizou 248 elementos de contorno e obteve 2,89mm, enquanto o obtido pela

formulacdo MEC/MEF foi de 2,87mm com 200 elementos, uma diferenca relativa de apenas
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1%. Nota-se, ainda, a boa concordancia da formulacdo desde uma pequena quantidade de

elementos.

6.2. Ensaio de Kérisel & Adam

Neste exemplo procura-se validar a formulacdo para estacas verticais em flexdo. Para
iss0, 0s deslocamentos obtidos sdo confrontados com resultados experimentais de Kérisel &
Adam (1967), os quais ensaiaram uma estaca de 4,65m com um carregamento aplicado em seu

topo, conforme Figura 6-3. Os dados do problema sdo mostrados abaixo:

Figura 6-3-Ensaio de Kérisel & Adam

M=69kNm
H=60kN
i } 7 L L @ £
i X1
|
- Xs Eectaca=20GPa
Ee0c=9,23MPa
0_,,=0,3 L=4,65m
__..._i___i____
d=0,3573m

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Os resultados obtidos para os deslocamentos horizontais ao longo da estaca séo
mostrados na Figura 6-4. Observa-se, novamente, a boa concordancia da formulacdo em relacéo
aos resultados do ensaio e os resultados numéricos de Matos Filho (1999). Além do que, 0s

resultados obtidos com 20 elementos ou 200 elementos é praticamente 0 mesmo.
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Figura 6-4- Deslocamentos horizontais ao longo da estaca

Deslocamento Horizontal (mm)

2 0 2 4 6 8 10 12
0 + ——

05+
E
3
s 15 +¢
wn
L 2 4
1]
S 25
3
i 3t
S 35+
ES:
L

45

—o0— Kérisel & Adam (1967) —&— 20 Elementos
—a— 200 Elementos —&— Matos Filho (1999)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
6.3. Estaca Inclinada com carregamento axial

Uma estaca isolada com inclinacdo de ¢ em relacdo ao eixo vertical é submetida a uma

forca axial de 1000kN. A geometria da estaca, as propriedades do solo e da estaca sdo mostradas

na Figura 6-5.

Figura 6-5- Estaca Inclinada sujeita a carregamento axial

Eoce=20GPa
Ep=2,0MFPa
Ueny=0,5

K=10%
Lid=25

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
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Na Figura 6-6 os deslocamentos axiais no topo da estaca obtidos para uma gama de
angulos usuais sdo comparados com o0s obtidos por Poulos & Madhav (1971). Salienta-se que

0 carregamento acompanha a direcdo axial da estaca.

Figura 6-6- Deslocamento axial no topo em funcdo do angulo de inclinagdo

’§9,4

L
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o 935 1

= L
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< 93 W
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< L

o L

€ 925 1

L

e L

< L

(&) L
%9’2....:....:....:....:....:....
8 0 5 10 15 20 25 30

Inclinagdo da Estaca (°)

—&— Poulos & Madhav (1971) —a— MEC/MEF

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Percebe-se uma boa adequacao entre os resultados dos autores, apresentando diferencas
menores que 1%. Os resultados obtidos por Poulos & Madhav (1971) possuem muito pouca
variacao, enquanto os obtidos pelo acoplamento MEC/MEF mostram que conforme o0 aumento
do angulo de inclinagdo, menores séo os deslocamentos. No entanto, para ambas as formulagdes
o angulo de inclinacdo da estaca pouco influencia no deslocamento axial (menos de 0,5%).

Antes de prosseguirmos para uma analise paramétrica, define-se o coeficiente de

deslocamento axial no topo da estaca |, da seguinte forma:

| =2 _ (6.1)

&
E.L
Onde u, é o deslocamento axial no topo da estaca provocado pela carga P .
Prop0Oe-se variar a relacdo L/d para verificar se os resultados das estacas inclinadas
continuam proximos das estacas verticais. A Figura 6-7 traz os resultados obtidos para 1, em

funcdo razdo L/d, juntamente com os de Poulos & Madhav (1971). Como estes ultimos autores
consideram as estacas rigidas axialmente, também sdo plotados os resultados do acoplamento

MEC/MEF para estacas rigidas.
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Figura 6-7- Coeficiente |, em funcéo da relagdo L/d

la

0,5 1
0 e
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Relacdo L/D
0° (Poulos & Madhav (1971))  ====- 30° (Poulos & Madhav (1971))
——0°(MEC/MEF) e=e-- 30° (MEC/MEF)
0° Rigido (MEC/IMEF) = ====- 30° Rigido (MEC/MEF)

Fonte: Elaboracao do autor (2020)

Percebe-se uma boa concordancia entre os resultados dos autores, mas chama-se atencéo
para a sutil diferenca encontrada para estacas curtas (L/d baixos). Acredita-se que esta diferenca
decorre da consideracdo da resisténcia de ponta da estaca pelo outro autor, cuja influéncia €
significativa para este tipo de estaca. Além disso, é notavel que a deformabilidade das estacas
altera seus deslocamentos, principalmente, para estacas mais esbeltas (L/d altos), enquanto a
sua a inclinacdo, novamente, pouco influencia nos deslocamentos. Por fim, € observado que o

coeficiente 1_, e, consequentemente, os deslocamentos, crescem conforme a relacdo L/d

ar

aumenta.
Promove-se, desta vez, uma Ultima analise variando a rigidez relativa estaca/solo

(K=Eestaca/Esolo) para avaliar se a deformabilidade da estaca influencia na proximidade dos

resultados entre as estacas inclinadas e as verticais. O grafico da Figura 6-8 relaciona 0s

coeficientes |, com arigidez relativa K para estacas inclinadas em 30° e estacas verticais.
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Figura 6-8- Deslocamento axial em func¢éo da rigidez relativa K
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- & =L/d=10 (30°) - & = L/d=25 (30°) - £ =1/d=100 (30°)

Fonte: Elaboracao do autor (2020)

Depreende-se que a rigidez relativa pouco influencia na proximidade entre os
deslocamentos da estaca vertical e estaca inclinada, os quais permanecem muito proximos.
Entretanto, pode-se facilmente inferir que estacas com baixa rigidez relativa K tendem a ter
deslocamentos maiores e que valores de K acima de 10° apresentam comportamento de estaca
rigida.

Neste exemplo foi possivel concluir que a inclinacdo da estaca pouco altera o seu campo
de deslocamentos axiais, seja qual for a sua relacdo L/d, &ngulo de inclinacédo (até 30°) e rigidez
relativa K, pelo que torna-se completamente razodvel considerar seus deslocamentos axiais

iguais ao de sua posicao vertical.

6.4. Estaca Inclinada com carregamento transversal

Este exemplo consiste numa estaca inclinada com uma forcga transversal aplicada em
seu topo. A forca é sempre aplicada na direcdo perpendicular a dire¢do da estaca. Com isso,
mesmo variando-se 0 angulo de inclinacdo, ocorrera somente flexdo na estaca. Os dados do

problema sdo fornecidos na Figura 6-9.
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Figura 6-9-Estaca inclinada sujeita a carregamento transversal

P=1000kN
' ' ____+
X
Eestacs=20GPa
E...=25MPa
Dsoh:0.5
4
K=10
Lid=25

Fonte: Elaboracao do autor (2020)

As rotacdes e deslocamentos transversais no topo da estaca em funcdo do angulo de

inclinacdo ¢ podem ser vistos na Figura 6-10, onde também sdo apresentados os resultados

obtidos pela de Poulos & Madhav (1971).

Figura 6-10- (a) Deslocamento transversal no topo (b) Rota¢édo no topo

_ 2,9E-02
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S S 28E-02 1
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z & 26602 1
g < i
G 35 25E-02 F——e e
a 0 10 20 30 0 10 20 30
Inclinacdo da Estaca(°) Inclinacdo da Estaca(°)
—a—MEC/MEF ——Poulos & Madhav (1971) —8—Poulos & Madhav (1971) —a—MEC/MEF
(a) (b)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

E observada uma boa concordancia entre os resultados dos autores, principalmente para
as rotagdes, na medida em que a diferencga para os deslocamentos transversais é inferior a 3%.
No presente exemplo, ao analisar os deslocamentos transversais da Figura 6-10-(a), percebe-se
que o angulo de inclinagdo aumenta os deslocamentos, no acoplamento MEC/MEF mais que

em Poulos e Madhav (1971). Contudo, esse aumento ainda néo é significativo, uma vez que se
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mantém abaixo de 2% no range de angulos analisados. J& para as rota¢des, quase nao ha
alteracdo em funcédo do angulo de inclinagdo em ambas as formulagdes.
Para avaliar o quanto a flexibilidade da estaca influencia na proximidade das respostas

entre estaca vertical e inclinada, é preciso definir o fator de flexibilidade Kr, 0 coeficiente de

deslocamento normal ao eixo longitudinal da estaca | no topo e o coeficiente de rotagdo |,

no topo da seguinte forma:

| =_ o (6.2)

= (6.3)

K, = (6.4)

Onde:

u, — Deslocamento normal ao eixo da estaca no topo
€ — Rotacgéo no topo da estaca

E, — Moddulo de Elasticidade Longitudinal da Estaca
I, — Momento de Inércia da Estaca

E; — Modulo de Deformabilidade do Solo

L, — Comprimento da Estaca

Na Figura 6-11 e Figura 6-12 sdo mostrados os coeficiente | e |, em funcéo do fator

de flexibilidade Kr, respectivamente.
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Figura 6-11- Coeficiente de deslocamento | = em funcéo do fator de flexibilidade

100

Inn
—
o

1,0E-05 1,0E-04 1,0E-03 1,0E-02 1,0E-01 1,0E+00 1,0E+01
Fator de Flexibilidade Kr

—8— L/d=10 (0°) —&— L/d=25 (0°) —m— 1/d=100 (0°)
- =A=-L/d=10 (30°) - =A=-L/d=25 (30°) -=A=-L/d=100 (30°)

Fonte: Elaboracao do autor (2020)

Figura 6-12- Coeficiente |,, em funcéo do fator de flexibilidade

16n

=
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Fator de Flexibilidade Kr

—m— L/d=10 (0°) —m— L/d=25 (0°) —=— 1/d=100 (0°)
-~n--L/d=10 (30°) —~n-- L/d=25 (30°) -~ -- L/d=100 (30°)

Fonte: Elaboragéo do autor (2020)

Os coeficientes | e, apresentam basicamente 0 mesmo comportamento: quanto mais

rigida for a estaca, menores sdo 0s deslocamentos e giros. Outra conclusdo importante € que



81

estacas mais esbeltas (L/d altos) apresentam os maiores giros e deslocamentos. Quanto a
inclinacdo da estaca, ndo foi notada muita significancia, tendo em vista que as maiores
diferencas observadas (estacas curtas) em relacdo a estaca vertical ndo superaram 5%.
Ademais, para valores de Kr maiores que 1 foi percebido que a estaca se comportava como

rigida a flexdo, conforme sugerido por Poulos & Davis (1980).

6.5. Estaca Inclinada com Momento aplicado no topo

A mesma estaca do exemplo anterior € agora sujeita a um carregamento de momento
em seu topo. As dimensdes da estaca, carregamento e propriedades mecanica sao dadas na
Figura 6-13.

Figura 6-13- Estaca inclinada sujeita a momento

M=1000kNm

[ 4

Eostaca=20GPa
E.0o=25MPa
lJsiolozc's 5

-4
Ke=10
L/d=25

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Constatou-se que os deslocamentos transversais dessa estaca sao iguais as rotaces da
estaca do exemplo anterior (Figura 6-10 (b)). Tal fato se justifica por tratar-se de uma analise
linear-elastica com forcas/momentos de mesma intensidade, na qual o teorema da reciprocidade

de Maxwell-Betti prova que:

P,.0g =Mg.0,
1000kN.o; =1000kNm.6,, (6.5)
0y =0,.m

Definindo-se os coeficientes de deslocamento normal | , e de rotagdo |,, devido ao

momento M, tém-se:
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|y = (6.6)
M
<)
I = L (6.7)
M
<)

Por meio do teorema de Maxwell-Betti pode-se generalizar a igualdade da expresséo

(6.5) para os coeficientes 1,, e I ,, como se segue:

I, =1, (6.8)

A rotacdo no topo da estaca em funcdo do angulo de inclinacdo é dada na Figura 6-14.

Novamente, é observada muito pouca variacao da resposta em relacdo ao angulo de inclinagédo

(menos de 1%). Nota-se grande concordancia dos resultados com a formulacdo de Poulos &

Madhav (1971), na qual ndo é considerada a variacdo da rotacdo em funcdo do angulo de
inclinacao.

Figura 6-14- Rotacdo em funcéo do angulo de inclinagdo

4,50E-02
3 4,45E-02 ¢
= [
o
8 I
b 4,405-021 EE———
c k At
] I
%ﬁ L
S 4,35E-02
< I
430E-02 e e v
0 5 10 15 20 25 30
Inclinacdo da Estaca(®)
——Poulos & Madhav (1971) —aA— MEC/MEF

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

O mesmo comportamento é observado para outras relacbes L/d e flexibilidades
diferentes, conforme Figura 6-15. Portanto, as rotacdes da estaca vertical e inclinada, quando
submetidas ao momento, sdo praticamente as mesmas (diferenga maxima de 5%). Verifica-se,
ademais, que para fatores de flexibilidade Kr muito altos, a rotagdo no topo da estaca tende a

ser baixa e as estacas mais esbeltas (L/d alto) possuem maiores rotagcdes em seu topo.
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Figura 6-15- Coeficiente de rotacédo |,,em funcdo do fator de flexibilidade

1+ EE— E— EE— EE— EE— EE—
1,0E-05 1,0E-04 1,0E-03 1,0E-02 1,0E-01 1,0E+00 1,0E+01

Fator de Flexibilidade Kr

—m— L/d=10 (0°) —&— L/d=25 (0°) —m— 1/d=100 (0°)
- =A=-L/d=10 (30°) - =A=-L/d=25 (30°) -=A=-L/d=100 (30°)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
6.6. Estaca Inclinada

Este exemplo foi extraido de Poulos & Madhav (1971). A estaca inclinada esta sujeita

aos trés tipos de carregamentos anteriores, simultaneamente. O &ngulo ¢ assumira valores

compreendidos no intervalo de -30° a +30°. O problema € exposto na Figura 6-16.

Figura 6-16- Estaca inclinada

P=40T
M=50T ft

7

Eestacazs- 1 Oﬁp5|
E50I0=3000p5i
USO|O=0,5

Kz=10
Kr=1,26.10
L/d=25

"XS

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
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Os resultados para deslocamentos horizontais, verticais e rotagdes no topo da estaca em
funcdo do angulo de inclinacdo sdo exibidos na Figura 6-17 e Figura 6-18, juntamente com 0s

fornecidos por Poulos e Madhav (1971).

Figura 6-17- Deslocamento horizontal (DH) e deslocamento vertical (DV)

1

08

0,6

04

0,2

Deslocamentos DH e DV (in)

-30 -20 -10 0 10 20 30
Angulo de Inclinagéo (°)
DH- Poulos & Madhav (1971) DV- Poulos & Madhav (1971)

----- DH- MEC/MEF ====-DV- MEC/MEF

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Figura 6-18- Rotacdo em funcdo do angulo de inclinagdo

0,06

0,05
0,04 -
0,03 ¢

0,02
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-
-
- -
-
- -
-
-
~-~‘~
-
-
- -
- -
-
-
-
-d

Rotacdo 6 (rad)

0,01

0 1 1 1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20 30

Angulo de Inclinagéo (°)
Poulos & Madhav (1971)  ====- MEC/MEF

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Os resultados obtidos apresentam boa concordancia com Poulos & Madhav (1971),
atestando a validade da formulag&o. Para os &ngulos negativos temos os maiores deslocamentos

e giros, enquanto que para os angulos positivos tém-se 0s menores deslocamentos e giros. A



85

partir da Figura 6-17 e Figura 6-18, fica evidente que o angulo de +30° é a solucdo 6tima do
problema, até mesmo em relacéo a estaca vertical. Dessa forma, pode-se concluir que estacas

inclinadas podem apresentar solu¢fes mais vantajosas para determinados problemas.
6.7. Grupo de estacas verticais sob carregamento axial

A Figura 6-19 traz o exemplo onde duas estacas verticais séo solicitadas por
carregamentos verticais idénticos. As estacas possuem as mesmas propriedades fisicas e

geométricas. O espacamento entre elas é de 0,8 metro.

Figura 6-19- Grupo de duas estacas solicitadas axialmente
P=1000kN  P=1000kN

»
r

X4

Eestaca=21GPa
L=10m Eenio=21MPa

Us00=0,5

K=10°

L/d=25

5=0,8m

v
X3

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Os deslocamentos verticais para as duas estacas sao 0s mesmos devido a simetria do
problema. Na Figura 6-20 é possivel observar estes deslocamentos verticais ao longo do eixo
da estaca. Para efeito de comparacdo, também séo plotados os resultados de uma Unica estaca
com as mesmas propriedades e condic¢des de carregamento.

Figura 6-20- Deslocamento vertical ao longo do eixo vertical
Deslocamento Vertical (m)

0,00E+00 5,00E-03  1,00E-02 1,50E-02 2,00E-02

. O 5 1 1
£ ;

] 21

o E

S r

g 41

< E

< 6 f

IS 3

(&) L

2 R

g [

2 10

X

L ——1 Estaca 2 Estacas

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
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De posse desses resultados, € possivel constatar que a presenca de uma outra estaca afeta
nos deslocamentos da estaca analisada, assim como a estaca analisada afeta nos deslocamentos
da outra. Este trata-se de um efeito mutuo conhecido como “efeito de grupo”. Para analisar o
quanto isso influencia nos deslocamentos finais, ¢ preciso definir o coeficiente o da seguinte

forma:

_deslocamento adicional na direcdo i causado pela estaca adjacente
deslocamento na direcdo j devido sua propria carga (estaca isolada)

(6.9)

aij
Onde i ¢ a direcdo do deslocamento analisado causado pelo carregamento na direcéo j.

Assim, com o intuito de validar a formulagdo proposta, a Figura 6-21 traz os coeficientes

a,, do topo da estaca em fungdo da razdo S/d obtidos por diferentes autores. A razéo S/d pode

ser entendida como um espacamento relativo entre as duas estacas.

Figura 6-21- Coeficiente o em fungdo de S/d

0,7 1

05 +
< 014 -é
© 3
03+
02 +
01+

—&— Poulos & Davis (1980)  —#— Ghasemzadeh et al. (2018)
—e— MEC-MEF

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Onde o subscrito a é referente a direcdo axial.

Os resultados obtidos mostram que quanto mais afastadas forem as estacas, menor sera
o efeito de grupo. Para além disso, o acoplamento MEC/MEF ¢é validado pela boa concordancia
com os resultados de Ghasemzadeh et al. (2018) e Poulos & Davis (1980), 0s quais empregaram

0 MEF e o0 acoplamento MDF/MEC, respectivamente.
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6.8. Grupo de estacas verticais sob carregamento lateral

Neste exemplo temos duas estacas verticais espagcadas por uma distancia S entre si e
solicitadas lateralmente. Neste primeiro momento, restringimos as rotacbes nos topos das
estacas e focamos no estudo dos deslocamentos laterais. A Figura 6-22 mostra o esquema do

problema e seus dados.

Figura 6-22- Grupo de estacas verticais sujeito a carregamento lateral

H=1000kN  H=1000kN

[ b

L - ” £ L £ £ i1
E..nei=21GPa
— L=10m  Esxw=21MPa
5=0,8m 0,05
K=10°
) Lid=25
_.|_|._
d=0,4m

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Os deslocamentos laterais obtidos para as duas estacas foram os mesmos, seus valores
ao longo do comprimento de uma das estacas sdo mostrados na Figura 6-23. Nesta, verificam-
se, ainda, os deslocamentos obtidos para uma estaca isolada submetida a sua parcela de

carregamento.

Figura 6-23- Deslocamento Horizontal ao longo do comprimento

Deslocamento Horizontal (m)
0,00E+00 1,00E-02 2,00E-02 3,00E-02 4,00E-02 5,00E-02
0 . . 1 1 . 1 1 . . .

25 1

75 1

Eixo Vertical da Estaca (m)
(6]

10 L

—@— 1 Estaca —@— 2 Estacas

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
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Como no exemplo anterior, é notoria a influéncia que uma nova estaca gera na rigidez
do conjunto. Neste exemplo, as estacas em grupo tém maiores deslocamentos do que teriam
sendo solicitadas individualmente. O efeito de grupo esta novamente presente e acontece para
qualquer tipo de solicitacdo, sem que necessariamente a outra estaca esteja solicitada; a simples
presenca no meio ja o enrijece.

Na Figura 6-24 é analisada a influéncia que o espacamento relativo S/d exerce no

coeficiente «,,. Os resultados obtidos por outros autores também sdo exibidos.

Figura 6-24- Coeficiente a.em fun¢do de S/d

08 1

ol nn

—&— MEC-MEF —&— Poulos & Davis (1980)
—i#— Ghasemzadeh et al. (2018)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Onde n é a direcdo normal ao eixo longitudinal da estaca.
Observa-se uma boa conformidade dos resultados quando comparados com os dos
outros autores, principalmente com Poulos & Davis (1980). Para todas as formulagdes

mostradas na Figura 6-24 o comportamento € o mesmo: os coeficientes «,, diminuem

conforme a distancia entre as estacas aumenta.



89

6.9. Grupo de estacas inclinadas sob carregamento axial

O problema consiste em duas estacas inclinadas em angulos iguais, porém, em sentidos
diferentes, sendo solicitadas por duas cargas axiais de mesma intensidade aplicadas em seus

topos, conforme Figura 6-25.

Figura 6-25- Grupo de estacas inclinadas solicitadas axialmente

P=1000kN P=1000kN

Eestaca=21,00GPa
E.,=21,00MPa
usclo=0'5

K=10°

L/d=25

S=1,5m

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Um resultado importante que deve ser comentando € que cargas axiais também
provocam deslocamentos normais ao eixo da estaca (deslocamento lateral). Isso acontece
devido ao emprego da solucdo fundamental de Mindlin que leva em conta a continuidade do
meio. Em algumas formulacdes esse comportamento é negligenciado, por isso, a Figura 6-26
traz os gréaficos dos deslocamentos axiais (DA), normais (DN) e rota¢fes (#) ao longo do

comprimento para uma e duas estacas.

Figura 6-26- Deslocamentos axiais, normais e rotagdes ao longo do comprimento

Deslocamento (m) Rotacdo (rad)
e 0,00E+00 2,50E-03 5,00E-03 7,50E-03 1,00E-02 _  0,00E+00 2,50E-04 5,00E-04 7,50E-04 1,00E-03
S 0 E ! 1 1 r r é 0 - ! ! !
3 ; [3] E
8 25 8 25+
172} k2 [
w w b
% 5 s % 5
875 1 g 75
g 10 g 10
o o
X125 X125
W = = =DN (1 Estaca) DN (2 Estacas) I}

— = = DA (1 Estaca)

DA (2 Estacas) = = =0 (1 Estaca) 0 (2 Estacas)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
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Analisando os dois gréficos da Figura 6-26, percebe-se que todos os deslocamentos para
duas estacas sdo maiores que os da estaca isolada. O deslocamento lateral (DN) que era quase
nulo para uma estaca isolada, passou a ser expressivo quando se tém duas estacas; as rotacoes,
embora tenham crescido, ainda sdo muito pequenas para ambos os casos; e 0 deslocamento
axial, o de maior magnitude do problema, sofreu 0 menor aumento.

Agora, um estudo paramétrico é realizado para avaliar a influéncia que o angulo de

inclinagdo ¢ exerce sobre os coeficientes «;. Permanecem fixos a razdo L/d, K e v. Os

resultados podem ser conferidos na Figura 6-27.

Figura 6-27- Coeficientes o em funcéo de S/d

07 07
06 ¢ 06 £

05 ¢ 05 ¢
804 4 \N\‘ 0

02 ko_._.__._‘_. 02 ®o o 0 0o o
01 % M o S - 01 §

0 :'"'I""I""I""I""I""I'"'I""I""I"" 0 :""I""I""I""I'"'I""I""I""I""I""
01 2 3 45 6 7 8 910 01 2 3 45 6 7 8 910
S/d

S/d
—e—30° MEC/MEF  —@—20° MEC/MEF —e—30° MEC/MEF  —@—20° MEC/MEF
——10° MEC/MEF  —@—(0° MEC/MEF —@—10° MEC/MEF  —@—0° MEC/MEF

01 2 3 45 6 7 8 9 10

S/d
—e—30° MEC/MEF —@—20° MEC/MEF
—@— 10° MEC/MEF —@—0° MEC/MEF

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Observa-se que quanto mais proximo da vertical estiverem as estacas, maior serd o

coeficiente da direcéo axial «,, e menores serdo os coeficientes relacionados com a flexédo «,,
e a,,. Nas estacas inclinadas, os coeficientes decrescem com 0 aumento do espagamento

relativo S/d, enquanto para estacas verticais os coeficientes «,, e «,, permanecem quase

constantes e sem muita importancia devido aos valores baixos.
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O mesmo tipo de andlise é realizada para diferentes relagdes L/d, com

¢=30° K=1000,v=0,5. Os resultados dos coeficientes «; em funcdo do espacamento

relativo L/d sdo mostrados na Figura 6-28.

Figura 6-28- Coeficientes o para diferentes raz6es L/d

03 T 0,5 T
! 04 §
0,2 1 -
g | = 031
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0 -||||||||| 0 :'"'i""i""i""i'"'i""i""i""I""I""
01 23 456 7 8 9 10 01 23 456 7 8 910
S/d S/
—e—L/d=10 (MEC/MEF) —&—L/d=10 (MEC/MEF)
—@—L/d=25 (MEC/MEF) —0—L/d=25 (MEC/MEF)
—@— L/d=100 (MEC/MEF) —e—L/d=100 (MEC/MEF)
04 T
03 -
g
£02
014
O_Mm

0123 456 7 8 910
S/
—e— L/d=10 (MEC/MEF)
—e— L/d=25 (MEC/MEF)
—e— L/d=100 (MEC/MEF)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

A Figura 6-28 demonstra que para as diferentes relagdes L/d existem poucas diferencas
entre os seus coeficientes «,,, evidenciando a pouca influéncia desse pardmetro neste
coeficiente. Ja para os coeficientes «,, € «,,, quanto mais esbeltas forem as estacas, maiores
serdo estes coeficientes, o que apresenta coeréncia, pois sdo coeficientes ligados a flex&o.

Por fim, na Figura 6-29 sdo exibidos os coeficientes «; em funcéo de S/d para diferentes

razdes K, com ¢=30°,L/d=25,v=0,5.
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Figura 6-29- Coeficientes a para diferentes K
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Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Depreende-se que a rigidez relativa K ¢ um parametro importante na obtencdo dos
coeficientes ;- Os coeficientes «,, € «,, apresentam comportamento muito similar, para os
maiores valores de K temos os maiores coeficientes e conforme o espacamento relativo S/d
aumenta, os coeficientes diminuem, afinal, temos maiores deslocamentos e capacidade de
transferéncia de carga para rigidezes relativas mais altas. Ja para o caso do «,,, O
comportamento € um pouco diferente devido o emprego da solucdo fundamental que prevé
maiores ganhos de deslocamento axial do que giro conforme K aumenta. Ademais, 0

comportamento dos coeficientes «; em relacdo ao espagamento relativo entre as estacas

permanece 0 mesmo.



6.10.

Grupo de estacas inclinadas sob carregamento transversal
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Neste exemplo temos duas estacas inclinadas carregadas transversalmente. Como pode

ser observado na Figura 6-30, trata-se de um problema de flexdo em grupo de estacas, nelas,

serdo analisados os deslocamentos e parametros do efeito de grupo.

Figura 6-30- Grupo de estacas inclinadas solicitadas transversalmente

P=1000kN  P=1000kN

5=0,8m

E

solo

solg

L/d=25

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Kr=10"

Eectacs=20,00GPa
=25,00MPa
L =05

Os deslocamentos obtidos para ambas as estacas foram iguais, conforme previsto para

um problema simétrico, o que indica a correta implementacéo da matriz de rotacdo. Na Figura

6-31 sdo exibidos os deslocamentos na direcéo axial (DA), direcdo normal ao eixo longitudinal

da estaca (DN) e rotacfes & ao longo do comprimento. Para efeito de comparagdo também sao

mostrados os deslocamentos e rotacdes referentes a mesma estaca de forma isolada.

Figura 6-31- Deslocamentos e rotagcdo ao longo do comprimento

Deslocamento (m)
0,00E+00 1,00E-02 2,00E-02 3,00E-02 4,00E-02

0 —

N
Ul

N
[&)]

Eixo Vertical da Estaca (m)
ol

=
o

= = = DN (1 Estaca)
— — — DA (1 Estaca)

DN (2 Estacas)
DA (2 Estacas)

Rotacéo (rad)

-1,00E-02 0,00E+00 1,00E-02 2,00E-02 3,00E-02
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o

= = =0 (1 Estaca)

Fonte: Elaboragéo do autor (2020)

0 (2 Estacas)



94

Da Figura 6-31 percebe-se que, diferentemente do exemplo anterior, os deslocamentos
DN e rotagdes ¢ para duas estacas sdo menores que o de uma estaca. Isso mostra que o fator
de grupo nédo apenas aumenta os deslocamentos, como pode diminui-los. Ja os deslocamentos
axiais que eram quase nulos na estaca isolada, passam a ter maior importancia no grupo de duas
estacas devido ao aumento consideravel.

Uma forma de avaliar essas alteragdes no campo de deslocamentos das estacas em grupo

é realizando uma analise paramétrica dos coeficientes ; em funcao do espagamento relativo

S/d. A seguir séo feitas discussdes acerca destes parametros.

Primeiramente, séo feitas variacdes no angulo de inclinacdo ¢ das estacas do problema.

Os resultados para ¢; em fungdo de S/d estdo na Figura 6-32.

Figura 6-32- Coeficientes o em funcéo de S/d para diferentes inclinagdes

S/ s/d
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 01 2 3 45 6 7 8 9 1011
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c 04T 2015 +
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3 7 F 3 01 4
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_0’1 _E ‘0,05 'é
0+ 0+
—e— 30° MEC/MEF —@—20° MEC/MEF —@— 30° MEC/MEF —@—20° MEC/MEF
—@—10° MEC/MEF —@—0° MEC/MEFE —@— 10° MEC/MEF —@—0° MEC/MEF
0,3
0,2

s i
3 0,1 T
ot ; ﬁ

0123 456 7 8 91011

S/
—e—30° MEC/MEF  —@—20° MEC/MEF

—@—10° MEC/MEF = —@—0° MEC/MEF

Fonte: Elaboragéo do autor (2020)

Nota-se que estacas com maiores angulos de inclinagdo ¢ possuem menores
coeficientes «,, e «,, (em modulo), enquanto seus coeficientes «,, sdo maiores. Na maioria

dos casos os coeficientes ¢; possuem uma relagdo inversa com o espagamento relativo S/d,
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exceto para o caso do coeficiente «,, da estaca vertical, que permanece quase constante e

proximo de zero.
Em seguida séo feitas analises do problema variando-se a relacdo L/d e mantendo as

demais propriedades inalteradas. Os resultados podem ser conferidos na Figura 6-33.

Figura 6-33- Coeficientes o. em funcdo de S/d para diferentes razdes L/d

S/d S/
012 3 4586 7 8 9 1011 012 3 4586 7 8 91011
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0 [ 0 o
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—e— L/d=25 (MEC/MEF) —e— L/d=25 (MEC/MEF)
—e— L /d=100 (MEC/MEF) —e— L/d=100 (MEC/MEF)
04 T
03§
50,2
3
o1y ;;:Q;m
(I e e e B S B T E I e
01 2 3 6 7 8 9 10 11

—e—L/d=10 (MEC/MEF)
—e— L/d=25 (MEC/MEF)
—o— L/d=100 (MEC/MEF)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Percebe-se que os coeficientes «,, e a,, s&o maiores (em médulo) para as estacas mais
esbeltas, ou seja, com maior razdo L/d. Ja as estacas mais curtas possuem maiores coeficientes

a,, . Esses resultados mostram que a parcela da rigidez do sistema proveniente das propriedades
geometricas tem influéncia significativa nos coeficientes «; .
Buscando avaliar a influéncia da rigidez relativa entre os materiais nos coeficientes ¢

, sdo feitas andlises supondo trés diferentes valores de K para o problema da Figura 6-30. A

Figura 6-34 ilustra os resultados obtidos para os coeficientes ¢; ao longo do espacamento S/d.
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Figura 6-34- Coeficientes o em funcéo de S/d para diferentes K
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Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

A partir da Figura 6-34 é possivel constatar que a rigidez relativa K influencia

consideravelmente no coeficiente «,,, sendo os maiores valores (em médulo) deste coeficiente

atribuidos aos de maiores K. Em relacéo ao coeficiente ¢, é notada muito pouca variagédo entre

as curvas, continuando com valores baixos e que tendem a diminuir ainda mais com o

distanciamento S/d. Quanto ao coeficiente «,, & observado que seus maiores valores séo

atribuidos aos menores valores de K e para espacamentos pequenos, com 0 aumento dos

espacamentos os valores de K nédo exercem influéncia significativa.
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6.11. Grupos de estacas

Neste exemplo € analisada a intera¢do de uma grande quantidade de estacas com o solo.
Serdo estudados dois grupos solicitados por carregamentos horizontais: 0 primeiro com nove
estacas verticais e 0 segundo com nove estacas, sendo seis delas inclinadas. As propriedades de

ambos 0s problemas séo as mesmas. A Figura 6-35 traz todos os detalhes dos problemas.

Figura 6-35- Grupos de estacas solicitados por forcas horizontais

1,5m 1,5m 1,5m 1,5m

1,5m {1,5m
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H
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Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

O Caso (A) foi um problema proposto por Matos Filho (1999), onde foram analisados
0s deslocamentos horizontais para 4 subgrupos (Figura 6-35). Estes subgrupos foram
determinados fazendo-se proveito da simetria. Na Tabela 1 s&o mostrados os resultados para 0s
deslocamentos horizontais nos topos das estacas, onde sdao comparados com 0s obtidos por
Matos Filho (1999) e Luamba (2018).

Tabela 1-Deslocamentos horizontais no topo (cm)

Grupo | Este trabalho | Luamba (2018) | Diferencga (%) | Matos Filho (1999) | Diferenca (%)
1 3,5979 3,6156 -0,49 3,2946 8,43
2 3,8692 3,9094 -1,03 3,5284 8,81
3 3,9288 3,9474 -0,47 3,5842 8,77
4 4,2522 4,2986 -1,08 3,8632 9,15

Fonte: Elaboragéo do autor (2020)
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As respostas obtidas apresentaram boa concordancia com os demais autores,
principalmente com Luamba (2018), que também utilizou o acoplamento MEC/MEF com 20
elementos finitos. Quando comparado com Matos Filho (1999), temos uma leve diferenca
devido a formulacdo MEC/MEF por ele utilizada, no qual é considerada somente um elemento
finito com quatro nds. As formulagfes que consideram varios elementos finitos permitem

melhor simulagdo da flex&o da estaca.

Na Figura 6-36 séo exibidos os deslocamentos na dire¢éo horizontal ( X, ) ao longo do

eixo longitudinal da estaca central (GP 4) para os caso A e B da Figura 6-35.

Figura 6-36- Deslocamentos horizontais ao longo do comprimento da estaca GP 4

Deslocamento Horizontal (cm)

0 1 2 3 4 5
0_--:-:::::::::::

© o)) w

Eixo Longitudinal (m)

15 4

—e— GP 4A (MEC/MEF) —@— GP 4A (Matos Filho (1999)) —@— GP 4B (MEC/MEF)

Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Observa-se novamente a boa concordancia com os resultados de Matos Filho (1999),
ficando mais evidente a partir dos 5m do eixo longitudinal. Além disso, o caso B apresentou 0s
menores deslocamentos no topo, evidenciando a eficacia de estacas inclinadas neste tipo de
problema.

Quanto a Figura 6-37, € analisado o comportamento de todos os subgrupos (GP 1, GP
2, GP3, GP4) ao longo do comprimento, tanto para o caso A, quanto para o caso B. Percebe-se
que 0 caso B apresenta os menores deslocamentos no topo para todos os subgrupos, mas em
alguns subgrupos os deslocamentos na base sdo maiores em comparagdo com o caso A. Alem
disso, para ambos 0s casos, 0s maiores deslocamentos estao na estaca central (GP 4), mostrando
gue essa regido é a mais solicitada, enquanto as mais afastadas do centro (GP 1) sdo menos

solicitadas.
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Figura 6-37- Deslocamentos horizontais de todos os GPs ao longo do comprimento
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Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Por fim, é feito um estudo dos deslocamentos devido a quantidade de estacas no solo.
Para isso, séo considerados grupos de 3, 6 e 9 estacas para uma, duas e trés fileiras da Figura
6-35, respectivamente. Os deslocamentos horizontais ao longo do eixo longitudinal das estacas

centrais sdo mostrados na Figura 6-38.

Figura 6-38- Deslocamento horizontal da estaca central ao longo do comprimento
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Fonte: Elaboragéo do autor (2020)

Os resultados obtidos ratificam que o nimero de estacas é um fator determinante, pois
para nove estacas tem-se praticamente o dobro do deslocamento de trés estacas. Em todas as

quantidades analisadas o caso B teve os menores deslocamentos em relagcdo ao caso A,
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mostrando que o emprego de algumas estacas inclinadas j& € o suficiente para reduzir os

deslocamentos horizontais.
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7. CONCLUSAO

No presente trabalho foi apresentada uma formulacao hibrida MEC/MEF para analise
da interacdo de estacas com o solo, em especial, ao que toca o caso de estacas inclinadas isoladas
e em grupos. Por meio deste método, permite-se 0 aproveitamento de dois dos principais
métodos numéricos da atualidade: o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos
Elementos de Contorno (MEC).

O solo considerado elastico, linear, isotropo e homogéneo foi modelado pelo MEC,
sendo necessario apenas a discretizagdo de seu contorno em contato com a estaca, devido ao
emprego da solugdo fundamental de Mindlin. A estaca, por seu turno, foi modelada por um
elemento finito de pdrtico tridimensional com cinco parametros nodais e dois nds. O presente
conjunto de solucBes corroborou para o desenvolvimento de um codigo computacional
notadamente eficiente e “leve”, aspectos relevantes que podem viabilizar a sua aplicacdo nos
projetos de engenharia.

Constatou-se, ainda, que as estacas isoladas tém seus deslocamentos influenciados
principalmente por alguns parametros, tais como: a relacdo geométrica L/d, onde as estacas
mais esbeltas (L/d altos) apresentam os maiores deslocamentos; a rigidez relativa K entre a
estaca e o0 solo, na qual sdo observados maiores deslocamentos para rigidezes K baixas; e 0
fator de flexibilidade Kr que relaciona os dois ultimos pardmetros para o problema de flex&o,
e permite concluir que estacas mais flexiveis (Kr baixos) ttm maiores deslocamentos e rotagdes.

Quanto ao problema de estacas inclinadas isoladas, foram realizadas andlises
paramétricas, buscando identificar a influéncia do angulo de inclinacdo em seus deslocamentos.
Contudo, as diversas afericGes realizadas no curso deste trabalho, revelaram que a diferenca
apurada ndo supera 5% (cinco por cento), que foi para o caso das estacas inclinadas curtas
submetidas a flexdo. Dessa forma, insta concluir em conformidade a posi¢do de Poulos &
Madhav (1971), recomendando-se aproximar os deslocamentos de estacas inclinadas isoladas
aos de estacas verticais, 0 que ndo acarreta em grandes prejuizos.

Para grupos de estacas foram definidos e estudados coeficientes « para melhor avaliar
as alteracBes notadas nos deslocamentos da propria estaca e das estacas vizinhas; o chamado
“efeito de grupo”. Dentre os fatores que mais interferem nos deslocamentos de grupos pode-se
citar: espacamento relativo S/d entre as estacas, quanto maior for o espacamento, menor é a
alteracdo de deslocamentos; quantidade de estacas no solo, onde é observado um aumento no
deslocamento conforme o nimero de estacas no solo cresce; relagdo geométrica L/d; rigidez

relativa K e angulo de inclinacdo. Estas Ultimas dependem da direcdo analisada e do tipo de
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solicitacdo. Salienta-se que em grupos de estacas inclinadas o angulo de inclinagdo ndo pode
ser negligenciado, pois seus coeficientes de grupo divergem significativamente dos obtidos para
grupos de estacas verticais.

No geral, o emprego de estacas inclinadas mostrou-se uma solucdo valida para
determinados problemas, principalmente para aqueles com solicitages horizontais, onde os
deslocamentos obtidos foram menores que 0s de estacas verticais. Deve-se atentar para o
sentido da resultante das cargas aplicadas, para que a estaca esteja 0 mais proximo dessa
direcao, conforme foi observado no exemplo 6.6.

A formulagdo MEC/MEF proposta manifesta boa robustez, como p6de ser observado
nos exemplos expostos. Os resultados obtidos foram de acordo com os apresentados por outros
autores, como: Almeida (2003), Matos filho (1999), Poulos & Madhav (1971), Poulos & Davis
(1980) e Ghasemzadeh et al. (2018). Além disso, esta mostrou-se como uma formulacdo mais
geral para analise de estacas, pois contempla estacas inclinadas sem aproximacdes por estacas
verticais, ainda que existam aperfeicoamentos por fazer.

Dentre as extensfes que podem ser feitas tomando como base este trabalho, cita-se:

e Consideracdo da rigidez a torcao;

e Acoplamento com placa flexivel,

e Acoplamento com uma superestrutura;

e Estratificacdo do solo;

e Comportamento néo linear do solo;

e Consideracdo do deslizamento na interface;
e Efeito de vizinhanca das edificacdes;

e Inclusdo de modelos de confiabilidade estrutural.
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APENDICE A: FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

Os fundamentos da elasticidade sdo imprescindiveis para o desenvolvimento deste
trabalho devido ao aparato tedrico que oferecem aos métodos numéricos, tendo em vista que
muitos materiais tém a capacidade de voltar a sua forma inicial ao serem descarregados (a
depender dos niveis de tensdes), e que a teoria da elasticidade oferece meios para teorias
inelasticas mais sofisticadas.

A teoria da elasticidade se baseia na teoria do continuo, no qual é assumido que o
material preenche homogeneamente o sélido em todo o seu dominio, e que interagdes muatuas
acontecem em todos os pontos internos oriundas de forgas de corpo e de superficie.

No presente trabalho sdo assumidas as seguintes hipoteses:

e A elasticidade é assumida linear, ou seja, a relacdo entre tensdo e deformacéo é

linear;

e O corpo esté sujeito a pequenos deslocamentos e rotacoes;

e A configuracdo de equilibrio do corpo pode ser admitida como a posicéo

indeformada (Lagrangiana) e que as deformacdes produzidas sdo infinitesimais;

e O material é isotropico;

e Asanalises sdo estaticas ou quase-estaticas (auséncia dos termos de aceleracdo nas

equac0es de equilibrio).

Para melhor compreensédo dos conceitos e deducgdes presentes neste anexo, recomenda-
se a consulta aos livros que serviram de subsidio ao trabalho: Love (1944), Chou e Pagano
(1992) e Timoshenko e Goodier (1980).

A.1l Estado de Tensdo

Um sélido qualquer sujeito a acbes de forgas externas auto equilibradas desenvolve
forcas internas devido as interagfes intermoleculares entre as particulas. Realizando-se um
corte numa sec¢do arbitraria, o corpo é separado em duas partes, onde é possivel perceber que
pela 3° lei de Newton surge uma distribui¢do de forgas por unidade de superficie, conforme
Figura A- 1.

Ao tomar um vetor fi normal ao plano do corte, uma pequena area dA onde atua a

resultante dF da distribuicfo de forcas na direcdo fi, pode-se definir a Tens&o normal como:
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o, = lim — (A1)

%ﬁ— dF - }n

Fonte: Coda (2017).

Para calcularmos as Tensfes que atuam tangencialmente ao plano do corte mantem-se
0 mesmo raciocinio, é necessario apenas que tomemos duas direcdes ortonormais entre si € a
fi, decompor a distribuicdo de forcas atraves do produto escalar para a direcdo desejada e
realizar o processo limite na area.

Uma forma de visualizarmos esse procedimento de forma clara é pela realizacao de seis
cortes no sélido, paralelos dois a dois, distanciadas infinitesimalmente e ortogonais aos €ixos
coordenados, de forma que para cada face do cubo gerado pelos cortes, tenhamos trés
componentes de tensdo, como pode ser visto na Figura A- 2.

Figura A- 2- Estado de tensédo em um ponto.

T x 3

s 'X_‘
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Iy * oy, A4 —*On
O3
1 lom
3

x

Fonte: Andrade (2017).

Como o cubo elementar extraido do solido estd em equilibrio, as tensGes nas faces
opostas sdo iguais. Portanto, € necessario apenas determinarmos nove componentes de tensédo

para representarmos um estado de tensé@o, de forma a organizar estes componentes de tensdo

oy, 0 indice i representa o plano onde atua e o indice | a direcdo. Obtém-se o seguinte tensor

de tensdes:



115

0y O Oy
Ojj =| 0y Oy Op (A2)
O3 O3 Opp

Dado o equilibrio do cubo elementar da Figura A- 3 temos que, resultantes de forcas
infinitesimais geradas pelas componentes de tensdes atuando em suas respectivas areas, causam
momento em relacdo ao seu centro de gravidade. No caso do equilibrio de momento em torno
no eixo X, temos:

Figura A- 3- Equilibrio de momentos em torno do eixo X,

éoy
Oy +—=dx,
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O +— 12 dxy
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t éo,
oy dy  —o—wb oy +—tdy
o &y
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.
012
- ] dx,

Oy

v
On

Fonte: Andrade (2017).

Ao realizar o equilibrio tem-se:
(o,060%) 28— (6, ). 2+ (0,00 dx, ). 22 + (0% dx,). L2 — 0
2 2 2 2 (A.3)
= 0y =0y
Promovendo o equilibrio para os demais eixos, temos a seguinte expressao usualmente

chamada de Teorema de Cauchy:
Ojj = 0ji (A4)

O que resulta na simetria do tensor de tensdes, restando apenas seis componentes de

tensdes independentes, como pode ser visto no tensor de tensdes de Cauchy:

On Op Op
Ojj =| O Oy Oy (A.5)
O13 Oy Oz
Ao fazer um corte qualquer no cubo elementar, temos como resultado um tetraédrico

elementar (Figura A- 4). A forca atuante na dire¢do normal da superficie de corte é chamada de
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forca de superficie, a qual pode ser determinada realizando-se o equilibrio do tensor de Cauchy.

A forca de superficie p, é dada por:

pi = 0y.0; (A.6)
Onde n; ¢ o versor normal ao plano de corte.

Figura A- 4- Forca de superficie normal ao plano de corte

X3

Fonte: Coda (2017).

Dessa forma, pode-se determinar todas as componentes de forca de superficie atuante

em qualquer ponto sobre uma area do corpo, bastando conhecer seu Tensor de Cauchy e a

direcéo desejada n;.

A.2 Equacdo de equilibrio

Tomando um elemento infinitesimal que faca parte do continuo, analisa-se a varia¢do

das componentes de tensdo dentro do seu dominio. A Figura A- 3 mostra a variacdo de tensao

ao longo do eixo X; , como também a componente de forga de volume.

Somando-se todas as forgas na dire¢édo X, , tem-se:

oo l5ley oo
(0—22 + 8722 dx, ] dx dx, + [012 + axiz dx1] dx,dx, + (0—32 + 6722 dx, ] dx, dx, + b,dx dx,dx,
(A.7)
= 0,,dx,dX; + 0, 0%, 0X, + 0, dx,dX,
Sendo dV =dxdx,dx,, obtém-se:
0o, 00, 00,
b, [dV =0
[ ox, i X, i X, T (A8)

Podendo ser escrita como:
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ooy, N 00, N 00,
ox,  OX,  OX

+b, =0 (A.9)

Ao realizarmos o equilibrio em funcdo das tensbes para os demais eixos, podemos

escrever a equacdo de equilibrio na forma indicial da seguinte forma:

o;,; b =0 (A.10)

A.3 Estado de deformacédo

Um corpo quando submetido a agdes externas tende a absorver certa quantidade de
energia e utiliza-la para mudar de forma, as deformac6es sdo as medidas dessa mudanca.

As deformacGes de um sdélido continuo podem ser relacionadas ao campo de
deslocamento ao qual estd submetido. Neste trabalho serdo consideradas as deformacGes
lineares de engenharia para os casos de pequenos deslocamentos, giros e deformacoes, além de
serem definidas na configuracgdo inicial (grandeza Lagrangiana).

Por simplificacdo, sera utilizado um sélido bidimensional para a analise das
deformac6es, mas é importante salientar que as expressdes encontradas podem ser extrapoladas
para os casos tridimensionais, como seré feito mais adiante.

Aplicando um campo de deslocamentos u, e u, no elemento infinitesimal inicialmente
retangular da Figura A- 5, os vértices A, B, C e D vao para as posigdes A’, B’, C’ e D’. As
deformacdes longitudinais sobre os eixos X, e X, sdo definidas como a variagdo do

comprimento em relacdo ao comprimento inicial:

ou
d><1+u1+8—xidx1—u1—dx1

. _AL_AB-AB_ _ou (A.11)
oL AB dx, X
dx, +u, +%dx2 —u, —dx,
. _AL_AC-AC X, _au, (A.12)
ZoL AC dx, X,

Onde foi considerado que cos(y) =1 pois y <1.
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Figura A- 5- Deformagdes elemento bidimensional

Fonte: Andrade (2017).

Tendo em vista que 0s angulos na posicao deslocada ndo sdo mais retos, € definida a

distorcdo angular (radianos) como a quantidade angular do quanto os lados deixam de ser

ortogonais, ou seja, a variacdo do angulo formado pelos lados AB e AC:

Yo =nt7, (A.13)

Considerando o regime de pequenas deformacdes e que sen(y)=y pois y <1, tem-

se:
ou, ou
e I Ha
0 0 ou
==, (A.14)
dx, + 8—1 dx, 1+ a—l %
X X
ou, ou
71 dx -1
) = ox, - 0%, _ou (A15)
2 = - ="y 12 .
dx, + (;Uz dx, 1+ ZUZ 0%,
X2 X2

Substituindo (A.14) e (A.15) em (A.13) resulta na distorcdo angular:

Yo =Uy tU, (A.16)

Em busca de determinar uma Unica expressdao para deformagGes longitudinais e

distorcdes foi definida a semi-distorc¢do, ou distor¢do matematica, que é retratada como:
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_te _thetla (A17)

Assim, é possivel perceber que:

u,,+u
821 = % = 812 (A18)

Devido a expressdo (A.4) o tensor de deformacdes é simétrico, inclusive para o caso

tridimensional, obtendo-se:

& & &3

Sij=| €12 G2 G (A.19)

€13 &3 &3
As expressoes (A.11), (A.12) e (A.17) foram deduzidas para o caso bidimensional, mas

podem ser generalizadas para as trés dimensfes e escritas de forma compacta na notacéo

indicial:

(A.20)

A.4 Relacdes Constitutivas

Quando um sdlido é submetido a a¢cBes externas desenvolve um estado de tensfes e
deformac6es, como retratado nos topicos anteriores. As relacdes constitutivas sdo justamente
as correlagdes entre essas duas grandezas que regem os problemas estruturais. Entretanto, estas
relacBes dependem das propriedades fisicas do material e por isso, neste trabalho serdo
considerados 0s materiais no regime elastico linear (Lei de Hooke) e isotrépicos (mesmo
comportamento para todas as direcdes).

A lei de Hooke generalizada para matérias is6tropos na conhecida notagdo de Voigt é

escrita como:



120

I Y Y 5 0 o
E E E
v 1 1%
&y "E E E 0 0 0o,
222 —é —é é 0 0 0 Zzz
B | _ 33 (A.21)
2l o 0 o0 = o o|°
€13 2G O13
€2 0 0 0 0 = 0 |\92
2G
0 0 0 0 1
2G
Onde G é o modulo de elasticidade transversal obtido por:
E
G= A.22
2(1+v) ( )
A equacdo (A.21) pode ser escrita de forma compacta em notagéo indicial da seguinte
maneira:
1 v
Gjj :Egij _Eo-kké}j (A.23)

Onde &; € o delta de Kronecker.
Pode-se ainda ser util reescrever a equacao (A.23) para tensdes, como se segue:

0y = 2Gg; + L&y 9; (A.24)
Onde A é a constante de Lame, a qual pode ser expressa por:

vE

A.5 Problema de Valor de Contorno

A maioria dos problemas de engenharia estrutural sdo problemas da elasticidade, onde
o corpo analisado esté sujeito a acdo de forcas e/ou deslocamentos e sofre deformacdes. Nesses
problemas buscamos determinar os deslocamentos e for¢as em todo o dominio, mas para isso
precisamos conhecer as condi¢fes no contorno, sendo estas em forcas de superficie ou

deslocamento. Contudo, somente uma dessas grandezas é conhecida em cada trecho do
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contorno (ver Figura A- 6), surgindo o chamado Problema de Valor de Contorno (PVC), que
busca determinar todos os deslocamentos e forcas de superficie ao longo do contorno.

Figura A- 6- Problema de valor de contorno

i, P

Fonte: Coda (2017).

O PVC é o conjunto de equacdes de equilibrio (A.10), deslocamento-deformacéo (A.20)
e constitutiva (A.23), que adicionadas as condic¢des de contorno constituem o problema. Os trés
deslocamentos, seis deformacdes e seis tensfes formam o conjunto de quinze incognitas do
problema. As trés equacbes de equilibrio (A.10), seis equagbes deformagdo-deslocamento
(A.20) e seis relagbes constitutivas (A.23) nos fornecem quinze equagdes, impondo-se as

condicdes de contorno, o problema € solucionado.

Como mencionado anteriormente, € fundamental conhecer as condic¢des de contorno do
PVC, pois para cada condicdo o método de solucdo difere, por essa razdo os PVCs sdo
classificados segundo sua condicdo de contorno e consequente técnica de resolugdo, como se

segue:

e 1°PVC em elasticidade: As forcas de superficie sdo conhecidas em todos os trechos do
contorno e ndo ha condi¢Bes de contorno em deslocamentos. A técnica emprega é da
Formulacdo de Tensdes, onde é feita a representacdo das equacdes governantes do
problema em termos de tensoes;

e 2°PVC em elasticidade: Os deslocamentos sdo todos conhecidos no contorno e ndo ha
condicBes de contorno em forcas de superficie. Nesta, € empregada a Formulacéo de
deslocamentos para esse tipo de problema, na qual é feita a representacdo das equagdes
governantes do problema em termos de deslocamentos na chamada equagéo de Navier-

Cauchy. Neste caso, a formulagdo é empregada para a anélise de meios infinitos e sera
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utilizada neste trabalho para a deducédo da solugdo fundamental, onde supde-se que no
infinito os deslocamentos séo nulos;

e 3°PVC em elasticidade: Em parte do contorno deslocamentos sdo conhecidos e na outra
as forcas de superficie, configurando um problema misto. Esse tipo de problema é o
mais comum e arduo a ser elucidado, as solugdes analiticas s6 existem para casos
particulares, com simples geometria, carregamentos e condi¢des de vinculacdo. Para
resolugdo de problemas mais genéricos possiveis, foram entdo desenvolvidos os
métodos numeéricos, que buscam obter respostas aproximadas para 0 modelo fisico
matematico analisado. Como o modelo real apresenta infinitos graus de liberdade e o
modelo numérico possui um numero finito, espera-se que quanto mais refinada seja a

malha, mais proximo esteja da resposta real.

A.6 Equacdo de Navier

A representacdo das equacdes governantes do 2° PVC em termos de deslocamentos é
chamada de equacédo de Navier-Cauchy ou equacéo de equilibrio em termo dos deslocamentos.
Seu uso provém do conhecimento dos deslocamentos no contorno, os quais sdo considerados
nulos no infinito para analises de meios infinitos. A solucao desta equacéo para meio isotrépico
é chamada de solucdo fundamental de Kelvin e empregada na formulacdo do MEC.

Utilizando a expressao deslocamento-deformacao (A.20) para escrever a Lei de Hooke
(A.24), obtém-se:

ui'j+u“
o; =2G — + Ay, 8y =G (U +u;, )+ Ay, J; (A.26)

Derivando a expressdo (A.26) em relagdo a X;e usando a propriedade do Delta de
Kronecker, tem-se:
0y =G, +U; ) + AU, ;65 =G(U, j +U; )+ AUy (A.27)
Manipulando a notagdo indicial da expressdo (A.27) podemos reescreve-la da seguinte
maneira:
5 = Gy j +U; ) + AUy (A.28)
Finalmente, reescrevendo a equacgéo de equilibrio (A.10) com o auxilio da expresséo

(A.28) chegamos na equacao de equilibrio em termos de deslocamentos:
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Gu, ; +(G +/1)Uj,ji +b =0 (A.29)

A expressao (A.29) é chamada de equacdo de Navier-Cauhy e é comumente encontrada

na literatura na seguinte forma:

——Uu, . +Uu +£b =0 A.30
(L=2y) i i T (A.30)
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APENDICE B: SOLUCOES FUNDAMENTAIS

No método dos elementos de contorno é necessario o conhecimento de deslocamentos,
tensdes, deformacdes e forcas de superficie de um determinado problema imaginario, dito
problema fundamental. As incognitas do problema recebem o nome de solugfes fundamentais.

Conhecidas as propriedades do material e suas condi¢Ges de contorno, temos um
Problema de Valor de Contorno (PVC), no qual é possivel, através da Teoria da Elasticidade,
determinar as solugdes fundamentais de maneira exata. Diante disso, conforme sera visto, 0s
campos de deslocamentos, tensdo, deformacdo e forgas de superficie de um problema real
podem ser aproximados pelo MEC, correlacionando o problema real com o problema
fundamental. As solucBes fundamentais de Kelvin, em que pese nao sejam utilizadas
diretamente na formulacdo, corroboram para o presente trabalho, na medida em que sdo
empregadas na demonstracdo da solugdo de Mindlin, a qual, por sua vez, sera aplicada na
formulacgdo do MEC.

Figura B- 1- Problema fundamental de Kelvin.

Fonte: Oshima (2004).

B.1 Solucdo fundamental de Kelvin

Dada a equacdo de Navier-Cauchy (expressédo(A.30)), na qual sdo representadas as
equac0es de equilibrio em termos dos deslocamentos e, sabendo que no problema fundamental
a forca unitaria aplicada num ponto qualquer s é correspondente a forca de volume, a
representacdo matematica desta forga € feita através da funcdo Delta de Dirac, e pode ser

entendida como uma forca unitéria atuando numa area infinitesimal, resultando numa tenséo
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infinita. Portanto, a parcela de forca de corpo na diregdo €, da equacgdo (A.30) é representada

como:

b =A% (B.1)

Onde A° é a fun¢do Delta de Dirac aplicada no ponto s.

Empregando o vetor de Galerkin G para representar os deslocamentos, a componente

de deslocamento na direcéo €, pode ser escrita como:

U = Gi mm L Gm im (B2)
’ 20-v) ™

Substituindo as expressodes (B.1) e (B.2) na equagéo (A.30) e passando a utilizar £ para
representar o modulo de elasticidade transversal, tem-se:
; Gj mmji _;Gm jmii | Gi mmijj _;Gm imij +ﬂ: 0 (B.3)
@-2v)| - 2(l-v) ™ ’ 20-v) ™ 7
Observando a existéncia de indices mudos, o indice m pode ser trocado por qualquer

indice. Dessa forma, utilizando-se da propriedade de livre permutacdo da ordem de derivacéo,

a expresséo (B.3) pode ser reescrita como:

1 1 1 Ae
M{Gi,jjji _mej,jjji}{ei,mj —mGj,mi}FT =0 (B.4)

G ji+t—=0 (B.5)
y7i
A expressdo final (B.5) € comumente encontrada na literatura escrita da seguinte
maneira:
Ne
V3(V3G)+—L=0 (B.6)
y7j

Adotando F =V*G,, a expressio (B.6) pode ser escrita como:

A’e,
Y7,

V?F +

=0 (B.7)
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A solucéo da expressdo (B.7) é conhecida por meio da teoria de potencial em Alliabadi
(2002) e é dada por:

F=l ¢ (B.8)
Arur
Portanto, seu vetor de Galerkin G é:
G = 1 re, (B.9)
8

Para casos tridimensionais, assume-se que 0s deslocamentos resultantes da aplicacao de
uma carga unitaria em uma determinada direcéo nao sofrem alteracdo devido a aplicacdo de um
carregamento unitario em outra direcdo. Entdo, o vetor de Galerkin pode ser reescrito
considerando a independéncia das cargas unitarias:

G, =GJ, (B.10)

Onde o, é a funcdo Delta de Kronecker e G, é a componente k do vetor de Galerkin
provocada pela carga unitaria aplicada no ponto s (campo fonte) na direcéo i.

O mesmo pode ser feito para os deslocamentos gerados em qualquer ponto pela
aplicacdo das cargas unitarias:

U =u.e, (B.11)

Onde u, indica o deslocamento em qualquer ponto f (ponto campo) na diregdo k

provocado pela aplicacdo da carga unitaria no ponto fonte s na diregéo i.

Utilizando as definigdes (B.10) e (B.11) para reescrever (B.2), obtém-se:

1

u =G, -——G B.12
ik ik,mm 2(1—\/) im,km ( )
A distancia r entre o ponto fonte se o ponto campo f é dada por:
3
r=,>.(x —x)? (B.13)

i=1
Onde xif e X’ séo as coordenadas do ponto campo e ponto fonte, respectivamente.
Substituindo (B.9) e (B.10) em (B.12), e notando que 1, = (S, — I, F,)/rer  =2/r

, resulta-se em:

« 1

Ui :m[(3_4v)5ik +r,ir,k] (B.14)
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A expressdo (B.14) é conhecida como a solugdo fundamental de Kelvin para
deslocamentos. As derivadas de r sdo tomadas em relagcdo ao ponto campo e Sao expressas por:

P X% X (B.15)
r

Onde I, é a componente de r na direcéo i.

Para encontrarmos as demais solugdes fundamentais, revela-se suficiente a utilizacéo
das equac0es da elasticidade. As deformagdes fundamentais podem ser obtidas em termos de
deslocamentos, derivando a expresséo (B.14) em relagcdo ao ponto campo e substituindo na

equacao de deformacao-deslocamento(A.20), ao que obtém-se:

* 1
== | (1-2v)(r .5, +1,0. )+2r.r.r_—r.Jo, B.16
glkm 872' (1—v)r [( V)( m~ik Kk |m) Jdnktm i km:| ( )

As tensbes fundamentais sdo obtidas através da substituicdo da expressdo (B.16) na

equacao da lei de Hooke generalizada para materiais isotropicos (A.24):

* 1
o, =——| (@-2v)(r o, +1.0, —ro,. )+2rr.r B.17
ikm 472_(1_]/)[_[( )( m~ik k™im R km) ik ,m:| ( )
Por fim, as forcas de superficie sdo calculadas substituindo-se as tensfes da expressao

(B.17) na equacdo (A.6) de forca de superficie, ao que obtém-se:

1

{(1_ 2v)(mry —m 1) + ﬂ[(1_ 2v)8y +3r;1, ﬂ (B.18)
, Y on il

. or
Onde 7 é o vetor normal ao contorno e P Fo7, -
n

B.2 Solucdo Fundamental de Mindlin

As solucgdes fundamentais em tensdes e deslocamentos, para o problema eléstico de um
meio semi-infinito tridimensional, homogéneo, isotropo e elastico linear submetido a agdo de

forgas concentradas unitarias em seu interior, foram propostas por Mindlin (1936).

Para a determinacdo da solucao fundamental do semi-espaco da Figura B-2, é necessaria
a superposicao de seis nucleos de tensdes para cada componente da forca, totalizando dezoito
nacleos, os quais sdo abordados em Love (1944). O primeiro nlcleo empregado em cada

direcdo é dado pela solucdo fundamental de Kelvin; todos os outros ndcleos, por seu turno,



129

envolvem as coordenadas da imagem do ponto fonte s' em relagdo a superficie ', fazendo

com que as condicdes de contorno sejam satisfeitas.

Figura B- 2- Problema fundamental de Mindlin.

Fonte: Adaptado de Brebbia (1984).

Portanto, a solucdo de Mindlin pode ser obtida através da superposi¢do da solucéo de

Kelvin e de uma solucdo complementar, sendo escrita da seguinte forma:

()" =) +() (B.19)
onde () e () representam a parcela da solugdo de Kelvin e da solugéo

complementar, respectivamente.

A obtencdo das expressdes das solucdes fundamentais requer algumas operacfes
algébricas laboriosas, conforme se verifica em Mindlin (1953). O conjunto completo de
expressdes para os deslocamentos e tensbes é apresentado no artigo de Mindlin (1936) e no
trabalho de Nakaguma (1979). Por seu turno, o conjunto das expressdes complementares é
abordado em Brebbia et al. (1984). Com efeito, a titulo de exemplo, ora apresenta-se as
expressdes complementares dos deslocamentos devido as cargas unitarias dentro do semi-

espaco :

11

0 K, {8(1—1/)2 ~(3-4) (3—4v)F\;f ~2X GC@T (B.20)
R R R

(B.21)

B-4)r _40-v)-2v) 6ch1}

u;, = Kyr,
12 “[ R® R(R+R)) R®
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r

Uy == Uy (B.22)
rZ
 —Kor (3—431/)!’1 L 4a-v)a-2v) _ 6oRR, (B.29)
R R(R+R,) R

c {%+ (-4 2K [1_3_52} 41—v)(1-2v) [1—

Uy = 3 3 > A ]} (B.24)
R R R (R+R) R(R+R)

Ups = Kdrzrg{s_fv—4(l_v)(l_2zv) —6(2_(} (B.25)

R R(R+R) R

c _E c
Uy = rz Uz (B.26)
U, =Upy (B.27)
Ug, = K, F - (3_4: )5 + ch [kﬁ} HL-v)id=2v) [1— 5 ﬂ (B.28)
R R R (R+R) R(R+R)
Onde (i=1,2,3):

R=(RR)"” (B.29)
i :Xi(f)_xi(s) (B.30)
Ri=x(f)—x(s) (B.31)
C=X%(8)=0 (B.32)
X=x(f)>0 (B.33)

1
Ki=—/—7"—— (B.34)
167(1—v)u
Oportunamente, insta promover a seguinte observacao: quando temos a aplicacdo da
forca num ponto muito longe da superficie, ou seja, quando ¢ —> o, R—> o e as parcelas

complementares tornam-se nulas; resultando, assim, na solucdo de Kelvin.
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B.3 Solucdo Fundamental de Boussinesg-Cerruti

Um caso particular da solucdo fundamental de Mindlin acontece quando a distancia c
de aplicacdo da forca tende a zero, ou seja, as cargas concentradas unitérias sdo aplicadas na

superficie, conforme Figura B-3. Esse caso € conhecido como problema de Boussinesq-Cerruti.

Figura B- 3- Problema fundamental de Boussinesq-Cerrulti.

Sl S N NN
. Plano Xq=0, livee de
forgag de euperfirie

Fonte: Oshima (2004).

As solugdes fundamentais de deslocamento sao dadas por:

. @-v)+vr;

u B.35
T (B.35)
Uy, = Uy, = Vifa (B.36)
2mur
. (0,5=v)r
= ————2 (B.37)
2mur
- @-v)+vr; (B.38)
2mur '
. (0,5-v)r
p=——2 (B.39)
2mur
. (v=-0,5r
n=———" (B.40)
2mur
. (w=0,9r
o= (B.41)

2mur
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i, =4 (B.42)
2mur

A solucdo de Kelvin (1848) pode ser usada no estudo de campos de deslocamentos e
tensdes devido a uma forca aplicada a uma grande distancia da superficie, enquanto a solugéo
de Boussinesq-Cerruti (1885) é aplicavel no caso em que a forca atua na superficie. As solucdes
descritas por Mindlin (1936) preenchem a lacuna entre os dois, fornecendo as solugfes
fundamentais para o caso em que a forca é aplicada préximo da superficie, a exemplo do que

ocorre nas estacas, objeto de estudo desse trabalho.



