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RESUMO
FERNANDES, J. W. D. Técnica de superposição de modelos estabilizada para
análise de interação fluido-estrutura. 2020. 248 p. Tese (Doutorado em Engenharia
de Estruturas) – Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia de
São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2020.

O presente trabalho trata do desenvolvimento de uma formulação estabilizada com base
na superposição de modelos para a simulação de problemas bidimensionais de interação
fluido-estrutura. Para isso, são considerados escoamentos incompressíveis interagindo
com estruturas de barra. O escoamento incompressível é solucionado por meio de uma
formulação estabilizada do método dos elementos finitos com integração temporal implícita,
garantindo maior flexibilidade à discretização espacial. O problema de mecânica dos sólidos,
por sua vez, é resolvido empregando-se elementos estruturais reticulados com cinemática de
Timoshenko-Reissner e desenvolvido a partir de uma formulação posicional do método dos
elementos finitos. Essa abordagem, além de didaticamente simples, é construída diretamente
sobre o conceito isoparamétrico e considera naturalmente os efeitos da não linearidade
geométrica, sendo capaz de simular com precisão e robustez os problemas estruturais
dinâmicos em regime de grandes deslocamentos. A metodologia proposta para análise do
problema acoplado considera um modelo local de fluido, com malha adaptada à estrutura,
movendo-se sobre um domínio global fixo e não adaptado à estrutura, visando garantir uma
discretização adequada na sua vizinhança e ao mesmo tempo permitir grandes escalas de
deslocamento sem necessidade de reconstrução da malha. Para isso, inicialmente propõe-se
uma formulação estabilizada do método Arlequin, que consiste em superpor dois modelos de
elementos finitos e compatibilizá-los por meio de um campo de multiplicadores de Lagrange
definidos sobre uma região denominada zona de colagem. Para garantir a estabilidade do
campo de multiplicadores de Lagrange, bem como dar maior flexibilidade à formulação,
é adicionada uma parcela estabilizadora consistente, com base no resíduo da equação
governante. Essa técnica é aplicada inicialmente a problemas unidimensionais descritos
pela equação de Poisson, onde verifica-se acréscimo de estabilidade e flexibilidade em
relação às formulações usuais do método Arlequin. Na sequência, essa estratégia é aplicada
aos problemas de Stokes e Navier-Stokes utilizando modelos superpostos fixos, em conjunto
com uma definição consistente do parâmetro de estabilização. Em seguida, a consideração
de domínios superpostos com modelo local móvel é introduzida na formulação Arlequin
estabilizada para escoamentos incompressíveis. O modelo resultante é então acoplado à
estrutura por meio de um esquema particionado forte do tipo Dirichlet-Neumann com
relaxação de Aitken. Em cada uma das etapas do desenvolvimento deste trabalho, são
apresentados exemplos de verificação e aplicação da técnica, demonstrando sua robustez
e eficiência em comparação aos modelos tradicionais de discretização espacial. Por fim,
este trabalho também introduz uma técnica de redução de modelo no âmbito da mecânica
dos fluidos computacional. Esta estratégia, proposta com base no Proper Generalized
Decomposition (PGD), além de apresentar bons resultados introduz uma nova alternativa
para a simulação de problemas de escoamentos incompressíveis em larga escala.

Palavras-chave:Interação Fluido-Estrutura. Método dos elementos finitos estabilizado.
Método de superposição de modelo. Método Arlequin. Modelo de ordem reduzida. Proper
Generalized Decomposition.





ABSTRACT
FERNANDES, J. W. D. Stabilized domain decomposition technique for
fluid-structure interaction analysis. 2020. 248 p. Thesis (Doctorate in Structural
Engineering) – Department of Structural Engineering, São Carlos School of Engineering,
University of São Paulo, São Carlos, 2020.

This work presents the development of a stabilized formulation for simulation of two-
dimensional fluid-structure interaction problems based on models superposition. To do
so, we consider incompressible flows interacting with bar structures. The incompressible
flow is numerically solved with a stabilized formulation of the finite element method with
implicit time integration, ensuring larger flexibility to spatial discretization. The solid
mechanics problem, in turn, is modeled by frame type bar elements with Timoshenko-
Reissner kinematics, under a positions based finite element formulation. Such strategy is
didactically simple, built directly on the isoparametric concept and naturally considers the
geometric non-linearity effects, being able to accurately and robustly simulate structural
dynamic problems with large displacements. The proposed methodology for the coupled
problem considers a local fluid model, with its mesh adapted to the structure, moving over
a fixed global fluid domain, not adapted to the structure, aiming to ensure an adequate
discretization in the structure neighborhood and, at the same time, allowing larger scales of
displacement without need of remeshing on the fluid domain. In order to do so, initially we
propose a stabilized formulation of the Arlequin method, which consists of superimposing
two finite element models and enforce compatibility by a Lagrange multipliers field defined
over a region called gluing zone. To ensure stability of the Lagrange multiplier field, as well
as more flexibility to the formulation, we add a consistent stabilizing term, which is based
on the governing equation residual. This technique is initially applied to one-dimension
Poisson equation, resulting in an increase on stability and flexibility compared to usual
Arlequin formulations. Subsequently, this strategy is applied Stokes and Navier-Stokes
problems with fixed superposed domains and a consistent definition of the coupling operator
stabilizing parameter is provided. Following, the consideration of a moving local domain is
introduced to the stabilized Arlequin formulation for incompressible flows. The resulting
model is coupled to the structure by a strong Dirichlet-Neumann partitioned scheme
with Aitken relaxation. At each development stage of this work, we present examples of
verification and application, demonstrating its robustness and efficiency in comparison to
traditional models for spatial discretization. Finally, this work also introduces a model
order reduction technique applied to computational fluid mechanics. This strategy is based
on the Proper Generalized Decomposition (PGD) and, besides producing good results, it
introduces a new alternative for the simulation of large-scale incompressible flow problems.

Keywords: Fluid-Structure Interaction. Stabilized Finite Element Method. Domain De-
composition methods. Arlequin Method. Model Order Reduction. Proper Generalized
Decomposition.
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LISTA DE SÍMBOLOS

Nesta seção são apresentados os principais símbolos matemáticos, operadores e
variáveis utilizadados neste trabalho. De um modo geral, símbolos em negrito denotam
grandezas vetoriais ou tensoriais, enquanto os escritos em estilo de formatação normal ou
itálico representam grandezas escalares. Os casos omissos são descritos ao longo do texto.

Símbolos e operações matemáticas

∀ Para qualquer;

∈ Pertence a;

/∈ Não pertence a;

· Produto interno;

× Produto vetorial;

: Contração de segunda ordem;

∪ União;

∩ Intersecção;

∇(•) Operador gradiente =
∂(•)i
∂xj

;

∇ · (•) Operador divergente =
∂(•)i
∂xi

;

∇2(•) Operador Laplaciano = ∇ · ∇(•) =
∂2(•)i
∂x2

i

;

D(•)
Dt

Derivada material ou substancial de um campo escalar ou vetorial =
∂(•)
∂t

+v ·∇(•);

nsd Número de dimensões espaciais (2 ou 3);

< Conjunto dos números reais;

I Tensor identidade;

L2 Espaço das funções de quadrado integrável;



H1 Espaço de Sobolev de ordem 1;

δij Delta de Kronecker.

Capítulo 2 - Dinâmica dos escoamentos incompressíveis computacional

Ωt Domínio computacional de um escoamento em um instante de tempo arbitrário t;

Γt Contorno do domínio computacional de um escoamento em um instante de tempo
arbitrário t;

ΓD Porção do contorno com condições de contorno de Dirichlet;

ΓN Porção do contorno com condições de contorno de Neumann;

t Instante de tempo arbitrário;

T Intervalo de tempo total da análise;

ρ Massa específica do fluido;

µ Viscosidade dinâmica do fluido;

u Campo de velocidades de um escoamento;

f Força de domínio em um escoamento;

σ Tensor das tensões de Cauchy;

ε(•) Tensor taxa de deformação de um campo escalar ou vetorial, ε(•) = 1
2

[
∇(•) + (∇(•))T

]
;

x Coordenadas de um ponto arbitrário;

p Campo de pressões de um escoamento;

F Somatório de forças em um elemento infinitesimal de fluido;

x̄ Coordenadas de um ponto arbitrário no domínio de referência;

ū Velocidade do domínio de referência;

uD Campo de velocidades prescrito como condição de contorno de Dirichlet;

n Vetor normal ao contorno do domínio computacional;

h Campo de forças de superfície prescritas ao contorno do domínio computacional;

Su Espaço vetorial das funções aproximadoras do campo de velocidades;

Sp Espaço vetorial das funções aproximadoras do campo de pressões;



Vu Espaço vetorial das funções ponderadoras do campo de velocidades;

Vp Espaço vetorial das funções ponderadoras do campo de pressões;

w Função ponderadora pertencente ao espaço Vu;

q Função ponderadora pertencente ao espaço Vp;

(•)h O superscrito h indica, em todos os casos, a versão discretizada de (•);

nel Número de elementos da discretização em elementos finitos do domínio computacio-
nal;

Ωe Domínio de um elemento finito;

τSUPG Parâmetro de estabilização do método Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG);

τPSPG Parâmetro de estabilização do método Pressure-Stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG);

νLSIC Parâmetro de estabilização do método Least-Squares on the Incompressibility
Constraint (LSIC);

rM Resíduo da equação de conservação de momento linear;

rC Resíduo da equação da continuidade;

τSUGN1, τSUGN2, τSUGN3 Parâmetros da estabilização SUPG/PSPG/LSIC correspondentes
aos termos covectivos, inerciais e viscosos, respectivamente;

hRGN Comprimento de escala do elemento finito;

r Vetor unitário no sentido da velocidade do fluido;

∆t Passo de tempo;

nen Número de nós de um elemento finito;

ν Viscosidade cinemática do fluido;

N Função aproximadora ou função de forma;

(•, •)Ω Produto interno no espaço L2 dos termos entre parênteses sobre o domínio Ω;

RM Versão semidiscreta do resíduo da equação de conservação do momento;

RC Versão semidiscreta do resíduo da equação de conservação da massa;

U Vetor de velocidades nodais;

U̇ Vetor de acelerações nodais;



p Vetor de pressões nodais;

M Algoritmo de atualização dinâmica e movimentação de uma malha de elementos
finitos;

αm, αf , γ Parâmetros reais do esquema de integração temporal α-generalizado;

ρ∞ Raio espectral da matriz de amplificação;

FL, FD Forças de sustentação e arrasto, respectivamente;

Re Número de Reynolds;

CL, CD Coeficientes de sustentação e arrasto, respectivamente;

u∞ Velocidade de referência;

L Comprimento característico/de referência do escoamento;

St Número de Strouhal;

fV Frequência de desprendimento dos vórtices;

ω Vorticidade.

Capítulo 3 - Superposição de modelos pelo método Arlequin estabilizado

Ω Domínio computacional;

Ω0 Domínio computacional do modelo global;

Ω1 Domínio computacional do modelo local;

Ωc Zona de colagem;

Ωf Zona livre;

Ωs Zona de superposição;

%0, %1 Função ponderadora de energia;

kA Constante real de ponderação de energia no método Arlequin;

〈•, •〉Ωc Representação dos operadores clássicos de acoplamento L2 e H1;

κ0, κ1 Parâmetros estritamente positivos que definem o tipo de operador de acoplamento;

λ Campo de multiplicadores de Lagrange;

h Comprimento característico de um elemento finito;



κe Parâmetro positivo arbitrário;

τARLQ Parâmetro de estabilização do operador de acoplamento;

Capítulo 4 - Método Arlequin estabilizado aplicado ao problema de
escoamentos incompressíveis

(•)0, (•)1 Os símbolos utilizados no Capítulo 2 são repetidos quando necessário, à excessão
de que utilizam-se os índices 0 e 1 para se referir aos modelos global e local,
respectivamente;

Mh Espaço vetorial das funções aproximadoras do campo de multiplicadores de La-
grange;

Qh Espaço vetorial das funções ponderadoras do campo de multiplicadores de Lagrange;

ζ Função ponderadora pertencente ao espaço Qh;

χ Função lógica para determinação do pertencimento de um ponto qualquer x à Ωc;

τA1, τA2, τA3 Parâmetros da estabilização do operador de acoplamento;

m,k, t, j Matrizes elementares utilizadas na definição de τARLQ com base nos termos de
acoplamento, viscosos, convectivos e inerciais, respectivamente;

Λ Vetor de valores nodais do campo de multiplicadores de Lagrange;

RL Versão semidiscreta do resíduo da equação de restrição, ou compatibilização;

Cf Coeficiente de atrito local;

θs Ângulo de separação de vórtices;

Capítulo 5 - Superposição de modelos móveis

ū1 Velocidade do modelo local;

ξ̃ Vetor de coordenadas adimensionais de um ponto de integração;

Capítulo 6 - Dinâmica dos sólidos computacional

Ωx Domínio de um sólido na configuração inicial;

Γx Contorno de um sólido na configuração inicial;

Ωy Domínuo de um sólido na configuração deformada;



Γy Contorno de um sólido na configuração deformada;

x Posição de um ponto arbitrário do sólido na configuração inicial;

y Posição de um ponto arbitrário do sólido na configuração deformada;

F Função mudança de configuração;

E Tensor deformação de Green;

C Tensor alongamento à direita de Cauchy-Green;

A Gradiente da função mudança de configuração;

S Tensor das tensões de Piola-Kirchhoff;

C Tensor constitutivo;

J Jacobiano da função mudança de configuração;

Π Funcional de energia mecânica total;

P Trabalho das forças externas;

K Energia cinética de um sólido;

Ue Energia de deformação de um sólido;

F Vetor de forças concentradas;

b0 Vetor de forças de domínio;

p Vetor de forças de superfície;

ẏ Velocidade de um sólido;

ÿ Aceleração de um sólido;

ue Energia específica de deformação;

κ Módulo volumétrico;

G Módulo de elasticidade transversal ou de cisalhamento;

E Módulo de elasticidade longitudinal ou de Young;

λ Primeiro parâmetro de Lamé;

ν Coeficiente de Poisson;

uSV Ke Energia de deformação de um material de Saint-Venant-Kirchhoff;



Y Vetor de posições nodais na configuração deformada;

Ẏ Vetor de velocidades nodais;

Ÿ Vetor de acelerações nodais;

Fh
x ,Fh

y Funções mudança de configuração a partir da configuração de referência em relação
às configurações inicial e deformada, respectivamente;

Ah
x,A

h
y Gradiente das funções mudança de configuração a partir da configuração de
referência em relação às configurações inicial e deformada, respectivamente;

Fmh
x ,Fmh

y Funções mudança de configuração a partir da linha média da configuração de
referência em relação às configurações inicial e deformada, respectivamente;

Amh
x ,Amh

y Gradiente das funções mudança de configuração a partir da linha média
da configuração de referência em relação às configurações inicial e deformada,
respectivamente;

M, C Matrizes de massa e amortecimento do sólido, respectivamente;

Fint, Fext Vetores nodais equivalentes de forças internas e externas, respectivamente;

ξ, ξ1, ξ2 Coordenadas adimensionais da configuração de referência;

gx,gy Vetor generalizado nas congigurações inicial e deformada, respectivamente;

ex, ey Vetor unitário normal à linha média na configuração inicial e vetor generalizado na
configuração atual, respectivamente;

hx, hy Espessura do elemento de pórtico nas configurações inicial e deformada, respectiva-
mente;

a Taxa de variação linear da deformação ao longo da altura do elemento de pórtico;

θx, θy Ângulo tangente à linha média nas configurações inicial e deformada, respectiva-
mente;

β, γ Parâmetros da técnica de integração temporal de Newmark;

X Vetor de posições iniciais nodais;

Capítulo 7 - Superposição de modelos em problemas de interação fluido-
estrutura

(•)E, (•)F Os índices E e F são adicionados às variáveis em comum para denotar a
referência à estrutura e ao fluido, respectivamente;



ΩE Domínio computacional da estrutura;

ΩF Domínio computacional do fluido;

ΓIFE Interface fluido-estrutura;

Em Módulo de elasticidade equivalente no problema de movimentação dinâmica do
modelo local;

νm Coeficiente de Poisson equivalente no problema de movimentação dinâmica do
modelo local;

ς Fator de relaxação de Aitken;

$ Parâmetro ótimo de relaxação de Aitken;

E Algoritmo de resolução do problema de dinâmica dos sólidos computacional;

F Algoritmo de resolução do problema de dinâmica dos fluidos computacional utili-
zando a técnica de modelos superpostos;

Capítulo 8 - Introdução à redução de modelo em escoamentos incom-
pressíveis

Nmod Número de modos PGD;

Ui(x) i-ésimo modo espacial PGD do campo de velocidades;

Pi(x) i-ésimo modo espacial PGD do campo de pressões;

φi(t) i-ésimo modo temporal PGD do campo de velocidades;

ψi(t) i-ésimo modo temporal PGD do campo de pressões;

Ui Valores nodais do i-ésimo modo espacial PGD do campo de velocidades;

Pi Valores nodais do i-ésimo modo espacial PGD do campo de pressões;

ũ Velocidade de convecção.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Diversos problemas de engenharia envolvem interação entre fluidos e estruturas.
Como exemplos, podem-se citar a ação do vento em estruturas de edifícios, barragens e
estruturas offshore, pistões e mecanismos hidráulicos, aeronaves e até mesmo problemas de
hemodinâmica, como o escoamento de sangue sobre vasos sanguíneos e órgãos, entre outros.
Evidentemente, tais problemas possuem grande interdisciplinaridade e aplicabilidade.

Do ponto de vista teórico, as equações que governam estes problemas apresentam
não linearidades e particularidades que dificultam a obtenção de soluções analíticas ou
paramétricas capazes de representar satisfatoriamente os fenômenos associados, especi-
almente para os casos envolvendo grandes deslocamentos por parte da estrutura e/ou
efeitos convectivos e turbulentos por parte do fluido. Por outro lado, a experimentação de
modelos físicos em escala adequada demanda de uma infraestrutura robusta, oferecendo
resultados apenas para problemas específicos, o que por vezes inviabiliza análises deste tipo.
Desse modo, as técnicas de simulação computacional se mostram bastante atrativas pois,
em geral, requerem um menor investimento e podem fornecer resultados com a precisão
necessária, além de possibilitarem a consideração de diversas condições de contorno e
geometrias a um custo apenas computacional.

Nesse contexto, este trabalho possui como interesse a simulação de problemas em
interação fluido-estrutura (IFE) com grandes deslocamentos por parte da estrutura bem
como de efeitos localizados no domínio do fluido. Como exemplos, citam-se os casos de
hélices e rotores, como os apresentados na Fig. 1.1. Estas aplicações são de particular
interesse pois, no âmbito da simulação numérica, técnicas de discretização convencionais
com base no método dos elementos finitos (MEF) possuem limitações que dificultam a
representação do domínio computacional ao longo de toda a análise sem perda de precisão
ou estabilidade.
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(a) Turbinas eólicas de eixo horizontal.
Fonte: iGUi Ecologia.1

(b) Turbina eólica de eixo
vertical. Fonte: Wind
Turbine Technicians.2

(c) Helicóptero e esteira de turbulên-
cia formada pela rotação de sua hélice.
Fonte: Aerobotika.3

Figura 1.1 – Problemas de IFE envolvendo estruturas móveis.

Para superar essa dificuldade, propõe-se a utilização de uma técnica de superposição
de modelos para a representação do domínio computacional do fluido. Desse modo, uma
zona de interesse do domínio computacional pode ser representada por uma malha de
elementos finitos local móvel e superposta a outra global, mantida fixa. Como consequência,
obtém-se uma técnica para simulação de problemas de dinâmica dos fluidos computacional
capaz de realizar uma melhor representação dos fenômenos localizados presentes no
escoamento, tais como os efeitos de camada limite ou de turbulência.

Em relação à descrição do sólido, a formulação adotada deve ser capaz de levar
em consideração as não linearidades presentes em estruturas em regime transiente de
grandes deslocamentos. Para tanto, a versão posicional do MEF é adotada em alternativa
às tradicionais formulações corrotacionais, por apresentar vantagens ao empregar posições
nodais como incógnitas em detrimento de deslocamentos e rotações.

Embora as técnicas de modelagem computacional tenham sido fortemente impul-
sionadas nas últimas décadas, devido especialmente aos avanços alcançados na área da
informática, a simulação de problemas de larga escala continua a ser um dos desafios nesta
área de pesquisa. A simulação de problemas como os de mecânica dos fluidos computacional
ou IFE, a depender da aplicação, podem possuir elevado tempo de processamento, mesmo
em clusters ou supercomputadores, o que por vezes pode inviabilizar sua análise.

Por esta razão, uma das áreas mais proeminentes da mecânica computacional
atualmente consiste no desenvolvimento de técnicas de redução de modelo. Estas estratégias
se baseiam na resolução de problemas complexos, envolvendo muitos graus de liberdade,
por meio de operações simplificadas que possibilitem a construção de uma base reduzida

1 Disponível em <https://www.iguiecologia.com/energia-eolica/>. Acesso em janeiro de 2020.
2 Disponível em <https://www.windturbinetechnicians.net/vertical-axis-wind-turbine/>. Acesso em janeiro

de 2020.
3 Disponível em <https://aerobotika.com/2019/08/wake-turbulence/>. Acesso em janeiro de 2020.

https://www.iguiecologia.com/energia-eolica/
https://www.windturbinetechnicians.net/vertical-axis-wind-turbine/
https://aerobotika.com/2019/08/wake-turbulence/
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de funções, capaz de representar o problema físico de interesse à um nível de precisão
aceitável.

Desse modo, neste trabalho desenvolve-se, pioneiramente no Departamento de
Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de Engenharia de São Carlos (EESC) da
Universidade de São Paulo (USP), um estudo de técnicas de redução de modelo com o
intuito de inserir esta linha de pesquisa visando o desenvolvimento de trabalhos futuros,
além de possibilitar uma maior velocidade na aplicação da técnica de superposição de
modelos também à problemas de larga escala.

Em síntese, desenvolve-se inicialmente um código computacional para análise de
escoamentos incompressíveis bidimensionais utilizando uma nova técnica de suposição
de modelos por meio do método Arlequin, empregando elementos finitos estabilizados.
Durante esta etapa, é proposta também uma nova metologia para a construção do operador
de acoplamento por meio de uma estabilização com base no gradiente do resíduo da equação
da quantidade de movimento. Em seguida, a metodologia é estendida ao caso de modelos
superpostos móveis, isto é, o caso no qual os domínios computacionais superpostos possuem
movimento relativo. Na sequência, o algoritmo é acoplado à um código previamente
desenvolvido no SET para análise bidimensional de estruturas reticuladas. Neste processo,
emprega-se uma técnica de acoplamento particionado forte com relaxação de Aitken
para resolução do sistema de equações não lineares resultante. Finalmente, desenvolve-se
paralelamente um código computacional no contexto dos modelos de ordem reduzida,
com base no Proper Generalized Decomposition (PGD), para análise de escoamentos
incompressíveis. Esta aplicação, por sua vez trata-se de uma aproximação pioneira do
PGD às equações de Navier-Stokes, e que consiste num estudo inicial com o intuito de
abrir uma nova linha de pesquisa junto ao SET.

Por fim, no contexto dos métodos numéricos aplicados à interação fluido-estrutura,
destacam-se as principais contribuições realizadas com este trabalho: a introdução do
método Arlequin no campo da análise de escoamentos incompressíveis; a proposta de
uma nova formulação estabilizada para o método Arlequin; a introdução de uma nova
metodologia para a consideração da condição de incompressibilidade no método Arlequin; o
desenvolvimento de uma descrição Lagrangiana-Euleriana Arbitrária do método Arlequin,
permitindo movimentação relativa das discretizações local e global, com a consequentemente
aplicação aos problemas de interação fluido-estrutura; e a proposição de um modelo de
ordem reduzida com base na técnica PGD para a simulação de escoamentos incompressíveis.
Para que tais desenvolvimentos fossem possíveis, foram essenciais o acesso aos trabalhos e
programas previamente desenvolvidos no SET na área de interação fluido-estrutura e de
dinâmica não linear de estruturas. Além disso, foi de fundamental importância a realização
de um período de estágio de Doutorado Sanduíche no exterior com bolsa do programa
PDSE/CAPES, efetivado no Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et Matériaux
(MSSMat), na CentraleSupélèc, Université Paris-Saclay, sob a supervisão do professor
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Andrea Barbarulo.

1.1 Apresentação da tese
A presente tese de doutorado é dividida em 9 capítulos, que são brevemente descritos

a seguir.
Capítulo 1 - Introdução: Neste capítulo, são apresentadas as motivações, a importân-

cia e a contextualização no cenário científico do presente trabalho. Inicialmente são descritos
de forma resumida as aplicações práticas e as razões que levaram ao desenvolvimento
desta pesquisa de Doutorado. Em seguida, apresenta-se o estado da arte acerca dos temas
tratados nesta tese, visando fornecer ao leitor o embasamento teórico necessário para
a contextualização no panorama científico e compreensão dos objetivos e metodologia
traçados. Por fim, apresenta-se a justificativa para a realização deste trabalho;

Capítulo 2 - Dinâmica dos escoamentos incompressíveis computacional: Inicialmente
são apresentadas as equações governantes dos escoamentos incompressíveis, bem como
a obtenção de solução numérica por meio do método dos elementos finitos empregando
técnicas de estabilização. Em seguida, aspectos sobre a estabilidade e a implementação
computacional da formulação são abordados. Por fim, o código é verificado por meio da
simulação de problemas de interesse, cujos resultados são comparados com os reportados
na literatura;

Capítulo 3 - Superposição de modelos pelo método Arlequin estabilizado: Descreve-se
o método Arlequin como técnica para o tratamento de problemas de superposição de
modelos por meio do método dos elementos finitos. Em seguida, é proposta uma nova
formulação para o método Arlequin tendo como base a introdução de uma estabilização
com base no resíduo da equação governante. Na sequência, é realizada uma breve análise
de estabilidade para a nova formulação proposta. Por fim, alguns resultados numéricos
preliminares são apresentados, evidenciando a robustez da técnica proposta.

Capítulo 4 - Método Arlequin estabilizado aplicado ao problema de escoamentos
incompressíveis: O método Arlequin é introduzido à análise de dinâmica dos fluidos
computacional. Inicialmente, a técnica é desenvolvida para as versões Eulerianas das
equações de Stokes e de Navier-Stokes. A nova técnica de estabilização do operador de
acoplamento é aplicada também neste contexto e, por fim, a metodologia é testada por
meio da simulação de exemplos de aplicação e verificação;

Capítulo 5 - Superposição de modelos móveis: A formulação desenvolvida no
Capítulo 4 é expandida para o caso Euleriano-ALE (Lagrangiano-Euleriano Arbitrário), com
modelo local móvel. Novamente apresentam-se exemplos para verificação da metodologia,
que são comparados aos resultados da literatura;

Capítulo 6 - Dinâmica dos sólidos computacional: É apresentada uma breve
introdução à dinâmica não linear geométrica dos sólidos. Os conceitos apresentados
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são empregados para a descrição da versão posicional do MEF, que é aplicada à elementos
finitos de pórtico plano. A implementação do programa para análise de pórticos é descrita
e o código é verificado por meio da simulação de exemplos de interesse;

Capítulo 7 - Superposição de modelos em problemas de interação fluido-estrutura:
Os modelos numéricos apresentados nos Capítulos 5 e 6 são acoplados na forma de bloco
iterativo, cujo processo de implementação computacional é descrito em detalhes. Em
seguida, são selecionados exemplos de aplicações e os resultados são comparados com
dados da literatura a fim de comprovar a robustez e eficiência da técnica proposta;

Capítulo 8 - Introdução à redução de modelo em escoamentos incompressíveis:
Buscando uma forma de reduzir o custo computacional numa futura extensão da formulação
proposta ao para problemas tridimensionais, realiza-se um estudo da aplicação de métodos
de redução de modelo aos problemas de escoamentos incompressíveis. Inicialmente,
o conceito de redução de modelo é introduzido no âmbito da dinâmica dos fluidos
computacional e uma técnica com base no PGD (Proper Generalized Decomposition)
é desenvolvida. Novamente, a metodologia proposta é avaliada por meio da simulação
de exemplos benchmark e da validação a partir de soluções analíticas. Por fim, realiza-
se uma discussão acerca da aplicação deste tipo de técnica à problemas de IFE e dos
desenvolvimentos futuros;

Capítulo 9 - Conclusão: São descritas conclusões acerca dos resultados obtidos
neste trabalho e, com base nestas conclusões, são também delineadas algumas sugestões
para trabalhos futuros.

1.2 Estado da Arte
Nesta seção abordam-se os paradigmas teóricos que fundamentam este trabalho.

Devido à grande interdisciplinaridade, apresenta-se uma breve contextualização histórica
acerca dos diferentes temas aos quais este trabalho se insere: a dinâmica dos fluidos
computacional (seção 1.2.1), a dinâmica das estruturas computacional (seção 1.2.2), os
modelos de acoplamento fluido-estrutura (seção 1.2.3), os métodos multiescala, com ênfase
nas técnicas de superposição de modelos (seção 1.2.4) e as estratégias de redução de modelo
(seção 1.2.5). Este apanhado bibliográfico traz a base necessária para compreensão dos
objetivos, metodologia, justificativa e das contribuições deste trabalho ao estado da arte,
sendo revisitada e complementada sempre que necessário ao longo do texto.

1.2.1 Dinâmica dos fluidos computacional

A mecânica dos sólidos e a mecânica dos fluidos compartilham diversas caracterís-
ticas, uma vez que ambos os meios estão sujeitos aos mesmos princípios físicos. Contudo,
sua distinção reside no fato de que, ao contrário dos sólidos, os fluidos (Newtonianos) não
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são capazes de resistir à tensões desviadoras, podendo se deformar indefinidamente quando
submetidos a este tipo de solicitação. Desse modo, a descrição Euleriana, com velocidades
como variáveis principais se mostra ideal para a modelagem da maioria dos problemas de
escoamentos de fluidos.

Muitos pesquisadores têm dedicado grande esforço para desenvolver métodos
numéricos estáveis para problemas da mecânica dos fluidos nas últimas décadas, tendo
como ponto de partida o emprego dos métodos de diferenças finitas e volumes finitos (ver
por exemplo os textos de Anderson (1995) e Chung (2002)), que consolidaram sua utilização
para este fim. Mais recentemente, o método dos elementos finitos também ganhou espaço
na dinâmica dos fluidos computacional e tem sido estudado por muitos pesquisadores,
dando origem a um grande número de publicações na área. Tal impulso se deve a alguns
aspectos específicos da técnica, como a facilidade de utilização de malhas não estruturadas
arbitrárias e, particularmente, pela simplicidade na imposição das condições de contorno
em fronteiras com geometria complexa (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2005b;
REDDY; GARTLING, 2010).

Para grande parte dos problemas de elasticidade, é natural a obtenção de um
funcional de energia com princípio de mínimo. Logo, a maioria dos métodos variacionais
(tais como o método dos resíduos ponderados, princípio dos trabalhos virtuais ou o Método
de Ritz) podem ser aplicados, dando origem a uma matriz de rigidez simétrica e com boa
representatividade do problema físico (ver por exemplo os trabalhos de Zienkiewicz, Taylor
e Nithiarasu (2005b), Strang e Fix (2008) e Bathe (1996)). No entanto, problemas de
dinâmica dos fluidos em descrição Euleriana normalmente possuem convecção dominante,
cuja aplicação direta do método clássico de Galerkin às equações governantes conduz a
um problema matricial assimétrico, podendo implicar no surgimento de variações espúrias
nos resultados (BROOKS; HUGHES, 1982; ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU,
2005a).

Tais problemas são reduzidos à medida em que se aumenta o refinamento da malha
de elementos finitos. Entretanto, um método numérico eficiente deve ser capaz de resolver
o problema a que se propõe de forma estável mesmo em uma malha menos refinada.
Nesse sentido, algumas modificações ao método clássico de Galerkin foram propostas,
como por exemplo, as técnicas Stramline-Upwind/Petrov-Galerkin-SUPG (BROOKS;
HUGHES, 1982), Galerkin Least-Squares-GLS (HUGHES; FRANCA; HULBERT, 1989),
Sub-Grid Scale-SGS (HUGHES, 1995) ou Consistent Approximate Upwind -CAU (GA-
LEÃO; CARMO, 1988). Estas técnicas, em geral, tem como princípio a adição de parcelas
que atuam como uma espécie de viscosidade artificial ao problema, contendo a manifestação
de variações espúrias decorrentes dos termos convectivos presentes nas equações governantes.
Para maiores detalhes e uma discussão mais aprofundada a este respeito indica-se, por
exemplo, o livro de Donea e Huerta (2003) e suas respectivas referências bibliográficas.

Dentre as técnicas mencionadas, o SUPG é uma das mais difundidas na literatura
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e se trata de um procedimento desenvolvido a partir de princípios variacionais introduzido
por Brooks e Hughes (1982). Esta estrategia consiste na adição à forma fraca, obtida pelo
método de Galerkin, do resíduo da equação de conservação da quantidade de movimento,
ponderada por uma função escolhida de modo a adicionar termos estabilizantes, sem que
seja adicionada difusão fora da direção das linhas de corrente. Isso resulta em uma técnica
do tipo Petrov-Galerkin. Desde a sua inserção, diversos autores têm contribuído com o
refinamento desta técnica, dentre os quais é possível destacar os trabalhos de Catabriga
e Coutinho (2002), Akin e Tezduyar (2004) e Tezduyar e Senga (2006), consolidando o
SUPG como uma técnica bastante robusta e eficiente para este fim.

Em se tratando especificamente da simulação de escoamentos incompressíveis
por meio do MEF, existem diversas formas de tratamento das equações governantes:
seja pela substituição das variáveis primitivas (formulações vorticidade-linha de corrente,
vorticidade-velocidade etc), ou ainda pela sua manutenção (formulação em variáveis
primitivas, ou mista) (REDDY; GARTLING, 2010). Na abordagem denominada “mista”,
adotada neste trabalho, o método dos resíduos ponderados é aplicado diretamente às
equações governantes, preservando suas variáveis primitivas: velocidade e pressão. Nesta
abordagem, a pressão se torna uma variável implícita, manifestando-se em apenas uma das
duas equações governantes. De fato, a pressão atua como um multiplicador de Lagrange
com o objetivo de impor a incompressibilidade ao escoamento, fazendo com haja um forte
acoplamento entre as variáveis do problema (DONEA; HUERTA, 2003).

A formulação mista também apresenta dificuldades do ponto de vista da aproxi-
mação numérica. O sistema algébrico resultante do problema variacional é do tipo ponto
de sela, cuja matriz possui um sub-bloco nulo na diagonal principal. Assim, para que se
tenha um sistema de equações algébricas positivo-definido, é necessário que os espaços
de aproximação das variáveis do problema sejam escolhidos de forma apropriada, isto é,
a escolha do elemento finito a ser empregado não pode ser arbitrária, devendo satisfazer
a condição de compatibilidade de Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi, ou LBB (BREZZI;
FORTIN, 1991; DONEA; HUERTA, 2003; ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU,
2005a; STRANG; FIX, 2008).

Com o intuito de superar as limitações da condição LBB e flexibilizar a discretização
a ser adotada, surgiram os métodos estabilizados (HUGHES; FRANCA; BALESTRA,
1986; HUGHES; FRANCA, 1987; TEZDUYAR, 1992), sendo o Pressure-Stabilizing/Petrov-
Galerkin (PSPG), introduzido por Tezduyar (1992), um dos mais empregados para a análise
de escoamentos incompressíveis. Esta estratégia parte do mesmo princípio que o SUPG, ao
adicionar à forma fraca das equações o resíduo da equação de conservação da quantidade
de movimento ponderado por uma constante estabilizante multiplicada pelo o gradiente da
função teste da equação da continuidade, garantindo a estabilidade do método numérico e
flexibilizando a escolha das funções aproximadoras.

Outro aspecto relevante na mecânica dos fluidos computacional consiste no surgi-
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mento de efeitos devidos à turbulência. Nesses casos, a obtenção de soluções precisas pode
ser diretamente alcançada utilizando-se malhas muito refinadas na região de formação dos
vórtices, o que acaba por aumentar drasticamente o custo computacional da análise. Desse
modo, diferentes técnicas podem ser empregadas para o tratamento da turbulência em
escoamentos, que vão desde modelos algébricos, que em geral tem base na hipótese de
Reynolds, até simulações de grandes vórtices (Large Eddy Simulation-LES) (LAUNDER;
SPALDING, 1972; WILCOX, 1993), além dos métodos multiescala, que vêm ganhando
notoriedade nas últimas décadas (HUGHES; OBERAI; MAZZEI, 2001; SONDAK et al.,
2015).

Embora não estejam diretamente relacionados ao presente trabalho, cabe mencionar
também alguns avanços importantes relacionados ao MEF na modelagem de escoamentos
incompressíveis e que têm sido relevantes em problemas de interação fluido-estrutura, tais
como os métodos variacionais multiescala (Variational Multiscale Methods - VMS ), de
partículas (Particle Finite Element Methods - PFEM), de contornos imersos (Immersed
Boundary methods), os métodos de Galerkin descontínuo (Discontinuous Galerkin Methods
- DG) e as formulações espaço-tempo (Space-Time - ST).

Os métodos variacionais multiescala, introduzidos por Hughes e colaboradores
(HUGHES, 1995; HUGHES et al., 1998b; HUGHES; MAZZEI; JANSEN, 2000; HUGHES;
OBERAI; MAZZEI, 2001), propõem a representação matemática do problema físico por
meio da sua decomposição em grandes e pequenas escalas, resolvendo-as separadamente.
Problemas envolvendo formação de camada limite ou turbulência são caraterizados por
um intervalo de escalas muito amplo. Para esses casos, o VMS têm se mostrado bastante
promissor, especialmente quando aliado aos conceitos da simulação de grandes vórtices
(Large Eddy Simulation - LES) (JOHN; KAYA, 2005; BAZILEVS; KOROBENKO; YAN,
2015).

Em se tratando de escoamentos com superfície livre, ou problemas de interação
fluido-estrutura com mudanças topológicas, as abordagens tradicionais Euleriana ou
Lagrangiana-Euleriana arbitrária possuem limitações que podem ser superadas por métodos
de partículas (Particle Finite Element Method - PFEM). No PFEM as equações governantes
são escritas em descrição Lagrangiana, eliminando-se portanto as parcelas convectivas que
representam uma das dificuldades destacadas anteriormente nas abordagens tradicionais.
O desenvolvimento do PFEM teve como base técnicas como o SPH (Smoothed Particle
Hydrodynamics) Gingold e Monaghan (1997) e os métodos sem malha (meshless methods)
e vem sendo aplicado com sucesso em problemas com mudanças topológicas do domínio
do fluido (IDELSOHN; OÑATE; PIN, 2004; IDELSOHN et al., 2008; DÁVALOS et al.,
2015; AVANCINI, 2018).

Outra alternativa para o tratamento desse tipo de problema são os métodos de
contornos imersos (PESKIN, 1972). Estas técnicas apresentam vantagem em relação
ao PFEM por não demandar a constante reconstrução da malha e possuírem maior
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flexibilidade na escolha das funções aproximadoras. Nos métodos de contornos imersos, o
domínio computacional é Euleriano e as interfaces entre fluidos ou superfícies livres são,
em geral, mapeados por meio de funções do tipo level-set ao longo da análise. No entanto,
esta técnica possui como principal limitação a dificuldade em se manter uma discretização
adequada em zonas de interesse que possuem movimentos arbitrários, algo especialmente
importante em simulações de interação fluido-estrutura, como será abordado mais adiante,
na seção 1.2.3.

O método de Galerkin descontínuo, por sua vez, tem como base o enfraquecimento
da continuidade entre os elementos finitos. Assim, a estratégia permite um maior aprovei-
tamento dos recursos de programação paralela por não gerar matrizes e vetores globais,
como tradicionalmente se obtém em formulações com base no MEF. No entanto, pode-se
apontar como desvantagem, por exemplo, que o enfraquecimento de continuidade implica
no aumento no número total de graus de liberdade a serem calculados em relação aos
modelos contínuos. Para maiores detalhes sobre a técnica, indica-se ao leitor os trabalhos
de Zienkiewicz et al. (2003), Li (2006) e respectivas referências.

Por fim, as formulações espaço-tempo podem ser compreendidas como uma genera-
lização do MEF, cujo principal diferencial reside no fato de o tempo ser discretizado de
forma análoga às variáveis espaciais. Como exemplo, destacam-se os trabalhos de Tezduyar
et al. (1992a) e Masud e Hughes (1997) que desenvolveram esta técnica para a simulação
de escoamentos com superfícies móveis além dos trabalhos de Hübner, Walhorn e Dinkler
(2004) e Tezduyar et al. (2010) que introduziram avanços importantes para a sua aplicação
à simulação de problemas de interação fluido-estrutura.

1.2.2 Dinâmica não linear geométrica de estruturas

Atualmente, o MEF é a ferramenta computacional mais difundida na análise
de estruturas. Com o desenvolvimento de novos materiais e, especialmente, em alguns
problemas de IFE como flutter de grandes amplitudes, sistemas de desaceleração (para-
quedas), estruturas infláveis e aplicações biomecânicas, a análise não linear geométrica da
estrutura se faz necessária, devendo-se levar em consideração também os efeitos acoplados
de membrana e flexão (SANCHES; CODA, 2014; FERNANDES; CODA; SANCHES,
2019).

No que diz respeito ao MEF para análise não linear geométrica de estruturas,
alguns trabalhos pioneiros merecem ser mencionados, como os de Bathe, Ramm e Wilson
(1975), Brendel e Ramm (1980), Hughes e Liu (1981), Hughes e Carnoy (1983), Simo et al.
(1986) e Crisfield (1991).

Buscando a representação cinemática adequada de algumas estruturas, Truesdell
(1955) propôs a formulação corrotacional, que descreve a mudança de configuração da
estrutura decompondo os movimentos do sólido em rígido e de deformação, descritos
em termos dos deslocamentos e rotações nodais. Desde então, esta formulação vem
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sendo utilizada para diversas aplicações, como em estruturas reticuladas, treliças e
cascas (HUGHES; LIU, 1981; ARGYRIS, 1982; SIMO; FOX, 1989; IBRAHIMBEGOVIC;
TAYLOR, 2002; CAMPELLO; PIMENTA; WRIGGERS, 2003; PIMENTA; CAMPELLO;
WRIGGERS, 2004; BATTINI; PACOSTE, 2006; PIMENTA; CAMPELLO; WRIGGERS,
2008).

Considerar as rotações como parâmetros nodais em problemas que envolvem peque-
nos deslocamentos é bastante eficiente. Entretanto, como não se pode aplicar a propriedade
de comutatividade às rotações, quando a estrutura desenvolve grandes deslocamentos, as
formulações corrotacionais precisam utilizar procedimentos para aproximação das rotações,
tais como as fórmulas de Euler-Rodrigues (ver por exemplo os trabalhos de Gruttmann,
Sauer e Wagner (2000) e Campello, Pimenta e Wriggers (2003)). Além disso, a questão da
conservação de energia é um assunto bastante controverso quando se trata de problemas
dinâmicos de estruturas reticuladas. Isso se deve em parte ao fato de que rotações finitas
são objetivas apenas quando são adotados pequenos incrementos. Ademais, nas formulações
corrotacionais obtém-se uma matriz de massa não constante, o que impede a utilização de
métodos de integração temporal consagrados na análise dinâmica linear de estruturas, tal
como o integrador de Newmark (SANCHES; CODA, 2013).

Motivado pelo trabalho de Bonet et al. (2000), Coda (2003) introduziu uma
formulação que considera as posições nodais como variáveis principais, sendo livre de
rotações como parâmetros nodais. Tal estratégia vêm sendo utilizada de forma bem
sucedida na análise de estruturas reticuladas e de cascas com grandes deslocamentos.
Seu estudo tem proporcionado um grande número aplicações, como pode-se observar nos
trabalhos de Coda e colaboradores (GRECO; CODA, 2004; CODA; PACCOLA, 2010;
CODA; PACCOLA, 2011; CARRAZEDO; CODA, 2010; SANCHES; CODA, 2016), além
de também ter sido utilizada em problemas de interação fluido-estrutura (SANCHES;
CODA, 2013; SANCHES; CODA, 2014; FERNANDES, 2016; SUAREZ, 2016; AVANCINI,
2018; FERNANDES; CODA; SANCHES, 2019; AVANCINI; SANCHES, 2020) e contato
(CARVALHO, 2019).

Sanches e Coda (2013) demonstram também que a abordagem posicional permite
a utilização do método de Newmark para a integração temporal mesmo em problemas
dinâmicos (aplicados à IFE) que apresentam grandes deslocamentos e rotações de corpo
rígido. Os autores também provam que os momentos linear e angular são conservados,
além de testarem numericamente a estabilidade e conservação da energia para problemas
de pequenas deformações.

No que diz respeito à estruturas reticuladas bidimensionais, ainda nas primeiras
aplicações do MEF posicional, utilizou-se a cinemática de Reissner que, ao contrário da
teoria de Euler-Bernoulli, emprega vetores generalizados para a descrição da seção trans-
versal do elemento estrutural, levando em consideração as deformações por cisalhamento
(MACIEL, 2008). Posteriormente, um enriquecimento foi introduzido à cinemática por
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meio da consideração de um novo parâmetro nodal, a taxa de variação linear da deformação
ao longo da altura do elemento, com o objetivo de evitar o travamento da solução pelo
efeito de Poisson (CODA; PACCOLA, 2008). A utilização desta estratégia tem se mostrado
bastante eficiente para a simulação de diferentes problemas de mecânica dos sólidos, como
pode-se verificar nos trabalhos de Coda (2009b), Sanches e Coda (2016) e Siqueira e Coda
(2017), e por esta razão também é empregada neste trabalho.

1.2.3 Acoplamento fluido-estrutura

A estratégia empregada para a solução do problema de interação fluido-estrutura
deve ser capaz de acoplar adequadamente os problemas de dinâmica dos sólidos e de
dinâmica dos fluidos computacional, levando em conta as diferentes características de cada
problema (SANCHES; CODA, 2014). O principal desafio, no entanto, reside no fato de os
problemas serem usualmente tratados em duas descrições matemáticas distintas (Euleriana
para o fluido e Lagrangiana para a estrutura), e ainda apresentarem parâmetros nodais
completamente diferentes.

Numa primeira classificação, os procedimentos de acoplamento fluido-estrutura
disponíveis na literatura podem ser divididos em dois grupos: os métodos de malhas
adaptadas (interface tracking) e os de malhas não adaptadas (interface capturing) (HOU;
WANG; LAYTON, 2012; BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013). Nos primeiros,
a porção do contorno da malha do fluido na interface fluido-estrutura acompanha a
movimentação da estrutura, devendo adaptar-se dinamicamente à configuração deformada
do sólido e ser estendida para o domínio de forma a preservar as características geométricas
da discretização. Estas técnicas se mostram bastante eficientes principalmente em problemas
envolvendo pequenas escalas de deslocamentos em relação ao tamanho do domínio
computacional do fluido, uma vez que pode demandar tarefas de remalhamento para escalas
de deslocamentos que não permitam a simples deformação da malha inicial para acomodar
a movimentação estrutural. Além disso, estas técnicas realizam o acoplamento entre os
meios por meio de condições de contorno físicas (Dirichlet-Neumann) nos contornos da
interface fluido-estrutura. Já os métodos de malhas não adaptadas consideram as condições
de acoplamento por meio de restrições impostas diretamente nas equações governantes,
fazendo uso de técnicas de contornos imersos. Assim, os problemas podem ser resolvidos
com discretizações independentes e sem a necessidade de movimentação dinâmica de
malhas ou de remalhamento (HOU; WANG; LAYTON, 2012).

Em relação aos métodos de malhas adaptadas, uma técnica bastante empregada con-
siste em modelar o sólido numa descrição Lagrangiana e o fluido na descrição Lagrangiana-
Euleriana arbitrária (ALE), o que permite a movimentação do domínio computacional
independentemente do movimento da partícula de fluido (HUGHES; LIU; ZIMMERMAN,
1981; DONEA; GIULIANI; HALLEUX, 1982; RIFAI et al., 1999; KANCHI; MASUD,
2007). Outra técnica consiste no emprego de elementos finitos espaço-tempo (ST) para
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o fluido (TEZDUYAR; BEHR; LIOU, 1992; TEZDUYAR et al., 1992a; TEZDUYAR;
SATHE; STEIN, 2006; BAZILEVS et al., 2014). Para ambas os casos (ALE e ST), o
procedimento de acoplamento pode ser separado em três subproblemas: a resolução do
problema de dinâmica dos fluidos; a movimentação da malha do fluido; e a resolução do
problema de dinâmica da estrutura (LESOINNE; FARHAT, 1996).

Diversos trabalhos tratando sobre técnicas de movimentação de malhas podem
ser encontrados na literatura. Uma delas é apresentada por Kanchi e Masud (2007), que
indicam um procedimento de movimentação adaptativo e dependente da dimensão relativa
dos elementos aplicado à malhas tridimensionais compostas por elementos tetraédricos e
hexaédricos lineares. Em contrapartida, os trabalhos de Degand e Farhat (2002) e Farhat,
Lesoinne e LeTallec (1998) propõem a resolução do problema de movimentação da malha
por meio de analogia de molas torcionais e Stein, Tezduyar e Benney (2003) apontam um
algoritmo que combina técnicas de movimentação de malha e de remalhamento. Outra
técnica, apresentada inicialmente no trabalho de Lefrançois (2008) e aprimorada por
Fernandes, Coda e Sanches (2019), consiste na adoção de uma malha auxiliar coincidente
com a malha do fluido, porém discretizada com um número muito menor de elementos
de alta ordem. Essa malha auxiliar é então utilizada unicamente para a realização
da movimentação dinâmica do domínio computacional do fluido, que posteriormente
é projetada à malha original. Essa técnica se mostrou bastante eficiente, pois além de
reduzir o tempo de processamento na etapa de movimentação do domínio computacional
do fluido, também reduz naturalmente os problemas relacionados à inversão dos elementos
próximos às superfícies móveis, preservando a qualidade da discretização ao longo do
processo dinâmico.

Ainda em relação às análises fundamentadas em métodos de malhas adaptadas,
um tema bastante controverso consiste na consideração da lei de conservação geométrica
(LCG), apresentada inicialmente por Thomas e Lombard (1979) e também abordada nos
trabalhos de Lesoinne e Farhat (1996), Farhat, Lesoinne e Maman (1995) e Koobus e Farhat
(1999). Essa restrição estabelece que as equações governantes devem ser conservativas
no tempo, recuperando a solução exata para um escoamento uniforme quando integrada
no relação ao tempo. Entretanto, segundo Boffi e Gastaldi (2004) e Formaggia e Nobile
(2004) o atendimento à LCG não é condição necessária nem suficiente para a estabilidade
do método numérico, exceto em casos cuja integração temporal é realizada a partir do
método de Euler. Além disso, de acordo com Morton, Melville e Visbal (1998), os mesmos
resultados são recuperados respeitando-se ou não a LCG.

No contexto dos métodos de malhas não adaptadas, várias técnicas com base em
contornos imersos também vêm sendo desenvolvidas nas últimas décadas. Esta estratégia é
uma alternativa à descrição ALE quando o sólido apresenta movimentos difíceis de serem
representados pela discretização do fluido, como por exemplo, na simulação de abertura de
paraquedas ou airbags, escoamentos com superfície livre atuando em estruturas flexíveis,
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e problemas em geral que envolvam mudanças topológicas no domínio do fluido. Vários
estudos nesse campo podem ser citados, como por exemplo os trabalhos de Peskin (1972),
Johansen e Colella (1998), Cirak e Radovitzky (2005), Kreiss e Petersson (2006), Habbal
(2009), Bazilevs, Hsu e Scott (2012), Ruess et al. (2013), Sanches e Coda (2014), Kamensky
et al. (2015), além de uma completa revisão bibliográfica sobre o tema contida em Mittal
e Iaccarino (2005) e Wang et al. (2011).

Um importante aspecto dos métodos de contornos imersos consiste na identificação,
ao longo da análise, da posição do contorno do sólido imerso à malha do fluido, que pode
se tornar uma tarefa árdua. Uma estratégia comumente empregada consiste na utilização
de uma função level-set com base na distância assinalada ao contorno. Esse procedimento
também é bastante utilizado no método dos volumes finitos, como pode ser verificado
no trabalho de Cirak e Radovitzky (2005), em que os autores apresentam o acoplamento
imerso entre uma formulação não linear geométrica de cascas com base na subdivisão
de áreas e um algoritmo para escoamento de fluidos de alta velocidade com base no
método dos volumes finitos. No contexto do MEF, Sanches e Coda (2014) apresentam
um procedimento level-set robusto que integra um algoritmo não linear geométrico de
cascas com base no MEF posicional e um solver para escoamentos de alta velocidade em
descrição Euleriana (RÜBERG; CIRAK, 2012).

Outra classificação possível para os problemas multifísicos diz respeito ao tratamento
dado à interface entre os meios físicos, podendo ser divididos em modelos monolíticos ou
particionados. Na abordagem monolítica, utilizada em trabalhos como os de Blom (1998),
(HÜBNER; WALHORN; DINKLER, 2004) e Hron e Madlik (2007), as equações governantes
dos sólidos e dos fluidos são tratadas na mesma estrutura matemática, resultando em um
único sistema de equações algébricas que fornece a solução do problema acoplado, de modo
que as condições de interface são atendidas implicitamente durante este processo. Nos
métodos de acoplamento particionado, tais como os trabalhos de Piperno (1997), Felippa,
Park e Farhat (2001), Teixeira e Awruch (2005), Sanches e Coda (2010a), Sanches e Coda
(2010b), Sanches (2011), Sanches e Coda (2013), Sanches e Coda (2014), Fernandes, Coda
e Sanches (2019), o fluido e a estrutura são tratados como elementos com discretizações e
métodos numéricos distintos, de modo que o acoplamento entre os domínios é realizado
por meio da transferência de condições de contorno na região da interface fluido-estrutura
(HOU; WANG; LAYTON, 2012).

A principal vantagem dos métodos particionados em relação aos monolíticos reside
na modularidade. Isso significa que há a possibilidade de ampliação paralela dos algoritmos
de resolução do fluido e da estrutura, uma vez que um é completamente independente
do outro. Além disso, ao resolver um único sistema de equações, caso da abordagem
monolítica, o custo computacional é aumentado quando comparado a dois subproblemas
(FELIPPA; PARK; FARHAT, 2001; HEIL; HAZEL; BOYLE, 2008).

No esquema clássico de acoplamento particionado, do tipo Dirichlet-Neumann,
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são tradicionalmente aplicadas condições de Dirichlet no fluido (velocidades, advindas da
movimentação da estrutura) e de Neumann no sólido (forças, advindas da variação nos
campos de pressão e das tensões viscosas). Os esquemas particionados podem ser ainda
classificados em dois grupos: forte e fraco. O último caracteriza-se pela escolha de um
passo de tempo suficientemente pequeno para que o acoplamento entre os domínios possa
ser realizado de forma explícita, onde as condições de interface são atualizadas apenas
ao final de cassa passo de tempo. Já nos métodos de acoplamento particionado forte,
para um mesmo passo de tempo são realizadas iterações de correção das condições de
acoplamento, que tornam o procedimento implícito (ROUX; GARAUD, 2009). De maneira
geral, isso consiste em um algoritmo do tipo bloco iterativo, em que partes da matriz
tangente advindas do problema monolítico equivalente são descartadas, dividindo-se o
sistema em 3 blocos separados (fluido, estrutura e malha), conforme apresentado por
Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013).

Como desvantagem do esquema particionado, destacam-se a defasagem que pode
ocorrer entre as integrações temporais do fluido e da estrutura quando da atualização
explícita das condições na interface fluido-estrutura, o que não ocorre nos esquemas
monolíticos, e instabilidades numéricas como o efeito de massa adicionada (added-mass
effect) (FELIPPA; PARK; FARHAT, 2001; BRUMMELEN, 2009). Tallec e Mouro (2001)
apontam que, em escoamentos governados pelo campo de pressão, a ação do fluido sobre a
estrutura funciona como uma massa adicional, alterando sua inércia. Tal efeito, no entanto,
não se mostra significativo em escoamentos compressíveis de alta velocidade. Por outro
lado, em escoamentos incompressíveis, principalmente aqueles cujas densidades do sólido e
do fluido possuem valores próximos ou quando a estrutura é muito esbelta, são observadas
instabilidades numéricas quando do emprego de técnicas de acoplamento particionado
fraco (CAUSIN; GERBEAU; NOBILE, 2005; BRUMMELEN, 2009) ou dificuldades de
convergência no uso direto do esquema bloco iterativo.

Uma técnica desenvolvida recentemente para contornar tal efeito consiste na alte-
ração do esquema de acoplamento do tipo Dirichlet-Neumann para condições de contorno
de Robin, isto é, combinações lineares das condições de Dirichlet e Neumann (CAUSIN;
GERBEAU; NOBILE, 2005; NOBILE; VERGARA, 2008; BURMAN; FERNÁNDEZ,
2014). Essa técnica tem se mostrado bastante promissora, como é demonstrado no trabalho
de Badia, Nobile e Vergara (2008), em que os autores obtiveram resultados estáveis
utilizando um esquema Robin-Neumann, isto é, alterando apenas as condições de contorno
impostas ao fluido do tipo Dirichlet para Robin. Ainda cabem destacar o uso de relaxação
de Aitken durante o processo bloco-iterativo, proposto por Irons e Tuck (1969) e utilizado
também por Wall, Genkinger e Ramm (2007), Küttler e Wall (2008) e Fernandes, Coda e
Sanches (2019), e o uso da técnica augmented mass proposta por Tezduyar, Behr e Liou
(1992).
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1.2.4 Métodos multiescala e técnicas de superposição de modelos

Efeitos localizados, normalmente fenômenos de menores escalas, ocorrem nas mais
variadas áreas da engenharia de estruturas. Como exemplos, podem-se citar: a ocorrência
de fissuras, orifícios, imperfeições e enrijecedores em sólidos; a formação de camada limite
e a interface de fluidos em escoamentos bifásicos no âmbito da mecânica dos fluidos; ou
ainda a interface fluido-estrutura em problemas de IFE. Em todos esses casos, para que
se obtenha uma solução precisa e realística, é necessária a representação adequada das
descontinuidades locais junto ao modelo global.

Entretanto, a obtenção de tais resultados, depende de modelos capazes de represen-
tar estes efeitos com flexibilidade, precisão e a um custo computacional que viabilize sua
simulação. Por outro lado, os métodos numéricos tradicionalmente utilizados na mecânica
computacional, tais como o método dos elementos finitos, são desenvolvidos à partir de
um modelo mecânico de meio contínuo, e não apresentam a flexibilidade necessária para a
consideração de efeitos localizados. Além disso, as técnicas de refinamento adaptativo h−
e p−, embora robustas, podem levar a um aumento significativo do custo computacional
além de demandar, por vezes, a reconstrução da discretização espacial.

Dada a complexidade dos problemas multiescala e a falta de flexibilidade nos
métodos clássicos de simulação para este fim (tais como método dos elementos finitos,
diferenças finitas e volumes finitos), diversos trabalhos vêm sendo desenvolvidos nas
últimas décadas visando o desenvolvimento de técnicas adequadas para a sua simulação
computacional. Em particular, no âmbito do MEF, podem-se citar os elementos finitos
difusos (NAYROLES; TOUZOT; VILLON, 1992), que introduzem o conceito de partículas,
resultando numa generalização sem malha do MEF; os métodos de Galerkin livre de
elementos (element-free Galerkin methods), que exploram a união de métodos sem malha e
o MEF (BELYTSCHKO et al., 1995); e ainda no mesmo sentido, destacam-se os métodos
de Partição da Unidade (MELENK; BABUSKA, 1996), o MEF generalizado (G-FEM)
(STROUBOULIS; COPPS; BABUSKA, 2001) e o MEF estendido (X-FEM) (MOËS et
al., 2003), que introduzem expansões à base aproximadora de elementos finitos clássicos
por meio de funções capazes de capturar os efeitos localizados de maneira satisfatória.
Contudo, a aplicação de modelos como o G-FEM e X-FEM é fortemente dependente de
um conhecimento prévio da solução local.

Outros estudos, como o de Farhat, Harari e Franca (2001), desenvolvem enriqueci-
mentos descontínuos, com base na introdução de modos regulares aos espaços funcionais
utilizando formulações de Galerkin discretas e multiplicadores de Lagrange. Métodos
de discretização independente da interface, com base na técnica de Nitsche, também
foram desenvolvidos para a solução de problemas com descontinuidades materiais (ver por
exemplo o trabalho de Hansbo e Hansbo (2002)).

No contexto da mecânica dos fluidos computacional, Tezduyar, Aliabadi e Behr
(1998) e Tezduyar e Aliabadi (2000) introduziram a técnica de captura de interface
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com discretização aprimorada (Enhanced-Discretization Interface-Capturing Technique -
EDICT ) para a simulação de escoamentos bifásicos ou de superfície livre. Nessa técnica, os
espaços de funções do MEF são utilizados para aperfeiçoar a discretização da interface e de
sua proximidade. Nessa região, define-se um subconjunto de elementos, que posteriormente
é refinado sucessivamente, de modo a melhorar a precisão da solução. No entanto, embora
a discretização seja aprimorada para capturar a interface, as submalhas provenientes do
refinamento sucessivo não são capazes de representar com exatidão as descontinuidades da
interface.

Posteriormente, uma melhoria do EDICT foi proposta por Tezduyar e Sathe (2005):
o método de atualização sucessiva com discretização aprimorada (Enhanced-Discretization
Successive Update Method - EDSUM ). Nesse caso, um método iterativo multinível é
projetado para a captura de efeitos do escoamento em pequenas escalas, permitindo a
simulação de problemas mais complexos.

Outro conjunto de métodos, já citados anteriormente, propõem a utilização de
micro e macromodelos. Neste caso os micromodelos capturam os efeitos em pequena escala
e são utilizados de modo a corrigir os macromodelos. Dentre esses, podem-se citar o
Variational Multiscale Method - VMS (HUGHES et al., 1998a) e os métodos multigrid
(FISH; BELSKY, 1995).

Por fim, outras técnicas baseiam-se na superposição de domínios, com destaque
para a técnica Chimera (BENEK et al., 1986), e o método S (FISH, 1992) e o método
Arlequin (BEN DHIA, 1998; BEN DHIA; RATEAU, 2001; XIAO; BELYTSCHKO, 2004).
Tais técnicas necessitam do estabelecimento de dois critérios principais: 1) a decomposição
do domínio computacional em subdomínios e 2) a comunicação entre os subdomínios. De
um modo geral, os métodos de decomposição de domínio distinguem-se na forma como a
comunicação entre os subdomínios é realizada.

Nas técnicas Chimera (BENEK et al., 1986; STEGER; BENEK, 1987; HOUZEAUX;
CODINA, 2003), “orifícios” são inseridos na região de superposição dos modelos, definindo
um novo contorno artificial para o modelo global. Desse modo, a transmissão de informações
entre os subdomínios é realizada mediante a transferência de dados nos contornos artificiais.
Por outro lado, o método S (FISH, 1992) foi concebido para tratar o modelo local como um
enriquecimento ao modelo global, cuja solução é obtida por meio da soma dos campos de
interesse em cada subdomínio. Mais recentemente, Sun, Fish e Ben Dhia (2018) também
estenderam esta metodologia no sentido de acoplamento dos modelos superpostos.

Por sua vez, o método Arlequin (BEN DHIA, 1998; BEN DHIA; RATEAU, 2001)
também baseia-se na superposição de modelos de modo a combinar um modelo global
menos refinado e um mais refinado, localizado onde se deseja capturar os efeitos de pequena
escala. No entanto, ao contrário do método S, os modelos não são adicionados (com risco de
redundância e limitação de flexibilidade), mas cruzados e colados uns aos outros em uma
porção da zona de superposição por meio de um campo de multiplicadores de Lagrange ou
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penalizadores. Além disso, a distribuição de energia ao longo dos modelos é definida por
uma função ponderadora com base em uma partição da unidade.

O método Arlequin vem sendo bastante explorado no âmbito da mecânica dos
sólidos, especialmente no que diz respeito à simulação de fissuras e fratura (BEN DHIA,
2008; BEN DHIA; JAMOND, 2010; CALEYRON et al., 2013), contato (BEN DHIA;
ZAMMALI, 2007; BEN DHIA; TORKHANI, 2011), microcontato (Ben Dhia; DU, 2018;
DU; Ben Dhia, 2019), modelos partícula-contínuo (BAUMAN et al., 2008), acoplamento
de modelos atômicos e moleculares a modelos contínuos (XIAO; BELYTSCHKO, 2004;
PRUDHOMME et al., 2009; CHAMOIN et al., 2010), materiais compósitos (BISCANI et al.,
2016), materiais incompressíveis (JAMOND; BEN DHIA, 2013) e em conjunto com técnicas
de redução de modelo (NAZEER et al., 2014; NÉRON; BEN DHIA; COTTEREAU, 2016).
Nos campos da mecânica dos fluidos computacional, ou da IFE, no entanto, a utilização
desta técnica permanece pouco explorada, tendo sido introduzida apenas recentemente
para análise de escoamentos compressíveis (FERNIER; FAUCHER; JAMOND, 2020) e
incompressíveis (FERNANDES et al., 2020?).

Ainda em relação ao problemas de interação fluido-estrutura, a utilização de técnicas
de superposição de modelos é uma linha de pesquisa pouco investigada. No entanto, alguns
avanços já foram realizados no trabalho de Verkaik et al. (2015) com o emprego da
técnica Chimera. Citam-se também os trabalhos de Massing et al. (2015) e Schott, Ager
e Wall (2019) que desenvolveram uma técnica de superposição de modelos para análise
de problemas de IFE empregando uma versão estabilizada do XFEM para superposição
dos modelos com base na expansão de seus trabalhos prévios (SCHOTT; WALL, 2014;
SCHOTT et al., 2016), cujo acoplamento entre subdomínios é garantido em forma fraca
por meio do método de Nitsche.

1.2.5 Modelos de ordem reduzida

Ainda que as técnicas de modelagem, análise numérica e discretização tenham avan-
çado muito nas últimas décadas, impulsionadas principalmente pelos avanços alcançados
na área da informática, muitos problemas na ciência e na engenharia ainda permanecem
inviáveis de serem simulados computacionalmente. Para Chinesta et al. (2016) as limitações
da modelagem computacional estão presentes em problemas:

• Cuja complexidade de manipulação numérica é devida, principalmente, ao fato de
o problema em análise ser definido em um número de dimensões D � 3, o que
inviabiliza a utilização de técnicas de discretização convencionais com base em
malhas;

• Contendo um número muito grande de incógnitas, cuja simulação além de requerer
supercomputadores ou clusters potentes, pode durar semanas ou até meses;

• Complexos de simulação em tempo real;
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• De modelagens paramétricas, como as de otimização topológica, que normalmente
requerem um número grande de simulações para diferentes parâmetros;

• Envolvendo avanços em realidade aumentada;

• Com entradas de dados não estáticas, DDDAS (Dynamic Data-Driven Application
Systems);

• Onde deve-se considerar a aleatoriedade das incógnitas ou parâmetros relacionados.

Diante disso, recentemente modelos de ordem reduzida (Reduced Order Models
- ROM) vêm ganhando destaque para o tratamento de problemas de larga escala. Os
modelos de ordem reduzida são divididos basicamente em três grupos: POD (Proper
Orthogonal Decomposition); base reduzida RB (Reduced Basis); PGD (Proper Gereralized
Decomposition). Embora sejam três grupos distintos, os dois últimos se desenvolveram a
partir do POD, que foi introduzido por Pearson (1901) e que, dependendo de como sua
aproximação é construída, é também conhecido como Decomposição de Karhunen-Loève
(KARHUNEN, 1946; LOÈVE, 1955) ou Decomposição de Valor Singular (Singular Value
Decomposition) (ECKART; YOUNG, 1936).

A técnica do POD tem como base a busca por uma aproximação para a função
resposta do problema dinâmico estudado, definida pela combinação linear de funções
independentes do espaço e do tempo (no caso de análise dinâmica), análoga à análise por
decomposição modal amplamente empregada na simulação de problemas de dinâmica linear
de estruturas. Esta aproximação é construída de modo a minimizar o erro entre a função
original e a aproximação de acordo com uma norma escolhida. Assim, a decomposição
POD é capaz de aproximar problemas complexos com um número pequeno de combinações
lineares, levando a uma redução significativa no tamanho do sistema global. Assim, se
construída de maneira adequada, a decomposição POD fornece uma base de funções para
o problema reduzido capaz de representar com precisão o modelo original (CHINESTA et
al., 2016).

Para garantir essa propriedade, é necessário que se estabeleça um critério de erro
confiável, além de um algoritmo eficiente para o enriquecimento da base reduzida que,
consequentemente, reduzirá o erro entre a solução aproximada e a real. Como exemplo
de base relevante, pode-se citar a base modal de vibração de uma estrutura. Entretanto,
quando nenhuma base relevante pode ser retirada diretamente do problema, é possível
usar o POD para se construir uma base por um processo de amostragem, sendo que cada
amostra é denominada snapshot. Por outro lado, a escolha de snapshots representativos
é crucial, pois amostras imprecisas podem levar a grandes erros de aproximação (HAY;
BORGGAARD; PELLETIER, 2009).

Considerando um processo dinâmico, uma primeira estratégia para se empregar
um modelo de ordem reduzida com base no POD pode ser resolver o problema completo
apenas nos passos de tempo iniciais e a partir dos resultados, construir uma base reduzida,
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que será utilizada para os passos seguintes. Uma segunda estratégia pode ser resolver o
problema inicial com um passo de tempo maior e então projetar a solução desejada à partir
desta base. As técnicas que utilizam esses tipos de procedimento são chamadas ROM-POD.
Tais técnicas vêm sendo utilizadas com sucesso em problemas dinâmicos (KRYSL; LALL;
MARSDEN, 2001) e em análises térmicas transientes (BIAŁECKI; KASSAB; FIC, 2005).

No contexto da dinâmica dos fluidos, o POD foi primeiramente empregado por
Lumley (1967) como um método para identificação e análise de estruturas coerentes em
escoamentos turbulentos. Além disso, podem-se citar contribuições relevantes como o
trabalho de Dowell e Hall (2001) e a análise de interação fluido-estrutura de um aerofólio
completo realizada por Lieu, Farhat e Lesoinne (2006). Uma completa revisão bibliográfica
sobre o assunto, levando em consideração inclusive questões relativas ao obedecimento à
condição LBB para a simulação de escoamentos incompressíveis utilizando modelos de
ordem reduzida pode ser encontrada no trabalho de Lassila et al. (2014) e também nos
trabalhos de Rowley e Dawson (2017) e Mendonça, Afonso e Lau (2019).

Ao se empregar o POD, a projeção da solução na base reduzida pode ser bastante
custosa computacionalmente. Assim, uma melhoria foi proposta por Ryckelynck (2009),
chamada A Priori Hyper Reduction Method (APHR), que consiste numa estratégia para
escolher, dentre as amostras disponíveis, as mais significativas de modo a melhorar o
desempenho do método. Isso é feito adicionando-se um critério de erro na resolução do
problema, promovendo o enriquecimento da base de projeção, o que permite contornar
os pontos críticos da escolha de uma amostra representativa e também a simulação de
problemas não lineares (KUNISCH; VOLKWEIN, 2001; HINZE; VOLKWEIN, 2005;
KUNISCH; VOLKWEIN, 2010).

A família de métodos de base reduzida (RB) (MADAY; RØNQUIST, 2002; ROZZA;
HUYNH; PATERA, 2008) se assemelha à POD. Nesse caso, porém, a base ortonormal é
atualizada durante a própria simulação, sendo que quando o erro se torna inaceitável, a
base é enriquecida utilizando-se estratégias específicas (ROZZA, 2005; QUARTERONI;
ROZZA; MANZONI, 2011; HESTHAVEN; ROZZA; STAMM, 2015). Os desenvolvimentos
mais recentes nesta classe de métodos consiste na construção de procedimentos de avaliação
de erros a posteriori e, em particular, na definição de limites criteriosos para tais métricas
e em técnicas de amostragens eficazes para determinação da base de funções, isto é, na
escolha das amostras mais representativas e definição da quantidade ótima de funções
necessárias para a reprodução de resultados satisfatórios (CHINESTA et al., 2016).

Em particular, algumas aplicações de modos RB vêm sendo realizadas para
problemas de pontos de sela, caso das equações de Stokes, como reportam os trabalhos de
Rozza e Veroy (2007), Gerner e Veroy (2012) e Rozza, Huynh e Manzoni (2013). Além
disso, problemas transientes de equações diferenciais parabólicas lineares, como a equação
de transferência de calor e de convecção-difusão, são tratados no contexto dos métodos
de RB nos trabalhos de Grepl e Patera (2005), Quarteroni, Rozza e Manzoni (2011) e
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Hesthaven, Rozza e Stamm (2015).
Em ambos os métodos de redução apresentados anteriormente, a extensão para

casos não lineares pode ser feita aproximando-se o operador não linear por um linear. Logo,
as técnicas já desenvolvidas para as equações lineares podem ser utilizadas. No entanto,
essa aproximação deve ser realizada de forma eficiente, de modo a evitar a proliferação de
funções paramétricas e a consequente degradação da solução (CHINESTA et al., 2016).

A última família de modelos de ordem reduzida (PGD) possui como princípio a
resolução das equações diferenciais aplicando procedimentos de separação de variáveis.
Sua utilização em problemas de engenharia iniciou-se com o trabalho de Ladevèze (1985),
que propôs um modelo para equações diferenciais não lineares transientes, realizando a
separação de variáveis em funções do espaço e do tempo, com procedimentos de integração
temporal não incremental. Sob o nome de “aproximação radial”, tornou-se um dos principais
componentes do algoritmo não incremental e não linear amplamente desenvolvido por
Ladevèze e colaboradores, LArge Time INcrement (LATIN) (LADEVÈZE; NOUY, 2003).

Mais recentemente, trabalhos como os de (AMMAR et al., 2006) ampliaram a
aplicação do PGD também para a determinação de soluções aproximadas de equações
diferenciais parciais multidimensionais, assim como Nouy (2008) que introduziu a técnica
no contexto da modelagem de problemas estocásticos, Ladevèze, Passieux e Néron (2010),
na aproximação espaço-tempo de problemas multiescala complexos e de (LADEVÈZE;
CHAMOIN, 2011) e na determinação de critérios de erro e verificação da técnica.

Durante as últimas décadas, o PGD vem sendo aplicado à resolução de problemas
em diferentes áreas da mecânica computacional, tais como modelos não lineares envolvendo
grandes deslocamentos (LADEVÈZE, 1996; BOUCARD et al., 1997), aplicações multiescala
de larga escala (LADEVÈZE; PASSIEUX; NÉRON, 2010; NÉRON; LADEVÈZE, 2010),
problemas multifísicos (DUREISSEIX; LADEVÈZE; SCHREFLER, 2003; DUREISSEIX
et al., 2003), dinâmica dos fluidos (DUMON, 2011; DUMON; ALLERY; AMMAR, 2011;
DUMON; ALLERY; AMMAR, 2013a; AGHIGHI et al., 2013; LEBLOND; ALLERY,
2014), simulações em tempo real de dinâmica dos sólidos (MONSERRAT et al., 2001;
GONZÁLEZ; CUETO; CHINESTA, 2014) e modelos paramétricos (CHINESTA; AMMAR;
CUETO, 2010).

1.3 Objetivos
Diante das motivações e estado da arte apresentados anteriormente, delimita-se

como objetivo geral deste trabalho o estudo de métodos numéricos para problemas de
mecânica dos sólidos e dos fluidos e para o acoplamento fluido-estrutura de modo a
desenvolver uma ferramenta computacional capaz de realizar simulações bidimensionais de
problemas de interação fluido-estrutura utilizando técnica de superposição de modelos,
garantindo uma melhor resolução dos efeitos do escoamento na região da estrutura e
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permitindo maiores escalas de deslocamentos sem que haja necessidade de reconstrução de
malha.

Para tanto, enumeram-se cinco objetivos específicos:

• Estudo de técnicas de superposição de modelos visando desenvolver uma formulação
que seja aplicável a problemas de escoamentos incompressíveis;

• Desenvolvimento de um código computacional que permita a simulação bidimensional
de escoamentos incompressíveis com superposição de modelos;

• Estudo aprofundado da dinâmica não linear geométrica de estruturas, em especial
no que se refere aos elementos de pórtico;

• Extensão da técnica de superposição de modelos para o caso de domínio local móvel
e deformável, e sua aplicação aos problemas de IFE com o emprego de acoplamento
particionado do tipo bloco iterativo;

• Desenvolvimento e a implementação de uma técnica de redução de modelo para
análise de escoamentos incompressíveis que possa sem empregada numa futura
extensão da metodologia para o caso tridimensional.

1.4 Metodologia
Dada a complexidade envolvida na implementação computacional das técnicas

propostas, é essencial a adoção de uma metodologia de programação que facilite a alterações
de modelos constitutivos, tipos de elementos e métodos de resolução de sistemas algébricos.
Neste sentido, a metodologia adotada consiste no emprego da linguagem de programação
C++ orientada a objetos, combinada com funções desenvolvidas previamente no SET e
implementadas em Fortran 77.

Mais especificamente, em relação ao problema de mecânica dos fluidos, parte-se
dos conhecimentos obtidos por meio dos trabalhos de Fernandes (2016) e Fernandes, Coda
e Sanches (2019). Buscando-se uma melhor flexibilização da discretização, desenvolveu-se
um programa para a análise bidimensional de escoamentos incompressíveis com base numa
formulação estabilizada do MEF e integração temporal implícita por meio do método
α-generalizado (CHUNG; HULBERT, 1993), o qual permite um amplo controle sobre a
difusão numérica mantendo precisão de segunda ordem.

Em seguida, desenvolveu-se e implementou-se, junto ao programa para análise de
escoamentos incompressíveis, uma formulação estabilizada do método Arlequin, permitindo
discretização com resolução especial em regiões de interesse, tal como a interface fluido-
estrutura. Posteriormente, implementou-se ainda a possibilidade de movimentação e
deformação arbitrária do modelo local com base na descrição ALE.
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Para a modelagem do problema de dinâmica das estruturas, empregou-se um código
computacional para pórticos bidimensionais cedido pelo professor Humberto Breves Coda,
desenvolvido em Fortran 77, com a formulação descrita por Sanches e Coda (2016). Esse
código foi estudado e adaptado no que diz respeito à aplicação das condições de contorno de
Neumman e de Dirichlet, de modo a facilitar o acoplamento com o programa para dinâmica
dos fluidos e verificado por meio de exemplos selecionados. Empregou-se nesse programa
a abordagem posicional do método dos elementos finitos, considerando a cinemática de
Timoshenko-Reissner, livre de giros como graus de liberdade e utilizando o integrador
temporal de Newmark.

Posteriormente, implementou-se um esquema de acoplamento fluido-estrutura do
tipo bloco-iterativo previamente utilizado em trabalhos do grupo de pesquisa como o de
Fernandes, Coda e Sanches (2019). Esta estratégia emprega uma etapa de relaxação de
Aitken com o objetivo de acelerar a convergência do processo de acoplamento iterativo.
Para o esquema de movimentação dinâmica do modelo local, uma técnica de analogia com
sólido posicional foi utilizada.

Visando a redução do custo computacional em uma futura ampliação do programa
previamente descrito para o caso tridimensional, são realizados estudos quanto aos modelos
de ordem reduzida, com o desenvolvimento e implementação de uma formulação do método
PGD para escoamentos incompressíveis bidimensionais.

Parte das implementações computacionais do método Arlequin e a totalidade
dos estudos em modelos reduzidos foram desenvolvidos durante o período de estágio
de Doutorado Sanduíche, realizado no Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et
Matériaux (MSSMat), na CentraleSupélèc, Université Paris-Saclay, no período de setembro
de 2018 a agosto de 2019. Esta instituição foi escolhida para a realização do estágio
sanduíche por ser local que abriga os pesquisadores que conceberam o método Arlequin e,
desse modo, contar com um grupo de pesquisa com vasta experiência nesta área. Além
disso, o estágio foi supervisionado pelo Prof. Andrea Barbarulo, que possui experiência
tanto nas técnicas de redução de modelo, como no método Arlequin (BARBARULO et al.,
2014a; BARBARULO et al., 2014b; CETTOUR-JANET et al., 2019; FAVORETTO et al.,
2019).

Todas as implementações e análises de resultados foram realizadas utilizando
bibliotecas, compiladores e softwares livres e/ou de código aberto, em ambiente Linux.

Devido ao grande volume de dados das operações matemáticas necessárias para a
simulação dos problemas de interesse, utilizaram-se pacotes e bibliotecas eficientes para a
execução dos cálculos matriciais e para a solução de sistemas lineares, tais como o boost4

e o PETSc5 (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation), que reúnem um
conjunto de estruturas de dados e funções desenvolvidas em programação paralela de

4 Disponível em: <https://www.boost.org/>.
5 Disponível em: <https://www.mcs.anl.gov/petsc/>.

https://www.boost.org/
https://www.mcs.anl.gov/petsc/
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alto nível, ideal para a resolução de equações diferenciais parciais. Maiores detalhes e
questões específicas sobre a implementação computacional em cada etapa são abordados
oportunamente ao longo de cada capítulo deste trabalho.

Para a geração das malhas de elementos finitos empregou-se o software Gmsh6 e para
a visualização e manipulação de resultados na etapa de pós-processamento utilizaram-se
os programas Kitware Paraview7 e Gnuplot8.

Em relação à infraestrutura, utilizou-se o cluster disponível no Laboratório de
Informática e de Mecânica Computacional (LIMC) do SET para a simulação dos problemas
que demandaram maior tempo de processamento. Os demais casos foram simulados em
um computador pessoal. Cabe mencionar que a análise de desempenho computacional,
incluindo tempo de processamento, foram deixados de fora do escopo deste trabalho.

1.5 Justificativa
Com a contínua evolução da modelagem numérica, a engenharia de estruturas tem

se tornado cada vez mais dependente dessa ferramenta de análise. Atualmente, pacotes
comerciais desenvolvidos com base no método dos elementos finitos têm possibilitado
a simulação de diversos problemas de engenharia, isso devido tanto ao uso de técnicas
eficientes de solução, quanto à utilização de recursos de processamento paralelo junto a
máquinas com capacidade cada vez maior. No entanto, tais pacotes ainda não são capazes
de suprir todas as demandas de engenharia, especialmente quando se tratam de problemas
multifísicos e com efeitos localizados, como muitos casos de IFE, uma vez que grande
parte das simulações nesse contexto só podem ser realizadas em clusters computacionais
de vários núcleos e demandando longos períodos de processamento.

A exploração de petróleo em águas profundas, avanços na biomecânica, o cresci-
mento da produção de energia elétrica por meio de usinas eólicas, os progressos realizados
na engenharia aeroespacial e a tendência de se construir estruturas mais leves e esbeltas
são apenas alguns dos exemplos em que se deve cada vez mais levar em consideração uma
análise criteriosa da interação estrutural com o meio fluido.

Por outro lado, os problemas de interação fluido-estrutura se mostram bastante
desafiadores, pois envolvem complexidades que vão além da resolução dos problemas de
fluido e de sólido separadamente. Além disso, a grande maioria desses problemas não possui
solução analítica satisfatória. Os que possuem, demandam de simplificações exageradas
gerando, muitas vezes, resultados pouco realísticos ou de baixa aplicabilidade, além de
serem inviáveis quando se possui um domínio de geometria complexa. Ademais, as análises
experimentais se mostram dispendiosas, requerendo espaço, equipamentos de ponta, alto

6 Disponível em: <http://gmsh.info/>.
7 Disponível em: <https://www.paraview.org/>.
8 Disponível em: <http://www.gnuplot.info>.

http://gmsh.info/
https://www.paraview.org/
http://www.gnuplot.info
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investimento financeiro e possuem aplicação limitada ao tipo de problema e geometria
simulados.

No âmbito da mecânica dos fluidos, é de particular interesse a consideração de
efeitos localizados em um escoamento, que podem ser observados em problemas envolvendo
formação de camada limite ou turbulência, por exemplo. Além disso, do ponto de vista
computacional, o problema de um sólido em movimento e imerso em um meio fluido
também pode ser compreendido como um problema de efeito localizado, ao qual deseja-se
uma maior precisão na representação dos fenômenos próximos à região da interface fluido-
estrutura. Por esta razão, a estratégia empregada neste trabalho apresenta vantagens
não apenas para a simulação de problemas de mecânica dos fluidos computacional, mas
também na análise de problemas de interação fluido-estrutura.

A técnica proposta, com base no acoplamento de malhas superpostas, pode ser
empregada mesmo em casos onde a estrutura sofre grandes mudanças de forma, o que nem
sempre é possível quando se utilizam técnicas de malhas adaptadas. Esta metodologia
compartilha as vantagens dos métodos de contornos imersos ao mesmo tempo em que é
capaz de capturar efeitos devidos ao surgimento da camada limite na interface sólido-fluido
independente do movimento do fluido e sem a necessidade de refinamento no modelo
global, além de não precisar rastrear o contorno do sólido por meio de funções level-set.
Outro ponto que justifica esta pesquisa é a possibilidade de se alcançar a convergência
ótima, que não é possível para vários métodos de contornos imersos.

Como destacado anteriormente, mesmo com o grande avanço na informática
alcançado nas últimas décadas, a simulação realística de problemas de interação fluido-
estrutura ainda se mostra bastante custosa, principalmente no que diz respeito ao tempo
de processamento. Nesse sentido, o emprego de modelos de ordem reduzida se mostra
bastante promissor, tendo recentemente motivado diversos trabalhos e gerando significativa
produção acadêmica.

Desse modo, este trabalho pretende atingir o estado da arte tanto por oferecer uma
nova técnica para análise de problemas de IFE empregando o conceito de superposição
de modelos, como por desenvolver uma nova linha de pesquisas no SET visando o estudo
de modelos de ordem reduzida para a resolução de problemas de engenharia a um baixo
custo computacional.
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CAPÍTULO

2
DINÂMICA DOS ESCOAMENTOS

INCOMPRESSÍVEIS

COMPUTACIONAL

Sempre que a variação da densidade (massa específica) de um fluido for considerada
independente da pressão ao longo do escoamento, o mesmo pode ser classificado como
incompressível. De maneira prática, consideram-se escoamentos como incompressíveis
aqueles cujo número de Mach (relação entre a velocidade do escoamento e a velocidade
do som no fluido) é inferior a 0,3 (ANDERSON, 2017). Um escoamento incompressível e
isotérmico é governado pelas leis de conservação da massa e quantidade de movimento.
Tais relações estabelecem um sistema de equações não lineares cuja solução numérica vem
sendo alvo de diversas pesquisas nas últimas décadas, como abordado na seção 1.2.1.

Neste capítulo, descreve-se a aplicação do método dos elementos finitos para a resolu-
ção do problema de escoamentos incompressíveis utilizando a formulação mista (velocidade
e pressão como variáveis principais) em descrição ALE. Mais especificamente, a formulação
é obtida empregando-se a forma estabilizada do MEF, cuja abordagem tem como base
principal os trabalhos de Hughes, Tezduyar e colaboradores (BROOKS; HUGHES, 1982;
TEZDUYAR, 2003; HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986; TEZDUYAR; SATHE, 2003;
BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013), que desenvolveram e vêm aprimorando
essa técnica de forma extensiva ao longo das últimas quatro décadas. Questões referentes
à sua estabilidade, bem como aspectos relativos ao procedimento de integração temporal e
implementação computacional também são comentados ao longo deste capítulo.
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2.1 Equações governantes na descrição ALE

Seja Ωt ∈ <nsd , com nsd = 2, 3, o domínio espacial que define o escoamento de
um fluido com contorno Γt = ΓD ∪ ΓN , no instante t ∈ (0, T ). No caso de escoamentos
incompressíveis isotérmicos (escoamento de Navier-Stokes incompressível), o fluido possui
movimento descrito pelas equações conservação da quantidade de movimento linear e da
conservação da massa, que podem ser escritas na descrição Euleriana, respectivamente,
como ∀t ∈ (0, T )

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u− f

)
−∇ · σ = 0, (2.1)

∇ · u = 0, (2.2)

em que ρ,u, f ,σ representam, respectivamente, a massa específica do fluido, o campo de
velocidade do escoamento, a densidade das forças de domínio e o tensor das tensões de
Cauchy. Este último é definido, segundo a relação constitutiva de fluidos Newtonianos
incompressíveis, como

σ(u, p) = −pI + 2µε(u) = −pI + µ
(
∇u + (∇u)T

)
, (2.3)

onde p representa o campo de pressão do escoamento, I o tensor identidade, µ a viscosidade
dinâmica do fluido e ε(•) o tensor taxa de deformação infinitesimal.

Para generalizar as equações governantes e estendê-las à descrição ALE de acordo
com a abordagem de Donea e Giuliani (1989), tomam-se os domínios computacionais em
três configurações: nos instantes inicial t0 e final t, respectivamente, x ∈ Ωt0 e X ∈ Ωt, e
uma configuração arbitrária de referência x̄ ∈ Ω̄, de acordo com a Fig. 2.1.

x

y

z

Figura 2.1 – Cinemática da descrição Lagrangiana-Euleriana arbitrária.
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Do mesmo modo, definem-se as funções de mapeamento F e F̄ que relacionam as
três configurações, tal que

x = F(X, t) = F̄(x̄, t). (2.4)

Uma forma usual e alternativa de representação das equações de Navier-Stokes
(2.1)-(2.2) pode ser realizada em termos da derivada material, ou substancial, do campo
de velocidades, de tal modo que

ρ
Du

Dt
− F = 0, (2.5)

∇ · u = 0, (2.6)

em que F exprime a resultante das forças que agem sobre um elemento infinitesimal de
fluido, ou seja,

F = ρf +∇ · σ, (2.7)

e a partir da definição de derivada material, escreve-se

ρ
Du

Dt
= ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x

+
∂x

∂t

∣∣∣∣
X

· ∂u

∂x

∣∣∣∣
t

)
= ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x

+ u · ∇u

)
.

(2.8)

Por outro lado, do ponto de vista do domínio de referência, pode-se escrever também
que

ρ
Du

Dt
= ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̄

+
∂x̄

∂t

∣∣∣∣
X

· ∂u

∂x̄

∣∣∣∣
t

)
. (2.9)

Tomando a relação (2.4) e fazendo sua derivada parcial em relação ao tempo
mantendo X fixo, tem-se

∂x

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂F
∂t

∣∣∣∣
X

=
∂F̄
∂t

∣∣∣∣
x̄

+
∂F̄
∂x̄

∣∣∣∣
t

· ∂x̄

∂t

∣∣∣∣
X

. (2.10)

Sabendo-se que u =
∂x

∂t

∣∣∣∣
X

e que, a partir de (2.4), a velocidade do domínio de

referência (ū) pode ser expressa por

ū =
∂F̄
∂t

∣∣∣∣
x̄

=
∂x(x̄, t)

∂t

∣∣∣∣
x̄

, (2.11)

pode-se reescrever (2.10) como

u = ū +
∂x

∂x̄

∣∣∣∣
t

· ∂x̄

∂t

∣∣∣∣
X

, (2.12)

ou ainda
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∂x̄

∂t

∣∣∣∣
X

= (u− ū) · ∂x̄

∂x

∣∣∣∣
t

. (2.13)

Substituindo-se (2.13) em (2.9), tem-se

ρ
Du

Dt
= ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̄

+ (u− ū) · ∂x̄

∂x

∣∣∣∣
t

∂u

∂x̄

∣∣∣∣
t

)
, (2.14)

ou ainda,

ρ
Du

Dt
= ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̄

+ (u− ū) · ∇u

)
. (2.15)

Assim, as equações de Navier-Stokes (2.1)-(2.2) podem finalmente ser reescritas na
descrição ALE como

ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̄

+ (u− ū) · ∇u− f

)
−∇ · σ = 0, (2.16)

∇ · u = 0. (2.17)

Desse modo, o problema de valor inicial de um escoamento incompressível na
descrição ALE é dado por: determinar os campos de velocidade u(x, t) e pressão p(x, t)
tais que 

∇ · u = 0 em Ωt,

ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̄

+ (u− ū) · ∇u− f

)
−∇ · σ = 0 em Ωt,

u = uD em ΓD,

−pn + µ (n · ∇) u = h em ΓN ,

(2.18)

em que n é o vetor normal à ΓN , uD é o campo de velocidade prescrito na porção ΓD

(correspondente às condições de contorno de Dirichlet) e h representa as forças de superfície
aplicadas na porção ΓN (correspondente às condições de contorno de Neumann)

2.2 Forma fraca e discretização espacial pelo

Método dos Elementos Finitos
Para determinar a forma fraca, ou integral, do problema definem-se os espaços de

dimensão infinita das funções tentativa de solução de velocidade e pressão, respectivamente,
como

Su =
{
u|u (·, t) ∈ H1 (Ωt) , ui = uDi em ΓD

}
(2.19)

e

Sp =

{
p

∣∣∣∣p (·) ∈ L2 (Ωt) ,

∫
Ωt

p dΩt = 0 se Γ = ΓD

}
, (2.20)
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em que L2 é o espaço das funções de quadrado integrável e H1 é o espaço de Sobolev de
ordem 1, tal que

L2 (Ωt) =

{
u

∣∣∣∣∫
Ωt

|u|2dΩt <∞
}

(2.21)

e

H1 (Ωt) =

{
u ∈ L2 (Ωt) ;

∂u

∂xi
∈ L2 (Ωt) , com i = 1, ..., nsd

}
. (2.22)

Do mesmo modo, definem-se os espaços de dimensão infinita das funções teste (ou
ponderadoras) como

Vu =
{
w|w (·) ∈ H1 (Ωt) , wi = 0 em ΓD

}
(2.23)

e

Vp = Sp. (2.24)

Assim, procede-se aplicando-se o método dos resíduos ponderados às equações
governantes, multiplicando-se a equação de conservação da quantidade de movimento pela
função teste w ∈ Vu e a equação de conservação da massa por uma função teste q ∈ Vp e
integrando-as sobre o domínio computacional Ωt, de modo a obter∫

Ωt

w ·
[
ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̄

+ (u− ū) · ∇u− f

)
−∇ · σ

]
dΩt +

∫
Ωt

q∇ · u dΩt = 0. (2.25)

Integrando por partes a parcela do divergente do tensor de Cauchy na Eq. (2.25),
a forma fraca para o problema de escoamentos incompressíveis pode ser expressa como:
para todo t ∈ (0, T ), dados f , uD(x, t), h e ū, determinar o par (u, p) ∈ Su × Sp tal que,
∀w ∈ Vu e ∀q ∈ Vp seja satisfeita a relação∫

Ωt

w · ρ
(
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̄

+ (u− ū) · ∇u− f

)
dΩt +

∫
Ωt

ε (w) : σ (u, p) dΩt

+

∫
Ωt

q ∇ · u dΩt −
∫

ΓN

w · h dΓN = 0.

(2.26)

Neste ponto, retoma-se a discussão acerca da estabilidade da aproximação por
elementos finitos das equações governantes dos escoamentos incompressíveis. Como menci-
onado anteriormente, algo bastante difundido na literatura é o fato de que a utilização
direta do método de Galerkin às equações governantes (2.26) pode conduzir a soluções
com variações espúrias especialmente em problemas de convecção dominante, decorrentes
da sua não linearidade e, principalmente, da assimetria do sistema de equações resultan-
tes associado (BROOKS; HUGHES, 1982; DONEA; HUERTA, 2003; ZIENKIEWICZ;
TAYLOR; NITHIARASU, 2005a).

Por outro lado, o sistema algébrico resultante também apresenta restrição quanto
à escolha dos espaços de aproximação dos campos de velocidade e pressão, conhecida
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como condição de Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi, ou LBB (BREZZI; FORTIN, 1991;
CHUNG, 2002; DONEA; HUERTA, 2003; ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU,
2005a; STRANG; FIX, 2008).

A condição LBB estabelece uma restrição ao espaço de aproximação para que a
condição de incompressibilidade possa ser respeitada. De um modo geral, Donea e Huerta
(2003) demonstram que uma condição necessária, mas não suficiente, é de que

dimVhp ≤ dimVhu . (2.27)

A condição suficiente, que garante a existência e unicidade da solução estabelece
que deve existir uma constante β independente da discretização tal que

inf
qh∈Vhp

sup
wh∈Vhu

(qh,∇ ·wh)

‖q‖0‖wh‖1

≥ β > 0. (2.28)

Como pode-se verificar, provar que uma combinação de aproximações satisfaz a
condição LBB não é tarefa trivial. Diversos trabalhos, como os de Zienkiewicz, Taylor e
Nithiarasu (2005b), Donea e Huerta (2003) e suas referências, apresentam combinações de
elementos finitos que atendem à essa restrição, tais como os ilustrados na Fig. 2.2. Para
evitar os problemas relacionados à restrição LBB e ao mesmo tempo conseguir empregar
discretizações mais flexíveis, tal como utilizar as mesmas funções de forma para pressão e
velocidade, diversos autores empregam formulações estabilizadas (HUGHES; FRANCA;
BALESTRA, 1986; HUGHES; FRANCA; HULBERT, 1989; TEZDUYAR, 1992).

Nós que interpolam velocidade e pressão
Nós que interpolam velocidade

Elemento Mini P2P1 Q2Q1

Figura 2.2 – Elementos finitos de Taylor-Hood.

Por outro lado, como mencionado na seção 1.2, outra fonte de instabilidade na
aproximação numérica das equações de Navier-Stokes decorre da formação de vórtices,
especialmente em escoamentos com elevados números de Reynolds.

Para superar estas limitações, empregou-se uma formulação estabilizada neste
trabalho. Mais especificamente, o problema de convecção dominante é contornado por
meio do emprego da técnica SUPG (Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin) (BROOKS;
HUGHES, 1982); a restrição LBB é superada com o emprego da técnica PSPG (Pressure-
Stabilizing/Petrov-Galerkin) (TEZDUYAR, 1992), que possibilita o uso do mesmo espaço
de funções aproximadoras para os campos de velocidade e pressão; e a estabilização
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LSIC (Least-Squares on the Incompressibility Constraint) é utilizada para garantir maior
condicionamento ao sistema algébrico resultante em problemas com alto número de
Reynolds (TEZDUYAR; OSAWA, 2000). Na prática, estas estratégias consistem em
adicionar à forma fraca do problema (2.26) o resíduo da equação da quantidade de
movimento ponderado por τSUPG

(
uh − ūh

)
· ∇wh, o resíduo da equação da quantidade de

movimento ponderado por τPSPG

(
∇qh
ρ

)
e o resíduo da equação da continuidade ponderado

por ρνLSIC∇·wh, de forma que o problema passa a ser definido como: determinar (uh, ph) ∈
Shu × Shp de tal maneira que ∀wh ∈ Vhu e ∀qh ∈ Vhp :∫

Ωt

wh · ρ
(
∂uh

∂t

∣∣∣∣
x̄

+ (uh − ūh) · ∇uh − fh
)
dΩt +

∫
Ωt

ε
(
wh
)

: σ
(
uh, ph

)
dΩt

+

∫
Ωt

qh∇ · uh dΩt −
∫

ΓN

wh · hh dΓN

+

nel∑
e=1

∫
Ωe
τSUPG

((
uh − ūh

)
· ∇wh

)
· rM

(
uh, ph

)
dΩt

+

nel∑
e=1

∫
Ωe
τPSPG

(
∇qh

ρ

)
· rM

(
uh, ph

)
dΩt

+

nel∑
e=1

∫
Ωe
ρνLSIC∇ ·whrC

(
uh
)
dΩt = 0,

(2.29)

em que o índice h indica o espaço de dimensão finita correspondente à discretização em
elementos finitos, nel é o número de elementos finitos da discretização e τSUPG, τPSPG e
νLSIC são parâmetros de estabilização calculados de forma a permitir a melhor convergência
na solução do sistema não linear.

Além disso, rM e rC são, respectivamente, os resíduos das equações de conservação
do momento linear e continuidade, dados por

rC

(
uh
)

= ∇ · uh, (2.30)

rM

(
uh, ph

)
= ρ

(
∂uh

∂t

∣∣∣∣
x̄

+ (uh − ūh) · ∇uh − fh
)
−∇ · σ

(
uh, ph

)
. (2.31)

Nota-se que a formulação estabilizada adotada é consistente, uma vez que os termos
adicionados são apenas os resíduos das equações governantes ponderados por funções
escolhidas de forma a produzir termos estabilizantes.

Do ponto de vista numérico, a aplicação de τSUPG

(
uh − ūh

)
· ∇wh sobre o termo

convectivo na equação de conservação do momento linear dá origem a um termo difusivo
adicional, cuja viscosidade artificial tem magnitude τSUPG e é o termo responsável por
garantir estabilidade numérica em problemas de convecção dominante. Alternativamente,
a aplicação de τPSPG

∇qh
ρ

sobre o gradiente de pressões introduz termos dependentes da
pressão na equação de conservação da massa, responsáveis pela flexibilização do campo de
pressões e por contornar a condição LBB. Por outro lado, a estabilização LSIC dá origem
a um termo do tipo mínimos quadrados, ao qual se deve sua denominação e que também
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introduz difusão artificial à formulação.
Quanto aos parâmetros de estabilização τSUPG, τPSPG e νLSIC, muitos trabalhos

vêm sendo produzidos no sentido de determinar valores cada vez mais eficientes, como
pode-se confirmar nos trabalhos de Hughes, Franca e Balestra (1986), Tezduyar et al.
(1992c), Tezduyar e Osawa (2000), Catabriga e Coutinho (2002), Tezduyar e Sathe (2003),
Takizawa, Tezduyar e Otoguro (2018), entre outros. Neste trabalho, adotou-se a definição
apresentada por Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013), cujos parâmetros são definidos
como

τSUPG = τPSPG =

(
1

τ 2
SUGN1

+
1

τ 2
SUGN2

+
1

τ 2
SUGN3

)−1/2

(2.32)

e

νLSIC = τSUPG‖uh − ūh‖2, (2.33)

em que

τSUGN1 =

(
nen∑
i=1

∣∣(uh − ūh
)
· ∇Ni

∣∣)−1

, (2.34)

τSUGN2 =
∆t

2
, (2.35)

τSUGN3 =
h2

RGN

4ν
, (2.36)

hRGN = 2

(
nen∑
i=1

|r · ∇Ni|

)−1

, (2.37)

r =
∇‖uh − ūh‖
‖∇‖uh − ūh‖‖

, (2.38)

em que nen corresponde ao número de nós do elemento finito adotado, N é a função de
aproximação (ou função de forma), ∆t é o passo de tempo da discretização temporal e
ν = µ/ρ é a viscosidade cinemática do fluido.

Tomando U̇, U e p como os vetores de valores nodais, respectivamente, dos campos
de aceleração, velocidade e pressão, a forma semidiscreta das equações de Navier-Stokes
(2.29) é finalmente escrita como: determinar U̇, U e p tal que:

RM(U̇,U,p) = 0, (2.39)

e

RC(U̇,U,p) = 0, (2.40)

onde RM e RC são dados por:
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RM =
(
Na, ρU̇

)
Ωt

+ (ε(Na), 2µε(U))Ωt
+
(
Na, ρ

(
U− Ū

)
· ∇U

)
Ωt

− (∇ ·Na,p)Ωt
+
(
τSUPG

(
U− Ū

)
· ∇Na, rM

)
Ωt

+ (νLSIC∇ ·Na, rC)Ωt

− (Na, ρf)Ωt
− (Na,h)ΓN

,

(2.41)

RC = (Na,∇ ·U)Ωt
+

(
τPSPG

ρ
∇Na, rM

)
Ωt

, (2.42)

Deve-se notar que (a,b)Ωt representa o produto interno no espaço L2(Ωt). Por
exemplo

(a,b)Ωt =

∫
Ωt

a · b dΩt, para tensores de primeira ordem; e (2.43)

(A,B)Ωt =

∫
Ωt

A : B dΩt, para tensores de segunda ordem. (2.44)

Analogamente, (a,b)ΓN representa o produto interno no espaço L2(ΓN), isto é,

(a,b)ΓN =

∫
ΓN

a · b dΓN . (2.45)

2.3 Condições auxiliares

Além de uma técnica de discretização adequada, a modelagem de problemas físicos
por meio de equações diferenciais exige a correta consideração das condições auxiliares
(FORTUNA, 2000). No caso da simulação de escoamentos incompressíveis, requer-se que o
campo de velocidades iniciais uhs satisfaça a equação da continuidade, isto é, ∇ · uhs = 0.

Em relação às condições de contorno, diversos tipos de fronteira podem ser
considerados. A seguir são listados os principais tipos de condições de contorno utilizadas
na simulação de problemas de mecânica dos fluidos computacional.

• Contorno de entrada de fluido
Neste tipo de contorno, o valor da velocidade ou a vazão são conhecidos, de modo

que todas as componentes de velocidade são prescritas.

• Condição de superfície sólida
De modo geral, a componente de velocidade normal ao contorno (un) define

a penetrabilidade da superfície, devendo ser nula para uma parede fixa impermeável.
Por outro lado, a componente de velocidade tangencial ao contorno (ut) representa o
escorregamento relativo entre as partículas do fluido e a parede sólida e, por consequência,
possui valor nulo no caso de uma parede fixa sem escorregamento relativo (condição de
aderência). Os casos em que a componente tangencial de velocidade é livre são denominados
de paredes lisas.
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Nota-se ainda que, no caso de un = 0 e ut livre sobre uma superfície plana,
reproduz-se a condição de simetria do escoamento.

• Condição de superfície livre
Consiste nos casos em que parte do contorno de um fluido encontra-se em contato

com outro de efeito desprezível e é livre para deformar-se, como a interface água/ar em
problemas de formação ou propagação de ondas marítimas ou o choque de volumes de
água sobre sólidos. Neste caso, uma condição de contorno do tipo Neumann é definida em
função da força nesta superfície, dada por

σn = −patmn, (2.46)

em que patm é a pressão atmosférica ou de referência.

Além disso, no caso da descrição ALE a velocidade da malha deve possuir valor
igual à velocidade normal à superfície livre do fluido (ūn = un).

• Condição de saída de escoamento
Em simulações correntes de mecânica dos fluidos computacional, o comportamento

do escoamento na região de saída do fluido em geral não é conhecida. Assim, a alternativa
adotada normalmente consiste na utilização de um domínio computacional grande o
suficiente, de modo a garantir que a aplicação de uma condição de contorno, dita “artificial”,
não influencie significativamente a solução. Tal condição é definida por um contorno com
força de superfície nula, isto é, σn = 0.

2.4 Procedimento de atualização da discretiza-

ção espacial
Como descrito anteriormente, formulações com base na descrição ALE são capazes

de representar o comportamento de escoamentos mediante a presença de contornos ou
superfícies móveis. Nesse caso, a discretização espacial deve ser atualizada a cada mudança
na configuração do contorno móvel. Necessita-se, no entanto, da utilização de uma técnica
eficiente para a atualização das posições nodais da malha do fluido, capaz garantir
a qualidade da discretização ao longo de toda a análise. Embora neste capítulo seja
apresentado um exemplo de validação envolvendo fronteiras móveis, questões referentes à
sua implementação computacional e maiores detalhes sobre o procedimento de atualização
dinâmica da malha empregado neste trabalho é abordado mais adiante, no item 7.3. Neste
capítulo, considera-se esta tarefa apenas de forma simbólica, como uma rotina auxiliar
M
(
xh, x̄h

)
no processo de integração temporal.
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2.5 Integração temporal
Como pode-se avaliar, as Eq. (2.39)-(2.40) representam um problema discreto no

espaço e contínuo no tempo. Para se obter a solução numérica de problemas transientes,
é necessária a utilização de uma técnica de discretização temporal. Esta tarefa pode ser
realizada por meio de processos de marcha no tempo, que realizam o avanço gradual
da solução. Ao utilizar tais procedimentos, deve-se levar em consideração aspectos de
estabilidade e precisão. Nesse sentido, Reddy e Gartling (2010) apontam que os métodos
implícitos, apesar de apresentarem maior custo computacional, possuem vantagens sobre os
explícitos ao resolver o problema de escoamento incompressível basicamente por três razões:
a implicidade natural da pressão em um fluido incompressível; as limitações quanto ao passo
de tempo necessário para se obter estabilidade nos esquemas explícitos; e os problemas
decorrentes da diagonalização e inversão da matriz de massa em modelos explícitos, que
acarretam em perda de precisão nos resultados. Para maiores detalhes acerca dos esquemas
de integração temporal para problemas de escoamentos incompressíveis em formulações
estabilizadas além dos fornecidos anteriormente, recomenda-se ao leitor o trabalho de
Dettmer e Perić (2003).

Os desenvolvimentos alcançados neste trabalho foram realizados de forma gradativa.
Inicialmente, implementaram-se os esquemas de Euler implícito e de diferenças finitas
centrais. Posteriormente, optou-se por implementar também o método α-generalizado
para a discretização temporal das equações de Navier-Stokes. Este último trata-se de
um esquema de integração temporal implícito, proposto por Chung e Hulbert (1993)
no âmbito da mecânica das estruturas e estendido à análises de dinâmica dos fluidos
computacional por Jansen, Whiting e Hulbert (2000). Essa estratégia foi adotada tendo
em vista a robustez proporcionada pelo método α-generalizado na simulação de problemas
de escoamentos incompressíveis, permitindo a introdução de difusão numérica ao processo
de marca no tempo quando conveniente. De um modo geral, o esquema é definido como:
dadas as soluções nodais em um determinado instante tn (U̇n,Un e pn), obter as soluções
no instante tn+1 (U̇n+1,Un+1 e pn+1) tais que

RM(U̇n+αm ,Un+αf ,pn+1) = 0, (2.47)

RC(U̇n+αm ,Un+αf ,pn+1) = 0, (2.48)

em que U̇n+αm e Un+αf são valores intermediários de aceleração e velocidade, respectiva-
mente, dados por

U̇n+αm = U̇n + αm

(
U̇n+1 − U̇n

)
, (2.49)

Un+αf = Un + αf (Un+1 −Un) . (2.50)

Por outro lado, a relação entre acelerações e velocidades nodais é realizada por
meio do método de Newmark (ver Hughes (1976) para maiores detalhes):
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Un+1 = Un + ∆t
(

(1− γ) U̇n + γU̇n+1

)
. (2.51)

Nessa estratégia, αf , αm e γ são parâmetros reais arbitrários, escolhidos com base
na estabilidade e precisão requeridas ao esquema de integração. Chung e Hulbert (1993) e
Jansen, Whiting e Hulbert (2000) demonstram que, para casos lineares, convergência de
segunda ordem é garantida desde que

γ = 1/2 + αm − αf , (2.52)

ao passo que o método torna-se incondicionalmente estável para valores de

αm ≥ αf ≥ 1/2. (2.53)

Ambos os parâmetros de integração também podem ser definidos segundo o raio
espectral ρ∞ da matriz de amplificação para ∆t→∞, que controla a dissipação de altas
frequências realizada pelo processo de integração temporal (ver Hughes (2000) e Chung e
Hulbert (1993) para maiores detalhes), conforme:

αm =
1

2

(
3− ρ∞
1 + ρ∞

)
(2.54)

(2.55)

e
αf =

1

1 + ρ∞
. (2.56)

Neste caso, ρ∞ deve estar contido no intervalo [0,1], sendo que para ρ∞ = 1 não
há introdução de difusão numérica e para ρ∞ = 0 ocorre a máxima dissipação de altas
frequências.

Além disso, esquemas clássicos de integração temporal utilizados na simulação de
problemas de mecânica dos fluidos computacional podem ser diretamente obtidos a partir
de definições específicas dos parâmetros de integração. Por exemplo, para αf = αm = γ = 1,
o método de Euler implícito é recuperado, enquanto a regra de trapézios para integração
numérica pode ser obtida tomando-se αf = αm = 1 e γ = 1/2.

Num esquema gráfico, pode-se visualizar o processo de integração temporal como
apresentado na Fig. 2.3. Verifica-se que pode existir uma defasagem entre os termos
inerciais (em tn+αm) e os demais (em tn+αf ), a depender dos valores adotados para os
parâmetros de integração ou do raio espectral adotado, que é responsável pela introdução
da difusão numérica ao processo de integração temporal.

tn tn+1

t

Figura 2.3 – Integração temporal.
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Desse modo, o problema não linear definido pelas Eq. (2.47)-(2.51) é resolvido
inserindo-se as aproximações (2.49) e (2.50) em (2.47) e (2.48) e em seguida relacionando-se
as velocidades e acelerações dos instantes tn e tn+1 por meio de (2.51). Nota-se que a
consideração das aproximações em instantes de tempo intermediários implica na construção
dos operadores também em t = tn+αf , de modo que

(a,b)Ωt =

∫
Ωt(n+αf )

a · b dΩ, (2.57)

em que

Ωt(n+αf )
=
{
xh | xh(x̄h, t(n+αf )) = αfx

h(x̄h, tn+1) + (1− αf )xh(x̄h, tn)
}
. (2.58)

2.6 Implementação computacional
Para resolver o sistema não linear (2.47)-(2.48), emprega-se o método de Newton-

Raphson. A integração numérica é realizada empregando-se uma quadratura por pontos
de Hammer (HAMMER; MARLOWE; STROUD, 1956) e o processo de avanço discreto
no tempo segundo o método α-generalizado é realizado de acordo com o Algoritmo 1.
Destaca-se que a forma explícita do operador tangente (2.62) é apresentada no anexo A.

Como pode-se avaliar, as etapas de maior custo computacional no processo de
avanço temporal consistem na integração numérica sobre os elementos para montagem do
operador tangente, bem como do vetor de desbalanceamento da solução, e na resolução
do sistema linear de equações algébricas resultante em cada iteração do processo de
Newton-Raphson.

Do ponto de vista da implementação computacional, diversas técnicas e otimizações
podem ser adotadas com o intuito de reduzir o tempo para integração e montagem
da matriz tangente (2.62), tais como a técnica de paralelização em protocolo MPI
(Message passing interface) utilizada neste trabalho. O processo de processamento paralelo
consiste em realizar o particionamento do domínio de elementos finitos entre os processos.
Para isso é empregada a biblioteca METIS1, que proporciona uma divisão do domínio
computacional em grupos de mesmo número aproximado de elementos finitos e agrupados
por proximidade geométrica, como ilustrado na Fig. 2.4. Isso garante menor uso de
memória por processo, bem como menor necessidade de comunicação. A partir desse
particionamento, cada processador se torna responsável pela integração numérica dos
elementos finitos correspondentes à sua porção do domínio e pela respectiva contribuição
à matriz tangente.

Por outro lado, a resolução do sistema algébrico é comumente realizada empregando-
se métodos iterativos com base nos espaços de Krylov, tais como o Generalized Minimum

1 Disponível em: <http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/metis/overview>

http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/metis/overview
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Algoritmo 1 Algoritmo de marcha no tempo para o problema de dinâmica dos fluidos
computacional - método α-generalizado
1: para todo passo de tempo n até T faça
2: k = 0;
3: - Atualização do domínio computacional e cálculo de sua velocidade:

ūh ←M
(
xh, x̄h

)
. (2.59)

4: - Predição da solução:

U̇0
n+1 =

γ − 1

γ
U̇n,

U0
n+1 = Un,

p0
n+1 = pn.

(2.60)

5: enquanto (ε > tolerância) faça
6: k++;
7: - Interpolação das variáveis no instante de tempo intermediário:

U̇k
n+αm = U̇n + αm(U̇k−1

n+1 − U̇n),

Uk
n+αf

= Un + αf (U
k−1
n+1 −Un),

pkn+1 = pk−1
n+1.

(2.61)

8: - Cálculo do incremento nas variáveis do problema: U̇n+1 e pn+1
∂Rk

M

∂U̇k
n+1

∂Rk
M

∂pkn+1

∂Rk
C

∂U̇k
n+1

∂Rk
C

∂pkn+1




∆U̇k
n+1

∆pkn+1

 =


−Rk

M

−Rk
C

 . (2.62)

9: - Atualização da solução:

U̇k+1
n+1 = U̇k

n+1 + ∆U̇k
n+1,

Uk+1
n+1 = Uk

n+1 + γ∆t∆U̇k
n+1,

pk+1
n+1 = pkn+1 + ∆pkn+1.

(2.63)

10: - Cálculo do erro:

ε =
∥∥Rk

M

∥∥
L2 =

√
Rk

M · Rk
M . (2.64)

11: fim enquanto
12: fim para
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(a) 6 processos. (b) 20 processos.

Figura 2.4 – Exemplos de particionamento de domínio empregando a biblioteca METIS.

Residual Method (GMRES), aliados à pré-condicionadores apropriados. Diversos trabalhos
podem ser citados nesse sentido, como os de Tezduyar et al. (1992), Nigro et al. (1998),
Elman, Silvester e Wathen (2002), Melchior et al. (2012) e Elman, Silvester e Wathen (2014).
A opção por métodos iterativos para a obtenção da solução é justificada devido ao grande
número de graus de liberdade associado à resolução de problemas de dinâmica dos fluidos
computacional, especialmente em simulações tridimensionais. No entanto, dependendo do
problema a ser resolvido, os métodos iterativos podem apresentar convergência lenta ou até
mesmo imprecisão, a depender da combinação entre o método iterativo e pré-condicionador
adotados. Neste trabalho, realizou-se a implementação da resolução do sistema algébrico
resultante no panorama da biblioteca PETSc. Este pacote é desenvolvido em código
aberto e possui uma grande quantidade de implementações de métodos iterativos e pré-
condicionadores. Além disso, o PETSc possui uma interface bastante robusta com outras
bibliotecas, tais como o METIS, mencionado anteriormente. Como os desenvolvimentos
realizados neste trabalho foram no campo bidimensional, que em geral possuem um número
menor de graus de liberdade e um sistema algébrico melhor condicionado, técnicas de
solução direta também podem ser empregadas para sua resolução. Por esta razão, nos
exemplos apresentados neste trabalho utilizou-se como estratégia a adoção da interface e
implementações do PETSc em conjunto com uma biblioteca eficiente de solução direta, o
MUMPS (Multifrontal Massively Parallel sparse direct Solver), que também encontra-se
disponível em código aberto2 (AMESTOY et al., 2001; AMESTOY et al., 2006). No
entanto, como todas as implementações foram ambientadas no pacote PETSc, é dada
a opção ao usuário do código desenvolvido a opção por qualquer método de resolução
implementado ou que porventura possua interface com o PETSc.

2 Disponível em: http://mumps.enseeiht.fr/
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2.7 Exemplos de verificação e aplicação
Nesta seção são apresentadas algumas simulações realizadas com o intuito de

verificar a implementação do algoritmo para análise de escoamentos incompressíveis na des-
crição ALE. Para tanto, é importante destacar que em todas as análises foram empregados
elementos finitos triangulares com aproximação quadrática tanto para velocidades quanto
pressões, cuja integração numérica foi realizada empregando-se 7 pontos de quadratura.
Além disso, é possível verificar, a partir das Eq. (2.16)-(2.17) que a descrição Euleriana
é facilmente recuperada tomando-se ū = 0. Por outro lado, uma versão Lagrangiana
(Lagrangiana atualizada) também é obtida fazendo-se ū = u. Desse modo, nos exemplos
descritos a seguir, o algoritmo é verificado tanto para exemplos em descrição ALE quanto
em descrição Euleriana.

2.7.1 Cavidade quadrada

Este caso trata-se de um problema vastamente empregado para a verificação de
programas para simulação de escoamentos incompressíveis. Trata-se de um fluido confinado
em uma cavidade quadrada cujo escoamento é induzido pelo deslizamento de sua parede
superior a uma velocidade u∞, de acordo com o esquema ilustrado na Fig. 2.5a. As paredes
laterais e do fundo da cavidade, por sua vez, são rígidas e possuem condição de aderência.
Quanto à discretização espacial, emprega-se a malha estruturada ilustrada na Fig. 2.5b,
que conta com 20000 elementos finitos e 40401 nós.

u = ux ∞

u =0y

x

y

1

1

u = 0x

u =0y

u = 0x

u =0y

u = 0x

u =0y

1

1

(a) Geometria e condições de contorno. (b) Discretização espacial.

Figura 2.5 – Cavidade quadrada: Geometria, condições de contorno e malha de elementos
finitos.

Devido à viscosidade do fluido, o deslizamento da parede localizada no topo da
cavidade provoca a formação de vórtices no seu interior. Suas características, no entanto,
dependem do número de Reynolds (Re) do escoamento, dado por
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Re =
ρL ‖u∞‖

µ
=
L ‖u∞‖

ν
, (2.65)

em que ν é a viscosidade cinemática do fluido, u∞ a velocidade de referência e L é chamado
de comprimento característico do escoamento, neste caso tomado como o lado da cavidade.

Cabe mencionar que, do ponto de vista da aproximação numérica, este problema
possui descontinuidade nas condições de contorno dos cantos superiores, podendo-se impor
velocidades nulas (como das paredes laterais) ou iguais à u∞ (como da parede superior).
A alternativa adotada nas simulações apresentadas a seguir foi a imposição de velocidades
nulas nestes pontos. Além disso, segundo a definição do espaço das funções de aproximação
da pressão (Eq. (2.20)), em problemas de Dirichlet (aqueles em que condições deste tipo
são prescritas em todos os contornos) a pressão é determinada a menos de uma constante
arbitrária. Assim, opta-se por prescrever o valor da pressão no canto superior direito, com
valor de referência pref = 0.

São realizados testes para diferentes valores de Re: 100, 400, 1000, 3200, 5000,
7500 e 10000. Devido ao comportamento estacionário esperado para este problema, os
termos inerciais foram suprimidos da simulação. Além disso, as simulações foram realizadas
progressivamente em relação ao número de Reynolds, tomando-se a solução anterior para
a inicialização da simulação subsequente.

Desse modo, apresentam-se na Fig. 2.6, as curvas da velocidades horizontal e vertical
adimensionalizadas (u/u∞) ao longo das linhas centrais da cavidade. Tais resultados são
comparados com os obtidos por Ghia, Ghia e Shin (1982), notando-se grande proximidade
em todos os casos, o que atesta a boa aproximação da metodologia utilizada. Do mesmo
modo, apresentam-se os campos de velocidade e pressão obtidos, nas Fig. 2.7 e 2.8, que
também encontram-se em acordo com os resultados da literatura, como os de Ghia, Ghia
e Shin (1982) e Glowinski (2003).

2.7.2 Escoamento sobre um cilindro

Este problema trata-se também de um exemplo clássico para a verificação de
códigos computacionais para simulação de escoamentos incompressíveis, sendo que neste
caso deseja-se observar os fenômenos transientes envolvidos. Trata-se do escoamento sobre
um cilindro, cuja presença induz perturbações nos campos de velocidade e pressão. Como
é de amplo conhecimento na literatura, este exemplo apresenta diversas particularidades.
Para valores de Re < Rec (Rec ≈ 50), o escoamento apresenta comportamento estacionário,
com a formação de dois vórtices simétricos e com rotação em direções contrárias colados ao
cilindro. Para valores superiores, até o limite de Re=200, uma esteira de vórtices laminar é
formada, denominada esteira de Von Kárman. Para valores superiores de Re, o escoamento
passa a apresentar fenômenos tridimensionais e/ou turbulentos.

As simulações são realizadas empregando-se um domínio computacional retangular
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Ghia et al. (1982) Presente(a) Re=100.
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Ghia et al. (1982) Presente(b) Re=400.
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Ghia et al. (1982) Presente(c) Re=1000.
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Ghia, Ghia e Shin (1982) Presente(d) Re=3200.
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Ghia et al. (1982) Presente(e) Re=5000.
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Ghia et al. (1982) Presente(f) Re=7500.
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Ghia et al. (1982) Presente(g) Re=10000.−1
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Ghia, Ghia e Shin (1982) Presente

Figura 2.6 – Cavidade quadrada: velocidades adimensionais em função da altura/largura
da cavidade.
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(a) Re=100. (b) Re=400. (c) Re=1000.

(d) Re=3200. (e) Re=5000. (f) Re=7500.

(g) Re=10000.

0,0 1,0

Figura 2.7 – Cavidade quadrada: campos de velocidade
∥∥uh∥∥.
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(a) Re=100. (b) Re=400. (c) Re=1000.

(d) Re=3200. (e) Re=5000. (f) Re=7500.

(g) Re=10000.

Figura 2.8 – Cavidade quadrada: campos de pressão ph.

parametrizado em função do raio do cilindro (R) e ilustrado na Fig. 2.9. Em relação às
condições de contorno, considera-se um perfil de velocidades de entrada uniforme, de saída
de escoamento à jusante do cilindro e de paredes lisas nos contornos superior e inferior,
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também indicadas na Fig. 2.9.

uy=0
ux=u∞

uy=0

uy=0

ux=0
uy=0 saída2R

36R

100R

112R

Figura 2.9 – Escoamento sobre um cilindro: geometria e condições de contorno.

Figura 2.10 – Escoamento sobre um cilindro: malha de elementos finitos.

A discretização espacial consiste numa malha de elementos finitos não estruturada
e mais refinada na região do cilindro, com o intuito de capturar melhor os efeitos viscosos
nessa região, como apresentado na Fig. 2.10. Tal discretização conta com 9318 elementos e
18860 nós.

Adotam-se valores unitários para ρ e u∞. O raio do cilindro possui dimensão 0,5
e duas simulações são executadas, com diferentes valores de viscosidade para se obter
Re iguais a 100 e 200, calculados tomando-se o diâmetro do cilindro como comprimento
característico. Em todas as análises um passo de tempo ∆t = 0,1 é adotado.

Durante as simulações tomam-se os coeficientes aerodinâmicos de arrasto e sustenta-
ção como parâmetros de avaliação, calculados em etapa de pós-processamento. Seu cálculo
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é realizado com base na atuação das tensões desviadoras e hidrostáticas na superfície
do cilindro, que induzem forças de arrasto FD (horizontal) e sustentação FL (vertical),
calculadas a partir de

FD =

∫
ΓS

σ1jnj dΓS, (2.66)

FL =

∫
ΓS

σ2jnj dΓS, (2.67)

em que ΓS corresponde à superfície do cilindro e nj a componente j do vetor normal à ΓS.
Desse modo, os coeficientes de arrasto CD e sustentação CL são calculados por

CD =
FD

1
2
ρ ‖u∞‖2 L

(2.68)

e

CL =
FL

1
2
ρ ‖u∞‖2 L

. (2.69)

Avalia-se também o número de Strouhal (St) em cada caso, que representa adimen-
sionalmente a frequência de desprendimento dos vórtices da esteira de Von Kárman, dado
por

St =
fvL

‖u∞‖
, (2.70)

em que fv é a frequência de desprendimento de vórtices, associada à força de sustentação.
Neste exemplo, avalia-se também o amortecimento numérico do integrador temporal

utilizado, além do seu efeito nos coeficientes aerodinâmicos e no número de Strouhal. Para
tanto, as simulações são realizadas adotando-se cinco diferentes valores de raio espectral,
com αf , αm e γ calculados a partir das Eq. (2.52)-(2.56). Os resultados obtidos tanto
para os coeficientes aerodinâmicos quanto para as forças de arrasto e sustentação são
apresentados nas Fig. 2.11-2.14.

Como é possível avaliar nos gráficos das Fig. 2.11 e 2.13, embora o comportamento
transiente inicial seja diferente para cada valor de ρ∞, a solução de longo termo obtida
para o desprendimento de vórtices é muito semelhante em todos os casos. Em termos da
frequência de desprendimento de vórtices, em todos os casos obtiveram-se valores de St

= 0,165 para Re = 100 e St = 0,195 para Re = 200. Tais valores encontram-se próximos
às referências consultadas (TEZDUYAR et al., 1992c; KJELLGREN, 1997; CODINA et
al., 2006; TAIRA; COLONIUS, 2007; NAJAFI; AREFMANESH; ENJILELA, 2012) e
demonstram a eficiência da técnica de integração temporal, que mesmo para baixos valores
de ρ∞ não produziu variações significativas dos resultados, o que também está de acordo
com as conclusões reportadas por Jansen, Whiting e Hulbert (2000).

Em relação às forças de arrasto e sustentação, apresentadas nas Fig. 2.12 e 2.14,
são observados os resultados esperados quanto ao amortecimento da solução numérica.
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Figura 2.11 – Escoamento sobre um cilindro: coeficientes de arrasto e sustentação para
Re = 100.
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Figura 2.12 – Escoamento sobre um cilindro: forças de arrasto e sustentação para Re = 100.

Para valores de ρ∞ próximos à unidade, as oscilações nos campos de velocidade e pressão
são amortecidas de forma mais lenta, enquanto que para valores próximos à zero tais
frequências são rapidamente dissipadas.

Para o caso sem amortecimento numérico (ρ∞ = 1,0), partindo-se de um valor
inicial constante para pressão, a solução do campo de pressões apresenta comportamento
oscilatório, com amplitude variável ao longo de toda a análise. Desse modo, sua utilização
para aplicações práticas se torna inviável. Por outro lado, ao tomar-se os campos de
velocidade e pressão obtidos anteriormente como condições iniciais, uma solução estável é
obtida durante certo tempo, porém tornam-se novamente instáveis. Tais conclusões são as
mesmas observadas por Jansen, Whiting e Hulbert (2000), como ilustrado nas Fig. 2.15 e
2.16 e também vastamente reportada na literatura a respeito de integradores temporais
da família Crank-Nicolson (ver por exemplo os testes apresentados no livro de Donea e
Huerta (2003) e respectivas referências).
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Figura 2.13 – Escoamento sobre um cilindro: coeficientes de arrasto e sustentação para
Re = 200.
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Figura 2.14 – Escoamento sobre um cilindro: forças de arrasto e sustentação para Re = 200.
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Figura 2.15 – Escoamento sobre um cilindro: CD e CL para ρ∞ = 1, 0.
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this plot is that the initial disturbance is almost completely preserved in the q1 � 1 case, polluting the entire
solution. Intermediate values of q1 annihilate this unresolvable frequency in a manor predictable by their
proximity to the two extreme cases. It is conjectured that the physical instability leading to limit cycle
vortex shedding is in the well resolved and almost completely undamped range for all chosen values of
06 q16 1. However, by using a shorter time to annihilate the highest, unresolvable frequency, the lower
values of q1 actually pick up the physical instability (which starts at extremely low values and grows ex-
ponentially before saturating on the limit cycle) sooner. The higher values of q1 are unable to pick up this
very low amplitude physical instability until they bring the unresolvable frequency below its level. This
should not be misconstrued as an advocation of q1 � 0:0 in all cases but it does demonstrate the bene®t in
at least one case of having the ability to annihilate a large, unresolvable frequency rapidly. In simulations of
practical interest, this ability must be balanced by the fact that there often exist a continuous range of
frequencies that one is interested in resolving rather than two, widely separated ones as shown here. In
those cases, higher values of q1 are desirable to maintain the ability to accurately integrate waves with
signi®cantly less than 30±60 time steps per period.

Fig. 2. Lift, fl, and drag, fd, forces on the cylinder for di�erent time windows: - - - - q1 � 0:00; ±�± q1 � 0:25; � � � � � � q1 � 0:50; ±±±±

q1 � 0:75; ±±±± � q1 � 1:0.

314 K.E. Jansen et al. / Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 190 (2000) 305±319

Figura 2.16 – Força de arrasto para ρ∞ = 1, 0 reportados por Jansen, Whiting e Hulbert
(2000).

2.7.3 Cilindro móvel

Diferentemente dos casos Eulerianos testados anteriormente, neste exemplo pretende-
se verificar a metodologia para a simulação de problemas com contornos móveis por meio da
descrição ALE. Este caso trata de um cilindro imerso em um tanque cujo fluido encontra-se
inicialmente em repouso. Analogamente ao caso anterior, as dimensões do tanque são
parametrizadas em função do diâmetro do cilindro e são apresentadas na Fig. 2.17. Todas
as paredes do tanque tratam-se de superfícies sólidas com condição de não escorregamento
e, como no exemplo da cavidade quadrada, trata-se de um problema de Dirichlet, com
velocidades prescritas em todos os contornos. Assim, prescreve-se também um valor de
pressão de referência pref = 0 no canto superior direito.

Neste problema, a malha do domínio fluido é deformada para acomodar o desloca-
mento do cilindro, cujo procedimento é abordado na seção 7.3.

30D 

30D 
D 

ux=uy=0

ux=0
uy=0

ux=-1
uy=0 ux=0

uy=0

ux=uy=0

x
y

16,5D
15D

Figura 2.17 – Cilindro móvel: geometria e condições de contorno.

No instante t = 0, o cilindro inicia translação para a esquerda com velocidade
constante e unitária. O domínio do fluido é discretizado em 29708 elementos e 59814 nós (ver
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Fig. 2.18). Adota-se diâmetro unitário para o cilindro, especificando-se um comprimento
característico de 0,02 para os elementos finitos no contorno do cilindro e 0,5 nas paredes
do tanque. Quanto à discretização temporal, emprega-se um passo de tempo de ∆t=0,01
nas análises e o esquema de integração temporal adotado é a regra de trapézios.

Figura 2.18 – Cilindro móvel: discretização espacial.

Todas as grandezas são consideradas adimensionais e o problema foi analisado para
valores de Re iguais a 40 e 200, tomando-se o diâmetro do cilindro como comprimento
característico. Desse modo, são calculados os coeficientes de arrasto em ambos os casos para
até o instante t =3,5, cujos resultados são comparados com o modelo analítico desenvolvido
por Bar-Lev e Yang (1975) e numérico de Taira e Colonius (2007) na Fig. 2.19.
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Figura 2.19 – Cilindro móvel: coeficiente de arrasto.

Como pode-se verificar, há uma boa concordância entre os modelos numéricos.
Entretanto, deve-se observar que a solução analítica proposta por Bar-Lev e Yang (1975)
só é válida para os instantes iniciais do escoamento. Por outro lado, observa-se um
comportamento singular das forças aerodinâmicas no instante inicial, que pôde ser
capturado com precisão por meio da metodologia utilizada.
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(a) t = 1,0

(b) t = 2,5

(c) t = 3,5

-0,7 0,55-0,075

Figura 2.20 – Cilindro móvel: Campos de pressão para Re = 40 (à esquerda) e Re = 200
(à direita).

As Fig. 2.20 e 2.21 apresentam os campos de pressão e de vorticidade para os
instantes t = 1, 2,5 e 3,5, relativos à posição inicial do cilindro, representada em linha
tracejada. Destaca-se que a vorticidade ω consiste na medida de rotação de um elemento
de fluido em torno de um ponto. Tal grandeza é calculada em etapa de pós-processamento
a partir da relação

ω = ∇× u =
∂ux
∂y
− ∂uy

∂x
para o caso 2D. (2.71)
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(a) t = 1,0

(b) t = 2,5

(c) t = 3,5

-30 300,0

Figura 2.21 – Cilindro móvel: Vorticidade para Re = 40 (à esquerda) e Re = 200 (à
direita).

Nota-se que os resultados deste exemplo encontram-se também em conformidade
com os apresentados por Taira e Colonius (2007) e ilustram o modo como os efeitos
convectivos se tornam mais importantes à medida em que Re aumenta. Este exemplo
também permite concluir que a formulação adotada é capaz de representar adequadamente
problemas com contornos móveis.
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CAPÍTULO

3
SUPERPOSIÇÃO DE MODELOS

PELO MÉTODO ARLEQUIN

ESTABILIZADO

Técnicas de decomposição de domínio ou superposição de modelos vêm sendo
amplamente desenvolvidas nas últimas décadas, vide o sucesso com o qual métodos como
Chimera, S e Arlequin têm sido empregados para a resolução de diversos problemas de
engenharia, já destacados no Capítulo 1.

Neste capítulo, o método Arlequin é introduzido sob um panorama geral. Diversos
aspectos acerca de sua definição e estabilidade são discutidos e aprofundados. Inicialmente,
o método Arlequin é definido para um problema mais simples que o de interesse para
este trabalho, dado pela equação de Poisson. Em seguida, é proposta uma técnica para
adicionar estabilidade à formulação Arlequin, que se baseia na adição de uma parcela
estabilizadora em função do gradiente do resíduo da equação governante. Realiza-se então
um estudo da estabilidade da técnica proposta e, por fim, testes numéricos são realizados.

Destaca-se que parte dos desenvolvimentos e resultados apresentados a seguir, nos
Capítulos 3 e 4, foram publicados na importante revista técnica Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering (FERNANDES et al., 2020?).

3.1 O método Arlequin
O método Arlequin foi introduzido no trabalho de Ben Dhia (1998) e trata-se de

uma técnica multiescala com base na superposição de modelos. Ao contrário de outros
métodos multiescala, que baseiam-se por exemplo no enriquecimento da base de funções de



88 Capítulo 3. Superposição de modelos pelo método Arlequin estabilizado

aproximação, o Arlequin se fundamenta na superposição de dois ou mais modelos, de modo
a garantir um modelo local com resolução e/ou discretização adequada para representar
os efeitos localizados e vem sendo aplicado à solução de diversos problemas de engenharia,
como os elencados na seção 1.2.4.

De um modo geral, o método Arlequin é construído com base em três princípios
(BEN DHIA; RATEAU, 2005) (ver Fig. 3.1):

i. A superposição de um modelo local (Ω1), com discretização adequada para captura
dos efeitos desejados, a um modelo global (Ω0), cuja discretização é incapaz de
representar tais fenômenos;

ii. O acoplamento dos modelos em uma sub-região da zona de superposição (Ωs),
denominada zona de colagem (Ωc), por meio da definição de um operador de
acoplamento conveniente;

iii. A distribuição de energia entre os modelos por meio da utilização de uma função
ponderadora, definida a partir de uma partição da unidade, de modo a garantir a
conservação da energia mecânica total do modelo.

Ω0

Ω1

Ωc

Γ0
Γ1

Ωc

Figura 3.1 – Superposição de modelos no método Arlequin.

Desse modo, a aplicação do método inicia-se tomando uma discretização global,
incapaz por sí só de representar os efeitos localizados e sobrepondo a esse uma discretização
adequada ao efeito localizado em uma zona de particular interesse (i). Assim, define-se
o domínio computacional Ω do problema de acordo com a Fig. 3.1, como a composição
entre um modelo global Ω0 e um local Ω1, dados por

Ω = Ω0 ∪ Ω1. (3.1)

A zona de superposição dos modelos Ωs, por sua vez, é definida como

Ωs = Ω0 ∩ Ω1, (3.2)

Ωs = Ωc ∪ Ωf , (3.3)

Ωc > 0, (3.4)
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em que Ωf é denominada zona livre.
Uma forma conveniente de realizar a conexão entre os modelos (ii), se dá por meio

do emprego de um campo de multiplicadores de Lagrange λ, definido em Ωc, e descrito
por um operador de acoplamento. A forma generalizada e amplamente utilizada deste
operador de acoplamento foi inicialmente apresentada por Ben Dhia e Rateau (2002) no
contexto do método Arlequin e é dada por

〈w,λ〉Ωc =

∫
Ωc

κ0 [w · λ] + κ1 [ε(w) : ε(λ)] dΩc, (3.5)

em que as constantes κ0 e κ1 são estritamente positivas. Casos particulares do operador
de acoplamento podem ser enunciados. Para κ0 > 0 e κ1 = 0 obtém-se o operador de
acoplamento L2 (operador dual). Tal denominação de deve ao fato de o operador L2

proporcionar continuidade de ordem 0 ao campo compatibilizado, isto é, esse operador
estabelece, no sentido de forma fraca, a continuidade das variáveis ao longo da zona de
colagem (u0 − u1 = 0). Por outro lado, para κ0 > 0 e κ1 > 0 o operador de acoplamento
H1 (acoplamento de energia) é obtido. Nesse caso, a denominação refere-se à continuidade
de ordem 1 imposta ao campo compatibilizado por λ. Mais especificamente, o operador
H1 garante, também no sentido de forma fraca, a continuidade de uma combinação linear
das variáveis e seu Laplaciano, ou seja, κ0 (u0 − u1) + κ1∇2 (u0 − u1) = 0 (GUIDAULT;
BELYTSCHKO, 2007). Evidentemente, ambas as opções podem ser utilizadas a depender
da aplicação desejada.

É importante ressaltar que, independente da técnica utilizada para a construção do
operador de acoplamento, o sucesso do método Arlequin é dependente da escolha apropriada
dos parâmetros κ0 e κ1. No caso do operador L2, por exemplo, o condicionamento do sistema
algébrico resultante é fortemente dependente da definição de κ0, uma das razões pelas
quais sua utilização é desaconselhada (BEN DHIA, 2008; GUIDAULT; BELYTSCHKO,
2007). Desse ponto de vista, a determinação dos parâmetros ótimos constitui um desafio
na construção do método Arlequin para qualquer que seja a aplicação desejada. Por esta e
outras razões, uma modificação na construção do operador de acoplamento é proposta e
detalhada mais adiante neste trabalho, na seção 3.3. Nesta seção, limita-se a fornecer ao
leitor as informações necessárias para compreender o método Arlequin como já estabelecido
nos trabalhos precedentes.

Por outro lado, a definição do espaço de funções teste para o campo de multi-
plicadores de Lagrange também é de crucial importância. Embora o método apresente
flexibilidade suficiente para utilizar uma discretização independente para a zona de colagem,
a estratégia adotada normalmente consiste na sua definição a partir de um subconjunto de
elementos finitos de um dos modelos superpostos. Na prática, isso implica num maior ou
menor acoplamento entre os modelos, de modo que a escolha é novamente condicionada à
aplicação desejada.

Finalmente, a condição iii define que a superposição de um modelo local não
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deve adicionar energia ao sistema. Isso é garantido por meio da definição de uma função
ponderadora, que garante a distribuição da energia do sistema ao longo dos modelos
superpostos e deve ser aplicada às equações governantes em cada um dos modelos. Em
geral, essa função é definida por uma partição da unidade %i dada por:

%i ∈ [0; 1] in Ω

%0 + %1 = 1 in Ω

%i = 1 in Ωi \ Ωj, i 6= j

%i = kA > 0 in Ωf

, (3.6)

em que kA é uma constante maior que zero para garantir a consistência e relevância do
método Arlequin (BEN DHIA, 2008). Graficamente, %i é ilustrada na Fig. 3.2.

1 
1-kA

kA
Ωf

Ωs
Ω0

ϱi

Figura 3.2 – Funções ponderadoras de energia %i. Adaptado de Ben Dhia (2008)

3.2 Aplicação do método Arlequin para a equa-

ção de Poisson
Para demonstrar a aplicação do método Arlequin e facilitar a sua compreensão,

toma-se um problema independente do tempo representado pela equação de Poisson,
definido por

θ∇2u = f em Ω, (3.7)

em que θ é uma constante, u representa um campo escalar de interesse e f é o termo fonte.
Inicialmente define-se uma aproximação clássica em elementos finitos para um único

modelo (monomodelo1). Assim, o problema resultante pode ser escrito como: determinar
uh ∈ Shu tal que ∀wh ∈ Vhu

1 Ao longo de todo o texto, o termo “monomodelo” refere-se à um domínio computacional discretizado de
forma tradicional por meio do MEF, com apenas uma malha de elementos finitos, como apresentado no
Capítulo 2.
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Bef

(
wh;uh

)
= Lef

(
wh
)
, (3.8)

em que Shu ,Vhu ⊂
(
H1h(Ω)

)
e

Bef

(
wh;uh

)
=
(
∇wh, θ∇uh

)
Ω
, (3.9)

L
(
wh
)

=
(
wh, f

)
Ω
. (3.10)

Já o modelo Arlequin do problema de Poisson (3.7), consiste em determinar(
uh0 , u

h
1 , λ

h
)
∈ Shu0 × Shu1 ×Mh tal que ∀wh0 ∈ Vhu0, ∀wh1 ∈ Vhu1 e ∀ζh ∈ Qh

B
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h;uh0 , u
h
1 , λ

h
)

= L
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h
)
, (3.11)

em que

B
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h;uh0 , u
h
1 , λ

h
)

=
(
∇wh0 , %0θ∇uh0

)
Ω0

+
(
∇wh1 , %1θ∇uh1

)
Ω1

+
〈
wh0 , λ

h
〉

Ωc
−
〈
wh1 , λ

h
〉

Ωc
−
〈
ζh, uh0 − uh1

〉
Ωc
,

(3.12)

L
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h
)

=
(
wh0 , %0f

)
Ω0

+
(
wh1 , %1f

)
Ω1
, (3.13)

em que Shui,Vhui ⊂
(
H1h(Ωi)

)nsd ,Mh,Qh ⊂
(
L2h(Ωc)

)nsd se κ1 = 0 eMh,Qh ⊂
(
H1h(Ωc)

)nsd

se κ1 > 0. O operador de acoplamento é definido pela Eq. (3.5) e %i é dado na Eq. (3.6).
O problema definido pelas Eq. (3.12)-(3.13) descreve a versão clássica do método

Arlequin para a equação de Poisson. Do ponto de vista matemático, trata-se de um
problema de ponto de sela decorrente de uma formulação mista. Como já abordado no
Capítulo 2, desde que a condição LBB seja satisfeita, existe solução para o problema e ela
é única. Para não se estender demasiadamente acerca de discussões sobre a estabilidade
do método Arlequin, indica-se ao leitor os trabalhos de Guidault e Belytschko (2007) e
Ben Dhia (2008), por exemplo. Nessas referências, é realizada uma análise matemática
profunda dos operadores de acoplamento levando em conta a estabilidade, convergência e
relevância do método. Além disso, diversos testes numéricos são realizados para confirmar
as conclusões teóricas.

Em suma, dentre os pontos levantados pelos autores, destaca-se por exemplo a
necessidade de emprego de funções ponderadoras %i contínuas quando da utilização do
operador L2. Uma maior flexibilidade é observada no caso do operador H1, que não
possui tais restrições. Quanto à definição do espaço de aproximação dos multiplicadores de
Lagrange, a escolha por espaços mais refinados conduz a uma solução não convergente. De
fato, um fenômeno de travamento é reportado, independente do operador de acoplamento
e função ponderadora adotada. Este fenômeno é caracterizado pela forte dependência
da discretização do modelo global na solução. Caso contrário, os autores destacam que
a opção por espaços de aproximação menos refinados garantem maior flexibilidade ao
método.
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3.3 Uma nova formulação estabilizada do mé-

todo Arlequin

Como destacado anteriormente, as Eq. (3.12)-(3.13) definem um problema de ponto
de sela que deve atender a condição LBB. Tal problema é análogo à formulação mista
em elementos finitos para escoamentos incompressíveis apresentada no capítulo 2, e que
limita a escolha de funções aproximadoras para o campo de velocidades e pressões. No
caso da mecânica dos fluidos computacional, esta restrição é superada, por exemplo,
empregando-se formulações estabilizadas como o PSPG ou ainda GLS (Galerkin Least-
Squares) (TEZDUYAR, 1992).

Compartilhando da mesma filosofia dos métodos estabilizados, o que se propõe
nesta seção é o desenvolvimento de uma técnica de estabilização consistente, baseada em
resíduo, com o objetivo de superar a condição LBB também para o problema Arlequin.
Essa tarefa é realizada tomando-se uma parcela adicional, que leva em conta o gradiente
de ζh e o resíduo da equação governante do problema, definido como

nel∑
e=1

nsd∑
i=0

(
κeh4

θ
∇ζh,∇rMi

)
Ωc

, (3.14)

em que κe é uma constante de estabilidade estritamente positiva, h é o comprimento
característico da discretização, nsd é o número de modelos superpostos e rMi é o resíduo
da equação governante no modelo i, dado por

rMi = %i∇2ui − %ifh + χ(i)λh, (3.15)

em que

χ(i) =

{
(−1)i if x ∈ Ωc,

0 if x /∈ Ωc.
(3.16)

Desse modo, a versão estabilizada do método Arlequin para a equação de Poisson
é definida como: determinar

(
uh0 , u

h
1 , λ

h
)
∈ Shu0 × Shu1 ×Mh tal que ∀wh0 ∈ Vhu0, ∀wh1 ∈ Vhu1

e ∀ζh ∈ Qh

B
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h;uh0 , u
h
1 , λ

h
)

= L
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h
)
, (3.17)

em que

B
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h;uh0 , u
h
1 , ζ

h
)

=
(
∇wh0 , %0θ∇uh0

)
Ω0

+
(
∇wh1 , %1θ∇uh1

)
Ω1

+
(
wh0 , λ

h
)

Ωc
−
(
wh1 , λ

h
)

Ωc
−
(
ζh, uh0 − uh1

)
Ωc

+

nel∑
e=1

(
κeh4

θ
∇ζh, 2∇λh − %0θ∇

(
∇2uh0

)
+ %1θ∇

(
∇2uh1

))
Ωec

(3.18)
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L
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h
)

=
(
wh0 , %0f

)
Ω0

+
(
wh1 , %1f

)
Ω1

+

nel∑
e=1

(
κeh4

θ
∇ζh,−%0∇f + %1∇f

)
Ωec

.
(3.19)

Como já salientado, a utilização do operador H1 implica na imposição em forma
fraca de uma combinação linear entre os campos compatibilizados e seu gradiente. Em
determinadas aplicações esta opção não se mostra vantajosa, uma vez que as derivadas
do campo de interesse podem se tornar dependentes da discretização menos refinada na
zona de colagem. Este fenômeno ocorre especialmente quando da definição do espaço de
aproximação do campo de multiplicadores de Lagrange como um subespaço do modelo
local.

A técnica de estabilização do método Arlequin é aplicada apenas em conjunto com
o operador L2 com o objetivo de aumentar a estabilidade do problema discreto associado
e assegurar sua convergência. Por essa razão, a notação adotada para o operador de
acoplamento (3.5) é substituída neste momento por um produto no espaço L2.

3.3.1 Análise de estabilidade

Diante da técnica estabelecida, a seguir é realizada uma análise de estabilidade da
versão estabilizada do método Arlequin para a equação de Poisson. Tal análise é realizada
utilizando os mesmos critérios adotados por Hughes, Franca e Balestra (1986) para a
estabilização PSPG. Considere o problema de Dirichlet, isto é, Γg = Γ. Nesse caso a
solução exata u do problema de Poisson pode ser escrita como

u = v + gh, (3.20)

em que gh é uma função dada que descreve as condições de contorno e

v(x) = 0 ∀x ∈ Γ, i = 0, 1. (3.21)

Assumem-se então as seguintes hipóteses:
(i) θ é uma constante positiva;
(ii) Vhu0, Vhu1 e Qh consistem em bases de funções aproximadoras de elementos

finitos de ordem C0, para as quais as seguintes estimativas de interpolação são válidas:
Sejam ṽh0 ∈ Vhu0, ṽh1 ∈ Vhu1 e λ̃h ∈ Qh os interpolantes de v0, v1 e λ, respectivamente. Então
ηvi = ṽhi − v e ηλ = λ̃h − λ satisfazem

‖ηvi‖+ h ‖∇ηvi‖+ h2

nel∑
e=1

∥∥∇2(ηvi)
∥∥

Ωe
+ h3

nel∑
e=1

∥∥∇ (∇3ηvi
)∥∥

Ωe
6 Chk+1 ‖vi‖k+1 (3.22)

‖ηλ‖+ h ‖∇(ηλ)‖ 6 Chl+1 ‖λ‖l+1 (3.23)

(iii) A seguinte estimativa inversa é válida:
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∥∥∇ (∇2whi
)∥∥

Ωe
6 Ce

0h
−1
∥∥∇2whi

∥∥
Ωe

6 Ce
1h
−2
∥∥∇(whi )

∥∥
Ωe

∀whi ∈ Vhui, i = 0, 1. (3.24)

(iv) 0 < κ 6 κe 6 (Ce
1)−2, em que κ é uma constante.

Tendo em vista (3.6), considera-se |||wh0 , wh1 , ζh||| como sendo uma norma definida
no espaço (H1

0 (Ωi))
nsd ×H1(Ωi) ∈ < tal que:

|||wh0 , wh1 , ζh|||2 =
2%0 − %2

0

2
θ
∥∥∇wh0∥∥2

Ω0
+

2%1 − %2
1

2
θ
∥∥∇wh1∥∥2

Ω1
+

nel∑
e=1

κeh4

2θ
‖∇ζh‖2

Ωec
. (3.25)

Lema 3.3.1. A estabilidade do método Arlequin estabilizado é garantida pela condição

B
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h;wh0 , w
h
1 , ζ

h
)
> |||wh0 , wh1 , ζh|||2 ∀wh0 ∈ Vhu0,∀wh1 ∈ Vhu1, ∀ζh ∈ Qh (3.26)

Demonstração. Substituição direta na Eq. (3.18) fornece
B
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h;wh0 , w
h
1 , ζ

h
)

= %0θ
∥∥∇wh0∥∥2

Ω0
+ %1θ

∥∥∇wh1∥∥2

Ω1
+

nel∑
e=1

2κeh4

θ
‖∇ζh‖2

Ωc

−
nel∑
e=1

κeh4
(
∇ζh, %0∇

(
∇2wh0

))
Ωc︸ ︷︷ ︸

I1

+

nel∑
e=1

κeh4
(
∇ζh, %1∇

(
∇2wh1

))
Ωc︸ ︷︷ ︸

I2

.

(3.27)

Os últimos termos, I1 e I2, podem ter seu módulo estimado por meio da desigualdade
de Young. Levando em consideração as hipóteses (iii) e (iv), obtém-se:

|I1| =
∣∣κeh4

(
∇ζh, %0∇

(
∇2wh0

))∣∣
Ωc

6
κeh4

2

[
‖∇ζh‖2

θ
+ %2

0θ
∥∥∇ (∇2wh0

)∥∥2
]

Ωc

6
κeh4

2

[
‖∇ζh‖2

θ
+ %2

0θ
(
Ce

1h
−2
)2 ∥∥∇h

0

∥∥2
]

Ωc

6

[
κeh4

2θ
‖∇ζh‖2 +

%2
0θ

2

∥∥∇wh0∥∥2
]

Ωc

.

(3.28)

O mesmo procedimento pode ser realizado para I2 de modo a obter

|I2| =
∣∣κeh4

(
∇ζh, %1∇

(
∇2wh1

))∣∣
Ωc

6

[
κeh4

2θ
‖∇ζh‖2 +

%2
1θ

2

∥∥∇wh1∥∥2
]

Ωc

. (3.29)

Combinando as Eq. (3.27), (3.28) e (3.29), obtém-se

B
(
wh0 , w

h
1 , ζ

h;wh0 , w
h
1 , ζ

h
)
> %0θ

∥∥∇wh0∥∥2

Ω0\Ωc
+ %1θ

∥∥∇wh1∥∥2

Ω1\Ωc

+

nel∑
e=1

κeh4

θ
‖∇ζh‖2

Ωc

+

(
2%0 − %2

0

2

)
θ
∥∥∇wh0∥∥2

Ωc
+

(
2%1 − %2

1

2

)
θ
∥∥∇wh1∥∥2

Ωc
,

(3.30)
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Comparando-se a relação (3.30) com a norma definida na Eq. (3.25), verifica-se
que o critério estabelecido pelo Lema 3.3.1 é satisfeito, o que finaliza a prova.

Por meio desta análise de estabilidade, pode-se também definir um novo parâmetro

de estabilização para um elemento genérico como τARLQ ≤
κeh4

θ
.

3.4 Testes numéricos

3.4.1 Condicionamento do sistema algébrico

Nesta etapa são escolhidos problemas simples unidimensionais para verificar a versão
estabilizada do método Arlequin e estudar suas propriedades antes de sua implementação
junto aos problemas de interesse dessa pesquisa. No caso unidimensional, o problema de
Poisson e de elasticidade linear coincidem, tomando-se u como o campo de deslocamentos,
θ a constante elástica e f a densidade de forças distribuídas ao longo do sólido.

Mais especificamente, escolhe-se o caso de uma barra vertical biengastada, de seção
transversal constante, submetida ao seu próprio peso, estudado também por Ben Dhia e
Rateau (2005), Guidault e Belytschko (2007) e Ben Dhia (2008), e ilustrado na Fig. 3.3.

f
3 Ωc

Ω1

Ω0

x

Discretização 1

Ωc

Ω1

Ω0

Discretização 2

Figura 3.3 – Teste numérico: geometria, condições de contorno e discretizações adotadas.

A barra elástica possui comprimento adimensional igual a 3. O modelo global Ω0 é
definido no intervalo [0;2] e o modelo local Ω1 no intervalo [1;3]. Os multiplicadores de
Lagrange são também definidos pelas mesmas funções aproximadoras do modelo local,
no intervalo [1;2]. Todas as simulações descritas a seguir foram realizadas empregando-se
elementos finitos de aproximação linear. Além disso, a constante elástica é considerada
unitária e as funções ponderadoras %i são adotadas contínuas e de comportamento linear.



96 Capítulo 3. Superposição de modelos pelo método Arlequin estabilizado

O primeiro teste realizado avalia o número de condicionamento do sistema algébrico
associado ao problema Arlequin. O número de condicionamento de uma matriz é definido
como o produto entre a sua norma e da sua inversa. Quanto menores os valores do número
de condicionamento mais bem condicionado é o sistema algébrico.

Para realizar a análise de condicionamento, os dois modelos superpostos foram
discretizados com o mesmo número de elementos finitos, isto é, h0 = h1 (discretização 1
da Fig. 3.3). Assim, são realizados diversos testes variando-se o valor de κe na definição do
parâmetro de estabilização τARLQ e também tomando-se valores constantes para τARLQ.
Além disso, os casos dos operadores clássicos L2 (κ0 = 1) e H1 (κ0 = κ1 = 1) foram
tomados como referência. Os resultados obtidos são apresentados na Fig. 3.4.
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Figura 3.4 – Testes numéricos: número de condicionamento do sistema algébrico.

Como pode-se verificar, na versão estabilizada do método Arlequin, o condi-
cionamento do sistema algébrico resultante é estritamente dependente do parâmetro
de estabilização adotado. Isso indica que deve-se realizar uma investigação profunda
acerca da definição de τARLQ para aplicações práticas. Ademais, os níveis do número de
condicionamento atingidos pelo método Arlequin estabilizado são comparáveis aos obtidos
com o operador H1, o que demonstra a robustez da técnica.

O campo de multiplicadores de Lagrange também é modificado pela introdução
da estabilização, cuja magnitude é obviamente dependente de τARLQ. Em todos os
casos analisados, o comportamento linear obtido quando da utilização do operador de
acoplamento L2 é alterado para um perfil quadrático. Os mesmos resultados são obtidos
quando o operador de acoplamento H1 que é empregado (GUIDAULT; BELYTSCHKO,
2007), como ilustra a Fig. 3.5.
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Figura 3.5 – Testes numéricos: campo de multiplicadores de Lagrange.

3.4.2 Definição do espaço de funções teste do campo de multipli-

cadores de Lagrange

O segundo teste foi realizado empregando-se diferentes discretizações para os
modelos superpostos (discretização 2 da Fig. 3.3). Neste caso, deseja-se verificar o
comportamento da solução estabilizada mediante o fenômeno de travamento amplamente
reportado na literatura (GUIDAULT; BELYTSCHKO, 2007). Como já mencionado, este
fenômeno ocorre quando os multiplicadores de Lagrange são aproximados por um espaço
de funções mais refinado, de modo que a solução na zona de superposição coincide com a
fornecida pela discretização mais pobre.

Para exemplificar este fenômeno, adotou-se uma discretização para o modelo global
em 4 elementos finitos de mesmo comprimento. O modelo local, por sua vez, é discretizado
em 40 elementos finitos. Analogamente ao teste anterior, o espaço de aproximação dos
multiplicadores de Lagrange é aproximado por meio do modelo local, com 20 elementos
finitos. A mesma solução é obtida para os operadores de acoplamento L2 e H1 e é
apresentada na Fig. 3.6, juntamente com a solução analítica para o problema, dada por

u =
x

2
(L− x), (3.31)

em que L é o comprimento da barra.
Verifica-se que, a despeito do refinamento imposto ao modelo local (em azul),

a solução de fato coincide com o modelo global aproximado de forma pobre. Guidault
e Belytschko (2007) provam ainda que este fenômeno ocorre independente das funções
ponderadoras adotadas. Em contraponto, realizou-se a simulação do problema estabilizado
empregando-se τARLQ = 0, 001, cujo resultado é apresentado na Fig. 3.7.

Como pode-se verificar, o caso estabilizado não apresenta qualquer dependência da
discretização do modelo global e a solução é acoplada num sentido de média. Esta conclusão
é a mesma observada quando emprega-se um espaço de aproximação para o campo de
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Figura 3.6 – Testes numéricos: fenômeno de travamento da solução.

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 1.15

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

u

x

solução analítica
u1
u0

Figura 3.7 – Testes numéricos: solução estabilizada, sem travamento.

multiplicadores com base na discretização do modelo global (GUIDAULT; BELYTSCHKO,
2007; BEN DHIA, 2008).

Esses resultados demonstram uma grande vantagem do operador estabilizado em
relação às versões clássicas. Em termos quantitativos, para a discretização adotada o
erro na norma H1 é reduzido de 6,427×10−2 (utilizando os operadores L2 e H1) para
3,161×10−2 empregando-se o operador estabilizado.

Ademais, dentre os testes realizados por Guidault e Belytschko (2007), fica evidente
que embora ocorra travamento na solução, é fortemente recomendada a utilização do
operador H1. Isso se deve às instabilidades e ao comportamento oscilatório observado
no campo de multiplicadores de Lagrange, quando do emprego do operador L2 sem
estabilização, ilustrado na Fig. 3.8a. No caso estabilizado, no entanto, todas as dificuldades
observadas anteriormente são superadas, inclusive quando comparado ao operador H1, o
que novamente reforça e justifica a sua utilização em aplicações práticas.
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Figura 3.8 – Testes numéricos: campos de multiplicadores de Lagrange obtidos com os
operadores (a) L2 e (b) H1 e L2 estabilizado.

3.4.3 Análise de convergência

A seguir apresenta=se uma análise de convergência para o problema unidimensional.
Neste caso, o erro em relação à solução analítica é avaliado por meio da norma L2 e da
seminorma H1, dados, respectivamente, por

‖e‖L2 =

[∫
Ω

(
u− uh

)2
dΩ

] 1
2

(3.32)

e

‖e‖H1 =

[∫
Ω

(
∂u

∂x
− ∂uh

∂x

)2

dΩ

] 1
2

. (3.33)

Inicialmente estudou-se o caso definido anteriormente de uma barra submetido à
uma força distribuída unitária e constante. Tomando-se a discretização 1, avaliou-se a
convergência da versão estabilizada do método Arlequin para três cenários do parâmetro
de estabilização, com κe= 1, 100 e 10000, cujos resultados são apresentados na Fig. 3.9 e
comparados com um monomodelo de referência também obtido por meio do método dos
elementos finitos.

Verifica-se que a taxa de convergência, assim como o condicionamento do sistema
algébrico avaliado anteriormente, é fortemente dependente do parâmetro de estabilização.
Em comparação com o exemplo anterior, embora os casos de κe mais elevados forneçam um
sistema algébrico melhor condicionado, a taxa de convergência da técnica é comprometida
em modelos menos refinados. Por outro lado, para qualquer dos valores de κe avaliados
observa-se boa convergência para h→ 0. Em particular, para o caso de κe=1, obtém-se
uma taxa de convergência equivalente à taxa ótima, dada pelo monomodelo de elementos
finitos.

A convergência da técnica também foi avaliada para um problema cuja solução não
é dada por uma função polinomial. Neste caso, adota-se um termo forçante aplicado ao
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Figura 3.9 – Testes numéricos: convergência para discretização 1 e força distribuída
constante.

longo de todo o comprimento da barra, dado pela expressão

f =
1

(x− L+ kS)2 , (3.34)

em que kS é um parâmetro real que garante a não singularidade tanto da força quanto do
campo de deslocamentos em x = L, adotado igual a kS=-0,1.

Para este termo forçante, a expressão que fornece a solução analítica para o campo
de deslocamentos da barra é expresso por

u = ln

∣∣∣∣x− L+ kS
kS − L

∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣kS − LkS

∣∣∣∣ xL. (3.35)

Desse modo, avalia-se novamente a convergência da solução com respeito à norma
L2 e seminorma H1 para um monomodelo de referência, um modelo Arlequin clássico com
acoplamento L2 e um modelo Arlequin estabilizado, com κe=1. Para tanto, adota-se o
esquema de discretização 2, cujo modelo global possui 4 elementos finitos. Os resultados
obtidos são apresentados na Fig. 3.10, em que h corresponde ao comprimento característico
dos elementos do modelo local.

A primeira constatação possível a partir da análise dos gráficos da Fig. 3.10 é a de
que o erro da solução dos modelos Arlequin menos refinados é praticamente coincidente
com o monomodelo de referência. No entanto, à medida que o modelo local é refinado, a
curva que representa os erros das soluções dos modelos Arlequin se tornam assintóticas.
Isso se deve ao fato de que o modelo global possui influência no cômputo desses valores
e, como o refinamento progressivo é aplicado apenas ao modelo local, o valor assintótico
corresponde ao erro da solução no trecho [0;2], em que o modelo global está definido. Além
disso, verifica-se que a despeito da estabilização introduzida, são obtidos valores muito
próximos para os erros nos dois modelos Arlequin avaliados.

Diante de tais resultados, avaliou-se a remoção progressiva da contribuição do
modelo global para o erro da solução. Numa segunda análise tomou-se o termo forçante
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Figura 3.10 – Testes numéricos: convergência para discretização 2 e força distribuída não
constante no intervalo [0,3].

(3.34) definido no intervalo [1;3], cujos resultados são apresentados na Fig. 3.11, calculados
a partir da solução analítica que para este caso é dada por

u =

[
L− 1

1− L+ kS
+ ln

∣∣∣∣1− L+ kS
kS

∣∣∣∣] xL para 0 ≤ x ≤ 1

u = ln

∣∣∣∣x− L+ kS
kS

∣∣∣∣+

[
ln

∣∣∣∣1− L+ kS
kS

∣∣∣∣− 1

1− L+ kS

](x
L
− 1
)

para 1 ≤ x ≤ 3

.

(3.36)
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Figura 3.11 – Testes numéricos: convergência para discretização 2 e força distribuída não
constante no intervalo [1,3].

Neste caso, o modelo global é capaz de reproduzir de forma exata a solução
analítica no trecho [0,1]. Porém, verifica-se que, em comparação à análise anterior, os
patamares assintóticos são ligeiramente reduzidos, devido à menor influência do modelo
global à solução. No entanto, o mesmo comportamento geral para a taxa de convergência
é observado.

Por fim, realiza-se um último teste considerando-se o termo forçante (3.34) definido
no intervalo [2;3], isto é, completamente no modelo local. Neste caso, a discretização do
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modelo global é capaz de reproduzir de forma exata a solução analítica no trecho [0;2] e as
curvas de convergência obtidas são apresentadas na Fig. 3.12, cujo erros são calculados a
partir da solução analítica dada por

u =

[
L− 2

2− L+ kS
+ ln

∣∣∣∣2− L+ kS
kS

∣∣∣∣] xL para 0 ≤ x ≤ 2

u = ln

∣∣∣∣x− L+ kS
kS

∣∣∣∣+

[
ln

∣∣∣∣2− L+ kS
kS

∣∣∣∣− 2

2− L+ kS

](x
L
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)
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.
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Figura 3.12 – Testes numéricos: convergência para discretização 2 e força distribuída não
constante no intervalo [2,3].

Como pode-se verificar, os modelos Arlequin com acoplamento L2 e L2 estabilizado
possuem erros e taxa de convergência muito próximos aos fornecidos pelo monomodelo.
Isso demonstra que o método Arlequin preserva a convergência ótima, obtida por meio
do MEF. Além disso, tais resultados demonstram que esta metodologia é adequada para
o tratamento dos efeitos localizados, uma vez que um modelo melhor refinado pode ser
de fato posicionado apenas em uma região de interesse do domínio computacional sem
comprometer a convergência da solução.

3.4.4 Caso bidimensional

Nesta seção o método Arlequin é avaliado para o caso bidimensional de um problema
descrito pela equação de Poisson. Para tanto, toma-se um exemplo cujo termo fonte e
solução analítica são definidos, respectivamente, pelas expressões

f(x, y) = −12x2
(
1− y4

)
− 12y2

(
1− x4

)
(3.38)

e

u(x, y) =
(
1− x4

) (
1− y4

)
. (3.39)
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O problema é avaliado em um domínio computacional dado por Ω = [−1;−1]×[1; 1].
Quanto ao modelo Arlequin, tem-se Ω0 = [−1;−1] × [0, 1; 1], Ω1 = [−0, 1;−1] × [1; 1] e
Ωs = Ωc = [−0, 1;−1]× [0, 1; 1]. As análises são realizadas empregando-se discretizações
estruturadas para ambos os modelos, com elementos coincidentes na zona de superposição.
Novamente a convergência da solução em relação à norma L2 e à seminorma H1 é avaliada
para dois modelos Arlequin (acoplamento L2 e L2 estabilizado), cujos resultados são
apresentados na Fig. 3.13.
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Figura 3.13 – Testes numéricos: convergência para o caso bidimensional do problema de
Poisson.

Verifica-se que, como no caso unidimensional, ambos os modelos Arlequin também
preservam de forma aproximada a taxa de convergência ótima obtida com a simulação em
elementos finitos. A partir deste resultado, é possível estender as conclusões traçadas ante-
riormente acerca do método Arlequin estabilizado também para o caso multidimensional,
justificando a sua utilização em aplicações de engenharia.

3.4.5 Espessura da zona de colagem

Uma questão relevante na construção de um modelo Arlequin diz respeito à
espessura adotada para a zona de colagem. Embora não existam trabalhos específicos que
o investiguem, nem recomendações explícitas em relação a este critério, na prática o que
se verifica em trabalhos precedentes é a utilização de uma zona de colagem com espessura
correspondente à dimensão de dois elementos finitos do modelo menos refinado. Na prática,
em diversos testes numéricos realizados, observou-se que tanto para o caso unidimensional
quando para o bidimensional, o modelo Arlequin apresenta bons resultados até um limite
de espessura igual a h1, sem variações significativas na solução. No entanto, optou-se por
utilizar nas análises subsequentes espessuras em torno de 2h0. Apesar desta escolha ser de
certo modo conservadora, este critério foi estabelecido com base na consulta aos trabalhos
precedentes e tem como objetivo garantir a estabilidade também em problemas mais
complexos, tais como análises transientes e garantir que não ocorram variações bruscas
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no campo de velocidades e pressões (no caso de escoamentos incompressíveis) devidos à
mudança repentina de resolução entre os modelos superpostos.

3.4.6 Definição da função ponderadora de energia

Outro ponto relevante na construção do modelo Arlequin diz respeito à escolha
de uma função ponderadora de energia apropriada. A consulta à trabalhos precedentes
envolvendo o método Arlequin permite constatar a existência de uma predileção por
funções ponderadoras constantes, pela trivialidade na sua definição. No entanto, algumas
observações devem ser levantadas a este respeito. Por exemplo, o uso de funções pondera-
doras descontínuas, como é o caso de funções constantes, implica na implementação de
técnicas mais sofisticadas para a etapa de integração numérica do operador de acoplamento,
que levem em conta a localização exata dessa descontinuidade, especialmente no caso da
superposição de discretizações não coincidentes mais frequentes em malhas não estruturadas.
Além disso, para o caso do operador L2, por exemplo, Guidault e Belytschko (2007) provam
que é imperativo o emprego de funções contínuas para que se obtenha um problema melhor
condicionado. Por estas razões, optou-se por empregar funções contínuas de ordem linear
nas aplicações desenvolvidas ao longo deste trabalho. Cabe salientar que tando nos
exemplos unidimensionais quanto bidimensionais não se observaram variações significativas
na solução quando da utilização de funções ponderadoras polinomiais de ordem superior.
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CAPÍTULO

4
MÉTODO ARLEQUIN

ESTABILIZADO APLICADO AO

PROBLEMA DE ESCOAMENTOS

INCOMPRESSÍVEIS

A despeito do grande desenvolvimento das ferramentas computacionais para análises
em mecânica dos fluidos computacional, a utilização de técnicas de superposição de
modelos permanece pouco explorada, sendo que a grande parte das ferramentas disponíveis
atualmente tem como base o método Chimera.

Dentre os objetivos deste trabalho, apontados no Capítulo 1, destaca-se a introdução
do método multiescala Arlequin no âmbito da análise de escoamentos incompressíveis.
Esse objetivo é alcançado com a aplicação do Método Arlequin estabilizado descrito ao
longo deste capítulo.

Para tanto, primeiramente realiza-se uma breve revisão sobre as técnicas estabe-
lecidas até então para a simulação de problemas envolvendo materiais incompressíveis
no contexto do método Arlequin. Na sequência, uma nova estratégia é proposta, tendo
como base a utilização de elementos finitos estabilizados. Esta formulação é inicialmente
aplicada ao problema de Stokes e, em seguida, estendida às equações de Navier-Stokes em
descrição Euleriana. Paralelamente, a formulação Arlequin estabilizada, apresentada no
Capítulo 3 é desenvolvida também no contexto da mecânica dos fluidos computacional.
Por fim, a técnica é validada por meio de exemplos de aplicação.
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4.1 A condição de incompressibilidade no con-

texto do método Arlequin
Como já citado anteriormente, o método Arlequin vem sendo utilizado ao longo

das duas últimas décadas em diversos trabalhos no âmbito da mecânica dos sólidos
computacional. No entanto, foi apenas no trabalho de Jamond e Ben Dhia (2013) que
sua potencialidade foi expandida ao estudo de materiais incompressíveis. Jamond e Ben
Dhia (2013) desenvolvem uma estratégia computacional para a análise de problemas de
sólidos incompressíveis empregando elementos finitos do tipo Taylor-Hood, que satisfazem
a condição LBB (BREZZI; FORTIN, 1991). Ao final, a técnica é também testada em
problemas descritos pelas equações de Stokes.

Segundo Jamond e Ben Dhia (2013), a principal dificuldade em aplicar o método
Arlequin à análise de materiais incompressíveis reside no fato de que duas restrições devem
ser tratadas em simultâneo: a compatibilização entre os campos de interesse na zona de
colagem e a condição de incompressibilidade do material na mesma região. Além disso,
em problemas envolvendo incompressibilidade, mesmo que uma discretização estável em
relação à restrição LBB seja adotada, a imposição da condição de incompressibilidade em
ambos os modelos pode gerar problemas de redundância, o que pode conduzir à resolução
de um sistema algébrico associado singular.

Em seu trabalho, Jamond e Ben Dhia (2013) superam esse inconveniente por meio
da imposição da condição de incompressibilidade em cada ponto do domínio computacional
uma única vez. Em outras palavras, a metodologia consiste no rastreamento da zona de
superposição e na posterior remoção da condição de incompressibilidade dos elementos
localizados total ou parcialmente em Ωs em um dos modelos. No entanto, esta estratégia
só é viável porque, como apontam os autores, existe uma “difusão” da incompressibilidade
em elementos parcialmente incompressíveis, isto é, o campo de deslocamentos (d) em
um elemento finito permanece incompressível (∇ · d = 0) mesmo quando a condição de
incompressibilidade é imposta em apenas uma região do elemento (por exemplo, em um
dos lados do elemento finito).

Na estratégia proposta por Jamond e Ben Dhia (2013), a remoção da condição de
incompressibilidade dos elementos finitos é realizada de duas maneiras distintas: suprimindo-
se a condição de incompressibilidade da zona de colagem ora no modelo local ora no global.
Observa-se que, em ambos os casos, a condição de incompressibilidade é completamente
retirada da denominada zona livre (Ωf ) no modelo global, como ilustrado na Fig. 4.1.

Diante desse cenário, Jamond e Ben Dhia (2013) realizam uma vasta análise da
metodologia proposta. Em seus testes, avaliaram-se parâmetros como a definição do espaço
de aproximação dos multiplicadores de Lagrange em cada um dos modelos, bem como
o comportamento da função ponderadora e também o modelo no qual a condição de
incompressibilidade deveria ser removida. Ao todo, sete diferentes cenários são analisados
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(a) Remoção da condição de incompressibilidade em Ωc no modelo local.
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(b) Remoção da condição de incompressibilidade em Ωc no modelo global.

Figura 4.1 – Modos de remoção da condição de incompressibilidade em Ωc. Adaptado de
Jamond e Ben Dhia (2013).

e os autores concluem que apenas quatro apresentam resultados estáveis. Além disso,
destacam algumas recomendações específicas para a simulação de problemas seguindo
essa metodologia, como a necessidade de existir pelo menos um elemento finito do modelo
global completamente contido na zona livre Ωf .

Do ponto de vista da implementação computacional, a principal dificuldade
observada nesta metodologia consiste na identificação das intersecções entre elementos de
cada modelo superposto para a remoção da condição de incompressibilidade, seguido da
escolha de um dos possíveis cenários estáveis. Além disso, não se sabe o possível efeito
que a sucessiva remoção e inclusão da condição de incompressibilidade em determinados
elementos pode causar à solução no caso de um modelo local móvel. Por essas razões, e
tendo em vista que também é objetivo deste trabalho estender a formulação para a análise
de problemas de interação fluido-estrutura, descarta-se a estratégia adotada por Jamond e
Ben Dhia (2013).

Optou-se assim pela adoção de elementos finitos estabilizados, já introduzidos no
Capítulo 2. Essa alternativa se mostrou interessante devido ao fato de que os elementos
finitos estabilizados contornam completamente os inconvenientes da condição LBB, limi-
tando a construção do método Arlequin à realização da compatibilidade entre os campos
de velocidade na zona de colagem de forma apropriada. Além disso, essa alternativa provê
maior flexibilidade à metodologia, pois permite que a condição de incompressibilidade seja
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aplicada em ambos os modelos superpostos, desde que respeitada a distribuição de energia.
Desse modo, o contraponto da estratégia adotada nesse trabalho consiste na

utilização de elementos finitos estabilizados com base no PSPG. Além disso, os desenvol-
vimentos alcançados no Capítulo 3 com a versão estabilizada do método Arlequin são
também ampliados no âmbito da mecânica dos fluidos computacional, inicialmente com os
escoamentos de Stokes e em seguida às equações de Navier-Stokes, apresentados a seguir.

4.2 Aplicação ao problema de Stokes
O escoamento de Stokes é definido como aquele em que as forças inerciais e os

termos convectivos são muito menores do que as forças viscosas, isto é, em escoamentos
com baixa velocidade relativa ou Re<1. Nesse caso, as equações governantes (2.1)-(2.2)
assumem a forma

∇ · σ + ρf = 0 em Ω, (4.1)

∇ · u = 0 em Ω, (4.2)

u = uD em ΓD, (4.3)

σn = h em ΓN . (4.4)

Como esse problema não envolve os efeitos convectivos, apenas a estabilização
PSPG é necessária, de modo que a versão discretizada do problema para um monomodelo
pode ser escrita como(

ε(wh), 2µε(uh)
)

Ω
+
(
∇ ·wh, ph

)
Ω

=
(
wh, ρf

)
Ω

+
(
wh,h

)
ΓN
, (4.5)(

qh,∇ · uh
)

Ω
+

(
τPSPG

ρ
∇qh, rM

)
Ω

= 0, (4.6)

A partir do monomodelo dado por (4.5)-(4.6), definem-se novamente os modelos
global e local por meio dos índices 0 e 1, respectivamente. Analogamente, os espaços de
funções tentativa, Shui e Shpi, e ponderadoras, Vhui e Vhpi, são dados por

Shui =
{
uhi |uhi (·) ∈ H1(Ωi),u

h
i = uhDi on ΓDi

}
, (4.7)

Shpi =
{
phi |phi (·) ∈ L2(Ωi)

}
, (4.8)

Vhui =
{
wh
i |wh

i (·) ∈ H1(Ωi),w
h
i = 0 on ΓDi

}
, (4.9)

Vhpi = Shpi, (4.10)

com i=0,1.
Do mesmo modo, define-se o espaço de aproximação e teste do campo de multipli-

cadores de Lagrange, que define o operador de acoplamento entre os modelos como

Mh =
{
λh|λh(·) ∈ L2(Ωc)

}
(4.11)
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Qh =Mh. (4.12)

O método Arlequin desenvolvido a partir deste ponto define a compatibilidade
de velocidades na zona de colagem. Além disso, o espaço das funções aproximadoras do
campo de multiplicadores de Lagrange é sempre definido como um subconjunto do modelo
local. Essa escolha, embora desaconselhada nos trabalhos precedentes, cujas razões são
levantadas e discutidas no Capítulo 3, foi adotada por dois motivos: primeiramente, a
introdução de uma versão estabilizada do método Arlequin permitiu superar todas as
desvantagens apontadas até então para a definição dos multiplicadores de Lagrange num
espaço de aproximação mais refinado; segundo, e mais importante, esta opção permite que
se tenha os multiplicadores de Lagrange definidos nos mesmos elementos finitos durante
toda a análise, mesmo no caso de um modelo local móvel, como será abordado adiante,
no Capítulo 5. Ou seja, embora a definição dos multiplicadores de Lagrange sempre nos
mesmos elementos finitos não seja uma limitação da técnica proposta, a implementação
computacional é facilitada quando essa estratégia é adotada.

Desse modo, o problema de Stokes segundo o método Arlequin estabilizado pode
ser escrito como: determinar

(
uh0 , p

h
0 ,u

h
1 , p

h
1 ,λ

h
)
∈ Shu0 × Shp0 × Shu1 × Shp1 ×Mh de modo

que ∀wh
0 ∈ Vhu0, ∀qh0 ∈ Vhp0, ∀wh

1 ∈ Vhu1, ∀qh1 ∈ Vhp1 e ∀ζh ∈ Qh,(
ε(wh

0), 2µ%0ε(u
h
0)
)

Ω0
+
(
∇ ·wh

0 , %0p
h
0

)
Ω0

+
(
wh

0 ,λ
h
)

Ωc
=
(
wh

0 , %0f0

)
Ω0

+
(
wh

0 ,h0

)
ΓN0

,
(4.13)

(
qh0 , %0∇ · uh0

)
Ω0

+

(
τPSPG

ρ
∇qh0 , rM0

)
Ω0

= 0, (4.14)(
ε(wh

1), 2µ%1ε(u
h
1)
)

Ω1
+
(
∇ ·wh

1 , %1p
h
1

)
Ω1

−
(
wh

1 ,λ
h
)

Ωc
=
(
wh

1 , %1f1

)
Ω1

+
(
wh

1 ,h1

)
ΓN1

,
(4.15)

(
qh1 , %1∇ · uh1

)
Ω1

+

(
τPSPG

ρ
∇qh1 , rM1

)
Ω1

= 0, (4.16)

(
ζh,uh0 − uh1

)
Ωc

+

(
τARLQ
ρ
∇ζh,∇rM0 −∇rM1

)
Ωc

= 0, (4.17)

em que os resíduo da equação de conservação do momento linear (rMi), com a presença do
campo de multiplicadores de Lagrange, é dado por

rMi

(
uhi , p

h
i ,λ

h
)

= %iρf
h
i + %i∇ · σ

(
uhi , p

h
i

)
+ χ(i)λh, (4.18)

com

χ(i) =

{
(−1)i if x ∈ Ωc,

0 if x /∈ Ωc.
(4.19)

Uma interpretação possível para problemas no contexto do método Arlequin é a de
sua equivalência à colagem de dois domínios com espessuras variáveis e iguais a %0 para o
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modelo global e %1 para o modelo local (considerando-se as propriedades físicas e as variáveis
do problema constantes na direção da espessura). Por outro lado, a estabilização PSPG
fornece termos adicionais dependentes das pressões à equação da continuidade, superando
os problemas de redundância observados para elementos finitos estáveis (JAMOND; BEN
DHIA, 2013). Portanto, a utilização de elementos estabilizados permite que a tensão
hidrostática (pressão) também seja ponderada por %0 e %1 na zona de superposição.

Em relação ao operador de acoplamento, como demonstrado por Ben Dhia (2006),
embora o operador L2 seja simples por impor de forma fraca a condição u0 = u1 ao longo
da zona de colagem, pode resultar em um sistema algébrico mal condicionado, à menos
que seja propriamente escalado (κ0 6= 1). Além disso, como demonstrado no Capítulo 3, o
operador L2 pode conduzir à uma solução fortemente dependente do modelo global na
zona de colagem, o que pode ser superado empregando-se a versão estabilizada do método
Arlequin.

No método Arlequin estabilizado, por sua vez, existe a necessidade de se definir
um valor para o parâmetro de estabilização τARLQ, que deve ser suficiente para estabilizar
o campo de multiplicadores de Lagrange sem comprometer a convergência do método. No
entanto, nos operadores de acoplamento clássicos, semelhantemente, há a necessidade de
se adotar valores adequados para κ0 e κ1. A utilização de uma estabilização baseada em
resíduo, por sua vez, permite o aproveitamento de todos os desenvolvimentos realizados
nas últimas décadas para o cálculo de parâmetros de estabilização deste tipo (SUPG,
PSPG e LSIC), ver por exemplo Tezduyar e Osawa (2000), Tezduyar e Sathe (2003),
Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013) e respectivas referências. Tomando como base tais
estudos e, em especial, os trabalhos de Tezduyar e Osawa (2000) e Tezduyar e Sathe (2003),
propõe-se uma estimativa para o valor de τARLQ tendo como critério a obtenção de termos
de estabilização com magnitude próxima à dos termos da equação de acoplamento, por
meio da comparação de normas vetoriais. Assim, para o problema de Stokes, τARLQ é dado
por

τARLQ =
‖m‖
‖ki‖

(4.20)

em que m e ki são vetores calculados em cada elemento finito como:

m =
(
ζh,uh0 − uh1

)
Ωec

=

∫
Ωe
ζh ·

(
uh0 − uh1

)
dΩe, (4.21)

ki =
(
∇ · (∇ζh), 2µ∇ · ε(uhi )

)
Ωec

=

∫
Ωe
∇ ·
(
∇ζh

)
: 2µ∇ · ε

(
uhi
)
dΩe. (4.22)

O sistema resultante pode ser reescrito em notação matricial comoK0 0 L̂0

0 K1 −L̂1

LT
0 −LT

1 E




U0

U1

Λ

 =


F0

F1

Fλ

 , (4.23)
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A partir de (4.23), nota-se que, diferentemente do operador H1, a introdução da
estabilização ao método Arlequin proporciona um melhor condicionamento ao sistema por
meio da adição de termos à diagonal da matriz associada do problema, que é análogo à
técnica PSPG.

4.2.1 Exemplo preliminar - fluido pressurizado em uma câmara

com orifício

A metodologia proposta é inicialmente verificada por meio do exemplo proposto
por Jamond e Ben Dhia (2013), que consiste em uma câmara com orifício, preenchida por
um fluido viscoso, de acordo com a Fig. 4.2. Assumem-se paredes lisas para a câmara e
condições de saída de escoamento no orifício. Na parede à esquerda localiza-se um pistão,
cujo comportamento é simulado por meio da imposição de uma velocidade uniforme de
entrada com magnitude unitária, isto é, u∞ = 1. A viscosidade dinâmica do fluido e sua
massa específica são tomadas como µ = 1/3 e ρ = 1 em todo o domínio computacional.
Novamente utilizam-se elementos finitos de aproximação quadrática tanto para velocidades
quanto pressões. Além disso, a mesma aproximação é também utilizada para o campo de
multiplicadores de Lagrange. Os resultados obtidos neste exemplo são comparados com os
de Jamond e Ben Dhia (2013), que empregam elementos finitos estáveis Taylor-Hood, do
tipo P2P1 (elementos triangulares de aproximação polinomial quadrática para velocidade
e linear para pressão). A solução também é comparada com um monomodelo de referência.
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Figura 4.2 – Fluido pressurizado em uma câmara furada: geometria e condições de
contorno.

É importante mencionar que o trabalho de referência utiliza funções ponderadoras
de energia %i constantes e descontínuas ao longo da zona de colagem, enquanto no presente
trabalho são empregadas funções contínuas polinomiais de primeira ordem.

Três diferentes cenários foram considerados:
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i Apenas a estabilização da pressão é utilizada e o operador de acoplamento L2 é
empregado, com κ0 = 1 e κ1 = 0;

ii Apenas a estabilização da pressão é utilizada e o operador de acoplamento H1 é
empregado, com κ0 = 4 e κ1 = 1;

iii Tanto as estabilizações da pressão quanto do operador de acoplamento L2 são
utilizadas, com κ0 = 1 e κ1 = 0.

Quanto à discretização espacial do problema, são utilizadas malhas estruturadas
tanto para o modelo global quanto para o modelo local, de modo a facilitar a integração
numérica na zona de colagem. Mais adiante, quando a técnica é estendida ao caso geral das
equações de Navier-Stokes, aborda-se a questão da integração numérica pardo operador
de acoplamento para casos gerais de superposição de malhas não estruturadas e não
coincidentes.

Duas discretizações diferentes são consideradas para o modelo local, sendo apresen-
tadas, juntamente com as respectivas zonas de colagem, na Fig. 4.3. No primeiro caso (Fig.
4.3a), o modelo local é mais extenso, mantendo a zona de colagem distante do orifício da
câmara enquanto no segundo caso (Fig. 4.3b), o modelo local é mais curto e os limites
da zona de colagem coincidem com a borda do orifício. Em ambos os casos, a mesma
discretização é empregada para o modelo global. O monomodelo de referência possui uma
discretização de 128×64 elementos finitos, resultando num total de 16384 elementos.

(a) Malha 1. (b) Malha 2.

Figura 4.3 – Fluido pressurizado em uma câmara furada: discretização em elementos
finitos do modelo global (em preto) e local (em vermelho) e dos elementos
pertencentes à zona de colagem (em azul).

Os resultados obtidos são comparados quantitativamente com o monomodelo de
referência em função do erro global na conservação da massa εQ, calculado como a relação
entre as vazões de saída e de entrada do escoamento Q e Qinp, dado por:

εQ = 100
Q−Qinp

Qinp

. (4.24)

Nas simulações realizadas obtiveram-se valores de εQ = −12.88 para a malha 1 e
εQ = −18.83 para a malha 2, ambos os casos adotando-se o cenário iii. Em comparação
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com a referência, dentre as diversas configurações estudadas por Jamond e Ben Dhia (2013)
empregando elementos finitos triangulares, o melhor resultado obtido foi de εQ = −16.25

para a malha 1. Uma particularidade apontada Jamond e Ben Dhia (2013) em relação à
utilização de elementos estáveis consiste em um fenômeno de “travamento”, que ocorre caso
não exista nenhum elemento finito do modelo global completamente incluído na zona livre
Ωf . Por este motivo, para a maior parte dos casos testados pelos autores, a configuração da
malha 2 é inadequada. Tal fenômeno não é observado com a utilização de elementos finitos
estabilizados pois, como destacado anteriormente, essa alternativa proporciona graus de
liberdade adicionais para a pressão, que eliminam tais instabilidades.

Para verificar a convergência da formulação proposta, realiza-se uma análise em
relação à εQ. Para isso considera-se o domínio local, bem como a zona de colagem, com as
mesmas dimensões apresentadas na malha 1 (Fig. 4.3a), e duas formas de refinamento são
consideradas: 1) mantendo-se com a discretização global com elementos de comprimento
característico h=1/2 e variando-se a discretização do modelo fino (h = 1/2, 1/4 e 1/8); e
2) refinando-se ambas as discretizações, mantendo-as sempre com o mesmo comprimento
característico (h = 1/2, 1/4 e 1/8). Neste caso, os cenários ii e iii foram considerados,
bem como o monomodelo de referência, de modo que os resultados obtidos para ambos os
casos são apresentados na Fig. 4.4. Não são apresentados resultados para o cenário i, pois
neste caso não foi possível obter soluções estáveis para todos os níveis de discretização
necessários, especialmente nos casos empregando-se malhas mais refinadas, decorrentes da
perda de condicionamento do sistema algébrico associado.
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Figura 4.4 – Fluido pressurizado em uma câmara furada: erro correspondente à conservação
da massa para o monomodelo, variando-se a discretização apenas o modelo
local ((H1, L2)− local) e de ambos os modelos ((H1, L2)− ambos).

Como é possível observar, não há mudança significativa na taxa de convergência da
técnica proposta em relação ao monomodelo de elementos finitos. No entanto, observa-se
que, no caso em que foi mantida a discretização do modelo global, são obtidos valores
ligeiramente maiores para εQ, o que se atribui à influência do modelo global na solução.
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São apresentadas na Fig. 4.5 as componentes do campo de multiplicadores de
Lagrange ao longo da seção y = 2, para o caso de h=1/8 no modelo local, sobre
a primeira porção da zona de colagem (à esquerda) para todos os cenários descritos
anteriormente. A partir dessa análise, pode-se verificar o comportamento oscilatório do
campo de multiplicadores de Lagrange no caso da utilização do operador de acoplamento
L2, já reportado em diversos trabalhos prévios (BEN DHIA; RATEAU, 2005; GUIDAULT;
BELYTSCHKO, 2007; BEN DHIA, 2008). Por outro lado, tanto para o caso empregando
o operador de acoplamento H1 quanto a versão estabilizada do operador L2, o campo de
multiplicadores de Lagrange possui comportamento contínuo e suave.

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 1.5  1.7  1.9  2.1  2.3  2.5

λ
x

x

Stabilized L
2

L
2

H
1(a)

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 1.5  1.7  1.9  2.1  2.3  2.5

λ
y

x

Stabilized L
2

L
2

H
1(b)

0

2

4

6

8

10

1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5

λ
x

x

L
2
 estabilizado

L
2

H
1

Figura 4.5 – Fluido pressurizado em uma câmara furada: Campo de multiplicadores de
Lagrange ao longo da linha y = 2.

Na Fig. 4.6 apresentam-se os campos de multiplicadores de Lagrange obtidos para
os cenários i e iii, sendo possível verificar a sua suavização mediante a utilização da parcela
adicional de estabilização do método Arlequin.

(a) L2.

0

0,80

0,70

0,60

(b) L2 estabilizado.

Figura 4.6 – Fluido pressurizado em uma câmara furada: Campo de multiplicadores de
Lagrange.

Os resultados apresentados confirmam a robustez da técnica proposta, podendo
ser mais precisa em alguns casos e superando dificuldades apontadas por metodologias
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desenvolvidas previamente. Entre elas, destaca-se o problema de “travamento” quando da
utilização de elementos do tipo Taylor-Hood reportado por Jamond e Ben Dhia (2013),
que foi completamente superado com o emprego de elementos finitos estabilizados. Por
outro lado, o perfil oscilatório do campo de multiplicadores de Lagrange, observado no
cenário i, pode facilmente conduzir à instabilidades numéricas, especialmente em análises
transientes. No entanto, a formulação estabilizada proposta se mostra bastante eficiente
ao suprimir tais oscilações sem comprometer a convergência no que se refere à conservação
da massa, como verificado na Fig. 4.4.

4.3 Extensão ao problema de Navier-Stokes
A formulação apresentada na seção 4.2 é estendida às equações de Navier-Stokes

adicionando-se a parcela convectiva e também os termos dependentes do tempo, submetidos
à respectiva função ponderadora %i.

Neste ponto, as estabilizações SUPG e LSIC são também introduzidas e o problema
de escoamentos incompressíveis segundo o método Arlequin pode ser escrito como:
determinar
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Os resíduos das equações de conservação da massa e quantidade e movimento rCi e
rMi, respectivamente, são então dados por

rCi

(
uhi
)

= %i∇ · uhi , (4.30)
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Os parâmetros de estabilização τSUPG, τPSPG e νLSIC, são calculados para cada
modelo como definido no Capítulo 2 (Eq. (2.32)-(2.38)). O parâmetro de estabilização do
operador de acoplamento τARLQ por sua vez, é calculado de forma análoga aos trabalhos de
Tezduyar e Osawa (2000) e Tezduyar e Sathe (2003), já descrito para o problema de Stokes,
e que tem como filosofia a obtenção de termos de estabilização com a mesma magnitude
dos valores da equação de acoplamento primitiva, derivada do operador L2, e é dado por

τARLQ =

(
1

τ 2
A1

+
1

τ 2
A2

+
1

τ 2
A3

)− 1
2

(4.32)

em que

τA1 =
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, (4.33)
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, (4.34)

τA3 =
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‖ki‖

, (4.35)

com m e ki dados pelas Eq. (4.21) e (4.22). Similarmente, ti e ji são calculados a partir
de :
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Analogamente ao equacionamento do monomodelo descrito no Capítulo 2, pode-se
escrever a versão semi-discreta os resíduos ponderados RMi, RCi e RL, para i=0,1 como

RMi =
(
Na(i), %iρU̇i

)
Ωi

+
(
ε(Na(i)), %iρε(Ui)

)
Ωi

+
(
Na(i), %iρUi · ∇Ui

)
Ωi

−
(
∇ ·Na(i), %ipi

)
Ωi

+
(
τSUPGUi · ∇Na(i), rMi

)
Ωi

+
(
νLSIC∇ ·Na(i), rCi

)
Ωi

+ χ(i)
(
Λ, Na(i)

)
Ωc
−
(
Na(i), fi

)
Ωi
−
(
Na(i),hi

)
ΓNi

,

(4.38)
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RL =
(
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)
Ωc

+
(
∇Na(i),∇rM0 −∇rM1

)
Ωc
. (4.40)

em que U̇i, Ui, pi e Λ são os respectivos valores nodais de aceleração, velocidade,
pressão e multiplicadores de Lagrange, de modo que o problema semidiscreto neste caso é
escrito como: determinar (U̇0, U0, p0, U̇1, U1, p1, Λ) tal que

RM0(U̇0,U0,p0,Λ) = 0, (4.41)

RC0(U̇0,U0,p0,Λ) = 0, (4.42)

RM1(U̇1,U1,p1,Λ) = 0, (4.43)

RC1(U̇1,U1,p1,Λ) = 0, (4.44)
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RL(U̇0,U0,p0, U̇1,U1,p1,Λ) = 0. (4.45)

Quanto ao procedimento de integração temporal, utiliza-se também o método
α-generalizado, descrito na seção 2.5.

4.4 Implementação computacional
Como pode-se verificar a partir das Eq. (4.25)-(4.29), a grande dificuldade na imple-

mentação computacional da técnica proposta consiste na integração numérica do operador
de acoplamento. Isso se deve ao fato de a integração numérica se dar, imperativamente,
pela composição de funções definidas em modelos distintos, isto é, em diferentes espaços
vetoriais.

Assim, a integração exata só é alcançada ao levar em conta as intersecções entre os
elementos finitos dos modelos global e local. No caso particular de malhas estruturadas,
a discretização pode ser realizada de modo a garantir que os elementos do modelo local
possuam intersecção com apenas um elemento finito do modelo global. No entanto, com
a técnica proposta objetiva-se empregar discretizações independentes para ambos os
modelos, buscando maior flexibilidade. Assim, duas técnicas podem sem empregadas para
a integração numérica do operador de acoplamento, ilustradas na Fig. 4.7.

Discretização
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Integração por
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Integração por
subelementos

Ponto de intersecção
Ponto de integração

Modelo local
Modelo global
Subelemento

Figura 4.7 – Esquema de integração numérica do operador de acoplamentos.

A primeira técnica consiste no rastreamento de todas as intersecções entre os
elementos finitos e a partir dessa informação, uma submalha de elementos finitos utilizada
apenas para integração numérica é construída de forma a permitir integração exata. No
entanto, essa técnica possui alto custo computacional, especialmente em casos onde o
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modelo local possa estar em movimento, e ainda, torna-se bastante complexa no casos de
elementos curvos.

A segunda técnica, por sua vez, consiste na subdivisão do elemento original em
subelementos empregados apenas para a integração numérica, de forma a diminuir o
erro de integração devido à superposição dos domínios. Obviamente isso não garante
integração exata. Na prática, a estimativa do erro de integração numérica não é tarefa
trivial, pois seu valor é intrinsecamente dependente das discretizações adotadas, do número
de subelementos e sua distribuição. Por outro lado, esse erro é inversamente proporcional ao
número de subelementos adotados. Ademais, sua implementação computacional é bastante
simplificada se comparada à primeira técnica, sendo portanto adotada neste trabalho.

O processo de solução do problema não linear resultante (4.41)-(4.45), emprega o
método de Newton-Raphson para a solução do sistema e é descrito no Algoritmo 2.

Os termos adicionais decorrentes do operador L2 e sua estabilização são apresentados
de forma explícita no Anexo B.

Por fim, realizou-se implementação análoga ao monomodelo para a resolução do
sistema algébrico resultante, fazendo uso do pacote PETSc e permitindo ao usuário do
programa a opção por um dos métodos iterativos implementados no próprio PETSc ou
por bibliotecas compatíveis. Desse modo, todos os exemplos apresentados neste capítulo
foram simulados empregando-se a biblioteca MUMPS por meio de sua interface com o
PETSc. Esta opção foi adotada por se tratar de um método de resolução direta do sistema
algébrico, evitando cuidados adicionais quanto à convergência do processo de obtenção da
solução.

4.5 Exemplos de verificação e aplicação
Nesta seção são apresentadas as simulações numéricas de um conjunto de problemas

escolhidos com o objetivo de verificar a precisão e a aplicabilidade da técnica proposta.
Em todos os casos utilizam-se elementos finitos triangulares de aproximação polinomial
quadrática para todas as variáveis do problema. A distribuição de energia entre os modelos é
realizada por meio de funções polinomiais de ordem 1. Nos problemas transientes, emprega-
se a técnica de integração temporal de Euler implícito, tomando-se αf = αm = γ = 1, a
menos que se estabeleça na descrição do problema outras constantes.

4.5.1 Escoamento sobre uma placa plana

Neste exemplo, objetiva-se verificar a capacidade da técnica em capturar efeitos
multiescala, por meio de uma simulação envolvendo alto número de Reynolds. Tal problema
consiste em uma placa plana de comprimento unitário, localizada a uma distância de 0,5
do contorno entrada de fluido e submetida a um escoamento cujo número de Reynolds



4.5. Exemplos de verificação e aplicação 119

Algoritmo 2 Algoritmo de marcha no tempo para modelos superpostos fixos - método
α-generalizado
1: para todo passo de tempo n até T faça
2: k = 0;
3: - Predição da solução:

U̇
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γ
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U
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p
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U
(0)
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p
(0)
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Λ
(0)
(n+1) = Λ(n).

(4.46)

4: enquanto (ε > tolerância) faça
5: k++;
6: - Interpolação das variáveis no instante de tempo intermediário:
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(4.47)

7: - Cálculo do incremento nas variáveis do problema: U̇n+1 e pn+1

∂R
(k)
M0

∂U̇
(k)

0(n+1)

∂R
(k)
M0

∂p
(k)

0(n+1)

0 0
∂R

(k)
M0

∂Λ
(k)
(n+1)

∂R
(k)
C0

∂U̇
(k)

0(n+1)

∂R
(k)
C0

∂p
(k)

0(n+1)

0 0
∂R

(k)
C0

∂Λ
(k)
(n+1)

0 0
∂R

(k)
M1

∂U̇
(k)

1(n+1)

∂R
(k)
M1

∂p
(k)

1(n+1)

∂R
(k)
M1

∂Λ
(k)
(n+1)

0 0
∂R

(k)
C1

∂U̇
(k)

1(n+1)

∂R
(k)
M1

∂p
(k)

1(n+1)

∂R
(k)
M1

∂Λ
(k)
(n+1)

∂R
(k)
L

∂U̇
(k)

0(n+1)

∂R
(k)
L

∂p
(k)

0(n+1)

∂R
(k)
L

∂U̇
(k)

1(n+1)

∂R
(k)
L

∂p
(k)

1(n+1)

∂R
(k)
L

∂Λ
(k)
(n+1)





∆U̇
(k)

0(n+1)

∆p
(k)

0(n+1)

∆U̇
(k)

1(n+1)

∆p
(k)

1(n+1)

∆Λ
(k)
(n+1)



=



−R
(k)
M0

−R
(k)
C0

−R
(k)
M1

−R
(k)
C1

−R
(k)
L



(4.48)
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8: - Atualização da solução:
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(k)
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(4.49)

9: - Cálculo do erro:

ε =
∥∥∥R

(k)
M0 + R

(k)
M1

∥∥∥
L2

=

√(
R

(k)
M0 + R

(k)
M1

)
·
(

R
(k)
M0 + R

(k)
M1

)
. (4.50)

10: fim enquanto
11: fim para

corresponde a Re = 1 × 106, tomando como referência a velocidade de entrada u∞ e o
comprimento da placa. A geometria do domínio computacional, bem como as condições
de contorno do problema, são apresentados na Fig. 4.8.

0.5

0,5

1

saída

uy=0

uy=0 ux=uy=0
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Figura 4.8 – Escoamento sobre uma placa plana: geometria e condições de contorno.

Quanto à discretização espacial, adotam-se malhas não estruturadas tanto para o
modelo local quanto global. O modelo local possui altura de 0,15 unidades adimensionais,
distribuído ao longo do comprimento da placa, cuja discretização possui 823 elementos e
1728 nós. Para capturar os efeitos de camada limite, a primeira camada de elementos finitos
do modelo local possui altura igual a 10−4, valor adotado de acordo com os experimentos
numéricos realizados por Mittal e Tezduyar (1994). A zona de colagem compreende uma
camada de elementos finitos de espessura igual a 0,05, com 108 elementos e 273 nós. O
modelo global, por sua vez, possui uma discretização menos refinada com 363 elementos e
778 nós, compreendendo todo o domínio computacional, como ilustrado na Fig. 4.9.
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Figura 4.9 – Escoamento sobre uma placa plana: Discretização em elementos finitos do
modelo global (em preto), local (em vermelho) e da zona de colagem (em
azul).

Quantitativamente, avalia-se o coeficiente de atrito local Cf ao longo da superfície
da placa, definido como:

Cf =
2ν

u2
∞

∂ux
∂y

∣∣∣∣
placa

. (4.51)

Como parâmetro de comparação, adota-se a solução de Blasius, obtida pela teoria
clássica de camada limite laminar (maiores detalhes podem ser encontrados, por exemplo,
em Schlichting e Gersten (2017)), dada por:

CB
f =

0.664√
u∞d/ν

, (4.52)

em que d é a distância a partir do bordo de ataque da placa.
Os resultados obtidos para Cf bem como os valores de referência são apresentados

na Fig. 4.10.
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Figura 4.10 – Escoamento sobre uma placa plana: Coeficiente de atrito local.

Como pode-se verificar, a metodologia proposta forneceu resultados bastante
próximos aos valores teóricos, confirmando a potencialidade da técnica. Na Fig. 4.11 é
apresentada a distribuição de pressão, onde pode-se observar a continuidade e suavidade
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da solução obtida, especialmente na transição entre os modelos local e global localizada
na zona de colagem, o que também é um indicador qualitativo positivo da solução obtida.

0,00 0,08

Figura 4.11 – Escoamento sobre uma placa plana: campo de pressões.

4.5.2 Cavidade quadrada

O problema da cavidade quadrada explorado no Capítulo 2 é agora abordado com
aplição do método Arlequin. Como apresentado na Fig. 4.12, trata-se de uma cavidade
quadrada preenchida com fluido e cuja tampa superior movimenta-se com velocidade
constante. Detalhes sobre a geometria e as condições de contorno do problema são
novamente apresentadas na Fig. 4.12.

u = ux ∞

u =0y

x

y

1

1

u = 0x

u =0y

u = 0x

u =0y

u = 0x

u =0y

1

1

Figura 4.12 – Cavidade quadrada: geometria e condições de contorno.

A simulação é realizada empregando-se uma malha global com 20×20 divisões
em cada direção, resultando em comprimento característico h=1/20, com 800 elementos
finitos e 1861 nós. O modelo local, por sua vez é considerado como uma faixa junto às
paredes da cavidade, região onde os efeitos viscosos são dominantes. A malha local possui
de espessura de 0,4 unidades, com h=1/40, 2048 elementos finitos e 4352 nós. Ambas as
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malhas são estruturadas e superpostas de modo a suprimir os erros de integração numérica
do operador de acoplamento descritos anteriormente. A zona de colagem corresponde à
metade da largura do modelo local, ou seja, 0,2 unidades, como ilustrado na Fig. 4.13.
Como comparação, toma-se também um monomodelo com comprimento característico de
discretização igual ao modelo local.

Em todos os casos analisados, a solução é obtida por meio da simulação do problema
transiente até o ponto em que o campo de velocidades seja considerado estacionário, isto
é, ‖uhn − uhn−1‖/‖uhn‖ < 10−6.

(a) Monomodelo e modelo global. (b) Modelo local e zona de colagem (em
azul).

Figura 4.13 – Cavidade quadrada: discretização em elementos finitos dos modelos (a)
global e (b) local.

Três diferentes valores para o número de Reynolds foram analisados (Re = 1000,
5000 e 10000), tomando o lado da cavidade como comprimento característico. Os resultados
obtidos foram avaliados em todos os casos para os perfis de velocidade ux em x = 0 e uy
en y = 0 e também comparados com os valores de Ghia, Ghia e Shin (1982), apresentados
na Fig. 8.16.

Como pode-se verificar, tanto o monomodelo quanto o modelo Arlequin adotados
são capazes de representar satisfatoriamente o comportamento do escoamentos para baixos
valores de número de Reynolds. Entretanto, à medida em que Re é aumentado, pode-se
observar a boa concordância dos resultados do modelo Arlequin especialmente na região
próxima às paredes, e um leve distanciamento da solução de referência à medida em que a
resposta fornecida pela discretização espacial do modelo global se torna dominante.

Os campos de velocidade e pressão obtidos são apresentados nas Fig. 4.15 e
4.16, demonstrando novamente a continuidade e suavidade da solução obtida, e também
de acordo com os valores de referência e aqueles apresentados no Capítulo 2 para um
monomodelo mais refinado.
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Ghia et al. (1982) Monomodel Arlequin(b) Re = 5000.
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Figura 4.14 – Cavidade quadrada: Perfis de velocidade ux em x = 0 e uy em y = 0.

(a) Re = 1000. (b) Re = 5000. (c) Re = 10000.

00,0 1,0

Figura 4.15 – Cavidade quadrada: magnitude do campo de velocidades
∥∥uh∥∥.

4.5.3 Escoamento sobre um cilindro

Para testar a técnica proposta em problemas transientes, o caso de escoamento
sobre um cilindro é também revisitado. As mesmas dimensões e condições de contorno
utilizadas anteriormente no item 2.7.2 e ilustrados na Fig. 2.9 são adotadas.

Quanto à discretização espacial, o modelo global compreende todo o domínio
computacional, não rastreando a geometria do cilindro, e contando com 4486 elementos
finitos e 9073 nós. Para o modelo local, uma malha de elementos finitos com 5648 elementos
e 11500 nós é utilizada como ilustrado na Fig. 4.17. A zona de colagem, por sua vez, possui
espessura unitária e conta com 1260 elementos e 2696 nós.

Três diferentes valores para o número de Reynolds são avaliados: Re = 20, 100 e
200. O passo de tempo adotado é ∆t = 0,05.
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(a) Re = 1000. (b) Re = 5000. (c) Re = 10000.

0-0,085 0,0 0,085

Figura 4.16 – Cavidade quadrada: campo de pressões ph.

Figura 4.17 – Escoamento sobre um cilindro: discretização em elementos finitos do modelo
global e local.

Para Re = 20, como é de amplo conhecimento na literatura, obtém-se um estado
estacionário com a formação de dois vórtices simétricos e com rotação em sentidos opostos
à jusante do cilindro. No entanto, para valores superiores de Re, como 100 e 200, observa-se
a formação de uma esteira de vórtices laminar, denominada esteira de von Kármán. Esse
comportamento transiente também é transmitido para o ângulo de separação. Desse modo,
os valores de tempo intermediário foram tomados como parâmetro, isto é, os valores de θs
nos instantes cuja força de sustentação é nula.
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O ângulo de separação do escoamento θs é definido como o ponto de atrito nulo,
isto é, de tensões desviadoras nulas. Os resultados numéricos obtidos são comparados com
a expressão semi-empírica proposta por Wu et al. (2004) e dada por

θs = 95.88 + 264.76 Re−1/2 − 619.01 Re−1 + 1042.4 Re−3/2. (4.53)

Assim, apresentam-se na Fig. 4.18, os resultados obtidos para θs em função de
Re para os casos analisados em comparação com a solução de referência, observando-se
boa concordância. Na Fig. 4.19 são apresentadas as linhas de corrente e a localização do
ponto de força de atrito nula no instante intermediário, bem como o ângulo de separação,
ilustrando as variações nos campos de velocidade de acordo com o número de Reynolds.

 110
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θ
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−1/2

Wu et al. (2004)
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Figura 4.18 – Escoamento sobre um cilindro: ângulo de separação.

Em relação aos coeficientes aerodinâmicos, para Re = 20 obteve-se o valor de
CD = 2.075. Para os demais casos, os valores máximos e médios dos coeficientes de
arrasto e de sustentação, bem como o número de Strouhal, são apresentados na Tab. 4.1 e
comparados com valores de referência, enquanto o comportamento temporal periódico é
exibido na Fig. 4.20. As diferenças nos resultados observadas em relação ao monomodelo
do Capítulo 2 são atribuídas ao integrador temporal adotado em cada uma das análises.

Tabela 4.1 – Escoamento sobre um cilindro: comparação dos coeficientes de arrasto,
sustentação e do número de Strouhal com valores de referência.

Re=100 Re=200
CL,max CD,ave St CL,max CD,ave St

Presente 0.272 1.31 0.160 0.622 1.30 0.189
Ding et al. (2004) 0.28 1.33 0.164 0.60 1.33 0.196

Liu, Zheng e Sung (1998) 0.339 1.35 0.164 0.69 1.31 0.192
Qu et al. (2013) 0.222 1.32 0.165 0.468 1.32 0.196

Weymouth e Yue (2011) 0.33 1.35 0.167 0.69 1.34 0.195

Por fim, apresentam-se nas Fig. 4.21 e 4.22, respectivamente os campos de velocidade
e pressão nos instantes intermediários para cada um dos valores de Re analisados, atestando
novamente boa aproximação em relação às referências.
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(a) Re = 20. (b) Re = 100.

(c) Re = 200.

Figura 4.19 – Escoamento sobre um cilindro: linhas de corrente e ângulo de separação no
instante intermediário.
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Figura 4.20 – Escoamento sobre um cilindro: coeficientes de arrasto e sustentação.

4.5.4 Escoamento sobre um aerofólio NACA 0012

Este problema consiste no escoamento sobre um aerofólio do tipo NACA 0012, com
ângulo de ataque de 10°. O bordo de ataque do aerofólio é posicionado a uma distância
de 6 cordas1 à jusante do contorno de entrada do escoamento. Paredes lisas compõem
os contornos superior e inferior, também localizadas à 6 cordas do aerofólio. O contorno

1 distância entre o bordo de ataque e de fuga de um aerofólio
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(a) Re = 20. (b) Re = 100.

(c) Re = 200.

||u||
1,450

1,088

0,725

0,363

0,000

Figura 4.21 – Escoamento sobre um cilindro: magnitude dos campos de velocidade para o
instante de tempo médio.

de saída do escoamento, por sua vez, é posicionado a uma distância de 20 cordas do
aerofólio, como ilustrado na Fig. 4.23. Nas análises realizadas considera-se um número de
Reynolds Re=1000, calculado com base na corda do aerofólio e na velocidade de entrada
do escoamento.

Para o modelo global adota-se uma discretização contando com 4150 elementos
finitos e 8413 nós, enquanto o modelo local é representado por uma malha com espessura
aproximada de meia corda a partir da superfície do aerofólio composta por 5836 elementos
finitos e 11949 nós. A zona de colagem é definida com uma espessura de dimensão igual
a 20% da corda, contendo 592 elementos finitos e 1336 nós, como ilustrado na Fig. 4.24.
Quanto à discretização temporal, emprega-se passo de tempo ∆t = 0,01 em todas as
análises.

Três diferentes simulações são consideradas variando-se o operador de acoplamento.
Inicialmente utiliza-se a versão clássica do operador L2 e, posteriormente, sua versão
estabilizada. Além disso, um monomodelo composto por uma malha não estruturada de
10978 elementos, 22282 nós e o mesmo comprimento característico dos elementos na região
próxima ao aerofólio é tomado como referência.

Similarmente ao caso do escoamento sobre um cilindro, para o número de Reynolds
escolhido, a presença do aerofólio promove a formação de uma esteira de vórtices laminar,
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(a) Re = 20. (b) Re = 100.

(c) Re = 200.
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Figura 4.22 – Escoamento sobre um cilindro: campos de pressão para o instante de tempo
médio.
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Figura 4.23 – Escoamento sobre um aerofólio NACA 0012: geometria e condições de
contorno.

cujos coeficientes aerodinâmicos de arrasto e sustentação obtidos são apresentados na Fig.
4.25. Valores médios de CD,méd = 0,164 e CL,méd = 0,41 são obtidos nos casos simulados a
partir do método Arlequin. Tais valores encontram-se em concordância com a literatura,
tal como o trabalho de Mittal e Tezduyar (1994), que obteve valores de CD,méd = 0,165 e
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Figura 4.24 – Escoamento sobre um aerofólio NACA 0012: discretização em elementos
finitos dos modelos global (em preto), local (em vermelho) e da zona de
colagem (em azul).

CL,méd = 0,425.
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Figura 4.25 – Escoamento sobre um aerofólio NACA 0012: histórico dos coeficientes de (a)
arrasto e (b) sustentação.

Por fim, nas Figuras 4.26 e 4.27 são apresentados os campos de velocidades e
pressão obtidos tomando-se Tn como o período para um ciclo do coeficiente de sustentação.
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(a) nTn. (b) nTn + Tn/4.

(c) nTn + Tn/2. (d) nTn + 3Tn/4.

||u||

0,000 0,325 0,650 0,975 1,300

Figura 4.26 – Escoamento sobre um aerofólio NACA 0012: magnitude do campo de
velocidades para vários instantes de tempo ao longo de um ciclo do coeficiente
de sustentação.
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(a) nTn. (b) nTn + Tn/4.

(c) nTn + Tn/2. (d) nTn + 3Tn/4.
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Figura 4.27 – Escoamento sobre um aerofólio NACA 0012: campo de pressões para vários
instantes de tempo ao longo de um ciclo do coeficiente de sustentação.
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CAPÍTULO

5
SUPERPOSIÇÃO DE MODELOS

MÓVEIS

Neste capítulo, a formulação do método Arlequin apresentada no Capítulo 4, para
a simulação de problemas de escoamentos incompressíveis em descrição Euleriana, é
estendida ao caso de domínios móveis. Mais especificamente, apresenta-se uma metologia
para análise de problemas com domínios móveis do tipo Euleriano-ALE, tomando-se um
modelo global Ω0 fixo e, portanto, Euleriano, e um modelo local Ω1 superposto a Ω0 com
movimento arbitrário ao longo do tempo.

Como destacado anteriormente, o objetivo principal deste trabalho consiste no
desenvolvimento de uma formulação para a simulação de problemas de interação fluido-
estrutura em regime de grandes deslocalmentos por parte da estrutura. Desse modo, a
superposição de um modelo local, a partir deste capítulo, passa a ser vista no âmbito
da dinâmica dos fluidos computacional não apenas sob a ótica de um método para
representação dos efeitos localizados em um escoamento, mas considerando também o
movimento da estrutura imersa ao meio fluido como um efeito localizado.

No âmbito do método Arlequin, esse tipo de análise é inédita, e no que diz respeito
à interação fluido-estrutura, a técnica apresentada a seguir fornece uma metodologia
alternativa e robusta para a simulação de problemas de domínios móveis, aliando vantagens
das técnicas de contornos imersos à precisão da descrição ALE, com a possibilidade de
manter uma discretização adequada nas proximidades do contorno móvel durante toda a
análise.



134 Capítulo 5. Superposição de modelos móveis

5.1 Superposição de modelos móveis em esquema

Euleriano-ALE
Para realizar a extensão da formulação Arlequin estabilizada para escoamentos

incompressíveis da descrição Euleriana, apresentada no Capítulo 4, para a descrição ALE,
toma-se um domínio computacional arbitrário no instante t = tn, construído a partir
da superposição de dois modelos Ω0 e Ω1. No instante seguinte, tn+1, o modelo local é
movimentado, seja para representar uma nova localização de um objeto imerso, seja de um
fenômeno de interesse envolvido, de modo que a posição do contorno móvel é conhecida em
ambos os instantes tn e tn+1. O modelo global, por sua vez, possui geometria e discretização
inalteradas, sendo que a zona de superposição Ωs é definida em diferentes posições em
cada instante. Esta cinemática é ilustrada na Fig. 5.1.
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tempo
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Figura 5.1 – Cinemática do esquema Euleriano-ALE para superposição de modelos.

Como demonstrado no capítulo 4, a solução de problemas por meio do método
Arlequin pode ser entendido sob a perspectiva de uma “colagem” de dois modelos de
espessura %i variável, com pressões e velocidades constantes na direção da espessura. Pode-
se verificar a partir das equações obtidas para a superposição de modelos fixos (4.25)-(4.29)
que essa hipótese implica na inexistência de transporte de energia na direção da espessura
%i.

Considerando este cenário, pode-se analisar separadamente os dois modelos. No
que concerne ao modelo local, do ponto de vista matemático, seu tratamento pode
ser realizado por meio dos conhecimentos desenvolvidos até o momento, adotando-
se equações governantes na descrição ALE. Localmente, verifica-se que o valor de %1
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permanece constante em relação à malha local ao longo do tempo. Em relação ao campo de
multiplicadores de Lagrange, definidos no modelo local, não realizam transporte de energia
ao se movimentar e, portanto, podem ser movimentados arbitrariamente em conjunto com
o modelo local sem quaisquer considerações adicionais acerca de sua descrição.

Quanto ao modelo global, observa-se que, por sua geometria permanecer constante,
a modelagem de escoamentos incompressíveis pode ser realizada diretamente por meio
de equações governantes em descrição Euleriana. No entanto, sua função ponderadora
de energia %0 possui comportamento variável ao longo do tempo, isto é, %0 = %0(t).
Analogamente, em relação ao sistema de referência, %1 = %1(t).

A técnica desenvolvida até o momento pressupõe as integrações espaciais e temporais
em etapas distintas do processo de obtenção da solução. Desse modo, as considerações
realizadas para o tratamento dos problemas de domínios móveis consistem na inclusão
dos efeitos de tais movimentações junto ao modelo local por meio da descrição ALE,
com a inclusão de ū1 junto ao termo convectivo, e de %0(t) e %1(t) junto aos modelos
computacionais durante do processo de integração temporal.

Assim, o problema de escoamentos incompressíveis com modelo local móvel, segundo
o método Arlequin pode ser escrito como(
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Ademais, durante o processo de montagem dos operadores bilineares e lineares
(5.1)-(5.5) deve-se também levar em consideração a interpolação das funções ponderadoras
no tempo intermediário, segundo a premissa de equilíbrio do método de integração temporal
α-generalizado segundo a qual

%0(n+αf ) = %0(n) + αf
(
%0(n+1) − %0(n)

)
, (5.6)

%1(n+αf ) = %1(n) + αf
(
%1(n+1) − %1(n)

)
. (5.7)
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5.2 Implementação computacional

Como pode-se verificar, a extensão da metodologia para o caso de domínios
móveis é realizada de forma bastante simples, adicionando poucas etapas ao Algoritmo
2. Do ponto de vista da implementação computacional, no entanto, ela implica na
atualização de informações que anteriormente eram calculadas e armazenadas na fase
de pré-processamento, tais como a determinação das correspondências dos pontos de
integração ξ̃ da zona de colagem no modelo global, necessária para a reconstrução do
operador de acoplamento, e a atualização das funções ponderadoras de energia %i a cada
passo de tempo.

No caso dos pontos de integração numérica do operador de acoplamento, definido
em ξ̃c, é necessário localizar a sua correspondência sobre a discretização global x0(ξ̃c), de
forma a permitir extrair os valores a serem integrados no produto de funções em diferentes
espaços aproximadores. Para isso, emprega-se uma técnica com base no método de Newton,
descrito em detalhes no Algoritmo 3.

Nota-se que esse algoritmo pode envolver um custo computacional elevado, pois
envolve vários laços de busca consecutivos. Assim, pode-se adicionar etapas adicionais de
verificação para a realização do processo de Newton. Como por exemplo, pode-se definir
raios de busca, ou ainda outros critérios geométricos com o intuito de reduzir o seu custo
computacional. Por outro lado, embora simples e robusto, esse algoritmo pode falhar em
caso de elementos curvos uma vez que, nesse caso, existem regiões nas quais o jacobiano
da matriz de transformação tende a zero. No caso de elementos regulares, no entanto, o
algoritmo converge em uma única iteração. Como na metodologia apresentada o modelo
global é Euleriano e a discretização na zona de superposição garante elementos regulares,
pois em geral se encontra distante o suficiente de Γ0, a adoção desta técnica se mostra
adequada.

Quanto às funções ponderadoras de energia %i, sua determinação é realizada
por meio de uma função distância a partir de Γ1. A função ponderadora é definida na
configuração inicial do modelo local, sendo %1 transportada com os pontos do modelo local.
A partir dos valores de %1 projetados sobre o espaço do modelo global, atualizam-se os
valores de %0 sempre que houver movimentação do modelo local.

No algoritmo 4 apresenta-se o processo de solução e marcha no tempo levando em
consideração a presença de um modelo local móvel.

Nota-se que é permitido tanto a movimentação e rotação de corpo rígido para
o modelo local, como a deformação do mesmo. O caso de deformação do modelo local,
no entanto, é abordado com maior detalhe no Capítulo 7, onde discute-se os requisitos
necessários para a definição de um algoritmo de movimentação dinâmica de malhas.
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Algoritmo 3 Localização de um ponto imerso em uma malha de elementos finitos
1: para cada elemento finito da zona de colagem faça
2: para cada ponto de integração i faça
3: - Determinação da posição atualizada do ponto de integração x1(ξ̃ic);
4: para cada elemento j do modelo global faça
5: k = 0;
6: Cálculo da posição tentativa igual ao centroide do elemento:

xj0(ξ̃
(i)k
0 ) = xj0(ξ̃centroide);

7: enquanto (ε > tolerância) faça
8: k++;
9: - Cálculo do incremento de posição:

∆xk+1 = x1(ξ̃ic)− xj0(ξ̃
(i)k
0 );

10: - Cálculo do incremento das coordenadas adimensionais:

∆ξ̃
(i)k+1
0 =

(
∂xj0
∂ξj

)−1

∆xk+1;

11: - Atualização das coordenadas adimensionais:

ξ̃
(i)k+1
0 = ξ̃

(i)k
0 + ∆ξ̃

(i)k+1
0 ;

12: - Cálculo do erro:

ε =
∥∥∥∆ξ̃

(i)k+1
0

∥∥∥
L2

=

√
∆ξ̃

(i)k+1
0 ·∆ξ̃(i)k+1

0 ;

13: fim enquanto
14: - Armazena os valores de j e ξ̃i0;
15: fim para
16: fim para
17: fim para

5.3 Exemplos de verificação e aplicação
Nesta seção são apresentadas as simulações de problemas selecionados para a

verificação da metodologia proposta nos casos de domínios superpostos móveis. Em todos
os exemplos o modelo local possui apenas deslocamentos de corpo rígido. Desse modo,
a atualização das posições nodais da malha é realizada de forma direta, por meio das
equações que regem tais transformações.

5.3.1 Cilindro móvel

Como primeiro problema, revisita-se o exemplo apresentado no item 2.7.3, que
trata do escoamento sobre um cilindro móvel imerso em um tanque preenchido com um



138 Capítulo 5. Superposição de modelos móveis

Algoritmo 4 Algoritmo de marcha no tempo para modelos superpostos móveis - método
α-generalizado
1: para todo passo de tempo n até T faça
2: k = 0;
3: - Atualiza as posições do modelo local;
4: - Atualização das funções ponderadoras;
5: - Atualização das correspondências entre os modelos → Algoritmo 3;
6: - Interpola as funções ponderadoras de energia no instante de tempo intermediário:

%0(n+αf ) = %0(n) + αf (%0(n+1) − %0(n)),

%1(n+αf ) = %1(n) + αf (%1(n+1) − %1(n));
(5.8)

7: - Predição da solução - Eq. 4.46;
8: enquanto (ε > tolerância) faça
9: k++;
10: - Interpolação das variáveis no instante de tempo intermediário - Eq. (4.47);
11: - Cálculo do incremento nas variáveis do problema: U̇n+1 e pn+1 - Eq. (4.48);
12: - Atualização da solução - Eq. (4.49);
13: - Cálculo do erro ε - Eq. (4.50);
14: fim enquanto
15: fim para

fluido. Tanto o fluido como o cilindro encontram-se inicialmente em repouso e a análise se
inicia a partir do momento em que o cilindro se move com velocidade horizontal unitária
para a esquerda. Do mesmo modo que no caso apresentado anteriormente, emprega-se
passo de tempo ∆t=0,01 e integração temporal por regra de trapézios, avaliando-se os
casos de Re = 40 e Re = 200.

Quanto à discretização espacial, emprega-se para o modelo global uma malha com
19097 nós e 9428 elementos e para o modelo local uma malha com 31259 nós e 15501
elementos. Os multiplicadores de Lagrange, por sua vez, são definidos em uma porção do
modelo local compreendendo 4362 nós e 2023 elementos. A discretização adotada é ilustrada
na Fig. 5.2, sendo que o modelo Arlequin resultante conta com 159792 parâmetros nodais,
número ligeiramente menor que o adotado no Capítulo 2, que possui 179442 parâmetros
nodais.

Novamente analisa-se o comportamento dinâmico do coeficiente de arrasto sobre o
cilindro e os resultados obtidos, juntamente com os valores de referência, são apresentados
na Fig. 5.3. A proximidade dos resultados obtidos com as referências consultadas permite
concluir que a técnica proposta se mostra eficiente e robusta na simulação de problemas
envolvendo modelos móveis. Pode-se também comparar os campos de pressão apresentados
na Fig. 5.4 com os obtidos para o monomodelo da Fig. 2.20, onde também verifica-se uma
boa precisão dos resultados.
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Figura 5.2 – Cilindro móvel: Discretização espacial dos modelos global (preto), local
(vermelho) e da zona de colagem (azul).
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Figura 5.3 – Cilindro móvel: Coeficiente de arrasto.

5.3.2 Hélice bidimensional

O segundo caso trata-se de uma hélice, ou rotor bidimensional, confinado em uma
cavidade quadrada, semelhante ao esquema estrutural de algumas bombas hidráulicas.
Este problema é escolhido por não ser possível de ser simulado por técnica de rastreamento
de interface (malha deformável adaptada ao contorno móvel) considerando apenas um
modelo e sem o uso constante de técnicas de reconstrução da malha (remeshing) ou a
definição de contornos internos deslizantes.

A cavidade possui lados unitários (1m), com abertura na porção superior das
paredes laterais, como ilustrado na Fig. 5.5. Uma hélice de três pás retas e de comprimento
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(a) t = 1,0

(b) t = 2,5

(c) t = 3,5

-0,7 0,55-0,075

Figura 5.4 – Cilindro móvel: Campos de pressão para Re = 40 (à esquerda) e Re = 200 (à
direita).
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0,35m é posicionada no centro da cavidade e submetida a uma velocidade angular ωa
prescrita, inicialmente nula e linearmente crescente até atingir 1 rad/s no instante t=2s,
sendo então mantida constante a partir desse instante ao longo de toda a análise.

1.0

0.9

0.1

t (s)

1

2.0

x

y

uy=0

ux=uy=0

ρ=1 kg/m3

μ=0,01 Pa.s
Δt=0,1 s

ωa (rad/s)

ωa

Figura 5.5 – Hélice: geometria e condições de contorno.

O fluido contido na cavidade possui densidade e viscosidade dinâmica, respecti-
vamente, iguais a 1 kg/m3 e 0.01 Pa·s. É empregado o esquema de Euler implícito para
integração numérica (αf = αm = γ = 1) com passo de tempo igual a 0,1 s. A discretização
espacial é ilustrada na Fig. 5.6, sendo que a malha local (em vermelho) possui 4500 nós e
2162 elementos e a malha global (em preto) possui 2563 nós e 1238 elementos. A zona de
colagem é definida com espessura de 0,08 m a partir do contorno circular do modelo local
e compreende 1140 nós e 492 elementos.

Figura 5.6 – Hélice: malhas de elementos finitos.

A simulação é conduzida até o instante t = 500, sendo os resultados obtidos para
os campos de velocidade e pressão apresentados na Fig. 5.7. Do mesmo modo, na Fig. 5.8
apresentam-se as configurações do modelo local ao longo da análise.



142 Capítulo 5. Superposição de modelos móveis

Pressão (Pa)

t = 3,5 s t = 8,0 s t = 15,0 s

t = 30,0 s t = 40,0 s t = 50,0 s

-0,12 0,0 0,12

Figura 5.7 – Hélice: campos de velocidade e pressão em diferentes instantes de tempo.

t = 3,5 s t = 8,0 s t = 15,0 s

t = 30,0 s t = 40,0 s t = 50,0 s
Figura 5.8 – Hélice: modelos superpostos em diferentes instantes de tempo.
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Verifica-se que os resultados obtidos se mostram qualitativamente bons, princi-
palmente no que se refere à continuidade da solução na interface entre os domínios.
Salienta-se também que não foram verificadas oscilações bruscas nos campos de pressão
ou comportamento oscilatório durante a análise, o que reafirma a boa robustez da técnica
proposta.

Como já destacado, uma das grandes vantagens da técnica de superposição de
modelos para simulação de problemas de mecânica dos fluidos em relação às técnicas
convencionais pode ser observada neste exemplo. Como demonstra a Fig. 5.8, no presente
trabalho a representação do movimento da hélice é realizado por meio de movimentos
de corpo rígido do modelo local, o que implica na preservação da discretização inicial ao
longo de toda a análise, o que nem sempre é possível em técnicas de contornos imersos.
Além disso, na simulação deste problema empregando técnicas tradicionais com base na
descrição ALE, é imperativo o uso de técnicas de remalhamento, ou reconstrução do
domínio computacional sempre que os elementos desenvolvem distorção excessiva.

Finalmente, em termos quantitativos, avaliou-se a velocidade horizontal no ponto
médio da parede superior da cavidade ao longo do tempo (Fig. 5.9). Observa-se que nesse
ponto o escoamento possui comportamento dependente do tempo até aproximadamente o
instante t = 50s, e a partir de então apresenta uma solução de longo termo com ciclos que
se repetem de acordo com a rotação da hélice, característico de um escoamento em regime
laminar com baixo número de Reynolds.
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Figura 5.9 – Hélice: velocidade horizontal no ponto médio da parede superior da cavidade.

5.3.3 Aerofólio com movimento de arfagem prescrito

Neste exemplo, o aerofólio NACA 0012 avaliado no item 4.5.4 é agora submetido a
um movimento de arfagem (pitch) oscilatório, variando-se seu ângulo de ataque de 10° a
30°. A geometria do domínio computacional, ilustrada na Fig. 5.10 é alterada para capturar
de forma mais precisa os vórtices que neste caso se desprendem em uma faixa mais ampla.
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uy=0
ux=u∞

uy=0

uy=0

p∞

9C

20C

30C

10°

C

20°

Figura 5.10 – Aerofólio com movimento de arfagem: geometria e condições de contorno.

Inicialmente, realiza-se a simulação do aerofólio em repouso, a um ângulo de ataque
de 10° para obtenção de uma solução de longo termo, análoga à obtida no Capítulo 4.
Essa configuração é então utilizada para definir os campos de velocidade e pressão no
instante t=0. A partir de então, tendo como centro a corda média do aerofólio, aplica-se o
movimento de rotação de corpo rígido dado por:

θ =
θmax + θmin

2
− θmax − θmin

2
cos(ωf t), (5.9)

onde ωf = 2πff e ff representa a frequência de oscilação e θmax e θmin são, respectivamente,
iguais a 30° e 10°.

O modelo global é discretizado com 10595 nós e 5236 elementos. Quanto ao modelo
local, consideram-se duas malhas diferentes: a mesma apresentada no item 4.5.4 e um
modelo circular, com 10670 nós e 5214 elementos, ilustrado na Fig. 5.11. No caso do modelo
circular, a zona de colagem é formada por 627 elementos e 1427 nós. Além disso, um
monomodelo com 18132 nós e 9300 elementos finitos é utilizado como referência e parâmetro
de comparação. Em todas as discretizações utiliza-se o mesmo nível de refinamento na
região próxima ao aerofólio. O método empregado para a deformação dinâmica da malha
na análise do monomodelo, é apresentado adiante na seção 7.3, enquanto nos casos de
superposição impõem-se a rotação de corpo rígido à malha.

Dois cenários são simulados para cada uma das discretizações descritas, empregando-
se frequências ff = 0,5 e 1,0. Em todos os casos utiliza-se o integrador α-generalizado,
com ρ∞=0,75 e passo de tempo ∆t=0,02. Adicionalmente, o escoamento possui ρ = 1,0, µ
= 0,001, u∞ = 1,0 e a corda do aerofólio mede C = 1, correspondendo a um problema
com Re = 1000, tomando-se a corda do aerofólio como comprimento característico.

Evidentemente, quando o modelo móvel possui discretização circular e o movimento
imposto trata-se de uma rotação, as funções ponderadoras %i não são alteradas ao longo da
análise. Desse modo, este exemplo foi idealizado com o intuito de avaliar a solução
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Figura 5.11 – Aerofólio com movimento de arfagem: modelo global (em preto), local (em
vermelho) e zona de colagem (em azul).

quando há efetivamente comportamento transiente em %i, muito embora conclusões
já possam ser edificadas tendo como base no exemplo do cilindro móvel. Em termos
quantitativos, analisou-se o comportamento dinâmico dos coeficientes aerodinâmicos de
arrasto e sustentação ao longo do tempo, apresentados nas Fig. 5.12 e 5.13.
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Figura 5.12 – Aerofólio com movimento de arfagem: coeficientes aerodinâmicos para ff =
0,5.

Como pode-se verificar, todos os casos empregando modelos superpostos apresenta-
ram boa aproximação com o monomodelo de referência, reafirmando que a consideração
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Figura 5.13 – Aerofólio com movimento de arfagem: coeficientes aerodinâmicos para ff =
1,0.

de um modelo do tipo Euleriano-ALE com %i dependente do tempo se mostra uma técnica
robusta e precisa para simulação de problemas com modelos móveis.

Por fim, nas Fig. 5.14-5.17 apresentam-se os campos de velocidade e a configuração
dos modelos superpostos em determinados instantes para um ciclo do movimento oscilatório
prescrito, atestando-se novamente a qualidade da solução obtida.

(a) t=6,.00 (b) t=6,34 (c) t=6,66

(d) t=7,00 (e) t=7,34 (f) t=7,66

0,0 2,4

Figura 5.14 – Aerofólio com movimento de arfagem: magnitude do campo de velocidades
em diferentes instantes de tempo para ff=0,5.
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(a) t=6,00 (b) t=6,34 (c) t=6,66

(d) t=7,00 (e) t=7,34 (f) t=7,66

Figura 5.15 – Aerofólio com movimento de arfagem: Discretização espacial em diferentes
instantes de tempo para ff=0,5.

(a) t=6,00 (b) t=6,16 (c) t=6,32

(d) t=6,50 (e) t=6,66 (f) t=6,82

0,0 2,4

Figura 5.16 – Aerofólio com movimento de arfagem: magnitude do campo de velocidades
em diferentes instantes de tempo para ff=1,0.
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(a) t=6,00 (b) t=6,16 (c) t=6,32

(d) t=6,50 (e) t=6,66 (f) t=6,82

Figura 5.17 – Aerofólio com movimento de arfagem: Discretização espacial em diferentes
instantes de tempo para ff=1,0.



149

CAPÍTULO

6
DINÂMICA DOS SÓLIDOS

COMPUTACIONAL

Assim como na mecânica dos fluidos, os sólidos têm seu movimento governado
por três princípios: as leis de conservações da massa, da quantidade de movimento, e da
energia. Tais relações formam um conjunto de equações que podem possuir diferentes fontes
de não linearidades: geométrica, decorrente de uma mudança importante na geometria
da estrutura, como por exemplo, o desenvolvimento de grandes deslocamentos; física,
em virtude da utilização de materiais com cuja relação tensão-deformação é não linear,
ou ainda, decorrentes de efeitos como dano ao material, fratura, plasticidade etc; e de
contato, que se manifestam em problemas de impacto ou colisão, por exemplo, mas que
está relacionada à mudanças nas condições de contorno ou de compatibilidade da estrutura.

Do ponto de vista da dinâmica dos sólidos computacional, análises de interação
fluido-estrutura em geral demandam, pelo menos, esforços em relação a considerar
adequadamente os efeitos de não linearidade geométrica, que são preponderantes em
problemas como o flutter e buffeting, ou martelamento. Tendo como princípio a hipótese
de meio contínuo, este capítulo tem o objetivo de apresentar uma relação de equilíbrio
dinâmico para um sólido em descrição Lagrangiana total, levando em conta os efeitos da
não linearidade geométrica. Aspectos relativos às medidas de deformação e leis constitutivas
pertinentes à consideração de tais efeitos também são brevemente abordados. Finalmente,
apresenta-se a aplicação de tais conceitos ao método dos elementos finitos posicional para
estruturas reticuladas bidimensionais.

Como já informado, o código para análise de dinâmica dos sólidos computacional
empregado neste trabalho foi desenvolvido previamente, nos trabalhos de Coda (2009b) e
atualizado em Sanches e Coda (2016). Desse modo, é importante ressaltar que os conceitos
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apresentados neste capítulo tem o objetivo de familiarizar o leitor à temas como o método
dos elementos finitos posicional e a análise não linear geométrica de estruturas, relevantes
para a compreensão total desta pesquisa. No entanto, uma abordagem muito mais profunda
acerca do tema é realizada nos trabalhos de Coda e colaboradores ((CODA, 2003; CODA;
PACCOLA, 2007; CODA; PACCOLA, 2009; CODA, 2017), entre outros) e em textos
como os de Ogden (1984), Holzapfel (2001) e Bonet e Wood (2008).

6.1 Cinemática e equilíbrio de um sólido
Considere um meio sólido, cujo domínio computacional é representado por Ωx, em

configuração de equilíbrio dinâmico no instante t = t0. Adicionalmente, representa-se a
posição de um ponto qualquer em relação ao sistema cartesiano de referência por x, de
acordo com a Fig. 6.1. A esse estado é dado o nome de configuração inicial.

configuração 
inicial

configuração 
deformada

x

yx1,y1

x2,y2

x3,y3

Ωx

Ωy 

Figura 6.1 – Cinemática de um sólido deformável.

Dadas as transformações impostas ao sólido por meio das condições de contorno
e das forças aplicadas em um instante t, o sólido encontra-se em uma nova configuração
de equilíbrio dinâmico Ωy, denominada configuração deformada. O mesmo ponto de
coordenadas x, quando na configuração inicial, é representado na configuração deformada
pelo vetor y, em relação ao mesmo sistema cartesiano de referência.

A função capaz de representar as transformações sofridas por cada ponto do sólido,
por sua vez, é denominada função mudança de configuração (F), de modo que a posição
de um ponto arbitrário na configuração deformada pode ser representada como

y = F(x, t). (6.1)
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Para determinar uma relação para o equilíbrio dinâmico do sólido na configuração
deformada, parte-se do princípio da energia mecânica total estacionária, e define-se o
funcional de energia mecânica total (Π) considerado três parcelas: a energia potencial das
forças externas aplicadas à estrutura P, a energia de deformação Ue e a energia cinética K,
tal que

Π = P + K + Ue. (6.2)

Nota-se que não é considerado qualquer tipo de dissipação mecânica, tais como o
amortecimento, contato ou ação térmica. Esta escolha é realizada para facilitar os desen-
volvimento subsequentes, porém não impõe qualquer limitação ou extensão à formulação
apresentada.

Trabalhando-se separadamente com cada uma das parcelas do funcional de energia
mecânica total, pode-se definir o potencial das forças externas como

P = − (F,y)y − (b0,y)Ωx
− (p,y)Γx

, (6.3)

em que F refere-se às forças concentradas e b0 e p representam, respectivamente, as forças
de domínio e de superfície. O sinal negativo presente em cada uma das parcelas se deve ao
fato de que as forças externas perdem potencial de realizar trabalho após a deformação do
sólido.

A energia cinética do sólido, por sua vez, pode ser escrita como

K =

(
1

2
ρ0ẏ, ẏ

)
Ωx

, (6.4)

em que ρ0 é a massa específica do sólido e o ponto acima da variável indica sua derivada
material no tempo, sendo válida a igualdade ẏ = ∂y

∂t
para uma descrição Lagrangiana.

Finalmente, a energia de deformação é expressa como

Ue =

∫
Ωx

ue dΩx, (6.5)

em que ue representa a energia específica de deformação, e que depende da relação
constitutiva do material.

Destaca-se que todas as parcelas integrais descritas anteriormente são definidas
sobre a configuração inicial. A obtenção de tais relações, de fato, não é tarefa trivial e para
não estender este texto demasiadamente referem-se, por exemplo, os trabalhos de Coda
(2003, 2017, 2018) e Sanches (2011), que apresentam em maior detalhe a sua obtenção.

Assim, o funcional de energia mecânica pode ser reescrito da seguinte forma

Π = − (F,y)y − (b0,y)Ωx
− (p,y)Γx

+

(
1

2
ρ0ẏ, ẏ

)
Ωx

+

∫
Ωx

ue dΩx. (6.6)

A relação de equilíbrio dinâmico é então determinada com base no princípio da
estacionariedade da energia potencial total. Este princípio estabelece que a primeira
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variação do funcional de energia deve ser nula para qualquer parâmetro de que Π é
dependente (LANCZOS, 1986).

Esta operação é realizada tomando-se convenientemente as posições y como
parâmetro de variação. Procedendo dessa maneira, tem-se

δΠ =

∫
Ωx

[
1

2
ρ0
∂(ẏ · ẏ)

∂y
· δy
]
dΩx −

∂(F · y)

∂y
· δy

−
∫

Ωx

∂(b0 · y)

∂y
· δy dΩx −

∫
Γx

∂(p · y)

∂y
· δy dΓx +

∫
Ωx

[
∂ue
∂y
· δy
]
dΩx = 0.

(6.7)

Tomando-se apenas a ação de forças externas conservativas por simplicidade, isto é,
independentes da trajetória do corpo, a relação de equilíbrio dinâmico de um sólido pode
finalmente ser escrita como

δΠ =

∫
Ωx

[
1

2
ρ0
∂(ẏ · ẏ)

∂y
· δy
]
dΩx − F · δy

−
∫

Ωx

(b0 · δy) dΩx −
∫

Γx

(p · δy) dΓx +

∫
Ωx

[
∂ue
∂y
· δy
]
dΩx = 0.

(6.8)

Definida a equação de equilíbrio de um sólido, dedica-se uma maior atenção à
parcela de energia de deformação. Como pode-se verificar, todas as parcelas em (6.8)
dependem da posição deformada do sólido y. Desse modo, deseja-se também definir uma
expressão para ue dependente de y.

Como demonstra a teoria clássica da mecânica do contínuo (ver por exemplo Ogden
(1984) ou Holzapfel (2001)), a medida de deformação de Green (ou Green-Lagrange),
consiste em uma medida Lagrangiana objetiva de deformação, e que é representada por
um tensor simétrico, dado por

E =
1

2
(ATA− I) =

1

2
(C− I). (6.9)

em que A = ∇F é o gradiente da função mudança de configuração, C é o alongamento à
direita de Cauchy-Green e I é o tensor identidade. Observa-se que, do ponto de vista da
análise não linear geométrica de estruturas, requer-se uma medida de deformação objetiva,
isto é, que os movimentos de corpo rígido não provoquem deformação. Como a medida de
deformação de Green atende à este requisito, esta escolha se mostra adequada (OGDEN,
1984).

Em relação ao tipo de material, adota-se a lei constitutiva hiperelástica de Saint-
Venant-Kirchhoff, que estabelece uma relação linear entre o tensor das tensões de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie (S) e o tensor deformação de Green, definida como

uSV Ke =
1

2
S : E =

1

2
E : C : E, (6.10)

em que C é o tensor constitutivo isotrópico, cujas componentes são definidas por
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Cijkl =

(
κ− 2

3
G

)
δijδkl +G(δikδjl + δilδjk), (6.11)

sendo δij o delta de Kronecker, κ e G respectivamente os módulos volumétrico e de
cisalhamento (ou de elasticidade transversal), calculados a partir do módulo de elasticidade
longitudinal (E) e do coeficiente de Poisson (ν) segundo

κ = λ+
2

3
G, (6.12)

G =
E

2(1 + ν)
, (6.13)

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
. (6.14)

Esse modelo constitutivo é uma boa alternativa para a simulação de sólidos
hiperelásticos em regimes de grandes deslocamentos. No entanto, possui limitações em
regimes de grandes deformações, devendo ser utilizado em problemas com pequenas até
moderadas deformações (BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013).

6.2 Elemento finito de pórtico plano
Nesta seção, os conceitos desenvolvidos anteriormente são aplicados às cinemática

de interesse neste trabalho, que consistem nos elementos de barra bidimensionais. Estes
elementos caracterizam-se por serem componentes com uma dimensão muito maior do que
as demais e pode ser empregado para representar estruturas usuais em diversas aplicações
de engenharia.

À partir de hipóteses cinemáticas, sua mudança de configuração pode ser definida
com base na deformação de uma linha de referência, como ilustra a Fig. 6.2.

configuração
inicial

configuração
deformada

,Amhmh

,Amhmh ,Amhmh

ξ

x x y y

(a) Mapeamento da linha de referência.

ξ1

ξ2

configuração
inicial

configuração
deformada

,A

,Ahh ,Ahh
x x y y

hh

(b) Mapeamento do sólido.

Figura 6.2 – Cinemática do elemento finito de pórtico.

Assim, inicialmente a configuração da linha de referência é representada por
elementos finitos unidimensionais nas configurações inicial e deformada como
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Fmh
x = xmhi (ξ1) = Nl(ξ1)Xmh

li , (6.15)

Fmh
y = ymhi (ξ1) = Nl(ξ1)Y mh

li , (6.16)

onde xmhi e ymhi são as i -ésimas posições de um ponto genérico pertencente à linha de
referência nas configurações inicial e deformada, respectivamente. Xmh

li e Y mh
li são as

coordenadas na direção i do nó l pertencente ao elemento finito em questão, Nl é a função
de forma associada ao nó l e ξ1 representa a coordenada adimensional na direção do
comprimento do domínio paramétrico auxiliar.

Para realizar o mapeamento completo do sólido emprega-se a cinemática de
Timoshenko-Reissner, onde considera-se que as seções transversais, inicialmente planas e
perpendiculares à superfície de referência (neste caso, a superfície neutra), permanecem
planas e giram sobre a superfície de referência. Isso permite uma melhor aproximação da
solução para barras pouco esbeltas, onde o efeito do cisalhamento sobre a mudança de
configuração passa a ser mais relevante.

Essa estratégia considera um vetor generalizado gx, normal à linha de referência na
configuração inicial e gy, não necessariamente normal à linha de referência na configuração
deformada. Além disso, o vetor generalizado na configuração deformada não possui
restrições, de modo a possibilitar também deformações na direção da altura do elemento,
evitando problemas de travamento volumétrico como ilustra a Fig. 6.3.

configuração inicial configuração deformada

gx
ex

hx

gy

ey

hy

Figura 6.3 – Vetor generalizado - cinemática de Timoshenko-Reissner.

Sendo assim, a posição de um ponto qualquer do sólido pode ser definida pela
adição do vetor generalizado à coordenada do ponto de mesmo ξ1 pertencente à linha de
referência, tal que

Fh
x = Fmh

x + gx, (6.17)

Fh
y = Fmh

y + gy. (6.18)

Paralelamente, pode-se definir os vetores gx e gy como

gx =
hx
2
ξ2Nj(ξ1)ex(ij), (6.19)

gy =
hx
2

[ξ2 + ajNj(ξ1)ξ2
2 ]Nj(ξ1)ey(ij), (6.20)
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em que hx representa a espessura do elemento de pórtico na configuração inicial, ex(ij) é o
j-ésimo valor nodal da componente i do vetor unitário normal à linha de referência inicial,
ey(ij) é o j-ésimo valor nodal da componente i do vetor generalizado (incógnita) configuração
deformada e aj é o j-ésimo valor nodal da taxa de variação linear da deformação ao longo
da altura do elemento, adicionada à formulação como enriquecimento nodal para se evitar
o travamento pelo efeito de Poisson (travamento volumétrico) (CODA; PACCOLA, 2008).

Para os elementos de pórtico considerados, os vetores ex e ey são definidos, para
um ponto qualquer ξ, como

ex(ξ) =

[
−sen(θx(ξ))

cos(θx(ξ))

]
(6.21)

e

ey(ξ) =
hy
hx

[
−sen(θy(ξ))

cos(θy(ξ))

]
, (6.22)

em que θx e θy representam os ângulos tangentes em relação à superfície de referência nas
configurações inicial e deformada, respectivamente, e hy é a altura da seção transversal
na configuração deformada. Dessa forma, é possível interpolar hy e θy e utilizá-los como
parâmetros nodais incógnita ao invés de se considerar os vetores generalizados.

Assim, para se definir a função vetorial mudança de configuração Fh, pode-se
realizar a aplicação linear de Fh

y sobre a imagem de (Fh
x )−1, isto é

Fh = Fh
y ◦ (Fh

x )−1. (6.23)

De forma análoga, pode-se representar o gradiente de Fh como

Ah = Ah
y(A

h
x)
−1, (6.24)

em que Ah = ∇Fh, Ah
x = ∇Fh

x e Ah
y = ∇Fh

y .
O alongamento à direita de Cauchy-Green e a deformação de Green também podem

ser definidos em termos de Ah
x e Ah

y , tal que

C = ATA =
[
Ah
y(A

h
x)
−1
]T [

Ah
y(A

h
x)
−1
]
, (6.25)

e

E =
1

2
(C− I) =

1

2
(ATA− I) =

1

2

{[
Ah
y(A

h
x)
−1
]T [

Ah
y(A

h
x)
−1
]
− I
}
. (6.26)

Por fim, as relações (6.25) e (6.26) permitem reescrever a parcela referente à energia
de deformação em função dos parâmetros nodais incógnitas de cada nó I, que são: as
posições atuais do nó Y m

I1 e Y m
I2 , o ângulo tangente da seção no nó θyI na configuração

deformada, a altura da seção transversal no nó hyI na configuração deformada e o parâmetro
nodal da taxa de variação linear de deformação na direção da espessura aI .
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6.2.1 Equilíbrio dinâmico no MEF Posicional

O equilíbrio dinâmico de um elemento finito descrito em formulação posicional é
realizado tomando-se como ponto de partida (6.8), que define o equilíbrio dinâmico de um
sólido genérico em forma fraca. Utilizando a regra da cadeia para a parcela de energia de
deformação e tendo em vista a lei de conservação da massa e seu corolário (CODA, 2017),
a relação de equilíbrio dinâmico pode ser reescrita como∫

Ωx

(ρ0ÿ · δy) dΩx − F · δy −
∫

Ωx

(b0 · δy) dΩx

−
∫

Γx

(p · δy) dΓx +

∫
Ωx

[
∂uSV Ke

∂E
:
∂E

∂y
· δy
]
dΩx = 0.

(6.27)

Dada a arbitrariedade de δy e a aproximação de acelerações e posições por meio
de interpolações segundo o método dos elementos finitos, pode-se reescrever a relação de
equilíbrio mecânico como∫

Ωx

ρ0NiNj dΩxŸ +

∫
Ωx

[
1

2
S :

∂C

∂Y

]
dΩx = F +

∫
Ωx

Njb0 dΩx +

∫
Γx

Njp dΓx, (6.28)

com i, j = 1, ..nen e Ÿ e Y representam os valores nodais de aceleração e posição,
respectivamente.

Para maiores detalhes sobre a implementação computacional, bem como da repre-
sentação explícita de (6.28), recomendam-se por exemplos os textos de Coda (2017) e
Coda (2018). Em forma matricial, o problema (6.28) pode ser representado como

MŸ + Fint = Fext, (6.29)

em que M é a matriz de massa (constante), Fext representa o somatório das forças de
campo, superfície e concentradas, Fint corresponde às forças elásticas. A relação (6.29)
representa a movimento não amortecido de um sólido na formulação posicional.

O comportamento de amortecimento viscoso pode ser adicionado ao sistema por
meio de uma parcela adicional CẎ, segundo o modelo de Rayleigh (WARBURTON,
1976; PAULTRE, 2013), em que C representa a matriz de amortecimento e Ẏ o vetor de
velocidades nodais.
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6.3 Integração temporal e solução do problema

não linear

O avanço discreto da solução com respeito ao tempo é realizado por meio do método
de Newmark, também empregado previamente em diversos trabalhos envolvendo o MEF
posicional (ver por exemplo Coda e Paccola (2009), Sanches e Coda (2010a), Sanches e
Coda (2010b), Sanches e Coda (2013), Sanches e Coda (2014), Siqueira e Coda (2017),
Siqueira e Coda (2019)). Destaca-se que, por possuir matriz de massa constante, o MEF
posicional se assemelha a um problema fisicamente não linear mas geometricamente linear.
Além disso, Coda e Paccola (2009) e Sanches e Coda (2013) demonstram que o método de
Newmark aplicado à formulação posicional conserva a quantidade de movimento e energia
para a maioria dos problemas de engenharia, quando em regime de pequenas deformações.

Como já introduzido anteriormente, no Capítulo 2, o método de Newmark é
implícito, e para o caso de dinâmica dos sólidos, possui uma equação adicional que
relaciona posições, velocidades e acelerações nodais, de modo que o estado de um sólido
nos instantes tn e tn+1 são relacionados por

Yn+1 = Yn + ∆tẎn +

(
1

2
− β

)
∆t2Ÿn + β∆t2Ÿn+1, (6.30)

Ẏn+1 = Ẏn + (1− γ)∆tŸn + γ∆tŸn+1, (6.31)

em que β e γ são parâmetros dependentes do comportamento assumido para a aceleração e
∆t é o valor do incremento de tempo. Por exemplo, para aceleração constante no intervalo
de um passo de tempo, deve-se adotar γ = 1/2 e β = 1/4.

Aplicando-se (6.30) e (6.31) à (6.29), tem-se, para o instante tn+1 a seguinte relação

Fint
n+1 − Fext

n+1 +
M

β∆t2
Yn+1 −MQn + CRn +

γC

β∆t
Yn+1 − γ∆tCQn = 0, (6.32)

em que Qn e Rn representam os termos dependentes apenas de velocidades, acelerações e
posições do instante anterior, dados por

Qn =
Yn

β∆t2
+

Ẏn

β∆t
+

(
1

2β
− 1

)
Ÿn, (6.33)

Rn = Ẏn + ∆t(1− γ)Ÿn. (6.34)

Pode-se escrever ainda o problema não linear definido por (6.32) em função do
resíduo da equação governante discretizada no espaço e no tempo, tal que:

RS = Fint
n+1 − Fext

n+1 +
M

β∆t2
Yn+1 −MQn + CRn +

γC

β∆t
Yn+1 − γ∆tCQn = 0. (6.35)

O problema não linear (6.35) é resolvido por meio do método iterativo de Newton-
Raphson e o processo de avanço no tempo é realizado de modo análogo ao procedimento
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adotado para o fluido, de acordo com o Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Algoritmo de marcha no tempo para o problema de dinâmica dos sólidos
computacional - método de Newmark
1: para (n = 0:T) faça
2: k = 0;
3: - Cálculo dos termos dependentes do passo anterior:

Qn =
Yn

β∆t2
+

Ẏn

β∆t
+

(
1

2β
− 1

)
Ÿn,

Rn = Ẏn + ∆t(1− γ)Ÿn.

4: enquanto (ε > tolerância) faça
5: k++;
6: - Cálculo do incremento de posição: ∆Yk+1

n+1

∂Rk
S

∂Yk
n+1

∆Yk+1
n+1 = −Rk

S.

7: - Atualização das posições nodais :

Yk+1
n+1 = Yk

n+1 + ∆Yk+1
n+1.

8: - Cálculo do erro:

ε =

∥∥∆Yk+1
n+1

∥∥
L2

‖X‖L2

=

√
∆Yk+1

n+1 ·∆Yk+1
n+1

X ·X
.

9: fim enquanto
10: - Atualização de acelerações Ÿn+1 e velocidades Ẏn+1:

Ÿn+1 =
Yn+1 −Yn

β∆t2
+

Ẏn

β∆t
+

(
1− 1

2β

)
Ÿn,

Ẏn+1 = Ẏn + (1− γ)∆tŸn + γ∆tŸn+1.

11: fim para

6.4 Exemplos de verificação e aplicação

Nesta seção apresentam-se alguns testes numéricos para verificação do algoritmo de
solução do problema de dinâmica das estruturas, com ênfase em casos envolvendo grandes
deslocamentos da estrutura.
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6.4.1 Viga Engastada

Este primeiro exemplo trata-se de uma viga engastada, inicialmente proposta por
Bathe, Ramm e Wilson (1975) e cuja geometria e dados sobre o material constituinte são
apresentados na Fig. 6.4.

1"

1"

10"

pn= 2,85 lb/in

= 1,2×104 lb/in2

ν = 0,2

ρ = 10-6 lb·s2/in4

Figura 6.4 – Viga engastada: geometria, condições de contorno e propriedades do material.

No presente trabalho utilizou-se uma discretização em 6 elementos finitos de
aproximação polinomial cúbica e passo de tempo ∆t = 1, 35× 10−4s. Um ponto relevante
para a simulação deste problema consiste na consideração da força distribuída aplicada à
viga como não conservativa. Isto significa que a força atua sobre a estrutura como uma
pressão, mantendo-se perpendicular ao eixo da viga durante toda a análise. Em relação à
formulação, este tipo de carregamento é derivado em (6.8) tomando-se p = p(y).

Durante toda a análise monitora-se a posição da extremidade da viga, sendo a
relação entre seu deslocamento vertical e o comprimento da viga (d/L) apresentado em
função do tempo na Fig. 6.5, onde também compara-se o resultado com o obtido por
Bathe, Ramm e Wilson (1975).
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Figura 6.5 – Viga engastada: deslocamento vertical relativo da extremidade.

A pequena variação dos resultados pode ser atribuída tanto à formulação quanto
às discretizações espacial (em 5 elementos finitos bidimensionais quadrilaterais de 8 nós) e
temporal utilizadas por Bathe, Ramm e Wilson (1975). Entretanto, de um modo geral,
verifica-se grande proximidade com os valores de referência, especialmente se observado o
nível de deslocamento desenvolvido pela estrutura, ilustrado na Fig. 6.6.
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configuração inicial

t = 0,0027 s

t = 0,003375 s

t = 0,00189 s

t = 0,000945 s

t = 0,004455 s

t = 0,0054 s

Figura 6.6 – Viga engastada: posição deformada para vários instantes de tempo.

6.4.2 Viga Biengastada

Neste segundo exemplo, apresenta-se o caso de uma viga biengastada com car-
regamento concentrado no meio do vão. Este problema foi inicialmente proposto por
McNamara (1974) e também estudado por Mondkar e Powell (1977). Dados sobre a
geometria, condições de vinculação e propriedades da seção transversal e do material
constituinte são apresentados na Fig. 6.7.

0,125"

20"

P=100 lb

= 3,0×107 lb/in2

ν = 0,0

ρ = 2,537×10-4 lb·s2/in4

1"

Figura 6.7 – Viga biengastada: geometria, condições de contorno e propriedades do
material.

Neste caso, adota-se uma discretização em 10 elementos finitos de ordem cúbica e
passo de tempo ∆t = 2, 5× 10−5s. Analogamente aos trabalhos de referência, avaliou-se o
deslocamento vertical no meio do vão, sendo o seu histórico apresentado na Fig. 6.8, onde
é comparado com o resultado de Mondkar e Powell (1977), que apresenta um intervalo de
análise maior do que os reportados por McNamara (1974).

Novamente verifica-se uma boa aproximação da solução obtida com os valores de
referência, confirmando a robustez do método. Finalmente, apresenta-se na Fig. 6.6 a
configuração deformada da estrutura para vários instantes de tempo, ilustrando o nível de
deslocamentos submetidos à viga.



6.4. Exemplos de verificação e aplicação 161

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0  0.002  0.004  0.006  0.008  0.01

D
es

lo
ca

m
en

to
 v

er
ti

ca
l 

n
o
 m

ei
o
 d

o
 v

ão

Tempo (s) 

Mondkar e Powell (1977) Presente

Figura 6.8 – Viga biengastada: deslocamento vertical no meio do vão.

configuração inicial

t = 7,5×10-4 s
t = 1,5×10-3 s

t = 3,0×10-3 s

t = 2,25×10-3 s
t = 3,75×10-3 s

Figura 6.9 – Viga biengastada: posição deformada para vários instantes de tempo.
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CAPÍTULO

7
SUPERPOSIÇÃO DE MODELOS EM

PROBLEMAS DE INTERAÇÃO

FLUIDO-ESTRUTURA

A partir dos desenvolvimentos acumulados ao longo deste trabalho, neste capítulo
desenvolve-se uma técnica para análise de problemas de interação fluido-estrutura com
base na superposição de modelos. Mais especificamente, o que se propõe é o acoplamento
da técnica para análise de modelos superpostos móveis desenvolvida no Capítulo 5 com o
modelo de análise de estruturas reticuladas apresentado no Capítulo 6, por meio de um
esquema particionado forte (implícito).

Para tanto, inicialmente são apresentadas as condições de acoplamento do problema
de IFE. Em seguida, a discussão acerca da classificação dos problemas de IFE iniciada no
Capítulo 1 é retomada para evidenciar as vantagens da técnica proposta. Paralelamente,
são estabelecidas as estratégias adotadas para satisfazer as condições de acoplamento
e, posteriormente, o modelo de acoplamento particionado forte é construído. Por fim,
apresentam-se exemplos numéricos para a verificação da metodologia.

7.1 Condições de acoplamento e classificação

das técnicas de acoplamento fluido-estrutura
O problema de interação fluido-estrutura é ilustrado graficamente tomando-se o

domínio computacional ΩIFE, representado na Fig. 7.1, composto pela união entre os
domínios sólido ΩE e fluido ΩF (Arlequin para modelos móveis) sendo, por definição, a
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interface fluido-estrutura ΓIFE a sua intersecção, isto é, ΓIFE := ΩE ∩ ΩF .

x

y

z ΩF

ΓIFE

ΩE

Figura 7.1 – Representação esquemática do domínio computacional ΩIFE.

Do ponto de vista matemático, o acoplamento fluido-estrutura é satisfeito, basi-
camente, por meio de três condições auxiliares na interface fluido-estrutura (RICHTER,
2017):

i. Condição cinemática: Há continuidade de velocidades em ΓIFE;

ii. Condição dinâmica: Na interface fluido-estrutura, há continuidade do vetor tensão
de Cauchy na direção normal a ΓIFE;

iii. Condição geométrica: Os domínios computacionais ΩE e ΩF devem sempre coincidir
em ΓIFE, sem superposições ou abertura de frestas ou buracos.

Dada a definição do problema de IFE, retoma-se a discussão iniciada no Capítulo 1
acerca de sua classificação. A primeira delas diz respeito ao modo como as condições i e
ii são satisfeitas. Nos esquemas de acoplamento monolítico, tais condições são atendidas
de maneira implícita, uma vez que ambos os meios são tratados no mesmo contexto
matemático, o que implica na sua integração temporal simultânea, resultando em um
único sistema de equações algébricas a ser resolvido (HOU; WANG; LAYTON, 2012). Esta
técnica apresenta como vantagem a sua maior precisão e estabilidade, porém pode requerer
maior custo computacional e muitas vezes não fornece a flexibilidade necessária para o
desenvolvimento de códigos computacionais eficientes, principalmente em problemas de
larga escala (HEIL; HAZEL; BOYLE, 2008).

Em contraponto, nos esquemas particionados, as condições cinemática e dinâmica
são obedecidas por meio de uma comunicação não simultânea entre os meios durante o
processo de solução. Essa transmissão de informação é realizada de maneira seriada, com
a solução dos problemas de fluido e estrutura separadamente em conjunto com a aplicação
de condições de contorno apropriadas: imposição da condição cinemática para o fluido e
dinâmica para a estrutura. Desse modo, a solução pode ser obtida de maneira iterativa
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mediante o estabelecimento de um critério de convergência adequado. Evidentemente,
essa alternativa possui como principal vantagem a modularidade (BADIA; NOBILE;
VERGARA, 2008; TEIXEIRA; AWRUCH, 2005), pois permite a integração de dois
códigos pré-existentes para a análise de cada um dos problemas mecânicos individualmente,
além de sua expansão de forma paralela. Como este é exatamente o cenário no qual esta
pesquisa se encaixa, a escolha por um esquema de acoplamento particionado se mostra
bastante vantajosa, sendo esta a estratégia adotada neste trabalho.

Nota-se que a atualização das condições de acoplamento pode ser feita de duas
maneiras. Na primeira, chamada neste trabalho de acoplamento particionado fraco, as
condições são transferidas de um meio para outro apenas ao final de cada passo de
tempo. Na segunda, chamada neste trabalho de acoplamento forte, equivalente ao chamado
acoplamento bloco-iterativo apresentado por Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013), as
condições são transferidas a cada iteração. Embora a primeira estratégia seja menos precisa,
ambas podem apresentar problemas de convergência e perda de estabilidade especialmente
quando a massa específica do sólido e do fluido for próxima, devido ao efeito de massa
adicionada (CAUSIN; GERBEAU; NOBILE, 2005; BRUMMELEN, 2009). Neste trabalho
adota-se uma técnica de acoplamento particionado forte com relaxação de Aitken, com o
objetivo de acelerar a convergência do processo iterativo, apresentada em maior detalhe
no item 7.4.

Outra classificação das técnicas de resolução dos problemas de IFE leva em
consideração apenas a condição geométrica, dividindo-as em métodos de malhas adaptadas
(interface tracking) e não adaptadas (interface capturing), que diz respeito à forma de
rastreamento da interface fluido-estrutura durante a análise (HOU; WANG; LAYTON,
2012). Evidentemente, esta classificação diz respeito à representação matemática do fluido,
uma vez que a localização da interface fluido-estrutura é intrinsecamente ligada à posição
do sólido. Os métodos do tipo interface tracking admitem um domínio espacial deformável,
que pode ser representado por meio da descrição ALE (DONEA; GIULIANI; HALLEUX,
1982) ou de técnicas de discretização espaço-tempo (SST) (TEZDUYAR et al., 1992a).
Neste caso, o domínio computacional do fluido deve mover-se sempre que houver mudança
na configuração da interface fluido-estrutura, de modo a acompanhar a movimentação
do sólido. A segunda classe de métodos, denominados interface capturing, deriva-se do
emprego de um domínio computacional fixo, no qual as variações de posição da interface
são rastreadas a partir de técnicas de contornos imersos (PESKIN, 1972).

Alternativamente, no presente trabalho, utiliza-se do modelo Euleriano-ALE apre-
sentado no Capítulo 5 para a modelagem do escoamento de um fluido sobre a estrutura,
com o modelo local definido na vizinhança e conforme ao meio sólido.

Como pode-se verificar, se de um lado se tem um modelo local tratado por meio da
descrição ALE, isto é, uma técnica de acoplamento do tipo interface tracking, de outro a
posição do modelo local é rastreada ao longo da análise por meio de técnicas de contornos
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imersos. Por esta razão, a técnica de acoplamento resultante pode ser denominada híbrida,
diante da classificação que leva em consideração a condição geométrica.

Essa filosofia, apesar de inédita no âmbito do método Arlequin, vem sendo explorada
recentemente, com trabalhos como os de Verkaik et al. (2015) que utilizam uma técnica
Chimera para superposição de modelos. Além disso, os trabalhos de Massing et al. (2015),
Massing, Schott e Wall (2018) e Schott, Ager e Wall (2019) desenvolveram uma técnica de
superposição de modelos com base no corte de elementos finitos na zona de superposição,
que posteriormente são acoplados ao modelo local por meio do método de Nitsche. No
entanto, grande parte das técnicas de superposição de modelos na análise de problemas de
IFE, é utilizada no sentido de uma superposição de domínio de um sólido sobre um fluido
(BURMAN; FERNÁNDEZ, 2014).

Tendo em vista os conceitos abordados, nas próximas duas seções apresentam-se as
metodologias adotadas para o acoplamento particionado Fluido-Estrutura.

7.2 Condições cinemática e dinâmica

Como levantado anteriormente, nos esquemas de acoplamento particionado as
condições cinemática e dinâmica são atendidas por meio da resolução de cada problema
mecânico separadamente, mediante a transferência de condições de contorno apropriadas
entre os meios. Para a condição cinemática, por exemplo, no caso de não escorregamento
entre os meios tem-se que

uh = ẏh em ΓIFE, (7.1)

que é satisfeita impondo-se ẏh sobre ΩF em ΓIFE.
Por parte da condição dinâmica, a continuidade da tensão de Cauchy é garantida

se o vetor força de superfície no sólido tE e no fluido tF , calculados em pontos coincidentes
na interface fluido-estrutura, formam um par ação/reação, ou seja

σFn = σEn em ΓIFE, (7.2)

que, por sua vez, é garantida por meio da imposição de σFn sobre ΩE em ΓIFE.
À este esquema dá-se o nome de acoplamento do tipo Dirichlet-Neumann. Esta

denominação é adotada por razões óbvias, uma vez que na prática trata-se da imposição
de condições do tipo Dirichlet para o fluido e Neumann para o sólido. Esta alternativa não
é a única possível e mais adiante, no item 7.4, são apresentadas informações adicionais
acerca de outras técnicas com base na transmissão de condições de contorno do tipo Robin,
por exemplo.

Qualquer que seja a estratégia adotada para a transmissão das condições cinemática
e dinâmica em esquemas particionados, algo que se deseja é a possibilidade de utilizar
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discretizações quaisquer e independentes para cada um dos meios físicos. No entanto, a
resolução de equações diferenciais por meio do método dos elementos finitos e discretização
isoparamétrica é realizada mediante a aplicação de condições de contorno nas posições
nodais. Desse modo, deve-se construir uma metodologia capaz de transmitir tais informações
mesmo no caso de discretizações com nós não coincidentes, como no exemplo retratado na
Fig. 7.2.

ΓIFE

ΩF

xE

xF

ΩE

Figura 7.2 – Rastreamento dos pontos de integração pertencentes à interface fluido-
estrutura.

Logo, para determinar as coordenadas nodais do fluido que aproximam a forma da
estrutura com o mínimo erro, o seguinte problema linear pode ser resolvido∫

ΓIFE

wh ·
(
xhF − xhE,próx

)
dΓIFE = 0, (7.3)

em que xhE,próx representa o ponto da estrutura mais próximo de xF .
Analogamente, as velocidades nodais a serem aplicados ao contorno do fluido em

ΓIFE podem ser aproximadas por∫
ΓIFE

wh ·
(
uh − ẏhpróx

)
dΓIFE = 0, (7.4)

em que ẏhpróx representa a velocidade no ponto da estrutura mais próximo ao nó do fluido
cuja velocidade é dada por uh.

Este procedimento conduz à uma solução com mínimo erro na descrição da interface
ΓIFE. No entanto, ele requer a solução de um sistema algébrico e do armazenamento das
variáveis nos pontos de quadratura. Como na maioria dos casos a discretização do fluido
é muito mais refinada do que a da estrutura, uma representação mais aproximada da
interface pode ser realizada preservando uma solução com pequeno erro, descrita a seguir.

Para discretizações arbitrárias e independentes, como a ilustrada na Fig. 7.2, realiza-
se na etapa de pré-processamento um procedimento de busca de correspondência entre os
meios, análogo ao realizado para a construção do operador de acoplamento no método
Arlequin, descrito no Algoritmo 3.

Graficamente, esse procedimento pode ser interpretado com o auxílio da Fig. 7.2.
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Cada nó da discretização da estrutura xE é projetado sobre o modelo local do fluido e sua
posição relativa ξF (xE) é determinada. Analogamente, cada nó do modelo local do fluido,
pertencente à interface fluido-estrutura xF é projetado sobre a estrutura, de modo que
sua posição relativa ξE(xF ) também é determinada e armazenada.

Assim, para cada iteração do processo de solução do problema acoplado, as
velocidades da estrutura são interpoladas na posição ξE(xF ) e transferidas para o respectivo
nó xF .

No caso em que considera-se condição de não escorregamento do fluido sobre a
estrutura, a condição cinemática é diretamente atendida fazendo-se

u (xF ) = ẏ (ξE(xF )) . (7.5)

Caso contrário, em que a estrutura possui superfície lisa, a condição cinemática é
satisfeita por

u (xF ) = u (xF ) + {[ẏ (ξE(xF ))− u(xF )] · n}n. (7.6)

em que n é o vetor unitário normal à ΓIFE

Já a condição dinâmica é sempre satisfeita calculando-se a força resultante do
escoamento sobre a estrutura em forças nodais equivalentes de acordo com

tE(xE) = σ (ξF (xE)) nE. (7.7)

Posteriormente, as forças nodais equivalentes tE(xE) são interpoladas no elemento
finito da estrutura por meio de suas funções de forma.

7.3 Condição Geométrica

Como apresentado no Capítulo 6, a metodologia adotada para a solução do
problema de dinâmica dos sólidos é capaz de representar estruturas em regime de grandes
deslocamentos. Ao utilizar essa formulação para a análise de problemas de interação
fluido-estrutura, a condição geométrica é satisfeita movimentando-se o modelo local no
contexto do método Arlequin de modo a garantir que o domínio computacional de ambos
os meios coincidam em ΓIFE ao longo de toda a análise.

Essa tarefa é realizada como uma etapa adicional no processo de solução, análogo
ao realizado para problemas de modelos ou contornos móveis apresentados nos Capítulos
2 e 5, respectivamente. Algo desejável nesta etapa, no entanto, é que a técnica utilizada
para a movimentação dinâmica da malha local do fluido seja robusta o suficiente para
garantir a manutenção de uma discretização de qualidade ao longo de toda a simulação
computacional.

Nesse sentido, diversas técnicas vêm sendo desenvolvidas para acomodar os deslo-
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camentos da estrutura junto à malha do fluido e podem ser divididas em três categorias.
A primeira tem como princípio a imposição dos deslocamentos da estrutura em ΓIFE

e na determinação de um campo de deslocamentos para o domínio computacional do
fluido por meio da resolução de um problema de valor de contorno (PVC), tais como
analogias de molas (BOTTASSO; DETOMI; SERRA, 2005), de sólido (TEZDUYAR et
al., 1993; JOHNSON; TEZDUYAR, 1994; STEIN; TEZDUYAR; BENNEY, 2003; STEIN;
TEZDUYAR; BENNEY, 2004) e de suavização Laplaciana (KANCHI; MASUD, 2007),
entre outros.

O segundo grupo refere-se aos esquemas ponto-a-ponto, em que o deslocamento
da malha é diretamente interpolado a partir dos deslocamentos impostos à interface
(DONEA; GIULIANI; HALLEUX, 1982; TEZDUYAR et al., 1992b; TEZDUYAR et al.,
1993; SANCHES; CODA, 2014; COULIER; DARVE, 2016). Por fim, os citam-se também
os métodos híbridos, que combinam vantagens de diferentes técnicas de movimentação
dinâmica de malhas (MARTINEAU; GEORGALA, 2004; BARTELS, ; LIU; QIN; XIA,
2006; LEFRANÇOIS, 2008; FERNANDES; CODA; SANCHES, 2019).

Neste trabalho, a estratégia adotada consiste na resolução de um problema equiva-
lente de mecânica dos sólidos. Em outras palavras, a cada iteração, resolve-se um problema
estático análogo ao de mecânica dos sólidos, impondo-se os deslocamentos desenvolvidos
pelo sólido à interface fluido-estrutura, de modo que um campo de deslocamentos para
todos os nós do modelo local é obtido.

Neste ponto, este trabalho diferencia-se dos estudos prévios por empregar também
a formulação do método dos elementos finitos posicional para a resolução do problema de
mecânica dos sólidos equivalente. Entretanto, a estratégia adotada modifica a abordagem
Lagrangiana total usualmente utilizada no MEF posicional para uma formulação Lagran-
giana atualizada. Desse modo, a configuração de referência é tomada como a obtida na
última atualização da malha, e não a configuração inicial, como na versão Lagrangiana
total.

Em relação aos parâmetros elásticos, assim como em diversos trabalhos (TEZ-
DUYAR et al., 1993; STEIN; TEZDUYAR; BENNEY, 2003; STEIN; TEZDUYAR;
BENNEY, 2004), as constantes de Lamé são calculadas com base em valores equivalentes
para o módulo de elasticidade Em e coeficiente de Poisson νm. Uma técnica usual consiste
em adicionar rigidez aos menores elementos finitos, geralmente localizados próximos à
ΓIFE, de modo a evitar distorções excessivas nesta região. Assim, o valor de Em em cada
elemento finito é calculado a partir de

Ehm =
1

J
, (7.8)

em que J é a área do elemento finito.
Em relação à lei constitutiva, embora um modelo incompressível seja o ideal por

garantir a conservação do volume (ou área) e a menor distorção possível da malha, empregou-
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se novamente o modelo de Saint-Venant Kirchhoff pela facilidade de implementação
computacional. Por fim, cabe mencionar que considera-se estado plano de deformação para
a resolução do problema de movimentação da malha.

7.4 Esquema de acoplamento particionado forte

e implementação computacional
Como já destacado, a principal vantagem dos modelos de acoplamento particionado

consiste na modularidade, pois permite o desenvolvimento contínuo e paralelo dos dois
códigos computacionais, um para resolução do sólido e outro do fluido. Dentre as técnicas
de acoplamento particionado, existe ainda uma subdivisão em dois grupos chamados aqui
de forte e fraco.

Nos esquemas de acoplamento particionado fraco, ou explícito, o equilíbrio em
um instante é realizado em apenas um ciclo de transferência das condições cinemática
e dinâmica ((7.1) e (7.2)). Nesse caso, podem ocorrer erros na imposição das condições
de equilíbrio, além de haver uma maior restrição quanto ao tamanho do passo de tempo
empregado na análise.

Um aspecto importante do modelo de acoplamento particionado consiste no
surgimento de instabilidades do tipo massa adicionada (added mass effect) (CAUSIN;
GERBEAU; NOBILE, 2005; FÖRSTER; WALL; RAMM, 2007; BRUMMELEN, 2009), que
ocorrem principalmente nos problemas em que a massa específica dos meios se aproxima.

Para contornar estas instabilidades, alguns trabalhos como os de Badia, Nobile e
Vergara (2008), Nobile e Vergara (2008), Roux e Garaud (2009) e Fernández, Mullaert e
Vidrascu (2013), propõem a modificação das condições de acoplamento do tipo Dirichlet-
Neumann por combinações do tipo Robin-Neumann, Dirichlet-Robin, Robin-Robin entre
outras. Além disso, técnicas híbridas também podem ser utilizadas, empregando um
esquema de acoplamento implícito apenas para a condição dinâmica (FERNÁNDEZ;
GERBEAU; GRANDMONT, 2007).

Neste trabalho, opta-se pela adoção de um esquema de acoplamento particionado
forte. Isso significa que é necessário construir um critério de convergência para a posição
da interface fluido-estrutura, que é satisfeito mediante um processo iterativo de busca da
solução acoplada. Como apontado por Degroote (2013), as técnicas de acoplamento parti-
cionado forte impõem as condições cinemática e dinâmica de modo implícito, contornando
instabilidades dos esquemas de acoplamento particionado fraco. Para maiores informações
acerca das técnicas de acoplamento, pode-se referir por exemplo ao trabalho de Degroote
(2013) e respectivas referências, que trazem uma completa revisão bibliográfica sobre o
tema.

A técnica empregada neste trabalho é o acoplamento forte do tipo bloco iterativo
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Gauss-Seidel com relaxação de Aitken, detalhado no Algoritmo 6. Esta metodologia já
vem sendo aplicada com sucesso pelo grupo de pesquisa em trabalhos prévios, como o de
Fernandes, Coda e Sanches (2019), e também por outros pesquisadores, tais como Wall,
Genkinger e Ramm (2007) e Küttler e Wall (2008).

Desse modo, no Algoritmo 6 apresenta-se o esquema de acoplamento detalhado
anteriormente. Nele, a notação M refere-se ao esquema de atualização dinâmica das
posições da malha do modelo local. E e F são, respectivamente os blocos de solução
dos problemas do sólido e fluido. Por fim, a notação E ◦F indica que o resultado do
subproblema de mecânica dos fluidos é utilizado como parâmetro de entrada para a solução
do problema estrutural.

7.5 Exemplos de verificação e aplicação
A metodologia desenvolvida ao longo de todo este trabalho culmina na sua aplicação

aos problemas de interação fluido-estrutura apresentados nesta seção. Primeiramente,
propõe-se a verificação da técnica, por meio do exemplo benchmark de flutter sobre uma
viga flexível. Nesse teste, dois cenários são analisados, um fortemente acoplado e o outro
com acoplamento fraco. Em ambos os casos, resultados da literatura são consultados e
comparados. Posteriormente, a metodologia é aplicada à um exemplo prático de uma
turbina eólica do tipo Savonius, demonstrando a potencialidade da técnica proposta.

7.5.1 Flutter de uma viga flexível

Este exemplo trata-se de um dos problemas mais utilizados para verificação de
códigos computacionais para análise de interação fluido-estrutura, devido à complexidade
dos fenômenos envolvidos e aplicabilidade em situações práticas de engenharia. Foi proposto
por Wall e Ramm (1998) e posteriormente reformulado por por Hübner, Walhorn e Dinkler
(2004). Ambos os casos possuem mesma geometria e diferenciam-se pelas propriedades
elásticas da estrutura flexível e velocidade de entrada do fluido, tornando a segunda menos
propícia à problemas de instabilidade decorrentes de acoplamento fraco.

O problema consiste em uma viga flexível engastada à jusante de um prisma
quadrado rígido, cuja geometria e condições de contorno são ilustradas na Fig. 7.3.

Quanto à estrutura flexível, dois cenários foram analisados, sendo o caso 1 proposto
por Hübner, Walhorn e Dinkler (2004) e o caso 2 o de Wall e Ramm (1998). Em ambos
os casos a viga tem altura de 0,06 cm. O fluido possui as propriedades físicas do ar, com
ρF = 1, 18 × 10−3gm/cm3 e µ = 1, 82 × 10−4g/(cm·s) e o campo de velocidades inicial
é uniforme e igual à velocidade de entrada. No entanto os demais parâmetros como as
propriedades elásticas da estrutura, velocidade de entrada do escoamento e respectivo
número de Reynolds do problema (calculado com base no comprimento do bloco rígido)
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Algoritmo 6 Marcha no tempo do problema de interação fluido-estrutura - acoplamento
forte do tipo bloco Gauss-Seidel com relaxação de Aitken
1: para todo passo de tempo n até T faça
2: k = 0;
3: - Preditor da interface fluido-estrutura

x0
n+1 = xn + ∆t

(
3

2
ẋn −

1

2
ẋn−1

)
em ΓIFE;

4: enquanto (εA > tolerância) faça
5: - Atualiza o modelo local, calculando velocidades da malha

ūk1 ←M (xkn+1);

6: - Calcula a posição tentativa da interface

x̃kn+1 ← E ◦F (ẏk−1
n+1, ū

k
1);

7: - Calcula o fator de relaxação de Aitken:
8: se k = 0 então

ς0
n+1 = ςkmaxn ;

9: senão

ςkn+1 = ςk−1
n +

(
ςk−1
n − 1

) (∆xk−1
n+1 −∆xkn+1

)
·∆xkn+1∥∥∆xk−1

n+1 −∆xkn+1

∥∥ , em que ∆xkn+1 = xkn+1 − x̃kn+1;

10: fim se
11: - Calcula o parâmetro ótimo de relaxação de Aitken:

$k = 1− ςkn+1;

12: - Relaxação da posição da interface:

xk+1
n+1 =

(
1−$k

)
xkn+1 +$kx̃kn+1;

13: - Cálculo do erro:

εA = ‖∆xkn+1‖L2=
√

∆xkn+1 ·∆xkn+1; (7.9)

14: k + +;
15: fim enquanto
16: fim para
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saída

6,5 14,5

1 4

120,061
ux=u∞

uy=0

uy=0

uy=0

Figura 7.3 – Flutter de uma viga flexível: geometria e condições de contorno.

são dados na Tab. 7.1.

Tabela 7.1 – Flutter de uma viga flexível: parâmetros físicos dos casos 1 e 2.

Caso 1 Caso 2
Re 204 333

u∞ (cm/s) 31,5 51,3
ρE (g/cm3) 2,0 0,1

ν 0,35 0,35
E (g/cm·s2) 2,0×106 2,5×106

Em ambos os casos emprega-se a mesma discretização espacial para o fluido. A
malha global possui 5079 nós e 2476 elementos, enquanto a malha local possui 6970 nós e
3366 elementos. A zona de colagem é definida como uma faixa com largura de 1 cm junto
ao contorno externo do modelo local, compreendendo 2648 nós e 1220 elementos. Ambas
as malhas de elementos finitos são ilustradas na Fig. 7.4. O modelo Arlequin descrito
anteriormente totaliza um problema com 41443 graus de liberdade para simulação do
escoamento.

Para a estrutura, adota-se uma discretização com seis elementos finitos de igual
comprimento e aproximação polinomial de ordem cúbica, com um total de 19 nós, idêntica
à empregada no exemplo 6.4.1. Quanto à discretização temporal, utiliza-se sempre γ = 1/2

e β = 1/4.

Caso 1
Neste caso, utiliza-se uma discretização temporal com passo de tempo igual a

∆t = 5× 10−4 s e ρ∞ = 0, 5 para a integração temporal do fluido. De acordo com a teoria
clássica de dinâmica das estruturas (ver por exemplo Warburton (1976) ou Paultre (2013)),
as três primeiras frequências naturais de vibração da viga adotada são iguais a f 1 = 0, 61

Hz, f 2 = 3, 8 Hz e f 3 = 10, 6 Hz, de modo que sabe-se de antemão que a frequência de
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Figura 7.4 – Flutter em uma viga flexível: discretização espacial do modelo global (em
preto), local (em vermelho) e zona de colagem (em azul).

desprendimento dos vórtices sobre a estrutura é próxima à sua segunda frequência natural.
Ademais, ao longo de toda a análise monitorou-se o deslocamento vertical da

extremidade da viga, sendo que a Fig. 7.5 apresenta seu histórico ao longo de toda a
análise em comparação com a linha envoltória dos resultados apresentados por Hübner,
Walhorn e Dinkler (2004).
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Figura 7.5 – Flutter em uma viga flexível: histórico de deslocamento vertical da
extremidade da viga (caso 1).

Como pode-se verificar, o histórico de deslocamentos da viga possui comportamento
crescente até certo ponto da análise, e a partir de então a amplitude de vibração se mantém
aproximadamente constante. Essa também é a solução reportada por Hübner, Walhorn e
Dinkler (2004), com a qual os resultados obtidos possuem grande proximidade. Quanto à
frequência de vibração do problema acoplado, Hübner, Walhorn e Dinkler (2004) reportam
um valor de 3,1 Hz, enquanto no presente trabalho obteve-se 3,05 Hz. Desse modo, observa-
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(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

0,0 57,028,5

Figura 7.6 – Flutter em uma viga flexível: magnitude do campo de velocidades para um
ciclo do movimento periódico acoplado (caso 1). Valores em cm/s.

se que a frequência de vibração do problema acoplado difere das frequências naturais de
vibração livre da estrutura, justamento devido aos fenômenos acoplados envolvidos.

Em relação à amplitude, obtiveram-se valores extremos da ordem de -0,8 cm e 0,8
cm, novamente, de acordo com a faixa de resultados apresentada pela referência.

Tomando-se o período de um ciclo do movimento aproximadamente periódico
desenvolvido pela estrutura como T , apresentam-se nas Fig. 7.6-7.8 os campos de velocidade
e pressão, bem como a configuração das discretizações espaciais para diferentes instantes.
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(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

-1,4×103 -2,8×102 6,2×102

Figura 7.7 – Flutter em uma viga flexível: campo de pressões para um ciclo do movimento
periódico acoplado (caso 1). Valores em g/cm·s2.

Embora seja reportado na literatura que a solução deste problema seja pouco
acoplada, a grande dificuldade enfrentada na sua simulação computacional consiste na
magnitude dos deslocamentos desenvolvidos pela estrutura. Além disso, dado que o
problema acoplado possui vibração dominante no segundo modo, grandes distorções são
impostas à malha do fluido, como pode ser observado na Fig. 7.8. Neste ponto cabe
destacar que na etapa de movimentação dinâmica do modelo local é adotado valor de
νm=0,35.
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(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

Figura 7.8 – Flutter em uma viga flexível: discretização do modelo Arlequin um ciclo do
movimento periódico acoplado (caso 1).

No entanto, observa-se que a técnica utilizada foi robusta o bastante na simulação
desse problema e que as distorções sofridas pelo modelo local não afetaram a qualidade
dos resultados obtidos, como é possível verificar a partir das comparações levantadas
anteriormente.

Caso 2
No segundo caso, pode-se verificar que o decréscimo na massa específica da estrutura

faz com que a sua relação com a massa específica do fluido seja menor. Este é um indicativo
de maior acoplamento da resposta, tornando o processo de obtenção da solução mais
complexo do que no caso anterior.

A forma como os vórtices são formados, em casos fortemente acoplados como este,
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depende de diversos fatores, tais como o cálculo do parâmetro de relaxação utilizado no
procedimento de acoplamento forte, o critério de tolerância, chegando muitas vezes aos
erros de arredondamento nas operações realizadas pelo computador (BAZILEVS et al.,
2008). Muitas vezes o controle de tais fatores não é possível, de modo que as comparações
devem ser realizadas não apenas de forma quantitativa, mas qualitativa e preferencialmente
após desenvolvido um estado periódico de longo termo da solução.

Neste caso, testa-se ainda a influência do esquema de integração temporal do
fluido. No primeiro caso adotou-se o método de Euler implícito (αf = αm = γ = 1) e
posteriormente o método α-generalizado com ρ∞=0,5. Em todos os casos tomou-se ∆t =
1,65×10−3s. O histórico para o deslocamento vertical da extremidade da viga para ambos
os casos é apresentada na Fig. 7.9.
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Figura 7.9 – Flutter em uma viga flexível: histórico de deslocamento vertical da
extremidade da viga (caso 2).

Como já abordado anteriormente, para quaisquer valores de ρ∞ = [0, 1[, adiciona-se
certa quantidade de amortecimento numérico ao processo de integração temporal, que
devem contribuir para mitigar as altas frequências e oscilações no campo de pressões
decorrentes das não linearidades envolvidas no problema analisado. Por outro lado,
é de amplo conhecimento que o método de Euler implícito também introduz maior
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(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

0,0 47,5 95,0

Figura 7.10 – Flutter em uma viga flexível: magnitude do campo de velocidades para um
ciclo do movimento periódico acoplado (caso 2). Valores em cm/s.

amortecimento numérico à solução.
De um modo geral, avalia-se que para ambos os integradores obteve-se uma resposta

muito próxima das reportadas por Wall e Ramm (1998) e Bazilevs et al. (2008) em termos
de amplitude de vibração, com valores ligeiramente menores para o integrador Euler
implícito.

Em termos de frequência do problema acoplado, tanto Wall e Ramm (1998) quanto
Bazilevs et al. (2008) reportam um período de aproximadamente 0,33s, isto é, uma
frequência de cerca de 1Hz. Nas simulações realizadas, obtiveram-se períodos de vibração



180 Capítulo 7. Superposição de modelos em problemas de interação fluido-estrutura

(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

-3,9×103 -1,1×103 1,7×103

Figura 7.11 – Flutter em uma viga flexível: campo de pressões para um ciclo do movimento
periódico acoplado (caso 2). Valores em g/cm·s2.

de 0,301s para o método Euler implícito e 0,330s para o método α-generalizado.
Diante de tais resultados, verifica-se que, embora tenha sido adotado o método α-

generalizado com certa dissipação numérica, isso não acarretou em diferenças significativas
na solução do problema acoplado quando comparado com as referências, o que é bastante
positivo e corrobora com os resultados e conclusões levantadas no Capítulo 2 e por Jansen,
Whiting e Hulbert (2000). Além disso, é possível afirmar que o integrador de Euler
implícito pode ser inadequado para a simulação de problemas transientes de interação
fluido-estrutura devido à alta dissipação numérica imposta ao modelo.
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(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

Figura 7.12 – Flutter em uma viga flexível: discretização do modelo Arlequin um ciclo do
movimento periódico acoplado (caso 2).

Por fim, do mesmo modo que para o Caso 1, apresentam-se nas Fig. 7.10-7.12
os campos de velocidade, pressão e configuração do modelo local para vários instantes
durante um ciclo de vibração da solução.

Destaca-se que, embora a estrutura desenvolva grandes deslocamentos, até maiores
do que no Caso 1, como o movimento é predominantemente no primeiro modo de vibração,
ocorrem menores distorções nos elementos finitos. Desse modo, foi possível realizar a
simulação tomando-se νm=0.

7.5.2 Turbina Savonius

Este último exemplo tem o objetivo de trazer um caráter mais prático à aplicação
de problemas de interação fluido-estrutura. Apesar de os modelos de turbina eólica mais
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conhecidos serem aqueles de eixo horizontal (paralelo ao sentido do escoamento, Fig. 1.1a),
modelos mais compactos e baratos são também desenvolvidos para utilização residencial
ou industrial de pequeno ou médio porte. Nessas alternativas, como as turbinas do tipo
Savonius (1.1b), o eixo de rotação normalmente é vertical.

Como nas turbinas eólicas verticais o eixo de rotação é perpendicular ao sentido
do escoamento, a simulação computacional de seu comportamento pode ser realizada
numa análise bidimensional. Ademais, nos trabalhos consultados, como os de Roy, Das e
Saha (2018), Mauro et al. (2019) e Bai et al. (2019), o dimensionamento destes elementos
estruturais são geralmente realizados por meio de análises para uma estrutura rígida, com
rotação imposta e pré-determinada.

Desse modo, considera-se uma turbina do tipo Savonius de duas pás e geometria
semicircular de raio igual a 2 cm e superposição de 0,15 cm, como ilustrado na Fig.
7.13a. A discretização do modelo estrutural possui seis elementos finitos de aproximação
polinomial cúbica para cada pá e dois elementos centrais de ligação, como apresentado na
Fig. 7.13b. Para representar o comportamento rotacional da turbina, restringem-se apenas
os movimentos de translação do nó central A.

4

4

0,15

(a) Geometria.

A

(b) Discretização em elementos finitos.

Figura 7.13 – Turbina Savonius: geometria e discretização em elementos finitos da turbina.

A estrutura é composta por um material com E = 7 × 107 g/cm·s2, ν=0,33 e
ρE=2,7 g/cm3. Para os elementos constituintes das pás da turbina, adotou-se espessura de
0,05 cm, já os dois elementos centrais possuem espessura igual a 1,0 cm, com o caráter de
representar um eixo rígido.

Quanto ao fluido, adotam-se as mesmas propriedades físicas do exemplo anterior,
isto é, ρF = 1, 18 × 10−3 gm/cm3 e µ = 1, 82 × 10−4 g/(cm·s), com velocidade de
entrada u∞=20 cm/s. Para essa configuração, o escoamento possui número de Reynolds
de aproximadamente 1000, tomando-se a distância entre as extremidades das pás como
comprimento característico. O domínio computacional possui comprimento de 50 cm
medidos a partir do eixo da turbina nas direções horizontal, vertical e à montante. À
jusante, o domínio computacional estende-se 150 cm a partir do eixo da turbina, de acordo
com a Fig. 7.14.
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Figura 7.14 – Turbina Savonius: geometria e condições de contorno.

Figura 7.15 – Turbina Savonius: discretização espacial do modelo global (em preto), local
(em vermelho) e da zona de colagem (em azul).

O domínio computacional do meio fluido é discretizado por uma malha global
com 16657 nós e 8264 elementos e uma malha local de 16724 nós e 8198 elementos, como
ilustrado na Fig. 7.15. A largura da zona de colagem é de 2 cm e possui 2164 nós e 980
elementos. O problema Arlequin resultante tem um total de 104471 graus de liberdade.

Adota-se passo de tempo igual a ∆t = 0, 002 s. Além disso, um impulso inicial
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é aplicado à turbina de perfil constante e magnitude M0 = 200 g·cm2/s2 até o instante
t = 0, 5 s. A partir desse instante, a força é removida e a turbina é submetida apenas à
ação do escoamento. Novamente, a integração temporal por parte do sólido é realizada
com γ=1/2 e β=1/4. Para o fluido, adota-se o valor de ρ∞ = 0 com o intuito de reduzir
ao máximo os efeitos das frequências de vibração livre desenvolvidas pela estrutura em
virtude da imposição do impulso inicial no escoamento.

Desse modo, durante a simulação são monitorados os deslocamentos horizontais
e verticais do ponto B, destacado na Fig. 7.14, sendo os resultados apresentados na Fig.
7.16.
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Figura 7.16 – Turbina Savonius: histórico dos deslocamentos horizontal e vertical do ponto
B.

Como esperado, verifica-se que após o impulso inicial imposto à turbina, esta
adquire um movimento de rotação e, com o passar do tempo, nota-se a aceleração do
movimento de rotação promovido pela ação do fluido sobre a estrutura.

Embora a análise junto ao gráfico da Fig. 7.16 sugerir um comportamento periódico
para o escoamento, essa afirmação está longe de ser verdadeira. De fato, os vórtices
se desprendem da estrutura e se movem radialmente. Esse fenômeno acontece pois os
efeitos viscosos ainda possuem grande importância na solução para o número de Reynolds
analisado, sem que haja a formação de uma esteira de turbulência à jusante da turbina. Tal
comportamento é ilustrado nas Figs. 7.17-7.20, que apresentam os campos de velocidade,
pressão, vorticidade e a configuração do modelo local para um ciclo completo de rotação
da turbina.

Apesar de ser um exemplo de aplicação apenas para avaliação qualitativa, este caso
ilustra com bastante clareza as vantagens da utilização da técnica proposta. Os níveis de
deslocamento de corpo rígido sofridos pela estrutura tornam impeditiva a análise deste
problema por meio das técnicas convencionais sem que sucessivas etapas de remalhamento
sejam realizadas, reforçando as justificativas para o desenvolvimento desta pesquisa.
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(a) t=14,304s (b) t=14,744

(c) t=15,184s (d) t=15,624s

(e) t=16,064s (f) t=16,504s

0,0 22,0 44,0

Figura 7.17 – Turbina Savonius: magnitude do campo de velocidades para um ciclo de
rotação da turbina. Valores em cm/s.
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(a) t=14,304s (b) t=14,744

(c) t=15,184s (d) t=15,624s

(e) t=16,064s (f) t=16,504s

-8,5×102 -3,4×102 -1,7×102

Figura 7.18 – Turbina Savonius: campo de pressões para um ciclo de rotação da turbina.
Valores em g/cm·s2.
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(a) t=14,304s (b) t=14,744

(c) t=15,184s (d) t=15,624s

(e) t=16,064s (f) t=16,504s

-100 0 100

Figura 7.19 – Turbina Savonius: vorticidade para um ciclo de rotação da turbina. Valores
em s−1.
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(a) t=14,304s (b) t=14,744

(c) t=15,184s (d) t=15,624s

(e) t=16,064s (f) t=16,504s

Figura 7.20 – Turbina Savonius: discretização do modelo Arlequin para um ciclo de rotação
da turbina.
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CAPÍTULO

8
INTRODUÇÃO À REDUÇÃO DE

MODELO EM ESCOAMENTOS

INCOMPRESSÍVEIS

Mesmo com o grande avanço alcançado nas ciências da computação e na informática
nas últimas décadas, muitos problemas envolvendo a simulação numérica de processos
físicos ainda permanecem não resolvidos. Chinesta et al. (2016) destacam, por exemplo,
que tarefas simples desenvolvidas pelo cérebro humano podem consumir uma quantidade
de tempo e energia exorbitante para uma máquina, o que demonstra a evidente ineficiência
dos algoritmos, métodos e tecnologias disponíveis. Nos últimos anos, no entanto, uma
frente de pesquisas com o foco no desenvolvimento de modelos de ordem reduzida vem
tentando superar esse percalço da simulação numérica de problemas de larga escala.

Para compreender a filosofia das técnicas de redução de modelo, apresenta-se o
exemplo gráfico explorado por Heres (2005) e Schilders, Vorst e Rommes (2008), ilustrado
na Fig. 8.1. De um modo geral, as técnicas de redução de modelo tem como objetivo
capturar apenas as características essenciais do problema de modo a representar o modelo de
interesse com o mínimo de informação possível. Ao analisar a Fig. 8.1, pode-se verificar que
mesmo reduzindo a informação disponível, isto é, a discretização utilizada, a característica
original do modelo é preservada pois mesmo no caso menos refinado é possível identificar
a silhueta de um coelho. No entanto, é preciso ressaltar que a partir de certo ponto, o
processo de redução de modelo deve ser interrompido, antes que as propriedades básicas
do problema sejam perdidas ou que a precisão necessária para a resolução do problema
não possa mais ser alcançada (HERES, 2005).

Outro caso prático de utilização das técnicas de redução de modelo é o problema
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Figura 8.1 – Ilustração gráfica das técnicas de redução de modelo. Fonte: Heres (2005),
crédito à Harvard University, Microsoft Research.

de compactação de imagens (apresentado por Chinesta, Keunings e Leygue (2013)), em
que busca-se preservar as principais informações de uma imagem mesmo com a redução da
resolução e, consequentemente do tamanho do arquivo. Este é o mesmo princípio utilizado
em diversas áreas da computação em geral e também é a base para a construção de modelos
de ordem reduzida em aplicações de engenharia.

As técnicas de redução de modelo podem ser divididas em duas classes: os métodos
a priori e a posteriori. Em ambos os casos, o que se deseja é a determinação de uma base
reduzida na qual a solução global será projetada com base na combinação linear de funções
linearmente independentes. Nos métodos a posteriori, no entanto, esta base reduzida é
construída a partir de simulações prévias do problema (CHINESTA et al., 2016). Dentre os
métodos a posteriori, encontram-se as metodologias desenvolvidas com base nas técnicas
POD (Proper Orthogonal Decomposition) e RB Reduced Basis.

Por outro lado, nos métodos a priori, um espaço de funções genéricas é utilizado
para a aproximação espacial e construção da base reduzida, que é projetada à solução do
problema num processo iterativo de autocorreção. Por este motivo, esse grupo de métodos
se mostra mais robusto do que os anteriores e engloba as técnicas desenvolvidas a partir
do PGD (Proper Generalized Decomposition).

Nesse sentido, este capítulo apresenta uma incursão à obtenção de modelos de
ordem reduzida voltado à aplicações no campo da mecânica dos fluidos computacional
(problema de maior escala nos problemas de interação fluido-estrutura abordados neste
trabalho). Inicialmente, apresenta-se uma contextualização dos as técnicas de redução de
modelo no âmbito da mecânica dos fluidos. Na sequência, uma metodologia para análise
de escoamentos incompressíveis é desenvolvida a partir do PGD, seguida da sua aplicação
à problemas benchmark e validação da técnica.

Destaca-se que os desenvolvimentos apresentados ao longo deste capítulo foram
obtidos durante do período de doutorado sanduíche do autor, realizado no Laboratório
MSSMat (Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et Matériaux ), da CentraleSupélec,
Université Paris-Saclay, sob a orientação do prof. Andrea Barbarulo.
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Além disso, cabe ressaltar que neste ponto a complexidade dos problemas a serem
resolvidos é diminuída, pois este capítulo tem como meta a realização de um estudo inicial
em técnicas de redução de modelo, que serão um ponto de partida e poderão ser estendidas
à aplicação em problemas de maior complexidade como os de interação fluido-estrutura
em pesquisas futuras.

8.1 Redução de modelo em mecânica dos flui-

dos computacional
Técnicas de redução de modelo vêm sendo aplicado com sucesso em diferentes áreas

da engenharia, que incluem a mecânica e química computacionais, ciências da computação
etc. Segundo Chinesta et al. (2016), no contexto da mecânica dos fluidos computacional, os
método a posteriori como o POD, com base em projeções de Galerkin, vêm sendo aplicado
à problemas de aeroelasticidade e controle de fluxo há pelo menos duas décadas, como nos
trabalhos de Dowell e Hall (2001), Lieu, Farhat e Lesoinne (2006), Kunisch e Volkwein
(2001) Kunisch e Volkwein (2010) e Hinze e Volkwein (2005).

Muito já se avançou nos métodos a posteriori para a simulação de problemas
de dinâmica dos fluidos computacional, já tendo sido aplicado até mesmo à problemas
complexos, como os de contornos móveis (LIBERGE; HAMDOUNI, 2010; KARATZAS
et al., 2019). Mais recentemente, esta técnica também foi aplicada para a simulação
de escoamentos em meios porosos, reologia e considerando-se fluidos não Newtonianos
(CHINESTA et al., 2011). Além disso, Stabile et al. (2019) desenvolveram um modelo POD
para a simulação de escoamentos turbulentos, tendo simulado problemas como o escoamento
sobre um cilindro com Re ≈ 5000. Para não estender a discussão demasiadamente acerca
dos métodos a posteriori, refere-se ao leitor, por exemplo, os textos de Lassila et al. (2014),
Rowley e Dawson (2017) e Mendonça, Afonso e Lau (2019) que realizam extensas revisões
bibliográficas sobre a aplicação desta categoria de métodos à problemas de mecânica dos
fluidos computacional e aeroelasticidade.

Concentrando esforços nos métodos a priori, ao qual este trabalho se encaixa, a
primeira técnica PGD aplicada às equações de Navier-Stokes foi proposta por Dumon,
Allery e Ammar (2010) em uma formulação linha de corrente-vorticidade. Posteriormente,
a abordagem de separação de variáveis espaço-tempo introduzida por Ladevèze (1985) foi
também estendida no âmbito da mecânica dos fluidos computacional por Dumon, Allery e
Ammar (2011), Aghighi et al. (2013) e Leblond e Allery (2014), permitindo a simulação de
uma variedade maior de problemas, levando em consideração inclusive os efeitos transientes.
Ainda neste sentido, Dumon, Allery e Ammar (2013a) e Dumon, Allery e Ammar (2013b)
apresentaram uma técnica PGD empregando elementos finitos espectrais para a análise de
escoamentos incompressíveis e de transporte de calor e massa.
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Mais recentemente, Le-Quoc et al. (2018) desenvolveram um método PGD com
base numa técnica de contornos imersos para de problemas de escoamentos incompressíveis.
Os autores utilizaram uma aproximação do tipo fractional step, em que as variáveis do
problema são desacopladas e empregaram o método PGD para a resolução do problema
de Poisson associado à determinação do campo de pressões. Posteriormente, alternativas
empregando elementos finitos estabilizados com base no método GLS (Galerkin Least-
Squares) também foram apresentadas por Dìez, Zlotnik e Huerta (2017) e Ghnatios e
Hachem (2019).

Por fim, merecem ser citadas também as contribuições importantes realizadas
por Sevilla, Zlotnik e Huerta (2020), que aplicaram o conceito de isogeometria utilizando
funções NURBS para a solução do problema de Stokes e o trabalho de Tsiolakis et al. (2020)
que apresenta uma decomposição PGD em função das coordenadas globais e paramétricas.

Neste sentido, no decorrer deste capítulo apresenta-se uma nova abordagem PGD
para a solução das equações de Navier-Stokes. Para tanto, desenvolve-se uma formulação
estabilizada PSPG com base na separação espaço-tempo, antes aplicada apenas em
abordagens desacopladas das variáveis do problema, como a técnica fractional-step.

8.2 O algoritmo de redução de modelo PGD
A forma forma fraca das equações de Navier-Stokes para um domínio computacional

Ω = Ωx × ΩT , em que x ∈ Ωx e ΩT = [0, T ] é dada por∫
ΩT

∫
Ωx

w ·
(
∂u

∂t
+ u · ∇u− f

)
dx dt−

∫
ΩT

∫
Ωx

p∇ ·w dx dt

+

∫
ΩT

∫
Ωx

ε (w) : 2νε (u) dx dt−
∫

ΩT

∫
Γt

w · h dx dt = 0,

(8.1)

∫
ΩT

∫
Ωx

q∇ · u dx dt = 0, (8.2)

em que x é um ponto arbitrário do domínio computacional e T representa o tempo total
de análise.

Note que f e h são funções dadas e podem ser dependentes tanto do espaço quanto
do tempo. Além disso, nas Eq. (8.1)-(8.2), as parcelas são também integradas no tempo
na construção da forma fraca, de modo que definições apropriadas de w e q, diferentes das
empregadas anteriormente nesta tese, devem ser utilizadas.

Alternativamente, pode-se escrever (8.1)-(8.2) segundo a notação empregada nos
capítulos anteriores, de modo a se obter(

w,
∂u

∂t

)
Ω

+
(
ε(wh), 2νε(u)

)
Ω

+ (w,u · ∇u)Ω − (∇ ·w, p)Ω = (w, f)Ω + (w,h)Γt
,

(8.3)
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(q,∇ · u)Ω = 0. (8.4)

8.2.1 Construção da base reduzida PGD: conceitos preliminares

Assim como as outras técnicas de redução de modelo, no PGD construção da
base reduzida é formulada a partir da técnica de separação de variáveis. Se tomarmos as
incógnitas do problema, velocidade e pressão, respectivamente u e p, sua aproximação
com base nesta filosofia pode ser escrita como

u (x, t) ≈
Nmod∑
i=1

Ui (x)φi (t) , (8.5)

p (x, t) ≈
Nmod∑
i=1

Pi (x)ψi (t) , (8.6)

onde Nmod é o número de “modos PGD”1, considerado um parâmetro de entrada do
problema, que também pode ser determinado a partir de um critério de convergência.
Nota-se que a solução para ambos os campos, que é função tanto do espaço quanto do
tempo, é representada por uma composição linear de funções vetoriais dependentes apenas
do espaço Ui e Pi com funções escalares dependentes apenas do tempo φi e ψi. As funções
espaciais, por sua vez, podem ser obtidas de diversas formas. Quando derivadas a partir de
uma aproximação em elementos finitos, por exemplo, pode-se escrever Ui (x) ≈ Nu (x)Ui

e Pn (x) ≈ Np (x)Pi, em que Nu e Np são, respectivamente, as funções aproximadoras de
velocidade e pressão e Ui e Pi denotam os valores nodais da base espacial PGD.

Diferentemente dos métodos de redução de modelo convencionais, como o POD e a
análise modal, em que a base de projeção é conhecida a princípio, no PGD tanto as funções
espaciais quanto as temporais são calculadas ao longo da análise, sem levar em consideração
qualquer informação prévia. Se tomarmos as (8.5)-(8.6) em um determinado instante da
análise, em que se deseja calcular o n-ésimo conjunto de modos PGD Un (x)φn (t) e
Pn (x)ψn (t), tal que n < Nmod), sua aproximação pode ser derivada como

un (x, t) =
n−1∑
i=1

Ui(x)φi (t) + Un(x)φn (t) = un−1 (x, t) + Un(x)φn (t) , (8.7)

pn (x, t) =
n−1∑
i=1

Pi(x)ψi (t) + Pn(x)ψn (t) = pn−1 (x, t) + Pn(x)ψn (t) . (8.8)

A ideia descrita pelas Eq. (8.7)-(8.8) é o princípio pelo qual a base PGD é construída
na próxima seção. Além disso, deve-se mencionar que a implementação computacional do
algoritmo PGD é realizada por meio de iterações de ponto fixo. Desse modo, um sistema

1 O termo “modo PGD” refere-se a um k-ésimo conjunto de funções espaciais e temporais, por exemplo,
Uk (x)φk (t) ou Pk (x)ψk (t). Os termos “modo espacial” e “modo temporal”, por sua vez, referem-se às
respectivas parcelas dependentes do espaço x e do tempo t.
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de iteração-correção é implementado para a determinação de cada modo PGD.

8.2.2 Algoritmo de direções alternadas e iterações de ponto fixo

Como descrito anteriormente, a determinação de uma base PGD é feita de modo
progressivo e iterativo. À etapa de busca por um novo modo PGD dá-se o nome de
enriquecimento da base PGD. Dentro deste processo, iterações de ponto fixo são realizadas
para a determinação dos modos espaciais e temporais.

Além disso, atenção especial deve ser dedicada ao termo convectivo devido à sua
não linearidade. Nesta etapa de obtenção da formulação PGD, representa-se a velocidade
de convecção pelo símbolo ũ, que será definida de forma apropriada mais adiante.

Desse modo, toma-se uma iteração de ponto fixo k, contido em uma etapa de
enriquecimento da base PGD genérica n. Neste contexto, o algoritmo de direções alternadas
consiste em duas etapas:

1) Busca-se calcular os modos espaciais da iteração atual Ukn e Pkn a partir de
valores pré-calculados dos modos temporais φk−1

n e ψk−1
n :

Nesse caso, as soluções para o campo de velocidades e pressões obtidas a partir de
(8.7)-(8.8) podem ser representadas como:

un (x, t) = un−1 (x, t) + Ukn(x)φk−1
n (t), (8.9)

pn (x, t) = pn−1 (x, t) + Pkn(x)ψk−1
n (t). (8.10)

Segundo o algoritmo de direções alternadas (CHINESTA; KEUNINGS; LEYGUE,
2013), as escolhas mais simples para w e q são:

w = δu = δUn(x)φk−1
n (t), (8.11)

q = δp = δPn(x)ψk−1
n (t). (8.12)

Introduzindo-se as aproximações (8.9)-(8.10) e (8.11)-(8.12) nas equações gover-
nantes (8.3)-(8.4), obtém-se(

δUnφk−1
n ,Ukn

∂φk−1
n

∂t

)
Ω

+
(
φk−1
n ε(δUn), 2νφk−1

n ε(Ukn)
)

Ω

+
(
δUnφk−1

n , φk−1
n ũ · ∇Ukn

)
Ω
−
(
φk−1
n ∇ · δUn,Pknψk−1

n

)
Ω

=
(
δUnφk−1

n , f
)

Ω

+
(
δUnφk−1

n ,h
)

Γt
−
(
δUnφk−1

n ,
∂un−1

∂t

)
Ω

−
(
φk−1
n ε(δUn), 2νε(un−1)

)
Ω

−
(
δUnφk−1

n , ũ · ∇un−1

)
Ω

+
(
φk−1
n ∇ · δUn, pn−1

)
Ω
,

(8.13)

e (
δPnψk−1

n , φk−1
n ∇ · Ukn

)
Ω

= −
(
δPnψk−1

n ,∇ · (un−1)
)

Ω
. (8.14)
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Como pode-se verificar, nas Eq. (8.13)-(8.14) todas as funções dependentes do
tempo (φk−1

n e ψk−1
n ) são conhecidas. Além disso, as integrais no domínio espaço-tempo

podem ser desacopladas, de modo que é possível escrever

ax =

∫
ΩT

φk−1
n · ∂φ

k−1
n

∂t
dt, axi =

∫
ΩT

φk−1
n · ∂φi

∂t
dt,

bx =

∫
ΩT

φk−1
n · φk−1

n dt, bxi =

∫
ΩT

φk−1
n · φi dt,

cx =

∫
ΩT

φk−1
n · ψk−1

n dt, cxi =

∫
ΩT

φk−1
n · ψi dt,

ex =

∫
ΩT

ψk−1
n · φk−1

n dt, exi =

∫
ΩT

ψk−1
n · φi dt.

(8.15)

Tendo em vista este desacoplamento das variáveis e introduzindo as definições da
Eq. (8.15), o problema (8.13)-(8.14) pode ser reescrito como

ax
(
δUn,Ukn

)
Ωx

+ bx
(
ε(δUn), 2νε(Ukn)

)
Ωx

+

∫
ΩT

φk−1
n

(
δUn, ũ · ∇Ukn

)
Ωx
φk−1
n dt

−cx
(
∇ · δUn,Pkn

)
Ωx

=

∫
ΩT

φk−1
n (δUn, f)Ωx

dt+

∫
ΩT

φk−1
n (δUn,h)Γt

dt

−
n−1∑
i=1

axi (δUn,Ui)Ωx
−

n−1∑
i=1

bxi (ε(δUn), 2νε(Ui))Ωx

−
∫

ΩT

φk−1
n (δUn, ũ · ∇Ui)Ωx

φi dt+
n−1∑
i=1

cxi (∇ · δUn,Pi)Ωx
,

(8.16)

e

ex
(
δPn,∇ · Ukn

)
Ωx

= −
n−1∑
i=1

exi (δPn,∇ · Ui)Ωx
. (8.17)

Ao problema definido pelas Eq. (8.16)-(8.17) é dado o nome de problema espacial.
Para se determinar os valores de Un, uma técnica de discretização deve ser aplicada ao
domínio espacial Ωx. Naturalmente, neste trabalho é empregado o método dos elementos
finitos. Como já mencionado no Capítulo 2, no entanto, a discretização deste problema
necessita da estabilização do campo de pressões, que é realizado por meio do PSPG. Ao
introduzir a discretização em elementos finitos e tendo em vista a arbitrariedade de δUn
e δPn em (8.16)-(8.17), verifica-se o surgimento das matrizes clássicas de simulações em
elementos finitos, de tal modo que o problema espacial pode ser reescrito como[

S11 S12

S21 S22

]{
Uk
n

Pk
n

}
=

{
R1 − Z1

R2 − Z2

}
, (8.18)

em que

S11 = axnM +

∫
ΩT

φk−1
n C (ũ)φk−1

n dt+ bxnK, (8.19)
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S12 = cxnG, (8.20)

S21 =

∫
ΩT

ψk−1
n B (ũ) φ̇k−1

n dt+

∫
ΩT

ψk−1
n V (ũ)φk−1

n dt+ eknGT , (8.21)

S22 =

∫
ΩT

ψk−1
n Q (ũ)ψk−1

n dt, (8.22)

R1 =

∫
ΩT

φk−1
n F(t) dt, (8.23)

R2 =

∫
ΩT

ψk−1
n D (ũ) dt, (8.24)

sendo as matrizes M, C (ũ) , K, G, F(t), B (ũ) , V (ũ) , GT , Q (ũ) , D (ũ) decorrentes
da discretização por elementos finitos, cujas definições são apresentadas no Anexo C. Além
disso, Z1 e Z2 são os termos que levam em consideração os modos PGD previamente
calculados e são dados por

Z1 =
n−1∑
i=1

[
axiM +

∫
ΩT

φk−1
n C (ũ)φi dt+ bxiK

]
Ui +

n−1∑
i=1

[cxiG]Pi (8.25)

e

Z2 =
n−1∑
i=1

[∫
ΩT

ψk−1
n B (ũ)

∂φi
∂t

dt+

∫
ΩT

ψk−1
n V (ũ)φi dt+ exiGT

]
Ui

+
n−1∑
i=1

[∫
ΩT

ψk−1
n Q (ũ)ψidt

]
Pi.

(8.26)

A resolução do problema espacial (8.18) permite a atualização dos modos espaciais
Ukn e Pkn. A partir desses valores, o algoritmo de ponto fixo parte para a atualização dos
modos temporais, que é realizada na segunda etapa do algoritmo.

2) Busca-se atualizar os modos temporais φkn e ψkn a partir dos recém-calculados
modos espaciais Ukn e Pkn:

Analogamente à etapa 1, as soluções para os campos de velocidade e pressão neste
instante são dados por

un (x, t) = un−1 (x, t) + Ukn(x)φkn(t), (8.27)

pn (x, t) = pn−1 (x, t) + Pkn(x)ψkn(t). (8.28)

Por outro lado, segundo o algoritmo de direções alternadas, w e q são conveniente-
mente tomados como

w = δu = Ukn(x)δφn(t), (8.29)

q = δph = Pkn(x)δψn(t). (8.30)

Desse modo, substituindo-se (8.27)-(8.28) e (8.29)-(8.30) em (8.3)-(8.4) obtém-se
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(
Uknδφn,Ukn

∂φkn
∂t

)
Ω

+
(
δφnε(Ukn), 2νφknε(Ukn)

)
Ω

+
(
Uknδφn, φknũ · ∇Ukn

)
Ω

−
(
δφn∇ · Ukn ,Pknψkn

)
Ω

=
(
Uknδφn, f

)
Ω

+
(
Uknδφn,h

)
Γt
−
(
Uknδφn,

∂un−1

∂t

)
Ω

−
(
δφnε(Ukn), 2νε(un−1)

)
Ω
−
(
Uknδφn, ũ · ∇un−1

)
Ω

+
(
δφn∇ · Ukn , pn−1

)
Ω
,

(8.31)

e (
Pknδψn,∇ · Uknφkn

)
Ω

= −
(
Pknδψn,∇ · un−1

)
Ω
. (8.32)

Como neste caso Ukn e Pkn são funções apenas do espaço conhecidas, pode-se calcular

at =

∫
Ωx

Ukn · Ukn dx, ati =

∫
Ωx

Ukn · Ui dx,

bt =

∫
Ωx

2νε(Ukn) : ε(Ukn) dx, bti =

∫
Ωx

2νε(Ukn) : ε(Ui) dx,

ct =

∫
Ωx

∇ · UknPkn dx, cti =

∫
Ωx

∇ · UknPi dx,

et =

∫
Ωx

Pkn∇ · Ukn dx, eti =

∫
Ωx

Pkn∇ · Ui dx.

(8.33)

Assim, tomando-se as expressões (8.33), as Eq. (8.31)-(8.32) podem ser reescritas
como

at
(
δφn,

∂φkn
∂t

)
ΩT

+ bt
(
δφn, φ

k
n

)
ΩT

+

∫
ΩT

δφn
(
Ukn , ũ · ∇Ukn

)
Ωx

φkndt

−ct
(
δφn, ψ

k
n

)
ΩT

=

∫
ΩT

δφn
(
Ukn , f

)
Ωx
dt+

∫
ΩT

δφn
(
Ukn ,h

)
Γt
dt−

n−1∑
i=1

ati

(
δφn,

∂φi
∂t

)
ΩT

−
n−1∑
i=1

bti (δφn, φi)ΩT
−
∫

ΩT

δφn
(
Ukn , ũ · ∇Ui

)
Ωx
φidt+

n−1∑
i=1

cti (δφn, ψi)ΩT

(8.34)

e

et
(
δψn, φ

k
n

)
ΩT

= −
n−1∑
i=1

eti (δψn, φi)ΩT
. (8.35)

Do mesmo modo, utilizando as aproximações em elementos finitos definidas
anteriormente para os termos espaciais e, dada a arbitrariedade de δφn e δψn pode-se
escrever o problema temporal resultante como[

ṫ11 0

ṫ21 0

]{
φ̇kn

ψ̇kn

}
+

[
t11 t12

t21 t22

]{
φkn

ψkn

}
=

{
r1 − z1

r2 − z2

}
(8.36)

em que

ṫ11 = Uk
n

TM Uk
n , (8.37)
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ṫ21 = Pk
n

TB (ũ)Uk
n , (8.38)

t11 = Uk
n

T
[C (ũ) + K]Uk

n , (8.39)

t12 = Uk
n

TGPk
n , (8.40)

t21 = Pk
n

T [V (ũ) + GT
]
Uk
n , (8.41)

t22 = Pk
n

TQ (ũ)Pk
n (8.42)

r1 = Uk
n

T
F, (8.43)

r2 = Pk
n

T
D (ũ) , (8.44)

z1 =
n−1∑
i=1

[
Uk
n

TMUiφ̇i + Uk
n

T
[C (ũ) + K]Uiφi + Uk

n

TGPiψi

]
, (8.45)

z2 =
n−1∑
i=1

[
Pk
n

TB (ũ)Uiφ̇i + Pk
n

T (V (ũ) + GT
)
Uiφi + Pk

n

TQ (ũ)Piψi

]
. (8.46)

A Eq. (8.36) define o denominado problema temporal, que pode ser resolvido
com o uso de diferentes técnicas, tais como métodos clássicos de diferenças finitas. Por
simplicidade, no presente trabalho utilizou-se o esquema de integração temporal de Euler
implícito.

8.2.3 Implementação computacional e algoritmo de enriquecimento

da base PGD

O algoritmo de direções alternadas utilizado na seção anterior para derivar a
aproximação da base PGD resultou em dois problemas desacoplados, um espacial e outro
temporal. Como descrito anteriormente, tais problemas podem ser resolvidos de inúmeras
maneiras. Dados os desenvolvimentos prévios deste trabalho, a escolha natural se deu pelo
emprego do método dos elementos finitos estabilizado para a discretização espacial, o que
possibilitou a utilização das implementações descritas no Capítulo 2 também para este
problema.

Além disso, pode-se verificar que as operações necessárias para este caso são do tipo
matricial, como a multiplicação de matrizes e vetores. Desse modo, o módulo adicional
incorporado ao programa existente foi completamente implementado segundo a biblioteca
PETSc, que realiza tais operações de forma bastante eficiente, completamente paralelizada
em protocolo MPI.

Por fim, algumas observações acerca do algoritmo de enriquecimento da base PGD
devem ser esboçados. O primeiro deles diz respeito ao termo convectivo. Como apresentado
por Chinesta, Keunings e Leygue (2013), uma aproximação possível consiste em fazer

ũ ≈
n−1∑
i=1

Ui(x)φi(t). (8.47)
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Nesse caso, o termo não é atualizado durante as iterações de ponto fixo e, portanto,
trata-se de uma abordagem segundo iterações de Picard. Outra aproximação possível
consiste em atualizar a velocidade convectiva à cada iteração de ponto fixo. Isso aumenta a
convergência do método, tornando-o mais computacionalmente mais custoso, uma vez que
todas as matrizes não lineares precisam também ser atualizadas neste processo. Esse caso
configura uma abordagem segundo o método iterativo de Newton e ũ pode ser calculada
como

ũ ≈
n−1∑
i=1

Ui(x)φi(t) + Uk−1
n (x)φk−1

n (t). (8.48)

Nas implementações realizadas neste trabalho empregou-se a abordagem de Newton
para o primeiro modo PGD e iterações corretivas de Picard para os demais modos PGD
calculados.

Outro ponto importante diz respeito à ortogonalidade dos modos PGD, requerida
para qualquer que seja a forma de obtenção de uma base reduzida. A técnica descrita
anteriormente não garante a ortogonalidade dos modos espaciais ao final das iterações de
ponto fixo. Para que isto não comprometa a qualidade da base reduzida, um processo de
ortogonalização de Gram-Schmidt é aplicado aos modos espaciais.

Assim, a partir dos modos espaciais ortogonalizados, os modos temporais são
recalculados, projetando-se a base espacial ortonormal sobre as equações governantes. Esta
mesma técnica é empregada ao problema de condução de calor em altas temperaturas
apresentada por Favoretto et al. (2019).

Em relação às condições de contorno de Dirichlet, utiliza-se o mesmo procedimento
apresentado por Chinesta, Keunings e Leygue (2013). Nele tais parcelas são tratadas de
forma análoga aos termos forçantes e de condição de Neumann descritos anteriormente.
Por fim, a construção da base reduzida PGD é ilustrada no Algoritmo 7.

8.3 Exemplos de validação e aplicação
Nesta seção apresenta-se um conjunto de testes numéricos para avaliação e validação

da formulação PGD proposta. Em todos os casos o problema espacial resultante é
discretizado em termos do método dos elementos finitos com pressão estabilizada (PSPG)
e aproximação quadrática para as incógnitas do problema.

8.3.1 Problema de Stokes

Este exemplo consiste na modelagem de um escoamento governado pelas equações
de Stokes, obtidas suprimindo-se os termos convectivos nas equações governantes, que
neste caso são dadas por
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Algoritmo 7 Construção de uma base reduzida PGD
1: Cálculo das matrizes constantes ao longo da análise: M, K, G, GT ;
2: Cálculo dos termos forçantes: condições de Dirichlet, Neumann e f ;
3: para cada modo PGD n até Nmod faça
4: k = 0;
5: - Inicializa os valores dos modos temporais φkn e ψkn, admitindo-se um comportamento

linear.
6: enquanto (εPGD > tolerância) faça
7: k + +;
8: - Aproximação da velocidade convectiva e das matrizes dependentes de ũ:
9: se n = 0 então
10: - Atualizado a cada iteração a partir da Eq. (8.48);
11: senão
12: - Calculado a partir da Eq. (8.47) e somente se k = 1;
13: fim se
14: PROBLEMA ESPACIAL:
15: - Resolve o problema (8.18);
16: PROBLEMA TEMPORAL:
17: - Resolve o problema (8.36);
18: - Cálculo do erro:

εPGD = min(εu, εp); (8.49)

εu =

2

∫
ΩT

(
φkn − φk−1

n

)2
dt∫

ΩT

(
φkn + φk−1

n

)2
dt

e εp =

2

∫
ΩT

(
ψkn − ψk−1

n

)2
dt∫

ΩT

(
ψkn + ψk−1

n

)2
dt

. (8.50)

19: fim enquanto
20: - Ortogonalização dos modos espaciais pelo processo de Gram-Schmidt;
21: - Atualização dos modos temporais a partir da projeção dos modos espaciais

ortogonais;
22: fim para
23: - Composição da solução final do problema a partir de (8.5)-(8.6);

ρ

(
∂u

∂t
− f

)
−∇ · σ = 0, (8.51)

∇ · u = 0. (8.52)

Tomando-se o seguinte termo forçante

f =

{
(1− 2π)(8π2ν − 1) cos(2πx) sin(2πy)e−t

(1 + 2π)(1− 8π2ν) cos(2πy) sin(2πx)e−t

}
, (8.53)

pode-se obter a solução analítica para o problema, expressa por

ua =

{
cos(2πx) sin(2πy)e−t,

− sin(2πx) cos(2πy)e−t

}
(8.54)
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pa =
(
1− 8π2ν

)
cos(2πx) sin(2πy)e−t. (8.55)

Desse modo, a análise consiste no escoamento em uma cavidade quadrada de
domínio espacial Ωx = [0, 25; 0, 50]× [1, 25; 1, 50], como ilustrado na Fig. 8.2. As condições
iniciais e de contorno podem ser obtidas diretamente a partir das Eq. (8.54)-(8.55). Os
valores de ρ e µ são tomados, respectivamente, iguais a 1,0 e 1× 10−2.

(0.25; 0.50)

(1.25; 1.50)

Figura 8.2 – Problema de Stokes: geometria e condições de contorno.

O primeiro teste numérico consiste na avaliação de quatro diferentes formas de
cálculo do parâmetro de estabilização do PSPG (τPSPG), de acordo com as referências
apresentadas na Tab. 8.1, e a sensibilidade da solução PGD mediante essa escolha. Em seu
trabalho, Hughes, Franca e Balestra (1986) introduziram as técnicas de estabilização com
base em resíduo no âmbito da mecânica dos fluidos computacional. Mais especificamente,
Hughes, Franca e Balestra (1986), apresentam o método dos elementos finitos estabilizados
para o problema de Stokes como alternativa para contornar a condição LBB, além de
permitir mesma ordem de aproximação para as variáveis do problema. Nesse trabalho,
os autores apresentam uma definição linear de τPSPG, dependente essencialmente do
comprimento característico da discretização h e de um parâmetro arbitrário α. No entanto,
ao longo das últimas três décadas, muitos trabalhos vêm sendo desenvolvidos com o intuito
de estabelecer um critério ótimo para a determinação dos parâmetros de estabilização para
as técnicas PSPG, SUPG e LSIC (ver por exemplo os trabalhos de Tezduyar e Osawa
(2000), Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013), Takizawa, Tezduyar e Otoguro (2018) e
respectivas referências).

Em relação ao PGD, no entanto, este tipo de abordagem é inédita e por esta razão
deseja-se verificar a eficiência de cada tipo de parâmetro de estabilização.

Anteriormente, este exemplo foi também estudado por Dumon, Allery e Ammar
(2011) no contexto do PGD, que estabeleceram as seguintes normas para avaliar seus



202 Capítulo 8. Introdução à redução de modelo em escoamentos incompressíveis

Parâmetro Referência
1 Hughes, Franca e Balestra (1986)
2 Tezduyar (1992)
3 Tezduyar (2003)
4 Bazilevs et al. (2007)

Tabela 8.1 – Problema de Stokes: Estratégias para o cálculo do parâmetro de estabilização
τPSPG.

resultados:

eu = ‖u− ua‖L∞(L2(Ω)) = max
0<t≤T

[∫
Ω

|u− ua|2 dΩ

] 1
2

, (8.56)

ep = ‖p− pa‖L2(L2(Ω)) =

[∫
ΩT

∫
Ω

|p− pa|2 dΩ dΩT

] 1
2

. (8.57)

As mesmas estimativas de erro são utilizadas neste trabalho.
Desse modo, analisa-se o problema empregando um passo de tempo ∆t = 10−3 e

intervalo de tempo T = 1. Todas as variáveis do problema são consideradas adimensionais.
A discretização espacial consiste em uma malha estruturada regular para diferentes níveis
de discretização, sendo nh o número de nós em cada lado na discretização do domínio
quadrado. Os resultados obtidos para todos os parâmetros de estabilização são apresentados
na Fig. 8.3.

10
−3

10
−2

10
−1

 20  40  60  80  100  120  140

e p

nh 

Dumon et al. (2011)
Parâmetro 1
Parâmetro 2
Parâmetro 3
Parâmetro 4

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

 20  40  60  80  100  120  140

e
u

nh 

Dumon et al. (2011)
Parâmetro 1
Parâmetro 2
Parâmetro 3
Parâmetro 4

Figura 8.3 – Problema de Stokes: erros dos campos de velocidade e pressão em função do
parâmetro τPSPG.

Como descrito anteriormente, o parâmetro 1 corresponde à uma definição linear
de τPSPG enquanto os parâmetros 2, 3 e 4 são não lineares e dependentes essencialmente
do campo de velocidades, como apresentado no Capítulo 2. A partir da Fig. 8.3, pode-se
verificar que a convergência da solução é sensivelmente dependente da escolha de τPSPG.
Em relação ao parâmetro 2, por exemplo, mesmo possuindo uma definição não linear
(teoricamente mais robusta), possui taxa de convergência muito próxima à obtida com o
parâmetro 1. Por outro lado, os parâmetros 3 e 4 apresentam uma taxa de convergência
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muito maior do que nos casos anteriores e também mais próximas às obtidas por Dumon,
Allery e Ammar (2011).

Com base nos resultados anteriores, tomou-se para as análises subsequentes a
definição de τPSPG dada por Tezduyar (2003) e, em seguida, analisou-se a sensibilidade da
técnica com respeito também à discretização temporal. Assim, quatro diferentes passos de
tempo foram escolhidos: ∆t = 0,001, 0,005, 0,01 e 0,02, cujos resultados são apresentados
na Fig. 8.4.
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Figura 8.4 – Problema de Stokes: erros para velocidade e pressão em função de ∆t.

Para o erro do campo de velocidade, observa-se uma tendência de convergência à
medida que o passo de tempo é reduzido. No entanto, nota-se uma menor dependência
deste critério para a convergência do campo de pressões. Este ponto apresenta-se como
uma vantagem da técnica e pode ser atribuído à falta de uma derivada temporal para a
pressão nas equações governantes.

Para ambas as análises calcularam-se apenas dois modos PGD, uma vez que os
modos PGD subsequentes apresentaram energia muito baixa, isto é, pouca influência na
solução final. Para o caso de ∆t = 0,001 e nh = 141, os modos espaciais e temporais
obtidos são apresentados nas Fig. 8.5 e 8.6, respectivamente.

Finalmente, a solução PGD e também a sua diferença em relação à solução analítica
para t = 1 são apresentadas nas Fig. 8.7 e 8.8, cujos valores demonstram a eficiência da
estratégia proposta.

8.3.2 Problema de Taylor-Green

Similarmente ao exemplo anterior, o problema de Taylor-Green apresenta uma
solução analítica para as equações de Navier-Stokes tomando-se f = 0 e um domínio
computacional quadrado Ω = [0, 25; 0, 50]× [1, 25; 1, 50], como ilustra a Fig. 8.9.

ua =

{
− cos(2πx) sin(2πy)e−8π2νt

sin(2πx) cos(2πy)e−8π2νt

}
(8.58)

pa = −1

4
(cos(4πx) + cos(4πy)) e−8π2νt, (8.59)
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(a) Modos espaciais de velocidade.
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(b) Modos espaciais de pressão.

Figura 8.5 – Problema de Stokes: modos espaciais.
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Figura 8.6 – Problema de Stokes: modos temporais.

Dadas as conclusões apontadas no exemplo anterior, adotou-se novamente a
definição de τPSPG dada por Tezduyar (2003). Desse modo, a mesma análise de sensibilidade
em relação à discretização temporal realizada no exemplo anterior também foi executada
para este caso, com ∆t = 0,001, 0,005, 0,01 e 0,02. Os mesmos valores para densidade e
viscosidade também foram adotadas, de modo que os resultados obtidos são comparados
com os reportados por Dumon (2011) e apresentados na Fig. 8.10.

Analogamente ao caso anterior, pode-ser verificar que ep apresenta valores pouco
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Figura 8.7 – Problema de Stokes: solução PGD no instante de tempo t = 1.
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Figura 8.8 – Problema de Stokes: diferença entre a solução PGD e os valores teóricos para
os campos de velocidade e pressão no instante de tempo t=1.
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Figura 8.9 – Problema de Taylor-Green: geometria e condições de contorno.

dependentes da discretização temporal. Além disso, enquanto eu apresentou uma taxa de
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Figura 8.10 – Problema de Taylor-Green: erros dos campos de velocidade e pressão em
função de ∆t.

convergência próxima à de Dumon (2011), os valores obtidos para ep são muito menores do
que os da referência. Isso pode ser atribuído ao fato de que o presente trabalho emprega
uma formulação mista enquanto a referência empregou um esquema do tipo fractional-step
para a discretização das equações governantes. Nesta técnica, as variáveis do problema são
desacopladas e a solução é obtida por meio de um processo iterativo.

Novamente todas as simulações foram realizadas tomando-se dois conjuntos de
modos PGD, que são ilustrados nas Fig. 8.11 e 8.12.

Pode-se verificar que em tanto no problema de Stokes quanto no de Taylor-Green
observam-se oscilações espúrias localizadas próximas ao contorno nos modos espaciais de
velocidade. Tais oscilações são devidas à integração dos termos de condição de contorno de
Dirichlet, variáveis com o tempo mas que se tornam menos aparentes com o refinamento da
discretização espacial. De um modo geral, como em ambos os casos a solução é dominada
pelo primeiro modo PGD, estas oscilações não afetam significativamente a solução do
problema, como ilustrado na Fig. 8.13, que apresenta a solução PGD para o instante de
tempo t=1. Além disso, a diferença entre a solução PGD e os valores analíticos foi também
avaliada e os resultados obtidos são apresentados na Fig. 8.14. Novamente verificou-se
uma boa aproximação da solução PGD com os valores analíticos.

Em resumo, a construção de uma base reduzida consumiu de 5 a 10 iterações
de ponto fixo por modo PGD calculado. Em simulações usuais com base no método
dos elementos finitos, a etapa que consome maior esforço computacional é, em geral, a
montagem e resolução do sistema algébrico associado, que em geral é realizada de 3 a 4
vezes por passo de tempo. Desse modo, a obtenção de uma base reduzida por meio do
PGD pode reduzir dramaticamente o número de vezes em que operações deste tipo é
realizada, chegando à ordem de milhares de vezes.
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(b) Modos espaciais de pressão.

Figura 8.11 – Problema de Taylor-Green: modos espaciais.
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Figura 8.12 – Problema de Taylor-Green: modos temporais.

8.3.3 Cavidade quadrada

Neste último exemplo, o caso da cavidade quadrada estudada nos capítulos 2 e 4 é
novamente revisitado. Sua geometria e condições de contorno são ilustradas na Fig. 8.15.

Quatro diferentes números de Reynolds são admitidos: 100, 400, 1000 e 5000. Tais
valores são calculados com base no lado da cavidade. Além disso, adotam-se densidade
e velocidade da parede superior unitárias e viscosidade variável, de modo a garantir o
número de Reynolds desejado em cada caso. Em todos os casos analisados, calculam-se
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Figura 8.13 – Problema de Taylor-Green problem: campos de velocidade e pressão no
instante de tempo t = 1.
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Figura 8.14 – Problema de Taylor-Green: diferença entre a solução PGD e os valores
teóricos para os campos de velocidade e pressão.
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Figura 8.15 – Cavidade quadrada: geometria e condições de contorno.

5 modos PGD. Toma-se um passo de tempo igual a ∆t = 0,1 e T = 200 en todos os
casos. Em relação à discretização espacial, emprega-se uma malha de elementos finitos
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estruturada com 20000 elementos e 40401 nós.
O primeiro ponto relevante deste exemplo diz respeito às condições iniciais do

escoamento. Em simulações tradicionais com base no MEF, é usual a estratégia de se simular
este problema para valores mais baixos de Re e, em seguida, utilizá-lo como condição
inicial casos de Re mais elevados. Essa medida permite reduzir o número de passos de
tempo necessários para alcançar o estado de escoamento estacionário. Diferentemente
dessas estratégias, nas simulações realizadas neste capítulo, inicia-se o escoamento sempre
a partir do repouso, independente de Re.

Como nas análises realizadas nos capítulos anteriores, avaliou-se a componente de
velocidade vertical ao longo da linha y = 0 e a componente horizontal ao longo de x=0.
Tais resultados foram novamente comparados aos valores de Ghia, Ghia e Shin (1982) e
são apresentados na Fig. 8.16. Além disso os campos de velocidade e pressão obtidos são
apresentados nas Fig. 8.17 e 8.18, respectivamente, para Re = 100, 400 e 1000.
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Figura 8.16 – Cavidade quadrada: componentes de velocidade ux em x = 0 e uy em y = 0.

Para o caso de Re = 5000, a construção da solução PGD para os campos de
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(a) Re=100 (b) Re=400 (c) Re=1000

00,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Figura 8.17 – Cavidade quadrada: campo de velocidades PGD |u|.

(a) Re=100 (b) Re=400 (c) Re=1000

00,0 0,1 0,2 0,3 0,4

Figura 8.18 – Cavidade quadrada: campo de pressões PGD |p|.

velocidade e pressão é ilustrada por meio da composição entre os modos espaciais e
temporais nas Fig 8.19 e 8.20, respectivamente. Como pode-se verificar, todos os modos
temporais obtidos possuem comportamento assintótico tendendo a zero no limite de t→ T .
Em termos quantitativos, tomando-se a magnitude dos modos temporais em t = T , pode-se
verificar que novamente a solução PGD é dada majoritariamente em função do primeiro
modo. Mais especificamente, aproximadamente 93,87% e 98,91% dos campos de velocidade
e pressão, respectivamente, são dados pelo primeiro modo PGD.

Por fim, observa-se uma menor dependência do passo de tempo em todas as análises
realizadas com o método PGD. Nesse exemplo em particular, as análises consultadas na
literatura usualmente utilizam passos de tempo muito menores do que os empregados
neste trabalho.
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Figura 8.19 – Cavidade quadrada: Composição do campo de velocidades PGD |u| em
função dos modos espacial Ui e temporal φi.

8.4 Perspectivas de ampliação da pesquisa

Como o leitor pode avaliar, em comparação aos resultados previamente apresentados
nesta tese, as aplicações alcançadas com a técnica de redução de modelo desenvolvida
neste capítulo possuem um grau de complexidade muito menor. No entanto, deve-se levar
em consideração alguns pontos. O primeiro deles é de que o desenvolvimento de técnicas
de redução de modelo com base no PGD é uma linha de pesquisa ainda bastante recente,
tendo sido aplicada à solução das equações de Navier-Stokes há apenas uma década, com
o trabalho de Dumon, Allery e Ammar (2010). Mesmo assim, a técnica proposta neste
capítulo é inédita na literatura e pode contribuir significativamente para os avanços futuros
do PGD para a aplicação em problemas de dinâmica dos fluidos computacional e de
interação fluido-estrutura.

Em relação aos ganhos computacionais, nas implementações realizadas até o
momento não se observou melhoria significativa no tempo de processamento necessário em
comparação com o análises convencionais a partir do MEF. Mesmo assim, é importante
destacar que as técnicas de redução de modelo possuem um potencial para análises de
larga escala, tendo sido observadas análises da ordem de dezenas de vezes mais rápidas do
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Figura 8.20 – Cavidade quadrada: Composição do campo de pressões PGD p en função
dos modos espacial Pi e temporal ψi.

que as análises correntes (por meio do MEF) para problemas lineares (ver por exemplo os
trabalhos de Chinesta, Ammar e Cueto (2010) e Ghnatios e Hachem (2019)). No entanto,
a análise de problemas não lineares permanece um desafio para o ganho de eficiência nesta
área de pesquisa e que deve continuar sendo alvo de investigações nos próximos anos.

Em relação aos desenvolvimentos desta pesquisa, para que se possa aplicá-la
a problemas usuais de engenharia, necessita-se aprimorar a metodologia realizada na
decomposição espaço-tempo, de modo a possibilitar a simulação de problemas transientes
tais como o escoamento sobre um cilindro. Posteriormente, deve-se ainda estendê-la para o
caso de domínios móveis, no qual a metodologia de superposição de modelos desenvolvida
neste trabalho pode desempenhar um papel importante.
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CAPÍTULO

9
CONCLUSÃO

O presente trabalho teve como principal objetivo o desenvolvimento de uma
metodologia para análise de problemas de interação fluido-estrutura pelo método dos
elementos finitos, capaz de garantir uma resolução adequada do escoamento na vizinhança
da estrutura com grandes deslocamentos, com base em uma técnica de superposição de
modelos para o domínio fluido, consistindo numa discretização local, móvel e deformável,
acoplada à estrutura e superposta a uma discretização global que ocupa todo o domíno
do fluido. A análise numérica de problemas de interação fluido-estrutura ainda apresenta
grandes desafios, mesmo com muitos trabalhos já tendo sido desenvolvidos a esse respeito.
Quando efeitos localizados, como os de camada limite, ocorrem junto a estruturas
submetidas a regimes de grandes deslocamentos, os desafios tornam-se ainda maiores,
motivando esta pesquisa. Em se tratando do desenvolvimento de uma nova metodologia,
optou-se por se ater ao caso bidimensional, reduzindo-se assim o custo computacional
para os diversos testes realizados. As etapas e métodos empregados para alcançar esse
objetivo permitiram também contribuições relevantes ao estado da arte, bem como definir
caminhos para a continuidade deste trabalho.

Inicialmente, desenvolve-se um programa para análise transiente de escoamentos
incompressíveis empregando elementos finitos estabilizados e uma técnica implícita para
integração temporal, o qual é testado e verificado por meio de exemplos. Estuda-se então o
método Arlequin para a superposição de modelos e propõe-se uma nova versão do método,
denominada método Arlequin estabilizado, que é testado inicialmente em um problema
unidimensional. Na sequência, o método Arlequin estabilizado é aplicado ao problema de
escoamentos incompressíveis, considerando-se domínios fixos, sendo também verificado por
meio de exemplos numéricos. Para permitir acoplamento com uma estrutura flexível, é
desenvolvida uma versão Euleriana-ALE do método, na qual o modelo global permanece
fixo, em descrição Euleriana, enquanto o modelo local pode mover-se arbitrariamente,
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segundo a descrição Lagrangiana-Euleriana arbitrária. Parte-se então ao estudo do método
utilizado para o problema de dinâmica das estruturas computacional, tendo como base
a versão posicional do método dos elementos finitos aplicado à estruturas reticuladas
bidimensionais. A partir daí, desenvolve-se um modelo de acoplamento fluido-estrutura
particionado forte com relaxação de Aitken, combinando a técnica de superposição de
modelos móveis Euleriano-ALE ao MEF posicional, que posteriormente é testado por
meio de diferentes problemas de verificação. Por fim, tendo em vista a continuidade desta
pesquisa com sua extensão para o caso tridimensional, e o consequente aumento no tempo
de processamento, é realizado um estudo introdutório aos métodos de redução de modelo e
uma técnica com base no PGD é desenvolvida para a simulação de problemas bidimensionais
de mecânica dos fluidos computacional, empregando uma abordagem estabilizada das
equações governantes.

A formulação estabilizada do método dos elementos finitos empregada para a análise
de escoamentos incompressíveis é desenvolvida com base nas técnicas PSPG, SUPG e LSIC,
como propostas por Hughes, Tezduyar e colaboradores ao longo das quatro últimas décadas,
conforme os trabalhos citados nos Capítulos 1 e 2. Empregou-se uma descrição ALE das
equações de Navier-Stokes, utilizando elementos finitos triangulares isoparamétricos de
aproximação quadrática (6 nós) para discretização espacial e o método α-generalizado para
a discretização temporal. Essa estratégia de integração temporal é escolhida por permitir
um maior controle da dissipação numérica adicionada ao processo de solução preservando
convergência de segunda ordem.

O programa para análise de escoamentos incompressíveis foi verificado numerica-
mente por meio da simulação de diversos problemas benchmark, que incluíram problemas
estacionários, com formação de esteira de vórtices e com contorno móvel, permitindo
atestar a precisão dos resultados em diferentes situações e possibilitaram a realização dos
avanços subsequentes.

Nos estudos preliminares do método Arlequin, verificou-se que tanto os operadores
L2 quanto H1 empregados nos trabalhos relacionados precedentes apresentam aspectos
desfavoráveis ao uso pretendido nesta pesquisa. Os trabalhos consultados recomendam
a utilização do operador de acoplamento H1 por diversas razões, tais como o melhor
condicionamento do sistema algébrico associado. No entanto, essa escolha pode trazer
menor flexibilidade à solução, por impor em forma fraca uma condição de continuidade
não apenas na variável acoplada, mas de uma combinação linear com o seu Laplaciano,
que pode conduzir a fortes restrições quanto à sua aplicação.

Assim, com base nos conhecimentos do grupo de pesquisa em relação à formulação
estabilizada para escoamentos incompressíveis, foi proposta uma formulação estabilizada
do método Arlequin, tendo como base o gradiente do resíduo da equação governante. Essa
formulação é construída sobre o operador de acoplamento L2 e, por ter como base o resíduo
da equação governante, é consistente.
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Definida a formulação estabilizada, procedeu-se com o estudo da coercitividade do
operador bilinear resultante, confirmando de modo teórico a estabilidade da técnica. A
partir dessas conclusões pôde-se verificar, por meio de testes numéricos, a princípio duas
vantagens importantes quando da utilização da técnica estabilizada. A primeira delas se
refere ao condicionamento do sistema algébrico associado. Os resultados obtidos apontam
que, a depender do parâmetro de estabilização empregado, é possível obter um sistema
algébrico com, no mínimo, o mesmo número de condicionamento do operador H1. Este
fato supera um dos principais argumentos que advogam a utilização deste operador em
detrimento do operador L2. Além disso, diversos resultados da literatura reportam um
fenômeno de travamento da solução, neste caso independente do operador de acoplamento
utilizado, quando se utiliza o espaço de aproximação para o campo de multiplicadores de
Lagrange com base no modelo superposto mais refinado. Novamente os resultados obtidos
demonstram que este efeito não é observado ao utilizar a versão estabilizada do método
Arlequin. Além disso, verificou-se que a técnica de superposição de modelos preserva a
convergência do MEF tanto no caso 1D quando 2D para problemas descritos pela equação
de Poisson.

A técnica de superposição de modelos estabilizada, bem como o método Arlequin,
foram introduzidos no âmbito da análise de escoamentos incompressíveis, tendo sido
aplicados primeiramente às equações de Stokes e Navier-Stokes com domínios fixos. Nesse
sentido, a proposta de cálculo do parâmetro de estabilização foi estabelecida com base no
trabalho de Tezduyar e Sathe (2003), cuja magnitude é determinada a partir de normas
de vetores derivados da definição dos termos de estabilização. Essa estratégia foi verificada
numericamente por meio de uma extensa variedade de aplicações, tendo sido comparada
tabém com resultados prévios do método Arlequin apresentados por Jamond e Ben Dhia
(2013), que empregaram elementos finitos de Taylor-Hood em suas análises. Ademais,
diferentemente da técnica de Jamond e Ben Dhia (2013), a utilização de elementos finitos
estabilizados não apresenta restrições quanto à definição dos modelos superpostos, como a
presença de um elemento finito totalmente compressível na denominada zona livre.

Para permitir o acoplamento com a estrutura, a técnica de superposição de modelos
para análise de escoamentos incompressíveis foi estendida ao caso de um modelo local móvel
superposto a um modeo global fixo. Para tal, adotou-se um algoritmo do tipo Euleriano-
ALE a partir da consideração do modelo local móvel em descrição ALE e da integração
temporal das funções ponderadoras. Novamente, a técnica foi testada numericamente por
meio de diversas aplicações, que comprovaram sua robustez, com destaque ao problema
da Hélice bidimensional, apresentado na seção 5.3.2, cuja simulação por meio de técnicas
convencionais demanda a sucessiva reconstrução da discretização espacial. Além disso,
esta estratégia configura um novo paradigma e um avanço importante imposto ao método
Arlequin, uma vez que a consideração de modelos superpostos móveis é inédita neste
contexto.
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A dinâmica estrutural é modelada por elementos de barras de pórtico bidimensi-
onal com cinemática de Timoshenko-Reissner, empregando a formulação posicional dos
elementos finitos desenvolvida por Coda e colaboradores, na forma como apresentada
em Coda (2009b) e Sanches e Coda (2016). Essa formulação naturalmente considera os
efeitos de não linearidade geométrica, sendo concebida sobre o conceito isoparamétrico.
Também não apresenta graus de liberdade de rotação e mostra-se didaticamente simples.
A discretização temporal é implícita, obtida por meio do integrador de Newmark. Os
testes preliminares demonstraram que a formulação é totalmente adequada para modelar
os problemas pretendidos.

Empregou-se um esquema de acoplamento particionado forte do tipo Dirichlet-
Neumann com relaxação de Aitken para acoplar o programa desenvolvido para análise de
dinâmica dos fluidos computacional com modelo local móvel ao programa pré-existente
para análise de dinâmica não linear geométrica de estruturas reticuladas. Também foi
implementada uma técnica para movimentação do modelo local com base na formulação
posicional aplicada a elementos bidimensionais, onde um problema de elasticidade plana
fictício é resolvido, utilizando a mesma discretização do modelo local do fluido e impondo-se
os deslocamentos da estrutura na interface fluido-estrutura. A partir disso, dois problemas
foram escolhidos para a verificação da metodologia proposta por meio de comparação com
resultados da literatura, além de um exemplo de aplicação prática, este último consistindo
numa turbina eólica do tipo Savonius. Em todos os casos foi possível verificar as vantagens
da técnica proposta, como a presença de uma malha refinada sempre próxima à estrutura,
aumentando a precisão na captura dos efeitos localizados e de camada limite. Outra grande
vantagem do método, que se manifesta especialmente no caso da turbina Savonius, é
a possibilidade de considerar grandes movimentos de corpo rígido da estrutura sem a
necessidade de reconstrução da discretização do domínio computacional.

Tendo em vista o alto custo computacional dos problemas de interação fluido
estrutura abordados, e visando ainda a extensão para o caso 3D na continuidade desta
pesquisa, também foi apresentado um estudo acerca das técnicas de redução de modelo
aplicadas à mecânica dos fluidos computacional. Assim, uma técnica de redução de
modelo com base no PGD foi introduzido pioneiramente para a análise de problemas
de escoamentos incompressíveis. A estratégia consistiu na decomposição da solução em
funções independentes do espaço e do tempo, determinadas a partir da projeção de um
método iterativo com base no algoritmo de direções alternadas. A inovação da técnica
proposta consistiu na utilização de uma formulação de elementos finitos estabilizada para
o tratamento dos problemas espaciais e temporais derivados da decomposição espaço-
tempo PGD. Diversos testes numéricos foram realizados, comprovando sua eficiência e
dependência de um parâmetro de estabilização adequado. Diante disso, observou-se um
grande potencial de aplicação da técnica para diversas aplicações, uma vez que construída
a base reduzida, a obtenção da solução é realizada de a partir de operações simples. Outro
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ponto positivo desta abordagem é a possibilidade de consideração de diversos parâmetros
na decomposição PGD, tais como viscosidade, velocidade de entrada do escoamento, entre
outros. O desenvolvimento deste algoritmo PGD abriu frente para uma nova linha de
pesquisa em modelos de ordem reduzida no Departamento de Engenharia de Estruturas
(SET). Estas técnicas podem ser aliadas aos conhecimentos já adquiridos pelos vários
grupos de pesquisa do SET e empregada à simulação de diferentes problemas de engenharia.

Destaca-se ainda que o emprego de protocolos de programação paralela e biblio-
tecas eficientes de manipulação algébrica foram essenciais na construção das ferramenta
computacionais e na simulação dos exemplos apresentados.

Em suma, o objetivo material desta pesquisa de Doutorado foi alcançado ao se
disponibilizar uma ferramenta computacional para análise de problemas de interação fluido-
estrutura que combina vantagens dos métodos de malhas adaptadas e de contono imerso, ao
se permitir maiores escalas de deslocamento sem a necessidade de reconstrução da malha,
ao mesmo tempo em que garante-se uma discretização com resolução adequada junto ao
contorno da estrutura durante toda a análise. Durante esse processo, outras estratégias
surgiram, sendo possível destacar como principais contribuições desta tese de doutorado:
o desenvolvimento de uma nova versão do método Arlequin, com a introdução de uma
estabilização com base no resíduo da equação governante ao operador de acoplamento; a
aplicação do método Arlequin para a simulação de escoamentos incompressíveis; a aplicação
de elementos finitos estabilizados para problemas incompressíveis junto ao método Arlequin;
a construção de uma técnica para simulação de problemas com modelos locais móveis
no contexto do método Arlequin; a utilização da técnica de superposição de modelos
locais móveis com base no método Arlequin estabilizado para a aplicação em problemas
de interação fluido-estrutura; e a introdução de uma nova técnica de redução de modelo
com base no PGD para a simulação de problemas de escoamentos incompressíveis.

9.1 Sugestões para trabalhos futuros
Dados os avanços alcançados ao longo do deste trabalho, é possível realizar diversas

projeções para a presente pesquisa. A seguir, são apresentados alguns tópicos de interesse
que ainda podem ser melhor explorados e desenvolvidos a partir das conclusões deste
trabalho.

Caso bidimensional
Ainda no campo da análise bidimensional, alguns avanços podem ser realizados

na formulação proposta. Um deles é a implementação computacional de uma técnica
de integração exata para o operador de acoplamento, como abordado no item 4.4. Essa
implementação possibilita a eliminação total de erros de integração numérica no processo
de construção do operador de acoplamento, além de permitir definir com maior precisão
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o campo de multiplicadores de Lagrange a partir do espaço de aproximação do modelo
global. Uma alternativa eficiente para a implementação computacional desse procedimento
é o uso do pacote CGAL1 (The Computational Geometry Algorithms Library), que possui
uma ampla biblioteca de algoritmos capazes de mapear as intersecções entre malhas não
coincidentes de modo eficiente.

Por outro lado, embora o sistema algébrico resultante tenha seu condicionamento
potencialmente melhorado com a inserção da estabilização do operador de acoplamento,
outros aspectos do método Arlequin também são fonte de mal condicionamento, como o
valor de kA, por exemplo. Uma técnica eficiente para o tratamento destes problemas já
foi desenvolvida em trabalhos prévios, como os de Ben Dhia, Elkhodja e Roux (2008) e
Schlittler e Cottereau (2017) no contexto da computação de alto desempenho (HPC - High
Performance Computing). Em ambos os trabalhos, os autores empregaram o algoritmo
FETI (Finite Element Tearing and Interconnect), que tem como princípio o particiona-
mento do sistema algébrico resultante em subproblemas. Desse modo, técnicas eficientes
para resolução de problemas de escoamentos incompressíveis, como métodos iterativos
como o GMRES (Generalized Minimum Residual Method) aliado à pré-condicionadores
apropriados, podem ser aproveitadas.

Outros problemas de bastante interesse são aqueles com elevados números de
Reynolds. Nos testes preliminares realizados ao longo do desenvolvimento deste trabalho
verificou-se por exemplo, para o problema da turbina Savonius, estabilidade do código
computacional mesmo para Re da ordem de 106. Entretanto, a análise de problemas a esse
nível de Re, envolvem fenômenos turbulentos que necessitam, entre outros fatores, de uma
discretização espacial capaz de representar com precisão tais efeitos. A simulação desses
problemas, portanto, pode requerer a consideração de uma quantidade muito grande de
graus de liberdade. Para a realização de tais simulações, algumas otimizações devem ser
realizadas no código computacional desenvolvido, como a implementação do algoritmo
FETI descrito anteriormente além de modelos de turbulência.

Por fim, diversas análises práticas também são possíveis ainda no campo bidimen-
sional. Como exemplo, pode-se citar o caso da turbina Savonius, com a simulação do
comportamento de diversas turbinas posicionadas de diferentes maneiras, além de estudos
sobre a sua eficiência levando em consideração fatores como o número de pás da turbina,
bem como a distância de sobreposição das mesmas, que podem fornecer resultados práticos
para o dimensionamento desses sistemas estruturais.

Dinâmica dos sólidos computacional
A técnica de superposição de modelos adotada, com base no método Arlequin, foi

desenvolvida no âmbito da mecânica dos sólidos computacional para a modelagem de
problemas com efeitos localizados, tais como a propagação de fissuras. Um desenvolvimento

1 Disponível em <https://www.cgal.org/>

https://www.cgal.org/
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possível é a expansão das técnicas existentes neste contexto com a utilização da formulação
estabilizada proposta, permitindo escolhas mais flexíveis quanto à definição do campo de
aproximação dos multiplicadores de Lagrange, além das demais vantagens da formulação
estabilizada apontadas anteriormente.

Além disso, outro avanço consiste na implementação do método α-generalizado para
a integração temporal do sólido em detrimento do método de Newmark. No trabalho de
Siqueira (2019), foi realizado um estudo comparativo entre as duas estratégias na simulação
de elementos finitos de casca e barra geral 3D. Em seu trabalho, Siqueira (2019) verificou
que o método α-generalizado apresenta vantagens em relação ao método de Newmark, pois
é capaz de mitigar instabilidades numéricas mesmo com a utilização de valores para ρ∞
próximos à unidade, sem introduzir dissipação excessiva da energia mecânica do sistema.

Do ponto de vista da interação fluido-estrutura, a escolha do mesmo integrador
temporal para ambos os meios pode tornar a abordagem mais consistente e aumentar a
convergência do processo iterativo de acoplamento fluido-estrutura.

Caso tridimensional
Propõe-se também a extensão da formulação para o caso tridimensional. Essa etapa

consiste inicialmente da extensão do código computacional para análise de escoamentos
incompressíveis e, em seguida, da técnica de superposição de modelos. Destaca-se que para
esta etapa é necessário que o código bidimensional esteja bastante otimizado e sugere-se
que esta etapa seja realizada após as recomendações delineadas para o caso bidimensional
terem sido implementadas. Para completar as análises necessárias, se faz necessária a
implementação computacional de um código para análise de estruturas de cascas, ou o
desenvolvimento de uma interface com um programa pré-existente.

Com isso, será possível realizar a simulação de diferentes problemas de engenharia
em larga escala aliados às técnicas de computação de alto desempenho. Um problema
de interesse, por exemplo, é a simulação de turbinas eólicas de eixo horizontal, que só é
possível com a expansão das análises para o caso tridimensional.

Modelos de ordem reduzida
Finalmente, são estabelecidas algumas projeções para a pesquisa em modelos de

ordem reduzida a partir dos resultados obtidos neste trabalho. A primeira delas é a
realização de modificações na forma de construção da base reduzida, de modo a permitir a
simulação de problemas transientes tais como o escoamento sobre um cilindro, que até o
momento não foi realizada por nenhum trabalho empregando o PGD. Soluções possíveis
para este problema podem envolver, por exemplo, a utilização de projeções de Petrov-
Galerkin no algoritmo de direções alternadas, ou da imposição de um comportamento
específico (oscilatório por exemplo) para as funções temporais, etc.

Outro ponto relevante consiste na introdução de outros parâmetros na decomposição
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da base reduzida. Como exemplo, podem-se considerar funções da viscosidade, velocidade
de entrada do escoamento, ou até mesmo os parâmetros de estabilização τPSPG, isto é,

u (x, t) ≈
Nmod∑
i=1

Ui (x)φi (t) , (9.1)

p (x, t, τPSPG) ≈
Nmod∑
i=1

Pi (x)ψi (t) γi(τPSPG). (9.2)

Desse modo, de posse de uma técnica eficiente para a simulação de problemas
não estacionários, as possibilidades de aplicação são inúmeras, sendo possível analisar
problemas de modelos superpostos, de interação fluido-estrutura, de dinâmica não linear
geométrica de estruturas, entre outros.
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ANEXO

A
LINEARIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES

DE NAVIER-STOKES

Como abordado no Capítulo 2, o método α-generalizado pressupõe o cálculo da
configuração de equilíbrio em tempos intermediários tn+αm para as forças inerciais e tn+αf

para as demais parcelas. Isso implica também na integração dos resíduos no domínio
referente ao instante de tempo intermediário t = tn+αf , dado por∫

Ωt

(•)dΩ =

∫
Ωt(n+αf )

(•)dΩ, (A.1)

em que

Ωt(n+αf )
=
{
xh | xh(x̄h, t(n+αf )) = αfx

h(x̄h, tn+1) + (1− αf )xh(x̄h, tn)
}
. (A.2)

Além disso, os desenvolvimentos apresentados anteriormente demonstram que a
resolução das equações de Navier-Stokes por meio do MEF empregando as estabilizações
SUPG, PSPG e LSIC, conduzem a um problema não linear resolvido de modo iterativo
por meio do método de Newton-Raphson, cuja linearização conduz ao sistema algébrico


∂RM

∂U̇n+1

∂RM

∂pn+1

∂RC

∂U̇n+1

∂RC

∂pn+1




∆U̇n+1

∆pn+1

 =


−RM

−RC

 (A.3)

cujos termos da matriz tangente são dados por
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∂RM

∂U̇n+1

= [Kab] =αm

∫
Ωt(n+αf )

ρδijNaNb dΩ

+αm

∫
Ωt(n+αf )

τSUPGρ δij
(
uh − ūh

)
· ∇NaNb dΩ,

+αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

µ

(
δij ∇Na · ∇Nb +

∂Na

∂xj

∂Nb

∂xi

)
dΩ

+αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

ρδij Na

(
uh − ūh

)
· ∇Nb dΩ

+αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

ρNa
∂uhi
∂xj

Nb dΩ

+αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

ρτSUPGδij
(
uh − ūh

)
· ∇Na

(
uh − ūh

)
· ∇Nb dΩ

+αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

ρτSUPG

(
uh − ūh

)
· ∇NaNb

∂uhi
∂xj

dΩ

+αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

ρτSUPG∇Na · uhNb
∂uhi
∂xj

dΩ

+αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

ρνLSIC
∂Na

∂xi

∂Nb

∂xj
dΩ,

(A.4)

∂RM

∂pn+1

= [Gad] =−
∫

Ωt(n+αf )

∂Na

∂xi
Nd dΩ

+

∫
Ωt(n+αf )

τSUPG

(
uh − ūh

)
· ∇Na

∂Nd

∂xi
dΩ,

(A.5)

∂RC

∂U̇n+1

=
[
GT
cb

]
=αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

Nc
∂Nb

∂xj
dΩ

+αfγ∆t

∫
Ωt(n+αf )

τPSPG
∂Nc

∂xj

(
uh − ūh

)
· ∇Nb dΩ

+αm

∫
Ωt(n+αf )

τPSPG
∂Nc

∂xj
Nb dΩ,

(A.6)

∂RC

∂pn+1

= [Qcd] =

∫
Ωt(n+αf )

τPSPG

ρ
∇Nc · ∇Nd dΩ, (A.7)

em que os índices a e b representam o graus de liberdade de velocidade c e d são graus de
liberdade de pressão, i e j representam direções cartesianas, δij é o delta de Kronecker e

∇ =
{

∂
∂x
, ∂
∂y

}T
. Destaca-se também que os termos envolvendo derivadas de ordem 2 são

suprimidas, estratégia usual mesmo quando da utilização de elementos finitos de ordem
quadrática ou superior (TEZDUYAR; OSAWA, 2000).
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ANEXO

B
LINEARIZAÇÃO DO OPERADOR

DE ACOPLAMENTO NO MÉTODO

ARLEQUIN ESTABILIZADO

Ométodo Arlequin estabilizado, apresentado no Capítulo 3, foi estendido à aplicação
em problemas de escoamentos incompressíveis no Capítulo 4. Diante disso, uma modificação
aos tradicionais operadores de acoplamento foi introduzida, de modo que a linearização
do problema resultante para simulação de escoamentos incompressíveis apresentada no
Algoritmo 2 resulta no seguinte sistema algébrico



∂RM0
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0 0 ∂RC0
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0 0 ∂RM1
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∂p1(n+1)

∂RM1

∂Λ(n+1)

0 0 ∂RC1

∂U̇1(n+1)

∂RM1

∂p1(n+1)

∂RM1

∂Λ(n+1)

∂RL

∂U̇0(n+1)

∂RL

∂p0(n+1)

∂RL

∂U̇1(n+1)

∂RL

∂p1(n+1)

∂RL

∂Λ(n+1)





∆U̇0(n+1)

∆p0(n+1)

∆U̇1(n+1)

∆p1(n+1)

∆Λ(n+1)



=



−RM0

−RC0

−RM1

−RC1

−RL



. (B.1)

Explicitamente, os termos de RMi e RCi derivados em função de U̇i e pi são obtidos
diretamente a partir das definições do Anexo A, com a introdução das respectivas funções
ponderadoras %i em todas as parcelas. Por outro lado, os termos decorrentes da linearização
de RMi e RCi em função do campo de multiplicadores de Lagrange Λ e de RL em função
de todas as variáveis do problema são dados a seguir
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∂RMk

∂Λn+1

= [(Lk)af ] =χ(k)

∫
Ωc(n+αf )

δijNaNf dΩc

+χ(k)

∫
Ωc(n+αf )

τSUPG%iδiju
h
k · ∇NaNf dΩc,

(B.2)

∂RCk

∂Λn+1

= [(Mk)cf ] =−
∫

Ωc(n+αf )

τPSPG

ρ
%i
∂Nc

∂xi
Nf dΩc (B.3)

∂RL

∂U̇k(n+1)

=
[
(LTk )eb

]
=αfγ∆tχ(k)

∫
Ωc(n+αf )

δijNeNb dΩc

+αfγ∆tχ(k)

∫
Ωc(n+αf )

τARLQ%i∇Neu
h
k · ∇Nb dΩc

+αmχ(k)

∫
Ωc(n+αf )

τARLQ%i∇Ne∇Nb dΩc,

(B.4)

∂RL

∂pk(n+1)

=
[
(MT

k )ed
]

= 0, (B.5)

∂RL

∂Λn+1

= [Eef ] =

∫
Ωc(n+αf )

2
τARLQ
ρ

∂Ne

∂xi

∂Nf

∂xj
dΩc, (B.6)

em que os índices e e f representam graus de liberdade do campo de multiplicadores de
Lagrange. Os demais índices seguem a definição do anexo A e novamente os termos de
ordem 2 ou superior são suprimidos.
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ANEXO

C
MATRIZES E VETORES DA

DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL DAS

EQUAÇÕES DE NAVIER-STOKES

A discretização espacial das equações de Navier-Stokes empregando o método dos
elementos finitos e a estabilização PSPG resulta em um sistema de equações não lineares
que pode ser representado como

[
M 0

B(ũ) 0

]{
U̇

ṗ

}
+

[
K + C(ũ) G
GT + V(ũ) Q(ũ)

]{
U

p

}
=

{
F

D(ũ)

}
, (C.1)

cujas submatrizes são definidas explicitamente como

M = [Mab] =

∫
Ω

δijNaNb dΩ (C.2)

K = [Kab] =

∫
Ω

ν

(
δij ∇Na · ∇Nb +

∂Na

∂xj

∂Nb

∂xi

)
dΩ (C.3)

C(ũ) = [Cab] =

∫
Ω

δij Naũ · ∇Nb dΩ (C.4)

G = [Gad] =−
∫

Ω

∂Na

∂xi
Nd dΩ (C.5)

GT =
[
GT
cb

]
=

∫
Ω

Nc
∂Nb

∂xj
dΩ (C.6)

B(ũ) = [Bcb] =

nel∑
e=1

∫
Ωe
τPSPG

∂Nc

∂xj
Nb dΩ, (C.7)

Q(ũ) = [Qcd] =−
nel∑
e=1

∫
Ωe

τPSPG

ρ
∇Nc · ∇Nd dΩ, (C.8)
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V(ũ) = [Vcb] =

nel∑
e=1

∫
Ωe
τPSPG

∂Nc

∂xj
ũ · ∇Nb dΩ (C.9)

F = [Fb] =

∫
Ω

Nb · f dΩ +

∫
ΓN

Nb · h dΓN (C.10)

D(ũ) = [Dd] =

nel∑
e=1

∫
Ωe
τPSPG∇Nd · f dΩ, (C.11)

em que os índices a e b representam o graus de liberdade de velocidade c e d são graus
de liberdade de pressão, i e j representam direções cartesianas. Nota-se que os termos
envolvendo derivadas de ordem 2 são omitidos.
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