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RESUMO

FERNANDES, J. W. D. Técnica de superposicao de modelos estabilizada para

analise de interagao fluido-estrutura. 2020. 248 p. Tese (Doutorado em Engenharia
de Estruturas) — Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia de

Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2020.

O presente trabalho trata do desenvolvimento de uma formulagao estabilizada com base
na superposicao de modelos para a simulacao de problemas bidimensionais de interacao
fluido-estrutura. Para isso, sao considerados escoamentos incompressiveis interagindo
com estruturas de barra. O escoamento incompressivel é solucionado por meio de uma
formulacao estabilizada do método dos elementos finitos com integracao temporal implicita,
garantindo maior flexibilidade & discretizacao espacial. O problema de mecénica dos sélidos,
por sua vez, é resolvido empregando-se elementos estruturais reticulados com cinemaética de
Timoshenko-Reissner e desenvolvido a partir de uma formulacao posicional do método dos
elementos finitos. Essa abordagem, além de didaticamente simples, é construida diretamente
sobre o conceito isoparamétrico e considera naturalmente os efeitos da nao linearidade
geométrica, sendo capaz de simular com precisao e robustez os problemas estruturais
dindmicos em regime de grandes deslocamentos. A metodologia proposta para analise do
problema acoplado considera um modelo local de fluido, com malha adaptada a estrutura,
movendo-se sobre um dominio global fixo e nao adaptado a estrutura, visando garantir uma
discretizagao adequada na sua vizinhanca e ao mesmo tempo permitir grandes escalas de
deslocamento sem necessidade de reconstrucao da malha. Para isso, inicialmente propoe-se
uma formulagao estabilizada do método Arlequin, que consiste em superpor dois modelos de
elementos finitos e compatibiliza-los por meio de um campo de multiplicadores de Lagrange
definidos sobre uma regiao denominada zona de colagem. Para garantir a estabilidade do
campo de multiplicadores de Lagrange, bem como dar maior flexibilidade & formulacao,
¢ adicionada uma parcela estabilizadora consistente, com base no residuo da equacgao
governante. Essa técnica é aplicada inicialmente a problemas unidimensionais descritos
pela equacgao de Poisson, onde verifica-se acréscimo de estabilidade e flexibilidade em
relacao as formulagoes usuais do método Arlequin. Na sequéncia, essa estratégia é aplicada
aos problemas de Stokes e Navier-Stokes utilizando modelos superpostos fixos, em conjunto
com uma defini¢ao consistente do parametro de estabilizagao. Em seguida, a consideragao
de dominios superpostos com modelo local movel é introduzida na formulacao Arlequin
estabilizada para escoamentos incompressiveis. O modelo resultante é entao acoplado a
estrutura por meio de um esquema particionado forte do tipo Dirichlet-Neumann com
relaxacao de Aitken. Em cada uma das etapas do desenvolvimento deste trabalho, sao
apresentados exemplos de verificacao e aplicacao da técnica, demonstrando sua robustez
e eficiéncia em comparacao aos modelos tradicionais de discretizacao espacial. Por fim,
este trabalho também introduz uma técnica de reducao de modelo no ambito da mecanica
dos fluidos computacional. Esta estratégia, proposta com base no Proper Generalized
Decomposition (PGD), além de apresentar bons resultados introduz uma nova alternativa
para a simulacao de problemas de escoamentos incompressiveis em larga escala.

Palavras-chave: Interacao Fluido-Estrutura. Método dos elementos finitos estabilizado.
Método de superposicao de modelo. Método Arlequin. Modelo de ordem reduzida. Proper
Generalized Decomposition.






ABSTRACT

FERNANDES, J. W. D. Stabilized domain decomposition technique for
fluid-structure interaction analysis. 2020. 248 p. Thesis (Doctorate in Structural
Engineering) — Department of Structural Engineering, Sdo Carlos School of Engineering,
University of Sao Paulo, Sao Carlos, 2020.

This work presents the development of a stabilized formulation for simulation of two-
dimensional fluid-structure interaction problems based on models superposition. To do
so, we consider incompressible flows interacting with bar structures. The incompressible
flow is numerically solved with a stabilized formulation of the finite element method with
implicit time integration, ensuring larger flexibility to spatial discretization. The solid
mechanics problem, in turn, is modeled by frame type bar elements with Timoshenko-
Reissner kinematics, under a positions based finite element formulation. Such strategy is
didactically simple, built directly on the isoparametric concept and naturally considers the
geometric non-linearity effects, being able to accurately and robustly simulate structural
dynamic problems with large displacements. The proposed methodology for the coupled
problem considers a local fluid model, with its mesh adapted to the structure, moving over
a fixed global fluid domain, not adapted to the structure, aiming to ensure an adequate
discretization in the structure neighborhood and, at the same time, allowing larger scales of
displacement without need of remeshing on the fluid domain. In order to do so, initially we
propose a stabilized formulation of the Arlequin method, which consists of superimposing
two finite element models and enforce compatibility by a Lagrange multipliers field defined
over a region called gluing zone. To ensure stability of the Lagrange multiplier field, as well
as more flexibility to the formulation, we add a consistent stabilizing term, which is based
on the governing equation residual. This technique is initially applied to one-dimension
Poisson equation, resulting in an increase on stability and flexibility compared to usual
Arlequin formulations. Subsequently, this strategy is applied Stokes and Navier-Stokes
problems with fixed superposed domains and a consistent definition of the coupling operator
stabilizing parameter is provided. Following, the consideration of a moving local domain is
introduced to the stabilized Arlequin formulation for incompressible flows. The resulting
model is coupled to the structure by a strong Dirichlet-Neumann partitioned scheme
with Aitken relaxation. At each development stage of this work, we present examples of
verification and application, demonstrating its robustness and efficiency in comparison to
traditional models for spatial discretization. Finally, this work also introduces a model
order reduction technique applied to computational fluid mechanics. This strategy is based
on the Proper Generalized Decomposition (PGD) and, besides producing good results, it
introduces a new alternative for the simulation of large-scale incompressible flow problems.

Keywords: Fluid-Structure Interaction. Stabilized Finite Element Method. Domain De-
composition methods. Arlequin Method. Model Order Reduction. Proper Generalized
Decomposition.
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LISTA DE SIMBOLOS
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grandezas vetoriais ou tensoriais, enquanto os escritos em estilo de formatagao normal ou

italico representam grandezas escalares. Os casos omissos sao descritos ao longo do texto.
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V - (e) Operador divergente = 8@(.%;
Ly
2 . 82(.)1'
V?(s) Operador Laplaciano — V- V() = — =

D(e)
Dt

nsg  Numero de dimensoes espaciais (2 ou 3);
R Conjunto dos niimeros reais;
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L? Espago das fungoes de quadrado integravel;

Derivada material ou substancial de um campo escalar ou vetorial =

9(e)

ot

+v-V(e);
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N =
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Funcao ponderadora pertencente ao espago V,;

Fungao ponderadora pertencente ao espago V;

O superscrito h indica, em todos os casos, a versao discretizada de (e);

Numero de elementos da discretizacao em elementos finitos do dominio computacio-

nal;

Dominio de um elemento finito;

Parametro de estabiliza¢ao do método Streamline- Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG);
Parametro de estabilizagdo do método Pressure-Stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG);

Parametro de estabilizagao do método Least-Squares on the Incompressibility
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(Q,Q)Q

Rm

Re

aos termos covectivos, inerciais e viscosos, respectivamente;
Comprimento de escala do elemento finito;

Vetor unitario no sentido da velocidade do fluido;

Passo de tempo;

Niamero de nés de um elemento finito;

Viscosidade cineméatica do fluido;

Funcao aproximadora ou fungao de forma;

Produto interno no espaco L? dos termos entre parénteses sobre o dominio ;
Versao semidiscreta do residuo da equagao de conservagao do momento;
Versao semidiscreta do residuo da equagao de conservacao da massa;
Vetor de velocidades nodais;

Vetor de aceleracoes nodais;
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A Algoritmo de atualizagao dindmica e movimentagao de uma malha de elementos

finitos;
O, 0p,y Parametros reais do esquema de integracao temporal a-generalizado;
P Raio espectral da matriz de amplificagao;
Iy, Fp Forgas de sustentacao e arrasto, respectivamente;
Re  Numero de Reynolds;
Cr,Cp Coeficientes de sustentacao e arrasto, respectivamente;
U,  Velocidade de referéncia;
L Comprimento caracteristico/de referéncia do escoamento;
St Nimero de Strouhal;
fv Frequéncia de desprendimento dos vortices;

w Vorticidade.

Capitulo 3 - Superposicao de modelos pelo método Arlequin estabilizado
Q Dominio computacional;
Qo Dominio computacional do modelo global;
O Dominio computacional do modelo local;
Q. Zona de colagem;
Qy Zona livre;
Qg Zona de superposicao;
00, 01 Funcao ponderadora de energia;
ka Constante real de ponderacgao de energia no método Arlequin;
(o, '>Qc Representacao dos operadores classicos de acoplamento L? e H';
Ko, k1 Parametros estritamente positivos que definem o tipo de operador de acoplamento;
A Campo de multiplicadores de Lagrange;

h Comprimento caracteristico de um elemento finito;
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Tarrg Parametro de estabilizagao do operador de acoplamento;
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grange;
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0, Angulo de separacao de vortices;
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08} Velocidade do modelo local;
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Capitulo 6 - Dinamica dos s6lidos computacional
Q. Dominio de um sé6lido na configuragao inicial;
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CAPITULO

INTRODUCAO

Diversos problemas de engenharia envolvem interagao entre fluidos e estruturas.
Como exemplos, podem-se citar a agao do vento em estruturas de edificios, barragens e
estruturas offshore, pistoes e mecanismos hidraulicos, aeronaves e até mesmo problemas de
hemodinamica, como o escoamento de sangue sobre vasos sanguineos e 6rgaos, entre outros.
Evidentemente, tais problemas possuem grande interdisciplinaridade e aplicabilidade.

Do ponto de vista teodrico, as equagoes que governam estes problemas apresentam
nao linearidades e particularidades que dificultam a obtencao de solugoes analiticas ou
paramétricas capazes de representar satisfatoriamente os fendémenos associados, especi-
almente para os casos envolvendo grandes deslocamentos por parte da estrutura e/ou
efeitos convectivos e turbulentos por parte do fluido. Por outro lado, a experimentacao de
modelos fisicos em escala adequada demanda de uma infraestrutura robusta, oferecendo
resultados apenas para problemas especificos, o que por vezes inviabiliza analises deste tipo.
Desse modo, as técnicas de simulacao computacional se mostram bastante atrativas pois,
em geral, requerem um menor investimento e podem fornecer resultados com a precisao
necessaria, além de possibilitarem a consideracao de diversas condig¢oes de contorno e
geometrias a um custo apenas computacional.

Nesse contexto, este trabalho possui como interesse a simulacao de problemas em
interagao fluido-estrutura (IFE) com grandes deslocamentos por parte da estrutura bem
como de efeitos localizados no dominio do fluido. Como exemplos, citam-se os casos de
hélices e rotores, como os apresentados na Fig. 1.1. Estas aplicagoes sao de particular
interesse pois, no ambito da simulagao numeérica, técnicas de discretizagao convencionais
com base no método dos elementos finitos (MEF) possuem limitagoes que dificultam a,
representacao do dominio computacional ao longo de toda a anélise sem perda de precisao

ou estabilidade.
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36 Capitulo 1. Introdugdo

(a) Turbinas eolicas de eixo horizontal. (b) Turbina eolica de eixo (c) Helicoptero e esteira de turbulén-
Fonte: iGUi Ecologia.! vertical. Fonte: Wind cia formada pela rotagao de sua hélice.
Turbine Technicians.? Fonte: Aerobotika.?

Figura 1.1 — Problemas de IFE envolvendo estruturas moéveis.

Para superar essa dificuldade, propoe-se a utilizagao de uma técnica de superposicao
de modelos para a representagao do dominio computacional do fluido. Desse modo, uma
zona de interesse do dominio computacional pode ser representada por uma malha de
elementos finitos local mével e superposta a outra global, mantida fixa. Como consequéncia,
obtém-se uma técnica para simulacao de problemas de dindmica dos fluidos computacional
capaz de realizar uma melhor representacao dos fendémenos localizados presentes no
escoamento, tais como os efeitos de camada limite ou de turbuléncia.

Em relagao a descricao do so6lido, a formulacao adotada deve ser capaz de levar
em consideracao as nao linearidades presentes em estruturas em regime transiente de
grandes deslocamentos. Para tanto, a versao posicional do MEF é adotada em alternativa
as tradicionais formulagdes corrotacionais, por apresentar vantagens ao empregar posicoes
nodais como incégnitas em detrimento de deslocamentos e rotagoes.

Embora as técnicas de modelagem computacional tenham sido fortemente impul-
sionadas nas ultimas décadas, devido especialmente aos avancos alcangados na area da
informéatica, a simulacao de problemas de larga escala continua a ser um dos desafios nesta
area de pesquisa. A simulagao de problemas como os de mecanica dos fluidos computacional
ou IFE, a depender da aplicacao, podem possuir elevado tempo de processamento, mesmo
em clusters ou supercomputadores, o que por vezes pode inviabilizar sua analise.

Por esta razao, uma das areas mais proeminentes da mecanica computacional
atualmente consiste no desenvolvimento de técnicas de reducao de modelo. Estas estratégias
se baseiam na resolucao de problemas complexos, envolvendo muitos graus de liberdade,

por meio de operagoes simplificadas que possibilitem a construcao de uma base reduzida
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de funcgoes, capaz de representar o problema fisico de interesse a um nivel de precisao
aceitavel.

Desse modo, neste trabalho desenvolve-se, pioneiramente no Departamento de
Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de Engenharia de Sao Carlos (EESC) da
Universidade de Sao Paulo (USP), um estudo de técnicas de redu¢ao de modelo com o
intuito de inserir esta linha de pesquisa visando o desenvolvimento de trabalhos futuros,
além de possibilitar uma maior velocidade na aplicagao da técnica de superposicao de
modelos também & problemas de larga escala.

Em sintese, desenvolve-se inicialmente um cédigo computacional para analise de
escoamentos incompressiveis bidimensionais utilizando uma nova técnica de suposicao
de modelos por meio do método Arlequin, empregando elementos finitos estabilizados.
Durante esta etapa, é proposta também uma nova metologia para a construcao do operador
de acoplamento por meio de uma estabilizacao com base no gradiente do residuo da equagao
da quantidade de movimento. Em seguida, a metodologia é estendida ao caso de modelos
superpostos moveis, isto €, o caso no qual os dominios computacionais superpostos possuem
movimento relativo. Na sequéncia, o algoritmo é acoplado a um coédigo previamente
desenvolvido no SET para analise bidimensional de estruturas reticuladas. Neste processo,
emprega-se uma técnica de acoplamento particionado forte com relaxagao de Aitken
para resolucao do sistema de equacoes nao lineares resultante. Finalmente, desenvolve-se
paralelamente um coédigo computacional no contexto dos modelos de ordem reduzida,
com base no Proper Generalized Decomposition (PGD), para analise de escoamentos
incompressiveis. Esta aplicacao, por sua vez trata-se de uma aproximacao pioneira do
PGD as equagoes de Navier-Stokes, e que consiste num estudo inicial com o intuito de
abrir uma nova linha de pesquisa junto ao SET.

Por fim, no contexto dos métodos numeéricos aplicados a interacao fluido-estrutura,
destacam-se as principais contribuigoes realizadas com este trabalho: a introdugao do
método Arlequin no campo da analise de escoamentos incompressiveis; a proposta de
uma nova formulacao estabilizada para o método Arlequin; a introducao de uma nova
metodologia para a consideragao da condi¢ao de incompressibilidade no método Arlequin; o
desenvolvimento de uma descricao Lagrangiana-Fuleriana Arbitraria do método Arlequin,
permitindo movimentacao relativa das discretizagoes local e global, com a consequentemente
aplicacao aos problemas de interacao fluido-estrutura; e a proposi¢ao de um modelo de
ordem reduzida com base na técnica PGD para a simulacao de escoamentos incompressiveis.
Para que tais desenvolvimentos fossem possiveis, foram essenciais o acesso aos trabalhos e
programas previamente desenvolvidos no SET na area de interacao fluido-estrutura e de
dindmica nao linear de estruturas. Além disso, foi de fundamental importéancia a realizagao
de um periodo de estagio de Doutorado Sanduiche no exterior com bolsa do programa
PDSE/CAPES, efetivado no Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et Matériauz

(MSSMat), na CentraleSupéléc, Université Paris-Saclay, sob a supervisao do professor
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Andrea Barbarulo.

1.1 Apresentacao da tese

A presente tese de doutorado é dividida em 9 capitulos, que sao brevemente descritos
a seguir.

Capitulo 1 - Introdugao: Neste capitulo, sao apresentadas as motivagoes, a importéan-
cia e a contextualizagao no cenério cientifico do presente trabalho. Inicialmente sao descritos
de forma resumida as aplicacoes praticas e as razoes que levaram ao desenvolvimento
desta pesquisa de Doutorado. Em seguida, apresenta-se o estado da arte acerca dos temas
tratados nesta tese, visando fornecer ao leitor o embasamento tebrico necessario para
a contextualizacao no panorama cientifico e compreensao dos objetivos e metodologia
tracados. Por fim, apresenta-se a justificativa para a realizacao deste trabalho;

Capitulo 2 - Dindmica dos escoamentos incompressiveis computacional: Inicialmente
sao apresentadas as equagoes governantes dos escoamentos incompressiveis, bem como
a obtencao de solu¢ao numeérica por meio do método dos elementos finitos empregando
técnicas de estabilizacao. Em seguida, aspectos sobre a estabilidade e a implementagao
computacional da formulagao sao abordados. Por fim, o codigo é verificado por meio da
simulagao de problemas de interesse, cujos resultados sao comparados com os reportados
na literatura;

Capitulo 8 - Superposicio de modelos pelo método Arlequin estabilizado: Descreve-se
o método Arlequin como técnica para o tratamento de problemas de superposicao de
modelos por meio do método dos elementos finitos. Em seguida, é proposta uma nova
formulacao para o método Arlequin tendo como base a introducao de uma estabilizagao
com base no residuo da equacao governante. Na sequéncia, é realizada uma breve analise
de estabilidade para a nova formulacao proposta. Por fim, alguns resultados numéricos
preliminares sao apresentados, evidenciando a robustez da técnica proposta.

Capitulo 4 - Método Arlequin estabilizado aplicado ao problema de escoamentos
incompressiveis: O método Arlequin é introduzido & analise de dinamica dos fluidos
computacional. Inicialmente, a técnica é desenvolvida para as versoes Eulerianas das
equagoes de Stokes e de Navier-Stokes. A nova técnica de estabilizagao do operador de
acoplamento é aplicada também neste contexto e, por fim, a metodologia é testada por
meio da simulacao de exemplos de aplicacao e verificacao;

Capitulo 5 - Superposicao de modelos moveis: A formulagao desenvolvida no
Capitulo 4 é expandida para o caso Euleriano-ALE (Lagrangiano-Euleriano Arbitrario), com
modelo local moével. Novamente apresentam-se exemplos para verificagao da metodologia,
que sao comparados aos resultados da literatura;

Capitulo 6 - Dindmica dos sdlidos computacional: E apresentada uma breve

introdugao a dindmica nao linear geométrica dos sélidos. Os conceitos apresentados
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sao empregados para a descricao da versao posicional do MEF, que é aplicada & elementos
finitos de portico plano. A implementacao do programa para analise de porticos é descrita
e o codigo é verificado por meio da simulacao de exemplos de interesse;

Capitulo 7 - Superposicio de modelos em problemas de interacao fluido-estrutura:
Os modelos numéricos apresentados nos Capitulos 5 e 6 sao acoplados na forma de bloco
iterativo, cujo processo de implementagao computacional ¢ descrito em detalhes. Em
seguida, sao selecionados exemplos de aplicagoes e os resultados sao comparados com
dados da literatura a fim de comprovar a robustez e eficiéncia da técnica proposta;

Capitulo 8 - Introdug¢ao a redu¢ao de modelo em escoamentos incompressiveis:
Buscando uma forma de reduzir o custo computacional numa futura extensao da formulagao
proposta ao para problemas tridimensionais, realiza-se um estudo da aplicacao de métodos
de redugao de modelo aos problemas de escoamentos incompressiveis. Inicialmente,
o conceito de reducao de modelo é introduzido no ambito da dindmica dos fluidos
computacional e uma técnica com base no PGD (Proper Generalized Decomposition)
¢ desenvolvida. Novamente, a metodologia proposta é avaliada por meio da simulagao
de exemplos benchmark e da validacao a partir de solucoes analiticas. Por fim, realiza-
se uma discussao acerca da aplicacao deste tipo de técnica a problemas de IFE e dos
desenvolvimentos futuros;

Capitulo 9 - Conclusdo: Sao descritas conclusoes acerca dos resultados obtidos
neste trabalho e, com base nestas conclusoes, sao também delineadas algumas sugestoes

para trabalhos futuros.

1.2 Estado da Arte

Nesta se¢ao abordam-se os paradigmas tedricos que fundamentam este trabalho.
Devido & grande interdisciplinaridade, apresenta-se uma breve contextualizacao historica
acerca dos diferentes temas aos quais este trabalho se insere: a dinamica dos fluidos
computacional (segao 1.2.1), a dindmica das estruturas computacional (se¢ao 1.2.2), os
modelos de acoplamento fluido-estrutura (segao 1.2.3), os métodos multiescala, com énfase
nas técnicas de superposigao de modelos (se¢ao 1.2.4) e as estratégias de redugao de modelo
(segao 1.2.5). Este apanhado bibliografico traz a base necesséaria para compreensao dos
objetivos, metodologia, justificativa e das contribuicoes deste trabalho ao estado da arte,

sendo revisitada e complementada sempre que necesséario ao longo do texto.

1.2.1 Dindmica dos fluidos computacional

A mecénica dos sélidos e a mecéanica dos fluidos compartilham diversas caracteris-
ticas, uma vez que ambos os meios estao sujeitos aos mesmos principios fisicos. Contudo,

sua distingao reside no fato de que, ao contrario dos solidos, os fluidos (Newtonianos) nao
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sao capazes de resistir a tensoes desviadoras, podendo se deformar indefinidamente quando
submetidos a este tipo de solicitagao. Desse modo, a descricao Euleriana, com velocidades
como variaveis principais se mostra ideal para a modelagem da maioria dos problemas de
escoamentos de fluidos.

Muitos pesquisadores tém dedicado grande esforco para desenvolver métodos
numeéricos estaveis para problemas da mecénica dos fluidos nas ultimas décadas, tendo
como ponto de partida o emprego dos métodos de diferengas finitas e volumes finitos (ver
por exemplo os textos de Anderson (1995) e Chung (2002)), que consolidaram sua utilizagao
para este fim. Mais recentemente, o método dos elementos finitos também ganhou espago
na dindmica dos fluidos computacional e tem sido estudado por muitos pesquisadores,
dando origem a um grande ntumero de publicagoes na area. Tal impulso se deve a alguns
aspectos especificos da técnica, como a facilidade de utilizacao de malhas nao estruturadas
arbitrarias e, particularmente, pela simplicidade na imposi¢ao das condi¢oes de contorno
em fronteiras com geometria complexa (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2005b;
REDDY; GARTLING, 2010).

Para grande parte dos problemas de elasticidade, é natural a obtencao de um
funcional de energia com principio de minimo. Logo, a maioria dos métodos variacionais
(tais como o método dos residuos ponderados, principio dos trabalhos virtuais ou o Método
de Ritz) podem ser aplicados, dando origem a uma matriz de rigidez simétrica e com boa
representatividade do problema fisico (ver por exemplo os trabalhos de Zienkiewicz, Taylor
e Nithiarasu (2005b), Strang e Fix (2008) e Bathe (1996)). No entanto, problemas de
dindmica dos fluidos em descri¢ao Euleriana normalmente possuem conveccao dominante,
cuja aplicagao direta do método classico de Galerkin as equagodes governantes conduz a
um problema matricial assimétrico, podendo implicar no surgimento de variagoes espurias
nos resultados (BROOKS; HUGHES, 1982; ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU,
2005a).

Tais problemas sao reduzidos & medida em que se aumenta o refinamento da malha
de elementos finitos. Entretanto, um método numérico eficiente deve ser capaz de resolver
o problema a que se propoe de forma estavel mesmo em uma malha menos refinada.
Nesse sentido, algumas modificagoes ao método classico de Galerkin foram propostas,
como por exemplo, as técnicas Stramline- Upwind/Petrov-Galerkin-SUPG (BROOKS;
HUGHES, 1982), Galerkin Least-Squares-GLS (HUGHES; FRANCA; HULBERT, 1989),
Sub-Grid Scale-SGS (HUGHES, 1995) ou Consistent Approzimate Upwind-CAU (GA-
LEAO; CARMO, 1988). Estas técnicas, em geral, tem como principio a adicao de parcelas
que atuam como uma espécie de viscosidade artificial ao problema, contendo a manifestacao
de variagoes esptrias decorrentes dos termos convectivos presentes nas equagoes governantes.
Para maiores detalhes e uma discussao mais aprofundada a este respeito indica-se, por
exemplo, o livro de Donea e Huerta (2003) e suas respectivas referéncias bibliogréficas.

Dentre as técnicas mencionadas, o SUPG é uma das mais difundidas na literatura
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e se trata de um procedimento desenvolvido a partir de principios variacionais introduzido
por Brooks e Hughes (1982). Esta estrategia consiste na adigdo a forma fraca, obtida pelo
método de Galerkin, do residuo da equagao de conservacao da quantidade de movimento,
ponderada por uma funcao escolhida de modo a adicionar termos estabilizantes, sem que
seja adicionada difusao fora da direcao das linhas de corrente. Isso resulta em uma técnica
do tipo Petrov-Galerkin. Desde a sua insercao, diversos autores tém contribuido com o
refinamento desta técnica, dentre os quais é possivel destacar os trabalhos de Catabriga
e Coutinho (2002), Akin e Tezduyar (2004) e Tezduyar e Senga (2006), consolidando o
SUPG como uma técnica bastante robusta e eficiente para este fim.

Em se tratando especificamente da simulacao de escoamentos incompressiveis
por meio do MEF, existem diversas formas de tratamento das equacoes governantes:
seja pela substitui¢ao das variaveis primitivas (formulagdes vorticidade-linha de corrente,
vorticidade-velocidade etc), ou ainda pela sua manutencao (formulagdo em variaveis
primitivas, ou mista) (REDDY; GARTLING, 2010). Na abordagem denominada “mista”,
adotada neste trabalho, o método dos residuos ponderados é aplicado diretamente as
equacoes governantes, preservando suas variaveis primitivas: velocidade e pressao. Nesta
abordagem, a pressao se torna uma variavel implicita, manifestando-se em apenas uma das
duas equagoes governantes. De fato, a pressao atua como um multiplicador de Lagrange
com o objetivo de impor a incompressibilidade ao escoamento, fazendo com haja um forte
acoplamento entre as variaveis do problema (DONEA; HUERTA, 2003).

A formulacao mista também apresenta dificuldades do ponto de vista da aproxi-
macao numérica. O sistema algébrico resultante do problema variacional ¢ do tipo ponto
de sela, cuja matriz possui um sub-bloco nulo na diagonal principal. Assim, para que se
tenha um sistema de equacoes algébricas positivo-definido, é necessario que os espacos
de aproximagcao das variaveis do problema sejam escolhidos de forma apropriada, isto é,
a escolha do elemento finito a ser empregado nao pode ser arbitraria, devendo satisfazer
a condicao de compatibilidade de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi, ou LBB (BREZZI;
FORTIN, 1991; DONEA; HUERTA, 2003; ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU,
2005a; STRANG; FIX, 2008).

Com o intuito de superar as limitacoes da condi¢ao LBB e flexibilizar a discretizagao
a ser adotada, surgiram os métodos estabilizados (HUGHES; FRANCA; BALESTRA,
1986; HUGHES; FRANCA, 1987; TEZDUYAR, 1992), sendo o Pressure-Stabilizing/Petrov-
Galerkin (PSPG), introduzido por Tezduyar (1992), um dos mais empregados para a analise
de escoamentos incompressiveis. Esta estratégia parte do mesmo principio que o SUPG, ao
adicionar a forma fraca das equagoes o residuo da equagao de conservacao da quantidade
de movimento ponderado por uma constante estabilizante multiplicada pelo o gradiente da
funcao teste da equacao da continuidade, garantindo a estabilidade do método numérico e
flexibilizando a escolha das func¢oes aproximadoras.

Outro aspecto relevante na mecéanica dos fluidos computacional consiste no surgi-
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mento de efeitos devidos a turbuléncia. Nesses casos, a obtencao de solugoes precisas pode
ser diretamente alcangada utilizando-se malhas muito refinadas na regiao de formacao dos
vortices, o que acaba por aumentar drasticamente o custo computacional da anélise. Desse
modo, diferentes técnicas podem ser empregadas para o tratamento da turbuléncia em
escoamentos, que vao desde modelos algébricos, que em geral tem base na hipotese de
Reynolds, até simulagoes de grandes vortices (Large Eddy Simulation-LES) (LAUNDER,;
SPALDING, 1972; WILCOX, 1993), além dos métodos multiescala, que vém ganhando
notoriedade nas tltimas décadas (HUGHES; OBERAI; MAZZEI, 2001; SONDAK et al.,
2015).

Embora nao estejam diretamente relacionados ao presente trabalho, cabe mencionar
também alguns avangos importantes relacionados ao MEF na modelagem de escoamentos
incompressiveis e que tém sido relevantes em problemas de interagao fluido-estrutura, tais
como os métodos variacionais multiescala ( Variational Multiscale Methods - VMS), de
particulas (Particle Finite Element Methods - PFEM), de contornos imersos (Immersed
Boundary methods), os métodos de Galerkin descontinuo (Discontinuous Galerkin Methods
- DG) e as formulagoes espago-tempo (Space-Time - ST).

Os métodos variacionais multiescala, introduzidos por Hughes e colaboradores
(HUGHES, 1995; HUGHES et al., 1998b; HUGHES; MAZZEI;, JANSEN, 2000; HUGHES;
OBERAI; MAZZEI, 2001), propdem a representa¢ao matematica do problema fisico por
meio da sua decomposi¢ao em grandes e pequenas escalas, resolvendo-as separadamente.
Problemas envolvendo formagao de camada limite ou turbuléncia sao caraterizados por
um intervalo de escalas muito amplo. Para esses casos, o VMS tém se mostrado bastante
promissor, especialmente quando aliado aos conceitos da simulagao de grandes vortices
(Large Eddy Simulation - LES) (JOHN; KAYA, 2005; BAZILEVS; KOROBENKO; YAN,
2015).

Em se tratando de escoamentos com superficie livre, ou problemas de interacao
fluido-estrutura com mudancas topologicas, as abordagens tradicionais Euleriana ou
Lagrangiana-Euleriana arbitraria possuem limitagoes que podem ser superadas por métodos
de particulas (Particle Finite Element Method - PFEM). No PFEM as equagoes governantes
sao escritas em descrigao Lagrangiana, eliminando-se portanto as parcelas convectivas que
representam uma das dificuldades destacadas anteriormente nas abordagens tradicionais.
O desenvolvimento do PFEM teve como base técnicas como o SPH (Smoothed Particle
Hydrodynamics) Gingold e Monaghan (1997) e os métodos sem malha (meshless methods)
e vem sendo aplicado com sucesso em problemas com mudancas topologicas do dominio
do fluido (IDELSOHN; ONATE; PIN, 2004; IDELSOHN et al., 2008; DAVALOS et al.,
2015; AVANCINI, 2018).

Outra alternativa para o tratamento desse tipo de problema sao os métodos de
contornos imersos (PESKIN, 1972). Estas técnicas apresentam vantagem em relagdo

ao PFEM por nao demandar a constante reconstrucao da malha e possuirem maior
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flexibilidade na escolha das func¢oes aproximadoras. Nos métodos de contornos imersos, o
dominio computacional é Euleriano e as interfaces entre fluidos ou superficies livres sao,
em geral, mapeados por meio de func¢oes do tipo level-set ao longo da analise. No entanto,
esta técnica possui como principal limitagao a dificuldade em se manter uma discretizagao
adequada em zonas de interesse que possuem movimentos arbitrarios, algo especialmente
importante em simulac¢oes de interacao fluido-estrutura, como sera abordado mais adiante,
na secao 1.2.3.

O método de Galerkin descontinuo, por sua vez, tem como base o enfraquecimento
da continuidade entre os elementos finitos. Assim, a estratégia permite um maior aprovei-
tamento dos recursos de programacao paralela por nao gerar matrizes e vetores globais,
como tradicionalmente se obtém em formulagoes com base no MEF. No entanto, pode-se
apontar como desvantagem, por exemplo, que o enfraquecimento de continuidade implica
no aumento no numero total de graus de liberdade a serem calculados em relagao aos
modelos continuos. Para maiores detalhes sobre a técnica, indica-se ao leitor os trabalhos
de Zienkiewicz et al. (2003), Li (2006) e respectivas referéncias.

Por fim, as formulagoes espaco-tempo podem ser compreendidas como uma genera-
lizacao do MEF, cujo principal diferencial reside no fato de o tempo ser discretizado de
forma anéloga as variaveis espaciais. Como exemplo, destacam-se os trabalhos de Tezduyar
et al. (1992a) e Masud e Hughes (1997) que desenvolveram esta técnica para a simulagao
de escoamentos com superficies moveis além dos trabalhos de Hiibner, Walhorn e Dinkler
(2004) e Tezduyar et al. (2010) que introduziram avangos importantes para a sua aplicagao

a simulagao de problemas de interagao fluido-estrutura.

1.2.2 Dindmaica nao linear geométrica de estruturas

Atualmente, o MEF é a ferramenta computacional mais difundida na analise
de estruturas. Com o desenvolvimento de novos materiais e, especialmente, em alguns
problemas de IFE como flutter de grandes amplitudes, sistemas de desaceleragao (para-
quedas), estruturas inflaveis e aplica¢oes biomecénicas, a analise nao linear geométrica da
estrutura se faz necessaria, devendo-se levar em consideracao também os efeitos acoplados
de membrana e flexdo (SANCHES; CODA, 2014; FERNANDES; CODA; SANCHES,
2019).

No que diz respeito ao MEF para anélise nao linear geométrica de estruturas,
alguns trabalhos pioneiros merecem ser mencionados, como os de Bathe, Ramm e Wilson
(1975), Brendel e Ramm (1980), Hughes e Liu (1981), Hughes e Carnoy (1983), Simo et al.
(1986) e Crisfield (1991).

Buscando a representacao cinematica adequada de algumas estruturas, Truesdell
(1955) propos a formulagao corrotacional, que descreve a mudanga de configuragao da
estrutura decompondo os movimentos do solido em rigido e de deformacao, descritos

em termos dos deslocamentos e rotagoes nodais. Desde entao, esta formulagao vem
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sendo utilizada para diversas aplicacoes, como em estruturas reticuladas, trelicas e
cascas (HUGHES; LIU, 1981; ARGYRIS, 1982; SIMO; FOX, 1989; IBRAHIMBEGOVIC;
TAYLOR, 2002; CAMPELLO; PIMENTA; WRIGGERS, 2003; PIMENTA; CAMPELLO;
WRIGGERS, 2004; BATTINI; PACOSTE, 2006; PIMENTA; CAMPELLO; WRIGGERS,
2008).

Considerar as rotagoes como parametros nodais em problemas que envolvem peque-
nos deslocamentos é bastante eficiente. Entretanto, como nao se pode aplicar a propriedade
de comutatividade as rotagoes, quando a estrutura desenvolve grandes deslocamentos, as
formulagoes corrotacionais precisam utilizar procedimentos para aproximacao das rotagoes,
tais como as formulas de Euler-Rodrigues (ver por exemplo os trabalhos de Gruttmann,
Sauer e Wagner (2000) e Campello, Pimenta e Wriggers (2003)). Além disso, a questao da
conservagao de energia é um assunto bastante controverso quando se trata de problemas
dindmicos de estruturas reticuladas. Isso se deve em parte ao fato de que rotacoes finitas
sao objetivas apenas quando sao adotados pequenos incrementos. Ademais, nas formulagoes
corrotacionais obtém-se uma matriz de massa nao constante, o que impede a utilizacao de
métodos de integragao temporal consagrados na anélise dinamica linear de estruturas, tal
como o integrador de Newmark (SANCHES; CODA, 2013).

Motivado pelo trabalho de Bonet et al. (2000), Coda (2003) introduziu uma
formulacao que considera as posi¢oes nodais como variaveis principais, sendo livre de
rotagoes como parametros nodais. Tal estratégia vém sendo utilizada de forma bem
sucedida na anélise de estruturas reticuladas e de cascas com grandes deslocamentos.
Seu estudo tem proporcionado um grande ntimero aplicagoes, como pode-se observar nos
trabalhos de Coda e colaboradores (GRECO; CODA, 2004; CODA; PACCOLA, 2010;
CODA; PACCOLA, 2011; CARRAZEDO; CODA, 2010; SANCHES; CODA, 2016), além
de também ter sido utilizada em problemas de interagao fluido-estrutura (SANCHES;
CODA, 2013; SANCHES; CODA, 2014; FERNANDES, 2016; SUAREZ, 2016; AVANCINI,
2018; FERNANDES; CODA; SANCHES, 2019; AVANCINI; SANCHES, 2020) e contato
(CARVALHO, 2019).

Sanches e Coda (2013) demonstram também que a abordagem posicional permite
a utilizagao do método de Newmark para a integracao temporal mesmo em problemas
dinadmicos (aplicados a IFE) que apresentam grandes deslocamentos e rotagoes de corpo
rigido. Os autores também provam que os momentos linear e angular sao conservados,
além de testarem numericamente a estabilidade e conservagao da energia para problemas
de pequenas deformacoes.

No que diz respeito a estruturas reticuladas bidimensionais, ainda nas primeiras
aplicacoes do MEF posicional, utilizou-se a cineméatica de Reissner que, ao contréario da
teoria de Euler-Bernoulli, emprega vetores generalizados para a descri¢ao da segao trans-
versal do elemento estrutural, levando em consideracao as deformacoes por cisalhamento

(MACIEL, 2008). Posteriormente, um enriquecimento foi introduzido & cinematica por



1.2. FEstado da Arte 45

meio da consideracao de um novo parametro nodal, a taxa de variacao linear da deformagcao
ao longo da altura do elemento, com o objetivo de evitar o travamento da solugao pelo
efeito de Poisson (CODA; PACCOLA, 2008). A utilizagao desta estratégia tem se mostrado
bastante eficiente para a simulacao de diferentes problemas de mecénica dos s6lidos, como
pode-se verificar nos trabalhos de Coda (2009b), Sanches e Coda (2016) e Siqueira e Coda

(2017), e por esta razao também é empregada neste trabalho.

1.2.3 Acoplamento fluido-estrutura

A estratégia empregada para a solucao do problema de interacao fluido-estrutura
deve ser capaz de acoplar adequadamente os problemas de dindmica dos sélidos e de
dindmica dos fluidos computacional, levando em conta as diferentes caracteristicas de cada
problema (SANCHES; CODA, 2014). O principal desafio, no entanto, reside no fato de os
problemas serem usualmente tratados em duas descrigoes matemaéticas distintas (Euleriana,
para o fluido e Lagrangiana para a estrutura), e ainda apresentarem parametros nodais
completamente diferentes.

Numa primeira classificagao, os procedimentos de acoplamento fluido-estrutura
disponiveis na literatura podem ser divididos em dois grupos: os métodos de malhas
adaptadas (interface tracking) e os de malhas nao adaptadas (interface capturing) (HOU;
WANG; LAYTON, 2012; BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013). Nos primeiros,
a porcao do contorno da malha do fluido na interface fluido-estrutura acompanha a
movimentacao da estrutura, devendo adaptar-se dinamicamente & configuracao deformada
do solido e ser estendida para o dominio de forma a preservar as caracteristicas geométricas
da discretizagao. Estas técnicas se mostram bastante eficientes principalmente em problemas
envolvendo pequenas escalas de deslocamentos em relagao ao tamanho do dominio
computacional do fluido, uma vez que pode demandar tarefas de remalhamento para escalas
de deslocamentos que nao permitam a simples deformacao da malha inicial para acomodar
a movimentacao estrutural. Além disso, estas técnicas realizam o acoplamento entre os
meios por meio de condigdes de contorno fisicas (Dirichlet-Neumann) nos contornos da
interface fluido-estrutura. Ja os métodos de malhas nao adaptadas consideram as condigoes
de acoplamento por meio de restrigoes impostas diretamente nas equacgoes governantes,
fazendo uso de técnicas de contornos imersos. Assim, os problemas podem ser resolvidos
com discretizacoes independentes e sem a necessidade de movimentacao dinamica de
malhas ou de remalhamento (HOU; WANG; LAYTON, 2012).

Em relacao aos métodos de malhas adaptadas, uma técnica bastante empregada con-
siste em modelar o s6lido numa descri¢ao Lagrangiana e o fluido na descricao Lagrangiana-
Euleriana arbitraria (ALE), o que permite a movimentagao do dominio computacional
independentemente do movimento da particula de fluido (HUGHES; LIU; ZIMMERMAN;
1981; DONEA; GIULIANI; HALLEUX, 1982; RIFAI et al., 1999; KANCHI; MASUD,

2007). Outra técnica consiste no emprego de elementos finitos espago-tempo (ST) para
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o fluido (TEZDUYAR,; BEHR; LIOU, 1992; TEZDUYAR et al., 1992a; TEZDUYAR;
SATHE; STEIN, 2006; BAZILEVS et al., 2014). Para ambas os casos (ALE e ST), o
procedimento de acoplamento pode ser separado em trés subproblemas: a resolucao do
problema de dindmica dos fluidos; a movimentacao da malha do fluido; e a resolugao do
problema de dindmica da estrutura (LESOINNE; FARHAT, 1996).

Diversos trabalhos tratando sobre técnicas de movimentagao de malhas podem
ser encontrados na literatura. Uma delas é apresentada por Kanchi e Masud (2007), que
indicam um procedimento de movimentacao adaptativo e dependente da dimensao relativa
dos elementos aplicado a malhas tridimensionais compostas por elementos tetraédricos e
hexaédricos lineares. Em contrapartida, os trabalhos de Degand e Farhat (2002) e Farhat,
Lesoinne e LeTallec (1998) propoem a resolucao do problema de movimentagao da malha
por meio de analogia de molas torcionais e Stein, Tezduyar e Benney (2003) apontam um
algoritmo que combina técnicas de movimentagao de malha e de remalhamento. Outra
técnica, apresentada inicialmente no trabalho de Lefrancois (2008) e aprimorada por
Fernandes, Coda e Sanches (2019), consiste na adogdo de uma malha auxiliar coincidente
com a malha do fluido, porém discretizada com um ntmero muito menor de elementos
de alta ordem. Essa malha auxiliar é entao utilizada unicamente para a realizacao
da movimenta¢ao dindmica do dominio computacional do fluido, que posteriormente
é projetada a malha original. Essa técnica se mostrou bastante eficiente, pois além de
reduzir o tempo de processamento na etapa de movimentacao do dominio computacional
do fluido, também reduz naturalmente os problemas relacionados & inversao dos elementos
proximos as superficies méveis, preservando a qualidade da discretizagao ao longo do
processo dinamico.

Ainda em relagao as analises fundamentadas em métodos de malhas adaptadas,
um tema bastante controverso consiste na consideracao da lei de conservagao geométrica
(LCG), apresentada inicialmente por Thomas e Lombard (1979) e também abordada nos
trabalhos de Lesoinne e Farhat (1996), Farhat, Lesoinne e Maman (1995) e Koobus e Farhat
(1999). Essa restricao estabelece que as equagbes governantes devem ser conservativas
no tempo, recuperando a solugao exata para um escoamento uniforme quando integrada
no rela¢ao ao tempo. Entretanto, segundo Boffi e Gastaldi (2004) e Formaggia e Nobile
(2004) o atendimento a LCG nao ¢é condi¢ao necessaria nem suficiente para a estabilidade
do método numérico, exceto em casos cuja integragao temporal é realizada a partir do
método de Euler. Além disso, de acordo com Morton, Melville e Visbal (1998), os mesmos
resultados sao recuperados respeitando-se ou nao a LCG.

No contexto dos métodos de malhas nao adaptadas, varias técnicas com base em
contornos imersos também vém sendo desenvolvidas nas ultimas décadas. Esta estratégia é
uma alternativa a descricao ALE quando o solido apresenta movimentos dificeis de serem
representados pela discretizagao do fluido, como por exemplo, na simulacao de abertura de

paraquedas ou airbags, escoamentos com superficie livre atuando em estruturas flexiveis,
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e problemas em geral que envolvam mudangas topologicas no dominio do fluido. Vérios
estudos nesse campo podem ser citados, como por exemplo os trabalhos de Peskin (1972),
Johansen e Colella (1998), Cirak e Radovitzky (2005), Kreiss e Petersson (2006), Habbal
(2009), Bazilevs, Hsu e Scott (2012), Ruess et al. (2013), Sanches e Coda (2014), Kamensky
et al. (2015), além de uma completa revisao bibliografica sobre o tema contida em Mittal
e Taccarino (2005) e Wang et al. (2011).

Um importante aspecto dos métodos de contornos imersos consiste na identificacao,
ao longo da anélise, da posi¢cao do contorno do sélido imerso & malha do fluido, que pode
se tornar uma tarefa ardua. Uma estratégia comumente empregada consiste na utilizagao
de uma fungao level-set com base na distancia assinalada ao contorno. Esse procedimento
também é bastante utilizado no método dos volumes finitos, como pode ser verificado
no trabalho de Cirak e Radovitzky (2005), em que os autores apresentam o acoplamento
imerso entre uma formulagao nao linear geométrica de cascas com base na subdivisao
de areas e um algoritmo para escoamento de fluidos de alta velocidade com base no
método dos volumes finitos. No contexto do MEF, Sanches e Coda (2014) apresentam
um procedimento level-set robusto que integra um algoritmo nao linear geométrico de
cascas com base no MEF posicional e um solver para escoamentos de alta velocidade em
descri¢do Euleriana (RUBERG; CIRAK, 2012).

Outra classificagao possivel para os problemas multifisicos diz respeito ao tratamento
dado & interface entre os meios fisicos, podendo ser divididos em modelos monoliticos ou
particionados. Na abordagem monolitica, utilizada em trabalhos como os de Blom (1998),
(HUBNER; WALHORN; DINKLER, 2004) e Hron e Madlik (2007), as equagdes governantes
dos so6lidos e dos fluidos sao tratadas na mesma estrutura matematica, resultando em um
tnico sistema de equagoes algébricas que fornece a solugao do problema acoplado, de modo
que as condicoes de interface sao atendidas implicitamente durante este processo. Nos
métodos de acoplamento particionado, tais como os trabalhos de Piperno (1997), Felippa,
Park e Farhat (2001), Teixeira e Awruch (2005), Sanches e Coda (2010a), Sanches e Coda,
(2010b), Sanches (2011), Sanches e Coda (2013), Sanches e Coda (2014), Fernandes, Coda
e Sanches (2019), o fluido e a estrutura sao tratados como elementos com discretizagoes e
métodos numéricos distintos, de modo que o acoplamento entre os dominios é realizado
por meio da transferéncia de condigoes de contorno na regiao da interface fluido-estrutura
(HOU; WANG; LAYTON, 2012).

A principal vantagem dos métodos particionados em relagao aos monoliticos reside
na modularidade. Isso significa que hé a possibilidade de ampliagao paralela dos algoritmos
de resolucao do fluido e da estrutura, uma vez que um é completamente independente
do outro. Além disso, ao resolver um tunico sistema de equagoes, caso da abordagem
monolitica, o custo computacional é aumentado quando comparado a dois subproblemas
(FELIPPA; PARK; FARHAT, 2001; HEIL; HAZEL; BOYLE, 2008).

No esquema classico de acoplamento particionado, do tipo Dirichlet-Neumann,
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sao tradicionalmente aplicadas condi¢oes de Dirichlet no fluido (velocidades, advindas da
movimentagao da estrutura) e de Neumann no sélido (forgas, advindas da variagao nos
campos de pressao e das tensoes viscosas). Os esquemas particionados podem ser ainda
classificados em dois grupos: forte e fraco. O ultimo caracteriza-se pela escolha de um
passo de tempo suficientemente pequeno para que o acoplamento entre os dominios possa
ser realizado de forma explicita, onde as condi¢oes de interface sao atualizadas apenas
ao final de cassa passo de tempo. Ja nos métodos de acoplamento particionado forte,
para um mesmo passo de tempo sao realizadas iteragoes de correcao das condic¢oes de
acoplamento, que tornam o procedimento implicito (ROUX; GARAUD, 2009). De maneira
geral, isso consiste em um algoritmo do tipo bloco iterativo, em que partes da matriz
tangente advindas do problema monolitico equivalente sao descartadas, dividindo-se o
sistema em 3 blocos separados (fluido, estrutura e malha), conforme apresentado por
Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013).

Como desvantagem do esquema particionado, destacam-se a defasagem que pode
ocorrer entre as integragoes temporais do fluido e da estrutura quando da atualizacao
explicita das condi¢oes na interface fluido-estrutura, o que nao ocorre nos esquemas
monoliticos, e instabilidades numéricas como o efeito de massa adicionada (added-mass
effect) (FELIPPA; PARK; FARHAT, 2001; BRUMMELEN, 2009). Tallec e Mouro (2001)
apontam que, em escoamentos governados pelo campo de pressao, a acao do fluido sobre a
estrutura funciona como uma massa adicional, alterando sua inércia. Tal efeito, no entanto,
nao se mostra significativo em escoamentos compressiveis de alta velocidade. Por outro
lado, em escoamentos incompressiveis, principalmente aqueles cujas densidades do solido e
do fluido possuem valores proximos ou quando a estrutura é muito esbelta, sao observadas
instabilidades numeéricas quando do emprego de técnicas de acoplamento particionado
fraco (CAUSIN; GERBEAU; NOBILE, 2005; BRUMMELEN, 2009) ou dificuldades de
convergéncia no uso direto do esquema bloco iterativo.

Uma técnica desenvolvida recentemente para contornar tal efeito consiste na alte-
racao do esquema de acoplamento do tipo Dirichlet-Neumann para condigoes de contorno
de Robin, isto é, combinagoes lineares das condigoes de Dirichlet e Neumann (CAUSIN;
GERBEAU; NOBILE, 2005; NOBILE; VERGARA, 2008; BURMAN; FERNANDEZ,
2014). Essa técnica tem se mostrado bastante promissora, como é demonstrado no trabalho
de Badia, Nobile e Vergara (2008), em que os autores obtiveram resultados estéveis
utilizando um esquema Robin-Neumann, isto é, alterando apenas as condigoes de contorno
impostas ao fluido do tipo Dirichlet para Robin. Ainda cabem destacar o uso de relaxacao
de Aitken durante o processo bloco-iterativo, proposto por Irons e Tuck (1969) e utilizado
também por Wall, Genkinger e Ramm (2007), Kiittler e Wall (2008) e Fernandes, Coda ¢
Sanches (2019), e o uso da técnica augmented mass proposta por Tezduyar, Behr e Liou
(1992).
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1.2.4, Métodos multiescala e técnicas de superposicao de modelos

Efeitos localizados, normalmente fenémenos de menores escalas, ocorrem nas mais
variadas areas da engenharia de estruturas. Como exemplos, podem-se citar: a ocorréncia
de fissuras, orificios, imperfeicoes e enrijecedores em sélidos; a formacao de camada limite
e a interface de fluidos em escoamentos bifasicos no ambito da mecénica dos fluidos; ou
ainda a interface fluido-estrutura em problemas de IFE. Em todos esses casos, para que
se obtenha uma solugao precisa e realistica, é necessaria a representacao adequada das
descontinuidades locais junto ao modelo global.

Entretanto, a obtencao de tais resultados, depende de modelos capazes de represen-
tar estes efeitos com flexibilidade, precisao e a um custo computacional que viabilize sua
simulagao. Por outro lado, os métodos numéricos tradicionalmente utilizados na mecéanica
computacional, tais como o método dos elementos finitos, sao desenvolvidos & partir de
um modelo mecéanico de meio continuo, e nao apresentam a flexibilidade necessaria para a
consideracao de efeitos localizados. Além disso, as técnicas de refinamento adaptativo h—
e p—, embora robustas, podem levar a um aumento significativo do custo computacional
além de demandar, por vezes, a reconstrucao da discretizacao espacial.

Dada a complexidade dos problemas multiescala e a falta de flexibilidade nos
métodos classicos de simulagao para este fim (tais como método dos elementos finitos,
diferengas finitas e volumes finitos), diversos trabalhos vém sendo desenvolvidos nas
tltimas décadas visando o desenvolvimento de técnicas adequadas para a sua simulacao
computacional. Em particular, no ambito do MEF, podem-se citar os elementos finitos
difusos (NAYROLES; TOUZOT; VILLON, 1992), que introduzem o conceito de particulas,
resultando numa generalizagao sem malha do MEF; os métodos de Galerkin livre de
elementos (element-free Galerkin methods), que exploram a unido de métodos sem malha e
o MEF (BELYTSCHKO et al., 1995); e ainda no mesmo sentido, destacam-se os métodos
de Parti¢ao da Unidade (MELENK; BABUSKA, 1996), o MEF generalizado (G-FEM)
(STROUBOULIS; COPPS; BABUSKA, 2001) e o MEF estendido (X-FEM) (MOES et
al., 2003), que introduzem expansoes a base aproximadora de elementos finitos classicos
por meio de fungoes capazes de capturar os efeitos localizados de maneira satisfatoria.
Contudo, a aplicagao de modelos como o G-FEM e X-FEM ¢ fortemente dependente de
um conhecimento prévio da solucao local.

Outros estudos, como o de Farhat, Harari e Franca (2001), desenvolvem enriqueci-
mentos descontinuos, com base na introducao de modos regulares aos espagos funcionais
utilizando formulagoes de Galerkin discretas e multiplicadores de Lagrange. Métodos
de discretizacao independente da interface, com base na técnica de Nitsche, também
foram desenvolvidos para a solugao de problemas com descontinuidades materiais (ver por
exemplo o trabalho de Hansbo e Hansbo (2002)).

No contexto da mecénica dos fluidos computacional, Tezduyar, Aliabadi e Behr

(1998) e Tezduyar e Aliabadi (2000) introduziram a técnica de captura de interface



50 Capitulo 1. Introdugdo

com discretizagao aprimorada (Enhanced-Discretization Interface-Capturing Technique -
EDICT) para a simulagao de escoamentos bifasicos ou de superficie livre. Nessa técnica, os
espagos de fungoes do MEF sao utilizados para aperfeicoar a discretizacao da interface e de
sua proximidade. Nessa regiao, define-se um subconjunto de elementos, que posteriormente
é refinado sucessivamente, de modo a melhorar a precisao da solugao. No entanto, embora
a discretizagao seja aprimorada para capturar a interface, as submalhas provenientes do
refinamento sucessivo nao sao capazes de representar com exatidao as descontinuidades da
interface.

Posteriormente, uma melhoria do EDICT foi proposta por Tezduyar e Sathe (2005):
o método de atualizagao sucessiva com discretizagao aprimorada (Enhanced-Discretization
Successive Update Method - EDSUM). Nesse caso, um método iterativo multinivel é
projetado para a captura de efeitos do escoamento em pequenas escalas, permitindo a
simulagao de problemas mais complexos.

Outro conjunto de métodos, ja citados anteriormente, propoem a utilizacao de
micro e macromodelos. Neste caso os micromodelos capturam os efeitos em pequena escala
e sao utilizados de modo a corrigir os macromodelos. Dentre esses, podem-se citar o
Variational Multiscale Method - VMS (HUGHES et al., 1998a) e os métodos multigrid
(FISH; BELSKY, 1995).

Por fim, outras técnicas baseiam-se na superposi¢ao de dominios, com destaque
para a técnica Chimera (BENEK et al., 1986), e o método S (FISH, 1992) e o método
Arlequin (BEN DHIA, 1998; BEN DHIA; RATEAU, 2001; XIAO; BELYTSCHKO, 2004).
Tais técnicas necessitam do estabelecimento de dois critérios principais: 1) a decomposi¢ao
do dominio computacional em subdominios e 2) a comunicagao entre os subdominios. De
um modo geral, os métodos de decomposi¢ao de dominio distinguem-se na forma como a
comunicagao entre os subdominios é realizada.

Nas técnicas Chimera (BENEK et al., 1986; STEGER; BENEK, 1987; HOUZEAUX;
CODINA, 2003), “orificios” sao inseridos na regiao de superposi¢ao dos modelos, definindo
um novo contorno artificial para o modelo global. Desse modo, a transmissao de informagoes
entre os subdominios é realizada mediante a transferéncia de dados nos contornos artificiais.
Por outro lado, o método S (FISH, 1992) foi concebido para tratar o modelo local como um
enriquecimento ao modelo global, cuja solucao é obtida por meio da soma dos campos de
interesse em cada subdominio. Mais recentemente, Sun, Fish e Ben Dhia (2018) também
estenderam esta metodologia no sentido de acoplamento dos modelos superpostos.

Por sua vez, o método Arlequin (BEN DHIA, 1998; BEN DHIA; RATEAU, 2001)
também baseia-se na superposicao de modelos de modo a combinar um modelo global
menos refinado e um mais refinado, localizado onde se deseja capturar os efeitos de pequena
escala. No entanto, ao contrario do método S, os modelos nao sao adicionados (com risco de
redundancia e limitagao de flexibilidade), mas cruzados e colados uns aos outros em uma

porc¢ao da zona de superposi¢ao por meio de um campo de multiplicadores de Lagrange ou
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penalizadores. Além disso, a distribuicao de energia ao longo dos modelos é definida por
uma fun¢ao ponderadora com base em uma particao da unidade.

O método Arlequin vem sendo bastante explorado no d&mbito da mecéanica dos
solidos, especialmente no que diz respeito a simulagao de fissuras e fratura (BEN DHIA,
2008; BEN DHIA; JAMOND, 2010; CALEYRON et al., 2013), contato (BEN DHIA;
ZAMMALI, 2007; BEN DHIA; TORKHANTI, 2011), microcontato (Ben Dhia; DU, 2018;
DU; Ben Dhia, 2019), modelos particula-continuo (BAUMAN et al., 2008), acoplamento
de modelos atomicos e moleculares a modelos continuos (XIAO; BELYTSCHKO, 2004;
PRUDHOMME et al., 2009; CHAMOIN et al., 2010), materiais compositos (BISCANT et al.,
2016), materiais incompressiveis (JAMOND; BEN DHIA, 2013) e em conjunto com técnicas
de reducdo de modelo (NAZEER et al., 2014; NERON; BEN DHIA; COTTEREAU, 2016).
Nos campos da mecénica dos fluidos computacional, ou da IFE, no entanto, a utilizacao
desta técnica permanece pouco explorada, tendo sido introduzida apenas recentemente
para anéalise de escoamentos compressiveis (FERNIER; FAUCHER; JAMOND, 2020) e
incompressiveis (FERNANDES et al., 20207).

Ainda em relagao ao problemas de interagao fluido-estrutura, a utilizacao de técnicas
de superposicao de modelos ¢ uma linha de pesquisa pouco investigada. No entanto, alguns
avangos ja foram realizados no trabalho de Verkaik et al. (2015) com o emprego da
técnica Chimera. Citam-se também os trabalhos de Massing et al. (2015) e Schott, Ager
e Wall (2019) que desenvolveram uma técnica de superposi¢ao de modelos para anélise
de problemas de IFE empregando uma versao estabilizada do XFEM para superposicao
dos modelos com base na expansao de seus trabalhos prévios (SCHOTT; WALL, 2014;
SCHOTT et al., 2016), cujo acoplamento entre subdominios é garantido em forma fraca

por meio do método de Nitsche.

1.2.5 Modelos de ordem reduzida

Ainda que as técnicas de modelagem, anélise numérica e discretizacao tenham avan-
¢ado muito nas ultimas décadas, impulsionadas principalmente pelos avancos alcangados
na area da informética, muitos problemas na ciéncia e na engenharia ainda permanecem
inviaveis de serem simulados computacionalmente. Para Chinesta et al. (2016) as limitagoes

da modelagem computacional estao presentes em problemas:

e Cuja complexidade de manipulacao numérica é devida, principalmente, ao fato de
o problema em analise ser definido em um nimero de dimensoes D > 3, o que
inviabiliza a utilizacao de técnicas de discretizagao convencionais com base em

malhas;

e Contendo um nimero muito grande de incognitas, cuja simulagao além de requerer

supercomputadores ou clusters potentes, pode durar semanas ou até meses;

e Complexos de simulagao em tempo real;
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De modelagens paramétricas, como as de otimizagao topolégica, que normalmente

requerem um nimero grande de simulacoes para diferentes parametros;

Envolvendo avancos em realidade aumentada;

Com entradas de dados nao estaticas, DDDAS (Dynamic Data-Driven Application
Systems);

Onde deve-se considerar a aleatoriedade das incognitas ou parametros relacionados.

Diante disso, recentemente modelos de ordem reduzida (Reduced Order Models
- ROM) vém ganhando destaque para o tratamento de problemas de larga escala. Os
modelos de ordem reduzida sdo divididos basicamente em trés grupos: POD (Proper
Orthogonal Decomposition); base reduzida RB (Reduced Basis); PGD (Proper Gereralized
Decomposition). Embora sejam trés grupos distintos, os dois ultimos se desenvolveram a
partir do POD, que foi introduzido por Pearson (1901) e que, dependendo de como sua
aproximacao ¢é construida, ¢ também conhecido como Decomposicao de Karhunen-Loéve
(KARHUNEN, 1946; LOEVE, 1955) ou Decomposicdo de Valor Singular (Singular Value
Decomposition) (ECKART; YOUNG, 1936).

A técnica do POD tem como base a busca por uma aproximagao para a fungao
resposta do problema dindmico estudado, definida pela combinacgao linear de fungoes
independentes do espago e do tempo (no caso de anélise dindmica), andloga a andlise por
decomposi¢ao modal amplamente empregada na simulacao de problemas de dinamica linear
de estruturas. Esta aproximacao é construida de modo a minimizar o erro entre a funcao
original e a aproximacao de acordo com uma norma escolhida. Assim, a decomposi¢ao
POD é capaz de aproximar problemas complexos com um ntmero pequeno de combinagoes
lineares, levando a uma reducao significativa no tamanho do sistema global. Assim, se
construida de maneira adequada, a decomposicao POD fornece uma base de func¢oes para
o problema reduzido capaz de representar com precisao o modelo original (CHINESTA et
al., 2016).

Para garantir essa propriedade, é necessario que se estabeleca um critério de erro
confiavel, além de um algoritmo eficiente para o enriquecimento da base reduzida que,
consequentemente, reduzird o erro entre a solucao aproximada e a real. Como exemplo
de base relevante, pode-se citar a base modal de vibragao de uma estrutura. Entretanto,
quando nenhuma base relevante pode ser retirada diretamente do problema, é possivel
usar o POD para se construir uma base por um processo de amostragem, sendo que cada
amostra é denominada snapshot. Por outro lado, a escolha de snapshots representativos
é crucial, pois amostras imprecisas podem levar a grandes erros de aproximacao (HAY;
BORGGAARD; PELLETIER, 2009).

Considerando um processo dindmico, uma primeira estratégia para se empregar
um modelo de ordem reduzida com base no POD pode ser resolver o problema completo

apenas nos passos de tempo iniciais e a partir dos resultados, construir uma base reduzida,
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que sera utilizada para os passos seguintes. Uma segunda estratégia pode ser resolver o
problema inicial com um passo de tempo maior e entao projetar a solucao desejada a partir
desta base. As técnicas que utilizam esses tipos de procedimento sao chamadas ROM-POD.
Tais técnicas vém sendo utilizadas com sucesso em problemas dinamicos (KRYSL; LALL;
MARSDEN;, 2001) e em anélises térmicas transientes (BIALECKI; KASSAB; FIC, 2005).

No contexto da dindmica dos fluidos, o POD foi primeiramente empregado por
Lumley (1967) como um método para identificagdo e analise de estruturas coerentes em
escoamentos turbulentos. Além disso, podem-se citar contribuigoes relevantes como o
trabalho de Dowell e Hall (2001) e a analise de interagao fluido-estrutura de um aerofélio
completo realizada por Lieu, Farhat e Lesoinne (2006). Uma completa revisao bibliografica
sobre o assunto, levando em consideracao inclusive questoes relativas ao obedecimento a
condicao LBB para a simulacao de escoamentos incompressiveis utilizando modelos de
ordem reduzida pode ser encontrada no trabalho de Lassila et al. (2014) e também nos
trabalhos de Rowley e Dawson (2017) e Mendonga, Afonso e Lau (2019).

Ao se empregar o POD, a projegao da solugao na base reduzida pode ser bastante
custosa computacionalmente. Assim, uma melhoria foi proposta por Ryckelynck (2009),
chamada A Priori Hyper Reduction Method (APHR), que consiste numa estratégia para
escolher, dentre as amostras disponiveis, as mais significativas de modo a melhorar o
desempenho do método. Isso é feito adicionando-se um critério de erro na resolucao do
problema, promovendo o enriquecimento da base de projecao, o que permite contornar
os pontos criticos da escolha de uma amostra representativa e também a simulagao de
problemas nao lineares (KUNISCH; VOLKWEIN, 2001; HINZE; VOLKWEIN, 2005;
KUNISCH; VOLKWEIN, 2010).

A familia de métodos de base reduzida (RB) (MADAY; RONQUIST, 2002; ROZZA;
HUYNH; PATERA, 2008) se assemelha & POD. Nesse caso, porém, a base ortonormal é
atualizada durante a propria simulacao, sendo que quando o erro se torna inaceitavel, a
base é enriquecida utilizando-se estratégias especificas (ROZZA, 2005; QUARTERONTI;
ROZZA; MANZONI, 2011; HESTHAVEN; ROZZA; STAMM, 2015). Os desenvolvimentos
mais recentes nesta classe de métodos consiste na construcao de procedimentos de avaliagao
de erros a posteriori e, em particular, na definicao de limites criteriosos para tais métricas
e em técnicas de amostragens eficazes para determinagao da base de fungoes, isto é, na
escolha das amostras mais representativas e definicao da quantidade 6tima de funcgoes
necessarias para a reprodugao de resultados satisfatorios (CHINESTA et al., 2016).

Em particular, algumas aplicacoes de modos RB vém sendo realizadas para
problemas de pontos de sela, caso das equacoes de Stokes, como reportam os trabalhos de
Rozza e Veroy (2007), Gerner e Veroy (2012) e Rozza, Huynh e Manzoni (2013). Além
disso, problemas transientes de equagoes diferenciais parabodlicas lineares, como a equagao
de transferéncia de calor e de convecgao-difusao, sao tratados no contexto dos métodos
de RB nos trabalhos de Grepl e Patera (2005), Quarteroni, Rozza ¢ Manzoni (2011) e
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Hesthaven, Rozza e Stamm (2015).

Em ambos os métodos de reducao apresentados anteriormente, a extensao para
casos nao lineares pode ser feita aproximando-se o operador nao linear por um linear. Logo,
as técnicas ja desenvolvidas para as equacoes lineares podem ser utilizadas. No entanto,
essa aproximacao deve ser realizada de forma eficiente, de modo a evitar a proliferacao de
fungdes paramétricas e a consequente degradagao da solugao (CHINESTA et al., 2016).

A ltima familia de modelos de ordem reduzida (PGD) possui como principio a
resolucao das equacoes diferenciais aplicando procedimentos de separagao de variaveis.
Sua utiliza¢do em problemas de engenharia iniciou-se com o trabalho de Ladevéze (1985),
que propds um modelo para equacgoes diferenciais nao lineares transientes, realizando a
separacao de varidveis em fungoes do espago e do tempo, com procedimentos de integracao
temporal nao incremental. Sob o nome de “aproximacao radial”, tornou-se um dos principais
componentes do algoritmo nao incremental e nao linear amplamente desenvolvido por
Ladevéze e colaboradores, LArge Time INcrement (LATIN) (LADEVEZE; NOUY, 2003).

Mais recentemente, trabalhos como os de (AMMAR et al., 2006) ampliaram a
aplicacao do PGD também para a determinagao de solugoes aproximadas de equagoes
diferenciais parciais multidimensionais, assim como Nouy (2008) que introduziu a técnica
no contexto da modelagem de problemas estocasticos, Ladevéze, Passieux e Néron (2010),
na aproximacio espaco-tempo de problemas multiescala complexos e de (LADEVEZE;
CHAMOIN, 2011) e na determinagao de critérios de erro e verifica¢do da técnica.

Durante as tltimas décadas, o PGD vem sendo aplicado a resolugao de problemas
em diferentes areas da mecanica computacional, tais como modelos nao lineares envolvendo
grandes deslocamentos (LADEVEZE, 1996; BOUCARD et al., 1997), aplicacdoes multiescala
de larga escala (LADEVEZE; PASSIEUX; NERON, 2010; NERON; LADEVEZE, 2010),
problemas multifisicos (DUREISSEIX; LADEVEZE; SCHREFLER, 2003; DUREISSEIX
et al., 2003), dindmica dos fluidos (DUMON;, 2011; DUMON; ALLERY; AMMAR, 2011;
DUMON; ALLERY; AMMAR, 2013a; AGHIGHI et al., 2013; LEBLOND; ALLERY,
2014), simulagdes em tempo real de dindmica dos s6lidos (MONSERRAT et al., 2001;
GONZALEZ; CUETO; CHINESTA, 2014) e modelos paramétricos (CHINESTA; AMMAR;
CUETO, 2010).

1.3 Objetivos

Diante das motivagoes e estado da arte apresentados anteriormente, delimita-se
como objetivo geral deste trabalho o estudo de métodos numéricos para problemas de
mecanica dos so6lidos e dos fluidos e para o acoplamento fluido-estrutura de modo a
desenvolver uma ferramenta computacional capaz de realizar simula¢oes bidimensionais de
problemas de interagao fluido-estrutura utilizando técnica de superposicao de modelos,

garantindo uma melhor resolugao dos efeitos do escoamento na regiao da estrutura e
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permitindo maiores escalas de deslocamentos sem que haja necessidade de reconstrucao de
malha.

Para tanto, enumeram-se cinco objetivos especificos:

e Estudo de técnicas de superposicao de modelos visando desenvolver uma formulagao

que seja aplicavel a problemas de escoamentos incompressiveis;

e Desenvolvimento de um codigo computacional que permita a simulagao bidimensional

de escoamentos incompressiveis com superposi¢cao de modelos;

e Estudo aprofundado da dinamica nao linear geométrica de estruturas, em especial

no que se refere aos elementos de portico;

e Extensao da técnica de superposicao de modelos para o caso de dominio local movel
e deformavel, e sua aplicacao aos problemas de IFE com o emprego de acoplamento

particionado do tipo bloco iterativo;

e Desenvolvimento e a implementacao de uma técnica de reducao de modelo para
analise de escoamentos incompressiveis que possa sem empregada numa futura

extensao da metodologia para o caso tridimensional.

1.4 Metodologia

Dada a complexidade envolvida na implementagao computacional das técnicas
propostas, é essencial a ado¢ao de uma metodologia de programagcao que facilite a alteragoes
de modelos constitutivos, tipos de elementos e métodos de resolucao de sistemas algébricos.
Neste sentido, a metodologia adotada consiste no emprego da linguagem de programacao
C+-+ orientada a objetos, combinada com funcoes desenvolvidas previamente no SET e
implementadas em Fortran 77.

Mais especificamente, em relacao ao problema de mecénica dos fluidos, parte-se
dos conhecimentos obtidos por meio dos trabalhos de Fernandes (2016) e Fernandes, Coda,
e Sanches (2019). Buscando-se uma melhor flexibilizagao da discretizagao, desenvolveu-se
um programa para a anélise bidimensional de escoamentos incompressiveis com base numa
formulagao estabilizada do MEF e integragao temporal implicita por meio do método
a-generalizado (CHUNG; HULBERT, 1993), o qual permite um amplo controle sobre a
difusao numérica mantendo precisao de segunda ordem.

Em seguida, desenvolveu-se e implementou-se, junto ao programa para anélise de
escoamentos incompressiveis, uma formulacao estabilizada do método Arlequin, permitindo
discretizagao com resolucao especial em regides de interesse, tal como a interface fluido-
estrutura. Posteriormente, implementou-se ainda a possibilidade de movimentagao e

deformagao arbitraria do modelo local com base na descricao ALE.
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Para a modelagem do problema de dinamica das estruturas, empregou-se um codigo
computacional para poérticos bidimensionais cedido pelo professor Humberto Breves Coda,
desenvolvido em Fortran 77, com a formulagao descrita por Sanches e Coda (2016). Esse
codigo foi estudado e adaptado no que diz respeito a aplicagao das condi¢oes de contorno de
Neumman e de Dirichlet, de modo a facilitar o acoplamento com o programa para dinamica
dos fluidos e verificado por meio de exemplos selecionados. Empregou-se nesse programa
a abordagem posicional do método dos elementos finitos, considerando a cinematica de
Timoshenko-Reissner, livre de giros como graus de liberdade e utilizando o integrador
temporal de Newmark.

Posteriormente, implementou-se um esquema de acoplamento fluido-estrutura do
tipo bloco-iterativo previamente utilizado em trabalhos do grupo de pesquisa como o de
Fernandes, Coda e Sanches (2019). Esta estratégia emprega uma etapa de relaxagao de
Aitken com o objetivo de acelerar a convergéncia do processo de acoplamento iterativo.
Para o esquema de movimentagao dinamica do modelo local, uma técnica de analogia com
solido posicional foi utilizada.

Visando a redugao do custo computacional em uma futura ampliagao do programa
previamente descrito para o caso tridimensional, sao realizados estudos quanto aos modelos
de ordem reduzida, com o desenvolvimento e implementagao de uma formulacao do método
PGD para escoamentos incompressiveis bidimensionais.

Parte das implementacoes computacionais do método Arlequin e a totalidade
dos estudos em modelos reduzidos foram desenvolvidos durante o periodo de estégio
de Doutorado Sanduiche, realizado no Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et
Matériaur (MSSMat), na CentraleSupéléc, Université Paris-Saclay, no periodo de setembro
de 2018 a agosto de 2019. Esta instituicao foi escolhida para a realizacao do estagio
sanduiche por ser local que abriga os pesquisadores que conceberam o método Arlequin e,
desse modo, contar com um grupo de pesquisa com vasta experiéncia nesta area. Além
disso, o estagio foi supervisionado pelo Prof. Andrea Barbarulo, que possui experiéncia
tanto nas técnicas de redugao de modelo, como no método Arlequin (BARBARULO et al.,
2014a; BARBARULO et al., 2014b; CETTOUR-JANET et al., 2019; FAVORETTO et al.,
2019).

Todas as implementagoes e andlises de resultados foram realizadas utilizando
bibliotecas, compiladores e softwares livres e/ou de codigo aberto, em ambiente Linux.

Devido ao grande volume de dados das operagoes mateméticas necessarias para a
simulagao dos problemas de interesse, utilizaram-se pacotes e bibliotecas eficientes para a
execucao dos célculos matriciais e para a solucao de sistemas lineares, tais como o boost*
e o PETSc® (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation), que retinem um

conjunto de estruturas de dados e func¢oes desenvolvidas em programacao paralela de

Disponivel em: <https://www.boost.org/>.
Disponivel em: <https://www.mcs.anl.gov/petsc/>.
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alto nivel, ideal para a resolugao de equagoes diferenciais parciais. Maiores detalhes e
questoes especificas sobre a implementagao computacional em cada etapa sao abordados
oportunamente ao longo de cada capitulo deste trabalho.

Para a geracao das malhas de elementos finitos empregou-se o software Gmsh® e para
a visualizacao e manipulagao de resultados na etapa de pds-processamento utilizaram-se
os programas Kitware Paraview” e Gnuplot®.

Em relacao a infraestrutura, utilizou-se o cluster disponivel no Laboratorio de
Informética e de Mecanica Computacional (LIMC) do SET para a simulagao dos problemas
que demandaram maior tempo de processamento. Os demais casos foram simulados em
um computador pessoal. Cabe mencionar que a analise de desempenho computacional,

incluindo tempo de processamento, foram deixados de fora do escopo deste trabalho.

1.5 Justificativa

Com a continua evolucao da modelagem numérica, a engenharia de estruturas tem
se tornado cada vez mais dependente dessa ferramenta de anélise. Atualmente, pacotes
comerciais desenvolvidos com base no método dos elementos finitos tém possibilitado
a simulacao de diversos problemas de engenharia, isso devido tanto ao uso de técnicas
eficientes de soluc¢ao, quanto a utilizagao de recursos de processamento paralelo junto a
maquinas com capacidade cada vez maior. No entanto, tais pacotes ainda nao sao capazes
de suprir todas as demandas de engenharia, especialmente quando se tratam de problemas
multifisicos e com efeitos localizados, como muitos casos de IFE, uma vez que grande
parte das simulacoes nesse contexto s6 podem ser realizadas em clusters computacionais
de varios niicleos e demandando longos periodos de processamento.

A exploracao de petroleo em aguas profundas, avancgos na biomecénica, o cresci-
mento da produgao de energia elétrica por meio de usinas edlicas, os progressos realizados
na engenharia aeroespacial e a tendéncia de se construir estruturas mais leves e esbeltas
sao apenas alguns dos exemplos em que se deve cada vez mais levar em consideragao uma
analise criteriosa da interacao estrutural com o meio fluido.

Por outro lado, os problemas de interacao fluido-estrutura se mostram bastante
desafiadores, pois envolvem complexidades que vao além da resolucao dos problemas de
fluido e de solido separadamente. Além disso, a grande maioria desses problemas nao possui
solucao analitica satisfatoria. Os que possuem, demandam de simplificagoes exageradas
gerando, muitas vezes, resultados pouco realisticos ou de baixa aplicabilidade, além de
serem inviaveis quando se possui um dominio de geometria complexa. Ademais, as anélises

experimentais se mostram dispendiosas, requerendo espago, equipamentos de ponta, alto

Disponivel em: <http://gmsh.info/>.
Disponivel em: <https://www.paraview.org/>.
Disponivel em: <http://www.gnuplot.info>.
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investimento financeiro e possuem aplicacao limitada ao tipo de problema e geometria
simulados.

No ambito da mecéanica dos fluidos, é de particular interesse a consideracao de
efeitos localizados em um escoamento, que podem ser observados em problemas envolvendo
formagao de camada limite ou turbuléncia, por exemplo. Além disso, do ponto de vista
computacional, o problema de um sélido em movimento e imerso em um meio fluido
também pode ser compreendido como um problema de efeito localizado, ao qual deseja-se
uma maior precisao na representacao dos fendmenos proximos a regiao da interface fluido-
estrutura. Por esta razao, a estratégia empregada neste trabalho apresenta vantagens
nao apenas para a simulacao de problemas de mecénica dos fluidos computacional, mas
também na anéalise de problemas de interacao fluido-estrutura.

A técnica proposta, com base no acoplamento de malhas superpostas, pode ser
empregada mesmo em casos onde a estrutura sofre grandes mudancas de forma, o que nem
sempre € possivel quando se utilizam técnicas de malhas adaptadas. Esta metodologia
compartilha as vantagens dos métodos de contornos imersos ao mesmo tempo em que é
capaz de capturar efeitos devidos ao surgimento da camada limite na interface sélido-fluido
independente do movimento do fluido e sem a necessidade de refinamento no modelo
global, além de nao precisar rastrear o contorno do sé6lido por meio de fungoes level-set.
Outro ponto que justifica esta pesquisa é a possibilidade de se alcancar a convergéncia
6tima, que nao é possivel para varios métodos de contornos imersos.

Como destacado anteriormente, mesmo com o grande avan¢o na informaética
alcancado nas tltimas décadas, a simulagao realistica de problemas de interagao fluido-
estrutura ainda se mostra bastante custosa, principalmente no que diz respeito ao tempo
de processamento. Nesse sentido, o emprego de modelos de ordem reduzida se mostra
bastante promissor, tendo recentemente motivado diversos trabalhos e gerando significativa
producao académica.

Desse modo, este trabalho pretende atingir o estado da arte tanto por oferecer uma
nova técnica para analise de problemas de IFE empregando o conceito de superposicao
de modelos, como por desenvolver uma nova linha de pesquisas no SET visando o estudo
de modelos de ordem reduzida para a resolucao de problemas de engenharia a um baixo

custo computacional.
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CAPITULO

DINAMICA DOS ESCOAMENTOS
INCOMPRESSIVEIS
COMPUTACIONAL

Sempre que a variagao da densidade (massa especifica) de um fluido for considerada,
independente da pressao ao longo do escoamento, o mesmo pode ser classificado como
incompressivel. De maneira pratica, consideram-se escoamentos como incompressiveis
aqueles cujo nimero de Mach (relagao entre a velocidade do escoamento e a velocidade
do som no fluido) é inferior a 0,3 (ANDERSON, 2017). Um escoamento incompressivel e
isotérmico é governado pelas leis de conservacao da massa e quantidade de movimento.
Tais relacoes estabelecem um sistema de equagoes nao lineares cuja solucao numérica vem
sendo alvo de diversas pesquisas nas ultimas décadas, como abordado na secao 1.2.1.

Neste capitulo, descreve-se a aplicacao do método dos elementos finitos para a resolu-
¢ao do problema de escoamentos incompressiveis utilizando a formulagao mista (velocidade
e pressao como variaveis principais) em descrigao ALE. Mais especificamente, a formulacao
é obtida empregando-se a forma estabilizada do MEF, cuja abordagem tem como base
principal os trabalhos de Hughes, Tezduyar e colaboradores (BROOKS; HUGHES, 1982;
TEZDUYAR, 2003; HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986; TEZDUYAR; SATHE, 2003;
BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013), que desenvolveram e vém aprimorando
essa técnica de forma extensiva ao longo das tltimas quatro décadas. Questoes referentes
a sua estabilidade, bem como aspectos relativos ao procedimento de integracao temporal e

implementagao computacional também sao comentados ao longo deste capitulo.
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2.1 Equacoes governantes na descricao ALE

Seja € € R4, com ngg = 2,3, o dominio espacial que define o escoamento de
um fluido com contorno I'; = I'p U T'y, no instante ¢ € (0,7"). No caso de escoamentos
incompressiveis isotérmicos (escoamento de Navier-Stokes incompressivel), o fluido possui
movimento descrito pelas equagoes conservagao da quantidade de movimento linear e da

conservacao da massa, que podem ser escritas na descricao Euleriana, respectivamente,
como YVt € (0,7T)

0
p(a—ltl—i—u-Vu—f)—V-a':O, (2.1)

V-u=0, (2.2)

em que p,u,f, o representam, respectivamente, a massa especifica do fluido, o campo de
velocidade do escoamento, a densidade das forcas de dominio e o tensor das tensoes de
Cauchy. Este ultimo ¢é definido, segundo a relagao constitutiva de fluidos Newtonianos

incompressiveis, como

o(u,p) = —pl+ 2ue(u) = —pI + p (Vu + (Vu)"), (2.3)

onde p representa o campo de pressao do escoamento, I o tensor identidade, p a viscosidade
dindmica do fluido e &(e) o tensor taxa de deformagao infinitesimal.

Para generalizar as equacoes governantes e estendé-las a descricao ALE de acordo
com a abordagem de Donea e Giuliani (1989), tomam-se os dominios computacionais em
trés configuracoes: nos instantes inicial ¢y e final ¢, respectivamente, x € 2;,, e X € (), e

uma configuracio arbitraria de referéncia x € €2, de acordo com a Fig. 2.1.
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Figura 2.1 — Cinemaética da descri¢cao Lagrangiana-Euleriana arbitraria.
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Do mesmo modo, definem-se as fun¢oes de mapeamento F e F que relacionam as

trés configuracoes, tal que

x = F(X,t) = F(x,1). (2.4)

Uma forma usual e alternativa de representacao das equagoes de Navier-Stokes
(2.1)-(2.2) pode ser realizada em termos da derivada material, ou substancial, do campo
de velocidades, de tal modo que

Du
Dt
V-u=0, (2.6)

~F=0, (2.5)

em que F exprime a resultante das forcas que agem sobre um elemento infinitesimal de

fluido, ou seja,

F=pf+V-o, (2.7)

e a partir da definicao de derivada material, escreve-se

Du ou ox ou
Por — P\ ar|, " oty ox|,
x (2.8)
= Ou +u-Vu
— ot N '
Por outro lado, do ponto de vista do dominio de referéncia, pode-se escrever também
que
Du ou n ox ou (2.9)
Por P\ ar|, " oty ox|,) ‘

Tomando a relagao (2.4) e fazendo sua derivada parcial em relagdo ao tempo

mantendo X fixo, tem-se

ox| _ OF _8.7_-' +8.7_: ox (2.10)
ol Ot|x Ot|, 0x|, Ot|x '
Sabendo-se que u = % e que, a partir de (2.4), a velocidade do dominio de
X
referéncia () pode ser expressa por
_ OF 0x(x,t)
= | = 2.11
T FET ’ (2.11)
pode-se reescrever (2.10) como
ox| O0x
=u+ —| - — 2.12
A (2.12)

ou ainda
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ox ox
= —(u—1u) - = 2.1
ol =m-w- o (213)
Substituindo-se (2.13) em (2.9), tem-se
Du ou . 0x| Ou
pEP(ER—F(u—u)'a—Xta—Xt), (2.14)
ou ainda,
Du ou _
pﬁ—p(ai—k(u—u)-Vu). (2.15)

Assim, as equagoes de Navier-Stokes (2.1)-(2.2) podem finalmente ser reescritas na
Ou
P\ ot

Desse modo, o problema de valor inicial de um escoamento incompressivel na

descricao ALE como

_+(u—a)-Vu—f)—v-a:0, (2.16)

V-u=0. (2.17)

descricao ALE é dado por: determinar os campos de velocidade u(x,t) e pressao p(x,t)

tais que
(V-u=0em
ou _
p(a +(u—u)-Vu—f)—V-a':OemQt,

u=up em FD,

(2.18)

X

(—pn+p(n-V)u=hem Iy,

em que n é o vetor normal a I'y, up é o campo de velocidade prescrito na porgao I'p
(correspondente as condigoes de contorno de Dirichlet) e h representa as forgas de superficie

aplicadas na porgao I'y (correspondente as condigbes de contorno de Neumann)

2.2 Forma fraca e discretizacao espacial pelo

Método dos Elementos Finitos

Para determinar a forma fraca, ou integral, do problema definem-se os espacos de
dimensao infinita das funcoes tentativa de solugao de velocidade e pressao, respectivamente,

CcOo1mo

S, ={ulu(-,t) € H (), u; =up; em T'p} (2.19)

Sp:{p‘p(-)GLQ(Qt),/Qtdet:OseF:FD}, (2.20)
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em que L? é o espaco das funcoes de quadrado integravel e H! ¢ o espaco de Sobolev de

ordem 1, tal que

L* (Q) = {u lu|?d$); < oo} (2.21)
Q¢
e
1 2 Ou 2 -
H () = {u € L*(); o € L7 (), comi=1, ...,nsd} : (2.22)
Z;

Do mesmo modo, definem-se os espagos de dimensao infinita das fungoes teste (ou

ponderadoras) como

Ve={wlw(-)e H' (), wi=0em I'p} (2.23)

V, =38, (2.24)

Assim, procede-se aplicando-se o método dos residuos ponderados as equacoes
governantes, multiplicando-se a equacao de conservagao da quantidade de movimento pela
funcao teste w € V,, e a equagao de conservagao da massa por uma funcao teste ¢ € V, e

integrando-as sobre o dominio computacional €);, de modo a obter

o b

Integrando por partes a parcela do divergente do tensor de Cauchy na Eq. (2.25),

—i—(u—ﬁ)-Vu—f)—V-o}th%—/ gV -u df), = 0. (2.25)
Q

b

a forma fraca para o problema de escoamentos incompressiveis pode ser expressa como:
para todo ¢t € (0,7, dados f, up(x,t), h e u, determinar o par (u,p) € S, x S, tal que,
Vw €V, e Vg € V, seja satisfeita a relagao

foreo (G
o ot

bd

+(u—ﬁ)-Vu—f) th+/ e(w):o(u,p) d

e (2.26)

—|—/qV-uth— w-hdl'y =0.
Qy

I'n

Neste ponto, retoma-se a discussao acerca da estabilidade da aproximacao por
elementos finitos das equagoes governantes dos escoamentos incompressiveis. Como menci-
onado anteriormente, algo bastante difundido na literatura ¢ o fato de que a utilizagao
direta do método de Galerkin as equagoes governantes (2.26) pode conduzir a solugoes
com variagoes espirias especialmente em problemas de convec¢ao dominante, decorrentes
da sua nao linearidade e, principalmente, da assimetria do sistema de equagoes resultan-
tes associado (BROOKS; HUGHES, 1982; DONEA; HUERTA, 2003; ZIENKIEWICZ;
TAYLOR; NITHIARASU, 2005a).

Por outro lado, o sistema algébrico resultante também apresenta restricao quanto

a escolha dos espacos de aproximacao dos campos de velocidade e pressao, conhecida
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como condigao de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi, ou LBB (BREZZI; FORTIN, 1991;
CHUNG, 2002; DONEA; HUERTA, 2003; ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU,
2005a; STRANG; FIX, 2008).

A condicao LBB estabelece uma restricao ao espaco de aproximacao para que a
condic¢ao de incompressibilidade possa ser respeitada. De um modo geral, Donea e Huerta

(2003) demonstram que uma condigao necessaria, mas nao suficiente, é de que
. yoh N
dim V), < dimV,,. (2.27)

A condicao suficiente, que garante a existéncia e unicidade da solucao estabelece

que deve existir uma constante 3 independente da discretizacao tal que

h )
nf s (VW)

>8> 0. 2.28)
arevl wevn llallol[w" Il |

Como pode-se verificar, provar que uma combinagao de aproximacoes satisfaz a
condicao LBB nao é tarefa trivial. Diversos trabalhos, como os de Zienkiewicz, Taylor e
Nithiarasu (2005b), Donea e Huerta (2003) e suas referéncias, apresentam combinagoes de
elementos finitos que atendem a essa restri¢ao, tais como os ilustrados na Fig. 2.2. Para
evitar os problemas relacionados a restricao LBB e ao mesmo tempo conseguir empregar
discretizagoes mais flexiveis, tal como utilizar as mesmas fungoes de forma para pressao e
velocidade, diversos autores empregam formulagoes estabilizadas (HUGHES; FRANCA;
BALESTRA, 1986; HUGHES; FRANCA; HULBERT, 1989; TEZDUYAR, 1992).

@

@ ®
Elemento Mini P2P1 Q2Q1

@ Nos que interpolam velocidade e pressao

o Nos que interpolam velocidade

Figura 2.2 — Elementos finitos de Taylor-Hood.

Por outro lado, como mencionado na secao 1.2, outra fonte de instabilidade na
aproximacao numérica das equacoes de Navier-Stokes decorre da formagcao de vortices,
especialmente em escoamentos com elevados niimeros de Reynolds.

Para superar estas limitacoes, empregou-se uma formulacao estabilizada neste
trabalho. Mais especificamente, o problema de convec¢ao dominante é contornado por
meio do emprego da técnica SUPG (Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin) (BROOKS;
HUGHES, 1982); a restrigao LBB ¢é superada com o emprego da técnica PSPG (Pressure-
Stabilizing/Petrov-Galerkin) (TEZDUYAR, 1992), que possibilita o uso do mesmo espago

de funcgoes aproximadoras para os campos de velocidade e pressao; e a estabilizacao
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LSIC (Least-Squares on the Incompressibility Constraint) é utilizada para garantir maior
condicionamento ao sistema algébrico resultante em problemas com alto ntmero de
Reynolds (TEZDUYAR; OSAWA, 2000). Na pratica, estas estratégias consistem em
adicionar a forma fraca do problema (2.26) o residuo da equagdo da quantidade de
movimento ponderado por Tsypg (uh — ﬁh) - Vw", o residuo da equacao da quantidade de
movimento ponderado por Tpspg <VT?h) e o residuo da equacao da continuidade ponderado
por prrsicV-wh, de forma que o problema passa a ser definido como: determinar (u”, p") €

Sl x 8} de tal maneira que Yw" € V) e Vg" € VI:

[ (2
o ot

+ (" —ah) - vu — fh) dQ, +/ € (wh) Lo (uh,ph) s,
Q

X

+/ qhv'uh s, — w’ - h" dly

Q I'n
Tel

+ Z/ TSUPG ((uh - ﬁh) : th) "I'™m (uh’ph) ds2, (2.29)
e=1 © '

Tlel

\V4 h
+Z/ TPSPG (Tq> oy (0, p") dSy
e=1 ¢

+ Z/ prisicV - WhTC (uh) dQ, = 0,

em que o indice A indica o espac¢o de dimensao finita correspondente & discretizacao em
elementos finitos, ne é o ntmero de elementos finitos da discretizacao e 7sypa, Tpspa €
visic sao parametros de estabilizacao calculados de forma a permitir a melhor convergéncia
na solucao do sistema nao linear.

Além disso, ry; e r¢ sao, respectivamente, os residuos das equacoes de conservagao

do momento linear e continuidade, dados por

re (u") =v -, (2.30)
ou”

'm (uhmh) =p <W

Nota-se que a formulagao estabilizada adotada é consistente, uma vez que os termos

+ (u" — ") - vu' - fh> — V.o (u"p"). (2.31)

be

adicionados sao apenas os residuos das equagoes governantes ponderados por fungoes
escolhidas de forma a produzir termos estabilizantes.

Do ponto de vista numérico, a aplicacao de Tsypg (uh — ﬁh) - Vw”" sobre o termo
convectivo na equacgao de conservacao do momento linear da origem a um termo difusivo
adicional, cuja viscosidade artificial tem magnitude 7gypg € é o termo responsavel por
garantir estabilidade numérica em problemas de convec¢ao dominante. Alternativamente,
a aplicagao de TpSvath sobre o gradiente de pressoes introduz termos dependentes da
pressao na equacao de conservagao da massa, responsaveis pela flexibilizacao do campo de
pressoes e por contornar a condicao LBB. Por outro lado, a estabilizacao LSIC d& origem

a um termo do tipo minimos quadrados, ao qual se deve sua denominag¢ao e que também
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introduz difusao artificial a formulacao.

Quanto aos parametros de estabilizacao 7sypa, Tpspg € Visic, muitos trabalhos
vém sendo produzidos no sentido de determinar valores cada vez mais eficientes, como
pode-se confirmar nos trabalhos de Hughes, Franca e Balestra (1986), Tezduyar et al.
(1992c), Tezduyar e Osawa (2000), Catabriga e Coutinho (2002), Tezduyar e Sathe (2003),
Takizawa, Tezduyar e Otoguro (2018), entre outros. Neste trabalho, adotou-se a defini¢ao

apresentada por Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013), cujos parametros sao definidos

como
—1/3
1 1 1
TSUPG = TPSPG = ( 5 + — + — ) (2.32)
TsugNt  Tsucen2  TSUGN3
e
vLsic = Tsupc [lu” — @)%, (2.33)
em que

Ten -1
TSUGN1 — (Z |(11h - ﬁh) : VNZ|> s (234)
=1

At
TSUGN2 = DR (2.35)
TSUGNS = 168 (2.36)
qu 7
Ten -1
hran = 2 (Z r- VNi|> ) (2.37)
i=1
Viu" —a|
r= — (2.38)
[V][u® —a®[f

em que n,, corresponde ao niamero de nés do elemento finito adotado, N é a funcao de
aproximagao (ou func¢ao de forma), At é o passo de tempo da discretizagao temporal e
v = u/p é a viscosidade cinematica do fluido.

Tomando U, U e p como os vetores de valores nodais, respectivamente, dos campos
de aceleracao, velocidade e pressao, a forma semidiscreta das equacoes de Navier-Stokes

(2.29) ¢ finalmente escrita como: determinar U, U e p tal que:

RC(Uﬂ Ua p) = 07 (240)

onde Ry e R¢ sao dados por:
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Ry = (N pU) |+ (€(N). 2026(U))g, + (Nuwp (U= 0) - VU),,
— (V- Nay p)g, + (1supc (U = U) - VN, tar) gy, + (Vis10V - Nay 70)g, (2.41)
—(

Naa pf)Qt - (Nm h)

'y
Rc = (N, V-U),, + (TPSPGVNa,rM) : (2.42)
P Q
Deve-se notar que (a,b)q, representa o produto interno no espago L*(§2;). Por
exemplo
(a,b)q, = / a-b d€);, para tensores de primeira ordem; e (2.43)
Q¢
(A,B)g, = | A :B df, para tensores de segunda ordem. (2.44)
Q4

Analogamente, (a, b)r, representa o produto interno no espago L*(T'y), isto &,

(a, b)rN = / a-b dFN (245)
'y

2.3 Condicoes auxiliares

Além de uma técnica de discretizacao adequada, a modelagem de problemas fisicos
por meio de equagoes diferenciais exige a correta consideracao das condi¢oes auxiliares
(FORTUNA, 2000). No caso da simulacao de escoamentos incompressiveis, requer-se que o
campo de velocidades iniciais u’ satisfaga a equagao da continuidade, isto ¢, V - u” = 0.

Em relagao as condigoes de contorno, diversos tipos de fronteira podem ser
considerados. A seguir sao listados os principais tipos de condig¢oes de contorno utilizadas

na simulacao de problemas de mecéanica dos fluidos computacional.

e Contorno de entrada de fluido
Neste tipo de contorno, o valor da velocidade ou a vazao sao conhecidos, de modo

que todas as componentes de velocidade sao prescritas.

e Condigao de superficie solida

De modo geral, a componente de velocidade normal ao contorno (u,) define
a penetrabilidade da superficie, devendo ser nula para uma parede fixa impermeavel.
Por outro lado, a componente de velocidade tangencial ao contorno (u;) representa o
escorregamento relativo entre as particulas do fluido e a parede sélida e, por consequéncia,
possui valor nulo no caso de uma parede fixa sem escorregamento relativo (condic¢ao de
aderéncia). Os casos em que a componente tangencial de velocidade é livre sdo denominados

de paredes lisas.
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Nota-se ainda que, no caso de u, = 0 e u; livre sobre uma superficie plana,

reproduz-se a condi¢ao de simetria do escoamento.

e Condicao de superficie livre

Consiste nos casos em que parte do contorno de um fluido encontra-se em contato
com outro de efeito desprezivel e é livre para deformar-se, como a interface agua/ar em
problemas de formagao ou propagacgao de ondas maritimas ou o choque de volumes de
agua sobre solidos. Neste caso, uma condi¢ao de contorno do tipo Neumann ¢ definida em

funcao da forga nesta superficie, dada por

on = —pu,, (2.46)

em que puun € a pressao atmosférica ou de referéncia.

Além disso, no caso da descricao ALE a velocidade da malha deve possuir valor

igual a velocidade normal & superficie livre do fluido (u, = u,).

e Condicao de saida de escoamento

Em simulagoes correntes de mecanica dos fluidos computacional, o comportamento
do escoamento na regiao de saida do fluido em geral nao é conhecida. Assim, a alternativa
adotada normalmente consiste na utilizacao de um dominio computacional grande o
suficiente, de modo a garantir que a aplicacao de uma condic¢ao de contorno, dita “artificial”,
nao influencie significativamente a solu¢ao. Tal condicao é definida por um contorno com

forga de superficie nula, isto ¢, on = 0.

2.4 Procedimento de atualizacao da discretiza-
cao espacial

Como descrito anteriormente, formulagoes com base na descricao ALE sao capazes
de representar o comportamento de escoamentos mediante a presenca de contornos ou
superficies moveis. Nesse caso, a discretizacao espacial deve ser atualizada a cada mudanca
na configuracao do contorno moével. Necessita-se, no entanto, da utilizacao de uma técnica
eficiente para a atualizacdo das posi¢oes nodais da malha do fluido, capaz garantir
a qualidade da discretizagao ao longo de toda a analise. Embora neste capitulo seja
apresentado um exemplo de validagao envolvendo fronteiras moveis, questoes referentes &
sua implementacao computacional e maiores detalhes sobre o procedimento de atualizagao
dindmica da malha empregado neste trabalho é abordado mais adiante, no item 7.3. Neste
capitulo, considera-se esta tarefa apenas de forma simbolica, como uma rotina auxiliar

M (xh, )‘(h) no processo de integracao temporal.
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2.5 Integracao temporal

Como pode-se avaliar, as Eq. (2.39)-(2.40) representam um problema discreto no
espaco e continuo no tempo. Para se obter a solu¢ao numérica de problemas transientes,
é necessaria a utilizacao de uma técnica de discretizagao temporal. Esta tarefa pode ser
realizada por meio de processos de marcha no tempo, que realizam o avanco gradual
da soluc¢ao. Ao utilizar tais procedimentos, deve-se levar em consideragao aspectos de
estabilidade e precisdo. Nesse sentido, Reddy e Gartling (2010) apontam que os métodos
implicitos, apesar de apresentarem maior custo computacional, possuem vantagens sobre os
explicitos ao resolver o problema de escoamento incompressivel basicamente por trés razoes:
a implicidade natural da pressao em um fluido incompressivel; as limitagoes quanto ao passo
de tempo necessario para se obter estabilidade nos esquemas explicitos; e os problemas
decorrentes da diagonalizagao e inversao da matriz de massa em modelos explicitos, que
acarretam em perda de precisao nos resultados. Para maiores detalhes acerca dos esquemas
de integracao temporal para problemas de escoamentos incompressiveis em formulagoes
estabilizadas além dos fornecidos anteriormente, recomenda-se ao leitor o trabalho de
Dettmer e Peri¢ (2003).

Os desenvolvimentos alcangados neste trabalho foram realizados de forma gradativa.
Inicialmente, implementaram-se os esquemas de Euler implicito e de diferencas finitas
centrais. Posteriormente, optou-se por implementar também o método a-generalizado
para a discretizagao temporal das equacoes de Navier-Stokes. Este tltimo trata-se de
um esquema de integragao temporal implicito, proposto por Chung e Hulbert (1993)
no ambito da mecanica das estruturas e estendido & anélises de dindmica dos fluidos
computacional por Jansen, Whiting e Hulbert (2000). Essa estratégia foi adotada tendo
em vista a robustez proporcionada pelo método a-generalizado na simulagao de problemas
de escoamentos incompressiveis, permitindo a introducao de difusao numérica ao processo
de marca no tempo quando conveniente. De um modo geral, o esquema ¢é definido como:
dadas as solucoes nodais em um determinado instante ¢, (Um U, e pn), obter as solugoes

no instante t,11 (Upy1, Uyyq € paar) tais que

RM(UnJram; Un+af7 pn+1) = O,
RC(Un—l-ama Un+af7 pn-l—l) = 07 (248>

em que Uy yq,, € U,i,, sao valores intermediérios de aceleragao e velocidade, respectiva-

mente, dados por
Unie, = Uy + aim (Un+1 - Un> , (2.49)
Un+af = Un + Qr (Un+1 — Un) . (250)

Por outro lado, a relacao entre aceleragoes e velocidades nodais é realizada por

meio do método de Newmark (ver Hughes (1976) para maiores detalhes):



70 Capitulo 2. Dindmica dos escoamentos incompressiveis computacional

U, = U, + At ((1 U, + ’yUnH) . (2.51)

Nessa estratégia, ay, o, € v sao parametros reais arbitrarios, escolhidos com base
na estabilidade e precisdo requeridas ao esquema de integragao. Chung e Hulbert (1993) e
Jansen, Whiting e Hulbert (2000) demonstram que, para casos lineares, convergéncia de

segunda ordem ¢ garantida desde que

=1/24 ap — ay, (2.52)

ao passo que o método torna-se incondicionalmente estavel para valores de

Qp, > ap > 1/2. (2.53)

Ambos os parametros de integracao também podem ser definidos segundo o raio
espectral p,, da matriz de amplificagdo para At — oo, que controla a dissipagao de altas
frequeéncias realizada pelo processo de integragao temporal (ver Hughes (2000) e Chung e

Hulbert (1993) para maiores detalhes), conforme:

1 (3 —ps
- _ 2.54
O = 5 (1+pm) (2.54)
(2.55)

€
1

= ) 2.56
Al e (2.56)

Neste caso, ps deve estar contido no intervalo [0,1], sendo que para p,, = 1 nao
hé introdugao de difusao numérica e para p,, = 0 ocorre a maxima dissipacao de altas
frequéncias.

Além disso, esquemas classicos de integragao temporal utilizados na simulacao de
problemas de mecéanica dos fluidos computacional podem ser diretamente obtidos a partir
de definicoes especificas dos parametros de integracao. Por exemplo, para ay = o, = v = 1,
o método de Euler implicito é recuperado, enquanto a regra de trapézios para integracao
numérica pode ser obtida tomando-se af = v, =1 €y = 1/2.

Num esquema grafico, pode-se visualizar o processo de integracao temporal como
apresentado na Fig. 2.3. Verifica-se que pode existir uma defasagem entre os termos
inerciais (em t,q,,) € 0s demais (em t,14,), a depender dos valores adotados para os
parametros de integracao ou do raio espectral adotado, que é responsével pela introdugao

da difusao numérica ao processo de integracao temporal.

t” tn+1
| + +—] >
tn—l—af tn—l—am t

Figura 2.3 — Integracao temporal.
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Desse modo, o problema nao linear definido pelas Eq. (2.47)-(2.51) é resolvido
inserindo-se as aproximagoes (2.49) e (2.50) em (2.47) e (2.48) e em seguida relacionando-se
as velocidades e aceleragoes dos instantes ¢, e t,,; por meio de (2.51). Nota-se que a
consideracao das aproximagoes em instantes de tempo intermediérios implica na construgao

dos operadores também em ¢ = t,,4,,, de modo que

(a,b)q, = a-b dQ, (2.57)

Qt(n+af)
em que

= {x" [ x"(X", tnsay)) = apx" (X" L) + (1 — ap)x" (X", t0) } (2.58)

Qt(n+&f)

2.6 Implementacao computacional

Para resolver o sistema nao linear (2.47)-(2.48), emprega-se o método de Newton-
Raphson. A integracao numérica é realizada empregando-se uma quadratura por pontos
de Hammer (HAMMER; MARLOWE; STROUD, 1956) e o processo de avango discreto
no tempo segundo o método a-generalizado é realizado de acordo com o Algoritmo 1.
Destaca-se que a forma explicita do operador tangente (2.62) é apresentada no anexo A.

Como pode-se avaliar, as etapas de maior custo computacional no processo de
avango temporal consistem na integracao numérica sobre os elementos para montagem do
operador tangente, bem como do vetor de desbalanceamento da solucao, e na resolugao
do sistema linear de equagoes algébricas resultante em cada iteragao do processo de
Newton-Raphson.

Do ponto de vista da implementacao computacional, diversas técnicas e otimizagoes
podem ser adotadas com o intuito de reduzir o tempo para integracao e montagem
da matriz tangente (2.62), tais como a técnica de paralelizacdo em protocolo MPI
(Message passing interface) utilizada neste trabalho. O processo de processamento paralelo
consiste em realizar o particionamento do dominio de elementos finitos entre os processos.
Para isso é empregada a biblioteca METIS!, que proporciona uma divisao do dominio
computacional em grupos de mesmo numero aproximado de elementos finitos e agrupados
por proximidade geométrica, como ilustrado na Fig. 2.4. Isso garante menor uso de
memoria por processo, bem como menor necessidade de comunicagao. A partir desse
particionamento, cada processador se torna responsavel pela integragao numeérica dos
elementos finitos correspondentes a sua porcao do dominio e pela respectiva contribuicao
a matriz tangente.

Por outro lado, a resolucao do sistema algébrico é comumente realizada empregando-

se métodos iterativos com base nos espagos de Krylov, tais como o Generalized Minimum

Disponivel em: <http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/metis/overview>
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Algoritmo 1 Algoritmo de marcha no tempo para o problema de dindmica dos fluidos
computacional - método a-generalizado
1: para todo passo de tempo n até T faga

2: k=0;
3: - Atualizagao do dominio computacional e calculo de sua velocidade:

u" (X", x"). (2.59)
4: - Predicao da solucao:

) 1.
U2+1 = LUm
~

2.60
U2+1 - U?"m ( )
Phi1 = Pn.
: enquanto (¢ > tolerancia) faga
6: k++;
7 - Interpolacao das variaveis no instante de tempo intermediario:
Ufz—i—am =U, + O‘m(Uﬁﬁ - Un)a
Ul = Uy + oy (U5 - U,) 261
PZ+1 = pﬁ;ﬁ
8: - Calculo do incremento nas variaveis do problema: Un+1 € Pnil
oY omG T .y
- - _
OUssr 0P it (2.62)
ORE  ORE
. - Apk _Rk
anH—l apn—i—l n+1 C
9: - Atualizacao da solugao:
Ul = Upyy + AU,
Uﬁjﬁ = U5€1+1 + ’YAtAUI:LHa (2.63)
Pni1 = Pny1 T AP; -
10: - Calculo do erro:
¢ = ||Ry|| . = /RE - RE; - (2.64)
11: fim enquanto

12: fim para
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(a) 6 processos. (b) 20 processos.

Figura 2.4 — Exemplos de particionamento de dominio empregando a biblioteca METIS.

Residual Method (GMRES), aliados & pré-condicionadores apropriados. Diversos trabalhos
podem ser citados nesse sentido, como os de Tezduyar et al. (1992), Nigro et al. (1998),
Elman, Silvester e Wathen (2002), Melchior et al. (2012) e Elman, Silvester e Wathen (2014).
A opcao por métodos iterativos para a obtencao da solucao é justificada devido ao grande
ntmero de graus de liberdade associado a resolugao de problemas de dinamica dos fluidos
computacional, especialmente em simulacoes tridimensionais. No entanto, dependendo do
problema a ser resolvido, os métodos iterativos podem apresentar convergéncia lenta ou até
mesmo imprecisao, a depender da combinacao entre o método iterativo e pré-condicionador
adotados. Neste trabalho, realizou-se a implementagao da resolucao do sistema algébrico
resultante no panorama da biblioteca PETSc. Este pacote é desenvolvido em coédigo
aberto e possui uma grande quantidade de implementagoes de métodos iterativos e pré-
condicionadores. Além disso, o PETSc possui uma interface bastante robusta com outras
bibliotecas, tais como o METIS, mencionado anteriormente. Como os desenvolvimentos
realizados neste trabalho foram no campo bidimensional, que em geral possuem um niimero
menor de graus de liberdade e um sistema algébrico melhor condicionado, técnicas de
solucao direta também podem ser empregadas para sua resolugao. Por esta razao, nos
exemplos apresentados neste trabalho utilizou-se como estratégia a adogao da interface e
implementag¢oes do PETSc em conjunto com uma biblioteca eficiente de solugao direta, o
MUMPS (Multifrontal Massively Parallel sparse direct Solver), que também encontra-se
disponivel em cédigo aberto? (AMESTOY et al., 2001; AMESTOY et al., 2006). No
entanto, como todas as implementacoes foram ambientadas no pacote PETSc, é dada
a opgao ao usuario do codigo desenvolvido a opg¢ao por qualquer método de resolugao

implementado ou que porventura possua interface com o PETSc.

Disponivel em: http://mumps.enseeiht.fr/
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2.7 Exemplos de verificacao e aplicacao

Nesta secao sao apresentadas algumas simulagoes realizadas com o intuito de
verificar a implementacao do algoritmo para anélise de escoamentos incompressiveis na des-
cricao ALE. Para tanto, é importante destacar que em todas as anélises foram empregados
elementos finitos triangulares com aproximacao quadratica tanto para velocidades quanto
pressoes, cuja integracao numérica foi realizada empregando-se 7 pontos de quadratura.
Além disso, é possivel verificar, a partir das Eq. (2.16)-(2.17) que a descri¢ao Euleriana
é facilmente recuperada tomando-se 1 = 0. Por outro lado, uma versao Lagrangiana
(Lagrangiana atualizada) também é obtida fazendo-se 1 = u. Desse modo, nos exemplos
descritos a seguir, o algoritmo é verificado tanto para exemplos em descricao ALE quanto

em descricao Euleriana.

2.7.1 Cavidade quadrada

Este caso trata-se de um problema vastamente empregado para a verificacao de
programas para simulagao de escoamentos incompressiveis. Trata-se de um fluido confinado
em uma cavidade quadrada cujo escoamento ¢ induzido pelo deslizamento de sua parede
superior a uma velocidade u.,, de acordo com o esquema ilustrado na Fig. 2.5a. As paredes
laterais e do fundo da cavidade, por sua vez, sao rigidas e possuem condi¢ao de aderéncia.
Quanto a discretizagao espacial, emprega-se a malha estruturada ilustrada na Fig. 2.5b,

que conta com 20000 elementos finitos e 40401 nos.

u=u,
u,=0
1
y
u=0 X u=0| |
u,=0 u=0| 7
1
u=0
u,=0 1
1 1 1
’|‘
(a) Geometria e condigbes de contorno. (b) Discretizagao espacial.

Figura 2.5 — Cavidade quadrada: Geometria, condi¢oes de contorno e malha de elementos
finitos.

Devido a viscosidade do fluido, o deslizamento da parede localizada no topo da
cavidade provoca a formagao de vortices no seu interior. Suas caracteristicas, no entanto,

dependem do nimero de Reynolds (Re) do escoamento, dado por
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_pLus] _ L]
7 v

em que v € a viscosidade cinematica do fluido, u., a velocidade de referéncia e L é chamado

Re : (2.65)

de comprimento caracteristico do escoamento, neste caso tomado como o lado da cavidade.

Cabe mencionar que, do ponto de vista da aproximac¢ao numérica, este problema
possui descontinuidade nas condi¢oes de contorno dos cantos superiores, podendo-se impor
velocidades nulas (como das paredes laterais) ou iguais & u., (como da parede superior).
A alternativa adotada nas simulagoes apresentadas a seguir foi a imposicao de velocidades
nulas nestes pontos. Além disso, segundo a definicao do espaco das fungoes de aproximagao
da pressao (Eq. (2.20)), em problemas de Dirichlet (aqueles em que condigdes deste tipo
sao prescritas em todos os contornos) a pressao é determinada a menos de uma constante
arbitraria. Assim, opta-se por prescrever o valor da pressao no canto superior direito, com
valor de referéncia py.s = 0.

Sao realizados testes para diferentes valores de Re: 100, 400, 1000, 3200, 5000,
7500 e 10000. Devido ao comportamento estacionario esperado para este problema, os
termos inerciais foram suprimidos da simulagao. Além disso, as simulagoes foram realizadas
progressivamente em relacao ao numero de Reynolds, tomando-se a solugao anterior para
a inicializacao da simulacao subsequente.

Desse modo, apresentam-se na Fig. 2.6, as curvas da velocidades horizontal e vertical
adimensionalizadas (u/u.,) ao longo das linhas centrais da cavidade. Tais resultados sao
comparados com os obtidos por Ghia, Ghia e Shin (1982), notando-se grande proximidade
em todos os casos, o que atesta a boa aproximacao da metodologia utilizada. Do mesmo
modo, apresentam-se os campos de velocidade e pressao obtidos, nas Fig. 2.7 e 2.8, que

também encontram-se em acordo com os resultados da literatura, como os de Ghia, Ghia
e Shin (1982) e Glowinski (2003).

2.7.2 FEscoamento sobre um cilindro

Este problema trata-se também de um exemplo classico para a verificacao de
codigos computacionais para simulacao de escoamentos incompressiveis, sendo que neste
caso deseja-se observar os fenomenos transientes envolvidos. Trata-se do escoamento sobre
um cilindro, cuja presenca induz perturbagoes nos campos de velocidade e pressao. Como
¢ de amplo conhecimento na literatura, este exemplo apresenta diversas particularidades.
Para valores de Re < Re, (Re. = 50), 0 escoamento apresenta comportamento estacionario,
com a formacao de dois vortices simétricos e com rotagao em dire¢oes contrarias colados ao
cilindro. Para valores superiores, até o limite de Re=200, uma esteira de vortices laminar é
formada, denominada esteira de Von Karman. Para valores superiores de Re, o escoamento
passa a apresentar fendmenos tridimensionais e/ou turbulentos.

As simulagoes sao realizadas empregando-se um dominio computacional retangular
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1 ; 1
05t 1 ost
0 0
-05 -05
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-1 05 0 05 - 05 0 0.5 1 -05 0 0.5 1
(a) Re=100. (b) Re=400. (¢) Re=1000.

* L L L L *

-1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1

(d) Re=3200. (e) Re=5000. (f) Re=T7500.

-1 -0.5 0 0.5 1
(g) Re=10000.

Ghia, Ghia e Shin (1982) x Presente —

Figura 2.6 — Cavidade quadrada: velocidades adimensionais em fungao da altura/largura
da cavidade.
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) Re=100. =400. ) Re=1000.

IOk

) Re=3200. ) Re=5000. ) Re=17500.

(g) Re=10000.
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Figura 2.7 — Cavidade quadrada: campos de velocidade Hu
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(a) Re=100. (b) Re=400. ) Re=1000.
- AR
(d) Re=3200. (e) Re=5000. (f) Re=7500.

O

(g) Re=10000.

Figura 2.8 — Cavidade quadrada: campos de pressao p".

parametrizado em fungao do raio do cilindro (R) e ilustrado na Fig. 2.9. Em relagao as
condicoes de contorno, considera-se um perfil de velocidades de entrada uniforme, de saida

de escoamento a jusante do cilindro e de paredes lisas nos contornos superior e inferior,
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também indicadas na Fig. 2.9.

u,~=0
A
112R
36R
u,=0

UZE:UOO = g
4,0 o) @ 100R  [saida

u,=0

Figura 2.9 — Escoamento sobre um cilindro: geometria e condi¢oes de contorno.

Figura 2.10 — Escoamento sobre um cilindro: malha de elementos finitos.

A discretizacao espacial consiste numa malha de elementos finitos nao estruturada
e mais refinada na regiao do cilindro, com o intuito de capturar melhor os efeitos viscosos
nessa regiao, como apresentado na Fig. 2.10. Tal discretizagao conta com 9318 elementos e
18860 nos.

Adotam-se valores unitarios para p e u.. O raio do cilindro possui dimensao 0,5
e duas simulacoes sao executadas, com diferentes valores de viscosidade para se obter
Re iguais a 100 e 200, calculados tomando-se o diametro do cilindro como comprimento
caracteristico. Em todas as andlises um passo de tempo At = 0,1 é adotado.

Durante as simulagbes tomam-se os coeficientes aerodinamicos de arrasto e sustenta-

¢ao como parametros de avaliagao, calculados em etapa de pos-processamento. Seu calculo
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é realizado com base na atuacgao das tensoes desviadoras e hidrostaticas na superficie
do cilindro, que induzem forgas de arrasto Fp (horizontal) e sustentagao Fy, (vertical),

calculadas a partir de
FD = / ;N dFS, (266)
T's

FL :/ 251 dFS, (267)
s

em que ['g corresponde a superficie do cilindro e n; a componente j do vetor normal a I's.

Desse modo, os coeficientes de arrasto Cp e sustentacao Cr, sao calculados por

Fp
Cp=—"D (2.68)
1pllul’ L
e
Fr,
Op=— L (2.69)
1o’ L

Avalia-se também o ntimero de Strouhal (St) em cada caso, que representa adimen-
sionalmente a frequéncia de desprendimento dos vortices da esteira de Von Karman, dado

por

St = fU—L, (2.70)
sl
em que f, é a frequéncia de desprendimento de vortices, associada a forca de sustentacao.

Neste exemplo, avalia-se também o amortecimento numérico do integrador temporal
utilizado, além do seu efeito nos coeficientes aerodinamicos e no nimero de Strouhal. Para
tanto, as simulagoes sao realizadas adotando-se cinco diferentes valores de raio espectral,
com oy, o, e 7y calculados a partir das Eq. (2.52)-(2.56). Os resultados obtidos tanto
para os coeficientes aerodinamicos quanto para as forcas de arrasto e sustentagao sao
apresentados nas Fig. 2.11-2.14.

Como é possivel avaliar nos graficos das Fig. 2.11 e 2.13, embora o comportamento
transiente inicial seja diferente para cada valor de p.,, a solugao de longo termo obtida
para o desprendimento de vortices é muito semelhante em todos os casos. Em termos da
frequéncia de desprendimento de vortices, em todos os casos obtiveram-se valores de St
= 0,165 para Re = 100 e St = 0,195 para Re = 200. Tais valores encontram-se proximos
as referéncias consultadas (TEZDUYAR et al., 1992¢; KJELLGREN, 1997; CODINA et
al., 2006; TAIRA; COLONIUS, 2007; NAJAFI; AREFMANESH; ENJILELA, 2012) e
demonstram a eficiéncia da técnica de integracao temporal, que mesmo para baixos valores
de po, nao produziu variagoes significativas dos resultados, o que também esté de acordo
com as conclusoes reportadas por Jansen, Whiting e Hulbert (2000).

Em relagao as forgas de arrasto e sustentacao, apresentadas nas Fig. 2.12 e 2.14,

sao observados os resultados esperados quanto ao amortecimento da solu¢cao numérica.
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Figura 2.11 — Escoamento sobre um cilindro: coeficientes de arrasto e sustentacao para
Re = 100.
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Figura 2.12 — Escoamento sobre um cilindro: for¢as de arrasto e sustentacao para Re = 100.

Para valores de p., proximos a unidade, as oscilagdes nos campos de velocidade e pressao
sao amortecidas de forma mais lenta, enquanto que para valores proximos a zero tais
frequéncias sao rapidamente dissipadas.

Para o caso sem amortecimento numérico (p,, = 1,0), partindo-se de um valor
inicial constante para pressao, a solu¢ao do campo de pressoes apresenta comportamento
oscilatorio, com amplitude variavel ao longo de toda a analise. Desse modo, sua utilizagao
para aplicacoes praticas se torna inviavel. Por outro lado, ao tomar-se os campos de
velocidade e pressao obtidos anteriormente como condigoes iniciais, uma solugao estavel é
obtida durante certo tempo, porém tornam-se novamente instaveis. Tais conclusoes sao as
mesmas observadas por Jansen, Whiting e Hulbert (2000), como ilustrado nas Fig. 2.15 e
2.16 e também vastamente reportada na literatura a respeito de integradores temporais
da familia Crank-Nicolson (ver por exemplo os testes apresentados no livro de Donea e

Huerta (2003) e respectivas referéncias).
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Figura 2.13 — Escoamento sobre um cilindro: coeficientes de arrasto e sustentacao para
Re = 200.
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Figura 2.14 — Escoamento sobre um cilindro: forcas de arrasto e sustentagao para Re = 200.
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Figura 2.15 — Escoamento sobre um cilindro: Cp e Cf, para p,, = 1,0.
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Figura 2.16 — Forca de arrasto para p,, = 1,0 reportados por Jansen, Whiting e Hulbert
(2000).

2.7.3 Cilindro movel

Diferentemente dos casos Eulerianos testados anteriormente, neste exemplo pretende-
se verificar a metodologia para a simulacao de problemas com contornos moéveis por meio da
descricao ALE. Este caso trata de um cilindro imerso em um tanque cujo fluido encontra-se
inicialmente em repouso. Analogamente ao caso anterior, as dimensoes do tanque sao
parametrizadas em fungao do didmetro do cilindro e sao apresentadas na Fig. 2.17. Todas
as paredes do tanque tratam-se de superficies solidas com condi¢ao de nao escorregamento
e, como no exemplo da cavidade quadrada, trata-se de um problema de Dirichlet, com
velocidades prescritas em todos os contornos. Assim, prescreve-se também um valor de
pressao de referéncia p,.; = 0 no canto superior direito.

Neste problema, a malha do dominio fluido é deformada para acomodar o desloca-

mento do cilindro, cujo procedimento é abordado na segao 7.3.

uI:ulj:O
U,—=-1
sop| %= ‘uy=0 e
u, =0 = T u, =0
=
16,5D |
1 15D
Y 1 u,=u,=0
— L 30D :

Figura 2.17 — Cilindro moével: geometria e condi¢oes de contorno.

No instante ¢ = 0, o cilindro inicia translacao para a esquerda com velocidade

constante e unitaria. O dominio do fluido é discretizado em 29708 elementos e 59814 nos (ver
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Fig. 2.18). Adota-se didmetro unitéario para o cilindro, especificando-se um comprimento
caracteristico de 0,02 para os elementos finitos no contorno do cilindro e 0,5 nas paredes
do tanque. Quanto a discretizagao temporal, emprega-se um passo de tempo de At=0,01

nas analises e o esquema de integracao temporal adotado é a regra de trapézios.

A AV
VATAVS AN e
AR
KIALRORESE
SOIRERREEK
VAV TATATAVY
A
RPN
AVAN AV vAVATEY

Figura 2.18 — Cilindro mével: discretizacao espacial.

Todas as grandezas sao consideradas adimensionais e o problema foi analisado para
valores de Re iguais a 40 e 200, tomando-se o diametro do cilindro como comprimento
caracteristico. Desse modo, sao calculados os coeficientes de arrasto em ambos os casos para
até o instante ¢ =3,5, cujos resultados sao comparados com o modelo analitico desenvolvido

por Bar-Lev e Yang (1975) e numérico de Taira e Colonius (2007) na Fig. 2.19.

5 T T T T T

Analitica — Bar—Lev e Yang (1975) —
Taira e Colonius (2007) —— |
Presente ——

Cp

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5
Figura 2.19 — Cilindro movel: coeficiente de arrasto.

Como pode-se verificar, ha uma boa concordancia entre os modelos numéricos.
Entretanto, deve-se observar que a solu¢do analitica proposta por Bar-Lev e Yang (1975)
s6 é valida para os instantes iniciais do escoamento. Por outro lado, observa-se um
comportamento singular das forcas aerodindmicas no instante inicial, que pdde ser

capturado com precisao por meio da metodologia utilizada.
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Figura 2.20 — Cilindro moével: Campos de pressao para Re = 40 (a esquerda) e Re = 200
(& direita).

As Fig. 2.20 e 2.21 apresentam os campos de pressao e de vorticidade para os
instantes t = 1, 2,5 e 3,5, relativos & posicao inicial do cilindro, representada em linha
tracejada. Destaca-se que a vorticidade w consiste na medida de rotagao de um elemento
de fluido em torno de um ponto. Tal grandeza é calculada em etapa de pos-processamento

a partir da relagao

— — para o caso 2D. (2.71)
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Figura 2.21 — Cilindro movel: Vorticidade para Re = 40 (& esquerda) e Re = 200 (&
direita).

Nota-se que os resultados deste exemplo encontram-se também em conformidade
com os apresentados por Taira e Colonius (2007) e ilustram o modo como os efeitos
convectivos se tornam mais importantes & medida em que Re aumenta. Este exemplo
também permite concluir que a formulagao adotada é capaz de representar adequadamente

problemas com contornos moveis.
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CAPITULO

SUPERPOSICAO DE MODELOS
PELO METODO ARLEQUIN
ESTABILIZADO

Técnicas de decomposicao de dominio ou superposicao de modelos vém sendo
amplamente desenvolvidas nas ultimas décadas, vide o sucesso com o qual métodos como
Chimera, S e Arlequin tém sido empregados para a resolucao de diversos problemas de
engenharia, ja destacados no Capitulo 1.

Neste capitulo, o método Arlequin é introduzido sob um panorama geral. Diversos
aspectos acerca de sua definicao e estabilidade sao discutidos e aprofundados. Inicialmente,
o método Arlequin é definido para um problema mais simples que o de interesse para
este trabalho, dado pela equagao de Poisson. Em seguida, é proposta uma técnica para
adicionar estabilidade a formulacao Arlequin, que se baseia na adicao de uma parcela
estabilizadora em func¢ao do gradiente do residuo da equacao governante. Realiza-se entao
um estudo da estabilidade da técnica proposta e, por fim, testes numéricos sao realizados.

Destaca-se que parte dos desenvolvimentos e resultados apresentados a seguir, nos

Capitulos 3 e 4, foram publicados na importante revista técnica Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering (FERNANDES et al., 20207).

3.1 O método Arlequin

O método Arlequin foi introduzido no trabalho de Ben Dhia (1998) e trata-se de
uma técnica multiescala com base na superposicao de modelos. Ao contrario de outros

métodos multiescala, que baseiam-se por exemplo no enriquecimento da base de func¢oes de
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aproximacao, o Arlequin se fundamenta na superposicao de dois ou mais modelos, de modo
a garantir um modelo local com resolugao e/ou discretizagdo adequada para representar
os efeitos localizados e vem sendo aplicado & soluc¢ao de diversos problemas de engenharia,
como os elencados na segao 1.2.4.

De um modo geral, o método Arlequin é construido com base em trés principios

(BEN DHIA; RATEAU, 2005) (ver Fig. 3.1):

i. A superposigdo de um modelo local (€;), com discretiza¢ao adequada para captura
dos efeitos desejados, a um modelo global (€)), cuja discretizagdo ¢ incapaz de

representar tais fendmenos;

ii. O acoplamento dos modelos em uma sub-regido da zona de superposigao (£2),
denominada zona de colagem (£2.), por meio da definicdo de um operador de

acoplamento conveniente;

19¢. A distribuicao de energia entre os modelos por meio da utilizacao de uma funcgao
ponderadora, definida a partir de uma particao da unidade, de modo a garantir a

conservagao da energia mecanica total do modelo.

Figura 3.1 — Superposicao de modelos no método Arlequin.

Desse modo, a aplicacao do método inicia-se tomando uma discretizagao global,
incapaz por si s6 de representar os efeitos localizados e sobrepondo a esse uma discretizacao
adequada ao efeito localizado em uma zona de particular interesse (7). Assim, define-se
o dominio computacional {2 do problema de acordo com a Fig. 3.1, como a composicao

entre um modelo global 2y e um local €2y, dados por

Q=Q,UQ,. (3.1)
A zona de superposi¢cao dos modelos €2, por sua vez, é definida como
Q, = Qo N Qy, (3.2)

Q, = Q. UQy, (3.3)
Q. >0, (3.4)
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em que {1y ¢ denominada zona livre.

Uma forma conveniente de realizar a conexao entre os modelos (i7), se da por meio
do emprego de um campo de multiplicadores de Lagrange A, definido em (2., e descrito
por um operador de acoplamento. A forma generalizada e amplamente utilizada deste
operador de acoplamento foi inicialmente apresentada por Ben Dhia e Rateau (2002) no

contexto do método Arlequin e é dada por

(W, A)q, = / o W - Al + 1 [e(w) : e(A)] S, (3.5)

em que as constantes kg e k1 sao estritamente positivas. Casos particulares do operador
de acoplamento podem ser enunciados. Para ko > 0 e k; = 0 obtém-se o operador de
acoplamento L? (operador dual). Tal denominacao de deve ao fato de o operador L?
proporcionar continuidade de ordem 0 ao campo compatibilizado, isto €, esse operador
estabelece, no sentido de forma fraca, a continuidade das variaveis ao longo da zona de
colagem (uy — u; = 0). Por outro lado, para kg > 0 e k1 > 0 o operador de acoplamento
H' (acoplamento de energia) ¢ obtido. Nesse caso, a denominagao refere-se a continuidade
de ordem 1 imposta ao campo compatibilizado por A. Mais especificamente, o operador
H' garante, também no sentido de forma fraca, a continuidade de uma combinacao linear
das variaveis e seu Laplaciano, ou seja, kg (ug — uy) + £, V? (ug — u;) = 0 (GUIDAULT;
BELYTSCHKO, 2007). Evidentemente, ambas as opgoes podem ser utilizadas a depender
da aplicacao desejada.

E importante ressaltar que, independente da técnica utilizada para a construcéo do
operador de acoplamento, o sucesso do método Arlequin é dependente da escolha apropriada
dos parametros kg e 1. No caso do operador L?, por exemplo, o condicionamento do sistema,
algébrico resultante é fortemente dependente da definicao de kg, uma das razoes pelas
quais sua utilizagao é desaconselhada (BEN DHIA, 2008; GUIDAULT; BELYTSCHKO,
2007). Desse ponto de vista, a determinacao dos parametros 6timos constitui um desafio
na construgao do método Arlequin para qualquer que seja a aplicacao desejada. Por esta e
outras razoes, uma modificacao na construcao do operador de acoplamento é proposta e
detalhada mais adiante neste trabalho, na secao 3.3. Nesta secao, limita-se a fornecer ao
leitor as informagoes necessarias para compreender o método Arlequin como ja estabelecido
nos trabalhos precedentes.

Por outro lado, a definicao do espaco de funcgoes teste para o campo de multi-
plicadores de Lagrange também é de crucial importancia. Embora o método apresente
flexibilidade suficiente para utilizar uma discretizacao independente para a zona de colagem,
a estratégia adotada normalmente consiste na sua definicao a partir de um subconjunto de
elementos finitos de um dos modelos superpostos. Na pratica, isso implica num maior ou
menor acoplamento entre os modelos, de modo que a escolha é novamente condicionada &
aplicagao desejada.

Finalmente, a condicao i define que a superposicao de um modelo local nao
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deve adicionar energia ao sistema. Isso é garantido por meio da definicdo de uma funcao
ponderadora, que garante a distribuicao da energia do sistema ao longo dos modelos
superpostos e deve ser aplicada as equagoes governantes em cada um dos modelos. Em

geral, essa funcao é definida por uma particao da unidade p; dada por:
(0;€[0:1] inQ

o+or=1 inQ

0i=1 in Q\Qy, i A
(0i=ka>0 in Qy

(3.6)

em que k4 é uma constante maior que zero para garantir a consisténcia e relevancia do
método Arlequin (BEN DHIA, 2008). Graficamente, g; é ilustrada na Fig. 3.2.

Figura 3.2 — Fungoes ponderadoras de energia g;. Adaptado de Ben Dhia (2008)

3.2 Aplicacao do método Arlequin para a equa-

cao de Poisson

Para demonstrar a aplicacao do método Arlequin e facilitar a sua compreensao,
toma-se um problema independente do tempo representado pela equagao de Poisson,

definido por

OV3u = f em Q, (3.7)

em que ¢ é uma constante, u representa um campo escalar de interesse e f é o termo fonte.

Inicialmente define-se uma aproximacao classica em elementos finitos para um tnico
modelo (monomodelo'). Assim, o problema resultante pode ser escrito como: determinar
ul € 8" tal que Vu" € V!

Ao longo de todo o texto, o termo “monomodelo” refere-se & um dominio computacional discretizado de
forma tradicional por meio do MEF, com apenas uma malha de elementos finitos, como apresentado no
Capitulo 2.
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Bey (w;u") = Ley (w") (3.8)

em que 8!, Vi C (H™(Q)) e
B.s (wh;uh) = (th,GVuh)Q, (3.9)
L(w") = (w", f)g- (3.10)

Ja o modelo Arlequin do problema de Poisson (3.7), consiste em determinar
(uf, ul, \*) € Sty x S x M" tal que Vuwl € Vi, Ywl € Vi) e V¢ e Q"
B (wg,w?,(’h;ug,u}f, )\h) =1L (wg,wi‘,{'h) , (3.11)
em que
B (wg, wh, ¢l ult )\h) = (ng, QOQVUS)QO + (wa’, QﬁVu?)Ql
+ (wg, A)g, = (Wi N g, = (Cug =g,
L(wé’,w?,Ch) = (w8700f)90 + (wf,glf)gl , (3.13)

Vi C (H™ ()™, MP, QM C (L2M(Q,)) ™ se kg = 0e M, Q" C (H™(Q.))™
se k1 > 0. O operador de acoplamento é definido pela Eq. (3.5) e p; é dado na Eq. (3.6).

(3.12)

em que S

O problema definido pelas Eq. (3.12)-(3.13) descreve a versao classica do método
Arlequin para a equagao de Poisson. Do ponto de vista matematico, trata-se de um
problema de ponto de sela decorrente de uma formulacao mista. Como ja abordado no
Capitulo 2, desde que a condigao LBB seja satisfeita, existe solu¢ao para o problema e ela
¢ nica. Para nao se estender demasiadamente acerca de discussoes sobre a estabilidade
do método Arlequin, indica-se ao leitor os trabalhos de Guidault e Belytschko (2007) e
Ben Dhia (2008), por exemplo. Nessas referéncias, é realizada uma analise matematica
profunda dos operadores de acoplamento levando em conta a estabilidade, convergéncia e
relevancia do método. Além disso, diversos testes numéricos sao realizados para confirmar
as conclusoes tedricas.

Em suma, dentre os pontos levantados pelos autores, destaca-se por exemplo a
necessidade de emprego de func¢oes ponderadoras p; continuas quando da utilizacao do
operador L?. Uma maior flexibilidade é observada no caso do operador H', que nao
possui tais restricoes. Quanto a definicao do espaco de aproximacao dos multiplicadores de
Lagrange, a escolha por espacos mais refinados conduz a uma solugao nao convergente. De
fato, um fenémeno de travamento é reportado, independente do operador de acoplamento
e funcao ponderadora adotada. Este fenomeno é caracterizado pela forte dependéncia
da discretizacao do modelo global na solucao. Caso contrario, os autores destacam que
a opc¢ao por espacos de aproximagao menos refinados garantem maior flexibilidade ao

método.
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3.3 Uma nova formulacao estabilizada do mé-

todo Arlequin

Como destacado anteriormente, as Eq. (3.12)-(3.13) definem um problema de ponto
de sela que deve atender a condicao LBB. Tal problema é analogo a formulagao mista
em elementos finitos para escoamentos incompressiveis apresentada no capitulo 2, e que
limita a escolha de func¢oes aproximadoras para o campo de velocidades e pressoes. No
caso da mecanica dos fluidos computacional, esta restricao é superada, por exemplo,
empregando-se formulagoes estabilizadas como o PSPG ou ainda GLS (Galerkin Least-
Squares) (TEZDUYAR, 1992).

Compartilhando da mesma filosofia dos métodos estabilizados, o que se propoe
nesta se¢ao ¢ o desenvolvimento de uma técnica de estabilizagao consistente, baseada em
residuo, com o objetivo de superar a condicao LBB também para o problema Arlequin.
Essa tarefa é realizada tomando-se uma parcela adicional, que leva em conta o gradiente
de (" e o residuo da equacao governante do problema, definido como

Nel  Msd

ZZ( vch wMz) . (3.14)

e=1 1=0
em que k° é uma constante de estabilidade estritamente positiva, h é o comprimento
caracteristico da discretizagao, ngq € o niimero de modelos superpostos e ry; é o residuo

da equacao governante no modelo ¢, dado por

rvi = 0;Vou; — oif" + x(D)A", (3.15)
em que

0 (-1 ifxeQ,, 5.16)
x(2) = :
0 if x ¢ Q..
Desse modo, a versao estabilizada do método Arlequin para a equacao de Poisson
¢ definida como: determinar (uf, uf, \") € Sly x Sl x M" tal que Vwg € Vi, Vuwl € VI

e V(e Ot

B (wg, w, (" ug, uy, A) = L (w, wi, ¢"), (3.17)
em que
B (wg,wy, " ug, ut, ¢) = (Vg 000Vug) o + (Vl, a0V,
+ (ws ) - (wh/\h)gc = (¢"up - u]ll)Qc (3.18)

(n

DV — 08V (V2 + 0,6V (Vu ))

Qe

c
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L (uh,wh, €)= (uh, 00f) g, + (w01 )

e (3.19)
+Z< ; vch,—gowww)
e=1

Qg

Como ja salientado, a utilizacao do operador H' implica na imposicao em forma
fraca de uma combinacgao linear entre os campos compatibilizados e seu gradiente. Em
determinadas aplicagoes esta opc¢ao nao se mostra vantajosa, uma vez que as derivadas
do campo de interesse podem se tornar dependentes da discretizagao menos refinada na
zona de colagem. Este fendmeno ocorre especialmente quando da definicao do espago de
aproximacao do campo de multiplicadores de Lagrange como um subespaco do modelo
local.

A técnica de estabilizacao do método Arlequin é aplicada apenas em conjunto com
o operador L? com o objetivo de aumentar a estabilidade do problema discreto associado
e assegurar sua convergéncia. Por essa razao, a notacao adotada para o operador de

acoplamento (3.5) ¢ substituida neste momento por um produto no espaco L.

3.3.1 Analise de estabilidade

Diante da técnica estabelecida, a seguir é realizada uma anélise de estabilidade da
versao estabilizada do método Arlequin para a equagao de Poisson. Tal analise é realizada
utilizando os mesmos critérios adotados por Hughes, Franca e Balestra (1986) para a
estabilizacao PSPG. Considere o problema de Dirichlet, isto é, Iy = I'. Nesse caso a

solugao exata u do problema de Poisson pode ser escrita como

w=v+g" (3.20)

em que ¢" ¢ uma funcao dada que descreve as condicoes de contorno e

v(x)=0 VxeTl, i=0,1 (3.21)

Assumem-se entao as seguintes hipoteses:

(i) 6 ¢ uma constante positiva;

(i) VI, VI e Q" consistem em bases de fungoes aproximadoras de elementos
finitos de ordem C°, para as quais as seguintes estimativas de interpolacao sao validas:
Sejam ol € VI, o € V' e M € Q" os interpolantes de vy, v; e A, respectivamente. Entao

N, = @h —ven = AP — \ satisfazem

Nel Mel

70, 1] + PV, || + h? Z HVQ(%) e T h’ Z ||V (Vg%i) Qe < COpF! HUinJrl (3.22)
e=1 e=1

lmall + 2 IV ()| < CA*H A (3.23)

(iii) A seguinte estimativa inversa é valida:
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HV (VQth)‘ 0 Vw eyr

Qe ’U,’L7

< CEh™

g SCTR72 ||V (w]))|

i=0,1. (3.24)

(iv) 0 < k < k° < (C9) 7%, em que k é uma constante.
Tendo em vista (3.6), considera-se |||wl, w!, ¢"||| como sendo uma norma definida
no espago (Hg ()™ x H'(€;) € R tal que:

Tlel

2
|||w3,w?,<h|||2=uellv w2, + %HV e +Z

I3 (3.25)

Lema 3.3.1. A estabilidade do método Arlequin estabilizado € garantida pela condi¢do

B (wng?vgh;wngib?Ch) 2 |||w87w?,<h|||2 ng < Vq}fo’vw? € u17v< < Qh (326)

Demonstra¢ao. Substituigao direta na Eq. (3.18) fornece

Mel

2K°h?
B (wf, wi, (" wi, wi, ") = 0of \\ngllio + 010 ||Vl + Z IV,
e=1
Nel
. e 4 h 2
Znh V¢, 00V (Viwg)),, (3.27)
11
Nel
+ Z 0 (VE, oV (V)
e=1 " ~~ 4
Iz

Os ultimos termos, I; e I, podem ter seu moédulo estimado por meio da desigualdade

de Young. Levando em consideragao as hipoteses (iii) e (iv), obtém-se:

et TV EM
0

(L] = |5 (V" 00V (Vi) g, < =5

IV,
2 0

Kkeh4 020
< |Sprvetie+ B ougf]

|V () ]

c

g0 (Coh )thu] (3.28)

c

(&

O mesmo procedimento pode ser realizado para I, de modo a obter

’[’_|eh4vh Vv2h <Lh4vf12 @th

c

Combinando as Eq. (3.27), (3.28) e (3.29), obtém-se

B (w, wi, (" w}, €)= 008 Va0, + 010 |70} 610,
el KehA
+Z IVEH g, (3.30)

_ )
+(@%40wwwmﬁ(@§£0mwwm,
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Comparando-se a rela¢do (3.30) com a norma definida na Eq. (3.25), verifica-se

que o critério estabelecido pelo Lema 3.3.1 é satisfeito, o que finaliza a prova.

O
Por meio desta anélise de estabilidade, pode-se também definir um novo parametro
~ ) K,e h4
de estabilizagao para um elemento genérico como Tarrg < 7

3.4 Testes numéricos

3.4.1 Condicionamento do sistema algébrico

Nesta etapa sao escolhidos problemas simples unidimensionais para verificar a versao
estabilizada do método Arlequin e estudar suas propriedades antes de sua implementacao
junto aos problemas de interesse dessa pesquisa. No caso unidimensional, o problema de
Poisson e de elasticidade linear coincidem, tomando-se u como o campo de deslocamentos,
f a constante elastica e f a densidade de forgas distribuidas ao longo do sélido.

Mais especificamente, escolhe-se o caso de uma barra vertical biengastada, de se¢ao
transversal constante, submetida ao seu proprio peso, estudado também por Ben Dhia e
Rateau (2005), Guidault e Belytschko (2007) e Ben Dhia (2008), e ilustrado na Fig. 3.3.

i

- e — — - - - e - - - -—
w

Discretizagao 1 Discretizagao 2

Figura 3.3 — Teste numérico: geometria, condi¢oes de contorno e discretizagoes adotadas.

A barra elastica possui comprimento adimensional igual a 3. O modelo global €2 é
definido no intervalo [0;2] e o modelo local ©; no intervalo [1;3]. Os multiplicadores de
Lagrange sao também definidos pelas mesmas fungoes aproximadoras do modelo local,
no intervalo [1;2]. Todas as simulagbes descritas a seguir foram realizadas empregando-se
elementos finitos de aproximacao linear. Além disso, a constante eléstica é considerada

unitaria e as fungoes ponderadoras p; sao adotadas continuas e de comportamento linear.
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O primeiro teste realizado avalia o ntimero de condicionamento do sistema algébrico
associado ao problema Arlequin. O niimero de condicionamento de uma matriz é definido
como o produto entre a sua norma e da sua inversa. Quanto menores os valores do niimero
de condicionamento mais bem condicionado é o sistema algébrico.

Para realizar a analise de condicionamento, os dois modelos superpostos foram
discretizados com o mesmo namero de elementos finitos, isto é, hy = hy (discretizacao 1
da Fig. 3.3). Assim, sao realizados diversos testes variando-se o valor de k¢ na defini¢ao do
parametro de estabilizacao Tarrg ¢ também tomando-se valores constantes para Tarrq.
Além disso, os casos dos operadores classicos L? (kg = 1) e H' (kg = k1 = 1) foram

tomados como referéncia. Os resultados obtidos sao apresentados na Fig. 3.4.

1E+12
m
o 1E+10 | _— 4
= 3 = E
2 —
S 1E+08 | - 4
S ;
S
el
§ 1E+06? E
[}
o
o 1E+04 ¢ E
(5} F E
£ H! —— K= 10000 ——
Z 1E+02 | L —= Turrp = 0-1 ——
3 k=1 TARLQ = 0.00] —<—
k=100 ——
1E+00 L L
10 100

1/h

Figura 3.4 — Testes numéricos: nimero de condicionamento do sistema algébrico.

Como pode-se verificar, na versao estabilizada do método Arlequin, o condi-
cionamento do sistema algébrico resultante é estritamente dependente do parametro
de estabilizacao adotado. Isso indica que deve-se realizar uma investigacao profunda
acerca da definicao de Tarr para aplicacoes praticas. Ademais, os niveis do nimero de
condicionamento atingidos pelo método Arlequin estabilizado sao comparaveis aos obtidos
com o operador H', o que demonstra a robustez da técnica.

O campo de multiplicadores de Lagrange também é modificado pela introdugao
da estabilizagao, cuja magnitude é obviamente dependente de Taprrg. Em todos os
casos analisados, o comportamento linear obtido quando da utilizacao do operador de
acoplamento L? é alterado para um perfil quadratico. Os mesmos resultados sao obtidos
quando o operador de acoplamento H! que ¢ empregado (GUIDAULT; BELYTSCHKO,
2007), como ilustra a Fig. 3.5.
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0.60

T
H _ )\‘*19 —¢—
L ——

0.40 L estabilizado, Ty 0= 0.1 —— -

0.20
< 000
~0.20 !
~0.40 s
"
~0.60 ‘ ‘ ‘ ‘
1 12 1.4 1.6 18 2

Figura 3.5 — Testes numéricos: campo de multiplicadores de Lagrange.

3.4.2 Definicao do espaco de funcoes teste do campo de multipli-

cadores de Lagrange

O segundo teste foi realizado empregando-se diferentes discretizagoes para os
modelos superpostos (discretizagdo 2 da Fig. 3.3). Neste caso, deseja-se verificar o
comportamento da solucao estabilizada mediante o fenémeno de travamento amplamente
reportado na literatura (GUIDAULT; BELYTSCHKO, 2007). Como ja mencionado, este
fenomeno ocorre quando os multiplicadores de Lagrange sao aproximados por um espaco
de fungoes mais refinado, de modo que a solugao na zona de superposicao coincide com a
fornecida pela discretizacao mais pobre.

Para exemplificar este fendmeno, adotou-se uma discretizagao para o modelo global
em 4 elementos finitos de mesmo comprimento. O modelo local, por sua vez, é discretizado
em 40 elementos finitos. Analogamente ao teste anterior, o espago de aproximagao dos
multiplicadores de Lagrange ¢ aproximado por meio do modelo local, com 20 elementos
finitos. A mesma solucdo é obtida para os operadores de acoplamento L? e H' e é
apresentada na Fig. 3.6, juntamente com a solugao analitica para o problema, dada por

u =

(L — =), (3.31)

em que L é o comprimento da barra.

Verifica-se que, a despeito do refinamento imposto ao modelo local (em azul),
a solucao de fato coincide com o modelo global aproximado de forma pobre. Guidault
e Belytschko (2007) provam ainda que este fendmeno ocorre independente das fungdes
ponderadoras adotadas. Em contraponto, realizou-se a simulagao do problema estabilizado
empregando-se Tarrg = 0,001, cujo resultado é apresentado na Fig. 3.7.

Como pode-se verificar, o caso estabilizado nao apresenta qualquer dependéncia da
discretizacao do modelo global e a solugao é acoplada num sentido de média. Esta conclusao

¢ a mesma observada quando emprega-se um espaco de aproximagao para o campo de
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1.1

1.05

095 ¢/ _ L
/ solugdo analitica ——
/ u; —5—
MO ——
0-9 | | | | | |
1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 3.6 — Testes numéricos: fenémeno de travamento da solucao.

1.15

1.1

1.05

0.95 / solugdo analitica ——

/ u; —5—

0'9 | | | | | uo TF
1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 3.7 — Testes numéricos: solucao estabilizada, sem travamento.

multiplicadores com base na discretiza¢ao do modelo global (GUIDAULT; BELYTSCHKO,
2007; BEN DHIA, 2008).

Esses resultados demonstram uma grande vantagem do operador estabilizado em
relacao as versoes classicas. Em termos quantitativos, para a discretizagao adotada o
erro na norma H' é reduzido de 6,427x1072 (utilizando os operadores L? e H') para,
3,161 x 1072 empregando-se o operador estabilizado.

Ademais, dentre os testes realizados por Guidault e Belytschko (2007), fica evidente
que embora ocorra travamento na solugao, é fortemente recomendada a utilizacao do
operador H'. Isso se deve as instabilidades e ao comportamento oscilatério observado
no campo de multiplicadores de Lagrange, quando do emprego do operador L? sem
estabilizacgao, ilustrado na Fig. 3.8a. No caso estabilizado, no entanto, todas as dificuldades
observadas anteriormente sao superadas, inclusive quando comparado ao operador H!, o

que novamente reforga e justifica a sua utilizagao em aplicacoes praticas.
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Figura 3.8 — Testes numéricos: campos de multiplicadores de Lagrange

obtidos com os
operadores (a) L? e (b) H' e L? estabilizado.

3.4.3 Andlise de convergéncia

A seguir apresenta=se uma anélise de convergéncia para o problema unidimensional.

Neste caso, o erro em relacao & solucao analitica é avaliado por meio da norma L? e da
seminorma H', dados, respectivamente, por

lell e = Uﬂ (u — u)? er (3.32)

ou  ou\’ :

Inicialmente estudou-se o caso definido anteriormente de uma barra submetido a
uma forga distribuida unitaria e constante. Tomando-se a discretizacao 1, avaliou-se a
convergéncia da versao estabilizada do método Arlequin para trés cenéarios do parametro
de estabilizagao, com «°= 1, 100 e 10000, cujos resultados sao apresentados na Fig. 3.9 e
comparados com um monomodelo de referéncia também obtido por meio do método dos
elementos finitos.

Verifica-se que a taxa de convergéncia, assim como o condicionamento do sistema
algébrico avaliado anteriormente, é fortemente dependente do parametro de estabilizagao.
Em comparacao com o exemplo anterior, embora os casos de k¢ mais elevados fornecam um
sistema algébrico melhor condicionado, a taxa de convergéncia da técnica é comprometida
em modelos menos refinados. Por outro lado, para qualquer dos valores de k¢ avaliados
observa-se boa convergéncia para h — 0. Em particular, para o caso de k°=1, obtém-se
uma taxa de convergéncia equivalente a taxa 6tima, dada pelo monomodelo de elementos
finitos.

A convergéncia da técnica também foi avaliada para um problema cuja solu¢dao nao

é dada por uma func¢ao polinomial. Neste caso, adota-se um termo forcante aplicado ao
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1E+00 1E+00
1E-01 F E
1E-02 F E 1E-01 | E
1E-03 k E
X =
< 1E-04 £ 4 T IE-02F E
1E-05 F E A
1E-06 F E 1E-03 | EF % 1
k=] B
1E-07 ¥ E K= 100
K = 10000 ——
1E-08 1E-04 Lt : :
0.001 0.01 0.1 0.001 0.01 0.1

Figura 3.9 — Testes numéricos: convergéncia para discretizacao 1 e forga distribuida
constante.

longo de todo o comprimento da barra, dado pela expressao

1
(QJ—L—st)Q’

em que kg é um parametro real que garante a nao singularidade tanto da for¢ca quanto do

f= (3.34)

campo de deslocamentos em z = L, adotado igual a kg=-0,1.
Para este termo forcante, a expressao que fornece a solugao analitica para o campo
de deslocamentos da barra é expresso por
rx—L+k ks — L
=TS U (3.35)
ks — L ks | L

Desse modo, avalia-se novamente a convergéncia da solucao com respeito a norma

+ In *

u=1In

L? e seminorma H! para um monomodelo de referéncia, um modelo Arlequin classico com
acoplamento L? e um modelo Arlequin estabilizado, com x°=1. Para tanto, adota-se o
esquema de discretizagao 2, cujo modelo global possui 4 elementos finitos. Os resultados
obtidos sao apresentados na Fig. 3.10, em que h corresponde ao comprimento caracteristico
dos elementos do modelo local.

A primeira constatagao possivel a partir da analise dos gréaficos da Fig. 3.10 é a de
que o erro da solugao dos modelos Arlequin menos refinados é praticamente coincidente
com o monomodelo de referéncia. No entanto, & medida que o modelo local é refinado, a
curva que representa os erros das solucoes dos modelos Arlequin se tornam assintéticas.
Isso se deve ao fato de que o modelo global possui influéncia no computo desses valores
e, como o refinamento progressivo é aplicado apenas ao modelo local, o valor assintotico
corresponde ao erro da solugao no trecho [0;2], em que o modelo global esta definido. Além
disso, verifica-se que a despeito da estabilizacao introduzida, sao obtidos valores muito
proximos para os erros nos dois modelos Arlequin avaliados.

Diante de tais resultados, avaliou-se a remocao progressiva da contribui¢ao do

modelo global para o erro da solugao. Numa segunda analise tomou-se o termo forgante
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1E+00 1E+01
1E-01 | E
1E+00 [ E
1E-02 | E
X =
= IB-03 1 = IE-01} ] 1
1E-04 ¢ E
1E-02 | E
1E-05 | MEF X~ A MEF —X-
2 = > =
12 estabilizado —4— L estabilizado —4—
1E-06 L L 1E-03 L L L
0.001 0.01 0.1 0.001 0.01 0.1
h h

Figura 3.10 — Testes numéricos: convergéncia para discretizagao 2 e forga distribuida nao
constante no intervalo [0,3].

(3.34) definido no intervalo [1;3], cujos resultados sdo apresentados na Fig. 3.11, calculados

a partir da solucao analitica que para este caso é dada por

L=1
u=|——+1In
1— L+ kg

1—L+kg
ks

x
- 0<z<1
1Lpara <z <

x— L+ /{35 1-L + ks 1 T .
u=In|——=|+ |In — <——1> para 1 <z <3
kg ks 1—L+ks| \L
(3.36)
1E+00 1E+01
1E-01 | E
1E+00 F E
1E-02 9
o =
E 1E-03 F E E 1E-01 F ] E
1E-04 | E
1E-02 F 9
1E-05 | MEF %~ MEF X%
2 m 2 =
2 estabilizado —%— 2 estabilizado —®—
1E-06 ‘ . 1E-03 b~ ‘ .
0.001 0.01 0.1 0.001 0.01 0.1
h h

(a) (b)

Figura 3.11 — Testes numéricos: convergéncia para discretizacao 2 e forca distribuida nao
constante no intervalo [1,3].

Neste caso, o modelo global é capaz de reproduzir de forma exata a solucao
analitica no trecho [0,1]. Porém, verifica-se que, em comparac¢ao a andlise anterior, os
patamares assintoticos sao ligeiramente reduzidos, devido a menor influéncia do modelo
global & solucao. No entanto, o mesmo comportamento geral para a taxa de convergéncia
¢é observado.

Por fim, realiza-se um ultimo teste considerando-se o termo for¢ante (3.34) definido

no intervalo [2;3], isto é, completamente no modelo local. Neste caso, a discretizagao do
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modelo global é capaz de reproduzir de forma exata a solugao analitica no trecho [0;2] e as
curvas de convergéncia obtidas sao apresentadas na Fig. 3.12, cujo erros sao calculados a
partir da solucao analitica dada por
L—2 Tl 2—L+kg
uv=|——+In|——
2— L+ kg ks

]%paraOSxSQ

x— L+ kg 2—L+kg 2 x '
u=In|—— |+ [In — ——1) para2<x<3
ks ks 2— L+ kg L
(3.37)
1E+00 1E+01
1E-01 ¢ E
1E+00 F E
1E-02 3
X =
g 1E-03 | E g 1E-01 ¢ ] E
1E-04 | ;
1E-02 ¢ E
1E-05 | E MEF —X-
I I
L estabilizado —%~ L estabilizado —4—
1E-06 L L 1E-03 L L L
0.001 0.01 0.1 0.001 0.01 0.1
h h

(a) (b)
Figura 3.12 — Testes numéricos: convergéncia para discretizagao 2 e forca distribuida nao
constante no intervalo [2,3].

Como pode-se verificar, os modelos Arlequin com acoplamento L? e L? estabilizado
possuem erros e taxa de convergéncia muito proximos aos fornecidos pelo monomodelo.
Isso demonstra que o método Arlequin preserva a convergéncia 6tima, obtida por meio
do MEF. Além disso, tais resultados demonstram que esta metodologia é adequada para
o tratamento dos efeitos localizados, uma vez que um modelo melhor refinado pode ser
de fato posicionado apenas em uma regiao de interesse do dominio computacional sem

comprometer a convergéncia da solucao.

3.4.4 Caso bidimensional

Nesta se¢ao o método Arlequin é avaliado para o caso bidimensional de um problema
descrito pela equacao de Poisson. Para tanto, toma-se um exemplo cujo termo fonte e

solucao analitica sao definidos, respectivamente, pelas expressoes

flz,y) = 1227 (1 — y*) — 12¢° (1 — 2¥) (3.38)

u(z,y) = (1—2") (1—y*). (3.39)
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O problema ¢ avaliado em um dominio computacional dado por = [—1; —1] x [1;1].
Quanto ao modelo Arlequin, tem-se Qy = [—1;—1] x [0,1;1], ©; = [-0,1; —1] x [1;1] e
Qg =Q.=[-0,1;—1] x [0,1;1]. As andlises sao realizadas empregando-se discretizagoes

estruturadas para ambos os modelos, com elementos coincidentes na zona de superposigao.
Novamente a convergéncia da solucao em relacao a norma L? e & seminorma H' é avaliada,
para dois modelos Arlequin (acoplamento L? e L? estabilizado), cujos resultados sio

apresentados na Fig. 3.13.

1E-03 1E-01
1E-04 E
X =
~ 1E-05 | E =
1E-06 | E
MEF =¥~ MEF =¥~
> = > =
1E—07 ? estabilizado —4— 1E-02 [- ? estabilizado —#= 1
0.01 0.1 0.01 0.1
h h

(a) (b)
Figura 3.13 — Testes numéricos: convergéncia para o caso bidimensional do problema de
Poisson.

Verifica-se que, como no caso unidimensional, ambos os modelos Arlequin também
preservam de forma aproximada a taxa de convergéncia 6tima obtida com a simulagao em
elementos finitos. A partir deste resultado, é possivel estender as conclusoes tracadas ante-
riormente acerca do método Arlequin estabilizado também para o caso multidimensional,

justificando a sua utilizagao em aplicagoes de engenharia.

3.4.5 Espessura da zona de colagem

Uma questao relevante na construcao de um modelo Arlequin diz respeito a
espessura adotada para a zona de colagem. Embora nao existam trabalhos especificos que
o investiguem, nem recomendacoes explicitas em relacao a este critério, na pratica o que
se verifica em trabalhos precedentes é a utilizacao de uma zona de colagem com espessura
correspondente & dimensao de dois elementos finitos do modelo menos refinado. Na prética,
em diversos testes numéricos realizados, observou-se que tanto para o caso unidimensional
quando para o bidimensional, o modelo Arlequin apresenta bons resultados até um limite
de espessura igual a hi, sem variagoes significativas na solu¢ao. No entanto, optou-se por
utilizar nas anélises subsequentes espessuras em torno de 2hg. Apesar desta escolha ser de
certo modo conservadora, este critério foi estabelecido com base na consulta aos trabalhos
precedentes e tem como objetivo garantir a estabilidade também em problemas mais

complexos, tais como analises transientes e garantir que nao ocorram variagoes bruscas
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no campo de velocidades e pressées (no caso de escoamentos incompressiveis) devidos a

mudanca repentina de resolugao entre os modelos superpostos.

3.4.6 Definicao da funcao ponderadora de energia

Outro ponto relevante na construg¢ao do modelo Arlequin diz respeito a escolha
de uma func¢ao ponderadora de energia apropriada. A consulta & trabalhos precedentes
envolvendo o método Arlequin permite constatar a existéncia de uma predilecdo por
fungoes ponderadoras constantes, pela trivialidade na sua definicao. No entanto, algumas
observacoes devem ser levantadas a este respeito. Por exemplo, o uso de fun¢ées pondera-
doras descontinuas, como ¢ o caso de fungoes constantes, implica na implementagao de
técnicas mais sofisticadas para a etapa de integracao numérica do operador de acoplamento,
que levem em conta a localizacao exata dessa descontinuidade, especialmente no caso da
superposicao de discretizacoes nao coincidentes mais frequentes em malhas nao estruturadas.
Além disso, para o caso do operador L?, por exemplo, Guidault e Belytschko (2007) provam
que é imperativo o emprego de fungoes continuas para que se obtenha um problema melhor
condicionado. Por estas razoes, optou-se por empregar funcoes continuas de ordem linear
nas aplicagoes desenvolvidas ao longo deste trabalho. Cabe salientar que tando nos
exemplos unidimensionais quanto bidimensionais nao se observaram variac¢oes significativas

na solucao quando da utilizacao de funcoes ponderadoras polinomiais de ordem superior.
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CAPITULO

METODO ARLEQUIN
ESTABILIZADO APLICADO AO
PROBLEMA DE ESCOAMENTOS
INCOMPRESSIVEIS

A despeito do grande desenvolvimento das ferramentas computacionais para analises
em mecanica dos fluidos computacional, a utilizagao de técnicas de superposicao de
modelos permanece pouco explorada, sendo que a grande parte das ferramentas disponiveis
atualmente tem como base o método Chimera.

Dentre os objetivos deste trabalho, apontados no Capitulo 1, destaca-se a introducao
do método multiescala Arlequin no a&mbito da analise de escoamentos incompressiveis.
Esse objetivo é alcancado com a aplicacao do Método Arlequin estabilizado descrito ao
longo deste capitulo.

Para tanto, primeiramente realiza-se uma breve revisao sobre as técnicas estabe-
lecidas até entao para a simulacao de problemas envolvendo materiais incompressiveis
no contexto do método Arlequin. Na sequéncia, uma nova estratégia é proposta, tendo
como base a utilizacao de elementos finitos estabilizados. Esta formulagao é inicialmente
aplicada ao problema de Stokes e, em seguida, estendida as equagoes de Navier-Stokes em
descricao Euleriana. Paralelamente, a formulagao Arlequin estabilizada, apresentada no
Capitulo 3 é desenvolvida também no contexto da mecanica dos fluidos computacional.

Por fim, a técnica é validada por meio de exemplos de aplicagao.
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4.1 A condicao de incompressibilidade no con-

texto do método Arlequin

Como ja citado anteriormente, o método Arlequin vem sendo utilizado ao longo
das duas ultimas décadas em diversos trabalhos no ambito da mecéanica dos soélidos
computacional. No entanto, foi apenas no trabalho de Jamond e Ben Dhia (2013) que
sua potencialidade foi expandida ao estudo de materiais incompressiveis. Jamond e Ben
Dhia (2013) desenvolvem uma estratégia computacional para a analise de problemas de
solidos incompressiveis empregando elementos finitos do tipo Taylor-Hood, que satisfazem
a condicao LBB (BREZZI; FORTIN, 1991). Ao final, a técnica é também testada em
problemas descritos pelas equacoes de Stokes.

Segundo Jamond e Ben Dhia (2013), a principal dificuldade em aplicar o método
Arlequin & analise de materiais incompressiveis reside no fato de que duas restricoes devem
ser tratadas em simultaneo: a compatibilizacao entre os campos de interesse na zona de
colagem e a condi¢ao de incompressibilidade do material na mesma regiao. Além disso,
em problemas envolvendo incompressibilidade, mesmo que uma discretizacao estavel em
relagao a restricao LBB seja adotada, a imposigao da condigao de incompressibilidade em
ambos os modelos pode gerar problemas de redundéancia, o que pode conduzir & resolucao
de um sistema algébrico associado singular.

Em seu trabalho, Jamond e Ben Dhia (2013) superam esse inconveniente por meio
da imposicao da condigao de incompressibilidade em cada ponto do dominio computacional
uma Unica vez. Em outras palavras, a metodologia consiste no rastreamento da zona de
superposicao e na posterior remocao da condicao de incompressibilidade dos elementos
localizados total ou parcialmente em €2, em um dos modelos. No entanto, esta estratégia
sO é viavel porque, como apontam os autores, existe uma “difusao” da incompressibilidade
em elementos parcialmente incompressiveis, isto é, o campo de deslocamentos (d) em
um elemento finito permanece incompressivel (V - d = 0) mesmo quando a condi¢ao de
incompressibilidade é imposta em apenas uma regiao do elemento (por exemplo, em um
dos lados do elemento finito).

Na estratégia proposta por Jamond e Ben Dhia (2013), a remoc¢éao da condigao de
incompressibilidade dos elementos finitos é realizada de duas maneiras distintas: suprimindo-
se a condi¢ao de incompressibilidade da zona de colagem ora no modelo local ora no global.
Observa-se que, em ambos os casos, a condi¢cao de incompressibilidade é completamente
retirada da denominada zona livre (€2) no modelo global, como ilustrado na Fig. 4.1.

Diante desse cenario, Jamond e Ben Dhia (2013) realizam uma vasta anélise da
metodologia proposta. Em seus testes, avaliaram-se parametros como a defini¢ao do espaco
de aproximagao dos multiplicadores de Lagrange em cada um dos modelos, bem como
o comportamento da funcao ponderadora e também o modelo no qual a condi¢ao de

incompressibilidade deveria ser removida. Ao todo, sete diferentes cenarios sao analisados
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I:l Incompressivel I:l Compressivel
(b) Remogao da condigdo de incompressibilidade em . no modelo global.

Figura 4.1 — Modos de remocao da condi¢ao de incompressibilidade em §2.. Adaptado de
Jamond e Ben Dhia (2013).

e os autores concluem que apenas quatro apresentam resultados estaveis. Além disso,
destacam algumas recomendagoes especificas para a simulagao de problemas seguindo
essa metodologia, como a necessidade de existir pelo menos um elemento finito do modelo
global completamente contido na zona livre 2.

Do ponto de vista da implementacao computacional, a principal dificuldade
observada nesta metodologia consiste na identificacao das interseccoes entre elementos de
cada modelo superposto para a remocao da condi¢ao de incompressibilidade, seguido da
escolha de um dos possiveis cenarios estaveis. Além disso, nao se sabe o possivel efeito
que a sucessiva remocao e inclusao da condi¢ao de incompressibilidade em determinados
elementos pode causar a solugao no caso de um modelo local mével. Por essas razoes, e
tendo em vista que também é objetivo deste trabalho estender a formulacao para a analise
de problemas de interacao fluido-estrutura, descarta-se a estratégia adotada por Jamond e
Ben Dhia (2013).

Optou-se assim pela adogao de elementos finitos estabilizados, ja introduzidos no
Capitulo 2. Essa alternativa se mostrou interessante devido ao fato de que os elementos
finitos estabilizados contornam completamente os inconvenientes da condicao LBB, limi-
tando a construcao do método Arlequin a realizacao da compatibilidade entre os campos
de velocidade na zona de colagem de forma apropriada. Além disso, essa alternativa prové

maior flexibilidade & metodologia, pois permite que a condi¢ao de incompressibilidade seja
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aplicada em ambos os modelos superpostos, desde que respeitada a distribuicao de energia.

Desse modo, o contraponto da estratégia adotada nesse trabalho consiste na
utilizagao de elementos finitos estabilizados com base no PSPG. Além disso, os desenvol-
vimentos alcangados no Capitulo 3 com a versao estabilizada do método Arlequin sao
também ampliados no Ambito da mecanica dos fluidos computacional, inicialmente com os

escoamentos de Stokes e em seguida as equagoes de Navier-Stokes, apresentados a seguir.

4.2 Aplicacao ao problema de Stokes

O escoamento de Stokes é definido como aquele em que as forcas inerciais e os
termos convectivos sao muito menores do que as forgas viscosas, isto é, em escoamentos
com baixa velocidade relativa ou Re<1. Nesse caso, as equagoes governantes (2.1)-(2.2)

assumem a forma

V-o+pf =0em Q, (4

V-u=0em ¥, (4

u=up em ['p, (4.

on=hem ['y. (4

Como esse problema nao envolve os efeitos convectivos, apenas a estabilizagao

PSPG é necessaria, de modo que a versao discretizada do problema para um monomodelo

pode ser escrita como

(e(w"),2pe(™), + (V- w"p"), = (W" pf), + (W', h)FN : (4.5)
(qh, AV uh)Q + (TPS:G A\ rM)Q =0, (4.6)

A partir do monomodelo dado por (4.5)-(4.6), definem-se novamente os modelos
global e local por meio dos indices 0 e 1, respectivamente. Analogamente, os espacos de

fungoes tentativa, S” e S”, e ponderadoras, V. e V"

i is sao dados por

St ={ul|ul(-) € H' (), u} = u}), on I'p,}, (4.7)
Sy = {ptpi(-) € L* ()}, (4.8)
Yh — {Wﬂwf() c H'(Q;),w" =0 on Ipi}, (4.9)
Vi =38, (4.10)

com 2=0,1.
Do mesmo modo, define-se o espaco de aproximacao e teste do campo de multipli-

cadores de Lagrange, que define o operador de acoplamento entre os modelos como

M = {XMAM() € L2 (Qe)} (4.11)
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Qh = M". (4.12)

O método Arlequin desenvolvido a partir deste ponto define a compatibilidade
de velocidades na zona de colagem. Além disso, o espaco das fungoes aproximadoras do
campo de multiplicadores de Lagrange é sempre definido como um subconjunto do modelo
local. Essa escolha, embora desaconselhada nos trabalhos precedentes, cujas razoes sao
levantadas e discutidas no Capitulo 3, foi adotada por dois motivos: primeiramente, a
introducao de uma versao estabilizada do método Arlequin permitiu superar todas as
desvantagens apontadas até entao para a definicao dos multiplicadores de Lagrange num
espaco de aproximacao mais refinado; segundo, e mais importante, esta op¢ao permite que
se tenha os multiplicadores de Lagrange definidos nos mesmos elementos finitos durante
toda a anélise, mesmo no caso de um modelo local moével, como seréd abordado adiante,
no Capitulo 5. Ou seja, embora a definicao dos multiplicadores de Lagrange sempre nos
mesmos elementos finitos nao seja uma limitacao da técnica proposta, a implementagao
computacional é facilitada quando essa estratégia é adotada.

Desse modo, o problema de Stokes segundo o método Arlequin estabilizado pode
ser escrito como: determinar (uf}, pf, uf, pl,)\h) € Sy x 8y x 8t x 8! x M" de modo

que Yw{ € Vi, Vi € Vi, Ywi e VI, Vgt € VI e V¢ e O,

(e(wg), 2100e(g)) o, + (V- Wi, 0008 o, @13)
+ (W, A") o, = (Wo, eofo) o, + (Wo,ho)
(qg, oV - ug) 0, T (TPSTPGVqSL, '\o =0, (4.14)
Qo
(e(w1), 2poie(uy)), + (V- wi, o0}, (15)
(WD h)QC = (W?a Qlfl)Ql + (W?ﬂ hl)rm )
(a1, 1V -ui)g + (TPSPG e ) =0, (4.16)
971
(Ch, u) — u}f)ﬂc + <M%VC}L, Vrao — VrM1> =0, (4.17)
Qe

em que os residuo da equagao de conserva¢ao do momento linear (ryy;), com a presenga do

campo de multiplicadores de Lagrange, ¢ dado por

I'nvg (u?ap?7 )‘h) = szfzh + sz o (uﬁap?) + X(Z)Aha (418)

com

V(i) = (4.19)

(-1 ifx € Q,,
0 if x ¢ Q..

Uma interpretacao possivel para problemas no contexto do método Arlequin é a de

sua equivaléncia a colagem de dois dominios com espessuras variaveis e iguais a gy para o
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modelo global e p; para o modelo local (considerando-se as propriedades fisicas e as variaveis
do problema constantes na diregdo da espessura). Por outro lado, a estabilizagao PSPG
fornece termos adicionais dependentes das pressoes a equacao da continuidade, superando
os problemas de redundéancia observados para elementos finitos estaveis (JAMOND; BEN
DHIA, 2013). Portanto, a utilizagdo de elementos estabilizados permite que a tensio
hidrostatica (pressao) também seja ponderada por gy e 91 na zona de superposicao.

Em relagdo ao operador de acoplamento, como demonstrado por Ben Dhia (2006),
embora o operador L? seja simples por impor de forma fraca a condi¢ao uy = u; ao longo
da zona de colagem, pode resultar em um sistema algébrico mal condicionado, & menos
que seja propriamente escalado (kg # 1). Além disso, como demonstrado no Capitulo 3, o
operador L? pode conduzir & uma solucao fortemente dependente do modelo global na
zona de colagem, o que pode ser superado empregando-se a versao estabilizada do método
Arlequin.

No método Arlequin estabilizado, por sua vez, existe a necessidade de se definir
um valor para o parametro de estabilizagao Tarrg, que deve ser suficiente para estabilizar
o campo de multiplicadores de Lagrange sem comprometer a convergéncia do método. No
entanto, nos operadores de acoplamento cléssicos, semelhantemente, ha a necessidade de
se adotar valores adequados para kg e k1. A utilizagao de uma estabilizagdo baseada em
residuo, por sua vez, permite o aproveitamento de todos os desenvolvimentos realizados
nas ultimas décadas para o célculo de parametros de estabiliza¢ao deste tipo (SUPG,
PSPG e LSIC), ver por exemplo Tezduyar e Osawa (2000), Tezduyar e Sathe (2003),
Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013) e respectivas referéncias. Tomando como base tais
estudos e, em especial, os trabalhos de Tezduyar e Osawa (2000) e Tezduyar e Sathe (2003),
propoe-se uma estimativa para o valor de T4rrqo tendo como critério a obtencao de termos
de estabilizacao com magnitude proxima a dos termos da equagao de acoplamento, por
meio da comparacao de normas vetoriais. Assim, para o problema de Stokes, Tarrq ¢ dado

por

[m]|
TARLQ = | (4.20)

em que m e k; sao vetores calculados em cada elemento finito como:
m = (Ch, ug — u?)Q = ¢ (ug — u?) dQe, (4.21)
(& QE

ki = (V-(V¢"),2uV -e(u})) . = | V- (VC"):2uV - € (uf) dO°. (4.22)
c Qe
O sistema resultante pode ser reescrito em notagao matricial como

KO 0 io UO FO
0 K, —-Li|{U p=<F . (4.23)
LI -LT E A F,
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A partir de (4.23), nota-se que, diferentemente do operador H', a introdugao da
estabilizacao ao método Arlequin proporciona um melhor condicionamento ao sistema por
meio da adi¢ao de termos a diagonal da matriz associada do problema, que é analogo a
técnica PSPG.

4.2.1 Ezxzemplo preliminar - fluido pressurizado em uma cdmara
com orificio

A metodologia proposta ¢é inicialmente verificada por meio do exemplo proposto
por Jamond e Ben Dhia (2013), que consiste em uma cadmara com orificio, preenchida por
um fluido viscoso, de acordo com a Fig. 4.2. Assumem-se paredes lisas para a camara e
condigoes de saida de escoamento no orificio. Na parede a esquerda localiza-se um pistao,
cujo comportamento é simulado por meio da imposi¢ao de uma velocidade uniforme de
entrada com magnitude unitéria, isto é, u,, = 1. A viscosidade dinamica do fluido e sua
massa especifica sdo tomadas como p = 1/3 e p =1 em todo o dominio computacional.
Novamente utilizam-se elementos finitos de aproximacao quadratica tanto para velocidades
quanto pressoes. Além disso, a mesma aproximagao é também utilizada para o campo de
multiplicadores de Lagrange. Os resultados obtidos neste exemplo s@ao comparados com os
de Jamond e Ben Dhia (2013), que empregam elementos finitos estaveis Taylor-Hood, do
tipo P2P1 (elementos triangulares de aproximagao polinomial quadratica para velocidade

e linear para pressao). A solugao também é comparada com um monomodelo de referéncia.

S A
u,~0
y=2_ | U= 0 |40
u,~0
AY
;a: uy:O uy:O v
3,5 ‘L 1,0 L 3,5
< b b
dl 870 »

Figura 4.2 — Fluido pressurizado em uma camara furada: geometria e condi¢oes de
contorno.

E importante mencionar que o trabalho de referéncia utiliza fungdes ponderadoras
de energia p; constantes e descontinuas ao longo da zona de colagem, enquanto no presente
trabalho sao empregadas fungoes continuas polinomiais de primeira ordem.

Trés diferentes cenarios foram considerados:
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i Apenas a estabilizacao da pressao ¢ utilizada e o operador de acoplamento L? é

empregado, com kg =1 e k; = 0;

i Apenas a estabilizacao da pressao ¢ utilizada e o operador de acoplamento H' é

empregado, com kg =4 e k1 = 1;

i Tanto as estabilizacoes da pressdo quanto do operador de acoplamento L? sao

utilizadas, com kg =1 e k1 = 0.

Quanto & discretizacao espacial do problema, sao utilizadas malhas estruturadas
tanto para o modelo global quanto para o modelo local, de modo a facilitar a integragao
numeérica na zona de colagem. Mais adiante, quando a técnica é estendida ao caso geral das
equacoes de Navier-Stokes, aborda-se a questao da integragao numérica pardo operador
de acoplamento para casos gerais de superposi¢ao de malhas nao estruturadas e nao
coincidentes.

Duas discretizagoes diferentes sao consideradas para o modelo local, sendo apresen-
tadas, juntamente com as respectivas zonas de colagem, na Fig. 4.3. No primeiro caso (Fig.
4.3a), o modelo local é mais extenso, mantendo a zona de colagem distante do orificio da
camara enquanto no segundo caso (Fig. 4.3b), o modelo local é mais curto e os limites
da zona de colagem coincidem com a borda do orificio. Em ambos os casos, a mesma
discretizagao é empregada para o modelo global. O monomodelo de referéncia possui uma

discretizacao de 128 x64 elementos finitos, resultando num total de 16384 elementos.

(a) Malha 1. (b) Malha 2.

Figura 4.3 — Fluido pressurizado em uma camara furada: discretizagao em elementos
finitos do modelo global (em preto) e local (em vermelho) e dos elementos
pertencentes a zona de colagem (em azul).

Os resultados obtidos sao comparados quantitativamente com o monomodelo de
referéncia em funcao do erro global na conservagao da massa €¢, calculado como a relagao

entre as vazoes de saida e de entrada do escoamento ) e Q;pp, dado por:

£Q = 1009 = Qine. (4.24)
Qinp
Nas simulagoes realizadas obtiveram-se valores de e = —12.88 para a malha 1 e

g = —18.83 para a malha 2, ambos os casos adotando-se o cenario 7. Em comparacao
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com a referéncia, dentre as diversas configuragoes estudadas por Jamond e Ben Dhia (2013)
empregando elementos finitos triangulares, o melhor resultado obtido foi de e = —16.25
para a malha 1. Uma particularidade apontada Jamond e Ben Dhia (2013) em relacao a
utilizacao de elementos estéveis consiste em um fendémeno de “travamento”, que ocorre caso
nao exista nenhum elemento finito do modelo global completamente incluido na zona livre
(2. Por este motivo, para a maior parte dos casos testados pelos autores, a configuracao da
malha 2 é inadequada. Tal fenémeno nao é observado com a utilizagao de elementos finitos
estabilizados pois, como destacado anteriormente, essa alternativa proporciona graus de
liberdade adicionais para a pressao, que eliminam tais instabilidades.

Para verificar a convergéncia da formulagao proposta, realiza-se uma analise em
relagao & €. Para isso considera-se o dominio local, bem como a zona de colagem, com as
mesmas dimensoes apresentadas na malha 1 (Fig. 4.3a), e duas formas de refinamento sao
consideradas: 1) mantendo-se com a discretizagao global com elementos de comprimento
caracteristico h=1/2 e variando-se a discretizagdo do modelo fino (h =1/2,1/4 e 1/8); e
2) refinando-se ambas as discretizagoes, mantendo-as sempre com o mesmo comprimento
caracteristico (h = 1/2, 1/4 e 1/8). Neste caso, os cendrios i e iii foram considerados,
bem como o monomodelo de referéncia, de modo que os resultados obtidos para ambos os
casos sao apresentados na Fig. 4.4. Nao sao apresentados resultados para o cenério i, pois
neste caso nao foi possivel obter solugoes estaveis para todos os niveis de discretizagao
necessarios, especialmente nos casos empregando-se malhas mais refinadas, decorrentes da

perda de condicionamento do sistema algébrico associado.

-0.4 T T T
0s L Monomodelo —— |
e H' -local —=—
-0.6 | H' - ambos —— -
[? estabilizado - local
0.7 I L? estabilizado - ambos —5— ]
~ =08 | |
S
w 09 -
9
i=l b |
-1.1 R
-12 s
-13 E
_14 | | | | | | |

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
log(1/h)

Figura 4.4 — Fluido pressurizado em uma camara furada: erro correspondente & conservagao
da massa para o monomodelo, variando-se a discretizacao apenas o modelo
local ((H!, L?) — local) e de ambos os modelos ((H*, L?) — ambos).

Como é possivel observar, nao ha mudanga significativa na taxa de convergéncia da
técnica proposta em relacao ao monomodelo de elementos finitos. No entanto, observa-se
que, no caso em que foi mantida a discretizacao do modelo global, sao obtidos valores

ligeiramente maiores para g, o que se atribui a influéncia do modelo global na solugao.
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Sao apresentadas na Fig. 4.5 as componentes do campo de multiplicadores de
Lagrange ao longo da segdo y = 2, para o caso de h=1/8 no modelo local, sobre
a primeira porgao da zona de colagem (& esquerda) para todos os cenarios descritos
anteriormente. A partir dessa anélise, pode-se verificar o comportamento oscilatorio do
campo de multiplicadores de Lagrange no caso da utilizacao do operador de acoplamento
L2, ja reportado em diversos trabalhos prévios (BEN DHIA; RATEAU, 2005; GUIDAULT;
BELYTSCHKO, 2007; BEN DHIA, 2008). Por outro lado, tanto para o caso empregando
o operador de acoplamento H'! quanto a versao estabilizada do operador L2, o campo de

multiplicadores de Lagrange possui comportamento continuo e suave.

10 — : : : : 1.5 —

o VA
. L? estabilizado —
< 1 < > —
4l 1 g —

(a) (b)

Figura 4.5 — Fluido pressurizado em uma camara furada: Campo de multiplicadores de
Lagrange ao longo da linha y = 2.

Na Fig. 4.6 apresentam-se os campos de multiplicadores de Lagrange obtidos para
os cenarios ¢ e i1, sendo possivel verificar a sua suavizacao mediante a utilizacao da parcela

adicional de estabilizagao do método Arlequin.

(R
0,80

=
g
.\

e —
— ‘-. ———
\“.
Mruummwm!um
j=}
B
(=)

F

0,60

z

(a) L2 (b) L? estabilizado.

Figura 4.6 — Fluido pressurizado em uma camara furada: Campo de multiplicadores de
Lagrange.

Os resultados apresentados confirmam a robustez da técnica proposta, podendo

ser mais precisa em alguns casos e superando dificuldades apontadas por metodologias
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desenvolvidas previamente. Entre elas, destaca-se o problema de “travamento” quando da
utilizagao de elementos do tipo Taylor-Hood reportado por Jamond e Ben Dhia (2013),
que foi completamente superado com o emprego de elementos finitos estabilizados. Por
outro lado, o perfil oscilatéorio do campo de multiplicadores de Lagrange, observado no
cenario i, pode facilmente conduzir a instabilidades numéricas, especialmente em analises
transientes. No entanto, a formulacao estabilizada proposta se mostra bastante eficiente
ao suprimir tais oscilagoes sem comprometer a convergéncia no que se refere a conservagao

da massa, como verificado na Fig. 4.4.

4.3 Extensao ao problema de Navier-Stokes

A formulagao apresentada na segao 4.2 é estendida as equagoes de Navier-Stokes
adicionando-se a parcela convectiva e também os termos dependentes do tempo, submetidos
a respectiva funcao ponderadora g;.

Neste ponto, as estabilizagoes SUPG e LSIC sao também introduzidas e o problema
de escoamentos incompressiveis segundo o método Arlequin pode ser escrito como:
determinar (ug,p’g, ul ph, )\h) € Sh x Sgo x Sh x S;}l x M" tal que Ywl € Vi, Vgl € V;}O,
vwi e Vi Vgt e V;}l e V¢h e Qh

0 h
(a5 )+ (el cndetul), + (whe ol - T,
Qo
— (V- wg, QOPQ)QO + (tsupcug - Vwg, rMO)QO + (rsicV - wg, 7"00)QO (4.25)
+ (A% Wg)ﬂc = (wg, fO)Qo + (wg, hO)FNo ,
((]g, V- llg)Q + (TPS—PGVQ(})L, I'Mo) = O, (426)
0 10 Qo
h ouy h h h h h
Wi 015~ + (5(W1); 912M€<u1))91 + (W1> o1puy - V‘h)gl
Q
— (V- wi, Qﬂﬁ)m + (supcu] - VW]f,PM1)Ql + (vLsicV - W?ﬂ’m)ﬂl (4.27)
- (Ah7w?)gc - (W?7f1>91 + (W?7h1>rm ’
(¢, V uf), + (TP;PG qu,er) =0, (4.28)
Q1
(¢" ull —ul) + (T‘“’%Vg"’, Vryo — Ver) — 0. (4.29)
Qe

Os residuos das equagoes de conservagao da massa e quantidade e movimento r¢; e

r\p;, respectivamente, sao entao dados por

re; (uf) = iV - ul, (4.30)

ou?
Iy (u?,p?, Ah) = 0ip (% + u? . Vu? — fih> —oV-o (u?,p?) + X(i))\h. (4.31)
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Os parametros de estabilizacao Tsupg, Tpspa € Visic, sao calculados para cada
modelo como definido no Capitulo 2 (Eq. (2.32)-(2.38)). O parametro de estabilizagao do
operador de acoplamento T4rrq por sua vez, é calculado de forma analoga aos trabalhos de
Tezduyar e Osawa (2000) e Tezduyar e Sathe (2003), ja descrito para o problema de Stokes,
e que tem como filosofia a obtencao de termos de estabilizagao com a mesma magnitude

dos valores da equacao de acoplamento primitiva, derivada do operador L?, e é dado por

N - (4.32)
T = :
Al 7'311 7';212 7343
em que
]
N |l 1} 4.33
e 3
]
Tap = M 4.34
2= 5 (4.34)
]
= 4.35

com m e k; dados pelas Eq. (4.21) e (4.22). Similarmente, t; e j; sdo calculados a partir
de :

t; = (V¢ V() - V), = [ V¢": V (uf - Vi) do°, (4.36)

Qe

oulr B ‘ oul .
— <vqh,v( o ))Q =/ vc%v( o )dQ (4.37)

Analogamente ao equacionamento do monomodelo descrito no Capitulo 2, pode-se

escrever a versao semi-discreta os residuos ponderados Ryr;, Re; e Ry, para i=0,1 como

Rm; = (Na(i)7 QiPUi)Q. + (E(Na(i))v Qipg(Ui))Qi + (Na(i)7 0ipU; - VUi)Qi
— (V- Nagp), Qz‘pz’)Qi + (rsupcU; - VNu(), I‘Mz)Q + (nsicV - Naw), 7ci) Q, (4.38)
X (@) (A, Nagiy) g, = (Nai, £i) g, = (Nao, i) 1

Rei = (Naw, 0V - Us)g, + (TPSPGVN rMi) , (4.39)
Q

i

RL = ( U() — Ul) a(i)s VI‘MO - Ver) (440)

Q.
em que U;, U;, p; e A sao os respectivos valores nodais de aceleragao, velocidade,

pressao e multiplicadores de Lagrange, de modo que o problema semidiscreto neste caso é

escrito como: determinar (Uo, Uy, po, Ui, Uy, p, A) tal que

RMO(UO,UO,pO, A) =0, (4.41)
Reo(Ug, Uy, po, A) = 0, (4.42)
RMl(U U, p1,A) =0, (4.43)
RC1(U1,U17P1> A) =0, (4.44)



4.4. Implementacao computacional 117

Ry, (Ug, Ug, po, Uy, Uy, p1, A) = 0. (4.45)

Quanto ao procedimento de integracao temporal, utiliza-se também o método

a-generalizado, descrito na secao 2.5.

4.4 Implementacao computacional

Como pode-se verificar a partir das Eq. (4.25)-(4.29), a grande dificuldade na imple-
mentagao computacional da técnica proposta consiste na integragao numérica do operador
de acoplamento. Isso se deve ao fato de a integragao numeérica se dar, imperativamente,
pela composicao de fungoes definidas em modelos distintos, isto é, em diferentes espacos
vetoriais.

Assim, a integracao exata s6 é alcancada ao levar em conta as intersecgoes entre os
elementos finitos dos modelos global e local. No caso particular de malhas estruturadas,
a discretizacao pode ser realizada de modo a garantir que os elementos do modelo local
possuam interseccao com apenas um elemento finito do modelo global. No entanto, com
a técnica proposta objetiva-se empregar discretizacoes independentes para ambos os
modelos, buscando maior flexibilidade. Assim, duas técnicas podem sem empregadas para

a integracao numeérica do operador de acoplamento, ilustradas na Fig. 4.7.

Discretizagao Integracao por Integracao por
arbitraria rastreamento de interseccgoes subelementos

—— Modelo local
—— Modelo global

--------------- Subelemento

e Ponto de interseccao
x Ponto de integracao

Figura 4.7 — Esquema de integracao numérica do operador de acoplamentos.

A primeira técnica consiste no rastreamento de todas as intersec¢oes entre os
elementos finitos e a partir dessa informacgao, uma submalha de elementos finitos utilizada
apenas para integracao numeérica é construida de forma a permitir integragao exata. No

entanto, essa técnica possui alto custo computacional, especialmente em casos onde o
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modelo local possa estar em movimento, e ainda, torna-se bastante complexa no casos de
elementos curvos.

A segunda técnica, por sua vez, consiste na subdivisao do elemento original em
subelementos empregados apenas para a integragao numeérica, de forma a diminuir o
erro de integragao devido a superposicao dos dominios. Obviamente isso nao garante
integracao exata. Na pratica, a estimativa do erro de integracao numérica nao é tarefa
trivial, pois seu valor é intrinsecamente dependente das discretizacoes adotadas, do niimero
de subelementos e sua distribui¢ao. Por outro lado, esse erro é inversamente proporcional ao
numero de subelementos adotados. Ademais, sua implementagao computacional é bastante
simplificada se comparada & primeira técnica, sendo portanto adotada neste trabalho.

O processo de solugao do problema nao linear resultante (4.41)-(4.45), emprega o
método de Newton-Raphson para a solugao do sistema e é descrito no Algoritmo 2.

Os termos adicionais decorrentes do operador L? e sua estabilizacao sao apresentados
de forma explicita no Anexo B.

Por fim, realizou-se implementacao analoga ao monomodelo para a resolugao do
sistema algébrico resultante, fazendo uso do pacote PETSc e permitindo ao usuério do
programa a op¢ao por um dos métodos iterativos implementados no proprio PETSc ou
por bibliotecas compativeis. Desse modo, todos os exemplos apresentados neste capitulo
foram simulados empregando-se a biblioteca MUMPS por meio de sua interface com o
PETSc. Esta opcao foi adotada por se tratar de um método de resolugao direta do sistema
algébrico, evitando cuidados adicionais quanto & convergéncia do processo de obtencao da

solucao.

4.5 Exemplos de verificacao e aplicacao

Nesta secao sao apresentadas as simulagoes numéricas de um conjunto de problemas
escolhidos com o objetivo de verificar a precisao e a aplicabilidade da técnica proposta.
Em todos os casos utilizam-se elementos finitos triangulares de aproximagcao polinomial
quadratica para todas as variaveis do problema. A distribuicao de energia entre os modelos é
realizada por meio de fungoes polinomiais de ordem 1. Nos problemas transientes, emprega-
se a técnica de integracao temporal de Euler implicito, tomando-se oy = o, = v =1, a

menos que se estabeleca na descricao do problema outras constantes.

4.5.1 FEscoamento sobre uma placa plana

Neste exemplo, objetiva-se verificar a capacidade da técnica em capturar efeitos
multiescala, por meio de uma simulagao envolvendo alto nimero de Reynolds. Tal problema
consiste em uma placa plana de comprimento unitario, localizada a uma distancia de 0,5

do contorno entrada de fluido e submetida a um escoamento cujo niimero de Reynolds
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Algoritmo 2 Algoritmo de marcha no tempo para modelos superpostos fixos - método
a-generalizado

1: para todo passo de tempo n até T faga

2: k=0;

3: - Predicao da solucao:

(
(
(
(
(
(
Eo) _ - 1U1(n), (4.46)
(
(
(
(
(
(

4: enquanto (e > tolerancia) faga
5: k++;
: - Interpolacao das variaveis no instante de tempo intermediario:

Ui = Uot + am(Ug3) = Uom),

0(n+am 0(n+1)
(k) _ (k—1)
Uo(n+af) = Ugn) + Oéf(Uo(nH) - UO(n)>7
(k)  _ . (k=1)
Pon+1) = Po(n+1)
. (k) o . . (k_l) .
Ul(n+am) - Ul(n) + O‘m<U1(n+1) - Ul(n))a (4-47)
(k) _ (k—1)
U (ntay = Ut + (U 1) = Uiw),
(k)  _ . (k=1)
Pitn+1) = Pin+1)
(k)  _ A(k=1)
A(n+1) = A(n+1)'
7: - Caleulo do incremento nas variaveis do problema: U, 41 € pny1
[ e ® (k) w | ( ) ( )
IR0 IR0 0 0 9Ry1g A (k) (k)
L R EINGA Yot Rno
ORG) _OREY Ry (k) (k)
aUL L Py 0 0 TN Apo(n+1) —Reg
or{¥) or¥) or¥) :
0 0 Iy M1 M1 AU (k) = _R(k) (4.48)
3U1§5)+1) 8p18€1)+1> 8A§jj)+l> 1(n+1) M1
ORM) R R
0 0 Il M1 M1 A (k) _nk)
8U18?+1) 8p18?+1) 3A8?+1) Pi(nt1) Red
oR{M oR{M oRM oRM oRM
A A S CNING AAY) 1 —R®M
LY0(m+1)  IPo(n+1) 1+ OPigns (n+1) (nt+1) L J
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8: - Atualizacao da solucao:
(k+1) (k) (k)
UO(nH) - Uo(n+1 + AU 0(n+1)’
(k+1) (k)
Uo(n+1) = UO(n+1 + 'VAtAU n+1
(k+1) (k)
Pont1) = Poni1) T Apo (n+1)
(k+1) (k) (k)
Ul(n+1) - Ul(n+1 + AU 1(n+1)’ (4-49)
(k+1) (k)
U1(n+1) = Ul(n+1 + 'VAtAU n+1
(k+1) (k)
Pitnt1) = Pinyn) T Apl (n+1)
(k+1) A (B) (k)
A(n+1) - A(n+1 +AA (n+1)"
9: - Calculo do erro:
€= HR +rW| = \/(Rﬁ’gg + R - (R + R (4.50)
10: fim enquanto

11: fim para

corresponde a Re = 1 x 10%, tomando como referéncia a velocidade de entrada u., e o
comprimento da placa. A geometria do dominio computacional, bem como as condigoes

de contorno do problema, sao apresentados na Fig. 4.8.

uy:0

Uso saida 0,5

u,=0 u,=u,=0

Figura 4.8 — Escoamento sobre uma placa plana: geometria e condigoes de contorno.

Quanto a discretizagao espacial, adotam-se malhas nao estruturadas tanto para o
modelo local quanto global. O modelo local possui altura de 0,15 unidades adimensionais,
distribuido ao longo do comprimento da placa, cuja discretizacao possui 823 elementos e
1728 nos. Para capturar os efeitos de camada limite, a primeira camada de elementos finitos
do modelo local possui altura igual a 10~*, valor adotado de acordo com os experimentos
numéricos realizados por Mittal e Tezduyar (1994). A zona de colagem compreende uma
camada de elementos finitos de espessura igual a 0,05, com 108 elementos e 273 nos. O
modelo global, por sua vez, possui uma discretizacao menos refinada com 363 elementos e

778 no6s, compreendendo todo o dominio computacional, como ilustrado na Fig. 4.9.
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ESES

Figura 4.9 — Escoamento sobre uma placa plana: Discretizagdo em elementos finitos do
modelo global (em preto), local (em vermelho) e da zona de colagem (em
azul).

Quantitativamente, avalia-se o coeficiente de atrito local C'y ao longo da superficie

da placa, definido como:

20 Ou,

T w2 oy

. (4.51)

placa

Como parametro de comparacao, adota-se a solucao de Blasius, obtida pela teoria
classica de camada limite laminar (maiores detalhes podem ser encontrados, por exemplo,
em Schlichting e Gersten (2017)), dada por:

0.664
Cf = —, (4.52)
Usod [V

em que d é a distancia a partir do bordo de ataque da placa.

Os resultados obtidos para C'y bem como os valores de referéncia sao apresentados
na Fig. 4.10.

5.10 T T
Solucdo de Blasius —
110 | Arlequin ®
3.107
<
2.107
1107
0 | |

| |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Distancia da borda de ataque

Figura 4.10 — Escoamento sobre uma placa plana: Coeficiente de atrito local.

Como pode-se verificar, a metodologia proposta forneceu resultados bastante
proximos aos valores teoricos, confirmando a potencialidade da técnica. Na Fig. 4.11 é

apresentada a distribuicao de pressao, onde pode-se observar a continuidade e suavidade
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da solucao obtida, especialmente na transicao entre os modelos local e global localizada

na zona de colagem, o que também é um indicador qualitativo positivo da solugao obtida.

Figura 4.11 — Escoamento sobre uma placa plana: campo de pressoes.

4.5.2 Cavidade quadrada

O problema da cavidade quadrada explorado no Capitulo 2 é agora abordado com
aplicdo do método Arlequin. Como apresentado na Fig. 4.12, trata-se de uma cavidade
quadrada preenchida com fluido e cuja tampa superior movimenta-se com velocidade
constante. Detalhes sobre a geometria e as condigoes de contorno do problema sao

novamente apresentadas na Fig. 4.12.

ux:um A
u,=0
1
Yy
u=0 X u=0
u,=0 u,=0 -+
1
u=0
u,=0 e
) 1 Je 1 J
[ T (

Figura 4.12 — Cavidade quadrada: geometria e condigoes de contorno.

A simulagao ¢é realizada empregando-se uma malha global com 20x20 divisoes
em cada diregao, resultando em comprimento caracteristico h=1/20, com 800 elementos
finitos e 1861 nds. O modelo local, por sua vez é considerado como uma faixa junto as
paredes da cavidade, regiao onde os efeitos viscosos sao dominantes. A malha local possui

de espessura de 0,4 unidades, com h=1/40, 2048 elementos finitos e 4352 nés. Ambas as
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malhas sao estruturadas e superpostas de modo a suprimir os erros de integracao numérica
do operador de acoplamento descritos anteriormente. A zona de colagem corresponde &
metade da largura do modelo local, ou seja, 0,2 unidades, como ilustrado na Fig. 4.13.
Como comparagao, toma-se também um monomodelo com comprimento caracteristico de
discretizacao igual ao modelo local.

Em todos os casos analisados, a solugao é obtida por meio da simulacao do problema
transiente até o ponto em que o campo de velocidades seja considerado estacionario, isto

¢, Jluy — ap ||/ fug ]| < 107°.

(a) Monomodelo e modelo global. (b) Modelo local e zona de colagem (em
azul).

Figura 4.13 — Cavidade quadrada: discretizagdo em elementos finitos dos modelos (a)
global e (b) local.

Trés diferentes valores para o numero de Reynolds foram analisados (Re = 1000,
5000 e 10000), tomando o lado da cavidade como comprimento caracteristico. Os resultados
obtidos foram avaliados em todos os casos para os perfis de velocidade u, em =0 e u,
en y = 0 e também comparados com os valores de Ghia, Ghia e Shin (1982), apresentados
na Fig. 8.16.

Como pode-se verificar, tanto o monomodelo quanto o modelo Arlequin adotados
sao capazes de representar satisfatoriamente o comportamento do escoamentos para baixos
valores de niimero de Reynolds. Entretanto, & medida em que Re é aumentado, pode-se
observar a boa concordancia dos resultados do modelo Arlequin especialmente na regiao
proxima as paredes, e um leve distanciamento da solugao de referéncia & medida em que a
resposta fornecida pela discretizagao espacial do modelo global se torna dominante.

Os campos de velocidade e pressao obtidos sao apresentados nas Fig. 4.15 e
4.16, demonstrando novamente a continuidade e suavidade da solucao obtida, e também
de acordo com os valores de referéncia e aqueles apresentados no Capitulo 2 para um

monomodelo mais refinado.
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0.5 | 4 05 1 05
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(a) Re = 1000. (b) Re = 5000. (¢) Re = 10000.
Ghia et al. (1982) x Monomodel — Arlequin —

Figura 4.14 — Cavidade quadrada: Perfis de velocidade u, em =0 e u, em y = 0.

(a) Re = 1000. (b) Re = 5000. (¢) Re = 10000.

lIIIIIII|III|||III|I
" iwi!

0,0 ,0

Figura 4.15 — Cavidade quadrada: magnitude do campo de velocidades ||uh||

4.5.83 FEscoamento sobre um cilindro

Para testar a técnica proposta em problemas transientes, o caso de escoamento
sobre um cilindro é também revisitado. As mesmas dimensoes e condi¢oes de contorno
utilizadas anteriormente no item 2.7.2 e ilustrados na Fig. 2.9 sao adotadas.

Quanto a discretizacao espacial, o modelo global compreende todo o dominio
computacional, nao rastreando a geometria do cilindro, e contando com 4486 elementos
finitos e 9073 no6s. Para o modelo local, uma malha de elementos finitos com 5648 elementos
e 11500 nos é utilizada como ilustrado na Fig. 4.17. A zona de colagem, por sua vez, possui
espessura unitaria e conta com 1260 elementos e 2696 nos.

Trés diferentes valores para o nimero de Reynolds sao avaliados: Re = 20, 100 e
200. O passo de tempo adotado é At = 0,05.
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(a) Re = 1000. (b) Re = 5000. (c) Re = 10000.

WHIIIIII“IIIIIIIIHIM

-0,085 0,0 0,085

Figura 4.16 — Cavidade quadrada: campo de pressoes p".
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Figura 4.17 — Escoamento sobre um cilindro: discretizagao em elementos finitos do modelo
global e local.

Para Re = 20, como é de amplo conhecimento na literatura, obtém-se um estado
estacionario com a formacao de dois vortices simétricos e com rotacao em sentidos opostos
a jusante do cilindro. No entanto, para valores superiores de Re, como 100 e 200, observa-se
a formagao de uma esteira de vortices laminar, denominada esteira de von Karméan. Esse
comportamento transiente também é transmitido para o angulo de separacao. Desse modo,
os valores de tempo intermediério foram tomados como parametro, isto é, os valores de 6,

nos instantes cuja forca de sustentacao é nula.
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O angulo de separacao do escoamento 6 é definido como o ponto de atrito nulo,
isto é, de tensoes desviadoras nulas. Os resultados numéricos obtidos sao comparados com

a expressao semi-empirica proposta por Wu et al. (2004) e dada por

0, = 95.88 4 264.76 Re™ /2 — 619.01 Re ™' 4 1042.4 Re /2. (4.53)

Assim, apresentam-se na Fig. 4.18, os resultados obtidos para 65 em funcao de
Re para os casos analisados em comparacao com a solucao de referéncia, observando-se
boa concordancia. Na Fig. 4.19 sao apresentadas as linhas de corrente e a localizagao do
ponto de forca de atrito nula no instante intermediéario, bem como o dngulo de separacao,

ilustrando as variagoes nos campos de velocidade de acordo com o niimero de Reynolds.

150 R
140 R
o 130 - R
120 R
Wu et al. (2004) —
110 ‘ ‘ ‘ ‘ Arleqm"n o
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Re—l/2

Figura 4.18 — Escoamento sobre um cilindro: angulo de separagao.

Em relagao aos coeficientes aerodinamicos, para Re = 20 obteve-se o valor de
Cp = 2.075. Para os demais casos, os valores maximos e médios dos coeficientes de
arrasto e de sustentacao, bem como o numero de Strouhal, sao apresentados na Tab. 4.1 e
comparados com valores de referéncia, enquanto o comportamento temporal periddico é
exibido na Fig. 4.20. As diferengas nos resultados observadas em relagao ao monomodelo

do Capitulo 2 sao atribuidas ao integrador temporal adotado em cada uma das anélises.

Tabela 4.1 — Escoamento sobre um cilindro: comparagao dos coeficientes de arrasto,
sustentagao e do ntiimero de Strouhal com valores de referéncia.

Re=100 Re=200
CL,max CD,ave St CL,max CD,ave St
Presente 0.272 1.31 0.160 | 0.622 1.30 0.189
Ding et al. (2004) 0.28 1.33 0.164 | 0.60 1.33  0.196
Liu, Zheng e Sung (1998) | 0.339 1.35 0.164 | 0.69 1.31  0.192
Qu et al. (2013) 0.222 1.32  0.165 | 0.468 1.32  0.196
Weymouth e Yue (2011) 0.33 1.35 0.167 | 0.69 1.34  0.195

Por fim, apresentam-se nas Fig. 4.21 e 4.22, respectivamente os campos de velocidade
e pressao nos instantes intermediarios para cada um dos valores de Re analisados, atestando

novamente boa aproximagao em relacao as referéncias.
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Figura 4.19 — Escoamento sobre um cilindro: linhas de corrente e
instante intermediario.
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(b) Coeficiente de sustentagao.
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Figura 4.20 — Escoamento sobre um cilindro: coeficientes de arrasto e sustentagao.

4.5.4 FEscoamento sobre um aerofolio NACA 0012

Este problema consiste no escoamento sobre um aerofélio do tipo NACA 0012, com

angulo de ataque de 10°. O bordo de ataque do aerofdlio é posicionado a uma distancia

de 6 cordas! & jusante do contorno de entrada do escoamento. Paredes lisas compdem

os contornos superior e inferior, também localizadas & 6 cordas do aerofélio. O contorno

distancia entre o bordo de ataque e de fuga de um aerofélio
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(¢) Re = 200.

Figura 4.21 — Escoamento sobre um cilindro: magnitude dos campos de velocidade para o
instante de tempo médio.

de saida do escoamento, por sua vez, é posicionado a uma distancia de 20 cordas do
aerof6lio, como ilustrado na Fig. 4.23. Nas anélises realizadas considera-se um nimero de
Reynolds Re=1000, calculado com base na corda do aerofélio e na velocidade de entrada
do escoamento.

Para o modelo global adota-se uma discretizagao contando com 4150 elementos
finitos e 8413 nos, enquanto o modelo local é representado por uma malha com espessura
aproximada de meia corda a partir da superficie do aerofélio composta por 5836 elementos
finitos e 11949 noés. A zona de colagem é definida com uma espessura de dimensao igual
a 20% da corda, contendo 592 elementos finitos e 1336 nos, como ilustrado na Fig. 4.24.
Quanto a discretizagao temporal, emprega-se passo de tempo At = 0,01 em todas as
analises.

Trés diferentes simulacoes sao consideradas variando-se o operador de acoplamento.
Inicialmente utiliza-se a versao cléassica do operador L? e, posteriormente, sua versao
estabilizada. Além disso, um monomodelo composto por uma malha nao estruturada de
10978 elementos, 22282 nds e o mesmo comprimento caracteristico dos elementos na regiao
proxima ao aerofélio é tomado como referéncia.

Similarmente ao caso do escoamento sobre um cilindro, para o namero de Reynolds

escolhido, a presenca do aerofélio promove a formacao de uma esteira de vortices laminar,
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(a) Re = 20. (b) Re = 100.

0.650
0.288
0.075

-0.438

-0.800

(c) Re = 200.

Figura 4.22 — Escoamento sobre um cilindro: campos de pressao para o instante de tempo
médio.

12C Poo

Figura 4.23 — Escoamento sobre um aerofélio NACA 0012: geometria e condig¢oes de
contorno.

cujos coeficientes aerodindmicos de arrasto e sustentagao obtidos sao apresentados na Fig.
4.25. Valores médios de Cp meq = 0,164 € Cf neq = 0,41 sao obtidos nos casos simulados a
partir do método Arlequin. Tais valores encontram-se em concordéancia com a literatura,
tal como o trabalho de Mittal e Tezduyar (1994), que obteve valores de Cp eq = 0,165 e
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Figura 4.24 — Escoamento sobre um aerofélio NACA 0012: discretizagao em elementos
finitos dos modelos global (em preto), local (em vermelho) e da zona de
colagem (em azul).

Clmea — 0,425,
0.167 0.43
0.166 B 0.42
1
0.165 0.41
- 0.164 .
0.40
© 0.163 ©
0.162 0.39
L? —
0.161 L? estabilizado — -  0.38 | L2 estabilizado — |
Monomodelo — Monomodelo —
0.160 ‘ ‘ ‘ . 0.37 ‘ . ! .
50 52 54 56 58 60 50 59 54 56 58 60
t t
(a) (b)

Figura 4.25 — Escoamento sobre um aerofolio NACA 0012: historico dos coeficientes de (a)
arrasto e (b) sustentagao.

Por fim, nas Figuras 4.26 e 4.27 sao apresentados os campos de velocidades e

pressao obtidos tomando-se T}, como o periodo para um ciclo do coeficiente de sustentagao.
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(a) nT,. (b) nT,, + T}, /4.

(c) nT, +T),/2. (d) nT;, + 3T, /4.

[[ul

0,000 0,325 0,650 0,975 1,300

Figura 4.26 — Escoamento sobre um aerofélio NACA 0012: magnitude do campo de
velocidades para varios instantes de tempo ao longo de um ciclo do coeficiente
de sustentacao.
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) nTy + T, /4.
) T, + T, /2. ) 0T, + 3T, /4.

[N
-0.500  -0.250 0.000 0.250 0.500

Figura 4.27 — Escoamento sobre um aerofélio NACA 0012: campo de pressoes para varios
instantes de tempo ao longo de um ciclo do coeficiente de sustentacao.
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CAPITULO

SUPERPOSICAO DE MODELOS
MOVEIS

Neste capitulo, a formulagao do método Arlequin apresentada no Capitulo 4, para
a simulacao de problemas de escoamentos incompressiveis em descricao Euleriana, é
estendida ao caso de dominios moéveis. Mais especificamente, apresenta-se uma metologia
para anélise de problemas com dominios méveis do tipo Euleriano-ALE, tomando-se um
modelo global €2y fixo e, portanto, Euleriano, e um modelo local €; superposto a {2y com
movimento arbitrario ao longo do tempo.

Como destacado anteriormente, o objetivo principal deste trabalho consiste no
desenvolvimento de uma formulacao para a simulagao de problemas de interacao fluido-
estrutura em regime de grandes deslocalmentos por parte da estrutura. Desse modo, a
superposicao de um modelo local, a partir deste capitulo, passa a ser vista no ambito
da dindmica dos fluidos computacional nao apenas sob a otica de um método para
representacao dos efeitos localizados em um escoamento, mas considerando também o
movimento da estrutura imersa ao meio fluido como um efeito localizado.

No ambito do método Arlequin, esse tipo de anélise é inédita, e no que diz respeito
a interacao fluido-estrutura, a técnica apresentada a seguir fornece uma metodologia
alternativa e robusta para a simulacao de problemas de dominios méveis, aliando vantagens
das técnicas de contornos imersos a precisao da descricao ALE, com a possibilidade de
manter uma discretizacao adequada nas proximidades do contorno mével durante toda a

analise.
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5.1 Superposicao de modelos mébveis em esquema
Euleriano-ALE

Para realizar a extensao da formulagao Arlequin estabilizada para escoamentos
incompressiveis da descricao Euleriana, apresentada no Capitulo 4, para a descricao ALE,
toma-se um dominio computacional arbitrario no instante t = t,, construido a partir
da superposicao de dois modelos 2y e €2;. No instante seguinte, ¢, 11, 0 modelo local é
movimentado, seja para representar uma nova localizacao de um objeto imerso, seja de um
fendmeno de interesse envolvido, de modo que a posi¢cao do contorno movel é conhecida em
ambos os instantes t,, e t,.1. O modelo global, por sua vez, possui geometria e discretizagao
inalteradas, sendo que a zona de superposicao {2, é definida em diferentes posi¢coes em

cada instante. Esta cinemética ¢é ilustrada na Fig. 5.1.

Figura 5.1 — Cinematica do esquema Euleriano-ALE para superposicao de modelos.

Como demonstrado no capitulo 4, a solucao de problemas por meio do método
Arlequin pode ser entendido sob a perspectiva de uma “colagem” de dois modelos de
espessura ; variavel, com pressoes e velocidades constantes na direcao da espessura. Pode-
se verificar a partir das equagoes obtidas para a superposi¢ao de modelos fixos (4.25)-(4.29)
que essa hipotese implica na inexisténcia de transporte de energia na direcao da espessura
O;-

Considerando este cenario, pode-se analisar separadamente os dois modelos. No
que concerne ao modelo local, do ponto de vista matemético, seu tratamento pode
ser realizado por meio dos conhecimentos desenvolvidos até o momento, adotando-

se equagoes governantes na descricao ALE. Localmente, verifica-se que o valor de o,
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permanece constante em relacao a malha local ao longo do tempo. Em relacao ao campo de
multiplicadores de Lagrange, definidos no modelo local, nao realizam transporte de energia
ao se movimentar e, portanto, podem ser movimentados arbitrariamente em conjunto com
o modelo local sem quaisquer consideragoes adicionais acerca de sua descricao.

Quanto ao modelo global, observa-se que, por sua geometria permanecer constante,
a modelagem de escoamentos incompressiveis pode ser realizada diretamente por meio
de equagoes governantes em descricao Euleriana. No entanto, sua fun¢ao ponderadora
de energia gy possui comportamento variavel ao longo do tempo, isto é, gg = ©o(t).
Analogamente, em relagdo ao sistema de referéncia, o1 = 01(t).

A técnica desenvolvida até o momento pressupoe as integragoes espaciais e temporais
em etapas distintas do processo de obtencao da solucao. Desse modo, as consideragoes
realizadas para o tratamento dos problemas de dominios moéveis consistem na inclusao
dos efeitos de tais movimentagoes junto ao modelo local por meio da descricao ALE,
com a inclusdo de 1; junto ao termo convectivo, e de go(t) e 01(t) junto aos modelos
computacionais durante do processo de integracao temporal.

Assim, o problema de escoamentos incompressiveis com modelo local mével, segundo

o método Arlequin pode ser escrito como

(b ) (el vt} + (s o - ),
:

- (V - W, Qopg)go + (TSUPGug - Vwg, FMO)QO + (VLSICV - w(, 7“co)QO (5-1)

+ (A" Wi ), = (Wo.f0) o, + (W0 o) -
(o7 ul), + (TP;Pqug,rMO)Q o, (5.2)

. oul h h o

(st et )+ etorh) mmetul), + (whoup (uf ) - V),
- (V : Wiﬂ le?)Ql + (TSUPGU? : VW{L? er)Ql + (VLSICv : w?, 7”01)Ql (5:3)

— (A" wi)g = (Wi fi) g, + (Wi )y
(.7 ul),, + (TPs_Pqu;L, er) o, (5.4)

P IoN

(¢h,ul —ul) + (“”%vch, Vrao — Ver)Q — 0. (5.5)

Ademais, durante o processo de montagem dos operadores bilineares e lineares
(5.1)-(5.5) deve-se também levar em consideracao a interpolacao das fun¢oes ponderadoras
no tempo intermediario, segundo a premissa de equilibrio do método de integragao temporal

a-generalizado segundo a qual

O0(ntas) = 00(m) + s (Q0(mi1) = C0n)) - (5.6)
Q(ntay) = Q1(n) +ay (Ql(n+1) - Ql(n)) . (5.7)
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5.2 Implementacao computacional

Como pode-se verificar, a extensao da metodologia para o caso de dominios
moveis é realizada de forma bastante simples, adicionando poucas etapas ao Algoritmo
2. Do ponto de vista da implementacao computacional, no entanto, ela implica na
atualizacao de informagoes que anteriormente eram calculadas e armazenadas na fase
de pré-processamento, tais como a determinacao das correspondéncias dos pontos de
integracao € da zona de colagem no modelo global, necessaria para a reconstrugao do
operador de acoplamento, e a atualizagao das fungoes ponderadoras de energia p; a cada
passo de tempo.

No caso dos pontos de integracao numérica do operador de acoplamento, definido
em &., é necessario localizar a sua correspondéncia sobre a discretizacio global Xo(éc), de
forma a permitir extrair os valores a serem integrados no produto de fun¢des em diferentes
espagos aproximadores. Para isso, emprega-se uma técnica com base no método de Newton,
descrito em detalhes no Algoritmo 3.

Nota-se que esse algoritmo pode envolver um custo computacional elevado, pois
envolve varios lagos de busca consecutivos. Assim, pode-se adicionar etapas adicionais de
verificacao para a realizacao do processo de Newton. Como por exemplo, pode-se definir
raios de busca, ou ainda outros critérios geométricos com o intuito de reduzir o seu custo
computacional. Por outro lado, embora simples e robusto, esse algoritmo pode falhar em
caso de elementos curvos uma vez que, nesse caso, existem regioes nas quais o jacobiano
da matriz de transformacao tende a zero. No caso de elementos regulares, no entanto, o
algoritmo converge em uma tnica iteragao. Como na metodologia apresentada o modelo
global é Euleriano e a discretizacao na zona de superposicao garante elementos regulares,
pois em geral se encontra distante o suficiente de I'y, a adocao desta técnica se mostra
adequada.

Quanto as fungoes ponderadoras de energia p;, sua determinacao é realizada
por meio de uma funcao distancia a partir de I'y. A funcao ponderadora é definida na
configuracao inicial do modelo local, sendo p; transportada com os pontos do modelo local.
A partir dos valores de p; projetados sobre o espago do modelo global, atualizam-se os
valores de g9 sempre que houver movimentacao do modelo local.

No algoritmo 4 apresenta-se o processo de solu¢ao e marcha no tempo levando em
consideragao a presenca de um modelo local mével.

Nota-se que é permitido tanto a movimentacao e rotacao de corpo rigido para
o modelo local, como a deformagao do mesmo. O caso de deformacao do modelo local,
no entanto, é abordado com maior detalhe no Capitulo 7, onde discute-se os requisitos

necessarios para a definicao de um algoritmo de movimentacao dindmica de malhas.
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Algoritmo 3 Localizagao de um ponto imerso em uma malha de elementos finitos
para cada elemento finito da zona de colagem faga
para cada ponto de integracao ¢ faga

1:
2
3 - Determinagao da posicao atualizada do ponto de integragao x;(£°);
4: para cada elemento j do modelo global faca

5 k = 0;

6 Célculo da posicao tentativa igual ao centroide do elemento:

Sk .~
Xf)(é(()) ) - X%(ﬁcentroide);

7 enquanto (¢ > tolerancia) faga
8: k++;
9: - Célculo do incremento de posicao:

AxFH = x, (€1) — x)(65);

10: - Calculo do incremento das coordenadas adimensionais:
i\ !
AEORH [ PX0 ) Ak,
0 aévj )
11: - Atualizacao das coordenadas adimensionais:

=(i)k ~(1)k ~(1)k+1
EONH = 0%+ g™

12: - Calculo do erro:
S(i)k+1 S()k+1 A Z()k+1
o= [ag | = agr ag
13: fim enquanto 3
14: - Armazena os valores de j e &};
15: fim para

16: fim para
17: fim para

5.3 Exemplos de verificacao e aplicacao

Nesta secao sao apresentadas as simulagoes de problemas selecionados para a
verificacao da metodologia proposta nos casos de dominios superpostos méveis. Em todos
os exemplos o modelo local possui apenas deslocamentos de corpo rigido. Desse modo,
a atualizacao das posicoes nodais da malha é realizada de forma direta, por meio das

equagoes que regem tais transformacoes.

5.3.1 Cilindro movel

Como primeiro problema, revisita-se o exemplo apresentado no item 2.7.3, que

trata do escoamento sobre um cilindro mével imerso em um tanque preenchido com um
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Algoritmo 4 Algoritmo de marcha no tempo para modelos superpostos moveis - método
a-generalizado

1: para todo passo de tempo n até T faga
2: k=0;

3: - Atualiza as posi¢oes do modelo local;

4: - Atualizacao das fungoes ponderadoras;

5: - Atualizacao das correspondéncias entre os modelos — Algoritmo 3;

6: - Interpola as fungoes ponderadoras de energia no instante de tempo intermediario:
Q0(n+ay) = Q0(n) T af(QO(n-i—l) - QO(n)), (5.8)
Ol(ntay) = O1(n) + ¥ (01 (ns1) = O1(m))5

7 - Predicao da solucao - Eq. 4.46;

8: enquanto (¢ > tolerancia) faga

9: k++;

10: - Interpolagao das variaveis no instante de tempo intermediario - Eq. (4.47);

11: - Calculo do incremento nas variaveis do problema: Un+1 e Pny1 - Eq. (4.48);

12: - Atualizagao da solugao - Eq. (4.49);

13: - Calculo do erro € - Eq. (4.50);

14: fim enquanto

15: fim para

fluido. Tanto o fluido como o cilindro encontram-se inicialmente em repouso e a anéalise se
inicia a partir do momento em que o cilindro se move com velocidade horizontal unitéaria
para a esquerda. Do mesmo modo que no caso apresentado anteriormente, emprega-se
passo de tempo At=0,01 e integracao temporal por regra de trapézios, avaliando-se os
casos de Re = 40 e Re = 200.

Quanto & discretizacao espacial, emprega-se para o modelo global uma malha com
19097 noés e 9428 elementos e para o modelo local uma malha com 31259 nés e 15501
elementos. Os multiplicadores de Lagrange, por sua vez, sao definidos em uma porcao do
modelo local compreendendo 4362 nés e 2023 elementos. A discretizagao adotada é ilustrada
na Fig. 5.2, sendo que o modelo Arlequin resultante conta com 159792 parametros nodais,
nimero ligeiramente menor que o adotado no Capitulo 2, que possui 179442 parametros
nodais.

Novamente analisa-se o comportamento dinamico do coeficiente de arrasto sobre o
cilindro e os resultados obtidos, juntamente com os valores de referéncia, sao apresentados
na Fig. 5.3. A proximidade dos resultados obtidos com as referéncias consultadas permite
concluir que a técnica proposta se mostra eficiente e robusta na simulacao de problemas
envolvendo modelos méveis. Pode-se também comparar os campos de pressao apresentados
na Fig. 5.4 com os obtidos para o monomodelo da Fig. 2.20, onde também verifica-se uma

boa precisao dos resultados.
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Figura 5.2 — Cilindro moével: Discretizagao espacial dos modelos global (preto), local
(vermelho) e da zona de colagem (azul).

5 T T T T

Analitica — Bar—Lev e Yang (1975) ——
Taira e Colonius (2007) —e— |
Presente — Arlequin ——

Cp

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35

Figura 5.3 — Cilindro movel: Coeficiente de arrasto.

5.3.2 Hélice bidimensional

O segundo caso trata-se de uma hélice, ou rotor bidimensional, confinado em uma
cavidade quadrada, semelhante ao esquema estrutural de algumas bombas hidraulicas.
Este problema é escolhido por nao ser possivel de ser simulado por técnica de rastreamento
de interface (malha deformével adaptada ao contorno moével) considerando apenas um
modelo e sem o uso constante de técnicas de reconstrugao da malha (remeshing) ou a
definicao de contornos internos deslizantes.

A cavidade possui lados unitarios (1m), com abertura na porgao superior das

paredes laterais, como ilustrado na Fig. 5.5. Uma hélice de trés pas retas e de comprimento
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(a) t =10
(b) t = 2,5
()t =35
WIIHIIII“IIIIIIIIUIM
0,7 0,075 0,55

Figura 5.4 — Cilindro moével: Campos de pressao para Re = 40 (& esquerda) e Re = 200 (&

direita).
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0,35m é posicionada no centro da cavidade e submetida a uma velocidade angular w,
prescrita, inicialmente nula e linearmente crescente até atingir 1 rad/s no instante ¢=2s,

sendo entao mantida constante a partir desse instante ao longo de toda a anélise.

. u, =0
0.1
] w, (rad/s)
w'd
0.9
7L
Y L 1.0 L
1 1
xT

Figura 5.5 — Hélice: geometria e condigoes de contorno.

O fluido contido na cavidade possui densidade e viscosidade dindmica, respecti-
vamente, iguais a 1 kg/m? e 0.01 Pa-s. E empregado o esquema de Euler implicito para
integragao numérica (ay = oy, = v = 1) com passo de tempo igual a 0,1 s. A discretizacao
espacial é ilustrada na Fig. 5.6, sendo que a malha local (em vermelho) possui 4500 nos e
2162 elementos e a malha global (em preto) possui 2563 nos e 1238 elementos. A zona de
colagem ¢é definida com espessura de 0,08 m a partir do contorno circular do modelo local

e compreende 1140 noés e 492 elementos.

Figura 5.6 — Hélice: malhas de elementos finitos.

A simulagao é conduzida até o instante t = 500, sendo os resultados obtidos para
os campos de velocidade e pressao apresentados na Fig. 5.7. Do mesmo modo, na Fig. 5.8

apresentam-se as configuragoes do modelo local ao longo da anélise.
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Verifica-se que os resultados obtidos se mostram qualitativamente bons, princi-
palmente no que se refere a continuidade da solugao na interface entre os dominios.
Salienta-se também que nao foram verificadas oscila¢oes bruscas nos campos de pressao
ou comportamento oscilatério durante a anélise, o que reafirma a boa robustez da técnica
proposta.

Como ja destacado, uma das grandes vantagens da técnica de superposicao de
modelos para simulacao de problemas de mecanica dos fluidos em relacao as técnicas
convencionais pode ser observada neste exemplo. Como demonstra a Fig. 5.8, no presente
trabalho a representacao do movimento da hélice é realizado por meio de movimentos
de corpo rigido do modelo local, o que implica na preservacao da discretizagao inicial ao
longo de toda a anélise, o que nem sempre é possivel em técnicas de contornos imersos.
Além disso, na simulacao deste problema empregando técnicas tradicionais com base na
descricao ALE, é imperativo o uso de técnicas de remalhamento, ou reconstrucao do
dominio computacional sempre que os elementos desenvolvem distorcao excessiva.

Finalmente, em termos quantitativos, avaliou-se a velocidade horizontal no ponto
médio da parede superior da cavidade ao longo do tempo (Fig. 5.9). Observa-se que nesse
ponto o escoamento possui comportamento dependente do tempo até aproximadamente o
instante t = 50s, e a partir de entao apresenta uma solugao de longo termo com ciclos que
se repetem de acordo com a rotacao da hélice, caracteristico de um escoamento em regime

laminar com baixo nimero de Reynolds.

—0.025 a
-0.05 h
-0.075 a

-0.1 ]
—0.125 |
-0.15
-0.175 .

_0.2 | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Tempo

Velocidade

Figura 5.9 — Hélice: velocidade horizontal no ponto médio da parede superior da cavidade.

5.3.3 Aerofolio com movimento de arfagem prescrito

Neste exemplo, o aerofélio NACA 0012 avaliado no item 4.5.4 é agora submetido a
um movimento de arfagem (pitch) oscilatorio, variando-se seu adngulo de ataque de 10° a
30°. A geometria do dominio computacional, ilustrada na Fig. 5.10 é alterada para capturar

de forma mais precisa os vortices que neste caso se desprendem em uma faixa mais ampla.
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u,=0
30C

Uy ="TUp 290 .
- 107 20C | P

Figura 5.10 — Aerof6lio com movimento de arfagem: geometria e condi¢oes de contorno.

Inicialmente, realiza-se a simulacao do aerof6lio em repouso, a um angulo de ataque
de 10° para obtencao de uma solugao de longo termo, anéaloga a obtida no Capitulo 4.
Essa configuragao é entao utilizada para definir os campos de velocidade e pressao no
instante t=0. A partir de entao, tendo como centro a corda média do aerofélio, aplica-se o

movimento de rotagao de corpo rigido dado por:

gmax szn emax - szn
0= ;L — 5 cos(wyt), (5.9)

onde wy = 2w ff e fy representa a frequéncia de oscilagao e 0,42 € O, 530, respectivamente,

iguais a 30° e 10°.

O modelo global é discretizado com 10595 nos e 5236 elementos. Quanto ao modelo
local, consideram-se duas malhas diferentes: a mesma apresentada no item 4.5.4 e um
modelo circular, com 10670 nos e 5214 elementos, ilustrado na Fig. 5.11. No caso do modelo
circular, a zona de colagem é formada por 627 elementos e 1427 nés. Além disso, um
monomodelo com 18132 noés e 9300 elementos finitos é utilizado como referéncia e pardmetro
de comparacgao. Em todas as discretizacoes utiliza-se o mesmo nivel de refinamento na
regiao proxima ao aerofélio. O método empregado para a deformagao dindmica da malha
na analise do monomodelo, é apresentado adiante na secao 7.3, enquanto nos casos de
superposicao impoem-se a rotagao de corpo rigido a malha.

Dois cenérios sao simulados para cada uma das discretizagoes descritas, empregando-
se frequéncias fy = 0,5 e 1,0. Em todos os casos utiliza-se o integrador a-generalizado,
com po,=0,75 e passo de tempo At=0,02. Adicionalmente, o escoamento possui p = 1,0, u
= 0,001, uy, = 1,0 e a corda do aerofélio mede C = 1, correspondendo a um problema
com Re = 1000, tomando-se a corda do aerofélio como comprimento caracteristico.

Evidentemente, quando o modelo mével possui discretizagao circular e o movimento
imposto trata-se de uma rotacao, as fun¢oes ponderadoras g; nao sao alteradas ao longo da

analise. Desse modo, este exemplo foi idealizado com o intuito de avaliar a solucao
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Figura 5.11 — Aerof6lio com movimento de arfagem: modelo global (em preto), local (em
vermelho) e zona de colagem (em azul).

quando héa efetivamente comportamento transiente em p;, muito embora conclusoes
ja possam ser edificadas tendo como base no exemplo do cilindro mével. Em termos
quantitativos, analisou-se o comportamento dinamico dos coeficientes aerodinamicos de

arrasto e sustentagao ao longo do tempo, apresentados nas Fig. 5.12 e 5.13.

Monomodelo —— Circular Ndo circular - Monomodelo —— Circular Ndo circular -~
08 T T T T T T T 16 T T T T T T T
0.6 % _ 1
12 1 1 J
0.5 H 1 | ]
5 ‘ oo %1 ] R
0.4 n ‘ | | 1
\ 0.8 ,i( ’( "‘ ! | I | |
03 ‘ 1 3 4 4 4 ¢ ¢ f } 4 4 / | [ I
0.2 | 0.6 d
0.1 0.4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo Tempo

Figura 5.12 — Aerofélio com movimento de arfagem: coeficientes aerodinamicos para f; =
0,5.

Como pode-se verificar, todos os casos empregando modelos superpostos apresenta-

ram boa aproximacao com o monomodelo de referéncia, reafirmando que a consideracao
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Figura 5.13 — Aerofélio com movimento de arfagem: coeficientes aerodinamicos para f; —
1,0.

de um modelo do tipo Euleriano-ALE com p; dependente do tempo se mostra uma técnica
robusta e precisa para simulacao de problemas com modelos moéveis.

Por fim, nas Fig. 5.14-5.17 apresentam-se os campos de velocidade e a configuragao
dos modelos superpostos em determinados instantes para um ciclo do movimento oscilatorio

prescrito, atestando-se novamente a qualidade da solugao obtida.

(d) t=7,00 (e) t=7,34 (f) t=7,66
I ——
0,0 2,4
Figura 5.14 — Aerofélio com movimento de arfagem: magnitude do campo de velocidades
em diferentes instantes de tempo para f;=0,5.
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Figura 5.15 — Aerof6lio com movimento de arfagem: Discretizacao espacial em diferentes
instantes de tempo para fy=0,5.

(c) t=6,32

(d) t=6,50 (¢) t=6,66 () t=6,82
0,0 2.4
Figura 5.16 — Aerof6lio com movimento de arfagem: magnitude do campo de velocidades
em diferentes instantes de tempo para f;=1,0.
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(a) t=6,00 (b) t=6,16 (c) t=6,32

(d) t=6,50 () t=6,66 (f) t=6,82

Figura 5.17 — Aerof6lio com movimento de arfagem: Discretizagao espacial em diferentes
instantes de tempo para fy=1,0.
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CAPITULO

DINAMICA DOS SOLIDOS
COMPUTACIONAL

Assim como na mecanica dos fluidos, os s6lidos tém seu movimento governado
por trés principios: as leis de conservagoes da massa, da quantidade de movimento, e da
energia. Tais relacoes formam um conjunto de equagoes que podem possuir diferentes fontes
de nao linearidades: geométrica, decorrente de uma mudanca importante na geometria
da estrutura, como por exemplo, o desenvolvimento de grandes deslocamentos; fisica,
em virtude da utilizagao de materiais com cuja relagao tensao-deformagao é nao linear,
ou ainda, decorrentes de efeitos como dano ao material, fratura, plasticidade etc; e de
contato, que se manifestam em problemas de impacto ou colisao, por exemplo, mas que
esté relacionada a mudancas nas condigoes de contorno ou de compatibilidade da estrutura.

Do ponto de vista da dindmica dos s6lidos computacional, anélises de interacao
fluido-estrutura em geral demandam, pelo menos, esfor¢os em relacao a considerar
adequadamente os efeitos de nao linearidade geométrica, que sao preponderantes em
problemas como o flutter e buffeting, ou martelamento. Tendo como principio a hipdtese
de meio continuo, este capitulo tem o objetivo de apresentar uma relagao de equilibrio
dindmico para um sélido em descricao Lagrangiana total, levando em conta os efeitos da
nao linearidade geométrica. Aspectos relativos as medidas de deformagao e leis constitutivas
pertinentes a consideracao de tais efeitos também sao brevemente abordados. Finalmente,
apresenta-se a aplicacao de tais conceitos ao método dos elementos finitos posicional para
estruturas reticuladas bidimensionais.

Como ja informado, o codigo para analise de dinamica dos solidos computacional
empregado neste trabalho foi desenvolvido previamente, nos trabalhos de Coda (2009b) e

atualizado em Sanches e Coda (2016). Desse modo, é importante ressaltar que os conceitos
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apresentados neste capitulo tem o objetivo de familiarizar o leitor a temas como o método
dos elementos finitos posicional e a analise nao linear geométrica de estruturas, relevantes
para a compreensao total desta pesquisa. No entanto, uma abordagem muito mais profunda
acerca do tema ¢é realizada nos trabalhos de Coda e colaboradores ((CODA, 2003; CODA;
PACCOLA, 2007; CODA; PACCOLA, 2009; CODA, 2017), entre outros) e em textos
como os de Ogden (1984), Holzapfel (2001) e Bonet e Wood (2008).

6.1 Cinematica e equilibrio de um sélido

Considere um meio solido, cujo dominio computacional é representado por €2, em
configuracao de equilibrio dindmico no instante ¢t = ty. Adicionalmente, representa-se a
posicao de um ponto qualquer em relagao ao sistema cartesiano de referéncia por x, de

acordo com a Fig. 6.1. A esse estado ¢ dado o nome de configuracao inicial.

configuracao
inicial

configuracao

= deformada

T3,Ys3

Figura 6.1 — Cinematica de um sélido deformavel.

Dadas as transformagoes impostas ao solido por meio das condi¢oes de contorno
e das forgas aplicadas em um instante ¢, o sélido encontra-se em uma nova configuragao
de equilibrio dinamico €2,, denominada configuracao deformada. O mesmo ponto de
coordenadas x, quando na configuracao inicial, é representado na configuracao deformada
pelo vetor y, em relagdo ao mesmo sistema cartesiano de referéncia.

A funcao capaz de representar as transformacoes sofridas por cada ponto do sélido,
por sua vez, ¢ denominada fungdo mudanga de configuragao (F), de modo que a posi¢ao

de um ponto arbitrario na configuracao deformada pode ser representada como

y = F(x1). (6.1)
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Para determinar uma relacao para o equilibrio dinamico do sélido na configuragao
deformada, parte-se do principio da energia mecénica total estacionaria, e define-se o
funcional de energia mecénica total (IT) considerado trés parcelas: a energia potencial das
forgas externas aplicadas a estrutura P, a energia de deformacao U, e a energia cinética K,

tal que

M=P+K+U.. (6.2)

Nota-se que nao é considerado qualquer tipo de dissipacao mecéanica, tais como o
amortecimento, contato ou agao térmica. Esta escolha é realizada para facilitar os desen-
volvimento subsequentes, porém nao impoe qualquer limitacao ou extensao a formulagao
apresentada.

Trabalhando-se separadamente com cada uma das parcelas do funcional de energia

mecanica total, pode-se definir o potencial das forgas externas como

P=—(F,y), — (bo,¥)o, — (P, ¥)r, ; (6.3)

em que F refere-se as forgas concentradas e by e p representam, respectivamente, as forcas
de dominio e de superficie. O sinal negativo presente em cada uma das parcelas se deve ao
fato de que as forgas externas perdem potencial de realizar trabalho apds a deformacao do
solido.

A energia cinética do solido, por sua vez, pode ser escrita como

I ..
Qy

em que py é a massa especifica do sélido e o ponto acima da variavel indica sua derivada
. P . . 9y .~ .
material no tempo, sendo vélida a igualdade y = 5} para uma descri¢gao Lagrangiana.

Finalmente, a energia de deformacao é expressa como

U, - / " A, (6.5)

em que u. representa a energia especifica de deformagao, e que depende da relagao
constitutiva do material.

Destaca-se que todas as parcelas integrais descritas anteriormente sao definidas
sobre a configuracao inicial. A obtencao de tais relagoes, de fato, nao é tarefa trivial e para
nao estender este texto demasiadamente referem-se, por exemplo, os trabalhos de Coda
(2003, 2017, 2018) e Sanches (2011), que apresentam em maior detalhe a sua obtencao.

Assim, o funcional de energia mecéanica pode ser reescrito da seguinte forma

..
IT=- (F7Y)y - (b()ay>Qz o (PaY)rm + (ﬁpOY7y) +/ Ue dS)y. (66)
Qp x

A relagao de equilibrio dindmico é entao determinada com base no principio da

estacionariedade da energia potencial total. Este principio estabelece que a primeira
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variacao do funcional de energia deve ser nula para qualquer parametro de que II é
dependente (LANCZOS, 1986).

Esta operagao ¢é realizada tomando-se convenientemente as posigoes y como
parametro de variacao. Procedendo dessa maneira, tem-se

_ 1 9(y-y) _O(F -y)
oIl —/QI {on Jy oy | d), Jy oy

_/ 8(bOY)5dem_/a(p—y)6ydI’m-|—/ |:aue-5y:|de:0.

(6.7)

Tomando-se apenas a agao de forgas externas conservativas por simplicidade, isto é,
independentes da trajetoria do corpo, a relacao de equilibrio dindmico de um sélido pode

finalmente ser escrita como

Qa:

2 dy
O,

~ [ 0-ay)y a0~ [ o-ay)ara+ | {
Qz Is Qa dy

Definida a equacgao de equilibrio de um soélido, dedica-se uma maior atencao a

(6.8)

. 5y] ds), = 0.

parcela de energia de deformagao. Como pode-se verificar, todas as parcelas em (6.8)
dependem da posicao deformada do sélido y. Desse modo, deseja-se também definir uma
expressao para u. dependente de y.

Como demonstra a teoria classica da mecéanica do continuo (ver por exemplo Ogden
(1984) ou Holzapfel (2001)), a medida de deformagao de Green (ou Green-Lagrange),
consiste em uma medida Lagrangiana objetiva de deformagao, e que é representada por

um tensor simétrico, dado por

E = %(ATA—I) = %(C—I). (6.9)
em que A = VF é o gradiente da funcao mudanca de configuracao, C é o alongamento a
direita de Cauchy-Green e I é o tensor identidade. Observa-se que, do ponto de vista da
anélise nao linear geométrica de estruturas, requer-se uma medida de deformagao objetiva,
isto é, que os movimentos de corpo rigido nao provoquem deformagao. Como a medida de
deformagao de Green atende a este requisito, esta escolha se mostra adequada (OGDEN;
1984).

Em relacao ao tipo de material, adota-se a lei constitutiva hiperelastica de Saint-
Venant-Kirchhoff, que estabelece uma relacao linear entre o tensor das tensoes de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie (S) e o tensor deformagao de Green, definida como

usK:%S:E:%E:(C:E, (6.10)

em que C é o tensor constitutivo isotrépico, cujas componentes sao definidas por
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2
Ciju = (/’f — gG) 050k + G (0651 + 6ubjr), (6.11)

sendo d;; o delta de Kronecker, x e G respectivamente os médulos volumétrico e de
cisalhamento (ou de elasticidade transversal), calculados a partir do modulo de elasticidade

longitudinal (E) e do coeficiente de Poisson (v) segundo

2
=+ 3G, (6.12)
E
A= vE (6.14)

(1+v)(1-2v)
Esse modelo constitutivo é uma boa alternativa para a simulacao de soélidos

hiperelasticos em regimes de grandes deslocamentos. No entanto, possui limitacoes em

regimes de grandes deformacoes, devendo ser utilizado em problemas com pequenas até

moderadas deformagoes (BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013).

6.2 Elemento finito de poértico plano

Nesta se¢ao, os conceitos desenvolvidos anteriormente sao aplicados as cinematica
de interesse neste trabalho, que consistem nos elementos de barra bidimensionais. Estes
elementos caracterizam-se por serem componentes com uma dimensao muito maior do que
as demais e pode ser empregado para representar estruturas usuais em diversas aplicagoes
de engenharia.

A partir de hipoteses cinematicas, sua mudanca de configuracio pode ser definida

com base na deformagao de uma linha de referéncia, como ilustra a Fig. 6.2.

5 mh mh 5 h h
configuracao F aA configuracao configuracao F 7A configuracao

inicial - deformada

inicial deformada

Emh, AZX /\Emh, AZLh Eh’ ‘;X +£2 /
e L s = »

(a) Mapeamento da linha de referéncia. (b) Mapeamento do solido.

Figura 6.2 — Cinematica do elemento finito de poértico.

Assim, inicialmente a configuracao da linha de referéncia é representada por

elementos finitos unidimensionais nas configuragoes inicial e deformada como
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Fh =™ (&) = N(&) X, (6.15)
Fyt =y &) = Ni(&)Yi, (6.16)

onde 2™ e y™" sao as i-ésimas posicdes de um ponto genérico pertencente a linha de
referéncia nas configuragoes inicial e deformada, respectivamente. X" e Y™ sdo as
coordenadas na direcao ¢ do no6 [ pertencente ao elemento finito em questao, /N, é a funcao
de forma associada ao no6 [ e & representa a coordenada adimensional na dire¢cao do
comprimento do dominio paramétrico auxiliar.

Para realizar o mapeamento completo do sélido emprega-se a cinematica de
Timoshenko-Reissner, onde considera-se que as se¢oes transversais, inicialmente planas e
perpendiculares & superficie de referéncia (neste caso, a superficie neutra), permanecem
planas e giram sobre a superficie de referéncia. Isso permite uma melhor aproximagao da
solucao para barras pouco esbeltas, onde o efeito do cisalhamento sobre a mudanca de
configuracao passa a ser mais relevante.

Essa estratégia considera um vetor generalizado g, normal a linha de referéncia na
configuragao inicial e g, nao necessariamente normal a linha de referéncia na configuracao
deformada. Além disso, o vetor generalizado na configuracao deformada nao possui
restri¢oes, de modo a possibilitar também deformacgoes na direcao da altura do elemento,

evitando problemas de travamento volumétrico como ilustra a Fig. 6.3.

~ /s
N

configuracdo inicial configuracdo deformada

Figura 6.3 — Vetor generalizado - cinematica de Timoshenko-Reissner.

Sendo assim, a posigao de um ponto qualquer do soélido pode ser definida pela
adicao do vetor generalizado & coordenada do ponto de mesmo &; pertencente a linha de

referéncia, tal que

Fl=F" + g, (6.17)
F)=F"+g, (6.18)

Paralelamente, pode-se definir os vetores g, e g, como
hy
8x = ?€2Nj(51)ew(1j)a (6.19)

h
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em que h, representa a espessura do elemento de pértico na configuracao inicial, e, ;) ¢ o
J-ésimo valor nodal da componente 7 do vetor unitario normal a linha de referéncia inicial,
€y(ij) ¢ 0 j-¢simo valor nodal da componente i do vetor generalizado (incognita) configuracao
deformada e a; é o j-ésimo valor nodal da taxa de variacao linear da deformacao ao longo
da altura do elemento, adicionada a formulagao como enriquecimento nodal para se evitar
o travamento pelo efeito de Poisson (travamento volumétrico) (CODA; PACCOLA, 2008).

Para os elementos de portico considerados, os vetores e, e e, sao definidos, para

um ponto qualquer &, como

(6.21)

eu(6) = [—senwx(s))]

cos(6:(£))

B @ —sen(0,(£))
VO [ cos(0,(€)) ] | .

em que 0, e 6, representam os angulos tangentes em relacao a superficie de referéncia nas
configuragoes inicial e deformada, respectivamente, e h, ¢ a altura da secao transversal
na configuracao deformada. Dessa forma, ¢ possivel interpolar h, e 0, e utiliza-los como
parametros nodais incégnita ao invés de se considerar os vetores generalizados.

Assim, para se definir a funcdo vetorial mudanca de configuracdo F", pode-se

realizar a aplicagao linear de F,' sobre a imagem de (F}')~", isto &
h _ ah hy—1
Fh=Fho(FH. (6.23)
De forma analoga, pode-se representar o gradiente de F" como
h _ AhfAhV—1
A=A (A7), (6.24)

em que A" = VF" Al =VF!e Al =VF).
O alongamento a direita de Cauchy-Green e a deformagao de Green também podem

ser definidos em termos de A" e AZ, tal que

C=ATA = [AhAN] [AMANT], (6.25)

1 1 1
E=(C-D = (ATA-1) = {[ajan])" [ajal ] -1}, (6.26)
Por fim, as relagoes (6.25) e (6.26) permitem reescrever a parcela referente & energia
de deformacao em funcao dos parametros nodais incégnitas de cada né I, que sao: as
posigoes atuais do né Y7} e Y7y, o angulo tangente da se¢ao no né 6,; na configuragao
deformada, a altura da secao transversal no né h,; na configuragao deformada e o parametro

nodal da taxa de variacao linear de deformacao na dire¢ao da espessura aj.
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6.2.1 Equilibrio dindmico no MEF Posicional

O equilibrio dindmico de um elemento finito descrito em formulagao posicional é
realizado tomando-se como ponto de partida (6.8), que define o equilibrio dinAmico de um
solido genérico em forma fraca. Utilizando a regra da cadeia para a parcela de energia de
deformacao e tendo em vista a lei de conservagao da massa e seu corolario (CODA, 2017),

a relacao de equilibrio dinamico pode ser reescrita como

/ (po - 5y) de—F-ay—/ (bo - 3y) dQ,
Qg Qp

ouSVE  IOE
— ¥ de+/ [ e ;_.5]de:0.
/z(p y) o | OE oy y

(6.27)

Dada a arbitrariedade de dy e a aproximacao de aceleracoes e posi¢coes por meio
de interpolacoes segundo o método dos elementos finitos, pode-se reescrever a relacao de
equilibrio mecénico como

/ poN;N; d0, Y +/ FS : E)_C} dQ, =F +/ N;bg dQ, +/ N;p dl',, (6.28)
Q. 0, 12 0Y Q. .
com i,j = 1,.nen € Y e Y representam os valores nodais de aceleracio e posicao,
respectivamente.

Para maiores detalhes sobre a implementagao computacional, bem como da repre-

sentagao explicita de (6.28), recomendam-se por exemplos os textos de Coda (2017) e

Coda (2018). Em forma matricial, o problema (6.28) pode ser representado como

MY + Fint = Feat, (6.29)

em que M é a matriz de massa (constante), F¢' representa o somatorio das forgas de
campo, superficie e concentradas, F™ corresponde as forgas elasticas. A relagio (6.29)
representa a movimento nao amortecido de um soélido na formulagao posicional.

O comportamento de amortecimento viscoso pode ser adicionado ao sistema por
meio de uma parcela adicional CY, segundo o modelo de Rayleigh (WARBURTON,
1976; PAULTRE, 2013), em que C representa a matriz de amortecimento e Y o vetor de

velocidades nodais.
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6.3 Integracao temporal e solucao do problema

nao linear

O avango discreto da solugao com respeito ao tempo é realizado por meio do método
de Newmark, também empregado previamente em diversos trabalhos envolvendo o MEF
posicional (ver por exemplo Coda e Paccola (2009), Sanches e Coda (2010a), Sanches e
Coda (2010b), Sanches e Coda (2013), Sanches e Coda (2014), Siqueira e Coda (2017),
Siqueira e Coda (2019)). Destaca-se que, por possuir matriz de massa constante, o MEF
posicional se assemelha a um problema fisicamente nao linear mas geometricamente linear.
Além disso, Coda e Paccola (2009) e Sanches e Coda (2013) demonstram que o método de
Newmark aplicado a formulagao posicional conserva a quantidade de movimento e energia
para a maioria dos problemas de engenharia, quando em regime de pequenas deformagoes.

Como ja introduzido anteriormente, no Capitulo 2, o método de Newmark é
implicito, e para o caso de dinadmica dos sélidos, possui uma equacao adicional que
relaciona posigoes, velocidades e aceleracoes nodais, de modo que o estado de um sélido

nos instantes ¢, e ¢, 1 sao relacionados por
. 1 . .
Y, =Y, +AtY, + (5 — ﬁ) AYY, + BAEY 41, (6.30)
Yo=Y+ (1 —7)AY, + ALY i1, (6.31)

em que (3 e vy sao parametros dependentes do comportamento assumido para a aceleracao e

At é o valor do incremento de tempo. Por exemplo, para aceleracao constante no intervalo
de um passo de tempo, deve-se adotar v =12 e = 1/a.

Aplicando-se (6.30) e (6.31) a (6.29), tem-se, para o instante ¢,,1 a seguinte rela¢ao

M ~C

—Y,.1 —MQ, +CR, + —-——

BAL2 - Q BAt

em que Q, e R, representam os termos dependentes apenas de velocidades, aceleragoes e

int ext
Fn+1 - F +1 +

Y, —7AICQ, =0, (6.32)

posicoes do instante anterior, dados por

Y, Y, 1 §
anmtptmﬁ( 25 1) Y., (6.33)
R, =Y, +At(l—4)Y,. (6.34)

Pode-se escrever ainda o problema nao linear definido por (6.32) em funcao do
residuo da equagao governante discretizada no espago e no tempo, tal que:

C

RS = F:‘Ln-‘il - FGJCtl +t s 6At

M
ap Y Y, 1 — yAtCQ, =0. (6.35)

O problema néo linear (6.35) é resolvido por meio do método iterativo de Newton-

Raphson e o processo de avango no tempo ¢ realizado de modo anélogo ao procedimento



158 Capitulo 6. Dindmica dos sélidos computacional

adotado para o fluido, de acordo com o Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Algoritmo de marcha no tempo para o problema de dindmica dos s6lidos
computacional - método de Newmark
1: para (n = 0:T) faga

2: k=0;
3: - Calculo dos termos dependentes do passo anterior:
Y, Y, 1 ’
n — ——1 Yna
Q= 5ae AT (25 )
R, =Y, +At(l —4)Y,.
4: enquanto (e > tolerancia) faga

5: ]{H——H
: - Célculo do incremento de posic¢ao: AYﬁﬂ

aRg k+1 k

7 - Atualizacao das posigoes nodais :

k+1 _ k k+1
Yn+1 - Yn+1 + AYn—i—l'

8: - Calculo do erro:
Ayl jAYRh - AY
X XX
9: fim enquanto ) .
10: - Atualizagao de aceleragoes Y, 11 e velocidades Y, 1:
. Y. —-Y, Y, 1\ .
Y, 1= 1-— 1Y
T TaAE T BAE T ( 25) "

11: fim para

6.4 Exemplos de verificagao e aplicacao

Nesta secao apresentam-se alguns testes numéricos para verificagao do algoritmo de
solucao do problema de dindmica das estruturas, com énfase em casos envolvendo grandes

deslocamentos da estrutura.
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6.4.1 Viga Engastada

Este primeiro exemplo trata-se de uma viga engastada, inicialmente proposta por
Bathe, Ramm e Wilson (1975) e cuja geometria e dados sobre o material constituinte sao
apresentados na Fig. 6.4.
p,= 2,85 1b/in

O\ ]E = 1,2X1041b/1112
Il,, v=20,2
p = 10° 1b-s*/in*

1"

10"

Figura 6.4 — Viga engastada: geometria, condi¢gdes de contorno e propriedades do material.

No presente trabalho utilizou-se uma discretizacao em 6 elementos finitos de
aproximacao polinomial ctibica e passo de tempo At = 1,35 x 10~*s. Um ponto relevante
para a simulacao deste problema consiste na consideracao da forca distribuida aplicada &
viga como nao conservativa. Isto significa que a forca atua sobre a estrutura como uma
pressao, mantendo-se perpendicular ao eixo da viga durante toda a analise. Em relagao a
formulagdo, este tipo de carregamento ¢ derivado em (6.8) tomando-se p = p(y).

Durante toda a analise monitora-se a posi¢ao da extremidade da viga, sendo a
relagao entre seu deslocamento vertical e o comprimento da viga (d/L) apresentado em
funcao do tempo na Fig. 6.5, onde também compara-se o resultado com o obtido por
Bathe, Ramm e Wilson (1975).

Bathe, Ramm e Wilson (1975) —-—- Presente
0.7 T T T T

Deslocamento vertical relativo (d/L)

0.1 I I I I I I I I
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018

Tempo (s)

Figura 6.5 — Viga engastada: deslocamento vertical relativo da extremidade.

A pequena variagao dos resultados pode ser atribuida tanto & formulagao quanto
as discretizagoes espacial (em 5 elementos finitos bidimensionais quadrilaterais de 8 nés) e
temporal utilizadas por Bathe, Ramm e Wilson (1975). Entretanto, de um modo geral,
verifica-se grande proximidade com os valores de referéncia, especialmente se observado o

nivel de deslocamento desenvolvido pela estrutura, ilustrado na Fig. 6.6.
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- t = 0,0054 s

t = 0,000945 s

t = 0,004455 s

t = 0,00189 s
t = 0,003375 s

t = 0,0027 s

Figura 6.6 — Viga engastada: posicao deformada para varios instantes de tempo.

6.4.2 Viga Biengastada

Neste segundo exemplo, apresenta-se o caso de uma viga biengastada com car-
regamento concentrado no meio do vao. Este problema foi inicialmente proposto por
McNamara (1974) e também estudado por Mondkar e Powell (1977). Dados sobre a
geometria, condicoes de vinculagao e propriedades da secao transversal e do material

constituinte sao apresentados na Fig. 6.7.

P =100 Ib
1 E = 3,0x107 Ib/in?
|<1—,,»| o125 Z _ 83237“0*4 Ib-s? /in*
20"

Figura 6.7 — Viga biengastada: geometria, condi¢oes de contorno e propriedades do
material.

Neste caso, adota-se uma discretizagao em 10 elementos finitos de ordem ciibica e
passo de tempo At = 2,5 x 107°s. Analogamente aos trabalhos de referéncia, avaliou-se o
deslocamento vertical no meio do vao, sendo o seu historico apresentado na Fig. 6.8, onde
¢ comparado com o resultado de Mondkar e Powell (1977), que apresenta um intervalo de
analise maior do que os reportados por McNamara (1974).

Novamente verifica-se uma boa aproximacao da solucao obtida com os valores de
referéncia, confirmando a robustez do método. Finalmente, apresenta-se na Fig. 6.6 a
configuracao deformada da estrutura para varios instantes de tempo, ilustrando o nivel de

deslocamentos submetidos a viga.
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Mondkar e Powell (1977) —-—- Presente

0.8 T T T

Deslocamento vertical no meio do vao

A ! ! ! !
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Tempo (s)

Figura 6.8 — Viga biengastada: deslocamento vertical no meio do vao.

configuracao inicial t=225x10" s
ffffff =30 _

t= 1i5><10*3 s
t="75x10"s

t=3,0x10% s

Figura 6.9 — Viga biengastada: posicao deformada para varios instantes de tempo.



162 Capitulo 6. Dindmica dos sélidos computacional




163

CAPITULO

SUPERPOSICAO DE MODELOS EM
PROBLEMAS DE INTERACAO
FLUIDO-ESTRUTURA

A partir dos desenvolvimentos acumulados ao longo deste trabalho, neste capitulo
desenvolve-se uma técnica para analise de problemas de interagao fluido-estrutura com
base na superposicao de modelos. Mais especificamente, o que se propoe é o acoplamento
da técnica para analise de modelos superpostos moveis desenvolvida no Capitulo 5 com o
modelo de anélise de estruturas reticuladas apresentado no Capitulo 6, por meio de um
esquema particionado forte (implicito).

Para tanto, inicialmente sao apresentadas as condi¢oes de acoplamento do problema
de IFE. Em seguida, a discussao acerca da classificacao dos problemas de IFE iniciada no
Capitulo 1 é retomada para evidenciar as vantagens da técnica proposta. Paralelamente,
sao estabelecidas as estratégias adotadas para satisfazer as condigoes de acoplamento
e, posteriormente, o modelo de acoplamento particionado forte é construido. Por fim,

apresentam-se exemplos numéricos para a verificacao da metodologia.

7.1 Condicoes de acoplamento e classificacao
das técnicas de acoplamento fluido-estrutura

O problema de interagao fluido-estrutura ¢ ilustrado graficamente tomando-se o
dominio computacional 2;rg, representado na Fig. 7.1, composto pela uniao entre os

dominios solido Q2 e fluido Qp (Arlequin para modelos méveis) sendo, por defini¢do, a
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interface fluido-estrutura I';pg a sua interseccao, isto é, I'ipp := Qg N Qp.

Figura 7.1 — Representacao esquematica do dominio computacional Q;pg.

Do ponto de vista mateméatico, o acoplamento fluido-estrutura é satisfeito, basi-

camente, por meio de trés condigoes auxiliares na interface fluido-estrutura (RICHTER,

2017):

. Condicao cinemdtica: HA continuidade de velocidades em I'jpp;

1. Condi¢cdo dindmica: Na interface fluido-estrutura, ha continuidade do vetor tensao

de Cauchy na direcao normal a I'jpg;

115. Condigcao geométrica: Os dominios computacionais Qg e Q0 devem sempre coincidir

em I';pg, sem superposigoes ou abertura de frestas ou buracos.

Dada a definigao do problema de IFE, retoma-se a discussao iniciada no Capitulo 1
acerca de sua classificagao. A primeira delas diz respeito ao modo como as condigoes i e
i1 sao satisfeitas. Nos esquemas de acoplamento monolitico, tais condi¢oes sao atendidas
de maneira implicita, uma vez que ambos os meios sao tratados no mesmo contexto
matematico, o que implica na sua integracao temporal simultanea, resultando em um
tinico sistema de equagoes algébricas a ser resolvido (HOU; WANG; LAYTON, 2012). Esta
técnica apresenta como vantagem a sua maior precisao e estabilidade, porém pode requerer
maior custo computacional e muitas vezes nao fornece a flexibilidade necessaria para o
desenvolvimento de c6digos computacionais eficientes, principalmente em problemas de
larga escala (HEIL; HAZEL; BOYLE, 2008).

Em contraponto, nos esquemas particionados, as condi¢oes cinemética e dinamica
sao obedecidas por meio de uma comunicagao nao simultanea entre os meios durante o
processo de solucao. Essa transmissao de informacao é realizada de maneira seriada, com
a solucao dos problemas de fluido e estrutura separadamente em conjunto com a aplicagao
de condigoes de contorno apropriadas: imposi¢cao da condi¢ao cinemética para o fluido e

dindmica para a estrutura. Desse modo, a solucao pode ser obtida de maneira iterativa
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mediante o estabelecimento de um critério de convergéncia adequado. Evidentemente,
essa alternativa possui como principal vantagem a modularidade (BADIA; NOBILE;
VERGARA, 2008; TEIXEIRA; AWRUCH, 2005), pois permite a integragao de dois
codigos pré-existentes para a analise de cada um dos problemas mecéanicos individualmente,
além de sua expansao de forma paralela. Como este é exatamente o cenédrio no qual esta
pesquisa se encaixa, a escolha por um esquema de acoplamento particionado se mostra
bastante vantajosa, sendo esta a estratégia adotada neste trabalho.

Nota-se que a atualizacao das condigoes de acoplamento pode ser feita de duas
maneiras. Na primeira, chamada neste trabalho de acoplamento particionado fraco, as
condigoes sao transferidas de um meio para outro apenas ao final de cada passo de
tempo. Na segunda, chamada neste trabalho de acoplamento forte, equivalente ao chamado
acoplamento bloco-iterativo apresentado por Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013), as
condigoes sao transferidas a cada iteragao. Embora a primeira estratégia seja menos precisa,
ambas podem apresentar problemas de convergéncia e perda de estabilidade especialmente
quando a massa especifica do sélido e do fluido for préxima, devido ao efeito de massa
adicionada (CAUSIN; GERBEAU; NOBILE, 2005; BRUMMELEN, 2009). Neste trabalho
adota-se uma técnica de acoplamento particionado forte com relaxacao de Aitken, com o
objetivo de acelerar a convergéncia do processo iterativo, apresentada em maior detalhe
no item 7.4.

Outra classificacao das técnicas de resolucao dos problemas de IFE leva em
consideracao apenas a condi¢ao geométrica, dividindo-as em métodos de malhas adaptadas
(interface tracking) e nao adaptadas (interface capturing), que diz respeito a forma de
rastreamento da interface fluido-estrutura durante a analise (HOU; WANG; LAYTON,
2012). Evidentemente, esta classificagao diz respeito a representagdo matemética do fluido,
uma vez que a localizagao da interface fluido-estrutura ¢é intrinsecamente ligada a posicao
do soélido. Os métodos do tipo interface tracking admitem um dominio espacial deformével,
que pode ser representado por meio da descricdo ALE (DONEA; GIULIANI; HALLEUX,
1982) ou de técnicas de discretizagao espago-tempo (SST) (TEZDUYAR et al., 1992a).
Neste caso, o dominio computacional do fluido deve mover-se sempre que houver mudanca
na configuracao da interface fluido-estrutura, de modo a acompanhar a movimentagao
do solido. A segunda classe de métodos, denominados interface capturing, deriva-se do
emprego de um dominio computacional fixo, no qual as variagoes de posicao da interface
sao rastreadas a partir de técnicas de contornos imersos (PESKIN, 1972).

Alternativamente, no presente trabalho, utiliza-se do modelo Euleriano-ALE apre-
sentado no Capitulo 5 para a modelagem do escoamento de um fluido sobre a estrutura,
com o modelo local definido na vizinhanga e conforme ao meio sélido.

Como pode-se verificar, se de um lado se tem um modelo local tratado por meio da
descricao ALE, isto é, uma técnica de acoplamento do tipo interface tracking, de outro a

posi¢ao do modelo local é rastreada ao longo da analise por meio de técnicas de contornos
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imersos. Por esta razao, a técnica de acoplamento resultante pode ser denominada hibrida,
diante da classificacao que leva em consideracao a condi¢ao geométrica.

Essa filosofia, apesar de inédita no ambito do método Arlequin, vem sendo explorada
recentemente, com trabalhos como os de Verkaik et al. (2015) que utilizam uma técnica
Chimera para superposigdo de modelos. Além disso, os trabalhos de Massing et al. (2015),
Massing, Schott e Wall (2018) e Schott, Ager ¢ Wall (2019) desenvolveram uma técnica de
superposicao de modelos com base no corte de elementos finitos na zona de superposicao,
que posteriormente sao acoplados ao modelo local por meio do método de Nitsche. No
entanto, grande parte das técnicas de superposicao de modelos na analise de problemas de
IFE, é utilizada no sentido de uma superposi¢ao de dominio de um soélido sobre um fluido
(BURMAN; FERNANDEZ, 2014).

Tendo em vista os conceitos abordados, nas proximas duas se¢oes apresentam-se as

metodologias adotadas para o acoplamento particionado Fluido-Estrutura.

7.2 Condicoes cinematica e dinamica

Como levantado anteriormente, nos esquemas de acoplamento particionado as
condigoes cinematica e dindmica sao atendidas por meio da resolugao de cada problema
mecanico separadamente, mediante a transferéncia de condi¢oes de contorno apropriadas
entre os meios. Para a condicao cinemética, por exemplo, no caso de nao escorregamento

entre os meios tem-se que

uh = yh em FIFE‘; (71)

que ¢ satisfeita impondo-se y" sobre Qr em I'jpg.
Por parte da condicao dinamica, a continuidade da tensao de Cauchy é garantida
se o vetor forca de superficie no sélido tg e no fluido t, calculados em pontos coincidentes

na interface fluido-estrutura, formam um par a¢ao/reagao, ou seja

Ol = Ol €1 FIFE7 (72)

que, por sua vez, é garantida por meio da imposi¢cao de opn sobre Qg em ['jpg.

A este esquema dé-se o nome de acoplamento do tipo Dirichlet-Neumann. Esta
denominacao é adotada por razoes 6bvias, uma vez que na pratica trata-se da imposicao
de condigoes do tipo Dirichlet para o fluido e Neumann para o solido. Esta alternativa nao
é a Unica possivel e mais adiante, no item 7.4, sao apresentadas informacoes adicionais
acerca de outras técnicas com base na transmissao de condigoes de contorno do tipo Robin,
por exemplo.

Qualquer que seja a estratégia adotada para a transmissao das condi¢oes cinematica

e dindmica em esquemas particionados, algo que se deseja é a possibilidade de utilizar
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discretizagoes quaisquer e independentes para cada um dos meios fisicos. No entanto, a
resolucao de equacgoes diferenciais por meio do método dos elementos finitos e discretizagao
isoparamétrica é realizada mediante a aplicacao de condigoes de contorno nas posigoes
nodais. Desse modo, deve-se construir uma metodologia capaz de transmitir tais informagoes
mesmo no caso de discretizacoes com nés nao coincidentes, como no exemplo retratado na
Fig. 7.2.

Figura 7.2 — Rastreamento dos pontos de integracao pertencentes a interface fluido-
estrutura.

Logo, para determinar as coordenadas nodais do fluido que aproximam a forma da

estrutura com o minimo erro, o seguinte problema linear pode ser resolvido

/ Wh ’ (X}fl? - X%‘,préx) dFIFE = O; (73)
UrirE

h . L.
em que Xg ., 'epresenta o ponto da estrutura mais préximo de xp.
Analogamente, as velocidades nodais a serem aplicados ao contorno do fluido em

I';rE podem ser aproximadas por
/ Wh . (uh — ero’x) dF[FE = 0, (74)
I'irE

em que ygm representa a velocidade no ponto da estrutura mais proximo ao né do fluido
cuja velocidade é dada por u”.

Este procedimento conduz a uma solugao com minimo erro na descricao da interface
I';rEe. No entanto, ele requer a solugao de um sistema algébrico e do armazenamento das
varidveis nos pontos de quadratura. Como na maioria dos casos a discretizacao do fluido
é muito mais refinada do que a da estrutura, uma representacao mais aproximada da
interface pode ser realizada preservando uma solu¢ao com pequeno erro, descrita a seguir.

Para discretizacoes arbitrarias e independentes, como a ilustrada na Fig. 7.2, realiza-
se na etapa de pré-processamento um procedimento de busca de correspondéncia entre os
meios, analogo ao realizado para a construcao do operador de acoplamento no método
Arlequin, descrito no Algoritmo 3.

Graficamente, esse procedimento pode ser interpretado com o auxilio da Fig. 7.2.
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Cada n6 da discretizacao da estrutura xg é projetado sobre o modelo local do fluido e sua
posicao relativa £r(xg) é determinada. Analogamente, cada n6 do modelo local do fluido,
pertencente & interface fluido-estrutura xr é projetado sobre a estrutura, de modo que
sua posicao relativa £g(xp) também é determinada e armazenada.

Assim, para cada iteracao do processo de solucao do problema acoplado, as
velocidades da estrutura sao interpoladas na posigao &g (xr) e transferidas para o respectivo
noé Xp.

No caso em que considera-se condi¢cao de nao escorregamento do fluido sobre a

estrutura, a condigao cinematica é diretamente atendida fazendo-se

u(xp) =y (&e(xr)). (7.5)

Caso contrario, em que a estrutura possui superficie lisa, a condi¢ao cinematica é

satisfeita por

u(xp) =u(xp) +{[y (§e(xr)) —u(xp)] -n}n. (7.6)

em que n é o vetor unitario normal a [';pg
Ja a condi¢ao dinamica é sempre satisfeita calculando-se a forca resultante do

escoamento sobre a estrutura em forgas nodais equivalentes de acordo com

tE(XE) =0 <€F(XE))IIE. (77)

Posteriormente, as forgas nodais equivalentes tz(xg) sao interpoladas no elemento

finito da estrutura por meio de suas func¢oes de forma.

7.3 Condicao Geométrica

Como apresentado no Capitulo 6, a metodologia adotada para a solugao do
problema de dinamica dos solidos ¢é capaz de representar estruturas em regime de grandes
deslocamentos. Ao utilizar essa formulacao para a anélise de problemas de interacao
fluido-estrutura, a condi¢cao geométrica é satisfeita movimentando-se o modelo local no
contexto do método Arlequin de modo a garantir que o dominio computacional de ambos
os meios coincidam em [';pp ao longo de toda a analise.

Essa tarefa é realizada como uma etapa adicional no processo de solu¢ao, analogo
ao realizado para problemas de modelos ou contornos moéveis apresentados nos Capitulos
2 e b, respectivamente. Algo desejavel nesta etapa, no entanto, é que a técnica utilizada
para a movimentagao dindmica da malha local do fluido seja robusta o suficiente para
garantir a manutencao de uma discretizagao de qualidade ao longo de toda a simulagao
computacional.

Nesse sentido, diversas técnicas vém sendo desenvolvidas para acomodar os deslo-
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camentos da estrutura junto & malha do fluido e podem ser divididas em trés categorias.
A primeira tem como principio a imposicao dos deslocamentos da estrutura em I';pg
e na determinacao de um campo de deslocamentos para o dominio computacional do
fluido por meio da resolugao de um problema de valor de contorno (PVC), tais como
analogias de molas (BOTTASSO; DETOMI; SERRA, 2005), de solido (TEZDUYAR et
al., 1993; JOHNSON; TEZDUYAR, 1994; STEIN; TEZDUYAR,; BENNEY, 2003; STEIN;
TEZDUYAR; BENNEY, 2004) e de suavizagao Laplaciana (KANCHI; MASUD, 2007),
entre outros.

O segundo grupo refere-se aos esquemas ponto-a-ponto, em que o deslocamento
da malha é diretamente interpolado a partir dos deslocamentos impostos & interface
(DONEA; GIULIANI; HALLEUX, 1982; TEZDUYAR et al., 1992b; TEZDUYAR et al.,
1993; SANCHES; CODA, 2014; COULIER; DARVE, 2016). Por fim, os citam-se também
os métodos hibridos, que combinam vantagens de diferentes técnicas de movimentagao
dindmica de malhas (MARTINEAU; GEORGALA, 2004; BARTELS, ; LIU; QIN; XIA,
2006; LEFRANCOIS, 2008; FERNANDES; CODA; SANCHES, 2019).

Neste trabalho, a estratégia adotada consiste na resolucao de um problema equiva-
lente de mecanica dos sélidos. Em outras palavras, a cada iteracao, resolve-se um problema
estatico analogo ao de mecanica dos solidos, impondo-se os deslocamentos desenvolvidos
pelo soélido a interface fluido-estrutura, de modo que um campo de deslocamentos para
todos os nés do modelo local é obtido.

Neste ponto, este trabalho diferencia-se dos estudos prévios por empregar também
a formulacao do método dos elementos finitos posicional para a resolugao do problema de
mecanica dos solidos equivalente. Entretanto, a estratégia adotada modifica a abordagem
Lagrangiana total usualmente utilizada no MEF posicional para uma formulacao Lagran-
giana atualizada. Desse modo, a configuragao de referéncia é tomada como a obtida na
ultima atualizagao da malha, e ndao a configuracao inicial, como na versao Lagrangiana
total.

Em relagao aos parametros eléasticos, assim como em diversos trabalhos (TEZ-
DUYAR et al., 1993; STEIN; TEZDUYAR,; BENNEY, 2003; STEIN; TEZDUYAR;
BENNEY, 2004), as constantes de Lamé sao calculadas com base em valores equivalentes
para o modulo de elasticidade E,, e coeficiente de Poisson v,. Uma técnica usual consiste
em adicionar rigidez aos menores elementos finitos, geralmente localizados proximos a
I'1rE, de modo a evitar distor¢oes excessivas nesta regiao. Assim, o valor de E,, em cada
elemento finito é calculado a partir de

h
]Em = jv (78)
em que J é a area do elemento finito.
Em relacao a lei constitutiva, embora um modelo incompressivel seja o ideal por

garantir a conservagao do volume (ou area) e a menor distorgao possivel da malha, empregou-
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se novamente o modelo de Saint-Venant Kirchhoff pela facilidade de implementacao
computacional. Por fim, cabe mencionar que considera-se estado plano de deformacao para

a resolucao do problema de movimentacao da malha.

7.4 Esquema de acoplamento particionado forte
e implementacao computacional

Como ja destacado, a principal vantagem dos modelos de acoplamento particionado
consiste na modularidade, pois permite o desenvolvimento continuo e paralelo dos dois
co6digos computacionais, um para resolucao do solido e outro do fluido. Dentre as técnicas
de acoplamento particionado, existe ainda uma subdivisao em dois grupos chamados aqui
de forte e fraco.

Nos esquemas de acoplamento particionado fraco, ou explicito, o equilibrio em
um instante é realizado em apenas um ciclo de transferéncia das condigoes cineméatica
e dindmica ((7.1) e (7.2)). Nesse caso, podem ocorrer erros na imposigao das condigoes
de equilibrio, além de haver uma maior restricao quanto ao tamanho do passo de tempo
empregado na anélise.

Um aspecto importante do modelo de acoplamento particionado consiste no
surgimento de instabilidades do tipo massa adicionada (added mass effect) (CAUSIN;
GERBEAU; NOBILE, 2005; FORSTER; WALL; RAMM, 2007; BRUMMELEN, 2009), que
ocorrem principalmente nos problemas em que a massa especifica dos meios se aproxima.

Para contornar estas instabilidades, alguns trabalhos como os de Badia, Nobile e
Vergara (2008), Nobile e Vergara (2008), Roux e Garaud (2009) e Fernandez, Mullaert e
Vidrascu (2013), propdem a modificacao das condigoes de acoplamento do tipo Dirichlet-
Neumann por combinacoes do tipo Robin-Neumann, Dirichlet-Robin, Robin-Robin entre
outras. Além disso, técnicas hibridas também podem ser utilizadas, empregando um
esquema de acoplamento implicito apenas para a condicdo dinamica (FERNANDEZ;
GERBEAU; GRANDMONT, 2007).

Neste trabalho, opta-se pela adocao de um esquema de acoplamento particionado
forte. Isso significa que é necessario construir um critério de convergéncia para a posicao
da interface fluido-estrutura, que é satisfeito mediante um processo iterativo de busca da
solugao acoplada. Como apontado por Degroote (2013), as técnicas de acoplamento parti-
cionado forte impoem as condigoes cinematica e dindmica de modo implicito, contornando
instabilidades dos esquemas de acoplamento particionado fraco. Para maiores informacoes
acerca das técnicas de acoplamento, pode-se referir por exemplo ao trabalho de Degroote
(2013) e respectivas referéncias, que trazem uma completa revisao bibliografica sobre o
tema.

A técnica empregada neste trabalho é o acoplamento forte do tipo bloco iterativo



7.5.  Exemplos de verificacdo e aplica¢ao 171

Gauss-Seidel com relaxacao de Aitken, detalhado no Algoritmo 6. Esta metodologia ja
vem sendo aplicada com sucesso pelo grupo de pesquisa em trabalhos prévios, como o de
Fernandes, Coda e Sanches (2019), e também por outros pesquisadores, tais como Wall,
Genkinger e Ramm (2007) e Kiittler e Wall (2008).

Desse modo, no Algoritmo 6 apresenta-se o esquema de acoplamento detalhado
anteriormente. Nele, a notagdo .# refere-se ao esquema de atualizagao dindmica das
posicoes da malha do modelo local. & e % sao, respectivamente os blocos de solugao
dos problemas do so6lido e fluido. Por fim, a notacao & o .# indica que o resultado do
subproblema de mecéanica dos fluidos ¢ utilizado como parametro de entrada para a solugao

do problema estrutural.

7.5 Exemplos de verificacao e aplicacao

A metodologia desenvolvida ao longo de todo este trabalho culmina na sua aplicacao
aos problemas de interacao fluido-estrutura apresentados nesta secao. Primeiramente,
propoe-se a verificacao da técnica, por meio do exemplo benchmark de flutter sobre uma
viga flexivel. Nesse teste, dois cenarios sao analisados, um fortemente acoplado e o outro
com acoplamento fraco. Em ambos os casos, resultados da literatura sao consultados e
comparados. Posteriormente, a metodologia é aplicada & um exemplo pratico de uma

turbina edlica do tipo Savonius, demonstrando a potencialidade da técnica proposta.

7.5.1 Flutter de uma viga flexivel

Este exemplo trata-se de um dos problemas mais utilizados para verificacao de
codigos computacionais para anélise de interacao fluido-estrutura, devido & complexidade
dos fenémenos envolvidos e aplicabilidade em situacoes praticas de engenharia. Foi proposto
por Wall e Ramm (1998) e posteriormente reformulado por por Hiibner, Walhorn e Dinkler
(2004). Ambos os casos possuem mesma geometria e diferenciam-se pelas propriedades
elasticas da estrutura flexivel e velocidade de entrada do fluido, tornando a segunda menos
propicia a problemas de instabilidade decorrentes de acoplamento fraco.

O problema consiste em uma viga flexivel engastada a jusante de um prisma
quadrado rigido, cuja geometria e condi¢oes de contorno sao ilustradas na Fig. 7.3.

Quanto a estrutura flexivel, dois cenérios foram analisados, sendo o caso 1 proposto
por Hiibner, Walhorn e Dinkler (2004) e o caso 2 o de Wall e Ramm (1998). Em ambos
os casos a viga tem altura de 0,06 cm. O fluido possui as propriedades fisicas do ar, com
pr = 1,18 x 1073gm/cm?® e p = 1,82 x 107%g/(cm-s) e o campo de velocidades inicial
¢ uniforme e igual a velocidade de entrada. No entanto os demais parametros como as
propriedades elasticas da estrutura, velocidade de entrada do escoamento e respectivo

niamero de Reynolds do problema (calculado com base no comprimento do bloco rigido)
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Algoritmo 6 Marcha no tempo do problema de interagao fluido-estrutura - acoplamento
forte do tipo bloco Gauss-Seidel com relaxagao de Aitken

1: para todo passo de tempo n até T faga

2: k=0;

3: - Preditor da interface fluido-estrutura

3 1
X?L+1 =x, + At (ixn — §Xn1> em ['1pg;

enquanto (¢4 > tolerancia) faga
5: - Atualiza o modelo local, calculando velocidades da malha

_ k
uy — A (x;,);
6: - Calcula a posicao tentativa da interface
X1 ¢ &0 F (o1, Uh);

- Calcula o fator de relaxacao de Aitken:

8: se k = 0 entao
0 —_ kmaz.
gnJrl =Sn )
9: senao
AxFTL - AxE ) - AxE
k k—1 k—1 ( n+1 n+1 n+1 k k Sk
Snal = S +(§n —1) AT A ,em que AX, | =X, | — X ;
” Xnt1 — Xn—f—lH
10: fim se
11: - Calcula o pardmetro 6timo de relaxacao de Aitken:
k ko
w=1- Sn+1s
12: - Relaxacao da posicao da interface:
k41 kY ok kok .
Xn-i-l - (1 —w ) Xn—i—l +w Xn+17
13: - Calculo do erro:
_ k _ k ko
ea = [ Axt, = \Axk,, - Axk,: (7.9)
14: kE++;
15: fim enquanto

16: fim para
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Figura 7.3 — Flutter de uma viga flexivel: geometria e condig¢oes de contorno.

sao dados na Tab. 7.1.

Tabela 7.1 — Flutter de uma viga flexivel: parametros fisicos dos casos 1 e 2.

Caso 1 Caso 2

Re 204 333
Uso (cm/s) 31,5 51,3
pe (g/cm?) 2,0 0,1
v 0,35 0,35

E (g/cm-s?) | 2,0x10% | 2,5x10°

Em ambos os casos emprega-se a mesma discretizacao espacial para o fluido. A
malha global possui 5079 nés e 2476 elementos, enquanto a malha local possui 6970 nos e
3366 elementos. A zona de colagem ¢é definida como uma faixa com largura de 1 cm junto
ao contorno externo do modelo local, compreendendo 2648 nos e 1220 elementos. Ambas
as malhas de elementos finitos sao ilustradas na Fig. 7.4. O modelo Arlequin descrito
anteriormente totaliza um problema com 41443 graus de liberdade para simulacao do
escoamento.

Para a estrutura, adota-se uma discretizagao com seis elementos finitos de igual
comprimento e aproximagcao polinomial de ordem ctibica, com um total de 19 nés, idéntica

a empregada no exemplo 6.4.1. Quanto a discretiza¢ao temporal, utiliza-se sempre v = 1/2

e f=1/4.

Caso 1

Neste caso, utiliza-se uma discretizacao temporal com passo de tempo igual a
At =5x10"*s e ps = 0,5 para a integracao temporal do fluido. De acordo com a teoria
classica de dinamica das estruturas (ver por exemplo Warburton (1976) ou Paultre (2013)),
as trés primeiras frequéncias naturais de vibragao da viga adotada sao iguais a f! = 0,61

Hz, f2 = 3,8 Hz e f3 = 10,6 Hz, de modo que sabe-se de antemao que a frequéncia de
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Figura 7.4 — Flutter em uma viga flexivel: discretizagao espacial do modelo global (em
preto), local (em vermelho) e zona de colagem (em azul).

desprendimento dos vortices sobre a estrutura é proxima a sua segunda frequéncia natural.
Ademais, ao longo de toda a anélise monitorou-se o deslocamento vertical da
extremidade da viga, sendo que a Fig. 7.5 apresenta seu historico ao longo de toda a

analise em comparacgao com a linha envoltéria dos resultados apresentados por Hiibner,
Walhorn e Dinkler (2004).
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Figura 7.5 — Flutter em uma viga flexivel: histérico de deslocamento vertical da
extremidade da viga (caso 1).

Como pode-se verificar, o historico de deslocamentos da viga possui comportamento
crescente até certo ponto da analise, e a partir de entao a amplitude de vibracao se mantém
aproximadamente constante. Essa também é a solucao reportada por Hiibner, Walhorn e
Dinkler (2004), com a qual os resultados obtidos possuem grande proximidade. Quanto a
frequéncia de vibragao do problema acoplado, Hiibner, Walhorn e Dinkler (2004) reportam

um valor de 3,1 Hz, enquanto no presente trabalho obteve-se 3,05 Hz. Desse modo, observa-
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Figura 7.6 — Flutter em uma viga flexivel: magnitude do campo de velocidades para um
ciclo do movimento periédico acoplado (caso 1). Valores em cm/s.

se que a frequéncia de vibracao do problema acoplado difere das frequéncias naturais de
vibragao livre da estrutura, justamento devido aos fendmenos acoplados envolvidos.
Em relagao a amplitude, obtiveram-se valores extremos da ordem de -0,8 cm e 0,8
cm, novamente, de acordo com a faixa de resultados apresentada pela referéncia.
Tomando-se o periodo de um ciclo do movimento aproximadamente periddico
desenvolvido pela estrutura como 7', apresentam-se nas Fig. 7.6-7.8 os campos de velocidade

e pressao, bem como a configuracao das discretizagoes espaciais para diferentes instantes.
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M
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Figura 7.7 — Flutter em uma viga flexivel: campo de pressdes para um ciclo do movimento
periddico acoplado (caso 1). Valores em g/cm-s?.

Embora seja reportado na literatura que a solugcao deste problema seja pouco
acoplada, a grande dificuldade enfrentada na sua simulacao computacional consiste na
magnitude dos deslocamentos desenvolvidos pela estrutura. Além disso, dado que o
problema acoplado possui vibragdo dominante no segundo modo, grandes distor¢oes sao
impostas a malha do fluido, como pode ser observado na Fig. 7.8. Neste ponto cabe
destacar que na etapa de movimentacao dinamica do modelo local é adotado valor de
Vm=0,35.



7.5.  Exemplos de verificacdo e aplica¢ao 177

4' N AVAY, AVAY, >
vmﬁqvgg;nﬁ'vﬁn n»"vﬁn KR
RO TS SO PREERES

ASRIALTS N N A A RIS o FXAAANANS N\ > vy

9% KNPSRS XS 5 SO OOEIEATA A N

R R BRI & R R R S ARRIRE AT K N\
A INAISSISRIS A AT A AN S AT A A YA Va

| R N N AR DS SIS S R s K|
>»::;;}eg:«azg};fgesvmg»:;zﬂm R AN I N S A
) KIZRKISEREE DOKRA RN
N\ SO KEDEER RS RNEKE XK RI

CRRESREER RRARRA SRR

PRERRS RIROKIKRE SOV D7 AN

SEORSAR OV R PO/
NS SSERESS % KRR\

ﬁgﬁ%?g S ; i B gl S5 v‘éf}"

SRR RS R R EL T O NRERY % SV e SN s S ey AN KRR

RO SRR R A KA AONRREERSODISERAL \ /N VAN ) N e O E Srastavis o AN
RS A Lk RS LR AR ASE D s S N i v

K SRR UK IR RO T\ PV VS TAVATaT SRRV it QAN
N SRR R KRR A A VS SR BRSNS R KNSR B T
X % s ey VAVAVAVADY CRARK] LTS VSRS k7
SAAR SRR KSR ST\ NN/ NAVAYANDAPAY! AR EESRRTANT\ /N
OGRS <] NVAY, AN AVA \ 7 NSRRI T
NS 4}4;.1#%{6‘%%«%31#( DEASA] yAVAY Y DK IRERATS
ROSIA NAY &y

%‘hg'ﬁéhﬂnghﬂzg‘qﬂA CHALRS lvgg > SRS YAYAS

% ‘Vp X Va <
""4‘%44%“9'7{:%‘@'4# RIS L AV O
SO A!ﬁ'(ﬁiivm»hﬁ.«»:ﬁ%@&h&‘»“ﬁ%ﬂ pAVAY YAVAN U o s AVAY Y N7 VA
K e i Al KN IN AR A §$Av7v1wz¢vsgmwwmrm—.‘vﬁﬁ5”5?"95’%71"*4““‘WAQKVW

YN N S A VA VAN & VATl vl ST AT ST SEN IR IR R R SRR RSN R
R e o A R R X R B NTSINOR TR PR S e N AR R S TSINOR (KR
> RN KL IR A 47‘“' Ay >§E>¢<m~:;u ANORRRR A WAY 4}{“' <\
R e IS R IS W) «vvmaegv.esst.4‘>A A NN £ R 4"A AN
NS R TSGRl AAVA'LAV" [V SRR S A A VAV v

N K «’ KERORRRY Y S N VAV «’

KEiEs ML SR AVAD ARG RN RS S AVAVAD, ARG AN
SO OO DO o PR s WAV v <K
|\ ORERER et VAV ALY vy, VA o Bl RV e AVAVANAVY v, V4 )aY

KRR RIS AN RS K/ EEREREE A AV AN

SRR, s AP AN v Vg I DN s ey A D VANUS YA
PR O I K PORTN TR AKX

RO SRR RIS

AR AR A N R RIS LR IANEY KN [ RIS A R RIS R A CATAAN AN, WAV ONAN

R BRI SRS SRR A RS AAEITANS| K Pay RSO AR AL N A PO
R R SRR N I N HK AT KNS IR S e e RSB EIR AT Vi KRV

S SRR AR BN BRI R S AR AR
| <D N <]
DR

A
AT

N
“%»5 O

<

vl
AVAY;
A

/\
o

S
Y
X

N
i

AN

S
W%
K
>
§VA

%
i
e

\

X
N>

o

7

SOOI
AVAYAS: RNPKIKARNINE
SRR SRR

A
LK
o

A

<N
Avd
)

74)

i
\/
1%

R

<]

N/
N
5
0
:
5

N
S
V

AN R SAAAFKKS NP 4‘)45 IAVANZ, NNV ANG YN JAVAN
I e N L A S e KSR s l e i e A
AVAYATLY
R AN RS RO P AR RO N XA S B R
A N SRR A A IO RIS NS S SN DRSS OSSO [N A\
B s A a B e s  a Van i
DRt SERDOQANRA DRt SR VAR VAV
K AK ISAUS
SR S RAVAR N NV S e AVAR S N
Pavizssazes Aty v yaq I v RSSO
SLEREREER IR O N NS LSRR i S AV
S B YO KA LBRRER! i s AR AN 7AY
TR IR TR PR SRR I D
SRR P PR RS RSN AK KA N/ \/ RIS AR A RN SKRKIN, / \VA
e e o ONAVAYAYA AN NS Y et eSS e OV AVAYATAU D N
|\ R A A A R A RIS RSIITATAAKIASLE '1}""'1“4“ L\ AT NS A AN IATARIIKROCINIRKA KL V'}""VA}(NL
A RS SRR IO OITAL N 4A47, A S R R KR RIS SRS SR X PAVAVA
QR e RO RKNIAR] IS e il e VO AR
A R N 5

A 'A“'P'AVA" F KA
VI S A VAR Ny 250
AR S

0

g
g
N
<A

v%é‘\
SO

PRRED
e,

4V

5
[k
NP
VAN,
S
K
A<

AT
%
A A%x‘v&i%ﬁ'

AV
S

Figura 7.8 — Flutter em uma viga flexivel: discretizagao do modelo Arlequin um ciclo do
movimento periddico acoplado (caso 1).

No entanto, observa-se que a técnica utilizada foi robusta o bastante na simulagao
desse problema e que as distor¢oes sofridas pelo modelo local nao afetaram a qualidade
dos resultados obtidos, como é possivel verificar a partir das comparacoes levantadas

anteriormente.

Caso 2

No segundo caso, pode-se verificar que o decréscimo na massa especifica da estrutura
faz com que a sua relacao com a massa especifica do fluido seja menor. Este é um indicativo
de maior acoplamento da resposta, tornando o processo de obtencao da soluc¢ao mais
complexo do que no caso anterior.

A forma como os vortices sao formados, em casos fortemente acoplados como este,



178 Capitulo 7. Superposi¢ao de modelos em problemas de interagdo fluido-estrutura

depende de diversos fatores, tais como o calculo do parametro de relaxacao utilizado no
procedimento de acoplamento forte, o critério de tolerancia, chegando muitas vezes aos
erros de arredondamento nas operagoes realizadas pelo computador (BAZILEVS et al.,
2008). Muitas vezes o controle de tais fatores ndo é possivel, de modo que as comparagoes
devem ser realizadas nao apenas de forma quantitativa, mas qualitativa e preferencialmente
apo6s desenvolvido um estado perioédico de longo termo da solugao.

Neste caso, testa-se ainda a influéncia do esquema de integragao temporal do
fluido. No primeiro caso adotou-se o método de Euler implicito (af = o, =y = 1) €
posteriormente o método a-generalizado com p.=0,5. Em todos os casos tomou-se At =
1,65x1073s. O historico para o deslocamento vertical da extremidade da viga para ambos

os casos é apresentada na Fig. 7.9.
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Figura 7.9 — Flutter em uma viga flexivel: histérico de deslocamento vertical da
extremidade da viga (caso 2).

Como ja abordado anteriormente, para quaisquer valores de p,, = [0, 1[, adiciona-se
certa quantidade de amortecimento numérico ao processo de integracao temporal, que
devem contribuir para mitigar as altas frequéncias e oscila¢goes no campo de pressoes
decorrentes das nao linearidades envolvidas no problema analisado. Por outro lado,

¢ de amplo conhecimento que o método de Euler implicito também introduz maior
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(e) t=nT+ 4 (f) t =nT + 2L

T

0,0 475 95,0

Figura 7.10 — Flutter em uma viga flexivel: magnitude do campo de velocidades para um
ciclo do movimento periédico acoplado (caso 2). Valores em cm/s.

amortecimento numérico a solugao.

De um modo geral, avalia-se que para ambos os integradores obteve-se uma resposta
muito proxima das reportadas por Wall e Ramm (1998) e Bazilevs et al. (2008) em termos
de amplitude de vibracao, com valores ligeiramente menores para o integrador Euler
implicito.

Em termos de frequéncia do problema acoplado, tanto Wall e Ramm (1998) quanto
Bazilevs et al. (2008) reportam um periodo de aproximadamente 0,33s, isto é, uma

frequéncia de cerca de 1Hz. Nas simulagoes realizadas, obtiveram-se periodos de vibracao



180 Capitulo 7. Superposi¢ao de modelos em problemas de interagdo fluido-estrutura
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(e) t=nT+4L ()
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Figura 7.11 — Flutter em uma viga flexivel: campo de pressoes para um ciclo do movimento
peri6dico acoplado (caso 2). Valores em g/cm-s?.

de 0,301s para o método Euler implicito e 0,330s para o método a-generalizado.

Diante de tais resultados, verifica-se que, embora tenha sido adotado o método a-
generalizado com certa dissipacao numeérica, isso nao acarretou em diferencas significativas
na solucao do problema acoplado quando comparado com as referéncias, o que é bastante
positivo e corrobora com os resultados e conclusoes levantadas no Capitulo 2 e por Jansen,
Whiting e Hulbert (2000). Além disso, é possivel afirmar que o integrador de Euler
implicito pode ser inadequado para a simulacao de problemas transientes de interagao

fluido-estrutura devido a alta dissipagao numeérica imposta ao modelo.
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(a) t=nT (b)t:nT—i—%
(c) t =nT + 2F (d) t =nT + 3L
(e) t =nT + 4L (f)t=nT+ 2L

Figura 7.12 — Flutter em uma viga flexivel: discretizacao do modelo Arlequin um ciclo do
movimento periodico acoplado (caso 2).

Por fim, do mesmo modo que para o Caso 1, apresentam-se nas Fig. 7.10-7.12
os campos de velocidade, pressao e configuracao do modelo local para varios instantes
durante um ciclo de vibracao da solucao.

Destaca-se que, embora a estrutura desenvolva grandes deslocamentos, até maiores
do que no Caso 1, como o movimento é predominantemente no primeiro modo de vibracao,
ocorrem menores distor¢oes nos elementos finitos. Desse modo, foi possivel realizar a

simulacao tomando-se v,,=0.

7.5.2 Turbina Savonius

Este ultimo exemplo tem o objetivo de trazer um carater mais préatico a aplicagao

de problemas de interacao fluido-estrutura. Apesar de os modelos de turbina eélica mais
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conhecidos serem aqueles de eixo horizontal (paralelo ao sentido do escoamento, Fig. 1.1a),
modelos mais compactos e baratos sao também desenvolvidos para utilizacao residencial
ou industrial de pequeno ou médio porte. Nessas alternativas, como as turbinas do tipo
Savonius (1.1b), o eixo de rota¢do normalmente é vertical.

Como nas turbinas edlicas verticais o eixo de rotagao é perpendicular ao sentido
do escoamento, a simulagao computacional de seu comportamento pode ser realizada
numa anéalise bidimensional. Ademais, nos trabalhos consultados, como os de Roy, Das e
Saha (2018), Mauro et al. (2019) e Bai et al. (2019), o dimensionamento destes elementos
estruturais sao geralmente realizados por meio de analises para uma estrutura rigida, com
rotagao imposta e pré-determinada.

Desse modo, considera-se uma turbina do tipo Savonius de duas pas e geometria
semicircular de raio igual a 2 ¢cm e superposicao de 0,15 cm, como ilustrado na Fig.
7.13a. A discretizacao do modelo estrutural possui seis elementos finitos de aproximagao
polinomial cubica para cada péa e dois elementos centrais de ligagao, como apresentado na
Fig. 7.13b. Para representar o comportamento rotacional da turbina, restringem-se apenas

os movimentos de translacao do né central A.

(a) Geometria. (b) Discretizacao em elementos finitos.

Figura 7.13 — Turbina Savonius: geometria e discretiza¢ao em elementos finitos da turbina.

A estrutura é composta por um material com E = 7 x 107 g/cm-s?, v=0,33 e
pr=2,7 g/cm?. Para os elementos constituintes das pas da turbina, adotou-se espessura de
0,05 cm, ja os dois elementos centrais possuem espessura igual a 1,0 cm, com o cardter de
representar um eixo rigido.

Quanto ao fluido, adotam-se as mesmas propriedades fisicas do exemplo anterior,
isto ¢, pp = 1,18 x 1073 gm/cm?® e p = 1,82 x 107* g/(cm's), com velocidade de
entrada u.,—20 cm/s. Para essa configuragao, o escoamento possui nimero de Reynolds
de aproximadamente 1000, tomando-se a distancia entre as extremidades das pés como
comprimento caracteristico. O dominio computacional possui comprimento de 50 cm
medidos a partir do eixo da turbina nas direcdes horizontal, vertical e & montante. A
jusante, o dominio computacional estende-se 150 cm a partir do eixo da turbina, de acordo

com a Fig. 7.14.
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- My—

Figura 7.14 — Turbina Savonius: geometria e condi¢oes de contorno.
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Figura 7.15 — Turbina Savonius: discretizagao espacial do modelo global (em preto), local
(em vermelho) e da zona de colagem (em azul).

O dominio computacional do meio fluido é discretizado por uma malha global
com 16657 nos e 8264 elementos e uma malha local de 16724 nés e 8198 elementos, como
ilustrado na Fig. 7.15. A largura da zona de colagem é de 2 cm e possui 2164 noés e 980
elementos. O problema Arlequin resultante tem um total de 104471 graus de liberdade.

Adota-se passo de tempo igual a At = 0,002 s. Além disso, um impulso inicial
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¢ aplicado & turbina de perfil constante e magnitude My = 200 g-cm?/s? até o instante
t = 0,5 s. A partir desse instante, a for¢a é removida e a turbina é submetida apenas a
acao do escoamento. Novamente, a integragao temporal por parte do sélido ¢é realizada
com y=1/2 e f=1/4. Para o fluido, adota-se o valor de ps, = 0 com o intuito de reduzir
ao maximo os efeitos das frequéncias de vibracao livre desenvolvidas pela estrutura em
virtude da imposicao do impulso inicial no escoamento.

Desse modo, durante a simulacao sao monitorados os deslocamentos horizontais
e verticais do ponto B, destacado na Fig. 7.14, sendo os resultados apresentados na Fig.
7.16.

deslocamento horizontal —— deslocamento vertical ——

Deslocamento (cm)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Tempo (s)

Figura 7.16 — Turbina Savonius: historico dos deslocamentos horizontal e vertical do ponto
B.

Como esperado, verifica-se que apdés o impulso inicial imposto a turbina, esta
adquire um movimento de rotacao e, com o passar do tempo, nota-se a aceleragao do
movimento de rotacao promovido pela agao do fluido sobre a estrutura.

Embora a anélise junto ao grafico da Fig. 7.16 sugerir um comportamento periédico
para o escoamento, essa afirmacgao esta longe de ser verdadeira. De fato, os vortices
se desprendem da estrutura e se movem radialmente. Esse fenémeno acontece pois os
efeitos viscosos ainda possuem grande importancia na solugao para o numero de Reynolds
analisado, sem que haja a formacao de uma esteira de turbuléncia & jusante da turbina. Tal
comportamento ¢ ilustrado nas Figs. 7.17-7.20, que apresentam os campos de velocidade,
pressao, vorticidade e a configuragao do modelo local para um ciclo completo de rotagao
da turbina.

Apesar de ser um exemplo de aplicacao apenas para avaliacao qualitativa, este caso
ilustra com bastante clareza as vantagens da utilizacao da técnica proposta. Os niveis de
deslocamento de corpo rigido sofridos pela estrutura tornam impeditiva a analise deste
problema por meio das técnicas convencionais sem que sucessivas etapas de remalhamento

sejam realizadas, reforcando as justificativas para o desenvolvimento desta pesquisa.
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i 2§

) t=14,304s ) t=14,744

) t=15,184s ) t=15,624s
) t=16,064s ) t=16,504s
i
0,0 22,0 44,0

Figura 7.17 — Turbina Savonius: magnitude do campo de velocidades para um ciclo de
rotagao da turbina. Valores em cm/s.
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(a) t=14,304s (b) t=14,744

(c) t=15,184s (d) t=15,624s

L

(e) t=16,064s (f) t=16,504s

-8,5%10? -3,4%10° “1,7%10°

Figura 7.18 — Turbina Savonius: campo de pressoes para um ciclo de rotagao da turbina.
Valores em g/cm-s?.



7.5.  Exemplos de verificacdo e aplica¢ao

187

<::::§::;/; L3

7 P
4
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(c) t=15,184s

(d) t=15,624s

‘e

(e) t=16,064s

T —

-100 0 100

(f) t=16,504s

Figura 7.19 — Turbina Savonius: vorticidade para um ciclo de rotacao da turbina. Valores

em s~ L.
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(a) t—14,304s (b) t=14,744
() t=15,184s (d) t=15,624s
(e) t=16,064s (f) t=16,504s

Figura 7.20 — Turbina Savonius: discretiza¢ao do modelo Arlequin para um ciclo de rotagao
da turbina.
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CAPITULO

INTRODUCAO A REDUCAO DE
MODELO EM ESCOAMENTOS
INCOMPRESSIVEIS

Mesmo com o grande avanco alcangado nas ciéncias da computacao e na informatica
nas ultimas décadas, muitos problemas envolvendo a simulacao numérica de processos
fisicos ainda permanecem nao resolvidos. Chinesta et al. (2016) destacam, por exemplo,
que tarefas simples desenvolvidas pelo cérebro humano podem consumir uma quantidade
de tempo e energia exorbitante para uma maquina, o que demonstra a evidente ineficiéncia
dos algoritmos, métodos e tecnologias disponiveis. Nos tltimos anos, no entanto, uma
frente de pesquisas com o foco no desenvolvimento de modelos de ordem reduzida vem
tentando superar esse percal¢o da simulacao numérica de problemas de larga escala.

Para compreender a filosofia das técnicas de reducao de modelo, apresenta-se o
exemplo gréfico explorado por Heres (2005) e Schilders, Vorst e Rommes (2008), ilustrado
na Fig. 8.1. De um modo geral, as técnicas de reducao de modelo tem como objetivo
capturar apenas as caracteristicas essenciais do problema de modo a representar o modelo de
interesse com o minimo de informagao possivel. Ao analisar a Fig. 8.1, pode-se verificar que
mesmo reduzindo a informacao disponivel, isto é, a discretizacao utilizada, a caracteristica
original do modelo ¢é preservada pois mesmo no caso menos refinado é possivel identificar
a silhueta de um coelho. No entanto, é preciso ressaltar que a partir de certo ponto, o
processo de reducao de modelo deve ser interrompido, antes que as propriedades basicas
do problema sejam perdidas ou que a precisao necessaria para a resolucao do problema
nao possa mais ser alcancada (HERES, 2005).

Outro caso pratico de utilizagao das técnicas de reducao de modelo é o problema
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Figura 8.1 — Ilustragao grafica das técnicas de reduc¢ao de modelo. Fonte: Heres (2005),
crédito a Harvard University, Microsoft Research.

de compactagao de imagens (apresentado por Chinesta, Keunings e Leygue (2013)), em
que busca-se preservar as principais informacoes de uma imagem mesmo com a reducgao da
resolucao e, consequentemente do tamanho do arquivo. Este é o mesmo principio utilizado
em diversas areas da computacao em geral e também ¢é a base para a construgao de modelos
de ordem reduzida em aplicacoes de engenharia.

As técnicas de reducao de modelo podem ser divididas em duas classes: os métodos
a priori € a posteriori. Em ambos os casos, o que se deseja é a determinacao de uma base
reduzida na qual a solugao global sera projetada com base na combinagao linear de fungoes
linearmente independentes. Nos métodos a posteriori, no entanto, esta base reduzida é
construida a partir de simulagoes prévias do problema (CHINESTA et al., 2016). Dentre os
métodos a posteriori, encontram-se as metodologias desenvolvidas com base nas técnicas
POD (Proper Orthogonal Decomposition) e RB Reduced Basis.

Por outro lado, nos métodos a priori, um espago de funcoes genéricas é utilizado
para a aproximacao espacial e construgao da base reduzida, que é projetada a solucao do
problema num processo iterativo de autocorrecao. Por este motivo, esse grupo de métodos
se mostra mais robusto do que os anteriores e engloba as técnicas desenvolvidas a partir
do PGD (Proper Generalized Decomposition).

Nesse sentido, este capitulo apresenta uma incursao a obtencao de modelos de
ordem reduzida voltado a aplicagoes no campo da mecéanica dos fluidos computacional
(problema de maior escala nos problemas de interac¢ao fluido-estrutura abordados neste
trabalho). Inicialmente, apresenta-se uma contextualiza¢ao dos as técnicas de redugao de
modelo no ambito da mecéanica dos fluidos. Na sequéncia, uma metodologia para analise
de escoamentos incompressiveis é desenvolvida a partir do PGD, seguida da sua aplicacao
a problemas benchmark e validagao da técnica.

Destaca-se que os desenvolvimentos apresentados ao longo deste capitulo foram
obtidos durante do periodo de doutorado sanduiche do autor, realizado no Laboratoério
MSSMat (Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et Matériauz), da CentraleSupélec,

Université Paris-Saclay, sob a orientacao do prof. Andrea Barbarulo.
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Além disso, cabe ressaltar que neste ponto a complexidade dos problemas a serem
resolvidos é diminuida, pois este capitulo tem como meta a realizacao de um estudo inicial
em técnicas de reducao de modelo, que serao um ponto de partida e poderao ser estendidas
a aplicacao em problemas de maior complexidade como os de interacao fluido-estrutura

em pesquisas futuras.

8.1 Reducao de modelo em mecanica dos flui-

dos computacional

Técnicas de reducao de modelo vém sendo aplicado com sucesso em diferentes areas
da engenharia, que incluem a mecéanica e quimica computacionais, ciéncias da computagao
etc. Segundo Chinesta et al. (2016), no contexto da mecanica dos fluidos computacional, os
método a posteriori como o POD, com base em projegoes de Galerkin, vém sendo aplicado
a problemas de aeroelasticidade e controle de fluxo héa pelo menos duas décadas, como nos
trabalhos de Dowell e Hall (2001), Lieu, Farhat e Lesoinne (2006), Kunisch e Volkwein
(2001) Kunisch e Volkwein (2010) e Hinze e Volkwein (2005).

Muito ja se avangou nos métodos a posterior: para a simulagao de problemas
de dinadmica dos fluidos computacional, ja tendo sido aplicado até mesmo a problemas
complexos, como os de contornos moveis (LIBERGE; HAMDOUNI, 2010; KARATZAS
et al., 2019). Mais recentemente, esta técnica também foi aplicada para a simulagao
de escoamentos em meios porosos, reologia e considerando-se fluidos nao Newtonianos
(CHINESTA et al., 2011). Além disso, Stabile et al. (2019) desenvolveram um modelo POD
para a simulagao de escoamentos turbulentos, tendo simulado problemas como o escoamento
sobre um cilindro com Re & 5000. Para nao estender a discussao demasiadamente acerca
dos métodos a posteriori, refere-se ao leitor, por exemplo, os textos de Lassila et al. (2014),
Rowley e Dawson (2017) e Mendonga, Afonso e Lau (2019) que realizam extensas revisoes
bibliogréficas sobre a aplicacao desta categoria de métodos & problemas de mecénica dos
fluidos computacional e aeroelasticidade.

Concentrando esforgos nos métodos a priori, ao qual este trabalho se encaixa, a
primeira técnica PGD aplicada as equagoes de Navier-Stokes foi proposta por Dumon,
Allery e Ammar (2010) em uma formulacao linha de corrente-vorticidade. Posteriormente,
a abordagem de separagdo de variaveis espago-tempo introduzida por Ladevéze (1985) foi
também estendida no ambito da mecénica dos fluidos computacional por Dumon, Allery e
Ammar (2011), Aghighi et al. (2013) e Leblond e Allery (2014), permitindo a simulagao de
uma variedade maior de problemas, levando em consideracao inclusive os efeitos transientes.
Ainda neste sentido, Dumon, Allery e Ammar (2013a) e Dumon, Allery e Ammar (2013b)
apresentaram uma técnica PGD empregando elementos finitos espectrais para a anélise de

escoamentos incompressiveis e de transporte de calor e massa.
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Mais recentemente, Le-Quoc et al. (2018) desenvolveram um método PGD com
base numa técnica de contornos imersos para de problemas de escoamentos incompressiveis.
Os autores utilizaram uma aproximacao do tipo fractional step, em que as varidveis do
problema sao desacopladas e empregaram o método PGD para a resolu¢ao do problema
de Poisson associado a determinacao do campo de pressoes. Posteriormente, alternativas
empregando elementos finitos estabilizados com base no método GLS (Galerkin Least-
Squares) também foram apresentadas por Diez, Zlotnik e Huerta (2017) e Ghnatios e
Hachem (2019).

Por fim, merecem ser citadas também as contribui¢coes importantes realizadas
por Sevilla, Zlotnik e Huerta (2020), que aplicaram o conceito de isogeometria utilizando
fungdes NURBS para a solugao do problema de Stokes e o trabalho de Tsiolakis et al. (2020)
que apresenta uma decomposicao PGD em func¢ao das coordenadas globais e paramétricas.

Neste sentido, no decorrer deste capitulo apresenta-se uma nova abordagem PGD
para a solucao das equacoes de Navier-Stokes. Para tanto, desenvolve-se uma formulacao
estabilizada PSPG com base na separacao espaco-tempo, antes aplicada apenas em

abordagens desacopladas das variaveis do problema, como a técnica fractional-step.

8.2 O algoritmo de reducao de modelo PGD

A forma forma fraca das equacoes de Navier-Stokes para um dominio computacional

Q=Q, x Qr, em que x € Q, e Qr = [0,T] é dada por

/ /W-(a—u+u-Vu—f) dxdt—/ /pV-wdxdt
or Jo, ot or Jo,
—|—/ / e (w): 2ve (u) dxdt—/ w-h dx dt =0,
QT QI QT Iy
/ / ¢V -udx dt =0, (8.2)
Qr Jo.

em que X é um ponto arbitrario do dominio computacional e T" representa o tempo total

(8.1)

de analise.

Note que f e h sao fungoes dadas e podem ser dependentes tanto do espaco quanto
do tempo. Além disso, nas Eq. (8.1)-(8.2), as parcelas sdo também integradas no tempo
na construcao da forma fraca, de modo que defini¢oes apropriadas de w e ¢, diferentes das
empregadas anteriormente nesta tese, devem ser utilizadas.

Alternativamente, pode-se escrever (8.1)-(8.2) segundo a notagao empregada nos

capitulos anteriores, de modo a se obter

(w.50) + (etw), 2etu),

+ (W> u- Vu)Q - (V ) W7p)(2 = (Wa f)Q + (Wa h)Ft )

(8.3)
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(¢,V-u), =0. (8.4)

8.2.1 Construcao da base reduzida PGD: conceitos preliminares

Assim como as outras técnicas de redugao de modelo, no PGD construgao da
base reduzida é formulada a partir da técnica de separagao de variaveis. Se tomarmos as
incognitas do problema, velocidade e pressao, respectivamente u e p, sua aproximacgao

com base nesta filosofia pode ser escrita como

Ninod

u(x,t) & Z U; (x) ¢; (1), (8.5)

Nmod

p(x,t) ~ Z P (x) i (t) (8.6)

onde N,,,q ¢ 0 nimero de “modos PGD"!, considerado um parametro de entrada do
problema, que também pode ser determinado a partir de um critério de convergéncia.
Nota-se que a solugao para ambos os campos, que é funcao tanto do espaco quanto do
tempo, é representada por uma composicao linear de fungoes vetoriais dependentes apenas
do espaco U; e P; com funcgoes escalares dependentes apenas do tempo ¢; e ;. As fungoes
espaciais, por sua vez, podem ser obtidas de diversas formas. Quando derivadas a partir de
uma aproximagao em elementos finitos, por exemplo, pode-se escrever U; (x) ~ N* (x)U;
e P, (x) =~ N? (x) P;, em que N* e NP sdo, respectivamente, as fungdes aproximadoras de
velocidade e pressao e U; e P; denotam os valores nodais da base espacial PGD.
Diferentemente dos métodos de reducao de modelo convencionais, como o POD e a
analise modal, em que a base de projegao é conhecida a principio, no PGD tanto as fun¢oes
espaciais quanto as temporais sao calculadas ao longo da analise, sem levar em consideragao
qualquer informacao prévia. Se tomarmos as (8.5)-(8.6) em um determinado instante da
analise, em que se deseja calcular o n-ésimo conjunto de modos PGD U, (x) ¢, (t) e

P (x) 1y, (1), tal que n < Nyoq), sua aproximagao pode ser derivada como

uy, (X, ) = Z Ui(x)hi (t) + Un(X)Pn (1) = Wy (X, 1) + Un(x)n (1) , (8.7)

Pn (%) = Z Pi(x)e0i (8) + Pu(x)thn (t) = pa1 (%, 1) + Pu(x)hn (1) . (8.8)

A ideia descrita pelas Eq. (8.7)-(8.8) é o principio pelo qual a base PGD é construida
na proxima se¢ao. Além disso, deve-se mencionar que a implementacao computacional do

algoritmo PGD ¢ realizada por meio de iteragoes de ponto fixo. Desse modo, um sistema

O termo “modo PGD” refere-se a um k-ésimo conjunto de fung¢des espaciais e temporais, por exemplo,
Uy, (X) ¢r () ou Py (x) ¢ (t). Os termos “modo espacial” e “modo temporal”, por sua vez, referem-se as
respectivas parcelas dependentes do espaco x e do tempo t.
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de iteragao-correcao é implementado para a determinagao de cada modo PGD.

8.2.2 Algoritmo de direcoes alternadas e iteracoes de ponto fixo

Como descrito anteriormente, a determinagao de uma base PGD é feita de modo
progressivo e iterativo. A etapa de busca por um novo modo PGD déa-se o nome de
enriquecimento da base PGD. Dentro deste processo, itera¢oes de ponto fixo sao realizadas
para a determinacao dos modos espaciais e temporais.

Além disso, atencao especial deve ser dedicada ao termo convectivo devido & sua
nao linearidade. Nesta etapa de obtencao da formulacao PGD, representa-se a velocidade
de conveccao pelo simbolo 1, que sera definida de forma apropriada mais adiante.

Desse modo, toma-se uma iteracao de ponto fixo k, contido em uma etapa de
enriquecimento da base PGD genérica n. Neste contexto, o algoritmo de dire¢oes alternadas

consiste em duas etapas:

1) Busca-se calcular os modos espaciais da iteragdo atual UF e P a partir de
valores pré-calculados dos modos temporais ¢F~1 e *=1:
Nesse caso, as solugoes para o campo de velocidades e pressoes obtidas a partir de

(8.7)-(8.8) podem ser representadas como:

W, (X, 1) = o1 (X, 1) +Un ()¢ (1), (8.9)
P (X, 1) = P (3%,1) + P (x)1 71 (). (8.10)
Segundo o algoritmo de diregoes alternadas (CHINESTA; KEUNINGS; LEYGUE,

2013), as escolhas mais simples para w e ¢ sao:

w = du = 6U, (x)pF (1), (8.11)
q = 0p = 6Pu(x)YF71(1). (8.12)

Introduzindo-se as aproximagoes (8.9)-(8.10) e (8.11)-(8.12) nas equagoes gover-
nantes (8.3)-(8.4), obtém-se

00 - -
(&/fn(ﬁﬁ I,UST)Q‘F (ohe(dUy), 20} 15(2/{5))9

+ (Ul O 0 VU)o — (041 - U PR ) = (Ut )

" (8.13)
+ (5L{nq§f;_1,h)rt - <5Llngz5f;_1, %)Q — (¢i"e(0Uy,), 2ve(u,-1))

- (5Un¢7]2717 u- Vunfl)Q + (¢7kz¢71v : 6z/{n>pn71)g 3

(0Pt bV - UE) = — (0P, V - (w,1)) - (8.14)
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Como pode-se verificar, nas Eq. (8.13)-(8.14) todas as fung¢oes dependentes do
tempo (¢F~! e ¥~1) sdo conhecidas. Além disso, as integrais no dominio espago-tempo

podem ser desacopladas, de modo que é possivel escrever

k—1
i ¢Z—1 agbat dt ¢k 1 agbz dt
T
op bt dt, by = @’i‘l - ¢; dt,
i “r (8.15)
= oytentdt, = ¢ht o dt,
QT QT

:/ YEt ok e, e = Y=ty dt.
QT QT

Tendo em vista este desacoplamento das variaveis e introduzindo as defini¢coes da

Eq. (8.15), o problema (8.13)-(8.14) pode ser reescrito como

a® (U, Uy ) + 0 (€(0U), 2ve(UY)) ¢ + | Oh " (U, 0 VU)o tdE

Qg
Qr
—" (V- 0U, PY)y = | 570U £ dt+ [ @i (U, )y, dt
x QT T QT t
(8.16)
—Za (U, Uy)q, be W)s 2ve(Us))q,
- / OET (U, & - VU ¢ dt + Zcf (V- 6U, Py,
Qr i=1
(&
n—1
e (0P, V- UE), ==Y €l (0P, V- Us)g, (8.17)

i=1

Ao problema definido pelas Eq. (8.16)-(8.17) é dado o nome de problema espacial.

Para se determinar os valores de U,,, uma técnica de discretizacao deve ser aplicada ao
dominio espacial €2,. Naturalmente, neste trabalho é empregado o método dos elementos
finitos. Como ja mencionado no Capitulo 2, no entanto, a discretizagao deste problema
necessita da estabilizagao do campo de pressoes, que é realizado por meio do PSPG. Ao
introduzir a discretizagdo em elementos finitos e tendo em vista a arbitrariedade de ol,,
e 0P, em (8.16)-(8.17), verifica-se o surgimento das matrizes classicas de simula¢oes em

elementos finitos, de tal modo que o problema espacial pode ser reescrito como
Si1 S ur R, —-7Z
11 D12 ,; _ 1 1 , (8.18)
So1 Sa| (P Ry — 7,

Si1 = a*M + / PFTIC (@) o dt + 07K, (8.19)
Qr

em que
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S12 = &G, (8.20)
So1 = ) VLB (@) o dt + i YEL V() ¢f Y dt + e GT (8.21)
Sz = g U Q@) gt dt, (8.22)
R, = /Q oFL F(t) dt, (8.23)
R, = /Q YF1D (@) dt, (8.24)

sendo as matrizes M, C(u), K, G, F(t), B(u), V(a), G', Q(u), D (i) decorrentes
da discretizagao por elementos finitos, cujas definigoes sao apresentadas no Anexo C. Além
disso, Z1 e Z, sao os termos que levam em consideracao os modos PGD previamente

calculados e sao dados por

n—1 n—1
Zy =) {an - / ¢L'C (u) ¢; dt + b;’?K} U+ [cIG]P; (8.25)
i=1 Qr i=1

n—1
Zo =) { ) YEIB () %? dt+ [ ¢V (@) ¢ dt+efGT} U,

i=1 Qr

n—1
k—1 3 . .
+Z [/Qw @(u)wzdt] P;.

A resolug@o do problema espacial (8.18) permite a atualizagdo dos modos espaciais

(8.26)

UF e PE. A partir desses valores, o algoritmo de ponto fixo parte para a atualizagao dos

modos temporais, que ¢é realizada na segunda etapa do algoritmo.

2) Busca-se atualizar os modos temporais ¢F e ¥k a partir dos recém-calculados
modos espaciais U* e P :
Analogamente a etapa 1, as solugdes para os campos de velocidade e pressao neste

instante sao dados por
u, (x,t) = w1 (x, 1) + US(X)Qbﬁ(t)a (8.27)
Pn (X, 1) = pu_i1 (X, 1) + PE(x)YE(L). (8.28)

Por outro lado, segundo o algoritmo de dire¢oes alternadas, w e ¢ sao conveniente-

mente tomados como

w = 6u = U (x)5¢, (1), (8.29)
q = 0p" = Py (x)0¢n(1). (8.30)

Desse modo, substituindo-se (8.27)-(8.28) e (8.29)-(8.30) em (8.3)-(8.4) obtém-se
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L0k
ot

(u’%n, i ) T (56neU), 208k W), + (UESS, ol VUE),

- (800 UL PE), = (U, 1)+ U0 ), — (20, D) (5
Q

— (6pneU)), 2ve(un1)), — ULOGn, T V1), + (60aV - UY pu1),

e
(Prown, V- UYOE) = — (Provn, V- u,1), - (8.32)
Como neste caso U e P* sdo fungdes apenas do espago conhecidas, pode-se calcular
at:/ ur-uk dx, aﬁz/ Ur - U; dx,
vt :/ we(Ur) : eUF) dx, b :/ ve(UX) : e(U;) dx,
o ‘o (8.33)
ct:/ V - UEPE dx, cf:/ V- UrkP; dx,
Q
e! :/ PV Ur dx, el :/ PV - U; dx.
Assim, tomando-se as expressoes (8.33), as Eq. (8.31)-(8.32) podem ser reescritas
como
3¢k t k ko~ ok k
0n, = )+ (0, dn)g, + [ 0n (Uy,0- VUL, ¢t
QT QT
n—1 8¢
t k _ k k t i
—C (5¢n7 wn)QT - [ZT 5¢n (Z/{na f)Qz dt + /QT 6¢n (Un, h)l_,t dt - ; a,i (5@571’ E)QT
n—1
=S G 0)a, — [ o (Ut VU, it + Z (560, ¥0)0
i=1 Qr
(8.34)
e
n—1
e (0, ), = = D €t (0, $i) g, - (8.35)

i=1
Do mesmo modo, utilizando as aproximacoes em elementos finitos definidas
anteriormente para os termos espaciais e, dada a arbitrariedade de d¢, e 01, pode-se

escrever o problema temporal resultante como
i Of [@F ty t k -
‘11 cbz 4 11 li2 ¢Z _ n—x (8.36)
tor Of | ¥n tor taa| ¥y To — 22

f =U MU, (8.37)

em que
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fy = PH B (n)UF, (3.38)
ty = U [C (@) + KUk, (8.39)
te = U} GP}, (8.40)
ts = PE [V () + G U, (8.41)
tr = PL Q (1) P (8.42)
n=U"F. (8.43)
ry =P D (1), (8.44)
5> UM+ U (C () + KU+ U P (8.45)
=1
@:SfFfMQU@+PfOM®+GﬂM@+PfQ®ﬂW4. (8.46)
i=1

A Eq. (8.36) define o denominado problema temporal, que pode ser resolvido
com o uso de diferentes técnicas, tais como métodos classicos de diferencas finitas. Por
simplicidade, no presente trabalho utilizou-se o esquema de integracao temporal de Euler

implicito.

8.2.3 Implementacao computacional e algoritmo de enriquecimento

da base PGD

O algoritmo de dire¢oes alternadas utilizado na secao anterior para derivar a
aproximagao da base PGD resultou em dois problemas desacoplados, um espacial e outro
temporal. Como descrito anteriormente, tais problemas podem ser resolvidos de intimeras
maneiras. Dados os desenvolvimentos prévios deste trabalho, a escolha natural se deu pelo
emprego do método dos elementos finitos estabilizado para a discretizacao espacial, o que
possibilitou a utilizagao das implementacoes descritas no Capitulo 2 também para este
problema.

Além disso, pode-se verificar que as operagoes necessarias para este caso sao do tipo
matricial, como a multiplicacao de matrizes e vetores. Desse modo, o médulo adicional
incorporado ao programa existente foi completamente implementado segundo a biblioteca
PETSc, que realiza tais operacoes de forma bastante eficiente, completamente paralelizada
em protocolo MPIL.

Por fim, algumas observagoes acerca do algoritmo de enriquecimento da base PGD
devem ser eshogados. O primeiro deles diz respeito ao termo convectivo. Como apresentado

por Chinesta, Keunings e Leygue (2013), uma aproximacao possivel consiste em fazer

D UX)6 (1) (8.47)
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Nesse caso, o termo nao é atualizado durante as iteragoes de ponto fixo e, portanto,
trata-se de uma abordagem segundo iteragoes de Picard. Outra aproximacgao possivel
consiste em atualizar a velocidade convectiva a cada iteragao de ponto fixo. Isso aumenta a
convergéncia do método, tornando-o mais computacionalmente mais custoso, uma vez que
todas as matrizes nao lineares precisam também ser atualizadas neste processo. Esse caso
configura uma abordagem segundo o método iterativo de Newton e u pode ser calculada

como

i S U)o (1) + U ()6 (1), (8.48)

1

i

Nas implementacoes realizadas neste trabalho empregou-se a abordagem de Newton
para o primeiro modo PGD e iteracoes corretivas de Picard para os demais modos PGD
calculados.

Outro ponto importante diz respeito a ortogonalidade dos modos PGD, requerida
para qualquer que seja a forma de obtencao de uma base reduzida. A técnica descrita
anteriormente nao garante a ortogonalidade dos modos espaciais ao final das iteragoes de
ponto fixo. Para que isto nao comprometa a qualidade da base reduzida, um processo de
ortogonalizagao de Gram-Schmidt é aplicado aos modos espaciais.

Assim, a partir dos modos espaciais ortogonalizados, os modos temporais sao
recalculados, projetando-se a base espacial ortonormal sobre as equacoes governantes. Esta
mesma técnica é empregada ao problema de conducao de calor em altas temperaturas
apresentada por Favoretto et al. (2019).

Em relagao as condigoes de contorno de Dirichlet, utiliza-se o mesmo procedimento
apresentado por Chinesta, Keunings e Leygue (2013). Nele tais parcelas sdo tratadas de
forma anéloga aos termos forcantes e de condi¢cao de Neumann descritos anteriormente.

Por fim, a construcao da base reduzida PGD é ilustrada no Algoritmo 7.

8.3 Exemplos de validacao e aplicacao

Nesta secao apresenta-se um conjunto de testes numéricos para avaliacao e validagao
da formulacao PGD proposta. Em todos os casos o problema espacial resultante é
discretizado em termos do método dos elementos finitos com pressao estabilizada (PSPG)

e aproximacao quadratica para as incognitas do problema.

8.3.1 Problema de Stokes

Este exemplo consiste na modelagem de um escoamento governado pelas equagoes
de Stokes, obtidas suprimindo-se os termos convectivos nas equagodes governantes, que

neste caso sao dadas por
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Algoritmo 7 Construcao de uma base reduzida PGD

1: Calculo das matrizes constantes ao longo da anélise: M, K, G, G™;
2: Calculo dos termos forcantes: condig¢oes de Dirichlet, Neumann e f;
3: para cada modo PGD n até N,,.q faca

4: k=0;
5: - Inicializa os valores dos modos temporais ¢ e ¢¥, admitindo-se um comportamento
linear.

6: enquanto (epgp > tolerancia) faga
T k4 +;
8: - Aproximagao da velocidade convectiva e das matrizes dependentes de u:
9: se n = (0 entao
10: - Atualizado a cada iteragao a partir da Eq. (8.48);
11: senao
12: - Calculado a partir da Eq. (8.47) e somente se k = 1;
13: fim se
14: PROBLEMA ESPACIAL:
15: - Resolve o problema (8.18);
16: PROBLEMA TEMPORAL:
17: - Resolve o problema (8.36);
18: - Célculo do erro:

epcp = min(ey,, €,); (8.49)

2 / (of —on ) at 2 / (uh —wn ) dt
Qr Qr

e €= : (8.50)

€y = ”
| ko) e | vy ar
QT QT

19: fim enquanto

20: - Ortogonalizagao dos modos espaciais pelo processo de Gram-Schmidt;

21: - Atualizacao dos modos temporais a partir da projecao dos modos espaciais
ortogonais;

22: fim para

23: - Composigao da solugao final do problema a partir de (8.5)-(8.6);

ou
p(a—f)—v-azo, (8.51)
V.ou=0. (8.52)

Tomando-se o seguinte termo forcante

e (1 —27)(87?v — 1) cos(2mx) sin(27y)e (3.53)
1 (1 + 27)(1 — 872w) cos(2my) sin(2ra)et | '
pode-se obter a solugao analitica para o problema, expressa por
. —t
w, — cos(2mz) sin(2my)e ", (8.54)
— sin(27x) cos(2my)e!
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pa = (1 — 87°v) cos(2mz) sin(2my)e . (8.55)

Desse modo, a andlise consiste no escoamento em uma cavidade quadrada de
dominio espacial €, = [0,25;0,50] x [1,25; 1, 50], como ilustrado na Fig. 8.2. As condi¢oes
iniciais e de contorno podem ser obtidas diretamente a partir das Eq. (8.54)-(8.55). Os

valores de p e i sao tomados, respectivamente, iguais a 1,0 e 1 x 1072,

Uy =0

u, = sin(27x)e”"

(1.25; 1.50)
9

Uz =0 Uy =0
u, = —cos(2my)e " uy = —cos(2my)e "

[
(0.25; 0.50) Uy =0

u, = sin(27x)e "

Figura 8.2 — Problema de Stokes: geometria e condi¢oes de contorno.

O primeiro teste numérico consiste na avaliagao de quatro diferentes formas de
célculo do parametro de estabilizacdo do PSPG (7pspg), de acordo com as referéncias
apresentadas na Tab. 8.1, e a sensibilidade da solugao PGD mediante essa escolha. Em seu
trabalho, Hughes, Franca e Balestra (1986) introduziram as técnicas de estabilizagdo com
base em residuo no ambito da mecéanica dos fluidos computacional. Mais especificamente,
Hughes, Franca e Balestra (1986), apresentam o método dos elementos finitos estabilizados
para o problema de Stokes como alternativa para contornar a condigao LBB, além de
permitir mesma ordem de aproximacgao para as varidveis do problema. Nesse trabalho,
os autores apresentam uma definicao linear de 7pspg, dependente essencialmente do
comprimento caracteristico da discretizacao h e de um parametro arbitrario o. No entanto,
ao longo das tltimas trés décadas, muitos trabalhos vém sendo desenvolvidos com o intuito
de estabelecer um critério 6timo para a determinacao dos parametros de estabilizacao para
as técnicas PSPG, SUPG e LSIC (ver por exemplo os trabalhos de Tezduyar e Osawa
(2000), Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013), Takizawa, Tezduyar e Otoguro (2018) e
respectivas referéncias).

Em relacao ao PGD, no entanto, este tipo de abordagem é inédita e por esta razao
deseja-se verificar a eficiéncia de cada tipo de parametro de estabilizacao.

Anteriormente, este exemplo foi também estudado por Dumon, Allery e Ammar

(2011) no contexto do PGD, que estabeleceram as seguintes normas para avaliar seus
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Parametro Referéncia
1 Hughes, Franca e Balestra (1986)
2 Tezduyar (1992)
3 Tezduyar (2003)
4 Bazilevs et al. (2007)
Tabela 8.1 — Problema de Stokes: Estratégias para o calculo do parametro de estabilizacao
TPSPG-
resultados:
) 1
€y = ||11 — ua||L<x>(L2(Q)) = Oriltéé}% |:/Q |11 - ua| dQ:| ; (856)
o= 0= pallay = | [ [ o= nalaovdon]. (857
r Jo

As mesmas estimativas de erro sao utilizadas neste trabalho.

Desse modo, analisa-se o problema empregando um passo de tempo At = 1073 e
intervalo de tempo 7' = 1. Todas as variaveis do problema sao consideradas adimensionais.
A discretizacao espacial consiste em uma malha estruturada regular para diferentes niveis
de discretizagao, sendo nj, o numero de nés em cada lado na discretizacao do dominio
quadrado. Os resultados obtidos para todos os parametros de estabilizacao sao apresentados
na Fig. 8.3.

T T E F T T T ]
Dumon et al. (2011) —— L Dumon et al. (2011) —— 1
Pardmetro 1 ] Pardametro 1

Pardmetro 2 —— | o Parametro 2 —— |
Parametro 3 | 107 Parametro 3 —a—
Pardametro 4 Pardmetro 4
1072 | N
Ny <1077 F
107
107
! ! ! ! ! ! ! 107} ! ! ! ! ! ! !
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140

n, Ny

Figura 8.3 — Problema de Stokes: erros dos campos de velocidade e pressao em fungao do
parametro Tpspg.

Como descrito anteriormente, o parametro 1 corresponde & uma defini¢ao linear
de Tpspg enquanto os parametros 2, 3 e 4 sao nao lineares e dependentes essencialmente
do campo de velocidades, como apresentado no Capitulo 2. A partir da Fig. 8.3, pode-se
verificar que a convergéncia da solucao é sensivelmente dependente da escolha de Tpgpg.
Em relacao ao parametro 2, por exemplo, mesmo possuindo uma definicao nao linear
(teoricamente mais robusta), possui taxa de convergéncia muito proxima a obtida com o

parametro 1. Por outro lado, os parametros 3 e 4 apresentam uma taxa de convergéncia
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muito maior do que nos casos anteriores e também mais proximas as obtidas por Dumon,
Allery e Ammar (2011).

Com base nos resultados anteriores, tomou-se para as analises subsequentes a
defini¢do de Tpspg dada por Tezduyar (2003) e, em seguida, analisou-se a sensibilidade da,
técnica com respeito também & discretizacao temporal. Assim, quatro diferentes passos de
tempo foram escolhidos: At = 0,001, 0,005, 0,01 e 0,02, cujos resultados sao apresentados
na Fig. 8.4.

T T T B T T T
Dumon et al. (2011) —— Dumon et al. (2011) ——

At=0.02 —= ] At = 0.02 o
Ar=00] —— ] 3 At =0.0] ——
At = 0.005 1 10 f At = 0.005

At = 0.00] —=— Ar = 0.00] —=—

0
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140
Ny "

Figura 8.4 — Problema de Stokes: erros para velocidade e pressao em fungao de At.

Para o erro do campo de velocidade, observa-se uma tendéncia de convergéncia a
medida que o passo de tempo é reduzido. No entanto, nota-se uma menor dependéncia
deste critério para a convergéncia do campo de pressoes. Este ponto apresenta-se como
uma vantagem da técnica e pode ser atribuido a falta de uma derivada temporal para a
pressao nas equacoes governantes.

Para ambas as analises calcularam-se apenas dois modos PGD, uma vez que os
modos PGD subsequentes apresentaram energia muito baixa, isto é, pouca influéncia na
solugao final. Para o caso de At = 0,001 e n, = 141, os modos espaciais e temporais
obtidos sao apresentados nas Fig. 8.5 e 8.6, respectivamente.

Finalmente, a solucao PGD e também a sua diferenga em relagao a solugao analitica
para t = 1 sao apresentadas nas Fig. 8.7 e 8.8, cujos valores demonstram a eficiéncia da

estratégia proposta.

8.3.2 Problema de Taylor-Green

Similarmente ao exemplo anterior, o problema de Taylor-Green apresenta uma
solucao analitica para as equacoes de Navier-Stokes tomando-se f = 0 e um dominio
computacional quadrado €2 = [0, 25;0,50] x [1,25;1,50], como ilustra a Fig. 8.9.

o, — {— cos(2mx) sin(27ry)e_8”2”t} (5.58)

sin(2mx) cos(2my)e 87V

1
Pa=—7 (cos(47z) + cos(4ry)) e 57", (8.59)
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(b) Modos espaciais de pressao.

Figura 8.5 — Problema de Stokes: modos espaciais.

-0.3

Figura 8.6 — Problema de Stokes: modos temporais.

Dadas as conclusoes apontadas no exemplo anterior, adotou-se novamente a
defini¢ao de Tpspe dada por Tezduyar (2003). Desse modo, a mesma anélise de sensibilidade
em relacao a discretizacao temporal realizada no exemplo anterior também foi executada
para este caso, com At = 0,001, 0,005, 0,01 e 0,02. Os mesmos valores para densidade e
viscosidade também foram adotadas, de modo que os resultados obtidos sao comparados
com os reportados por Dumon (2011) e apresentados na Fig. 8.10.

Analogamente ao caso anterior, pode-ser verificar que e, apresenta valores pouco
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Figura 8.7 — Problema de Stokes: solugao PGD no instante de tempo t = 1.

\ D/

2,36%107

il
CAJ
=
©
X
—_
O

,¢>.

f
—_
[=2}
St
X
—_
f==}

'S

E542x104 E
1,63x1074
S S\l

(a) [u—ug| b) [p — pal

trrrt

T

7,08x107

0,00

Figura 8.8 — Problema de Stokes: diferenca entre a solu(;éo PGD e os valores tedricos para
os campos de velocidade e pressao no instante de tempo t=1.
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Figura 8.9 — Problema de Taylor-Green: geometria e condigoes de contorno.

dependentes da discretizacao temporal. Além disso, enquanto e, apresentou uma taxa de
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Figura 8.10 — Problema de Taylor-Green: erros dos campos de velocidade e pressao em

funcao de At.

convergéncia proxima a de Dumon (2011), os valores obtidos para e, sdo muito menores do
que os da referéncia. Isso pode ser atribuido ao fato de que o presente trabalho emprega
uma formulagao mista enquanto a referéncia empregou um esquema do tipo fractional-step
para a discretizagao das equagoes governantes. Nesta técnica, as variaveis do problema sao
desacopladas e a solucao é obtida por meio de um processo iterativo.

Novamente todas as simulacoes foram realizadas tomando-se dois conjuntos de
modos PGD, que sao ilustrados nas Fig. 8.11 e 8.12.

Pode-se verificar que em tanto no problema de Stokes quanto no de Taylor-Green
observam-se oscilagoes espirias localizadas préoximas ao contorno nos modos espaciais de
velocidade. Tais oscilagoes sao devidas a integracao dos termos de condi¢ao de contorno de
Dirichlet, variaveis com o tempo mas que se tornam menos aparentes com o refinamento da
discretizagao espacial. De um modo geral, como em ambos os casos a solugao é dominada
pelo primeiro modo PGD, estas oscilagoes nao afetam significativamente a solugao do
problema, como ilustrado na Fig. 8.13, que apresenta a solugao PGD para o instante de
tempo t=1. Além disso, a diferenca entre a solu¢gao PGD e os valores analiticos foi também
avaliada e os resultados obtidos sao apresentados na Fig. 8.14. Novamente verificou-se
uma boa aproximacao da solucao PGD com os valores analiticos.

Em resumo, a construcao de uma base reduzida consumiu de 5 a 10 iteracoes
de ponto fixo por modo PGD calculado. Em simulagoes usuais com base no método
dos elementos finitos, a etapa que consome maior esfor¢o computacional é, em geral, a
montagem e resolucao do sistema algébrico associado, que em geral é realizada de 3 a 4
vezes por passo de tempo. Desse modo, a obtencao de uma base reduzida por meio do
PGD pode reduzir dramaticamente o nimero de vezes em que operacoes deste tipo é

realizada, chegando a ordem de milhares de vezes.
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Figura 8.11 — Problema de Taylor-Green: modos espaciais.
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Figura 8.12 — Problema de Taylor-Green: modos temporais.

8.3.3 Cavidade quadrada

Neste tltimo exemplo, o caso da cavidade quadrada estudada nos capitulos 2 e 4 é
novamente revisitado. Sua geometria e condi¢oes de contorno sao ilustradas na Fig. 8.15.
Quatro diferentes nimeros de Reynolds sao admitidos: 100, 400, 1000 e 5000. Tais
valores sao calculados com base no lado da cavidade. Além disso, adotam-se densidade
e velocidade da parede superior unitarias e viscosidade variavel, de modo a garantir o

nimero de Reynolds desejado em cada caso. Em todos os casos analisados, calculam-se
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Figura 8.13 — Problema de Taylor-Green problem: campos de velocidade e pressao no
instante de tempo t = 1.
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Figura 8.14 — Problema de Taylor-Green: diferenca entre a solugao PGD e os valores
tedricos para os campos de velocidade e pressao.
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Figura 8.15 — Cavidade quadrada: geometria e condigoes de contorno.

5 modos PGD. Toma-se um passo de tempo igual a At = 0,1 e T" = 200 en todos os

casos. Em relagao a discretizagao espacial, emprega-se uma malha de elementos finitos
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estruturada com 20000 elementos e 40401 nos.

O primeiro ponto relevante deste exemplo diz respeito as condigoes iniciais do
escoamento. Em simulagoes tradicionais com base no MEF, é usual a estratégia de se simular
este problema para valores mais baixos de Re e, em seguida, utilizd-lo como condicao
inicial casos de Re mais elevados. Essa medida permite reduzir o nimero de passos de
tempo necessarios para alcancar o estado de escoamento estacionario. Diferentemente
dessas estratégias, nas simulacoes realizadas neste capitulo, inicia-se o escoamento sempre
a partir do repouso, independente de Re.

Como nas analises realizadas nos capitulos anteriores, avaliou-se a componente de
velocidade vertical ao longo da linha y = 0 e a componente horizontal ao longo de z=0.
Tais resultados foram novamente comparados aos valores de Ghia, Ghia e Shin (1982) e
sao apresentados na Fig. 8.16. Além disso os campos de velocidade e pressao obtidos sao

apresentados nas Fig. 8.17 e 8.18, respectivamente, para Re = 100, 400 e 1000.

1 ; 1
05+ {1 o5t 1
0 0
05t {-05t 1
-1 L L -1 L I
-1 -0.5 0 0.5 - -0.5 0 0.5 1
(a) Re = 100. (b) Re = 400.

05 b

-1 —(;.5 0 0‘.5 1 -1 —(;.5 0 (;.5 1
(c) Re = 1000. (d) Re = 5000.

Ghia et al. (1982)

X

PGD —

Figura 8.16 — Cavidade quadrada: componentes de velocidade u, em z =0 e u, em y = 0.

Para o caso de Re = 5000, a construcao da solu¢ao PGD para os campos de
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Figura 8.17 — Cavidade quadrada: campo de velocidades PGD |ul.
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Figura 8.18 — Cavidade quadrada: campo de pressées PGD |p|.

velocidade e pressao é ilustrada por meio da composicao entre os modos espaciais e
temporais nas Fig 8.19 e 8.20, respectivamente. Como pode-se verificar, todos os modos
temporais obtidos possuem comportamento assintético tendendo a zero no limite de t — T.
Em termos quantitativos, tomando-se a magnitude dos modos temporais em ¢t = T', pode-se
verificar que novamente a solu¢cao PGD é dada majoritariamente em func¢ao do primeiro
modo. Mais especificamente, aproximadamente 93,87% e 98,91% dos campos de velocidade
e pressao, respectivamente, sao dados pelo primeiro modo PGD.

Por fim, observa-se uma menor dependéncia do passo de tempo em todas as anélises
realizadas com o método PGD. Nesse exemplo em particular, as analises consultadas na
literatura usualmente utilizam passos de tempo muito menores do que os empregados

neste trabalho.
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Figura 8.19 — Cavidade quadrada: Composi¢ao do campo de velocidades PGD |u| em
funcao dos modos espacial U; e temporal ¢;.

8.4 Perspectivas de ampliacao da pesquisa

Como o leitor pode avaliar, em comparacao aos resultados previamente apresentados
nesta tese, as aplicagoes alcancadas com a técnica de reducao de modelo desenvolvida
neste capitulo possuem um grau de complexidade muito menor. No entanto, deve-se levar
em consideracao alguns pontos. O primeiro deles é de que o desenvolvimento de técnicas
de reducao de modelo com base no PGD é uma linha de pesquisa ainda bastante recente,
tendo sido aplicada & solucao das equacoes de Navier-Stokes ha apenas uma década, com
o trabalho de Dumon, Allery e Ammar (2010). Mesmo assim, a técnica proposta neste
capitulo é inédita na literatura e pode contribuir significativamente para os avancos futuros
do PGD para a aplicagao em problemas de dinamica dos fluidos computacional e de
interacao fluido-estrutura.

Em relagao aos ganhos computacionais, nas implementagoes realizadas até o
momento nao se observou melhoria significativa no tempo de processamento necesséario em
comparacao com o analises convencionais a partir do MEF. Mesmo assim, é importante
destacar que as técnicas de redugao de modelo possuem um potencial para analises de

larga escala, tendo sido observadas andlises da ordem de dezenas de vezes mais rapidas do
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Figura 8.20 — Cavidade quadrada: Composi¢cao do campo de pressoes PGD p en funcao
dos modos espacial P; e temporal ;.

que as analises correntes (por meio do MEF) para problemas lineares (ver por exemplo os
trabalhos de Chinesta, Ammar e Cueto (2010) e Ghnatios e Hachem (2019)). No entanto,
a andlise de problemas nao lineares permanece um desafio para o ganho de eficiéncia nesta
area de pesquisa e que deve continuar sendo alvo de investigagoes nos préximos anos.
Em relacao aos desenvolvimentos desta pesquisa, para que se possa aplica-la
a problemas usuais de engenharia, necessita-se aprimorar a metodologia realizada na
decomposicao espaco-tempo, de modo a possibilitar a simulagao de problemas transientes
tais como o escoamento sobre um cilindro. Posteriormente, deve-se ainda estendé-la para o
caso de dominios moveis, no qual a metodologia de superposi¢cao de modelos desenvolvida

neste trabalho pode desempenhar um papel importante.



213

CAPITULO

CONCLUSAO

O presente trabalho teve como principal objetivo o desenvolvimento de uma
metodologia para analise de problemas de interagao fluido-estrutura pelo método dos
elementos finitos, capaz de garantir uma resolu¢ao adequada do escoamento na vizinhanca
da estrutura com grandes deslocamentos, com base em uma técnica de superposicao de
modelos para o dominio fluido, consistindo numa discretizagao local, mével e deformavel,
acoplada a estrutura e superposta a uma discretizacao global que ocupa todo o domino
do fluido. A anélise numérica de problemas de interacao fluido-estrutura ainda apresenta
grandes desafios, mesmo com muitos trabalhos ja tendo sido desenvolvidos a esse respeito.
Quando efeitos localizados, como os de camada limite, ocorrem junto a estruturas
submetidas a regimes de grandes deslocamentos, os desafios tornam-se ainda maiores,
motivando esta pesquisa. Em se tratando do desenvolvimento de uma nova metodologia,
optou-se por se ater ao caso bidimensional, reduzindo-se assim o custo computacional
para os diversos testes realizados. As etapas e métodos empregados para alcancar esse
objetivo permitiram também contribui¢oes relevantes ao estado da arte, bem como definir
caminhos para a continuidade deste trabalho.

Inicialmente, desenvolve-se um programa para analise transiente de escoamentos
incompressiveis empregando elementos finitos estabilizados e uma técnica implicita para
integragao temporal, o qual é testado e verificado por meio de exemplos. Estuda-se entao o
método Arlequin para a superposicao de modelos e propoe-se uma nova versao do método,
denominada método Arlequin estabilizado, que é testado inicialmente em um problema
unidimensional. Na sequéncia, o método Arlequin estabilizado é aplicado ao problema de
escoamentos incompressiveis, considerando-se dominios fixos, sendo também verificado por
meio de exemplos numéricos. Para permitir acoplamento com uma estrutura flexivel, é
desenvolvida uma versao Euleriana-ALE do método, na qual o modelo global permanece

fixo, em descrigao Euleriana, enquanto o modelo local pode mover-se arbitrariamente,
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segundo a descricao Lagrangiana-Euleriana arbitraria. Parte-se entao ao estudo do método
utilizado para o problema de dinamica das estruturas computacional, tendo como base
a versao posicional do método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas
bidimensionais. A partir dai, desenvolve-se um modelo de acoplamento fluido-estrutura
particionado forte com relaxacao de Aitken, combinando a técnica de superposicao de
modelos moéveis Euleriano-ALE ao MEF posicional, que posteriormente é testado por
meio de diferentes problemas de verificacao. Por fim, tendo em vista a continuidade desta
pesquisa com sua extensao para o caso tridimensional, e o consequente aumento no tempo
de processamento, ¢ realizado um estudo introdutoério aos métodos de reducao de modelo e
uma técnica com base no PGD é desenvolvida para a simulagao de problemas bidimensionais
de mecanica dos fluidos computacional, empregando uma abordagem estabilizada das
equagoes governantes.

A formulagao estabilizada do método dos elementos finitos empregada para a anélise
de escoamentos incompressiveis é desenvolvida com base nas técnicas PSPG, SUPG e LSIC,
como propostas por Hughes, Tezduyar e colaboradores ao longo das quatro tultimas décadas,
conforme os trabalhos citados nos Capitulos 1 e 2. Empregou-se uma descricao ALE das
equagoes de Navier-Stokes, utilizando elementos finitos triangulares isoparamétricos de
aproximacao quadratica (6 nos) para discretizagao espacial e o método a-generalizado para
a discretizagao temporal. Essa estratégia de integracao temporal é escolhida por permitir
um maior controle da dissipacao numeérica adicionada ao processo de solucao preservando
convergéncia de segunda ordem.

O programa para analise de escoamentos incompressiveis foi verificado numerica-
mente por meio da simulacao de diversos problemas benchmark, que incluiram problemas
estacionarios, com formacao de esteira de voértices e com contorno movel, permitindo
atestar a precisao dos resultados em diferentes situagoes e possibilitaram a realizacao dos
avangos subsequentes.

Nos estudos preliminares do método Arlequin, verificou-se que tanto os operadores
L? quanto H! empregados nos trabalhos relacionados precedentes apresentam aspectos
desfavoraveis ao uso pretendido nesta pesquisa. Os trabalhos consultados recomendam
a utilizacao do operador de acoplamento H' por diversas razoes, tais como o melhor
condicionamento do sistema algébrico associado. No entanto, essa escolha pode trazer
menor flexibilidade a solu¢ao, por impor em forma fraca uma condi¢ao de continuidade
nao apenas na variavel acoplada, mas de uma combinacao linear com o seu Laplaciano,
que pode conduzir a fortes restricoes quanto a sua aplicacao.

Assim, com base nos conhecimentos do grupo de pesquisa em relagao a formulagao
estabilizada para escoamentos incompressiveis, foi proposta uma formulagao estabilizada
do método Arlequin, tendo como base o gradiente do residuo da equacao governante. Essa
formulacao é construida sobre o operador de acoplamento L? e, por ter como base o residuo

da equagao governante, ¢ consistente.
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Definida a formulacao estabilizada, procedeu-se com o estudo da coercitividade do
operador bilinear resultante, confirmando de modo tedrico a estabilidade da técnica. A
partir dessas conclusoes pdde-se verificar, por meio de testes numeéricos, a principio duas
vantagens importantes quando da utilizagao da técnica estabilizada. A primeira delas se
refere ao condicionamento do sistema algébrico associado. Os resultados obtidos apontam
que, a depender do parametro de estabilizagao empregado, é possivel obter um sistema
algébrico com, no minimo, o mesmo ntimero de condicionamento do operador H!. Este
fato supera um dos principais argumentos que advogam a utilizacao deste operador em
detrimento do operador L?. Além disso, diversos resultados da literatura reportam um
fenémeno de travamento da solucao, neste caso independente do operador de acoplamento
utilizado, quando se utiliza o espaco de aproximacao para o campo de multiplicadores de
Lagrange com base no modelo superposto mais refinado. Novamente os resultados obtidos
demonstram que este efeito nao é observado ao utilizar a versao estabilizada do método
Arlequin. Além disso, verificou-se que a técnica de superposicao de modelos preserva a
convergéncia do MEF tanto no caso 1D quando 2D para problemas descritos pela equagao
de Poisson.

A técnica de superposicao de modelos estabilizada, bem como o método Arlequin,
foram introduzidos no dmbito da analise de escoamentos incompressiveis, tendo sido
aplicados primeiramente as equagoes de Stokes e Navier-Stokes com dominios fixos. Nesse
sentido, a proposta de calculo do parametro de estabilizacao foi estabelecida com base no
trabalho de Tezduyar e Sathe (2003), cuja magnitude é determinada a partir de normas
de vetores derivados da definicao dos termos de estabilizagao. Essa estratégia foi verificada
numericamente por meio de uma extensa variedade de aplicacoes, tendo sido comparada
tabém com resultados prévios do método Arlequin apresentados por Jamond e Ben Dhia
(2013), que empregaram elementos finitos de Taylor-Hood em suas andlises. Ademais,
diferentemente da técnica de Jamond e Ben Dhia (2013), a utilizagao de elementos finitos
estabilizados nao apresenta restrigoes quanto a definicao dos modelos superpostos, como a
presenca de um elemento finito totalmente compressivel na denominada zona livre.

Para permitir o acoplamento com a estrutura, a técnica de superposi¢ao de modelos
para analise de escoamentos incompressiveis foi estendida ao caso de um modelo local movel
superposto a um modeo global fixo. Para tal, adotou-se um algoritmo do tipo Euleriano-
ALE a partir da consideragao do modelo local mével em descricao ALE e da integragao
temporal das func¢oes ponderadoras. Novamente, a técnica foi testada numericamente por
meio de diversas aplicacoes, que comprovaram sua robustez, com destaque ao problema
da Hélice bidimensional, apresentado na segao 5.3.2, cuja simulacao por meio de técnicas
convencionais demanda a sucessiva reconstrucao da discretizagao espacial. Além disso,
esta estratégia configura um novo paradigma e um avango importante imposto ao método
Arlequin, uma vez que a consideracao de modelos superpostos méveis é inédita neste

contexto.
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A dindmica estrutural é modelada por elementos de barras de pértico bidimensi-
onal com cinemética de Timoshenko-Reissner, empregando a formulagao posicional dos
elementos finitos desenvolvida por Coda e colaboradores, na forma como apresentada
em Coda (2009b) e Sanches e Coda (2016). Essa formulagao naturalmente considera os
efeitos de nao linearidade geométrica, sendo concebida sobre o conceito isoparameétrico.
Também nao apresenta graus de liberdade de rotacao e mostra-se didaticamente simples.
A discretizacao temporal é implicita, obtida por meio do integrador de Newmark. Os
testes preliminares demonstraram que a formulacao é totalmente adequada para modelar
os problemas pretendidos.

Empregou-se um esquema de acoplamento particionado forte do tipo Dirichlet-
Neumann com relaxacao de Aitken para acoplar o programa desenvolvido para anélise de
dindmica dos fluidos computacional com modelo local mével ao programa pré-existente
para analise de dindmica nao linear geométrica de estruturas reticuladas. Também foi
implementada uma técnica para movimentagao do modelo local com base na formulacao
posicional aplicada a elementos bidimensionais, onde um problema de elasticidade plana
ficticio é resolvido, utilizando a mesma discretizacao do modelo local do fluido e impondo-se
os deslocamentos da estrutura na interface fluido-estrutura. A partir disso, dois problemas
foram escolhidos para a verificagao da metodologia proposta por meio de comparagao com
resultados da literatura, além de um exemplo de aplicacao pratica, este tltimo consistindo
numa turbina edlica do tipo Savonius. Em todos os casos foi possivel verificar as vantagens
da técnica proposta, como a presenca de uma malha refinada sempre proxima a estrutura,
aumentando a precisao na captura dos efeitos localizados e de camada limite. Outra grande
vantagem do método, que se manifesta especialmente no caso da turbina Savonius, é
a possibilidade de considerar grandes movimentos de corpo rigido da estrutura sem a
necessidade de reconstrucao da discretizagao do dominio computacional.

Tendo em vista o alto custo computacional dos problemas de interacao fluido
estrutura abordados, e visando ainda a extensao para o caso 3D na continuidade desta
pesquisa, também foi apresentado um estudo acerca das técnicas de reducao de modelo
aplicadas a mecanica dos fluidos computacional. Assim, uma técnica de reducao de
modelo com base no PGD foi introduzido pioneiramente para a analise de problemas
de escoamentos incompressiveis. A estratégia consistiu na decomposicao da solugao em
fungoes independentes do espago e do tempo, determinadas a partir da proje¢ao de um
método iterativo com base no algoritmo de diregoes alternadas. A inovagao da técnica
proposta consistiu na utilizacao de uma formulagao de elementos finitos estabilizada para
o tratamento dos problemas espaciais e temporais derivados da decomposi¢ao espago-
tempo PGD. Diversos testes numéricos foram realizados, comprovando sua eficiéncia e
dependéncia de um parametro de estabilizacao adequado. Diante disso, observou-se um
grande potencial de aplicacao da técnica para diversas aplicagoes, uma vez que construida

a base reduzida, a obtencao da solucao é realizada de a partir de operacoes simples. Outro
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ponto positivo desta abordagem ¢ a possibilidade de consideracao de diversos parametros
na decomposicao PGD, tais como viscosidade, velocidade de entrada do escoamento, entre
outros. O desenvolvimento deste algoritmo PGD abriu frente para uma nova linha de
pesquisa em modelos de ordem reduzida no Departamento de Engenharia de Estruturas
(SET). Estas técnicas podem ser aliadas aos conhecimentos ja adquiridos pelos vérios
grupos de pesquisa do SET e empregada a simulagao de diferentes problemas de engenharia.

Destaca-se ainda que o emprego de protocolos de programagao paralela e biblio-
tecas eficientes de manipulacao algébrica foram essenciais na construcao das ferramenta
computacionais e na simulacao dos exemplos apresentados.

Em suma, o objetivo material desta pesquisa de Doutorado foi alcangado ao se
disponibilizar uma ferramenta computacional para analise de problemas de interacao fluido-
estrutura que combina vantagens dos métodos de malhas adaptadas e de contono imerso, ao
se permitir maiores escalas de deslocamento sem a necessidade de reconstrucao da malha,
ao mesmo tempo em que garante-se uma discretizacao com resolucao adequada junto ao
contorno da estrutura durante toda a andlise. Durante esse processo, outras estratégias
surgiram, sendo possivel destacar como principais contribuicoes desta tese de doutorado:
o desenvolvimento de uma nova versao do método Arlequin, com a introducao de uma
estabilizagao com base no residuo da equagao governante ao operador de acoplamento; a
aplicagao do método Arlequin para a simulacao de escoamentos incompressiveis; a aplicagao
de elementos finitos estabilizados para problemas incompressiveis junto ao método Arlequin;
a construcao de uma técnica para simulacao de problemas com modelos locais moéveis
no contexto do método Arlequin; a utilizagao da técnica de superposicao de modelos
locais moveis com base no método Arlequin estabilizado para a aplicagao em problemas
de interacao fluido-estrutura; e a introducao de uma nova técnica de redugao de modelo

com base no PGD para a simulagao de problemas de escoamentos incompressiveis.

9.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Dados os avangos alcangados ao longo do deste trabalho, é possivel realizar diversas
projecoes para a presente pesquisa. A seguir, sao apresentados alguns tépicos de interesse
que ainda podem ser melhor explorados e desenvolvidos a partir das conclusoes deste
trabalho.

Caso bidimensional

Ainda no campo da anélise bidimensional, alguns avancos podem ser realizados
na formulagao proposta. Um deles é a implementacao computacional de uma técnica
de integracao exata para o operador de acoplamento, como abordado no item 4.4. Essa
implementacao possibilita a eliminagao total de erros de integracao numeérica no processo

de construcao do operador de acoplamento, além de permitir definir com maior precisao
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o campo de multiplicadores de Lagrange a partir do espago de aproximacao do modelo
global. Uma alternativa eficiente para a implementacao computacional desse procedimento
¢ o uso do pacote CGAL! (The Computational Geometry Algorithms Library), que possui
uma ampla biblioteca de algoritmos capazes de mapear as interseccoes entre malhas nao
coincidentes de modo eficiente.

Por outro lado, embora o sistema algébrico resultante tenha seu condicionamento
potencialmente melhorado com a insercao da estabilizacao do operador de acoplamento,
outros aspectos do método Arlequin também sao fonte de mal condicionamento, como o
valor de ky4, por exemplo. Uma técnica eficiente para o tratamento destes problemas ja
foi desenvolvida em trabalhos prévios, como os de Ben Dhia, Elkhodja e Roux (2008) e
Schlittler e Cottereau (2017) no contexto da computagao de alto desempenho (HPC - High
Performance Computing). Em ambos os trabalhos, os autores empregaram o algoritmo
FETI (Finite Element Tearing and Interconnect), que tem como principio o particiona-
mento do sistema algébrico resultante em subproblemas. Desse modo, técnicas eficientes
para resolucao de problemas de escoamentos incompressiveis, como métodos iterativos
como o GMRES (Generalized Minimum Residual Method) aliado & pré-condicionadores
apropriados, podem ser aproveitadas.

Outros problemas de bastante interesse sao aqueles com elevados ntimeros de
Reynolds. Nos testes preliminares realizados ao longo do desenvolvimento deste trabalho
verificou-se por exemplo, para o problema da turbina Savonius, estabilidade do codigo
computacional mesmo para Re da ordem de 10°. Entretanto, a analise de problemas a esse
nivel de Re, envolvem fenomenos turbulentos que necessitam, entre outros fatores, de uma
discretizagao espacial capaz de representar com precisao tais efeitos. A simulacao desses
problemas, portanto, pode requerer a consideracao de uma quantidade muito grande de
graus de liberdade. Para a realizacao de tais simulagoes, algumas otimizacgoes devem ser
realizadas no co6digo computacional desenvolvido, como a implementacao do algoritmo
FETI descrito anteriormente além de modelos de turbuléncia.

Por fim, diversas analises praticas também sao possiveis ainda no campo bidimen-
sional. Como exemplo, pode-se citar o caso da turbina Savonius, com a simula¢ao do
comportamento de diversas turbinas posicionadas de diferentes maneiras, além de estudos
sobre a sua eficiéncia levando em consideracao fatores como o nimero de pas da turbina,
bem como a distancia de sobreposi¢ao das mesmas, que podem fornecer resultados praticos

para o dimensionamento desses sistemas estruturais.

Dindmaica dos solidos computacional
A técnica de superposicao de modelos adotada, com base no método Arlequin, foi
desenvolvida no ambito da mecanica dos sélidos computacional para a modelagem de

problemas com efeitos localizados, tais como a propagacao de fissuras. Um desenvolvimento

Disponivel em <https://www.cgal.org/>


https://www.cgal.org/

9.1. Sugestoes para trabalhos futuros 219

possivel é a expansao das técnicas existentes neste contexto com a utilizacao da formulagao
estabilizada proposta, permitindo escolhas mais flexiveis quanto & definicao do campo de
aproximacao dos multiplicadores de Lagrange, além das demais vantagens da formulagao
estabilizada apontadas anteriormente.

Além disso, outro avanco consiste na implementacao do método a-generalizado para
a integracao temporal do sélido em detrimento do método de Newmark. No trabalho de
Siqueira (2019), foi realizado um estudo comparativo entre as duas estratégias na simulagao
de elementos finitos de casca e barra geral 3D. Em seu trabalho, Siqueira (2019) verificou
que o método a-generalizado apresenta vantagens em relagao ao método de Newmark, pois
¢ capaz de mitigar instabilidades numéricas mesmo com a utilizacao de valores para p.
proximos a unidade, sem introduzir dissipacao excessiva da energia mecéanica do sistema.

Do ponto de vista da interagao fluido-estrutura, a escolha do mesmo integrador
temporal para ambos os meios pode tornar a abordagem mais consistente e aumentar a

convergéncia do processo iterativo de acoplamento fluido-estrutura.

Caso tridimensional

Propoe-se também a extensao da formulacao para o caso tridimensional. Essa etapa
consiste inicialmente da extensao do codigo computacional para analise de escoamentos
incompressiveis e, em seguida, da técnica de superposicao de modelos. Destaca-se que para
esta etapa ¢ necessario que o codigo bidimensional esteja bastante otimizado e sugere-se
que esta etapa seja realizada apos as recomendacoes delineadas para o caso bidimensional
terem sido implementadas. Para completar as analises necessarias, se faz necessaria a
implementagao computacional de um co6digo para anélise de estruturas de cascas, ou o
desenvolvimento de uma interface com um programa pré-existente.

Com isso, sera possivel realizar a simulacao de diferentes problemas de engenharia
em larga escala aliados as técnicas de computagao de alto desempenho. Um problema
de interesse, por exemplo, é a simulacao de turbinas edlicas de eixo horizontal, que s6 é

possivel com a expansao das andlises para o caso tridimensional.

Modelos de ordem reduzida

Finalmente, sao estabelecidas algumas projecoes para a pesquisa em modelos de
ordem reduzida a partir dos resultados obtidos neste trabalho. A primeira delas é a
realizacao de modificagoes na forma de construcao da base reduzida, de modo a permitir a
simulagao de problemas transientes tais como o escoamento sobre um cilindro, que até o
momento nao foi realizada por nenhum trabalho empregando o PGD. Solugoes possiveis
para este problema podem envolver, por exemplo, a utilizacao de projecoes de Petrov-
Galerkin no algoritmo de direcoes alternadas, ou da imposi¢cao de um comportamento
especifico (oscilatorio por exemplo) para as fungoes temporais, etc.

Outro ponto relevante consiste na introdugao de outros parametros na decomposicao
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da base reduzida. Como exemplo, podem-se considerar fun¢oes da viscosidade, velocidade

de entrada do escoamento, ou até mesmo os parametros de estabilizacao Tpspg, isto é,

Ninod

u(x,t) ~ Z U; (x) ¢; (1), (9.1)

Nmod

p(X,t, Tpspa) ~ Z Pi (x) ¢i (t) vi(Tpspa)- (9.2)

Desse modo, de posse de uma técnica eficiente para a simulacao de problemas
nao estacionarios, as possibilidades de aplicacao sao inimeras, sendo possivel analisar
problemas de modelos superpostos, de interacao fluido-estrutura, de dindmica nao linear

geométrica de estruturas, entre outros.
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ANEXO

LINEARIZACAO DAS EQUACOES
DE NAVIER-STOKES

Como abordado no Capitulo 2, o método a-generalizado pressupoe o calculo da
configuragao de equilibrio em tempos intermediérios ¢, 4, para as forcas inerciais € t,1q,
para as demais parcelas. Isso implica também na integracao dos residuos no dominio

referente ao instante de tempo intermedidrio ¢ = ¢,,1,,, dado por

/Qt<.)d9 _ /Q (0)d9, (A1)

fntay)
em que

, = {x" | x"x", tntay)) = apx" (X" o) + (1 — ap)x"(x"t,) } . (A.2)

t(n+af

Além disso, os desenvolvimentos apresentados anteriormente demonstram que a
resolucao das equagoes de Navier-Stokes por meio do MEF empregando as estabilizagoes
SUPG, PSPG e LSIC, conduzem a um problema nao linear resolvido de modo iterativo

por meio do método de Newton-Raphson, cuja linearizacao conduz ao sistema algébrico

8Un+1 8pn+1 (. — M (A3>
JR, JR
c < Apn—‘,—l _RC

8Un+1 apn—‘r 1

cujos termos da matriz tangente sao dados por
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@MZWWW/ p0ii No Ny, d2
a[Jn+1 Q

tntay)

+a, Tsupap 0 (0" — ") - VNN, de,

Qt(n+0¢f)

+Oéf’YAt 12 (5Zj VNQ . VNb +

Qt(nJr&f)

‘l‘OZf’)/At/ p(SU Na (uh — ﬁh) . VNb dQ)
Q

tntay)

ON, ON,
ds?
al'j 8@)

ou
+Oéf’}/At pNa%Nb dQ2 (A4)
Qt(n+af) J

—i-af'yAt/ PTsUPGOij (uh — ﬁh) -VN, (uh — ﬁh) - VN, dQ)
Q

tntay)

+Oéf’7At/ PTSUPG (uh — ﬁh) . VNaNb
Q

fntag)

h
ou. 40
8xj

ou

&xj

+O[f’7At ,OTSUvaNa : lthb dS)

Qt(”*—ﬂf)

ON, ON,

+04f7At/ PULSIC 5= 5 ds2,
Qt(nJraf) [

Lj
ON,
— = — N, dQQ
[Gad] (9:1:'1 d d

Qt(n+af)

‘I’/ TSUPG (uh — ﬁh) . VNa
Q

fntay)

o,

s}
@xi ’

ON,
3xj

ON,
+Oéf’}/At TPSPG 9
Q

t(n+04f)

ON,
+O-/m/ TPSPG Ny, dS2,

a2

= [GZ;J —ozfyAt/ N.

Qt(n«l»af)

(u* —u") - VN, dQ (A.6)

Ly

Qt('r7,—0—c)zf) J

;&?:@M:/ TPSPG N L VN, dO, (A7)
pn+1 (9] P

fntag)
em que os indices a e b representam o graus de liberdade de velocidade ¢ e d sao graus de

liberdade de pressao, ¢ e j representam direcoes cartesianas, d;; ¢ o delta de Kronecker e

T
V = {a%’ a%} . Destaca-se também que os termos envolvendo derivadas de ordem 2 sao

suprimidas, estratégia usual mesmo quando da utilizacao de elementos finitos de ordem

quadrética ou superior (TEZDUYAR; OSAWA, 2000).
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ANEXO

LINEARIZACAO DO OPERADOR
DE ACOPLAMENTO NO METODO
ARLEQUIN ESTABILIZADO

O método Arlequin estabilizado, apresentado no Capitulo 3, foi estendido & aplicagao

em problemas de escoamentos incompressiveis no Capitulo 4. Diante disso, uma modificagao

aos tradicionais operadores de acoplamento foi introduzida, de modo que a linearizagao

do problema resultante para simulacao de escoamentos incompressiveis apresentada no

Algoritmo 2 resulta no seguinte sistema algébrico

ORnmo ORwmo 0 0 ORmo
OUgnt1y  9Po(nt1) OA(ny1)
ORco ORco 0 0 ORco
an(n+1) ap()(n+1) 8A(n+1)

0 0 ORm1 ORM1 ORM1
8U1<n+1) 8pl(n+l) 8A(n+l>
0 0 ORc1 IR ORM1
OUi(nt1y  OPi(nt1)  OA(ng1)
Ry, ORy, Ry, ORy Ry
_6U0(n+1) 8p0(n+1) 8U1(n+1) 8pl(n+1) a‘A(n+l)_

\

AIj()(n—i—l)

AI)o(n+1)

AUy (1)

AP1(nt1)

AN )

\

—Ry

J

(B.1)

Explicitamente, os termos de Ryy; e R; derivados em funcao de U, e p; sdo obtidos

diretamente a partir das definicoes do Anexo A, com a introducao das respectivas fungoes

ponderadoras o; em todas as parcelas. Por outro lado, os termos decorrentes da linearizagao

de Ry; e Re; em fungao do campo de multiplicadores de Lagrange A e de Ry, em fungao

de todas as variaveis do problema sao dados a seguir
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OR
6AMk = [(Li)ay] ZX(k)/ 0ijNa Ny dfde
n+1 Qc(n+af)
+X(/f)/ Tsupc0i0ijuf - VN, Ny dSQ..,
QC(7L+af)
ORcy, / Tpspa  ON.
= [(M, cf] — — QZ_N dQc
aAn—I—l [( k) f] Qc(n+&f> P axl f
R [(L])e] =apyAtx(k) / 8;; NNy, dS2,
OU(n11) Qe(ntay)
+Oéf’)/AtX(k’) / TARLQQiVNeuZ . VNb dQC
Qe(ntay)
+amX(k)/ TARLQQiVNeVNb dQca
QC(”-‘-af)
_— = M e = 07
6pk(n+1) [< g ) d]

N, ON
aiRL B, :/ QTARLQ@a ea@ f a0,
n+1 QC( 1% X xj

n+o¢f)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

em que os indices e e f representam graus de liberdade do campo de multiplicadores de

Lagrange. Os demais indices seguem a definicao do anexo A e novamente os termos de

ordem 2 ou superior sao suprimidos.
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ANEXO

C

MATRIZES E VETORES DA
DISCRETIZACAO ESPACIAL DAS
EQUACOES DE NAVIER-STOKES

A discretizagao espacial das equagoes de Navier-Stokes empregando o método dos

elementos finitos e a estabilizagao PSPG resulta em um sistema de equagoes nao lineares

U F
ol @

que pode ser representado como

2 o o)

cujas submatrizes sao definidas explicitamente como

K+C(n) G
G'+V(u) Q(u)

M = [My) = /Q 55 Nu Ny d2 (C.2)
K = (K] = /Q v (@j VN, - VN, + 88‘7;7 %Zf’) 40 (C.3)
(i) = [Cy] = /Q 555 Nufi - VN, (C.4)
G = [God] = %]Z 00 (C.5)
= [G%] / N, ZZ” (C.6)
a>=[Bcb]:Z / a0, ©)

Q1) = [Qea) = Z / TPSPGVN VN, dQ, (C.8)
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Nel

8 ON. .
V(a) = [V _Z/ TPSPG oz, u- VN, dQ (C.9)
F:[Fb]:/Nb-fdQ+ Ny-h dly (C.10)

0 Ty
D(u) = [Dq] :Z/ Tpspc VINg - T d€2, (C.11)

em que os indices a e b representam o graus de liberdade de velocidade ¢ e d sao graus
de liberdade de pressao, i e j representam direcoes cartesianas. Nota-se que os termos

envolvendo derivadas de ordem 2 sao omitidos.
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