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RESUMO

RODRIGUES, M. A. Simulacdo numérica do comportamento de vigas de concreto
protendido pds-tracionado. 2019. 123 p. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Civil
(Estruturas)) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos,
2019.

Este trabalho tem por finalidade o estudo e desenvolvimento de codigo computacional para
simulacdo numeérica de vigas de concreto protendido pds-tracionado com aderéncia e vigas
reforcadas com protensdo externa, a partir do método dos elementos finitos posicional. A
medida de deformacdo utilizada é a de Green-Lagrange, cuja lei constitutiva associada € a de
Saint-Venant-Kirchhoff. Por se tratar de uma formulacdo lagrangeana total, o corpo em sua
configuracao inicial é a referéncia para os célculos e equacionamento do problema. A posicdo
de equilibrio é obtida a partir do principio de minima energia total e o sistema ndo linear
resultante é solucionado a partir do método iterativo e incremental de Newton-Raphson. A
insercdo das armaduras na matriz de concreto é feita escrevendo-se as posi¢des nodais dos
elementos de barra simples em funcgéo das posicdes dos nds dos elementos bidimensionais, fato
que implica em ndo haver aumento do nimero de graus de liberdade do sistema. Para simular
0 comportamento do concreto empregou-se 0 modelo de dano proposto por Mazars (1984),
enquanto para o ago das armaduras utilizou-se a plasticidade uniaxial com encruamento
isétropo. Para validar as implementacGes e explorar as funcionalidades do cddigo
computacional, exemplos encontrados na literatura foram apresentados e 0s resultados

comparados, respeitando as limitagfes das formulagdes consideradas.

Palavras-chave: Concreto protendido pos-tracionado. Simulacdo numérica. Método dos

elementos finitos posicional.






ABSTRACT

RODRIGUES, M. A. Numerical simulation of the behavior of post-tensioned prestressed
concrete beams. 2019. 123 p. Dissertation (M. Sc. in Civil Engineering (Structures)) — School
of Engineering of Sdo Carlos, University of Sdo Paulo, Sao Carlos, 2019.

This work aims to study and develop a computational code for the modelling of post-tensioned
prestressed concrete beams with bonded tendons and beams reinforced with external
tendons/rods, using the Finite Element Method. The strain measure and the constitutive law
employed are the Green-Lagrange one and Saint-Venant-Kirchhoff Constitutive Law,
respectively. As the formulation uses a Total Lagrangean description, the reference for the
calculations is the initial configuration of the body. The equilibrium is achieved from the
Principle of Minimum Potential Energy and the non-linear system is solved by the Newton-
Raphson iterative and incremental procedure. The rebar is embedded in the concrete by writing
the positions of the nodes of truss elements as function of the nodes of the bidimensional
elements. Therefore, there is no increase in the number of degrees of freedom of the system. In
order to represent the behavior of the concrete, the damage model proposed by Mazars (1984)
was used. Meanwhile, for the steel of the rebar unidimensional plasticity model with linear
positive hardening was used. With the aim to validate and explore the implementations of the
computational code, examples found in the literature were presented and results of simulations

were compared with experimental ones, respecting the limitations of the formulation employed.

Keywords: Post-tensioned prestressed concrete. Numerical simulation. Finite Element Method.
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1 O CONCRETO PROTENDIDO

O concreto possui bom comportamento quando solicitado a compressdo, porém possuli
baixa resisténcia a tracdo — cerca de 8 a 14% da resisténcia a compressdo (NAWY, 2006). Logo,
surge a necessidade de combinar o concreto a algum material que seja capaz de absorver 0s
esforcos de tragdo, a fim de controlar o processo de fissuracéo na tracdo e na flexdo. No concreto
armado convencional as armaduras assumem essa funcédo. Segundo Pfeil (1984), a solidarizacéo
entre 0 aco e 0 concreto torna-se fisicamente possivel por uma série de fatores: h& boa aderéncia
entre 0s materiais, 0 que faz com que trabalhem de forma conjunta quando solicitados; o
coeficiente de dilatacdo térmica possui valores proximos para ambos 0s materiais; e o concreto
¢ capaz de proteger 0 aco contra a corrosdo. Em particular, o concreto protendido se beneficia

dessas propriedades que favorecem a compatibilidade entre os materiais.

Enquanto no concreto armado convencional sdo empregadas apenas as armaduras
denominadas passivas, no concreto protendido sdo utilizadas armaduras passivas e ativas.
Conforme indicaa ABNT NBR 6118 (2014), as armaduras ativas sdo aquelas submetidas a pré-
alongamento, enquanto as armaduras denominadas passivas ndo sdo pré-alongadas. O artificio
da protensdo tem como propdsito produzir tensdes de compressdo em pontos criticos do
elemento estrutural, nos quais em condicdes de servico se desenvolveriam tensdes de tragdo.
Portanto, antes de provocar tensdes de tracdo no concreto, os esforgos solicitantes deverao
anular a pré-compressao no concreto, proveniente da protensao. Leonhardt (1964) cita algumas

das vantagens no emprego do concreto protendido:

a) Melhor durabilidade, por ser controlada a fissuragéo do concreto, de modo que 0 aco
das armaduras estara protegido contra a corrosao;

b) Economia de 15 a 30% de concreto, em comparacdo com elementos de concreto
armado convencional, sendo essa maior ainda para 0 aco: de 60 a 80%. Isso se deve
ao fato de serem utilizados agos de alta resisténcia para as armaduras ativas;

c) Deslocamentos reduzidos, permitindo maior esbeltez das pecas e levando a menores
frequéncias de vibracao para as estruturas em concreto protendido;

d) Elevada resiliéncia; isto €, alta capacidade de se recuperar substancialmente dos
efeitos advindos de uma sobrecarga. As fissuras que se desenvolvem nessa situacéo

se fecham parcialmente quando cessa a sobrecarga;
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e) Boa resisténcia a fadiga, devida a menores variagdes nas tensées no aco das
armaduras ativas. Essa caracteristica torna favoravel o uso do concreto protendido

em estruturas sujeitas a acdes dindmicas, como pontes rodoviarias.

Em contrapartida as vantagens técnicas do concreto protendido, hd o fato de que os
materiais utilizados apresentam maior custo — concretos e agos de maior resisténcia-, custo com
as operacdes de protensdo e com a confeccdo de formas mais complexas. Entretanto, segundo
Nawy (2006), se for produzida grande quantidade de elementos protendidos, as diferencas entre
0s custos iniciais para a solugdo em concreto armado convencional e o concreto protendido
tornam-se irrisérias. Além disso, a economia indireta, em longo prazo, quando se opta pelo
concreto protendido € significativa, dado que € necessaria menor frequéncia de manutencao,
garante-se maior vida Util a estrutura e, por resultar em uma estrutura mais leve, ha atenuacao
dos esforcos na fundacdo. Em particular, para as vigas, quanto maior o vdo, mais pronunciado
torna-se o efeito do peso proprio na fissuracdo e nos deslocamentos. Para o concreto armado
convencional, a resisténcia a tracdo pode ser atingida antes mesmo de o elemento estrutural ser
solicitado por acdes externas. Portanto, para grandes vaos, o concreto protendido € uma boa

escolha — por exemplo, em longarinas de pontes estaiadas.

Na literatura sdo encontradas algumas classificagcdes para o concreto protendido quanto
ao sistema de protensao, a presenca ou nao de aderéncia, quanto a geometria dos cabos e outros
aspectos. No tocante aos sistemas de protensdo, podem ser enumeradas a pré-tracao e a pos-
tracdo. Na pré-tracdo, Figura 1, o alongamento das armaduras ativas é realizado em etapa
anterior a concretagem. As cordoalhas sdo ancoradas em apoios externos nas cabeceiras das
pistas de protensdo e, ap0s a concretagem, sdo liberadas. Nesse caso, a transferéncia dos
esforcos do ago para 0 concreto ocorre necessariamente por aderéncia, exceto pelos trechos nos
quais se deseje interrompé-la. Em geral, as cordoalhas assumem geometria reta ou poligonal, a
qual € obtida com o auxilio de desviadores dispostos na pista de protensdo. Ja na pds-tracdo o
estiramento das armaduras ativas é realizado apds o endurecimento do concreto, utilizando a
propria pega como apoio definitivo para ancoragem dos cabos. A protensdo das cordoalhas é
realizada com macacos hidraulicos; esse sistema de protensdo € usual em pré-moldados de
canteiro, Figura 2, como vigas de pontes e viadutos. Na pos-tracdo, pode haver ou ndo

aderéncia.
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Figura 2 — Viga pré-moldada em canteiro de obra em concreto protendido pés-tracionado com
aderéncia. Fonte: EVEHX (2019).

Quanto a aderéncia, ha duas possibilidades: com ou sem aderéncia. Havendo aderéncia,
os esforcos de protensdo séo transmitidos do aco para o concreto, a exemplo da pré-tragdo. Na
pos-tragdo com aderéncia, as cordoalhas sdo protendidas em bainhas, nas quais € injetada nata
de cimento, garantindo a protecdo da armadura ativa contra a corrosdo e a aderéncia. Por outro
lado, na pos-tracdo sem aderéncia sdo utilizadas as cordoalhas engraxadas, revestidas por
bainhas de polietileno de alta densidade (PEAD), Figura 3. Nesse caso, 0s esforgos de protensao
sdo transferidos do ago para o concreto apenas nas ancoragens. A protensdo ndo aderente é uma
solucdo eficiente para situacfes em que seja necessaria a reprotensdo ou substituicdo das
cordoalhas em algum instante, como estruturas envolventes de unidades geradoras nucleares
(PFEIL, 1984). Também é amplamente empregada em sistemas construtivos de lajes lisas,
possibilitando maiores véos livres e melhor flexibilidade da geometria dos cabos em planta.
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Dentre as solucdes envolvendo protensdo ndo aderente, pode ser citada a protensdo externa,
utilizada para refor¢o de estruturas ou para solidarizar aduelas pré-moldadas de pontes, por
exemplo. Essa técnica permite aumentar a resisténcia de uma estrutura ja construida, controlar

deslocamentos excessivos e fissuracao.
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Figura 3 — Cordoalhas engraxadas em lajes de um edificio residencial. Fonte: MAC Protenséo (2019).

A Figura 4 ilustra as possiveis configuracdes, analisando as geometrias da cordoalha e
as correspondentes forcas equivalentes aplicadas. No texto, as figuras em que a fonte ndo foi
explicitada foram elaboradas pelo autor. Considerando uma viga prismética reta, nas duas
ultimas geometrias surgem forcas verticais devidas a mudanca de dire¢do do cabo, o que ndo
ocorre para 0s cabos retos. O que torna as geometrias poligonal e parabdlica interessantes € o
fato de poder tracar o cabo de modo a combater os esforgos de tracdo de maneira mais eficiente.
Por exemplo, em uma viga biapoiada sujeita a um carregamento uniformemente distribuido o
momento fletor é nulo nos apoios. Para uma cordoalha reta, com excentricidade, sera gerado

um momento devido a protenséo.
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(d)

Figura 4 — Algumas geometrias para cordoalhas e as correspondentes forgas externas aplicadas: (a)
cordoalha reta e sem excentricidade; (b) cordoalha reta com excentricidade; (c) cordoalha poligonal; e
(d) cordoalha com perfil parabdlico.

1.1 Materiais

Neste item serdo descritas algumas caracteristicas dos materiais empregados na
protensdo: o concreto, 0 aco e as bainhas para disposi¢do das armaduras ativas. Sdo discutidas
propriedades desejaveis e 0 comportamento dos materiais, a fim de melhor compreender a sua

influéncia no concreto protendido.

1.1.1 Concreto

Como no concreto protendido sdo utilizadas técnicas mais avancadas, quando
comparadas aquelas empregadas no concreto armado, torna-se necessario um controle de
qualidade mais rigoroso dos materiais. Um dos aspectos principais é a resisténcia elevada dos

concretos utilizados — enquanto no concreto armado é usual fcx entre 20 e 35 MPa, em concreto
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protendido recomenda-se fe superior a 30 MPa. Hanai (2005) afirma que essa caracteristica é

desejavel pelas seguintes razdes:

a) A aplicacdo da forca de protensdo introduz tensbes de compressao mais altas do que
aquelas observadas na situacdo de servigo;

b) O uso de concretos de alta resisténcia possibilita economia de material, resultando em
elementos estruturais com menor peso proprio;

c) Em geral, os concretos de resisténcia mais alta possuem maior médulo de elasticidade,

0 que diminui as perdas de protensédo por retracéo e fluéncia do concreto.

No dimensionamento de elementos estruturais de concreto protendido € necessario
conhecer a resisténcia a compressdo para uma idade menor que 28 dias. Normalmente, a
protensdo e a retirada do escoramento € feita ap6s um periodo de 3 a 7 dias a partir da
concretagem (CECCON, 2007). Para tal, deve ser determinado o fj, parametro que depende da
idade efetiva do concreto, do tipo de cimento utilizado e do fi do concreto. Além disso, é
importante que o concreto possua baixa permeabilidade. Isso é garantido por meio do controle
da vibracéo, escolha da granulometria dos agregados e outras medidas de controle tecnoldgico
dos materiais. Adicionalmente, os cobrimentos estabelecidos nos documentos normativos séo
mais elevados para o concreto protendido, a fim de garantir melhor protecdo das armaduras
contra a corrosdo. Destaca-se que as armaduras ativas, sujeitas a tensdes elevadas, sao
susceptiveis a um processo acelerado de corrosdo, denominado na literatura “corrosdo sob

tensao”.

Os efeitos da retracdo e da fluéncia no concreto devem ser levados em consideracdo no
projeto, pois esses fendmenos provocam a diminuicdo da forca de protensdo aplicada
inicialmente. Nos estagios iniciais de desenvolvimento da tecnologia do concreto protendido,
tais efeitos eram desprezados e a forca de protensdo aplicada se tornava praticamente nula ao
longo do tempo. A fluéncia corresponde ao aumento da deformacao sob acdo de carregamento
constante, devido as propriedades plasticas do gel de cimento hidratado. A deformacéo inicial
devida ao carregamento € denominada deformacédo elastica, enquanto a parcela devida a
permanéncia da acdo é a deformacgdo por fluéncia (NAWY,2006). Essa consideracdo é
aceitavel, pois a deformacdo inicial engloba poucos efeitos dependentes do tempo. Como no
caso da retracdo, a taxa de deformacéo devida a fluéncia diminui com o tempo. A deformacéo
por fluéncia ndo pode ser determinada de maneira direta, sendo calculada como a subtragéo das
parcelas de deformacéo elastica e por retracdo da deformacdo total. Tanto a deformacdo por

fluéncia quanto a deformacdo por retracdo ndo sdo completamente reversiveis. Isto é, se um
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corpo de prova é descarregado apds ficar sujeito a uma acdo por um intervalo de tempo, uma
recuperacdo elastica € observada, inferior a deformagdo causada pelo carregamento. Essa
recuperacao € seguida por um gradual decréscimo na deformacdo, denominado recuperacao por
fluéncia. O valor da recuperacdo depende da idade do concreto quando solicitado, com

concretos mais maduros apresentando maiores recuperagoes.

Em geral, um concreto que possui bom comportamento relativo a fluéncia possui a mesma
caracteristica quanto a retracao, pois os dois fendbmenos estéo relacionados a pasta de cimento
hidratado. Alguns dos fatores que influenciam na fluéncia s&o a composi¢do do concreto, as
condi¢des do meio ambiente, as dimensdes do elemento estrutural e a solicitagcdo ao longo do
tempo. A composicdo do concreto é determinada pela relacdo agua/cimento e pela proporcéo
entre os agregados. Por exemplo, um aumento na relacdo agua/cimento provoca aumento da
fluéncia e o agregado graddo induz efeito de travamento, diminuindo os efeitos da fluéncia
(HANAL, 2005).

A retracdo é o encurtamento devido a perda de agua, ou seja, a agua em excesso evapora
enquanto o gel de cimento que envolve as particulas retrai. Quanto a classificacdo, a retragdo
pode ser dividida em retracdo pléstica e retracdo por secagem. Segundo Nawy (2006), a retracéo
plastica ocorre durante as primeiras horas apos a concretagem. As superficies expostas perdem
umidade para o meio ambiente de maneira mais acelerada do que as camadas inferiores de
concreto. A retracdo por secagem, por sua vez, ocorre depois da desforma, quando boa parte do
processo quimico de hidratacdo do gel de cimento j& aconteceu. Corresponde a diminuicdo do
volume quando ha perda de umidade por evaporacdo. Como supracitado, a retracdo ndo € um
processo totalmente reversivel: se um corpo de prova é saturado com agua apds ter sofrido
retracdo, ndo voltara a ter o seu volume inicial. Dentre os fatores que influenciam na retracao,
estdo a composicdo dos agregados, a relacdo agua/cimento, as dimensdes do elemento
estrutural, as condi¢cfes de temperatura e umidade do ambiente, a taxa de armadura, aditivos, o
tipo de cimento e a carbonatacdo, que € a reagdo entre 0s compostos da pasta de cimento e 0

gas carbonico.

1.1.2 Aco

Os acos para armaduras ativas possuem resisténcia mais elevada do que os empregados

nas armaduras passivas. Além disso, ndo possuem patamar de escoamento. Na Figura 5 é
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ilustrado o comportamento tensdo-deformacao dos agos empregados nas armaduras ativas. S&o

encontrados nas seguintes formas:

a) Fios trefilados de aco carbono, com didmetros de 3 a 8 mm, fornecidos em rolos ou
bobinas;

b) Cordoalhas: fios enrolados em forma de hélice, com dois, trés ou sete fios;

c) Barras de aco-liga de alta resisténcia, laminadas a quente, com didmetros superiores a

12 mm.

O aco das armaduras ativas deve ser capaz de manter a sua elasticidade, pois a ideia da
protensao baseia-se na tendéncia do aco, apds o alongamento, em voltar para o seu comprimento
original. A elevada resisténcia é desejavel para que, ocorridas as perdas por retracéo e fluéncia,
ainda haja considerdvel tensdo nas armaduras ativas. Outra caracteristica que o0 ago deve
apresentar € a pequena relaxacao, para que a perda de protensao associada a esse fendbmeno nao
seja acentuada. Quanto ao tipo de tratamento, podem ser classificados em acos de relaxacéo
normal ou de baixa relaxacdo. Os acos de relaxacdo normal sdo retificados por tratamento
térmico, que alivia as tensdes internas devidas a trefilagdo. Ja os acos de baixa relaxacdo
recebem tratamento termomecénico, o qual melhora as caracteristicas elasticas e reduz as

perdas por relaxacdo do aco.

v

Figura 5 — Curva tensdo-deformacao para o aco das armaduras ativas. Os valores com indice y
correspondem ao escoamento, enquanto aqueles com indice u correspondem aos valores na ruptura.
Fonte: Adaptado de Ceccon (2007).
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1.1.2 Bainhas

As bainhas sdo dutos empregados para a disposicao das armaduras ativas na pés-tracao,
possibilitando diferentes geometrias para os cabos. Na pds-tracdo com aderéncia, as cordoalhas
sdo protendidas e entdo é injetada nata de cimento para garantir a aderéncia entre a armadura
ativa, a bainha e, consequentemente, o concreto, além da protecdo contra a corrosdo. Neste
caso, sdo usuais bainhas fabricadas com a¢o laminadas a frio e corrugadas, Figura 6, para que
haja melhor ligacdo entre a armadura e o concreto. Por outro lado, as bainhas empregadas na
pos-tracdo sem aderéncia sdo fabricadas em polietileno de alta densidade (PEAD) e preenchidas
com graxa inerte, Figura 7. A graxa faz com que as cordoalhas deslizem em relagdo a bainha,
de modo que haja continuidade de deslocamentos na direcdo tangente ao cabo apenas nas

ancoragens. Além disso, a graxa inerte garante a protecao contra a corrosdo de maneira eficaz.

Figura 6 — Bainha metélica corrugada, para uso na pds-tracdo com aderéncia. Fonte: MAC Protensdo
(2019).

CraEn pacs protegis
permanente contra corrosdo

\”
1~ T
Capa plastica Cordoalha

Figura 7 — Cordoalha engraxada, utilizada na pos-tracdo sem aderéncia. Representacao da bainha de

PEAD, da graxa inerte e da cordoalha. Fonte: Impacto Protensdo (2019).
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1.2 Perdas de protensdo

E importante citar as perdas de protensio, ainda que n&o sejam o foco deste trabalho,

pois a sua existéncia influencia diretamente as consideracfes relacionadas ao projeto de

estruturas protendidas. Podem ser divididas em perdas imediatas e progressivas. As perdas

imediatas séo aquelas associadas ao sistema de protensao e ao processo construtivo, ocorrendo

no ato da protensdo. Na pos-tracdo, as perdas imediatas sdo as seguintes:

a) Perda por atrito entre os fios/cordoalhas e a bainha: o contato entre a armadura e a bainha
no ato da protenséo faz surgir forgas de atrito, as quais ocasionam a diminuicao da forca
de protensdo. Além disso, ha as ondulagBGes parasitas, originadas por variacoes
angulares inevitaveis mesmo nos cabos retos;

b) Perda por acomodacdo das ancoragens: aplicada a forca de protensdo, os dispositivos
de ancoragem acomodam-se no concreto. Essa movimentagdo faz com que o cabo
diminua, provocando entdo diminuigéo da tenséo na armadura ativa;

c) Perdas por deformacdo elastica do concreto: sdo consideradas de maneiras distintas.
Quando ha apenas uma cordoalha a ser protendida, ndo ocorre. Caso contrario, a
protensdo da cordoalha atual provocara diminuicao da forca de protensao nas cordoalhas
ja protendidas. Esse efeito pode ser atenuado, aplicando-se forcas de protensao maiores
nas cordoalhas protendidas no inicio do processo, de modo que a tensdo final seja aquela

desejada no projeto.
Na pré-tracdo, as consideracdes sobre as perdas imediatas sao:

a) N&o ocorrem perdas por atrito, dado que a armadura ativa esta em contato direto com o
concreto. A transferéncia dos esfor¢os do ago para o concreto ocorre ao longo de toda a
armadura ativa, exceto nos trechos em que se deseje interrompé-la.

b) Para pistas de concretagem longas, sdo ignoradas as perdas por acomodacgdo das
ancoragens. Quando a raz&o entre o deslocamento das ancoragens e 0 comprimento total
da pista € muito pequena, a perda de protensao € desprezivel.

c) As perdas por deformacéo eléstica do concreto sdo constantes para todas as cordoalhas.

As perdas de protensdo progressivas estdo associadas as propriedades viscoelasticas do
concreto e do a¢o: retracao do concreto, deformacdo lenta do concreto (fluéncia) e relaxacao

do aco, fendbmenos descritos anteriormente. Essas perdas ocorrem nos primeiros anos apos
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a concretagem do elemento estrutural. A Figura 8 apresenta a forca de protenséo ao longo

do tempo e as perdas associadas a cada instante.

A F (forca na armadura ativa)

-Perda por atrito
-Perda por acomodacéo das ancoragens e escorregamento dos fios

-Perda por deformagéo imediata do concreto
-Perda por estiramento das cordoalhas restantes

-Perda por fluéncia inicial do concreto
-Perda por relaxacéo inicial do aco

[ -Perda por retracéo inicial do concreto

-Perda por retrag8o posterior do concreto
-Perda por fluéncia posterior do concreto
-Perda por relaxacéo posterior do aco

Estiramento | Estiramento
da 12 I das demais
cordoalha ' cordoalhas _

t=0 t (Tempo)

Figura 8 — Forga de protensdo em fungdo do tempo, considerando as perdas imediatas e progressivas

associadas a pos-tracao. Fonte: Adaptado de Hanai (2005).

1.3 Historico da protensdo

Neste ponto do texto enumeram-se nomes importantes na evolucdo do concreto
protendido, assim como obras importantes no contexto nacional e internacional. Também séo
descritas de maneira breve situagcdes em que a protenséo foi empregada em edificios comerciais,
residenciais e obras de arte. Na literatura, alguns trabalhos apresentam a reviséo bibliografica
da historia do concreto protendido no mundo. Dentre eles, citam-se Sanabra-Loewe e Capella-
Llovera (2014), Dinges (2009), Marrey e Grote (2003), Nawy (2006), Casson (1971) e Torr
(1964).

Segundo Sanabra-Loewe e Capella-Llovera (2014), a evolucdo da aplicacdo da
protensdo em estruturas de concreto pode ser dividida em quatro fases. Na primeira fase, as
vantagens da protensdo foram observadas por meio da intuicao dos projetistas idealizadores da
técnica. Na segunda fase, gracas aos engenheiros, houve a racionalizacdo, formalizagéo
matematica e fisica no emprego da técnica. Também foram aprimorados os conceitos de
aplicacdo de cargas que agiam no sentido de aliviar as solicitag0es nas estruturas. Por sua vez,

a terceira fase foi caracterizada pela percepgéo da existéncia das perdas de protenséo, ainda que
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sua quantificacdo e controle fossem tarefas dificeis. Por fim, na quarta fase, os efeitos de longa
duragdo foram compreendidos com maior clareza, permitindo assim que o0s engenheiros

desenvolvessem maneiras de combater os efeitos das perdas de protensao.

Em 1872, P. H. Jackson, engenheiro na California, patenteou um sistema de protensao
que utilizava uma barra para construir vigas e arcos a partir de blocos individuais. Conforme
exposto por Nawy (2006), em 1888 C. W. Doehringer, engenheiro alemdo, obteve a patente de
um sistema de protensao para lajes, utilizando fios metalicos. Contudo, as tentativas iniciais de
protensdo nao apresentavam bons resultados em longo prazo. Por ser uma técnica ainda
incipiente a época, ndo eram conhecidos os fendmenos que regiam as perdas de protenséo.
Assim, com o passar do tempo, a forca de protensdo tornava-se praticamente nula e era

observado comportamento semelhante ao de uma estrutura em concreto armado convencional.

No inicio do século XX, J. Lund, noruegués, e G. R. Steiner, dos Estados Unidos da
América, tentaram resolver essa situa¢do, porém sem sucesso. Apos um longo periodo sem
progressos na area, devido a indisponibilidade de agos de alta resisténcia para as armaduras
ativas, R. E. Dill notou os efeitos da retracdo e da fluéncia do concreto nas perdas de protensédo
(DINGES, 2009). A partir desse conhecimento, desenvolveu um sistema que envolvia a
protensao nao aderente sucessiva de varias barras, a fim de compensar as ditas perdas. No inicio
da década de 20, W. H. Hewett desenvolveu, em Minneapolis, 0s principios da protensdo
circular, utilizada em reservatorios para garantir a estanqueidade, por meio da prevencao contra
a fissuracdo provocada pelas pressdes hidrostaticas internas. O emprego da protensao circular
avancou de maneira acelerada nos Estados Unidos da América nos 30 anos seguintes. Recorda-
se também o método do balanceamento das cargas, proposto por T. Y. Lin, uma maneira
simplificada de considerar a protenséo e que permitiu o projeto de diversas estruturas com vigas
continuas (LIN E BURNS, 1981).

Na Europa, a protensdo continuou a ser estudada e grandes avangos foram alcancados.
Em particular, por meio da genialidade do engenheiro francés Eugene Freyssinet, o qual propés,
entre 1926 e 1928, métodos para contornar as perdas de protensdo utilizando acos de alta
resisténcia e alta ductilidade (LEONHARDT,1964). Em 1940, apresentou o sistema de
protensdo Freyssinet, composto por ancoragens codnicas para cordoalhas de 12 fios. Sua
preocupacdo ao desenvolver tal sistema foi amenizar o escorregamento das ancoragens, 0 que
provocava encurtamento da armadura ativa e consequente perda de protensao. Principalmente

na Europa Central e Ocidental, ap6s a Segunda Grande Guerra, tornou-se necessaria a
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reconstrugdo de diversas pontes destruidas. G. Magnel, da Bélgica e Y. Guyon, francés, também

desenvolveram técnicas para a construcéo de pontes protendidas.

No Brasil, a primeira obra em concreto protendido foi a ponte do Galedo, Figura 9, no
Rio de Janeiro, construida em 1948 utilizando o sistema patenteado por Freyssinet. Os materiais
utilizados e o projeto foram importados da Franca e, em 1952, a Companhia Siderdrgica Belgo-
Mineira iniciou a fabricacdo do aco para as armaduras ativas (AWA, 2019). A segunda obra
desse tipo no Brasil foi a ponte de Juazeiro, Figura 10. Feita com aco produzido no Brasil, liga
0s municipios de Juazeiro, na Bahia, a Petrolina, em Pernambuco, e tem extensdo de 801 metros
sobre o rio Séo Francisco. Ambas as pontes citadas foram projetadas por Freyssinet, ratificando
a importancia deste como um dos idealizadores da aplicacdo da protensdo ao concreto (VIVER
AS CIDADES, 2013).

Figura 9 — Ponte do Galedo, Rio de Janeiro: primeira obra em concreto protendido no Brasil. Fonte:
AWA (2019).

Figura 10 — Ponte de Juazeiro (Presidente Eurico Gaspar Dutra), primeira obra protendida construida
com ago brasileiro. Fonte: Viver as cidades (2013).
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Cita-se também a ponte Rio-Niteroi, localizada na Baia de Guanabara (RJ), Figura 11. E a
maior ponte em concreto protendido do Hemisfério Sul. Inaugurada em 1974, tem comprimento
total de 13,29 km e altura maxima de pilar igual a 72 metros. Cerca de 2150 km de cabos foram
utilizados em sua construgdo. O tramo central constitui um dos maiores vaos em viga continua
reta do mundo, com aproximadamente 300 m de comprimento. De acordo com 0s engenheiros
responsaveis pelo projeto e pela execugdo, 0 maior desafio foi a construcao dos 9 km da ponte
sobre o mar. Essa etapa da constru¢do demandou a perfuracdo profunda do subsolo oceénico, a
fim de encontrar terreno rochoso competente, capaz de suportar as cargas transmitidas as
fundagdes. Quando foi inaugurada, era a segunda maior ponte em extensdo do mundo, atrds
apenas da Pontchartrain, nos Estados Unidos da América. Manteve essa colocagdo até 1985,
quando foi inaugurada a Penang, na Malasia (CIMENTO ITAMBE, 2018).

Figura 11 — Ponte Rio-Niteroi, na Baia de Guanabara. Fonte: Construct App (2018).

Outro marco do concreto protendido no Brasil € a Cidade Administrativa de Minas Gerais,
Figura 12, sede do governo estadual de Minas Gerais. Inaugurada em 2010, conta com 0 maior
edificio de concreto protendido suspenso do mundo (CONSTRUCT APP, 2018). Com 270000
m2 de area construida e seis edifica¢cdes principais, a Cidade Administrativa abriga secretarias
do estado, centro de convivéncia, auditério, prédio de servigcos, heliponto, pracas de
alimentacéo e restaurantes. O projeto foi elaborado pelo arquiteto Oscar Niemeyer. O Palacio
Tiradentes, o maior dos seis edificios que comp&em o complexo, é o0 maior prédio de concreto
protendido suspenso do mundo, com véo livre de 147 metros de comprimento e 17 metros de
largura. A estrutura é suspensa por tirantes metalicos protendidos, presos a cobertura por dois
grandes porticos dispostos paralelamente e que constituem os quatro Unicos pontos de apoio da
estrutura (ECIVILUFES, 2011).
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Figura 12 — Cidade Administrativa de Minas Gerais — Belo Horizonte. Fonte: Construct App (2018).

Destaca-se também a ponte do Atlantico, no canal do Panama. Quando finalizada, sera a
estrutura estaiada em concreto mais longa do mundo. Com véo central de 530 metros, conectara
0 porto maritimo de Colon as comunidades a oeste do canal. Sua construcao iniciou-se em 2013
e deve ser concluida em 2019. Por se localizar em uma das rotas cruciais para 0 comercio
maritimo, a ponte tem altura livre de 75 metros, o suficiente para que a maior embarcacao possa
navegar por debaixo dela. As quatro pistas serdo suportadas por um sistema de cabos, ancorados
em pilares com 212,50 metros de altura (ARCHDAILY, 2018). Na Figura 13 é apresentada a

geometria da ponte do Atlantico, no Panama.

Figura 13 — Ponte do Atantico no Canal do Panama. Fonte: ArchDaily (2018).

No ambito mundial, cita-se a Torre de Telecomunica¢bes Namur, Figura 14. Com 171
metros de altura, a torre de telecomunicacdo Namur em Vedrin, na Bélgica, foi a estrutura mais
alta construida em concreto protendido do mundo a época de sua construcao, iniciada em 1991.
A estrutura se assemelha a um tripé até a altura de 96 metros; dai em diante, se estende como
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uma torre cilindrica. A estrutura principal é composta por anéis pré-moldados de concreto,
solidarizados com argamassa e um sistema de pés-tragdo. Rigot e Gaspart (1999) descrevem o

processo construtivo e a estrutura da torre com mais detalhes.

Figura 14 — Torre de Telecomunicagdo Namur, na Bélgica. Fonte: Rigot e Gaspart (1999).

Por fim, cita-se o trabalho de Chung et al. (2017), no qual os autores discorrem sobre 0 uso
da pods-tracdo em edificios altos e descrevem minuciosamente as solugdes construtivas
empregadas em diversos projetos. Ha cerca de uma década, esse tipo de sistema comecou a ser
utilizado na Coreia, assumindo um papel importante na superacdo dos limites arquitetdnicos
impostos pelo uso do concreto armado convencional, na medida em que permite maiores vaos
com menores alturas das vigas. Na atualidade, a tecnologia da pés-tragdo tem sido adaptada
para elementos estruturais especiais, como paredes de cintamento. Algumas das edificacfes
abordadas no artigo séo: Landmark 72, Torres Parnas e Raemian Yong-san.

O edificio Landmark 72 localizado em Hanoi, Vietnd, Figura 15, € um complexo composto
por uma torre de escritérios de 72 andares, com altura de 350 metros e duas torres residenciais
de 48 andares. Por causa das dimensdes do pavimento tipo, 0s projetistas precisaram buscar
uma solucgéo estrutural 6tima. Chegaram a concluséo de que vaos de cerca de 13 metros seriam
viaveis com o uso de lajes protendidas. Sua &rea construida o coloca na lista dos cinco edificios
com maior area construida do mundo. (CHUNG ET AL., 2017)
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Figura 15 — Edificio Landmark 72, em Handi, no Vietna. Fonte: Landmark 72 (2019).

Ja a Torre Parnas, Figura 16, teve seu projeto finalizado em 2016 e possui area
construida de 219385 m2. Localizada em Seul, na Coréia do Sul, tem 38 andares acima do nivel
do terreno, 8 andares no subsolo e altura de 183 metros. (ARCHDAILY, 2017). A principio, 0
arquiteto do projeto desejava vaos de 12 metros sem pilares internos, caracteristica adequada
para construces empregando o sistema construtivo steel frame. Contudo, essa op¢do nao
satisfazia o pé direito exigido pelo cliente. Logo, também foram empregadas lajes protendidas,
como para o Landmark 72.
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Figura 16 — Torre Parnas, em Seul, Coréia do Sul. Fonte: Skyscraper (2018).

O edificio Raemian Yongsan, Figura 17, localizado em Seul, na Coreia do Sul, possui
area construida de 202634 mz2, 40 andares acima do nivel do terreno, 9 andares no subsolo e
160 metros de altura. (SKYSCRAPER, 2019) A solucdo construtiva empregada possui Vaos
entre 10 e 12 metros, com lajes nervuradas protendidas e pé direito superior ao padrédo usual da
Coreia — cerca de 2,7 metros.
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Figura 17 — Edificio Raemian Yongsan, na Coréia do Sul. Fonte: Skyscraper (2019).

Neste capitulo foram apresentadas motivacdes para o uso do concreto protendido,
vantagens em seu emprego e 0s sistemas de protensao utilizados na Engenharia. Também foram
discutidas a influéncia da geometria das armaduras ativas nos esforcos de protensdo e as
caracteristicas desejaveis para 0s materiais envolvidos na protensdo: o concreto, 0 aco e as
bainhas. Além disso, foram mencionadas as perdas de protensdo — ainda que nao sejam o foco
deste trabalho, influenciam drasticamente no projeto de estruturas em concreto protendido.

Em seguida, foram expostos aspectos historicos do desenvolvimento do concreto
protendido, citando nomes importantes para o avango de seu uso. Por fim, citaram-se algumas
obras no Brasil e no mundo que langaram mé&o do concreto protendido para vencer desafios

estruturais e arquitetdnicos, mostrando a versatilidade e robustez das soluges.
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2 OBJETIVOS E JUSTIFICATIVA

Este trabalho tem como objetivo geral o estudo numérico do comportamento de vigas
de concreto protendido pds-tracionado, por meio do desenvolvimento de um cddigo
computacional capaz de simular tais estruturas. Exemplos numéricos e experimentais
encontrados na literatura foram utilizados para validar as implementagdes realizadas e descritas
ao longo do texto. Assim, foram feitas contribui¢des para o estudo das estruturas protendidas
no grupo de pesquisa de Mecanica Computacional do Departamento de Engenharia de

Estruturas, da Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Séo Paulo.

Os objetivos especificos pretendidos na pesquisa séo a simulacéo de vigas de concreto
protendido com pods-tracdo aderente e o estudo da protensdo externa como refor¢o em estruturas
de concreto, avaliando as situacdes de carregamento de interesse - sejam elas solicitacGes

externas em ensaios experimentais ou esforgos decorrentes da protensdo das armaduras ativas.

Dadas as vantagens das solucbes em concreto protendido em comparacdo as suas
equivalentes em concreto armado convencional, o estudo das estruturas protendidas é um tema
muito atual. Ent&o, esse fato justifica a escolha do tema, principalmente quando se associa o
conhecimento em concreto protendido as ferramentas de simulagdo numérica, como o Método
dos Elementos Finitos utilizando posi¢cGes como incognitas, a técnica de embutimento para
armaduras e a ativacdo das armaduras via prescricdo de deformagbes. Embora ocorram
pequenos deslocamentos nos elementos estruturais que se objetiva simular, a formulagdo do
método dos elementos finitos com posicdes como incdgnitas foi utilizada, por ja estar
consolidada no grupo de pesquisa em que este trabalho se insere. Destaca-se que a formulacéo

é ndo linear geométrica exata, pois o equilibrio é feito na posicao deslocada.
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3 METODOLOGIA

Para alcancar os objetivos pretendidos neste trabalho, inicialmente realizou-se uma
revisao da literatura, que compreendeu trabalhos abordando simulagdes numericas, analise
experimental de vigas de concreto protendido, o0 método dos elementos finitos posicional e ndo
linearidade fisica em estruturas de concreto. Posteriormente, foram implementados os cédigos
computacionais para simular elementos de trelica e elementos de chapa. Estudou-se ainda a
estratégia de embutimento das barras nos elementos de chapa, os quais representam as

armaduras e 0 concreto, respectivamente.

Entdo implementaram-se as rotinas para considerar a ndo linearidade fisica dos
materiais, via modelo de dano proposto por Mazars (1984) para o concreto e a formulagéo de
plasticidade uniaxial com encruamento isotropo para as armaduras. Validadas as
implementacBes anteriores, estudou-se uma estratégia para simular a protensdo das armaduras
ativas, por meio da prescricdo de deformacOes nos elementos de barra. Por fim, foram
simulados exemplos encontrados na literatura para vigas de concreto protendido pés-tracionado
com aderéncia e com protensdo externa para validacdo do codigo, respeitando os limites da

formulacdo empregada.

Todas as implementacGes computacionais foram realizadas na linguagem Fortran e o
pos-processamento das simulacBes foi realizado no software de livre acesso Acadview,

desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP.
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4 REVISAO DA LITERATURA

Apresentados 0s conceitos primordiais @ compreensdo do concreto protendido e
aspectos historicos da protensdo, parte-se para a revisdo da literatura abordando a simulagéo
numérica e analise experimental de vigas em concreto protendido. O propoésito da revisdo foi
localizar o trabalho na literatura, estudar maneiras de simular a protensdo das armaduras e
compreender como sé&o validados os resultados numéricos. Concomitantemente, foi realizada a
revisdo relacionada ao método dos elementos finitos, localizando trabalhos com temaética
semelhante a este (solidos reforcados com fibras, fibras ativas, ndo linearidade fisica) e

variados, a fim de mostrar a versatilidade do método.

4.1 Concreto protendido e simulacdo numerica

Prattes Junior (1992) desenvolveu uma ferramenta computacional, utilizando o método
dos elementos finitos para analisar estruturas em concreto armado convencional e concreto
protendido. Esse estudo avaliou situacGes de carregamento em curto e em longo prazo,
considerando retracdo e fluéncia no concreto e relaxacdo do ago das armaduras ativas. O autor
empregou modelos constitutivos viscoelastoplasticos para representar os materiais. Por sua vez,
Barbieri (2003) analisou numericamente o comportamento na flexdo de elementos com
protensao aderente e ndo aderente. Para isso, compatibilizou a cinematica das cordoalhas e da
matriz de concreto, obtendo uma formulagdo exata em forcas e distribui¢do da curvatura ao
longo da cordoalha. Nesse trabalho foi empregado o elemento finito de portico e foi utilizado o

modelo reoldgico de Maxwell para representar o comportamento viscoso dos materiais.

Em uma primeira abordagem, Lou et al. (2006) consideraram a protensdo como acéo
externa — carga uniformemente distribuida, momento fletor e forca normal de compresséo,
conforme a Figura 18 - e assumiram deformacéo constante nas cordoalhas para simular vigas
de concreto protendido. Posteriormente, Lou et al. (2013) aprimoraram esse método,
descrevendo a resposta ndo-linear de vigas continuas de concreto protendido com protenséo
ndo aderente. Para computar a deformacdo da cordoalha ndo aderente foi empregada a
deformacdo média, calculada com os deslocamentos na regido das ancoragens. De maneira

analoga, Moreira, Sousa Jr. e Parente Jr. (2018) desenvolveram um modelo de elementos finitos
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para vigas de concreto protendido com cordoalhas ndo aderentes, avaliando situaces de
carregamento de curta duragdo. Para tal, utilizaram uma abordagem lagrangeana total,
elementos com cinematica de Euler-Bernoulli para representar a matriz de concreto e um Unico
elemento poligonal embutido na matriz para representar as cordoalhas. O modelo

implementado considera ndo linearidades fisica e geométrica.

M=Pe M=P.e

4 A 4 A 4 4 A
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Figura 18 — Consideracéo da protensdo como agdo externa em uma viga biapoiada.

Em seu trabalho, Brenkus et al. (2019) modelaram e validaram uma abordagem para
protensdao com e sem aderéncia. Para simular a protensdo aderente os nés dos elementos que
representam as cordoalhas foram conectados aos nds dos elementos que simulam a matriz de
concreto. Ja para a protensdo ndo aderente foram empregados dois elementos, conectados por
molas, conforme a Figura 19. Um deles representa a cordoalha e o outro representa a bainha,
com rigidez nula. O alongamento é aplicado no elemento de rigidez nula e as forcas sao
transferidas para o elemento que representa a cordoalha, apenas na direcéo radial — como ocorre
com as cordoalhas engraxadas. O alongamento é aplicado por meio de uma variacdo de
temperatura entre a cordoalha e a matriz de concreto; os resultados foram validados a partir de
andlise experimental, comparando a resisténcia Gltima a flexdo, o modo de ruptura e a tenséo

nas cordoalhas.

Mola com rigidez elevada
conectando o cabo real ao virtual

conector s, / &— Cabo real (rigidez real)
rigido
% & <—Cabo ficticio (rigidez nula)
= ®

Conexao entre os graus de liberdade
do cabo ficticio e do concreto

POS-TRACAO SEM ADERENCIA

Tt

Figura 19 — Estratégia empregada para simular a protensdo ndo aderente. Fonte: Adaptado de Brenkus
et al. (2019).

Ainda no contexto da simulacdo numeérica, Cornejo et al. (2018) desenvolveram um
modelo de elementos finitos tridimensional para simular o comportamento de estruturas de
concreto armado, reforcadas com cordoalhas pos-tracionadas. Para representar a interacdo entre

0s materiais foi utilizada a lei série-paralelo, a qual supde um estado de isodeformacdes na
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direcdo da armadura e de isotensdes nas demais direcGes. Para considerar a relaxacdo do aco
foi empregado o modelo viscoelastico generalizado de Maxwell. Os resultados das simulagdes
foram comparados com as respostas analiticas para uma viga com cabo reto, com cabo
parabdlico e alguns exemplos de viscoelasticidade foram utilizados para validacdo das

implementacdes.

Lee, Tai e Chung (2019) estudaram o uso de um sistema de reforco de vigas de pontes,
para melhorar a resisténcia a flexdo de estruturas que foram danificadas por acdo do meio
ambiente. Esse reforco foi feito com um sistema de p6s-tracdo, disposto na superficie das vigas.
Foram feitas analises com elementos finitos e os resultados foram comparados com os obtidos
em ensaios de flexdo a quatro pontos. Identificada a lacuna no estudo do comportamento de
elementos com materiais poliméricos reforgados com fibras de carbono, Zhou e Xie (2019) se
propuseram a analisar vigas com esse tipo de reforgo, com protensdo néo aderente, ensaiando-
as com carregamento monotonico até a ruptura para estudar o comportamento dos elementos

na flexao.

Na analise de vigas continuas em concreto protendido pés-tracionado com armadura
ativa ndo aderente pode ser citado o trabalho de Kim e Lee (2012). Os autores destacam que
grande parte da literatura abordava, até entdo, apenas elementos estruturais isostaticos e que o
principal objetivo dos estudos anteriores era a predicao da resisténcia ultima. Entdo, propuseram
um modelo néo linear que permitiu avaliar o comportamento desses elementos em situagéo de
servigo. Para validacdo, os resultados foram comparados com dados experimentais, para
elementos superarmados, elementos com pos-tracdo ndo aderente externa e interna, além de
elementos com diversas geometrias de cordoalha e de secdo transversal. Mohammed et al.
(2017) simularam vigas com balangos em concreto protendido p6s-tracionado com aderéncia,
utilizando software comercial. Avaliaram a influéncia do perfil das cordoalhas no
comportamento das vigas, considerando as seguintes configuracdes: sem cordoalhas; duas
cordoalhas retilineas na parte inferior, média e superior; e cordoalhas parabdlicas. Os
parametros utilizados para comparar os resultados com analises experimentais foram a carga de

ruptura, deslocamentos e curvas forca versus deslocamento, para todos os modelos simulados.

Yang e Mun (2013) estudaram o comportamento de vigas poés-tracionadas com
armadura ativa ndo aderente, empregando concretos leves. Para tal, analisaram o efeito das
armaduras passivas, da forca de protensdo e da taxa de armadura ativa no desempenho dessas
vigas, comparando os resultados com aqueles obtidos para elementos em concreto de peso

préprio convencional. Observaram tendéncia semelhante, independentemente do tipo de
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concreto utilizado: elevada taxa de armadura levou a maior resisténcia, menor ductilidade e
menor acréscimo de tensdes nas armaduras. Compararam os resultados com aqueles obtidos
seguindo as recomendacdes do ACI, notando que tais diretrizes levavam a um resultado mais

conservador.

O reforgo de estruturas de concreto armado com armaduras ativas externas pos-
tracionadas € abordado por Lee, Shin e Lee (2018). Nove vigas simplesmente apoiadas, trés
vigas de controle e seis vigas refor¢adas foram submetidas a ensaios de flexdo a trés pontos. Os
parametros variados foram a quantidade de armadura ativa e seu didmetro. Os autores optaram
por um perfil poligonal em V para o refor¢o, com desviador na face inferior das vigas. Com a
protensdo da armadura externa € possivel diminuir deslocamentos excessivos e aumentar a
resisténcia do elemento estrutural, em comparacdo com a situacdo anterior a disposi¢do do
reforco. O sistema de protensao utilizado consistiu em barras de agco, com a forca de protenséo
aplicada por meio do aperto de porcas nas extremidades das barras. Foi observado aumento da

resisténcia e da rigidez em intervalos de 40 a 112% e 28 a 73%, respectivamente.

Visando compreender a influéncia da corrosdo sob tensédo em vigas de concreto
protendido pds-tracionado com aderéncia, Zhang et al. (2017) realizaram testes experimentais
em oito vigas, sujeitas a diferentes niveis de corrosdo, obtida por meio de um processo
acelerado. O principal objetivo dos autores foi identificar e quantificar os efeitos da corrosao
na fissuracdo do concreto, em sua rigidez apds a fissuracdo, na resisténcia ultima, no modo de
falha e na ductilidade dos elementos estruturais. Concluiram entdo que perdas decorrentes da
corrosdo a partir de 27% afetam drasticamente a resisténcia ultima, perdas inferiores a esse
valor influenciam pouco na rigidez anterior a fissuracdo, mas diminuem a rigidez observada

apos a fissuracao.

Hussien et al. (2012) conduziram um programa experimental para estudar o efeito da
protensao aderente e ndo aderente em vigas de concreto protendido. O programa consistiu na
analise experimental de nove vigas, sendo duas em concreto armado convencional, quatro com
armadura ativa aderente e as demais com armadura ndo aderente. Foram variadas a resisténcia
a compressdo do concreto (43, 72 e 97 MPa) e a taxa de protensdo, razdo entre a forca na
armadura ativa e a soma das forcas resultantes nas armaduras ativa e passiva. Para a previsao
dos resultados, a forca ultima teorica foi calculada a partir de equacdes encontradas na literatura.
Os autores concluiram que os exemplares com armadura ativa aderente apresentaram maior
ductilidade, rigidez inicial (anterior a fissuragdo) e maior flecha na ruptura. Além disso,

observaram que a disposi¢do de armadura passiva melhorou consideravelmente a ductilidade
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dos elementos estruturais. Por fim, notaram que o aumento da resisténcia a compressdo do
concreto pouco influenciou na forga Gltima e na forca que causou o inicio do processo de

fissuracdo — aumento de 4% e 18%, respectivamente.

Em seu trabalho, Zona, Ragni e Dall’Asta (2008) desenvolveram uma formulacdo a
partir do método dos elementos finitos, considerando néo linearidades geometrica e fisica para
simular vigas com protens&o externa. A época, os trabalhos abordando esse assunto partiam da
formulacdo linear e incluiam a variacdo da excentricidade da armadura ativa. Porém, o modelo
empregado pelos autores parte de uma cinematica ndo linear, resultando em uma descricéo
geometricamente exata da interacdo entre as cordoalhas e a viga. Também foram consideradas
as interacdes entre o comportamento a flexdo e axial das vigas. Os resultados foram comparados
com curvas forca x deslocamento e tensdo nas armaduras ativas X deslocamento, encontrados

em trabalhos experimentais da literatura.

4.2 Histérico de desenvolvimentos no grupo de pesquisa

Bonet (2000) e Coda (2003) apresentaram a formulacdo do método dos elementos
finitos utilizando posicdes nodais como incdgnitas, em vez de deslocamentos. Por se tratar de
um método de andlise ndo linear geométrica, sua descricdo € denominada geometricamente
exata, para grandes deslocamentos e deformacdes moderadas. No grupo de pesquisa em que
este trabalho se insere, foram desenvolvidas pesquisas com as mais diversas aplicacdes,

empregando o0 MEF-P.

Desenvolvimentos relacionados ao comportamento de fibras ativas com aplicacfes em
engenharia e biomecanica foram alcancados por Friedel (2016). Nesse trabalho, o autor utilizou
elementos finitos triangulares, com imersdo de elementos finitos de barras simples. As
formulagbes propostas sdo idealizagOes para a simulacdo de tecidos musculares, ndo se
limitando a essa aplicacdo, nos quais as fibras possuem comportamento ativo e Viscoso.
Ramirez (2018) deu continuidade ao estudo da analise ndo linear geométrica de musculos
esqueléticos empregando o MEF-P. Em sua pesquisa desenvolveu modelo transversalmente
isotrdpico hiperelastico quase incompressivel para simular o tecido muscular. Ainda usou a

energia livre de Helmholtz para modelar o comportamento ativo e passivo dos musculos.
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Na analise de estruturas trelicadas sujeitas a grandes deslocamentos Coda e Greco
(2004) apresentaram uma das aplicagfes do MEF-P. Os autores destacam que a formulacéo
utilizando as posi¢cdes como incdgnitas nodais é simples e apresenta bons resultados, sendo a
primeira caracteristica a principal da formulacdo. Nesse trabalho € citada a importancia da
andlise ndo linear geométrica na engenharia: otimizacéo de custos e do uso de materiais para

alguns tipos de estruturas, como aquelas compostas por barras esbeltas.

Estudo de estruturas em casca empregando elementos isoparamétricos curvos foi feito
por Coda e Paccola (2007). Os autores propuseram que fossem utilizados como parametros
nodais as posicoes e vetores generalizados, os quais compreendem os cossenos diretores e a
variacdo de espessura do elemento de casca simultaneamente. Assim, a formulacdo considera
seis parametros por nd e variacdo de espessura constante. Também permite 0 mapeamento
tridimensional compativel e necessita de uma lei constitutiva relaxada para evitar travamento.
Para abordar essa situagcdo, Coda e Paccola (2008) apresentaram um enriquecimento para evitar
o0 travamento, permitindo assim que fosse utilizada a lei constitutiva completa de Saint-Venant-
Kirchhoff. Coda, Paccola e Sampaio (2013) simularam cascas e placas ortotropicas laminadas,
empregando a formulagdo lagrangeana total em vez da abordagem corrotacional, mais

comumente empregada na literatura.

Pesquisa relacionada a andalise dindmica ndo linear de estruturas e mecanismos planos
com ligac@es deslizantes foi desenvolvida por Siqueira e Coda (2016). Nesse trabalho, € citado
que a tematica é atual, envolvendo aplicacdes em satélites, bracos robéticos, guindastes e a
interacdo entre um veiculo e uma ponte pela qual transita. Os autores empregaram elementos
de portico para isso, com uma abordagem lagrangeana total. As estruturas estudadas estdo
sujeitas a grandes deslocamentos e rotacoes, sendo desenvolvida a formulagéo para considerar
ligacOes deslizantes. Essas ligacbes compreendem as juntas prismaticas e cilindricas. As juntas
cilindricas sdo aquelas que garantem a continuidade de posicao entre os elementos conectados.
J& as juntas prismaticas sdo aquelas que garantem continuidade de rotagdo entre os elementos.
Ambas as ligacdes foram modeladas utilizando multiplicadores de Lagrange, contribuindo na
energia do sistema, na forca interna e na hessiana global. Nesse trabalho, os materiais foram
analisados com comportamento elastico, respeitando o0 modelo constitutivo de Saint-Venant-
Kirchhoff. Siqueira e Coda (2017) deram continuidade aos desenvolvimentos, implementando
um perfil de rigidez arbitraria na trajetdria de deslizamento e dissipag@o de energia no sistema,

utilizando o modelo reolégico modificado de Kelvin-Voigt.
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No ambito dos desenvolvimentos relacionados aos sélidos reforcados com fibras,
Sampaio, Paccola e Coda (2013) estudaram a aderéncia completa entre fibra e matriz para
solidos bidimensionais, destacando algumas das vantagens da formulacdo empregada. A
modelagem foi feita sem acrescentar graus de liberdade ao sistema, por meio da técnica de
embutimento, a qual ndo necessita de coincidéncia entre a malha da matriz e das fibras. Os
autores empregaram elementos de fibra curvos e elementos de chapa bidimensionais, em ambos
0S casos com grau de aproximacdo qualquer. Observaram a necessidade de implementar
elementos de fibra com grau de aproximacdo maior ou igual ao utilizado para a matriz,
garantindo aderéncia completa, o que é importante quando se simula solidos com grandes
deslocamentos. Dando continuidade aos desenvolvimentos atingidos, Paccola, Sampaio e Coda
(2013) analisaram as tensdes de contato entre fibra e matriz para soélidos compdsitos
bidimensionais, tanto para pequenos deslocamentos quanto para grandes deslocamentos. Tal
analise foi realizada para elementos de fibra retos e curvos, utilizando duas estratégias distintas.
A primeira utilizou relagfes diferenciais consistentes e a segunda foi deduzida a partir de um
calculo médio das tensdes. Concluiram entéo que o comportamento global da estrutura depende
pouco da discretizacdo utilizada para as fibras e que, para elementos de fibra com aproximacao
de alta ordem, o comportamento das tensdes calculadas apresenta problemas. Identificou-se que
tais problemas advém da aplicacdo de for¢as concentradas nos nds intermediarios dos elementos

de fibra, o que ndo permite a convergéncia das tensdes mesmo com o refinamento das fibras.

Paccola, Neto e Coda (2015) contribuiram para o estudo dos materiais compdsitos em
niveis macro e meso, analisando o descolamento do reforgo em relacdo a matriz, seja ele
composto por fibras longas ou curtas. Havendo descolamento, novos graus de liberdade sdo
incorporados a formulacdo. A matriz foi modelada com comportamento linear elastico,
enquanto as fibras possuem relacdo constitutiva elastoplastica multilinear. S&o propostas duas
maneiras de calcular as tensdes no contato: por meio da relagéo diferencial e empregando uma

tensdo de contato média, em ambos os casos para elementos de fibra curvos.

Alguns outros assuntos foram estudados, como a interagéo fluido-estrutura, por Sanches
e Coda (2014). Nesse trabalho foi desenvolvido um algoritmo para analise ndo linear
geométrica da interacdo entre fluidos e estruturas em casca. A equacdo de Navier-Stokes foi
escrita usando a descricdo lagrangeana-euleriana arbitraria, a fim de acoplar contornos moveis
com os elementos de casca. Coda (2009) analisou estruturas inflaveis sujeitas a grandes

deslocamentos, simulando algumas situacfes distintas: pressdo negativa em um baldo
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cilindrico; enchimento e esvaziamento de um baldo; e a forma natural de um baldo. Analisando
situacOes de impacto termomecénico em estruturas trelicadas, Carrazedo e Coda (2010)
adotaram como estratégia de solucédo a divisdo do problema em duas partes. Em uma primeira
etapa € resolvido o problema mecanico e, entdo, é avaliado o problema térmico. Para tal,
empregaram a decomposicao aditiva do tensor de deformagdes, comparando as simula¢ées com

resultados de outros autores e de anélise experimental.

Uma formulacdo alternativa para a analise de sdlidos compostos por materiais
viscoelasticos foi proposta por Pascon e Coda (2017). Para tal, foram utilizados elementos
tetraédricos isoparamétricos, 0s quais ndao apresentam problema de travamento quando s&o
empregadas distribuicbes de tenséo e de deformacdo mais complexas. Nessa nova metodologia,
associa-se a lei constitutiva hiperelastica do material o modelo de viscoelasticidade de Zener.
Essa formulacdo é capaz de simular fluéncia, relaxagdo e enrijecimento viscoeléstico

dependente da taxa de deformacdo, fendbmenos observados em materiais poliméricos.

Nogueira, Paccola e Coda (2018) apresentaram uma generalizacdo da formulacdo de
elementos finitos que permite a descrigdo exata bidimensional de estruturas laminadas, com a
devida distribuicdo de tensdes. Empregaram o método da penalizagdo para acoplar elementos
ndo colineares, introduzindo rétulas ideais, rotulas elésticas e ligacdes monoliticas. As
implementacdes realizadas pelos autores foram capazes de: simular estruturas laminares sem
apresentar problemas de travamento; modelagem geometricamente exata de elementos

curvilineos; modelagem de ligagdes rigidas ou flexiveis e de apoios externos elasticos.

A fim de avaliar o comportamento de placas e cascas do tipo sanduiche, Carrazedo,
Paccola e Coda (2018) propuseram uma estratégia para considerar o enrijecimento inerente a
esse tipo de estrutura. Combinaram elementos tridimensionais de membrana a elementos
solidos prismaticos. Essa estratégia se diferencia daquela encontrada usualmente na literatura,
em que sdo utilizados apenas elementos de solido na discretizacdo ou as propriedades
equivalentes da camada de preenchimento. Uma das vantagens da técnica, do ponto de vista
computacional e numérico, é o fato de ndo haver aumento do nimero de graus de liberdade na

ocasido da insercéo de reforcgos.

Para analisar estruturas planas e mecanismos, Coda e Paccola (2014) desenvolveram uma
formulacdo baseada em posicdes para elementos de pdrtico, cujas secdes transversais Sao
constituidas por diferentes materiais e espessuras. Adotaram a cinematica de Reissner-Mindlin

para considerar os efeitos do cisalhamento na formulacdo. Nessa cinematica, as se¢bes planas
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permanecem planas, porém ndo necessariamente ortogonais a linha de referéncia, como na
cinemaética de Euler-Bernoulli. Além disso, foram consideradas ligagGes semirrigidas entre 0s
elementos e relagBes constitutivas elastoplasticas com encruamento isétropo para as ligacdes e
para os elementos. Dentre os exemplos empregados na validacdo, vale a pena destacar a
simulacdo do colapso progressivo de um edificio de grande altura sujeito a um carregamento

sismico real.

Em um trabalho inédito, Soares, Paccola e Coda (2019) apresentaram aplicacdes
envolvendo elementos finitos de casca, utilizando posi¢Ges nodais e vetores generalizados
como graus de liberdade nodais, na analise de instabilidade de elementos estruturais de paredes
finas. O uso dos vetores generalizados e o enriquecimento das tensdes na direcdo transversal
permite melhor representacdo das tensdes e deformacbes, possibilitando o uso da lei
constitutiva completa. Desenvolveram também uma estratégia capaz de simular estruturas com
painéis ndo coplanares, considerando a rigidez da ligacdo, para a qual foi determinada uma
expressao analitica. Nos exemplos numeéricos foram avaliados os pontos de bifurcacéo (grandes
deslocamentos), a forca critica (pequenos deslocamentos) e a sensibilidade do modelo quanto

arigidez da ligacédo entre os painéis ndo coplanares.

A revisdo da literatura permitiu analisar algumas metodologias para a simulacdo da
protensdo das armaduras ativas, assim como reunir exemplos para simulacdo e resultados
experimentais para validagdo das simulagfes. No ambito do método dos elementos finitos, foi
possivel compreender a sua formulacdo e suas diversas aplicag@es, permitindo entdo amplia-las

com os desenvolvimentos realizados neste trabalho.

Foram encontrados trabalhos relacionados a ativacdo de fibras utilizando o MEF-P
(FRIEDEL,2016; RAMIREZ,2018), porem nenhum deles abordando especificamente o
concreto protendido. No ambito da simulacdo numérica em concreto protendido, observou-se
gue a maioria dos trabalhos encontrados abordam protensdo ndo aderente ou protensao

aderente, sendo dado maior foco a protenséo externa nos trabalhos de carater experimental.
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5 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos da mecanica do continuo essenciais a
formulacdo do método dos elementos finitos posicional, presente em Coda (2018), assim como

a cinematica dos elementos finitos utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

5.1 Mecéanica do continuo

Seja um corpo qualquer, com volume inicial Ve um vetor dX nele contido. Existe uma

funcdo f, capaz de mapear os pontos da configuragdo inicial V, na configuragdo atual V,

denominada mudanca de configuracdo. Na abordagem lagrangeana total, f é funcdo das
posi¢des iniciais, ou seja, o referencial é fixo e previamente conhecido. Na Figura 20, X sdo as
posicdes iniciais e Y sdo as posicOes atuais do corpo. Além disso, P representa forcas

concentradas, g sao forcas distribuidas e b, forcas de volume.

Af

ql]

YVYY

Figura 20 — Mudanca de configuragdo de um corpo qualquer.

Na vizinhanga de um ponto Xo, @ mudanca de configuragéo pode ser escrita conforme a

Equacdo 1, utilizando aproximacao por expansao em série de Taylor de primeira ordem, como:

of AX| + o AX,
Xy | o (1)

x° 2

f(x))= f(x?)+

1

Fazendo AX — 0, obtém-se a relacdo diferencial apresentada na Equacdo 2, onde

Vvf = A é o gradiente da mudanga de configuragéo.
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dY =Vf (X,).dX = AdX @)

Os vetores dx e dy podem ser escritos como 0 produto de escalares pelos seus
respectivos versores, Equacéo 3.
aX =dxd, =2 GY =dyy, v =0
o] Jo¥] ©)

Pré-multiplicando a Equacdo 3 pelo transposto de dvy dos dois lados da igualdade,

obtém-se uma relacédo entre os comprimentos dy e dx, Equacdo 4.

(QT:”NAU
o) A @

Onde C = A".A é o tensor alongamento a direita de Cauchy-Green e A é o gradiente da
mudanca de configuragdo. Segundo Coimbra (1981), o tensor C mede o afastamento da
mudanga de configuracdo em relacdo a um movimento de corpo rigido. Outras duas
propriedades de C sdo a simetria e ser um tensor positivo definido. A primeira € apresentada na

Equacdo 5, enquanto a segunda decorre do proprio conceito de um tensor positivo definido e

2
do fato de (%) resultar um escalar maior que 0.

X
C=A"A>C"=(A) (A") »CT=C (5)

A partir deste mesmo tensor, define-se o tensor das deformac6es de Green-Lagrange E,
conforme a Equacédo 6, onde | é o tensor identidade de ordem 2 para problemas bidimensionais.
Ogden (1984) cita que esta é uma medida objetiva de deformacao, isto é, resulta no tensor nulo

para movimentos translacionais e rotacionais de corpo rigido.

1
E=2[C-1] (6)

Escolheu-se a lei constitutiva de Saint-Venant Kirchhoff para descrever o
comportamento dos materiais, a qual relaciona de maneira linear o tensor das tensoes de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie S e o tensor das deformacdes de Green E, por meio do tensor

constitutivo elastico do material € . Essa lei advem da energia especifica de deformacdo U, e

é valida para deformagdes moderadas. Merodio, Soldatos e Ogden (2015) citam que George

Green foi pioneiro em definir um material elastico como aquele que possui uma relagdo entre
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energia e deformacdo, dando origem a elasticidade de Green ou hiperelasticidade. Na Equacao
7 sdo apresentadas as expressfes para a energia de deformacdo especifica e a lei constitutiva

supracitada.

1 ou, o’u,
U, = E'Eij 'Cijkl 'Ekl Sij = 8_E“ = Cijkl 'Ekl m = Cijkl (7
Reddy (2004) afirma que para valores de pequenas deformacdes, a deformagéo de Green
se confunde com a medida de deformac&o linear. Isso se da pois a deformagao de Green possui
um termo quadratico, que tende a zero mais rapidamente quando comparado ao termo linear,

para pequenas mudancas de configuracéo.

A energia mecanica total, dada pela Equacdo 8 para um problema estatico, é escrita
como a soma da energia de deformacdo U e do potencial das forcas externas P. Sdo abordadas
por ora apenas as forcas ditas conservativas, cujo trabalho independe da trajetoria.

MN=U-P=|u.dv,-P
\‘/[ e 0 (8)

Segundo Tauchert (1974), quando o corpo esta em uma posicdo de equilibrio a energia
mecanica total passa por um valor estacionario e, se este valor for um ponto de minimo, o
equilibrio é denominado estadvel. Este principio é conhecido como principio da
estacionariedade. Ainda que a ideia de discretizacdo do continuo ndo tenha sido apresentada,
por conveniéncia, sera suposto que o corpo ja foi discretizado em nds e elementos, para que as
derivacOes em relacdo as posicoes, o0 vetor de posicles e a hessiana sejam factiveis. Seja o vetor
g , denominado vetor de desbalanceamento mecénico, definido pela Equacdo 9.

- o _oU op

g( ) aY 8Y 8Y int ext (9)

Nota-se que, caso haja equilibrio entre as forcas internas e as forcas externas, o vetor de
desbalanceamento mecanico tera mddulo nulo. Como o sistema de equagdes a ser resolvido no
MEF-P é ndo linear, é proposto que seja utilizado o método de Newton-Raphson. Aproximando
a Equacdo 9 por uma expansdo em série de Taylor, considerando apenas termos de primeira
ordem, resulta a expresséo apresentada na Equagéo 10.

§(7) = §%,) + 3 AV 1)

Yo
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Onde % é a matriz hessiana do problemae AY acorrecio a ser aplicada as posicoes.

Isolando AY em funcgio dos demais pardmetros, obtém-se a igualdade da Equagéo 11.

A\f:—(a—g

vl J G(Y,) (11)

Entdo, o vetor de posigdes Y , tentativa para a posicao de equilibrio no inicio de uma

iteracdo, € atualizado com a corre¢do, Equacdo 12.
Y = Y:) + AY (12)

A razdo apresentada na Equacdo 13 é utilizada como critério de convergéncia para a
resposta obtida em posicdes, e € comparada com um valor de tolerancia pré-estabelecido dada
pela variavel tol. A resolucdo do sistema pelo método de Newton-Raphson possui, assim,

caréater iterativo e incremental.

M < tol — convergéncia na iteracéo
= (13)

5.2 Discretizacdo do continuo

As expressdes analiticas que sdo solucdo de um problema para o continuo dificilmente
sdo conhecidas, limitando-se a casos especificos de geometria e carregamento. Assim, 0 método
dos elementos finitos usa a discretizacdo de um corpo qualquer em elementos menores como,
por exemplo, tridngulos (2D) ou tetraedros (3D). Os campos de deslocamentos nos elementos,
por sua vez, sdo obtidos interpolando-se valores em pontos que definem suas geometrias,
denominados n6s. Como resposta do MEF-P sdo obtidas as posic¢Ges atuais de cada um dos nds
da discretizagdo e, a partir delas, sdo calculados os demais parametros de interesse, como

tensdes e deslocamentos.

Para aproximar e interpolar os pardmetros nodais em pontos ao longo dos elementos
unidimensionais que ndo sejam nds, e a propria geometrias dos elementos, sdo utilizadas as

funcdes de forma ¢ . Essas fungdes séo obtidas por polindbmios de Lagrange para os elementos
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unidimensionais, conforme a Equagdo 14. Observa-se que a fungdo @; vale 0 se X; # X; , 1 se

X; = X; e que essas funcdes de forma respeitam a parti¢do da unidade, conforme Babuska e

Melenk (1997). As funcbes de forma para os nos dos elementos bidimensionais sao obtidas a
partir da solucdo de um sistema linear, sendo o valor da fungéo de forma 1 em seu respectivo

n6 e 0 nos demais.

k

L(x) = ,Z_(; Y;0;(x) (X)) = izl(:JL ;(J__)i (14)

Neste trabalho sdo utilizados elementos bidimensionais triangulares isoparamétricos
com aproximacdo cubica para discretizar a matriz, e elementos unidimensionais lineares e com
grau de aproximagdo qualquer para representar as armaduras. Para mapear as configuragdes
inicial e atual dos elementos é empregado o mapeamento posicional duplo, apresentado por
Coda e Paccola (2007) e Pascon (2008). Para tal, € de suma importancia o espaco adimensional

auxiliar, ilustrado na Figura 21.

(A" \

Figura 21 — Mudanca de configuracgdo para o elemento finito bidimensional. Fonte: Adaptado de Coda
(2018).

Nota-se que as funcdes de forma levam do espaco adimensional para a configuragédo
inicial ou para a configuracao atual, representando assim uma mudanca de configuragéo. Logo,
fazendo uma composicdo de fungbes, é possivel escrever a mudanca de configuragdo f,
inicialmente desconhecida, como composicdo de fungdes conhecidas, Equacdo 15, ainda que

na forma de tentativa.

f=fro(f0) (15)
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Entdo, o gradiente das mudangas de configuracdo do espaco adimensional para a
configuracéo inicial A,?,atual A; e da configuracao inicial para a atual A séo, respectivamente,

as expressoes das Equacdes 16.

0 afio 0 r
Aj =Xi,j=a_é_)Aj :(Pr,j-xi
j
a.I:il r
Aﬁ:Yi,j:a_g_ - :;:(Dr,j'i (16)
j

Vi = A= AL(A)

Determinado o gradiente da mudanca de configuracédo f, € possivel escrever o tensor

alongamento a direita de Cauchy-Green como apresentado na Equacédo 17.

C=AAC=(A) " (A) AL(A) €)

5.2.1 Elemento bidimensional

O elemento bidimensional empregado neste trabalho é o isoparamétrico com
aproximacdo cubica, que serd utilizado para representacdo da matriz (concreto). Essa
aproximacdo é comum na literatura por apresentar funcBes de forma com melhor
comportamento, quando comparadas a aproximacdes de maior grau, e por permitir a inflexdo

dos lados do elemento, 0 que ndo ocorre para aproximacdes lineares ou de segundo grau.

A energia especifica de deformacdo para o modelo constitutivo de Saint-Venant-
Kirchhoff é dada pela Equacéo 18.

1
u, = E.Eij Ci-Ex (18)

Sendo E a deformacdo de Green-Lagrange e C o tensor constitutivo eléstico do material.
A energia de deformacdo U resulta da integracdo da energia especifica de deformacdo no
volume do elemento, Equacdo 19. Por se tratar de uma formulacdo lagrangeana total, a
integracdo e realizada no volume inicial.

U= J'ue.dv0

Vo

(19)
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A partir da derivagdo da energia de deformacdo em relacdo as posi¢Ges nodais obtém-
se o0 vetor de forcas internas. O diferencial de energia de deformacgéo é dado pela integral na
Equacéo 20.

8U = [s:5EdV, (20)

A regra da cadeia é aplicada em OE , Equacdo 21, a fim de se obter uma expressédo

coerente para a minimizacao da energia mecanica total.

58 = 51 sys 21
- aYaﬂ Yl ( )
Substituindo na expressdo do diferencial da energia de deformacédo e manipulando de

maneira devida, resulta a expresséo apresentada na Equagéo 22.

ayﬁ f S;j- aYZ av, (22)

Onde g =1,...,10 indica os nés do elemento e « =1,2, as dire¢cbes. Na expressdo para a

deformacdo de Green, apenas o alongamento a direita de Cauchy-Green depende das posicdes
atuais. Assim, a derivada da deformacéo de Green em relacao as posic¢des atuais é expressa pela
Equacdo 23.
oE; 1 oCy -
oYF 2'aY! 23)

Aplicando a regra da derivada do produto, é obtida a derivada do lado direito da

igualdade, conforme Equacéo 24.

oG, o\ T [ OA' ' 1( a0\t T T [ OA 0\t
() [avfj R () +(A) (R) [MJ(A) ”

A derivada do gradiente da mudanca de configuracdo do espacgo adimensional para a

configuracdo atual é diferente de zero apenas quando ha correspondéncia entre graus de

liberdade e direcdes. Assim, escreve-se a Equacao 25:

oA
oY’

¢r j" é‘la’ 5rﬂ (pﬂ,j '5ia (25)

Onde o € o delta de Kroenecker. Dada uma dire¢do « , a derivada anterior é expressa

por matrizes 2x2, conforme a Equagéo 26.
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aAllj _ Dpr Ppo
8Y1ﬁ 0 0

aA; i 0 0
ayzﬂ D1 Ppo

Neste trabalho é utilizada a integragdo numeérica via quadratura de Hammer para as

(26)

integrais correspondentes ao dominio bidimensional. Esta abordagem utiliza pesos e
determinados pontos no espaco adimensional auxiliar e a expressdo para a quadratura €

apresentada na Equacao 27.

i=1

ou il oE
O =(Fu), = ZLS“ (W_ﬂ] .||J0||.wh.ej (27)
a a Jij

Onde ||J0||:det(A°) é 0 jacobiano para a mudanca de varidveis, wh sdo os pesos de

Hammer e e € a espessura do elemento em analise. Estes calculos sdo feitos para todos os
elementos finitos da discretizacéo e os valores sao devidamente alocados e acumulados no vetor

de forgas internas por meio da correspondéncia entre graus de liberdade locais e globais.

Para a resolucdo do sistema, é necessario calcular a matriz hessiana, denominada
também rigidez tangente, que é dada pela segunda derivada da energia de deformacdo em

relacdo as posicoes atuais dos nos, Equacao 28.

2 a(F. Y
H,, = A _(Fu), (28)
mTavieY) oy

Onde z=1,...,10 indica os nos do elemento e » =1, 2 as dire¢des. Aplicando novamente

a regra da cadeia para facilitar o desenvolvimento das expressdes, Equagdo 29, agora na

derivada da energia especifica de deformacéo, tem-se que:

0 ou, OE
H = | = .=k | dV
apre I oY’ [8Ekm avfj 0 (29)

VO
Derivando o termo entre parénteses em relacdo as posi¢fes nodais, resulta a Equacéo
30:

e

—:C: oV,
oY, oY/  oE, oYY,

OE 0E ou, O°E,,
afyz = j : C : + X (30)

Vo
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Da Equacdo 24, é conhecida a expressdo para C é o tensor constitutivo elastico

7!
7

ou
do material e 6E—e é o tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Assim, falta

km
determinar a expresséo para a segunda derivada da deformacdo de Green em relacao as posicoes

nodais. Para o elemento finito empregado, a expressdo é dada pela Equacéo 31.

PEm 1| a0\ 8_A1T A" |/ o\t onT oAl oA ) oyt
s oo 2] (2| o

Como para a forga interna, os célculos sdo feitos para todos os elementos da

discretizacdo, devidamente alocados e acumulados na matriz hessiana global, por meio da
correspondéncia entre graus de liberdade local e global. A expressao para a integracdo numérica

é apresentada na Equacéo 32.

U i (O O 0’E
= __H = — |l co =1 +s.|——1| |13.lwhe 32
ovey/ M 21: Lav; J.k tkmn [avj ) ! [av;avj] |3l (32)

ij
5.2.2 Elemento de fibra reto

Neste item é apresentada a cinematica para um caso particular de elemento de fibra,
importante no desenvolvimento dos exemplos futuros e em exemplos encontrados na literatura.
Os elementos unidimensionais resistem apenas a esforgos de tracdo e compressao paralelos ao
seu eixo longitudinal, comportamento semelhante ao de barras de trelica. Na Figura 22 sdo

apresentados os parametros de interesse para elementos de fibra retos.

Figura 22 — Mudanca de configuragéo para um elemento de trelica (fibra) reto.
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A deformacdo de Green para o elemento de fibra reto é escrita em fungdo de seus

comprimentos na configuragéo inicial L, e atual L, segundo a Equagéo 33.

(L-L2)

1
E=>. (33)

IS

Estes comprimentos sdo representados pelas posi¢es nodais do elemento, na devida

configuracdo, conforme a Equacao 34.

2 2 1\2 2 1\2
= (X2 = X2+ (XZ=XD)
T T 34)
L2 = (Y2 =Y+ (Y7 -Y})
Escreve-se entdo a energia especifica de deformacéo para o elemento unidimensional,

Equacao 35, sendo K o0 modulo de elasticidade do material que o compde.

u, :%.K.Ez (35)
A energia de deformacdo é dada pela integracao da energia especifica de deformacéo no
volume inicial do corpo. O diferencial de energia de deformacéo é dado pela Equacédo 36, ja
com a regra da cadeia aplicada.
U =] S.;—Eﬁ.dvo.é‘Yf (36)
A a
Desta maneira, a expressdo que representa a forca interna é dada pela Equacédo 37, onde
£ =12 indicaos n6s e «=1,2 as dire¢cbes do elemento de fibra reto:

;U . OE
(Fint)a_aY_ﬁ_J.S'W'

a Vo

dv, (37)

Como o elemento de fibra possui 0 comprimento predominante em relacdo as dimensdes

da secdo transversal, admite-se que ndo ocorre variacdo de area. Assim, o volume inicial é
admitido V, =A,.L,. A expressdo para a derivada da deformagdo de Green em relagdo as

posicdes € apresentada na Equacdo 38, notando que apenas o comprimento atual depende da
posicao atual na expresséo para a deformacéao de Green.
oE 1
— = (-DP.(Y2-Y! 38
ov7 - ) (39)
Substituindo devidamente e realizando a integracdo, obtém-se a expressdo para a forca

interna, Equacéo 39.
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ol KA (o

A matriz hessiana é obtida por meio da derivacéo da forca interna em relacao as posicoes

atuais, conforme a Equacgéo 40, onde z =1,2 indica os nos do elemento e » =1,2 as diregdes.

y oy _o(Fw),
abre oY oY/ oY;

(40)

Substituindo a expressdo para a forca interna, determinada na Equacdo 39, obtém-se a
Equacdo 41.
0 oE
H,, =—| KEA.L,—
afyz asz ( AO LO aYaﬁ] (41)
Na expressdo da forca interna, a deformacdo de Green e sua derivada dependem da
posicdo atual. Assim, & necessario aplicar a regra de derivagdo do produto de funcoes,

resultando na expressdo da Equacdo 42.

OE OE 0°E
E ] (42)

H =K.A L. . +E.
e = KA (av; oY/ Toviov/

Na Equacdo 42, todos os termos sdo conhecidos, exceto a segunda derivada da
deformacéo de Green. Derivando a Equacdo 38 em relacdo as posicGes obtém-se o termo cuja

expressdo ainda é desconhecida, Equacdo 43.

0°E 1
— = —.(-D".(-)*.5, (43)
oviov/, LG /

Substituindo na expressdo para os termos da hessiana, resulta a Equacao 44.

Hope =2 ()7 ([ (02 Y20V YD) 6, E] 44

afyz L0
5.2.3 Elemento de fibra com aproximacao qualquer

Quando o elemento de fibra utilizado é reto e com aproximacdao linear, a aderéncia entre
as fibras e a matriz ocorre apenas nos nds e, para um resultado satisfatorio, deve ser utilizado

um numero elevado de elementos de fibra na discretizacdo. A fim de melhorar este
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comportamento, Sampaio (2014) apresenta a formulacéo para elementos unidimensionais com
grau de aproximacgao qualquer.

O mapeamento das posi¢Bes ao longo do elemento é feito utilizando as funcGes de forma

@(77) e as posicdes dos nos, conforme a Equacdo 45, onde n é o numero de nos do elemento,

r=1..n, i =1,2 sdo as diregdes e 1 =1,...,n 0s nés do elemento.
XiI =¢r(77|)-xir
| | r (45)
Yo =o.(17).Y,

Para cada ponto do elemento, s&o definidos vetores tangentes T, e T , na configuragéo

inicial e atual, respectivamente. A expressdo para 0 médulo destes vetores é apresentada na
Equacéo 46.

2 2
ox, Y [ ox oX. ,
||T0||2:(—1j +( aﬂzj onde Zimp

2 2
oY oY o, ,
||T ||2 = (a—T;J + (a—T;J ’ Onde % = (pr,n'Yi

Na Figura 23 é apresentado um elemento com aproximacédo de ordem qualquer, em sua

(46)

configuracdo inicial e atual.

Figura 23 — Mudanga de configuragdo para o elemento de fibra curvo de n nos e coordenada

adimensional auxiliar. Fonte: Adaptado de Sampaio (2014).

A partir dos modulos dos vetores tangentes, é calculada a deformacdo de Green,
conforme a Equacdo 47.

T 2 _IT 2
I -1 “
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Como para o elemento de fibra linear, a forga interna para um n6 B =1,...,n e diregéo

a =1,2 do elemento de fibra curvo é dada pela Equagéo 48.

B
(Fu ). = aYﬂ J SaYﬂ (48)

Na Equacdo 47 apenas o mddulo do vetor tangente atual depende da posicdo atual.
Assim, aplicando a regra da cadeia, obtém-se a derivada da deformacdo de Green em relacdo

as posic¢des, conforme a Equacao 49.

oE 1
—= : Y'
aYa/? ||T0||2 (@r n'a ) (pﬁ' n (49)
B
“~ . Entdo, substituindo na integral
on
para o calculo da forca interna, obtém-se a Equacéo 50.
s ¢ KE :
(Fint )a - v, ”To”z '((Dr,,l-Ya )-%,n.dvo (50)

Para elementos de fibra com grau de aproximacao qualquer, é utilizada a quadratura de
Gauss-Legendre como alternativa para o calculo numérico da integral anterior, Equacédo 51.

Assim, € necessario mudar os limites de integracdo para as coordenadas adimensionais 7.

9 K.E
(Fint )ﬁ Zl || || (q)r n Ya ) ¢ﬂ n*
- 0

To |- Ay, 51)

Onde npg € o nimero de pontos de integragdo, W, sdo os pesos e ||T0|| € 0 modulo do

vetor tangente inicial, jacobiano da mudanca de coordenadas.

A expresséo para a segunda derivada da energia de deformacgéo em relacéo as posic¢oes

atuais € dada pela Equacgéo 52.

H U (R,
W NN oY) (52)

Onde z=1,..,n indica os nos do elemento de fibrae » =1,2, as dire¢cbes. Na Equacgéo

50, a deformacao de Green e sua derivada sao escritas a partir das posic¢des atuais. Aplicando a

regra da cadeia, surge a segunda derivada das posic¢des atuais, expressa pela Equagao 53.
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a(wr,n Yo{)

asz = 50{7 '5rz Dy = 5ay Dyn (53)

Integrando no volume inicial do corpo, obtém-se a Equacédo 54.

K 1 ;
H.. = IVO ||To|| hT ” (gor Yo ) Py (gow.Yy ).(pm +é‘ay.¢)ﬁyﬂ.¢zyn.E].dV0 (54)
A : oY/ oY)
Onde os termos entre parénteses representam as derivadas p “ e P L
n n

respectivamente. A expressdo para a quadratura de Gauss-Legendre resulta na Equagéo 55.

npg K .
Haﬂyz = Z[| |:|| || (¢r n'a ) (oﬁ' n (¢)r,77'Y;/ )'gDZ,q +5a7'¢),6’,7]'¢2,17'E:l'”TO”'A\)'Wg] (55)

=l NIA

5.3 Acoplamento fibra-solido

As expressdes apresentadas para a forga interna e hessiana dos elementos de fibra nos
itens anteriores sdo derivadas da energia de deformacdo em relagdo as posices dos préprios
nos do elemento de fibra. A fim de acoplar os elementos de fibra a matriz, utilizando a estratégia
empregada por Vanalli, Paccola e Coda (2008), Vanalli et al. (2010) e Radtke, Simone e Sluys
(2010), é preciso escrever as posi¢des dos nos das fibras em funcdo das posi¢cdes dos nds dos

elementos da matriz.

A priori, identifica-se em qual elemento bidimensional o n6 de fibra se localiza, por
meio de um processo iterativo, resolvido utilizando o método de Newton-Raphson, no qual séo
determinadas as coordenadas adimensionais (&;,&,) dos nos de fibra, assim como o elemento

bidimensional no qual estes se encontram. A Figura 24 ilustra elementos de fibra inseridos em

um dominio bidimensional.

®
®

Figura 24 — Elementos de fibra retos e curvos inseridos em elementos bidimensionais.
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Para um né de fibra, as posices iniciais sao escritas utilizando as funcbes de forma e as
posi¢des iniciais dos nos dos elementos bidimensionais, Equacao 56, representadas pelo indice
ch.

Xg =g (.6)X (56)

Sendo 0=1,2 as dire¢des, p=1,..,n 0s nos do elemento de fibra e r=1,...,10 os nés do
elemento bidimensional de aproximacao cubica. Aproximando a expressdo por expansdo em

série de Taylor, Equagdo 57, considerando apenas os termos de primeira ordem, em torno de

. . . . T T , . ~
coordenadas adimensionais tentativas (fl & ) obtém-se a seguinte expressao:

1

X2 = @™ (&L E)X0 O+ @ (6L £D)AL,
XP=(X2) +H, AL, (57)

o}
P
o}

1

Onde Hoj é uma matriz quadrada 2x2 e A& € a correcdo aplicada no vetor das

. . . . t #\T ) . . P ~ .
coordenadas adimensionais tentativa (;,¢,) . Isto é feito até que o médulo da correco seja
menor ou igual & uma tolerancia pré-estabelecida. Rearranjando a Equacdo 57, escreve-se A&

de maneira mais conveniente, conforme Equacéo 58.
-1 t
Ag;=(Hy) '(Xop_(xop)) (58)

Determinadas as coordenadas adimensionais dos n6s de fibra (¢, £,), torna-se possivel

. f . f .
o espalhamento da forca interna F,, e da hessiana H,, para o vetor de forcas internas e

hessiana globais, respectivamente, com as contribuicdes da matriz e das fibras. A energia de
deformacdo total pode ser escrita como a soma de duas contribui¢des, correspondentes a matriz

e as fibras, Equacéo 59.
UT :UM +UF (59)

A forca interna e a hessiana da matriz permanecem inalteradas, pois resultam da
derivacdo em relacdo as posi¢des nodais da propria matriz. Entdo, aplica-se a regra da cadeia
para a obtencdo das derivadas da energia de deformacdo das fibras, como apresentado na

Equacdo 60.
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oU, au. oY}

ovf ovp v/

o°U, U, oYPovp U, oYPaYS  pU.  OYSOYS (60)
= — 0 12 F_ 22 14 F_ 1 1

OYIOYS oYPOYP oYY, TavPoviioviavl oviov: oviev!

Onde p,s e 0,Qq sdo, respectivamente, nos e diregdes dos elementos de fibrae 2, z
e a,) sao nos e diregdes dos elementos bidimensionais. A derivada das posi¢des atuais dos

nos das fibras em relacdo as posicOes atuais dos n6s da matriz é dada pela Equacéo 61.

Mo _ 0
oY/ oy’

a

h h h

(pr(c )'Yor(C )) = (p;; )'§ao (61)
Esta derivada pode ser organizada em uma matriz &, Equagdo 62, que assume a

seguinte configuracdo para um elemento de fibra linear e elementos bidimensionais triangulares

com aproximacéo cubica:

0 L el 0 0 0o .. © 0

o, | O P L0 el (Oh)_ 0 . 0 0
0 0 .. 0 0 @™ 0 . @M 0 (62)
0 0 .. 0 0 0 @™ . 0 g

Onde i e j sdo, respectivamente, o no inicial e final do elemento de fibra. Estes indices
fazem referéncia as func@es de forma do elemento bidimensional em que se encontram tais nés.
Para elementos de fibra com grau de aproximacao qualquer, as dimensGes da matriz variam
conforme o grau da aproximacdo utilizada. As multiplicacbes para a expansdao do vetor de
forcas internas e da hessiana para posterior espalhamento, assim como as dimensdes dos vetores

e matrizes em funcdo do grau de aproximacdo gf dos elementos de fibra sdo apresentadas na

Equacdo 63. Entdo, a partir da correspondéncia entre graus de liberdade locais e globais, sdo

realizadas as devidas contribuicGes e é possivel resolver o sistema néo linear de equacdes.

s\ o o f
( a )int 20.(gf+1)  20(gf+1) x 20-(9”1)'( ° )int 2.(gf +1)
(63)

T f

f _
( afyz )20.(gf +1) x 20.(gf +1) - 20.(gf +1) x 20.(of +l)'( Hopqs )2.(gf +1) x 2.(gf +1) 'CDZO.(gf +1) x 20.(gf +1)

Neste capitulo foram discutidos aspectos da mecanica do continuo, a escrita da energia
mecanica total e dos principios da estacionariedade. Entdo, foram abordadas a discretizagdo dos

dominios, 0 mapeamento entre as configuracoes inicial, adimensional e atual, assim como a lei
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constitutiva de Saint-Venant Kirchhoff e 0 método de resolucéo do sistema ndo linear do MEF-
P.

Ademais, foram apresentados os elementos finitos utilizados neste trabalho:
bidimensional e elemento de trelica, descrevendo a deducdo matematica das expressdes para a
construcdo dos vetores de forca interna e da matriz hessiana. Por fim, discutiu-se a estratégia
de acoplamento entre os elementos bidimensionais e de trelica, sem a necessidade de adicionar

graus de liberdade ao sistema.
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6 NAO LINEARIDADE FiSICA

Com a formulacdo do método dos elementos finitos posicional devidamente discutida,
prossegue-se para as consideracgdes relativas a ndo linearidade fisica dos materiais. Para simular
0 comportamento do concreto, foi escolhido o modelo de dano proposto por Mazars (1984),
enquanto a plasticidade uniaxial com encruamento isétropo foi selecionada para representar o

comportamento do aco das armaduras.

Destacam-se 0s seguintes trabalhos encontrados na literatura, utilizados como base para
os desenvolvimentos e implementacdo das nao linearidades fisicas, nomeadamente o modelo
de dano no concreto e a plasticidade uniaxial nas armaduras: Chaboche (2008) aborda algumas
teorias relacionadas a plasticidade e viscoplasticidade, enquanto Lemaitre (1985) estuda um
modelo continuo de dano para fratura ddctil. Leonel (2017) apresenta a formulagdo detalhada
relativa a0 modelo de dano proposto por Mazars (1984) e outros modelos de dano, enquanto
Proenca (2016) traz conceitos importantes relativos a plasticidade, em particular, a plasticidade

uniaxial com encruamento isétropo positivo, utilizada neste trabalho.

Devem ser mencionados também os trabalhos de Mazars (1984), Mazars (1986) e Mazars
e Pijaudier-Cabot (1989), que apresentam o desenvolvimento matematico do modelo de dano
de Mazars. No mesmo sentido, Lee e Fenves (1998) tratam de um modelo de dano adequado
para o concreto, quando solicitado por carregamentos monoténicos e ciclicos, comparando 0s
resultados obtidos com resultados experimentais. Cita-se também o estudo da contribuicdo dos
mecanismos complementares na resisténcia ao cisalhamento por Nogueira, Venturini e Coda
(2013).

6.1 Modelo de dano proposto por Mazars (1984)

Seja um volume qualquer, cuja area da sec¢do transversal é S. Se é aplicada uma forca F,

normal a essa secdo, a tensdo normal o ¢ dada pela expressdo apresentada na Equacéao 64.
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_r 6
o 3 (64)

Caso ocorra degradacdo mecénica do material que comp®e a se¢do transversal, a &rea S
pode ser escrita como a soma da area integra $§ e da area danificada S,, conforme a Figura
25. Por definicdo, a variavel de dano D é a razdo entre a area danificada e a area total

considerada. Rabotnov (1969) apresenta o conceito de tenséo efetiva o , calculada com a area

que realmente contribui na resisténcia ao esfor¢co normal, conforme a Equacéo 65.

S=S+S,, D=SS—D—>§ =(1-D).S
(65)

. F o
O =—=

S (@-D)
Segundo Nogueira, Venturini e Coda (2013), o comportamento ndo linear do concreto
tem origem no desenvolvimento de fissuras na matriz e os modelos de dano séo particularmente
interessantes por permitir a reducdo da rigidez do material em fungdo do aumento das

deformacdes.

Figura 25 — Representacao da variavel de dano. Fonte: Adaptado de Kachanov (1986).

Dentre os modelos de dano encontrados na literatura o de mais simples implementagéo
e que possui bons resultados para simular o comportamento do concreto é o modelo de dano

proposto por Mazars (1984). As hip6teses desse modelo sdo as seguintes:

a) o modelo néo considera a presenca de deformacdes residuais em eventuais ciclos de
carga e descarga; também se despreza o comportamento unilateral do concreto,
fendmeno que acarreta 0 aumento da rigidez devido ao fechamento de fissuras;

b) avariavel de dano € isotropica, isto &, o dano ocorre de maneira igual, independente

da orientagéo considerada;
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c) adanificagdo do material decorre da existéncia de alongamentos — deformagdes com
sinal positivo;

d) a variavel de dano D assume valores entre 0 e 1, onde D=0 indica que 0 material
estd integro e D=1 que o material esta totalmente degradado. Para valores
intermediarios, identifica-se um estado danificado do material. A Figura 26 ilustra

0 comportamento do concreto submetido a tracdo e a compressao.

C A

o F—

t

mV

(I-D)E\_-"}

alatisial o >

Figura 26 — Curva tensdo-deformag&o para o concreto, considerando dano. Fonte: Adaptado de Leonel
(2017).

Para descrever o estado de deformagdes em um ponto, € utilizada a deformacéo
equivalente ¢, Equacéo 66, funcdo das deformacdes principais positivas (Si )+ . A evolucéao do

processo de fissuracdo acontecera se a deformacédo equivalente superar um valor de referéncia,

dado pela fungédo S(D).

N |-

(&+s]) (66)

E=le) +(e) () onde (g), =

Na primeira itera¢do de uma simulagdo, tal valor é igual a &, , deformag&o associada a
resisténcia a tracdo do concreto. Sendo verificada a desigualdade f >0 e havendo

convergéncia, S(D) recebe o valor da deformagéo equivalente, visto que o estado de danificacdo
aumenta apenas se o valor da deformag&o equivalente do passo superar o valor do Ultimo passo

em que houve convergéncia. A funcéo f é apresentada na Equacéo 67.

f=£-5(D) 67)
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O modelo propde duas variaveis independentes de dano D, e D;, dadas pelas expressdes

da Equacdo 68, responsaveis por considerar as parcelas de contribuicdo da compressédo e da

tracdo, respectivamente, no processo de fissuracgéo.

DC =1— ng'(l_A:)_ Ab
o B -(£-¢40)
£ e (68)

DT =l_€d0'(1~_AT)_ AT

£ eBT-(gf‘ng)

Os parametros A., B, A e B, dependem do material e séo determinados a partir de

ensaios uniaxiais de tracdo e compressdo. Mazars (1984) indica intervalos de valores para tais
parametros, obtidos a partir de anélise experimental. Alvares (1993) analisa a influéncia destes

parametros na curva tensdo-deformacao do concreto.

0,7<A <10
,0< A <15
10* < B, <10°
10° < B, <2.10°
10° <g,,<10™

Perego (1990) propde as seguintes expressdes para 0s parametros @, e a;, Equagéo 69,

utilizados para escrever a variavel de dano:

2 (& ), > (& ),

a, ==——=+

(&), &), (69)

(&), =2(&c), + D (&n),
Onde (ETi )+ sdo as deformacdes de alongamento calculadas a partir das tensbes

principais positivas, (ECi )+ as deformacbes de alongamento calculadas para as tensbes

principais negativas e (é‘v )+ representa o estado de alongamento no ponto avaliado.

Entéo, calcula-se a variavel D, Equacéo 70, como uma combinacgdo da parcela de tragao

e de compressdo, recalculando-se posteriormente as tensdes para 0 mddulo de elasticidade
corrigido E, =(1-D).E, utilizado no célculo da matriz hessiana e do vetor de forcas internas

dos elementos bidimensionais.

D=a..D, +a;.D; (70)
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Na Figura 27 é apresentado o fluxograma para a rotina de calculo das tensoes,
considerando o modelo de dano de Mazars.

o~
Tensdes e

deformacdes
| principais
rd Y
Deformagio
equivalente
\ 7
) E— __’__.-'l--._‘___
Calculo dos f>0 _—" Critéeriode ——__ f <0
ponderadores 7"""—~-.‘,___;_'esisténciar___,_.-f-"":
. J ~———
f=#-5(D)
(" Calculodas )
parcelas de
. dano )
I 6=(1-D)Es |
(" Calculoda ) (" Tensdese | ( )
vanavel de b médulo de Fim da rotina
L dano ) \_ elasticidade ) \ y

Figura 27 — Fluxograma para o célculo das tens6es segundo o modelo de dano de Mazars.

Neste trabalho é utilizada a calibracdo dos parametros do modelo de dano de Mazars
proposta por Nogueira (2005), Nogueira (2010) e Pellizzer (2015). Nesse procedimento
numérico, sdo empregadas leis constitutivas conhecidas para reproduzir os ensaios de
compressdo e de tracdo uniaxial — Popovics (1973) e Figueiras (1983), respectivamente. Os
parametros do modelo de dano, para uma dada resisténcia a compressdo ou um dado médulo
de elasticidade, sdo determinados a partir do método dos minimos quadrados. A fungédo erro
pode ser escrita conforme a Equagao 71.

E=E(y°(xa),y* (X)) =E(a) (1)
Onde a é o vetor dos n parametros a serem identificados, yc ¢ a resposta numérica

obtida pelo modelo de dano dependente dos parametros a e yS é a resposta fornecida pela

relagdo constitutiva conhecida.

Conforme Pellizer (2015), a fung&o erro, a ser minimizada, é dada por um somatorio
sobre o intervalo de observagédo estabelecido. Como as respostas sdo fornecidas em passo

discreto, escreve-se a Equacdo 72.
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1 ?
E(ai):EZ[VE(XKvak)_yE(XK)] (72)
K=1
Onde N é o numero de pontos utilizados na calibracdo dos parametros. Destaca-se que
essa técnica pode ser utilizada para calibrar os parametros do modelo de dano a partir de curvas
experimentais de ensaios uniaxiais de tragdo, de compressdo ou a partir de outros modelos

constitutivos encontrados na literatura.

6.2 Plasticidade uniaxial

O aco possui comportamento elastico-linear até que seja atingida a tensdo de
escoamento O, . Atingido este valor, passam a ocorrer as chamadas deformacg@es plasticas.

Segundo Lemaitre e Chaboche (1990), as deformacdes elasticas e plasticas podem ser tratadas
separadamente sem prejuizos para a formulacao, dado que essas implicam em movimentos com
mudangas nas ligacOes interatbmicas e aquelas estdo associadas a mudancgas nas distancias
interatdbmicas, sem alterar as ligacGes. Destaca-se que esta decomposicdo aditiva € valida

somente para pequenas deformacdes.

Para verificar a existéncia de deformacdes plasticas, empregando o encruamento

isétropo linear, é utilizada a expressdo apresentada na Equacéo 73:
f=0,-(c,+E, ) (73)

Onde o, € a tenséo calculada para a barra, Epé 0 mddulo tangente elastoplastico e a
é uma medida equivalente de deformacdo plastica. Observa-se que f <0 indica que ndo ha
acréscimo de deformacéo plastica. Por outro lado, se f >0 ocorrem deformagdes plasticas e 0

material se encontra no segundo trecho da curva tensdo-deformacao apresentada na Figura 28.
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G-~ E~EK/(E+K)

v

Figura 28 — Curva tensdo-deformac&o para o ago, considerando encruamento isétropo linear.

Entdo, apresenta-se o algoritmo considerado na implementacéo da plasticidade uniaxial,
para carregamentos monotdnicos crescentes. A principio sdo calculadas a deformacéo e a tenséo

no material, admitindo-se comportamento elastico, Equacdo 74, para a iteracao atual i+1.

_ e
0-i+1 - E.{:'

i+1

(74)
E verificada a expressao apresentada na Equacio 73. Caso f <0, a tensdo calculada é a

correta. Caso contrario, existe acréscimo na deformacao plastica e a tenséo deve ser recalculada,

conforme a Equacao 75.

i+1 i+1

o,,=Ee& +E & (75)

Sendo o acréscimo de tenséo devido a deformagcéo pléstica Ao;,,; dado pela Equagéo 76.

Ao, = Ep.(‘gy‘—

£ 1)) sign(ay.,) =sign(a;.,).E, |&7,

(76)

Onde a funcao sign(.) leva em consideracdo o sinal da tensdo, conforme as Equacfes
77.

sign(o,,)=+1,se o, >0

i+1 i+1 —

sign(o..,) =1, se 0., <0 (77)

i+1
Em seguida, os valores de tensdo e deformacdo calculados para o elemento
unidimensional sdo utilizados para a determinacdo dos termos do vetor de forcas internas e da
matriz hessiana para 0s elementos unidimensionais. Na Figura 29 é apresentada a rotina para a

consideracdo da plasticidade uniaxial com encruamento positivo linear.
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Figura 29 — Rotina de célculo das tensBes nos elementos de trelica, considerando plasticidade uniaxial

com encruamento linear positivo.

O presente capitulo abordou as formulagGes do modelo de dano proposto por Mazars
(1984) e da plasticidade uniaxial com encruamento isotropo, as quais objetivam simular a ndo
linearidade fisica do concreto e das armaduras, respectivamente. Com as rotinas descritas no
texto implementadas no cddigo computacional, parte-se para a validagdo desse, a partir de

exemplos propostos e encontrados na literatura.
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7 EXEMPLOS NUMERICOS

Para validar o comportamento das formulagbes implementadas no cddigo
computacional, os resultados de 7 exemplos séo analisados. O primeiro exemplo consiste em
uma viga reforcada com fibras continuas, sujeita a carregamento uniformemente distribuido. O
segundo tem por finalidade verificar a consisténcia entre as posi¢des da matriz (dominio
bidimensional) e dos elementos de fibra (dominio unidimensional) para pontos que n&o
coincidem com os nds das fibras, enquanto o terceiro consiste na simulagdo numérica de um
dominio retangular, reproduzindo um corpo de prova de concreto, sujeito a ensaios de tracéo e
de compresséo uniaxiais. Por sua vez, o quarto exemplo consiste em uma trelica de trés barras,
submetida a controle de posi¢cdo, com intuito de ratificar a formulagdo utilizada para
consideracdo de ndo linearidade fisica nos elementos de fibra. No quinto exemplo, sdo
simuladas trés vigas de concreto armado, submetidas ao ensaio de flexdo a quatro pontos para
avaliar o comportamento do modelo de dano de Mazars em vigas de concreto armado. Os

resultados sdo comparados com aqueles apresentados em Alvares (1993).

No sexto exemplo é simulada uma viga com cordoalha de perfil parabélico, comparando
0 deslocamento no meio do vdo com valores de simulacdo e calculado por meio da teoria da
Mecénica dos Sélidos. Por fim, no sétimo exemplo sdo simuladas vigas de concreto armado
reforcadas com protensao externa, utilizando os parametros calibrados para o0 modelo de dano

proposto por Mazars (1984).

7.1 Viga reforcada com fibras e estratégia para simular a protenséo

A primeira etapa deste exemplo simula uma viga engastada, reforcada com fibras
continuas (armaduras superior e inferior) e submetida a um carregamento uniforme

g =5MN /m (grandes deslocamentos). O comprimento da viga é L=3m, a altura e a base da
secdo transversal séo, respectivamente, h=0,6 m e b=0,2m, conforme a Figura 30. O

modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material que compde a matriz séo

E, =21GPa e v=0 . Para as armaduras, o modulo de elasticidade e a area da se¢do transversal
de cada uma das barras correspondem a E, =210GPa e A, =2.10"m2. Aplicou-se o

carregamento em 20 passos e 0 cobrimento da armadura adotado foi ¢=3,8 cm.
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Figura 30 — Esquema estético e geometria do exemplo 1 — grandes deslocamentos. Fonte: Adaptado
de Pereira (2015).

A discretizagcdo da matriz utilizada é composta por 160 elementos triangulares de
aproximacao cubica, totalizando 793 nés e 1586 graus de liberdade. Tanto a armadura inferior
quanto a superior foram modeladas com 81 nés cada, resultando em 80 elementos de barra de
trelica com aproximacéo linear. Reitera-se que a abordagem utilizada para insercéo das fibras

ndo aumenta o nimero de graus de liberdade do sistema a ser resolvido.

Para verificacdo dos resultados obtidos, o deslocamento na extremidade livre é
comparado com valores apresentados por Sampaio (2014), (a) e (b), calculados por meio de
formulagBes distintas: (a) barra geral 3D com cinematica de Reissner — Timoshenko, Coda
(2009); (b) soélido bidimensional com fibras, Sampaio, Paccola e Coda (2013) e (c) solido

tridimensional reforcado com fibras, Pereira (2015).

Os resultados presentes na Tabela 1 atestam o bom desempenho do cddigo
computacional implementado em se tratando de dominios bidimensionais refor¢cados com
fibras, submetidos a grandes deslocamentos. A diferenca observada entre os valores da-se por
particularidades inerentes aos modelos, como, por exemplo, restricbes cinematicas. Na Figura

31 séo apresentados os deslocamentos verticais obtidos para a viga simulada.

Tabela 1 — Deslocamentos encontrados na literatura e resultado da simulagdo, em centimetros.

€)] (b) (c) Presente trabalho
57,894 62,949 63,292 63,287
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4.074E-02
-3.411E-02
-1.090E-01
-1.838E-01
-2.586E-01
-3.335€-01

-4.083E-01

mm -4.832E-01
l -5.580E-01
-6.329E-01

Figura 31 — Deslocamentos verticais para a viga engastada, em metros.

Em uma segunda simulacéo, as condig¢des de contorno séo modificadas, mantendo-se a
geometria da secdo transversal e as propriedades fisicas dos materiais, conforme a Figura 32.
A carga distribuida é reduzida para q =5 kN /m , de modo que a resposta obtida para o problema

seja em pequenos deslocamentos. Além disso, € introduzida na armadura inferior uma

deformacéo » — %, no intuito de simular o efeito da protenséo e o comprimento da viga
1

prot

é modificado para L =6 m . A malha utilizada para a matriz € composta por 1264 nds e 260
elementos triangulares de aproximacéo cubica. Para cada uma das barras, foram utilizados 161

nos, resultando 160 elementos de barra de trelica com aproximagé&o linear.

q
v v+ + ¥ + v v v v |

$ ¢ e o
o Eprot h
L b

N
v

Figura 32 — Esquema estatico e geometria para 0 exemplo de uma viga biapoiada com protensao nas

barras inferiores.

Sd&o consideradas quatro situagdes de carregamento: na primeira, atua a carga distribuida
e ndo ha armadura de flexdo; na segunda, atua a carga distribuida e a viga possui armadura de
flexdo; a terceira situacdo, de maior interesse para este trabalho, possui como solicitagdes
apenas os esforgos devidos a protensdo da armadura positiva de flex&o; por sua vez, o quarto
carregamento é composto pelos esforgos devidos & protenséao e pela carga distribuida. Na Figura
33 é apresentado o resultado em deslocamentos para o terceiro carregamento.
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1.151€-03
9.503E-04
7.498E-04
5.494E-04
3.489E-04
1.484E-04

-5.202€-05
-2.525E-04
l -4.529E-04
-6.534E-04

Figura 33 — Deslocamentos verticais para a viga biapoiada sujeita apenas aos esfor¢os decorrentes da

protenséo.

Para fins de comparacdo, os valores de tensdes na fibra inferior, na extremidade inferior
da secéo transversal no meio do vao e o deslocamento no meio do vao séo calculados, utilizando
a teoria da Mecénica dos Sdlidos. Estes resultados e os obtidos na simulacdo séo apresentados
na Tabela 2. Destaca-se 0 bom desempenho quando se comparam as tensdes e deslocamentos

para o carregamento composto apenas pela protenséo.

Tabela 2 — Resultados obtidos e calculados para tensbes e deslocamentos.

TENSAO (MPa)

SEM COM . PROTENSAO
CARREGAMENTO REFORCO REFORCO PROTENSAO + CARGA
BORDA 1,875 1,649 -2,248 -0,620
CALCULADO
FIBRA - 14,398 189,540 203,939
_ BORDA 1,881 1,632 -2,247 -0,616
SIMULACAO
FIBRA 14,223 189,541 203,764
BORDA 0,30 -1,02 -0,01 -0,64
DIF. REL. (%)
FIBRA - -1,22 0,00 -0,09
DESLOCAMENTO (mm)
SEM COM 5 PROTENSAO
CARREGAMENTO REFORCO REFORCO PROTENSAO + CARGA
CALCULADO 1,116 0,981 -1,152 -0,171
SIMULACAO 1,157 1,009 -1,151 -0,142

DIF. REL. (%) 3,55 2,72 -0,10 -16,49
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7.2 Acoplamento fibra-matriz para elementos de fibra de aproximacao

qualquer

Este exemplo é andlogo ao proposto por Sampaio (2014), porém utiliza geometria
distinta. Nesse trabalho, a autora conclui que ndo ocorrem variagdes de posicoes relativas entre
a fibra e a matriz caso o grau da aproximacdo utilizado para o elemento de fibra seja no minimo
igual aquele utilizado para as arestas do elemento bidimensional. Um elemento de fibra é

inserido em um elemento bidimensional, conforme a Figura 34.

O modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da matriz séo E_ =10*N/mz2 e

v =0, respectivamente. Por sua vez, o modulo de elasticidade e a area da se¢do transversal da
fibra valem E, =10°N/m2 e A=10"cmz. O lado horizontal do elemento esta engastado e a
forca aplicada vale F =5 N , para a analise em pequenos deslocamentos, e F =500 N , para a

analise em grandes deslocamentos. Os comprimentos da fibra e das arestas indicados na Figura

34 valem, respectivamente, L, =1,8 m € L=2,0m.

Séo determinadas as posi¢Ges dos pontos de duas maneiras distintas, conforme as
EquagBes 78: na primeira, sdo utilizadas as coordenadas adimensionais (&, &, ) e as funges de
forma do elemento bidimensional, enquanto na segunda s&o utilizadas as coordenadas
adimensionais (77) e as funcGes de forma do elemento de fibra. Foram determinadas as

posicdes finais para 12 pontos igualmente espacados ao longo da fibra, sendo k e i as dire¢bes

1ou 2, 10snds do elemento bidimensional, j os nos do elemento de fibra, r =1,...,1 € n=1,..., j

R LDV
Yij(f) — (P,Ef)(ﬂ(j))-Yin(f)
F

S >

(78)

V4 A 4 G Y A S S s 3 &
% - |

Figura 34 — Elemento bidimensional refor¢cado com fibra. Fonte: Adaptado de Sampaio (2014).
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Os resultados obtidos em posi¢des para aproximacdes linear e cubica do elemento de
fibra sdo apresentados na Tabela 3. Observando a diferenca entre as posic¢des calculadas para a
matriz e a fibra, conclui-se que para a aproximacéo cubica dos elementos unidimensionais —

mesmo grau de aproximacdo utilizado para o dominio bidimensional - ndo hd movimento

relativo entre a fibra e a matriz, como ilustra a Figura 35.

1.688E+00
1.500E+00
1.312E+00
1.124E+00
9.357E-01
7.476E-01

1.946E-02
1.730E-02
1.514E-02
1.298E-02

1.081E-02

8.651E-03

6.48BE-03 5.595E-01

4.325E-03 3.714E-01
2.163E-03

0.000E+00

1.833E-01
-4.768E-03

1.946E-02

1.688E+00

1.730E-02 1.500E+00
1.514E-02 1.312E+00
1.297E-02 1.124E+00
1.081E-02 9.355E-01
8.650E-03 7.475E-01

. 6.487E-03 o 5.594E-01
4.325E-03 3.714E-01
2.162E-03 . 1.833E-01
0.000E+00 -4.763E-03

Figura 35 — Posic¢des finais para os casos (A) e (B), considerando aproximacao linear e cubica para as

fibras, respectivamente.
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Tabela 3 — Posic¢des dos nos calculadas pelas duas formas propostas para (A) e (B), em metros.
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7.3 Dominio bidimensional sujeito a controle de posi¢do

Neste exemplo, um dominio retangular, livre para se deslocar na direcdo vertical, exceto
pelo né central, em uma extremidade e livre na outra, esta sujeito a incrementos de posicao
impostos a extremidade livre, como apresentado na Figura 36. Em uma primeira abordagem, o
controle de posicao reproduz o ensaio de tragcdo uniaxial em um corpo de prova de concreto.
Em seguida, reproduz-se o ensaio de compressdo uniaxial. O dominio foi discretizado em 200

elementos bidimensionais, totalizando 961 nés.

P
T

A
A 4
A
A 4

Figura 36 — Dominios retangulares sujeitos a tragcdo e a compressdo uniaxial.

O modulo de elasticidade, o coeficiente de Poisson e o comprimento do lado do corpo

de prova para ambos os casos valem E_ =3,2.10°kN /m2,v =0,2 e L =1m, respectivamente.

No primeiro caso — tragdo uniaxial — o incremento de posicao foi & =5.10"m, enquanto 0s

parametros inerentes a0 modelo de Mazars utilizados foram £,,=1,08.10*, A, =0,984,
B, =1,2916.10*, A. =100 e B. =1,0.10° . Para a simulacdo do ensaio de compresséo

uniaxial, admitiu-se & =-5.10"°m e os parametros utilizados para 0 modelo de dano foram
£,=108.10", A =0,984, B, =1,2916.10",A.=0,95 e B.=18.10° . Nas duas
simulacdes o incremento de posicao foi aplicado em 50 passos. Isto é feito para validar o modelo
de dano de Mazars, implementado para considerar ndo linearidade fisica no concreto. Os
resultados obtidos — em tensdo e deformacdo — sdo comparados com valores experimentais

encontrados em Lee e Fenves (1998), na Figura 37.

O par ordenado tensdo-deformacdo, obtido na simulacdo numeérica, em que o dano
comeca a ocorrer se aproximou daquele obtido na analise experimental. O trecho em que o dano
ocorre de maneira mais pronunciada apresenta diferenca quando comparado ao resultado

experimental e isto ocorre por hipo6teses simplificadoras do modelo de dano de Mazars.
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Figura 37 — Resultados para o dominio retangular submetido a (a) compressao uniaxial e (b) tracdo

uniaxial.

7.4 Trelica elastopléastica sujeita a controle de posicéao

Proenca (2016) apresenta os calculos para determinar a forca vertical resultante no no
central de uma trelica composta por trés barras. O esquema estatico e a curva tensdo —
deformacéo para o material das barras sdo apresentados na Figura 38. O médulo de elasticidade

e 0 modulo constitutivo elastoplastico tangente do material valem, respectivamente E =1000
e EK

=" _100. A areada secdo transversal das barras e a tensdo de escoamento assumem 0s
(E+K)

valoresde A=1¢e o,=4.

' 200 | 200 |

100

Figura 38 — Esquema estatico da trelica e curva tensdo-deformacao para o material das barras — aco,
com modelo elastopléstico bilinear. Fonte: Adaptado de Proenca (2016).
Na simulacéo, sdo impostos 10 passos de incremento de posicdo & = 0,20 ao né no qual

se deseja determinar a forca. Por se tratar de uma anélise em pequenos deslocamentos, dividiu-

se 0 incremento de posicéo por 1000 e, entdo, multiplicou-se o resultado obtido para a forca por
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este mesmo fator, eliminando a ndo linearidade geomeétrica inerente ao MEF-P. Os resultados

séo apresentados na Figura 39.

10 4
o—" -~
8 ././
l/
D/

8. 64 /_/
£ =

4 / m— Presente trabalho

/ —o— Proenga (2016)
n
24
2
£
04 T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Deslocamento

Figura 39 — Resultados para a forca vertical em funcdo do incremento de posi¢do imposto.

A primeira mudanga na inclina¢do observada na Figura 39 é devida a plastificacdo da
barra vertical, enquanto a segunda decorre da plastificacdo das duas barras inclinadas. Os
valores para a forca vertical a partir da simulacdo numérica sdo condizentes com 0s
apresentados por Proenga (2016), indicando que a plasticidade unidimensional com

encruamento isétropo foi implementada com sucesso.
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7.5 Aplicagdo do modelo de dano proposto por Mazars (1984) a vigas de

concreto armado

Neste exemplo sdo simuladas trés vigas, conforme esquema apresentado na Figura 40.

Os resultados da simulagio s&o confrontados com aqueles apresentados em Alvares (1993).

(a) NI l
&24)5

F

i

= o~
on o
3010
7Y AN
/ 0] 80 | 40 | 40 | 80 |10
= 260
S——
12

(b)) NI 1

30
27

5 260
12
(C ) NI F'l FL
&2 5
SR 7410
——l T Ay
/ % 10|, 80 I 40 | L RL
- 5 260
12

Figura 40 — Secdo transversal e longitudinal para as vigas (a) subarmada, (b) normalmente armada e

(c) superarmada.
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As trés vigas apresentam mesmo comprimento L =260 cm, secdo transversal
12x30 cm, armadura superior 2¢5 mm e transversal N1 ¢ 5 mm acada 12 cm, sendo alterada
a armadura inferior, para que sejam contempladas as situacbes de vigas subarmadas,
normalmente armadas e superarmadas. Considerou-se ainda cobrimento para as armaduras de
1,5 cm. Os parametros do modelo de Mazars e as propriedades dos materiais, extraidos de

Alvares (1993), sdo apresentados na Tabela 4.

Tabela 4 — Propriedades dos materiais e parametros utilizados no modelo de dano de Mazars.

CONCRETO ACO
MODULO DE ELASTICIDADE 29200 MPa 196000 MPa
COEFICIENTE DE POISSON 0,2 -

PARAMETROS DO MODELO
Ar=0,995 Bt = 8000 g0 = 0,00007
Ac=0,85 Bc= 1620

Para a simulacdo é considerada a nao linearidade fisica do concreto, enquanto para o
aco ¢ admitido comportamento elastico linear, conforme ilustra a Figura 41. Alvares (1993)
apresenta resultados experimentais e numéricos para as vigas, sendo esses ultimos obtidos por
meio de andlise tridimensional, utilizando elementos de 8 nds degenerados, e andlise plana,

utilizando elementos finitos de 4 nés.
(a) (b)

G 4

L
Q
»

o -

v

nv

(I-D)EN\_-"}

=i | O

Figura 41 — Curvas tensdo-deformacéo para (a) concreto e (b) ago.

Utilizando a simetria do problema, empregou-se 0 esquema estatico apresentado na
Figura 42, substituindo-se a viga biapoiada por uma viga com metade do comprimento inicial,
livre para se movimentar na horizontal em um dos pontos de apoio e com um engaste mével
em uma das extremidades, sem prejuizo para os resultados. Foi realizado controle de posi¢édo

no ponto p (face inferior da viga), indicado na Figura 42, e foram avaliados a forga interna no



93

ponto de aplicacdo de uma das cargas no ensaio (face superior da viga) e o deslocamento & no

ponto que representa 0 meio do véo (face inferior da viga).

o

JAN p It

IOL 80 40

Va
7 7

130

Figura 42 — Esquema estatico com simetria empregado na simulagéo, com controle de posi¢do no

ponto p, leitura do deslocamento & e forga interna F.

A discretizacdo utilizada na presente simulacdo resultou em 312 elementos
bidimensionais, totalizando 1501 nos. Para simular cada linha de barras da armadura
longitudinal foram utilizados 40 elementos unidimensionais, enquanto para cada estribo foram

empregados 6 elementos. O deslocamento imposto foi de 1,5 cm, aplicado em 100 passos.

Na Figura 43 sdo confrontados os resultados obtidos nas simulacdes e o0s apresentados
por Alvares (1993). Destaca-se que 0s resultados experimentais representam os extremos
inferior e superior dos dados obtidos por Alvares (1993). Houve concordancia entre os
resultados das simulagGes e aqueles encontrados na referéncia, tanto experimentais quanto
numericos, para as vigas normalmente armada e superarmada. Para a viga subarmada, quando
o resultado é comparado com aquele proveniente da analise experimental observa-se diferenca
mais significativa. 1sso ocorre pois 0 modelo de dano distribuido possui dificuldades em
representar a degradacdo mecéanica do material quando esta é localizada, além do fato de nédo
ser considerada a plastificagdo da armadura. No Apéndice A encontram-se as figuras

correspondentes ao inicio da egradacdo mecanica do concreto para a viga subarmada.
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Figura 43 — Resultados obtidos na simulacéo para as vigas (a) subarmada, (b) normalmente armada e

(c) superarmada.
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7.6 Protensédo de cordoalha com perfil parabdlico

Neste exemplo, proposto por Cornejo et al. (2018), é simulada uma viga com
comprimento L=10m e secdo transversal de dimensbes b=1m e h=1m. Tal elemento
estrutural possui armadura ativa aderente, com perfil parabolico, conforme a Figura 44. As
excentricidades nas extremidades €, e no meio do védo €, valem 0,30 m. Na discretizagéo,
foram empregados 250 elementos triangulares para a matriz e 40 elementos unidimensionais

para a armadura ativa.

M
O T O s B O . 2
[ e

L N \L\
\

’/

Figura 44 — Geometria da cordoalha e secdo transversal da viga.

O modulo de elasticidade admitido para o concreto foi E, =35875 MPa e coeficiente de
Poisson v=0,20. Para o ago, assumiu-se modulo de elasticidade E, =200000 MPa e area da
armadura ativa A =0,005 m®. A tensdo correspondente a forca de protensdo aplicada vale
o, =1000 MPa, correspondendo a uma deformagdo na armadura ativa de £, =0,005. Cornejo et
al. (2018) apresentam expressdes matematicas para o calculo das forgas externas equivalentes

— carga distribuida e momento fletor — e do deslocamento no meio do vao, Equacao 79.

8.P.(e, +e,)
T
79
57" 3.p.cosge L’ (79)

T384El,  24El

Destaca-se que o deslocamento calculado pela Equagédo 79 nao considera deformagdes
por cisalhamento nem a perda de protensdo por deformacéo elastica do concreto. Ainda assim,

os resultados apresentam boa concordancia, conforme demonstrado na Tabela 5 e na Figura 45.
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Tabela 5 — Resultados para 0s deslocamentos no meio do vao, em milimetros.

Numérico Equacdo Presente trabalho
Deslocamento (mm) 4,30 4,38 4,31
Dif. Rel. (%) 0,23 1,60 -

4.309E-03
3.821E-03
3.334E-03
2.846E-03

\

v
s
A

2.358E-03

yavAvAYA
A
v

g
v

/|
-

1.871E-03

1.383E-03
8.954E-04

I 4.077E-04
-7.996E-05

Figura 45 — Deslocamentos da viga, em metros, decorrente da aplicagdo da protenséo na armadura

ativa. O esquema estatico utilizado na simulagdo considera a simetria do problema.

7.8 Protensdo externa: reforco de vigas de concreto armado

Neste exemplo foram simuladas as vigas de concreto armado ensaiadas por Lee, Shin e
Lee (2018), submetidas a ensaio de flex&o a trés pontos. No total, foram analisadas nove vigas
de concreto armado: trés vigas de controle e seis vigas danificadas, posteriormente reforcadas
com protensdo externa. As vigas possuem vao total de 440 cm, véo livre de 380 cm, secdo
transversal 27 cm x 40 cm e armaduras com propriedades apresentadas na Tabela 6 e na Figura
46. O sistema de reforgo é composto por barras de aco, ancoradas na extremidade da viga e com
excentricidade garantida por um aparato desviador no meio do véo, formando um perfil em V.
Foram utilizados dois didmetros para as barras de aco do reforco: 22 e 28 mm, a fim de estudar
a influéncia da variacdo desse pardmetro no comportamento dos elementos estruturais. Por
problemas durante a aplicacéo da protensao na viga S3 D28 ndo foram registrados os resultados

do ensaio por Lee, Shin e Lee (2018).
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Tabela 6 — Propriedades dos materiais, das armaduras e geometria das vigas ensaiadas por Lee, Shin e
Lee (2018).

A fy/fy As fy/fy Aps Foy/fou dp dv dn Secéo

N* Elemento (mmy  (MPa) (mm?)  (MPa) (mmd  (MPa) (mm) (mm) (mm) (mm)

1 S1-No n/a n/a n/a n/a nfa b=270
2 S1-D22 3.D13 544/ ZéDDZ;* soo) 2922 655 uss 9905 100 h=400
-D25 (760,3) /805
(3801) 655 [7ore 640 s o
3 S1-D28 (2518 Jes 435 125 100 d=352
4 S2-No n/a n/a n/a n/a n/a b=270
5 S2-D22 3-D13 544/ 4-D19 493/ ég%zg) %%55’ 435 125 100 h=400
(801) 655 (11460) 630 — -0
] - _
6 S2-D28 (o018 Jen 435 125 100 ¢=354
7 S3-No n/a n/a n/a n/a n/a b=270
8 S3-D22 3-D13 544/ 3-D19 493/ (%“625) 68%55/ 435 125 100 h=400
(801) 655 (895 630 — -7
-

9 S3-D28 435 125 100 d=354

(12315) 765

Na Tabela 6, As' € a area da armadura negativa, f'y e f'y sdo as tensdes de escoamento e
de ruptura do ago da armadura negativa, As € area das armaduras positivas, fy e fysdo as tensdes
de escoamento e de ruptura do ago da armadura positiva, Aps € a &rea de armadura ativa do
reforgo, dp € a excentricidade da armadura ativa em relacdo ao topo da viga, dv e dn sdo as
distancias indicadas na Figura 46 e d € a altura til da viga.

100
SIMETRIA ’
A, ) A

b

Estribos
¢10 ¢/ 6,5 cm

[, 400

=2 2%

; | 1900 A 1900 | 300
1 1 1 1 1

Figura 46 — Esquema estatico e armaduras para as vigas ensaiadas por Lee, Shin e Lee (2018).

Dimensfes em mm, exceto quando especificadas. Fonte: Adaptado de Lee, Shin e Lee (2018).

O programa experimental realizado, conforme descrito por Lee, Shin e Lee (2018), foi

0 seguinte:
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a) A principio foram ensaiadas vigas de controle (No), sem reforco, a fim de determinar a
forga que provocaria o escoamento da armadura positiva, a resisténcia Ultima e a curva
forca x deslocamento;

b) Asvigas que seriam reforcadas foram preparadas e os furos para a ancoragem das barras
nas extremidades das vigas foram realizados;

c) Entdo, as vigas ainda sem o refor¢co (No) foram ensaiadas ciclicamente até que fosse
atingida a forca correspondente ao escoamento da armadura positiva, provocando
degradacdo mecénica do concreto nesses elementos estruturais;

d) Apos a reducdo da carga em cerca de 33%, as barras de refor¢o foram protendidas;

e) A protensdo foi aplicada enquanto a curva forga x deslocamento e a deformagéo das
barras de reforco eram monitoradas. O processo seguiu até que uma das duas condicdes
a seguir fossem satisfeitas: o deslocamento vertical no meio do vdo fosse totalmente
recuperado (retorno para a curva depois do descarregamento) ou deformagéo
correspondente a 2000 pe fosse atingida, a qual equivale ao torque que pode ser aplicado
por duas pessoas adultas utilizando chaves inglesas. Para manter a forca aplicada as
vigas durante a protensdo foi utilizado um atuador.

f) Apds o tensionamento, as vigas foram carregadas até a falha.

Na Tabela 7 sdo apresentados os valores das deformac6es nas barras do reforco, assim como

a forca aplicada no meio do vdo em cada uma das vigas, no instante da protensao.

Tabela 7 — Valores de deformagdo imposta as barras do reforco e forga aplicada no instante da

protensdo para as vigas simuladas.

VIGA & (ue) F (kN)
D22 216300 230,00
D28 184100 225,00

g, D22 215300 157,00

D28 203500 153,00

S3 D22 214800 120,00

S1

As propriedades do concreto sdo: resisténcia média a compressdao aos 28 dias
f., = 30 MPa, mddulo de elasticidade E, =25900 MPa e coeficiente de Poisson v=0,2. Para
o aco, foi adotado E, =200000MPa e K=0, quando considerada a plasticidade. Na

calibracdo dos parametros do modelo de dano proposto por Mazars (1984), manteve-se 0

modulo de elasticidade e calcularam-se as demais propriedades do concreto a partir das
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Equacdes 79, presentes na ABNT NBR 6118 (2014) e validas para concretos de classe
menor que C50. O valor calculado para a resisténcia caracteristica a compressdo para o

concreto foi f, = 21,4 MPa.

E, = ,5600,/f,

ci (79)

£, =033t

ctk,m
fctk,inf = 0’ 7 fct,m

Os valores calibrados para os parametros do modelo de dano sao apresentados na Tabela
8. Para a compressao o modelo balizador utilizado foi o proposto por Popovics (1973), enquanto

para tracdo foi aquele proposto por Figueiras (1983).

Tabela 8 — Parametros calibrados para 0 modelo de dano, a partir do médulo de elasticidade do

concreto.

PARAMETROS DO MODELO
Ar=0,723 Br=11569 ggo = 0,0000625
Ac= 0,637 Bc=1379

As curvas tensdo x deformacdo calibradas para o concreto, para compressdo e tracao
uniaxiais, sdo apresentadas na Figura 47, assim como as curvas dos modelos constitutivos

conhecidos, empregados na calibracéo

- TRAGCAO G COMPRESSAO
V\ —c—MAZARS - PRESENTE TRABALHO —-— MAZARS - PRESENTE TRABALHO
1,5 ——FIGUEIRAS POPOVICS

0,0 T Y
0,000 0,001 0,002 0,00 0,01 0,02

Figura 47 — Comparacao entre as curvas tensdo x deformacéo calibradas e os modelos constitutivos

conhecidos.
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Vale ressaltar que na implementacdo do modelo de dano proposto por Mazars (1984) o
dano foi limitado a 0,90. Lemaitre e Chaboche (1990) discutem o conceito de dano critico para

um material, afirmando ser o valor do dano correspondente ao instante da perda da coesédo

interatdbmica. Se o, € a tensdo na fratura por perda de coeséo interatbmica e g, é a tensdo de

ruptura usual, entdo a expressdo para o dano critico D, é dada pela Equacéo 80.

D, =1-(o,/0¢) (80)
Para materiais usuais, os valores de D, estdo entre 0,5 e 0,9 (LEMAITRE E

CHABOCHE, 1990), justificando a limitacdo do dano adotada quando se associa essa

informagdo aos resultados dos exemplos anteriores.

Foram empregadas duas malhas nas simulagdes. A malha 1 consistiu em 441 elementos
bidimensionais, resultando 2134 nos. Para as armaduras, foram utilizados 285 elementos,
totalizando 322 nos. Nessa malha, o desviador no meio do vao foi discretizado como um
elemento bidimensional. J& a malha 2, mais refinada, compreendeu 3960 elementos
bidimensionais, resultando 18262 no6s. Para as armaduras, foram utilizados 4038 elementos,
somando 4074 no6s. Nesse caso, o desviador foi discretizado em 88 elementos para as vigas D22
e 96 elementos para as vigas D28. Para as duas malhas a variavel de dano foi restrita a zero nos
elementos que representaram o desviador. Como Lee, Shin e Lee (2018) apresentaram apenas
a area das armaduras e a altura util da secdo transversal, considerou-se apenas uma barra com

o valor integral da area da armadura positiva e outra com a area total da armadura negativa.

As forgas foram aplicadas da seguinte maneira: 10 passos no carregamento, 10 passos
para o descarregamento, 10 passos para a protensdo e 10 passos de forca apds a protensdo. Na
etapa anterior a protensao a rigidez da barra do reforco foi desconsiderada, enquanto a do
desviador foi considerada como um décimo da rigidez do concreto. No primeiro passo da
protensdo, ambas as rigidezes foram atualizadas com o valor do mddulo de elasticidade do aco.

Os resultados das simulagdes utilizados para comparar 0 desempenho do cédigo em
relacdo aos resultados experimentais registrados por Lee, Shin e Lee (2018) foram as curvas
forca x deslocamento, a deformacdo nas barras da armadura ativa e a recuperagéo do

deslocamento vertical no meio do vao.

A simulacdo das vigas de controle ratificou a implementacdo da calibracdo dos
parametros do modelo de dano. Na Figura 48 observa-se que as curvas dos resultados numéricos

acompanham as respectivas curvas experimentais até a “forca de pico”. Atingido esse valor de
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forca, 0 modelo numérico se mostrou mais rigido do que as vigas ensaiadas. Isso se justifica
pelo fato de o modelo de dano empregado neste trabalho ser distribuido (smeared) e, portanto,
ndo ser capaz de simular a localizacdo do dano no elemento estrutural. Além disso, como nao
estd sendo considerado escorregamento entre a armadura e 0 concreto, espera-se que a

simulacdo superestime a rigidez apds o escoamento do aco para as vigas de controle.

No Apéndice A encontram-se as figuras que representam a degradacdo mecanica do
concreto para a viga de controle S1-No e para a viga S1 D22 , sem considerar plasticidade nas

armaduras.
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Figura 48 — Curvas forca x deslocamento para as vigas de controle (No).

Nas Figuras 49 a 58 sdo apresentadas as curvas forca x deslocamento e forga X

deformacgdo na barra do refor¢co para as vigas simuladas, considerando as duas malhas

empregadas nas simulacdes e diferentes modelos constitutivos para as armaduras. Nas legendas,
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SP e CP indicam armaduras com comportamento linear e elastopléstico perfeito,
respectivamente. Ja as abrevia¢des M1 e M2 indicam malha 1 e malha 2 para a discretizacdo

das vigas.
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Figura 49 — Curvas forca x deslocamento e forga x deformacéo na barra do reforgo para a viga S1

D22, considerando comportamento elastico para as armaduras.
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Figura 50 — Curvas forca x deslocamento e forga x deformacéo na barra do reforco para a viga S1

D22, considerando comportamento elastoplastico perfeito para as armaduras.

As vigas S1, com maior area de armadura passiva, apresentaram resultados mais
coerentes com 0s experimentais em se tratando da curva forca x deslocamento. Como a viga S1
No foi a viga de controle com melhor concordéncia entre as curvas numeérica e experimental,
Figura 48, o par ordenado forca-deslocamento associado ao inicio da protensdo do reforco na

simulacdo das vigas S1, Figuras 49 e 50, se aproximou daquele obtido na anélise experimental.
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Reitera-se que, como as simulagdes das vigas refor¢adas foram realizadas com controle de
forca, apenas a igualdade de forca correspondente ao instante da protensdo do reforgo foi

garantida.
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Figura 51 — Curvas forca x deslocamento e forca x deformacao na barra do reforgo para a viga S1

D28, considerando comportamento elastico para as armaduras.
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Figura 52 — Curvas forca x deslocamento e for¢a x deformacéo na barra do reforco para a viga S1

D28, considerando comportamento elastoplastico perfeito para as armaduras.
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Figura 53 — Curvas forca x deslocamento e forca x deformacao na barra do reforco para a viga S2

D22, considerando comportamento elastico para as armaduras.
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Figura 54 — Curvas forca x deslocamento e for¢a x deformacéao na barra do refor¢o para a viga S2

D22, considerando comportamento elastoplastico perfeito para as armaduras.
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Figura 55 — Curvas forca x deslocamento e forca x deformacao na barra do reforgo para a viga S2
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Figura56 - Curvas forga x deslocamento e forca x deformacéao na barra do reforco para a viga S2

D28, considerando comportamento elastoplastico perfeito para as armaduras.
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Figura 57 — Curvas forca x deslocamento e for¢a x deformacao na barra do reforco para a viga S3

D22, considerando comportamento elastico para as armaduras.
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Figura 58 — Curvas forca x deslocamento e forca x deformacéo na barra do reforco para a viga S3
D22, considerando comportamento elastoplastico perfeito para as armaduras.

Analisando as curvas experimentais, constata-se que ha deformacdo plastica apds o
descarregamento das vigas. Nos resultados das simulagdes, isso ndo ocorre, decorrente de uma
das hipbteses do modelo de dano proposto por Mazars (1984). O fato de o modelo ndo
considerar deformacgfes plasticas faz com que o trecho de descarregamento da curva se

direcione para a origem dos eixos coordenados.

As curvas forga x deformagdo na armadura ativa apresentaram bom comportamento

quando se compararam os resultados das simulagdes empregando as malhas 1 e 2. Para a viga
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S1 D22 houve discrepancia relevante entre os valores numéricos e experimentais, porém boa
concordancia entre os resultados numéricos. Houve plastificacdo das barras do reforco das vigas
S1 D28, Figura 52, S2 D22, Figura 54, e S3 D22, Figura 58. Quando confrontados os resultados
para as demais vigas, observa-se comportamento satisfatorio, respeitando as limitagdes do
modelo numérico. O fato de o modelo ser incapaz de capturar o trecho “pds-pico” da curva
forca-deslocamento também se manifesta nas curvas forca x deformacdo: o modelo numérico

superestima a rigidez da armadura plastificada.

Qualitativamente, é possivel afirmar que o reforco das vigas foi efetivo, ou seja,
verificou-se nas simulagGes numéricas o efeito de aumento da rigidez desejado ap6s a aplicagdo
da protensdo, mesmo nos casos em que 0s resultados numéricos ndo ficaram tao proximos dos
valores experimentais. Contudo, com o aumento da forca, a queda na rigidez nas simulacdes

foi mais acentuada do que nas vigas ensaiadas por Lee, Shin e Lee (2018).

Na Tabela 9 sdo apresentados valores da recuperagdo dos deslocamentos para as malhas
1 (M1) e 2 (M2) para todas as vigas simuladas, assim como os valores experimentais

encontrados por Lee, Shin e Lee (2018).

Tabela 9 — Recuperagdo do deslocamento no meio do vao para as vigas simuladas.

RECUPERACAO DO DESLOCAMENTO (mm)
SEM COM

VIGA PLAST. PLAST. EXPERIMENTAL
M1 M2 M1 M2 Lee, Shin e Lee (2018)
D22 556 576 595 6,18 41
s1 RAZAO 1,355 1,404 1,451 1,508 1
D28 6,70 7,09 7,99 744 6,4
RAZAO 1,047 1,108 1,248 1,163 1
D22 6,18 6,09 6,29 6,09 5,7
s RAZAO 1,084 1,069 1,103 1,069 1
D28 825 7,92 837 7,92 8,5
RAZAO 0,970 0,932 0,984 0,932 1
S3 D22 666 607 676 632 6
RAZAO 1,109 1,012 1,127 1,053 1

Para a maioria das simulacdes, a malha 2 apresentou-se mais rigida, levando a valores
menores para a recuperacdo do deslocamento vertical no meio do v&o. Isto ocorre por terem
sido usados mais elementos na discretizagdo do aparato desviador, utilizado para garantir a
excentricidade do reforco no meio do véo, visando representa-lo de maneira mais adequada na

simulacgéo. Considerando as limitagcdes do modelo numeérico, a recuperacdo obtida para as vigas
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S2 e S3 sdo aproximacOes razodveis, quando comparadas aos resultados experimentais,
permitindo validar as implementacdes realizadas e possibilitando a consideracdo de modelos

de dano mais sofisticados em estudos posteriores.
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8 CONCLUSOES

Este trabalho objetivou a simulacdo numérica de vigas de concreto protendido pés-
tracionado, empregando para isso uma associacao entre a formulagéo posicional do método dos
elementos finitos, a estratégia de embutimento de elementos de trelica em dominios
bidimensionais, 0 modelo de dano proposto por Mazars (1984) e a formulacédo de plasticidade

uniaxial com encruamento linear positivo.

O método dos elementos finitos posicional mostrou-se capaz de simular elementos
sujeitos a grandes e pequenos deslocamentos, havendo concordancia nos resultados das
simulagOes realizadas com os resultados encontrados na literatura. Da mesma forma, o
embutimento dos elementos de trelica em dominios bidimensionais, usando a estratégia
empregada por Vanalli, Paccola e Coda (2008), Vanalli et al. (2010) e Radtke, Simone e Sluys
(2010) se mostrou eficaz na simulacdo de meios reforcados com fibras continuas, sem que

houvesse aumento do nimero de graus de liberdade do sistema.

Em se tratando dos elementos de trelica com grau de aproximacdo qualquer, as
implementacdes demonstraram resultados que concordaram com as conclusdes feitas por
Sampaio (2014). No tocante a ativacdo das fibras, simulando a protensdo das armaduras ativas,
conclui-se que a imposicdo da deformacdo por meio da soma de um valor pré-estabelecido a

deformacdo de Green mostrou-se uma boa estratégia para os propositos do presente trabalho.

As implementacBes realizadas associando o método dos elementos finitos as
formulacBes do modelo de dano proposto por Mazars (1984) para a matriz e de plasticidade
uniaxial para a armadura foram capazes de simular de maneira satisfatoria o comportamento de
vigas de concreto armado. Ainda que o modelo de dano empregado possua hipéteses
simplificadoras, este demonstrou potencialidade em representar o0 comportamento do concreto
fissurado. E possivel concluir também que a metodologia utilizada para a calibracio dos
parametros do modelo de dano se mostrou adequada, permitindo obter tais grandezas a partir
da resisténcia do concreto, do seu modulo de elasticidade ou de curvas experimentais. Quando
abordada a protensdo externa como reforco para vigas de concreto armado mecanicamente
degradadas, obteve-se o efeito desejado de aumento de rigidez das vigas. Ainda que o modelo
de dano proposto por Mazars (1984) possua suas limitagdes, a compreenséo de sua formulagéo
simplificada possibilita o estudo de modelos de dano mais sofisticados. Assim, com base na

comparacdo dos resultados dos exemplos encontrados na literatura, conclui-se que o codigo
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computacional desenvolvido foi capaz de simular vigas de concreto protendido pds-tracionado
com aderéncia e vigas de concreto armado reforcadas com protenséo externa de modo

satisfatorio, alcancando-se 0s objetivos estabelecidos para a presente pesquisa.

8.1 Sugestdes para trabalhos futuros

Como continuacdo dos desenvolvimentos alcancados nesse trabalho, sugere-se a
implementacdo de elementos finitos tridimensionais, a fim de simular elementos estruturais e
estruturas mais complexas, como cascas e lajes protendidas. Partindo para o concreto armado
em particular, também se recomenda o estudo da perda de aderéncia entre o concreto e 0 aco
das armaduras em estagios mais avancados de carregamento. Para simular o comportamento do
concreto fissurado, podem ser estudados modelos de dano mais gerais, capazes de considerar
as deformacdes plasticas ap6s o descarregamento e de representar o comportamento unilateral

do concreto.

Abordando o concreto protendido, podem ser estudadas as perdas de protensdo:
retracdo e fluéncia no concreto, perdas por atrito, por acomodacdo das ancoragens e por
relaxacdo do aco das armaduras ativas. Para a continuidade dos estudos relacionados a pos-
tracdo, € possivel que seja implementada uma estratégia que simule a protensédo ndo aderente.
Por fim, sugere-se o estudo dos efeitos dindmicos da protensdo, seja no processo construtivo,
no controle de vibracdes de estruturas existentes ou em situagdes transitdria, como o transporte,
em que o elemento estrutural é submetido a esforcos diferentes daqueles encontrados em sua

utilizacdo final.
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APENDICE A —- REPRESENTACAO DA VARIAVEL DANO NAS VIGAS
SIMULADAS

Neste apéndice sdo apresentados os resultados das simulacGes de algumas das vigas dos
exemplos 7.5 e 7.8. Estes resultados sdo ilustragdes do valor da variavel dano nas vigas,
plotados na posicdo deslocada. Para melhor visualizacdo, os deslocamentos foram

multiplicados por um fator de escala igual a 5.

A.1 Aplicacdo do modelo de dano proposto por Mazars (1984) a vigas de
concreto armado: viga subarmada
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Figura A1 — Representacdo da varidvel dano para a viga subarmada simulada.

Na Figura A 1, o item ( a) ilustra o primeiro passo em que ocorreu a danificacdo do
concreto, do lado tracionado. Ja no item ( b ), é ilustrado o valor da variavel dano ao longo da
viga no ultimo passo simulado. Observa-se a formacdo da rotula plastica na regido mais
préxima da extremidade direita: ocorreu movimento de corpo rigido nesta regido.
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A.2 Protensao externa: reforco de vigas de concreto armado — Viga S1 D22

sem plasticidade nas armaduras
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Figura A 2 — Representacdo da varidvel dano para a viga de controle No S1 no primeiro passo de

carga em que ocorre danificacdo e no ultimo passo de carga simulado.

Na Figura A 2 (‘a) foi apresentado o primeiro passo no qual ocorreu a degradacdo
mecénica do concreto na simulagdo. J4 no item (b ), é ilustrado o resultado para o ultimo passo
da simulacdo. Observa-se que, conforme a simulacgdo evolui, o concreto das fibras superiores

passa também a ser degradado — por esmagamento.
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Figura A 3 — Representacdo da variavel dano para as vigas reforcadas com protensdo externa S1 D22.

Na Figura A 3 sdo apresentadas 4 imagens, correspondentes a cada um dos processos
dos ensaios realizados por Lee, Shin e Lee (2018). No item ( a ), ilustra-se o Gltimo passo de
carga antes do inicio do descarregamento. Ja no item ( b ), é representado o ultimo passo de
carga correspondente ao descarregamento. Por outro lado, no item ( ¢ ), é apresentado o Gltimo
passo da aplicacdo da protensdo, ficando evidente a recuperacdo do deslocamento vertical no
meio do véo. Finalmente, no item ( d ) é ilustrado o Ultimo passo de carga da simulacéo.



