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Resumo

Neste trabalho é investigada uma nova classe de fibras Opticas, baseada no
conceito de cristais foténicos, denominada fibra microestruturada. Sua geometria
particular, com materiais de diferentes indices de refragdo estruturados de forma
periodica, permite uma alta flexibilidade de projeto. Consegue-se, portanto, ajustar,
conforme a necessidade, as propriedades de dispersdio, area efetiva, perdas por
confinamento, entre outras, o que torna estas fibras especialmente uteis para aplicagdes
em comunicagdes Opticas.

Para o estudo das propriedades das fibras microestruturadas foi implementado, em
diferengas finitas, o método numérico da sobre relaxagéo sucessiva - SOR com as trés
aproximagdes possiveis para a equagio de Helmholtz: escalar, semivetorial e vetorial
completa. Adicionalmente, no intuito de melhorar alguns aspectos do formalismo SOR,
como precisdo e velocidade de convergéncia, foi proposta a aproximagdo em diferengas

finitas de quarta ordem.
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Abstract

This work investigates a new class of optical fibers based on the photonic crystal
concept. The main advantage of these fibers is the flexibility offered by their particular
geometry, which is formed by materials of different refractive index periodically
arranged in a specific pattern. The dispersion properties of these microstructured optical
fibers are analyzed by using the finite difference Successive Over Relaxation (SOR)
method, where three different formalisms are implemented under the scalar,
semivectorial and full vectorial approximations. Finally, a fourth order approximation

for the SOR method is proposed in order to improve the convergence and precision.
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1. Introducio

Nas tltimas décadas, o controle das propriedades dpticas em materiais tem sido
amplamente pesquisado. E possivel ordenar materiais de maneira a formar estruturas
periddicas capazes de orientar a propagacio da luz. Estas estruturas sfio conhecidas
como cristais fotdnicos [1].

Este tipo de material permitiu o desenvolvimento de uma nova categoria de fibras
Opticas, denominadas fibras microestruturadas (MOF — microstructured optical
fibers). Por apresentarem caracteristicas proprias e inovadoras, possibilitam solucionar
problemas atualmente existentes em sistemas de comunicagGes Opticas, estimulando,
assim, inimeras pesquisas na comunidade cientifica.

E importante, antes do estudo da fibra, realizar uma andlise sucinta do cristal
fotdnico, que € seu embasamento. Este pode ser definido como uma rede microscopica
de materiais, com diferentes indices de refragdio, estruturada periodicamente na escala
do comprimento de onda 6ptico [2]. O cristal fotonico estd para o foton assim como o
cristal semicondutor esta para o elétron [3].

Purcell [4], em 1946, verificou que era possivel alterar substancialmente as
propriedades de radiagio de uma onda eletromagnética. Esta idéia, no dominio 6ptico,
foi se desenvolvendo ao longo dos anos, e, em 1987, Yablonovitch [5] introduziu o
conceito de banda fotdnica proibida, em analogia ds bandas eletrdnicas proibidas em
cristais semicondutores. Fleming e co-autores [6], em 1999, fabricaram o primeiro
cristal fotdnico tridimensional, com banda proibida numa faixa de comprimento de onda
que abrangia desde 1,35um até 1,95um.

Essencialmente, pode-se projetar e construir cristais fotdnicos com bandas
fotdnicas proibidas que nfio permitem a propagacfo da luz em certas dire¢des e em
freqiiéncias especificas, agindo como um perfeito espelho para o foton [1]. Ajustando-se
ad?ﬂuadamente as dimensdes da rede, a banda proibida no cristal pode apresentar
propriedades distintas para diferentes polarizagdes de ondas eletromagnéticas.
Especificamente, caracteristicas de polarizagdo elétrica transversal (TE) e polarizagio
magnética transversal (TM) podem ser completamente diferentes. Em particular, pode-

se ter banda proibida para uma polarizagfio ¢ néio para outra [1].
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A idéia de guiamento de luz em cristais fotdnicos baseia-se na quebra da
periodicidade do cristal, criando-se assim um defeito na estrutura, conforme verificado
na Figura 1. Nesse defeito pode ocorrer a existéncia de um modo de propagagdo
eletromagnético com uma fregiiéncia (isto €, energia) permitida dentro da banda
proibida. Devido a existéncia da banda foténica proibida, a luz permanece confinada

dentro do defeito, mantendo o confinamento mesmo na presenga de curvaturas [1].

FIGURA 1 Vista superior da estrutura periédica com a presenga de um defeito

Entre as aplicagdes possiveis para cristais fotonicos podem-se citar filtros,
ressoadores, lasers, guias de onda, entre outras. A idéia de utilizar o cristal foténico
como guia de onda ¢ a base da proposi¢io de um novo tipo de fibra 6ptica, de interesse
neste trabalho.

A fabricagfio dessas fibras foi primeiramente relatada por Knight e co-autores [7]
em 1996, que a nomeou fibra de cristal fotonico, visualizada na Figura 2. Neste caso
particular, a fibra optica baseada em cristal fotonico consiste de um bastdo com nicleo
de silica pura e com casca de silica perfurada ao longo de seu comprimento por canais
de ar de didmetro d, arranjados de forma periddica, com espagamento entre os centros
dos furos de ar denominado pifch (A) [7].

Vale mencionar que, na literatura, ainda nfo hd uma padroniza¢iio na
nomenclatura das fibras baseadas em cristais fotdnicos. Alguns autores, com a
justificativa de que o arranjo dos furos de ar na casca das fibras nfio precisa ser

necessariamente periddico para que ocorra o guiamento da luz, preferem chama-las
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fibras perfuradas (HF — holey fibers) [8], ou fibras microestruturadas (MOF —
microstructured optical fibers) [9], [10]. Estes termos sio utilizados para classificar as
fibras paralelamente ao de fibra de cristal fotdnico (PCF - photonic-crystal fibers) [11],
[12]. Neste trabalho, sera utilizada a denominagéio fibra microestruturada.

Na fibra com o nicleo sélido pode-se explicar o guiamento da luz com base na
diferenga de indice de refragfio, ou seja, no guiamento por indice (/G - index-guiding)
[10]. Nessa fibra, o guiamento da luz € obtido pois o indice de refragéio da area central
(nticleo) é maior do que o indice de refragio médio do conjunto ao redor do nicleo
(casca) [12]. As propriedades dessas fibras microestruturadas assemelham-se as
tradicionais fibras indice degrau. Entretanto, ocorrem modificagdes importantes como

resultado da complexidade da geometria da casca [12], [13].

FIGURA 2 Seg#o transversal de uma fibra microestruturada com nicleo sélido (IG) [7].

No ano de 1999, Cregan e co-autores [14] demonstraram uma outra forma possivel
para as fibras microestruturadas, a qual apresentava o nucleo vazado por ar,
exemplificada na Figura 3. O mecanismo de guiamento da luz, nesse caso, pode ser
explicado através do conceito de banda proibida. O nicleo da fibra, modificado pela
exclusdo de sete tubos centrais, forma o defeito ao longo do qual a luz serd guiada. Esta
regido central modificada fica composta por ar, portanto, com menor indice de refrago
do que a casca [13], [14]. Esta fibra possui caracteristicas tnicas devido ao mecanismo

de guiamento nfio-usual, e é conhecida como fibra com banda fotdnica proibida (PBG —
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photonic bandgap). Para sua andlise faz-se necessério investigar o diagrama de bandas
de energia, nio sendo de interesse nesse trabalho.

A perspectiva de guiar luz na regifio de ar ¢ interessante, pois serdo minimizados
efeitos como a dispersdio cromdtica ¢ a absorgdo 6ptica [13]. Essa nova fibra sinaliza um
futuro promissor na criagdo de sensores, no projeto de lasers, na espectroscopia, entre

outras aplicagdes.

FIGURA 3 Fibra com banda foténica proibida nicleo de ar (PBG) [14].

Diversos métodos numéricos encontrados na literatura sdo capazes de modelar
matematicamente as fibras microestruturadas. Entre eles, menciona-se o método do
indice efetivo (effective index method) [15], que aproxima a fibra microestruturada pela
tradicional fibra indice degrau. O indice da casca, nesse caso, ¢ o indice do modo
fundamental encontrado resolvendo-se a equagdo de onda escalar aplicada a uma célula
da estrutura da casca, a qual tem didmetro 4 e estd centrada em um dos furos de ar [13].
Esse método ¢ utilizado para o estudo do comportamento do campo eletromagnético nas
fibras com nuicleo solido, ndo sendo apropriado para gerar o diagrama de bandas.

Para estudar as caracteristicas de propagag@o do campo eletromagnético nos guias
de onda e também fornecer o diagrama de bandas, os métodos mais usuais sfio: a técnica
de diferengas finitas no dominio do tempo (FDTD - finite difference time domain) [16],
conforme o préprio nome indica, as equagdes de Maxwell séo resolvidas no dominio do

tempo ¢ o método de ondas planas (PWM — plane wave method) [17], que consiste



EESC — Escola de Engenharia de Séo Carlos

basicamente em escrever o campo eletromagnético como uma expansdo em ondas
planas ponderada por uma fungéio com periodicidade do cristal.

Nesse trabalho, para o estudo das fibras microestruturadas de nicleo solido, ¢
utilizada para a solugio da equago de onda, uma formulagéio numérica simples ¢ de boa
precisdio, baseada no método sobre relaxagfio sucessiva (SOR — successive over
relaxation), formulado com as trés aproximagdes possiveis: escalar, semivetorial e
vetorial completa.

No formalismo vetorial completo séio considerados tanto os efeitos de polarizagdo
quanto o acoplamento entre as componentes transversais do campo eletromagnético nas
diregdes x e y. O formalismo semivetorial ¢ mais simples que o vetorial completo, pois
os efeitos de polarizagio sfio considerados, mas o acoplamento entre as componentes
transversais do campo eletromagnético € desprezado. Por fim, o menos complexo dos
formalismos é o escalar, onde tanto os efeitos de polarizagdo, quanto o acoplamento
entre as componentes do campo sfio desconsiderados.

Foi escolhido o método SOR por ser relativamente simples de ser implementado e
por niio requerer um grande esfor¢o computacional, se comparado com outros métodos
geralmente encontrados na literatura. A formulagdio implementada do método SOR €
capaz, ainda, de fornecer a distribuigdo do campo eletromagnético na fibra
microestruturada. A descrigio completa e detalhada dos trés formalismos aplicados ao
método SOR encontra-se no Capitulo 3.

Parece ser senso comum na literatura que somente com tratamento vetorial
completo consegue-se determinar de forma precisa o diagrama de dispersdo para fibras
microestruturadas. Todavia, conforme mencionado, este formalismo tem a derivagfo e
implementagdo complexa e, ainda, demanda grande esfor¢o computacional, quando
comparados com os formalismos semivetoriais ou escalares. Ademais, no estudo das
fibras microestruturadas, o grupo de microondas e optica da Escola de Engenharia de
S#o Carlos, ja demonstrou em [11] que € possivel obter, ao menos em alguns casos,
resultados precisos utilizando um formalismo semivetorial baseado no método numérico
da sobre relaxagdo sucessiva.

Em conseqiiéncia, o objetivo desse trabalho ¢ responder a questdo que surge, isto
é, determinar para quais geometrias das fibras microestruturadas torna-se necessaria,
obrigatoriamente, a utilizagio do formalismo vetorial completo e investigar em quais
casos um formalismo mais simples € suficiente. Portanto, busca-se determinar uma

figura de mérito capaz de avaliar adequadamente cada situagéo de interesse.



EESC — Escola de Engenharia de Sdo Carlos

Este trabalho estd dividido da seguinte forma: O Capitulo 2 discorre sobre os
conceitos das fibras microestruturadas. O desenvolvimento matematico detalhado do
método SOR esta apresentado no Capitulo 3. O Capitulo 4 apresenta a validagdo dos
formalismos SOR implementados. No Capitulo 5 sfo apresentados e discutidos os
resultados do trabalho. Por fim, as conclusdes e comentarios finais da dissertagéio estdo

apresentados no Capitulo 6.
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2. Fibras Microestruturadas

Nos proximos paragrafos sdo discutidas brevemente as principais caracteristicas
das fibras microestruturadas de niicleo sélido com guiamento regido por diferenga de
indice de refragfio.

No projeto de fibras microestruturadas siio quatro os principais pardmetros que
determinam as propriedades fotonicas das fibras: o primeiro é o contraste entre os
indices de refragdio da casca e do nicleo, o segundo € a fragéo de preenchimento de ar e
silica na casca (ou, fator de preenchimento de ar f), o terceiro € o fator de escala M, e o
quarto ¢ o tipo de arranjo estrutural para os elementos da rede [3], [18].

O fator de preenchimento de ar /'¢ definido pela expressdo: f= (47/3)(a/4)’, onde a
¢ o raio dos furos de ar e A é o periodo da rede, e envolve uma taxa adimensional (a/A),
a qual fornece a propor¢do de ar na silica. O valor de f define a porcentagem de ar na
estrutura, como mostrado na Figura 4(a). O fator de escala M, descreve a mudanga
simultdnea na escala, isto é, ambos os parﬁmefros a e A alteram-se na mesma proporgio,

mantendo o fator de preenchimento, como exemplificado na Figura 4(b) [18].
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FIGURA 4 Exemplo da mudanga da estrutura da rede em fungéo dos fatores f'e M [18]. (a) Duas
estruturas com diferente fator de preenchimento f'e mesmo fator de escala M, (a/A #a’/A); (b) Duas

estruturas com diferente fator de escala M e mesmo fator de preenchimento f, (a/A = a’/A” ).
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Entre as principais propriedades das fibras microestruturadas de nicleo sélido

podem-se citar:

»  Operagiio Monomodo: Publicagdes anteriores [3], [13], [19] demonstram a
capacidade da fibra de propagar apenas o modo fundamental para uma larga
faixa de comprimentos de onda. E possivel variar a freqiiéncia optica de
operagdio mantendo o comportamento monomodo das fibras [8], [12].

Na fibra indice degrau, com raio do niicleo p, indice de refragéio da casca n e
indice de refracéio do nucleo #1.,, 0 niimero de modos guiados ¢ determinado pelo

valor do nimero V :

v =QapjAYn?, —n2)? @.1)

o qual deve ser menor do que 2,405 para que a fibra permanega em operagdo
monomodo. Na fibra indice degrau, tanto o valor do indice de refragio do nicleo
quanto o indice de refragdo da casca sfio fixos, ndo variando em fung¢do do
comprimento de onda A. Nas fibras microestruturadas o comportamento
monomodo pode ser explicado fisicamente devido ao fato do indice de refragfio
efetivo do conjunto da casca ser fungfio do comprimento de onda [19].
Analisando o pardmetro V, pode-se explicar essa operagdo monomodo nas fibras
microestruturadas, utilizando a fibra indice degrau como modelo e também,
considerando fixo o raio do niicleo p nas fibras microestruturadas. Examinando
o efeito do aumento do comprimento de onda no pardmetro V, verifica-se que
seu valor tende a diminuir, porém, o confinamento da luz no nticleo também
diminui. Neste caso, a luz interage mais com os furos de ar, o que tende a
diminuir o indice efetivo da casca, aumentando assim a diferenga entre os
indices efetivos da casca e do niicleo, 0 que por sua vez aumenta o valor de V.
Verifica-se entdio que ha um contra balanceamento entre dois efeitos, o que tende
a manter o valor de V aproximadamente constante.

De maneira contraria, diminuindo-se o comprimento de onda A, o pardmetro V
tente a aumentar e a luz a permanecer mais confinada na regido do nucleo. Neste

caso, a luz interage menos com o ar presente na casca, o que aumenta o indice
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efetivo da casca diminuindo assim a diferenga entre os indices efetivos da casca
e do nucleo, fazendo o nimero ¥ também diminuir.

Sendo assim, consegue-se projetar fibras com arranjos periodicos que
mantenham o valor V praticamente constante, possibilitando portanto, o
guiamento monomodo em uma extensa faixa espectral [7].

A condi¢iio que garante o balanceamento entre os efeitos previamente discutidos
mantendo V abaixo de 2,405 é obtida assegurando que a relagdo entre o
didmetro dos furos de ar d (d = 2a) e a distdncia entre os centros dos furos de ar

A menor que 0,400, isto é: d/4 < 0,406 [24].

Perdas por curvatura: As perdas por curvatura sdo importantes, ndo somente
do ponto de vista pratico, mas também porque informam o comportamento dos
modos de propagagio eletromagnéticos na fibra [13]. Como visto anteriormente,
fibras microestruturadas que apresentam a casca com elevado preenchimento de
ar, mantém a luz fortemente confinada no nicleo, tornando-as menos sensiveis
as perdas por curvaturas [13]. Mantendo-se o valor de 4 fixo e reduzindo o
didmetro dos furos de ar, a diferenga entre os indices efetivos da casca e do
nucleo se reduz, tornando a fibra mais susceptivel as perdas por curvaturas [19].
Entretanto, uma vantagem nas fibras microestruturadas € que estas perdas,
devido a redugfo no diimetro dos furos de ar, podem ser minimizadas,
diminuindo o espagamento A, mantendo-se portanto, o mesmo valor do fator de
preenchimento £, isto é, a relagfio entre as fragdes de silica e ar presentes na

cascd.

Perdas por propagagio: A parte imaginiria do indice efetivo na fibra
microestruturada, a qual descreve as perdas por propagagdio, varia com o0
comprimento de onda, com o didimetro e com o nimero de anéis de furos de ar
que circundam o nucleo da fibra e com o A [23].

Para didmetros pequenos dos furos de ar e poucos anéis, a perda ¢ elevada.
Entretanto, decai rapidamente assim que os furos sfio alargados ou mais anéis
sdo introduzidos na casca [8]. Essa andlise é de facil compreenséo tendo em
vista que estes dois fatores contribuem para o aumento da fragéio de ar na casca,

diminuindo seu indice de refragfio e aumentando a diferenga do indice entre



EESC — Escola de Engenharia de Sdo Carlos

niicleo-casca. Portanto, aumenta-se o confinamento do campo eletromagnético,
reduzindo as perdas por propagagéo.

Outro aspecto importante é a dependéncia com relagfo ao comprimento de onda.
As perdas por propagagdio sfo maiores para comprimentos de onda mais
elevados, pois diminui-se o confinamento do campo a medida que se aumenta o
comprimento de onda [23].

A perda por propagagiio, também conhecida por perda por confinamento, pode

ser calculada em dB/km, por meio da equagéo [26]:
Perda por propagagdo = 8,686 Im{nes ko} (2.2)

Onde Im é a parte imagindria, nex € o indice efetivo e ko ¢ a constante de
propagagéo no vacuo.
Portanto, deve haver um cuidadoso dimensionamento dos pardmetros fisicos das

fibras microestruturadas para que as perdas sejam minimizadas.

Dispersio de guia de onda e dispersio de material: Nas fibras
microestruturadas, o fator de preenchimento de ar é fundamental para determinar
a dispersdo cromatica. Essa dispersdo é formada pela superposi¢do de dois
efeitos: dispersfo de material e dispersdo de guia de onda.

A dispersdo de material esta relacionada & variagdo do indice de refragdo em

fungdio do comprimento de onda e pode ser calculada pela expressdo [18]:

A9%n (A)
= T T 2.3
ks PPy (2.3)

onde c ¢ velocidade da luz no vacuo e n, € o indice de refragdo do material.
A dispersdo de guia de onda, por sua vez, estd relacionada ao mecanismo de
guiamento da luz e pode ser ajustada pela escolha apropriada do indice de
refragéio, dada por [18]:

A 3271‘,1,

By = (2.4)

onde n.r € o valor do indice efetivo.

10
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As fibras microestruturadas tornam-se particularmente atrativas, pois permitem
uma maior liberdade no projeto das curvas de dispersio, sobretudo em fungéo da
dispersdio de guia de onda, a qual pode ser ajustada alterando-se tanto o didmetro
dos furos de ar como sua distribuigfio espacial.

Desta forma, variando-se os pardmetros fisicos das fibras que sfo o didmetro do
furo de ar d e o espagamento A, pode-se reduzir significativamente a dispersio
croméatica ou torna-la plana numa larga faixa de comprimentos de onda [13],
[22]. Esta caracteristica indica uma aplicagfio interessante para essas fibras
atuando como compensadoras de dispersdo. Poli e co-autores [25],
demonstraram teoricamente uma fibra microestruturada com pico de disperséo
aproximadamente de —1700 ps/(nm.km) para o comprimento de onda de 1,55

pm.

Area efetiva: A area efetiva é um pardmetro fundamental no projeto das fibras
microestruturadas, pois determina a intensidade das nfo linearidades Opticas.
Dependendo da aplicagio das fibras, duas situagdes diferentes podem ser
analisadas. A primeira é o caso de uma fibra com a 4rea efetiva pequena guiando
alta densidade de poténcia Optica, com elevados efeitos nfo-lineares. Devido ao
alto contraste entre os indices de refragfio da silica e do ar, a fibra oferece a
possibilidade de grande confinamento modal, para uma longa faixa de
comprimento de onda [8], [21]. Este efeito pode ser explorado com sucesso, por
exemplo, em amplificadores Raman [25]. A segunda, oposta a primeira, ¢ para a
fibra com uma area do nucleo elevada, podendo guiar alta intensidade de
poténcia Optica sem excitar efeitos ndo-lineares [25].

A drea efetiva pode ser calculada pela expressio [26]:

o [r o) 05
7 [[l#2,[ axay '

onde H,¢ o campo magnético transversal.

11
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Atualmente, modificagdes na estrutura geométrica das fibras microestruturadas com
nicleo solido tém despertado o interesse dos pesquisadores. Entre as possiveis
modifica¢des, aumentar o didmetro dos furos de ar conforme o aumento da distdncia em
relagio ao eixo central da fibra, conforme a Figura 5, tem-se mostrado eficiente no
ajuste da dispersfio cromatica [24], [26]. Para comprimentos de onda mais curtos, a luz é
bem confinada dentro da regifio do niicleo e a dispersfio ¢ afetada pelo anel interno dos
furos de ar. Em contraste, para comprimentos de onda mais longos, a area efetiva do
nucleo é ampliada, e a dispersdio, entfio, ndo € afetada apenas pelo anel mais interno,
mas também pelos outros anéis. E possivel otimizar o didmetro do furo de ar em cada

anel, de forma a controlar a inclinagfio da curva de disperséo.

FIGURA 5 Fibra com o raio dos furos variando com relagfio ao eixo central.

No tratamento da dispersio cromatica das fibras microestruturadas com nuicleo
s6lido, Saitoh e co-autores [26], investigaram numericamente duas possiveis fibras
microestruturadas com o didmetro dos furos de ar aumentado com relagéo a distdncia ao
nucleo. A primeira ¢ uma fibra composta por quatro anéis e apresentou dispersdo plana
de aproximadamente 0 + 0,5 ps/(nm.km) para uma faixa do comprimento de onda que
varia entre 1,19 pm e 1,69 pm. Na segunda fibra microestruturada estudada aumentou-
se o nimero de anéis para cinco. A dispersdo plana encontrada foi de 0 + 0,4
ps/(nm.km) para uma faixa de comprimento de onda entre 1,23 pm e 1,72 pm. Portanto,
consegue-se manter um valor de dispersfio em torno de zero para uma grande largura de
faixa do comprimento de onda. Ademais, mantendo-se o anel mais externo com
didmetro elevado, nfio somente consegue-se controlar a dispersdo cromatica, como

também reduzir as perdas por confinamento [26].

12
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Com relagdio s perdas nas fibras microestruturadas com nucleo s6lido, Renversez
¢ co-autores [24] provaram numericamente que para essa nova forma de distribuigéo
geométrica, com sete anéis a perda por propagagfo ¢ de apenas 0,2 dB/km para

comprimento de onda de 1,55 pm.

13
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3. Método da Sobre Relaxacdo Sucessiva - SOR

A importincia da modelagem matemética, viabilizada pelo avango tecnologico
dos computadores, ¢ permitir um melhor entendimento dos mecanismos envolvidos no
objeto em estudo. Adicionalmente, facilita a modificagdio de pardmetros e permite a
andlise das respectivas respostas sem onerar excessivamente o custo de projeto.

A modelagem matematica das fibras microestruturadas pode ser feita por meio de
diferentes técnicas. Diversos métodos numéricos sdo propostos na literatura para
modelar guias de onda [11], [13]. Neste Capitulo serd abordada a técnica da Sobre
Relaxaciio Sucessiva - SOR formulada em termos de diferengas finitas. O método SOR
pode ser implementado utilizando o formalismo escalar, semivetorial e vetorial
completo.

O método SOR comegou a ser extensivamente utilizado a partir da década de
sessenta [33], é similar ao método de Jacobi e Gauss-Seidel, mas emprega, porém, uma
técnica de aceleracdio de convergéncia. O pardmetro que determina a evolugdo do
método ¢ conhecido por pardmeiro de relaxagdo, @. Encontra-se na literatura alguns
livros classicos a respeito do método SOR, entre eles, pode-se citar os elaborados por
Varga [34] e Young [35].

Antes de descrever o formalismo matematico do método SOR, faz-se necessério
uma introdugfio resumida sobre o conceito de diferengas finitas. No Apéndice | estdo

relatadas, detalhadamente, todas as passagens matematicas referentes a Segéo 3.1.

3.1. Aproximaciio em Diferencas Finitas

Problemas matematicos que envolvem equagdes diferenciais parciais podem ser
resolvidos numericamente com o auxilio da técnica de discretizagdio em diferengas
finitas, uma vez que a solugéo analitica dos problemas nem sempre € possivel.

A idéia geral do método de diferengas finitas € a discretizagfio do dominio ¢ a
substituicdo das derivadas presentes na equagfio diferencial por aproximagdes

envolvendo valores numéricos da fungéo [28], [30].

14
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A ferramenta matematica bésica no célculo de aproximagdes para as derivadas € a
série de Taylor, que relaciona valores da fungfio f(x) e suas derivadas, num ponto x, com
valores dessa fungfo na vizinhanga de x, ou seja, f{(x + h) e f(x - h).

Seja a expansfio em série de Taylor:

i . 2 (ne1)( .. (n+1)
fle+h)= f(x)+ £1(x)n) + 1(’”2)1(—”) gt d (15"2(1’)'!) +R, (3.1a)

i 2 nel)f . (n+1)
O I ST ) PRAL) ) ST A 0.0 S SR T
2! (n+1)

Nota-se que a derivada em x é de ordem n+/, o ultimo termo da expressdo R, € o
erro de aproximagéo de f{x + /1) e o grau do polindmio € (n+1).
Nesse trabalho, visando um estudo preciso do erro envolvido nas aproximagdes

numéricas, estdo detalhadas a seguir as aproximagdes de segunda e de quarta ordem.
A) Aproximagio Segunda Ordem

Considerando que a fungfio f(x) possa ser expandida em séric de Taylor na
vizinhanga do ponto x, e sendo A a distincia entre dois pontos adjacentes de x, conforme

ilustrado na Figura 6.

f(x

!
_\_,

P
x-h X X+h (x)

FIGURA 6 Representagiio esquematica dos pontos na vizinhanga de x

Seja 0 erro €(x,h) = h"Ry(x). A ordem do erro é fornecida pelo valor de p, € a

notag#o utilizada é O(h") [28].

15
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A aproximagio de primeira ordem para a primeira derivada f’(x) é fornecida pela
equagio 3.1a, e deve ser obtida considerando-se os dois primeiros termos da série, com
erro de truncamento a partir do terceiro termo [28].

Para a aproximagfo de segunda ordem, a primeira derivada ¢ obtida subtraindo a
equagfio 3.1a da 3.1b, com erro de truncamento a partir do quarto termo, denominada

formula centrada, é dada pela expressio [28]:

)= L6 h)z_;,f(x_ ") 4 o(r) (3.2)

O tratamento da segunda derivada para aproximagfo de segunda ordem € obtido
truncando a expansdo da série de Taylor a partir do quinto termo. A formula centrada
para a segunda derivada ¢ calculada somando-se as equagdes 3.1a e 3.1b, resultando na

seguinte equagdo [28]:

()= Le=2 et of) 6

B) Aproximagiio de Quarta Ordem

As aproximagdes numéricas podem ser melhoradas aumentando-se a ordem da
aproximagdo. Para isso, torna-se necesséria a utilizagdo de mais pontos na vizinhanga de
x. Na aproximagéio de quarta ordem, dois pontos sdo considerados em cada lado na

vizinhanga do ponto central x, conforme mostra a Figura 7.

f(x) /\,’h—‘i h h

:

» ()
x-2h x-h X x+h x +2h

FIGURA 7 Representagiio esquematica da vizinhanga do ponto central x.

16
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Neste caso, a aproximagdo para a primeira derivada f’(x), é obtida subtraindo a
equagdo 3.1a da equagdio 3.1b, com o erro de truncamento sendo dado pelo sexto termo

da série de Taylor. A formula fica:
'(x)= é(ﬁ fler2n)+8f(x+h)-87(x—h)+ fx-2m)+0@R') (3.4
1

A segunda derivada /”’(x) € obtida pela soma das equagdes 3.1a e 3.1b, com o erro

de truncamento dado pelo do sétimo termo da série. A expresséo fica:

FYz)= 12!]’2 (~fG+2n)+16f(x + 1) =30 f(x) +16 f(x = ) - f(x - 2h)) + 0("“) (-5)

No Apéndice 1, além de todas as passagens matematicas para expansdo da série de
Taylor de segunda ordem, também se encontra a expansdo matematica da aproximagéo

de quarta ordem. Ambas utilizadas no formalismo SOR.

3.2. Formalismo Matematico para o Método SOR

Neste trabalho a derivago do formalismo matematico do método SOR de segunda
e quarta ordem ¢ utilizada com o objetivo de estudar o comportamento do campo
eletromagnético nas fibras microestruturadas. Neste item algumas passagens do
formalismo matematico para o método SOR sfio omitidas, pois estdo descritas
minuciosamente no Apéndice 2.

Tendo em vista esse detalhamento ¢ considerando ainda a similaridade da
derivagéo para o campo elétrico e magnético polarizados tanto na dire¢fo x como y, a
partir desse ponto serd estudado apenas o campo magnético.

Sendo assim, trabalhando as equac¢des de Maxwell (vide Apéndice 2):

17
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VxE:—%— (3.6 a) V-D=p (3.60)
O

VxH=J+2= (3.7 a) V-B=0 (3.7b)

2 2
O Lo e gy |2 2| 121 9 g g4
v ' oyln*ox| oyox| ’

onde »n’ & o indice de refragdo, x, é o nimero de onda no vécuo e 8 é a constante

de propagacéo.

Analisando a Equacfio (3.8), pode-se observar que o lado direito da equagéo
contém as derivadas cruzadas de Hy, as quais descrevem o acoplamento entre as
componentes transversais do campo magnético nas dire¢des x e y. O segundo termo do
lado esquerdo da Equag#o (3.8) descreve os efeitos de polarizagdo modal. Sendo assim,
utilizando a Equag#o (3.8) conforme descrita, tem-se o formalismo vetorial completo.

Por outro lado, desprezando o acoplamento entre as componentes de campo, ou
seja, supondo os modos como sendo linearmente polarizados, pode-se desprezar todo o
lado direito da Equagio (3.8) caracterizando, desta forma, o tratamento semivetorial.
Portanto, no formalismo semivetorial as derivadas cruzadas siio desprezadas [36], [39].

Uma aproximagdo ainda mais simplificada pode ser obtida desprezando-se além
das derivadas cruzadas, os efeitos com relagiio a polarizagdo modal. Dessa forma o
segundo termo do lado esquerdo da Equagfo (3.8) torna-se uma derivada segunda
discretizada de forma direta, conforme Equagfio (3.3). Nesse caso, tem-se entdo o
tratamento escalar [43].

Feita essa caracterizagéio, o proximo passo ¢ a expansdo da equagfio vetorial de
Helmholtz em diferengas finitas. Primeiro serd feito o desenvolvimento para a
aproximagdo de segunda ordem e posteriormente para a de quarta ordem, tornando
possivel, no proximo capitulo, a andlise da precisdo das aproximagdes numéricas feitas

na equagéo de Helmholtz.

18
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A) Discretizagiio de Segunda Ordem

Utilizando os conceitos desenvolvidos no item 3.1.A, as derivadas das
componentes transversais do campo no lado esquerdo da Equagfo (3.8) em diferengas

finitas de segunda ordem tornam-se:

& Hyxyyy  Hiyyy ~2Ha,, + Hity o
ox? Ax? )

n (3.10)

, 0 16H,\i,.'j) :a i —DHYX, ; +eHx,
”ay ",

dy i\y2

Os termos a, b e ¢ da Equagdo (3.10) estdo associados ao indice de refragfio, €

sio definidos como:

|
2

c= 2n, 3
UYERAUY

Deve-se ressaltar que na aproximagdo escalar a Equagio (3.10) é considerada
como uma segunda derivada simples, tornando os termos a = ¢ = 1.
O lado direito da Equagéio (3.8), que contém as derivadas cruzadas, torna-se:
2 2
LDH}. Hyl+|j+|(n1,j _1 Hy11;+l j _*1 _
4AxAy | n; ), 4AxAy UH

HyHle ?:!j 1 +Hy1|jl nfz.f -1
4axhy \ nl 4AxAy | n! I

(3.11)
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Substituindo as derivadas da equagfio (3.8) por seus termos discretizados, e

isolando a componente Hy ) , resulta:

1 1
(o, v HY ) - aftx, ,\ +cHyx, )~ LoH,
N = Yy 3.12
i 5 & (3.12)
2 2 2
o Tkt
(A‘.Z A_)’z KO nf-l ﬂ ]

Onde Hx,' ¢ o campo intermediario.
O pardametro f# € a constante de propagagfo e ¢ calculada na aproximagdo vetorial

completa a cada iteragiio por [29]. O Apéndice 3 apresenta o desenvolvimento para

obtengéio do pardmetro /3 :

20
Ky J‘nf:j |Hx|2 dx dy + I( aa h? }Hx’dx dy+R-R, +R,

X

B = (3.13)

ﬂHxF dxdy

¥ . ra® ~
onde, Hy representa o complexo conjugado do campo magnético e R, R; e R; séo

calculados por:

1 dHx
R=|n} (3.14
In,, 6)’[11& 3y ]H )
| 8Hy
o= .["'1 av{” JH x dy (3.15)
azH’ *
R, = j[ay a{t}ﬁ- dxdy (3.16)

Com relagdo a Equagdo (3.13), na aproximagio escalar o termo R torna-se uma

segunda derivada simples de Hy, pois os indices de refragiio n’ , se cancelam ¢ os

termos R; e R, sdo iguais a zero. Na aproximagfo semivetorial considera-se o termo R
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como descrito na Equagéo (3.14), sendo nulos os termos R, € R;. Como comentado, no
calculo do S, a formulagdio vetorial completa considera todos os termos da Equagéo
(3.13).

Apbs o calculo da constante de propagagio S, o termo Hx,,' da Equagdo (3.12) ¢

nave

utilizado para o célculo do campo subseqiiente, isto €, do Hx]'[”, através do esquema

iterativo dado pelo método SOR. A relagéio para a corregfio do campo a cada iteragfio ¢

fornecida pela expressédo [11]:

H" =0l " +(1-w)H _T:"’j”"’ (3.17)

velho ¢

Onde @ ¢ conhecido como parfmetro de relaxagéio, Hx;;" € o campo inicial

ANT

fornecido no inicio de cada iteragdo, Hx,; ¢ o campo intermedidrio definido pela

Equagdo (3.12), e Hx]] é o campo atualizado. Sendo assim, a cada iteragdo o campo

Hx]”" torna-se o campo Hx, "

na proxima iterago.

A escolha adequada do pardmetro de relaxa¢do @ caracteriza a velocidade de
convergéncia do método. Para @ igual a 1 tem-se o método de Gauss-Seidel [31], [34].
Quando o valor de @ estd entre 0 e 1, o método é conhecido como sub-relaxado, ¢ a
convergéncia ndo ¢ garantida [30]. Para @ variando entre 1 e 2, o método ¢ conhecido
como sobre-relaxado, por isso da denominagio SOR - sobre relaxagio sucessiva, do
inglés, successive over relaxation.

E possivel estabelecer um valor 6timo para o parimetro de relaxagéio, denominado

de @q, 0 qual pode ser estimado por [31]:

B (3.18)

ﬂp’_w/1+‘1—p2i

onde p ¢ o maior autovalor da matriz de Jacobi associada e pode ser estimado

iterativamente por [11], [32]:
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p2 ”ek l[ (3.19)

” € "

112

Onde ||ex|| ¢ a norma Euclidiana para o residuo da iteragéio k, dado por:

2

e |- \f_Z | HT — e (3.20)
nLJ

Desta forma, fica estabelecido um método iterativo capaz de gerar a distribui¢éo
de campo ¢ o valor da constante de propagagfio para o modo fundamental de guias de

onda genéricos.
B) Discretizagio de Quarta Ordem

Similarmente ao exposto na Segfo 3.2.A, e utilizando os conceitos desenvolvidos
no item 3.1.B, as derivadas da equagiio vetorial de Helmholtz em diferengas finitas de

quarta ordem, do lado esquerdo da Equagdo (3.8) ficam: (vide Apéndice 2)

0°Hx. . 1

IN]

ox  12Ax2

(- i,,, , +16Hx,, , —30Hx,, +16Hx, , , - Hx, ,,) (3.21)

i+2,

o 1 0Hx; |  Hx,, Hx, Hy,
n,—|—5 Y | s > (-3ax—4ba) + — 22 (60 bx+4cx) + —— (4bx+60 cx)
Yoy\m; Oy 36Ay 36Ay 36Ay°
Hyx Hx,

2 (~4ex—3dx) +

: 5 (3ax—60 bx—60 cx+3dyx)
36Ay 36Ay

(3.22)

As derivadas do lado direito da equagéo (3.8) se tornam:
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2 O (L aHxi,j J B n’ij (— 1) (” Hyi+2,j+2 +8Hyi+1,j+2 _SHyf—L,_,HZ +HY, 0

n°—
oy ox 12Ay n?i 2 12A

12Ay 1n?ijn 12A

)+
N ntiy; 8 [_ Hy,s i ¥ 8HY g —8Hy, 0y + Hy, 1 J+
J+

% nzi,j -8 [— H}’f+2,j—1 +8Hyi+i,j—l _SHyi—l,jﬁl & Hyi—l,j—l

IZAy n'?zj_j—-l IZAX

nhi; 1 [_ Hyi+2,j—2 * SH}’m,j-z & SHyi—l,j—z 2 Hyr‘—Z,j—Z J

12Ay n’i s 12A
(3.23)
AP S S ST, S SR,
Oy Ox 144 Ay Ax ' ' '
(8HY,2,50 —8HV, 1 + 8HY, i — Hyig )+
(8HV1s s —~ 8HY 11 +8Hys s — Hyig )=
(H9iany +8HY 0 +8HY Ly — HY,y s ) ]
(3.24)

A partir desse ponto, deve-se seguir os mesmos passos da discretizagdo de

segunda ordem. Isto €, substituir as derivadas da Equagio (3.8) por seus termos

discretizados de quarta ordem. Isolar o termo Hix;

INT

.; » € acada nova iteragdo, calcular o

valor de f3 para obter através da Equagéo (3.17) o campo Hx/'7. O valor do pardmetro

6timo de relaxagio @, ¢ obtido por equagdes similares as (3.18) a (3.20), e encontra-se

detalhado no Apéndice 2.

Por fim, o algoritmo do método SOR pode ser resumido conforme a Figura 8:
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~ Parametros de entrada

|

_ Discretizagéo
- da estrutura

_ Gerar o0 campo inicial:
- Gaussiana

v

- Calculo do —

v

~- Calculo da Diferenga

Menor A

Diferenca

1 Maior A
Calculo do campo
u I HyNT

7 Sobrerrelaxa -
. Hxtovo

|

= Calculo do w,,, E—
l

— Resuitado

FIGURA 8 Fluxograma representativo do método SOR

No fluxograma mostrado na Figura 8, os pardmetros de entrada estfio relacionados
a estrutura fisica da fibra microestruturada, como por exemplo, os valores de 4, do raio
do nicleo da fibra, do comprimento de onda A, entre outros. Apds o ajuste dos

pardmetros iniciais, ocorre a discretizagdio da estrutura, isto €, a fibra microestruturada é
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descrita por pontos dentro da janela computacional. O campo magnético inicial Hy €
adotado como tendo a forma gaussiana. O proximo passo entdio sera calcular a constante
de propagagfio f3, conforme Equagdo (3.13). Nesse ponto, ocorre a verificagdo da
convergéneia, e toma-se a decisdo com relagdo ao proximo passo. A diferenga nesse
caso ¢ calculada em fungdo do indice efetivo. A convergéncia do método ¢ alcangada
quando a diferenga entre duas iteragdes sucessivas ¢ menor que valor do erro méximo
assumido. O proximo passo apos a aplicagéo do critério de convergéncia ¢ o célculo do
campo intermediario dado pela Equagdo (3.12). A distribuigio final do campo
magnético Hy"" ¢ obtida pela Equagéo (3.17). Por fim, um novo valor do pardmetro de
relaxagfio ¢ calculado pela Equagdio (3.18). Este processo ¢ repetido a cada iterag8o,
com o campo novo tornando-se o campo velho na iteragfio seguinte, até que o critério de
convergéneia, nesse caso, dado pelo valor do erro scja verificado.

Apbs a derivagéio ¢ implementagiio do método SOR deve-se realizar sua aferi¢do.
A comparagfio dos resultados fornecidos pelos formalismos de segunda e quarta ordens,

aplicados a0 método SOR, serd feita com algumas estruturas-padréio encontradas na

literatura. Esta aferigfio esta apresentada no capitulo seguinte.
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4. Validacio do método SOR

Neste capitulo ¢ feita a validagiio do método SOR por meio da comparagédo entre
os resultados fornecidos por este método em comparagdo com resultados padrdo
encontrados na literatura.

Para aferi¢fio do método, foram utilizadas trés estruturas, ‘benchmark’, que sdo: a
fibra 6ptica indice degrau, a fibra optica tipo D e o guia tipo rib, sendo utilizado como
parmetros comparativos o valor do indice efetivo ny e o valor do indice efetivo
normalizado b.

No caso das fibras, duas configuragdes sdo utilizadas na afericio do método. A
primeira apresenta um contraste baixo entre os indices de refragfo, ja a segunda trata-se
de uma estrutura hipotética, que apresenta um degrau de indice de refragfio alto. Para a
segunda foi realizado um estudo de convergéncia do método SOR, isto €, um estudo do
pardmetro b em fungéio do passo de discretizagfio. Em seguida, foi realizado também,
um estudo da velocidade de convergéncia do método em fungiio do pardmetro de

relaxacdo, o, utilizado.

4.1 TFibra éptica indice degrau

A fibra 6ptica monomodo indice degrau foi escolhida para aferir o método SOR
por ser um guia de onda de uso amplamente difundido e por apresentar solugéo
analitica.

A primeira fibra optica analisada apresenta guiamento fraco, com o modo sendo
quase linearmente polarizado. Os indices de refragdo do nicleo e da casca sdo n = 1,46
e ny = 1,456, respectivamente. O raio do nucleo € a = 2um e o comprimento de onda
A = 0,6328um [36]. A janela computacional foi ajustada para 25um de forma que a
condi¢do de contorno transparente (TBC — transparent boundary condition) [38]
utilizada, nfio afete a precisdo do método. A estrutura & discretizada com Ay = Ay =
0,05um. O indice efetivo analitico € rey = 1,45784235 e o indice efetivo normalizado ¢
b = 0,46025. A comparagdo dos formalismos do método SOR implementados, para as

diferentes aproximagdes, segue na Tabela 1.

26



EESC — Escola de Engenharia de Séo Carlos

TABELA 1 Comparagio entre os formalismos do método SOR para a fibra com guiamento fraco

Componente de campo Hy Componente de campo Hy
Segunda ordem Quarta ordem
METODO b erro”® b erro*
SOR escalar 0,46066 9,0.10™ 0,46086 7,8.107
SOR semi 0,45994 6,7.10™ 0,46011 3,0.10"
SOR vetorial 0,45994 6,7.10™ 0,46011 3,0.10"
BPM vetorial b = 0,46011 erro* = 3,0.107

* erro relativo = (bsor - banalilico)/ banatitico

Para a fibra com guiamento fraco analisada, o formalismo escalar apresenta bons
resultados estando com o erro relativo na ordem de 10* do indice efetivo normalizado.
O formalismo vetorial completo ¢ o formalismo semivetorial apresentam resultados
proximos entre si e coerentes com o valor analitico, estando os formalismos com o erro
relativo em relagfio ao indice efetivo normalizado também na quarta casa decimal.

A semelhanga encontrada entre os resultados obtidos para os trés formalismos
pode ser explicada por dois motivos. Primeiro, como a fibra apresenta um degrau de
indice de refragfio baixo (A = 0,04), os modos tornam-se quase linearmente polarizados
(LP) e os efeitos devido ao acoplamento entre as componentes transversais do campo
sio minimizados. O segundo motivo é também devido ao guiamento fraco, que
minimiza a descontinuidade das derivadas da componente normal do campo magnético.
Sendo assim, as aproximagdes inerentes aos formalismos escalar e semivetorial néo sdo
suficientes para afetar significativamente o resultado final. De fato, conforme o autor
Vassallo [44] e [45], pode-se considerar que um método numérico ¢ eficiente quando a
precisdo com relagdo ao indice efetivo normalizado esté na terceira casa decimal.

Pode-se visualizar graficamente na Figura 9, para o modo com polarizago quase-
TE da fibra indice degrau com guiamento fraco, o comportamento das componentes do

campo magnético: (a) componente majoritdria Hy € (b) componente minoritaria Hy.
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CAMPO Hx CAMPO Hy
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FIGURA 9 Componentes do campo magnético para a fibra indice degrau com guiamento fraco; (a)

contorno da componente H,; (b) contorno da componente Hy; (c) componente Hy em trés dimensdes; (d)

componente Hy em trés dimensdes.

A segunda fibra selecionada ¢ um caso oposto ao da fibra anteriormente estudada,
pois, neste caso, ha um alto degrau de indice de refragéo. A referéncia [40] propde uma
fibra hipotética, com indices de refragio que simulam os indices de refragdo de
dispositivos épticos. Utiliza-se esta fibra apenas para fins de aferigio numérica. A fibra
¢ definida em [40], com o didmetro do nucleo sendo d = 9um e indice de refragdo
n; = 3,41477. Para a casca adotou-se o indice de refragfio n, = 3,16589 e o comprimento
de onda é A = 1,3um. A solugfio analitica para 0 modo fundamental € ney=3,4130933 ¢
b=0,9930.

Este caso critico apresentando um alto degrau de indice de refragdo foi
selecionado para verificar se a aproximagfo em diferencas finitas da descontinuidade da
componente normal de campo elétrico, na regido do degrau, pode causar problemas na

solugfio da equagfio de onda vetorial (3.8).
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Para o estudo da convergéncia do método SOR, sio utilizados dois parametros: o
do indice efetivo normalizado b = (nen’ - n2)/(n,? - ny%) [39], ¢ o erro relativo, definido
por: ( |Nefr SOR — Nefr analiticol Y/ (Neffanalitico) [40], ambos simulados para diferentes passos de
discretizagdo, mantendo-se sempre a mesma janela computacional de Ly = Ly = 20pm.

A Figura 10 apresenta o comportamento de convergéncia dos formalismos escalar,

semivetorial e vetorial completo, para as aproximagdes de segunda e quarta ordem.
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FIGURA 10 Curvas de convergéncia comparativa para os formalismo baseados no método SOR. ndice

efetivo normalizado b em fungéio de diferentes passos de discretizagio Ax = Ay.

A Tabela 2 compara os valores de b gerados pelos formalismos do método SOR e
o resultado de b fornecido pelo método de diferengas finitas [FD] para Ax = Ay = 0,1pm

com o valor da solugéo analitica.

TABELA 2 Comparagio entre os resultados fornecidos pelo método SOR para a fibra com alto degrau de

indice de refragfio

Componente de campo Hy Componente de campo Hy
Segunda ordem Quarta ordem
METODO b erro” b erro®
SOR escalar 0,99306 6,0.10” 0,99304 4,0.10°
SOR semi 0,99302 2,0.10° 0,99301 1,0.10°
SOR vetorial 0,99302 2,0.10° 0,99301 1,0.10°
FD [40] b = 0,99299 erro* = 8,8.10°
Analitico b = 0,9930

erro * = (bsor — banatitico)/Danatitico
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Em geral & possivel obter resultados com maior precisio aumentando o nimero de
pontos da discretizagdo da malha. Entretanto, uma malha muito fina requer um alto
esforco computacional. Sendo assim, Wayne e co-autores [48] sugerem utilizar a
técnica da extrapolagio para aumentar a precisdo dos resultados, sem a necessidade do
alto esfor¢o computacional. Nesta técnica, alguns valores sdo calculados utilizando
espagamentos Ax ¢ Ay elevados, que requerem pouca memoria e baixo tempo de
processamento computacional. Esses valores sio aproximados por uma equagdo
polinomial e, entéio, extrapolados para valores Ax e Ay tendendo a zero.

A Figura 11 apresenta o erro relativo com relagdo ao indice efetivo normalizado
para os diferentes formalismos implementados, calculados utilizando a técnica da
extrapolagfio. Dessa forma, estima-se qual sera o resultado fornecido pelo método,
quando um elevado passo de discretizagiio ¢ utilizado, evitando-se, ainda, o erro
associado a precisio da maquina e diminuindo o esforgo computacional, ou seja,

diminuindo o tempo de processamento.
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FIGURA 11 Erro relativo para os diversos formalismos empregando o método SOR, como fungdo de

diferentes passos de discretizagiio A,.
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Para o caso particular da fibra indice degrau, verifica-se conforme Figuras 10 e 11,
que os formalismos convergem, entretanto, com velocidades e precisdes diferentes.
Comparando a implementagéo escalar de ordem O(h?) com o escalar de ordem o(hY),
verifica-se que a aproximagdo de quarta ordem apresenta uma velocidade de
convergéncia maior que a aproximagdo de segunda ordem. O erro relativo de b,
conforme Tabela 1 ¢ da ordem de 5,010, observando-se que, diminuindo o passo de
discretizagdo, diminui-se o erro relativo.

Ao comparar o formalismo semivetorial de ordem O(h?) com o semivetorial de
ordem O(h'), verifica-se que a velocidade de convergénecia da aproximagio o(h*)
também ¢ maior do que a velocidade de convergéncia do formalismo semivetorial
O(h?%). Observa-se que, quando um valor Ay = Ay = 0,1pm é utilizado, o erro relativo de
b é de aproximadamente 2,0x10° para a aproximagio oY), e de 1,0<10° para o
formalismo de ordem O(h"), evidenciando uma melhor precisdo do formalismo de
ordem mais alta.

Considerando agora a comparagdo entre as aproximagdes de segunda e quarta
ordem, para o formalismo vetorial completo, também se verifica uma maior velocidade
de convergéncia para o formalismo de quarta ordem. O erro relativo de b, para um passo
de discretizagio Ax = Ay = 0,1pm, ¢ de aproximadamente 2,0x10 para a aproximagfo
O(h), e de 1,0x10”° para a aproximagfo ordem O(h"). A aproximagdo de quarta ordem
apresenta resultados com maior precisdo.

Deve-se observar que, ao adotar um alto passo de discretizagio Ay e Ay (por
exemplo, A, = Ay = 0,40pm), nota-se que as implementagdes de mais alta ordem sempre
fornecem melhores resultados que aquelas de ordem mais baixa. Neste caso,
dependendo da precisdo requerida, ao utilizar a aproximagdio de quarta ordem,
consegue-se uma diminuigio do esforgo computacional, reduzindo-se o tempo de
processamento.

Outra observagiio relevante ¢ que, conforme indica a Figura 11, verifica-se que
fazendo a extrapolagio do erro relativo em fungéio do passo de discretizagdo Ay, 0 erro
relativo tende a diminuir. Como exemplo, para o formalismo vetorial de segunda ordem,
o erro relativo de b aproxima-se de 9,0x10°® enquanto que, para o formalismo vetorial de
quarta ordem, o erro relativo de b tende para 2,0x10°,

Apés a comparagfo entre as diferentes aproximagdes utilizando a mesma técnica,
sera realizada a comparagfio entre os varios formalismos que utilizam a mesma ordem

de aproximag#o.
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Verifica-se que, para ambas as aproximagdes, o resultado final fornecido pelo
formalismo vetorial completo ¢ semelhante ao formalismo semivetorial. Estes, por sua
vez, apresentam melhores resultados que o formalismo escalar. Nesse caso, pode-se
explicar esta menor precisdo pelo fato da aproximagfio escalar desprezar o efeito de
polarizagiio, tornando as condigdes de contorno nas interfaces iguais para as
componentes nas dire¢des x e y. Para todos os formalismos, analisando a Figura 11,
nota-se que 4 medida que o passo da discretizagio Ay diminui, isto €, aumenta-se o
namero de pontos de discretizagfio, a precisdo do método também aumenta, tendendo a
valores muito proximos ao analitico.

Feita a andlise de convergéncia e aferigio dos formalismos do método SOR, ¢
apresentada na Figura 12, para 0 modo com polarizagdo quase-TE da fibra indice degrau
descrita acima, a distribuicio das componentes do campo magnético: (a) majoritaria H

e (b) minoritaria Hy.
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FIGURA 12 Componentes do campo magnético para a fibra indice degrau; (a) contorno da componente
H,; (b) contorno da componente Hy; (c) componente H, em trés dimensdes; (d) componente Hy em trés

dimensdes.
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Analisando a Figura 12 (a) e (b), nota-se que os modos estdo bem confinados ao
nicleo da fibra devido ao alto degrau de indice de refragdo. Esse confinamento fica
evidente quando comparado com a Figura 9, onde a fibra apresenta um confinamento
fraco do campo magnético.

Na fibra indice degrau o valor de pico da componente de campo minoritaria Hy ¢
duas ordens de grandeza menor que o valor de pico da componente de campo
majoritaria Hy. Devido a essa diferenca, analisando-se os termos responsaveis pelo
acoplamento entre as componentes de campo magnético, que sio as derivadas cruzadas
na equagdo vetorial de Helmholtz (3.8), pode-se explicar a semelhanga entre os
resultados fornecidos pelos métodos semivetoriais ¢ vetoriais completos. O formalismo
escalar, nesse caso, apresenta uma menor preciso, pelo fato de desprezar também o
efeito de polarizagdo.

Outra analise importante e de interesse nesse trabalho, refere-se a velocidade de
convergéncia quando diferentes valores do pardmetro de relaxagfio @ s#o utilizados.
Com esse intuito, foi realizado um estudo da variagio do indice efetivo normalizado em
fungfio do numero de iteragdes necessdrias para a convergéncia do método. Utilizou-se
valores de ® fixos numa faixa entre 1,0 e 1,8, comparados ao valor do m-iterativo
discutido no Capitulo anterior e ao o apresentado na referéncia [11], denominado nesse

trabalho por @—férmula. Foi mantida a mesma discretizagéio em todos as aferigdes.
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FIGURA 13 Convergéncia do parametro b em fungiio do niimero de iteragdes, para diferentes valores do

parimetro o
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Analisando o grafico da Figura 13, verifica-se que o parémetro de relaxacgéio
iterativo utilizado nesse trabalho apresenta uma boa velocidade de convergéncia, sendo
muito eficiente para todas as estruturas estudadas, considerado, portanto, como @-6timo.
Deve-se observar que com a utilizagio do pardmetro @-iterativo, ocorre uma elevada
melhora na velocidade de convergéncia quando comparados a @ = 1,0 que seria a

aproximagfo de Gauss-Seidel [31].

4.2 Fibra optica tipo D

Este segundo exemplo utilizado para validagio dos formalismos empregando o
método SOR utiliza-se da estrutura ‘benchmark’ conhecida como fibra éptica tipo-D,
ilustrada na Figura 14.

A estrutura escolhida [36] apresenta o indice de refragfio do nucleo, da casca ¢ do
ar dados por: n; = 1,46 , n; = 1,456 e m3 = 1,0, respectivamente. O raio do nicleo ¢
a = 2,0pum, o comprimento de onda A = 0,6328um, a distdncia entre a interface nucleo-
casca e a interface plana ¢ um pardmetro varidvel e referido pela letra d, que permite
controlar a intensidade de campo na segéo reta.

A escolha dessa fibra deve-se a dois motivos: primeiro por exibir uma alta
birrefringéneia, devido a alteragdes na forma da fibra. Nesse caso, o0s dois modos
polarizados ortogonalmente apresentam a constante de propagagdo f: diferente da
constante de propagagio f, [36]. Segundo, pelo fato do modo fundamental ndo poder
ser considerado linearmente polarizado devido a excitagio da componente de campo

magnético minoritario Hy [36].

FIGURA 14 Secgiio transversal da fibra optica tipo D
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A aferigio & feita para todas as combinagdes possiveis entre 0s diferentes
formalismos (escalar, semivetorial e vetorial completo) e entre as diferentes
aproximagdes (segunda ¢ quarta ordem), para trés valores do pardmetro d, sendo
utilizado, ¢ = 0,0, d = 0,5um, d = 1,0pm. Na Tabela 3 os formalismos baseados no
método SOR e no método vetorial completo da propagagio de feixe (FV-BPM — Sull-
vectorial beam propagation method) sio comparados com um método de alta precisdo
denominado método da poténcia inversa deslocada (SIPM — shifted inverse power
method) [36]. A janela computacional utilizada foi de 25um x 25pm € 0 passo de
discretizagdio utilizado foi Ax = Ay = 0,1pm.

TABELA 3 Comparagio entre os indices efetivos, fornecidos pelas diferentes implementagdes, para fibra

tipo D, calculado para componente majoritéria Hy do modo fundamental.

Campo H, Campo H,
Segunda ordem Quarta ordem
METODO d(pm) Nefr diferenga* Defr diferenca*
SOR escalar 0 1,4575312 1,6.10” 1,4575287 1,3.10°

SOR semi 0 1,4575283 1,3.10° 1,4575252 1,0.107
SOR vetorial 0 1,4575283 1,3.10 1,4575252 1,0.10°
0

0

BPM ner = 1,4575065 diferenga* = 8,7.10°
SIPM Ny = 1,4575152

SOR escalar 0,5 1,4576966 6,1.10° 1,4576949 4,4.10°
SOR semi 0,5 | 1,4576936 3,1.10° 1,4576914 1,0.10°
SOR vetorial | 0,5 | 1,4576936 3,1.10° 1,4576914 1,0.10°
BPM 0,5 ney = 1,4576882 diferenga* = 2,3.10°
SIPM 0,5 nyy = 1,4576905
SOR escalar 1,0 1,4577846 1,0.107 1,4577872 1.2.10°
SOR semi 1,0 1,4577719 2,510 1,4577703 4,2.10°
SOR vetorial | 1,0 | 1,4577719 2,5.10° 1,4577703 4,2.10°
BPM 1,0 ner = 1,4577763 diferenga* 1,8.10°
SIPM 1,0 ngr = 1,4577745

* diferenga = | Nersipm — NefrSOR |
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Adotando o método SIPM como exato, pode-se verificar, pela tabela anterior, a
precisdo das diversas implementagdes do método SOR. Os valores obtidos para o indice
efetivo com os métodos SOR vetorial completo e semivetorial, para as duas
formulagdes, tém excelente concordincia com o método SIPM, com a diferenga sempre
proxima a 2x10°. A formulagfio escalar, devido & birrefringéncia, apresenta uma maior
diferenga.

S#o apresentados na Figura 15, o contorno e a distribuigdo em trés dimensdes das
componentes do campo magnético gerados pelo formalismo vetorial de segunda ordem

do método SOR, com o pardmetro d =0.

CAMPO Hx CAMPO Hy
20 20
18 18}
5 5
> ¥
104 10}
6} 5
5 10 15 20 26 5 10 15 20 25
X(um) Xum)
(a) (b)

(©) (d)

FIGURA 15 Componentes do campo magnético, para a fibra tipo D, com aproximagéio de segunda ordem

do formalismo vetorial, para d = 0. (a) contorno da componente H,; (b) contorno da componente H; (c)

componente H, em trés dimensdes; (d) componente H; em trés dimensdes.

Finalmente, a titulo de avaliagdo dos resultados gerados pelo formalismo de quarta
ordem, s@io apresentados na Figura 16 o contorno e a distribui¢io em trés dimensdes das
componentes do campo magnético gerados pela formulagdo de quarta ordem e com o

valor do pardmetro d = 1,0pm.
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FIGURA 16 Componentes de campo magnético para a fibra tipo D, com formalismo vetorial de quarta
ordem, para d = 1,0. (a) contorno da componente Hy; (b) contorno da componente Hy; (c) componente H,

em trés dimensdes; (d) componente H; em trés dimensdes.

Nas Figuras 15 e 16 estdo mostradas a componente de campo majoritaria Hy € a
componente de campo minoritdria Hy. Pode-se verificar, analisando a distribuigdo das
componentes do campo na Figuras 15 - 16 (c) e (d), que a amplitude da componente
minoritdria, Iy € 3 ordens de grandeza menor que a componente majoritdria, Hy. Com
isso, pode-se explicar a boa concordancia entre os resultados obtidos com o formalismo
vetorial completo, que considera o acoplamento entre as componentes de campo, com o
formalismo semivetorial, o qual despreza o acoplamento entre as componentes de
campo. O formalismo escalar apresenta uma maior diferenga com relagéo ao valor exato
devido a caracteristica birrefringente da fibra.

Conforme Liisse e co-autores [47], se a amplitude da componente minoritdria do
campo ¢ suficientemente pequena, com a diferenga acima de duas ordens de magnitude,

o tratamento semivetorial é suficiente.
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Quando a luz ¢ acoplada na fibra 6ptica com determinada polarizagio, ambos os
modos sdo excitados. Como as fibras tipo-D apresentam diferentes constantes de
propagacio (fi # f3), os modos propagam-se com diferentes velocidades, resultando em
um atraso de fase relativo. Quando essa diferenga de fase ¢ um multiplo inteiro de 2m, os
dois modos encontram-se com o mesmo estado da polarizagfio inicial [46]. O

comprimento que esse batimento ocorre ¢ conhecido como Li €

determinado: L, =7/

a. = ﬁ),l . A Figura 17 compara graficamente o resultado entre os

valores gerados pelo método SOR de segunda e quarta ordem, com o método BPM e

com o método SIPM.

T . ] ' I ¥ I M I - ]
" —=— Lz SIPM [36]
[ =—o— Lz BPM [36]
0,05 | — Lz SOR vetorial de segunda ordem
—y—La SOR vetorial de quarta ordem

L L 1 n 1 3
0,0 0,2 0.4 0.6 0,8 1,0

parimetro d

FIGURA 17 Variagiio de L, em fungfio do pardmetro d

Analisando o grafico acima, fica evidente a precisdo de ambas as implementagtes
do método SOR. Quando o pardmetro 4 ¢ igual 1,0pm, a cada 48cm de propagagio a
polarizagfo inicial é novamente obtida. Ja para d = 0,5um e d = 0,0 apds cada 22cm e

12cm, respectivamente, € que a polarizagdo encontra-se no seu estado inicial.
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4.3 Guia tipo rib

Para finalizar a aferi¢fio das implementagdes do método SOR, foi escolhido o guia
tipo rib [39]. Sua escolha pode ser justificada pelo fato desse guia oferecer uma grande
flexibilidade de projeto e, também, por permitir a verificagdo do comportamento da
aproximagfio em diferengas finitas para as derivadas do campo magnético.

Os pardmetros do guia estdo representados esquematicamente na Figura 18, onde
o indice do substrato é n; = 3,40, o indice da camada guiante é n, = 3,44 ¢ o indice do ar
¢ n3 = 1,0. O comprimento de onda utilizado é A = 1,15um, a largura do rib ¢é
w = 3,0um, a espessura da camada guiante mais a altura do rib é t = 1,0pum. A espessura
da camada guiante t; é um pardmetro que varia de 0,1 a 0,9um. A janela computacional
¢ ajustada pelos pardmetros Y, = 0,5um acima do topo do rib, pela espessura do
substrato Ys = 3,0um e pelo espagamento lateral X, = 2,5um (ou 5,5um quando t; =
0,9um).

Ya w Xa

Ys

Y

FIGURA 18 Desenho esquematico do guia de onda tipo rib

A aferi¢do dos formalismos escalar, semivetorial e vetorial completo ¢ mostrada
na Tabela 4 para aproximagéo de segunda ordem e na Tabela 5 para a aproximagéo de
quarta ordem, considerando o pardmetro t; com trés valores, que sdo: 0,1pm, 0,5um e
0,9um, para uma discretizagdo Ax = Ay = 0,025, conforme [39].

O pardmetro de comparagdo utilizado ¢ o indice efetivo normalizado b. Os

resultados sfo comparados com os valores fornecidos por um método considerado de
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alta precisdio denominado método da ressondncia transversal (MTRM — modal

transverse resonance method) [45].

TABELA 4 Comparagéo entre os formalismos do método SOR com aproximagdo de segunda ordem para

modos TM.
t; =0,1pm t; =0,5um t=0,91m
Método b diferenga* b diferenca* b diferenga*®
Tscalar | 031267 | 4,5.102 | 033459 | 4,3.107 | 0,39036 | 4,4.10”
s.vV. 026970 23.10° | 0,29049 1,5.10° | 0,34561 | 1,1.107
Vetorial | 027090 | 3,5.10° | 0,29545 | 6,4.10° | 034602 | 5,2.10”
MTRM | 0,2674 = 0,2890 - 0,3455 :

* diferenca = | bmrrm — bsor |

Analisando os valores da Tabela 4, verifica-se que, no caso do guia rib, devido as
suas inerentes aproximagdes, o formalismo escalar ndo fornece bons resultados. Para a
discretizagdo utilizada Ax = Ay = 0,025um, os resultados obtidos com o formalismo
semivetorial sdo mais proximos ao valor considerado exato, se comparados com 0s
resultados gerados pelo formalismo vetorial completo.

Essa menor precisdo do formalismo vetorial completo foi também observada pelo
autor Vassallo em [45] e, ao menos para esse guia de onda, o método semivetorial
fornece o valor de b com melhor precisdo. Uma possivel explicagéio para esse fato
decorre que, na equagfio vetorial de Helmholtz, inclui-se a discretizagdo das derivadas
cruzadas em diferencas finitas. Estes termos adicionais podem acarretar menor
velocidade de convergéncia do formalismo vetorial completo, exigindo uma maior
discretizagfio para se obter melhores resultados.

Comparando a velocidade de convergéncia entre as implementagdes com
aproximagiio de segunda ordem, para o guia tipo rib, verifica-se que o formalismo
semivetorial converge mais répido do que a formulagfio vetorial completa. Isto pode ser
explicado, como citado acima, pelo fato da discretizagio direta das derivadas cruzadas
resultar numa pior caracteristica de convergéncia para o caso particular desse guia [39].
Como neste guia os modos sfo hibridos, existe um forte acoplamento entre as
componentes de campo Hy e Hy, isto €, o peso das derivadas cruzadas na equagdo

vetorial de Helmholtz (3.8) é maior do que nos outros casos anteriormente estudados.
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Alguns autores [39], [43], [44], no intuito de melhorar a precisdo e a velocidade de
convergéncia do formalismo vetorial, propdem diferentes formas de discretizagdo das
equagdes diferenciais em diferengas finitas. Nesse trabalho, uma aproximagdo em
diferengas finitas mais exata para as derivadas ¢ conseguida pela utilizagfio das
aproximagdes de quarta ordem que, para os casos anteriormente estudados, demonstrou
melhoria na precisiio ¢ na velocidade de convergéncia do método.

A Tabela 5 apresenta os valores para a aproximagdo de quarta ordem, mantendo-se

os mesmos pardmetros para o célculo da aproximagdo de segunda ordem.

TABELA 5 Comparagio entre os formalismos do método SOR com aproximagéo de quarta ordem para

modos TM.
t;=0,1pm t;=0,5um t=0,9pm
Método b diferenga* b diferenga* b diferenga*
Escalar | 031216 | 4,4.107 | 0,33410 | 4,5.107 | 0,38939 | 4,3.10”
Sv. 1027535 | 7,9.10° |0,29637 | 7,3.10° |035043 | 49.107
Vetorial | 025283 | 1,4.10%- | 0,29897 | 9,9.10° [035222 | 6,7.10°
MTRM | 0,2674 - 0,2890 - 0,3455 .

* diferenga = | byrrm — bsor |

De igual forma a aproximagdo de segunda ordem, também a aproximagéo escalar
de quarta ordem nfio é a mais indicada para estudar esse tipo de guia. O formalismo
semivetorial de quarta ordem fornece um resultado mais preciso, mantendo a diferenca
em relagio ao indice efetivo normalizado em torno de 107, indicando a precisio do
método.

Ademais, sabe-se que o comportamento do campo eletromagnético nas
descontinuidades de guias retangulares é de dificil modelagem [42]. O formalismo de
quarta ordem vetorial completo mostrou-se mais sensivel ao efeito da singularidade de
campo nas descontinuidades geométricas do guia. Este problema ocorre devido a
existéncia das derivadas cruzadas na equagdo de acoplamento (3.8) [39]. A
discretizagio das derivadas na aproximagdo de quarta ordem € mais complexa,

conforme equagdes (3.23) e (3.24), tornado-a mais sensivel 4 manifestagdo deste
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problema. Como também verificado por Yamauchi e co-autores [39], o formalismo de
mais alta ordem ¢é eficiente, exceto para os pontos de descontinuidade.

Portanto, nos guias que apresentam descontinuidade, o formalismo vetorial
completo com aproximagio direta das derivadas em diferencas finitas de quarta ordem
necessita de um tratamento especial. Pode-se, nesse caso, fornecer informagdes
adicionais com respeito as equagdes de onda e distribuigio do campo no guia para
completar a descrigfio da formulagdo do método, como sugerido em [42].

Lui e co-autores em [42] recomendam que a andlise de estruturas com uso de
formulagdo vetorial completa deve acontecer em duas etapas. Dada a estrutura guia de
onda, primeiro aplica-se a formulagfio vetorial completa convencional. Caso exista a
descontinuidade, sugere-se, entdio, uma modificagio na formulagfio do método, por
exemplo, as propostas em [39], [43] e [44].

Neste trabalho, optou-se pela utilizagdo de um filtro espacial [41]. Esta proposta €
mais simples do que as sugeridas por [39], [43] e [44] pois, simplesmente, modifica-se a
interface guia-ar de forma a torna-la menos abrupta, variando o indice de refragdo de
forma gradativa. Com essa modificagdio, conseguiu-se ecliminar o efeito da
singularidade.

A titulo de visualizagfio e comparagdo do comportamento do campo magnético
majoritario Hy, a Figura 19 (a) e (b) apresenta o campo antes e (c) e (d) ap6s a aplicagdo
do filtro espacial.

Examinando as componentes do campo magnético obtidas pelo formalismo
vetorial completo de quarta ordem na Figura 19 (a) nota-se que hd uma amplia¢do do
valor do campo majoritario Hy, exatamente no ponto onde ocorre a descontinuidade. O

que ¢ coerente, considerando a natureza divergente da singularidade [42].
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CAMIP'O Hx

FIGURA 19 Comparagéo entre a componente de campo magnético Hy. (a) e (b) formalismo de quarta
ordem com a presenga da singularidade. (c) e (d) formalismo de quarta ordem com variagéio gradativa do

indice de refra¢io guia-ar.

A visualizagdo grafica das componentes do campo magnético, para as diferentes
espessuras da camada guiante, esta apresentada em duas figuras separadamente. A
Figuras 20 apresenta a visualizagdo em trés dimensdes € o contorno do campo para a
altura do rib t; = 0,5um. Na Figura 21 estdo mostrados apenas o contorno do campo

magnético para as alturas t; = 0,1lume t; = 0,9um.
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FIGURA 20 Componentes do campo magnético para o guia tipo rib geradas a partir do formalismo SOR
vetorial de segunda ordem. (a) componente majoritaria Hy em trés dimensdes, (b) componente minoritéria

Hy em trés dimensges, (c) contorno da componente Hy (d) contorno da componente Hy.

Conforme Figura 20, verifica-se que a amplitude do campo minoritario Hy esta na
mesma ordem de grandeza da componente majoritaria Hy. Isto, diferente do que
acontece para as fibras Opticas estudadas, ressalta que a componente do campo Hy €
significativa, confirmando que o modo em guias tipo rib ¢ essencialmente hibrido.

No intuito de avaliar a distribuigio final das componentes do campo magnético

quando o pardmetro t ¢ alterado, apresenta-se na Figura 21 essa distribuigéo.
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FIGURA 21 Componentes de campo magnéticas para o guia tipo rib geradas a partir do formalismo SOR

vetorial de segunda ordem, para diferentes 1. (a) componente majoritaria H, para t = 0,1pm e (b)

componente minoritaria Hy para t = 0,1pm; (c) contorno da componente Hy para t =0,9um e (d) contorno

da componente Hy para t =0,9um.

Feita a aferi¢io dos métodos de segunda e quarta ordem, no préximo Capitulo os

formalismos desenvolvidos sdo aplicados nas fibras microestruturadas. Tendo em vista

os bons resultados numéricos do formalismo semivetorial, o objetivo é o de investigar

em quais situagdes de andlise das fibras microestruturadas havera a necessidade de se

operar, obrigatoriamente, com o formalismo vetorial completo
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5. Estudo das fibras opticas microestruturadas pelo método

SOR

Nos capitulos anteriores foram apresentadas algumas caracteristicas das fibras
6pticas microestruturadas, assim como o detalhamento dos formalismos escalar,
semivetorial e vetorial completo do método SOR. Como ja comentado um dos objetivos
deste trabalho ¢ investigar para quais situagdes de projeto das fibras Opticas
microestruturadas deve-se utilizar o formalismo vetorial completo. Entdo, neste capitulo
serd definida uma figura de mérito para examinar a diferenga entre os resultados
gerados com relagio ao indice efetivo, para os trés formalismos do método SOR de
segunda ordem implementados. Em seguida, serd investigada a diferenga entre os
resultados gerados, também pelos trés formalismos, com relagéo ao célculo da dispersio

nas fibras microestruturadas.

5.1 Comparagio entre os formalismos com relagio ao cilculo do

indice efetivo

Na apresentagio das fibras 6pticas microestruturadas (Capitulo 2) foi mencionado
que entre as principais vantagens dessas fibras estd a sua alta flexibilidade de projeto.
Neste projeto das fibras faz-se necessario analisar trés pardmetros fisicos fundamentais,
o espagamento entre os furos de ar, 4, o diémetro dos furos de ar, d e o comprimento de
onda, 4. Visando otimizar o estudo das fibras microestruturadas, os trés pardmetros
fisicos sio normalizados. Nesse caso, passa-se a trabalhar apenas com dois pardmetros,
o fator de preenchimento de ar, f, o qual é definido como = d/A e com o fator de escala,
S, definido como S = /4.

Neste trabalho as figuras de mérito adotadas para comparagio sfio a diferenga
relativa percentual entre o formalismo escalar e o formalismo vetorial completo, DRgy,
conforme equagfio (5.1), e também, a diferenga relativa percentual entre o formalismo

semivetorial e o formalismo vetorial completo, DRgy, conforme equagéo (5.2).
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Verificou-se neste trabalho que a grande vantagem de se utilizar os pardmetros
normalizados f ¢ S ¢ que, conforme serd demonstrado, duas fibras microestruturadas
apresentando valores idénticos de f'e S apresentardo, independentemente dos pardmetros
fisicos, valores iguais para o indice efetivo do modo fundamental. Este fato ¢ de grande
valia no que concerne a construgdo de gréficos de projeto, uma vez que a partir de
valores fixos de f e S, pode-se analisar uma familia de fibras microestruturadas,
economizando-se tempo computacional.

Analisando a Figura 22 pode-se comprovar a afirmativa acima, de que o valor do
indice efetivo permanece constante para valores fixos dos pardmetros /¢ S. Para essas
simulagdes foram alterados proporcionalmente, o didmetro dos furos de ar, d, o
espagamento entre os furos de ar, 4 ¢ o comprimento de onda, A de forma a manter tanto
o fator de preenchimento de ar, £, quanto o fator de escala, S, constantes. Foi calculado o
valor do indice efetivo em fungfio do comprimento de onda para S =0,4;0,8;1,2¢e 1,6 ¢
para f = 0,45; 0,60; 0,75 e 0,90. A fibra microestruturada simulada é formada por 14
anéis. A discretizagio, A, = A, é fungfio da janela computacional, Ly = Ly a qual é
ajustada conforme o valor do espagamento, 4 que, por sua vez, ¢ fungdo de S.

Deve-se ressaltar que os pardmetros fisicos da grande maioria das fibras 6pticas

microestruturadas encontradas na literatura, encontram-se entre:
Fator de preenchimento de ar : 0,45 < f < 0,90;

Espagamento entre os furos de ar: 0,8um < A4 < 3,0pm;

Comprimento de onda: 0,6pym < A < L,6pm.
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FIGURA 22 Célculo do indice efetivo em fungfio do comprimento de onda para S=0,4, 0,8, 1,2 e 1,6.
(a) /= 0,90; (b) /= 0,75; () f= 0,60; (d) f = 0,45.

Uma das caracteristicas das fibras microestruturadas, que pode ser observada na
Figura 22 é que, aumentando a relagiio A/, isto é, aumentando o comprimento de onda
em relagdio ao espagamento A, o valor do indice efetivo tende a diminuir. Isto pode ser
explicado, conforme comentado no Capitulo 2, pelo fato de que, ao aumentar o
comprimento de onda 2, o campo eletromagnético tende a se estender em diregdo aos
anéis mais externos da fibra microestruturada. Essa maior interagio do campo
eletromagnético com os furos de ar diminui o indice de refragéio da casca, reduzindo,
portanto, o valor do indice efetivo.

Na Tabela 6 estdo listados alguns valores de S dentro da faixa de variagfo
proposta do comprimento de onda. Foram, entdo, determinados os valores do
espagamento, 4, e os valores especificos do didmetro, d, a fim de manter o fator, f,

constante. Na Tabela 7 estdo listados os valores de Ly e A utilizados nas simulagdes.
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TABELA 6 Diferentes valores simulados no projeto das fibras microestruturadas

diimetro dos furos de ar
S=A1 A A f=0,90 f=0,75 f=10,60 =045
0.4 0,6 1,5 1,35 1,125 0,9 0,675
0,4 0,8 2 1,8 1,5 1,2 0,9
04 1 2,5 2,25 1,875 1,5 1,125
0,4 1,2 3 2,7 2,25 1,8 1,35
0,6 0,6 1 0,9 0,75 0,6 0,45
0,6 0,8 1,333333 1,2 1 0,8 0,6
0,6 1 1,666667 1.5 1,25 1 0,75
0,6 1,2 2 1,8 1,5 1,2 0,9
0,6 1,4 2,333333 21 1,75 1,4 1,05
0,6 1,6 2,666667 2,4 2 1,6 1,2
0,8 0,6 0,75 0,675 0,5625 0,45 0,3375
0,8 0,8 1 0,9 0,75 0,6 0,45
0,8 1 1,25 1,125 0,9375 0,75 0,5625
0,8 1,2 1,6 1,35 1,125 0,9 0,675
0,8 1,4 1,75 1,575 1,3125 1,05 0,7875
0,8 1,6 2 1,8 1.5 1,2 0,9
1 0,8 0,8 0,72 0,6 0,48 0,36
1 1 1 0,9 0,75 0,6 0,45
1 1,2 1,2 1,08 0,9 0,72 0,54
1 1,4 1.4 1,26 1,05 0,84 0,63
1 1,6 1,6 1,44 1,2 0,96 0,72
1,2 1 0,833333 0,75 0,625 0,5 0,375
1,2 1,2 1 0,9 0,75 0,6 0,45
1,2 1,4 1,166667 1,05 0,875 0,7 0,525
1,2 1,6 1,333333 1,2 1 0,8 0,6
1,4 1 0,714286 0,642857 0,535714 0,428571 0,321429
1,4 1,2 0,857143 0,771429 0,642857 0,514286 0,385714
1,4 1,4 1 0,9 0,75 0,6 0,45
1.4 1,6 1,142857 1,028571 0,857143 0,685714 0,514286
1,6 1,0 0,625 0,5625 0,46875 0,375 0,28125
1,6 1,2 0,75 0,675 0,5625 0,45 0,3375
1,6 1.4 0,875 0,7875 0,65625 0,525 0,39375
1,6 1,6 1 0,9 0,75 0,6 0,45
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TABELA 7 Valores da jancla computacional, L, = L, e da discretizagéio, A = Ay

S = /A A A L,=L, As= Ay
0,4 0,6 1,5 4,3510° 1,08 107
0,4 0,8 2 5,810° 1,45 107
0,4 1 2,5 7,25 10° 1,81 10"
0,4 1,2 3 8,710” 2,175 107
0,6 0,6 1 2,910 7.2510%
0,6 0,8 1,333333 3,87 10° 9,710°
0,6 1 1,666667 4,8510° 1,2107
0,6 1,2 2 5810° 1,45 10"
0,6 1,4 2,333333 6,77 107 1,69 10”7
0,6 1,6 2,666667 7,7310° 1,94 10
0,8 0,6 0,75 2175107 543107
0,8 0,8 1 2,910° 7,25 10"
0,8 1 1,25 3,625 10” 9,0625 10°
0,8 1,2 1,5 4,25 107 1,0875 107
0,8 1,4 1,75 5,075 10° 1,210
0,8 1,6 2 5810° 1,45 10"

1 0,8 0,8 2,3210° 5,48 10™

1 1 1 2,910° 7,25 10°

1 1,2 1.2 3,48 10° 8,710°

1 1,4 1,4 4,06 107 1,015 107

1 1,6 1,6 4,64 10° 1,16 10°
1,2 1 0,833333 2,417 10° 6,04 10°
1,2 1,2 1 29107 2,2510°
1,2 1,4 1,166667 3,3810° 8,45 107
12 1,6 1,333333 3,8710° 9,6 107
1,4 1 0,714286 2,07 10” 5178 10™
1,4 1,2 0,857143 2,4857 10° 6,214 10°
1,4 1,4 1 29107 7.2510°
1,4 1,6 1,142857 3,314 10° 8,28 10°
1,6 1,0 0,625 1,8125 107 4,53 10°
1,6 12 0,75 217510 5,437 10°
1,6 1,4 0,875 2,5375 107 6,34 107
1,6 1,6 1 29107 7,25 10°
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A Figura 23 apresenta os resultados obtidos em fungéio da figura de mérito pré-
definida. Visualiza-se a diferenca relativa percentual entre os valores do indice efetivo
gerados pelos formalismos semivetorial e escalar com relagéo ao valor fornecido pelo
formalismo vetorial completo. Deve-se lembrar que o formalismo semivetorial despreza
o acoplamento entre as componentes transversais de campo. Ja o formalismo escalar
despreza, tanto o acoplamento entre as componentes de campo quanto 0s efeitos de
polarizagio. Dessa forma, o tempo de simulagfio ¢ o esfor¢o computacional utilizado
pelo formalismo escalar sdo menores do que o empregado na simulagdo com o
formalismo semivetorial. Este, por sua vez, demanda um menor tempo de simulagéo e
requer um menor esforgo computacional que o exigido na simulagéio com o formalismo

vetorial completo.

=050 a2 ]
12 =00 (ORe o e ]
E =060 S
g =045 /.‘ :
2 —- g
ﬁ 0,1 3 A — if .
o E s
& / /. _
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FIGURA 23 Diferenca relativa percentual entre os valores do indice efetivo gerados pelos formalismos

escalar e semivetorial com relagiio ao vetorial completo, para quatro valores distintos de .

Pode-se recorrer a Figura 23 e avaliar a precisio dos resultados gerados pelos
formalismos escalar e semivetorial com relagfio ao formalismo vetorial completo. Dessa
forma, se no projeto das fibras microestruturadas necessita-se apenas estimar o valor do

indice efetivo, dependendo da precisio requerida ndo ¢ necessario o uso do formalismo
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vetorial completo, podendo-se utilizar um dos formalismos mais simples, o que
demanda um menor tempo de simulagdo.

Se, por exemplo, a diferenca relativa percentual aceitéavel for menor que 0,1%,
desde que o valor S esteja aproximadamente abaixo de 1,20, pode-se utilizar o
formalismo escalar. Para valores de S acima de 1,2, verifica-s¢ na Figura 23, que o
formalismo escalar apenas apresenta uma diferenga relativa de 1,0%. Ademais, se
houver a necessidade de uma precisio em torno de 0,01%, o formalismo escalar s
poder4 ser utilizado para S < 0,5. Com relagéo ao formalismo semivetorial, a diferenga
relativa percentual permanece sempre acima de 0,1%, praticamente na ordem de 0,01%.
Caso seja necessaria uma maior precisiio nos resultados, por exemplo, uma diferenca
relativa na ordem de 0,001%, que corresponde a um erro na quinta casa decimal do
indice efetivo, o formalismo semivetorial s6 pode ser utilizado quando S < 0,5. Se a
fibra apresentar o valor de S > 0,5 e a precisdo desejada for maior que 0,001% faz-se
necessério 4 utilizagdo do formalismo vetorial completo.

Outra caracteristica das curvas da Figura 23 é que a diferenga relativa tende a
aumentar com o aumento de S. Este fato pode ser explicado analisando o confinamento
do campo eletromagnético no nicleo da fibra. Para tal, a figura 25 apresenta o calculo
do fator de confinamento, I'y, em fungéio do comprimento de onda e também o calculo
do fator de confinamento em fungfio do fator de escala. O fator de confinamento
representa a quantidade relativa de poténcia optica transportada no niicleo, podendo ser

calculada integrando-se o vetor de Poynting conforme a expresséo [49]:

(DI

r 2
‘f f]H\I dxdy

(5.3)

Para a analise das fibras microestruturadas o raio do nucleo, p, foi considerado

fixo, tendo dimens#io p = 4 conforme ilustrado na Figura 24.
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FIGURA 24 Representagiio esquemética da regidio do niicleo na fibra microestruturada.
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Dessa forma, a Figura 25 apresenta o fator de confinamento do campo
eletromagnético para o parimetro f entre 0,45 e 0,90, simulados pelo formalismo

vetorial completo.

Fator de escala S=MA
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FIGURA 25 Fator de confinamento do campo eletromagnético para /= 0,90; 0,75; 0,60 e 0,45.

Analisando a Figura 25 observa-se que, com o aumento do comprimento de onda,
ou seja, aumento de S, a poténcia Optica transportada pela regido do nicleo tende a
diminuir. Com isso explica-se porque, ao aumentar o pardmetro S, Figura 23, a
diferenga relativa entre os formalismos semivetorial e escalar com relagdo ao
formalismo vetorial completo tende a aumentar. Quanto maior for S, maior a
intensidade de campo na regio da casca, diminuindo, dessa forma, a precisdo dos
formalismos.

Nas fibras Opticas microestruturadas ocorre algo semelhante ao verificado nas
As fibras

microestruturadas com menor f, isto ¢, menor contraste de indice de refragfo entre

fibras opticas indice degrau convencional. simulagdes para as

nicleo-casca, apresentam resultados com melhor precisiio se comparados com as
simulagdes para as fibras com maior f, ou seja, fibras com maior contraste de indice de
refragdo. Este fato s6 ndo € valido quando o formalismo semivetorial ¢ utilizado nas
fibras com /= 0,90 e S > 1,0, ou seja, quando houver um forte confinamento de campo e

um alto contraste de indice de refragfo. Neste caso, o campo eletromagnético apresenta-
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I's

se tdo intensamente confinado que o aumento do pardmetro S ndo € suficiente para
diminuir a precisfo do formalismo semivetorial.

Por fim, por meio da Figura 23 ¢ analisando apenas o fator de escala, S, e o fator
de preenchimento de ar, f, pode-se saber se os resultados gerados pelos formalismos
escalar ou semivetorial estdio ou nfio dentro de uma margem de erro aceitavel. Dessa
forma, pode-se concluir, que dependendo da precisfio desejada no projeto das fibras
microestruturadas, pode-se ou nfio recorrer ao formalismo escalar. Com relagdo ao uso
do formalismo semivetorial no projeto das fibras microestruturadas, conforme a
referéncia [11] ja havia afirmado, pode-se concluir que sua utilizagdo fornece uma boa
precisio de resultados, podendo-se utilizd-lo com seguranga no projeto das fibras
microestruturadas. A utilizagdo do formalismo vetorial completo fica, ent#io, restrita aos

casos particulares onde é necessaria uma grande preciséo nos resultados.

5.2 Comparagio entre os formalismos com relac¢iio ao cilculo da

dispersio cromatica

No estudo das fibras microestruturadas hd um grande interesse no calculo da
dispersdo cromatica, a qual pode ser projetada tanto para ser proxima de zero e plana,
quanto para apresentar um grande valor negativo com uma determinada inclinagdo [13],
[22]. Desta forma, as fibras microestruturadas podem ser usadas para transmissio em
enlaces de comunicagdo Opticas e para compensagiio de dispersdo em enlaces que

utilizam fibras convencionais [25]. A dispersfio cromatica total ¢ definida por:

A 52"81;(/1)
D= S
! c oA B

No entanto, como comentado no Capitulo 2, o calculo da dispersdo cromética, D
pode ser feito por uma aproximagfio, proposta inicialmente por Ferrando e co-autores
[18], resultante da composi¢do linear entre a dispersdo de guia de onda, Dy, e da

dispersdo de material, Dy,, conforme equag@o (5.5).

D, = Dwg + Dy (55)
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Neste caso, no calculo da dispersdio de guia de onda considera-se a silica como
material nfio dispersivo, ou seja, despreza-se a variagdo do indice de refragdio da silica

em fungdio de 1. A dispersiio de guia de onda pode, entdo, ser calculada [18]:

B = 4 azneﬂ.
= c oA

(5.6)

Deve-se ressaltar que a dispersdo de guia de onda ¢ fungfo da segunda derivada do
indice efetivo em fungdo do comprimento de onda, o qual tem valores diferentes para o
mesmo S, conforme pode ser observado na Tabela 6. Este fato é fundamental para
entender porque, mesmo as fibras microestruturadas apresentando valores idénticos para
S e £, isto €, os mesmo valores do indice efetivo, nfio irdio apresentar o mesmo diagrama
de dispers@o.

A dispersio de material, D,, por sua vez, ¢ calculada por meio da segunda
derivada do indice de refragio em fungfio do comprimento de onda. A variagdo do
indice de refragfio da silica em fungfio de A pode ser obtida pela equagdo de Sellmeier

[49]. A dispersio de material pode ser expressa conforme equagéo (5.7) [18]:

A 0. (A
Dm=——“lﬁ§l (5.7)
c 04

Tendo definido a dispersdio cromatica, ¢ antes de avaliar a precisdio dos resultados
gerados pelos formalismos escalar e semivetorial no calculo de Dr, faz-se necessario
examinar duas questdes: 1°) avaliar para quais casos das fibras microestruturadas ¢
valida a aproximacio feita pela equagfio (5.5); 2°) se a utilizagio dos pardmetros
normalizados f e S permite reduzir o nimero de simulagdes e estudar uma familia de
fibras a partir de um mesmo grafico de disperséo.

Inicialmente & apresentado na Figura 26, para alguns valores do pardmetro S, o
comportamento do indice efetivo para dois casos distintos. No primeiro caso simulado,
Figura 26 (a), o indice de refragdio da silica foi considerado fixo, ns; = 1,45, enquanto
que no segundo caso, Figura 26 (b), o indice de refragfio da silica é dependente do
comprimento de onda A. Nessa figura foi considerado apenas o caso de /= 0,9. Pode-se,
entdo, diferenciar as duas maneiras de se calcular a dispersfio cromatica. Uma das

possibilidades, por meio da equagfio (5.4), considera a silica como um material
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dispersivo, Figura 26(b). A outra possibilidade para o cilculo da dispersdo cromdtica ¢
pela equagiio aproximada (5.5), a qual considera separadamente o cfeito dispersivo da
silica, Figura 26(a). Para avaliar para quais situagdes essa aproximagdo € valida foram

examinados dois casos distintos com os resultados apresentados nas figuras 27 ¢ 28.
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FIGURA 26 indice efetivo em fungdio do comprimento de onda para a fibra microestruturada com /= 0,9

eS=0,4,08, 1,2e1,6; (a) ng = 1,45 (b) ng; = valor resultante da formula de Sellmeier.

O primeiro caso, de um fraco confinamento do campo eletromagnético, ¢
apresentado na Figura 27. Figura 27 (a) apresenta as curvas de dispersio de material, de
guia de onda e de dispersdo cromatica dada pela equagfio aproximada (5.5). A Figura 27
(b), por sua vez, compara a curva de dispersdo cromética gerada diretamente pela
equagdo (5.4) com a calculada anteriormente pela equagfio (5.5). Para essas figuras,
foram considerados os pardmetros /= 0,75 ¢ S variando entre 0,4 ¢ 1,6 ¢ 4 = 1,5um.
Observa-se na Figura 27 (b), que o célculo da dispersdo cromética pela equagdo
aproximada (5.5) ndo correspondeu ao resultado fornecido pela equagdo (5.4),

principalmente para comprimento de ondas menores.
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FIGURA 27 Célculo da dispersiio cromética para /= 0,75. (a) dispersdio de material, disperséio de guia de
onda dispersdo e dispersio cromatica dada pela equagdio (5.5); (b) Comparagdo enfre disperséio cromatica

dada pela equagiio (5.4) com a dispersiio cromatica dada pela equagéo (5.5)

As curvas de dispersio geradas pelas equagdes (5.4) e (5.5), foram, entdo,
comparadas para um caso oposto ao anterior, ou seja, para um forte confinamento do
campo eletromagnético. Os pardmetros utilizados nessa simulagéo foram, /= 0,90, S
variando entre 0,4 e 1,6 e 4 = 1,0pm. A Figura 28(a) mostra o comportamento das
curvas de dispersdo de material, de guia de onda e de dispersdo cromatica dada pela
equacio (5.5). A Figura 28(b) compara as curva de disperséio cromatica obtidas com as
equagdes (5.4) e (5.5). Portanto, o calculo da dispersio cromatica como proposto por
Ferrando [18], equacdo (5.5), fornece valores semelhantes ao calculado pela equagio

(5.4) desde que o campo seja fortemente confinado.
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FIGURA 28 Calculo da dispersiio cromatica para f= 0,90. (a) dispersiio de material, dispersiio de guia de
onda dispersio e dispersio cromatica dada pela equagiio (5.4); (b) Comparagio entre dispersdo cromatica

dada pela equagiio (5.3) com a dispersfio cromdtica dada pela equagdio (5.4)
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Pode-se concluir a partir destes resultados que o calculo da dispersdo cromatica
pela equagdo aproximada D = Dy + Dy proposta por Ferrando € valido apenas para a
fibra microestruturada com um forte confinamento do campo eletromagnético (f= 0,90).
Para um fraco confinamento do campo eletromagnético (f = 0,75) essa equagdo
aproximada apresenta-se menos adequada, principalmente em comprimentos de onda
mais curtos, onde a influéncia da dispersdo material ¢ mais intensa.

Apbs avaliar a validade da aproximagfo da equagéo (5.5) proposta por Ferrando e
co-autores em [18], agora serd investigada a utilizagdo de f e S. Para avaliar se
realmente & possivel obter vantagens na utilizagdo dos pardmetros f e S no célculo da
dispersfio, a silica foi considerada como material ndo-dispersivo. O indice de refragéo
foi mantido fixo, nsi = 1,45, pois, nesse caso, as fibras microestruturadas apresentando
valores idénticos de f ¢ S apresentarfio, independente dos pardmetros fisicos, valores
iguais para o indice efetivo. Como a dispersdo material ndo ¢ fungdo dos pardmetros
fisicos das fibras microestruturadas pode-se simplesmente examinar a dispersdo de guia
de onda. Para isso, foram estudadas quatro fibras microestruturadas com diferentes
parametros fisicos (4, d) com A = 0,75pm; 1,00pm; 1,25pm e 1,50pm. Calculou-se o
valor do indice efetivo para uma faixa de valores de S entre 0,4 e 1,6 e para f fixo,
/=0,90. A Figura 29 apresenta o grafico correspondente ao célculo da dispersido de guia

de onda gerado pelo formalismo vetorial completo para as quatro diferentes estruturas.
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FIGURA 29 Dispersio guia de onda em fungfio do parimetro S, pelo formalismo vetorial completo, para

quatro diferentes fibras.
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Analisando a Figura 29, verifica-se que, para o mesmo valor de S, as fibras
microestruturadas apresentam diferentes valores de dispersio de guia de onda, apesar de
apresentarem o mesmo valor do indice efetivo. Este fato ¢ devido aos diferentes valores
do comprimento de onda investigados para o mesmo S, pois ao efetuar a segunda
derivada no calculo da dispersdo, conforme equagfio (5.5), resultam valores diferentes
para a Dy, Para se comprovar a variagio da D, em fungéio da variagio do indice
efetivo com o comprimento de onda, a Figura 30 apresenta, para as quatro estruturas, o

grafico de dispersiio de guia de onda em fungéio do comprimento de onda 4.
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FIGURA 30 Dispersio guia de onda em fungdo de A pelo formalismo vetorial completo para quatro

diferentes fibras.

Com relagfio as curvas de dispersdo de guia de onda quanto menor o espagamento
A, maior ¢ a concavidade da curva, resultando, para a faixa de A investigada, valores de
dispersdo mais negativos a medida que se aumenta o comprimento de onda.

Com a utilizago dos pardmetros normalizados S e f € possivel reduzir o nimero
de simulagdes e determinar o valor do indice efetivo para uma grande familia de fibras
microestruturadas. Entretanto, esse raciocinio ndo € valido no estudo da dispersfo
cromatica. Devido a sua formulagdo, ou seja, a segunda derivada, a alteragio de
qualquer um dos pardmetros fisicos da fibra acarretarda um novo valor de dispersdo,

exigindo uma nova simulagfo a cada alteragdo de um dos parmetros geométricos.
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Como um dos escopos do trabalho € a comparagfio entre os resultados gerados
pelos (rés diferentes formalismos no calculo da dispersdo cromatica total, equagéo (5.4),
a Figura 31 apresenta o diagrama de dispersio gerado pelos trés formalismos, escalar,
semivetorial e vetorial completo. Nessas simulagdes foram considerados dois casos

distintos, /= 0,90 e /= 0,45, ambos para o espagamento 4 = 1,0pm.
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FIGURA 31 Cilculo da dispersédo cromatica. (a) f= 0,90 e A = 1,0pm; (b) /= 0,45 e 4 =1,0pm.

Por fim, para melhor visualizagdo, a Figura 32 apresenta a diferenga entre os
valores gerados pelos formalismos para os dois casos apresentados acima. Foi calculada
a diferencga entre o formalismo escalar e vetorial completo e também, a diferenga entre o

formalismo semivetorial e vetorial completo no célculo de Dr.
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FIGURA 32 Comparagfio entre os resultados gerados pelos formalismos no célculo da dispersfio

cromatica para f= 0,45 e f=0,90.
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Analisando as Figuras 31 e 32, verifica-se que, assim como no calculo do indice
efetivo, também no célculo da dispersdo cromatica o formalismo semivetorial forneceu
resultados muito préximos aos fornecidos pelo formalismo vetorial completo,
evidenciando, novamente, uma excelente precisfio. J4 o formalismo escalar, devido as
simplificagdes discutidas no Capitulo 3, gera resultados com menor preciséo.

Portanto, o objetivo deste trabalho, que era invesligar para quais siluagdes de
projeto das fibras microestruturadas seria necessaria a utilizagéio do formalismo vetorial
completo, foi alcangado. Por meio da figura de mérito adotada, construiu-se o grafico
correspondente a Figura 23, no qual encontram-se as informagGes necessarias para se
determinar a precisio que cada formalismo ird fornecer para o indice efetivo. Dessa
forma, dependendo da precisio requerida e dos pardmetros fisicos da fibra
microestruturada sabe-se se serd ou ndo necessario recorrer ao formalismo vetorial

completo.
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6. Conclusoes

Nesse trabalho foram estudadas as principais caracteristicas das fibras
microestruturadas, sendo implementado, em diferengas finitas, o método numérico da
sobre relaxagdo sucessiva (SOR) na forma escalar, semivetorial e vetorial completa com
aproximagdes de segunda e quarta ordem.

Analisando os dados das Tabelas 1-5 no Capitulo 4, fica caracterizado que para os
guias de onda avaliados, o formalismo escalar ¢ 0 que apresenta resultados com menor
precisio. O formalismo semivetorial tem boa concordancia com o vetorial completo na
maior parte dos casos estudados, ¢ em situagoes especificas, como guias tipo rib, pode
fornecer valores até mais precisos para uma mesma discretizagéo. Ficou demonstrada a
validacdo e a eficiéncia computacional do método SOR para os trés formalismos.

Outra andlise importante foi feita com relagdio & velocidade de convergéncia em
fungfio do pardmetro de relaxagdo @. Com as equagdes (3.18) a (3.20) foi possivel
estabelecer um valor 6timo para @. O pardmetro de relaxagfo iterativo utilizado nesse
trabalho apresentou uma boa velocidade de convergéncia, sendo eficiente para todas as
estruturas estudadas, considerado, portanto, como ®-6timo.

Na modelagem matemética das fibras microestruturadas pelo método SOR, a
figura de mérito foi adotada como sendo a diferenga relativa percentual entre o
formalismo vetorial completo ¢ o formalismo escalar, e também, a diferenga relativa
percentual entre o formalismo vetorial completo e o formalismo semivetorial.
Determinou-se que a grande vantagem de utilizar os pardmetros normalizados fe S ¢é
que, independente dos pardmetros fisicos utilizados, duas fibras microestruturadas
diferentes, mas que apresentem valores idénticos de /e S apresentam valores iguais para
o indice efetivo do modo fundamental, conforme demonstrado na Figura 22 do Capitulo
5. Ainda no Capitulo 5, no projeto das fibras microestruturadas, pode-se recorrer a
Figura 23 e escolher, conforme a necessidade de precisdo nos resultados, qual
formalismo pode ser utilizado. Por fim, foi feito um estudo com relagéo a dispersdo nas
fibras microestruturas. O calculo da dispersdo cromética pela superposi¢do da dispersdo
de material mais dispersdo de guia de onda s6 é valido quando a fibra apresenta um

forte confinamento, ou quando a dispersdo de material ¢ proxima de zero. No estudo
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comparativo com relagdo a dispersdio cromatica, o formalismo escalar apresentou menor
precisio, e novamente os resultados gerados pelo formalismo semivetorial apresentaram

excelente concordéncia com o formalismo vetorial completo.
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I. Apéndice — Diferencas Finitas

Entre as possiveis solugdes numéricas de equagdes diferenciais parciais a técnica
da aproximag#io em diferengas finitas ¢ amplamente difundida e utilizada. A idéia basica
dos varios métodos de diferencas finitas existentes é substituir as derivadas parciais de
uma equagfo diferencial por aproximagdes baseadas nas expansdes em séries de Taylor
na regido dos pontos de interesse, isto €, relacionar valores da fungfio f(x) e suas

derivadas, num ponto x, com valores dessa fungdo na vizinhanga de x, ou seja, f(x + h) e
flx-h).

Seja a expansdo em série de Taylor:

Fleeh)=£(x)+ f'(x)(h)+_f”(’;)!(h)z A 0 " (La)

(n+1) &,

)= () - 7))+ L20L ()'Xh) M()rgg(f))m — K (1.b)

Nota-se que a ordem da derivada em x é n+1, o ltimo termo da expressdo R, €0

erro de aproximagio de f{x + /) ¢ o grau do polinémio € (n+1).

Para melhor entendimento, o problema pode ser visualizado de forma bi-
dimensional na Figura 22. Sejam xp € yp nimeros reais e # um numero inteiro positivo.

Define-se malha de passo /4 associada a xg e yg sendo o conjunto dos pontos:

%, =X, Lih (2.a)

vy, =yt jh (2.b)

com: i,j =1, 2, ..., n, conforme ilustra a Figura 22.
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FIGURA 33 Malha discretizada em diferengas finitas.

Sendo a fungdo f{x,), pode-se expandi-la em serie de Taylor nas vizinhangas do
ponto x e y, com / sendo a disténcia entre dois pontos adjacentes em x e y, conforme

ilustrado na Figura 22.

Seja o erro E(x,h): h"R, (x), onde R,(x) nio depende de h. A ordem do erro ¢

fornecida pelo valor de p, e a notagdo utilizada é: O(#’)

I.1. Aproximagio em diferengas finitas de primeira e segunda ordem

A.1) Primeira derivada

A. 1. 1- Primeira ordem

A aproximagdio de primeira ordem para a primeira derivada f’(x) € fornecida pela
equagiio l.a e 1.b, e deve ser obtida considerando-se os dois primeiros termos da série,
com erro de truncamento a partir do terceiro termo. Isolando o termo que contém a

primeira derivada

de Latem-se f'(x)= / (JH“hI)—f (x) _ Og’) 3)
i
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que ¢ denominada férmula progressiva.

ede 1.btem-se: y'(v)= /()= if (x—4) i Og') 4)

1

que ¢ denominada formula regressiva.

A. 1.2- Segunda ordem

Para a aproximagio de segunda ordem, a primeira derivada ¢ obtida subtraindo-se a

equagfio 1.a da equagfio 1.b, com erro de truncamento a partir do quarto termo.

Equagfio La: f(x+h)= f(x)+ f'(x)h) + % +O(h)

Equagdo 1.b: f(x—h)= f(x)- f "(x ) + M —- o)

2!

Subtraindo e isolando f"(x) resulta:

) J (Hh)z_hf (r—h) 0(;'2) (5)

denominada formula centrada.

A.2) Segunda derivada

A.2.1- Segunda ordem

O tratamento da derivada segunda para aproximagéio de segunda ordem € obtido
truncando a expansio da série Taylor a partir do quinto termo. A féormula centrada para

a segunda derivada ¢ calculada somando-se as equagdes 1.ae 1.b.
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de La: f(x+h)=f(x)+ f(x)Xn)+ / "(;)l(h)2 L LGB, o0rt)

3! 4!

de Lb: f(x—h)=f(x)- £ (x)n)+ f"(k)(h)z f"'(;)(h) O(j

Somando e isolando f"'(x) resulta:

o) L6+~ Z‘ZSX)Jr fle-h) 01(122) ©)

I.2. Aproximag#do em diferengas finitas de quarta ordem

B.1) Primeira derivada

As aproximagdes numéricas podem ser melhoradas aumentando-se a ordem do
erro. Para isso, torna-se necessaria a utilizagdo de mais pontos na vizinhanga de x € .
Na aproximagiio de quarta ordem, dois pontos sdo considerados em cada lado na

vizinhanga do ponto central (x,).

Neste caso, a aproximagéo para a primeira derivada f’(x) € obtida subtraindo-se a
equagdo 1.a da equagfio 1.b, com o erro de truncamento sendo dado pelo sexto termo da

série de Taylor:

de 1.a: (x+ h) f(\) +f (x)(h) + ( )(h) f3 (3:2(}1)3 f (1)'(]?) 0(5};5

de 1.b: f(x=h)=f(x)- £ (x)Xn)+ f"(-‘;)!(h)l ) fs(:;?(h)z . f4(«:)!(}z)4 _0(5115)

FlesB)-1G-8) = 27GHR) + 2L (*)(h) 20;11

Dividindo por 2h e rearranjando:
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7'(x)= flx+h)- f(x —h) 3 | & (1')(/1)2 B Oo(h*)

2.h 3 5!
Fu w,—2u,,+2u , —u._, o _
Sabe-se que: = 3 . Substituindo na equagédo
0 2h
acima:

()= flen)=fle=h)  (Fe+2m)-2/(c+h)+2f(x—h)- flx- 2m)fin?) _o(h")
oY 2h 32n° 5!

Rearranjando resulta em:

f'(X)=ﬁ(—f(x+2h)+8f(x+h)—8f(x—h)+f(x_2h)) _ O(; ) )

B.2) Segunda derivada:

A segunda derivada f”’(x) é obtida pela soma das equagdes 1.a e 1.b, com o erro de

truncamento dado pelo sétimo termo da série. A expressdo fica:

de 1a: f(x+h)=f(x)+ f* (r}(h)+ /" )(h) 3(-2(")3 +f4(-")(h) £3E)RY O(h

41 5! 6!

de 1.b: f(x-h): f( ) ( Xh) ”( X’J) 3(,1')(]1)3 N f4 (_\-Xh)4 ( )(h) O(h

3 4! 5! 6!

Flesh)+ fe—n) = 27G) + 2L "(;Xh)z L2 (x')(h)“ N 20;/16)

Dividindo por h’ e rearranjando:
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v Saen)+fx-n)  27(x) 27'(Xn)  20(*)
f(x)= % - -
1 h 4l 6!

o' u(x) Uy, =, 06U, —du fu,
0 h?

X

. Substituindo esta

Sabe-se que:

expressdo na equagio acima:

it #oo12 a

)= fx+h)+1(x-h) Zf(x) ( x+2h) 4f(x+h)+6f(,x) Af(x—h)+ flx— Qh)) 200H")

Rearranjando, resulta em:

.1“'(:\-)=121h2 (= £ (e +2n) +16f(x+h) =307 (x) + 167 (x— ) - f(x —2h)) 20(/:) ”
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I1. Apéndice — Formulagéio do método SOR

Neste apéndice esta desenvolvido o formalismo matematico do método SOR
utilizando a técnica da aproximagfio em diferengas finitas desenvolvidas no apéndice 1.
No item A ¢ feito o desenvolvimento para obtengfio da equagdo vetorial de Helmholtz.
A equagdo vetorial de Helmholtz sera a base para o desenvolvimento do método SOR,
apresentado no item B, que por sua vez, est4 dividido em duas partes. Na primeira estd o
desenvolvimento do método vetorial SOR com aproximagio de segunda ordem, e na
segunda parte o desenvolvimento para a aproximagfio de quarta ordem.

Deve-se observar que o método SOR conhecido por Simultaneous Over
Relaxation ¢ construido a partir da sobre relaxagdo do método de Jacobi. Nesse
trabalho, para todos os formalismos do método SOR implementados, foram utilizados o
esquema conhecido como ‘Tabuleiro de Xadrez’, construido a partir da sobre relaxagdo
do método de Gauss-Seidel e denominado Successive Over Relaxation [28], [32].

Considerando a similaridade da derivagédo para o campo elétrico € magnético serdo
deduzidas: a equagfio de onda vetorial, semivetorial e escalar apenas para o campo

magnético.
IL.1. Obtengéo da Equagdo Vetorial de Helmbholtz.

A partir das equagdes de Maxwell, serd deduzida primeiramente a equagao

vetorial de Helmholtz.

As equagdes de Maxwell sfo:

Vsz_%?- (1a) V-D=p (16)
Vxﬁ:j+%? (2a) V-B=0 (2b)

No dominio da freqiiéncia

VxE=—joB (3)
VxH=joD+J  (4)
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D=¢E (5a)

Considerando o meio isotropico - R
B=uH (5b)

Como: u =y,

n = f%o = D=n’g (6)

Substituindo (6) em (4); como Je p =0 (meio dielétrico e regido sem fontes),

tem-se:

VxH= jogn’E
Aplicando o operador (V x) em ambos os lados da equagéo acima:
VxVxI_{':ja)go(Vxn2 E)

Utilizando a identidade vetorial: V x (¢ﬁ‘)= ¢V x F+VgxF

VxVxH= j(oso(n2Vx E]—kjws{Vﬂ&E]

Substituindo a equagfio (3) na equacdo acima:

VxVxH= j(agn(an j(ué)+ja)go[Vn2xE‘) (7)
Agora, substituindo (6) em (4):

VxH= jogn*E = B YORM (8)

joe,n’

Substituindo as equagdes (5b) e (8) na equagéo (7):
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:,-8112
I
av

i

>

Fant)

VxVxH=wo'n’ 50;1ﬁ+ja)£u vn® x

jog,

VxVx H=w'n®guH+Vn’x L gxid
n

2

i

_vxd

nZ

Operando por partes, primeiro expandindo o lado direito de (9):

O termo:
~on®  ~on’

+ +hk—|x||i
r” Py

Vn'’x 1 il equagiio (9), fica:
2

I

~

n

1 (0Hz

ay

{

(|

)
0z

Efetuando a multiplicagéo vetorial

gl
n’

J

ESCALAR _VEIOR
on’ (L aHy] 3 on’ 1 8Hx) on’ (_I_ 81%;) 2 on’ (L 6H2J
dy \n* ox oy \n* oy oz \n* oz oz \n* éx
ﬁ_ on’ ( 1 aHy] N on’ 1 oHx 4 on’ 1 o1z ) on* (1 8Hy
ox \n® ox ox \n* oy oz \n® o oz \n* oz
l on’ 1 OHz N on’ [_l_ 6H}’j N on’ (L am-] n on’ (L OHz
| o n® oy oy \n* oz ox \n® oz ox \n® ox

)

©)

(10)

(1)

(12)

Trabalhando apenas as coordenadas transversais (1,j) utilizando a identidade:

olp)_ jof  agF

=]

{

o

ou

oF __ o olgi)

on

on

ou
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Se o indice de refragdo varia lentamente em z, pode-se desprezar os termos que

. on’ on’
contém ——,logo —=0
oz 0z

A equagdo (10) fica:

[ ,o(1oeHy) o, 1 oHy) n’d( 1 0Hx) 9( . 1 0Hx
H—n —|—5 4 | W + 5 | " =
oy\n® Ox oy n° ox oy \n® 0oy ay n oy

Cancelando os termos, tem-se:

2 . 2 rr.
; _,,zi(LEEJ_’]+3 Hy 01 0Hx) 9 Hx (13)
dy\n® ox oyox oy\n® oy oy’
A equagdo (11) fica:
j: "2 ._a_[._lz_gli}iJgi[nz %@JJ "2 _g_ 'lz-gf"_j,\; +i ”2 _Lz.g‘[-it_
ox\n" Ox ox n° 0x ox\n- oy ox n* oy
Cancelando os termos, tem-se:
2775, s 2rr..
j ,,2E[L§f£}_ O’Hy ., 0( 1 OHx| O Hx (14)
ox\n® ox o’ ox\n® oy dxdy
Agora, trabalhando o lado esquerdo da equagfo (9):
Usando a identidade V xV x ﬁ:V(V . ﬁ)ﬂ ViH
De(2b) V-H=0
Expandindo o termo: — V>
5 o N 0% (r. A 2 0% (o, A a
<N H = ——2(th,ij, kHz)»———z(fH\', JHy, kHz)— —z—(in,ij, kHz)
ox oy 0z
. 0*Hx 0’Hx 9’Hx
em i: — 2\:_6 ihﬂa Ijl (15)
ox oy 0z
. 2H 2 2
em j: _6 y_6Hy_6Hy (16)

o’ oy oz
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Supondo o campo como sendo uma onda plana e escrevendo o campo como uma
parte com variagfo lenta e uma parte de variagfio rapida em z (aproximagdo de envelope

lento) pode-se escrever:

H=Hze"*

onde o termo I, descreve a variagdio lenta do campo transversal e o termo e~

descreve a variagdo rapida do campo (variagio de fase). A primeira e segunda derivadas
em relagfio a z podem entdo ser descritas como:
oH

&R = e FH an

A equago (9) era:VxVx H= " n’ s, .;J.FI +Vn’ X(JZ—V X Hr] , apos
n

substituir os termos expandidos torna-se

Na diregiio i: nas equagdes (13) e (15) substitui-se as derivadas em z pela

cquagdo (17), considerando &, = @+ 1,&, » logo:

_9’Hx 62Hx_62Hx:K2n2fﬁ_ﬂn2i(l@)+62Hy+ za[La_Hf] 0’ Hx

— 1 q—
el ayz oz* oy n’ ox Oyox ' oy n* oy 6)’2

Rearranjando, isolando Hy e multiplicando por (-1):
2 2
6—2+112—a— in +xon’-p*|H, = n %E . H, (18)
ox oy\ n” oy : oyl n* ox | oyox | ’

Na direcio ;: nas equagdes (14) e (16) substitui-se as derivadas em z pela

equagéio (17) tem-se :

2 2 2
Hy 0 H) -
O"Hy 0 29 2y=K2nzHy+n2£(

1@}_621@_ , 0 1 oHx) O'Hx
o’y o ox

n’ ox ox’ " ox\n® oy Oxoy
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Rearranjando, isolando Hy e multiplicando por (-1):

2 2
P po(10) e gy [eo(1a) 2], |,
oy Ox| n° Ox ox{ n” dy) oxdy

As equagdes (18) e (19) sdo as equagdes vetoriais de Helmholtz.

I1.2. Discretizagdo em Diferengas Finitas

B.1. Aproximagio de Segunda Ordem

Utilizando os conceitos desenvolvidos no Apéndice 1.A, serd obtida, com base
na equacdo vetorial de Helmhollz, a formulagfio vetorial completa para o método da

sobre relaxac¢fio sucessiva.

Relembrando, as aproximagdes em diferengas finitas de segunda ordem das
derivadas sdo:

6f(x,y) f;+1_j _f;—l,j

ox 2.Ax

62f(x,y) _ f:i-i-i, i 2'f;'j + f;—l,j
ot Ax?

azf(x) _ ﬁ af(x,y) 3 fn[,m s _.fHI,jkI +ff>1,;>1
oxdy  oxl ) 4AxAy

A partir desse ponto, serfio detalhadas as passagens matemaéticas apenas para a
equacdo (18). Para a equagio (19) serdio apreseniados diretamente os resullados da

discretizagfdo de cada termo.
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Equagdo (18):

2 2
—a—z—er22 Li +xin’-p*|H, = HZE L2y 9 H,
Ox oy\ n* oy ' oy n’ ox ayﬁx

O primeiro termo do lado esquerdo da equagdo (18) para a aproximagdo em

diferengas finitas de segunda ordem torna-se:

aszi‘j _ Hx,, ; —2Hx, ; + Hx,, 23
ax2 - Ax?_ ( )
Para a equagdo (19),

2 2
—a~+ﬂ23 %i +x2n*—-p*|H, = n2 0 1 2.2 H.
oy’ ox| n” ox 8}! 6.\'6}) ’

o primeiro termo do lado esquerdo torna-se:

aZH ij HV,— i+ 2Hyl +Hy,
ol a3 F = (20.a)

oy’ Ay?

Expandindo em diferengas finitas o segundo termo do lado esquerdo da equagdo

(18), que sfio as derivadas complexas, tem-se:

f _a_(i__a_[{
Toy\n;; oy

Chamando de T, . = L in
oy

iJj

Substituindo T,

a1 o 3
”iz,j A “T—er}f =2 2 1 E(HX,- .+|/)_ 2 1 Q(HT. _ If’]
a}) "i,j @) AJ) n j'j+% a}} Ty n f,j_’l/z/ @} ij-%
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Expandindo a derivada:

Y oy\n;; oy e Ay ntipl Ay Ay ntigy, Ay

2 2
noij R4

Substituindo: n’;, Y = e desenvolvendo a expresséo, resulta:

2 i _I_E_H — 25t 1 HY; o _n? 1 Hx; ; .
i 0 Z 9 S o Ant A Mot n. &Y
Y\ il i,j+l i ) i, j+l i )
1 Hx, ; 1 Hx, ;|
2n’ J +2n] ; "

) 2 2 2 2 2
! ntia +h,; Ay nija+n; Ay

Definindo:
|
2
a= 2"1‘.] 5
ni,jﬂ + ni J
1 |
b=2n,| +— = b=a+c
n R N +n;
1
_ 2
Q= 2n,‘j -
natn

A expressio final do segundo termo do lado esquerdo, que corresponde a

derivada complexa, em diferengas finitas torna-se:

21)

n,—| ——
" oy A

, 0| 1 @ 5 aHx, ;,, —bHx, ; +cHx, ;
n,, oy o

Para a equagdo (19), a expressdo final do segundo termo do lado esquerdo

(derivada complexa), em diferengas finitas torna-se:

, 0 [ 1o u)= a Hy,,, —b'Hy,, + ¢ Hy, -

n,—| —
" ox| n}, Ox Ax?
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com:

1

LY 2
noin, 1

| 1
bh'= 2n + = > = b'=a'+c'
n i+, j +n I?u + i

1

¢'=2n, — 5
i‘j+n i-1j

S

Agora, trabalhando o lado direito da equag@o 18, que sdo os termos com as

derivadas cruzadas. O primeiro termo que contém a derivada cruzada, em diferengas

finitas fica:

n.z,,ﬁ[;ﬁ_ﬂyi.,):
ay\ n;; Ox

Denominando: 7, ; =

rrua T,j

Substituindo T,

, o1 @ n,( 1 @ 19
n —| ——Hy, . |=— —\Hy ... )— —\Hy . ;
" oy I?fj ox & 2Ay st ar( yUH) i?zi,j-l 6\( y"jgl)

Expandindo a derivada:
2 8 _1_ 2 Hy e ﬁ 1 HYijm —Hy, | ju _nz;-, ;o1 Hy, .y 4 —Hy,_, ;4
ay n, p H 20y 1liju 2 A 240y ntija 2 Ax

Rearranjando, a expressio final do primeiro termo do lado direito em diferengas

finitas resulta:
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2

2
o| 1 o 1 n; ; n,

! el I iJ
H. i 1= Hy g —HYi ——\HY 1 0 —HY -
iJj ay(”fl ox )I,J} 4AyAx|:”2f,j+l( Vi 1,j+1 ) Lj 1) Hzf,jfl ( ) +1, j-1 ) 1,j L)jl

5]

(22)

Para a equagdo (19), a expressdo final do primeiro termo do lado direito em

diferengas finitas fica:

o| 1 0 1 n’i; n'i
2 L) L]
n, . —| ———=Hx,; |= Hx .y g — HXpy o )~ =X g — Xy
& ax[nij oy } 4A1'Ay|:nz,~+1,;( ] b l) nzi—l,j( i W l)]
(22.a)
O segundo termo do lado direito da equagéo (18) torna-se:
0’ y,, = i(iHy,. j} _ Hy, jn —Hy;  ju —Hyy a0t Hy,; ) jq 23)
avox M oy\ox T 4AxAy
Para a equagio (19), o segundo termo do lado direito torna-se:
0? Hy,, = 3 EH‘” _ Hx,,) ju — HxX; 4 — HX 1 1 + Hx, (23.2)
ooy 7 ox\ oy 4AyAx

Logo, o lado direito da equagdo (18) o qual contém as derivadas cruzadas ¢ a

soma das equagdes (22) com (23), e torna-se:

2 2
1 n;, n;,
Lty = 4AyAx [[I‘Izi,ju Hl](H"“’j =l Hy”"j”)—[ 2 B I](H isng — Wi g )} 24

Ja, o lado direito da equagdio (19) ¢ soma das equagdes (22.a) com (23.a), ¢

torna-sc:

1 n;, n:;
L,H, = iy H?t - l}(Hx i T H\'Hl,j-i)_ {!?2;_}. j = IJ(H.\' rtga = fb.‘j_l,j_l)j\ (24.a)

Portanto, a equacéo (18) que era:
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em diferencas finitas resulta nas equagdes:
(eq.(20) + eq.(21) + &3 n} Hx, , — fH, )=eq24)
substituindo as equagdes, tem-se a equagdo (25):

i, j¥l

H\.Hl, j - 2H\',.,j + hr-\.,'_lu,- 1 aHx = bei,j + CHxi.jfl
A\'z Ayz

2 2 " 2rr. —
+x, ny Hx, = pTHX, = LpH,

(25)

A equagdo (25) ¢ aproximagio em diferencas finitas para a equagdo vetorial (18)
de Helmholtz.

J4, a equagdo (19) que era:

2 2
—8—7+nz—a~. in +xin® - p? H, = nzi_ —1—2-a~ = 8 H
oy ox| n” ox ox\ n* 9y | Ox0Oy

em diferengas finitas resulta nas equagoes:

(eq.(20.0) + eq.21.a) + K3 n? Hy, , - B’ Hy,,)=eq(24.0)
substituindo as equagdes, tem-se a equagao (25.a):

Hyi,jﬂ _2Hyi,j +Hyi.j-1 ¥ a'HyHl,j Hb'Hyf,}' +C'Hyi—l,j
Ay’ Ax?

+x m Hy, -8 Hy,, =L,H,
(25.a)

Como comentando no texto principal, a equagio (25) e (25.a) sdo as
aproximagdes em diferengas finitas de segunda ordem da equagdo vetorial de Helmholtz

(18) e (19) respectivamente, ¢ descreve o formalismo vetorial completo.

A partir delas sera construido o método SOR.
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Inicialmente, isolando o termo central Hx; da equagio (25):

1 1
- (Hx o,y + HY )+ . U (attx o +cHx, 1)~ LoH,
Hx!VT = 4 (26)
: 2 b
. —5 - % — KO n o+ /5'

Isolando o termo central Hy, ; da equag#o (25.a):

*12_(Hy at Hya,jl)"’i_g(a'Hy i, j +c'}[yirl,j)— L,H,

Hy™ = Ay — (26.2)
( ) n' it B J
Ay’ Ax’

OBS: Estd demonstrado, portanto, todos os passos para S¢ obter a equagdo

corresponde a equagéo (3.12).

Na seqiiéncia iterativa, os termos Hx.' € Hy!"" das equagdes (26) ¢ (26.a), sdo

nova

utilizados para o célculo do campo seguinte, isto €, do Hx/7" e Hy,]", através do

esquema iterativo dado pelo método SOR. A relagfio para cada ileragdo entre os campos

é fornecida pela expresséo:

Hx!”" = oHx/) +(1- @)Hx]" @27)

Hymna — (oHleT 4§ (1 a))Hy\tHw (275)

Onde ® ¢ conhecido como pardmetro de relaxagiio. Hx;j"é

¢ a componente
inicial do campo magnético na diregio x, sendo aproximada inicialmente por uma
Gaussiana. Hy“’”"’e a componente do campo magnético inicial na dire¢dio y, sendo

inicialmente zero. A cada iteragfio, calcula-se as componentes dos campos
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INT
ij

INT

intermediarios Hx/Y" e Hy," " dados pelas equagdes (26) ¢ (26.a), respectivamente. Por

meio das equagdes (27) e (27.a) ocorre a sobre relaxagfio e, entdo, geram-s¢ as novas

componentes do campo Hx;'7” ¢ Hy!S". Dessa forma, ao final de cada iteraglo a

velho
ij

Jnovo

componente do campo Hx;;~ torna-s¢ a componente do campo Hx;;", € a

componente do campo Hy;';* torna-se a componente do campo Hy, ;"

, € inicia-se a
proxima iteragdo com 0s NOvos valores das componentes do campo.

Desprezando todo o lado direito da equacfio (18), ou seja, a equagdo (24) em
diferencas finitas, caracteriza o tratamento semivetorial para o modo TE, onde o
acoplamento entre as componentes transversais do campo magnético ¢ desprezado. De
forma semelhante, desprezando todo o lado direito da equagdio (18.a), ou seja, a equagdo
(24.2) em diferengas finitas, caracteriza o tratamento semivetorial para o modo TM,
onde, da mesma forma, o acoplamento entre as componentes do campo magnético sdo
desprezadas.

Para o formalismo escalar, além de se desprezar a equagéo (24) e (24.a), deve-se
fazer os pardmetros a =a’ = ¢ =¢ =1, 0 que implica em desprezar os efeitos de
polarizagfo, tornando as condigdes de contorno nas interfaces iguais para as

componentes nas dire¢des X € y.

B.2. Aproximagio de Quarta Ordem

Utilizando os conceitos desenvolvidos no apéndice 1.B, sera desenvolvida, com
base na equagdo vetorial de Helmholtz, a formulagfio vetorial completa para o método

da sobre relaxagfo sucessiva com aproximagéo em diferengas finitas de quarta ordem.

Relembrando, as aproximagdes em diferengas finitas de quarta ordem das

derivadas séo:

OHx, ; 1
= L= E(_ Hx,,, ; +8Hx,, , —8Hx,, ; + Hx,._z,j)
&> Hx, | 1
ijo_ . 3 ’ . .
T (- Hy,, , +16Hx,,, , ~30Hs,, +16Hx,,, —Hx,5 )
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82Hx,.1,,. 1

a\.a)_, - 144’12 [+Hxl‘+2,j+2 - 8Hxl'+l,j+2 + 8Hxi*l,j+2 — Hxi—Z,j+2 —

8Hx 5 ju1 + Oy s — 64Hx,  ju +8HX 5 jur F
8Hx;,, oy — OAHX,y ; +O64HX ;. — 8Hx, 351+

Hx, s+ 8HX;\y j2 — 8Hx; ,;, + er’—2,j—2]

A partir desse ponto ¢ feito o desenvolvimento em aproximagfo de quarta ordem
de forma semelhante ao desenvolvido para a aproximagdo de segunda ordem. Dada a

equagdo (18): (o desenvolvimento para a equagdo (19) é analogo)

Equagéo 18:

2 2
—a—z—+n2i in +xen’—p*|H, = 122—6— —17—8— B H,
ox oy| n® oy ' dy\ n® ox | Oyox

O primeiro termo do lado esquerdo da equagfo (18) para a aproximagdo em

diferencas finitas de quarta ordem fica:

0" Hx, ; 1
_ ' _(-Hy,, , +16Hx,, ; ~30Hx,; +16Hx,, ,— Hy., )o@

ox’ 12Ax

Para a equagdo (19) o primeiro termo do lado esquerdo fica:

0 2Hyu .
oy’ 12Ay°

(_ Hy; ., + 16Hy,; ;4 — 30Hy, ; + 16Hy,; ;| — Hyi,j—2) (27.a)

O segundo termo do lado esquerdo da equagdo 18 em diferengas finitas fica:

Litoy

al 1 9 1
n— ———(Hx)|= ”E;[b—_(— W, 1 +8Wi-1‘+}£ _SW"J‘% +W"J—%)} -

Substituindo W, ;:
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1 0 8 0
e 4—(HX,.J+1)+ = )(H\.i.ﬁ}é)_

noi s+l oy

iJ
6Ay 28 _a_(]'_h . l/)+ 21 E—(H\‘j jrl)
S . AN VAR (VS oy

Expandindo as derivadas internas:

— 1% ; C —811x Hx, ;
m,; X (Hx ) = 1%y ¥, +8Hlf'-f+% SHA'J’f}é T +
r} ay ",21 ay iJ 6A_}’ nzr‘,j+| 6Ay
— X H ;
8 n’iy HAL , +8Hx, ,, —8Hx, ; + Hx, al
6Ay ??2r',j+}-5 6Ay
8 nl HHx'_,jJr% +8Hx, ; —8Hx, ;. + Hx'_‘j#% X
6Ay n*ii-4 | 64y
1wy [ Hx, ; +8Hx, _ Y —SHYI,J% ; +Hx, ;5
6Ay n'ij 6Ay
Como:
Hx, ;.. + Hx, Hx, . + Hx, ;
: = T Ty : .l Bl 7 s}
H‘,‘ idl, T H.\j s A=
»J /2 2 o /4 2
. _ Hxi,j+2 +HA: L J+l i Hl, j- + I‘I‘(ii“’;2
Hl'_ .+3/ - 'xj _y
st 73 2 i % 2
2 n’ii+ntin 2 nti,; +1+n’
nijYy = — il =
2 2
Definindo:
Rk b = 2n’i; wmh, ., .,
AT = o3 =" 5 S
i, j+l N 5 +R 0+ noi ;R 1’ ja

Substituindo as expressdes definidas acima, o segundo termo do lado esquerdo
da equag#o (18) fica:

H;
n?ﬁ[Lﬁ(ﬂn,;)L I Ay 4, Jae s (60b +4c )+ 0L (4, +60c,)+
6AY?

"oy nfj oy 36AY°

HJ Jj-2
—4¢, -3d
36Ay° ( e, 3 )

Hx, i

- (+3a, —60b, —60c, + 3d.)
6Ay
(28)
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Para a equagdo (19), a expressdo final do segundo termo do lado esquerdo em

diferengas finitas fica:

of 10 Hyin, Hy, . Hy,,
2 i+2, j i+, j i-1, j
M| A W |= —3a, —4b, )+ 60b, +4c, J+———-(4b, +60c, )+
Y ax[n;jj ox y‘*’] 36Ax ( ’ }) 36Ax” (oo, ’) 36Ax> ( ! })
H}’:—z,j Hyi,j
36Ar2 (— 4c, —3dy)+ A (+ 3a, —60b}, —60c, +3dy)
(28.a)
com:
}?2;, j 2"21',}' 2”25,] 112;,1
(J)_ = 7 J 3 b)' =-——————2. : 2 . 3 Cy =_2_—7—; d_y — T - ‘
R i+, j no,jtR i, i+, noio,

Agora, trabalhando o lado direito da equagdo (18). O primeiro termo em
diferengas finitas que contém a derivada cruzada fica:

, 0| 1 0 , 0 5 1
’7115 ;TEHJ’EJ =hn,; 5;(m,j):’71,j ﬁ;(_W:,ﬁz"‘gm,m —-8W, . +Wr’,j—2) =
iy
“".]
Substituindo W, ;
2
n-ij 1 0 8 0 8 0 1
= - —Hy, ,+———Hy, ;,— —Hy, ,,+——Hy, ;_
12Ay[ nzj,j+2 ox Vi nijn Ox Find nzf,j—l X Vit ntij-2 P

Expandindo as derivadas internas:

A expressio final do primeiro termo do lado direito em diferengas finitas fica:

n? E _l_i( y ) — 1 nzi,j _Hyj+2,j+2 +8Hyi+l,j+2 _SHyi—l,j+2 +Hyi-2,j+2 "
oy nf_ ; Ox o 12Ay 0’12 12Ax
8 nhi; (- H.V;+2,j+1 T SHyi+l,j+l - SHyPI,jH * HyFZ,;’H B
12Ay n%ijn 12Ax
8 nlij (Wi +8HY, i —8Hy, 4t Hy, ;4 &
12Ap n%i ja 12Ax
1 Ay (—HYimja t 8HY, 1 j2 — BHy, ;2 + Hy, )
12Ap nij 12Ax
(29)
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Para a equagfio (19), a expressdo final do primeiro termo do lado direito em

diferengas finitas fica:

. 2 Lin‘ 1 1 niy [~ X0 +8HxX,; i —8Hx;, ;, + Hx,py ;s +
“ox\nl oy " 12Ax i, 12Ay
8 nhij [~ HXjut 8HX i — 8Hx; ;0 + Hx;yy 50

12Ax n’in 12Ay )
8 nli, (—Hxn +8Hxi—l,j+l —8Hx; , ; +Hx, ;. i
12Ax n*ia; ( 12Ay
I nhy [~ HX 0t 8er‘—2,j+1 - 8Hx:’—2,j—l +Hx; ;.
12Ax n*iaj 12Ay
(29.a)
O segundo termo do lado direito da equagdo (18) fica:
9 Hy,y U nm 8 I 8 H
dydx  144ApAx Visa,inr =8 i1 w2 ¥ 8 i1 ju2 = im0z
8E{yi+12,‘,u'+l + 64Hyi+l,j+l - 64Hyi—l,j+l + 8Hyi—2,j+l +
SHyi+2,_f—l - 64Hyi+l,j—l * 64Hyi—l.j—l - SHyi—Lf—l -
Hyr'+2,j—2 * 8Hyr'+l,j—2 = 81—1}’:‘-1,1—2 +Hy; ;9 ] (30)

O segundo termo do lado direito da equagdo (19) € idéntico a equagdo (30),

assim:

asz,._j 1

By = 144AxAy [+Hx;5 112 —8Hx;,3 i +8Hx; 5 ;4 — Hx;py 2 =

8HX ;) ja + 64 Hx ) —64Hx;,, ;, +8Hx;, ; , +
8Hx, , ;,, —64Hx, ;\y + 64Hx, , ; —8Hx; ; ,

Hx; 3 i3+ 8HX, 5 juy — 8Hx; , y + Hx:—z,;-z] (30.a)

Logo, o lado direito da equagfio (18) ¢ a diferenga entre as equagdes (29) e (30),

que corresponde ao acoplamento entre os campos Hy e Hy, ou seja:
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L,H, =(eq.29)-eq.(30)) 31)

De igual forma, o lado direito da equag@o (19) ¢ a diferenga entre as equagdes

(29.a) com (30.a), que corresponde ao acoplamento entre os campos Hy e Hy.
Ly H, =(eq.(29.0) - eq.(30.a)) (31.a)

Portanto, em diferengas finitas com aproximagio de quarta ordem, a equagdo

(18) fica:
(eq.27) + eq.(28) + x2n? Hx,, — B*Hx, )= eq(31)
Substituindo:

Hx, .
1,1+22 (_ 3(1
36Ay

—4b )+

X

12Ax°

Hx, ;. X

T (606, +4c, )+ ;

36Ay 36Ay 36Ay

Hy, B 2 2 By

e (+3a, —60b, —60c, +3d, )+ xon; Hx, , — f*Hx, , =L, H, (32)
Y4

I — Hy .  +16Hx.., . —30Hx, . +16Hx_, . —Hx,_, . )|+
i+2,j i+, j i.j i-l, -2, 7

"I (4, +60c, )+t (~de, —3d, )+

2

Isolando Hy; ;:

1
"

Hx, . . Hx .
U (60, +4c,)— 3 (db, +60c,)—— "1 (4, ~3d,)+ L, H,
~ 36Ay 36Ay 36Ay '
: 0, 30, =600, ~606, +3d) o g
12Ax 364y '

)— 0, 12 (-3a, —4b )~

- +16HXx;
36Ap°

i+, j

+16Hx,  ; — Hx;

J i-2,j

Hx,

(33)

Por fim, em diferencas finitas com aproximagdo de quarta ordem, a equagdo (19)

fica:

(eq.27.0) + eq.(28.a) + 2n? Hy,, — f*Hy, ,)= eq(31.a)

Isolando Hy; ;:
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. .
_1 (- Hy, ;. +16Hy, ., +16Hy, ;- —Hy, ,,)- :”2.”’—(—3(:),~4b},)—

T 1247 36A12
Hy., H Hy., |
?’;’;LT’(GOb),+4cy) 32&“ (4b, +60c, ) 3; Z’";(~4CJ, —3d, )+ Ly H,
Hy" = .2 X
i 30.Hy,, (+3a, —60b, —60c, +3d,
L 2 2
= — . n -B
124y 36A1

(33.2)

Estfio demonstrados, portanto, todos os passos para sc obter a equagio Hx e

Hy"! para a aproximagdo de quarta ordem,

Como ja comentado no texto principal, a equagdio (32) ¢ a aproximagfo em

diferengas finitas de quarta ordem da equagio vetorial de Helmholtz (18), e descreve o

formalismo vetorial completo.

Desprezando-se todo o lado direito das equagbes (18) e (19), ou seja, as
equagdes (31) e (31.a) em dilerengas finitas, caracteriza-se o tratamento semivetorial.

Para o formalismo escalar, além de se desprezar as equagdes (31) e (31.a), deve-se fazer

os pardmetros a; = dy = 0, by = ¢x / ,ay=dy=0¢e by=cy,= /
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IT1. Apéndice - Calculo da constante de propagaciio -

Este apéndice apresenta o desenvolvimento matematico para a obtengdo da

constante de propagagio f. A partir da equagdo vetorial de Helmholtz:

Multiplicando todos os termos pelo complexo conjugado do campo Hx', tem-

S¢.

Integrando cada termo emxey

2
|dd, -

Haa\H‘H dd,+ [[n* [] 6;’; }H dd, + [[xin’
(b2

JHfd_

Resolvendo para f:

2
H, .
d, + .”%‘2 H,.dd, +R—K+Rk,

[[#.[d.a,

(D)

[

onde:

1 oH

_ (20| Lo g
R= ] ay[nz ay]HI i,
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oH | .
R, = an_(?_ Lz Y\H dd,
oy\ n° Ox xR

o’H, .
R, =f ﬁyé‘; H'dd,

A aproximag#io escalar contém o primeiro e o segundo termos do numerador da
equagéo (1), o termo R € simplificado por uma segunda derivada simples € os termos R;
e R, sdo iguais a zero. A aproximagdo semivetorial considera, além do primeiro e do
segundo termo, também o termo R como apresentado, sendo nulos os termos R; € Ra.

Para aproximagdo vetorial completa sdo considerados todos os termos da equagdo (1).
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