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I.

ABSTRACT

Industrial demand for energy is a derived demand . .
Inputs other than energy (labor, capital, raw materiais) ais o

two approaches t o
study the firm's production process. Th e first is to specify
production function and estimate the technological parametersa

us ed in this cons is ts in thef rom i t. The s econd, s tudy,

function derived from economic behavior to

analyse the technology.

Our principal findings

s ec tors.

There are

designation of a

are that technological

energy and non-energy inputs are present in some

enter the production process.

possibi1ities for substitution between energy and between
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INTRODUÇÃO

em

os anos
preços

uma 
econô-

como toda demanda por insu 
e como tal pertence

A convexidade da tecnol-ogia e a ideia que os pre
ços dos insumos são dados para o setor industrial formam a ba 
se teórica deste estudo.

0 período escolhido para analise compreende 
1970 a 1979, onde se observou rápidas alterações nos 
relativos, em especial nos preços-de energia. 0 modelo esti
mado neste estudo procura mensurar e compreender todo o po
tencial de substituição existente na produção industrial, ge 
rando subsídios para a análise do processo de acomodação do 
setor industrial brasileiro.

A demanda de energia ê, 
mos, uma demanda que deriva da produção, 
ao campo da teoria da produção.

A teoria da tradicional produção está apoiada 
dois grandes pilares. A convexidade das estruturas tecnológ_i 
cas é um desses pilares e frequentemente livros texto de eco 
nomia têm emprestado ã essa hipótese um caráter que ela não 
possui: convexidade não ê uma lei da natureza, mas sim 
hipótese vital para que se chegue a alguns resultados 
micos.

A preocupação central deste trabalho diz respeito 
a uma das questões básicas da teoria económica: Como Produ
zir? A resposta ã essa questão para o setor industrial brasi_ 
leiro reveste-se de especial importância, na medida em que 
se relaciona com toda a problemática da alocação de recursos 
face as alterações dos preços relativos na última década.
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que 
outras

Para tanto, este trabalho esta dividido em duas par 
tes, com dois capítulos cada uma. Na primeira parte ê desen
volvido, no Capítulo 1, a abordagem tradicional da teoria da 
produção, explicitando-se as relações físicas entre os insu- 
mos para gerar um dado produto.

A maior parte dos resultados destes dois capítu
los, excetuando-se talvez as interpretações feitas no Capítu

- lo 2 sobre as relações entre as elasticidades de funções de
manda de máximo lucro, mínimo custo e máxima receita, não 
são originais. Todos eles existem provados em alguma referên 
cia bibliográfica. 0 grande mérito desta primeira parte é a- 
presentar de maneira uniforme e tão didática quanto possível 
toda a teoria tradicional de produção e a teoria de dualida- ■' 
de em produção. Para tanto, todas as provas de resultados fo 
ram deixadas para notas nos finais dos capítulos, sendo 
algumas das provas originais foram substituídas por 
mais simples e diretas por mim desenvolvidas.

No Capítulo 2 são derivadas a partir das relações f_í 
sicas, todas as funções que usualmente refletem hipóteses de 
comportamento económico das empresas: função custo, função 
lucro e função receita, É desenvolvido também o caminho in
verso: como obter informações tecnológicas a partir das fun
ções económicas. Em outras palavras, o Capítulo 2 trata da 
aplicação do princípio de dualidade matemática à teoria da 
produção.

A segunda parte do trabalho se ocupa do desenvolvi^ 
mento e estimação de um modelo para estudar a alocação de re 
cursos no setor industrial brasileiro, enfatizando as possi
bilidades de substituição entre os vários insumos, em espe
cial entre energia e entre energia e demais insumos.
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de

as

0 quarto e último capítulo apresenta os resultados 
obtidos no processo de estimação sob a forma de elasticida- 

confrontando-se esses resultados com os que foram obti- 
abordagens ortodoxas de função única, tornando bastan 

de

Finalmente, no final deste trabalho são sumariadas 
principais observações feitas no decorrer deste estudo.

des , 
dos em 
te clara a riqueza de informações geradas pela estimação 
um sistema completo de demandas de fatores.

No terceito capítulo são discutidas algumas ques
tões econométricas que dizem respeito ao estimador utilizado 
e à natureza dos dados envolvidos no processo de estimação. 
A forma funcional escolhida para a estimação do sistema 
demanda derivada é também definida e discutida neste capítu
lo .
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PRODUÇÃO E TEORIA DA DUALIDADE
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INTRODUÇÃO

de
produto e demanda derivada de fatores e insumos.

explora-
tecnológica

as funções derivadas a partir do comporta-

lucro.
objeto desta primeira parte, mostrar que

cerem
tos padrões receita

relação
es-

sentido que pode ser estabelecida uma
de

em-

a aceitação de algumas condiçoes de regularidade impostas so 
tecnologia de produção da empresa vão implicar

correspondência biunívoca entre os componentes da classe 
funções de produção (ou qualquer outro tipo de representação 
tecnológica) e os elementos da classe de funções económicas. 
Em outras palavras, toda a estrutura tecnológica de uma

bre a

e a

de uma empresa e

Constitui-se o

das as relações que mantém entre si a estrutura

portamento económico dos agentes — minimização de custos ou 
maximização de lucros — são deduzidas as funções oferta

presa está representada nas funções custo, receita e lucro,

bem definida entre as funções económicas ditas acima 
trutura tecnológica, no

Tradicionalmente, o ponto de partida dos estudos de pro 
dução recai na formulação de uma função de produção obedecen 
do a certas propriedades e, juntamente com hipóteses de com-

a serem obedecidos pelas funções custo, 
e lucro. Mais ainda, serã mostrado que existe uma

Tradicionalmente, também, não sao devidamente

mento económico desta: função custo, função receita e função
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par-
analisar

quais
sejam:

- Ela permite um tratamento bastante simples nos proble-
mas originados pela existência de produção conjunta, virtual^
mente impossíveis de serem enfocados adequadamente nos mode-

tra-
a

adotar hipóteses simplificadoras, criando índices de produ-
Essas

múltiplas relações advindas da existência de produção conjun
ta;

de

ambas as funções implicam que
Cobb-Douglas,

çao ou ainda trabalhando com valor adicionado total.
saídas tem um custo:

los de função de produção.
tar de um problema que envolve produção conjunta é levado

- Os trabalhos empíricos de análise da produção descnvol- 
em duas formas de função

a perda da possibilidade da análise das

veram-se apoiados basicamente 
produção: Cobb-Douglas e CES. Ambas impõem, 
rie de características tecnológicas ãs empresas. Por exemplo, 

a elasticidade de substituição

o en-

a pviori-, uma se

não sendo único para os

entre os

as características tecnológicas dessas empresas.
Essa abordagem,' embora não ortodoxa nos estudos empíri

cos de produção, traz consigo uma série de vantagens,

fatores ê constante, sendo que para a

Normalmente, o economista ao

estudos da teoria da produção, 
foque tradicional de função de produção. É possível, a 
tir do estudo das funções custo, receita e lucro,

trabalhos adotam como ponto de partida, características tec
nológicas que podem não ser necessariamente verdadeiras, co-

esta elasticidade é necessariamente unitária. Ou seja, estes
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locando a tecnologia das empresas de

rigorosa
em

presa;
- As tarefas econométricas de estimação das funções tor-

equa-
funções de

- A formulação rigorosa de um sistema de funções oferta
hipóteses

de custos

e demanda consistentes com funções de produção.
teoria eco- .

literatura
es-

funçõestando estreitamente relacionado com a passagem das
económicas para a tecnologia de uma empresa. Hotelling (1932),

força, abrindo assim a introdução de vieses 
parâmetros tecnológicos. 0 uso da teoria de dualidade possi
bilita a adoção de representações tecnológicas menos restri

ção simultânea, problema comum na estimaçao de 
produção;

tudar quais as condições que um determinado sistema de equa
ções de demanda deveria exibir para ser compatível comoprin 
cípio de maximização de utilidade sujeito a uma restrição or 
çamentãria.

algumas ve
da obtenção matemática das funções de oferta

na estimação dos

As questões relacionadas com a dualidade na 
nômica datam do final do século passado. Luigi Perazzo, esta 
tístico italiano contemporâneo de Walras,

Essa questão é conhecida hoje na 
como o problema da integrabilidade das funções demanda.

como que em uma camisa

a uma

se preocupou em e£

de produto e demanda de fatores compatível com as

tivas, permitindo, portanto, uma investigação mais 
das reais características das formas de produção de uma

de maximização de lucro ou receira e minimizações 
é direta, evitando-se dessa maneira os problemas, 
zes insolúveis,

nam-se mais simples, evitando-se a questão de viés de
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estudou a propriedade da derivada das funções económicas —
subse-

quentes de Roy (1942), Hicks (1946), Samuelson (1947), She-
phard (1953, 1970), Mackenzie (1957), Debreu (1959) e McFad-
den (1962, 1966, 1978), aprofundaram as relações estudadas

cus to e
teoremas
funçõesas

Este, apli
cando na teoria económica alguns resultados obtidos por Fen-

distância
(a representação, tecnológica) trabalhos
posteriores de McFadden (1962, 1966), Uzawa (1964), Gorman
(1968) e Shephard (1970) generalizaram os resultados obtidos

(1969,Estudos mais recentes como Laupor Shephard em 1953.
1980),1974 ,

contribuiçõesHanoch (1975) e Sabai (1973 e 1974), fizeram
adicionais ã aplicação da dualidade na teoria de produção e
do consumidor, mesmos

resultados jã obtidos.do e coletando os
Dentro do desenvolvimento teórico da dualidade na teo

ria económica, Shephard
(1970) e McFadden (1966 e 1978), pela clareza e elegância na
análise das diversas questões.

fechando algumas lacunas, mostrando os 
resultados com hipóteses mais fracas, ou mesmo sistematizan-

os resultados definitivos sao os de

xos, provou um teorema de dualidade entre funções
chel (1953) , no estudo das propriedades dos conjuntos conve-

por Hotelling, aplicando-as também para as funções
receita, bem como para a teoria do consumidor. Os

e funções custo. Os

função lucro — com relação aos preços. Os trabalhos

de dualidade entre representações tecnológicas e
[21 custo foram introduzidos por Shephard (1953). 1

1972, 1974, 1976, 1977), Diewert (1971, 1973,
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o
de

escala na industria de geração de energia elétrica. Entre
trabalhos mais recentes que se valem da abordagem da teoria
dual para a analise de problemas de produção, pode-se citar:

usa-
de Alves (19 83) e Disch (1983).ram a teoria da dualidade são o

analisando as questões referentes consumo dasao
famílias no Brasil, funçõesestimou um conjunto completo de

0 segundo trabalho, analisandodemanda dos consumidores. os
económicas

la um sistema de ofertas de produtos e demanda de fatores com

Para fechar
seu modelo,
lidade, um sistema de demanda dos consumidores.

abriu
Den

analisartrabalhos que utilizam essa abordagem para
as mudanças tecnológicas, destacam-se os estudos de Binswan-
ger (1974), Belifante (1978), Kopp e Smith (1983) e Nelson

impactos de distribuição de renda das políticas
voltadas para o setor agrícola, estimou para o setor agríco-

patível com a hipótese de maximização de lucros.
Disch estima também, utilizando a teoria da dua-

A introdução da dualidade na teoria de produção 
estudo da mudança tecnológica.perspectivas novas para o

e Wohar (1983).

tre os

Christensen e Greene (1976), Fuss (1977), Cowing (1978), Mag 
nus (1979).

Para o Brasil, os únicos trabalhos conhecidos que

aplica
ção desta teoria nos estudos empíricos é bastante recente. 0 
primeiro trabalho que se conhece relacionado à produção é 
famoso estudo de Nerlore (1963), na analise de economias

A despeito da preocupação teórica com as questões dedua 
lidade em economia datar de varias décadas atras, a
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NOTAS

(D
(2)

fecha 
for 
(as 

enunciado
ou

dual idade 
ver soes 

Teorema de Minkowski. 
convexo 

pode ser visto de 
semi-espaços 
Para o 

Karlin (1959)

Ver Jaffé (1965).
Todos os resultados principais da teoria da 
em economia sao devidos a aplicaçao de varias 
de um famoso teorema matemático: o
Este teorema mostra que qualquer conjunto 
do (a representação tecnológica), 
ma equivalente como a intersecçao dos 
linhas de preços) que lhe dao suporte, 
e prova do Teorema de Minkowski, ver 
Mangasarian (1969).
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CAPÍTULO 1
RELAÇÕES FÍSICAS

con
junto de todas as possibilidades abertas à esta deempresa

sido representada na literatura nas mais variadas formas.
A teoria económica tradicional adota a função de produ-

impostos a

mento desta função. A despeito da noção de função de produ-

ape-
a partir dos trabalhos de Clark (1889), Wicksteed (1894)nas

e Edgeworth (1891-1921), que as condiçoes de produtividade
0 conceito demarginal passam a ser estabelecidas e aceitas.

função de produção foi estendido para englobar as possibili-
fun-

e
uma extensão direta do conceito de função de produção, agora
envolvendo mais que um produto. teve o

cunhado por Shephard (1953)seu nome
lação com a função de produção ou transformação.

çao como representação dos limites tecnológicos 
empresa, assumindo alguns padrões usuais quanto ao comporta-

dades de produção conjunta, surgindo as definições de 
ção de transformação e função distância. A primeira noção

A função distância
e mantém uma estreita re

der ser encontrada em autores clássicos como Walras, é

A tecnologia de uma empresa, entendida aqui como o

ção, ou seja, da relaçao entre insumos e nível de produto po

transformar um vetor de insumos em um vetor de produtos, tem
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trabalho
de Dantzig (1949) seus estudos denos programaçao
Koopmans (1951) apresenta outra abordagem axiomática da pro-

produtividadecom osnear
marginal. Debreu (1959) amplia a análise de Koopmans, deixan
do o conjunto de possibilidades de produção convexo
ou um conjunto convexo limitado e fechado,

Neste capítulo serão exploradas as relações que mantém
representações tecnológicas.entre si algumas

Conjunto de possibilidades de produção1.1

insu-
de m

produtos. Esses insumos e produtos serão denotados respecti-
DebreuDa mesma forma quevamente pelos vetores x e y. em

(1959) , bens que entram e saem do processo produtivo po-os
dem ser entendidos de uma forma bastante genérica, incluin
do-se tanto bens físicos, matérias-primas por exemplo, como
também serviços: horas de trabalho nas suas mais variadas
formas. Outros fatores que não insumos variáveis podem tam
bém contribuir no processo produtivo, limitando ou expandin
do o horizonte tecnológico desta empresa. McFaddenConforme
(1978 , p.6) :

As origens do uso de conjuntos de tecnologia para repre 
sentar a tecnologia de uma empresa são dadas pelo

gramação linear, relacionando a tecnologia de programação li. 
conceitos de função de produção e

um cone

mos em quantidades não negativas para gerar um vetor
Vamos considerar uma empresa que se utiliza de n
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to
dos esses efeitos que afetam e condicionam as possibilidades
de produção da empresa.

deum conjunto
os
Pa

ra cada vetor z ,. o conjunto de possibilidades de .
pro-

Formalmente:

{1.1}{f-x, i/J :T(z)

Assim, suposto

input and 
ra- 
ex- 

commitments 
contracts

z }

planos de produção ou atividades viáveis à essa empresa.
produção

dutos y pode ser obtido a partir dos insumos x.

physical laws. For example, the outputs of Chemical 
fining processes are limited by Chemical laws and 
current knowledge of Chemical engineers. There may 
further limitations on the anailability of í 
due to imperfect Information and legal restrictions (e. 
g. patent agreements, pollution control regulations, sa 
fety standards). Non-transferable commodities, such aF 
"managerial capacity", climate, and environmental factors, 
may also enter the de termination of production possibi- 
lities. Finally, in most economic problems, the firm 
will be required to meet restrictions on some 
output quantities due to prior contracts, quotas, 
tioning, or "hardening" of commodities following 
ante design decision. Common examples are 
to fixed plant and equipment inputs, and contracts to 
purchase inputs (e.g., labor Services) or supply outputs".

"The production possibility set of a firm is deter 
mined first by the State of technological knowledge and 

" " ' . re-
the 
be 

techniques

Essa empresa possui, para cada vetor z,

x gera y dado

o conjunto de possibilidades de produ

possibilidades de produção, isto ê, uma lista de todos

0 vetor de variãveis z, de dimensões l x 1, resume

T(z) contém todos os pares (-x, y) tais que o vetor de

Algumas condições de regularidade são normalmcnte impo£ 
tas aos conjuntos de possibilidade de produção. Essas condi
ções são bastante gerais do ponto de vista económico, impon
do um mínimo de restrições a prioriS^ Assim, serã

que para cada vetor z,
ção tem as características dadas pelo Quadro 1.1.
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QUADRO 1.1
z

ê um conjunto fechado;(A.2) T(z)

(A.3) é limitado por cima;T(z)

(A.4) T(z)

(A.5) T(z) ("free

(A.6)

de
(3) de

ou seja, a
empresa pode ficar inativa, não produzindo nada. Mais ainda,

em

que
Ela

ou
e

receita e lucro.

(2) .
m ’

admite desperdício de insumos/produtos 
dispôs al") ;

possibilidade de produção T 

que pelo menos uma atividade é aberta à empresa,

A primeira condição de regularidade dos conjuntos 
corresponde a uma hipótese

CONDIÇÕES DE REGULARIDADE DE T(z) PARA CADA 
(A.l) T(z) ê um conjunto não vazio 

y) c T(z) então y-0Se (On>

ê estritamente convexo;

garante a existência da função de produção ou transformação 
ê condição necessária para definição das funções derivadas 

de comportamento económico: função custo,
Essa condição exclui também a possibilidade da existência de

T(z) é uma correspondência contínua em z.

A condição (A.2) que implica no fechamento do conjunto 
de possibilidades de produção é uma hipótese matemática 
não pode ser contradita por observações empíricas.

com um vetor nulo de insumos não pode ser gerado produto 
f 4jquantidades positivas. }
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exclua

quantidades
finitas de produto. Da mesma maneira,
tos ,

defini-a

de que prevalescem retornos decrescentes ã escala, taxas mar
ginais de substituição entre insumos decrescentes, taxas mar
ginais de transformaçao entre produtos crescentes e produtos
marginais decrescentes. Essas implicações da condição de con
vexidade de T podem ser facilmente visualizadas graficamente.

insumoPrimeiro, um
variãve1,

cons -

A partir de um vetor fini- 
é possível a geração de

ção das funções económicas custo, 
visto no próximo capítulo.

descontinuidades no conjunto T, muito embora ela não

conjunto de possibilidades de produção, possui um significa
do económico bastante simples.^)

- í 71A condição de convexidade de J

dado um vetor de produ 
existe um patamar mínimo de insumos que permite a obten 

ção desse produto. 0 objetivo desta hipótese de limitação do 
conjunto de possibilidades de produção ê garantir

de T exclui a possibilidade de retornos crescentes ou 
tantes ã escala.^)

to de insumos, somente

receita e lucro, como serã

, hipótese A.4, é bas
tante conhecida em economia. Ela corresponde ã uma generali
zação das características apontadas por Hicks (1946 ,p.86-87)

a existência de bens (insumos ou produtos) indivisíveis.
A terceira característica de T, a limitação por cima do

supondo que existe apenas um produto e
os gráficos 1.1 mostram como a convexidade estrita
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GRÁFICO 1.1

yy

[3

O

qualquer combinação convexa dos pon-
ã sua frontes A e sim

Essa tecnologia exibe retornos constantes à escala.Noteira.
gráfico 1.1.b, qualquer combinação convexa de A e B não per-

dois pontos,
es

trita não é obedecida. Entre esses dois pontos, o produto mar
o gráfico 1.1.c mostraginal de uma

tecnologia exibindo retornos decrescentes ã escala. Toman-
do-se quaisquer duas atividades distintas A todas

combinações convexas dessas atividades pertencem ao inte-as

y

-X
b) não conve>'JLdades

No gráfico 1.1.a,

-X

a) retornos constantes 
a escala

a condição de convexidade

e B em Tt

Também entre os pontos C e D

-X
c) retornos decrescentes 

a escala

B nao pertence ao interior de T, mas

a tecnologia exibe retornos crescentes ã escala.
tence ao conjunto de possibilidades de produção. Entre esses

x é nulo. Finalmente,

CONVEXIDADE DE T: 1 PRODUTO E 1 INSUMO
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ser
vista assumindo-se apenas dois insumos variáveis e vetor de
produto constante. 0 gráfico 1.2 explora essa possibilidade.

CONVEXIDADE DE T:

o o O ”

b) T nao é con de subs-

Nos exemplos dados pelo gráfico 1.2,

conceitojunto de possibilidades de produção coincide com o
Note que no gráfico 1.2.de isoquanta da teoria de produção.

a,
perten-se

centes ã isoquanta vao pertencer à própria isoquanta nãoe
possibilidades

GRÁFICO 1.2
2 INSUMOS VARIÁVEIS E PRODUTO CONSTANTE

a) Fronteira de T possue 
segmentos retos

X1
c) Taxas margi 

tituição entre insumos 
decrescentes

jL

"x2
-a-- x2

rior de T. A relação entre a convexidade de T e taxas margi
nais de substituição entre insumos decrescentes, pode

a fronteira do con

a isoquanta de T admite segmentos retos e, portanto, nes-

ao interior de T. Nesse caso, o conjunto de

caso, combinações convexas de algumas atividades
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taxaa

do
segmentos retos da isoquan-

ta são devidos ao produto marginal nulo de um dos dois insu-
Combina-

0 gráfico 1.2.c mostra uma tecnologia estritamente convexa.
Quaisquer dois pontos como A

binação convexa um ponto situado dentro de T, mas fora da

nao

tos variáveis, pode-se perceber claramente que
entre

os produtos crescentes,

CONVEXIDADE DE T:

A A

B
T

O

*1
4 k

o
b) T não convexo

—c*
*2

*1
&

mo tempo permita produtos marginais negativos. Essa possibi
lidade é excluida pela hipótese de livre desperdício.

convexidade estrita de T nao ga 
rante que os produtos marginais dos fatores variáveis

GRÁFICO 1.3
2 PRODUTOS E INSUMOS CONSTANTES

^2 
a) Taxa marginal dc trans

formação constante e T 
convexo

1 y2
c) Taxa marginal de trans

formação crescente e T 
estritamente convexo

2 ~ » dada pela inclinação

constante e não decrescente. Ã esquerda

ao mes

de T vai implicar em taxas marginais de transformaçao
como pode ser visto no gráfico 1.3.

a convexidade

e x

e B na isoquanta darão como com

marginal de substituição entre x 

da isoquanta é

isoquanta. Note também que a

Admitindo-se todos os insumos fixos e apenas dois produ

ponto A ou abaixo do ponto B, os

de produção é apenas convexo. Entre os pontos A e B

são negativos. Pode-se ter uma tecnologia convexa que

mos. No gráfico 1.2.b, T não é um conjunto convexo.
ções convexas dos pontos A e B mostram atividades fora de T.
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No gráfico 1.3, a fronteira de T corresponde ao concei-
de

taxá
marginal de transformaçao entre os produtos,

B resultam em atividades da pro-

em-
Finalmente,

cres
cente .

A hipótese A.5, desperdício de insumos ou produtos (free

disposal} implica que as empresas podem dispor livremente de
atividade

ge-
quantidade

ponto

as
gerar

de

ser resumidas e
então (~x o

aumcn
to na utilização de algum insumo conduza necessariamente a

conjunto de possibilidades de produção da empresa, todas 
atividades que utilizem o mesmo vetor de insumos para

OmOn

T. Sendo possível

pria fronteira e não no interior de T. A tecnologia represen 
tada pelo gráfico 1.3.b geram atividades não factíveis ã

c
1 
>y

livre desperdício de insumos, não pode acontecer que o

duas proposiçoes podem
1 — e /

to familiar em economia da fronteira de possibilidades 
produção. No gráfico 1.3.a,

pertence ao

xas de pontos tais como A e

rando o mesmo vetor de produto que utilize uma
maior de, pelo menos um insumo, também é factível do

(~x3y) ê possível ã essa empresa, então outra atividade

dada pela incli_ 
nação da fronteira ê constante. Quaisquer combinações conve-

onde T é apenas convexo, a

T então x
2) e

como: se (~x,y)

se (~x,y) (—x ty

presa. Finalmente, o gráfico 1.3.C mostra uma tecnologia’ es
tritamente convexa e a taxa marginal de transformação

vista tecnológico. Formalmente, essas
um vetor de produtos menor, também sao viáveis do ponto

seus insumos, inclusive desperdiçando-os. Se uma

de vista tecnológico. Da mesma forma, se (-x3y)
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A.5 exclui a possibilidade de produtos marginais negativos.
Os gráficos 1.4 e 1.5 mostram tecnologias que não obedecem ã
condição A.5.

y

HIPÓTESE A.5:
o

a

GRÁFICO 1.5
2 INSUMOS E PRODUTO CONSTANTE

Produto marginal negativo 
par+i r do ponto A.

Produtos marginais negativos 
partir dos pontos A e B

A

GRÁFICO 1.4
HIPÓTESE A.5: 1 PRODUTO E 1 INSUMO

"X2 -o-

um nível de produtos menor. Em termos económicos, a hipótese
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tes do insumo
esquerda

de A e abaixo de B, os produtos marginais dos dois insumos
se tornam negativos.

de
atividades
Essas sao

de finidas

danificar a produção de outro, de
deNo caso

conjunto de possibilidades de produção cono
T) e todas
formando a

c.
conj untosos

larmente com mudanças no vetor
T( z) não pode,ja.

trair-se descontinuamente.
na

z.

Outra implicação da hipótese A.5 é que o conjunto 
possibilidades de produção não contém apenas

algum insumo sem aumentar a utilização do outro, 
produção única,
tem os pontos da função de produção (fronteira de 
as atividades abaixo desta até o eixo horizontal,

à medida que
(10)

ou se-

ou diminuir a utilização

ou con-z varie, expandir-se
Essa propriedade é importante 

medida em que permite que as outras funções que serão de
finidas a partir de T(z) sejam contínuas em

ca. A continuidade de T(z) implica que ele deve variar regu- 
z de outras variáveis,

No gráfico 1.4, a fronteira de T a partir do ponto A mos 
tra uma redução do nível do produto para quantidades crescen

as 
- rg')ditas eficientes do ponto de vista tecnologicoJ

como sendo atividades factíveis ã empresa, para
as quais não é possível aumentar a produção de algum bem sem

x, violando assim a hipótese de desperdício de 
insumos. De maneira semelhante, no gráfico 1.5, ã

área mostrada no gráfico 1.1.
A sexta e última hipótese assumida sobre 

de possibilidades de produção é uma característica matemáti-
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1.2

A partir da definição do conjunto de possibilidades de

definidos dois conjuntos: o

{1.2}Y - {y ■' (~x3 y) e T(z) para algum dado z}x

{1.3}dadoX

0 conjunto Y nada mais é que a coleção de todos
de produto possíveis de serem gerados por essares empresa

insumostodos osdado z. X representa o outro lado da moeda,
que podem gerar produtos na empresa para um dado vetor z.X

características de Y e X.

a cole
ção de todos os produtos possíveis de serem obtidos a partir

{1.4}

De maneira semelhante, para cada y c Y, o conjunto X(y)

mostra todas as combinações possíveis de insumo que permitem

z }

> 0n>

X é limitado por baixo,
serã definido um conjunto que é

Y(x) = {y:(~x,y) c T para x

Para cada x

a geração do produto y :

Produtos factíveis e insumos necessários

{x:(-x3y) e T(z) para algum y 0m3

os veto

produção, alguns outros conjuntos derivados a partir de T te 
rão suas propriedades investigadas.

e X}

e X,

conjunto Y de produtos factíveis e o conjunto X de insumos ne
- • (11)cessarios . v 7

Pode-se mostrar que ambos os con-
Claramente, as condiçoes de regularidade AI-AS vao formar as

juntos não sao vazios, são fechados, Y ê limitado por cima e
(12)

Em primeiro lugar, serão

e ambos sao contínuos em z.

de x:
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{1.5}

Novamente, as hipóteses adotadas sobre o conjunto
possibilidades de produção vão condicionar as caracterís ticas
desses dois conjuntos. A descrição da tecnologia de uma em-

adoçãopresa pode ser efetuada de maneira equivalente pela
de algumas condições de regularidade sobre Y(x) e X(y). Po

des listadas nos Quadros 1.2 e 1.3.

fe-(B.l)

(B.2) parax

1y e Y(x) então (y c Y (x)CB.3) parae

(C.l)
conjunto fechado e

(C.2) £ Int(y) para y parax

e X (y ) .(C.3) Se 1 x

Se
1 

y

o n
Se 0

de-se mostrar que A.l - A.5 implicam nas seguintes proprieda
(14)

então y e Y(x1)

x E X(y) então

estritamente convexo;
e Y então x e X(y^)

X(y) = e T para y £

m

x e X

E XJ

Para cada y e Y3

QUADRO 1.2
CONDIÇOES DE REGULARIDADE DE Y(x)

Y(x) não ê vazio; ê um conjunto 
convexo;

> y;
i 

X

QUADRO 1.3
CONDIÇOES DE REGULARIDADE PARA X(y)

X(y) não é um conjunto vazio; ê um

Se y e Int Y(x) para
< x^ < x

< y < y,

y}(13)

T de

Para cada x e X3 
chado e estritamente

> x, y e Y e
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(k

^2
O

0

GRÁFICO 1.7
CONJUNTO DE INSUMOS NECESSÁRIOS: X(y).

GRÁFICO 1.6
CONJUNTO DE PRODUTOS POSSÍVEIS: Y(x)

yi
J

E(x) x>°n

nolõgico. Para dois produtos e dois insumos, os gráficos 1.6 
e 1.7 mostram representações típicas de Y(x) e X(y).

Ambas as definições admitem desperdício, isto ê, contêm 
atividades viáveis que são eficientes do ponto de vista tec-
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correspondem
ser

como:

{1.6}Ky) x(y) :

E(x) = {y e Y(x) : y tnt Y(n) } {1.7}

As condições expostas nos quadros 1.2 e

mo valendo para as fronteiras de possibilidade de produção.

marginais de substituição decrescentes entre insumos
a

Das defini
çoes de isoquanta e fronteira de possibilidades de produção

efi-pode ser inferido que ambas representam as atividades
Como uma atividade pa

EfxJ deve estar na fronteira desses
conjuntos ,

Função de produção e função de transformação1.3

Foram vistas até aqui duas formas equivalentes de re

gia ou de atividades factíveis: o conjunto de possibilidades

Os conceitos familiares de isoquanta I(y) e da frontei
ra de possibilidades de produção E(x) podem ser definidos de

presentaçao dos limites tecnológicos impostos a uma empresa.
Ambas as representações são versões de conjuntos de tecnolo-

!

garantem
o 

y o mes
(15)

x(y) e Y(x)t como pode

íx e x t -int X (y) }

e cres-

que as isoquantas não se

curvas são definidas

forma simples a partir desses dois conjuntos e 
respectivamente ãs fronteiras de 
visto nos gráficos 1.6 e 1.7.

1.3
cruzam entre si para y1

Formalmente, essas

cientes do ponto de vista tecnológico, 
ra pertencer à I(y) ou

percebe-se que a proposição é verdadeira.

Da mesma forma, a convexidade de X(y) e Y(x) asseguram taxas

centes entre produtos, ou seja I(y) é convexo em relação 
origem e Eíx) é côncavo com relação ã origem.^6)
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rios
de

A função de transformação tem sido utilizada na litera
tura de duas formas. Samuelson (1966)

uma

esta
ria representando
{y)

Outros autores como Hicks (.1946), Diewert (.1973), Jor-

a
possibilidade de produção conjunta.

pode ser

{1.8})

X e y

doA função F como definida acima, representa o máximo 
produto 1 possível de ser obtido dadas

de produção T e
x(y). e produtos possíveis XCx).. A forma usual de repre

sentação tecnológica de uma firma é dada pelo conceito 
função de produção para o caso de produção de um bem j apenas 
em função de transformação, uma extensão do conceito que per 
mitiria a inclusão dos casos de produção conjunta.

c 21} para

as famílias de conjuntos de insumos necessã-

os elementos do seguinte conjunto: 
ê atividade eficiente }

■ -- *

Esses autores se valeram de uma função do tipo X = F ty , xl 

onde y = (y . . . , y ) .z m
~ — *Formalmente, a função de transformaçao F(y,x)

.. r / o *o.- Max {y1:(-x J

7 e X = {y:(-x,y) e T para algum x

genson e Lau (1974a, 1974b) e Lau (1978) utilizaram uma for
ma não simétrica na analise de questões relacionadas com

as quantidades dos de
Claramente, as ativida

e T :

e Lau (1972) represen
taram a produção conjunta de uma maneira simétrica, por 
função do tipo F(y3x)=O. Assim, a função F.estaria represen- 
tando as atividades da fronteira de T. Formalmente, F

definida da seguinte forma:
F(y° ,x°
X° £

mais produtos e o vetor de insumos x.
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atividadessao

Algumas características bastante usuais da de
as

sumidas sobre o conjunto de possibilidades de produção. Sao
elas :

(D.l) = 0;

(D.2) XJ

F é uma função estritamente(D.3) côncava;
(D.4)
(D.5)

A
continuidade da função de transformaçao impoe que es ta nao

gráfico 1.8.a para

função 
transformação F podem ser derivadas da hipótese A.1-A.5,

x;
*

* des (-x^y^y)

eficientes em T,

um produto e

•k
= F(.ytxl

um insumo.

ção D.2, é devida ao

0 )n
função continua em y e

F é crescente nos componentes de

QUADRO 1.4
CONDIÇOES DE REGULARIDADE DA FUNÇÃO DE TRANSFORMAÇÃO F

e T’ para as quais y

F representando, portanto, os pontos da fron 
teira de T, da mesma forma que F. J

exiba saltos, tampouco admite buracos, como pode ser visto no

F(0. m-1
F é uma

F ê decrescente nos componentes de y.

A primeira propriedade é auto-explicativa: não pode exis 
tir produto positivo sem a utilização de insumos em quantida 
des positivas, característica que decorre diretamente da hi
pótese A.l, assumida sobre T. ^2) A continuidade de F, condji 

(2 3) fato do conjunto T ser fechado.
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y

o X0

A concavidade de F esta associada à convexidade de T e

Hicks

possibilidadesisoquantas e fronteiras de
A concavidade de F exclui a possibilidade dede produção.

seções desta apresentarem superfícies retas ou vales, como
um insumo.

F

A

* x

GRÁFICO 1.9
CONCAVIDADE DA FUNÇÃO DE TRANSFORMAÇÃO F

GRÁFICO 1.8
CONTINUIDADE DA FUNÇÃO DE TRANSFORMAÇÃO F

racterísticas das
(24)

y

♦ X
a) F não é contínua nos pontos 

A e B

y

y

ot---------
a) F é estritamente cava 0 - 1". ---c) F não é côncava

-- ►X
oôn-

0 b) F é contínua

0 —-—------- ---
b) F c côncava, a direita 

ponto A,F apresenta 
vma secão reta

corresponde novamente a uma extensão das condiçoes de

de retornos decrescentes à escala nos fatores variáveis e ca

mostram os gráficos 1.9 para um produto e
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sumos variáveis.

o e
o Ftivo de F tal que F(y,x

oonde x -Xx +(1-X)x 3

relação a origem.

1.11 para uma tecnologia com apenas dois produtos variáveis.

x’ 4-1 LL_

a concavidade de
- - - ■

x?

o que mostra I(y) estritamente 
concavidade estrita de F está relacio 

gráfico

■;

4X»

um sistema com apenas dois in

convexo com

o auxílio do gráfico 1.10 para

implica que para 0 < X <

* o Tomando-se (y3x )
.■k

(y3x^) pertencentes ao domínio efe-
J’ --

V°2

A decorrência da convexidade das isoquantas com relação 
ã origem pela concavidade de F pode ser melhor entendida com

Da mesma forma, a

GRÁFICO 1.10
CONVEXIDADE DAS ISOQUANTAS I(y)

X1

nada com a concavidade estrita de F, como mostra o

- F (y3 x ) =
* 1F (y 3x ) >
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GRÁFICO 1.11

a

E(x)

o yo

tivo de F, +

onde y = A y0para

Em outras palavras, se <

a produção mã-mantida constante a produção dos demais bens,
além dasxima do bem 1 aumenta com adições nos

características mencionadas no Quadro 1.4,
ferenciãvel, (D.4) implica que 3F/3rc

+ A, .o vetormo

dutos , correspondendo a uma extensão do conceito de produto

!

í I I
é crescente com relação

* o *7então F(y3x ) '

CONCAVIDADE DAS CURVAS DE POSSIBILIDADE 
DE PRODUÇÃO E(x)

x) pertencentes ao domínio efe-
-*A i _ , 7 

1

=(x°.i ...3 x°. + Aj ...3 x°) onde A > 0,
1 n

A quinta e última propriedade de F do quadro 1.4 estabe
lece uma relação entre o mãximo do produto 1

F(yQ
F^À<x)=f—-

F<y1,x>= y] . -

e os demais pro

< F(y,x ):

a função F for djí

> Az/

i
é o produto marginal do insumo i.

> 0 para qualquer i,on
de

Esse fato é uma decorrência direta de D.4 tomando-se co 
x^ o vetor a;^-z"0 A 1 A n (25)

< A <

(y2 3*0 Tomando-se (y 3x) e

insumos. Se,

+ d-\)y°L

A propriedade D.4 afirma que F
o 1 x < xa x.

a concavidade de F implica que F(y 3x)

- ' r + (2-X)y .
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es-

ou seja,bens , tem-se que F(y 3x)< >

então
0 para qualquer i.<

e
positivo com relação aos insumos e negativo em relação aos

concavidade estrita de F garante, ainda,
duas condições interessantes: o produto marginal do bem 1 com

os
crescentes para insumos fixos.

que outras versões das for
das fronteiras de possibilidades da pro

{1.9}
{1.10}

vetor não negativo ou n con

< 0 e 3 F/

< 0.

então
-2„ ,

custos de oportunida-
(27)

relação aos insumos é decrescente e

onde A é um

marginal para o

e nao nulo de ordem m

(1.9) e
3 F/3x . ----xv-y,V a 1

ser vistas nos diagramas que se seguem.

demais
*7

vamente ,
bf/bJ^

Tendo sido mostrado que o produto marginal do bem 1

de da produção do bem 1 sao

mas das isoquantas e
Essas duas condições nada mais sao

F(y 3x) , No
se for suposto também que F ê diferenciãve1, 

(26)

dução. Formalmente, as
F (y t x+K) - F(y,x)

F(y+L3x) - F(y,x)

demais produtos, a

forme a situaçao. Se F é diferenciãve1 duas vezes, 
2(1.10) implicam respectivamente que BF/Bx^. 

2*2 —< 0 e 3 F/ty, < 0. Graficamente essas duas condiçoes podem

condiçoes são expressas por:
£ ★

> F (y3 x+2L) - F(y3x+D\

> F(y,x) - F(y+b3x)

caso de produção conjunta: a função F é
tritamente decrescente para aumentos na produção dos

*o *1 *opara y < y t-- ~~ --  t, ,
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FÍÍ,X+6.)

E(x<-Xl
F&X)

vE(x)
o

< 0
CUSTOS DE

O

F(^a,x) 
f(4+2aaJ

A ’

GRÁFICO 1.13
OPORTUNIDADE CRESCENTES:

Y1

6

1 G,*)

GRÁFICO 1.12
PRODUTO MARGINAL DECRESCENTE:

iy.
I

I

i
■

T

32F/3x^.
Is

< 0

Elx+2A) 
--------- ------------- {>
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As expressões 1.9 da

do

rela
cionada no quadro 1.4 diz respeito à continuidade da

literatura garantem,a partir da hipótese A.6, que
caminhe

suavemente para alterações em z.

Um outro tipo de função transformaçao foi utilizado por
Shephard (1953, 1970) para mostrar as relações entre as es
truturas tecnológicas estruturas de custo de uma empre
sa

niçao é dada por:

função distância.
Note que para vetores x dentro de

denota a distância um
Para pontos fora de X(y), como o ponto a

função distância retorna um valor menor que FinaImente,1.

conjunto de possibilidades de produção T.

Uma sexta e última propriedade de F que não estã

Por exemplo, para o ponto 
||, onde || ||

>■

K

fazendo com que esta
(29)

retorna
2 x

de
7 x

x(y), D(y,x)

j ã foi VÍ£ 
convexidade

o(x2,y) = II 
ponto à origem.

x c

a z ,

função
com relação ao vetor de parâmetros z. Alguns resultados mos
trados na

e 1.10 são derivadas diretamente

e as

e sua defi-
. Esse tipo de função de transformaçao é conhecido na lite 

ratura como função distância ou função deflator,

concavidade estrita de F, a qual por sua vez, como
to, é condicionada pelas características de

(28)

F ê contínua com relaçao

D(yyx) = Max {À > 0 : (1/Xj x E X(y)}

O gráfico 1.14 permite um melhor entendimento acerca da

um valor maior ou igual a 1.
x2|| /|| x°



x) A
o

conjunto de produtos possíveis Y(x) da seguinte forma:
H(y}z) - Min {X > 0 : (J/X) y {1.12}
Novamente aqui,

atividades eficientes em T.

As funções distância têm propriedades bastante simila-
explicita-

das .

e T(z),

>

ela
serã assumida a partir deste ponto. Até agora,
balhar com um nível de generalidade razoavelmente alto. 0 ve

de parâmetros contendo produtos fixos permitira casos
de0 ) estava fora do conjunto de possibilidadesonde (0

um vetor mínimo de insumos, ve tor
produção cm

possívelmontantes positivos dos produtos variáveis. Seria

custo de complexidade na exposição mais elevado. Dessa
de

0 ) ma atividade (0n
o desenvolvimento

o x

simplicidade.

n3 m
produção, necessitando-se

co ,

a um

como o ponto

então x

H(y3x)=l também é uma representação das

mais essa restrição é mais do que recompensada pelo ganho em

continuar ainda com o mesmo nível de generalização, mas
(31)

E Y(x)}

para um ponto sobre a

tor z

A despeito dos resultados até aqui mostrados, nao reque

0 então x > 0 , m n
do próximo capítulo necessitara dessa hipótese. Assim,

tentou-se tra

isoquanta I(y) como o ponto x~, a fun
ção distância retorna o valor 1. Assim, a equação D(yiX) = 1 
é uma representação das atividades eficientes do T, tal qual 
ê a função de transformação F(y3xJ..

este, maior que zero, para que fosse possível a

Para w-0 , s m
responde a todo espaço não negativo, então DÍO 3 

m
função distância poderia, igualmente, ser definida sobre

como x(y) cor

res às funções de transformaçao e nao serão aqui
(30)

£ T e y >

maneira, acredita-se que a pequena perda com a

e que se (~x3y)

rem as hipóteses que para cada z ,
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Ate esse ponto, foram mostradas diversas formas alterna
tivas, mas equivalentes de representação da estrutura tecno-

conj untó
T de possibilidades de produção caracterizam perfeitamente o
conjunto de requerimentos de insumos

a definição de T implicou demais
por

pro-
definir o conjunto de pos

sibilidades de produção
{1.13}T - { (~x3 y ) : e

poteses impostas em 1.4.
ou

tra abordagem para a analise dos problemas de produção: as
em

respeito da estrutura tecnológica.

NOTAS

(1)

* 
Y*1

0 conjunto T definido por 1.13 obedeceria às mesmas hi- 
(32)

x c X}

exemplo, a definição da função de transformação com as

na definição implícita dos

priedades listadas no quadro 1.4 e

As condi çoes de regularidad 
bora bastante gerais, < 
dade económica. Por 
des de produção nao 
mas apenas convexo, 
dade e a separa çao 
produto de uma 
tada, trabalhando 
parecendo o 
recendo apenas 
dade. A adoçao de condiçoes

1 e resumidas no Quadro 1.1,em 
envolvem alguma perda de generali 

exemplo, o conjunto de possibilida- 
necessita ser estritamente convexo, 
Outro exemplo de perda de generali— 

clara entre o que e ins umo e o que e 
empresa. Essa restrição poderia ser evi- 

com vetores de produção liquida, dcsa 
conceito de insumos/produtos da empresa,apa 

i ns umo s / p r ò d u t o s de uma particular ativ£ 
; menos gerais neste trabalho

a partir dela pela operaçao:
k k

4 F(y,x) para y c

lógica das empresas. A adoção de hipóteses sobre o

si todas as informações a
estruturas das funções económicas das empresas encerram

No capítulo seguinte, serã mostrado que existe uma

x(y), de produtos possjí
- - k.a função de transformaçao F(y3x), no sentido queveis Y(x.) e

conjuntos. Poderia ter sido adotado outro caminho, como
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Pa

(2)

2J ‘

então:

(3)

(4)

então y s ao

(5)

m

T(z) } , vi z i-
e

d e

x
X

acompa
exem-

um 
en 
t o

nao 
z*

conj unto 
contida dentro dele.

Para 
men t e 
no 
serã denotado

sao representados 
ou nao
y.

equ iva- 
xn tyn) 

(~x°, y°) eT(z).

Estando 
d er ado s 
veís pelos 
cond i ç ao 
(A.l') T(z)

S e ( Oyij _ 

t ambém nulos.

insumos e 
deno tando

conjunto ê dito ser 
Formalmente,

foi feita simplesmente para simplificar 
ra um conjunto de condiçoes mais gerais 
sentadas, ver McFadden (1978), Axiomas

< e onde E e 
distancia euclidiana 

esses conceitos 
Klein (19 73) .

no vetor z, insumos e produtos consi 
a empresa e denotando essas variá- 
zx e zV, respectivamente, então a 
ser modificada para:

vazio.
é nu1 o,

fechado, 
essa defi

e
‘ (~x3y) t T(z)}-complemento de T(z) 

A expressão i-nt denota os elementos do 
isto é, os pontos do 
v i z inh an ça

por :
(-x, y) € int Ct

No t açao: 
-Ve tores 
n h a d a s 
pio, x3 
—Elementos 
ce s 

~°k -Se 
a) 
b ) x » y 
c.) x > y 
d)

x?. 
denotados por vetores 
Por exemplo: x=x 

com k elementos.
de mesma dimensão, 

x.£=yi para qualquer z;
para qualquer i. ;

significa x^yi para qualquer i- 
> y significa x^y para qualquer z.

notaçao, a 
serã omitida

c omp u t a do s
fixos para

vetores zx e zV ,
A.l deve ser modificada

ê um conj unto
y) E T(z) e

a exposição.
que as aqui apre

1 — 4 , p . 6 6 .•

com índi 
. . x ) . ~ n

e x/y ;

e zV

nao ser que seja absoluta, 
a referencia ao vetor z 

de produção. Assim, T(z)

sendo a

o conjunto Be(-Xo,y°) 
isto é:

; por letras mínusculas, 
dg índices,em cima, ã direita. Por 
x , x , . . 

de vetores são 
em baixo, ã direita, 

denota um vetor nulo 
x° e y sao vetores 
x=y significa 

significa x^>yi

s implificar a 
neces sãrio, 

conjunto de possibilidades 
por T apenas .

x°, y° )C- 
p o r : 
onde 

espaço Rn+m, 
jj f-x, y ) - (-x 

deno ta a 
Rn+m. Sobre 

Rosenlicht (1968) ou 
acima do fechamento de T(z) ê 
que dada qualquer sequência {(- 

convergente a (-x°,y°), então

Em termos matemáticos, um 
quando ele contem sua fronteira, 
niçao ê dada por: 
T(z)=T(z) 0 fron T(z), onde: 
fron T(z) ê fronteira de T(z) definida 
fron T(z)= (-x3y):(-x, y) t int T(z) e 

T ( z) } , sendo: 
fi-{ (~x, y) : x > 0n3 y 0m} 
CqT ( z ) = { ( -x3 y ) e Í2 : 
com relaçao a fi. ( 
interior de um conjunto, 
para os quais existe uma 
Formalmente: 
int T(z)-{ (-x°,y°) ; 3 V (- 
nhançaV(-x°3y°) definida 
Ví ~x° ,y° ) =B&( -x° ,y° ) A íl, 
uma bola aberta no 
B£(—x° ,y°)={(-X,y): 
numero positivo e !■ 
tre vetores no espaço 
pologia, ver 
A definição dada 
lente ã condição 
C'T(z) } ,
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o

(6)

1

(7)

c o n- 
q ue 
uma

s e

(~x3y) 
nao

s e

ê uma

A definição dada acima do fechamento de T(z) 
lente a condição que, dada qualquer sequência 
e T(z))t convergente a (~x°,y° ), então ( 
Definindo-se a função de produção ou 
s endo 
do as 
t ao a 
çao. Para um 
um produto e um insumo 
a função de produção.

por cima, quando ele pos 
conjunto de possibilida— 
ser colocado da forma 

onde 
e (-x2tyl) 

pertence a T.
T significa 

(-x°,y°) e 
atividade resultante 

iniciais

e equiva- 
{(~xnjyn) 

a (~x°,y°), então (-x°,y°)e T (z ) .
a função de produção ou transformação como 

o máximo do produto 1, possível de ser gerado, da 
quantidades dos insumos e dos demais produtos, en 
fronteira de T(z) corresponde ã função de produ- 

Para um conjunto de possibilidades de produção com 
um insumo apenas, o gráfico abaixo mostra

Note que, pela definição dada acima, 
pertença à fronteira de T(z), isto ê, 
çao, qualquer vizinhança 
mentos dentro e 
so exclui da fronteira de T(z) 
fico acima, pois para um ponto 
zinhança ali mostrada
Um conjunto e dito ser limitado 
sui um limite superior. Para o 
des de produção, este fato pode ser colocado da 
que se segue: dado (~x3y) eT,então existe 
x^ > 0n e y^ 0m tal que (~x^3y^) > 
não ê uma atividade factível, isto ê, 
Matematicamente, a convexidade estrita de 
que dadas duas atividades distintas em T 
(-xl^yl), e um número 0 < X < 1, a 
da combinação convexa das duas atividades iniciais esta 
no interior de T. Formalmente, se (~x°3y°) £ T e (-x^,y 
e T, sendo (—x°3y°) / dado 0 < X < 2, então
a atividade \(-x^3y^-) + (1—X) (~x°3y°) = (~x >y ) e int T. 
Uma das implicações dessa característica ê que qualquer 
hiperplano que tangencie T será apenas um ponto de 
tato com este. Outra implicação, decorre do fato 
(-x^,y^) pertencendo ao interior de T, vai existir

'i
função da produção 

(front T(z) )

para que um ponto 
fronteira de T(z), isto ê, a função de produ 

deste ponto deve incluir ele- 
fora do conjunto de possibilidades. Is- 

o eixo horizontal do grá^ 
como (—x 30) acima, a v_i 

está contida em T(z).
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-X o

implica

A

que

Y e 
e ,

somado 
Se A-o. 

j como
de

o 
xA > 0n. 
o vetor z 

obtenção de produto 
como mostra o grãfi

em ca
n a o e x i £

e cia
combina-

contida 
Seja 

se po- 
gativo) de x£ , sendo 8 por 

positivos de xA. Se- 
e 

todo í tal 
• 0 sgn(x\), 

, sendo

2 2 .,y ). C T 
, e 

fato de C-xA

0 < 0 <

> & ovm n
agora 

ó » i/A

outra atividade í-x°). eT com a característica que 
('.-x2Ji/2j >(-x^,y^) y^y> y, e se x£ > 0 então x^ < x£.
Ou seja, o fato de C~x^ y*J e i-nt T implica na existên
cia de outra atividade em T com vetor de produto estri
tamente superior a y e vetor de insumos menor ou igual 
(igual para o caso de x^-0) a xA. a prova da existência 
dessa atividade decorre diretamente da definição de pon 
to interior de um conjunto, bastando tomar uma ativida
de específica na vizinhança de (-x^3y^). Considere o nú 
mero x=M'in {x£.‘x£ > 0). Vamos considerar que 
0 caso de xA- 0n pode acontecer apenas quando 
contem insumos fixos que permitam a 
sem a utilização de insumo variável 
co que se segue:

9 ANesse caso, basta tomar como y o vetor y 
da componente metade do raio da vizinhança, 
tir insumos fixos, então x^=0n implica que y 
ramente (0nf0m) nao pode ter sido obtido 
çao convexa de atividades distintas em T. 
Assim, x será definido e positivo. Como (—x^-,y^) £ int T, 
existe uma vizinhança dessa atividade, vizinhança essa 
em T e definida por V (~x^3 y^ ) (~x\ y O Í2.
6 - S sgn(xÁ), onde sgn(x}.) denota o sinal (+1, 

*■“7 1* !•

sitivo, 0 se nulo e -1, se negativo) de X£ , 
tanto igual ao número de elementos 
jam os números y e 0 definidos 
0 = y/(Ç>+m) 2'2 e, p or t an t o , 0 < 
que x\ > 0. Definindo 
chega-se ã conclusão que y 
se xA. > 0 então x. < xA.

x^ 
por y=Min {Ç/2,a/2} 

x^ para t 
+ VQ e xZ - 

< x2 < x^
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(8)

(9)

se
ou

n ao 
vetor 
supe —

2 
>y

2 x

ponto 
outra 

Assim, 
então , 
ou s e - 

possibilidades de produ_ 
portanto, quando 

que gere o mesmo 
gere um produto

>y ).
n; II = a. .

- Y < Ç então (-x

prova . 
nao 

exibe 
geral, 
exclui 

ao 
T 

fronteira).Re 
existên- 
fronte i- 
nao esta

T, tal 
produto tem 

o produto d e - 
meno s . Se

< A < X(-x°3y°) eT,
ã escala. Generica- 
sao devidos ã exis- 

cujas combina-

2 / *> sgn (x^) 0
% ) E \/ (-x\y^) e lo

A A 
>y + ? e2)1/<2=Agora, WC-^y-y"). - (-x

. Como Q(Ç>+m) 
go (~xz3y2) E T .

Estritamente falando, só se pode definir se os retor
nos a escala sao crescentes, decrescentes ou constantes, 
se ê permitido que todos os insumos e produtos variem 
livremente, isto é, em uma perspectiva de longo prazo, 
onde nao existem insumos ou produtos fixos. Aparecendo 
no vetor z, insumos ou produtos fixos, a hipótese de 
convexidade aqui adotada corresponderia a retornos de
crescentes dos insumos variáveis, o que e uma generali
zação da Lei dos Rendimentos Decrescentes para o caso 
de produção conjunta. A exclusão de retornos constantes 
ã escala pela hipótese de convexidade estrita pode ser 
colocada da maneira que se segue. Seja (—x°3y°) E T tal 
que nao exista (~x}y) £ T onde (~x3y) > (-x°3y°)* Para 
0 < A < (1-X) (0n30m) + X(-x°3y°) - A(~x°3y°) é uma
combinação convexa e, portanto, por A.4, A (-n°3y° )E int T. 
tal que (~x2-3y2) > X(-x°3y°). Agora, se valem retornos 
constantes ã escala para um 0 > 0 0 (-x2 3 y2) E T e. QX(-xP3
y°) ET. Tomando 0 - 2/Acheg a—se a uma contradição, pois 
1/X(~x2 3y2) > (~x°3y°) contraria a premissa da 
Note que essa prova exige que (0n30m) e T. Se isso 
ocorre, então T nao é um cone e, portanto, T nao 
retornos constantes ã escala. De uma forma mais 
a hipótese de convexidade estrita aqui adotada 
segmentos planos na fronteira de T (qualquer combinaça 
convexa de duas atividades distintas_na fronteira de 
esta localizada no interior de T e nao na 
tornos crescentes à escala estão associados ã 
cia de alguma atividade (-x°3y°) pertencente a 
ra de T e para algum A entre Del, A (~x°3y°) 
em T. Ou seja, uma atividade na fronteira de 
que se os insumos sao reduzidos em fator A,o 
que ser reduzido mais que A,ou ainda, se o produto 
cresce por A, os insumos devem decrescer 
(0n30m) E T , então para qualquer 0 
o que excluiria retornos crescentes 
mente, retornos crescentes à escala 
tência de atividades na fronteira de T, 
çoes convexas estão fora de T.
Uma atividade (~x3y) E T é dita çer eficiente, do 
de vista tecnológico, quando nao existe nenhuma 
atividade (~x23y2) e T tal que (-x3y) < (-x23y2). 
se (~x3y) eT é eficiente e (~x23y2) > (-x3y), 
(~x2 3y2) não é uma atividade factível à empresa, 
ja, nao pertence ao conjunto de 
çao. Uma atividade e eficiente, 
existe nenhuma outra atividade 
de produto com menos insumo, ou
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rior

O

i

o<3-X -x

O
>y

d e 
c o n

T 
en- 

d o

<V„.
sem

CovVvA S(\XOJ

pode- estar 
por 
0

e
2 , 
(~x°3y°) 

abaixo.

e
e m

7, sendo 
gráfico

a 
Se y 

que 
nao 

ponto da fronteira (- 
nao 

ins umo s 
caso, 
n-» com x

e, portanto, (-x°,y°) 
existindo produto fixo 
nao pertença a —

> 0n como no

com igual quantidade de insumos. A partir dessa 
ao de eficiência, e dadas as características do 

junto de possibilidades de produção, a fronteira de 
passa a ser sinonimo do conjunto de atividades efici 
tes. Em outras palavras, uma atividade ê eficiente 
ponto de vista tecnológico, se e somente essa atividade 
pertence a fronteira de T. A primeira parte dessa pro
posição pode ser provada da seguinte maneira. Se (~x3y) 
E T, mas nao pertence a fronteira de T, então pela defi 
niçao de fronteira de um conjunto, (—x3y) pertence ao 
interior de T. Pela nota 7, como (~x3y) E int 2’,vai exis 
tir outra atividade (-x^3y^) ET com a característica 
(~x^3y^-) > (~x3y). Logo, (~x3y) nao pode ser atividade 
eficiente. A prova da segunda parte da proposição, se 
uma atividade pertence a fronteira de T, então ela é 
eficiente, esta apoiada nas características de convexi
dade de T .
Seja (-x°3y°) na 
que (~x°3y°) < 
tando dentro do 
então (~x°3y°) 
numero 
as sumi do 
sos, 
me iro, 
xo s , 

u t il 
t e .

fronteira de T e x^ > 0n e yl > 0m tal 
(~xl3yl). Serã mostrado que (-x 1,y1) e s - 
conjunto de possibilidades de produção, 

nao pode- estar na fronteira de T. Seja o 
a definido por a — Max {l—y-i,/yi ■ y^ > $}. Serã 

que y° > Om. Se y° - , podem ocorrer dois ca
ambos mostrando que (~x°3y°) ê eficiente. No pri- 

supondo que z nao contém insumos ou produtos fi- 
entao o ponto da fronteira (~x°3y°) ê igual a 

e claramente nao pode existir produto positivo 
izaçao de insumos e, portanto, (~x°3y°) é eficien- 
No segundo caso, existindo produto fixo em 2, pode 

acontecer que (0 
igual a (~x°3Om)
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1

2

as

nao 
s e

con
de-

o s
(-Xo 3y°)
T. Se a
T,

e 
yl > y% > o.
X a, pela r 
(y°--yl) (i/x) 
que

O 
y2 
y°

n •> om
> om 
onde

, comó 
x > 1 - y^/yi ou 

0m. Note agora 
• (x°3y°) = ( (~x° 3 

(~x^3y^). Dessa for- 
atividade (-x^3y^)

Novamente nao existe 
positivo utilizando-se 
(-x°3y°) é eficiente. 
Como yl y° > 0m, 
partir do qual a 
menos um í para o qual y £ 
zero apenas no caso de yl — 
por X - Max{a.3l/2} logo 0 
dade (~x^ty^)- definida por 
((1—X)/X) (-xltyl). Serã mostrado 
e que também (—x^3y^) < (—xoyyo) e, 
£ T. Para tanto, note que x% - x°(l/X) 
x% = (x°j x?) (1/X) + x2. Como x° > x^ 
mesma forma, y% = (y°-y2) (1/X) + y^. 
é preciso que (y°-yl) (1/X) + yl 0m 
só é devida ã atençao para os

Para esses elementos, 
construção de a chega-se 
• + y\ >_ 0 e, portanto 

a z < (-ío3y°) pois (~x% 
x23y^)) (1~X)/X e (~x°3y°) 
propriedade A.5 garante que

3y%) 
y°)-(- ” 
ma, a 
£ T. 
Coletando os resultados obtidos ate aqui, chega-se* ao 
seguinte: (-x°3y°) pertence a fronteira de T e (~x^3y^) 
pertence a T. Se a atividade (-x^3y)) > (~x°3y°) também 
pertence a T, sabe-se pela condição de convexidade que 
qualquer combinação convexa de (~x^3y^) com outra ativ£ 
dade distinta gera uma atividade no interior de T. Como 
(—x^3y2) > (—x°3y°) > ( —x^3y^), a combinação convexa X 
(-x%3y2) + (1-X) (~x^3y^) = (-x°3y°) com X definido ac£ 
ma, gera uma atividade no interior de Tt o que fornece 
uma contradição pois (~x°3y°) pertence ã fronteira de T. 
Portanto, se (~x°3y°) pertence a fronteira de T e (~x2> 
yl) (~x°3y°)3 (~xl3yl) nao pertence a T e logo (~x°3 
y ) ê uma atividade eficiente do ponto de vista tecnolóy° ) é 
g i c o . 
Mostrou-se, portanto, que todas as atividades eficien
tes estão na fronteira de T e que a fronteira de T 
tem apenas atividades eficientes. Essa propriedade 
corre da convexidade estrita de T. Se T fosse apenas 
convexo, então existiriam atividades na fronteira de T 
que nao seriam eficientes, como é mostrado no gráfico 
que se segue.

possibilidade de 
x° como insumos. 

Assim, serã suposto 
então 0 < ct < 1 , pois o 

foi definido nao e vazio, 
y^ > 0. 0 numero 

=y°. Seja o número X 
< X < 1 e a 4 X. Seja 

(~xz3y2) = (1/X) (—x° 
que x% 0n e

< (~x°3y°) e, portanto, 
que x% - x°(l/X) - x^ 

x^. Como x° x^ então
- (y°-y^) (1/X) + y1. Para 

+ y1 > °m •Como y 
eventuai s

basta no tar

2>y2) ■; 
<
a

se obter produto 
e, portanto, 
que y° > 0m.
conjunto a 
existindo ao

a pode ser 
definido
a ativi^’
3 y°) -

2^ 2?
(-xd 3yó)

(1-X) ou
5- 0n. Da 

que 
J2 ■ 

elemento s
que
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9*5

T

-x. o

A

do conce i to 
corresponden- 

nao apenas um
de função. Da

£ Z
a (~x°ty°) , 
que deve ser 
que 

oe
,yn)

ac

extens ao 
um a 
e 

definição 
de continuidade de furi 

correspondências. A con- 
estabeíecida matematicamente 

uma cor 
subconj unto 

d e 
um 

t í n u a 
cada 

sequência 
s e q u ê n - 

A 
con- 
con- 
s e- 
As 

respectivamcn-

Í2 , onde Z 
possíveis 

por A.l que 
uma correspondência 
abaixo valerem 
se {zn

{ (-x”3y”)
, então 

valida 
n £

£ T ( z° ),

correspondência ê uma 
no sentido que a imagem de 

pode conter um conjunto de pontos 
elemento, como ê requerido na 
mesma forma que existem condiçoes 
çoes, o mesmo acontece para as 
tinuidade de T(z) pode ser 
da forma que se segue. Em primeiro lugar, 
respondência que leva de Z a Í2 , onde Z ê 
de 2?c formado com os vetores possíveis de 
z. Para cada z E Z, sabe-se por A.l que T(z) 
conjunto vazio,. T (z) será 
quando as duas proposiçoes 
z° E Z. Em primeiro lugar, 
convergente a z° E Z e ' 
cia convergente 
segunda condição 
tínua, estabelece 
vergente a z° e (-x 
qiiência {(-xn3yn) E 
duas condiçoes

A atividade (-x 3y ) pertence a fronteira de T mas não 
é eficiente, pois (-xo3y°) £ T e (-x°,y°) > (-x*3y°). 
Nesse caso, o conjunto de possibilidades de produção nao 
e estritamente convexo, mas apenas convexo.
Note também que sendo T apenas convexo, a primeira par
te da proposição acima continua valendo, ou seja, se 
(—x3y) Eíe eficiente, então, (—x3y) pertence ã fron
teira de T. A convexidade estrita de T vai garantir, quan 
do da definição da função de produção, que as ativida
des pertencentes ã função de produção (fronteira de T) 
sao aquelas atividades eficientes do ponto de vista tec 
no1ó gi co .

(10) A noção de 
de função, 
cia

T(z)é 
o 
acontecer 

nao e 
con 

para 
£ Z} ê uma 
T (zn)} ê uma 
(~x°,y°) £ T(z°). 

deve ser valida para T(z) ser 
sendo {zn £ Z} uma sequência 

3y°) E T(z°), então existe uma 
T (zn) } convergente a (-x°3y°). 

ima definidas implicam,
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2

X ê

conjun tos Xos

Y =

espa- 
cor- 

o s

comportamento 
s implicidade 

vetor nos con 
na verd a

y(x) 
xeX

X, respectiva- 
ser limitado 

ins umos 
de prod_u

e1emen t o.
partir de y°

x° > 0n e
T. Como T 
(~x^3y^) dessas 
interior de T

ser facilmente deduzidas a 
(A.5). Sendo T nao vazio, então Y e X 
um elemento. A convexidade de Y pode 

a partir de y° e yl distintos em Y. De 
x^ > 0n, tais que (-x0^ 

ê estritamente convexo, 
duas atividades pa 
i/X pertence a Y. 
existe ( -x % .> y 2 ) >

2 » y^ . Tomando- 
a Ç - Min {y2 - 

ponto interior de 
ã vizinhança de y^ 

a está conti-
convexo. De ma- 

•es tri tamente

te que T(z) ê uma correspondência contínua por cima e 
contínua por baixo. Sendo o conjunto Z fechado em J?e , 
a continuidade por cima de T(z) implica que o conjunto 
M = {(z}-z}y):z e Z e (~x3y) E T(z)} é fechado no 
ço Re x 0 conjunto M corresponde ao gráfico da 
respondencia T ( z ) , representando, portanto, todos 
planos de produção para cada vetor z. 
Sobre a noção de correspondência e continuidade das mes 
mas, ver Klein (1973) ou Green e Heller (1982).

(11) Como a preocupação básica agora reside no 
de T (z) para cada vetor z, para uma maior 
de notaçao serão excluídas referências ao 
juntos que se seguem. Assim, X e Y referem-se, 
de, a X(z) e Y(z) para um dado z.

(12) Essas características podem 
partir de (A.l) a 
contêm, ao menos, 
ser estabelecida 
ve existir, portanto, 
y° ) E T e (-x^yl) E 
a combinação convexa 
ra 0 < X < 1 está no interior de T e 
Como (~x^3y^) e ponto interior de T,

tal que (-x^,yh e T, sendo y 
-se uma vizinhança de y^ com raio igual 
-y\:i=l, ••♦j m} percebe-se que y^ ê 
Y pois qualquer vetor y que pertença 
ê tal que y « y% e, portanto, a vizinhanç 
da em Y. Dessa forma, Y ê estritamente 
neira semelhante, pode-se mostrar que 
c onve xo .
A limitaçao por cima e por baixo de Y e 
mente, decorre diretamente do fato de T 
por cima, dado y existe um limite inferior de 
que geram y e dado x existe um limite superior 
to possível de ser obtido com x..
0 fechamento de X pode ser mostrado a partir de uma se
quência qualquer {xn E X} convergente a x°.Note que 
{ (~xnj 0m) E 21} é uma sequência convergente a (— x° , 0m) . 
Sendo T fechado, então, (~x°}Om) E T e, portanto, x^ e_X, 
o que mostra o fechamento de X. Valendo-se de uma construção 
um pouco mais elaborada, mas basicamente da mesma forma, 
se mostra que Y ê fechado.

(13) Ciaramente, 
e Y(x):

X

e Y resultam da união de X(y)
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1 . 2

(C.2 ’ )

sua
s e

i

( C . 3) decorrem 
desperdício dos insumos 

estabelecido de forma equivalen-

diretamente 
e produtos,

s i g n i - 
seg- 

conv£ 
fronteira 

reta

quadros (1.2) 
por cima, 

cada y 
No te 
no

exemplos 
um b em,

(i)
(ii)
(i i i) Se

(15) Para

e 
imp1i ca 
Y(x) è

pe- 
e s - 

f i xo s

para o qua- 
propos ições

s emeIh an te s 
mostradas as

> 0 };n

2
X (y ) paraX (y) para y 

que yl <

t omando- 
(~x2 3y) 

Para um A entre 0 e 
da combinação conve- 

no interior d e 
Como y% » y, en- 

uma vizinhan- 
> 0} nota-s e 
que, p o r t an

x £

nao pertence a X(y).
fato decorre diretamente da cori 
X(y2) estã contido em /(z/^J.De 

~i fronteira de possibilidades

: x 
'k(y)

= {x: x

= {0 };1 m 3
> 0 então 0— n

as isoquantas esse 
dição C.2, pois y1 > y° 
forma análoga, com relaçao ã 
de produção E(x).

(16) A convexidade da isoquanta com relaçao à origem,
fica que tomados dois pontos diferentes em I(y), o 
mento de reta que os liga, isto e, as combinações 
xas, está situado acima da isoquanta. Para a L---
de possibilidades de produção, o segmento de reta esta
ria por baixo de E(x) demonstrando sua concavidade.

(17) 0 conceito de produção conjunta a que este capítulo 
refere, é bastante amplo. Ele engloba os exemplos clás
sicos de produção simultânea de mais de um bem, como

(14) As provas dessa implicação são 
dro 1.2 e 1.3, assim só serão 
relativas ao segundo quadro. 
Claramente, se o conjunto de possibilidades de produção 
nao e vazio, então X(y) também nao o será. Para provar 
que X(y) e fechado, basta verificar que se {xneX(y)} é 
uma sequência convergente a x° t então {(~xn3y) E T} é 
uma sequência convergente a (-xOyy). Como T é fechado 

£ T e logo x° £ X(y).
A convexidade estrita de X(y) pode ser vista, 
-se Xo e x2 distintos em X(y). Logo (-x°}i/) e 
sao duas atividades distintas em T. Para um A 
7, a atividade (~x23y) resultante 
xa de (~x°3y) e (~x23y) estã localizada 
T. Logo existe em T(-x^3y^) > (~x^3y). 
tao (~x^3y) também é factível. Tomando-se 
ça de x^ com raio igual ao Min {x^~x% • x\ 
que essa vizinhança está contida em X(y) e 
to, X(y) é estritamente convexo. 
As características (C.2) e 
da hipótese de livre 
sendo que C.2 pode ser 
te c omo:

Se x £ X(y) para y £ X então 
y ' £ X tal que y1 < y.

Além das possibilidades listada nos 
(1.3), a condição de 'T ser limitado 
que x(y)- é limitado por baixo para cada y £ X e 
limitado por cima para cada x E X. Note também que 
las hipóteses assumidas sobre T, se no vetor z nao 
tao computados insumos ou produtos considerados 
então:

X<°m>

y -« - -777
isoquantas
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*

O

TÃ esquerda do ponto A, 
nao 
to , 
ser 
çao 
produtos 
t i va ,

de convexidade 
T s ao

fazem parte da definiçã
fosse adotada 
ocorrer de

cons tituído
o gráfico

bem como aqueles ca 
l do ponto de vista 

uma empresa produzindo diferentes bens, 
determinada tecnologia de produção. Poi

se t o r metalúrgico produzindo para 
essa distribuição, ver Samuelson

do c on- 
defini- 
o s veto

Seja 
No pri 
Aqui? 
1 > y°

, as atividades da fronteira ,de 
seriam eficientes (produto marginal nulo) e, portari 
nao pertenceriam à função de transformaçao. Poderia 
adotada outra definição para a função de transfor ma 
que seria o máximo de um produto, dado os demais 

e o vetor x de insumos. Essa definição alterna 
juntamente com a hipótese de T ser apenas convexo, 

levaria a função de transformaçao a representar todos 
os pontos da fronteira de T sendo eles eficientes ou 
não. A escolha da hipótese de convexidade estrita de T 
conduz à equivalência dessas duas definições alternati
vas de função de transformaçao.

(19) As hipóteses de fechamento e limitaçao por 
junto de possibilidades de produção garantem 
çao da função 
res x E X e $ 
x° E X e y° e 
meiro , existe 
como t

estrita assumida, 
atividades * efi- 

ão de F. 0
a hipótese de Jser 

um subconjunto da 
de atividades efi- 
q u e se s e gue.

c ima 
i a

de transformaçao para quase todos 
E í, como pode ser visto a seguir, 
í. Podem,então,existir doi^ casos.
um y^ > 0 tal que (-Xo,y^jy°) E T, 

e limitado por cima, vai existir um vetor y

por exemplo, refinação de petróleo, I 
sos onde nao existe produção conjunta 
tecnológico, mas uma empresa produzindo diferente 
cada qual com uma < 
exemplo, uma firma do 
fusos e pregos. Sobre 
(1966), Lau (1972, 1978).

(18) Note que pela hipótese 
todos os pontos da fronteira de 
cientes e, portanto, 
mesmo nao ocorreria se 
apenas convexo. Poderia 
fronteira de T não ser 
cientes como exemplifica
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T}e
tal —ooe

ver

(20) Aqui também

0,Se

í

uma 
ve tor 

para

valer 
i n s umo s 
colocada

onde 
ou

d e 
nao
ma ,

d e

j x)

3 X3

(21) 0 fato

s imp1i c id ade 
se lê 

seja

ma i or
z. As sim, 

um dado z,

e 
definição 
por F

do gráfico de F representar as atividades 
tes, ou seja, representar a fronteira de F, decorre 
própria definição de F. Se y2=F(p3x) então (~^3yl 
Se esta atividade nao é eficiente, então ela esta 
terior de T, como se mostrou na nota.9. Portanto, 

outra atividade em T(-x23yj3y2) > 
,»P2) » (y2>P)> Por A-5 (~x>y7->y) e T 
poderia ser máximo, contrariando a 

, as atividades representadas por F sao 
outro lado, se (-x3y 23p ) E T e. eficiente, 

ao gráfico de F, pois dado x nao existe 
que gere um vetor de produtos 

- F(p3x) . Assim, <-------- .
representar o

será omitido, para 
da notaçao, a referência ao 
F(y.x) entenda-se F(p3x) 
F (tí3 x3 z) .

30 )•* n

tal que (~x°3y2) não pertence a T. Portanto, F(y°3x°) = 
= Max {y 2-‘(~x° 3 y 2 3 ) E T} < y^, e sendo T fechado e
garantida a existência do máximo. Se T nao fosse fecha
do, então a função de transformação nao poderia ser de
finida, pois ypode se aproximar indefinidamente da 
fronteira de T sem tocar propriamente na mesma. 0 segi-.n 
do caso diz respeito ã possibilidade de nao existir y^ > 
0 tal que (-x°, y<j ? ) E T. Tal fato pode ocorrer se fo
rem tomados p° e Y cujos elementos sao suficientemente 
grandes e x° E X com elementos suficientemente pequenos 

tal sorte nao ser possível gerar qualquer quantidade 
negativa do produto 1. Para solucionar esse proble- 
a definição da função de transformaçao F deveria ser 

estendida para:
F(y°3x°) = Max {y2-(~^°3y

(~x ,y-,.y ) e t.

ou produtos fi_ 
qual explicita 
prod u tos , en-

como :

* o
3y ) E T} se existe y >0

1 - *o 2que (-x 3yi3y~J e T. Caso contrario, F(y 3x°) =
0 domínio efetivo de F para o qual é relevante a anali
se, consiste de todos os pontos x E X e y E ? para os 
quais F assume valores finitos. Sobre a extensão de F e 
suas propriedades, ver Rockafellar (1970, seção 4). Pa
ra o uso de F com tal definição estendida, ver Jorgen- 
son e Lau (1974a e 1974b) .

eficien 
d a 

p) E T. 
no i n 

vai 
existir outra atividade em T(—xJ,yj3y1) > (~x3y23§) on
de (_yj3p2) » (y23p). Por A . 5 . (~x3 y 23 y) £ T e como yi >yi 
yj nao poderia ser mãximo, contrariando a definição de F. Por
tanto, as atividades representadas por F sao eficientes. 
Por outro lado, se (-x3y2j$) E T é eficiente, então ela 
pertence ao gráfico de F, pois dado x nao existe outra 
atividade que gere um vetor de produtos superior a y e, 
portanto, y 2 - F(p3x) . Assim, existem várias alternati
vas para se representar o conjunto de atividades ~efi — 
cientes: a fronteira de T, a função de transformaçao 
as isoquantas I(y) e as fronteiras de possibilidade 
produção E(x).

(22) No caso mais geral, onde existem insumos 
xos, essa propriedade pode nao valer tal 
da. Se o vetor z contém apenas insumos e 
tao a propriedade D.l pode ser 
(D.l’) Se então F(°m_2
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A condição

H

G

■k
> 0H epara1

/ O * i
(~x3y ,y)s endo

A.5)

o

a- 
ê.

*
ÍXj y)

G
T

o
1

■

O 
yl > y p 

(cond i çao

0 fechamento de 
corresponde a 
com relaçao a Q. Como a 
bem de seu complemento,

fácil de ser visto, pois
ao complemento de 

T è fronteira tam-
conjunto fechado.

! garantem a continui 
lista dessas condições,ver 

A condição mais direta

*1

de F e y2 > 0. 
possibilid 
também o> T, 

claro, pois:
: F (y3x) y 2}
de F

G também é 
fronteira de T unida 
Q. Como a fronteira de

G é um

: Max y
de F) 
(-x3y°13y) e T

Í-Xjy13 y)

e T]

e
E T}

> y 2

(23) Uma série de condições equivalentes 
dade de uma função. Para uma 7 
Mangasarian (1969), apêndice C. 
e mostrar que os conjuntos

{ (~x3y2jy) : F(y3x) > y2} e
{ (~x3y2>fi) : (F(y3x) < y2}

sao fechados para (~x3^) dentro do domínio 
0 conjunto H coincide exatamente com o conjunto de 
des de produção T, e sendo este fechado, H 
Isso é i’

- {(~x3y23y) 
no d omí ni o

- { (~x3 y 2 3 P)
(definição

= {(-xy23y) :
- {(-xy23y) : 
= T

o
1
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)
o

>

>

estrito 
(y2 >x2) 
”, então

quan 
são

para

ser divi 
da hipcT 

que 
s e gund a 
garantem 
vetor x.

Como 
atividade 

de F

nota 
y°-
logo
&2
\y2 + 
que 
!T>
yi = que

j em 
(-x23y2 ) 

atividade (~x^3
+ X F($

interior de T 
Existe, 
> (~x 7 >'g°, a a 

n a o pode 
em uma

a x pode 
utilizando-se 

encontra-se 
x. Na 
de T 

no 
x 2 . 

a 
definição 

x>y2>$2 
e (~x°} 

portanto, 
À<^ 
1 -X.

Iterações 
x° < 
que 

pela 
2) .

atividade (-x 
(~^2 >y 2>y2

UU U . M X
y 2i> y2) > (~x 
ao x° < x^ < x2

*1 7 Hl seria o ma- 
argumentos

y*) 
x; e
2,

X1) 
d e 

x 2 ) en 
Pelas 

comb ina- 
pertence

(24) Uma função F é dita ser côncava no sentido
do vale a seguinte condição: se (y°3x°) e 
elementos distintos do domínio efetivo de F, 
qualquer 0 < X < 1, tem-se que: 
n-X) F(y°3x°) + XFÍy^x1) < F (yX 
onde (yX>xX) 
Essa condição realmente 
transformaçao F pois se 
tão (~x°jy^jfi°) e (-x2 
características de c __
çao convexa dessas
ao interior de T, 
de (-x^y^) com a____
y2 » y^. Pela condição 
e logo F(p^jX^) > y2 > 
que prova a concavidade de F.

(25) A prova que F ê 
’ d i d a
tese 
F nao pode 
parte, as 
que Fnao 
Seja y<l 
x° < 
(-x2 
tem-s e 
Se y°2- 
resultante 

pertence ao :_ _
em T(-x23 y%3 t)2) 

(y2• como x 
E T. Finalmente, 

contradição, dado que y 
a tr av é s

laçao a y e a mesma da 
yl=F(§2 j x) sendo $2 >

' ±yÍ>$°2 e 
então (~x,yj 

/ 1 onde 
J em T tal 

(y • Como 
e sendo y2 
F($°,x), o

crescente com relaçao 
em duas partes. Na primeira, 
de desperdício em T, condição A.5, 

ser decrescente em relaçao a 
características de convexidade 

pode ser constante para a
> e y2} = F(^ix1) onde 

hipótese A.5 de T implica 
pertence a T. Portanto, 

F($3x°) - y°2 y2 = F(§3x 
então para_0 < X < 1, a 

da combinação convexa de 
interior^de T, existindo, 

onde (-x2ji
2 > x° , entaô x 

s end o yf >
nao 

de F com

2 ,
+ XFÍy^x1) < F(y\xX

- . • ~ . Z*O <9 , ,*1e combinação convexa de (y 3y J e (y 3 
se verifica para a função

F(v°>jO) e yj = F(íi2> 
>y>lr2 estão dentro de T. 

gnvexidade estrita de T, a 
; duas atividades

existindo portanto em T outra ativida 
característica (~x23y2) > (~x^3y^) e 

A.5, a atividade e T
(1-X) F(y°3x°) + X F(§23x2), o

- F(§3x°) 
x1 , a 

u e 
yl2=yi=y2

yji, P2, 
uma atividade 
yl e (y^§22 >> 
logo (~x2 3yj3y) 
che g a-s e a uma 
ximo do produto 1 definido 
(y jx2) .

(26) A ideia da prova de F com r 
anterior. Seja yci=F(^°3x) e 
Portanto, por A.5, a atividade f-x.i 
F (§° 3 x) =y(j > y\ - F(y23x). Se y^y1^^, 
pertence ao interior de T para 0 < X < 
+ (1- )y°. Existe, portanto, (-x2,y2}^2) 
(~x2 y2 ^2) > (-x,3y13^) e (y2 
> yX > t a atividade (~x3y%3y°) E T 
= y*2 , nao pode ser máximo definido por 
resulta em uma contradição.
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*

pro-

e

> 0
7,

P • 
d e
em

definição 
pa-

semelhante, tomando-se 
e serã aqui omitida.

corolário 21, 
c ad a ve t o r z 

contínua

possui
p . 76 ,
> 0n

estabelecer
a f unç a o

SeJa y2= F(y3x) 
tal que A > 0n. Como 

0 < A < 7, t em-s e 
(1—X) F(§3x+2A).Em 

7/2 F(p3x) + 1/2 F ($, 
i y , a,-■cía/ . Arranjando-se 
F(y3x+L) - F($3x) > F

com o mesmo 
o conce i to de 

sobre 
hipóteses

x+2b) 
o s 
($ 3 x + 2l\) 
A prova 
y°2 = F(^x)

(29) A esse respeito, 
79, que mostra se 
garametros, então 
y j, x e z.

(30) Ver McFadden (1978), seção 7, pagina 30, 
priedades de funções distancia.

(31) Para continuar com o mesmo nível de generalidade, McFadden 
(1978) introduz o conceito de tecnologia trans1acionada 
efetuando uma operação sobre a família de conjuntos T(z) 
que obedece às mesmas hipóteses e possui a origem no 
seu interior. Ver McFadden (19 78), p.76, seção 16. A hi^ 
potese da necessidade de um vetor x > 0n para gerar um 
y > 0^ é importante apenas para estabelecer uma rela- 
çao biunívoca entre a função custo e a função de trans
formação. Ver Nerlove (sem data).

(32) Jorgenson e Lau (1974), mostram a determinação das ca
ra c t e r í s t i c a s do conjunto T de possibilidades de produ
ção através de hipóteses sobre F.

(27) Custo de oportunidade entendido aqui na sua 
usual, o sacrifício na produção do bem 1 necessário 
ra aumentar a produção de algum dos demais bens.

(28) A expressão (1.9) pode ser assim provada, f-2- 
yl - F(fi3x+2b) onde A é um vetor

~ então para
X F($3x) + 

' > / 
F(^3x). + F(fiix+2h~).

a j

sobre as

_ ----- --- r---- 1 ser
e yl = F($,x+2b) onde A é 
F é estritamente côncava, 
que F($3 Xx+(l-\) (x + 2t\) ) > 
particular para A-7/2 F(§3x+t\} 

"L) ou 2 F($3x+h) > 7'Z. ' 
termos cheça-se finalmente 

- F($3x+b). 
da expressão (1.10) é

e y\ - F(y+2L3x), 
ver McFadden (1978), 

(0n30m) e T(z) para 
uma função distância é.
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CAPÍTULO 2
RELAÇÕES ECONÓMICAS E DUALIDADE

está
adoção de outro ponto de partida que especificaçãona

de uma função de transformação ou conjunto de possibilidades

{2.1}C + +

onde w C a
como

Neste problema existe a especificação,a priori,lo anterior.
de uma função de transformação F que deve obedecer a algumas

e w

o
Monta

condições de primeira ordem paraas
a

{2.2}n

onde

de produção.
Considere o seguinte problema de mínimo:

Mínimo
x

Sujeito
11

= F(yjx) ,

da a função de Lagrange, 
solução do problema acima são dadas por:

= X F^fy^x)

= F(ytx) ,*i

condiçoes de regularidade. Dado o vetor y de produtos
na busca dos

w „x

nao a

a uma

vetores x

W X n n

w .i i=l, . ..,

i
equação de custo e demais símbolos

yl 
são os preços dados dos fatores de produção, 

definidos no capítu-

de preços de fatores, o problema (2.1) consiste
que tornem mínimo o custo total de produção.

No capítulo anterior, foram discutidas formas equivalen 
tes de representação dos limites tecnológicos impostos 
empresa. Um caminho alternativo, mas igualmente valido,
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A é

de minimização de custos,
luções são expressas como funções do vetor de preços e produ
tos ,

(y, w) z=2,.. {2.3}n

A substituição de (2.3)
textos ,

C-CfÇ) onde Q ê a quantidade,

mínimo custo de se chegar um deter-a

{2.4}++

de

certascom
demandas de fato

res .
(2.1) .a

algumas condi-a
ções de regularidade, vamos

{2.5}C w

formaçao (ou de outra representação tecnológica) 
características e chega-se

função custo que obedece
minimizar com relação aos preços

- C (y 3w)

1*1 + " 

C = C(y,w)

a equação de custo:
Mínimo 

w
Sujeito

3 n.

na equação de custo de (2.1) le 
conceito familiar de função custo dos livros

estando por trãs dessa formula_ 
ção o vetor de preços de insuinos. Essa função relaciona para

o multiplicador de Lagrange e FSF/dx^

A solução do sistema (2.2) conduz a um conjunto de fun-

va ao

à função custo e

primai. Para esse problema, parte-se de uma

cada vetor de preços o

Partindo-se de uma

ções demanda derivada de fatores compatíveis com a

+w x n n

minado vetor y de produto:
* * * C = W nx. + ... + W XJ n n
Ao problema especificado em (2.1) serã dado o nome

função de trans-

Vamos considerar outro problema, semelhante

dadas formalmente por:
* *
X • - X .

* *A = X (yj>w)

hipótese
e a solução otima para A. Essas so
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As condições de primeira ordem para (2.5)

{2.6}x n

onde
X é i-=1j...,n.

A solução do sistema (2.6) x.

Formalmente:
{2.7}n

Agora, a substituição de (2.7) de volta problemaao
(2.5) conduz a uma relação apenas entre o vetor de produto y

alternativo
Os termos dual e

primai têm aqui a mesma conotaçao utilizada em programaçao
ser notado nesse segundo problema,linear. 0 importante noa

solução

y x,

sentação tecnológica inicial do problema primai (2.1).
Existe, portanto, um caminho alternativo para estu-se

trans
o

tir de uma função que resume
mo por exemplo,

base da teoria de dualidade em ecoe
nomia. Em

te com o problema dual.

★ w

problema dual, ê que a relação derivada a partir da
nada mais ê que a repre

para o primai, 
programação linear não existe vantagens na maior

parte dos problemas empíricos, para se trabalhar inicialmen-

....

i=l3 . ...

são dadas por:
* . = \c.

z Z*
C = C(y3v) ,

t) . - w . ( C3 y3 x)

X = X (C3y3x)

o multiplicador de Lagrange e C .= dC/du., 
'l' "Z,

ê expressa em função de C3 y e

a solução de

é essa a

e o vetor

e o vetor de insumos

deste, entre o vetor

x original. Esse problema
foi chamado de dual por Shephard (1953) .

dar a produção. Ao invês de se partir de uma função de 
formação com certas hipóteses, pode-se iniciar o estudo a par 

um comportamento económico, co- 
a função custo, ou seja, partir do lado dual
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os

Cass

lhos onde se escolhe,
po Cobb-Douglas ou CES.

e
de produção.

Função Custo

f(y)=Ax

Y

an x n

-an a n

QUADRO 2.1
PARES DUAIS DE FUNÇÃO CUSTO E FUNÇÃO DE PRODUÇÃO 

________ (continua)
Função de Produção

-al 
a2 * então o grau de 

a escala é p

mo cerne de

an w

1. Cobb Douglas 
c = yfíy)»*1 

onde
A'1

a priori , uma função de produção do tji

0 quadro 2.1, abaixo, extraído a partir de Nerlove (sem 
data), exemplifica pares duais de funções custo e funções

bre as funções económicas permite ainda um grau de generali
dade bastante amplo para as representações tecnológicas, uma 
flexibilidade alcançada bem superior ã encontrada nos traba-

métricas enumeradas na introdução da primeira parte deste es 
tudo, traz consigo outros benefícios. Em primeiro lugar, 
resultados de estãtica comparativa são facilmente deriváveis
a partir do lado dual, como mostra Silberger (1974) e 
(1974). Em segundo lugar, a imposição de características so

ai

retornos

Mas, a adoção de uma função custo (receita ou lucro) co 
um modelo de produção, alem das vantagens econo-
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Função Custo Função de Produção

2. CES
C +

1 +

Leontief3.
1 = Min{ }

4. Substituição perfeita

a

CES ,
a produção simples, 
ver

QUADRO 2.1
PARES DUAIS DE FUNÇÃO CUSTO E FUNÇÃO DE PRODUÇÃO • 

(conclusão)

Fonte:
Obs . :

x n

2/P

, então 
à escala c

C - Min 2^ 1 >
vf (y)} n n

Nerlotfe (sem data), p.8.
Todos os quatro exemplos referem-se
Para exemplos de produção conjunta, ver Hasenkamp (1976).
Para uma derivaçao didãtica da Cobb-Douglas e CES, ver 
Binswanger (1975).

o grau de re-
P

7-C((w^fn(y) +

- 1

- y1/v 
tornos

<(7^
X 

+ (__ t*(TJy)
Se f^(y)= .

X X1 n

se f2(y)= ...=fn<y)=y1/v 
então o grau de retornosà es
cala e p

1J 1
+ (w f (y)) nJ n v

n
Se f1(y)=^.=fn(y)=y 
então o grau de retornos 
escala ê p. •

x 
j = ___ 1 +

T^yT •’



55.

do as palavras de McFadden(1978), essas funções seriam
suficientes para os trabalhos empíricos de produ-

Os primeiros teoremas de dualidade entre função custo e
tecnologia foram provados por Shephard (1953) . Uzawa (1964) ,
relaxando as hipóteses de diferenciabilidade de Shephard,
mostrou que

inter-
secção de seus hiperplanos de apoio. Shephard (1970),Diewert
(1973, 1974b) e McFadden (1966, 1978) generalizam os teore-

para funções receita e função lúcro.mas

Função custo2.1

ra a empresa:
vetor

custo
será definida por:

vetor de preços de insumos estritamente posi^ 
será assumido o seguinte comportamento económico pa

a dualidade entre função custo e função de produ 
ção na decorrê.ncia de que sendo fechado, todo conjunto de pos 
sibilidades de produção convexo pode ser gerado pela

Tecnologias mais complexas para as quais não existem re

w »

mos que retome
Aceita essa hipótese de comportamento, a função

"es-

"Dado um vetor de preços w » 0^ , para cada
de produto a empresa irá escolher a combinação de insu 

o mínino custo."

presentações adequadas através de funções de produção, podem 
ser estudadas através da análise de funções económicas. Usan

Sendo w um

tatísticas 
ção".



56.

{2.8}

(4),(5)w » e

ve-

mínimotor w de preços, o

produto y. A obtenção de C,
tado encontrado em (2.4).

0 vetor de demanda compensada associado ao mínimo custo

{2.9}e

compensada
único.

garantido que o conjunto de possibilida
des de produção se comporta como descrito no capítulo ante -
rior.

função(E.l) uma

C(yjW) ê homogénea de grau 1 côncava nos preços;(E.2) e
é nao decrescente para aumentos(E.3)

(E.4)
(E.5) e â. w ey, v

C(y,w) 
preços:

y;
diferenciãvel em

0 n

As seguintes propriedades podem ser mostradas com rela
ção à função custo,

C(yyw) ê não decrescente e
C(y,w) é contínua em

C(ytv) = Min {wx: 
x

i=l,...n.

x e X(y )} para

no vetor w de

convexa em

y C Y.

A função custo, como acima definida, mostra para cada 
custo associado a um dado nível de

QUADRO 2.2
CONDIÇÕES DE REGULARIDADE DA FUNÇÃO CUSTO

pode ser definido por:
u(y3w)={x e X(y) :ux=c(y}w)} para w » 0n e y e Y

Note que a convexidade estrita de X(y) mostrada no capí 
tulo anterior, garante que o vetor de demanda compensada é 

(6),(7)

dessa forma, é anãloga ao resul-

3 C35-7 = Par*

a função custo é
C (y ,w) 0 \

Para y e x e w » 0 ,a n
não negativa, isto é,
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uma característica deA primeira condição ê consistência

na
Note que C(y}v) = 0 apenas quando

, então 0 não pertence a X(y) e

preços mudarem em
alocação ótima não se altera, e

to varia na mesma proporção. propriedade
pode ser expressa como X > 0.

a forma da fronteira de preços de fatores. Trazendo do

tem-se
c Y »»

os quaisAgrupando-se todos opara
w (y) ,

fronteira deste conjunto nadamais é que a fron
teira de preços de fatores, relacionando para cada vetor y

epreços w para os quais o custo de produção
o mesmo.

{2.10}: C(y,D) >, 2} para y e Y

mostra

O n

Para um sistema com dois fatores, o gráfico 2.1 
uma fronteira de preços de fatores típica.

“ * °n
A propriedade (E.2), a função custo ê linearmente homo-

sendo y

W(y) = {w » 0n

que para 0 < X < 1 ,
e w

mínimo custo é maior ou
os vetores w » 0n 
igual a unidade no conjunto

uma mes-
o cus-

gênea em v) mostra que se todos os

A concavidade da função cus 
to com relação aos preços dos insumos w esta relacionada com

(10)

pois sendo y > 0m ■ n
não pode conduzir a um mínimo custo nulo.

tem-se que a

Formalmente, essa
(9)

de.produto, os

ma proporção, então a

capítulo anterior a definição de concavidade de uma 
então, C(yjb)^) 

o _ „ _ .1w ..

definição da função custo. Não faz sentido supor um custo 
de produção negativo.^)

função, 
7> X Cíy^w ) +

0 ,onde w^-Xw^ +
n
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i,

[w(y

W

Tomando-se dois pontos sobre essa fronteira,
> 2

o mínimo custopara 0 X < 2 ,

a

A terceira propriedade diz respeito ao

de
consistência da definição da função custo. Essa proprie

um
o o

GRÁFICO 2.1
FRONTEIRA DE PREÇOS DE FATORES

característica
(12)

w2

1 w

X
W1

ou seja, 
para uma média ponderada de dois preços não é menor que 
média dos dois custos.

W1

um movimento para fo

w°1

W11

< w

a concavidade de C com relação a 
onde w2+(1-X)w°

aumento de apenas um dos preços mostra

> C (y , w ) ,

ponto em cima da fronteira de preços de fatores, como w

1
i
1--•+—1 Z1 x.• / 1__}_yj____
ic(y»w)=i i-- íw2 w2 w2

ra da fronteira C(y jW)=2.

A propriedade (E.4) mostra o comportamento da função cus 
to com relação ãs variações no vetor de produto. Em primei-

dade pode ser também vista no gráfico 2.1. Tomando-se

o w e
w implica que C(y3w^)

comportamento 
da função custo para aumentos nos preços. Se w° < w2 , então 
não pode acontecer de C(y}w°) ' ”' 2
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para dado preço w » 0ro lugar, on*

pertencem a Y e y im->
1plicaçao dessa propriedade é que W(yj as

cus
tos marginais não sao negativos.

y
C=C(y,w)

T

c-x

GRÁFICO 2.2
CONVEXIDADE DE C(y,w) COM RELAÇÃO A y

i \ i i l i I l i4— 
i i

/i / i
l
iiI ii —1— 

4$9

A convexidade da função cus 
to em relação ao produto é uma propriedade bastante conheci-

custo de produção não di 
minui para aumentos no vetor de produto.

y 7 o 7e y pertencem aY e y > y '

e osfronteiras de preços de fatores nao se

y°

dução única, constrói

mos mais conhecidos, essa propriedade pode ser traduzida pa
ra custo marginal crescente. 0 gráfico 2.2, na versão de pr<3 

a relação entre mínimo custo e produto.

da em economia, ao menos na versão de produto único. Em ter-

Formalmente, se
então Cfy^w) > C(y°Jw), A 

M(y°) , ou seja, 
cruzam
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a V

a

formação).
mos

ou seja, cus to

z

w.
A segunda parte da quinta propriedade da função custo é

conhecida na literatura como Lema de Shephard-Uzawa-McFadden.
te

nha sido percebida por Hotelling (1932), Shephard (1953) foi
primeiro autor a provã-la formalmente. Posteriormente, Uzao

wa (1964) e McFadden (1966) mostraram novamente essa proprie
com hipóteses menos restriticontexto mais geral,

vas que as utilizadas por Shephard (1953).
Expressando a mudança no custo mínimo de produção, dado

sendo igual ã deman
da compensada deste fator, o Lema de Shephard-Uzawa-McFadden
ganha importância no contexto de estudos empíricos de produ-

C(y + 2L3v>) - C(y+b3w) >, C(y+L3w) - Cty,w), onde 
(15)onde A > 0 . iuhicihuu u-iv. .... o..m r

2 2(2.11) pode ser traduzida para 3 C/^y . 03

dade em um

w e

Embora no

Tornando k=(03 . ..,
2

Note que a

crescentes no custo total para aumentos em y pode ser de 
finida como:

convexidade da função custo com relação 
esta relacionada com a convexidade do conjunto T de possibi
lidades de produção (ou com 

(14)

diferenciabilidade com relação a

contexto da função lucro, essa propriedade jã

...j£7, a expressão

uma alteração no preço do fator í, como

Finalmente, a quinta e última propriedade da função cus 
to expressa algumas condições matemáticas importantes, acer
ca de seu comportamento: continuidade com relaçao a y3 

(.16)

concavidade da função de trans
A versão discreta do resultado sobre acresci-

A
2

marginal não decrescente com relação ao fator ■£.
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ção. Sistemas de funções demanda derivada podem ser
de forma simples e direta, fun
ções custo.

ços antecipa, embora não possa ser considerado como prova1
Lema de Shephard-Uzawa-McFadden. Pelo Teorema de Euler so-o

bre funções homogéneas, sendo

{2.12}C h) +

juntamente com a equação deA relaçao acima, c=custo
dao como natural a dedução do Lema de Shephard-

Para o vetor de demandas compensadas uCu^yl, pode-se mos-
zero

A homogeneidade de p com relaçao a w esta-
importante regra de comportamento das funções deman

apenas as alterações nos preçosda para mudanças nos preços:
relativos sao capazes de alterar as demandas*, modificações de

inva-fator de proporcionalidade nos preços deixamum mesmo
riantes as demandas.

Outras características da função custo mostram importan
dos

estritamente positivos, as demanfatores. Tomando-se
por

custoe
para qualquer vetor tal< w x,

o U

das associadas
1 U

gerados
através da especificação de

0 fato da função custo ser homogénea de grau 1 nos pre-
,(17)

+ w

, respectivamente. Pela definição da função
_, o , o o — o tem-se que C(y,w ) =w p < w x

w „x

e w

a função custo linearmente ho-

a esses dois vetores de preços são dadas

tes relações entre as demandas compensadas e os preços 
o _ 1w

trar ser este contínuo em (w^y^z) e homogéneo de grau
(19)

belece a

mogênea com relação aos preços w, tem-se que:
9C . . „ (18)

2 'STTJ * • * * + wn

nos preços w.

. +w x11 n n
-Uzawa-McFadden.
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ra-
es-

e de doaos preços w

, superior
ã isocusto que obedece C

C

I(y)

c
0

preços
sob a forma ) > 0. Para um vetor àw na

Por
o

um
fator e o seu próprio preço.

GRÁFICO 2.3
DEMANDA COMPENSADA E PREÇOS DOS FATORES

- y7; 0.
i 

vice-versa,

o u

1 u

o =w

w°

1 = w

(custo do vetor
1.preços w )

computado pe-
o 

=W X

) 4 0 ou, 
=w°+Lwt Aw(y

^x

X2

X1

sas comparações podem ser vistas através da avaliação da de- 
o "1 7manda y aos preços w1 e de y <-- ------- °

gráfico 2.3, o custo da cesta
, - „01 o 1la equaçao C =w y

> w .) então

 o4 w

escrevendo-se o vetor de
o 1 -P

As duas desigualdades acima combinadas implicam na rela 
ção (y°-y^

1 , r 1 w sob a forma w

forma Au=ÍO>...JAu^...,OJ chega-se a
> 0 (w\ > w°.) então y^ e

demanda derivada de

que x

aos preços w . No exemplo 
o 1y aos preços y

.estã sobre a isocusto C01
11 1 1 =w y ,

o

y°. Em termos gráficos,

o u aos

ciocínio, chega-se a w

1 n y .Com o mesmoe X(y) e, em particular, 
11^1 y

tanto, se Au. > 0 (w1.
x x x

que mostra a relação inversa entre a

x(custo do vetor 
aos preços vA)
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certas condi-

co:
e que

esta atende as propriedades colocadas no quadro 2.2, existe
então uma representação tecnológica (função de transformação,

esta

custo? A resposta a estas questões forma a parte central da
dualidade. Shephard (1953)
economistas a responder formalmente

ticas .
representação

uma emprc
sa estão embutidas distintasPortanto,
estruturas

tir da função custo definida por (2.13) abaixo,
nada de mapeamento tecnológico.

A adoçao de hipóteses sobre a representação tecnológica 
permite a dedução de uma função custo com certas caracterís-

em sua função custo.
de custo geram diferentes estruturas tecnológicas

so. Supondo que a função custo da empresa e conhecida,

a essas perguntas.

e vice-versa.

conjunto de possibilidades de produção etc.), tal que 
função custo possa ser obtida através de minimização de cus-

Da mesma maneira, partindo-se de uma função custo que 
obedece a algumas hipóteses, pode-se chegar à 
tecnológica que originou tal função, sendo que esta represen

e Uzawa (1964) foram os primeiros

A operação que obtém a representação tecnológica a par- 
serã denomi-

por 
uma hipótese de comportamento econômi^ 

a função custo. Agora serã proposto o raciocínio inver-

tos? Existindo tal representação, quais seriam suas caracte- 
rísticas e como seria possível remontã-la a partir da função

Até aqui foi mostrado que a aceitação de 
ções de regularidade nas representações tecnológicas impli
cam em algumas características que devem ser obedecidas 
uma função derivada de

tação obedece a regras bem definidas. Em outras palavras, to 
das as características da estrutura tecnológica de
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{2.13}
produção

{2.14}

bre foi mostrado
condições

que

tecno-
custo ,

na
que
nao

teoremas de dualidade mostram que a
ê viável a ob-

to ,

de

todo conjunto conve

produção ou transformação.
0 procedimento (2.13) do mapeamento tecnológico, resul

ta da aplicação do Teorema de Minkowski:

que gerou a função custo.
Embora a recuperação matemática da representação 

lógica seja possível em tese para quaisquer funções 
tal procedimento pode-se tornar virtualmente impossível 
prática, dependendo da complexidade da forma funcional

coincide com o conjunto de requerimentos de insumos original 
(.20)

ao menos em

se adote para a

Aceitas as hipóteses discutidas no capítulo anterior so 
o conjunto de possibilidades de produção, 

que a função custo definida por (.2.8) obedece ãs

e y e Y}

X(y) = íx O^:WX > C(y,ij)) para todo w » O } 

para y e Y dado z. 0 conjunto de possibilidades de 
pode ser recuperado através da operação:

*(z) = {(~x>y):x £ %Cy)

função custo. Mas, 
tem importância, pois os 
representação tecnológica existe, apenas nao 
tenção da função de produção ou transformação. Note, portan- 

que a dualidade aplicada à produção, permite
problemas tecnológicos que pode

riam não ser bem analisadas via a adoção de uma função
teoria, abordar questões ou

sumariadas no quadro 2.2. E, a partir da função custo com as 
características do quadro 2.2, a aplicação do mapeamento te£ 
nológico (2.13) conduza construção do conjunto X(y)
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xo

Anos

da

2.4.C.

0

a) x(y) esta contido em V(y,w°)

GRÁFICO 2.4
MAPEAMENTO TECNOLÕGICO

n'
função

_xo 
intersecçao de V(y

x2

0
6) X(y) está contido na ,w )

X1

e VCy.w1)

Cx(y)) fechado, pode ser representado pelos seus hiperpla 
de sustentação (as isocustos wx=C(ytw) para W » 0^) . 

recuperação da representação tecnológica através 
custo pode ser vista nos gráficos 2.4.a,
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funçãoda

{2.15}
Caso

então existiria
definição da

função custo. 0 fato de X(y) ser fechado e estritamente con
vexo ,

Repetin-custo C(y,w )-w

1 i m i -do-se a
ta-se como
mostra o gráfico 2.4.b. Tomando-se a intersecçao dos conjun-

(y>w) para todos os vetores W »tos
to z(y) de requerimentos de insumos.

xíz/Jnão estivesse contido 
tal que Cíy^w0)

0
c) X(y) =V(y,w). 

w » 0 n

encosta X(y) em apenas um ponto.
1 w

garante que o hiperplano de sustentação dado pela iso- 
o ,  o » x

x e X(y)

>. W°X

operaçao para outro vetor de preços 
a área na

Tomando-se w°

o que iria contrariar a

■ , sabe-se pela definição 
custo que X(y) está contido dentro do conjunto: 

v(y3w°) - {x:C(yJw°)=w < w°xí

ê o vetor de demanda compensada a preços w°. 
z o. em v(y*w ),

mais um pouco

onde

» °n ’ 
qual X(y) está contido,

» 0

0 chega-se ao conjun
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Note que caso T(z)

nao

mos-

A

B

0

isoquanta Zóz/Joiú

se
pre

ços positivos,

GRÁFICO 2.5
X(y) NAO CONVEXO

k X(y)

x(y) não seja convexo (e , portanto, 
também não o serã) , então o mapeamento tecnológico 2.13

X2

A linha cheia no grãfico 2.5 mostra a

X1

as alocações entre os pontos A e B jamais se
rão observadas. Nas palavras de Samuelson (1950 , p.359-60):

coincide com a representação tecnológica original,.como 
tra o grãfico 2.5.

ginal, enquanto que a linha tracejada mostra a isoquanta re
constituída a partir do mapeamento tecnológico. Tal possibi
lidade não tem a menor importância do ponto de vista pratico. 
Pode-se trabalhar perfeitamente com o conjunto X(y) como 
este fosse a representação tecnológica correta, pois a
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isoquan-

z

o)=W X

0

e um
devetor

(21)

hiper-
o distância eu

interpretação gráfica bas 
tante simples da dualidade entre função custo

o W

o
2

GRÁFICO 2.6
VISÃO GEOMÉTRICA DA FUNÇÃO CUSTO

/w°
X2

w°

X1

C(y,w°

plano e, portanto, || z||= llw
z está no hiperplano, então C(y>v°) = w

|j2. Como || z || = X || ||, então Cít/,uú/ = ||z|l ||u°||.

Dado o vetor de preços w

Shephard (1953) apresenta uma

||, onde || |[ denota a

\w°w°

"It will be noted that any point where the indif- 
ference curves are convex rather than concave cannot be 
observed in a competitive market. Such points are shrou 
ded in eternal darkness

e as
tas, em um contexto de produção única.

hiperplano de sustentação de X(y). Note que este 
preços é normal ao hiperplano C(y3w°)=w°x. J Para um númc-

o vetor z=\w° está sobre oro X qualquer, tem-se que

clidiana. Como
= x HiZ

° ,'a isocusto C(y,w°O=w°x
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1
1

Chega-se, portanto,
nor

aumen
torna-se

tangência

te ,

das
No grã-isoquantas I(y) e da fronteira de preços de fatores.

pre
ços dos fatores.

I(y)

C(y,w)=l

0

o w

o u

W1

Os resultados de dualidade aqui apresentados para a fun 
ção custo mostram uma relação biunívoca entre a forma

W2
x2

X1

do hiperplano com XCyJvão se deslocando para o sentido sudes 
a produção se realizando mais intensiva no fator 2.

mais caro relativamente ao fator 2, os pontos de

fico 2.7, os eixos marcam tanto as quantidades como os

ta de inclinação, ou seja, à medida que o fator 1

Dada a propriedade da função custo ser homogénea de grau 
no vetor w, pode-se tomar sem perda de generalidade |[w°|| = 

ao resultado que C(y3w°) = \\z ||, ou seja,o 
mínimo custo é dado pela distância à origem do vetor 
mal ao hiperplano C(y>w°)=w°x.

GRÁFICO 2.7 
DUALIDADE: ISOQUANTAS E FRONTEIRAS DE PREÇOS DE FATORES

2 »

A medida que o vetor w°
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Note no gráfico 2.7 que enquanto o vetor
hiperplano de sustentação da isoquanta I(y), o vetor p

Novamente aqui, se caminha sobre a fronteira de
preços de fatores no sentido sudoeste-noroeste, demandasas
compensadas irao no outro sentido.

a relação entre

D

c
B

No gráfico 2.8, letra

tores com

mal ao hiperplano da fronteira de preços de fatores C(yiw) = l. 

ã medida que

a) Isoquantas
FonteMcFadden (1978), p.41.

o u

O W

W2
b) Fronteira de Preços de Fatores

GRÁFICO 2.8
FORMATO DAS ISOQUANTAS E DAS FRONTEIRAS DE PREÇOS DE FATORES

WL

X2

X1

O - e nor

a cada isoquanta marcada com uma

é normal ao

do lado esquerdo, corresponde uma fronteira de preços dos fa 
a mesma letra do lado direito. A interpretação eco

McFadden (1978) mostra, a partir dessa regra geométrica,

nômica desse par de gráficos é direta. Para uma tecnologia cu

a forma das isoquantas e da fronteira de pre^ 
ços de fatores. Essa relação está exposta no gráfico 2.8.
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a fronteira de preços de fatores
quan-

. Existindo substituição entre
que o

a quan-
cairã mais rapidamentetidade relativa deste tende

tanto quanto forem as possibilidades de substituição entre

da.
De um modo geral, a relação de dualidade estabelecida

isoquanta (fronteira de possibilidades de produção) apresen-

(2.8.b), corresponde um segmento plano na fronteira de pre-

Ainda com respeito à relação entre o formato das iso-
salãrios, quadroquantas e o

2.3,
eixos.

nos quais a

o das fronteiras de preços e

a uma isoquanta com bastante pos-

ra de preços de fatores com uma curvatura bastante pronuncia

jas atividades eficientes resumem-se a 
quanta D do gráfico 2.8.a,

preço de um dos fatores aumenta em relação ao outro,
a cair, e

os fatores. Dessa maneira,

graficamente mostra que, a existência de pontos

ta ausência de diferenciabilidade , como em D no gráfico 2.8. a

ços de fatores (isoquanta), como em D no gráfico 2.8. b (2.8.a).

é uma reta, cuja inclinação ê dada pela razão entre as 
tidades de mínimo custo p^/p*?

2

os fatores, como mostrado nas isoquantas A-C, ã medida

a seguir, resume o comportamente destas com relação aos 
(22)

sibilidades de substituição como B, corresponde uma frontei-

um ponto , como na iso
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D D
xos .

2)2) a ou-

3) 3)A curva corta um dos ei- nao
xos . ou-

A correspondência de comportamento entre as isoquantas
curvatura,

tra de forma precisa o poder da dualidade aplicada à teoria
tratadas

usualmente nos estudos paramétricos de produção, podem ser
enfocadas adequadamente a partir da análise de uma função cus

é que ela deve obcdc-to. A restrição que se faz sobre esta,
cer a algumas condições de regularidade, que no geral sao

como normais pela literatura. Problemas ligadosaceitas ao
relacionamento entre curto e longo prazo, podem ser es tuda-

supondo inicialmente que esdos fazendo-se variar o vetor
te contém alguns fatores fixos.

QUADRO 2.3 
DUALIDADE: FRONTEIRA DE PREÇOS DE FATORES E ISOQUANTAS

(Fronteira de preços de fatores) 
Isoquan ta

z »
(23)

Isoquanta 
(Fronteira de preços de fatores)

A curva se aproxima assin 
tãticamente de um dos ei-

A curva se aproxima assin- 
taticamente no outro eixo.

A curva é assintática 
uma paralela de um dos ei 
xos .

A curva é tangente ao 
tro eixo.

I A curva encontra, mas 
corta, uma paralela ao 

' tro eixo.

e a fronteira de preços dos fatores no tocante a
ausência de diferenciabilidade e relação com os eixos, ilus-

da produção. Todas as características tecnológicas
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detar

fatores .

Função receita •2.2

dessae ,
forma , estudos de

dãprodução. A escolha de outras hipóteses de comportamento

Essas duas funções,
informaçõesas

de
dualidade provados na literatura.

Sendo p um vetor de preços de produtos estritamente po-
hipótese que se segue permite a definição de uma

função receita:
cada vetor x11 para

de insumos ,
dutos que retorne
A partir dessa regra de comportamento, a função receita

será definida pela expressão:
{2.16}YCxJ] para e

a hipótese de minimização de custo para dados preços

p » 0m x E

ção receita e a exem

R(x,p)=Max {py:y e 
y

o ,n
a empresa irá escolher a combinação de pro-

como por exemplo, a fun-

plo da função custo, encerram em

A grande diferença na escolha de uma função de produção 
ou uma função custo reside na conveniência ou não de se ado-

Na seção anterior, foi visto que uma função derivada de 
uma hipótese de comportamento

y(25) 
A

tecnológicas da empresa, existindo para ambas, teoremas

económico, a função custo, con 
têm todas as informações tecnológicas da empresa 

é um ponto de partida aceitável para os

sitivo, a

si, todas

origem a outras funções económicas, 
r ~ i (24)a função lucro. 7

a máxima receita.”

Dado um vetor de preços p »
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para

ca-
racterísticas e propriedades estudadas por Shephard (19 70 ,
capítulo 10) e Diewert (1974).

compensa
das será definido por:

v (xj p) - (y {2.17}
uma

mais
função

oferta compensada ê análogo ao utilizado na seção anterior,
para demanda compensada de insumos.

Dadas as propriedades obtidas
conjuntos de possibilidades de produção, podem ser mostraos

das as seguintes propriedades da função receita e das ofer
tas compensadas:

(F.l)

R(x,p) é homogénea de grau 1(F.2) convexa nos preços p;e
(F.3) no vetor

côncavaé não decrescente eR( x3p)(F.4) em x;

função nao ne-

no capítulo anterior sobre

p de

QUADRO 2.4
CONDIÇ0ES DE REGULARIDADE DA FUNÇÃO RECEITA 

E OFERTAS COMPENSADAS

cada conjunto de insumos e

Para x e X 
gativa;

e Y(x) :py=R(xj p) } para p » 0^ e x e X^)

Essas funções oferta compensada são definidas para

Associada ã função receita, o vetor de ofertas

dada utilização de insumos e diferem, como serã visto
adiante, das ofertas de máximo lucro. O conceito de

vetor de preços de produtos cstri 
tamente positivo, a máxima receita. Esta função tem suas

A função receita, como acima definida, relaciona

e p » O ,a função receita é uma m

RÍXjp) é não decrescente para aumentos 
preços ;
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CF-5)

(F.6) P e

em primeiro lugar, a perfeita simetria queNote , existe
as condições da fun

ção custo relacionadas no quadro 2.2.
A primeira propriedade,

P
a

pore
A convexidade de R(x3p)X.

e

■■ fronteira de preço de produtos,
Definindo-sevido na seção anterior para preços de fatores.

o conjunto:
{2.18}X,

igualdade

en-
(27)

Pela propriedade (F.2), multiplicando-se os preços 
por um número A positivo, a combinação de produtos que dã

estabelecida por (2.18). Graficamente, 
convexidade da função receita garante que a fronteira de prçj 
ços de produtos é côncava com relação à origem.

mãxima receita se mantém, 
(28)

a uma receita negativa.

ao desenvol

x e

diferenciãvel em p e
v.(x,p) para

z e homogénea de grau ze-

entre algumas das propriedades acima e

P(x) = {p » 4 7) para
esta fronteira é dada pelos preços que obedecem a

com relação a p pode ser esta
R(x3pl)+(l-\)R(x3p°)

(29)

como visto em 2.19, a

belecida matematicamente por R(z,p )

para p° e p* estritamente positivos, x

Essa propriedade de convexidade traduz uma característica da
conceito análogo

que diz respeito a não negativi^ 
dade da função receita é bastante óbvia do ponto de vista in 
tuitivo. Sendo p » 0^ e y c X(x) um vetor não negativo, 
tão não é possível que se chegue

eXeO^X^l.

v(Xjp) ê contínua em x, 
ro em p.

R(x,p) ê contínua em x, pez, 
87? 

8p .
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P
R(x,p)=l

então nao pode acontecer de R(p ,x)vos ,
dos bens produzidos,pelo menos um

2.9

tal quee

ve-
estabelecido na condição (F.4) mostra, em

nao
tal que
o

podex

1 
X

X 
pl

X
P2

GRÁFICO 2.9
FRONTEIRA DE PREÇOS DE PRODUTOS

fronteira de preços dos
o 

P

primeiro lugar, que as fronteiras de preços de produto 
o 1

P1

P2

mostra uma receita acima da unidade.

a terceira propri£

0 comportamento da função receita para mudanças no

aumentando-se o preço de,

tor x de insumos,

, sendo ambos os preços estritamente positi-
J ’ < R(p°3x) , ou seja,

a receita não pode mostrar decréscimo. Graficamente, em

dade. Se p

observa-se que para um ponto sobre a 
produtos, como o ponto p°, qualquer preço p > 

(30)

O mesmo diagrama serve para ilustrar
1 o> P

se cruzam, pois se para x” e x" pertencentes a X, 
x° < x1 então R(x°,p) 4 Rtx1 tp) > o que implica P(x°) estácon 

tido em a concavidade de R com relação a
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o

R(x+2h3p)-R(x+b3p) R(x+L,p-R(x}p) {2.19}

significa,su

lação (2.19) completa essa caracterização da função receita,
discreta

de 'ÒR/^x

mo
ta marginal ,

diz respeito à relaçao entrenomia, a receita e a quantidade
produzida. Jã aqui, acréscimos
de receita advindos de acréscimos dos fatores são negatjinao

0vos x.

relaçao

x , s
vários

A segunda parte da propriedade (F.5) corresponde a uma
tendodo Lema de Shephard-Uzawa-McFadden,

sido provada na literatura sob diferentes condições de gene
ralidade por Hotelling (1932, p.594), Hicks (1946, p.331),Sa
muelson (1947, p.34), Mackenzie (1957, p.54) e Gorman (1968,

onde L > 0.n
0 fato da receita ser não decrescente em x

gráfico 2.10 mostra uma curva de receita típica com

P etinuidade com relação a

"versão receita"

pondo R diferenciáve1 com relação a x, que 9R/dx >

ser traduzida para R(x\pJ < XR ( x1 ,p ) + (1-X) R ( x° ,p ) 

que implica após algumas transformações em:
(33)

A primeira parte da propriedade (F.5) estabelece uma sé
rie de características matemáticas para a ‘função receita:con

pois tomando A- (03 . . . 3
2 2 -< 0. Note que seria imprópria a utilização do te£ 

receita marginal para essas duas características. A recei

e diferenciabilidade com re

e tendem a diminuir para aumentos iguais no vetor

tal qual estabelecida nos livros textos de eco-

0. A re

lação a p. Essas características foram provadas por
(34)autores, sob diferentes condições de generalidade.

as relações são distintas: os

ao fator x.

(2.19) é a versão*2*
< 0. Note que seria imprópria a
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R(x,p)R

py=R

R=py .

y

p.150-1). A importância desta propriedade para estudos empí-
de

a hipótese de maxi-
mizaçao de receita ê realizada pela simples operação de dife
renciação da função receita com relação aos preços dos produ

função custo e demandasas
características da função receita

determinam implicitamente o comportamento das ofertas compen
é colocado na últi

rela-com

autores. A homogeneidade de grau zero da oferta implica em

i\ I \ f \
i459-i - <• /i /

■ 1

GRÁFICO 2.10
FUNÇÃO RECEITA E UTILIZAÇÃO DE INSUMOS

ma propriedade do quadro 2.4. A continuidade de v

tos. Da mesma forma que para a

funções oferta de produto compatível com
ricos é bastante considerável. A obtenção de um sistema

ção aos seus argumentos foi provada na literatura por vários

que esta é invariante a alterações proporcionais nos preços.

compensadas de fatores, as

sadas de produto. E e exatamente isto que
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onde v

que também R(x}pe

a preços p

{2.20}0.

Essa relação implica que as ofertas compensadas variam
preço

resultadoo

Através da função receita é possível a reconstrução da
representação tecnológica. Definida uma função receita que

resultados
1 foramque formam a versão receita dos teoremas de dualidade

das no capítulo anterior, sen4,o que diferentes estruturas de 
receita dão origem a diferentes funções de transformação (ou

e p°
o é a oferta compensada a pre- 

o o .1

obedece ãs propriedades F1-F6, pode-se mostrar que as repre
sentações tecnológicas devem obedecer as propriedades lista-

tão R(x,p )=p v
o ços p ,

no mesmo sentido que 
do i-ésimo 
/ 1 • ® iOí-pp

o o=p V

dades ocorrem, 
o j a v

P3

> p~v . Essas duas desigual^

estritamente positivos, en

os preços. Para uma variação no 
produto, p\=p°

,c . c .. (v^.-v°.) 0, uma oferta compensada que possue ineli-
*2* 'Z* *2* *2*

nação positiva ou nula.

mostrados por Shepard (1970, seção 11.2), Diewcrt (1974, teo

conjuntos de possibilidades de produção. Esses

rema 4) e McFadden (1978, Lema 23 e Teorema 24).
A operação que faz o mapeamento tecnológico a partir da

, para , tem-se

pois ambas as cestas pertencem a Y(x), ou se- 
era possível de ser escolhida ap ., o mesmo ocorrendo com 

°. Manipulando as duas desigualdades acima, che 
ga-se à relação: 

, 1 o, , 1

as ofertas compensadas mudando apenas quando de variações nos 
preços relativos dos produtos.(35)

Note também que para p^

z 1 o , , 1 o . 
(p -p ) (V -V )
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aplica
ção do Teorema de Minkowski:

Y(x) = {y > O :py {2.21}R(x3p) para todo p<m

e

T(z)={(~x3y):y e Y(x) para e X} {2.22}x

Os teoremas de dualidade sobre a função receita mostram
com as propriedades do Quadro 1.1 do capí-que definido T(z)

sobre a
função receita devolve

in-a

dado . por

(continua)

GRÁFICO 2.11
RECUPERAÇÃO DE Y(x) A PARTIR DE R(x,p)

• o V . •

produção.
A operação (2.21) pode ser entendida como sendo

tulo anterior, R(x,p) obedece as propriedades do Quadro 2.4.
O mapeamento tecnologico (2.21) e (2.22) aplicado

para x e X e dado z e o conjunto de possibilidades de produ
ção pode ser obtido através de:

y2

yi

o mesmo conjunto de possibilidades de

» 0m
semi-espaço

e X e dado z

* °i,

{■/ >

definição da função receita corresponde novamente a

tersecção de todos semi-espaços gerados pelos hiperplanos de 
sustentação de Y(x). Em termos gráficos, dado p° 

definição de função receita Y(x) esta contido no
Om:p°y < Rfx^p0

/p°y « R(x,P°) /X 

7//////////MX
a> íy > °m:P°y « R(x,p°)}

)} como é mostrado em 2.11.a.
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(conclusão)

delimita-se um pouco

Y(x) como

ços positivos, chega-se a Yfx)

A correspondência obtida para a fronteira de preços de
fatores e isoquantas existe também entre

o

No gráfico 2.12, dos
0 ve

o vetor nore
o mai storna-se

ã medida que aumenta p /p_. a ofertaou seja, com
aumentando

produção do bem 1 diminuindo a do bem 2. Esse resultadoea

inclinado,
o

GRÁFICO 2.11
RECUPERAÇÃO DE Y(x) A PARTIR DE R(xjP)

O V •

v1

o :py

, 1

<y > 0 :Py « R(x,p)}I mm

a fronteira de preços de produto como mostra 
gráfico a seguir.

intersecçao para todos os pre 
como mostrado em 2.11.C.

yi
pV-RCx.p1)

0
b) {y 0 m

RCx.p1-)}

0 , m
mais-a área do quadrante não negativo que contém

a curva de transfor

c) Y(x) =
P » 0,

pensada v

Repetindo a operação para p'»

os eixos mostram tanto os preços

desloca-se no sentido nordeste-norte,

aparece em 2.11.b. Tomando-se a

mação E(x) e

produtos como os produtos. Note a simetria de relações, 
tor p° é normal ao hiperplano R(x,p°)=P°y e o vetor v° é 

mal ao hiperplano pv°=R(x3p). A medida que p

y2 , .
< R(x,p°)}éXy > 0 :py1 < tn
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curva de transformaçao

0

substituiçãode
crescente entre os produtos.

decurvas

em
2.13.b .

A relação dada acima permite a dedução, dual de pares de 
transformação,

fronô
preço 
R(x,p)\l

GRÁFICO 2.12
CURVA DE TRANSFORMAÇAO E FRONTEIRA DE PREÇOS DE PRODUTO

responde uma fronteira de perfeita substituição como A 
(36)

produto

o v

P2>y2

?1,y1

fronteiras de preços de produto e 
conforme pode ser visto no gráfico 2.13.

P°

nada mais é que a ideia de taxas marginais

ção entre os produtos como
A uma curVa de transformação que nao permite substitui- 

a curva A no gráfico 2.13.a, cor-
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i

i

D C B A
y2 '

a) Curva de transformaçao b) Fronteira de preços de produto

Quanto à correspondência entre
estas mantêm com os eixos, pode-se perceber que quando a cur

a
curva de transformação corta uma paralela atravessar umao

então a fronteira de transformação contêm umeixo , segmento
paralelo no mesmo eixo. Esse segmento denota todos os preços
para os quais a solução de receita máxima conduz ã

dão a mes
ma solução de canto.

dão como resultadoco 2.14. a

e P •

GRÁFICO 2.13 
SUBSTITUIÇÃO PRODUTO-PRODUTO E FRONTEIRA 

DE PREÇOS DE PRODUTO

P1

p2

yl

mesma com

va de transformaçao tangencia uma paralela ao cortar um eixo,

as curvas da relaçao que

posição da produção, ou seja, todos os preços que 
Os dois casos estão mostrados no gráfi- 

o 1 e p

o mesmo acontece com a fronteira de preço de produtos. Se

Todos os preços entre p 
oferta compensada sendo esta, portanto, normal ao hiper- 

. o 1plano que passa por p *
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’ P

a) Curva de transformaçao

da curva de transformação possuir segmentosPara o caso
quebrados ou cantos, a eles deverão corresponder segmentos

f ron-

no gráfi-0 segmento plano v
tem como hico da fronteira de preços de produto.

da-
o

sao

tem como normal

planos na fronteira de preços de produto. A cada segmento pia 
no da curva de transformação,

GRÁFICO 2.14
RELAÇÃO COM OS EIXOS

FRONTEIRA DE PREÇOS DE PRODUTO E CURVA DE TRANSFORMAÇÃO

i. i
ii
ii
i
ili
i
i
i
il

ki

ptangência

tem como normal
2

o V

2 
V

dadas
2 3 v v

perplano de sustentação todos aqueles cujas normais são 
das pelos preços p°p^ . 0 segmento v

1preço p

pelos preços do segmento p p . Finalmente, o segmento 
2 o preço p .

. As normais dos hiperplanos do canto v 
12-.-

i
. i ■. •

í ■ ■■:'■
i - •
j •—
i \-
i
i • ■- •

. i ■

\1 ~\ i...\ i •
\i
Vtangência

teira de preços de produtos.

y2

yl

_ p2 ;
b) Fronteira de preços de produto

%

corresponde um preço na

1 e

P1

Veja o exemplo do gráfico 2.15.
, ocorresponde ao preço p

0 canto v
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2

yz b) Fronteira de preços de produto

poten-a

teoria da produção.

2.3 A função lucro

do
uma

combinação de insumos que permita produção de um dado pro-a
mínimo custo possível. Ja a função receita resul-

sentido de maximizar a recei

A determinação da função custo consiste da solução 
problema da escolha da técnica de produção,

1 V
o V

Os exemplos dados acima serviram para mostrar 
cialidade do uso de funções receita para a analise de carac- 
terísticas tecnológicas. Serã visto agora um caso mais geral

P2
3 •__ ________________ v__

a) Curva de transformaçao

. A
yl

duto com o

de dualidade na

GRÁFICO 2.15
NÁO DIFERENCIABILIDADE

FRONTEIRA DE PREÇOS DE PRODUTO E CURVA DE TRANSFORMAÇAO

ta da busca do produto ótimo no
ta, dado o nível de utilização dos insumos. Ambos procedimen

ou seja, de
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tos podem ser considerados casos particulares do processo de

A regra de comportamento adotada para a empresa será a
seguinte :

e de11

máximoo

A partir dessa hipótese de comportamento económico, a
ser

e pn

{2.23}

máximo
lucro podem ser definidas para cada w » 0

segue :

fato-

ve tor

então o máximo lucro definido por {2.23} corresponde ã2, ma-
fixos e estão defi

fun
ção custo. A função lucro como definida por {2.23} leva em con

função lucro pode ser definida como sendo o máximo lucro po£ 
sível de ser gerado para cada w »0

insumos w » 0n
ção de insumos e de produto que retorne

m
combina-

(-x p) , y (Wj p) ) = {(-x,y) e T (z ) :py-wx- 11 (w, p ) {2.24}

z

e n

lucro"

ta apenas os produtos e fatores variáveis.
• As demandas de máximo lucro diferem das demandas de mí-

ao valor negativo danidos em a,

como se

Para cada vetor de preços de produtos p » 0 

a empresa irá escolher a

a função lucro é igual

para alterações de preços, o que não acontece com a demanda de

res forem considerados fixos e estiverem computados no

Tl(Wjp)= Max {py-wx: (~x,y) e TCzJ}para dado 
x, y

As demandas de fatores e ofertas de produto de

nimo custo, no sentido em que ê permitido o ajuste do produto

Note, em primeiro lugar, o seguinte. Se todos os

maximizaçao de lucros, como serã visto nesta seção.

xima receita. Ou, se todos os produtos são

p » 0 , r m

»0 . Formalmente: m
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mínimo custo,

que se segue,

duas funções demanda.

(w,p)

A relação entre essas duas curvas de demanda e
por

Mosak (1938) .
0 conceito de função lucro foi introduzido na literatu-

funçoes lucro nor

logia para com a teoria do consumidor foram escudadas 
(39)

GRÁFICO 2.16
FUNÇÕES DEMANDA: MÍNIMO CUSTO E MÁXIMO LUCRO

—>-
X.1

"função lucro

:responde a uma função lucro normalizada pelo preço do produ
to. A dualidade entre funções de produção e 
malizadas foi estudada por Lau (1972, 1976, 1978). 0 concei
to de função lucro aparece também em Debreu (1959, p.44), de

w.i

sua ana-

tre as

ui(w,y )

ra por Hotelling (1932). Nesse artigo, a "função lucro" apre 
sentada, pode ser interpretada como uma função de produção c
sua função de preço potencial (price potencial fiinction} cor

valendo o mesmo com relação ãs ofertas de mãxi^ 
mo lucro. 0 gráfico 2.15, que se segue, mostra a relação en-
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finido para uma empresa e depois para o total da economia. A

função lucro apresentada neste capítulo é, na verdade, uma

função lucro variável ainda, função lucro restrita, posou ,

res

rece na literatura devido aos trabalhos de Gorman (1968) e

McFadden (1966, 1978).

A partir das hipóteses assumidas no capítulo anterior
possibilidades

senta as que se se
gue .

a função lucro é(G.l) uma fun-

(G.2) II CWj p) nao crescente em w;

é homogénea de grau(G.3) preços wnosconvexa

é diferenciável em w,p, contínua em(G.4) n(w3p) ez

para qualquer i e

(v, p) para qualquer j.

(G.5) • wzero em e

n (w, p) 
e p;

x(w>p) e y(wtp)
P e

de produção, mostra-se que a função lucro correspondente apre 

características listadas no quadro 2.5,

Para cada w » 0 n 
ção não negativa;

an
9pJ

um e

yJ

e p » 0 , m

é nao decrescente em p e

an 
au>.

to que estão computados apenas os custos e receitas dos fato 
e produtos variáveis. Esse conceito de função lucro apa-

QUADRO 2.5
CONDIÇÕES DE REGULARIDADE DA FUNÇÃO LUCRO

são homogéneas de grau 
contínuas em u, p e z.

sobre as características do conjunto T(z) de

—x.(w,p)
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finida é, so

bre os produtos e fatores variáveis, percebe-se claramente
que nao
bre os fatores e produtos variáveis.

A propriedade (G.2) estabelece que o máximo lucro não

menta para aumentos nos preços dos insumos.

Formalmente :

1 on fu jp ) < nfw para

> >e

Essa propriedade é compatível

tamento assumida de máximo lucro. Nao seria consistente espe

que aumentos de preços de produtos (de insumos) levemrar a

A homogeneidade linear nos preços da função lucro esta
belece preços dos fatores e produtos alteraremse
em
propo rção. 0 .

mos t ra
preços dos pro-

nos preços

de
preços, conceito análogo ao conjunto de preços de fatores,

w°o P 1 w1 
p

diminui para aumentos no vetor de preços de produto
(40)

o o
>P

com a hipótese de compor-

que a função lucro e homogénea de grau k nos

) n (w°sp2)

mo corolário dessa propriedade, Lau (1972, Lema II)

e nao au

que se os

dutos se e

Formalmente, IlfÀu, Àp)-XII (wf p) para A >

A primeira propriedade decorre diretamento da suposição 
feita no final do capítulo anterior, que a atividade (°n»O ) 

z. Como a função lucro aqui de-

uma dada proporção, então o lucro máximo muda na

pertence a T(z) ãra qualquer
na verdade, uma função lucro calculada apenas

ê possível conceber, nesse caso, lucros negativos so-

uma diminuição (aumento) no lucro máximo.

somente se elaéhomogênea de grau (1-k)
dos insumos.^2) A convexidade de n(w,p) com relação aos prc 

ços está associada ã forma do conjunto de possibilidades

mesma
(41’co-
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representando uma extensão deste na medida em que incorpora
tanto os preços dos produtos como os preços dos fatores de

R (z) - { (w, p ) : TI (u, p) < 2} para um dado {2.25}z.

com

onde a.=b/(l-b)w

y

w ,p

í(z)

w-x

GRÁFICO 2.17
CONJUNTO DE POSSIBILIDADES DE PREÇOS R(z)

to de possibilidades de preços R(z) para esta 
tecnológica encontra-se no gráfico. 2.17 .

b •. y=âx.

(w1,pl)

a função lucro assume a forma JI(w,p)= 
a* - r i > ~l/(l-b) , cx=(l-b) a b . 0 conjun 

especificação

produção. McFadden (1978, p.92) define este conjunto para ca 

da vetor z através da expressão:

Para uma função de produção do tipo Cobb-Douglas, 
apenas um fator, y=ax^, 
_ * -a 1+a- a w p
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onde

Notee

lu —

) situa-se no interior de

R(z) .

R(z) , Para

especificação da função de produção Cobb-Douglas, apenas oa
preços para os quais o lucro máxi-eixo horizontal mostra os

zero. Para uma tecnologia distinta da Cobb-Douglas, po
de ocorrer de existirem vãrios preços para os quais fun-a

lidade é explorada, para uma tecnologia com um produto e um
fator.

y P

(p

T(z)

0-x w

GRÁFICO 2.18
CONJUNTO DE POSSIBILIDADES DE PREÇOS E LUCRO NULO

0 ponto (0,0) no gráfico 2.17 não pertence ao conjunto 
pois, neste ponto, o lucro máximo não é definido.

A convexidade de n(w,p) é dada formalmente pela relação 

_ ■> tt z..í + (1-X jjl (v° t p°) para 0 < X < I 

(43)

n ° °0=p y-w x

à combinação convexa dos preços 0 e 1 é 

menor que a unidade, pois (w\p^

mo é

çao lucro assume o valor zero. No gráfico 2.18, tal possibi-

são combinações convexas dos preços 0 e 1.
no gráfico 2.17 que para preços na fronteira de R(z), o 

cro máximo associado

JIfw\p^) < XII (w^p 

e p^

o o. 
' Jw )
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A isolucro O=p°y-w°x é tangente à fronteira do conjunto

também
tal

que o lucro máximo possível
lucro

{2.26}

{2.27}

sua
com re-

sua continuidade com relação ao vetor z.

sobEstes resultados estão mostrados na literatura em geral

lucro
a

obtenção de de

condiçoes de regularidade assumidas sobre a tecnologia 
capítulo anterior.'

bem
(46)

do Lema de Sheppard-Uzawa-McFadden.
um sistema de ofertas de produtos e demandas

va com relação aos preços dos produtos.
A terceira propriedade da função lucro explicita na 

primeira parte, a diferenciabilidade da função lucro

mais severas que as hipóteses feitas no

As relações acima implicam, para uma função lucro dife- 
renciãvel de segunda ordem, que a derivada segunda desta fun 
ção com relação aos preços dos fatores é negativa, e positi-

lação aos preços e

A segunda parte dessa propriedade estabelece a versão
(47) Esse lema permite

a esses preços toca a fronteira do conjunto de possibiL 
lidades de produção na origem.(44)

A convexidade da função lucro com relação aos preços im 
plica também nas relações.(4$) .

Sl(w°+Lip) - H (w°p ) < Hl (w° , p )-11 (w°-f-àj p ) e

n (w, p°+2&)-n(wt p°+t±) > n(w3 p° +&) -n (w, p°)

de possibilidades de produção no ponto (0,0). 0 vetor de pre 
ços normal a essa isolucro está mostrado no gráfico ao lado. 
Esse vetor não corta a fronteira de preços de produtos e fa
tores, sendo que qualquer preço relativo p/w < p°/w° 

não irá cortar tal fronteira. Esse conjunto de preços é
ã empresa é nulo, ou seja, a iso
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fatores diretamente função

do bastante utilizada na literatura, aparecendo, inclusive,
e

Disch (1983).

funções demanda e oferta de máximo In

terações proporcionais em todos
sendo estas dependentes, portanto, dos preços

A continuidade das funções ofertas e demandasrelativos.
capítulo anterior,sob as condições assumidas no

sentido de nao apresenta-seren.estas no
para variações nosrem seus parame-ou

tros.
de

um
pria definição de função lucro:

{2.28}

Esta expressãoços
doreflete uma característica fundamental do comportamento

sistema de ofertas e demandas de máximo lucro. A oferta de
a de

manda de um fator inversamente,

tas e demandas,
(48)

Ainda com relaçao ao sistema de ofertas e demandas 
máximo lucro, um resultado adicional pode ser obtido da pró-

"buracos"saltos”
(49)

a partir da especificação de uma

(x°-x^) Zj, 0,

os preços nao mudam as ofer-

propriedades para as

um produto varia diretamente com relação ao seu preço e
também com relação ao seu pro

cro. A homogeneidade de grau zero nos preços implica que al-

lucro. Essa alternativa para a geração de ofertas e demandas 
que não passa pela escolha de uma função de produção tem si-

onde (-x°}y°) e (~x\i/ ) são as atividades de máximo lucro a pre-
(W^ a I rocnnrtiviiTnAntn (^í

aqui no Brasil, como mostram os trabalhos de Alves (1983)

Finalmente, a quinta e última propriedade estabelece as

"bem comportadas",
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X

seme-

) 4 0. Sendo a função lucro

diferencial duas ve zes , ver-
0 e

ser
representa-

lucro
obedece

presentaçao tecnológica cujas propriedades podem ser deduzi-

gularidade do conjunto de possibilidades de produção resumi
das no quadro 1.1 do capítulo anterior, implicam, como visto,

2.5,

cas
A operação que permite a reconstrução do conjunto de po£

sibilidades de produção T(z) para um dado
da formalmente como:

{( -x,y):py-wx <T(z) Jl(w,p) para todo
{2.29}}

iPf’ 
ex-

em funções lucro que obedecem a propriedades' do quadro
e os

e as

, o que reduz a

(Wjp) » 0 c n+m

prio preço. Esse fato pode ser visto tornando-se 
Pj Z pj para J diferente de i, e w°=w^

repetidas para o caso da função lucro. Dado uma 
ção tecnológica com certas características, a função

0. Com raciocínio

a um conjunto de propriedades. E, dado uma função lu 
cro que obedece a algumas condições, existe por trãs uma re-

das a- partir daquela. Para este trabalho, as condiçoes de re

z, pode ser coloca

p°. / pt para j diferente de i, e<7 <7
pressão acima para fp^-p^J (y^-yl)

lhante, chega-se a (x^-xl

as relações acima representam
sões discretas de 4 0 e 3y^/3p^ > 0.

As questões formuladas sobre a dualidade entre as repre 
sentações tecnológicas e funções custo e receita podem

teoremas de dualidade provados na literatura permitem 
que se faça o caminho inverso, dado que estes mostram que exi_s 

as representações tecnológi-tia uma relação biunívoca entre 
f 511 funções lucro.'- J
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Graficamente, ser
vista como a intersecção para todos os preços es tri tamente

e
função receita,

dual do conjunto X(y) foi visto

a T(z) conjunto de preços de f ato-

ta seção, R(z)

2.19
pode
tan-

ços de fatores

seguinte,

ses feitas ate aqui. São elas:

{2.50}x(Wjp) = u (y (wtp) tw)

{2.31}

{2.32}y(w,p) = v (x (w,p) jp)

conjunto de preços de fatores W(y) , definido por {2.10}.

Para a função receita, o dual do conjunto Y(x) é dado pelo conjunto de

preços de produtos P(x), definido em {2.18}. 0 conjunto dual 

é representado por R(z),

Algumas relações bastante úteis para a- seção 

onde serão discutidos alguns resultados de estática compara- 

hipõte-tiva, podem ser derivadas com base nas definições e
(52)

c (y (w,p) ,w) = wx(w,p)

Tal proces 
casos da função custo

a operação descrita por {2.29} pode

ser o

o mesmo que foi feito para os
será aqui repetido graficamente.e nao

positivos dos hiperplanos de sustentação de T(z). 

so c

as características de fízJsao refletidas por
e vice-versa. Como mostra o gráfico 2.19 , o preço 
normal ao hiperplano de máximo lucro II (v°, p°) =p°y-w°x ,

Para a função custo, o

res e produtos, definido em {2.25}. Como visto no início de£

ser encontrado no gráfico de R(z) como sendo dado pela 
gência do hiperplano n (u0,p°)=py°-wx° com a fronteira de pre 

e produtos, cuja normal é a atividade (-x^y0) 

de máximo lucro.
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R(x(v,p) ,p) = p.y(Wjp) {2.33}

ncwjp) = RfxfWjpíjp) {2.34}

lucro
(u}p) coincide com demanda de mínimos custosaos preços no

ponto da oferta de máximo lucro. A função custo no
lar ponto de máximo lucro é igual ao custo da demanda de fa
tores no mesmo ponto.

cus
lu

cros .

teórico ãs exposições da teoria microeconómica encontradas
livros textos. o problema de achar a alo-Nestes livros,nos

cação de máximo lucro é dividido em duas partes.
domínio das questões de relação

combinações

o

cro.
ra

ciocínio tradicional dos livros textos. De um lado, a função

c (y (w}p), w)

As relações {2.30} - {2.34} são mais gerais que o

lugar, é ensinado ao aluno o

de ser visto como a diferença entre a receita máxima e o 
to mínimo no ponto dado pela atividade maximizadora de

Esses resultados não são novos. Eles dão o sustentáculo

te, o lucro máximo, definido pela função lucro em {2.34}, po

A interpretação económica dessas relações e direta. Por 
{2.30} percebe-se que a demanda de fatores de máximo

Interpretações similares podem ser fei^ 
tas para a função receita e as ofertas compensadas. Finalmen

da técnica para produzir alguma quantidade de produto. Dessa 
análise, surge a função custo, representando as
de insumos que dão o mínimo custo para cada nível de produto.
A tarefa seguinte é determinar, dado o preço do produto, 
nível ótimo de produção, nível este que retorna o máximo lu-
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custo soluciona a questão da escolha da

A com
quantidadesas

máximo

Estática comparativa2.4

A obtenção dos resultados de estática comparativa para
a firma maximizadora de lucros ou minimizadora de custos envol

a
preços,

textomo.
Intriligator (1983) é um excelente exemplo dessa abordagem.

0 que se pretende nessa seção é oferecer uma solução

minimi za
económicas

obtidaA primeira relação a ser estabelecida pode ser
diretamente das várias versões apresentadas do Lema Shephard-
-Uzawa-McFadden. A elasticidade-preço das funções custo, rc-

outro, 
a função receita dá a composição do produto, para cada nível 
de utilização de insumos, que retome a máxima receita, 
binação dos dois conceitos, permitindo que

e o

ceita e lucro sao dadas por:

abordagem tradicional, a diferenciação com relação
das condições de primeira ordem do máximo ou do mín_i

Esses resultados são bastante conhecidos, e o texto de

técnica. Do

alternativa mais simples e direta para a determinação da es
tática comparativa da firma que maximiza lucros ou

Essas relações permitirão a dedução de forma bastante 
simples, de vários resultados de estática comparativa.

dos fatores e produtos se ajustem, leva ao ponto de 
lucro.

custos. Para tanto será assumido que as funções
aqui definidas, função lucro, função custo e função receita, 
são diferenciáveis até o segundo grau.^S)

ve , na
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{2.35}

{2.36}

{2.37}

fa to-
{2.35} estabelece que elasticidadea

preço do fator i para a função custo ê dada pela participa-

menores
ou iguais a unidade

mas observações podem ser estendidas para a função receita.
variaçaoUm aumento

r ia.
são

igual total
multiplicado pela relação custo sobre lucro. Para

P^ n

Pj
R

R n

No contexto de maximização de lucros os resultados 
distintos. A elasticidade preço do fator i da função lucro é

As expressões acima mostram ser as elasticidades preços 
das funções económicas idênticas ãs participações dos

C_ 
n

w .
n

s* 
a

an
9w .

9C
9w . t-

n
9TT
9Pj

SR
97?

^7

4

w . 
“ ■

p .v .
R

n

ção desse fator no

4
4-4

na receita positiva ou nula e,
no preço do produto j de 1% provoca uma

sendo positiva, não superior a

ao negativo da participação do fator i no custo 
variações

a função custo

res e produtos. Assim,

e não negativas, ou seja, 
não é elástica para variações nos preços dos fatores. As mes

ponto de mínimo custo. Conclui-se, portan 
to, que as elasticidades preços da função custo são

1%. Obviamente, sendo participações, as somas das elasticida

C

des preço das duas funções, custo e receita, tem soma unitã-
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no ponto de máximo lucro. As características dessas elastici

para varia-

elasticidades preços fator e produto é igual à unidade, en-
comple-

Essas
propriedades estão tidas sumariadas no quadro 2.6.

(H.l) Elasticidades preço das funções custo e receita meno
res ou iguais

i=l,...,n4 1

j=l3 . . .,m14

1=1,...,n< 0

> 0

QUADRO 2.6 
PROPRIEDADES DOS EFEITOS PREÇO 

SOBRE AS FUNÇÕES ECONÕMICAS

no preço do produto J, a elasticidade da função lucro é dada

tao a soma das elasticidades preços dos fatores é o

zero e,

mento em relaçao ã unidade da relaçao receita/lucro.

ra os preços dos produtos.
0 < Sz 

c

o < sj
s*n
s*7’5n

pela participação do produto j na receita vezes a relação re 
ceita/lucro. Em ambos os casos, as participações são tomadas

dades sao as que se seguem. Para variações nos preços dos fa 
tores, a elasticidade ê menor ou igual a
ções nos preços dos produtos, positiva ou nula. Como a recei 
ta é pelo menos igual aos lucros, então a soma das elastici
dades preços é maior ou igual a unidade. Como o somatório das

ale não negativas. Elasticidades pre
ço do fator da função lucro, negativas e positivas pa
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(H.2) Soma das.elasticidades preço das funções económicas é

igual ã unidade.

1

1

sendo1

= r/h i e

« 0n

Resta saber o comportamento das funções custo e receita
expressões

que se seguem estabelecem essas relações.

{2.38}para y=y(w3p) » 0m

i=l,.. . j n

{2.39}

A primeira relaçao {2.38} representa uma extensão da pro
posição bastante familiar dos livros-textos, da igualdade en

lucrotre o custo marginal e

pora a possibilidade de produção conjunta. A expressão seguin

para alterações nos vetores de quantidades. As
(54)

í 
c

i n

i n

o-
'àfí ( X3p )

V

E S 
í

E S

.<7 =
RE S 

J
E S

8C (y jW )

8 8*J

o preço do produto no ponto de

para x=x(u, p) » 0

w .

4

* =
J

e - -c/n - i 
ô

máximo. Essa expressão é uma extensão na medida em que incor
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de

uma unidade do fator -t seu respectivo preço. Em termos
de elasticidades, essas relações podem ser colocadas como :

3=11 ..j m {2.40}

i=li ...j n {2.41} .

elasticidades são positivas e sendo CAmbas as < R, en
a

então a soma das elasticida-1,

ticidades fator da função receita é igual a C/R. Todas essas
características estão resunridads no Quadro 2.7.

(1.1) j=l3 .3m
J

i=l» ...j n0 <

= R/C > 1
0

(1.2) = C/R < 10

R_ 
C

R
C

-
R

1 C
R

9(7

te possui uma interpretação análoga, representando a igualda 
de entre a receita marginal advinda da utilização de niais

Z

< Z

unidade. Como E S 
Ò

x .

R

92?
9^

92?
9x .

w .x .
t 

R

1

9(7

SR

9(7

x .
9x • 2?

Pjy.j 
C

4

SR

SC

e o

elasticidade fator í da função receita é menor que
R = Z Sc R i c

des produto da função custo ê igual a R/C e a soma das elas-

> 0

tao a

QUADRO 2.7 
PROPRIEDADES DOS EFEITOS QUANTITATIVOS

SOBRE AS FUNÇÕES ECONÓMICAS
y Ò 
C

92?
i 
y
C
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A partir das expressões {2.30} e {2.32} podem ser ob-
tradicionais decomposições dos efeitos preços. De ri

vando-se essas duas expressões com relação preços dos faaos
tores e produtos, o sistema que se segue:

*.» 3=1, . . . ,n {2.42}

i=l, ...a n {2.43}

{2.44}i=1, . . . m 3=1, . . . ,n

. . . ,m {2.45}

efeito das alterações do preço do fator i‘Por {2.42}, o
sobre a demanda do fator j é decomposto em duas parcelas. A
primeira delas, representa o chamado efeito substi-

aos
sem

alterações no vetor de produção. A segunda parcela do efeito
preço total é dada pelo somatório restante
efeito expansão. A alteração dos preços relativos do sistema

por consequência, mudando

fator sobre o caminho de expansão dado pelos novosJ . pre-

n
+ E

k=l

m
E 

k=l

3*k
3Pí

m
+ E

k=l

3u . __ <7. 
^k

__3u .__2.
3w .

ixk

3u ./3w .,3
a alteração da demanda do fator 3 face

3x .__J3w .-z.

xk
3w .

^>7

3x . __J 
ap.-

3v .2 dxk
3P-i

e ê conhecida por

3u^. 3yk
3

tidas as

reflete-se também sobre o nível de produto, mudando as ofer-

n 3v .
E —— 

k=l 3xk

tuição, ou seja,
novos preços relativos sobre a mesma isoquanta, isto é.

tas de mãximo lucro f3z/,/3w.> e, 
K 1*

novamente a demanda do fator 3'. Essa alteração na demanda do
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de -
e

teorias,
representando aqui a mudança técnica face aos novos preços
relativos. O efeito expansão guarda alguma similaridade com

seja o
mesmo.

O efeito preço do fator í sobre a oferta do produto <7,
Em

conduz alterações nas deman
das de fatores

portanto, as ofertas.
mudan-

mos-
muda-a

demandaspor sua vez,
de fatores.

{2.45} apresenta a decomposição do efeitoFinalmente,
das mudanças do preço derivadana oferta do produto j. A

representa o efeito de substituição na produção so-

tra {2.44}. A variação efn p^ leva todos os produtos 
rem, os quais, por sua vez, levam a alterações nas

3v ./3p 
J

bre

ofertas sobre o

xk'
de possibilidades de produção e,

primeiro lugar, a variação em w.

as quais por sua vez deslocam a fronteira

danças em

a mesma fronteira de possibilidades de produção. 0 soma
tório restante é o efeito expansão. Como visto por {2.44},mu 

levam a alterações nas demandas de máximo lucro.

sumidor. O efeito substituição é o mesmo nas duas

composição do efeito preço total em efeito substituição- 
efeito expansão é similar ã encontrada para a teoria do con-

o efeito renda da teoria do consumidor, embora não 
(55)

ços relativos, é que representa o efeito expansão. Essa

Da mesma maneira, a alteração da demanda x . por 
ças no preço do produto í se dã por dois efeitos, como

dado pela relaçao {2.43} , também é um efeito composto.

Pi
Essas alterações são responsáveis por alterações nas fronte^ 
ras de possibilidades de produção, mostrando as variações nas 

novo caminho de expansão.^6)
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lu
cro. Essa passagem torna bastante claro o significado destas
elasticidades,

Essas relações entre elasticidades podem ser colocadas
como :

{2.46}...,na

{2.47}3=1,...i=l,. . . ,n

{2.48}j=l,...,ni=l, . . .

{2.49}j=l, . . . ,me jk ^ki

onde :

. com relação aelasticidade de
com

= elasticidade de

elasticidade de
elasticidade de i

com relaçao aelasticidade de
com

n
E 

k=l

n
E 

k=l

mE 
k=l

mostrando quais variáveis estão mantidas cons 

tantes sob a clausula c eteris-paribus.

+

my . . - E 
k=l

ejk

a . . =

6

E . . = 
0^e .. =

pJi

3. • ki

x . » i

relação a p^ •

Xj com reiaçao a p^ 

= elasticidade de y com relação a p^ 

. com relação a

<5 . .

x .
J

= elasticidade de y .

u . 
J

v . 
0

= elasticidade de v . 
J

aki

As expressões {2.42} - {2.45} podem ser facilmente trans 
formadas em elasticidades preço compensadas e de máximo

«Sr, •ki

Qjk

w .
i

relação a w

Uj com relaçao a
. com relação a y

e -í<7^

iJ
. com relação a p



106.

má

ximo lucro e de mínimo custo. A elasticidade pressupõe

duas elasticidades preços no mesmo ponto de

.1

o

note que as
duas primeiras formam a

elas ticida-elasticidade de
maneira,

Escrevendo
essas a:

GRÁFICO 2.20 
ELASTICIDADE PREÇO: DEMANDA COMPENSADA 

E DEMANDA DE MÁXIMO LUCRO

A relação {2.46}, por exemplo, mostra como que a elastji 
cidade preço da demanda do fator i difere rio contexto de

{2.49} formam um sistema em y .. e <5 ... 
jz jz

equações sob a forma de matrizes, chega-se

um sistema em a

a . .
<7*-

.. e 0 . ., 

depende das

do ajustes em

constante o vetor de produção enquanto que a_._. não, permitin 

y para mudanças em w. 0 gráfico 2.20 ilustra a

relação entre as 
máximo lucro.

w .
Z

e vice-versa. Da mesma
x . com relação a 

des de y com relação a w*., 
{2.48} e

Com relação às expressões {2.46} - {2.49},
isto é,
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{2.50}a = n

B = 0 a {2.51}
e <5 {2.52}Y =

<5 = p + 0y {2.53}

sendo que a dimensão das matrizes é dada em {2.46} {2.49} .
{2.52} e {2.53}

(I~zQ) {2.54}a
B {2.55}
<5 (I-Qe) {2.56}

e(I-Qc) {2.57}Y
onde I representa uma matriz identidade de dimensão conve
niente .

0 entendimento dessas expressões serã feito por partes.
Em primeiro lugar, típico da matriz E0 , da linhaum elemento
■í, coluna j ê definido por:

Ou seja, doimpacto na demandaesse elemento mostra o
fator i dado alterações na demanda do fator j. As alterações
na demanda do fator j conduzem a modificações das ofertas,

por sua vez, implicam em mudanças na demanda do fa-e estas ,
tor i.

sim-Compreendido o torna-se
pies entender {2.54}. Dado uma alteraçao em w, resultadoo

demanda de fatores é o efeito substituição

m
Z 

k=2

m
E 

k=l

significado da matriz e0,

3uk
«7

x .<7
Vk

^k

y kcík

imediato sobre a

-1 n
-3n

0, .^<7

+ eB

Resolvendo {2.50} e {2.51} para a e B e 
,(S?). 
CL ■ •

0 íz-eoj
-3P
-3P

(E0? . .*<7

para y e <5, chega-se
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r> • No passo seguinte, dada a resposta n da demanda de fato
res ,

a demanda altera-se de (eQ) e
assim por diante. A soma de todos esses efeitos, inclusive o
efeito substituição inicial fornece o seguinte resultado:

a
{2.58}(I-eG)(I + e0 +(e0) (£0) + .. . )na

-1A matriz (I-eG) representa, portanto, um conjunto de
multiplicadores que expandem os efeitos diretos de alterações

(os efeitos substituição) em efeitos diretos e indire-em w

sendo este último a expressão do chamado efeitotos , expan
são. Note também que os efeitos das alterações de w sobre a

dã apenas indiretamente, através de alterações naoferta, se
demanda dos fatores,

chega-se ã conclusão queCom raciocínio semelhante, a
alterações na oferta de cada produto

nesses últimos ocorrem por variações nos níveis de produtos.
Entendida dessa forma a matriz c0,
ções de p sobre a oferta y pode ser decomposta no primeiro

efeito substituição sobre a mesma fronteira de pos^
sibilidades de produção,
teriores:

ou

{2.591<5 Cl-Ge)

3 r) + . .
-1 n.

rj + (e0)
, „ , 3

esta deve se alterar por £0r), posto o sentido da matriz
2 n,

matriz £0 representa as 
conduzidas por alterações nos fatores, sendo que as mudanças

o efeito total das altera

e no efeito expansao nos passos pos^

como pode ser visto em {2.55}.

= n +

passo, no

£0. No passo subsequente,

-3P
2p + Í0e)3p + ..
+ (Ge)3 + ...)p

£0 n + (e0)
2 +

ô - p + 0 cp + (0e)
9 

(I+Qe + (Ge)
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Percebe-se assim que (I-Qc)~^ traduz o conjunto de mui 
tiplicadores que amplificam os efeitos diretos de substitui
ção para n chegar também aos efeitos indiretos de expansão.^)
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NOTAS

(D

(2) ff

i s

(3)

(4)

(5)

as s u 
a 
o

custo é bem definida, dada 
capítulo anterior. Paga 
ê vazio. Tomando-se x 
cgnjunto S de cestas com 
X . r 
fechado

Ver Shephard (1953), capítulo 4,"Dual determination of 
production function from cost function". Sobre as rela
ções entre o problema primai e o dual em programaçao ma 
temática, ver Mangasarian (1969), Cass (1974) e Silber- 
berg (19 74 ) . .' •<
Ver McFadden (1978), seção 6, p.19: "Further, it esta- 
blishes that the cost function contains all the informa, 
tion necessary to reconstruct the structure of produc
tion possibi1ities . It is in a sense a 'sufficient sta- 
tistic’ for the technology. Thus, corresponding to eve- 
ry hipothesis the economist night impose on the structu 
re of a conventional production possibility set, is a 
hypothesis on the form of the cost function."

hipóteses formu- 
E Yf sabe-se que 
podemos cons- 

menores ou 
Pode-se perceber 

compacto com re 
uma função cori 

Teorema de Weiers- 
e um mínimo sobre 

é def inida:

Poderia ser permitido que alguns preços de fatores 
missem valores zero. Em decorrência, estaria aberta 
possibilidade da combinação de insumos que retornam 
mínimo custo nao poder ser alcançado. Para todos os efei 
tos práticos, relaxar esta hipótese naó traria benefí
cio algum, ganhando-se apenas um maior rigor básico.
Como a função custo está sendo definida para cada vetor 
z , ela deveria ser denotada por CCy^w^z), mas serão 
omitidas as referências a z,a nao ser absolutamente ne
cessário. Ainda para simplificar a notaçao, Wx represen 
ta o produto interno dos dois vetores, sendo assumido 
que um vetor ê linha (w) e o outro, coluna (x). Caso o 
vetor z contenha insumos fixos, então a função C refe
re-se apenas aos custos variáveis.
A função custo ê bem definida, dada as 
ladas no capítulo anterior. Paga cada y 
X(y) nao ê vazio. Tomando-se x E X(y) 
truir um cgnjunto S de cestas com custos 
iguais a x :S={x E X(y) : Wx 4 wx°}. 
que S ê fechado e limitado e, portanto, 
laçao ao quadrante nao negativo. Sendo wx 
tínua, um famoso teorema matemático, o 
trass, garante de Wx alcançar um máximo 
S e, portanto, a função custo c
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s

0

(6)

(7)

0

n »

mínimo
custo

da, 
ce r
nas um vetor
o gráfico que

c onve xas 
proble- 

(y» m) 
que 
d ao 
< 7 
mí 

Se n 
co- 
s o

X1

0e todas as 
s ao

X2

definição da 
limitado. Para o enun- 
vide Klein (1973), teo

Note que desempenhou papel importante na 
função custo o fato de X(y) ser 
ciado do Teorema de Weierstrass, 
rema 5,9, página 94.
0 termo demanda compensada, aqui utilizado, tem o mesmo 
sentido que na teoria do consumidor. Representa a deman 
da para um dado nível de y, ou seja, sobre uma mesma iso 
quanta I(y).
Supondo que a hipótese de convexidade de T fosse relaxa 

ficando X(y) apenas convexo, então poderia aconte- 
do problema de minimizaçao de custo retornar nao ape 
um vetor x, mas um conjunto de vetores, como mostra 

se segue.

X2
X (y)apenas convexo e todas as combinações 
de x e x^, para 0 4 A < 1 sao soluçoes para o 
ma de mínimo custo. A prova que para cada w » 0, 
ê único pode ser facilmente encontrada, supondo-se 
existem em \i(y3w) duas cestas distintas xU e x^ que 
o mínimo custo. Portanto, wx°=wx^=C(y3wl.Para 0_< X 
o vetor x^= x^ + (1-X)x° também seria uma combinação de 
nimo custo pois wx^=Xwx^ + (1 -X ) wx° =X C+ (1 -X ) C=C (y} w) . 
do x(y) estritamente convexo, então existe x% <x^ e 
mo u) » 0n, Wx^ < wx^ e logo x° e x^não poderiam ser 
luçao para mínimo custo.
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(8) e

(9)

1

(~x\y^)

prova 
Seja

r e-
10,

ser
1 e

Como w

em Y, pois 
menos que o

se s e- 
f un- 
Mas , 

e , por

com relaçao a 
seguinte relaçao ê 
3w). Tomando-se

e
de fronteiras 
isoquantas, ver

bastante sira- 
y e Y e w > 0n 

, então C(y3 w) =W > 0. 
propriedade, pois 

: x e X}

_ a e Y.
Como iP > W° 

vetor de insumos 
o _< ou

X(y° ) para y1_ 
anterior ,

X E
um

na propriedade 
x1 E X(yl) então (~x°3y°)£ T e 
estritamente convexo, então para 

E int T onde (~x^3y^) ê 
duas atividades anteriores. Como 

>y2) e T tal que (-x^ )>
x^3yX) E T onde x% < x A .

agora que por definição 
, XC(yl,w)+(l-X) 
pA. Como mostrado 

portanto, C(y^3w) £ wx% wpA

e a

y° 
d e 
um

(14) A prova da convexidade de C esta baseada
A.4. Seja x° E X(y°) e e X(y1) então 
(~xl3yl) E T. Como T ê estritamente convexo, 
0 < X < 1 tem-se que ( 
combinação convexa das ___
(~x^3y^) E Int T, existe (-x^ 
> (~xX3yX) e i/2» y^ t logo (— 
Portanto, x^ E Int X(y^). Note <-3-- 3
Cfi/Í,y)=yp^ e C(y^tw)=w\x° e, portanto, 
( y° 3w) =Xw\\l + (1-X)w\i°=w [Xp ? 1-X) p°J -wp 
acima, pA e int X(y^) e, ]_ 
=XC(yl,w)+(1-X) C(yOjW).

(15) A convexidade da função custo com relaçao a y implica que
para y° e y1 E Y e W » 0n, a seguinte relaçao ê válida: 
Cíy^^w) 4 XC(ylj w)+(l-X) C(y°,w). Tomando-se y? - y° + 2b 
onde A > 0^ e X=l/2t então yA-Xy1+(1-A)y°=y°+A, e a ex
pressão acima reduz-se para C(i/o-éA, u) (1/2) C(y° + 2k3v) 
+(1/2) C(y°}w). Rearranjando-se os termos, chega-se ã 
expressão final, dada por C(y°+K3w)~ C(y°>w) C(y°+
w) - C (yo+b,w).

A prova da não negatividade de C(y3w) 
pies. Sendo C(y,w)=Min(wx:x e X(y)} para 
então C(y3w)-wp. Como p > 0n e w » 0n 
A própria definição de C(y3w)prova essa 
para D » 0„ e y e Y tem-se que C(y,Xu )=Min{(Xw)x 
(y)=XMín{wx:x E X(y)}=XC(y3w).

(10) Para exemplos de fronteiras de preço de fatores 
laçao com as isoquantas, ver McFadden (1978), seção 
p.39.

(11) A concavidade de C com relaçao aos preços pode ser as
sim mostrada . Seja y E Y, w° » 0n e » 0n. Pela defi
nição de função custo, tem-se que C ( y 3W° ) =w°\i° e C(y3wl) 
— w)\xl. Como C ê homogénea de grau em w, então para 
0 A < 13 C (y Xw^ )-Xw^pl e C (y3 (1 -X ) ) = (1 -X ) w°\i° . Pa
ra preços W A , d e f in i d o s por w A =Xu) 1 + ( 1 -A ) W° , o mínimo cus 
to será dado por C (y 3W^) =Xw^yi^ + ( 1-X) W°\i^ . Como <7 
vetor p^ era disponível para escolha nos dois casos an
teriores, então Xylpl < Xzjlp^ e (1-X)w°}io (l~X)u°u^ e
portanto C(y3w^) > XC(y)+(1-X)C(y3w°).

(12) Essa propriedade pode ser provada da maneira que
gue . Seja 0n « w° < e y E Y. Pela definição de 
çao C(y,w)-w1p. Como > w° então w°p^ < .
a preços w°, o vetor de insumos pl era disponível 
tanto, C (y 3w°) =w°\x° tflpl ou C(y3w°) < C(y3wl).

(13) Como X(yl) está contido em X(y°) para y^- > y° pela pro
priedade (C.2) do capítulo anterior, então: C(yl)=Mín 
{wx:x E X(yl)} C (y° 3w) =Min wx:x E Zíi/^}para w »_0n e

e yl em Y, pois o mínimo sobre um subconjunto nao po 
ser menos que o mínimo tomado sobre o conjunto como 
todo.
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por
• j n

. . +U2 * 3w 2

de

W

custo 
re1açao

cond i çoes

F n

+ v n

w n

homo gênea
Nesse

Itiplicador de Lagrange 
esse sis tema, 
por (y> w)

. A der ivad a da 
expre s s a por: 

aun 
3w j

x n n

a:

ser positivamente
C(yj Xw)=ArC(y w). 
funções homogéneas:

rC

Agora, 
çao de
W1

Mc- 
abaixo é 

ne ce s s i t an- 
funçao de 
pr ob1ema 
aparece

wn

3 u U1

W1

3C
3zJ j

teorema 3b ” 
y; Diewert (1978), 

J com relaçao a W
7 para continuidade de C
23 para a continuidade da funça 

um caso, particular)
do Lema, 
p . 14-5 . 

de 
; sobre 

relaçao

ordem sao dadas

- Wi

o w

para a 
custo é

substituindo-s e 
transformaçao e 

ch ega-s e
0 = F1

(16) As características de continuidade e diferenciabi1idade 
de C com relaçao aos seus argumentos foram provadas por 
diversos autores, sob condiçoes ao menos tao gerais quan 
to as adotadas neste estudo. Ver Friedman (1972) para ei 
continuidade de C com relação a W e y; Sakai (1973) no 
lema 1(2) para diferenciabi1idade de C com relação a w; 
Diewert (1971), teorema 3b” para continuidade de C com 
relaçao a y; Diewert (1978), paginas 8-11, para conti
nuidade de C com relaçao a W e y; McFadden (1978) lemas 
1 e 7 para continuidade de C com relaçao a w e y e Teo
rema 23 para a continuidade da função lucro (da qual a 
função custo é um caso, particular) com relaçao a z.

(17) Para uma prova do Lema, ver Sakai (1973), p.738-9, 
Fadden (1978), p.14-5. A prova que será dada 
baseada em modelos de programaçao clãssica, 
do de hipóteses sobre a diferenciabi1idade da 
produção com relaçao ao vetor de insumos x. 0 
que deve ser resolvido é o mesmo problema que 
em (2.1), qual seja: 
Min. C=w2^2 + • • • +w 
Suj. y1=F(§Jx) .
As condiçoes de primeira 
wy

as demandas compensadas na fun- 
derivando-se esta com relaçao a

3y _n
'dw 2

Como pelas condições de primeira ordem do problema
mínimo F -r— , então: 1* A.

— + . . . +
J1

e
as funçoe s de- 

e, portanto, 
f unção

yi — F(ytx)t onde À é o mu 
F = 3F /3x£. Re s ol vendo-s e 
manda compensada sao dadas 
a função custo é C=w2\i 2 +' ' '+wn\in.' 
custo com relaçao a W7 pode ser

3C 3u7 j3^7 = + + •

(18) Uma função C=C(ytw) ê dita 
de grau r em w se para X > 0 
caso, pelo teorema de Euler de 

3C u. . 9C1 x--  + . . . + w x--1 3w, n 3w1 n

e, por tanto,



114. .

ê definido formalmente pelo

sobre 
gera

quer . 
plano 
graus

d e 
t ic as 
vazio , 
cio de 
entre 
s e 
mas 
b r e

p.738, 
rela ç ao 
custo,

numero real qual_ 
ao 1

um angulo de
Heller (1981) ,

seção 18.2,

P 90 
s e- 
pã-

espaço
H(ctw)= {x e Rn:wx=c} 
0 vetor w 
e tem 
com o 

çao 8, página 
ginas 323-324.

Rn

onde C é um 
e conhecido como vetor normal 

a propriedade de formar um ângulo 
hiperplano. Ver Green e 
s 37-38, ou Klein (1973),

, 5 
f unçoe s 
lucro.
a

dualidade
sobre a

seção
custo

continuidade do vetor de demanda compensada 
p.137 Lema 1-2, ou Sakai (1973),

1. A homogeneidade de grau zero de p com 
decorre da homogeneidade da função

Lema 3. McFadden 
apresenta as pro- 

utilizado neste tra 
pro- 
que 

função 
conj unto 

s^ 
nao

(19) Para a
ver Lau (1978), 
Lema 
aos preços, 
pois:
(Xw)y(y òXw)=C(y )=\C(y) = (Xw)y(y )

(20) Ver McFadden (1978) , seção 6, Lema 2 e 
estabelece os teoremas de dualidade e 
vas em um contexto mais geral que o 
balho. Por exemplo, o conjunto de possibilidade de 
duçao e apenas convexo. No Lema 2, McFadden mostra 
a aplicaçao do mapeamento tecnológico sobre uma 
custo que obedece a certas hipóteses, gera um

possibilidades de produção que tem certas caracterí 
que ele denomina de convencionais: fechado,
0^ nao pertence a X(0m) t convexidade e desperdí- 
insumos. 0 Lema 3 estabelece uma relaçao um a um 

os elementos da classe de funções custo e a clas- 
de representações tecnológicas. Sobre outros teore- 
de dualidade, ver McFadden (1978), Lemas 4, 5 e 7 so 
a dualidade entre funções distancia e funções custo, 

Lema 11 sobre a dualidade entre T e função lucro. She- 
phard (1953), seção 4, páginas 17-22, sobre a dualidade 
entre função custo e função da produção (ou função dis
tância). Em Lau (1972, 1976) e Jorgenson e Lau (1974), 
encontram-se teoremas entre funções de produção e fun
ções lucro restritas, uti1izando-se transformações de 
Legendre e teoria de dualidade conjugada. Jacobsen (1970, 
1972), Shephard (1970) e McFadden (1966) generalizaram 
os resultados obtidos para produção unica, estabelecen
do teoremas de dualidade entre conjuntos de possibilida_ 
des de produção (ou funções de transformaçao) e funções 
custo envolvendo produção conjunta. Uzawa (1964) e Die- 
wert (1971) generalizaram os resultados de Shephard(1953). 
0 primeiro,dispensando as hipóteses de diferenciabilida 
de de Shephard, e o segundo estabelecendo relações en
tre as funções de produção, conjuntos de requerimentos 
de insumos e função custo. Diewert (1983) mostra algu
mas relações de dualidade entre funções de produção, 
funções distância, função de produção indireta e fun
ção custo .

(21) Um hiperplano no 
conj unto:
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de

e,

e s imilar 
r e 1 a ç ao ã

omitidas 
re- 
s e

for- 
r e s 
Na 

en-20, 
função 
função

(22) Ver McFadden (1978), 
generalizadas, 

das is oquan tas 
i, por exempl o ,

s ao 
podem 

que 
máximo produto y e 
onde L é um vetor 

terra etc.), p 
i n t ermed i á - 

função valor adi 
ao dos in
do s i ns u~ 
na produ- 

ind ire ta ,ver 
sobre a fun 

D i ewer t (19 7 8).
função 
funçãonota 5 deste 

ê bem def inida, 
tecnologia no

° £ Y(x),

as relações 
fatores fixos

e X e
E Y(x)=XR(.xtp)

apresentado para 
mos tra-s e que 
h ipõ teses 

. Como Y(x) 
conjunto S={y 

quadrante nao negativo.
o Teorema de Weierstrauss garante 
máximo em S.

para economia de notaçao, serão 
referencias ao vetor z como argumento da função 

ceita e funções oferta compensada, muito embora elas 
jam definidas para cada vetor z possível.

(27) Pela definição de função receita R(x,p)-pv..Sendo V
ep» 0 , então R(x3p) 0.

(28) Formalmente: R(xtXp)=MaxíXpy:y £ YCxJ) para x 
p» 0m e, portanto, RtxyXpl= Max{py:y 
=Xp\)

(29) A prova desta propriedade ê similar ã encontrada na no 
ta 11 deste capítulo, com relaçao ã concavidade da fun
ção custo para W, e será aqui omitida.

páginas 44-6. Essas relações podem 
ser generalizadas, definindo-se algum índice de curvatu 
ra das isoquantas e da fronteira de preços de fatores 
como, por exemplo, elasticidade de substituição. •>

(23) Em McFadden (1978), essas questões sao tratadas 
ma bastante simples no contexto de uma função lucro 
trita, da qual a função custo é um caso particular, 
seção 20, páginas 101-20, sao deduzidas 
tre função lucro para fatores variáveis, 
e a função lucro total.

(24) Além das funções

a 
a 

formuladas 
nao é vazio, 

E Y(x):py° £ py} 
Sendo py uma fun— 

que e s —

(24) Além das funções custo, receita e lucro, várias outras 
funções derivadas de hipóteses de máximo ou mínimo 
objetos de teoremas de dualidade. Entre estas, 
ser citadas a função de produção indireta y-g(w), 
relaciona a cada vetor de preços w o 
a função valor adicionado, v=v(L3piw) 
de insumos primários (trabalho, capital, 
é o preço do produto e W o preço de insumos 
rios (ma terias-primas, energia etc.). A 
cionado relaciona para cada nível de ut 
sumos primários, o preço do produto e preços 
mos intermediários, o máximo valor adicionado 
çao. Sobre o conceito de função de produção 
Hanoch (1978). Para os teoremas de dualidade 
çao valor adicionado, ver Bruno (1978) e

(25) Com um argumento idêntico ao 
custo na nota 5 deste capítulo, 
receita ê bem definida, dadas as 
sobre a tecnologia no ca 
tomando-se y° E Y(x), o 
e compacto no 
çao contínua, 
ta alcança um

(26) Aqui também, 
as
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s eme1han t e

x,

R

-tíx°} é compacto

a função 
restrita.

Y(xX) 
(x°3p).

(33) Como

def i — 
pr£ 
. 0

esses 
esses ín

£ Y(x°) 
para 

; s as 
outra 

(~x% 3y%)

r a 
Y, 
en- 

í'-xí_,yl) 
convexa

Lemas 20 
propo-

.   um
, Seja x° e x^ pertencentes a 

e R (x^_,p)-pyl. Por definição, 
e Y(xl) ou (-x°3y°) e T e (

X < 1, então a combinação 
atividades pertence ao interior de 
tividade (-x%3y2) em T com a carac- 

e y2 » y .Logo, por "free 
E T e sendo y^ « y% então 

Pela definição de receita XR (xl 3 p)+(1-X)
■ Como^mostrado acima, y^ £ int 

£ py^=^R(xl 3p)+(1-X) R

função lucro 
demandas e ofer

a função receita é côncava em x, tomando—se xl=x°+ 
+ 2A para A > 0n e À-l/2, tem-se que x^-Xx^ + (1 — X)x° = 
1/2(x°+2k)+1/2 x°-x°+A e, portanto, R(x°+b3p) > 1/2 
(x° + 2 A,p)+1 / 2R(xo}p)3 ou
R (x°+2b3 p) -R (x°+b3 p) R(x°+b3p)-R(x°3p) .

(34) Ver, por exemplo: Teorema 3 de Diewert (1974), 
e 21 de McFadden (1978), Lema 1-3 de Lau (1978), 
siçao 73 de Shephard (1970).

(35) Para uma prova da continuidade das ofertas compensadas, 
ver Lau (1978), p.137, Lema 1-2, lembrando que 
receita é um caso particular da função lucro 
Ou ainda, Diewert (1974).

(36) Essas relações podem ser provadas rigorosamente, 
nindo-se um índice de curvatura para a fronteira de p 
ços de produto e outro para a curva de transformaçao. 
que será encontrado é uma relaçao inversa entre 
dois índices. Ver McFadden (1978, p.41-4), para 
dices no caso da função custo.

(37) 0 fato de T(z) ser limitado por cima e fechado, garante 
a definição da função lucro. Tomando (~x°3y°) £ T(z), o 
conjunto {(~x3y) E T(z):py-wx 4 py°-Wx°} é compacto no 
quadrante nao negativo. Portanto, pelo teorema de Weir£ 
trass, a função contínua py—wx alcança um máximo nesse 
conjunto.

(38) Embora não esteja implícito na notaçao, a 
depende de z, o mesmo acontecendo com as 
tas de máximo lucro.

(30) Vide nota 12 deste capítulo, parauma prova 
a da propriedade F.3.

(31) Vide prova da nota 14, substituindo a propriedade (C.2) 
do capítulo 1 pela propriedade (B.2) do mesmo capítulo.

(32) Embora semelhante ã propriedade de convexidade provada
com relaçao ã função custo na nota 14, a concavidade de 
R com relaçao a x será aqui provada por envolver 
ciocínio mais complexo. Seja x° e x-? pertencentes 
tais que R(x°3p)=py° 
tão, y° e Y(x°) e yl 
£ T, Logo, para 0 < 
(-x^3y^) dessas duas 
T, existindo outra a  
terística (~x23y2) > (-x^3y^) 
disposal" de insumos (-x^3y%) 
y^ e int Y(x^). 1  
R (x° 3p) =Xpyl + (1-X) py° =py^. C__
Y (x^ ) e, portanto, R(x^3p) py%
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- yF.+

o 
ê 

p2y2 
a

Portanto, H(w3p2J > nfw,po? 
prova-se que (l(w°3p) 

de função lucro:

, que II (V, P° ) = _,p°y
> l\.(w,p2 )=p2 ,y — 

Como
o , nao pode

< p°y°~wx°, pois este fato estaria 
definição da função lucro como o 

para p2 > p°.

a con

do tipo 
colocando k-ot/B e 
função de trans- 

somen 
nos 
-k/

(39) Além de Mosak (1938), as relações entre os dois tipos 
de curvas de demanda foram estudadas também por Mundlak 
(1968). Analisando conceitos alternativos de elasticida 
de de substituição, este autor, a exemplo de Mosak (1938T, 
apresenta uma terceira forma de curva de demanda, com 
custo nominal constante. Essa função demanda resulta da 
transposição para a teoria da produção da curva de de
manda do consumidor com renda nominal constante.

p=p° tem-se, por definição, que ft(w3p°) = p°y°-Wx°, 
mesma maneira para p2 < p°, II (w3 p2 ) =p2 3 y 2-wx2 . Co- 

> p° então p2y°-tix° poy°-wx°. Como a atividade 
tecnologicamente factível, nao pode aconte- 
-wx2 < p°y°-wx°, pois este fato estaria con- 

lucro máxi
Da mesma 
2 > w°.

igual, por definição, 
(í (ti2,p2 ) =p23y2_-u2 

em (w,p), então 
)

a quase homo- 
de graus a,B,y de uma função do tipo F(y3x) 

F(Xay3 À®x) =X.YF para À > 0. Mostra que essa 
quase homogénea obedece a uma versão modificada 

do Teorema

a K--i=i zy2
Finalmente,
F(y, x)=0,
B-2, seu 
formaçao 
te se a 
preços 
(1—k)no s

(43) Para (w°,p°) o lucro máximo é igual, por definição, a 
II (w° 3 p° ) =p° y° -w° x° e para H (w2, p2 ) =p2 3 y2_-w2 x2 .
Como Xl(w3p) é homogénea de grau 1 em (w3p), então para 
0 < X < 1 U(Xw23Xp2) =X(p2yl-w2x2) e n( (1-X)w°3 (1-X)p°) 
= (1 —X ) (p° y°-W° x° ) . Para preços (w\pk) combinação con
vexa dos preços 0 e 13 com A dado, II (w^, p^) =p^y 2-w^x2. 
Como ( -x2 3y2 ) e T (z) sendo, portanto, factível do ponto 
de vista tecnológico aos preços 0 e 1, então:
X (p2 y2-w2x2 ) >X(p2y2-w2x2> e (1 -X) (p°y°-w°x° ) £ (1-X) 
(p°y2-w° "
A s orna
X(l(w2 3y2 ) + (l-X)([(wo tp°) > Sl(wk3pk) 
vexidade da função lucro com relaça

de Euler: 
n 

0=1 9x 
para uma função de transformaçao 

pode-se assumir que y=Q, e 
Teorema III estabelece que a função de 
é homogénea de grau nos produtos, se e 

função lucro é homogénea de grau 1/(1—k) 
dos produtos e, portanto, homogénea de grau 

preços dos insumos.
o lucro máximo é igua 

°-W°x° e para (u2,p2)} 
é homogénea de grau 1 

)2 x2. ~
Para preços íuA , ) comb i na ça

e 13 com 
T ( z) sendo, 

tecnológico aos preços 
2x2 ) "Z-X (p2y2-V2x2) e 

x2) .
dessas duas relações conduz á expressão:

o que mos tra 
aos preços .

1
a

(40) Para
e da 
mo p2 
(~x°3y°) 
c er de 
trariando a definição da função lucro como 
mo. Portanto, H(w3p2) H(u3p°) para p2 >
maneira, prova-se que J[(w°3p) 1 II(u23pJ para W

(41) Pela definição de função lucro: II (Xw3 Xp) =Max {Xpy-Xwx: 
: (~x}y) e T(z)}= Max{X (py-vx) : (~x3 y) £ T(z)}=XMax{py- 
~wx:(~x3y) e T(z)} = X1t(w3p).,

(42) Lau (197 2) vai mais adiante ainda. Define 
gene id ad e 
como sendo 
f unç ao

P
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py

R(z)T(z)

459459}^
w-x

vetores 
o r i gem.

para 
na o 
Le-

relaçao 
À-l/2. A

conj un- 
por ci

ei i feren- 
Para a 
P.137-8), 

p . 7 3), Le-

(44) 0 inverso d 
t o 
ma , 
nem 
cro máximo. 
s er 
d ad e s 

função 
te s ao 
to de 
da origem que nao cortam 
presentam as isolucros com 
máximo nao ê definido. A contrapartida 
conjunto de preços de produtos e 
mite distintos vetores que tocam 
junto apenas na origem. 0 gráfico abaixo fornece 
sao desse resultado.

conjunto de possibilidades de produção descri- 
qualquer preço relativo que forme um angulo 

a 45° não pertence a R(z). 
análise detalhada da existência de preços 
o lucro máximo nao ê definido quando T(z) 

ver McFadden (1978), p.63-89, Axioma 2, 
e Teorema 25.

facilmente obtidas a 
função convexa. A primeira 

, para um + & e
de maneira similar.

Lema 2, para a 
aos preços. 

z , ver Lau (1978, 
McFadden (1978,

esse resultado também ê válido. Se o 
de possibilidades de produção nao e limitado 
por hipótese, como foi feito no capítulo anterior, 
todos os preços positivos poderiam conduzir a um lu 

Para alguns preços, esse lucro poderia nãcT 
definido. Por exemplo, para o conjunto de possibili 

de produção definido por { (~x3 y) :y .} , Z

lucro é definida apenas para os preços pertencen 
conjunto {(p3w):W p > o}. Nesse caso, o conjun 

possibilidades de produção possui raios partindo 
nao cortam sua fronteira. Esses raios re- 

preços para os quais o lucro 
com relação ao 

fatores é que este ad- 
a fronteira desse con- 

uma vi

Usando o 
to ac ima, 
superior 
Para uma 
os quais 
é 1imi tado , 
mas 11,12,13,15

(45) As duas relações podem ser 
da definição de uma f
sai diretamente da definição, 
segunda relaçao c_ _____ 1__ _1

(46) Ver, por exemplo, Sakai (1973),
ciabilidade de com relaçao
continuidade com relação a z, ver 
Lema 1-2 e Corolário 2.1, ou 
ma 16.
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e 171-3)

ofertas e demandas

demanda s

e

máximo,representa um ponto delucroa

e
ainda,

-x 
o

e demandas de
grau um nos pr e

no < 
(1978 , 
c e ) .

Para 
obedecem

zero nas ofertas 
ser homogénea de

e de grau 
fato de nfWjp)

o 1 x
2x°
2)

1

, ou
> o

(x^-xx ) 0

Paraprovar 
c us - 

pertence a 
da função 
acontecer 

assim fosse, py 
que iria con- 

lucro. Portan- 
. Sendo X(y)estritamentecon 

capítulo anterior, então u(y(w3p~T, 
e {2.33} ê realizada com

(47) Para provas f 
contexto de funções lucro, 

, p.142-7 e 171-3) e Diewert (1973,

(49) Para a 
mãx imo 
(1978) , 
740-42,

(wl3pl) » 
n(w°,po)

Dado que 
então :
-Q-°-w°

1 1—w

2 .
de função 
então :
- w°x°
- w2x2.

preços 
n (Wj p) 
preços 

a :
ITfXWjAp) - ÀTrfWjp) = X(py-wx)

prova da continuidade das ofertas e demandas de 
lucro, ver Lau (1978), p.137, Lema 1-2,ou McFadden 
p.74-76, Lemas 17-18, ou ainda, Sakai (1973),p. 
L ema

(50) Pela definição
°n+m>
p°y° 
PV
função

formais do Lema de Shephard-Uzawa-McFadden, 
, ' > ver McFadden, p.74-6, Lau

p.290 e apend i

lucro, dado (w°3p°) » 0 n+m

= py-wx 
(Xw3Xp) sendo X > 0, as ofertas e

(48) A homogeneidad 
corre do 
ço s : 
Para sao tais que:

- o . o 1 py-wx > p y —w 
p1yl-w2x2 > p2y°-w 
p°(y°-y2) - w°(x° 
-p1(y°-y2) + w2
A soma das duas desigualdades acima conduz a relaçao 
{2.28}.

(51) Para teoremas de dualidade entre funções lucro e repre
sentações tecnológicas, ver Diewert (197 3), p.289-90,Te£ 
remas 2.8 e 2.9, ou McFadden (1978), p.81, Lema 23, Teo 
remas 24-26, ou Hanoch (1978), p.123, Teorema 4, ou ain 
da, Lau (1978), p.140, Lema 1-3.

(52) A prova destas relações e bastante simples. 
{2.30} e {2.31}, note que pela definição de função 
to C (y (Wj p ) wJ-w. u (y (y (Wj p) j w) . Como x(w3p) 
X(y(w3p))3 novamente pela definição de função 
custo W.u(y (w3p) 3w) < wx(w3p). Mas não pode 
de wu(y (w3p ) 3W ) < Wx(w3p) posto que, se 
(w3p)-wx(w3p) < p . y (w3p ) -wu (y (w3 p ) 3w) , o 
trariar a definição de mãximo da função 
to, C (y (w3 p) 3 w) =wu (y (w3 p) , w) . 
vexo, como mostrado no < 
w) —x(w3p) . A prova de {2.32}

(w3p), as
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todo ix~x(w,p) para e,
provar

{2.38’}j=l,...,m0< P- e<7

{2.39}j . . . ,n0e
■i

cond içoes 
capítulo 4 .

para 
d e

um
Kuhn-

es te 
pro- 

ajj 
o

cond içoes
Sobre

{2.38}
{2.34}

nas ,

3C

o
e

e 
então {2.38}

x ■ = v

(R(Xjp)-wx)=0

37?
3^ 

caminho ê 
{2.33}. Se

(54) Para 
por 
mo r 
A condiçao 
vetor p » 0 
função j 
tanto, 
dem de máximo,

yJpj

37?
3x .

t-

3 
3^ 

por tan to ,

w .

3C
3z/ . y<7

37?
. v

que corresponde ãs condiçoes de Kuhn-Tucker 
condicionado. Sobre as

ver Intriligator (1971),
chama a 

teoria do consumidor 
efeito r e nd a 

efeito

a prova dessas duas propriedades, basta notar que 
{2.34} e {2.31} , a função lucro pode ser escrita co 

Vl(w ,p )~=R ( x(w tp ) ,p )-C (y (w ,p) ,p) =R( x9w ,p) ,p) -wx (w,p) 
» de máximo da função lucro implica para todo 
9 e x > 0 que n(w,p) R(x3p)-Vx e que a 7? (x/fi) —wx ê maximizada no ponto x=x(wip). Por- 

sendo x(w,p) » 0 pela condição de primeira or- 
a :

endo x(w3p) » 0 
chega-s en

tomar as relações 
as hipóteses de x 
s para positivos ape 

ser substituídos por:

o < 
máximo nao 
-Tuck er ,

(55) Fergunson (1972, seção 6.7) chama a atençao para 
fato. A analogia entre a teoria do consumidor e do 
dutor esbarra no chamado efeito renda ou expansao. 0 
tor acima subdivide o efeito expansao em duas partes: 
efeito produto que corresponderia exatamente ao efeito 
renda da teoria do consumidor, e um efeito maximizaçao de 
lucro, que levaria a firma a atuar sobre outra isocusto. 
Gra f icamente.

o mesmo, bastando 
forem relaxadas 

y(w^p) estritamente positivo 
e {2.39} devem

idêntico argumento. Finalmente, {2.34} é consequência 
da definição de função lucro, de {2.31} e de {2.33}.

(53) A hipótese de que as funções económicas sao diferenciá
veis de segundo grau, nao ê tao restritiva como pode pa 
recer. Sakai (1974) aponta, baseado em resultados de 
Alexandroff (1939), que funções convexas ou côncavas 
sao diferenciáveis de segundo grau em quase todos os pon 
tos.

no ponto

o que prova {2.39}. Para se
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R
c

8

O
-&)

«7,

da-

.tn
m
£ 

k=l dwi

uma solução 
mant inha 

equaçao de
introduz o 

dos fatores

3a:.__ t
du . __ v_ 
3w •«73w .«7

Dada uma queda de preço do bem 2, representada pela mu
dança na inclinação da isocusto (ou restrição orçamenta 
ria), o efeito substituição é dado tanto na teoria do 
consumidor, como na teoria da produção, pela passagem 
do ponto A ao ponto B. 0 efeito renda para o consumidor 
da passagem de B para C. Esse é o efeito produto de Fer 
gunson. Como C representa o equilíbrio do consumidor, ma? 
naoo de uma figura, Fergunson introduz o efeito maximi 
zaçao de lucros, a passagem de C para o ponto de equi
líbrio D da firma. 0 efeito expansao, como definido no 
texto, ê a passagem de 
•Sakai (1974, Teorema 8), 

decomposição do efeito

passagem de C para 
0 efeito expansao, 

B para D. 
procura apresentar 

para a decomposição do efeito preço total que 
regras semelhantes ãs. encontradas para a 
Shutsky na teoria do consumidor. Para tanto, 
conceito de mudanças compensadas nos preços 
e produtos.
Dada uma variaçao no preço do fator j, Sakai determina 
uma variaçao nos preços de todos os produtos de tal sor 
te a manter o mesmo vetor de produção de antes da alte- 
raçao inicial. Se o que muda é o preço de um produto,en 
tao, as alterações devem ser efetuadas nos preços de to 
dos os insuraos, para que se mantenha 
utilização destes. Esse conceito ê análogo ao 
do na equaçao de Shutsky onde, dada uma variaça 
preço de algum bem, o consumidor é "compensado" 
de alterações na renda para que mantenha o mesmo n 
anterior de preferencias. A decomposição de Sakai ê 
da por :

d e 
o preço de 

efetuadas nos preços de
o nível inicial de 

encontra- 
ao no 
através

mesmo
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«7 <7

eonde kcompensadaa para man —

apenasao e m

0 todo Z/j.para qualquer r e
0

dwSimilarmente, 0 e
3 3 0

o

ter 
isto

para qual quer 
todo Z # j.

k _ ___
dp . dp .

nE 
k=l

e 
outra 

expansao

1/

(56) Neste caso, o caminho de 
no espaço de insumos, mas 
fico abaixo para um sistema 
fica o uso do conceito.

í,...m

dw .
o produto constante, 
é :

d“z

dpj

dw, k

expansao estã sendo dado , nao 
no espaço de produtos. 0 grã- 

com dois produtos, exempli-

J’í

d?k 
dw . dwi

dw, k

3wk

%«-

9p,- “ 3pn-

Pela decomposição de Sakai, o efeito substituição 
mesmo, mas a expressão do efeito expansao admite 
explicação. Pela primeira equaçao, o efeito expansao da 
demanda do fator i para uma variaçao no preço do fator 

representa um efeito composto. Ele ê dado pela varia 
çao do preço do produto k que mantinha o mesmo nível de 
produto multiplicado pela variaçao na demanda do fator 
através da alteraçao de p^.

dado uma va

no preço
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w

rei a-e xp r e s s ao, agora com

I dx/àb)portanto,e ,

e
que

por t an to,

e

po s suem 
isso

ao
o

ooz 
s = l

co
£ 

s=l

esta
a :

x(w} p) 3p )
3x

a e 0 
Re s p e i tada 

mos trar

(57) Sera somado 
B = 0a, por 
portanto, 
nao <"* 
ocorrer 
sis tema 
minho , 
tanto, 
1 açao 
como :

-1
, exis tindo,

novamente 
ch ega-s e 

9/?^ (x(w3p) 3p) 
3m3x

para 
a con

feu8.

Derivando-se 
çao ao vetor

-

apenas 
{2.50} e 
(Z-E0) a = r). 

ê singular. Se 
de a admi t i r 
ser 

que a r  
{Z-E0J-2 

{2.37},

(EQ)S

{2.55}. Como a =n+EÍ? e
ou a-E0a=n e, 

que a matriz (I-eQ) 
então poderia 
ou a inda, do 
por outro ca- 

e , pojr 
a r e 

escrita

pode-se mostrar

nao e

os e1emen tos 
- 7 a-<Z-E0) n.

3y{ M, p2- -
3P

(i-cej 1

(i-te) 1

s ingular
3x(w,p) -f t Dessa maneira3w [Wx) * UeSSa maneira,

de a sao bem definidos, existindo fl-cQ)
Com raciocínio semelhante, 

._( ac2' 
\^y^y /t

(58) Como mostrado na nota anterior, (Z-E0) e 
inversas. Teoremas matemáticos mostram que 
acontecer, é necessário que o 
infinito, de ÍE0)s para o 
segundo, sejam iguais, a 
dição de convergência e 
comparativa do capítulo, 
cam gradativamente sua 
condição de convergênci 
pSe que 1 < V|^|. 
solutos, 
o primeiro caso e 
dição de convergência 
que :

{2.54} e
{2.51}, então a = r)+E0a, 

Resta mostrar 
tal nao fosse verdade, 
múltiplas respostas, 

inconsistente. Será mostrado, 
possui solução única para cada (w3p) 
“ existe. Para tanto, será utilizada 
que sob a forma material pode ser

fZ-0e) 1

dx(w3p) 
3w

, e ê dado por:

= í 97?2 ~2l 3x3x J

(I-Qe) 
para 

limite quando s tende 
primeiro caso e <0E)S para 

matriz ê nula. Essa é uma con- 
requer no exercício de estática 
que os efeitos indiretos per- 

força. Em termos matemáticos, a 
 a de cada uma dessas matrizes ira 

, onde |Xm| ê a máxima, em termos ab- 
das raízes caraterísticas associadas 

primeiro caso e a 0E para o segundo.
nos dois casos, pode-se
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INTRODUÇÃO

o
e

indus

f un

que obedeceriam as rela

bem como o tipo

na
acom

cor
relacionadas

• Icross-section”.com

entendimento do processo de acomoda-

Finalmente, no quarto e último capítulo são apresentados 
os resultados obtidos nas estimações, buscando-se obter infor-

comportamento economico das empresas: 
receita.

estrutura dos termos aleatórios das funções d£ 
mandas. Esse assunto ê estudado no terceiro capítulo, 
apresentação dos modelos de regressões aparentemente não 

e modelos de junções de dados de séries de tempo

com ra

Nesta segunda parte do trabalho serã analisado o processo 
de substituição de energia que vem ocorrendo no setor 
trial brasileiro a partir da chamada crise do petróleo, 
pidas alterações no vetor de preços relativos desses insumos.

mações importantes para o

vadas e

A natureza dos modelos a serem estimados, 
de dados utilizados na estimação, impuseram condições bastante 
particulares

Como as questões a serem abordadas envolvem apenas o lado 
da produção do ponto de vista tecnológico e económico, as 
ções demandas de fatores serão obtidas a partir da especifica
ção de funções custo bem comportadas, 
çÕes e propriedades estudadas no capítulo 2.

funções custo, lucro

Nos capítulos anteriores foram desenvolvidas as bases teó 
ricas para a sustentação da estimação de funções demandas der£ 

ofertas de produtos via funções que representariam
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ções do setor industrial à nova ordem de preços relativos.
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CAPÍTULO 3: Questões Econométricas

3.1 Regressões Aparentemente não Correlacionadas

A despeito de tradicionalmcnte na literatura 
mos a análise isolada da demanda por

encontrar-
um fator ou dc oferta de

O desenvolvimento da metodologia 
deste trabalho nos capítulos anteriores implica na estimação de 
um sistema integrado de funções demanda por fatores . A estima- 

' çao desse sistema coloca alguns problemas interessantes. 'Não 
estamos estimando um sistema de equações simultâneas, mas exijs 
tem razões para se supor que os erros entre as funções estejam 
correlacionados. Esse problema é resolvido na primeira seção 
deste capítulo, onde é apresentado o estimador de regressões 
aparentemente não correlacionadas que foi utilizado na estima
ção de todos os modelos apresentados no próximo capítulo.

Também são analisados no presente capítulo as questões re 
lativas ã natureza das informações que são utilizadas na esti
mação dos vários modelos. Em todos os sistemas estimados no pró 
ximo capítulo foram utilizadas junções de dados de série de 
tempo com dados de "cross-sect iortEsse fato abre a possibili^ 
dade de decomposição do termo aleatório das várias funções. Es^ 
se problema ê abordado na segunda seção deste capítulo, com a 
apresentação de um modelo econométrico cujo termo aleatório 
comporta três componentes: o primeiro relacionado com a dimen
são tempo, o segundo com a dimensão da "cross-section", e o 
ultimo um termo residual em ambas direções.

Finalmente,são tratados também algumas questões relativas à 
forma funcional a ser adotada na estimação dos diversos mode
los .
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regressões

<3.i) Vt = +

ex-
a

. {3.2} E(u^) = 0

I.aijT

Combinando M equações na forma:.as

0 . . 0*1

Xy2

{3.3} +

0 0 ... XM

2- 0

yM UM

E(u.u 'J
'Ir

u2

*1

62
U1

i,Ò =

um produto, a teoria económica, nos ensina, tal como está ela 
borado no capítulo anterior, que sob a hipótese de maximização 
de lucros, tanto as ofertas como as demandas são determinadas 
simultaneamente. Ora, os efeitos que estariam atuando sobre 
uma determinada função demanda (ou oferta) podem estar também 
agindo sobre as demais funções. Esse seria um exemplo claro de 
nao simultaneidade de relações, mas onde os termos aleatórios 
de diferentes funções apresentariam correlações entre si. Mod£ 
los com essa característica são conhecidos como Regressões Apa 
rentemente não Correlacionadas, e foram estudados por Zellner 
(1962, 1963).

Vamos considerar inicialmente um sistema de M 
lineares:

X1

0

ui i = 1,2,. ..,M

onde ye um vetor Txl, X^ é uma matriz TxK^ de variáveis 
plicativas, 8. é um vetor K .xl de coeficientes associados
Xi e ® um vetor Txl de termos aleatórios com as seguintes 
propriedades:
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Chega-se ã formulação familiar:

y = XÇ> +

com

{3.5} E (uu ’) E fi I onde

<3.61 2 =

entre 
ter 
mos

e
o

aA.7J

.u \) 
V V

°M1

e â é o produto Kronecker

°M2

°12

° 22

au
°21

Note pela especificação acima dada por {3.2} nós temos que 
E(u.) = 0 para qualquer i e portanto também E(u) = 0. Mas, 
despeito de cada uma das M equações apresentar* 
uma estrutura do termo aleatório homocedastica 
cionada pois, ainda por {3,2}tenios Que E^u 
não ocorre com o modelo combinado especificado em {3,1*}.

°1M

0 2M

Ou seja, sob a hipótese de erros correlacionados 
equações, ainda que internamente à cada uma das funções os 
mos aleatórios sejam homocedasticos e não correlacionados, 
mo assim não podemos aplicar o cstimador de mínimos quadrados 
comum, quer em cada um dos modelos dados emíaj}, quer no mo
delo conjunto dado por {3^}. Estamos no campo de mínimos quadra 
dos generalizados. Em qualquer bom manual de econometria pode
mos encontrar que dado o modelo econométrico y = XB * u onde

onde os vetores y, B e u e a matriz X estão 
representando as M relações tal qual em {3,3}

°MMZCM2Z

ai2T

°22Z

a
isoladamente

não correla-
o mesmo

aMlI

alMT

°21I
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de

-1B = (x> n

X* CL

{3.8}

(4) seria dado então por:

&IJy

substituísse E por um estima 
onde cada elemento de S seria

do 
em

1
T8 .. = 

*3

0 estimador de g em

{3.7} B - (X'(E~2

ÍX'ÍS 2 X’ (S~2

X^il-X.ÍXlX.)

E(uu’) = íi, 
B é dado

o estimador de mínimos quadrados generalizados 
por:

-2X)

2ai)y

1-jJ — 2t . . . }H

&I)X)~2

&I)X)~2

Zellner (1962) mostrou queís.z) se reduz para mínimos qua
drados comuns caso X = X9 = ... = X. ou que E seja diagonal. 

J. a
0 normal em qualquer problema empírico é o desconhecimen

to da matriz E, o estimador {3,7} tendo portanto pouca ou nenhu
ma importância pratica.
••-•••■'■■■•Zellner (1962) propôs que se 
dor consistente de E dado por 5, 
obtido através da media da soma dos quadrados direta e cruzada 
dos resíduos de cada equação estimada por mínimos quadrados c<) 
muns, isto é:

Caso E fosse conhecida, o nosso problema estaria resolvi
do.. Como CE & I) 2 = L~2& Ij o estimador de mínimos quadrados 

generalizados de {3.4} sob as hipóteses de{3-2) seria dado por:

Zellner apontou também que é mais eficiente (ao menos 
ponto de vista assintótico) que a anlicação do mínimos quadrados comuns 
em {3.u) .Esseganho de eficiência obtido com é tanto maior quanto maior 
for o grau de correlação entre termos aleatórios das diversas funções do 
sistema, valendo a relação inversa em relação ao grau de correlação entre 
as matrizes de variáveis explicativas X-.

x1 fi~2y

{3.0 B7

~2X’.}y .
3 a 3
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G.ioí r = , onde

r ê uma dada matriz

degrauscom TM i

liberdade e que

ZÍ3.13} f ~

de 
inde-

se
por

no
nu

de liberdade
a hipótese

Na formulação metodológica deste trabalho no capítulo an
terior foi colocado a necessidade de se impor e testar restri
ções de simetria nas relações cruzadas de preços de produtos c 
fatores. 0 teste colocado abaixo vem de encontro à essa neces
sidade .

M 
se distribui segundo um chi-quadrado com TM - E k.♦__ • L

V=T .
também a outra forma quadrática:

~2SI)(y-X$z)

Í3.12Í (r-R^z) '{R\_X’(£ 2&I)X^[ 1

~2ai)(y-x^z)

(r-R&7) '{/?r X' (I. 2& 
u —____

(y-X$z) ’(£

M 
tem uma distribuição F com e q graus
numerador e denominador respectivamente dado que 
la em{3<10}é verdadeira.

K-r2

que se o termo aleatório M de {3.4} 
vale a hipótese nula dada

~2(r-RZz)

também se distribui segundo um chi-quadrado mas com q graus 
liberdade, podendo-se mostrar também que {3.11}e (3.12) sao 
pendentes. Portanto, o quociente dado abaixo:

M
TM- E k . 

i=l V

Q

r é um vetor qxl de elementos conhecidos e 
Mde ordem q por E X. com posto igual a q. 

i=l z
Pode-se mostrar^

distribui segundo uma normal e
{3.10), então a forma quadrática:

<3.111 (y-Xfí ) 'fE



será

i
<3.10 F =

<1

{3.15} B HI)X}&I)X}r

3.2 Junção de Séries de Tempo com "Cross-section n

en-

B * uit

it

onde,
i = estados, 
t = tempo,

= 11

trados na

Bz + {/'CS-3

na estimação do sis tema {3. i2l foram do 
ncross-seztion" e de dados de sé-

~2R'(R{X*(S~2

(r-R&7)1{R| X'(S 2

(y-X^z) '(S

~1Rt)

~2R*}

i = lt . .. ,R 
t = 1, . . . , T

&I)X J
~2&I) (y-XÇ>7)

Os dados utilizados 
tipo combinação de dados de 
rie de tempo. Como consequência, os problemas econométricos 
volvidos podem ser colocados, genericamente, como aqueles encon 

estimação do seguinte modelo:

Não sendo rejeitadas as restrições impostas, o estimador 
de regressões aparentemente não correlacionadas obtido a 'par
tir da imposição das restrições dadas em {3,10}pode ser coloca
do como:

Novamente aqui encontramos o mesmo problema de estimação, 
qual seja, o uso de {3.13} implica no conhecimento a priori de 
S. 0 uso da mesma estimativa consistente S de E vai fornecer 
uma variãvel que vai se distribuir aproximadamente igual à 
distribuição F, ao menos assintoticamente. 0 teste a ser usado 
então nos modelos a serem estimados no próximo capítulo 
dado por: M 

TM- E k 
i = l

~2(r-RQ7)
CJ

2(r-R37) 
LJ

y é a variável dependente, X a matriz de variáveis independen
tes-, B o setor de parâmetros a serem estimados, e u.. o termo
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t

"cròss-

Í3.18> Y

aleatório

t .

aleatorio, suposto independentes de X. Dada a natureza do dado 
e razoável supor que o termo aleatório

de 
sendo conhecida 

coeficientes

onde v .
' i 

seation", 
tempo; e r>

B-

onde Q ê a matriz de variância-covariância do termo 
composto u...

* nrt{3.18) U.t = y^+ ô

d2- ~ 2media zero e variancia ô , « >- vn x
ção dos componentes de erro _dire tamente., 
variáveis dummzes em um modelo de covariância.

it

X)-1

com que se 
esta trabalhando e razoável supor que o termo aleatório possa 
sistematicamente captar alguns efeitos que ocorram de forma d_i 
ferente nas duas dimensões de definição da variável y — nesse 
caso estado e tempo. • 0 tratamento desse problema tanto pode 
ser através de análise de covariância como através da especifi^ 
cação de um termo aleatório composto da seguinte forma:

é o termo aleatório referente à dimensão de 
é o termo aleatório referente à dimensão série de
é o termo aleatório residual. Todos os componen

tes do termo aleatório são supostos ter distribuição normal com
média zero e variância ô2, ò2 e <52 respectivamente. A estima
çao dos componentes de erro diretamente., ou seja, através de 

tem a desvanta
gem de requerer a introdução de um conjunto bem grande de no
vas variáveis, o que leva a uma diminuição dos graus de liber
dade. Em vista disso, uma alternativa é apresentada para esti
mar o vetor 0. 0 estudo desse procedimento é devido ã Wallace 
§ Hussaim (1969) e Nerlove (1971) .

Em geral, o modelo {3,15} proposto acima é um exemplo 
aplicação de mínimos quadrados generalizados e 
a matriz de variância-covariância de u, os seus 
podem ser; estimados diretamente de:
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0

varíância-
-covariãncia diagonal:

.. <3.2o) 1„)

para i = j

para i / j

i ~ j e t = q• para'it* ^,q
para i / j* e/ou t / q

leva a definir a variância total como:nos

matriz de variância-covariância íl é dada por:Portanto, a

ol0

0

0000

0 ... 0<3.22}

100L° 0

0

0

000

Supondo que os componentes do termo aleatorio são indepen 
dentes, isto e:

o» 
y

5

Y

2 
n 

0

0 ... 

ol --<4...

ej ... 0

- °àj

- <4J 
... 01

0

ã’ cr» ..Y Y

’°í
0

”1* 2 
%

fcr1
0

a»

•1
0

aô *

) =

0

0 ... 0 "

aj ... 0
<4 
0

oj... c\

<5^1 =■ E(y

o; ... «>

 2= a.

0

0 ...

aj ...

E(6 .,6 .) 
0

e que cada componente de erro tenha uma matriz de

o; ... of
G» ... cj

.

{3.21} °2

o» ... cr3 
Y i - 0

0 

o» ... 0

para t = q

O para t / q

o;...
O» ... vY

0 ... O’J



(X'P'PX)X)

ne X

X = PX e X = PX

* X

= X

subs-

do

n 
vt

X*

-2 
y

dois 
de 

termos

’ *v.

onde o

it

<3.23>B = (X'K 1

* xn

Para chegarmos à esse resultado um procedimento de 
estágios é utilizado. Primeiro é feita uma transformação 

em 
dimensão 
(Wallace,

Í3.24>

Podemos, então, transformar os dados de forma que o esti 
mador de mínimos quadrados possa ser aplicado, ou seja, o méto 
do de mínimos quadrados é aplicado nas variáveis:

Xn.v.

"cross-section "

~1X,P 'Py

XnA.t

= X . vt

ponto significa que a média é calculada sobre o 
cripto que foi suprimido e substituído pelo ponto. Esse proce
dimento fornece uma estimativa mais eficiente do vetor B

covariãncia de forma que as variáveis são expressas 
de desvios em torno das médias tanto com relação ã 
tempo como com relação ã dimensão de 
1977) .

~1X,Çl

*.t

Como foi visto em {3.19}para encontrar 8, temos que encon
trar Q . Dois problemas surgem: Primeiro, nós precisamos esti_ 
mar, D já que ela não é conhecida; segundo, é necessário inver 
ter fi. Como Q é uma matriz simétrica positiva definida é possí 
vel encontrar uma matriz P tal que: íí-i = P'P. Isso nos for 
nece uma forma simples para estimar o vetor B-



JL JO .

Y

pode agora ser estima-

{3.25}

dos
em

(1
T

A variância do termo aleatório 
da (Wallace § Hussain, 1969) por:

se
di —

E B 
n

*2 
E E

(T-l) (1-1)

Í3.27) T1. t ~

Í3.25} Bo

*0

*0*n

Í3.28Í °y “

"it

xn n

.- B Xn. n .t

• V Xn
1,

Í3.29} °($ - ~y- (

e2 é

-

que aquela que seria obtida caso fosse aplicado o método de mí 
nimos quadrados à equação {3. jg}. Como as variáveis transforma
das somam zero, o intercepto deve ser deixado fora da regres
são e estimado posteriormente, usando os dados originais, ou 
seja:

Logo, eles não são usados para-estimar a variância 
-■•■componentes do erro. Ao invés, o vetor B da regressão 

é colocado de volta na equação{3, a partir do qual 
obtém e e e. e as variâncias dos termos aleatórios nas 
mensões consideradas (Amemiya, 1971).

E Ê2.
• 

T (I-1J

I (T-l)

onde E é a soma dos quadrados dos resíduos da regressão de 
.-Os, resíduos dessa regressão tanto na .direção da di^

Tnensão estados' quanto na dimensão série de Tempo sao nulos por 
-Construção:



<3.3q1P =

2

caracte-

=■ 1 w - 0)1 + pTP

1 ojZP U)

1 u - pTp

1 p OJ

) Y (1(1 i.

44 ) Y. . .(1

12

A partir das quais são obtidas as quatro raízes 
risticas da matriz de variância-covariância residual:

Para computar as estimativas de segundo passo de 
quadrados generalizados, utiliza-se as seguintes 
(Nerlove, 1971):

aos 
necessã-

mínimos 
relações

<■

são en- 
da seguinte maneira:

<3.31M 2

As estimativas de mínimos quadrados generalizados 
tao obtidas pela transformação dos Y's

Os também são transformados de maneira similar 
T’s.. Dessa forma são contruídas as variáveis PY e PX 
rias para estimar o vetor 6 em

<3.321 J Yt.
^2

2.2 oy/o

=

^7

w = pf/cr ò
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3.3 Formas Funcionais Flexíveis

(3) Veja Fuss, McFadden e Mundlak, (1978).

«

pro- 
nos 

Wallace 
aos

Avery (1977) salienta que a eficiência do estimador 
posto é aumentada com a introdução de restrições lineares 
parâmetros das várias equações. Mas, conforme indica 
(1977) esse procedimento pode ser bastante caro em face 
pequenos benefícios que se obtêm.

Foi visto no segundo capítulo que o pon
to de partida para a formação do sistema.de demanda.de fatores 
pode ser a especificação de uma função custo obedecendo certas 
condições de regularidade. A escolha de uma particular forma 
funcional para esta função custo é uma questão que merece aten 
ção. Sabemos que ela deve ter as condições de regularidade apon 
tadas no capítulo anterior, mas este critério sozinho não bas- 

... • ta pois muitas formas funcionais gozam .dessas propriedades.
Precisamos portanto encontrar critérios adicionais que estrei_ 
tam nosso conjunto de escolha. Alguns critérios comumente utiLi 
zados na seleção de formas funcionais nos trabalhos econométri (5) . . -cos J podem nos auxiliar nesta tarefa.lEm primeiro lugar a 
forma funcional adotada não deve conter mais parâmetros que os 

. estritamente necessários para manter consistência comas hipó
teses mantidas.' Quanto maior for o número de parâmetros a se
rem estimados, mais chance existe de encontrarmos problemas de 
multicolinearidade, além de reduzir os graus de liberdade. Em 
segundo lugar, a forma funcional deve ser de fácil entendimen
to. Funções complexas podem conter escondidas implicações con
traditórias com nossas hipóteses. 0 terceiro critério diz res
peito à problemas computacionais. A adoção de uma forma funcio 
nal linear nos seus parâmetros traz duas vantagens em relação 
às formas não lineares: facilidade computacional e o respaldo 
da teoria estatística, mais desenvolvida na estimação de mode-



es-

trabalhos

ou-i

tros termos

{3.35} f(x) - Bo + ZQ/lnx^ * expan-

expansao de uma fun-
ij 1

0 
i

qúe é uma

(xi~x

.Inx .Ink .,? * J’ Í E EBt7 í ' ' 2 i j

são em torno do vetor unitário
- a função generalizada de Leontief dada por:

Truncando na expressão acima os termos de ordem superior 
.a dois, vemos que a função f(x) pode ser escrita aproximadamente como:

°J (x .-x°.) v «7

los lineares. 0 último princípio que comumente norteia a 
colha de uma forma funcional é a sua consistência com os dados 
observados tanto dentro da amostra como fora dela.

Recentemente tem ganho bastante aceitação nos
• econométricos o uso das chamadas formas funcionais flexíveis.A 
ideia que está por tras dessas formas funcionais é relativamen 
te simples. Vamos supor que desejamos estimar uma determinada 
função f(x) contínua,onde x é um vetor,mas não, sabemos que for 
ma tem f(x). Podemos escrever f(x) como uma expansão de Taylor 
em torno de um ponto qualquer x° ou seja:

-x°.) (x .-x°.) + J 0

{3.34} f (x) = f(x) = f(x°) + Zf^x^-x^) + j
i i j

sendo que f(x) fornece uma aproximação de segunda ordem para uma função f(x) 
arbitraria no ponto x°, a diferença entre f(x) e f(x) residin
do apenas nos termos de ordem superior a dois na expansão de 
Taylor.

As funções mais utilizadas nos trabalhos empíricos são:
- a função translog dada pela expressão:

'<3.33} fCx) = f(x°) + Zf^x^-x 
■í

7 1 1
Í3.36Í f(x) = Bo * EB -x . * 4 E EB., x? xlT, 

• i x 2 . . zj x j 
V ** V

. ção arbitrária em torno do vetor zero e

7
2

1
2
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- a função quadrática generalizada

<3.37> ijxixj ’ expansão de uma fun

ção genérica em torno do ponto zero.

que

a

As três funções acima são lineares nos parâmetros 
e contêm exatamente o número necessário de parâmetros 
permitem a identificação das elasticidades de demanda.

4 E EB 
iu • •

f ( X ) X P Q

Dentre as formas flexíveis acima apresentadas, 
de uso mais comum nos trabalhos voltados para o estudo de de 
manda dos setores industriais ê a função translog.

No próximo capítulo serão discutidos os resultados 
encontrados na estimação de um sistema de funções demanda pa 
ra o setor industrial obtidos a partir de uma equação custo 
do tipo translog.
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Notas do Capítulo 3

(1) - Veja por exemplo Theil (1971);

(2)

(3) - Ver Fuss, McFadden e Mundlak (1978).

0 que pode ser facilmente encontrado em qualquer bom 
manual de econometria, como por exemplo Theil (1971);



4.1 - CONSUMO DE ENERGIA NO BRASIL

TABELA 4.1

Período

(1) Refere-se ao consumo industrial de energia elétrica por CR$

1951-1960
1961-1970
1971-1980
1974-1980

de
1970 do valor da produção industrial. A primeira taxa de cresci - 
mento é a evolução para o período de 1954-1960.

Energia Comercial 
(Tep)

28,96
9,69
8,45
8,57

26,51
15,73
36,32
36,69

Energia Elétrica
Industrial (1)

13,83
10,76
43,89
46,65
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CAPÍTULO 4: Energia e Substituição no Setor Industrial Brasileiro: 1970/79

Energia Elétrica
(NWh)

As alterações na evolução do consumo brasileiro de energia na última 
década foram tremendas.A Tabela 4.1 abaixo fornece uma ideia dessas mu
danças .

As profundas mudanças ocorridas em escala mundial a partir do primei 
ro choque dos preços do petróleo, geraram alguns problemas não solucio
nados ainda. Essas alterações deixaram uma marca profunda na evolução 
de todas as sociedades do mundo. Em particular o Brasil, dependente de 
energia importada, sofreu e esta sofrendo todas as consequências dessa 
nova rearticulação de preços relativos de energia. As políticas de ajus 
tamento internas e externas . direcionaram sobremaneira o perfil e o 
ritmo de desenvolvimento brasileiro. Dentro desse contexto, surgem al
gumas questões no tocante ã resposta dada pelo parque industrial brasi
leiro ã essa nova ordem de preços.

Consumo de Energia/PIB (preço de 70): Taxas de Crescimento entre os 
anos finais de cada período.
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TABELA 4.2
Elasticidades Produto do Consumo de Energia

PeríodoFln Y Dln Y Constante
1950-19801825,2

1954-19802418,9

1954-19801623,60,993

Obs.: Os numeros entre parênteses referem-se aos valores do teste t.

Variável 
Dependente

tanto para 
dustrial.
o produto dão uma ideia bastante clara dessa recomposição das diversas 
formas de energia na formação do produto.

1,163
(33,133)

es
0 conteúdo de energia por 

menos 
fato 

não 
A partir 

com mais força ainda na década de 70 ou pés

R2

Como era de se esperar, o processo de desenvolvimento brasileiro 
tá marcado por um uso crescente de energia, 
unidade de produto vem apresentando uma evolução positiva pelo 
desde o início da década de 50. 0 que não é tao conhecido é o 
que esse aumento de consumo de energia por unidade do produto nao se 
deu da mesma maneira entre as várias formas de energia. A partir da 
década de 60 e com mais força ainda na década de 70 ou pés primeiro 
choque de petroleo, o consumo de energia elétrica apresentou taxas de 
crescimento superiores ãs observadas no total. Essa observação vale 

o consumo total de energia elétrica como para o consumo in- 
As regressões abaixo, relacionando o consumo de energia com

ln E3

In E2

ln EÃ

0,007 - 2,929
(1,591) (-7,901)

As variáveis E^, E2 ,e Ej referem-se respectivamente ao consumo comer - 
ciai de energia, consumo de energia elétrica e consumo industrial de 
energia elétrica. Y representa nas duas primeiras funções o PIB a pre 
cos de 1970 e na terceira função o valor da produção industrial também

1 197 -0,003 - 4,112 0,992
(39,234) (-0,754) (-11,489)
1,297 -0,001 - 5,333 0,994

(44,678) (-0,030) (-15,655)
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1974
a 1980

da década de 80.

R2 . PeríodoIn Y FDln Y Constante
In E2 1950 - 19800,995 2874,3

1954 - 19804023,40,997

X •.
\ ;•

Variavel 
Dependente

1,137
(65,653)

1,261
(59,744)

0,017 
(6,460)

0,008 
(2,492)

TABELA 4.3
Elasticidades Produto do Consumo de Energia Elétrica

(1974 - 
alteração 

começo

- 2,659 
(-14,345)

- 4,920 
(-19,659)

ln E,

a preços de 70. D é uma variavel "dummy"que assume o valor 1 de 
e zero para os demais anos.

Tomando-se as duas primeiras regressões, observa-se que para um au
mento de 1% no PIB real o consumo total de energia comercial apresenta 
um aumento de cerca de 1,20%, enquanto que o consumo de energia clétri. 
ca mostra uma elevação de cerca de 1,30%, com ambos os resultados esta 
tisticamente diferentes de zero. Na terceira regressão relativa ao 
consumo industrial de energia elétrica, o resultado é bastante seme - 
lhante. Esperava-se um aumento substancial na elasticidade produto do 
consumo industrial de energia elétrica para o período de ajustamento 
pos 1973. Mas o que se observou foi um pequeno incremento na elastici 
dade, da ordem de 0,007 para esse período, sendo que esse diferencial 
é significativamente distinto de zero apenas ao nível de significância 
de 12,5%. A razão disto deve residir provavelmente no fato que o pe - 
nodo de ajustamento de que se dispõe é relativamente curto 
1980), sendo que nos primeiros anos não se faz sentir uma 
tão rãpida como a ocorrida nos últimos anos da década de 70 e

Isso tanto é verdade que mudando-se a definição da 
variavel D para que esta assuma o valor 1 para os anos de 1977 a 1980 
e zero para os demais os diferenciais das elasticidades produto do con 
sumo de energia elétrica aumentam e passam a ser estatisticamente di
ferentes de zero, como mostra a Tabela 4.3 a seguir:
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Obs.: Os números entre parênteses referem-se aos valores do teste t.

Os resultados da Tabela 4.3 mostram claramente que uma das formas que 
o setor industrial utilizou para se ajustar após a crise do petrolco 
foi a substituição de outras formas de energia (derivados do petrolco) 
por energia eletrica, e esse processo de substituição mostra sinais de 
ter se intensificado.

Ao nível do setores industriais do IBGE a dois dígitos, esse pro - 
cesso de substituição apresenta em boa parte dos setores mudanças bas
tante significativas.As informação da Tabela 4.4 
tram a participação dos gastos com combustíveis/lubrificantcs 
tos com energia eletrica sobre o total dos gastos com essas duas

a seguir, que mos - 
e gas- 

for- 
mas de energia, indicam uma substituição entre ambos no sentido de um 
maior uso de energia eletrica para todos os setores.
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Setores Industriais

Total 0,50440,5353 0,5413 0,4955 0,4646 0,4586

*EE= Energia ElétricaFonte: Censo Industrial de 1970 e de 1975 
Pesquisa Industrial 1979.

Extrativa Mineral 
Min.Não Metálicos 
Metalúrgica 
Mecânica
Mat.Elêtr.eComun.
Mat. Transporte 
Madeira 
Mobiliário
Papel e Papelão 
Borracha
Couros e' Peles 
Química
Prod.Farmacêut.
Perf.,Sabão,Velas 
Mat.Plásticas 
Têxtil
Vest.Calçados 
Prods.Alimentares 
Bebidas
Fumo
Edit.e Gráfica 
Diversas

TABELA 4.4
Composição dos Gastos com Energia

0,5952 
0,7304 
0,4837 
0,4703 
0,4207 
0,4997 
0,6488 
0,4187 
0,3579 
0,4474 
0,3992 
0,5645 
0,4526 
0,6088 
0,2629 
0,3386 
0,3287 
0,5312 
0,5942 
0,4875 
0,4022 
0,7879

0,6338 
0,7156 
0,5572 
0,4129 
0,3671 
0,5194 
0,3330 
0,1419 
0,2426 
0,3433 
0,3301 
0,5823 
0,2694 
0,3989 
0,1293 
0,2825 
0,1606 
0,3786 
0,4780 
0,3880 
0,2495 
0,2457

0,5359 
0,6907 
0,3840 
0,3233 
0,2363 
0,4430 
0,3284 
0,1281 
0,3148 
0,3374 
0,3908 
0,5449 
0,3362 
0,4266 
0,1423 
0,2642 
0,1766 
0,3773 
0,4682 
0,3177 
0,2753 
0,2529

0,4047 
0,2695 
0,5162 
0,5296 
0,5792 
0,5002 
0,3511 
0,5812 
0,6420 
0,5525 
0,6007 
0,4354 
0,5473 
0,3911 
0,7370 
0,6613 
0,6712 
0,4687 
0,4057 
0,5124 
0,5977 
0,2120

0,3661 
0,2843 
0,4427 
0,5870 
0,6328 
0,4805 
0,6669 
0,8580 
0,7573 
0,6566 
0,6698 
0,4176 
0,7305 
0,6010 
0,8706 
0,7174 
0,8393 
0,6213 
0,5219 
0,6119 
0,7504 
0,7542

0,4640 
0,3092 
0,6159 
0,6766 
0,7636 
0,5569 
0,6515 
0,8718 
0,6851 
0,6625 
0,6091 
0,4550 
0,6637 
0,5733 
0,8576 
0,7357 
0,8233 
0,6226 
0,5317 
0,6822 
0,7246 
0,7470

EE/(Comb.+EE)
1970 1975 1979

Comb.e Lubr./(Comb.+EE*)
1970 1975 1979
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onde
E = Consumo Industrial de Energia Elétrica
y = Produção Física Industrial
w = Salário Médio Nominal
T = Tarifa Média Industrial de Energia Elétrica
0 = Preço do Oleo Combustível
p = Deflator Implícito de cada Setor
t = Tendência ( t = 1, 2, ...,, n)
i = Setor
u = Termos Aleatório

U.i) InEj =

Para alguns setores, a participação de combustíveis e lubrificantes 
cai pela metade no decorrer da década dc 70, como é o caso dos setores 
Material Elétrico e Comunicações, Madeira, Mobiliário, Matéria Plásti
ca, Vestuário e Calçados e Diversos. Ao nível do total, os gastos com 
combustíveis tem sua participação reduzida de 0,54 em 1970 para 0,50 
em 1979. Se for lembrado que apenas no período de 1976 a 1980, o pre
ço de óleo combustível subiu cerca de três vezes mais que a tarifa mé
dia de energia elétrica,.o resultado a que se chega é uma notável subs^ 
tituição em termos físicos entre energia elétrica e energia de petró - 
leo.

á*

In °t + 85 t + u£ , 
Pt

Para tentar explicar esse processo acelerado de substituição foram 
estimados inicialmente dois modelos tradicionais de equação única de 
demanda de energia elétrica. Os dados utilizados foram médias móveis 
anuais dos Indicadores Conjunturais da Industria, cobrindo os meses 
dos anos de 1976 a 1981.

0 modelo 1 envolve cinco variáveis independentes: produto, salário, 
tarifa industrial média de energia elétrica, preço do óleo combustível 
e uma variável de tendência. Formalmente:

wi<X‘"t T81 Inyi +g2 In -r + In t + B4
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0 uso de medias móveis implicou : 
cada um dos extremos da serie) e 
ções em lugar dos seis anos originais.

Ambos os modelos foram estimados pelo método de mínimos quadrados 
comuns e os resultados encontram-se sumariados nas tabelas^.S e^6 a se
guir.

na perda de doze observações (seis em 
; portanto chegou-se a sessenta observa

+B1 4 1 + utln Tt +p) 
°t

0 modelo 2 é idêntico ao modelo 1, apenas que a variável tarifa me
dis passa a ser deflacionada não pelo preço do produto de cada, mas pe 
lo preço do óleo combustível. Formalmente:

4 
pÍlny£ + ln
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R2Tendência ConstanteSetores
SalãrioProduto

0,9949

0,9951

0,9971

0,9942

0,9857Mecânica

0,9953

0,9955

0,9904

0,9985Química

0,9930Farmacêut.

0,9929Têxtil

0,9952

Fumo

Vest.Calç.
Art.Tec.
Prods.
Alimoit.
Bebida

Perf. ,Sab. 
e Velas 
Prod.Mat.

0,8484a
(14,66)

0,8361a

TABELA 4.5
MODELO 1: ELASTICIDADES E TAXAS DE CRESCIMENTO DA 

DEMANDA DE ENERGIA ELÉTRICA

0,5642a
(21,76) 
0,2602a
(7,36) 
0,7162a 

(13,37)
0,7323a

(23,20)
-0,1233a .
(-3,45)
1,5680a

(30,08)
1,1170a

(17,14)
0,7303a

(16,88)
0,3922a
(5,51)
-1,0350a
(-4,83) 
0,3667a
(3,05) 
0,4059a
(3,54)

0,1080a 0,9936
(2,89)
-0,0026

(-0,60)
0,0032

(1,29)
-0,0024

(-1,28)
-0,0060

(-1,09)
0,0049c 0,9993
(1,85)
-0,0625a 0,9825 

(-7,56)
0,0057

(1,64)
-0,0306a 0,9921 

(-5,49)

0,4518a 
(6,01)

Elasticidades
Tarifa de 
Energia 
Elétrica

(2) a = significante à 1%
b = significante ã 5’»
c = significante ã 10%

Indicador 
Geral 
Ind. de
Transfoim. (14^67)
Miner.não
Metálicos
Metalurgia 1,0530a 

(14,89) 
0,8882a 

(13,10)
Mat.Elêtr. 0,5796a 
e Comunic. (13,22) 
Mat. de 
Transpo.
Papel e
Papelão
Borracha

-0,0480 
(-1,30) 
-0,0366 

(-0,99) 
0,0110 

(0,32) 
0,2226a 
(3,25) 
-0,4468a 

(-9,68)
0,1528a 
(4,54) ,0,0820b 
(2,28) 
-0,1645a 
(-5,93) 
-0,0540c 
(-1,88)
0,0513b 
(2,47) 
0,0386 
(1,05)
0,2289a 
(8,29
0,3124a 
(3,56) 
-0,1069a 
(-5,48) 
-0,0868b 
(-2,26) 
-0,1308a 
(-5,89) 
-0,3003a 
(-5,63) 
-0,3674a 
(-8,72)

0,0059a 
(7,82)
0,0067a
(8,56)
0,0036a 

(17,06)
0,0053a
(5.66)
0,0046a 
(5,97)
0,0044a 

(10,82) 
0,0000 
(0,01)
0,0034a 
(7,00)
0,0014a
(3,71)
0,0023a
(7,61)
0,0059a 

(13,35)
0,0017a
(4.66)
0,0186a 

(19,55) 
-0,0013a 
(-3,06)
0,0066a 

(11,63)
0,0067a 

(13,61)
0,0045a 
(6,05)
0,0069a 

(12,80)

-0,0071 
(-1,48) 
-0,0075
(-1,63)
-010183a

(-11.40)
0,0128b
(2,36) 
0,0106
(1,84) 
-0,0085a 
(-3,58)

-0,3438a 
(-3,46) 
-0,3678a 
(-3,99) 
-0,0348

(-1,21) 
-0,0275
(-0,20) 
-0,3916a
(-5,68) 
-0,2426a
(-5,06)
0,3826a 
(6,78) 
0,0799 
(1,68) 
-0,0603b 
(-2,17)
-0,0841a 

(-4,12) 
0,0426

(0,98) 
-0,1937a 

(-5,81) 
-0,8867a 

(-8,41)
0,1881a 

(7,38) 
-0,3667a 

(-5,03) 
-0,0632 

(-0,85)
0,1621b 

(2,°D
0,0979a 

(3,00)

-0,0982a 
(-4,52)
-0,0893a 

(-4,75)
-0,0307a 

(-3,10)
-0,1272a 

(-5,19) 
0,0265 

(0,93) 
-0,0500a 

(-4,81)
0,1309a 

(11,18)
0,0396a 

(3,68) 
-0,0222 

(-1,43) 
-0,0088 

(-0,53)
0,0293b 

(2,38) 
-0,0715a 

(-9,06) 
-0,5974a 

(-16,25) 
0,0107 

(1,23) 
-0,0538a 

(-2,80)
0,0067a 
(5,19)
0,0183 
(0,99) 
-0,0856a 
(-5,31)

(l)0s números entre parênteses correspondem aos

-0,0233a 0,9898 
(-4.61) 
-0,0198a 
(-5,66)
-0,0130a 0,9939 
(-3,14)________

valores do teste ”t"

Preçodõ 
01eo_ 

Combustível
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DA

Elasticidade^
Setores

TendênciaSalário ConstanteProduto

0,9933

0,9938

0,9971

0,9937

0,9527Mecânica

0,9946 .

a 0,9872

0,9923

0,9859

0,9984Química

0,9922Farmacêutica
0,9986

0,9751

0,9898

0,9866

0.9829

0 ,9936

0,9800Fumo

e
Material de
Transporte
Papel e
Papelão
Borracha

Tarifa/Preço 
do óleo

Comestível

TABELA 4.6
MODELO 2: ELASTICIDADES E TAXAS DE CRESCIMENTO 

DEMANDA INDUSTRIAL DE ENERGIA ELÉTRICA

Indicador 
Geral
Indústr. de 
Transformação
Minerais não 
Metálicos
Metalurgia

Vest.,Calçs.,e 
Art. Tecidos
Produtos
Alimentares
Bebida

1,3240a

aos valores do teste "t"

R2

0,0813a 
(3,65)
0,0847a 
(4,05)
0,0338a 
(3,79)
0,0884a 
(5.69)
-0,0387 

(-0,75)
0,0578a 
(5,39) 
-0,1760a 

(-12,50)
0,0012
(0,11)
0,0809a
(6,54)
0,0260b
(2,08)
-0,0475a 
(-4,64)
0,0353a
(4,21)
0,7137a 

(21,78) 
-0,0210b 
(-2,10)
0,1369a
(7.62)
0,0041
(0,26)
-0,0638a 
(-3.49)
0,0791a
(2,83)

0,9865a 
(18,42)
0,9680a

(19,21)
0,4968a

(11,17)
0,9420a 

(20,73)
0,5787a
(5,18)
0,4613a

0,0872a 
(2,68) 
0,0645b 
(2,09)
0,181a 

(11,44)
0,099C

(1.86)
0,0400a

(4.31) 
-0,0116a

(-5,10)
-0,0078C 

(-1,99)
0,0121a

(2,63)
0,0090a

(3,40) 
-0,0046a 

(-3,69)
-0,0082 

(-1,46)
-0,8092a 

(-3,67)
-0,0406a 

(-4,97)
0,0208a 

(10,60) 
-0,0234a 

(-3,32)
-0,0310a 

(-4,92)
-0,174a 

(-4.29)
0,0087

(1.31)

0,0460a 
(5,91)
0,0496a 

(6.89)
0,035a 

(17,72)
0,0046a

(5,15)
0,0034b

(2,48)
0,0051a 

(14,34) 
-0,0010b 

(-2,00)
0,0039a

(6,36)
0,0028a 

(10,05)
0,0026a 

(11,37)
0.0052a 

(14,11)
0.0024a 

(5,00)
0,0206a 

(20,20) 
-0,0028a 

(-6.68)
0,0089a 

(15.60)
0,0080a

(14,01) _
0,0016a

(3.38)
0,0061a 

(6,36)

CD Os numeros entre parênteses correspondem
(2) a ■ signíficante ã “Z.

b ■ signíficante ã 5Z
c " signíficante ã 10Z.

Material Elêtr.
Comunicações (24,09)

0,5130
(14,62)

0,4009a
(11,27)

0,8530a
(15,43)

0,7265a
(22,92)

0,0717b
(2,40)
1,5140a

-0,1725C 
(-1,68) 
-0,2294b 

(-2,43)
-0,454C 

(-1,83)
0,0723 

(0,54)
-0,1406 

(-1,18)
-0,3371a 

(-8,83)
0,4151a 

(5,25)
-0,0224 

(-0,39)
-0,1467a 

(-5,59)
-0,0867a 

(-4,20)
0,0653 

(1.48) 
-0,2873a 

(-6.79)
-0,9650a 

(-7,84)
0,2437a 

(9.00) 
-0,6247a 

(-8.03)
-0,3942a 

(-6,01) 
-0,1910a 

(-6,04)
-0,2012a 

(-5.91)

Perfumaria, Sji 
bões e Velas (21,27) 
Produtos de Ma 1, 
teria Plástica (22,85)
Têxtil 0,9081a

(32,60) 
; 0,4296a

(4,68) 
-0,1498 

(-0,73)
0,9021a 

(22,96)
1,1720a 

(7,06)
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Previamente ã estimação espera-se que:

- elasticidades produto positivas para todos os setores;
- elasticidade preço direta da demanda de energia elétrica negativa 
para todos os setores;

- elasticidade cruzada preço do óleo combustível positiva para to - 
dos os setores, indicando substitutibilidade entre energia eletrã 
ca e óleo combustível.

A inclusão da variãvel salãrio dentro do modelo permitiu detectar 
as relações de substitutibilidade entre o consumo de energia elétrica 
e o fator trabalho, ou visto de outra forma, entre energia elétrica e 
energia humana. 0 ideal seria a utilização de séries distintas para 
salãrio de mão-de-obra qualificada e não qualificada.

Para o modelo 1, em todos os setores a variãvel produto apresenta 
um coeficiente de elasticidade significativamente distinto de zero, 
sendo para dois deles, Farmacêutico e Produtos Alimentares, o coefici
ente aparece com sinal trocado. Dos dezesseis setores restantes, o 
consumo de energia elétrica responde menos que proporcionalmente ãs va 
riaçoes de produto em treze deles, como é indicado pelos coeficientes 
de elasticidade produto abaixo da unidade.

Apesar dessa limitação, alguns resultados bastantes interessantes 
surgiram com essa variãvel. Em treze dos dezoito setores do modelo 1 
ela entra significativamente diferente de zero, sendo que em nove dcí> 
ses treze, o coeficiente de elasticidade que surge é negativo, indi - 
cando uma relação de complementaridade entre energia elétrica e tra - . 
balho. Para os quatro setores restantes: Material de Transporte, Tcx 
til, Bebidas e Fumo, a elasticidade salãrio positiva mostra o fator

A despeito do excelente ajustamento encontrado em ambos os modelos, 
onde nenhum setor apresenta um valor de inferior a 95%, nossas ex - 
pectativas foram parcialmente frustradas.
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As razões para que as expectativas com relação a alguns dos resulta 
dos tenham sido frustradas tanto no modelo 1, como no modelo 2, são va 
rias, passando desde problemas econométricos à própria formulação teó
rica do modelo.

Excluindo-se o setor produtos de Material de Transporte, os três res^ 
tantes possivelmente devem ter uma concentração elevada de mão-de-obra 
não qualificada, o que pode explicar em parte essas relações.

trabalho substituto em relação ã energia elétrica, ou seja, aumentos no 
salãrio real contribuem para elevações no consumo de energia elétrica.

Com relação à variãvel preço do óleo combustível, a relação de subs- 
titutibilidade aparecia através do coeficiente de elasticidade preço 
cruzada positivo. Mas, dos treze setores onde essa variãvel aparece 
de forma estatisticamente valida, em apenas quatro deles surge o se - 
rial positivo.

Com a variãvel tempo,incluída para se captar uma tendência autónoma 
de crescimento no tempo do consumo industrial de energia elétrica, não 
foram encontrados maiores problemas. Excetuando-se os setores de Mate 
rial de Transporte, que não apresentou tendência significativa e o Se
tor Têxtil, que mostrou uma taxa de crescimento negativa, nas dezesseis 
outras funções estimadas, apareceram taxas de crescimento positivas e 
significantes.

Os piores resultados são encontrados para os coeficientes de elasti
cidade preço direta e cruzada (em relação ao óleo combustível). Como 
apontado acima, as expectativas eram doaparecimento de coeficientes de 
elasticidade preço direta negativas em todos os setores. Das dezoito 
funções estimadas para o modelo 1, dez delas apresentam o sinal correto, 
sendo que dessas apenas oito delas são significativamente diferentes de 
zero. Nas demais, ou o sinal é positivo, ou não é estatisticamente sig 
nificativo.
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4.2 - DEMANDA DERIVADA DO SETOR.INDUSTRIAL BRASILEIRO

Do ponto de vista econométrico foram detectados problemas em alguns 
setores: autocorrelação e multicolinearidade. Embora sejam questões 
cujas soluções são razoavelmente simples, elas não foram tentadas.

Do ponto de vista teõrico, embora correto o modelo estimado, o mes
mo traz consigo algumas limitações. 0 ambiente ideal para se estudar 
as interrelações entre os vários fatores e as varias formas de energia 
não é o de equação única, mas sim de função de produção ou sistemas de 
funções de demanda derivada. Através do sistema de equações de deman
da derivada, ganha-se eficiência, no sentido em que as decisões sao to 
madas não sobre os fatores isolados, mas sim sobre todos os fatores de 
produção conjuntamente. No sistema de funções as relações de simetrias 
de relações entre os fatores podem ser interpostas e/ou testadas. Não 
se tentou melhorar os resultados obtidos pelos modelos 1 e 2 porque 
eles representaram uma abordagem inicial no estudo da demanda de ener
gia pelo setor industrial brasileiro.

A demanda de energia por parte do setor industrial é, da mesma for
ma que a demanda de qualquer insumo, uma demanda derivada, ou seja, 
ela depende ou deriva da produção industrial.

Concorrem no processo de produção industrial outros insumos que não 
energia, como por exemplo, matérias primas, trabalho, capital, etc.. 
Supondo que as empresas do setor industrial agem no sentido de encon - 
trar a combinação de insumos que a cada nível de produto minimize o 
custo de produção, a demanda derivada pelos insumos dependera do ni - 
vel de produto, das possibilidades de substituição entre os vários in
sumos, tal qual mostrado nos Capítulos 1 e 2 deste trabalho.
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A partir do esforço seminal de Bemdt e Wood (1975) , os estudos de 
demanda de energia ganharam o contexto não do estudo isolado da energia 
mas sim da analise conjunta da demanda de energia em relação aos ou - 
tros fatores, um contexto de um sistema de funções de demanda derivada. 
Com um modelo envolvendo quatro insumos, capital (K) , trabalho (L) , 
energia (E) e matérias primas (M) , modelo este batizado na literatura 
pelo nome de KLEM, esses autores encontraram resultados interessantes, 
sobre complementaridade entre capital e energia e a substitutibilidade 
entre trabalho e energia. Outros estudos se seguiram a esse, podendo 
ser citados, Bemdt e Wood (1979), Pindyck (1979), Conrad (1983),

Outra característica importante dos estudos de demanda industrial de 
energia elétrica é que em geral as analises são efetuadas ao nível agre 
gado, trabalhando-se com apenas um setor, perdendo-se assim as especifi 
cidades inerentes à cada ramo do setor industrial. Esses estudos podem 
trazer algum perigo, na medida em que sejam utilizados como base para 
projeções de demanda. Cada setor industrial tem sua dinamica própria , 
cada qual tem uma tecnologia de produção distinta, envolvendo diferen - 
tes graus de substituição entre insumos. Dessa forma, a resposta da 
demanda de energia de cada setor ãs variações de preço e produto é dife 
rente, sendo que a demanda do total do setor industrial depende a cada 
instante do peso de cada setor na produção industrial. Assim, altera - 
ções na composição do produto podem comprometer os resultados encontra
dos nas analises muito agregadas.

Esse seria, no nosso entender, o arcabouço teórico para o estudo 
demanda industrial de energia. Tipicamente, os estudos encontrados 
literatura restringem a análise ã relação entre o produto industrial 
a demanda de energia, algumas vezes incluindo alguns preços relativos 
de substitutos energéticos próximos entre si. Ambas as abordagens esta 
riam negligenciando as possibilidades de substituição entre insumos 
energéticos e não energéticos, levando com isso a estimativas viesadas 
das elasticidades.
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Para todas essas funções foram coletados e/ou construídos:

Os dados coletados ao nível de setor (25 setores) e estados(1) para 
os anos acima assinalados, permitem a estimaçao de um sistema de fun
ções envolvendo as seguintes demandas derivadas:

0 modelo KLEM está sendo estimado pela primeira vez para o Biasil e 
ele corresponde, no nosso entender, aó cerne do modelo de piodução que 
está por trás da demanda de energia.

. Participação do custo do fator no custo total;

. preço do fator;

. quantidade utilizada do fator;

. quantidade produzida pelo setor.(vlor bruto da produção deflacionado)

. Energia Elétrica

. Combustíveis e Lubrificantes

. Trabalho

. Capital

. Matérias Primas

As participações foram obtidas diretamente através dos dados dos 
Censos Industriais e Pesquisas Industriais. Os preços foram computa-

Hudson e Jorgenson ((1974), etc.. Nas palavras de Conrad (1983), nos 
últimos anos o número de artigos lidando com demanda de energia e pos
sibilidades de substituição, tem crescido mais rapidamente que os pre
ços de energia.

Os dados para a estimação foram coletados nas publicações do FIBGE 
Pesquisa Industrial e Censo Industrial, cobrindo os anos de 1970 el973 
a 1979. As informações contidas nessas publicações referem-se ao con
junto das empresas com pelo menos cinco empregados em qualquer mês do 
ano e/ou valor de produção anual igual ou superior a 640 salários míni^ 
mos (o maior dos salários mínimos vigentes).
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dos de varias formas. Para a energia elétrica existe alem do dado de 
despesa com energia eletrica, o consumo em KWh por setor. 0 quociente 
de uma informação pela outra permitiu a obtenção de um custo médio da 
energia elétrica que será utilizado como "proxy" para a tarifa média 
de energia elétrica. Para o óleo combustível existem duas altemati - 
vas: a utilização de um índice de preço da FGV ou o próprio preço do 
óleo combustível. Com relação ao fator trabalho, existem informações 
tanto da folha de salãrios como do número de empregados. Esses dados 
foram utilizados para o cômputo de um salário médio. Para o fator ca
pital, foi considerada uma definição mais estreita. Considerou-se ser 
viços de uso do capital, os gastos com manutenção e reparaçao de ma 
quinas apenas. Aluguéis e Despesas Financeiras, emboram devessem ser 
considerados também cotio capital no sentido mais amplo do conceito, fb 
ram deixados de lado, devido a questões bastante complexas na geração 
do que seria o preço desses componentes. Para o preço do uso dos ser
viços de capital foram utilizados os pesos derivados ido setor fictício 
"Peças para Reparos de Maquinas Industriais" da Matriz de Relações In- 
tersetoriais do Brasil (FIBGE) . Esses pesos serviram de base de ponde 
ração para a construção de um índice de preços de Peças para Reparos. 
Os preços utilizados em cada componente foram obtidos a partir dos ín
dices de Preços por Atacado, conceito oferta global da FGV. No calcu
lo do índice de Preços de Matérias Primas, foi utilizado o mesmo esque 
ma. A Matriz de Relações Intersetoriais de 1970 foi agregada de tal 
sorte a possuir uma coluna para cada um dos 25 setores para os quais 
existem as informações de despesas e uma linha para cada índice de pre 
ços calculados pela FGV. A compatibilização da matriz com os setores 
e os preços da FGV encontram-se descritos nos anexos 1 e 2.
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{«♦,3} £nC = Znp^. + 7/2 +

onde salãrio médio

C

(

U.u) i = 1..............5rij Z-ÍJ ■■ *

5 
E 

i=l

5 
E 

i=l

A função custo escolhida para gerar o sistema de deman
das derivadas é a função translog dada por:

3 £nC
3 £np^

P1 =
P2 = preço matérias primas
P3 = preço de combustível
P4 = tarifa de energia elétrica
P5 = preço do serviço do capital

= dummy para a crise do pretróleo (=1 para 
posteriores a 1975)

= variável de tendência

a +

ò'y

os anos

5 5
E E 

i=l j=l

Z1

Z2
Q = valor bruto real da produção

= custo total de produção (salãrio + matérias pri
mas + energia + capital)

5 2
+ E E 

i=l j=l

Aplicando-se o lema de Shephard-Uzawa-McFadden à esta fun 
ção chega-se ao seguinte sistema:

+

5 2
E 8 . • £np ■ + £nQ_ + E 

j=! j=l
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Mas como

a participaçao do fator Z no

U.e) + ZZj i=l, ...» 5

{ U . 7 } = 1

Z, j, = 1, .... 5= 0 = YJX

= 0

= 0=

j

9 ZnC
9 Znp^

i
*
I

5 
E 

j=l
5 
E 

i=l

5 
E 

Í=1
5
E 

i=l
5 
E 

i=l
5 
E 

j=l

ezy =

Pzxz ~c~

-

2 
E 

j=l

PZ 
C

-&1Q. +

Estas restrições implicam que uma das cinco equações não 
poderá ser estimada, seus coeficientes obtidos residualmcn- 
te. A equação escolhida para ficar de fora foi a demanda de 
capital.

onde X. x.

^2

+

6Z

5
j=l J

é a quantidade do fator Z e
custo total de produção, simplifica-se o sistema para:

5 5
E E 

i=l j=l
5 5
E E 

i=l j=l

Como visto no Capítulo 2, para que uma função custo qual
quer corresponda a uma função de produção bem comportada,ela 
deve obedecer a uma série de características. A homogeneida
de de grau 1 nos preços implica nas seguintes restrições nos 
parâmetros (3) :
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< = 1, 4

U.g) " S,J

{*4. 10Í (elasticidade preço direta)1n;,'

4.3 Resultados Obtidos

2
E 

j=l
5Z = eZ + ZnQ +

+ SZ

si

s.

"i-i

4
* eZj 1£"Pz - ín^ ’

(elasticidade da demanda do fator / em relaçao 
ao preço Z )

Note-se que por esse sistema as elasticidades preço di
retas e cruzadas são dadas por (4) :

Os resultados na estimação do sistema {x+e e J nos 25 seto 
res encontram-se reunidos no anexo c deste trabalho. Para 
cada um destes setores são apresentados três conjuntos de 
estimativas. A primeira delas refere-se ao primeiro estagio 
de Regressões Aparentemente não Correlacionadas, estagio es 
te que corresponde aos mínimos quadrados comuns. 0 seguinte 
conjunto de estimativas refere-se ao segundo estagio de Re
gressões Aparentemente não Correlacionadas, antes da imposi^ 
ção da restrição de simetria nos coeficientes dos preços.

Reparametrizando-se com as restrições dadas por 
{. 7} chega-se a expressão final do sistema que foi estima 
do:



160.

Os resultados gerais que se mostram mais nítidos foram:

zero e ao 
po com o sinal esperado a priori. Do ponto de vista 
os ajustamentos das funções podem ser considerados 
veis na quase totalidade dos setores.

As estimativas encontradas foram bastante satisfatórias 
em todos os aspectos. Boa parte dos coeficientes apresenta
ram-se significativamente diferentes do zero e ao mesmo tem 

geral, 
razoá-

. quanto a tendência autónoma no tempo, que pode ser con 
siderada como uma medida de viês tecnológico (5) o fator 
trabalho mostra uma tendência de queda na sua participação 
no custo total, enquanto que matérias primas e combustíveis 
mostram aumentos. Quanto a energia elétrica os resultados 
não foram conclusivos.

. a crise do petróleo e os ajustamentos a ela seguidos 
caminharam no sentido de reduzir o custo da mão-de-obra e 
de combustíveis no custo total de produção. Paralelamente 
observou-se um aumento da participação do custo das maté
rias primas no custo total. Com relação ã participação da 
energia elétrica os resultados não são tão visíveis. Alguns 
setores mostraram tendências ao aumento, da participação des 
te fator no custo, como, por exemplo, a indústria mecânica 
e a de vestuário, enquanto que outros mostraram reduções: 
borracha, editorial e gráfica;

Finalmente, o último conjunto de resultados refere-se ao 
segundo estágio com as restrições de simetria. Esses foram 
os coeficientes utilizados no cômputo das elasticidades prçj 
ço diretas e cruzadas. Antes de se estimar os modelos aqui 
apresentados, cada uma das funções demanda sofreu o proces
so de correção descrito no Capítulo 2 para junção de sé
ries de tempo com "cross-section".
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substi-Uma elasticidade positiva indica uma relação de 
tuição entre os fatores.

Para a relação entre Energia Elétrica e Combustível mais 
da metade dos setores apresentaram sinais positivos, indi
cando serem estes bens substitutos na produção, como seria 
de se esperar. Com elasticidades negativas indicando compl£ 
mentariedade encontram-se os seguintes setores: total, to
tal da indústria de transformação, minerais não metálicos , 
mecânica, material elétrico e de comunicações, química, far 
mãceutica, têxtil, produtos alimentares e diversos. Se con
siderarmos correta a relação de substituição para todos os 
26 setores, o que é discutível, algumas razões podem ser 1£ 
vantadas para explicar esses resultados. Em primeiro lugar 
a heterogeneidade interna dos setores. Ê bastante sintomat£ 
co o fato de que o total da indústria e o total do setor de 
transformação apresentarem juntos uma relação de complemen- 
tariedade entre energia elétrica e combustíveis. 0 fato de 
se estar analisando um agregado de empresas, onde coexistem 
diversas tecnologias distintas, com diferentes graus de rea 
ções e acomodações às mudanças nos preços relativos, pode 
estar produzincjo esses resultados. Em segundo lugar, o fato 

.de que alguns setores podem ser mais rígidos do que outros 
para alterações nas suas maneiras de produzir, ou seja, uma 
vez feito o investimento existem poucas alternativas de al
terações nas relações dos insumos, também poderia estar con 
tribuindo para o surgimento dessas relações.

Dada as características da função custo translog, os coe 
ficientes associados às variáveis preço não possuem uma in
terpretação económica direta. Eles fornecem informaçõesmais 
relevantes na medida em que são analisados sob a forma de £ 
lasticidades preços, conforme as expressões {4*9í e í*1*10} 
(6). Os quadros que se seguem mostram essas elasticidades.
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Como apontam Berndt e Wood (1979) não é comum o apareci
mento desses dois tipos de relações entre esses insumos, po 
dendo ser possível o entendimento de ambos os casos. Em ter 
mos gerais, a hipótese de substituibilidade entre capital e 
energia tem um respaldo maior das análises de engenharia, ' 
mostrando um aumento do potencial de conservação da energia 
através da substituição capital-energia.

Quanto às elasticidades preços diretas, exceto para o ca 
pitai, na quase totalidade dos setores o sinal negativo es
perado coincide com o estimado, podendo-se apontar o fato 
de que a demanda de combustíveis e lubrificantes apresentou . 
a maior sensibilidade às variações no seu próprio preço. 0 
surgimento de alguns casos de inversão do sinal na elastici^ 
dade preço direta do fator capital deve ser atribuída, em 
grande parte, pela limitação do conceito de capital emprega 
do neste estudo. Em segundo lugar a fragilidade da constru
ção da variável preço dos serviços de capital também deve 
ter contribuído para o aparecimento dessas inconsistências.

Com respeito à relação entre o fator energia elétrica e 
capital em 15 dos 25 setores analisados foram encontradas e 
lasticidades preços cruzadas negativas, indicando uma rela
ção de complementariedade. Nos 10 setores restantes (extra
tiva mineral, material elétrico, material dc transporte, ma 
deira, borracha, couros, farmacêutica, plásticos e editori
al gráfica) a relação encontrada foi de substituibilidade.

Nas demais relações os resultados encontrados são por de; 
mais claros. Combustíveis, lubrificantes e energia aparecem 
como substitutos na quase totalidade dos setores analisa
dos, como seria de se esperar, o mesmo acontecendo com com
bustíveis e trabalho, energia elétrica e trabalho, capital 
e trabalho.
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De um ponto de vista geral, as elasticidades aqui apre
sentadas atestam de forma clara a importância da abordagem 
dual no estudo dos problemas de produção. É a primeira vez 
que são apresentadas para o Brasil um conjunto de elastici
dades preços envolvendo todos os fatores que concorrem para 
a produção.
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NOTAS DO CAPÍTULO 4

com dados de es tadosuma
s ea

cativamente o s
Nem todos d oentraram naos

a
esse

es tado
as

series dedecas com

foram utilizados menos do queEm nenhum dos 25 setores
media entraram 10 o

que uma

(2) - Vide Capítulo 2 .

(3) por exemplo, Christensen e Greene (1976).Ver,

(4) deste resultado basta ver que:Para

- P logoComo C

as.
e portanto

5

elasticidade preço di-De forma semelhante chega-se a
reta .

(5) - Ver Binswanger (1978).

(6) Todas as
amo s tra s.

elasticidades preços foram computadas 
to médio das

5 estados, 
fornece

S.x.

SZ =

ap.
J

(D - A junção de uma série de tempo 
foi a única maneira encontrada de

(n - - - 5 -) 
J

t-ij . s 
-ST SJ

a£npy

aumentar signif_í 
processo de esti 

es timação
Quando nao existia a informa

de liberdade no

t emp o 
no Capí tu lo 3.

um setor

a prova

sendo que em média entraram 10 estados, 
amostra de 90 observações.

no pon

maçao. 
modelo para algum setor, 
çao de um setor em um estado para um dado ano,

era eliminado da amostra. Tal procedimento foi 
necessário para que pudessem ser utilizadas as técni- 

econométricas de junção
cross-section, técnicas estas descritas

graus
es tados
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Sumario e Conclusões5

com-

Este trabalho buscou justamente explorar esse caminho al

Através de uma função custo translog, foi obtido um siste
ma completo
vendo cinco

vã

tivos .
Observou-se

e

como

ternativo para o estudo da demanda de energia pelo setor indus 

trial brasileiro.

paradas abordagens distintas para o estudo de modelos de produ 

ção. Surgiu dessa análise a importância das relações de duali

dade entre tecnologia e comportamento económico que permitiram

Com respeito às relações entre os vários fatores, Capital- 

Trabalho, Combustíveis-Trabalho, Energia Elétrica-Trabalho 

Combustíveis-Capital, mostram de modo geral características de 

substituição entre si. Este fato pode ajudar a explicar 

que alguns setores conseguiram se acomodar mais rapidamente as

em primeiro lugar uma resposta bastante eleva

da da demanda industrial de combustíveis em relação ao seu pró

Os resultados obtidos na estimação desse modelo para os

Na primeira parte deste trabalho foram apresentadas e

ce como altamente elástica, o que não se verificou para ener 

gia elétrica e demais fatores.

rios setores industriais brasileiros foram bastante significa-

a construção de enfoques não ortodoxos para a construção de mo 

delos de produção.

de funções demanda para o setor industrial envol - 

fatores: trabalho, capital, matérias primas, com - 

bustível e lubrificantes e energia elétrica.

prio preço. Na quase totalidade dos setores essa demanda apare
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décadaa Iterações

de 70.
Para Energia Eletrica-Combustível e Energia Eletrica-Capi-

sao homogéneos. No primeiro par de fato-
em mais da metade dos setores surgiu uma relação forte dercs ,

re

da

metade dos setores estudados.

utilizando-se formas funcionais outras que
não
vez

este estudo embora pioneiro na aplicaçao do modelo KLEM

A robustez dos padrões aqui observados requer a continua - 
ção deste trabalho,

no vetor de preços relativos no decorrer da

almente comprovam um processo de substituição no decorrer 
década de 70. Com relação aos fatores Energia Elctrica-Capital,

tal os resultados não

para o Brasil, pode ser considerado inicial.

substituição. Para alguns destes, os números da tabela 4.4

os resultados mostram serem eles complementares, em pelo menos

a translog, amostras cobrindo períodos mais recentes e tal 
hipóteses mais gerais com relação ã tecnologia. Nesse sen

tido,
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ANEXO

RESULTADOS DA ESTIMAÇÃO DAS FUNÇÕES DEMANDAS
PARA O SETOR INDUSTRIAL
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