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ABSTRACT

objective thisThe primary of isresearch to make a
contribution to the field of Finance. Special emphasis is

Financial Mathematicsgiven to in introduceorder to new
models relating to the value of money over a period of time.

Science of Physics the concepts of velocitytheFrom and
incorporated,acceleration which applied toare are

in capital. resült,variations As foras ofa new

devised,capitalization are of uniforasuch the modelas,
variation of capitalization.

analyzing thestudy of Marketing, difusiontheFrom Bass
model with regards to the first purchases of

the behavior of innovators and immitators is presented.

conclude the research, the concepts of speed andTo
acceeleration applied to interest rates enabling theare
development of a model that explains the inertial aspect of
interest rate variations.

thismulti-disciplinary ofThe aspects research are a
contribution which fruitfulshouldcomplementary be for

other financial studies.

a new durable
and consumable product, a capitalization model that reflects
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RESUMO

para
Matemática Financeira,
relacionados ao valor do dinheiro no tempo.

Da Fisica,
obtemos

o modelo de

Do Marketing,
primeiras compras de um novo produto durável
obtemos um modelo de capitalização que caracteriza a atuação
dos inovadores e imitadores.

Finalmente, conceitos velocidadeestendemos deos e
aceleração às taxas de juros. um
novo tratamento às taxas de juros variáveis e à obtenção de
um modelo que procura captar o aspecto inercial da variação
das taxas de juros.

aspecto multidisciplinar do trabalho éO
complementar outrosesperamos possaque ■ em
estudos de finanças.

uma contribuição 
frutificar

trazemos os conceitos de velocidade e aceleração 
aplicados à variação do capital. Como resultado, 
novos modelos de capitalização, dentre os quais, 
capitalização uniformemente variado.

estudando o modelo de difusão de Bass para as
e de consumo,

O presente trabalho tem como principal objetivo contribuir

Este fato nos proporciona

em especial a 
introduzir novos modelos

o desenvolvimento da área de Finanças,
de forma a
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CONSIDERAÇÕES INICIAIS1.

trabalho obj etivoO presente tem oferecerpor uma
desenvolvimento de modelos deao novos

Como observou Galbraith, em

ganhar o dinheiro. permanece o problema de
dinheiro, acrescido de um segundo problema,

tão importante quanto primeiro: mantê-lo,o como sem que

nesta década de 80, traz grandes problemas relativos ànos
dinheiro sucessivosmanutenção do valor do tempo. Osno

choques econômicos, as mudanças
política econômica obrigam realizar verdadeirosde anos

exercícios matemática superior quandode nos propomos ao
exame da comparação do valor dos ativos em relação ao tempo.

O estudo de finanças nos leva
FinanceiraMatemática conceitoestá baseada deque no

capitalização,
do capital dolongo tempo". Pelaao

seu livro "Moeda: de onde veio, 
para onde foi"(34), o grande problema, antigamente, era como

perca o seu valor.

contribuição 
capitalização na tentativa de melhor explicar a evolução do 
valor do dinheiro no tempo.

própria definição 
observa-se que um dos seus principais objetivos é a relação

a uma de suas disciplinas - a

com que convive o pais,

Em nossos dias,

as trocas de indexadores e

O crescente processo inflacionário

definido como "qualquer processo de formação

como ganhar o
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do capital tempo, sej a, valor dinheirocom o doou o no
tempo.

experiênciaBaseados estudos mercadonossosem e no
financeiro, podemos considerar que evolução da Matemáticaa

últimosFinanceira deu-se, fundamentalmente,nos anos no
na criatividade de

suas aplicações, inovações do ponto deapresentando poucas
vista da evolução conceituai.

de capitalizaçãoclássicosmodelos formamOs estruturaa
básica da Matemática Financeira, a saber:

- capitalização simples, praticamente não utilizada pelo
mercado, não operações de atrasossera em em
cobranças;

- capitalização exponencial ou composta, também conhecida
juros juros, para praticamentebasesobrecomo como

utilizados pelo financeirotodos modelos mercadoos
brasileiro;

- capitalização continua, acadêmico,de com poucasuso
aplicações práticas até o momento.

financeiromercado Brasilevolução doCom no ea com a
conceito capitalização compostainflação, decrescente o
mais constituindo-seestudado,cada vezpassou a ser numa

sobrevivência executivo financeiro.questão de Opara o
advento das calculadoras eletrônicas do tipo financeiro, por

aprimoramento do uso de seus conceitos e
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auxiliou, muito,volta de 1978, desenvolvimento doem o
conceito■de capitalização, mesmasas

cálculos,dos assimproblemasos osque
executivos se fixassem nas questões financeiras.

conceitos logotratamento dos tornouEsta no o

decisão,de taxastomada deem
de forma a

não haver dúvidas quanto à
fossem cotados por taxas

conceitosAssim,nominais. ■ foram de taxaos
taxa real, etc.

A fórmula de Fischer, dada por:

financeiro,mercadocorrentede uso nopassou a ser
demostrando com clareza a

indexadoresganho real. Naturalmente, para aos
conseguiamquando não captartambém foram

ser

na
interessante,população. caso

à época trimestral, que pagava juros
a. t. Quando a taxa dasde 6% a.a.,

visto que deixava para 
permitindo

A questão dos cálculos financeiros em nosso pais passou a 
foram cometidos até erros

embora muitos produtos do mercado 
refinados

procura por operações que dessem 
inflação

em alguns casos, 
fosse criada uma indignação

principalmente em relação às 
ser muito bem definidas,

questionados 
claramente o que ocorria com a mesma.

prática
mercado financeiro brasileiro bastante exigente em termos de

caderneta de poupança, 
o que equivalia a 1,467%

tão complexa que, 
conceituais a fim de que não

efetiva, taxa nominal,

(1 + taxa efetiva) = (1 + taxa inflação).(1 + taxa real),

o da

juros. Estas passaram a

Pode-se citar,

taxa que se estava negociando,

como um
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cadernetas passou calculada mensalmente, juros dea ser os
0,4867% a.m., não foram
aceitos pela população que, raciocinando de linear,forma
queria a taxa de 6% dariaa.a. que,
0,5% a.m.

*

conceitoerrando capitalizaçãoNote-se deque, mesmo o
o povo não errava o conceito de taxa realcomposta, e lutava

por ele.

junho de ministro Mário Henrique Simonsen,Em 1981, O ao
chamava

maisatenção para Matemáticaquatro errosa os
Financeira:

distinguir jurosnão jurossaber descontados de
postecipados;

juros simples quando utilizardeveriamos jurosusar
compostos;

- confundir juros nominais com juros reais;
- respeitar a aritmética dos juros compostos, mas
suposição de que taxas mantenham constantesas se no
tempo.

Das palavras proferidas pelo ministro, publicadas na Gazeta
Mercantil de 9 de junho de pode-se inferir o estágio1981,

domínio conceitosdosnecessidade Matemáticadode de
dias; daiFinanceira hoje,termos, grandenossosem um

perfeito conhecimentonúmero de docom
assunto.

em termos de capitalização composta,

dividida por 12 meses,

comuns na

com a

proferir aula inaugural na Fundação Getúlio Vargas,
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estudos de Matemáticaevolução dosA Financeira
naturalmente,

deOs da casa

tais como:

Sistema de Amortização Constante;SAC
PRICE

éparcelaMISTO doisA entre planosos
anteriores.

Estes sistemas financiamento tinham embutidode o conceito
que era caracterizado pôr:de risco,

do dominiomostram o no

afirmamos dominio conceitosdosComo antes, o e a

ou

de evolução estudo daa no
através do desenvolvimento deocorre

conceitos. contribuição estanovos uma a
éevolução presenteque nos propusemos ao

trabalho.

tempo 
Brasil.

também pelos financiamentos, 
financiamentos

Parcelas de Igual Valor; 
média

passa, 
pelas séries de

Atualmente, a possibilidade
Matemática Financeira

- correção monetária;
- seguro de vida;
- fundo de compensação do saldo devedor.

Objetivando dar 
conceituai

pagamentos. Os planos de financiamentos da casa própria 
foram os mais populares na época, sendo que muitos técnicos 
dominavam os cálculos dos planos mais comuns, 

*

já 
criatividade nas aplicações fizeram da Matemática Financeira 
disciplina exigida para a formação de qualquer estudioso 
prático da área de finanças.

A criatividade dos modelos e as modificações feitas ao longo 
da Matemática Financeira
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APRESENTAÇÃO DO DESENVOLVIMENTO DESTE TRABALHO2 .

objetivo de étese oferecerO nossa uma ao
desenvolvimento modelosde de bem como
introduzir novos conceitos para

ainda,capital tempo. Procuraremos,e
obtidos em outras áreas do conhecimento, tais como a fisica

convenientemarketing podem, após adaptação,e o ser
utilizados em finanças.

introdutório, deixar claroprocuramos os
de tese, bem apresentar questãonossa como a

básica que é o valor do dinheiro no tempo.

usuaiscapítulo modelosapresentamosII deNo os
principais conceitoscapitalização, fixando notaçõesos e

utilizados nos demais capítulos.

o de

movimento função dodeou em
capítulo examinando conceitos deEncerramos o os

Dois novos conceitos são apresentados no capitulo III: 
velocidade e o de aceleração do capital. Estes conceitos são

tempo.
velocidade e aceleração das capitalizações usuais.

obtidos por analogia 
cinemática, ou seja,

Neste capitulo I, 
objetivos

contribuição
capitalização,

a avaliação da relação entre

Dedicamos o capitulo IV ao desenvolvimento de novos modelos 
de capitalização, a partir de condições impostas aos valores

aos estudos de fisica voltados para a
um móvel

mostrar que modelos
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de velocidade

forma geral,De obtenção de
modelos de capitalização.

quadrática fazemos suae
usuais.

inicialmente,

de15(5),Management 1969,pela com o
titulo

Bass desenvolve o modelo que nos dá "o númeroComo se sabe,
função do tempo", aum

"a ser
éfeita na data t,

ditolinear número de compradoresdofunção
influenciados,compradores estesinovadores, dos pore

chamados de imitadores."

Bass para
ou

- capitalização exponencial, caso geral;
- capitalização quadrática.

e aceleração.
de capitalização, tais como:

Adaptamos o Modelo de
para um modelo de formação de preços em relação ao tempo.

No capitulo V estudamos mais detalhadamente a capitalização 
capitalizações

O capitulo VI dá, inicialmente, um novo enfoque à questão da 
capitalização. Partimos do texto "Aplicações de um modelo de 
crescimento para novos produtos" (55), publicado inicialmente 

Science, 15(5), janeiro

um modelo de capitalização

"A new product growth model for consumer durables", de 
autoria de F.M. Bass.

Contribuímos com novos modelos

apresentamos um método para a

novo produto em 
partir da hipótese de que "a probabilidade de uma compra 

dado que nenhuma compra tenha sido feita, 
prévios,

de compradores de

comparação com as
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obtido,nós demodelo comparadoO modelopor ao
capitalização quadrática, mostrar-nos-á inovadoresque os

se desenvolvem e,

desenvolvimento dos conceitoscapitulo VIIReservamos oao
de velocidade e aceleração com que variam as taxas de juros,

modelos de capitalizaçãodesenvolvimento de taxascome o
variadas.

apresentamos nossas conclusõesno capitulo VIII,Finalmente,
sobre o trabalho desenvolvido.

que os preços 
os imitadores, pela aceleração.

são responsáveis pela velocidade inicial com



CAPÍTULO II

OS MODELOS USUAIS DE CAPITALIZAÇÃO



11

INTRODUÇÃO1.

desenvolvimento de estudo,Quando aopropomos um emnos
conhecimento,do é fundamentalárea termosqualquer

conceitosdefinidos básicos serãoclaramente os que as
pedras fundamentais do possivel castelo construído;a ser

seja um sistema fechado.

de maneiraexaminaremos, formal,Assim, neste capitulo, os
principais conceitos que envolvem a Matemática Financeira.

Capital1.1.

importantes é,conceitos mais certeza, dedosUm ocom
qualquer número real,capital sendoentenderemos comoque

unidadeassociado de moeda.referido data, umaaa uma
convencionar como entradas deFixando um observador, vamos

capitalpositivos decaixa créditos valores e osou os
negativos como saídas ou débitos.

Indicaremos o capital, pela letra S. Quandoneste trabalho,
evidenciar estádata tdesej armos mesmoa que o sea

ou S(t) e ainda usaremos a notaçãoreferindo anotaremos:
conceito de medida,a grandeza, do[$] para indicarmos no

capital.

devem ser marcos imutáveis a fim de que a teoria construída
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Capitalização1.2.

entender capitalizaçãoPodemos "qualquer processo decomo
formação do capital ao longo do tempo".

maismaneira formal, podemos tambémDe chamar de
capitalização funçãotoda descrevea que o comportamento
do capital ao longo do tempo, ou seja:

dada por S = S(t)R,S:

É muito restringirmosMatemática Financeira,comum, em o
função capitalização conjuntodominio da dos númerosao

teriamos:

dada por S = S(n)S: R,

1.3. Juros

conceitovárias maneirasDentre entendermosde deas o
juros, a mais simples, "remuneração doé como

capital" interessante(63) . defator Outra forma
os juros maioria das"decorre doentendermos

consumir nãopessoas prefere bens presenteseus no e no
preferênciapalavras, havendofuturo. Em outras uma

consumir,temporal as pessoaspara querem uma recompensa
Este prêinio,pela abstinência. para que não haja consumo, é

o juro"(53).

R+

ao nosso ver,

fato de que a

inteiros. Assim,
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e

data t.a uma um que

por um
o valor do capital na data t

será:

St +

condições,Nestas também podemos "capitalizaçãoentender
como um processo de formação de juros”(3).

com

J

Montante1.4.

processo em t2, t2>t^.

indicaremos pela letra M,Chamamos de montante, a:

ou seja,' M M

que participará de um processo 
tj, auferindo juros J ao fim do

1 
em

capital S-t 
de capitalização iniciado

So

J + stl, S*2

e o

zero e

< t2, podemos definir

o que é outra forma de entendermos o conceito de juros.

Indicaremos os juros pela letra J e por J-j- quando referido
Assim, considerando um capital,

S*2

Consideremos um

indicaremos por Sq, aplicado a partir da data 
periodo t, rendendo juros J-^,

Considerando as datas tj e t2, 
como juros do periodo entre as datas a:
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Taxa de Juros1.5.

sendo remuneração unidade deentendida daSerá acomo
Indicaremos a taxa de juroscapital por unidade de tempo.

Quando considerarmos o tempo em seu conceito
chamaremos a taxa de juros de instantânea.infinitesimal,

com a letra i.
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CAPITALIZAÇÕES USUAIS2 .

finanças sãoAs em a
compostaa e a

éNana na
cobrança de atraso de pagamentos.

considera jurosA dosa
formação dosobre maismodelona o

capitalização instantânearelação à continua,Com ou os

o
de pouquíssima aplicaçãobelo modeloumem mas

prática até os nossos dias.

capitalizações desenvolvimentoEstas apresentam um

capitalização
capitalização

A capitalização simples consiste basicamente em uma regra de 
três na formação dos juros. Na prática, é utilizada

capitalizações usuais 
simples, a capitalização 
instantânea.

matemático, como será demonstrado a seguir.

juros se incorporam ao capital a cada infinitésimo de tempo, 
que praticamente é impossível de ser realizado. Consiste 

teórico,

capitalização composta considera a evolução 
juros na formação do capital. É 

utilizado nas práticas financeiras.
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Capitalização Simples2.1.

diretamentesãoConsidera os ao
ao

Assim:
J x X n

logo,
J+

ou
i+ X X n

ainda,ou,
(1 + in) [1]

Capitalização Composta2.2.

juros, fixaConsidera dedada taxa esta oa prazoque
fimunitário do devede se aoao

primeiro período deao

i (1 + i) -1 S1X X e

No segundo período:

i 1 s2S1J2 X X e

Sosn

sn

sn

so So

so

So

SO

So

So

Continuando com o processo, obteremos:

d + i)2

que os juros são diretamente proporcionais 
capital, ao número n de unidades de tempo fixados pela taxa 
e a própria taxa i.

tempo ao fim do qual se deve incorporar 
capital os juros desse prazo unitário de tempo, dito período 
de capitalização. Assim, ao fim do 
capitalização teremos:



n

= S0 (1 + i)n. [2]

Poderiamos, no entanto,

um capital inteiroprazo de tempo não em
fixadaunidade de pelaà tempo taxa. Nessas

i tX X
ou

(1 + it) com t real positivo;St

para a composta,

tSO (1 4- i)^.

domínio R+, que estamosEstas
trabalhando.

Capitalização Instantânea2.3.

Também conhecida como capitalização continua, por considerar
referida período dede I tempotaxa a uma

juros incorporaminfinitesimal, do qual os se aoao
capital.

As definições da capitalização simples e da composta nos dão 
funções com domínios nos inteiros.

reais positivos e considerar,

So

so So

sn

relação
condições, poderiamos escrever para a capitalização simples:

estendê-las para os

funções são continuas em seu

em umvalor de
também, o

juros
fim
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instante t, dStS-t- o capital acréscimo deSendo umem o
capital obtido pela aplicação de St pelo tempo dt, à taxa I,

teremos:

dt,IdSt St [3]x X

idéia juros dStde são diretamentebaseados que osna
ao capital Stproporcionais ao prazo dt, à taxa I.e

Assim:

Idt

ou

Idt

ktIn ISt x

onde k é uma constante de integração. Logo,

it + kSt e
ou

St X

capitaltemos o re
sulta
logo,

[4]st So

SO'

dSt
St

dSt
St

Considerando que para t = 0 
ek;

ek

so

ei-t

eit:
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domínioque é uma função contínua para os reais positivos, 
em que estamos trabalhando, e também contínua, em relação ao 
prazo de tempo a que se refere a taxa de juros.
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3 .

capitalizações vistas fácilPelas é observar quanto éo
importante a unidade de tempo taxa está fixada.

então, relaçõesestabelecer diversasVamos, entreas as
taxas e os sistemas de capitalização.

partindo de um capital So
diferentes sistemastaxast, depara um prazo com ou

capitalização, chegamos a um mesmo montante S-^.

Taxas Proporcionais3.1.

Duas taxas são proporcionais quando, sob
simples, taxas ii i2 definidastemos deas e
tempo distintas forma, que ao

Assim:
(1 +St

e
(1 + i2 x t2) .St

Logo,
t2 [5]

correspondam respectivamente a t^ e t2, 
relação às unidades de ij e i2.

So

Sq

AS TAXAS DE JUROS E AS LEIS DE CAPITALIZAÇÃO

medidas de tempo em

o regime de juros
em unidades

de tal

a que uma

Para tanto, vamos considerar que,

prazo em questão
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Taxas Equivalentes3.2.

capitalização composta,Ocorrem quando, na
tempo distintasdefinidas unidades de maneiradeem

i completaenquanto taxa umaa a
completa k-capitalizações.

td + i)St
e

ktSt
Logo,

(1 + i) [6]

Relações entre as Taxas de Juros3.3.

referidas unidade,Admitindo taxas a uma mesmaas
em relação

relativacapitalização. taxa àde por a
simples,capitalização composta Ia epor por a

instantânea, teremos:

St
St
St

Assim:

[7]a) (1 +
b) [8]d + ou

[9]d

que, 
taxa ifc 

para o prazo t teremos:

agora 
podemos conhecer suas equivalências 

Indicando is

So

So

So
So

ist)
ic)t

ic

So

(1 
eIt
e1

(1 + ist) 
(1 + ic)fc 
eTt.

aos sistemas

as taxas i e

ic)fc

(1 + ik)k-

capitalização,
Assim,
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. t) [10]c) d

b nào.
àinstantânea taxataxa composta,

independentemente do prazo t da capitalização.

Destas relações,
Do item b concluímos que é sempre possivel obter uma 

equivalente

is e1*

os itens a e c dependem do prazo t e o item



CAPÍTULO in

VELOCIDADE E ACELERAÇÃO DO CAPITAL
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1. O CONCEITO DE VELOCIDADE

cotidiano, frequenteéEm encontrar expressõesnosso
usam
Este ser

como:

a velocidade de aumento dos preços indica uma inflação
crescente;
cai a velocidade das vendas no comércio;
aumenta a velocidade de crescimento da inflação.

conceito de velocidade vem da físicaComo o

tempo gasto para tal. se locomove a
velocidade condições ideais,km hora,de 80uma por em

entendemos que percorreremos
de tempo de 1 hora.

Este conceito da
ser entendido

medida,passível de pelo tempo gasto paragrandeza, ser
variação". Assim, conceitotal este geral deocorrer

nos vários ramos do conhecimento.

que 
o termo velocidade agregado às mais variadas situações, 
fato pode ser caracterizado pela leitura dos jornais 

onde encontramos frases tais

dado pelo quociente do espaço percorrido por um móvel pelo 
Assim, quando um carro

como "o quociente da variação do valor de uma

o espaço de 80 km no intervalo

e é

velocidade passa a ter uso comum na indústria, no comércio e

física vem sendo generalizado de forma a

é sabido,
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ou a um salário de Cr$
estamos usando o conceito de velocidade.100,00 por hora,

Como disse Ludiwig von Bertalanffy "Examinando a evolução
ciênciada encontramosmoderna surpreendente fenômeno.um

dosIndependente outros, problemasuns e
O

de é eleque ocorre com o que

interessadosparticularmenteEstamos dano

quocientetal Entenderemos esteocorrer como
sendo a velocidade do capital.

de velocidade,
tempo. As frases:

salário de Cr$ 200.000,00 por mês,
custo da produção de Cr$ 1.000,00 por hora,
lucros de US$ 1.000.000 para o semestre,

são exemplos de aplicação da idéia de velocidade do capital.

do conceitonoção velocidadedeDo exposto, temos uma
ou seja,aplicado à grandeza dinheiro,

formalmenteentanto, elaborar questãono a procurare
fazemos a seguir.

aparecimento deste tipo 
caracterizado pelo quociente do capital pelo

concepções 
semelhantes surgiram em campos amplamente diferentes"(10) .

conceito de velocidade

quociente
"variação do valor da grandeza capital pelo tempo gasto para 

variação".

ou a

ao capital; devemos,

Em nosso dia-a-dia é muito comum o

Quando nos referimos a uma produção de 5000 malhas por mês, 
vendas de 2000 unidades por ano,

rompe 
barreiras, passando de um casulo do conhecimento para outro.

ampliar os resultados, como o
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Velocidade do Capital1.1.

Consideremos S-t = S(t) uma lei de capitalização.

Então, para
data t

Indiquemos por:

S(t + At) S(t) ,A S

o acréscimo de capital correspondente a At.

definimos:
a:

[11]

Definimos a velocidade em um instante t, indicada por vt, a:

[12]

que:

evidentemente consideradas as condições para a existência do 
limite.

v mlim
At* 0

A S
A tvm

vt

onde A t é um

Nestas condições, definimos: "velocidade média do capital 
no intervalo At", que indicaremos por vm,

a data t corresponde um capital S(t) 
+ At corresponde o Capital S(t + At), 

acréscimo de tempo.

e para a

Assim, partindo da função capitalização S-j- = S(t) obtivemos
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vt

A Scom
At

ASlogo [13]vt At

mais derivadalimite énada da funçãoeste que amas

dSEntão: [14]vt dt

condições de existência da derivada,que, nos

v(t) - [15]vt

capital inicialainda, leiConsideremos, de deo uma
indicado velocidadecapitalização, depor

unitária no instante t, a:

[16]vut

é constante,Como

vu(t). [17]VU£

lim
At + O

lim
At+ 0

vm

So

; chamaremos

vt
So

So 
indicada por vu^,

vm

a velocidade unitária será uma função

dá a função velocidade de um capital, ou seja:
admitidas as

capitalização em relação ao tempo, no instante t.

do tempo, ou seja,
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O CONCEITO DE ACELERAÇÃO2 .

é

idéia de movimento da grandeza em foco.

fisica, conceito de aceleração é dadoo

Naturalmente, esta aceleraçãopara ocorrer
poderá ser positiva ou negativa, sejamconforme crescentes
ou decrescentes as velocidades.

maioria das vezes,Ocorre aceleraçãoque, na
estabelecido pela fisica não é respeitado ao passar para o

contrariamente geral aconteceuso ao que emcomum,
termo velocidade. exemplo deste fato éUm de

jornalprimeira página, do Folha de São Paulo de de17
diz: '•Dólar acelerade e chegaoutubro 100";1990, que a

referindo-se valor do dólar, mercado paralelo,noao que
registrava o valor de cem cruzeiros.

Admitamos que a evolução do valor do dólar tenha sido de:

- Cr$ 15/10/9096,00 em
- Cr$ 16/10/9098,00 em
- Cr$ 17/10/90.100,00 em

pelo quociente da "variação da velocidade pelo tempo gasto 
tal variação".

Tomando por base a

o conceito de

O termo aceleração, da mesma forma que o termo velocidade, 
comumente utilizado em nosso cotidiano na tentativa de dar a

com o
a manchete,
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dia;Cr$ constante,de 2,00 portanto, períodopor no
observado.

há variaçãoAssim, velocidadenão dacomo no a

conceito de aceleração para

Aceleração do Capital2.1.

Sabemos S(t) ,que,

por:

dSv(t) =
dt

ou,

v(t) .Vt

instanteConsideremos, então, t correspondaque para o a
velocidade t + At correspondav(t) v(t + At),e para
onde At é um acréscimo de tempo.

velocidade,Indiquemos variação da correspondentea ao
acréscimo de tempo At por:

período, 
aceleração é zero, de acordo com os princípios da física.

lei de capitalização S-t = 
podemos obter a função velocidade de uma capitalização dada

Vamos então formalizar o o caso

ainda, que

Como já conhecemos o conceito de velocidade, desenvolvido no 
item anterior, é fácil observar que a velocidade do dólar é

do capital, ou seja, do valor do dinheiro, como segue.



30

V(t + At) V(t) .A v

Assim,
a:

A v [18]
A t

Podemos definir a aceleração que indicaremos
limite, Atpassagem aopor aat/ com com

como segue:

lim [19]at

consideradas condições existênciadenaturalmente, doas
limite.

vimos que a partir da equação de velocidades deDo exposto,
um capital,

v(t)vt

obtemos
A v
A t

que chamaremos de aceleração média.

a aceleração no instante t dada por:

am

am

tendendo a zero,

chamaremos de aceleração do capital no intervalo At, 
indicaremos por am,

am;
At-* 0

no instante t,

Obtemos, ainda,



31

at

ou

lim [20]at
At- 0

Esta última expressão
capital em relação ao tempo,

Logo: [21]at

existênciacondições de derivada,admitindo daas
dada por:

a(t) . [22]at

Chamaremos de aceleração unitária no instante t, que indicare

é constante então podemos escrever:

au (t)

lim
At- 0

dv
dt

A v
A t

am

aut

au^.

mos por aut, -a:

at
So

Como So

Assim, 
obtemos a função aceleração de um capital,

no instante t.
é a derivada da função velocidade do
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ÀS3 . VELOCIDADE DEE CAPITAIS SUJEITOS

e
aceleração de capitaisum vamos a
sujeitos aos
continua.

Velocidade e Aceleração na Capitalização Simples3.1.

Dada a lei da capitalização simples

com t real positivo,t
então,

vt

independe do prazo.a velocidade é constante,ou seja,

A velocidade unitária será:

vut = i.ouVUt =

unidade de capital aplicado.

= 0 0,at e aut

ACELERAÇÃO
CAPITALIZAÇÕES USUAIS

ds
dt

dv
dt

aplicá-las 
modelos de capitalização simples,

A fim de desenvolver um pouco mais as idéias de velocidade 
capital,

so

Vt
So

S-fc — so + so

Sendo v-t = Soi, então

a taxa de jurosComo se observa, nos dá a velocidade por

composta e
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se j a, caracterizaou a se
aceleração nula,

Observando a equação das velocidades,
— sni.

soit ,St +

como:

Vot , [23]+

caracteriza a importância da velocidade inicialque bem na
formação do capital na data t.

capitalização simples seráEvidentemente, juro dadonao
por:

J

Velocidade e Aceleração da Capitalização Composta3.2.

teremos:

com l+i>0. [24]vt =

teremos para t = O-que
Podemos então escrever a equação da capitalização

vot .

dS
dt

St = so

vo ~ °o 
simples

So

d + i)fc,

capitalização simples se caracteriza pela 
o que implica na velocidade constante.

com t real positivo,Sendo S-t = So 
descreve a capitalização composta,

a lei que
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[25]vt

expressãoà capitalizaçãoé forma daque uma

velocidades,Ainda, considerando equação das podemosa
calcular a velocidade unitária

dv (1+i) . [26]at dt

(1+i)f assim podemos escrever:

[27]at

A aceleração unitária seria dada por:

t (1+i) • [28]aut

Para t = 0 obtemos a velocidade inicial da capitalização que 
será: vo = So ln(l+i); donde podemos escrever:

t
9VO

composta S = So

ao

- soVo

ao

- So

So x ln2

x ln2

ln2Para t = 0,

(l+i)t

(l+i)t

Finalmente, podemos calcular a equação da aceleração:

análoga 
(l+i)t .
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Velocidade e Aceleração na Capitalização Contínua3.3.

ItSabemos que St

assim,

dS It [29]vt dt

donde:= SOI,

Itvt =

A velocidade unitária será:

dv [30]at dt

, donde:

at =

aceleração unitária será dada por:

[31]aut

Para t = 0 teremos vo

= so

So

ao

I2

voe

I2

I2

Soe

eTt

eTt

e a

eTt

Sole

vut = I eTt

Para t = 0, teremos ao

Derivando a equação das velocidades, teremos:



CAPÍTULO IV

DESENVOLVIMENTO DE MODELOS DE CAPITALIZAÇÃO
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INTRODUÇÃO1.

fixar parâmetros paraNeste capitulo velocidadevamos a e
finalidade de obter modelos deapara coma

capitalização.

obtidos serãomodelos nomeadosOs conforme as
pareçam significativas; embora,características nosque em

alguns casos, possamos obter capitalizações conhecidas.

elementos conhecidosNestes procuraremos comparar oscasos,
conceitos de velocidade e aceleração.com os
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CAPITALIZAÇÃO UNIFORME2 .

vamos utilizar

Assim, a

k: constante;vt

A partir da equação diferencial do capital, dado por:

vt dt •dSt

dtStvem

k .com vt

St

integração,devidoonde é constante que podeaa ser
obtida substituindo t = 0 na equação;

Por analogia à fisica, vamos utilizar o termo uniforme para 
um modelo de capitalização onde a velocidade é constante.

capitalização uniforme fica definida pela equação 
de velocidades:

vot +

vo

r ,

Integrando, vamos obter

então, para t = 0 teremos So

onde, para t = 0 temos Vo = k .
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Dai,

[32]St +

naturalmente,Trata-se,
também pode evidenciadofatoEste serx i.

ondederivando v-j- = k ,

dv 0at dt

Vot.SO

Vo So

a lei de capitalização uniforme será da forma:

da lei de capitalização simples com
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CAPITALIZAÇÃO EXPONENCIAL3.

Chamaremos de capitalização exponencial a toda capitalização
aceleração é da forma seguinte:

com t real positivo ,k p [33]at

satisfazerdevemsão constantesonde k, àsquePr s
seguintes condições:

10 e PP
¥k 0

0s

teremos 00, at =ou p = no
de capitalização uniforme;caso

seja,teremos k,= 0,1 at = ou aou sp =se
característicaperdendoaceleração constante,é sua

exponencial.

Partindo da equação diferencial da velocidade:

dvt at dt ,

como hipótese,para at

st
f

em que a

k Pst,

e estaremosse k = 0
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teremos dt .vt

Integrando, obtemos a equação da velocidade dada por

kvt fs. Inp

onde ri é a constante de integração.

t = 0

konde: +
s. Inp

kdai
s. Inp

integrarObtido leipodemos novamente obter dee a
capitalização.

Partindo da equação diferencial da velocidade,

vt dtdSt

temos St

k(Stou
s. Inp

St + r2 /

pst +

VO

Vo

k pst

Pst

Integrando, obtemos:

Para obtermos o valor de r^, consideramos a condição inicial

ps^ + ri ) dt .

k
S2.ln2p
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onde r£ é constante de integração.

na equação obtida,Fazendo t = 0,

temos: + r2 /

dai r2

r2 na equação que

)t + (So -St = ) • [34]

dado

convenientes P
como segue:

a) fazendo
d + i)k

1 +P i

1s

temos: [35]at

obter por

k 
s. Inp

vo/

So

So

So x ln2

PSt

(So x ln2

equação da aceleração podemos
e substituir na equação que nos dá S-^ .

Esta lei de capitalização foi obtida a partir da hipótese de 
que a aceleração segue um modelo exponencial genérico, 
por at = k pst .

Substituindo os valores obtidos para rj_ e 
nos dá S-f-, obtemos a lei de capitalização procurada:

+ (vo -

Fixando valores

k 
s2.ln2p

k 
s2.ln2p

k 
s2.ln2p

k 
s2.ln2p

e s

A partir da

para as constantes k, 
obtemos casos particulares de capitalização,
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O resultado final deste trabalho de cálculo nos dá:

(1 + i)St

b)
k
P e

Is

temos: [36]at

Com trabalho semelhante ao anterior obteremos:

St =

t
fSo

so

So I2 eTt

ou seja, a lei de capitalização continua.

ou seja, a lei de capitalização composta.

fazendo:
SOI2

eIfc .
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CAPITALIZAÇÃO UNIFORMEMENTE VARIADA OU QÜADRÁTICA4 .

física de uniformemente variadoé chamadoNa
Seguindoaceleração équando constante.a um processo

capitalizaçãodizemosanálogo é uniformementeumaque
variada quando sua aceleração é constante, ou seja:

constante, .0 .a: aat

at dt ,dvt

a dt ,dv-tou

temos a dt .vt

Integrando:
at + ri ,vt

onde r^ é uma constante de integração.

Para t = 0 obtemos:

logo: at +vt

vo

vo

Partindo da equação diferencial da velocidade, dada por:

um movimento

a ;

Tomemos, agora, a equação diferencial do capital, dada por:
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dSt vt dt .

Então, vt

ou,

(at + vo) dt .St

Integrando:

onde r2 é a constante de integração.

iniciaiscondições t temosPara 0as
substituindo, obtemos

St [37]

da capitalizaçãoUma propriedade interessante quadrática,

[38]

onde a equação de velocidades será:

1.
2

1
2

1
2vo

+ Vot +

SoSn

so

n +

at2

atz + vot + r2 ,

Consideremos a lei de capitalização quadrática para períodos 
inteiros de tempo, dada por:

variada, dada por:

substituindo vt, temos:

2 an ,

ocorre quando nos propomos a aplicá-la, sucessivamente, aos 
montantes obtidos ao fim de períodos inteiros de tempo.

So = r2; 
a lei da capitalização uniformemente

dt ,
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n [39]

Por meio da tabela, mostramos os doe
como segue:

MONTANTE AO FIM DO PERÍODOPERÍODO

(D1 a

a,

2 a ou

2a (2)

2a3 ou

(3)+ a

1 a,

3a4
8a (4)+

1
2

1

i

valores do montante 
capital ao fim de cada período de tempo,

CAPITAL 
NO 

INÍCIO 
DO 

PERÍODO

I 
i

v3

v2

VELOCIDADE
DO INÍCIO
DO PERÍODO

v3 2
ou substituindo e simplificando

_L 
2 

substituindo e simplificando

1 --- a,
2

substituindo e simplificando
2
2

v2

V1

Vqvn

S4

V1

S4

S3 s2

s2
S3

S1

S3

S3

s2
S1

S1S1

3vo
vo

2vo

So

vo

4vo

vo vo

So

vo

So

So

So

+ a
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(2) , O)
está na

dada por:

{ 8,...} = ( ...} = (/

Determinado geral da seqüência,termo obtemoso termoo
geral da capitalização ao fim de cada período:

facilmente demonstra induçãodao que se
- finita.

Reescrevendo o termo geral obtido teremos:

a

capitalizaçãomodelo dedonovamenteobtendo a
uniformemente variada,
capitalização composta.

1
2

2

n 
2

n
2
2 
-}

equação 
provando assim

Sn

sn

Sq

9_
2 '

2 
— a

+ von +

So +n x vo +

2 ,
li
2

sua característica de

32
2 '

2*
2 '

4^
2 '

Observando as equações (1), (2), (3) e (4), constata-se que 
a dificuldade para a determinação de um termo geral 
seqüência dos coeficientes da aceleração,

n2 ,
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OUTROS MODELOS DE CAPITALIZAÇÃO5.

Pelos observa-se podemos obterexemplos dados váriosque
capitalização, bastandomodelos imporde tantopara

condições para a velocidade ou aceleração.

Consideremos da aceleração dadao caso
por:

b: constantes,bt + a a,at

contrário leiobtemosb da0,com caso a
capitalização quadrática.

bt + a ,Sendo at

dt ,então + a)vt

ou vt

tPara 0 ,

logo + at + v.o t

+ at + vo) dt ,(Stcomo

então St + r2 /

1
2

1
2

1 
6

1
2

1
2 + vot +

vo

bt2

bt2

bt2

bt3 at2

+ a

como último exemplo,



49

. onde t 0r2 para

at2 +Daí, St [40]

que nos dá a lei de capitalização procurada.o

1
2

1
6so

so

bt3+ Vot +



CAPÍTULO V

ESTUDO DO MODELO DE CAPITALIZAÇÃO UNIFORMEMENTE 
VARIADA OU QUADRÁTICA
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CONDIÇÕES INICIAIS1.

matemática,equaçãodesenvolvermosAo uma que procura
fenômeno qualquer, devemos

do ponto de vista
dentro do estudo em questão.

desenvolvermos a lei de capitalização quadrática,Assim, ao
dada por:

a t+

estamos considerando que e
a

com

obtida tem dois aspectos,lei conformeA

velocidadesé temosQuando asa
uniformementeevolução do serácrescentes ae

aceleraçãoacelerada. da entãoNo sercaso as
velocidades serão decrescentes capitale que o
estará sendo uniformemente desacelerado.

interpretação da
consideremos a aceleração positiva ou negativa.

positiva
capital

negativa, 
dizemos

1
2

suas condições de existência, 
e do ponto de vista lógico,

t£0 
um capital inicial positivo 
de tempo positivo, com inicio em uma data de origem.

Sq>0 , 
ser aplicado durante um prazo

vot 2 /s = so

descrever um

Vamos considerar ainda que a aceleração, constante no caso, 
seja diferente de zero, pois caso contrário cairiamos na lei 
de capitalização uniforme já examinada.

ou seja, que existe

nos preocupar com 
matemática
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A partir da lei da capitalização uniformemente variada, dada
por:

St = So + Vot +

a equação da velocidade,obtemos, por derivação, que será:

+ at .vt

constante .at a

determinar critériosdeseráO nosso o para a
fim dee a

de equaçõesa e as
derivadas.

objetivo
fixação dos parâmetros velocidade
aplicarmos a lei de capitalização

aceleração, 
obtida

1
• 2

at2,

vo

com So>0, t^o e a ¥ 0

Derivando novamente, obtemos a equação da aceleração:
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A FIXAÇÃO DOS PARÂMETROS2.

(1 + it)S

(1 + i)s

temos que o capital S para ambas as
capitalizações,

t = 0 epara
, ondet = 1para

Para a capitalização quadrática, dada por:

at

e para t =temos S = So

+ a

primeiro periodofim do deaoquea
valoro

teremos:

1
2

1
2S1 = so

, onde temos S = So
(1 + i) •

t
9

+ Vot + 2
9

vo

So

So

S = So

Impondo a condição, 
capitalização pelo modelo quadrático, o valor do capital 
seja o mesmo obtido pelas capitalizações simples e composta,

assume um mesmo valor,

também, para t = 0,

e a capitalização composta, dada por:

Quando observamos a capitalização simples, dada por:

em duas situações, como segue:

1, temos
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+

desenvolvendo:ou,

+ [41]

que nos dá uma relação entre velocidade e aceleração.

Tirando

a) t + [42]S +

e aceleração devem
a

taxa de juros é a mesma utilizada nas leis deComo vimos, a
nãocapitalização simples havendocomposta, portantoou

A questão que se coloca é como fixarnovidade no seu trato.
fim de efetivamente termos alguma aplicaçãoa

1
2

1
2

1
2

1
2

IV £11

inicial So.

Soi

a aceleração, 
prática do modelo quadrático.

vo

+ voSo

So

SO

a t2 ,

"a"

a ,

o valor da velocidade e substituindo na equação de

esta aceleração. É o que passaremos a examinar.

capitalização quadrática, obtemos:

a ;

Devemos, assim, estabelecer critérios que nos permitam fixar

onde os parâmetros taxa de juros 
caracterizar a capitalização, partir de um mesmo capital
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UM EXEMPLO PARA FIXAÇÃO DO PARÂMETRO ACELERAÇÃO3 .

Consideremos estabelecer uma que
mais

Naturalmente de
conforme os

estabelecer talumavamos com

k>l,a)

capitalização composta;

b) comas

ou quadrática,

a) t +S +

itemdo b, dac) anas

na data t =

k.

tal política e elas poderão ter sucesso ou não, 
fatores conjunturais.

1
2

1
2So

que possamos estabelecer uma política 
pretenda beneficiar as aplicações financeiras de prazo 
longo. Naturalmente existirão várias maneiras de fixarmos

at2

que, nas condições
capitalização quadrática seja fixada da seguinte forma: 
o montante da capitalização quadrática Sq,
k, é igual à média ponderada dos montantes obtidos pela 
capitalização simples Ss 

Ou seja:
na mesma data

fixemos um prazo k, k>l, de maneira que as aplicações 
financeiras de prazo maior que k sejam remuneradas pela

Particularmente, vamos estabelecer uma política 
objetivo, admitindo as seguintes condições:

e composta Sc,

que as aplicações financeiras, com prazos menores ou 
iguais a k, sigam a capitalização uniformemente variada 

do tipo:
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+ ysc •

condição acima,Substituindo equações = k,tna paraas
teremos:

a)k ++

tirando o valor da aceleração:ou,

k
2.So.y [43]a

lembrando- que au
a

k
2 y [44]au

fixemos nossa política com base nos parâmetrosComo exemplo,
k = 3 meses 70%.e y =

A aceleração unitária será dada por:

2 x 0,70au

assim,Podemos,

So

1
2

1
2

(1+i)* ~ (1+ik) 
k (k-1)

- (l+i3)
3.2

SQ

= x.Soso d + i)k,

(1+i)* - (1+ik) 
k (k-1)

xSs

ak2

, vem:

elaborar uma tabela que nos dá a aceleração

(1+i)3

(1 + ik) + y.So

com 0<x, y<l : x + y = 1

para cada taxa de juros praticada no mercado, como segue:
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0,00063633

0,00177925

0,00351007

capital de Cr$Desta forma, tomando aplicado1.000,00,um
por 2 meses a taxa de 5% ao mês, teremos:

1,7792 ,ou aa au x

então:

1.101,78 .ou seja: S

regime capitalizaçãodeObservemos pelo composta,que,
teriamos:

1.102,50S

e pela de capitalização simples:

S 1.100,00 .

ACELERAÇÃO 
UNITÁRIA

TAXA DO 
MERCADO 
Z a.m.

1.000 ,

S = 1.000 + (1.000 x 0,05 -yX 1,7792) x 2 + yx 1,7792 x 22,
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três estão sendo•a meses, ao a
ao

critériomostraO exemplo apresentado umnos a
determinação da aceleração; outros ser
desenvolvidos exemplo, valor daporcomo, o

Naturalmente, a

da capitalização composta 
a partir de uma regressão

para
critérios poderiam 
fixarmos

experiências. Neste estágio, nossa intenção é a apresentação 
do modelo e os novos conceitos desenvolvidos.

seguirem 
capitalização quadrática, ao passo que as de prazos maiores 
são beneficiadas ao seguirem a capitalização composta.

capitalização quadrática igual ao 
em uma data pré-fixada ou, ainda,

Nestas condições, as aplicações com prazos menores ou iguais 
penalizadas,

aplicação ou não do modelo de capitalização 
uniformemente variado deverá, ainda, ser objeto de estudos e



CAPÍTULO VI

O MODELO DE DIFUSÃO DE BASS TRANSFORMADO EM UM
MODELO DE CAPITALIZAÇÃO
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INTRODUÇÃO1.

inicialmente,deixamos lado,Neste capítulo de área dea
finanças e entramos na área de marketing com a finalidade de

relativas previsãoexaminarmos àquestões de vendas,

Estamos interessados
particular modelo de difusão de bens de

históricaajuste série das vendas do produto,se a uma
permitindo assim

fidedigna o comportamento passado das vendasmaisforma e
prever melhor o seu comportamento futuro"(55).

principaisatuação,área de modelosDentro desta deos
o modelo da difusão côncavodifusão em geral examinados são:

o modelo logístico eneste caso,e,
o modelo de Gompertz.

previsão deda vendas deestudamosQuando casoo novos
"processo de difusãoprodutos,

de propagação dedadoé processo umaque ao novanomeo
idéia,
último utilizador ou adotante"(55).

difusão aplicado produtos,de qualUm modelo a novos no
temos particular interesse, é o modelo de Bass "baseado nos

difusão deconceitos de adoção produtos dentro donovose

e o da difusão em "esse"

até o seu

consumo que melhor

previsão de demanda, participação de mercado, etc.

desde a sua fonte de invenção (ou criação)

nos estudos relativos à "seleção de um

devemos nos preocupar com o

ao administrador de marketing conhecer de
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classificando os agentes do processosistema social comoe
sendo inovadores e imitadores”(55).

que relaciona o volume de vendasA partir do modelo de Bass,
obtemostempo,de modeloproduto umocom queum novo

vãoconformerelaciona produtodo ocorrendo aspreçoo
conceito aem seguida, estendemos um modelo devendas oe,

assim, estudosvoltando, nossosos para a
área de finanças.

examinarÉ modelo delinhadentro desta a oque passamos
Bass.
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2 . O MODELO DE BASS

vários trabalhos desenvolvidos por Frank M. Bass
na nos

particulamente, "propõeo que se a
determinar primeirasevolução das decomprasa um novo
produto durável de consumo, ao longo do tempo"(55).

Bass tem
epidemiológica, admite-

desej os,se que uma pessoa ou
influenciar, como em um

pessoas que não conhecem o assunto em
questão.

A hipótese básica do modelo2.1.

O modelo de Bass é desenvolvido para determinar o volume de
vendas de um novo produto em função do tempo.

Chamamos de inovadoras as pessoas que decidem adotar um novo
de imitadoras,e,

dado que nenhuma compra

Segundo esse modelo, 
conhecedora de certas idéias,

produtos possa 
processo de contágio,

O modelo obtido por Bass tem origem nos modelos de difusão 
ou de contágio.

área de métodos quantitativos aplicados ao marketing, 
interessa, particulamente, o modelo

A hipótese básica do modelo de Bass diz que "a probabilidade
de uma compra ser feita na data T,

Dentre os

produto sem influência de outros pessoas

um germe

aquelas pessoas que adotam o produto por alguma influência 
daqueles que já adquiriram o produto.

de novos
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tenha sido feita, é

Indicaremos por:

número acumulado de compradores até a dataY(T) : o
T;

m:
também chamado

P(A/B) :
sem antes ter

constantes.Pr q:

formulaçãoAssim,
matemática:

. Y(T) [45]P(A/B) P +

Observando a formulação matemática da hipótese de Bass, tere
mos:

ou seja. quando o produto for lançado tea) para
logo:Y(0) = 0,remos

P(A/B) = p,

caracteriza a importância dos inovadores.o que

q 
m

Probabilidade de uma pessoa fazer 
até a data T, sem antes ter sido 
do produto;

a hipótese básica de Bass toma a seguinte

a compra 
comprador

O número total de compradores para o período 
de tempo em estudo; também chamado de "Po 
tencial do mercado";

função linear do número de compradores 
prévios"(55), ou seja, os inovadores e os imitadores.

T = 0,
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b) Como a razão de com
representa a ação dos imi tado

res ,

coeficiente de inovação;p:
coeficiente de imitação.q:

Desenvolvimento do Modelo2.2.

Seja f(T)

com F(0) 0,Indicando F(T)
0

teremos:

daa) F(T) compra ser

probabilidadeb) daP(t > T) 1 F(T) : compra ser
feita após data T,a ou
probabilidade da nãocompra
ter sido feita até a data T.

Por outro lado, a com
produto",

pode ser escrita na forma:

T
f(t) dt

Y(T) 
m 

pradores, então q .
indica a variação do número 
Y(T) 
m

ã medida que as compras ocorrem.

T
= f(t)dt = P(0^t^T):probabilidade
0 feita até a data T.

a "Probabilidade de uma pessoa fazer
pra até a data T, sem antes ter sido comprador do

a função densidade de probabilidade de compra-

Assim, designaremos:
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P(A/B) [46]

onde:
indica a probabilidade da compra não ter sidoP(B) : fei

então,ta até a data T; P(B) = 1 - F(T);

indica a probabilidade de uma pessoa fazerP(A<\B) : a com
pra até a data T e que esta pessoa não tenha sido
compradora do produto até a data T. condiNestas
ções podemos escrever que:

P(A^B)

onde h é um intervalo de conveniente,tempo que
probabilidade danos permita calcular a intersec

ção.

contínuafunção seja intervaloAdmitindo t noque a

tal
que:

2h

P (AnB) = f (t*) .
Do exposto podemos escrever que:

P(A/B) =

P(AnB)
P(B)

f (t*)
1 - F(T)

T+h 
£(t) dt

T-h

T+h
f f(t) dt = f(t*> .

T-h

T-h < t< T+h, então pelo teorema da Média do Cálculo Inte 
gral (6), existe t* pertencente ao intervalo em questão

Assim, para 2h unitário, teremos:
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Indiquemos, agora, por

Q(T) :

Fazendo Q(T) = m . f(t*), com T-h$

Q(T) = m . P(A/B) (1 - F (T) ) [47]

ver:

Y(T)
O

ainda,ou,

Y(T) = [48]
0

2.3. A Equação do Modelo de Bass

Q(T) = m . P(A/B) . (1 - F(T))Sendo

Y(T) = m . F(T),e

então: Q(T) = m . P(A/B) . d )

Q(T) = P(A/B) (m - Y(T));ou

pela hipótese de Bass: P(A/B) = p +Mas, . Y (T) .

T 
Q(T) dt

q 
m

Y(T) 
m

T
f f(t*)dt*=m.F(T)

o número de compradores no instante T.

T
m . f (t*) dt* = m

Observando as compras acumuladas até a data T, podemos escre

valor de f(t*), vem:
T*h, e substituindo o
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Y(T)) . (m - Y(T))Daí: (P +Q(T) [49]

pm + (q - p) Y(T)Q(T)ou /

onde:

coeficiente de inovaçãop:
coeficiente de imitaçãoq=

Y(T): número acumulado de compradores até a data T

iii) Q(T): número de compradores na data T.

q 
m

q 
m Y(T) 2
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Modelo de Bass na forma discreta2.4.

O modelo

+ (q - p) Y(T)Q(T) Y(T)pm

pode ser colocado na forma discreta:

(q - P) Yt_í YQt +pm m

onde:

: número de compradores no período T - 1 a T ;Qt

Yt-]_: número acumulado de compradores até a data T-l .

b YT-i c YQt + [50]a

de fácil aplicação prática, visto que os parâmetros a, b e c
são método da regressãocalculados
possibilitando, estabelecer daem
demanda do bem em questão.

pelo
seguida,

2 T-l /

q 
m

múltipla, 
projeções

2

2 T-l /

Obtemos, assim, o modelo básico
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MODELO DE FORMAÇÃO DE PREÇOS COM BASE NO MODELO DE BASS3.

inovadores imitadoresdosBass estudou eaçaoa em
relação quantidade produtos compradosde quando doa

examinarlanç cimento produto. Queremosde novo11TT1 a

relaçãoimitadoresinovadores formados comaçao e a
produto.dedo novoçao umpreço

inicial do proindiquemos o preçoPara tanto por
dataS(T) sendoduto preço naoe por

S(T = 0)

atuarão sobreimitadoresinovadoresAdmitimos eosque
formainicial deproduto, obtermos,do ao preço

acréscimo. positivo negativo,datacada T, oua um
inicial.sobre preçoo

dãfunção valor doA(T)Indicando que nos oapor
acréscimo podemosdatacada T, escrever que:para

[51]A(T)S(T)

dã do produto cadaEsta preçoo aequaçao nos
data T .

So

So

So

so

T ;



10

funçãomodeloestabelecermosNosso problema daoe
A(T) caracterizar dos inovadoresdeve açaoaque e
imitadores, intervalo de tempodurante que estesemo
atuarem.

funçãofixarmos A(T) consisteUma das deformas a no
relaçãovariaçãoestudo tempo, ou seja,de aoemsua

estudar a função:

dA(T)g(T)
dT

variaçãofunção dos acréscimosA g(T) , descreve aque
estabelecida,de preço, por exemplo, admitindopode ser

atuaçãocondições inovadoresdosseguintesas para a
imitadores:e

acréscimosvariaçãoa) de devidados preçosque a
indicaremosqualsejainovadores constante aaos

letrapela p;

acréscimosvariação devidadeb) dos preçosaque
seja diretamente proporcionalimitadores aoaos

atuação Indicaresobre procuto.detempo o novo
relação .T estamos por q-^ •

inovadores imitadoresAdmitindo dosaçoes eque as
seja aditiva, teremos:

T ,+ 91 •PdA(T) 
dT
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durante intervalo dede tempo, t, que atuazero ao
imitadores.inovadoresrem os e

Assim:

T)dTA(T)

<11
A(t) t +ou p •

2

dãSubstituindo doequaçao que nos ona preço
produto fazendoe

<31
q 2

teremos:

S(t) t [52]P •

de Formaçãodeobtido, chamaremos ModeloO modelo que
de caracterizabase dosPreços Bass,em a açaocom
inovadores coeficiente dos imitadoresmeio do Pr epor

formaçãopelo coeficiente de de um bem.na preçosq#
produto.dolançamentodeno processo

so

t2

q t2
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COM BASE NO MODELO DE4.

O modelo

"qualquer processo
de formação do capital ao longo do tempo".

leiconsiderar modeloEntão, decomo umao

base no modelo de Bass.

4.1.
Bass t
Variado

Observando o modelo de capitalização baseado em Bass:

S(T) pT+ +

e o modelo uniformemente variado, dado por:

S

imediato, tratar-se leida deconstata-se, de mesma
capitalização, fazendo:

1
2

So

so a T2+ voT +

qT2 ,

S(T) = So
S(T) ao longo do tempo,
Esta caracterização adapta-se perfeitamente ao que definimos 
como conceito de capitalização, ou seja,

+ pT + qT2 nos dá o valor do capital 
a partir de um capital inicial So.

O MODELO DE FORMAÇÃO DE PREÇOS, 
BASS, É UM MODELO DE CAPITALIZAÇÃO

com base no Modelo de

podemos
capitalização, que chamaremos de Modelo de capitalização com

nos dá

O Modelo de Capitalização, 
é um Modelo de Capitalização Uniformemente
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P

e q a

Assim, podemos interpretar que:

e a aceleração do processo,

1
2

a velocidade inicial reflete a ação dos inovadores; 
a ação dos imitadores.

vo
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CAPITALIZAÇÃOAPLICAÇÃO5. MODELO DEÜM DOEXEMPLO DE
BASEADO EM BASS

Para aplicarmos o modelo de capitalização que tem por base o
satisfeitas seguintesmodelo de devem estarBass, as

condições iniciais:

tratar-se de produto novo;
bem caracterizar a possibilidade de ação dos inovadores

e imitadores.

Uma condição devequal estar atento,se umapara a vez
aplicado relativa validadetempo deémodelo, doaoo

visto que não podemos considerar perpétua a ação dosmodelo,
inovadores e imitadores.

tempo de validaderealidade,Na devemos doque oesperar
modelo seja razoavelmente curto e indicado pelo fim da ação
dos inovadores e imitadores.

conseguirAssim, exemplo, devemosconstruirmos nossopara
condições mencionadas estejamcaracterizar asque

satisfeitas, como passaremos a estudar.
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Os ativos de risco como produtos novos5.1.

decisão condições delevaO dede tomada aprocesso nos
risco ou incerteza.

Dizemos consideraçãodecidimos levando riscoemque o
decisório é desenvolvidoquando de formao processo

de ocorrência dosprobabilidadesa levarmos conta asem
problema. condiçõesenvolvemeventos Estamosoque em

não análise,de incerteza quando elementos detemos ou
não probabilidades.levar estascontaqueremos em

existem vários ativos,financeiroNo dosmercado quais
um conjunto de informações que irãodiariamente,possuímos,

Este conjunto de informações relativasafetar seus preços.
probabilidades,pode transformado mesmoemser que

de ocorrência dos retornos previstos dos ativos
em questão.

ativos caracterizam sensíveisteremOs porque se
em função do fluxo de informações,flutuações de preços, são

risco.ativos dechamados de

negociadas em bolsa de valores, são o exemplo maisAs ações,
vistotípico de risco,ativos de flutuamque seus preços

segundo um conjunto de informações que envolvem a empresa, o
a economiasegmento em que ela atua,

como um todo.
o mercado financeiro e
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em certas conjunturas,No Brasil,

que podem estar com taxas
1.000% ao ano,

ativo de risco que esteja sujeitoConsideremos, a
as

que
tomam a mesma decisão por influência das primeiras.

ativos de risco podem ser entendidos como
informações,binômio ativo-conj unto de de formaum que,

podem ser considerados como um novo produto sempre que mudar
o conjunto de informações a eles acoplados.Esta interpretação

produto é"genuinamente um umaque novo
vêem tal”(28).consumidoresquando comooos

docitado é 500comsempre
anos de idade,

a cidade.

acimaadmitidasPelo exposto, as
podemos aplicar o modelo de em

detectarmosBass , novoumque
riscoativo deenvolvendo emo

condiçõessatisfeitas de:ficam asque

hipóteses 
capitalização

Um exemplo 
interior,

mencionadas, 
baseado

aquelas que primeiro recebem a informação e tomam a decisão 
de comprar ou vender o ativo e de imitadoras aquelas

Estas informações vão atingindo 
consideramos como inovadoras

de risco, além das ações, 
certificados de depósito bancário,

o ouro e o

de 600% ao ano em um dia,

de novo produto é referendada por Ferber quando ele observa 
inovação somente

que é descoberta por uma agência de turismo: 
novo produto está na forma como o turista vê

conjunto de infor 
i questão, visto

dólar, até mesmo os

Por outro lado, os

a 400% ao ano, na próxima semana.

comportam-se como ativos

no dia seguinte, e

naturalmente, o

um fluxo de informações.
pessoas gradativamente. Assim,

comprar ou vender o

então, um

o da pequena cidade

e de

sempre
mações
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estarmos tratando com produtos novos;
inovadoresbem caracterizadas ações dosestarem as e

necessárias para a aplicação do modelo.imitadores,

Aplicação do Modelo de Capitalização base5.2. com em
Bass

Consideremos, ativo riscosdeexemplo, ação deopor
conjunto de informaçõesdeterminada elae um aempresa

acoplado.

preços da ação,A equação basedo modelo para os com em
Bass, é dada por

qtptS ++

onde devemos determinar os valores de S Para tanto,P e q.o»
devemos três valores : dode tempo doconhecer epares
respectivo preço da ação.

partirConsideremos, da abertura doexemplo, aquepor
pregão sejam feitas leituras a cada dez minutos, obtendo-se
a tabela abaixo:

20 3010TEMPO EM MINUTOS

PREÇO DA AÇÃO 47.000 53.00040.000

2 /So
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Substituindo seguinteresolverequação, teremos ona que
sistema

240.000
47.000 +
53.000 + p x 30 + q X 30

cruzeiros por quadrado de minuto,-5,q
cruzeiros por minuto,850,P
cruzeiros,So = 32.000,

inovadores velocidade inicial deatuamos umacom
crescimento do preço da ação de:

tendem a ter uma atuação cada vez menor com o passar do 
tempo.

vo

So
so
So

a = 2xq=2x (-5) = -10,

significando que:

mas que a variação de velocidade é negativa visto que 
os imitadores, responsáveis pela aceleração dada por:

= p = 850, cruzeiros por minuto,

0 sistema pode ser resolvido de imediato, obtendo:

+ p x 10 + q x 10
2p X 20 + q X 20
2
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concavidade voltada paraAssim, a
calcular o tempo embaixo.

dado por:

ou no exemplo,

85 minutos.

85ser
movimento dos preçosminutos na

por:

850 t32.000S

da ação previsto peloEntão, para
modelo será de:

cruzeiros.68.125,S

da novaloresospodemosNaturalmente,
decorrer do pregão, por

projeções,nossasde pregão comvaloresos

ação,
Em seguida,

compararemos 
determinando o erro cometido.

projetar 
meio do modelo obtido.

-p 
2 x q

-850
2 x (-5)

5 t2

obtido substituindo o tempo t = 
da ação, dada

que vai ocorrer o

0 valor da ação pode 
equação de

parábola obtida tem
Nestas condições, podemos 

pico do valor da ação,

o valort = 85 minutos,
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A tabela nos dá valores projetados pelo modelo:

40 90 10050 60 70 80 12085

58.000 68.00062.000 65.000 67.000 68.000 68.125 67.000 62.000

1

A medida que
novos preços da ação são estabelecidos, nós podemos adequar
nosso modelo, resultados. Nesteacrescentando novosesses
caso, mais que três observações, devemostemosse usar o

método determinaçãoda múltipla dosregressão para

parâmetros seguida, calcularmosda asem

no

Naturalmente,
mas

I PREÇOI da ação
fPROJETADO

tempo em 
minutos

equação e, 
projeções dos preços da ação.

estar esgotando o assunto, mas sim, apontando para um novo 
horizonte de estudos que podem ser desenvolvidos pelo modelo 
de capitalização de Bass.

mostrar asProcuramos, no exemplo em questão, mostrar as condições de 
aplicabilidade do modelo de capitalização com base no modelo 
de Bass, ou seja, como adaptar os conceitos desenvolvidos em 
condições práticas.

o pregão da bolsa de valores vai ocorrendo e

não temos a pretensão de



CAPÍTULO VII

OS CONCEITOS DE VELOCIDADE E ACELERAÇÃO ESTENDIDOS
ÀS TAXAS DE JUROS
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1. INTRODUÇÃO

da economia é, a
éEla,

impostas mercadoao em ser

As taxas Assim,
estão dada oferta deàs e procura

ou mesmo do
foram, as

20% ano, oaoao

inflação, chegamoscrescimento taxasdacom ao
ou mais.

causas
econômicas tais amplitudes daspore

Nosso preocupações dosestudo dasserá umaa
financistas,

local, 
absurdas de 100% ao mês,

de condições 
seguida,

sem dúvida, as flutuações das taxas de 
vimos as taxas de juros do dólar

financeiras geradas 
taxas de juros.

e incertezas gue os cercam.

podendo,
causa de várias situações da economia em guestão.

rompendo 
no máximo. No âmbito10% ao ano,

No contexto mundial, 
americano chegarem ao patamar de 
patamar histórico de 6% a

Uma das maiores preocupações dos últimos anos, quer do ponto 
de vista dos economistas, quer dos financistas, 
homem comum, 
juros.

o preço do dinheiro.

e efeitos das situaçõesNão pretendemos estudar as

de juros representam 
sujeitas às condições 

capitais e ainda aos riscos

Um dos principais parâmetros 
taxa de juros. Ela, em principio, 

financeiro

dirigido
ou seja, no desenvolvimento de um instrumental 

que nos possibilite avaliar as variações das taxas de juros

sem dúvida,
efeito
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variaçõesexplicando asassim,e,
o futuro.

velocidade média eralembremos quePara tanto,
dado por:

AS
1

At
velocidadedeconceitoobtinhamos oqualpartir doa

vtouvt

capital eramdevelocidadesAs
obtidas pela divisão da

a velocidade unitária no instante t por.e

vut

médiaunitária evelocidadedaequaçãoObservando a
escrevendo-a na forma:

[53]
o

lim
At -* 0

A S
A t

dS 
dt

vum

vum

V™ vm

obtermos modelos que,
permitam elaborar previsões para

unitárias ou por unidade
velocidade pelo capital inicial So.

vm

AS
At

vt

o conceito de

unitária média era dada por:
A S

A t

passadas, nos

Assim, a velocidade

instantânea, como segue:
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é fácil concluir tratar-se da taxa de juros no período At.

Então,

[54]i At '

indica a taxa de juros do período At.onde i At

vum
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ACELERAÇÃO DAS TAXAS DE JUROS2.

daaceleração,deconceitoPara formularmos o

equação:

nos dá:At tendendo a zero,que passando ao limite, com

[55]i At •

instante t é dada por:Como a velocidade no

vut

instante t de taxavelocidade unitária no

[56]vut

instantânea it tem seu

lim
A t *0

lim
At-> 0

taxa de juros 
ou seja:

lim
At* 0

então chamaremos a
de juros no instante t, indicada por it •

Assim, teremos:

Mostramos, assim, que a 

valor variando com o tempo,

1im vum 
At* 0

1 A t •
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[57]f(t) ;

aceleração de uma taxa

aceleração da

wt

[58]ou wt

lim
At 0

dit 
dt

Ait
At

o que nos permite obter 
de juros.

o conceito de

taxa de juros noChamaremos de
indicada por w-^, a:

instante t,
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3. MODELOS DE CAPITALIZAÇÃO COM TAXAS DE JUROS VARIADAS

Todo conceitos Matemáticadadoso
jurosconsiderando de constantedá taxase a

durante

0 estudo continuacomposta, e
admite

Assim: i constante.

Este conceito de aceleraçãosegundo oque,
ou seja:a aceleração é zero,

0wt

aceleração w-^, com w-t 0,
detaxasas

o
variáveis,taxasmodelosos com

fato significa 
das taxas de juros,

das capitalizações simples, 
mesmo a uniformemente variada, por nós desenvolvida, 
que a taxa de juros é fixa durante a capitalizaçao.

o periodo de capitalização.

de capitalização 
adaptados à realidade de nossa economia.

Então, fixando condições para a 
estaremos estabelecendo um comportamento para 
juros instantâneas it, que não serão mais constantes durante 
todo o periodo de capitalização. podemos, desta forma, 
estudar

desenvolvimento
Financeira
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UM EXEMPLO DE APLICAÇÃO DAS TAXAS VARIÁVEIS4.

examinemos o
ou seja:

constantewt w

Então w
dt

dt .ou [59]w X

Integrando:
[60]k .wt +

Para t = o, =teremos

equação da variação das taxas

[61]wt .+

linear,juros tempo,é com o
lineares,capitalizações de de formaestas

que:

se w
seráse a

a capitalização será linearmente acelerada;
capitalização será linearmente

variação da 
podemos chamar

dit

io

Íq

w <

Para construirmos nosso exemplo, 
aceleração w^ das taxas de juros seja constante,

0, 
desacelerada.

caso em que a

> 0,

o que nos permite escrever a 
de juros com o tempo, como segue:

taxa deComo a
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modelos deos
com na

wt , 0 .+ com w

jurossimplesA taxas decom

Par"tindo da lei de capitalização simples

= S0 (1 + it) ,S

com a taxa de juros variando segundo a lei:

i wt ,

teremos:

= So (1 + (i0 + wt) x t)S

Sq io tS SO [62]+ +

capitalização 
linearmente variadas

io

io

ou, então,

Examinemos, pois, como se comportam 
capitalização simples e composta com as taxas variadas, 
forma:

So wt2 ,

Naturalmente, como já observamos, se w = 0, teremos i^ — io» 

o que nos leva a capitalizações com taxas constantes.
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taxassimples comdeleidáque nos a
linearmente variadas.

pois, seinteressante,bastanteéobtido0 resultado
uniformementecapitalizaçãodaforma gerallembrarmos da

variada:

++S

taxascomconcluirpodemos aque
umaaé

x io

X we a

simples 
capitalização

capitalização

vot -1-a t
2

vo SO

2 So

SO
2

f

linearmente variadas é equivalente 
uniformemente variada, fixados os parâmetros:
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jurosdataxascomposta com4.2.

taxasinfluência dasexaminar apodemosNeste caso,
variáveis sob dois enfoques.

valoradmitede continuo,0 primeiro, que chamaremos
do montante é obtido por

(1 + i)S

modelo de capitalização composta, com
a lei o

wt w+i z

teremos:

[63](1 + (io + wt))S

taxascomposta comlei dedáque nos a

linearmente variadas, na

próprialinearmente
construção do

Admitamos que as taxas variem segundo

que descreve
as taxas variando na forma:

Capitalização 
linearmente variadas

capitalização 
forma continua.

t
9

t
9

xo

SO

so

o modelo:

capitalização composta, 
foi sugerido pela

que o 
variação contínua da taxa de juros.

com taxas

Então, sendo:

0 ;

0 segundo enfoque para a 
variadas, nos 
modelo de capitalização composta.
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wwt , comxo

deestamas

. 1,+ wtaxa será:

. 2,.taxa será:

n;+ wxn

dechamaremostaxas quevariação detemos, portanto, uma
escalonada.

basta calcularmos o

1

1= Sx (1 + Í2)s2

tal que:e assim sucessivamente,

1= sn-l

oqueprovarpode-sefinitainduçãoprincipio daPelo
montante S será dado por:

de capitalização
como segue:

que esta variação de 
capitalização, permanecendo

= So.

So

xo

Sn

So

0 ,

para o periodo n a
e assim

para o periodo 1 a
para o periodo 2 a 

sucessivamente, de forma que 
taxa será:

io. + w

taxas acompanhe os períodos 
constante durante o período.

Para obtermos a regra 
montante ao fim de cada periodo,

Nestas condições, teremos:
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n [64](1 + ij) ,S TT
3=1

Como

dafinalentão,
linearmente variadas na

[65]. (1 + ioS

modelo devoltamos ao0É wfácil para

(1 + io)S

da data zero.é taxa constante a partirioonde

Cálculo da Aceleração4.2.1.

taxascomcapitalizaçãoConsideremos uma
ossej amfixando quelinearmente variadas

modelos continuo e escalonado.

t, queemtempodeperiodooIsto paraque,

, da continua, eSq .S

significa 
ocorreu a capitalização,

composta 
equivalentes

n
ir
3=1

So

xo

So

Sq

capitalização composta 
forma escalonada, será:

x3

perceber que 
capitalização composta, dado por:

os montantes:

+ w . j) •

w . j ,

n /

com taxas

para j = 1,2,3....

o modelo

(1 + i0 + wt)t
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devem ser, da escalonada,(1 + ij)Sq .S
iguais.

Deste fato obtemos que:
n [66]t(1 + i0 + Wt)

teremos:Isolando o valor de w,

[67](1 + io)) •(1 + ij))((w

efeitosendo oentendida comoser
cada período dea

capitalização.

devemédia queé umaaceleração wNestas a
períodos seguintes.passar, como

novasasà medida que oNaturalmente,
períodoestimativa de oparawtaxas novadevem acompor

seguinte.

obtida umcomofórmulaconsiderar aEm conclusão, podemos
juros sede quetaxasdasinercialestimador do

propagam para os

entender amelhorajudar aUm exemplo numérico pode nos

questão.

1, 
t

1_ 
t

TT 

j = l

n
TT

3=1

n
TT

3=1

caráter
períodos seguintes de tempo.

A aceleração w deve 
resultante da variação das taxas de juros

(1 + ij) •

condições, 
caráter inercial, para os

tempo vai passando,
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detaxasasabaixo, queConsideremos tabelaa
inflação mensal:

PERÍODOOBSERVAÇÃO

8,00

9,51período12

12,02período22

13,73período32

valor da

(1+0,08) ],[ ( (1+0,095).(1+0,12).(1+0,137) )W

dai, W = 0,0124

Obtido o valor de w e lembrando que.

wj ,io +

inflação osparadaprevisãocalcular aentão, podemos
próximos meses

ou 14f

t

out

1_
3 

TAXA DE INFLAÇÃO 
Z A0 MES

1
3

= 12,96% ao mês 

ou 15 = 14,20% ao mês 

= 15,44% ao mês.

Mes anterior ao 
período em estudo

X3

Í0

i2

0,08 + 0,0124 X 4

= 0,08 + 0,0124 X 5 

0,0124 X 6i6 = 0,08 +

ao quadrado do mês.

taxas de juros, teremos:

que nos dá oAplicando a fórmula,
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A o aspectow
meses seguintes.os

obtendo novos valores da
davalorrecalcularpodemos o

elaborandomelhorando estimador, novaseo

À medida que o tempo passa 
inflação,

e vamos

aceleração constante w — 0,0124 caracteriza 
inercial da inflação que é passado para
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CONCLUSÕES

O principaldesenvolvido,nós tevepor como

com o

As

de velocidade e aceleração àconceitos
Financeira, nosque

novas capital Alémtempo.entre e

demodeloselaboração de novosa

condicionartantobastando ospara

parâmetros vistovelocidade aceleração que asou
equações da aceleraçãodo velocidadeda e
estão meio equaçõesligadas daspor

dos exemplos de modelos de capitalização desenvolvidos,
nos interessante deo

capitalizações simples ecom as

na politicapráticas por exemplo,como,

monetária;

trabalho, 

objetivo

capital, 

intimamente

permitiu estabelecer 

disso,relações 
possibilita

aplicação dos
Matemática

contribuir 
capitalização, bem como introduzir novos conceitos para a 

avaliação da relação entre capital e tempo.

composta que podem ser estabelecidas de forma a terem

parece particularmente 

capitalização uniformemente variada ou quadrática. Ele 

mantém

principais contribuições do trabalho são, ao nosso ver, 
as seguintes:

desenvolvimento de modelos de
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modeloo de capitalização baseado Bass,em
deixa de

variado com

nos ser

dos ativosinvestidores derelação aosem
risco. A transformação do modelo da área de marketing
para a

da procura sobre os preços dos produtose
novos;

a
às taxas de

mercado financeiro.
novas inclusiveda questão,armas tratamentopara o

obtendo estimador avaliação do caráterum apara
inercial das juros forma geral,de

como no exemplo apresentado.

finalmente, maioracreditamos nossao que ser

existênciafoi de uma

as
Os conceitos desenvolvidosmodelos nae

marketing, que foram adaptados à área de finanças, nos

parecem caracterizar estudodeuma

ou quadrático,

aplicação dos conceitos de velocidade e aceleração, 
aplicados

área de finanças permite o exame da atuação da 
lei da oferta

abordagem

multidisciplinar que poderá dar muitos outros frutos.

exemplificar 

relacionamento entre as várias áreas do conhecimento.

taxas de 
inflação em particular,

juros, 

questão das taxas variáveis que na realidade ocorrem no

modelo de capitalização uniformemente 

a atuação dos inovadores e

Com os modelos apresentados temos

parece ser um modelo que poderá ter 

seus estudos aprofundados, principalmente na análise da 
postura

física e em

ser um

ou da

é nossa contribuição à

que não
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o
Esperamos,

desenvolvimento de

questões:

novososcomMatemática

incerteza;

imitadores, pore
com o

em Bolsa;

avaliação dede aceleração paraconceitoutilizar o
empresas;

com a
evidência
aos ativos de risco.

finalidade de obter a 

do modelo quadrático
realizar pesquisa de campo 

estatística da aplicação

contribuição que permita 
nas seguintes

com esta tese, 
estudos mais

de risco e

estruturar a Matemática Financeira 
conceitos por nós estabelecidos, explicitando condições

estudo da

estruturar a atuação dos inovadores
meio do modelo de capitalização baseado em Bass, 

análise técnica e da análise estruturalista

das empresas com ações negociadas

dar uma
aprofundados
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nomenclatura utilizada no texto

aceleraçãoa

a(t)at>
au

zero

de compra no

F(T)
g(T) de

i

modelo deno

i A t
zero

função 
instante T

taxa de juros no período
taxa de juros na origem ou na data
taxa de juros no instante t ou na data t

diferencial de tempo
derivada do capital em relação ao tempo 
derivada da velocidade em relação ao tempo 
diferencial da velocidade

ao
dS, dSt
dt
dS
dt

dv
dt

dv, dvt
di, di-t 
dit
dt 
f (T)

is 
ic 
I

At 
io

probabilidade da compra ser feita até a data T 
função que descreve a variação dos acréscimos

aceleração média
A(t),A(T) função valor do acréscimo para cada data t ou T 

aceleração no instante t ou na data t 
aceleração unitária ou por unidade de capital 

au-t,au(t) aceleração unitária no instante t ou na data t 
aceleração na origem ou na data 
diferencial do capital

diferencial da taxa de juros
derivada da taxa de juros em relação ao tempo 

densidade de probabilidade

preço
taxa de juros
taxa de juros no modelo de capitalização simples 
taxa de juros no modelo de capitalização composta 
taxa de juros no modelo de capitalização 
instantânea ou continua



3

jurosJ
juros na data t
montante
número de compradores param
estudo
prazo referido a um número inteiro de períodos den

P(A/B) uma

P
P(t£T)
q
Q(T)

montante,
zero

montante na capitalização composta
tempo
acréscimo de tempoA t

v

origeminicial,velocidade na ou na
data zero

vt, v(t)
inteirov(n) dereferentevelocidade na

tempo

montante na capitalização quadrática 
montante na capitalização simples

Qrp
S

velocidade do capital
velocidade média do capital

velocidade

data T, 
coeficiente de inovação 
probabilidade da compra ser feita após a data T 
coeficiente de imitação
número de compradores no instante T

Vm vm

número de compradores no período T-l a T 
capital em uma data qualquer 

capital inicial, capital na origem ou na data 
capital no instante t ou na data t

sc
t

Jt
M

Sq 
ss

sn,
A S

vo

SO
St, S(t)

S(n)

vn,

capital referente a um período inteiro n de tempo 
acréscimo de capital

velocidade no instante t ou na data t

o período de tempo em

tempo 
probabilidade de uma pessoa fazer a compra até a

sem antes ter sido comprador do produto

um período



4

acréscimo de velocidade do capitalA v
velocidade unitária ou por unidade de capital
velocidade unitária média
número acumulado de compradores até a data TY(T)
aceleração da taxa de juros no instante t
aceleração da taxa de jurosw

yt,
wt

vu


